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1. Introduccion

Nuestro principal objetivo en este trabajo serd seguir el articulo [1]] en el que consideran una
Orbita del “mapeo doblamiento”, shift o : t — 2¢ en R/Z (este es el mapeo cuadratico cuando
pensamos a R/Z como el circulo unitario en el plano complejo). Llamaremos a un subconjunto
cerrado A de R/Z ordenado bajo o si A es invariante (esto es 0(A) = A) y si o preserva el orden
ciclico de los puntos de A.

Tales conjuntos tienen asignado un niimero de rotacion, que lo llamamos asi porque se parece
mucho al que definimos en homeomorfismos del circulo, otra manera de ver el nimero de rotacién
es tomar la expancién decimal de cualquier ¢ en A y luego calcular la frecuencia con la cual el
digito 1’ se produce en esta expansion binaria (asi lo veremos en la parte 1 de este trabajo). En este
trabajo nos preocuparemos por dar una clasificaciéon completa de los subconjuntos A que cumplen
con ser ordenados, explicitamente daremos un algoritmo para su construccion, algunas propiedades
de teoria de numeros, una generalizacién de la nocién de orden y una caracteizacion del orden de
todos los puntos alrededor de R/Z.

Mostraremos en la capitulo 1 que un subconjunto cerrado A de R/Z, invariante bajo o, es
ordenado si y sélo si esta contenido en cualquier intervalo cerrado de longitud % Luego seguiremos
un método practico para encontrar los conjuntos ordenados, iterando el mapeo ’dividir a la mitad’ (o
raiz cuadrada) o~ 1 t — % restringido a cualquier intervalo fijo [y = [g, @) C R/Z de longitud
1/2, arrancando la iteracién en un punto arbitrario t,. Como es evidente a partir de un experimento
simple en el ordenador (y que luego demostraremos) cualquier 6rbita de 0! construida de esta
manera converge rapidamente a un atractor Ay y que depende solamente de # y no en el punto
inicial elegido, y mds aun es ordenada bajo la shift o.

Probaremos que los atractores Ay con las restricciones de o0~ a los intervalos Iy son los tinicos
subconjunots cerrados de IR/Z los cuales son invariantes bajo shift o y que también preserva el
orden bajo o.

Mostraremos también, que si Ay tiene un nimero de rotacion racional p/q, entonces Ay es uno
de los tres conjuntos Aﬂ/ < AY 1, AP/4 ¢] cual solo depende de p/q, por otro lado si el nimero
de rotacién es irracional v, entonces, Ap = A" es un Cantor, el cual solo depende de v. Dare-
mos algoritmos explicitos para la construccién de los conjuntos Aft/ 7y A tanto cuando tengamos
numeros de rotacidn racionales como irracionales, incluyendo algoritmos basados en el desarrollo
en fracciones continuas.

Luego veremos la grafica que asigna a cada Iy el nimero de rotacion (bajo o) del conjunto Ay

es la Escalera del diablo. Es decir un mapeo es débilmente continuo y monétono de el intervalo en



si mismo, el cual es localmente constante en un conjunto de medida completa pero que globalmente
no es constante. En la parte horizontal (que es un conjunto de medida completa) corresponde a los
nimeros de rotacion p/q en el extremo izquierdo de la grafica para el valor de p/q el atractor Ay
para o' es AP/ y el del lado derecho es Ai/ 7y entre ellos esta AP/,

Como ya lo hemos mensionado, el teorema 3 (el algoritmo escalera) estd estrechamente relacio-
nado con la construcciéon mecanica de Hedlund y Morse, pero como un corpolario seremos capaces
de presentar en el teorema 4 algoritmos explicitos para la construccién de 62 (los puntos finales del
paso § en la escalera del diablo), basado en el desarrollo en fracciones continuas de ]53- En el limite
de la secuencia convergente de una fraccion continua de un irracional v tienen la misma expresion
para ¥ como lo obtuvo por primera vez Veerman (a lo que calificé de ampliacién secuencias ). Co-
mo corolarios de estos algoritmos obtenemos dos nuevos resultados, primero un algoritmo explicito
para las fracciones continuas de #* (v racional) y ¥ (v irracional) en términos de la expansion de
la fraccion continua de v, y en segundo lugar, un nuevo teorema de Douady, que si v es irracional

entonces 6”es trascendental.

VI



2. Metodologia

El presente trabajo de investigacion se desarrollardn las siguientes etapas:

Revision Bibliografica: En esta etapa se hizo una bisqueda exaustiva de libros, articulos, revistas,

problemas resueltos sobre el tema y articulos a los que se hace referencia.

Demostracion de los principales resultados: Esta etapa se divide en dos partes: la primera son un
grupo de lemas y proposiciones que nos facilitaran la segunda parte, es decir, la demostracion de 4

teoremas que es el objetivo principal del trabajo.
Contenido propuesto: El trabajo se divide en cuatro capitulos:

Capitulo 1: Haremos aqui una introduccion de las principales deficiones de la teoia que nos facilite

el entendimiento de los teoremas principales.
Capitulo 1I:Se enuncian los teoremas principales, objeto de este trabajo.

Capitulo I1I: Se demuestran los lemas y las proposiciones que nos permitan demostrar los cuatro

teoremas importantes.

Capitulo 1V: Se demuestran los cuatro teoremas, haciendo uso de los lemas y proposiciones de

capitulo /11.

VII



3. Capitulo 1

3.1. Orbitas del mapeo Shift, 0.

En esta seccidn nuestro principal objetivo serd definir el nimero de rotacién para mapeos que
preservan el orden y dar propiedades para comprender de mejor manera lo que necesitaremos hacer
en nuestro trabajo. Esta definicion sera trascendental en el desarrollo de nuestro trabajo ya que de la
comprension de ésta, dependerd el entendimiento de los primeros cuatro teoremas. Continuaremos
en esta seccion las ideas basicas de [[1]] y de [4]. Comenzemos definiendo qué es un mapeo de grado
1.

Definicion 1. Diremos que un mapeo no decreciente I' : R — R es de grado uno si

Fa+1)=Fx)+1, y F(z)<F(y) para =<y (1)

Por definicion los mapeos de grado uno son siempre crecientes. Veamos un ejemplo a continua-

cion:

Ejemplo 1. Definamos f : R — R un mapeo, dado de la siguiente manera

(x —2)+2 si,2<x<3

(x—12%+1 sil<z<2

fz) = x? si, 0 <z <1 2)
(x4+1)2-1 si—1<z<0

(x+2)?2-2 si,—2<x< -1

Bdsicamente hemos tomado la parabola f(z) = z* y la hemos desplazado una unidad hacia
arriba y una hacia la derecha para construir la siguiente rama. Esto nos asegura que sea creciente.
Ast sucesivamente, hacemos copias hacia arriba. Hacia abajo es el mismo proceso y también con

éste se garantiza que sea creciente en todo punto.



Ahora notemos que si tomamos y € R, entonces existe n € N tal que n < y < n + 1 de tal

manera que f(y) = (y —n)? + n. Asi que, comon +1 <y + 1 < n + 2, se cumplira que

fly+1) = (y+1-(n+1)+@n+1)
= (y—n)+n+1
= fly)+1
que es precisamente la condicion de que el mapeo sea de grado 1.

La figura[l|muestra la grdfica de este mapeo.

Figura 1: Mapeo de grado 1

En el siguiente lema veremos unas caracteristicas particulares de los mapeos de grado uno, que

nos ayudardn mucho a la hora de trabajar con ellos.

Lema 1. Cualquier iteracion de un mapeo estrictamente monotono de grado uno es un mapeo
estrictamente mondtono de grado uno. Ademds, el mapeo F,(x) = F(x) — x es periddico con

periodo 1y satisface |F.(x) — F.(y)| < 1.

Demostracion.

Sea F estrictamente creciente de grado 1, es decir, F'(x+1) = F'(z)+ 1 entonces demostremos
que F"(x 4+ 1) = F™(x) + 1. Por induccién:

Sin = 1 es evidente por la hipétesis.

Suponemos cierto para n = k. Ahora demostremos que se cumple paran = k + 1.



Entonces F**1(z + 1) = F(F*(x + 1)) = F(F*(x) + 1) y si hacemos y = F*(z) tendremos
que F(y+1) = F(y) + 1= F(F¥(x)) + 1 = F¥'(2) + 1 como desedbamos demostrar.

Veamos, ademds que el mapeo F,(x) = F(z) — x es de periodo uno.

Flz+1)=F(@+1)—(z+1)=F(zx) —x = Fi(x)
En efecto el periodo de F es uno.

Ahora demostremos que | Fi(z) — Fi(y)| < 1. Lo primero es comprobar que Fi(z+n) = F,(x)
lo cual es fécil de demostrar por induccion, ya que para n = 1 es evidente. Asumimos cierto para
n = k, es decir, Fi.(z + k) = F.(x). Entonces,

Fo(x+(k+1)=F.(y+1)=F.(y) = F.(zr + k) = Fi(x)

Lo demostremo primero para0) < x —y < 1; en este caso podemos verque y < zyx < y+1y
como F es un levantamiento de grado 1 tendremos que F(y) < F(z)y F(z) < F(y+1) = F(y)+
1,esdecir,0 < F(z)—F(y)y F(z)—F(y) < 1, cumpliéndose la desigualdad 0 < F'(z)—F(y) < 1
siempreque 0 < z —y < 1.

Abhora verifiquémoslo para x, y cualesquiera. Sea = € (a,a + 1) con a € Z y supongamos que
z < y.Tomemosy = d+ndonded € (a,a+1)yn € Z,esdecir, 0 < F(x)— F(6) < 1. Veamos
que | (z) = Fu(y)| = [Fu(z) — F.(0 + n)| = [Fu(z) = F.(0)

, pero,

o lo que es lo mismo

F.(z) — F.(0) + (z — 6) = F(z) — F(6)

ycomo 0 < F(z) — F(J) < 1 tenemos que

0 < F.(z) — F.(0) + (z — 8) < 1

asi que reescribiendo tenemos que

—1l<—(z—-0)<F(z)-F.(0)<l—(z—-§) <1

de donde obtenemos el resultado deseado.



O

Ahora, veremos como podemos usar mapeos de grado 1 para analizar lo que ocurre en los

mapeos de T en T. Para relacionarlos explicaremos el concepto de levantamiento.

Definicion 2. Sea f : T — T un mapeo (T = R/Z). Diremos que F' : R — R es un levantamiento

de f si es de grado uno y ademds hace que el siguente diagrama conmute

f
T — T
r 1 o T on (3)
R
F

Es decir, que f(m(z)) = n(F(x)), donde w : R — T es tal que w(x) = >

Es claro que la condicion de ser un levantamiento de un mapeo de T no es tnica, de tal manera
que no se garantiza la unicidad del levantamiento.

Ahora veremos el caso particular de los mapeos de T que llamaremos mapeos que preservan el
orden y sobre los cuales centraremos nuestro trabajo. Primero necesitamos comprender qué signi-
fica tener un orden en el circulo, ya que debido a que los elementos ahi son complejos y en estos
no existe un orden.

Entonces lo que haremos es considerar para cada elemento del circulo un representante en [0, 1).
Tal representante serd escogido como la imagen inversa del elemento en T bajo 7 en la rama [0, 1).
Esto debido a que el mapeo 7 : R — T, con 7(z) = €™, es sobreyectivo, pero restringido a las
ramas de la forma [n, n+ 1) se obtiene biyectividad entre elementos, para todo n € N. En particular
escogemos la rama [0, 1) y se seguird manteniendo la biyectividad.

A partir de aqui al decir € T nos referiremos a que = € [0,1) y haremos la identificacion del
representante con una tilde sobre el valor del que es representado. Por ejemplo, el representante de
xserazyelde f(x)es f(\x/),

Con las aclaraciones anteriores podemos tener una idea natural de un orden en T, que seria

trasladar el orden de [0, 1). Veamos primero la definicién de ser ordenados en T.

Definicién 3. Dada la terna (z,y, z) € T con elementos distintos 2 a 2 diremos que mantiene el
orden en el circulo si la terna (x,y, z) aparece en ese orden en el sentido de las manecillas del

reloj.



Notemos que fijada una referencia, el lugar donde aparezcan estos nimeros en T nos puede
llevar a pensar que existe un orden diferente (ver figura[2). Sin embargo, la definicién no contempla
un punto de referencia y de este modo la terna (x, y, z) es equivalente a las ternas (y, z,z) y (z, x, y)

que mantienen el orden en el circulo.

Figura 2: Orden ciclico de las agujas de reloj.

Notemos ahora que para efectos de cdlculos matematicos y demostraciones, la definicién ante-
rior no es muy conveniente, asi que daremos el siguiente concepto de orden ciclico y veremos que

es equivalente al concepto de la definicién 3]

Definicion 4. Dada la terna (x,y, z) € T, con elementos distintos 2 a 2 diremos que mantiene el

orden en el circulo si 'y solo si se cumple la desigualdad

(T -9)(F—-2)(H—-2)>0

Recordemos que las tildes sobre las letras son los representantes en |0, 1) de los respectivos
valores en T.

En el caso en que la desigualdad anterior sea negativa diremos que se invierte el orden ciclico.

Las definiciones que acabamos de estudiar son equivalentes y esto se demuestra en el siguiente

teorema
Teorema 1. Las definiciones 3]y d| son equivalentes.

Demostracion.

Supongamos que se cumple (¥ — §)(Z — 2)(g — Z) > 0. Esto ocurre si los factores estdn en
alguno de los siguientes casos:



Caso 1: Todos los factores son positivos. Esto sucede si y s6lo si se cumple lo siguiente en
0,1):% > y,& > Zyy > 2. Esdecir, Z < § < Z, que cuando los recorremos en el circulo es un
caso de la definicién, de hecho es el que encontramos en el orden (z, y, ).

Caso 2: El primero es positivo y los otros dos negativos. esto se cumplira si y solo si £ > v,
T < zZyy < zoloqueeslomismo, quey < T < z, que también es un equivalente en la definicion.

Caso 3: Los dos primeros son negativos y el tercero es positivo. Esto se cumplird si y sélo si
T <y, <Zyy > Zoloqueeslomismoque z < Z < ¥, que también es un equivalente en la
definicion.

Caso 4: El primero y el tercero son negativos y el segundo es positivo. Esto es siy sdlo si 2 < ¢,
T > Zyy < Z, pero notemos que este caso no puede suceder.

Supongamos que se cumple el orden ciclico. Podemos ver en la Figura [3] que esto sucede con

claridad.

Figura 3: Los respectivos representantes de (z,y, z) en [0, 1).

Veamos que los representantes estdn ordenados en el circulo bajo la definicion |3 De la Figura
B3] se obtienen las siguientes posibles tres desigualdades: 2 < § < 7, T < 2 < 3,yy < & < Z.En

los tres casos es facil comprobar que se verifica la desigualdad

(T-y)(F-2)(y—7)>0
Que concluye la demostracion.

O

Ahora necesitamos saber cuando un mapeo va a preservar el orden. Nos gustaria que sucediera
algo parecido a lo ya mencionado en las definiciones anteriores, es decir, que aparezcan en el mismo

orden en el cual aparecen sus preimagenes. Por eso la siguiente definicion resulta muy natural.
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Definicion 5. Sea f : A C T — T diremos que f preserva el orden en A si f(z), f(y), f(z)
mantienen el mismo orden ciclico que x, vy, z, 0 explotan en un mismo punto.

La siguiente definicion es casi automatica y el sentido de ella es dotarnos de una férmula ma-
temadtica para que sea usada a la hora de hacer demostraciones con mapeos que preservan el orden
y que ha sido tomada de [3]. Pero antes de usarla, debemos demostrar que es equivalente a la

definicidn anterior.

Definicion 6. Sea f : A C T — T diremos que f preserva el orden en A si

Noétese que esta definicién contempla la igualdad. En la definicién (4) dada en [3], este caso no
es estudiado. Analizemos esta situacion

Tomemos un orden cualquiera de los elementos z, ¢, z, Por ejemplo, z < y < & y supongamos
que f preserva el orden entonces, pueden suceder las tres posibilidades siguientes: f ( )< f (y) <
f@), fly) < f@) < f(z)y f(z) < f(2) < f(y), donde los elementos que cumplen la de-
sigualdad son los representantes de sus respectivos valores en T, es decir, son elementos de [0, 1).
Entonces, en el primer caso, cuando f(z) < f(y) < f(x), se verifica £ (“) f [@i) 5 > 0, y también,

(x) f(z f(

<0 y < 0, es decir,

(F(x) = F() (F(x) = F(2) () = F()
-y @G-5  @-5

Es importante sefialar que el igual, del mayor o igual, en la ecuacion anterior proviene del

hecho de que los numeradores pueden ser 0, es decir los valores bajo f son iguales. El analisis
anterior lo podemos hacer para las tres desigualdades, pero el interés de este pafrafo es s6lo ver
que el andlisis se puede hacer desde un punto de vista de casos. Aunque como sabemos esto no
es una demostracion rigurosa pero nos da la idea de lo que esta ocurriendo. Sin mds, pasamos a la

demostracién de la equivalencia de las dos definiciones anteriores.
Teorema 2. Las definiciones[3]y[6] que nos dicen cudndo un mapeo preserva el orden, son equiva-
lentes.

Demostracion
Supongamos que se cumple la desigualdad de la definicién [6] entonces el signo del producto de
los numeradores es igual al signo del producto de los denomindadores, lo que indica que tienen el

mismo orden ciclico, ya sea que preserven el orden o que lo inviertan.
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Ahora supongamos que se cumple la definicién [5| Entonces veamos que esto significa que

(& =)@ = 2)G—2)y (fl@) = f)(f(x) = f(z))((y) — f(x)) tienen el mismo signo lo que
implica que el cociente deberd ser positivo, con lo cual demostramos la desigualdad de [6]

Un buen ejemplo de lo que sucede lo podemos ver en la Figura 4]

Figura 4: Se preserva el orden.

Veamos un ejemplo de un mapeo que preserva el orden:

Ejemplo 2. Sea f : T — T tal que f(x) = egm.

Veamos que si v = e*™; donde 0 es el dngulo que forma la recta que une los puntos (0,0) y x
2

con la funcion f(z) = eT? . 2™0 = 2mi(0+m/4)

. Podemos deducir que el mapeo f lo que hace es
sumar /4 al argumento de .

Recordemos ahora que todo valor en T tiene como imagen inversa bajo la del mapeo m un tinico
valor en [0,1) el cual es el argumento del valor en T. Lo que implica que si tomamos x,y, z € T,

tendremos que f(x) =1+ %, f(y) =5+ 5y f(2) = Z + 7§, asi que obtenemos lo siguiente,

que implica que f preserva el orden.

Veremos en el siguiente lema, la relacion entre los mapeos que preservan el orden y sus respec-

tivos levantamientos.

Lema 2. Sea f : T — T un mapeoy F : R — R un levantamiento de f. Si F' es mondtona no

decreciente, entonces, f preserva el orden.



Demostracion

Tomemos tres puntos ordenados en T, digamos {z, y, z}. Es decir, si {Z, 7, Z} son los represen-
tantes en [0, 1) bajo el mapeo 7, se cumple que (Z — §)(Z — 2)(y — Z) > 0. Ademds sabemos que
esto nos garantiza una de tres posibles maneras de encontrar {Z, 7, Z} en [0, 1), las cuales veremos
a continuacion junto al hecho de que F' es monétona no decreciente. Se deduce de manera directa

que F' cumple las siguientes condiciones:

F<ij<i = F(Z)<F{) < F&#) 4)
j<i<i = F@{) <FGE) <F®&) (5)
y<i<z = F(y) < F(Z) < F(y) (6)

En los tres casos anteriores podemos ver que la desigualdad siguiente se cumple

— F(2) (Fly - F(2))

=5 @-9

(F(z) — F(g)) (F(
)

Lo tnico que nos faltaria demostrar para que la prueba este completa es que F'(z), F'(7) y F'(2)

—~
8

=
U —

<

son los representantes de f(x), f(y) y f(z) respectivamente. Como 7(%) = z, 7(g) = yy m(Z) = 2

y ademds que F' es un levantamiento de f obtenemos las siguientes tres ecuaciones:

Lo cual demuestra que los valores son los representantes, como queriamos Ver.
O

Veamos que un mapeo definido en un subconjuto A de T y que preserva el orden se puede
extender a un mapeo definido en todo T y que también preserva el orden. Esto se ve con claridad

en el siguiente lema.



Lema 3. Sea A un subconjunto de T, entonces todo mapeo f : A — T que preserva el orden, se

puede extender a un mapeo F' : T — T que también preserva el orden.

Demostracion.

La idea basica es demostrar que se puede construir un mapeo F' : R — R que sea mondtono no
decreciente y usando el lema[2]ya estard demostrado. Esta idea la seguimos de [1]].

Escojamos a € A, y sean a, b e R,alos representantes de a y b respectivamente: dode b = f(a).
Es decir, 7(@) = a y 7(b) = b. Ahora definamos el mapeo F : [a, @+ 1] — [b, b+ 1] de tal manera
que, F(@) = by F(a+1) = b+ 1. La asignacién que hemos hecho hasta este momento la podemos

estudiar con detalle en la figura 3]

Figura 5: Extensién de un mapeo que preserva el orden

Sélo nos queda extender F a los valores intermedios del conjunto de partida y de llegada, con
la consideracién de que no hay una manera tnica de hacer este proceso. De hecho, la manera de

hacerlo serd seguir una idea que usaremos mds adelante; las ideas basicas son las siguientes:

1. Siz = n(&) € Ay f(z) # b, entonces definiremos a F(%) como el tinico representante de
f(x)en (b,b+1).Siz € A (x #a)y f(x) = bentonces definimos F(&) asi:
» F(Z)=b+1,sihayunn(§) =y Aconi > gy f(z)#b.

=St
Il
o

()
2. Siz € T — A es un punto limite de puntos Z; € A con z; < T € [a,a + 1), entonces,

definimos F (%) = lim F'(&;), donde F(;) est4 definida como en 1 por ser elementos de A.

10



3. Siz € T — A pero no es un limite de puntos de la forma definido en 2, pero si es un limite de
puntos si z; € A cumpliendo que z; > T entonces también definimos a F(i:) = lim F(a?l),
donde F(;) esta definida como en 1.

4. Los elementos que no hemos definido lo haremos con extrapolacion lineal.

Observemos la figura 6]

St 141

(0,0)

I
I

a atl

Figura 6: Pasos del 1 al 3 en la definicién de la extensién de f, .

Tenemos un mapeo F : [@,a+ 1] — [b, b+ 1] que es mon6tono no decreciente. Podemos ahora
hacer copias de F para cada a+n,a+n+1] — [l~7 +n,b+n+ 1], haciendo un mapeo de grado
1, al que seguiremos llamando E, pero que ahora estard definido en todo R.

F definido de esta manera es un mapeo de grado 1 que es mondtono no decreciente y por lo

tanto, por el lema anterior f : T — T preserva el orden.

OJ

Hay mas propiedades que nos ayudan a trabajar con funciones que preservan el orden. Por
ejemplo, si lo que nos interesa es hacer un anélisis dindmico de un mapeo que preserva el orden
tendremos que pensar de la forma que lo hizo Poincaré con homeomorfismos de T en T, es decir,
definiendo un invariante, con el cual podemos caracterizar su dindmica y que llamamos ndmero de
rotacién. A diferencia de los homeomorfismos, los mapeos F' : T — T que preservan el orden no
son necesariamente continuos pero les podemos asociar el mismo invariante que a estos. Empeza-

remos demostrando la existencia del limite que nos ayudara a definir el nimero de rotacion.
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Teorema 3. Sea f : T — T un mapeo que preserva el orden 'y sea F' : R — R un levantamiento

de f, entonces existe el limite

Ik —
i Fr@) —2

n—00 n

Demostracion.
Fijemos un entero n € Z y definamos F,,y(z) = F"(x) — x. Por el lema|[l} aplicado a z y a 0,

tendremos que

[Fimy(2) = Fim)(0)] < 1
o equivalentemente

Firy(0) =1 < F'(z) — 2 = Fipy(z) < Finy(0) +1 (7)

Ahora, si seguimos el anterior razonamiento aplicado a los puntos = = g, F'™(y), ..., Fm=1n(y)

en la ecuacion [/|tenemos que

Fm(0) =1 < F™(y) =y = Fiy(y) < Fw(0)+1
F(n)((')) -1 < F(F™(y)) — F"(y) = Fi)(F"(y)) < F(n>(9)+1 ®
F(n>(6) —1 < FYFEmID(y)) - F(m‘lt)"(y) = Fioy(F™"(y)) < Flu (6) +1
Sumando todas las ecuaciones de () tendremos lo siguiente:

m(Fn(0) =1) < F"(y)) —y < m(F)(0) +1) 9)

que dividiendo por mn tenemos:

Fn(0) =1 _F"™(y) -y _ Fw(0) +1
n - nm - n

(10)
y si ahora la dividimos ecuacién (/) por n y la restamos de la ecuacion anterior tendremos:

Fry) -y  Ft(r) -
nm n

2
< < -
n

S|

12



o lo que es lo mismo que:

Frm(y) — F'(x) — 2
’ (y)—y F'(z)—= <2 (1n
nm n n
Podemos hacer un proceso equivalente al anterior para obtener lo siguiente
‘ (y)—y Fz)—= <2 (12)
nm m m
Y uniendo estas dos desigualdades tenemos
F™(y) — F(x) — 2 2
Ty Poa) 22 )
m n m n

Lo que significa que esta sucesion es de Cauchy, y por lo tanto, el limite converge, es decir,

existe.

Ahora ya podemos definir el nimero de rotacion y lo haremos como sigue:

Definicion 7. Sea f : T — T una funcion que preserva el orden 'y sea F' : R — R un levantamiento
de f, entonces, llamaremos niimero de rotacion al limite definido anteriormente y lo denotaremos

como 7(F), es decir,

7(F) = lim fz) -

n—oo n

Hay que demostrar dos propiedades de este nimero, las cuales hardn que éste sea invariante.
La primera es que el célculo de éste no depende del elemento que se tome y la segunda es que
el calculo del nimero de rotacién no depende del levantamiento que tomemos. Esto quiere decir
que el nimero de rotacion es un invariante del mapeo f que preserva el orden. Demostremos el

siguiente teorema:

Teorema 4. Sea f : T — T un mapeo que preserva el orden y sean F,G : R — R dos levanta-

mientos de f, entonces

2 S €)) e T G € Y R

n m

13



Demostracion.

En el primero bastara aplicar a la ecuacién (7)) para x = y y obtenemos

Fiy(0) =1 < F™(y) —y = Finy(y) < Finy(0) +1 (14)

y si en el proceso de la prueba anterior a la ecuacién (I0)) le restamos (14)) dividida por n obtenemos

Frm(y) — F(y) — 2
‘ W) -y F'y) y‘ <2 15)
nm n n
y siguiendo la prueba del teorema anterior llegamos a
F(y) — F(z) — 2 2
‘ (y)—y F'(z)—= <22 (16)
m n m n
y si ahora hacemos m = n tendremos que
F"(y) — F'(z) — 2 2 4
‘ W-y F)-z _2 2 4 (17)
n n n n n

La segunda parte la demostraremos usando el hecho de que si F'y GG son levantamientos de f
entonces f(m(z)) = m(F(z))y f(n(z)) = 7(G(x)) de donde deducimos que 7(F(z)) = 7(G(x))
que implica que F'y G difieren por una constante, es decir, que F'(x) = G(z) + k y es facil probar

por induccién que

F'(xz) =G"(z) + k
Si ahora restamos x a ambos lados y dividimos entre n luego reordenamos tenemos que

F' () -z G"z)—x k

n n n

Y si ahora tomamos el limite cuando 7 va a infinito, obtenemos lo que deseamos.
O

Nuestra intencion en el desarrollo de este trabajo serd comprender la dindmica del mapeo o :
T — T tal que para x € A tenemos que f(z) = x?, y que si consideramos los representantes en
R, el levantamiento seria F' : [0,1) — [0,1) tal que 8 — F'(0) = 20 (mod 1), al cual llamamos
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mapeo ‘Shift’ debido a que las propiedades dindmicas de ambos son equivalentes. Ademas que los

conjuntos A cumplen con la condicién de ser o-invariantes, es decir, o(A) = A.

La siguiente proposicion nos caracterizard por completo los conjuntos A de T que preservan el

orden bajo.

Proposicion 1. El mapeo o, preserva el orden si'y sélo si A es un subconjunto de un semicirculo

cerrado (o denota al conjunto de las iteraciones de los elementos de A bajo o).

Demostracion

Veamos que si ; < 6y < 03 € A estan contenidos en un semicirculo como ¢ solé dobla en
angulo caeran en el otro semicirculo en el mismo orden, es decir, 26, < 20y < 265 y eso para todo
los valores de A. Por lo tanto, o preserva el orden en A.

Reciprocamente, supongamos que o preserva el orden en A y no estd contenido en un semicircu-
lo y tomamos (a, b, ¢), cada uno en A de tal manera que no estén en el mismo semicirculo, entonces

(a,b+ 1/2,c) estard en el mismo semicirculo, como se ve en la figura[7]

h +

b = e + _1)

Figura 7: Orden ciclico de (a,b,¢) y (a,b+ 3, ¢)

En la Figura[7| podemos ver que (a,b,¢) y (a,b+ 1/2,¢) tienen 6rdenes ciclicos diferentes.

Si (a,b+ 1/2, ¢) estan el mismo semicirculo, preservan el orden, es decir,

(0(a) —a(b +3))(0(a) —o(e)(alb+3) —ole) _
(a=(+3)((b+3)—cla—0) N

y si consideramos ademas,

(0(a),0(b+1/2),0(c)) = (a(a),o(b) +1,0(c)) = (o(a),a(b),a(c))

Deducimos que

15



>0

(0(a) —a(b))(o(a) — a(c))(o(3) — o(c))
(a=®B+3)((0+3)—c)a—c)
Veamos que o(a), o(b),o(c) tienen el mismo orden ciclico que (a,b + 1/2, ¢) que tiene orden

ciclico diferente que (a, b, ¢). Es decir, o no preservaria el orden.

O

Ejemplo 3. Analicemos los subconjuntos A de T que cumplen con estar contenidos en un se-
micirculo, que o(A) = A, es decir, que sean invariantes y ademds contengan al 0.

Veamos que A, = {0} es un conjunto invariante ya que al duplicarse el dngulo 0, nos devuelve
el dngulo 0y 0 C (0, 3] es decir, preserva el orden.

Otros conjuntos que también contienen al 0, serdn el conjunto Ay = {0} U {55 }nso y el Az =
{0} U {1 - zln}n>0-

En ambos casos Ay C [0, %] As C [0,1 — %] y por la proposicion anterior estos son dos
conjuntos que preservan el orden.

Estos son los tinicos conjuntos que estdn contenidos en un semicirculo, que ademds contienen
al 0y que los tres tienen niimero de rotacion 0. A estos conjuntos los llamaremos mds tarde, en la
notacion del teorema 1, A°, A% y A".

A continuacién daremos una forma cdmoda de escoger la suceciéon de elementos sobre R que

se necesitan a la hora de calcular el ndmero de rotacion.

Corolario 1 (Un camino para calcular el nimero de rotacion). Sea A contenido en un semicirculo
yo(A) C A Para xy € A, sea x, = 0™ (xy), n > 0y sea Ty € R, el cual es el inico niimero que
cumple 7(To) = x9y 0 < Ty < 1. Inductivamente, tomemos %,, € R, el cual es el iinico niimero

que cumple (%) = x, y 0 < %, — Z,,_1 < 1, entonces

; n — Tn-1
vy = lim
n—oo n

Demostracion.
La demostracion se sigue de la definicion de niimero de rotacién y del hecho de que el cdlculo

de éste no depende del levantamiento que se tome.
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O

Esta es una forma muy accesible de calcular el nimero de rotacién para mapeos que preservan
el orden definidos sobre conjuntos contenidos en un semicirculo. Es por esto que a continuacion
damos una forma de escoger el z,, a partir de z,,_;. Veamos que si Z( lo escribimos como niimero

binario, entonces, x,, se obtiene a partir de z,,_; siguiendo las dos reglas del siguiente lema:

Lema 4 (Forma de escoger los z,, con un levantamiento conveniente). Sea A contenido en un
semicirculo 'y o(A) C A. Para xy € A, sea x, = 0"(xy), n > 0y sea Ty € R, que es el vinico
niimero que cumple w(Zo) = 19y 0 < Zg < 1. Si escribimos & en desarrollo binario, &, se calcula

iterativamente de la siguiente forma:

i) Desplazamos a la izquierda los valores de la parte fraccionaria del niimero ,,.

ii) Agregamos el desbordamiento (0 6 1) a la parte entera.

Demostracion.

Bastard ver que 0 < z,,— 2,1 < 1. Con ello ya estaremos en condiciones del corolario anterior,
pero, esto es facil de solucionar usando el hecho de que la érbita estd contenida en un semicirculo
y ya que la distancia entre ellos serd menos de 1/2 al aplicarle ‘shift’ en los elementos de R la

diferencia serd menos de 1 que es lo que nos interesa.

OJ

Notemos que &, obtiene como informacién importante la acumulacién de los primeros n de 1's
que hay en el desarrollo binario de x y el nimero de rotacion v, nos proporciona la frecuencia con

que el digito 1 aparece en esta expresion.

Con el siguiente ejemplo se pretende aclarar mejor la nota anterior.

. 5 10 20 9 18 . 5 5 , 1
Ejemplo 4. Sea A = {35, 37, 57, 51> 31 )» s fdcil ver que A C [, 37 + 3].
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0,001010010100101001 . ..
0,010100101001010010.. ..
0,101001010010100100. ..

(
( L% = (,009090091
(
73 = (1,010010100101001010. ..
(
(

T2—T0 — (),049995500
Zazho — (,336333363
T — (),366363664]

Ts—Tp __ 2 __
= —5—0,4

1,100101001010010100. . .
2,001010010100101001 . ..

$ud

Ty =

Para este ejemplo vy = lim,,_, 2250 = 2,
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4. Capitulo 2

4.1. Enunciado de teoremas principales.

Teorema 5. ) Para cada v € R/Z existe un vinico subconjunto minimo cerrado o-invariante

que llamaremos AY C Ty el cual tendrd niimero de rotacion v. Ademds:

i) Sive Q/Z, A” es finito y consiste en una sola o-6rbita periodica.

ii) Siv € (R—Q)/Z, A" es un conjunto de Cantor y consiste en la clausura de la o-

orbita de un punto recurrente.
b) Para cada v el conjunto A" tiene medida cero y dimension de Haussdorff cero.

¢) Para cada v € Q)7 existen dos conjuntos mdximos o-invariante A” y A", con nimero de

rotacion v 'y ademds AY = A” + AY.

Teorema 6. a) Para cada i €0, %[ el semicirculo C,, = [j1, pu + %] contiene un Unico conjunto

minimal cerrado o-invariante Au-

b) El grdfico del niimero de rotacion v correspondiente a A,, como una funcion de | es la
Escalera del Diablo. En particular, v es racional excepto en un conjunto de valores de i, los

cuales tienen clausura de medida cero y dimension de Hausdorff cero.
Teorema 7. Algoritmo para A”

a) para cada v # 0 € Q/7Z existe un iinico par de racionales 0 < 0, < 0} < 1 (Construidos

algoritmicamente), tal que:

i) 0,y 0} son puntos adyacentes de la o-orbita A”

05
2 )
29—-1_1
201 *

0T oF + . .
i) %y 97“ se encuentran en AY y A C | %” + %] Siv= § en su forma reducida, el

2
o
2

: + . .
intervalo [%-, 1] tiene longitud

b) Paracadav € (R — Q)/Z, existe un tinico niimero real 0 < 0, < 1 tal que:
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i) 0, estd en Ay es una o-6rbita densa en A?
AN’ [ 1 v v 0, 0 1
ii) %y % + 5 seencuentranen Ay AY C [%, % + 3.

c) Sivg <vi <wvyconvy € Q/Zywy, vy € (R —Q)/Z entonces 0, < 0, <0} <0,,

Teorema 8. Trascendenciade 0, v € (R — Q) /Z:

a) Siv € (R — Q)/Z no es de tipo constante, 0, es Liouville

b) Siv e (R — Q)/Z es de tipo constante, entonces:

i) Si v no es noble, entonces 0,, no es 3-diofdntico

i) Si v es noble, entonces 0,, no es 3-diofdntico, para = 2 + v — € donde v = 1,618 . ..

es el niimero dureo y € es cualquier niimero positivo real.

Entonces por el Teorema de Roth es trascendental para todov € (R — Q)/Z

Recordemos que v se dice que es de tipo constante si la secuencia de nimeros enteros (ay, az, as, - - -

provienen de la expansion en fraccién continua de v = [/(a; + 1/(as + -+ -)) estd acotada. y se
dice que es noble a,, = 1 para todos los n suficientemente grande. Por ejemplo, el nimero dureo es

noble.
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5. Capitulo 3

5.1. Proposiciones y lemas

En esta seccién probaremos proposiciones y lemas que nos facilitaran la demostracion de los
teoremas principales del capitulo anterior. Empezemos recordando una particular forma de trabajar
con los elementos de T y recordemos que topoldgicamente T es isomorfo a [0, 1), por lo tanto la

siguiente definicion resulta natural.

Definicién 8. Sea v € T, A = le podemos asociar la cadena (€ (x),€x(x), ... €(x),...) de tal

manera que €; = {1,0} y estos provienen de la escritura en binario de x, es decir, se cumple que:

royo ol

=1

Hay que mencionar que esta definicion nos traslada los elementos de T a elementos de X5, un
espacio métrico compuesto de cadenas de 0's y 1’s, pasando por [0, 1), cuya distancia serd la que

definimos a continuacion

Definicién 9. Si z = (e1(2), e2(x), ..., €;(2),...) yy = (e1(y), &2(y), . . ., €(y), .. .)

Omitiremos la demostracion de que la funcién definida anteriormente es una distancia.

Notemos, en cuanto a la definicidn, que a cada nimero en T le asigna una cadena infinita que
proviene del desarrollo binario del nimero x. Sin embargo no necesariamente la expansion binaria
de un nimero es infinita, por cuanto si tiene desarrollo binario finito se rellenara con ¢;(z) = 0.
Ademads, a cada x le podemos asignar otra cadena, compuesta de enteros y la cual se definira a

continuacion

Definicién 10. Sea v € Ty (e1(z), e2(x), ..., €;(2), . ..) su cadena asociada.

A x le podemos asociar la cadena de enteros

(p1(), pa(), -, py(2), - )
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donde p;(x) = €1(z) + €2(x) + ... + ¢j(x)

A continuacion analizaremos un ejemplo, que nos ayudard a comprender las definiciones dadas

anteriormente

Ejemplo 5. Sea x = 0,703125, es fdcil ver que la cadena asociada por el desarrollo binario de

este niimero es (101101000. . .), es decir que

iel(:ﬁ +1+1+1
2 16 64

i=1
Ahora veamos que la cadena de enteros que se puede asignar es (11233444 . ..), y notemos la

siguiente propiedad

- 12
Z it1 :_+8+1_6+_+_+22’“

En la ecuacion anterior, la serie es geométrica y converge a 2%1 y si calculamos ahora el valor,

éste es =2 =10,703125

De la ultima propiedad del ejemplo anterior podemos concluir la siguiente proposicion.

Proposicion 2. Sea x € T y (e1(x),e2(x), ..., €(x),...) su cadena asociada por la expansion
binaria y

(pl(ZE),pQ(I), s 7pj(m>’ - )

la cadena de enteros asociada, entonces

SRR

=1

Demostracion
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_alr)  ealr) +el(r) e1(x) +ea(x) + ... 4 €,(x)
= 92 + 3 + ... ontl + ...
1 1 1 1 1 1
= 61(1:)(1+§+...)+62(I)(§+1—6—l—...)—l—...—i—en(:(:)(ﬁ—l—W—i—...)—l—...
1 1 1
= 61(1‘)54—62(1})14- +6n(x)2—n+
- YA,
— 2
1=1
0J

A continuacién se presenta una interesante comparacién en tres espacios diferentes X, S*
y [0, 1]. Debemos hacer esta aclaracién debido a que los usamos indiferentemente. Sabemos que
o : Xy — Xy, el mapeo ‘shift’, f : ST — S tal que f(2) = 22 (vemos al circulo como subconjunto
de C)y g :[0,1] — [0,1] tal que g(#) = 26 (mod 1). Analicemos que la dindmica de estos tres
mapeos es equivalente, lo que quiere decir que analizar la dindmica de uno de ellos es analizar la
dindmica de cualquiera de los otros dos mapeos.

Si tomamos z € [0, 1] se puede escribir su expansion as{

a;
r = Zl 5
donde a; = {0, 1}.
Ahora notemos que a este nimero z le podemos asignar la cadena (ajas . . .) que es una cadena
de Xy, es decir, que a cada elemento de [0, 1] le podemos asignar una cadena de Y5, pero también, a
cada cadena le podemos asignar un nimero de [0, 1] aunque en este caso la asignacién no es dnica.
Por ejemplo, la cadena (1010111...) y (1011000...) representan el mismo nimero. En efecto,

veéamos que
0o

1+0+1+0+ 1 1+1+1 11
xr = = - —_— —_— —_= = —_ - = —
2 22 23 2 ,42’ 2 2820 16

1=

y si aplicamos lo mismo a la otra cadena veremos que
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o0

S0 1 1 01 1 1
SRR R TS T R TR TR T

Aunque no afecta la dindmica es importante decir que de lo anterior se deduce que hay al menos

dos cadenas que representan el mismo nimero

Ahora tomemos el nimero

| &

-5

=1

[\]
<

al cual le podemos asignar la cadena (ajaqas .. .).

Y ahora apliquemos la funcién g

0 = az  as i
g<x>2225222i—1 :a1+§+§+”':a1+22i—1‘
i=1 i=1 i=2

Recordemos que este mapeo lo que hace es multiplicar el niimero por dos médulo uno. Entonces

veamos que si ag es 0 6 1 en ambos casos la expresion que quedara para g(x) serd

g(x) = > o
=2

donde b; = a;41.

Entonces, a este tltimo nimero le podemos asignar la cadena (b1bobs . . .) que es la misma que
la cadena (agasay . . .), es decir, que aplicar el mapeo doblar el dngulo en [0, 1] es lo mismo que
aplicar la ‘shift’ en Js.

Ahora mostraremos que aplicar el mapeo elevar al cuadrado en S* es lo mismo que doblar el
dngulo. Veamos que si tomamos un elemento en el circulo x = ¢**_ donde 6 € [0, 1], elevando z
al cuadrado obtenemos que

2% = (e270)2 = (2mi(20)
es decir, que en realidad lo que hemos hecho es duplicar el angulo, lo cual es lo que queriamos
comprobar.

Ahora que nos hemos trasladado a las secuencias de 0's y 1’s conviene dar su equivalente en
05. Este mapeo también lo llamaremos ‘shift’ y se define a continuacion.

Definicién 11. Sea v = (€1(x), e2(2), ..., €;(x),...) definimos el mapeo ‘shift’ como o : (X5 —
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Y9 tal que
O’(l‘) = (62($)7 63(1‘), SRR Ej(x)a .- )
Notemos que lo que hace este mapeo es borrar el primer elemento de la cadena y desplazar

los demds una posicion. Bajo este mapeo el elemento x = (€1(x), €2(x), ..., €;(x),...) tiene dos

preimagenes que son:

g = (0,e1(2), e2(x),...,€(z),...)y g + % = (1,e(x), e2(x),...,€(x),...)

El siguiente Lema nos serd muy util en la demostracién de los resultados siguientes debido a

que nos da una caracterizacion de las cadenas que estdn contenidas en un semicirculo.

Lema 5. Sea O, la o-drbita del punto z, para k € {0,1,2,...} yla cadena €;,,¢€;,, . .. €. Si O,
estd contenido en el semicirculo C'z, entonces no puede aparecer en el desarrollo binario de 5 ni
de 5 + % con dos ceros, uno en cada extremo y a la vez la misma cadena pero con dos unos en los

extremos, es decir, no va aparecer en ninguno el siguiente trozo de cadena

'~-7076721761'27---7Eik707~--a17€i176i27-~'7€7ﬁk717---

Demostracion Supongamos que no se cumple, entonces, tenemos que existen m, n que hacen

que se cumpla lo siguiente

5 = (0,€i,,€ips- - Eipy--)
O'm(%) = (0,€;,€ips---,€,,0,...)
o"(5) = (L€, €m,-oon6ip,1,.00)
5+5 = (0,6, €0, €,-.)

Entonces, veamos que
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d(am(g)’ O-n(%)) - —|O;1‘ + |Ei12;6¢1| + e + |§k_+12‘ + e
> 1+ 0
1
>3
z z 1

y ademads d( 1) = 1. 1o que implica que 0™ (%) 6 0™ (%) debe de estar fuera de Cz y, por lo

2)2 T 2
tanto, contradice el hecho de que la 6rbita estd contenida en C'z.

O]

Veamos que si k = 0, esto quiere decir que en la expansion binaria de § o de 5 + % no pueden
aparecer 00 y 11 a la vez.
A cada elemento = € T le podemos asignar ahora una cadena de 0's y 1’s de la cual podemos

definir una escalera de la siguiente manera:

Definicion 12. Consideremos los puntos (j, pj(x));>1, la escalera para x estd defnida por:

i Sipjii(x) = p;(z), es decir, €j11(x) = 0, los puntos (j,pj(x))y (j + 1, pj+1(x)) son unidos

por un segmento horizontal.

it Si pj+1(x) = pj(x)+ 1 los puntos son unidos por un segmento horizontal seguidos de un

segmento vertical.

Toda secuencia de niimeros enteros que cumpla 0 < p;, — p; < 1 para todo j es inducido por

un nimero x € T.

Veamos en la Figura[§] la escalera asociada a x, tomado del ejemplo 5

Recordemos que en este trabajo nos interesan los conjuntos A C T tal que o(A) = A, es
decir, son o-invariantes. Ya hemos demostrado que para que se cumpla la condicion necesaria y
suficiente es necesario que A esté contenido en un semicirculo y la siguiente proposiciéon nos da un

equivalente a la hora de trabajar con cadenas.

Proposicion 3. Sea x € T y sea O, la érbita hacia adelante de .
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Figura 8: Escalera asociada a x = 0,703125.

1
i) La orbita estd contenida en el semicirculo Cz = [g,g + 5] siy solo si se satisface la
siguiente condicion
x x x x x
VE> 1Vl >1, pk(§) +pz(§) < pk+z(§) < pk<§> +pz(§) +1 (18)

.o . . . Ve .z z j w 2
ii) Si se satisface (18)), entonces o|o, tiene nimero de rotacion v, = lim; Pi / ) y la

escalera {p;(x/2)} satisface

. x . x
Vj>1, pj(§) < e < pj(g) +1 (19)

Demostracion

Supongamos que O, C C,/». Definamos

x x x
Skl = pk+z(§) _pk(i) —pz(i)
donde, v = (e1,€,...,¢€5,...)y 5 = (0,€1,€,...).
Ahora veamos que

xXr
pk+l(§):0+€1+€2+--~+6k+6k+1+---+€k+171
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X
—pk(g)zo—ﬁl—EQ—...—Gk_l

X
—pl(§):0—61—62—...—q_1

Ahora restamos la primera ecuacion de las otras dos de la siguiente forma: si a la primera le
resto la segunda, la primera pierde los primeros k — 1 elementos, y si reordenanamos los anterior

tendremos que

Sky = €k + (€py1 — €1) + (€xr2 — €2) + (€k1—1 — €1-1)

De lo anterior concluimos que

-1

Skl = €k -+ Z(Ek+]’ - Ej) (20)

j=1

Si demostramos que 0 < s;; < 1, habremos terminado la primera parte de la prueba, esto para
VkE>1yVIi>1.

Para esto usaremos el lema 5| aplicado para £k = 0 que nos dice que no pueden haber en el

desarrollo binario de § y de § + % dos ceros juntos ni dos unos juntos. Esto nos servird mucho

para la demostracion, que haremos por induccién sobre /. Hay que demostrar que para k € N,

0<s,; <1y

p \

€kt = € y Sk =0
Si sy, = 0, entonces I

\ €k+l = 1,6[20 Yy Sk1 = 1
(

(21)
€kl = € y Spa=1

z

Sisy; = 0, entonces o

\ €k+i :0,61 =1 Yy Sk =0
En efecto, sil = 1, 551 = €, es decir 0 < s;,; < 1y recordemos que

!
Ski+1 = € + Z(Qﬁ-i — €) = Ski+ (€1 — €1)

=1

Ahora, por lo anterior spo = Si1 + (€x11 — €1), es decir, si s,1 = ¢, = 0, entonces puede
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ocurrir que €41 = €;. En este caso s, 2 = 0. Si no son iguales, entonces, supongamos que €541 = 1
y €1 = 0, tendremos que s » = 1. Falta ver el caso en que ¢;,; = 0y €; = 1, pero este no puede
suceder ya que si sucediera, tendriamos que la cadena 0*(£) = (e, €j1,...) tendrd dos ceros
juntos (x = €x+1 =0)y % = (1,e; = 1,¢€,...), tendria dos unos juntos, lo que contradice el lema

Lo anterior se resume en

€kt1 = €1 y Sk2=20
Si s 1 = 0, entonces 0

€1 =1, 6g=0 'y sp2=1

La otra parte de la ecuacion (21)), aplicada a I = 1 se demuestra de manera analoga por lo que
la omitiremos.

Supongamosque 0 < s;, ;1 < 1y que la ecuacion se cumple para 1 < j < [, es decir

/ 3
€hti—1 = €1 y sk =0

z

Si s5;-1 = 0, entonces o)

€hri—1 =L, g1 =0y s;=1
) 7 (22)
€htl—1 = €11 y Skg=1

7

Si si;—1 = 1, entonces o)

[ €1 =0,60=1y s, =0 |

Tenemos que demostrar que para j = [ se cumple que 0 < s;; < 1y la ecuacién aplicado

a j = [, es decir,

( )
€htl = € Yy Skir1 =0

7

Si s, = 0, entonces 0

€kl = 1 € = 0 Yy Ski+1 = 1
) ’ (23)
€kl = € Yy Sk =1

z

Si si; = 1, entonces o)

(& =06=1Yy Spi1=0 )

Entonces, la desigualdad 0 < s;,; < 1 se deduce de aplicar 2I) a j = [ — 1. Si s, = 0,
recordando la ecuacion sy, ;11 = Sk + (€4 — €), y usando la hipdtesis de induccion de la ecuacion
(22)) tenemos que puede suceder que €4, 1 = €1 6 €11 = 0y ¢_1 = 1. La primera no me
restringe ningun valor para €;; ni para ¢;, pero la segunda me dice que €,4; = 1y ¢ = 0 6 son
iguales. Si son iguales s ;.1 = si; = 0y el caso en que son distintos s; ;11 = 1. Esto es la

primera parte de la ecuacién (23)). La segunda parte de ésta necesita un anélisis andlogo por lo que
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lo omitiremos.

Ahora supongamos que se cumple (I8) para O,. Queremos demostrar que O, C [5, 5 + %]
Supongamos que no se cumple, y sea ak(g) el primer elemento de la 6rbita que cae fuera del

intervalo cerrado y consideremos lo siguiente

% = <0’61,€27...76l7“')
Jk(%) — (Ek,6k+1,---a6k+l7)
%""% = (17617627"'7617"')

Ademas, notemos que si consideramos [ de tal manera que sea el primer elemento de la expan-

sién que cumpla que €;,; # ¢; obtendremos las siguiente igualdad

Skit1 = €k + (€ps1 — €) (24)

el cual tiene dos opciones: La primera cuando ¢, = 0, como se cumple s;; = ¢, = 0y por la
ecuacion (22) tenemos que €, 1 = 1y ¢,_; = 0 lo que implica, por el hecho de que no pueden
haber dos ceros ni dos unos juntos, que ¢,; = 0y ¢ = 1, lo que nos da como resultado por
(24), que si;+1 = —1 Icontradiciendo (21)). El otro caso es si ¢, = 1 entonces, por el mismo
razonamiento, s,; = €, = 1 que implica que por la ecuacion €k+i—1 = 0y 1 = 1 de donde,
por la razén de que no pueden haber dos ceros ni dos unos juntos, deducimos que €, = 1y ¢ =0
y asi concluimos por la ecuacién (24) que s ;11 = 2 que tambien contradice (2I)). Por lo tanto
O, Cl5,5+ %]

La parte (i1) la veremos en dos pasos: La primera es ver que el numero de rotacion

v, = lim pi(3)
J—>00 j

Para esto hay que comprobar que la sucesién de elementos p;(x/2) satisface las condiciones
del corolario[] con A = O,.
Entonces, O, contenido en un semicirculo cerrado por hipétesis, y por esto y la propocicion 1

tenemos que o(A) C A. Ahora veamos que (p;(z/2));>1 satisface:

a) Dezplazamos a la izquierda los valores de la parte fraccionaria del nimero «,,.

b) Agregamos el desbordamiento (0 6 1) a la parte entera.
Bastara con observar la forma en que hemos definido los elementos de esta sucecion.
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La segunda parte de ii) la demostraremos por induccion sobre j. Para ello consideremos 5 =
(0,€1,6€,...).

Asi, si j = 1, tendremos que p;(3) = 0y entonces 0 < 1 -1, < 1 es evidente.

Supongamos ahora que se cumple para j = k, es decir, pi(5) < k- v, < pp(5 + 1) y demos-

tremos que se cumple para j = k + 1

Pev1(5) = Drra(5) + e

IN

JVe + €rt1

IA

pk(%) + 1+ €

= pra(5) +1

como queriamos demostrar.
OJ

La condicién (19) de la proposicién anterior nos define dos extremos de la escalera. El primer
valor es donde p;(5) siempre toma el valor mds grande y el segundo cuando toma el valor mas

pequefio. denotemos estas dos cadenas por (j,p)) y (j,p; ) respectivamente.

Definicion 13. El algoritmo que define las cadenas (7, pj) y (4,p; ) es el siguiente:

= =p; = [E], si j no es miiltiplo de q.

. p;r:lgpypj_:kp—l,sij:kq.parak:GN

Ejemplo 6. Tomemos el niimero v = % y calculemos los p;r, y ademds hay que calcular p;,

entonces:

)
pl pl |: 31:|

esto mismo ocurre para j = {2,3,4,5, 6} tendremos también que

_ 5
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desde j={7,8,9,10, 11, 12}

5
o — _
by =P = {13_1] =1
y as’isucesivamente podemos ir encontrando los valores de p; 'y p;r teniendo cuidado cuando

j=3lyaqueps =5yps =4

Veamos que las siguientes propiedades elementales las cumplen las escaleras que hemos defi-

nido anteriormente.

Lema 6. Sean (j,p)) y (j,p; ) las cadenas definidas anteriormente, entonces

(1) (a) pro=pF+pf, ppw=p, +0x —1.  VkeN

(b) e;L = pj++1 —p;r = ejﬂ-, VjeN, 6;1 =1, e =0
€ = €44js V7, eq— 1" =0, €, =1
(c) € =€, Vi={1,2,...,q—2}

(1) (a) 3 €{1,2,....q— 1}, tal que, ji® — p;, =

Q=

E|j2e{1,2,...,q—1},talque,j2§—p;;zl—l Nnti=q

q?
(b) Vk € {1,2,...,q—1}p; .. = p;, + i
Vke{l,2,....q—1}p} . =p} +pf +1

Demostracion.
Primero demostremos (I), literal (a). Para eso hay dos caso: El primero en que £ = mg, enton-

ces,

Pyt = Pgrmy = (L +m)p=p+mp=p; +p

Pyik = Pypmy = L+m)p+1=p+(mp—1)=p—1+1=p, +p;

La igualdad dltima se deduce de p, + 1 = p. Para el segundo caso, suponemos que k no es

multiplo de ¢ entonces tendremos que
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p p p
P = [+ By ) =+ k) =p+ k)=o) +

Ademas,

_ P p P B B
P =g+ R J=lp kT =p+ K J=p; +1+p

Sustituyendo la dltima igualdad p, + 1 = p, se demuestra.
Para mostrar (I), literal (b), veamos que €, = p;; — p; y con esto calculemos
+ +

—_ ot + .+ 4+ + +\
€q+i = Patjr1 ~ Parj = Pq T Pjp1 — (pq +p; )= €;

Por la misma razon,

€rj = Parit1 — Pgrj =P TP t1—(p, +p; +1) =¢;

Ahora veamos que

Py — P =p—[la— 1)]3] = —[—g] =—(-1)=1
Ademas,
€1 = Dy~ D =p—[g- D] =~[-L]=—(-1) =1
¢ = Poi—pf =g+ -p=[]=0

P

€1 = p;—p(}l=p—1—[(q_1)§]:_1_[_q]20

¢ = Pop—pf=lla+1)2-p+1=1

Por iiltimo, para demostrar (c) si j = {1,2,...¢q — 2} y considerando que como p;; = p;,, y

p; = p; tenemos que €; = ej. Esto demostraria (I), literal (c).

Demostremos ahora (II), literal (a). Para esto hay que resolver la ecuacion j1§ -p;, = %, que

reescribiendo tenemos pj; — gp;, = 1. Es una ecuacion diofantica que se puede resolver de manera

equivalente resolviendo
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ph =1 (q)

y como p y ¢ son primos relativos debe existir j; € {1,2,...,¢— 1} que sea solucién a la ecuacidn,
es decir, en un sistema completo de restos mddulo ¢, sin el 0. Como p es primo con ¢ ahi debe
haber un valor de j; que deje resto 1 al multiplicar por p, aunque no es el tnico. Los demds valores
solucion son multiplos del valor que cumple, asi que no se toman en cuenta. De manera equivalente

la otra ecuacion habrd que solucionar las siguiente ecuacion:

pia=q—1 (¢

o lo que es lo mismo,

pj2 = —1 (q)

Por las razones expuestas anteriormente, existe un valor para j, en {1,2,...,q — 1} que deja
resto —1
Ahora veamos que pj; = 1 mod(q) y pja = —1 mod(q) al sumar ambas tenemos que

p(j1+72) =0 mod(q) y esto implica que ¢|p(j1 + j2) y por el hecho de que (p,q) = 1y
J1+ 72 < 2q — 2, deducimos que j; + jo = q.
Solo nos falta demostrar la dltima parte de este lema, (I1), lieral (b),

O

El lema anterior nos proporciona las propiedades basicas de las escaleras que generan (7, pj) y

(7, pj_) Como ya sabemos, estas dan origen a dos nimeros que definimos a continuacion.

Definicion 14. Sea § un racional (reducido), con 0 < § < 1. Definimos 0%, 'y 0, /0 de la siguiente

p/a
manera.
+ _
92 - (Ela €2,...,€¢-2, 17 O)
q
y
0; = (61, €9, ... ,Eq,Q, O, 1)
q

Donde las barras denotan que el bloque de simbolos que estd bajo ellas se repite infinitas veces.
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Las propiedades que nos interesan de ese par de ndmeros las veremos en la siguiente proposi-

cion.

Proposicion 4. Sea § un racional (reducido), con 0 < § < 1, entonces 9;/(1 y Hzr/q, los niimeros

asociados a las escaleras p; y p;r respectivamente, cumplen que

9+

p/q

(i) 0 <0

g < < 1 (ambos racionales), tal que, Q;E/q satisface la condicion y las orbitas

de Hf/q tienen nimero de rotacion L.

Q

(ii) La o-orbita de 9’ Y de sz/q coinciden, son q-periddicas y estdn contenidas en el intervalo

[6)1:/11/2’ (0, p/q +1)/2]

(iii) 9

p/q (Qq - Ademds, 9+ tiene numerador pary9 o liene numerador impar.

Demostracion

Demostremos primero (). Para ello escojamos los nimeros asociados a § en la definicién

= (Ela €2;...,€q-2, 170)

>
Qs 4

eg - (Ela €2, -+, Eq—2707 ]-)
q

Notemos que en las posiciones (¢ — 1) y (¢), de cada una de las cadenas asociadas a £, tienen

un 1y laotraun 0y en la otra viceversa lo que hace que 0;/(1 sea mas grande que Qg/q. Por lo tanto,

- +
0<6,,<0,,
Recordemos que 9p a0y Hp_/q son los respectivos ndimeros asociados a las cadenas que generan

< 1.

(J,p; )y (U, p; ) respectivamente. Asi las 6rbitas de ambos tendrdn nimero de rotacién v.

Lo tinico que nos quedaria demostrar es que satisface la condicion (18), aunque eso se sigue de
la forma en que los hemos definidos. S6lo nos queda demostrar la unicidad de estas cadenas.

Para demostrar ii) debemos primero demostrar que o7 (6 1) = 0 yoi(0F ) = 0, Para

p/q p/ q)
esto basta ver que € ik = €/ y esto lo haremos usando el resultado de II) literal b)

€1tk = Pji+k+1 — Pjri+k
Pji+k+1 — Pji+k
P + i1 — (jy + D)
Dk+1 T Pk
= €

35



i et = ir. gi2(0t ) = 6~ -
De donde podemos seguir que €; ., = €, = €, es decir, o (Qp /q) = Hp Jo Por un argumen

. . jl —_ o + . , . + —
to similar tendremos que o (9p /q) =0 14+ Lo anterior demuestra que las orbitas de 0 Y 0, I

coinciden, que es g-periddica.

Notemos que como satisfacen (18] se cumple que

Orb(0, ) C % @ + 1
p/a 272 2
y
ot ot 1
+ _ple “pla
Orb(6,,,) C 5 Ty T3
Pero como las 6rbitas coinciden tendremos que €stas debe de estar contenidas en la interseccion,
es decir:
ot 0 1
+ p/a “p/q
Orb(&p/q) C 5 Ty + 5

Ahora demostremos iii), haciendo la siguiente resta:

[e.9]

1 1
s - _
Qp/q o Qp/q - Z 9ig—1  9ig
i=1
= 25
i=1
1 1
= lfm 2T
n—00 1— 1
1 2
_ 24
= 1
o201

Ejemplo 7 (Aplicacion de la proposicion). Si tomamos v = % entonces tendremos lo siguiente:

o: 5 0 g
S @001 =2, = =(0L0L0) =
2 (7777) 317 2 (7777) 317
b 0 9
2 (0,0,5,0,0,1) = —, = =(0,1,0,0,1) = —
2 (7’777) 627 2 (7’77) 31
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Con j, = 3y jo = 2. Ademas la 0— orbita es {Z, 50, 20, 2,32} C [, 2.

Los lemas y proposiciones anteriores se han encargado de trabajar con conjuntos que estan
compuestos por Orbitas que tienen nimero de rotacidn racional, sin embargo, las escaleras que
hemos generado pueden tener v, nimero de rotacion, que sea irracional. La siguiente proposicion

trata de aplicar lo que hemos realizado hasta ahora con 6rbitas con nimero de rotacion irracional.

Proposicion 5. Sea v € R — Q, O<v<l

(i) Hay un tinico niimero real 0 < 6, < 1 tal que, %” satisface la condicion (18) y la érbita de

0, tiene niimero de rotacion v.
(ii) La o-orbita de 0, estd contenida en el semicirculo [%”, %“ + 3.
(iii) 0, es recurrente bajo o.

Demostracion Sea v € R — Q, recordemos que en la construccion de 9;/(1 y H;/q en (14)
usamos el hecho de que los extremos de la ecuacion generan dos escaleras distintas descritas
por ambos extremos de ésta. El nimero 6, serd tomado de la misma ecuacién considerando que
0 < jv —p; < 1. De ahi que p; es la parte entera de jv, de modo que los p; los tomaremos de
esta manera. Evidentemente, por como hemos tomado nuestra escalera, se satisface la condicién la
condicién de[I8y por lo tanto se cumplen los literales i) y ii).

Para demostrar iii), tenemos que recordar que un punto 6, es recurrente si y sélo si dado un
abierto (a,b) que contenga a 0, existe algin [ para el cual ¢'(6,) € (a,b). Para demostrar esto
basta notar que las cadenas que estdn en un intervalo (a, b) tienen los primeros & digitos iguales.
Por lo tanto, s6lo hay que demostrar que (6, tiene un bloque de k digitos que coinciden con los
primeros k de ¢,. En otras palabras, hay que probar que €, = ¢;.

Para ello definamos el siguiente conjunto: Sea k£ € Ny sea

max

e

(jy —=p;) con 0<my <1.

La secuencia {jv — p,} es densa en [0, 1], es decir existe [ tal que 0 < lv — p; < 1 — my,.

Asiqueparaj =1,2,... k+ 1,y de las desigualdades

0 <jv—p; <my,
0<(+j)v—(n—pj) <1,
podemos deducir que p;4; = p; + p; 0 lo que es lo mismo, que ¢, ; = ¢; completando la demostra-

cion.
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O

En la proposicién siguiente daremos un algoritmo para calcular 6. Utilizando la expansién en

fracciones continuas de v, aunque antes revisaremos una consecuencia del algoritmo de la escalera.

Lema7. Sean a/bya /b (simplificados) racionales adyacentes (esto es a/b—a' /b = 1), entonces

las expresiones binarias de 0, y 07 coinciden en b+ b — 2 lugares.

Demostracion:

Se deduce de la proposicion @ la cual nos da el algoritmo de la creacién de 9:/17 y o, w Y

_ . + . ., . . . . , /
usando el hecho que ¢, W (respectivamente 6 /b) tiene expresion binaria periodica de periodo b

(respectivamente b) y que

bg— \ — g+ Vgt Y — o
o (Ga,/b,) =0,, o (6,,) = Ha,/b,.
0J
Tomemos una secuencia (finita o infinita) de enteros positivos, digamos (aq, ag, - - - , ) y defina-
mos la secuencia de racionales siguiente:
po_ 1 bi _ !
o a4 et T

a5

siaj11 # 0 tendremos que:

Gj+1 = ¢i—1 T aj11q5, =1, q=a

Pjr1 = Pj—1 ta;1pj, qo = I, ¢1=m

esto implica que tenemos dos secuencias de fracciones continuas que son adyacentes. Esto

implica que existen dos subsecuencias de las ecuaciones anteriores; podemos deducir, entonces,

que existen dos subsucecionas mondétonas definidas por la siguiente ecuacion:

P2 _Pa_ P Pun P D1

q2 q4 G2 q2j+1 q3 q1

Proposicion 6. i) La expresion binaria para 9}; Jas (j par) y 0;;_ Jas (j impar) pueden obtenerse

de la siguiente manera:

38



+ _ 0t _n
on/qo o 00 =0,
+ _ pnt —0n0n...01 - + _ 1
p1/q1 91/‘11 _w’ ast 6p1/q1 — 2a1_1>
aidigitos
9;2/(]2 = d1d1 s dll, ast 9;2/(12 = %, donde k’Q =14+2% 4+ ...+ 2(a2—1)a1_
agdigitos

Inductivamente 0

oi/as (j par) y 0}; Jas (j impar) son definidos por Ej, donde

d]' - dj—l st dj—l dj_g.
e e

aj

+ _ 04— — 1
Po+1/@r TP2i/92i (22 — 1)(22-171)

6 0 = !
p2j1/d2i—1  P2/a2 (2q2j — 1)(2‘I2J — 1)

Demostracion de la proposicion anterior.

_l’_

i) Del lema 6|y de la definicién {14/ podemos ver que 6] Jar

—d, =00---01; ahora si aplicamos
——
ai
induccién y el lema([7] obtenemos la demostracién de 1).

Ahora paraprobar ii) para j=1 tenemos que:

9:01/611 o 652/(12 -

di —dy, dy = dydy -~ dy0.

con:

az

— 1 — 292 1 292 — 2
Y790 — 10 27 om Z 2913 (20 —1)(22 — 1)

j=1
En general podemos seguir los pasos anteriores y aplicar inducidn para obtener el resultado de

i1).
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Ejemplo 8. Calculemos 9;/5 y o, J5- Para esto veamos que

1 1 1
2 2435 247 =
de donde podemos deducir
(9
- _
6 =0 -
— 0 o= 01
(2,2) 91+/2 =01 (2,1,1) L
173 =010
9;/5 = 01010 L
| g5 = 01001
Corolario 2. (Como calcular 8 para ¢ = p/q.)
Sea ¢ un racional, con un desarrollo de fracciones continuas finito, digamos (ay, as, -+ ,a, = 1),
entonces
0:; = 6’;: Jar y aplicando la proposicion anterior
Si r impar
- 10+
650 =21 16pr/qr
b, =0 Jar y aplicando la proposicion anterior
Si r par
+ r— -
esﬂ =21 1epr/qr

De aca ya podemos calular los respectivos 6’;5/(] con p/q racional, en el sigueinte corolario vere-

mos como calcular ¢ cuando ¢ es irracional.

Corolario 3. Como computar 0 para ¢ € (R —Q)/Z.

Si ¢ € (R — Q)/Z tiene un desarrollo en fracciones continuas infinito, con todos sus elementos

positivos, entonces
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o . <b,<

D2; /425 D2j+1/4925+1
y 0, serd el limite comiin de las dos secuencias.
ii) la secuencia (Ay, As,--- , A;, - -) de enteros positivos del desarrollo de la fraccion continua
de 0,,u viene dada por:
Al - 2q1 - 1
2@j+19; ]
Aj+1 — 2(1j7a -
29 — 1
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6.

Capitulo 4. Demostracion de los teoremas.

En esta capitulo usaremos las demostraciones hechas en el capitulo anterior y vamos a demos-

trar los 4 teoremas principales.

6.1.
(a)

(b)

(©)

Demostracion teorema 1

() Si v € Q/Z, entonces por la proposicion [ la o-6rbita de 0 es finita, periédica y por lo
tanto cerrado, y entonces minimal. Ademads estas tienen nimero de rotacién v. Por lo tanto,

A" cumple las condiciones de (i).

(ii)) Si v € (R — Q)/Z, por la proposicion [5| A” es la clausura de la o-6rbita del punto
recurrente 6” definido en esa proposicion. Asi para demostrar que A" es minimal con nimero
de rotacién v, bastara ver que o(A”) = AY; ademas, dado cualquier abierto (definimos los
abiertos en base a la distancia dada anteriormente) este no solo contiene puntos del conjunto
y por lo tanto no tiene puntos interiores; también 6, es denso en A” esto como lo verificamos
en la demostracién de la proposicion 5. Solo falta verificar que A sea cerrado para que este

sea un Cantor, en efecto A” = U;ez[0(v), 0" (v)]. Por lo tanto, A” es un conjunto de Cantor.

La unicidad del conjunto A” en ambos casos se demuestra usando las proposiciones [3| @ y [5]

las cuales demuestran unicidad de la escalera asignada a cada v.

Si A” es finito es evidente. Supongamos ahora que v € (R — Q)/Z y notemos que o es
inyectivo en A" excepto para los puntos 6,/2 y 6, + % Si quitamos todos los puntos de la
forma o~ del punto #”/2 y definimos el conjunto A” = A" — {U,5o0~ (6 /2)}. Obtenemos
que el conjunto A es biyectivo en si mismo mediante o entonces veamos que m (o (A)) =
2m(A¥) y la tinica forma que esto suceda es que m(A”) = 0 ya que A” esta acotado. Entonces
como A¥ = A¥ U {U,>00(6”/2)} y ambos conjuntos son disjuntos y ademds el de el lado
derecho es contable y por lo tanto m(A”) = 0, la demostracién que la dimensién de haudorff
es equivalente solo que al aplicar la medida tendria que my(c(A)) = 2mq(A*) estod > 0y

por lo tanto la dimensién de Hausdorff es 0.

Si tomamos a 11 €]6, /2, 6 /2], solo existe un subconjunto o invariante en Cy, 1+ 3] el cual
es AY, esto por lo que trabajamos en la demostracion de la proposicién 4] Ahora notemos
que en p = 0 /2 le podemos agregar a A, el punto 6 /2 asi como todas las imagenes

inversas de esta que estan en C),. Esto nos daun conjunto maximal que denotamos por A” .
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Un proceso similar usamos para crear el A’ la diferencia es que ahora agregamos a A, el
punto 6, /2 + % asi como todas las imagenes inversas de este punto que estan en C),. En el
caso de ser irracional 6, /2y 0 /2 + % ya estan en A", por lo que el conjunto satisface las

condiciones deseadas y ademds es maximal.

6.2. Demostracion teorema 2

Ya que cada semicirculo C), = [p, jt + %] contiene algunos A, tendremos que

1 0,
[07 5] = U L,y U {E} (25)
Z/ES(/)Z ve(R—Q)/z

donde I, = [0, /2,6, + 1]

1 1
Z m([,,):§ Z 2 _ 1

veQnlo,1] 0<p/q<1

donde la suma de la derecha toma todos los valores p/q en forma reducida.

Debemos demostrar que si tomamos g y calculamos el nimero de rotacién v de los conjuntos
que se genera con la orbita de 6,,; Si graficamos los pares (u, ) hay que demostrar que eso es la
escalera del dialblo.

Recordemos que las condiciones para que una funcién sea una Escalera del diablo son:

1. Continua.
2. Monotona

3. Localmente constante en los conjuntos de medida completa, pero sin ser globalmente cons-

tante.

4. No es diferenciable en ningun punto.

Demostremos que esta funcidn es continua, Para esto basta tomar dos valores cercanos, digamos

. 1 . .
Ly p =+ € y recordemos que estas cumplen que existe un n tal que d(u, 1+ €) < 55 esto indica que
el desarrollo binario de ambos nimeros coincide en los primeros n elementos, lo que quiere decir
que, como el nimero de rotacion es promedio de 1’s que aparecen en el desarrollo binario, estos

nimeros de rotacion estaran cerca y por lo tanto la funcion asi definida serd continua.
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Para demostrar 2. basta hacer notar que las cadenas que les asignamos a los elementos de
[0, 1] son crecientes, entonces el nimero de rotacién seran respectivamente mayor o igual entre dos
cadenas cualquiera.

En la demostracion de 3 la dificultad esta en ver como son los conjuntos de medida completa,
que ya vimos en la ecuacion [25|y por la proposiciéon 4{ no importa el v que tome ahi todas las
orbitas tendran nimero de rotacion fija y por lo tanto, la funcion serd constante. Ahora globalmente
no es constante, porque ya vimos al demostrar 2 que es mondtona y por tanto, no es globalmente
constante.

Por lo tanto, es esta funcion de la escalera del diablo.

Falta por demostrar que el conjunto de los niimeros de rotacion son todos racionales exepto en

un conjunto de valores que tiene clausura de medida cero y dimensinn de Hausdorff cero.

6.3. Demostracion teorema 3

(a) Debemos demostrar que para cada v # 0 € Q)/Z existe un dnico par de racionales 0 <
0, < 6 < 1y los cuales se definen en el literal (i) de la proposicién @ los cuales también
satisfacen que son adyacentes en la o-orbita de A” con lo cual probamos el literal (i) de este
teorema. Para demostrar el literal (ii) ocupamos el literal (ii) del teorema ocupamos de la

proposicion 4| 1a que explicitamente demuestra lo que deseamos.
(b) Elliteral (i) y ii) se sigue directamente de la proposicién [5

(c) Se sigue directamente de la demostracion de la proposicion {4

6.4. Demostracion teorema 4

Searv € R — Q)/Z, entonces por el corolario [3|de la proposicién |5 podemos escribir a

0, = lim 6" = lim 67
VT D% P2i/925 T oo P2i1/a2i+”

donde {p;/q;},>1 es la secuencia de racionales que resulta de truncar la fraccién continua corres-

pondiente a v.
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+ Y - Kaj +

P22 225 — 1’ P2j+1/a2i41 292j41 — 1’ D2;/q2) < H‘P < 6.;2j+1/Q2j+1’
y usando las ecuaciones anteriores podemos deducir que:
o, M| < i SRR
2 — 11| — (qu — 1)(2‘1j+1 -1 29itq+1 — ]
1
donde qj+1 = qj—1 + aj+1q; Yy V=—""7 "
a; + ———

Con lo anterior demostremos cada literal del teorema (4):

(a) Si {a;};>1 no es acotada y si tomamos cualquier ¢ > 0 y tomando la tltima desigualdad
tendremos que existe una sucesién de racionales digamos { N}, /Dy },;>1 los cuales satisfacen

que

Ny
Dy,

C

0, — < —,
Dy

y por lo tanto ¢, es Liuville.

(b) (i) Si{a;},>1 es acotada pero infinitos de los elementos del desarrollo en fracciones continuas
de v son mayores que I, entonces existe una subsucesion de a; > 2 y usando la misma
desigualdad podemos llegar a que para ¢ > 0 existe una sucesion de racionales { Ny, /Dy };>1

la cual cuample que:

N,
Dy,

C

91/_ 3
< Dg

esto indica que 6, no es 3-diofantico.

(ii) Si a; = 1 para j suficientemente grande, entonces tendremos que ¢;11 = ¢j—1 + ¢; ¥

también

- C]j—l/C]j7 _ V5 —1

1 ~ 0,618.
jiﬂ)o = 2 ’
o lo que es 1o mismo
K; 4
9'/ o 24 — 1’ < 2q;+q;-1’
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Es decir,

4

D

<

Entonces para ¢ > 0, ¢ > 0y j suficientemente grande tendremos que 6, no es (2 + v — €)-

Diofantico.

Ejemplo 9. Tomemos el niimero de oro y calculemos su desarrollo en fracciones continuas
1

14+ —L
+ I+

con esto tendremos que

po_y Pp2_ 1 ops_2 ps_ 3
¢ @ 2 ¢ 3 q 5
y por lo tanto
GI/QZT, 9;?2:1_, 9;/3:ﬁ, 0;/3:10110

Esta secuencia puede ser calculada por la regla de sustitucion 1 — 10y 0 — 0.

46



Referencias

[1] Shaun Bullett and Pierrerre Sentenac, Ordered orbits of the shift, square roots, and the devil’s
staircase.(1993), Math. Proc. Camb. Phil. Soc, 115

[2] Robert L. Devaney, An Introduction to Chaotic Dynamical Systems Second Edition, (1989),
Addison-Wesley Publishing Company, Inc.

[3] James R. Munkres TOPOLOGY Second Edition (2000), Prentice Hall Inc.

[4] V. S. Kozyakin, ”Discontinuous order preserving circle maps vs circle homeomorphisms.”,
Boole centre for reserarch in informatics, University college cork-national University of Ire-
land, cork, Preprint, 11/2003, mayo 2003

[5] V. S. Kozyakin, ”Sturmian sequences generated by order preserving circle maps.”Boole cen-
tre for reserarch in informatics, University college cork-national Universitu of Ireland, cork,
Preprint, 12/2003, mayo 2003

[6] Whitold Hurewicz, Henrry Wallman; Dimension Theory, (1941)

47



	Introducción
	Metodología
	Capítulo 1
	Órbitas del mapeo Shift, .

	Capítulo 2
	Enunciado de teoremas principales.

	Capítulo 3
	Proposiciones y lemas

	Capítulo 4. Demostración de los teoremas.
	Demostración teorema 1
	Demostración teorema 2
	Demostración teorema 3
	Demostración teorema 4


