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INTRODUCCION

Matematica proviene del latin mathematica, aunque con origen mas remoto en un
vocablo griego que puede traducirse como “conocimiento”, la matematica es la
ciencia deductiva que se dedica al estudio de las propiedades de los entes
abstractos y de sus relaciones. A partir de axiomas y siguiendo razonamientos
I6gicos, la matematica analiza estructuras, magnitudes y vinculos de los entes
abstractos. Esto permite, una vez detectados ciertos patrones, formular conjeturas y
establecer definiciones a las que se llegan por deduccién. Esto quiere decir que la

matemadtica trabaja con numeros, simbolos, figuras geométricas, etc.

La teoria elemental de nimeros, es una de las ramas de la Matematica en donde se
estudian los numeros enteros sin emplear técnicas procedentes de otros campos de
la matematica. Pertenecen a la teoria elemental de nimeros las cuestiones de
divisibilidad, el algoritmo de Euclides utilizado para calcular el maximo comun
divisor, la factorizacion de los enteros como producto de ndmeros primos, la
busqueda de los numeros perfectos y las congruencias, entre otros. Son
enunciados tipicos el pequefio teorema de Fermat y el teorema de Euler que lo

extiende, el teorema chino del resto y la ley de reciprocidad cuadratica.

La ley de reciprocidad cuadratica es uno de los resultados mas utiles dentro de esta

rama. Desde que fue enunciada (explicitamente) en 1772 por Euler ha sido materia
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de estudio de numerosos personajes. Se puede afirmar que la teoria de nimeros

moderna comenzé con el descubrimiento de la ley de reciprocidad cuadrética.

El primer capitulo est4 constituido por todas aquellas definiciones preliminares que
nos seran de utilidad en el transcurso de este trabajo, en primer lugar abordaremos
un poco sobre la historia de la teoria de numeros que remota desde tiempos
antiguos asi como el avance que esta ha tenido hasta los ultimos afios, luego
introduciremos desde la definicibn de nimeros enteros hasta la determinacion de

nameros primos.

En el segundo capitulo tratamos sobre todo lo relacionado con la teoria de
congruencias es decir las definiciones, teoremas, lemas y corolarios, tratando de

manera especial el teorema chino del residuo.

En el tercer capitulo abordamos la demostracibn de la ley de reciprocidad
cuadratica, como un caso especial desarrollaremos de la primera demostracién de
la ley de reciprocidad cuadratica la cual fue realizada por Gauss y plantearemos

también algunos ejemplos para observar el funcionamiento y la importancia de esta

ley.
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LA LEY DE RECIPROCIDAD CUADRATICA

ANTECEDENTES

Haciendo un recorrido por la historia de la matematica y teniendo a la Ley de
Reciprocidad Cuadratica como eje central, el primero que ofrece de manera implicita
una parte de la primera ley complementaria de la Ley de Reciprocidad Cuadratica
es Diofanto de Alejandria, en su obra Arithmetica. Luego, Fermat motivado por este
libro encuentra parte esencial de la primera ley complementaria de la Ley de
Reciprocidad Cuadrética: como lo expresa en una carta a su amigo Mersenne en
1640. Fue Kronecker, quien en 1875 sugirié el hecho de que la Ley de Reciprocidad
Cuadratica habia sido ya expuesta por Euler en 1783, quien se inicié en el estudio
de esta ley gracias al trabajo antes realizado por Fermat. Euler encuentra entre
1741 y 1742 la primera forma implicita de la Ley de Reciprocidad Cuadrética y
posteriormente en 1772 consigue la segunda o forma explicita de la Ley de
Reciprocidad Cuadrética, publicada después de su muerte en Opuscula Analitica de
1783. Cabe notar ahora que ninguno de estos matematicos demostré la Ley de
Reciprocidad Cuadrética; posteriormente sélo Legendre ofrecid una prueba parcial

de dicho teorema.

Fue en 1796 cuando Carl Friederich Gauss realizd la primera demostracion
completa de la Ley de reciprocidad Cuadratica publicandola posteriormente en su
magna obra Disquisitiones Arithmeticae. A lo largo de su vida Gauss realizé ocho
demostraciones de esta ley que él denomind Theorema Aureum (Teorema Aureo).
Es importante resaltar que las demostraciones de Gauss sirvieron de impulso para

gue otros grandes matematicos se dieran a la tarea de desarrollar teorias tan



LA LEY DE RECIPROCIDAD CUADRATICA

importantes como la Teoria Algebraica de Numeros y que otros encaminaran sus

esfuerzos en trabajos paralelos a este.
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LA LEY DE RECIPROCIDAD CUADRATICA

JUSTIFICACION

Debido a la importancia que la Ley de Reciprocidad Cuadratica tiene en la
matematica, especialmente en el area de Teoria del NUmero se tiene la necesidad
de conocer mas sobre él, es por eso que esta investigacion bibliografica se realiza
con el objetivo de estudiar y presentar dicha ley. Cabe destacar que La Ley de
Reciprocidad Cuadratica ha servido de base para la obtencién de otros resultados

interesantes en diversos campos de la matematica.

Por medio de la Ley de Reciprocidad Cuadrética, se pueden determinar si existen

soluciones o0 no, de una ecuacion cuadratica del tipo:

x%? = a (mod p) , donde p es primoy mcd(a,p) = 1.

El trabajo de investigacion es de mucho interés; los contenidos de este se
desarrollardn con una secuencia légica para mayor comprension del tema, de tal
manera que este pueda ser entendido y asimilado facilmente, por lo que se partira
desde los conceptos béasicos ademas, presentaremos los teoremas, lemas,
corolarios y propiedades que nos serviran como base para luego enunciar la Ley de

Reciprocidad Cuadratica.

Asi mismo, con esta investigacion se pretende que para las personas a quienes
interese el area de Teoria del Numero y desean conocer sobre este tema, sea de

utilidad y con ello se tenga una mayor informacion del tema de investigacion.
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LA LEY DE RECIPROCIDAD CUADRATICA

OBJETIVOS

3.1 Objetivo General:

o Presentar la Ley de Reciprocidad Cuadratica y dar a conocer mediante
ejemplos el funcionamiento y la importancia de ésta en la Teoria

Elemental de NGmeros.

3.2 Objetivos Especificos:

o Mostrar conceptos basicos de la Teoria Elemental de NUmeros.

o Presentar la primera demostracion de La Ley de Reciprocidad

Cuadratica.

o Dar a conocer mediante ejemplos la aplicacion, el funcionamiento y la

importancia de la Ley de Reciprocidad Cuadratica en la Teoria

Elemental de NUmeros.

12
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LA LEY DE RECIPROCIDAD CUADRATICA

1.1. Historia.

La historia de Teoria del NUmero es bastante extensa, tan larga como la del hombre
y nos ensefia como el hombre se ha planteado problemas dificiles desde el punto
de vista tedrico y cOmo se han resuelto estos problemas con la introduccion de
nuevas ideas y meétodos de razonamiento. Estas nuevas rutas han generado un
panorama inmenso dentro de la matematica actual, debido a una evolucion lenta,

pero extraordinaria, del pensamiento de todos estos hombres.

Haremos una exposicion, desde el punto de vista histérico, de como se ha
desarrollado esta disciplina, concentrandonos en los hechos més importantes y en

Sus protagonistas.

1.1.1. Epoca Antigua

El origen de la Teoria del NUmero se remonta a los origenes de la civilizacion, con
los habitantes de Caldea y Babilonia hace 3500 afios aproximadamente. Ellos han
dejado sus conocimientos escritos en simbolos cuneiformes, los cuales han llegado
bastante bien conservados hasta nuestros dias. En algunas de estas tablillas se han

calculado soluciones de la ecuacion
a? + b? = c?

Como por ejemplo el triplete (3,4,5), el cual satisface: 3% + 42 = 52, Los babilénicos

conocian esta y otras soluciones, nos dejaron una lista de mas de setenta de ellas.
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LA LEY DE RECIPROCIDAD CUADRATICA

Sin embargo no se conoce el método empleado por ellos para llevar a cabo estos

calculos.

Con los griegos aparecen las primeras demostraciones formales, una muestra de la
capacidad de razonamiento abstracto de los matematicos griegos son todos esos
teoremas aportados a la matematica. Asi vemos como Pitagoras da un método

general para hallar todas las soluciones de la ecuacion

razon por la cual, se le da el nombre de Ecuacion Pitagorica.

Aparte de Pitagoras, hay que mencionar a otros dos grandes matematicos griegos,

cuya contribucion a la Teoria del Nomero es muy importante.

El primero de ellos es Euclides, quien establece una serie de proposiciones sobre
los niumeros enteros, las cuales pueden ser consideradas como el inicio de la Teoria
del Numero. Por ejemplo la prueba de que existe un namero infinito de nameros
primos. También a Euclides se debe el algoritmo para hallar el maximo comun

divisor entre dos enteros.

El segundo es Diofanto de Alejandria, cuya contribucion a la Teoria del Numero ha
sido fundamental, es llamado también el Padre de la Teoria del NUumero. Diofanto
escribi6 muchos libros de mateméatica, ademas conocia  algunos hechos
importantes de la Teoria del Numero. Otro aporte importante fue el estudio de los
nameros poligonales (un numero es poligonal cuando representa la suma de los
puntos enteros dentro de un poligono). La obra de Diofanto ciertamente dio inicio a

la Teoria del Numero. Sin embargo no fue apreciada en toda su magnitud por los
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LA LEY DE RECIPROCIDAD CUADRATICA

matematicos posteriores. Transcurrieron varios siglos sin haber algun hecho

importante en esta area de la matemética
1.1.2. Epoca Moderna.

Iniciando la nueva era de la matematica moderna, encontramos la figura de Pierre
de Fermat, uno de los més grandes mateméticos en el area de Teoria del Numero,
estudié profundamente la obra de Diofanto, Euclides y Apolonio, se interesé en los
problemas planteados por ellos e intento resolverlos usando los métodos modernos.
Este nuevo enfoque fue muy fructifero para la Teoria del Numero, pues Fermat pudo
hallar soluciones muy generales para muchas ecuaciones Diofanticas, usando

meétodos de demostracion suficientemente rigurosos.

El interés de Fermat por la Teoria del Namero no tenia limites: se ocupaba de los
ndameros primos, numeros amigables, sumas de cuadrados, ecuaciones de
congruencias y otras cuestiones relacionadas con la aritmética de los enteros.
También tuvo una extensa correspondencia con otros matematicos de su época
como Mersenne, Frenicle, Pascal y Carcavi, a quienes les formulaba problemas

dificiles de Teoria del NUmero a manera de reto.

La intuicion de Fermat para plantear problemas en Teoria del Numero, es realmente
maravillosa. Algunos de estos problemas los resolvido usando sus propias técnicas,

otros, sin embargo, fueron resueltos por matematicos de siglos posteriores.

Es importante destacar la labor realizada por Euler, quien continué la obra de

Fermat, resolviendo algunos problemas dificiles planteados por Fermat. En el

16
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campo de la Teoria del Numero, Euler inicié una nueva etapa es esta area, al probar

algunos teoremas usando métodos del andlisis.

Lagrange expone ante la Real Academia uno de sus mejores resultados en Teoria
del Numero: Demostracion de un teorema de aritmética, en donde demuestra un
problema que habia sido planteado por Fermat, y atacado por Euler y otros
matematicos sin ningun éxito. El problema consiste en probar: Todo numero natural

puede ser representado como suma de cuatro cuadrados.

En esta misma linea de investigacidon, aparece en 1771 una demostracion de un
teorema propuesto por Wilson:

p €s un numero primo siy solo si (p — 1)! + 1 es un mdltiplo de p.

Uno de los mateméaticos contemporaneos de Lagrange, cuya obra tuvo mucha
influencia en el desarrollo posterior de la Teoria del Numero, fue Adrien-Marie
Legendre. En 1798 public6é una obra titulada: Ensayo sobre la Teoria del Nimero en
donde aparecen una serie de resultados importantes, sobre la representacién de un

nimero primo por una forma cuadratica del tipo: x2 + ay?.

En este trabajo se establece por vez primera la famosa Ley de Reciprocidad
Cuadrética.Con el inicio del siglo XIX aparece la figura de uno de los matematicos
mas grandes de todos los tiempos, quizas el mas grande de todos, como lo fue el
matematico aleman Carl Friedrich Gauss (1777-1855), llamado con justa razon: El

Principe de los Matematicos.

17



LA LEY DE RECIPROCIDAD CUADRATICA

1.2. Biografias.

1.2.1. Karl Friedrich Gauss

(Brunswick, actual Alemania, 1777 - Gotinga, id., 1855) Matematico, fisico y
astronomo aleman. Nacido en el seno de una familia humilde, desde muy temprana
edad Karl Friedrich Gauss dio muestras de una prodigiosa capacidad para las
matematicas (segun la leyenda, a los tres afios interrumpié a su padre cuando
estaba ocupado en la contabilidad de su negocio para indicarle un error de calculo),
hasta el punto de ser recomendado al duque de Brunswick por sus profesores de la

escuela primaria.

El duque le proporcion6 asistencia financiera en sus estudios secundarios y
universitarios, que efectud en la Universidad de Gotinga entre 1795y 1798. Su tesis
doctoral (1799) verso sobre el teorema fundamental del algebra (que establece que
toda ecuacion algebraica de coeficientes complejos tiene soluciones igualmente

complejas), que Gauss demostro.

En 1801 Gauss public6 una obra destinada a influir de forma decisiva en la
conformacién de la matematica del resto del siglo, y particularmente en el ambito de
la Teoria del Numero, las Disquisiciones aritméticas, su obra mas famosa, en donde
Gauss sienta las bases de la Teoria del NUumero, como una de la disciplinas mas
sélidas y ricas de la matematica; entre cuyos numerosos hallazgos cabe destacar: la
primera prueba de la ley de la reciprocidad cuadratica; una solucion algebraica al
problema de cémo determinar si un poligono regular de n lados puede ser

construido de manera geométrica (sin resolver desde los tiempos de Euclides); un

18
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tratamiento exhaustivo de la teoria de los nUmeros congruentes; y numerosos
resultados con numeros y funciones de variable compleja que marcaron el punto de

partida de la moderna teoria de los niUmeros algebraicos.

Su fama como matematico crecid considerablemente ese mismo afio, cuando fue
capaz de predecir con exactitud el comportamiento orbital del asteroide Ceres,
avistado por primera vez pocos meses antes, para lo cual empleé el método de los
minimos cuadrados, desarrollado por él mismo en 1794 y aun hoy dia la base

computacional de modernas herramientas de estimacion astronémica.

En 1807 acepto el puesto de profesor de astronomia en el Observatorio de Gotinga,
cargo en el que permaneci6 toda su vida. Dos afios mas tarde, su primera esposa,
con quien habia contraido matrimonio en 1805, fallecio al dar a luz a su tercer hijo;
mas tarde se casé en segundas nupcias y tuvo tres hijos mas. En esos afios Gauss
madurd sus ideas sobre geometria no euclidiana, esto es, la construccion de una
geometria l6gicamente coherente que prescindiera del postulado de Euclides de las
paralelas; aunque no publicé sus conclusiones, se adelanté en mas de treinta afios

a los trabajos posteriores de Lobachewski y Bolyai.

Alrededor de 1820, ocupado en la correcta determinacion matematica de la forma y
el tamafo del globo terraqueo, Gauss desarroll6 numerosas herramientas para el
tratamiento de los datos observacionales, entre las cuales destaca la curva de
distribucion de errores que lleva su nombre, conocida también con el apelativo de

distribucion normal y que constituye uno de los pilares de la estadistica.

19
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1.2.2.Pierre de Fermat

(Beaumont, Francia, 1601 - Castres, id., 1665) Matematico francés.

Fermat nacid6 el mismo afio que el siglo XVII y aunque sus contribuciones
mateméticas nunca fueron publicadas en vida, fueron de tal calidad que la difusién
gue tuvieron entre la comunidad cientifica europea fue suficiente como para que su
siglo le recuerde como uno de sus mejores hijos. Y eso que el diecisiete fue un siglo
prodigo en matematicos y cientificos de primera fila. Poco se conoce de sus
primeros afios, excepto que estudid derecho, posiblemente en Toulouse y Burdeos.
Interesado por las matematicas, en 1629 abordé la tarea de reconstruir algunas de
las demostraciones perdidas del matematico griego Apolonio relativas a los lugares

geométricos; a tal efecto desarrollaria, contemporanea e independientemente

de|René Descartes| un método algebraico para tratar cuestiones de geometria por

medio de un sistema de coordenadas.

Otro campo en el que realizé destacadas aportaciones fue el de la Teoria del
Numero, en la que empezd a interesarse tras consultar una edicion de
la Aritmética de Diofanto; precisamente en el margen de una péagina de dicha
edicion fue donde anoté el célebre teorema que lleva su nombre y que tardaria mas
de tres siglos en demostrarse. De su trabajo en dicho campo se derivaron
importantes resultados relacionados con las propiedades de los niumeros primos,
muchas de las cuales quedaron expresadas en forma de simples proposiciones y

teoremas.

Desarroll6 también un ingenioso método de demostracion que denomind «del

descenso infinito». Extremadamente prolifico, sus deberes profesionales y su

20
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particular forma de trabajar (s6lo publicé una obra cientifica en vida) redujeron en

gran medida el impacto de su obra.

Pero el tema que ha de dar a Fermat fama universal es el de Teoria del Numero. Su
interés por los numeros enteros y sus maravillosas propiedades habia empezado en
la década de los 1630 cuando Fermat leyo la traduccion de Bachet de la Aritmética
de Diofanto. El enorme interés de Fermat por los nimeros enteros era una novedad
en la Europa del siglo XVII. Nadie tenia demasiado interés en perder el tiempo
explorando propiedades de numeros enteros que no tenian ninguna aplicacion
directa. Sélo un par de problemas clasicos atraian la atencion de los matematicos
de la época: el estudio de numeros perfectos (aquellos que son iguales a la suma de
sus divisores, exceptuando ellos mismos) y la caracterizacidbn de las ternas
pitagéricas (tripletes de numeros enteros (x, y, z) que satisfacen el teorema de
Pitdgoras). Como consecuencia del interés de Fermat en el primero de esos
problemas, Fermat descubrio el que se conoce hoy en dia como el Pequefio

Teorema de Fermat, una verdadera joya en Teoria del Numero.

21



LA LEY DE RECIPROCIDAD CUADRATICA

1.3. NUmeros Enteros.

Dedicamos este apartado al estudio de los nimeros enteros los cuales son el punto
de partida de la Teoria del Namero. Estudiaremos algunas de las propiedades

basicas de este conjunto.

Definicion 1.3.1

Los numeros enteros son un|conjunto|de|nimeros|que incluye a los |nUmeros

naturales|distintos de|cero|{1,2,3,...}, los|negativos|de los numeros naturales

{...,—3,—2,—1} y al 0. Los enteros negativos, como -1 o -3 (se leen «menos unoy,

«menos tres», etc.), son menores que todos los enteros|positivos|{1,2,3,...} y que

el cero. La notacion de los nimeros enteros esté dada por:

Z=1{.—-5—-4-3,-2,-1,01,23,4,5,...}.

Los numeros enteros son el ingrediente principal en Teoria del Numero la cual esta
relacionada primordialmente con las propiedades de los niameros naturales, 1, 2,
3,... también llamados enteros positivos. Sin embargo, la Teoria del NUmero no se
limita estrictamente a los nimeros naturales ni aun al conjunto de todos los enteros
11, +2, £3,.... de hecho algunos teoremas de Teoria del NUmero se prueban mas

facilmente haciendo uso de las propiedades de los nimeros reales.

Establecemos algunas de las propiedades de los nUmeros enteros:
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1.3.2 Propiedades de los numeros enteros

I. AXiomas de Suma

Existe una operacion binaria en Z, llamada la suma de enteros, la cual sera

denotada por + y satisface:

1. Cerrada.

Para a y b nimeros enteros, a + b es un numero entero.

2. Conmutativa.

Para a 'y b niumeros enteros, a+ b = b + a.

3. Asociativa.

Para a, b y c numeros enteros, (a+ b) +c=a+ (b + ¢).

4. Elemento neutro.
Existe un elemento en Z llamado el cero, el cual se denota por 0O, y
para todo a entero satisface:

O+a=a+0=a.

5. Elemento opuesto.
Para todo a en Z existe un elemento, llamado el opuesto de a, el cual

denotamos por —a, y que satisface:

a+(-a)=—-a+a=0.
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II. Axiomas de multiplicacion

Existe una operacion binaria en Z, llamada producto de nimeros enteros,

la cual se denota por -, y satisface:

1. Cerrada.

Para a y b nUmeros enteros, a - b €s un numero entero.

2. Asociativa.
Para a,b y c enteros

a*(b-c)=(a"b)-c.

3. Conmutativa.

Paraay b enteros

4. Elemento neutro.
Existe un entero, llamado el uno y denotado por 1, tal que para todo

entero a se tiene

[1l. Axioma de distributividad.

Para a,b y c enteros se cumple que

(a+b)-c=a-c+b-c

24



LA LEY DE RECIPROCIDAD CUADRATICA

a-(b+c)=a-b+a-c.

Definicion 1.3.3

Una relacién de orden en un conjunto A, es una relacion binaria R sobre A, con las

siguientes propiedades:

1. Propiedad simétrica.

Para todo a en A, se verifica aRa.

2. Propiedad Transitiva.

Paraa,by c en A se verifica: Si aRb y bRc, entonces aRc.

3. Propiedad Antisimétrica.

SiaRb y bRa entonces a = b.

Definicion 1.3.4 (Axiomas de Orden).

Existe un conjunto de enteros, llamados enteros positivos, el cual denotaremos por
N, y que satisface:

1. ParatodosaybenN, a+by a-bestanenN.

2. lestaenN.

3. Ley de tricotomia.

Para todo entero a se tiene unay sélo una de las siguientes proposiciones:

i) a estden N, ii)-aestaenN, iii)a=0.
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Definicion 1.3.5 (Principio del Buen Orden)

Todo conjunto no vacio S de numeros enteros positivos contiene un elemento

minimo; esto es existe un entero a en S tal que a < b para todo b que pertenece a S.

Definicién 1.3.6 (Valor absoluto)

Definimos el valor absoluto o médulo de todo nUmero entero a como

al { a sia=0
al = .
—a sia<O0

Por definicion, el valor absoluto de a, siempre sera mayor o igual que cero y nunca

negativo.
Ejemplo 1:

1] =1,|-4| = —(—4) = 4

Teorema 1.3.7 (Algoritmo de la division)

Sea a un entero positivo y b un entero arbitrario. Entonces existen los enteros q y r
anicos, tales que:

b=qa+r, con 0<r<bh.

Demostracion.

Primero vamos a demostrar que q y r existen, y posteriormente, probaremos que

ellos son uUnicos.
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En primer lugar:

Sib =0,tomamosqg =r = 0.

Sea b distinto de cero y consideremos el conjunto

D ={b —ua / ues un entero}.

Este conjunto contiene enteros positivos.

Sib > 0, basta tomar u = 0.

Si por el contrario b < 0, hacemos u = b, con lo cual

b—ba >0, y b—ba € D.

Por lo tanto el conjunto D es diferente de vacio.

Por la definicion del minimo elemento, este conjunto posee un elemento minimo r el

cual pertenece a D.

Luego, existe un entero g, tal que

r=>b—qa, o bien b=qa+r, 0<r.

Si suponemos que

Se tiene que
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r—az=0
Por lo tanto
b—gqga—a=b—-(q+1)a=0.
Esto es
b—(q+1)a€DbD
Y

b—(@q@+1Da<r,

Lo cual contradice la minimalidad del elemento r. Luego se debe tener

r<a.

Unicidad.

Suponemos que existen otro par de enteros g’ y r’ los cuales satisfacen

b=qa+r, 0<r<a.

b=q'a+71’, 0<r' <a.
Entonces,
qa+r=q'a+r’
=@—-q)a=r"—r

=lq—=q'la=|r"—7|

Ademas sabemos que
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Entonces

Luego tenemos
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0<|r'—-r|<a.

lga —q'la=|r"—r]|

=|g—q'la<a
Ir'—r|<a } la=ql

= —alq—q'| > —a
=a—alg—q'|>0

=a(l-|qg—-4q'|) >0.

Al ser a > 0, tendremos que

1-lg—4q'l >0.

De donde se sigue que

0<|g—q'| <1.

Y como q y q' son enteros, se tiene

Por lo tanto

lqg —q'| = 0.

Definicion 1.3.8 (Divisibilidad)

Se dice que un

namero entero|b es divisible entre un enteroa 0 queb es

exactamente divisible por a, con a distinto de cero, si existe un entero c tal que:

b = a.c Yy se denota por a/b. En el caso en que b no sea divisible por a se

escribea t b.
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Naturalmente, todo nimero entero a distinto de 1 y —1 tiene, al menos, cuatro
divisores, a saber +1 y ta. A estos divisores se les conoce con el hombre de

divisores triviales de a.
Ejemplo 2:

18 es divisible por 3 ya que 18=6(3).

Teorema 1.3.9

Seana,b,c,d,p Yy q enteros. Entonces

1. a|0, 1la, ala.

2. a/l1siysolosia=+1.

3. Sia/byc/d, entonces ac/bd.

4. Sia/byb/c, entonces a/c.

5. a/by b/aentonces |a| = |b|.

6. Si a/byb+0, entonces |a| < |b|.

7. Sia/bya/c, entoncesa / (bx + cy) para x e y enteros arbitrarios.
8. Sia/(p+q)y a/pentonces a/q.

9. Sia/b, entonces a/mb, paratodom € Z.
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Demostracion.

1. a/0, 1/a, a/a.
Sea 0=a-c si c=0secumple paratodo a.
Sea a=1-c si ¢c=asecumple paratodo a.

Sea a=a-c si c=1secumple paratodo a.

2. a/1siysolosia=+1.

=" al|lentonces a = =+1
Por hipotesis
all

Entonces

lo cual es posible solo si
c=1lya=1 0] c=-1ya=-1.
Luego a==1.
<" sia=41 entonces a /1.
Sia =1, entonces
1=10)A)=a-(), Sustituyendo a = 1.
Luego a /1.
Sia = -1, entonces
1=(-1(-1)=a-(-1), Sustituyendo a = —1.
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Luego a /1.

3. Sia/by c/d, entonces ac/bd.

Sea b =na y d = mc.
Entonces
bd = (na)(mc)

bd = (nm)(ac).

De donde
ac/bd.
4. Sia/b y b/c, entonces a/c.

Sea b =na y ¢ = mb.
Entonces

¢ =m(na)

c = (mn)a.
De donde

a/c.

5. Sia/byb+0, entonces |a| < |b|.

Sea b = na.
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Como b # 0, implica que n # 0. Obteniendo el valor absoluto de ambos lados

tenemos

|b| = [nal = Inllal.

Comon # 0 entoncesn > 1

De donde

. a/by b/a entonces |a| =

Sia/by b/a, entonces

|b| = Inlla| = |al.

|b|.

por definicibn de divisibilidad b #0 y a # 0,

entonces por el numeral 5) tenemos que

bl = lal ¥y lal = bl

por lo tanto

la| = |b]

. Sia/b y a/c, entonces a / (bx + cy) para x e y enteros arbitrarios.

Sea b=ac Yy c

entonces

bx + cy = acx + amy

bx + cy = (cx + my)a
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De donde

a/(bx + cy).

. Sia/(p+q) y a/p entonces a/q.
Sea p =ac y p+q=ad,

entonces

q =ad —ac
q= (d - C)a,
de donde

a/q.

. Sia/b, entonces a/mb, paratodom € Z.
Sea b =ac,
entonces
mb = mac = (mc)a.
Por lo tanto

a/mb.

34



LA LEY DE RECIPROCIDAD CUADRATICA

1.4 Maximo comun divisor.

Definicion 1.4.1

Sean a, b enteros con al menos uno de los dos diferente de cero. El maximo comun

divisor de a y b, denotado por mcd(a, b), es el entero positivo d que satisface:

1. d/ay d/b.
2. Si c es otro entero positivo con la condicion 1:

c/a y c/b, entonces c/d.

Lemal.4.2

Seana,b,q,r € Ztalesquea=bg+rconb>0y0<r<b. Entonces

mcd(a, b) = mcd(b,1).

Demostracion.

Sea d = mcd(a,b),
entonces
d/a y d/b.

Por el numeral 7) del teorema 1.3.9 tenemos

d/(a —qb),
esto es
d/r.
De esta forma
d / mcd(b,r)

Asi d es un divisorcomunde by r.
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Por otra parte si ¢ es un divisor comun arbitrariode b y r,

Por el numeral 7) del teorema 1.3.9 tenemos

¢/ (qb+1),

Y sabemos que
gh+r=a
De donde se tiene que
c/a.
Esto hace a ¢ un divisor comun de a y b, es decir que ¢ < d. Asi se sigue de la

definicién de mcd(b,r) que d = mcd(b,r). =

Teorema 1.4.3

Dados dos enteros a y b, con al menos uno de los dos distintos de cero, el maximo
comun divisor entre a y b se expresa como combinacién lineal de a y b.Es decir,
existen enteros x e y tales que

mcd(a,b) = ax + by.

Demostracion.

Consideremos el conjunto S de todas las combinaciones lineales positivas de a y b.
S={au+bv/au+ bv > 0; u,v enteros}
Notemos que S es no vacio. Si a # 0, entonces el entero |a| = au+ b -0 esta en S,

donde elegimos u =10 u = —1 de acuerdo al valor de a. Por el principio del buen
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orden S contiene un elemento minimo d. Asi de la definicidon de S existen enteros x

e y para los cuales d = ax + by.

Del algoritmo de la divisibn podemos obtener enteros q y r tales que
a=qd+r, 0<r<d.
Reescribiendo r tenemos
r=a—qd=a-—q(ax + by)

=a(l—gqx) + b(—qy).

Si r > 0, esta representacion implica que r es un elemento de S, contradiciendo asi

que d es el menor entero en S.

Por lo tanto

es decir

d/a.

De igual forma del algoritmo de la divisibn podemos obtener enteros q y r tales que
b=qd+r, 0<r<d
Reescribiendo r tenemos
r=b—qd=0>b—q(ax + by)
=b(1 - qy) +a(-qx)
Sir > 0, esta representacion implica que r es un elemento de S, contradiciendo asi
que d es el menor entero en S.

Por lo tanto
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es decir
d/b.

Entonces vemos que d es un divisor comun de ay b.

Sea un entero positivo arbitrario ¢ un divisor comun de los enteros a y b, entonces
por el numeral 7) del teorema 1.3.9 sabemos que
c/ax + by ;

es decir que

c/d
Por el numeral 6) del teorema 1.3.9

c=lc| <|d| =4,
de modo que d es el mas grande de todos los divisores comunes de ay b.
Asi

d = mcd(a,b).

Definicion 1.4.4

Dos enteros a y b, con al menos uno de ellos distinto de cero, son llamados primos

relativos siempre que mcd(a,b) = 1.

Teorema 1.4.5

Sea a y b enteros, no ambos iguales a cero. Entonces a y b son primos relativos si y

solo si existen enteros x e y tales que 1 = ax + by.
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Demostracion.

‘=" Si a y b son primos relativos, entonces existen enteros x e y tales que
1 =ax + by.
Si a 'y b son primos relativos, entonces mcd(a, b) = 1.
Luego por el teorema 1.3.9 se garantiza la existencia de x e y los cuales satisfacen

1 =ax + by.

‘<" Si existen enteros x e y tales que 1 =ax + by, entonces a y b son primos
relativos.
Supongamos que para algun x e y
1 = ax + by,
con d=mcd(a,b).
Como d/a y d/b,
Por el numeral 7) del teorema 1.3.9 tenemos
d/ax + by,
es decir
d/1.
Como d es un entero positivo, la condicion de divisibilidad d/1 obliga a que

d=1. =

Corolario 1.4.6

Simcd(a,b) = d, entonces mcd(a/d, b/d) =1.
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Demostracion.

Observemos que a/d y b /d aparentemente son fracciones, pero de hecho son

enteros ya que d es un divisor comun de a y de b.

Como sabemos que mcd(a,b) = d, es posible encontrar enteros x e y tales que

d = ax + by. Dividiendo cada lado de esta ecuacion por d, obtenemos la expresion

1= (a/d)x+ (b/d)y.

Como a/d y b/d son enteros, el teorema 1.4.5 se cumple. El resultado de esto es

que a/d y b/d son primos relativos. =

Corolario 1.4.7

Si a/c, b/c, y mcd(a,b) =1, entonces ab/c.

Demostracion.

Sea c=ar y c = bs.
Como mecd(a,b) = 1, entonces para algunos x e y enteros se cumple
1 =ax + by.
Multiplicando esta igualdad por ¢ tenemos
¢ = c(ax + by) = cax + cby.
Sustituyendo c=ar y c=bs
¢ = (bs)ax + (ar)by
c =ab(sx +ry),
de donde se obtiene que ab/c. =
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Teorema 1.4.8 (Lema de Euclides)

Sia/bc, con mcd(a,b) =1, entonces a/c.

Demostracion.

Como mcd(a,b) = 1, del teorema 1.3.9 tenemos
1 =ax + by,

Donde x e y son enteros.
Multiplicando esta ecuacién por ¢ nos da

¢ = c(ax + by)

¢ = cax + cby.
Sabemos que a/a Yy por el numeral 9) del teorema 1.3.9 a/ac ademas, por
hipotesis a/bc entonces por numeral 7) del teorema 1.3.9

a/(cax + cby),
para algunos enteros x e y.
Asi sustituyendo ¢ = cax + cby, tenemos

a/c. m

Definicioén 1.4.9

Sean a y b dos enteros positivos, el minimo comun multiplo entre a y b, es un entero
positivo m, el cual satisface:
1. a/my b/m.

2. Sie es otro entero, tal que a/e y b/e, se tiene m/e.
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1.5 NUmeros primos

Definiciéon 1.5.1 (Primos y compuestos)

Un entero positivo p, distinto de 1, se dice que es un namero primo, o simplemente

primo, si los Unicos divisores positivos de p son 1y p. Si p no es primo, se dice que

€es compuesto.

El nUmero 1 no se toma como primo solo por conveniencia. No perjudica en nada.

Se dice que a y b son primos relativos en el caso de que mcd(a,b) =1y que

by, b,, ... , b, son primos relativos en el caso de que mcd(by, by, ... ,b,) = 1.

Teorema 1.5.2

Si p es un nimero primo y p/ab, entonces p/a o0 p/b.

Demostracion.

Si p/a no necesitamos probar nada mas.
Asumimos que p t a.
Como los Unicos divisores de p son 1 y p, esto implica que mcd(p,a) = 1.

Del lema de Euclides tenemos que p/b. =

Corolario 1.5.3

Si p es un nimero primo y p/a,a,..a,, entonces p/a, para algun k, donde

1<k<n.
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Demostracion.

La prueba la realizaremos por induccion sobre el nimero de factores n.
Sin =1 se cumple ya que p/a.
Sin = 2 es una aplicacién del teorema 1.5.2.
Supongamos que n > 2.
Sea
p/a,a, ...a,
Por el teorema 1.5.2

p/an 0 p/a1a; ...an_q.

Si p/a, se cumpley no hay nada mas que probar. De otra forma en el caso de que

p/a.a; ...an_q.

Por la hipoétesis inductiva tenemos que
p/a
Paraalgink, con1 <k <n-—-1.

En todo caso, p divide a uno de los enteros a4, a,,...,a,.

Corolario 1.5.4

Sip,q1,92,. .. , g, SOn todos primos 'y p/q.q. . . . qs, entonces p = g, para algun

k, donde 1 <k <n.
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Prueba.
Del Corolario 1.5.3, sabemos que
p/qx
Paraalgink, con1 <k <n.
Ademés sabemos que g, es primo y por lo tanto sus Unicos divisores positivos son 1
y el mismo g, .

Como p > 1,entonces no quedamasque p=gq;. =

Teorema 1.5.5 (Teorema Fundamental de Aritmética)

Todo numero entero positivo, mayor que uno, puede ser factorizado como un
producto de nimeros primos. Esta representacion es Unica, apartando el orden en el

cual aparecen los factores.

Demostracion.

Sea n un numero entero mayor que 1. Probaremos, primero, que n puede escribirse
como un producto de numeros primos Yy, posteriormente, veremos que esa

descomposicion es, salvo en el orden de los factores, Unica.

Si n es primo, consideremos el nimero como producto de un solo factor y el

teorema estad demostrado.

Sin es compuesto, entonces existe un entero d tal que

d/n 'y 1<d<n.
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Entre estos enteros d elegimos el mas pequefio, llamémosle p,, el cual debe ser un
primo si no, es un namero compuesto y tendria un divisor g con 1<gq <p;
entonces

q/p1 y p1/m
Implica que

q/n

Lo cual es una contradiccion ya que hemos elegido a p; como el divisor mas

pequefio de n, distinto de 1.

Reescribiendo n tenemos
n=pin
Donde p; esunprimoy1<n; <n.

Si n; es primo tenemos la factorizacion.

Si no, este proceso se repite para obtener otro nUmero primo p, tal que n; = p,n, y

asi obtenemos n = p;p,n,, con1 < n, < n,.

Si n, es primo tenemos la factorizacion, de otra manera escribimos

ny = p3ns,
donde n5 es primo. Asi tenemos

n = p1P2P3Ns, con 1 <nz <n,.

Repitiendo este proceso un numero finito de veces tenemos que n;_; €S un primo

llamémosle p,, y asi obtendremos
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n>n >n, >...>1.

Con lo cual llegamos a la factorizacién deseada

n=pipz. .. Pk -

Unicidad.
Supongamos que n puede descomponerse en factores primos de dos maneras
distintas
n=piP2...- Pr=qqz-.. 4 , TS
Donde los p; y g; son todos primos.

Reescribiendo los factores primos en orden creciente tenemos

P1E<P2=... Pr 155Gz =...= (s

Como

n=pipz- .. Pk
Entonces

p1/m

De donde

P1/01qz - - - Qs
Del Corolario 1.5.4 tenemos que

P1 = qx, para algun k.
Pero
p1 = qs-

De esta misma forma obtenemos q, = p,, de donde p, = q;. Cancelando el factor

comun tenemos

P2P3- - - Pr=4q243. . . (s
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Continuando con este proceso de cancelacion, sir < s llegamos a

1=qr+1qr42- - - Gs

Lo cual es absurdo ya que cada q; es primo y por ende q; > 1.

Por lo tanto

r=s Yy P1=q1,P2=9q2, - - -,Pr =0y .

Asi las dos factorizaciones son iguales y esto completa la prueba. =

Teorema 1.5.6

Existen infinitos nimeros primos.

Demostracion.

La prueba es por contradiccion.

Los primeros numeros primos son 2, 3, 5,. . . Vemos que los nameros primos
aparecen en orden ascendente.

Supongamos que hay un numero finito de primos digamos

pllPZl' L pn

Sea

P=p1p2... pn+1

Entonces P es mayor que 1y es distinto de todos los nimeros primos de la lista.
Por el teorema fundamental de la aritmética P puede ser expresado como un

producto de primos y por ende P es divisible por algun primo p. Pero

P1,P2,- - - 5 Pn
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son los Unicos nameros primos, de modo que p debe ser igual a alguno de los

primos py,p2,. - . , Pn-

Sabemos que

P/P1bz- - - Pn
Y ademas
p/P
Por el numeral 7) del teorema 1.3.9 tenemos que

p/P— pip2. .. Dn

Sustituyendo P tenemos

P/Pib2- - Pnt 1= PiP2. .. Dn
de donde
p/1 ()
Lo cual es una contradiccién ya que p > 1 y el Unico divisor de 1 es él mismo.
De donde hemos llegado a una contradiccion y lo supuesto es falso y por lo tanto

existen infinitos nUmeros primos. =

Definicién 1.5.7

Para cada entero positivo n, definimos ¢(n) como el nUmero de enteros positivos

menores o iguales que n y primos relativos con n.

Definicioén 1.5.8

Un nimero de Fermat es un entero de la forma
E, = 22" 41, n=>0.
Si E, es primo, es llamado primo de Fermat.
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2.1. Propiedades béasicas de congruencias

Definicion 2.1.1

Sea n un entero positivo, y a y b enteros.
Se dice que a es congruente a b, médulo n, en simbolos
a = b (mod n)
Sin divide aa — b.
Es decir siempre y cuando a — b = nk, para algun k € Z.
En simbolos:
a=b(modn) © n|(a—>b)

© a—b =nk, paraalgunk € Z.

Ejemplo 3:

Sea n =7, tenemos que.

3=24(mod7)yaque 3—24=-21=(=-3)"7
—31=11(mod 7)yaque —31—11=—-42=(-6)"7

—15 = —64 (mod 7) yaque —15— (—64) =49 =77

Nota.
Cuando n t (a — b), entonces indicamos que a es incongruente a b médulo n y

escribimos a # b (mod n).

Ejemplo 4.

25 # 12 (mod 7), ladivisién por 7 fallaen 25 — 12 = 13.
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Teorema 2.1.2

Cualesquiera dos enteros son congruentes modulo 1.

Demostracion

a,b€EZ = a—b EZ
= 1|(a—Db)

= a=b(mod1l) =m

Teorema 2.1.3

Dos enteros son congruentes modulo 2 cuando son ambos pares 0 ambos impares.

Demostracion

Seana,b €Z

Caso 1. Cuando ambos son pares
a=2m Yy b=2n, para mneZ
= b—a=2n-2m
=(Mn—-m)-2

=r-2, conr=n—m

= a = b (mod 2).

Caso 2. Cuando ambos son impares
a=2m+1 y b=2n+1, param,n € Z.
=b—-—a=2n+1-02m+1)
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=2n+1-2m-1
=2n—-2m
=n-m)-2

=r-2, conr=n—m

= a = b (mod 2). ]

Nota.

En la practica usual asumimos n > 1.

Dado un entero a, y sean q Yy r cociente y residuo sobre la division por n, ademas

a=qn-+r, 0<r<n.

Entonces por definicion de congruencia

a =r (mod n) (Yaque a —r = qgn).

Dado que hay n elecciones para r, vemos que todo entero es congruente moédulo n
en exactamente 0,1,2,3,... ,n— 1.

En particular a = 0 (mod n) siy solo si n|a.

El conjunto de n enteros 0,1,2,3,..,n—1 es llamado “El menor conjunto de

residuos positivos médulo n”.
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En general.

Una coleccion de n enteros a4, a,, ... ,a, forman un conjunto completo de residuos (0
un sistema completo de residuos) médulo n si todo entero es congruente modulo n

para unay so6lo una de las a;.

Otra manera de escribirlo es que ay,a,,...,a, son congruentes modulo n para

0,1,2,3,..,n—1, tomando algun orden.

Ejemplo 5:
—-12,-4,11,15,13,22,82,91, constituyen un conjunto completo de residuos modulo
7.

Tenemos que

—12 =2 (mod 7) 13 = 6 (mod 7) 91 = 0 (mod 7)
—4 = 3 (mod 7) 22 =1 (mod?7)
11 =4 (mod 7) 82 =5 (mod 7)

Teorema 2.1.4

Para enteros arbitrarios a y b, a = b (mod n) siy sélo si a y b admiten la division por

n para algun residuo no negativo.

Demostracion.

“* ”»

-
Por hipotesis

a = b (mod n)
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Es decir
a—b=kn, paraalgunk € Z
a=kn+b, paraalgunk € Z

Sobre la divisién por n en b quedan ciertos residuos r,

es decir
b=qgqn+r, 0<r<n 1)
Luego,
a=kn+b
=kn+qn+r, por (1)
= (kn+qn) +r, asociatividad
=n(k+q)+r, factor comun
=nt+r, cont=k+gq

Significa que a tiene algun residuo como b.

~ a Yy b admiten la division por n con residuo no negativo.

Supongamos que a y b admiten la division por n para algun residuo no negativo, es
decir,

a=qmn+ryb=q,n+r, conalginresiduo r (0<r <n)

a—b=qn+r—(g,n+r)

=qn+r—qgn-—r
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=q1n—qxn
=n(q; — qz2)
=nla—>b

= a = b (mod n). ]

Ejemplo 6:
Dados los enteros —56 y —11 podemos expresarlos en la forma —56 = (=7)-9+7

y —11 =(-2) -9+ 7 con residuo 7.

Por Teorema 2.1.4, decimos que
—56 = 11 (mod 9).

En el otro sentido:

Si tenemos —56 = 11 (mod 9)

Entonces —56 y —11 tienen algun residuo comun cuando se dividen por 9.

Teorema 2.1.5

Sean > 0 un numero fijoy a, b, ¢, d enteros arbitrarios.

Entonces se cumplen las siguientes propiedades:

(1) a=a(modn). (Reflexiva)

2 a=b(modn) = b=a(modn). (Simétrica)

() a=b(modn) A b=c(modn) = a=c(modn). (Transitiva)
(4) a=b(modn) A c=d(modn) = a+c=b+d (modn).

(5) a=b(modn) A ¢ =d (modn) = ac = bd (mod n).
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(6) a=b(modn) = a+c=b+c(modn).
(7) a=b (modn) = ac = bc (mod n).

(8) a = b (mod n) = a* = b*(mod n), para cualquier entero positivo k.

Demostracion.

(1) a = a (mod n)
Para cualquier entero a tenemos
a—a=0=a—-—a=0-n

= a = a (mod n).

(2) a=b (modn) = b = a (modn)
a=b(modn) =a—b=kn, paraalgunk €Z
= (-1)-(a=b)=(-1)kn
= —a+b=—-kn
=b—-a=(-k)'n

= b = a (mod n).

(3) a=b(modn) A b=c(modn) = a=c(modn)
Por hipétesis

a=b (modn) A b=c(modn)

=a—-b=kn AN b—c=kyn, paraalgunosk, k, €Z

=a—-b+(b—-c)=kn+k,n

—=a—b+b—c=(k+ky)n
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=a—c=kn, donde k=k,+k,

= a = ¢ (mod n).

4 a=b(modn) AN c=d(modn) = a+c=b+d (modn)
Por hipotesis

a=b(modn) A ¢c =d (modn)
=a—-b=kn AN c—d=kyn paraalgunosk, k, €Z
= (a—-b)+(c—d) =kn+k,n
=a+ (=b)+c+ (—d)=(ky + k)n
= a+[(—=b) +c]+ (—d) =kn,donde k =k, + k,
=a+[c+ (-b)]+(—d) =kn
=a+c+(=b)+(—d)=kn
= (@a+c)+[(-b)+ (—d)] =kn
= (@a+c)+(-1D[b+d] =kn
=((a+c)—(b+d)=kn

=a+c=b+d(modn).

(5) a=b(modn) A c =d (modn) = ac = bd (mod n)
Por hipétesis
a=b(modn) A ¢c =d (modn)
=a—b=kn AN c—d=kyn paraalgunosk, k, €ZL
=a=b+kn N c=d+k,n
= ac = (b + kyn)(d + k;n)
= ac = bd + bkyn + dkyn + kynk,n
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= ac = bd + (bkz + dkl + klkz)n
— ac = bd + kn, donde k = bk, + dk, + kk,
= ac — bd = kn

= ac = bd (mod n).

(6) a=b(modn) = a+c=b+c(modn)
Por hipétesis
a = b (mod n).
Y por Propiedad (1)
¢ =c (modn)

= a+c=b+c(modn), Propiedad (4)

(7) a =b (modn) = ac = bc (mod n)
Por hipétesis
a = b (mod n)
Y por Propiedad (1)
¢ =c (modn)

= ac = bc (mod n), Propiedad (5)

(8) a = b (mod n) = a* = b*(mod n), para cualquier entero positivo k.
Por induccién
Parak =1
a = b (mod n) se cumple.
Supongamos que se cumple para k = n.

Es decir
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a™ = b"(mod n).

Probaremos que se cumple parak =n + 1.
Es decir

a™! = b1 (mod n).

Tenemos por hipétesis inductiva que
a™ = b"(mod n) y sabemos que a = b (mod n)
= a" a=b"-b (modn), Propiedad (5)

= a1 = b1 (mod n).

Se cumple para k = n + 1y la prueba se completa. [ ]

Ejemplo 7:

Probar que 41 | 22° — 1

Solucién.

Tenemos que 2° =32=41-1-9

= 2° = -9 (lmod 41)

= (2°)* = (-9)*(mod 41),  Propiedad (8)

= 220 = (=9)2- (—9)%(mod 41)

= 220 = 8181 (mod 41)
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= 220 = (-1) - (—1) (mod 41), yaque 81 = —1 (mod 41)

= 229 =1 (mod 41)

= 41220 — 1.

Teorema 2.1.6

Sean > 0 un numero fijo y a, b, c enteros arbitrarios.
Sitenemos que ca = cb (mod n), entonces a = b (mod g) , donde

d = mcd(c,n).

Demostracion.

Por hipotesis tenemos que

ca = cb (modn) = ca —cb = kn, paraalgunk € Z

= c(a — b) = kn.

Ahora, como d = mcd(c,n), entonces existen enteros primos relativos r, s tales que
c=dr AN n=ds.
Luego

c(a—b) = kn = (dr)(a — b) = k(ds)

= dr(a—Db) = kds

= dr(a—b) = dks

= r(a—>b) =ks

= s|r(a—>b)
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=s|(a—-b), ya que mcd(r,s) =1
=a—b=ts, paraalgint€Z
= a = b (mod s)

n

zazb(modg), yaques = - ]

Corolario 2.1.7

Sean > 0 un numero fijo y a, b, c enteros arbitrarios.

Sitenemos que ca = cb (mod n) y med(c,n) = 1, entonces a = b (mod n).

Demostracion.

Por Teorema 2.1.5 tenemos que
ca=cbhb(modn) = a=b (mod g) , donde d = mcd(c,n).
Perocomod =1, entonces

azb(mod?)ﬁ a = b (mod n). [
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2.2. Representacion decimal de un namero entero

Comenzaremos probando que dado un entero b > 1, cualquier entero positivo N
puede ser escrito Unicamente en términos de potencias de b como
N =a,,b™+ ay_b™t + -+ a,b? + a;b + a,,
donde los coeficientes a; en b pueden tomar diferentes valores
a,=0,12,..,b—1.
Por el algoritmo de la division, se pueden producir enteros q; y a, que satisfacen
que

N =q,b+a, 0<ay<bhb ()
Si

q1>b

Podemos dividir una vez mas y tenemos

q1=q2b+a1 0Sa1<b

Luego sustituyendo g, en (1) tenemos
N = (qu + al)b + ao

= N = q,b*> + a1b + a,, siempre que q, > b. (2)

Podemos continuar de la misma manera

q2 = q3b + a, 0<a,<b

Luego sustituyendo en (2)
N = gq,b%* + a;b + a,
= N = (q3b + a,)b? + a1b + a,
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:N = q3b3 +a2b2 +a1b+a0

Donde

Es una sucesion de enteros estrictamente decrecientes.

Este proceso termina cuando se llega a m — 1 etapas, donde

Qm-1 = qmb + ay_1 , 0<a,.1<by 0<q,<b>b.

Sustituyendo a,, por g,, llegamos a la representacion de N

N =a,b™+ ay_b™ 1+ -+ a,b? + a;b + a,

Para probar que N tiene representacion Unica lo hacemos por contradiccion

suponiendo que N tiene dos representaciones.

Sean
N = a,b™+ ap_1b™ 1+ -+ ayb? +a;b+a,, con0<a;<bVi (1)
Y N=cpb™+cpb™ + -+ b +cib+cy, con0<c¢ <b,Vj (2)

Tales representaciones.

Restando (2) de (1) tenemos

N =N =anb™+ ap_1b™ 1+ -+ ayb? + a1b + ag — (cpyb™ + Cppe h™ 1 + -+ + ¢, b?

+ c1b + ¢p)
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2 0=ap,b™+ ap b1+ + ayb? + a1b + ag — cpb™ — ¢y b™ L — - — ¢, b?

— b — ¢

=0 = (apbh™ — c;pb™) + (Ap_1h™ 1 — o b™ 1) + -+ + (ayh? — c3,b?) + (a1b

—¢1b) + (ap — ¢o)
= 0= (an —c)b™+ (Ap-g — Cp—1)b™ 1+ -+ (az — c2)b* + (ay — c1)b + (ap — cp)

>0=d,b™+dp_b™ 1 +--+d,b>*+d,b+d,, cond;,=a;—c,Vi.

Ya que hemos supuesto que (1) y (2) son distintas tenemos que d; # 0, para

algunos valores de i.

Tomemos un k, el mas pequefio para el cual d;, # 0, entonces
0=dpb™+dpy_1b™ 1+ -+ dpy b + di b
= —db* = dppb™ + dp_ b™ 1 + - + dj BFT
= (—1)(—dib®) = (—1)(dpb™ + dpp_1 b™ 1 + -+ dp 1 b*HY)

= db¥ = —dpb™ — dpy_ ™1 — o — dy BT

Y al dividir por b* tenemos que

dk — _dmbm—k _ dm_lbm_k_l e dk+1bk_k+1
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—dy = —d b™ K —d__ pmRL o, b
— dy = b(—d, b™ k1 —d__ pmk-2 .. _ g
=d,=bs, cons=—d,b™" k1 —-d, _b"KZ—..—d, .4
= b | dy

Tenemos las desigualdades

0<apr<b 'y 0<c,<b

0<cp,<b=>0>-c,>-b

= -b<—c, <0

ﬁO—b<ak—ck<b+0

ﬁ—b<ak—ck<b

= -b<d,<b

= |dg | <Db

Entonces tenemos que b | d, y | dy | < b lo cual implica que d;, = 0 (—«)

Por lo tanto N tiene representacion Unica. m

Nota.
N = a,b™ + apy_b™ 1 + -+ a,b? + a;b + a,
Puede ser reemplazado por el simbolo

N:(amam_1 - a2a1a0)p
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El ndmero 105 puede ser escrito en potencia de base b = 2.

Solucién.

Tenemos que

105=2-(52)+1

= 105=2-
= 105 = 22 -
= 105 = 22 -
= 105 =23 -
= 105 =23 -
= 105 = 24
= 105 = 2*-
= 105 = 2°
= 105 = 2°-
= 105 = 2°
= 105=1"
= 105 = 2°

En forma abreviada

105 = (1101001),.

(2-(26)+0)+1

(26)+2-0+1

(2-(13)+0)+2-0+1

(13)+22:0+2:-0+1

2-6+1)+2%2-0+2:-0+1

6+23-1+42%:04+2-0+1

(2:34+0)+23-14+22-0+2-0+1

34+2%0+42%-14+22-0+2-0+1

2-1+1)+2*-0+23-14+22-0+2-0+1

1+25:142%0+2%-1+22-0+2-0+1

264+1-2°40-2*+1-234+0-224+0-2+1

+2°+ 2341,
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Teorema 2.2.1

Sea P(x) = X, cxx® una funcién polinomial de x con coeficientes enteros c.

Si a = b (mod n), entonces P(a) = P(b) (mod n).

Demostracion.

Por hipétesis a = b (mod n)
a =b (modn) = a* = b*(modn), Vk €Z {Teo.2.1.2 Propiedad (8)}

= cxa® = cyb*(modn), Vk € Z {Teo.2.1.2 Propiedad (7)}

Como esto se cumple entonces tenemos que

co = cg(mod n), c;a = ¢;b (mod n),..., ¢cp,a™ = ¢,,b™(mod n).

Entonces por Teorema 2.1.5 Propiedad (4)

(co + cra+ ca? + -+ cpa™) = (co + ¢1b + c,b% + -+ + ¢, b™) (mod n)

m m
= Z cak = Z ckb® (modn)
k=0 k=0

= P(a) = P(b) (mod n). [ |

Corolario 2.2,2

Si a es una solucién de P(x) =0 (modn) y a = b (mod n), entonces b es también

una solucion.

Demostracion.
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Si a es una solucién de P(x) = 0 (mod n), entonces P(a) = 0 (mod n).

Ahora por Teorema 2.2.1 tenemos que

Si

a = b (modn)

Entonces

P(a) = P(b) (mod n)

Y por Teorema 2.1.5 Propiedad (2) y (3) tenemos que

0 = P(a) = P(b)(modn) = P(b) =0 (modn)

Por tanto b también es una solucién de P(x) = 0 (mod n). [ ]

Teorema 2.2.3

Sea N =a,,10™ + a,,_410™ 1 + .-+ a,10% + a;10 + a, la representaciéon decimal
de un entero positivo N, 0<a, <10, ysea S =ay+a; +a, + -+ a,, . Entonces

9|N siysoOlosi 9]S.

Demostracion.

Sea P(x) = YL, a,rx® un polinomio con coeficientes enteros ay.
Sabemos por Teorema 2.2.1 que
Si

10 = 1 (mod 9)

Entonces
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P(10) = P(1) (mod 9)

Luego,
P(lO) = Z‘Ir{nzo a’klok
=ag+a;10 + a,10% + -+ a;,_,10™" ! + @, 10™
=N
P(1) =Yk aklk
:a0+a1+a2+"’+am_1+am
=S.

Entonces

P(10) = P(1) (mod 9) = N = S (mod 9)

Y por el Corolario 2.2.2

N =0 (mod9) © S =0 (mod?9)

= 9|N<9|S. ]

Teorema 2.2.4

Sea N =a,,10™ + a,,_410™ 1 + .-+ a,10% + a;10 + a, la representaciéon decimal
de un entero positvo N, 0<a; <10,y sea T=aqy—a;+a,— -+ (-1D"a,, .

Entonces 11 | N siysoélosi 11| T.

Demostracion.

Sea P(x) = YL, arx® un polinomio con coeficientes enteros ay.
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Por Teorema 2.2.1

Si
10 = —1 (mod 11)
Entonces
P(11) = P(—1)(mod 11).

Luego,

P(10) = Y7, a;, 10%

=ay+a;10 + a,10% + -+ + a,,_,10™ 1 + @, 10™

= N.

P(=1) = ¥ty a; 1"

=ay—a;+a; —+(D"a,

=T.
Entonces

P(11) = P(—1) (mod 11) = N =T (mod 11).
Y por el Corolario 2.2.2
N =0 (mod 11) & S = 0 (mod 11)

= 1l1|Ne11)S. [
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2.3. Congruencias lineales

En Algebra se estudian detalladamente las ecuaciones polinbmicas y sus
soluciones. En forma analoga podemos estudiar las congruencias polindémicas.

En este trabajo consideramos unicamente polinomios P(x) con coeficientes enteros.

Si a es un entero tal que P(a) = 0 (mod n), decimos que a es una solucién de la
congruencia polinémica P(x) = 0 (mod n). Por el Teorema 2.2.1, Si a = b (mod n)
también P(a) = P(b) (mod n), sin embargo no consideramos diferentes a estas
soluciones que pertenecen a una misma clase de residuos médulo n. Cuando
hablamos del nimero de soluciones de una congruencia polindbmica nos referimos al
numero de soluciones incongruentes, es decir al nUmero de soluciones obtenidas en
el conjunto {0,1,2,.. ,n—1} o en cualquier otro sistema completo de residuos

maodulo n.

La congruencia P(x) = 0 (mod n) se llama lineal cuando P(x) es un polinomio de
grado uno. Toda congruencia lineal se puede escribir en la forma
ax = b (mod n).

Tenemos el resultado siguiente.

Teorema 2.3.1

La congruencia lineal ax = b (mod n) tiene una solucién si y sélo si d|b, donde
d = mcd(a,n).

Sid|b , entonces tiene d soluciones incongruentes modulo n.
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Demostracion.

ax =b(modn) & ax—b=ny, paraalguny €Z
Sax—ny=»>b

& d|b.

Sea x,, yo una solucion particular. Si x’,y' es otra solucién entonces

axo—ny, =>b y ax' —ny' =b.

De donde

axo —ny, = ax' —ny'

= ny' —ny, = ax' — ax,

= n(y' —yo) = alx’ — xo) €Y

Por el definicion 1.3.8, existen enteros primos relativos r y s tales que

a =dr, n =ds.

= a/d =, n/d =s.

Sustituyendo estos valores en (1) tenemos

ds(y" —yo) = dr(x’ — xo)
= s(y' = yo) =7r(x" = x0).
Luego
s|r(x’ —x,), con mcd(s,r) = 1.

Usando el lema de Euclides tenemos que
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s|(x" = xo)

= x' —xy =st, paraalgun t €Z

= x' nt
X —Xg==
7 4q
= x’ +nt

X =X — L.
" d

Sustituyendo x' — x, = st obtenemos
sy —yo) =r(x" —xp)
= s(y' —yy) =rst

=y =y =7t

!
=y —yo—_—t
!

Entonces cualquier otra solucién tiene la forma
n a
X —x0+5t, y—y0+5t,

para algunos t € Z.

Consideremos que estas soluciones ocurren cuando t toma valores sucesivos

t=0,1,2,..,d—1.

Entonces afirmamos que los enteros

2n (d- 1)nt

n
X0, x0+—t, x0+7t,---, x0+ d

d
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son incongruentes moédulo n, todos los demas enteros tales que x es congruente

con alguno de ellos

X +§tl = X, +Zt2 (mod n).

Donde 0<t; <t,<d-1.

n n
= Etl = Etz (TnOd Tl).
Luego
n n
mcd (E,n) = T
= t; = t, (mod n),
=d|t;—t,
=d|t;—t; (<)
Es una contradiccionyaque 0<t, —t; <d.
Por el algoritmo de la division
t=qd+r |, 0<r<d-1

x0+gt5x0 +gt(m0dn)

n

n
dt=x0+g(qd+r)

Xo +
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n nr
=>x0+at—g=x0+nq
n nr
=>x0+at — Xg — 7=nq
n nr
:>(xO+Et) _(xO +7):nq
n_ n
=>x0+at = X, +Er(modn).

Con xy + (n/d)r .

Esto completa la prueba. =

Ejemplo 9:
Resolvamos la congruencia lineal 32x = 28 (mod 36).
Solucion.
Como
mecd(32,36) =4y 4| 28,

La congruencia tiene 4 soluciones incongruentes.

Utilizando propiedades de las congruencias, la congruencia dada es equivalente a
cada una de las congruencias siguientes.

32x = 28 (mod 36)

8x =7 (mod 9) , Teo.2.15

—x =7 (mod 9)
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x = =7 (mod 9)

x = 2 (mod 9).
Por el teorema sabemos que las soluciones incongruentes estan dadas por

xo + (n/d)r. Conr =0,1,2,3.

Por lo tanto las soluciones incongruentes son 2, 11, 20 y 29.

Teorema 2.3.2

Consideremos la congruencia lineal ax = b (mod n). Si y, es una solucion de la
congruencia ny = —b (mod a), entonces el nimero

_nyo+b

X
0 a

Es una solucién de la congruencia original.

Demostracion.

Como y, es solucién de la congruencia ny = —b (mod a), entonces x, €s un entero

y ademas

ny,+b
ax, = a———
a

= axg=ny,+b
= axy — b = ny,

= axy = b (mod n).
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Luego x, es solucion de ax = b (modn). =

Ejemplo 10

Resolvamos la congruencia 245 = 64 (mod 9923), usando el teorema anterior.

Solucion.

Por el teorema 2.3.2 nos reducimos a resolver la congruencia
9923y = —64 (mod 245).

O sea

123y = —64 (mod 245).

Nuevamente por el teorema 2.3.2, nos reducimos a resolver la siguiente
congruencia

245z = —(—64)(mod 123),

0 sea
122z = 64 (mod 123)
= —z = 64 (mod 123)
= (-1 (—2z) = (—1)(64) (mod 123)
= z = —64 (mod 123)
= z =59 (mod 123).
Luego
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_ (245)(59) — 64

Yo 123 =117

_(9923)(117)+64
- 245

Y X0 = 4739,

Nota.
Cuando apliqguemos el teorema anterior a una congruencia ax = b (mod n) donde
mcd(a,n) t+ b, es claro que el proceso nos conducira a una congruencia que no tiene

solucioén.

Teorema 2.3.3 (Teorema Chino del Residuo)

Sean m,, m,,...,m, enteros positivos primos relativos dos a dos, y sean ay,a,, ..., a,
enteros arbitrarios. Entonces el sistema de congruencias lineales
x = a,(mod m,)

x = a,(mod m,)

x = a,(mod m,)

Tiene solucién Gnica modulo m = [[i-; m;.

Demostracion.

Para

Sea

m; i#j
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Entonces

mcd(M;, m;) = 1 para todo i.

Por el Teorema 2.3.2 existen soluciones Unicas para las congruencias lineales

M;x =1 (mod m;), parai=1,2,..,r.

Es decir existen enteros b4, by, ..., b, tales que

Mib; =1 (mod my), Myb, =1 (mod my), ... , M,.b, = 1 (mod m,.).

Por lo tanto,

M;b,a, = a;(mod m;), M,yb,a, = a,(mod m,), ... , M,b,.a, = a, (mod m,.).

Y si establecemos

T
Xg = Z Ml-bl-ai.
i=1

Tenemos que
Xo = a; (mod m;) paratodo i
Puesto que

M; = 0 (mod m;) para i # j.
En consecuencia, x, es una solucion del sistema de congruencias.

Supongamos ahora que x; Y x, son dos soluciones del sistema.
Entonces

X, = a; = xy (mod m;)
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Parai=1,2,..,r.
Y concluimos que

X1 = xo (mod m) donde m = [[i_; m;.

Por consiguiente, la solucion es Unica modulo m. ]

2.4. Teoremas importantes

Teorema 2.4.1 (Teorema de Fermat).

Si p es un nimero primo y (a,p) = 1, entonces a?~! = 1 (mod p).

Demostracion.

Sea
{rl,rz, v rp_l},
un sistema reducido de residuos modulo n.

Sabemos que el conjunto {ary,ary,..,ar,_1} €s también un sistema reducido de

residuos moédulo n.

Por lo tanto el producto de los enteros del primer conjunto es congruente al producto

de los enteros del segundo conjunto. Luego

1Ty Ty_q = aP7iryry 1, g (mod n).
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Como cada r; es primo relativo con n, podemos cancelar cada uno de los r; y

obtenemos

= aP~! (mod p)

Como queriamos probar. m

Teorema 2.4.2 (Teorema de Wilson).

Para todo numero primo p se tiene que

(p—1D!'+1=0(modp)

Demostracion.

Consideremos el polinomio de grado p — 2 definido por

[ =@=-DE=-~G-p+ D= =1

Por el Teorema de Fermat, cada uno de los nimeros 1,2, ...,p — 1 es una solucion

de la congruencia f(x) = 0(mod p).

Tenemos que los coeficientes de f(x) son divisibles por p, en particular el término

constante

fO=CFED E-DI+1

Es divisible por p, o0 sea

(1P 1(p—1)!+1 =0 (modp)
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Si p es impar

(D=1

ysip =2

(-1)P71 =—-1=1 (modp).

Luego en cualquier caso

p—1D!'+1=0(modp). =

Teorema 2.4.3 (Teorema de Lagrange).

Si p es un ndmero primo y f(x) = ay + a;x + -+ a,x™ es un polinomio de grado
n =1 con coeficientes enteros y tal que a, Z 0 (mod p), entonces la congruencia
polinbmica

f(x) =0 (mod p)

tiene a lo sumo n soluciones incongruentes modulo p.

Demostracion

La demostracion es por induccion sobre el grado n de f(x).

Cuando n = 1, la congruencia es lineal,
a, + a;x = 0 (mod p),
con a; # 0 (mod p) y por el Teorema 2.3.1, esta congruencia tiene exactamente una

solucioén.

Supongamos que el teorema es cierto para polinomios de grado n — 1.
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Consideremos un polinomio f(x) de grado n y escojamos una solucion a la
congruencia f(x) = 0 (mod p). Podemos escribir

f)=(x—-a)glx)+r,

con r constante y g(x) un polinomio de grado n— 1 con coeficientes enteros y

coeficiente principal a,,.

De la ecuacion anterior tenemos f(a) =r y como f(a) =0 (mod p), entonces

r = 0 (mod p) y para todo x tenemos que

f(x) = (x = a)g(x) (mod p). *)

Por la hipétesis de induccién la congruencia g(x) = 0 (mod p) tiene alo mas n—1
soluciones incongruentes. Supongamos que ellas son cy,... ,c, conr<n-—1. Sic

es un nuamero tal que f(c¢) = 0 (mod p), entonces de (*)

(c —a)g(c) =0 (mod p)
asi que

¢ = a (mod p)

g(c) = 0 (mod p)

En el Ultimo caso ¢ = ¢; paraalgun i con 1 < i < ry la congruencia
f(x) = 0 (mod p) tiene alo mas r + 1 < n soluciones.

Luego el teorema es verdadero. m
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También tenemos que enunciar unas definiciones importantes y necesarias.

Definicion 2.4.4

Sea n un entero positivo y a un entero tal que (a,n) = 1.
El menor entero positivo k tal que a* = 1 (mod n) se llama orden de a médulo n y lo

representamos por la notacién ord,, a.

Definicion 2.4.5

Siord, a = ¢(n), decimos que a es una raiz primitiva modulo n.
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3.1. Congruencias de segundo grado con modulo

primo y el Criterio de Euler.

Una congruencia cuadratica con modulo primo p tiene la forma,
ax? + bx + ¢ = 0 (mod p) (1)

Donde p es un primo impar y a # 0 (mod p), es decir, mcd(a,p) = 1.

La suposicibn que p es un primo impar implica que mcd(4a,p) =1. Asi, la

congruencia cuadratica (1) es equivalente a

4a(ax? + bx + ¢) = 0 (mod p)

Usando la identidad

4a(ax?® + bx + ¢) = (2ax + b)? — (b? — 4ac)

La ultima congruencia cuadratica escrita puede ser expresada como

(2ax + b)? = (b? — 4ac)(mod p)

Ahora, hacemos y = 2ax + b y d = b? — 4ac para obtener

y? = d (mod p) (2)

Si x = xy(mod p) es una solucion de la congruencia cuadréatica (1), entonces el

entero y = 2ax, + b(mod p) satisface la congruencia cuadratica (2).
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De manera inversa tenemos que si y =y,(modp) es una solucion de la

congruencia cuadrética (2), entonces 2ax = y, — b (mod p) puede ser resuelto para

obtener una solucién de (1).

Asi, el problema de encontrar una solucién a la congruencia cuadratica (1) es

equivalente a encontrar una solucion a la congruencia lineal y una solucién a la

congruencia cuadratica de la forma

®3)

x% = a (mod p)

Si p|a, entonces la congruencia cuadrética (3) tiene a x = 0 (mod p) como Unica

solucién. Para evitar trivialidades, acordaremos asumir de ahora en adelante que
p1a.

De acuerdo con lo anterior, siempre que x? = a (mod p) admite una solucién x = x,,

entonces existe también una segunda solucion x = p — x,. Esta segunda solucién

es no congruente a la primera.
Para
Xog = p — X (mod p)

Implica que

2xy = 0 (mod p) o] X9 = 0 (mod p)

Lo cual es imposible.

87



LA LEY DE RECIPROCIDAD CUADRATICA

Por Teorema de Lagrange, esas dos soluciones agotan las soluciones

incongruentes de x? = a(mod p).

Por tanto: x? = a (mod p) tiene exactamente dos soluciones o no tiene soluciones.

Ejemplo 11:
Un ejemplo numérico de lo que acabamos de decir proporcionado por la
congruencia cuadratica

5x2 — 6x + 2 = 0 (mod 13)

Para obtener la solucién, uno reemplaza esta congruencia por una mas sencilla.
De la ecuacién tenemos que
a=5 b=—-6Yyc=2
Entonces
d = b? — 4ac
d=(-6)2-4(5)(2) =—4

Ademas

—4 =9 (mod 13)
Asi obtenemos la congruencia

y? =9 (mod 13)
Con soluciones

y = 3,10 (mod 13).

Después, resolver las congruencias lineales

10x = 9 (mod 13), 10x = 16 (mod 13)
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No es dificil ver que x = 10,12 (mod 13) satisfacen esas ecuaciones y, por nuestra

observacion previa, también la congruencia cuadratica original.

El esfuerzo mayor en esta presentacion es directa para obtener una prueba para la
existencia de soluciones de la congruencia cuadratica

x? = a (mod p), mcd(a,p) = 1. 4)

Dicho de otro modo, deseamos identificar que estos enteros son cuadrados

perfectos modulo p.

Algunos términos adicionales ayudaran a discutir esta situacion de una manera

concisa.

Para cualquier modulo, todos los nUmeros pueden separarse en dos clases, una de
las cuales contiene los nimeros que pueden ser congruentes a algun cuadrado, la
otra contiene los que no pueden serlo. Cada clase de éstos se define de la siguiente

manera:

Definicion 3.1.1

Sea p un primo impar y a un entero con mcd(a,p) = 1. Si la congruencia x? =
a (mod p) tiene una solucién, a se dice que es un residuo cuadratico de p, de otro

modo, a es llamado un residuo no cuadratico de p.

Lo que se debe tener siempre en cuenta es que si a = b (mod p), entonces a es un

residuo cuadratico de p siy solo si b es un residuo cuadratico de p.
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Asi, necesitamos determinar solo el caracter cuadratico de estos enteros positivos

menores que p en orden, para analizar cualquier entero.

Ejemplo 12:

Consideremos el caso del primo p = 13.

Para encontrar cuantos de los enteros 1, 2,3, ...,12 son residuos cuadraticos de 13,
debemos saber cuales de las congruencias

x? = a (mod 13)
son solucionables cuando a recorre el conjunto {1,2,3,..,12} mddulo 13, los
cuadrados de los enteros 1,2, 3, ..., 12 son

12 = 12?2 = 1 (mod 13),

22 =112 = 4 (mod 13),

32 =10% = 9 (mod 13),

4?2 = 92 = 3 (mmod 13),

52 =82 =12 (mod 13),

6% = 7% = 10 (mod 13),

Por consiguiente, los residuos cuadréaticos de 13 son 1,3,4,9,10,12, mientras que
los no residuos son 2,5,6,7,8,11. Observamos que los enteros entre 1 y 12 son
divididos igualmente entre los residuos cuadraticos y los no residuos cuadraticos;

esta es una caracteristica general.
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Euler inventd un criterio simple para decidir si un entero a es un residuo cuadratico

de un primo p dado.

Teorema 3.1.2 (Criterio de Euler).

Sea p un primo impar y mcd(a,p) = 1. Entonces a es un residuo cuadratico de p siy
solo si

a®?=Y/2 =1 (mod p)

Demostracion.

“ ”»

=
Supongamos que a es un residuo cuadratico de p.
Asi que

x% = a (mod p)

admite una solucién, llamada x; .

Ya que mcd(a,p) = 1, evidentemente mcd(x,,p) = 1.

Podemos por lo tanto recurrir al Teorema de Fermat para obtener

a®=D/2 = (x,2)P-D/2 = x,P~1 = 1 (mod p)

En sentido contrario, asumimos que la congruencia
a®=Y/2 =1 (mod p)
es valida, y sea r una raiz primitiva de p.
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Entonces
a = r*(mod p) para algin entero k,con 1 < k <p — 1.
Se deduce que

ak®-1/2 = q®-1/2 =1 (mod p)

Por Teorema 1.4.8, el orden de r (es decir, p — 1) dividira al exponente k(p —1)/2.
La implicacién es que k es un entero par, es decir k = 2j.
Por consiguiente

(rj)z =1r% = r*¥ = q (mod p)

Haciendo el entero r/ una solucion de la congruencia x? = a (mod p).

Esto prueba que a es un residuo cuadratico del primop. =

Ahora si p (como siempre) es un primo impar y mcd(a,p) = 1, entonces
(a?~V/2 - 1)(@®PV/2 + 1) = aP™1 — 1 = 0 (mod p)

La ultima congruencia siendo justificada por el Teorema de Fermat.

Por consiguiente 6 a®~Y/2 = 1 (mod p) 6 a®~Y/2 = —1 (mod p), pero no ambos.
Para que ambas congruencias se dieran simultineamente, entonces tendriamos
= —1 (mod p), 0 equivalentemente p|2, lo cual estd en conflicto con nuestra
hip6tesis. Como un residuo no cuadratico de p no satisface a®?~1/2 = 1 (mod p), por
lo tanto satisfacera a® Y/2 = —1 (mod p). Esta observacion mantiene una
formulacion alterna del Criterio de Euler: el entero a es un residuo no cuadratico del

primo p siy sélo si a® /2 = —1 (mod p).
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Ejemplo 13:
En el caso donde p = 13, encontramos que

2(13-1/2 = 26 = 64 = 12 = —1 (mod 13).
Asi, el entero 2 es un residuo no cuadratico de 13.
Como

3(13-1/2 = 36 = (27)%2 = 12 = 1 (mod 13).
El mismo resultado indica que 3 es un residuo cuadratico de 13 y entonces la
congruencia

x? = 3 (mod 13)

es solucionable.
En particular, sus dos soluciones incongruentes son

x = 4,9 (mod 13).

Existe una prueba alternativa del Criterio de Euler (debido a Dirichlet) la cual es mas
larga, pero quizas mas esclarecedora. El razonamiento procede como sigue:

Sea a un residuo no cuadratico de p y sea c uno cualquiera de los enteros
1,2,3,..,p— 1. Por la teoria de congruencias lineales, existe una solucién ¢’ de
cx = a (mod p), con ¢’ también en el conjunto {1,2,3,...,p — 1}. Notar que ¢’ # c,
para otro caso tendriamos c¢? = a (mod p), lo cual contradice lo que asumimos. Asi,
los enteros entre 1 y p — 1 pueden ser divididos en (p — 1)/2 pares, c, ¢, donde
cc’ = a (mod p).

Esto lleva a (p — 1)/2 congruencias,

cic; = a (mod p),

c,c5 = a (mod p),
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Cwo-1)/26(p-1/2 = @ (Mod p).

Multiplicando ellas juntas y observando que el producto
€1C1€2C3 - Cp—1)/2C(p-1),2
es simplemente una reordenacionde 1-2-3 - (p — 1), obtenemos

(p — D! = a®VY/2(mod p)

En este punto, entra la figura del Teorema de Wilson;

(p— D!'= -1 (mod p)

Asi que
a®=V/2 = —1(mod p)

El cual es el Criterio de Euler cuando a es un no residuo cuadratico de p.

Corolario 3.1.3

Sea p un primo impar y mcd(a,p) = 1. Entonces a es un residuo cuadratico o no

residuo cuadratico de p segun si

a® V2 =1(modp) 6 a®V/2=—-1(modDp).

Demostracion.

Examinamos el caso en el cual a es un residuo cuadratico de p.
En este caso la congruencia

x% = a (mod p)
Admite dos soluciones
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X =x1Yx=p—xq, para algun x; satisfaciendo1 < x; <p —1.

Si x; ¥ p —x; son eliminados del conjunto {1,2,...,p — 1}, entonces los restantes
p — 3 enteros pueden ser agrupados en pares c, ¢’ (donde ¢ # ¢') talque

cc’ = a (mod p).

Para esas (p — 3)/2 congruencias, sumar la congruencia

x,(p — x1) = —x2 = —a (mod p).

Tomando el producto de todas las congruencias implicadas llegamos a la relacion,
(p — D! = —a®Y/2(mod p)
Nuevamente utilizando el Teorema de Wilson tendremos que
-1 = —a®Y/2(mod p)
Y esto implica que
a®?=Y/2 =1 (mod p)
Luego, hemos probado que
a® /2 =1 (modp) 6 a® V2 =—1(modp)
De acuerdo a que si a es un residuo cuadratico o no residuo cuadratico de p

respectivamente. m
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3.2. Simbolo de Legendre.

Definicién 3.2.1

El simbolo de Legendre, (a/p), es una funcion multiplicativa utilizada en Teoria del

NUmero que toma como|argumentos|un|enterola y un|primo|p y devuelve uno de los

valores 1, -1, 6 0 dependiendo de si a es 0 no|residuo cuadraticomodulo p, es decir

de si la congruencia
x% = a (mod p)

tiene o no solucién.

Sea p un primo impar y mcd(a,p) = 1. El simbolo de Legendre(a/p) es definido por:
1, si a esunresiduo cuadratico de p.

(a/p) =

—1, sianoesunresiduo cuadratico de p.
Por la terminologia tomamos a a como el numerador y a p como el denominador del
simbolo (a/p).

Para el caso en que p|a tomamos (a/p) = 0.

Teorema 3.2.2

Seap un primo impary a y b enteros los cuales son primos relativos a p. Entonces
el simbolo de Legendre tiene las siguientes propiedades:

1. Sia = b (mod p), entonces (a/p) = (b/p).

2. (a®/p) = 1.

3. (a/p) = a®?V/2 (mod p).
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4. (ab/p) = (a/p)(b/p).

5. 1/p) =1y (-1/p) = (-1)P~V/2,

Demostracion.

1. Sia = b (mod p), entonces (a/p) = (b/p)
Si
a = b (mod p)
Entonces
x? = a (mod p) y x? = b (mod p)
Tienen exactamente las mismas soluciones, o0 ninguna.
Asi
x? = a (mod p) y x? = b (mod p)
Es decir a y b son ambos residuos cuadraticos 0 no lo son, asi se tiene que

(a/p) = (b/p).

2. (a*/p)=1
El entero a satisface la congruencia x? = a? (mod p)

Por lo tanto

(a*/p) = 1.

3. (a/p) = a®V'2(mod p)
Por el corolario 3.1.3 tenemos que
a®V/2 = 1 (mod p) 0 a®-1/2 = _1 (mod p)

dependiendo si a es o no residuo cuadratico de p, ademas sabemos que
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1 si a esunresiduo cuadratico de p

(a/p) =

—1 siano esunresiduo cuadratico de p

Sustituyendo 1 por el simbolo de Legendre. De cualquier forma tenemos
a®?~1/2 = (a/p)(mod p)
Por propiedades de congruencia tenemos

(a/p) = a?V/2(mod p).

. (ab/p) = (a/p)(b/p)
(ab/p) = (ab)®P~V/2(mod p)
= ()P~ D/2(h)®-D/2(mod p)
= (a/p)(b/p)(mod p)
Ahora el simbolo de Legendre asume sélo los valores de 1 o -1.
Supongamos que existe el caso en que (ab/p) # (a/p)(b/p) entonces
tendriamos que 1 = —1(mod p) es decir que 2 = 0(mod p) lo cual no puede

ocurrir ya que p > 2. Asi tenemos que

(ab/p) = (a/p)(b/p).

. (1/p) =1y (-1/p) = (-)PD/2,
(1/p) = 1. Este es un caso especial de (a?/p) =1cona =1

Mientras que
(=1/p) = (-)®~V/
es una aplicacion de (a/p) = a®?~Y/2(mod p) con a = —1 es decir

(=1/p) = (-1)®Y/2(mod p).
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Como (—1/p) y (=1)®~Y/2s0n 1 0 —1 entonces(—1/p) = (-1)P~V/2,

El teorema estda demostrado. =

Teorema 3.2.3

Hay infinitos primos de la forma 4k + 1.

Demostracion.

Supongamos que hay primos finitos de esta forma. Llamémosles

P1,P2, - - - ,DPn

Y consideremos el entero

N=Q2pp, ... p)* +1

Es obvio que N es impar, existe algun primo p impar que p|N.
Es decir

(2p1p; - . . Pw)? = —1 (mod p).

Escrito en términos del simbolo de Legendre tenemos (—1/p) = 1 pero esto sucede

solo sip es de laforma 4k + 1.

Por lo tanto, pes uno de los primos p;. Esto implica que p; divide a

N — (2pip2 - .. pn)?, 0 p;/1 lo cual es una contradiccion.

Por lo tanto hay infinitos nimeros primos de la forma 4k + 1. [
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Teorema 3.2.4

Si p es un primo impar, entonces

pz_:(a /p)=0.
a=1

Por lo tanto, hay precisamente (p —1)/2 residuos cuadraticos v (p—1)/2

residuos no cuadréticos de p.

Demostracion.

Sea r una raiz primitiva. Sabemos que, médulo p, las potencias r, r%, ..., rP~1 son
una permutacion de los enteros 1,2, ..., p — 1. Asi para cualquier a entre 1y p — 1,
inclusive, existe un Unico entero positivo k (1 < k < p — 1), tal que a = r*(mod p).
(a/p)=@*/p)
= (rk)-1/2
= (r@-v/2)"

= (—=1)* (mod p).

Como r es una raiz primitiva de p
r®-1/2 = _1 (mod p).
Pero (a/p) y (—1)* son iguales a 1 o —1, afiadiendo el simbolo de Legendre y

haciendo la sumatoria de estos tenemos
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p—1 p—1
> @/m ) k=0

Esto solo puede darse si

p—1
Y@/m=o.

Por lo tanto, hay precisamente (p —1) /2 residuos cuadraticos vy (p—1)/2

residuos no cuadraticosde p. =

Teorema 3.2.5 (Lema de Gauss)

Sea p un primo impar y sea mcd(a,p) = 1. Si n denota el nUmero de enteros en el

conjunto

-1
S={a,2a,3a, ,(pz )a}

Cuyos residuos sobre la division por p excede p/2, entonces

(a/p)=(CE=D"

Demostracion.

Como mcd(a,p) = 1, ninguno de los (p — 1) / 2 enteros en S es congruente a cero

y no hay dos que sean congruentes entre si médulo p.

Sean
T, oo v, Tm
los residuos sobre la division por p talque 0 <71, <p/2Yys;, ... ,S, losresiduos

talquep >r, > p/2.
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Entoncesm+n=(p—1) /2, ylos enteros

™, - TP —S1, - ,D— Sy

son todos positivos y menores que p/2.

A fin de demostrar que estos enteros son todos distintos, es suficiente probar que
p—s; noes igualaalginr;.
Lo hacemos por contradiccién, asumimos que
pP—Si =7
para algunos enteros i,y j .
Entonces existen enteros u,vcon 1 < u, v < (p — 1)/2, satisfaciendo que
s; = ua (mod p) y 17 = va (mod p).
Por lo tanto
(u+v)a=s;+1,=p =0 (modp)
De donde tenemos que
u+ v = 0 (mod p).

Pero esto no puede sucederyaque 1 <u+v<p-—1.

El punto resaltante de esto es que los nimeros (p —1)/2 son simplemente los

enteros 1,2, . ... ,(p—1)/2, los cuales no aparecen necesariamente ordenados.

Asi tenemos el producto de ellos [(p — 1)/2]!

(Z)Z;l)' =11 (@ —51) (P = sp)

=71 rm(_sl) (_Sn) (mOd p)

= (=D"ry - Sy Sy (mod p)
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Pero sabemos que 1y, ...,%,,S1, ---)Sn son congruentes modulo p a
p—1 ,

a,2a,3a, ... (T) a, en algun orden, de modo que
p—-1 p—1
(T)! = (-1)"a,2a,3a, ... ,( > )a(mod P)

= (—1)"aP-D/2 (pz;1> I (mod p)

-1 . .
Como (pT)! es primo relativo a p, lo cancelamos de ambos lados de la

congruencia y nos da
1= (=1)"a®Y/2 (mod p)
Multiplicando por (—1)" tenemos
(—D" = (-D"(-D"a®"Y/2 (mod p)
(=D = (=1)*"a?~Y/2 (mod p)
(—=D" = a®Y/2 (mod p)

a®=V/2 = (=)™ (mod p).

Usando el criterio de Euler tenemos

(a/p) = a® V2 = (=1)" (mod p)

Lo cual implica que

(a/p) = (=D" L
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Teorema 3.2.6

Si p es un primo impar, entonces

_ 1sip=1(mod8) o p=7(mod8)
(2/p)_{—1sipz3(mod8) o p=5(mod8)

Demostracion.

De acuerdo al teorema de Gauss tenemos, (2/p) = (—1)", donde n es el niumero

de de enteros en el conjunto

p—1
S={2,2-2,3-2, ,(T)-Z}

El cual, sobre la divisién por p, tiene residuos mayores que p/2.Los nimeros de S
son menores que p, entonces nos basta saber cuantos son los nUmeros mayores
que p/2. Para1<k<(p-1)/2, 2k<p/2 siy solo si k<p/4. Si[] denota la
funcion entero mayor, entonces en S hay [p/4] enteros menores que p/2, por lo

tanto

Enteros mayores que p/2.
Tenemos cuatro posibilidades; cualquier primo impar tiene una de las formas
8k+1, 8k+3, 8k+5 0 8k+7.

Calculando tenemos

Sip=8k+1, entoncesn=4k—[2k+ﬂ=4k—2k:2k,
Sip =8k +3, entoncesn=4k+1—'2k+§]:4k+1—2k=2k+1,

Sip=8k+5, entoncesn=4k+2—'2k+1+§]=4k+2—(2k+1)=2k+1,

Sip=8k+7, entoncesn=4k+3—'2k+2]:4k+3—(2k+1):2k+2.
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De donde tenemos que cuando p es de la forma 8k+1 0 8k+7, n es pary

(2/p) = 1; por otra parte cuando p es de la forma 8k +3 o 8k + 5, n es impar y

(2/p) = -1 u

Teorema 3.2.7

Sip y 2p+ 1 sonambos primos impares, entonces el entero (—=1)®?~V/2.2 es una

raiz primitiva de 2p + 1.

Demostracion.

Hagamos g = 2p + 1.
Entonces tenemos dos casos p = 1 (mod 4) y p = 3 (mod 4).
Si
p =1 (mod 4)
Entonces

p—1=4m y (_1)(11—1)/2 ‘) = (_1)(4m)/2 .2 =2

Como ¢(q) = q —1 = 2p, el orden de 2 modulo g es uno de los nimeros 1, 2, p, 0
2p.
Del numeral 3) del teorema 3.2.2 tenemos

(2/p) = (~1)@™D/2 = 2% (mod q)
Pero g = 3 (mod 8); donde, (2/q) = —1. Esto muestra que 2 = —1 (mod q) y 2 no
puede tener orden p méddulo g. El orden de 2 no es 1, 2 ni p, por lo tanto el orden

de 2 modulo g es 2p. Asi 2 es una raiz primitiva de q.
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Si
p = 3 (mod 4)
Entonces
p—3=4m y (—1)P-D/2 = (—1)Wm+2)/2 = _2
Y

(=2)? =(-2/q) = (=1/9)(2/q) (mod q)
Como q = 7 (mod 8), del Corolario 2.1.7 tenemos que (—1/q) = —1 mientras que
una vez mas tenemos (2/q) =1 .
Esto conduce a la congruencia

(—=2)? = —-1(mod q). Yy —2 es una raiz primitiva de q. ]

3.3. Reciprocidad Cuadratica

Ahora ya estamos listos para enunciar la Ley de Reciprocidad Cuadrética y

desarrollar su demostracion.

Teorema 3.3.1 (Ley de Reciprocidad Cuadratica)

Si p y q son primos impares distintos, entonces

()(2) = o)

q/ \p

> Primera Demostracion:
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Antes de realizar la primera demostracion de La Ley de Reciprocidad Cuadrética

(L.R.C.) se introducird la siguiente notacion:

La letra R puesta entre dos cantidades indicara que la primera es un residuo de la
siguiente, mientras que la letra N tendra el significado contrario. Entonces con esta
notacion la Ley de Reciprocidad Cuadratica queda:

PRq © qRp si poq =1(mod4).

pPRq © qNp si pyq =—1(mod4).

Ahora, ya se puede iniciar con la demostracion.

Por induccion se puede comprobar que la L.R.C. es valida para nimeros pequefios,
de tal manera se determina un limite hasta el cual sea valida.

Ahora, si la L.R.C. no es verdadera en general, existira algun limite J hasta el cual
sea valida, de tal manera que ya no lo sea mas para el préximo nimero mayor que
J+1.

Esto es lo mismo que suponer que existen dos nameros primos, de los cuales el
mayor es / + 1 y que comparados entre si contradicen la L.R.C., y ademas que
otros pares cualesquiera de nameros primos, siendo ambos menores que | + 1,
cumplen esta ley. Se mostrara que esta suposicion es contradictoria, con lo cual se

demuestra la Ley de Reciprocidad Cuadratica.

A continuacion presentaremos la demostracién de los 8 casos generales de la Ley

de Reciprocidad Cuadréatica.
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Primer caso:

Cuando J + 1 es de la forma 4n + 1 (llamemos a uno de estos numeros a), y
p es de la misma forma, si +pRa, entonces no puede ser que taNp.
Tenemos que poa =1 (mod 4) no se puede dar que ayp = —1 (mod 4) ya

gue se llegaria a una contradiccion.

Segundo caso:

Cuando J + 1 es de la forma 4n + 1 (llamemos a uno de estos nimeros a), y
p es de la forma 4n + 3, y +pRa, no puede ser ni +aNp ni - aRp.

Tenemos que a =1 (mod4) y p=—-1(mod4) y —poa =1 (mod4) no se

puede darque niayp =—-1(mod4) ni—aop =1 (mod4).

Tercer caso:

Cuando J + 1 es de la forma 4n + 1 (llamemos a uno de estos numeros a), y
p es de la misma forma 'y +pNa, si +pRa, entonces no puede ser que taRp.
Tenemos que tpya = —1(mod 4) y que tpoa =1 (mod 4), no se puede

dar que +taop =1 (mod 4).

Cuarto caso:
Cuando J + 1 es de la forma 4n + 1 (llamemos a uno de estos numeros a), y
p es de la forma 4n + 3,y +pNa, no puede ser ni +aRp ni —aNp.

Tenemos que tpya =-1(mod4), no puede darse ni que aop =

1 (mod 4) nique -ayp = —1 (mod 4).
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Quinto caso:
Cuando J + 1 es de la forma 4n + 3 (llamemos a uno de estos numeros a), y
p es de la misma forma, y +pRa 0 —pNa, no puede ser ni +aRp ni —aNp.

Tenemos que poa =1 (mod4) o —pya = —1 (mod 4), no puede darse ni

que aop =1(mod4) nique -ayp = —1(mod 4).

Sexto caso:
Cuando J + 1 es de la forma 4n + 3 (llamemos a uno de estos numeros a), y
p es de laforma 4n + 1, y pRa, no puede ser que +aNp.

Tenemos que po a =1 (mod 4), no puede darse que tayp = —1 (mod 4).

Séptimo caso:
Cuando J + 1 es de la forma 4n + 3 (llamemos a uno de estos numeros a), y
p es de la misma forma, y +pNa 0 —pRa, no puede ser ni +aNp ni —aRp.

Tenemos que pya =—-1(mod4) o —poa =1 (mod 4), no puede darse ni

que ayp =—1(mod4)nique -aop =1 (mod4).

Octavo caso:

Cuando J + 1 es de la forma 4n + 3 (llamemos a uno de estos numeros a), y
p esde laforma4n+ 1,y +pNa 0 —pRa, no puede ser que taRp.

Tenemos que pya =—-1(mod4) o —poa =1 (mod4), pero como a =

—1(mod 4) yp =1 (mod 4) no puede darse que taop =1 (mod 4).

Demostrados estos casos se da por terminada la prueba de la Ley de Reciprocidad

Cuadratica. =
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» Otra demostraciéon de la Ley de Reciprocidad Cuadrética:

Considérese el rectangulo en el plano de coordenadas xy cuyos vértices son (0,0),
¢,0), (0,2) y (,3). Sea R la region dentro de este rectangulo, no incluyendo
cualquiera de las lineas que lo limitan. El plan general de la demostracion es contar
el nimero de puntos de la red (es decir, los puntos cuyas coordenadas son enteros)
en el interior R de dos maneras diferentes. Dado que p y g son ambos impares, los
puntos de la red de R se componen de todos los puntos (n, m), donde

1<n<(p-1)/2y1<m<(q—1)/2; el numero de estos puntos es claramente

()-(7)

Ahora la diagonal D a partir de (0,0) a (p/2,q/2) tiene la ecuacion y = (q/p)x, o de
forma equivalente, py = gx. Dado que mcd(p,q) = 1, ninguno de los puntos de la
red dentro de R se encuentran en D. Para p debe dividir la coordenada x de los
puntos de la red en la linea de py = gx, y q debe dividir la coordenada y, no hay
tales puntos en R. Supongamos que T; denota la porcién de R, que esta por debajo
de la diagonal D, y T, la parte de arriba. Por lo que acabamos de ver, basta con

contar los puntos de la red dentro de cada uno de estos triangulos.

El nimero de numeros enteros en el intervalo 0 < y < kq/p es igual a [kq/p]. Por lo

tanto, para 1 < k < (p - 1) / 2, no son precisamente [kq / p] puntos de la red de
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T,directamente encima del punto (k, 0) y por debajo de D, es decir, situada en la
vertical segmento de linea desde (k, 0) a (k, kq / p). De ello se desprende que el

nimero total de puntos de la red que figura en T; es

®-1/2
Z [kq/p]
k=1
)
(0,4/2) (/2,4/2)
Tz D ro
e ka/p)
.« = =8 = @ Tl
(0,0) (k,0) (p/2,0)
1 _qy P (a-1y/2
(pz >'(q2 ): Z [kq/p] + Z lin/ql.
k=1 j=1

Es en este momento cuando el Lema de Gauss nos es de mucha utilidad,

aplicandolo tenemos

@/a)(a/p) = (~D)> Uplal. (B kap)

= ( 1)253’_‘11)/2[kq/p]+z§-‘i;”/2[jp/q]

La prueba de la Ley de Reciprocidad Cuadratica ha finalizado. ]

Una consecuencia inmediata de esto es
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Corolario 3.3.2

Si p y g son primos impares distintos, y luego

Q-1 & T s

Corolario 3.3.3

Si p y q son primos impares distintos, y luego

OO i A

Veamos lo que lleva a cabo esta ultima serie de resultados. Tome p como un
namero primo impar y a # 1, al ser un numero entero no divisible por p.
Supongamos, ademas, que a tiene la factorizacion

a = £2kop1p;? - pT,
cuando el p; son distintos primos impares. Como se sabe que el simbolo de

Legendre es multiplicativo

(a/p) = (£1/p)(2/p)*° (p1/D)** -+ (0, /D)*r.

Para evaluar (a/p), s6lo tenemos que calcular cada uno de los simbolos (—1/p),
(2/p) Yy (pi/p)- Los valores de (—1/p) y (2/p) se discutieron anteriormente, de modo
que el obstaculo es (p;/p), donde p; y p son primos impares distintos, que es donde

la Ley de Reciprocidad Cuadratica entra.
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El Corolario 3.3.2 nos permite reemplazar (p;/p) por un nuevo simbolo de Legendre
tener un denominador mas pequefio. A través de la inversién continua y la division,

el célculo se puede reducir a la de las cantidades conocidas (—1/q), (1/q), v (2/9).

3.4 Ejemplos y aplicaciones

La Ley de Reciprocidad Cuadréatica nos permite calcular el valor de (g) en muchos

casos.

Ejemplo 14
Considere el simbolo de Legendre (29/53).
Asi tenemos ambas congruencias
29 =1 (mod 4) y 53 =1 (mod 4)
y vemos que
(29/53) = (53/29) = (24/29) = (2/29) (3/29) (4/29)
= (2/29) (3/29)
Con referencia a Teorema 3.2.6, (2/29) = —1
Mientras que invirtiendo otra vez,
(3/29) = (29/3) = (2/13) = -1
Donde se utilizo la congruencia 29 = 2 (mod 3), El efecto es que

(29/53) = (2/29) (3/29) = (-1) (-1) = 1.

Ejemplo 15

Otro ejemplo interesante de aplicaciones es el siguiente.
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Queremos saber para qué primos, la congruencia x? = 3 (mod p) tiene solucion. Es

decir para que valores de p se tiene que (%) =1.
Desde el 3 = 3 (mod 4), el Corolario 3.3.3 implica que

_( (p/3) si p=1(mod4)
(3/p) = {—(p/ 3) si p=3(mod4)

Ahorap =1 (mod 3) 0 p = 2 (mod 3)
Por Teoremas 3.2.2 y 3.2.6,

(1 si p=1(mod3)
(p/3)—{_1 si p =2 (mod 3)’

la implicacion de los cuales es que (3/p) = 1 siy solo si

(1) p=1(mod4) yp =1 (mod3),
O
(2) p =3 (mod4) yp =2 (mod3).

Las restricciones en congruencias (1) son equivalentes a la exigencia de que
p = 1 (mod 12) mientras que los de congruencias (2) son equivalentes a
p =11 = —1 (mmod 12), El resultado de todo esto es:

(1 si p=+1(mod12)
(3/p) = {—1 si p =45 (mod 12)

Ejemplo 16
Para un ejemplo de la solucion de una congruencia cuadratica con un maodulo
compuesto, consideraremos
x? = 196 (mod 1357).
Ya que 1357 = 23-59, la congruencia dada es soluble si y sélo si ambos

x2 =196 (mod 23) y x? =196 (mod 59)
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son solucionables. Nuestro procedimiento es encontrar los valores de los simbolos
de Legendre (196/23) y (196/59).
La evaluacion de (196/23) es:

(196/23) = (12/23) = (3/23) = 1.
Por lo tanto, la congruencia x? = 196 (mod 23) admite una solucion.
En cuanto al simbolo (196/59), la Ley de Reciprocidad Cuadréatica permite que
escribamos

(196/59) = (19/59) = -(59/19) = -(2/19) = -(-1) = 1.

Por lo tanto, es posible resolver x? =196 (mod 59) Yy, en consecuencia, la

congruencia x? = 196 (mod 1357) también.

Para llegar a una solucion real, observe que la congruencia x? = 196 = 12 (mod 23)
se satisface por x =914 (mod 23), mientras que x? = 196 = 19 (mod 59) tiene
soluciones x = 14 - 45 (mod 59). Ahora podemos usar el teorema chino del residuo
para obtener las soluciones simultaneas de los cuatro sistemas:

x = 14 (mod 23) y x = 14 (mod 23),

x = 14 (mod 23) y x = 45 (mod 59),

x =9 (mod 23) y x = 14 (mod 59),

x =9 (mod 23) y x = 45 (mod 59).

Los valores resultantes x = 14, 635, 722, 1343 (mod 1357) son las soluciones

deseadas de la congruencia original de x? = 196 (mod 1357).
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Ejemplo 17
Veamos una aplicacion muy diferente de estas ideas. Si F, =22"4+1,n>1

(Definicién 1.5.8), es un primo, entonces 2 no es una raiz primitiva de F,.

Ahora contamos con los medios para demostrar que el nimero entero 3 sirve como

una raiz primitiva de cualquier primo de este tipo.

Como un primer paso tengamos en cuenta que cualquier F, es de la forma 12k + 5.
Un argumento simple inductivo confirma que 4™ = 4 (mod 12), param=1,2,... ya
que 4™ -4 =4-4(mod 12) y 16 = 4 (mod 12) por tanto 4™*1 = 4 (mod 12); por lo
gue debemos tener
F,=22"41=2"41=4"41=5 (mod 12)
Como E, es primo de esta forma, el ejemplo 3.4.2 nos permite concluir que
(B/K) = -1,

0, usando el Criterio de Euler,

Fn-1

372 =—1(modE,)

El cambio a la phi-funcién, la Ultima congruencia nos queda
3¢(F)/2 = —1 (mod E,)
A partir de esto, se puede inferir que el 3 tiene orden ¢(F,) modulo E,, y asi 3 es

una raiz primitiva de E,.
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CONCLUCION

Como pudimos observar a través de este trabajo, fuimos de lo méas conocido,
definiciones y teoremas basicos en la Teoria Elemental de Numeros, como los
axiomas de suma, de multiplicacion y resultados importantes de divisibilidad, luego
siguiendo un camino a través de la teoria de congruencias, sus propiedades,
también abordando las congruencias lineales y algunos resultados importantes y
necesarios para el desarrollo de este documento.

Se desarroll6 lo que son las congruencias cuadraticas con modulo primo y el Criterio
de Euler para residuos cuadraticos, luego pudimos observar el simbolo de Legendre
y sus propiedades, para terminar con un bosquejo de la primera demostracion de La
Ley de Reciprocidad Cuadréatica y otros resultados a partir de esta ley, y también

pudimos desarrollar aplicaciones mediante algunos ejemplos.

Podemos concluir este trabajo afirmando que La Ley de Reciprocidad Cuadrética es
un resultado notable que proporciona un meétodo practico para determinar el
caracter cuadratico de un numero, nos ayuda a determinar la solubilidad de las
congruencias cuadraticas, también a calcular simbolos de Legendre de una forma

mas sencilla y hasta poder ver si un numero es raiz primitiva de un primo.
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