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1 INTRODUCCION

1. Introduccion

En la ingenieria y en cualquier ciencia, es comun contar con un conjunto de datos (valores
discretos) a lo largo de un comportamiento continuo. Sin embargo, en muchas ocasiones se
requiere tener conocimiento de una estimacion en puntos entre los valores discretos. En la
termodinamica se utilizan tablas de vapor que relacionan la presion y el volumen especifico
a una temperatura particular. En los negocios se cuenta con informacion de nimero de
piezas vendidas y la ganancia obtenida. Determinar el volumen especifico a una presion
diferente de los datos que se tienen, poder calcular la ganancia obtenida con un nimero

de piezas vendidas se puede obtener interpolando los datos obtenidos.

Un problema clasico de la matematica, se plantea al querer calcular el valor de una funcién
en un punto cuando no se conoce la funcién o incluso cuando la funciéon no es elemental,
conociéndoce unicamente una serie de puntos. La resolucién aproximada del problema
consiste en encontrar una funcién facil de construir y de evaluar, que coincide con la
funcién objeto del problema con los datos que se disponen. Se dice que la funcién asi

construida interpola a la funcién dada con respecto a los datos.

En el presente trabajo se hard una investigacion sobre algunos métodos de interpolacién
en dos dimenciones. La palabra interpolacién significa pasar una curva por un conjunto
dado de puntos. En la actualidad existen diferentes tipos de interpolacion que nos ayuda

a encontrar una funcién que mejor se ajuste a la funcion o serie de puntos dados.

La investigacion inicia realizando un estudio breve sobre la funciones bivariadas, seguida-
mente, se estudia con mayor detalle los métodos: vecino mas cercano, bilineal y bictibico.
Luego se muestra un resumen sobre los siguientes métodos: Barnes, distancia inversa,
Kriging, Bezier, por mencionar algunos. Nuestra investigaciéon finaliza haciendo una com-

paracion entre algunos de los métodos estudiados.



1 INTRODUCCION

Resumen

Para el estudio de la interpolacién multidimencional es recomendable tener co-
nocimientos previos sobre la interpolacién en una dimencién para poder comprender
con mayor facilidad la enterpolacién en mas dimenciones. La interpolaciéon multiva-
riable o la interpolacion espacial es la interpolaciéon sobre funciones de més de una
variable, nuestro estudio estd enfocado en la interpolacion en dos dimenciones, por lo
cual se estudiara el método del vecino mas cercano, el método bilineal, y el método
bictbico.

Ademas se abordard de manera superficial el estudio de otros métodos como lo
son: Las funciones bivariadas, el método de la distancia inversa, el método de Barnes,
método de Kriging, entre otros. También se realiza la comparacién entre algunos de
los métodos mencionados anteriormente, utilizando los programas octave/matlab,

para asi determinar que método es mejor para interpolar.
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1.1. Metodologia

A continuacién se describen los aspectos importantes de la metodologia del presente tra-

bajo de investigacion:

1. Tipo de investigacion
Este proyecto de investigacion tiene las caracteristica siguientes:

o Bibliografico, porque se ha hecho una extensa recopilacién de libros impresos
y de libros obtenidos por Internet para contar con el suficiente material que
cubra las necesidades del estudio. El objetivo es compilar coherentemente la

informacion mas 1til y destacada del tema.

o Descriptivo, ya que se pretende estudiar a detalle la teoria preliminar y del tema

en si.

2. Forma de Trabajo.

Se tendran reuniones periddicas con el asesor del trabajo para tratar los diferentes
aspectos de la investigacion como estudiar y discutir la teoria, tratar los diferentes

aspectos del trabajo escrito y de las presentaciones.

3. Exposiciones

Se realizaran dos expociciones

o Primera exposicion: presentacion del perfil del trabajo de investigacion.

o Segunda exposicion: presentacién final del trabajo de investigacién.



2 INTERPOLACION EN DOS DIMENSIONES

2. Interpolacion en dos dimensiones

2.1. Funciones Bivariadas

Los métodos para interpolar funciones de una variable por polinomios se extienden a
algunos casos de funciones de dos o mas variables. Un caso importante se produce cuando
una funcién (z,y) — f (z,y) ha de aproximarse en un rectangulo. Esto nos lleva a lo que se
conoce como interpolacién tensor-producto. Supongamos que el rectangulo es el producto
cartesiano de dos intervalos: [a,b] X [«, 5]. Es decir, las variables z e y de ejecucién en
los intervalos [a, b] , y [a, 8], respectivamente. Seleccione n nodos x; en [a,b], y definir los

polinomios de Lagrange

Del mismo modo, seleccionamos m nodos y; en [a, 8] y definimos

G =11, =+ (<ism)
iz

Entonces la funcion

n m

Pay) =Y > f (@) b (2) 6 (y)

i=1 j=1

es un polinomio en dos variables que interpola f en los puntos de la cuadricula (z;,y;) .
Hay nm puntos de interpolacion. La prueba de la propiedad de interpolacion es bastante

simple porque 4; (v,) = 6y v 4i (v,) = &;p. Consecuentemente,

n m

'xqayp ZZf xlayj xq)Z (yp>

i=1 j=1

n m

:ZZf i, Yj) 0igOip = f (Tq, Yp)

i=1 j=1
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El mismo procedimiento se puede utilizar con interpolantes spline (o de hecho cualquier

otro tipo de funcién).[2]

2.2. Método Vecino mas Cercano

Interpolacién del vecino més cercano (también conocido como interpolacién proximal o,
en algunos contextos, el muestreo de punto) es un método sencillo de interpolacién multi-

variante en una o mas dimensiones.

El algoritmo del vecino més cercano selecciona el valor del punto més cercano y no tiene
en cuenta los valores de los puntos vecinos en absoluto, rindiendo un interpolador por
tramos constante. El algoritmo es muy sencillo de implementar y es de uso general (por lo
general junto con mipmappingﬂ) en tiempo real 3D para seleccionar valores de color de

una textura de superficie.

Figura 2.1: Interpolacién vecino mas cercano en una rejilla uniforme

'El mipmapping se utiliza para que la textura de la imagen no pixelen (se vean cuadraditos) y se
suavicen.

10
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Busqueda del Vecino mas Cercano

La busqueda del vecino mas cercano (NNS EI ), también conocido como bisqueda de pro-
ximidad, busqueda de similitud o la bisqueda del punto mas cercano, es un problema de
optimizacién para encontrar el punto mas cercano (o mas similar) a una serie de puntos
dados. Formalmente, el problema de bisqueda del vecino més cercano se define como sigue:
dado un conjunto S de puntos en un espacio M y ¢ un punto de consulta que pertenece a

M el problema consiste en encontrar el punto mas cercano de S para gq.

Se han propuesto diversas soluciones al problema NNS como por ejemplo: la busqueda
lineal, el espacio de particién, bisqueda radial, por mencionar algunos. La calidad y la
utilidad de los algoritmos son determinados por la complejidad de tiempo de las consultas,
asi como la complejidad del espacio que se tiene. Para varias dimensiones el problema de

la bisqueda del vecino mas cercano simplemente no es polinomial.

La busqueda lineal

La solucion mas simple al problema NNS es calcular la distancia desde el punto de consulta
para todos los demas puntos en la base de datos, hacer el seguimiento de la “mejor hasta
ahora” (ver figura 2.2). Este algoritmo, a veces referido como el enfoque ingenuo, tiene un
tiempo de ejecucion de O(dN) donde N es la cardinalidad de S y d es la dimensionalidad
de M. La memoria que necesitamos para resolver este problema no es mucha, simplemente
necesitamos memoria para almacenar la base de datos de los puntos que se tienen; si se
necesitan otras variables, ademés de la base de datos, no ocuparan mucho espacio por lo

que no se considera como un problema en este caso.

2Nearest neighbor search (NNS)

11
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u2

Figura 2.2: Devuelve el elemento més cercano a g en U.

La busqueda ingenua en los espacios de dimensiones superiores puede superar otros enfo-
ques. Busqueda ingenua puede, en promedio, superar a los enfoques de distribucién de los

espacios en los espacios de dimensiones superiores.

La conexion al diagrama de Voronoi

Para un conjunto dado de puntos en el espacio, un diagrama de Voronoi es una descompo-
sicion del espacio en celdas, una para cada punto dado, de manera que en cualquier lugar
en el espacio, el punto dado mas cercano es el interior de la celda. Esto es equivalente a la
interpolacién del vecino mas cercano, asignando el valor de la funcién en el punto dado a

todos los puntos dentro de la celda. (Vedse figura 2.2)

Figura 2.3: Diagrama de Voronoi

12
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El algoritmo de Fortune

El algoritmo de Fortune es un algoritmo de linea de barrido para generar un diagrama
de Voronoi de un conjunto de puntos en un plano utilizando un tiempo O (nlogn) y
espacio O (n). Fue publicado originalmente por Steven Fortune en 1986 en su articulo "Un

algoritmo sweepline para los diagramas de Voronoi.”

Descripcion del algoritmo de Fortune

El algoritmo mantiene tanto una linea de barrido y una linea de varado, la cual ambas se
mueven a través del plano a medida que el algoritmo avanza. La linea de barrido es una
linea recta, que es posible que, por convencion, suponemos que es vertical y moviéndose
de izquierda a derecha a través del plano. En cualquier momento durante el algoritmo, los
puntos de entrada a la izquierda de la linea de barrido se han incorporado en el diagrama de
Voronoi, mientras que los puntos a la derecha de la linea de barrido no se han considerado
todavia. La linea de varado no es una linea, sino una curva a trozos complicada a la
izquierda de la linea de barrido, compuesto por piezas de pardbolas; se divide la porcién
del plano en el que el diagrama de Voronoi puede ser conocido, independientemente de
lo que otros puntos pueden ser derecha de la linea de barrido, del resto del plano. Para
cada punto de la izquierda de la linea de barrido, se puede definir una parabola de puntos
equidistantes a partir de ese punto y de la linea de barrido; la linea de varado es el limite
de la unién de estas parabolas. A medida que la linea de barrido avanza, los vértices de
la linea de varado, en el que se cruzan dos parabolas, trazan los bordes del diagrama de
Voronoi. La linea de varado progresa manteniendo cada base de la parabola exactamente
a medio camino entre los puntos de barrido inicialmente sobre la linea de barrido, y la

nueva posicion de la linea de barrido. (Vedse figura 2.3).

13
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Figura 2.4: Observe que solo se calcula la parte del diagrama de Voronoi que se encuentra
por encima de la linea de varado. La posicion de la linea de barrido mantiene la interseccién
del diagrama de Voronoi con la linea de varado.

El algoritmo mantiene como estructuras de datos un arbol de busqueda binaria que des-
cribe la estructura combinatoria de la linea de varado, y una cola de prioridad lista de
posibles eventos futuros que podrian cambiar la estructura de la linea de varado. Estos
eventos incluyen la adicién de otra parébola a la linea de varado (cuando la linea de barrido
cruza otro punto de entrada) y la eliminacién de una curva de la linea de varado (cuando
la linea de barrido se hace tangente a un circulo a través de unos tres puntos de entrada
cuyo parabolas forman segmentos consecutivos de la linea de varado). Cada uno de estos
eventos puede ser priorizado por la coordenada z de la linea de barrido en el punto que
se produce el evento. El propio algoritmo entonces consiste en retirar repetidamente el
préximo evento de la cola de prioridad, la busqueda de los cambios que el evento provoca

en la linea de varado, y la actualizacién de las estructuras de datos.

Como hay O (n) eventos en proceso (estando cada uno asociado con alguna caracteristica
del diagrama Voronoi) y O (logn) tiempo para procesar un evento (cada uno compuesto
de un ntimero constante de operaciones arbol de bisqueda y cola de prioridad binarios) el

tiempo total es O (nlog (n)) .

Cadigo
A continuacion se presenta una parte del codigo de la funcién interp2 de Octave, la cual

14
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nos da como resultado una interpolacién utilizando el método del vecino mas cercano.

elseif (strcmp (method, "nearest"))

ii (XI - X(xidx) >= X(xidx + 1) - XI);

jj = (YI - Y(yidx) >= Y(yidx + 1) - YI);
idx = sub2ind (size (Z), yidx+jj, xidx+ii);

ZI = Z(idx);

Ejemplo 1. Dada la funcién z(z, y) = sin(2z)(z* — zy +y?) se hard una interpolacién uti-
lizando el método del vecino mas cercano. Ademas obtendremos su representacion gréfica.

(Vedse figura 2.4).

%ejemploInterp2.m

%ejemplo usando interp2 de octave opcién método del vecino més
cercano

%declarar la funcién multivariable

fun=0(x,y) ( sin(2*x) .*x(x."2-x.*y+y."2) );

%pardmetros

a=2; h1=0.5; h2=0.01;

%grafica de funcién interpolada

[X0,Y0]l=meshgrid(-a:hl:a);

Zexacto=fun (X0,YO0) ;

%valores a interpolar

[X1,Y1]=meshgrid(-a:h2:a);

ZI=interp2(X0,Y0,Zexacto ,X1,Y1l,"nearest");

%#dibuja la funcién interpolada

surf (ZI)

Representaciéon grafica.

15
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iy

Figura 2.5: Gréfica de la funcién sin (2z) (2? — zy + %) utilizando el método del vecino
mas cercano

2.3. Meétodo Bilineal

En matematicas, la interpolacion bilineal es una extensién de la interpolaciéon lineal para
interpolar funciones de dos variables (por ejemplo, x e y) sobre una rejilla rectilinea 2D.

(Vedse la figura 2.5)

y ____j.‘q‘z ____;ﬁ?__ ‘OZZ
| ip

[ E .

yloeadn gt 9=
X x X,

Figura 2.6: Los cuatro puntos rojos muestran los puntos de datos y el punto P es el punto
en el que queremos interpolar.

La idea clave es realizar la interpolacion lineal primero en una direccion, y luego de nuevo
en la otra direccién. Aunque cada paso es lineal en los valores de muestra y en la posicién,
la interpolacién en su conjunto no es lineal, sino més bien cuadratica en la ubicacién de

la muestra.

16
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Algoritmo

Supongamos que queremos encontrar el valor de la funcién desconocida f en el punto (z,y).

Se supone que conocemos el valor de f en los cuatro puntos Q11 = (21,91), Q12 = (21, %2),
Q21 = (v2,41) , ¥ Q22 = (T2, 92) -
Primero hacemos interpolacién lineal en la direccién x. Esto produce

flroy) = 20 (Qu) + 2225 (Qa1)

f@oye) = 250 f (Qu2) + 222 [ (Q22)
Procedemos interpolando en la direccién y para obtener la estimacion deseada:

f(xay) ~ Mf (xvyl) + p—” ($7y2)

Yy2—y Y2—uy1

m ot (B (Qu) + 22 Qo)) + 2 (222 £ (Qu) + 222 (Q)
= e (@) (w2 — ) (Y2 — y) + Q) (v — 1) (Y2 — )
+f(Qu2) (2 — ) (y — v1) + £ (Qa2) (x — 21) (y — 1))

[(Qu) f(Qu)| |v2—y
[(Qa1) f(Qa2)| |v—m

1
(T2—z1)(y2—y1) {172 - xr— xl}

Notese que vamos a llegar al mismo resultado si la interpolacion se realiza en primer lugar

a lo largo de la direccion y y luego a lo largo de la direccion .

Algoritmo alternativo

Una forma alternativa de escribir la solucion al problema de interpolacién es

f(x,y) = ap+ a1 + agy + asxy

Dénde los coeficientes se encuentran resolviendo el sistema lineal

17



2.3 Método Bilineal 2 INTERPOLACION EN DOS DIMENSIONES

1 = w1 | |ao

1 o1 vy miy| (@

f
f
1z vy 2oyr| |ae f
f

1 xy o Tay2| | a3

Si se prefiere una solucién en términos de f (@), entonces podemos escribir

[ (z,y) = b f (Qu1) + biaf (Qu2) + bar f (Qa1) + baaf (Qa2) -

Donde los coeficientes se encuentran resolviendo

_ _ -\ T o
bui Iz oy 1
bz _ Lz y2 1y T
bay 1z y1 woyn Y
_522_ _1 T2 Y2 T2l2] | Y|

Cuadrado unitario

Si elegimos un sistema de coordenadas en el que los cuatro puntos donde f es conocido

son (0,0),(0,1),(1,0) y (1,1), entonces la férmula de interpolacién se simplifica a

O de forma equivalente, en las operaciones de la matriz:

f(0,0) f(O’D 1_y

f(w,y)%{l—@“ x} F(1,0) £(1,1) y

No lineal
Al contrario de lo que sugiere su nombre, la interpolacion bilineal no es lineal; pero es el
producto de dos funciones lineales.
Alternativamente, el interpolador puede ser escrito como
1 1 o
(oY) =D 002 5m0 @iy = o + a1 + ao1y + anry

18



2.3 Método Bilineal 2 INTERPOLACION EN DOS DIMENSIONES

dénde

ago = f(0,0)

ay = f(1,0) = f(0,0)

aor = f(0,1) = f(0,0)

an = f(L,1) 4+ f(0,0) = (f(1,0) + f (0, 1))

En ambos casos, el nimero de constantes (cuatro) se corresponde con el nimero de puntos
de datos, donde se da f. El interpolador es lineal a lo largo de lineas paralelas a cualquiera
de los ejes = o y, lo que es equivalente, si o y son constantes. A lo largo de cualquier
otra linea recta, el interpolador es cuadratica. Sin embargo, incluso si la interpolaciéon no
es lineal en la posicién (z e y), que es lineal en la amplitud, como es evidente a partir de

las ecuaciones anteriores: todo coeficiente b;, j = 1..4, son proporcionales al valor de la

funcién f(,).

El resultado de la interpolacion bilineal es independiente de qué eje se interpola primero
y cual segundo. Si hubiéramos realizado primero la interpolacién lineal en la direccién y y

luego en la direccién z, la aproximacién resultante serfa la misma. [7]

Aplicaciéon en el procesamiento de imagenes

En visién por computadora y procesamiento de imagenes, la interpolaciéon bilineal es una

de las técnicas bésicas de remuestreo.

En el mapeo de texturas, que también se conoce como el filtrado bilineal o mapeo de textura
bilineal, y que puede ser utilizado para producir una imagen razonablemente realista. Un
promedio ponderado de los atributos (color, alfa, etc.) de los cuatro que rodean texelsﬁ
se calcula y se aplica al pixel de la pantalla. Este proceso se repite para cada pixel que

constituye el objeto de ser texturizado.

Cuando una imagen necesita ser ampliado, cada pixel de la imagen original necesita ser

3Un texel es la unidad minima de una textura aplicada a una superficie, usada en gréficos por compu-
tador.

19



2.3 Método Bilineal 2 INTERPOLACION EN DOS DIMENSIONES

movido en una direcciéon determinada sobre la base de la constante de escala. Sin embargo,
cuando la ampliacién de una imagen por un factor de escala no integral, hay pixeles (es
decir, huecos) que no se asignan valores de los pixeles correspondientes. En este caso, esos
agujeros deberian asignarse valores RGB o escala de grises adecuadas para que la imagen

de salida no tenga pixeles no valorados.

La interpolacion bilineal se puede utilizar cuando la transformacion de la imagen perfecta
con coincidencia pixel a pixel es imposible, por lo que uno puede calcular y asignar los
valores de intensidad correspondientes a los pixeles. A diferencia de otras técnicas de
interpolacién, como la interpolacion del vecino mas cercano y la interpolacion bictibica, la
interpolacion bilineal utiliza sélo los 4 valores del pixel més cercano que se encuentran en
direcciones diagonales de un pixel dado, con el fin de encontrar los valores de intensidad

de color correspondientes de ese pixel.

La interpolacion bilineal considera la zona mas cercana 2x2 de valores de pixel conocidos
al rededor de los pixeles desconocidos en la ubicacion del ordenador. A continuacién, toma
un promedio ponderado de estos 4 pixeles para llegar a su valor final, interpolado. El peso
de cada uno de los 4 valores de pixeles se basa en la distancia de pixeles del ordenador (en

el espacio 2D) de cada uno de los puntos conocidos.

Ejemplo 2. Calcular el valor de intensidad en el pixel que se encuentra en la fila 20.2,

columna 14.5.

P e SETH |

[
i
[

o =-{162 128.3] Isj—

Figura 2.7: Interpolacién bilineal en los valores de escala de grises.

20



2.3 Método Bilineal 2 INTERPOLACION EN DOS DIMENSIONES

Solucién: Como se observa en la figura el valor de intensidad se puede calcular interpolando

primero linealmente entre los valores en la columna 14 y 15 en cada una de filas 20 y 21,

dando

Lo 1a5 = 2245 (91) 4 L5211 (210) = 150.5

]21714.5 = 1155)_71?45 (162) + 1;1557_114 (95) = 128.5

y luego interpolar linealmente entre estos valores, dando

L2145 = 57552 (150.5) 4+ 22220 (128.5) = 146.1

Este algoritmo reduce parte de la distorsion visual causado por el cambio de tamano de
una imagen a un factor de zoom no integral, a diferencia de la interpolacién del vecino
mas cercano, lo que hard que algunos pixeles aparecen méas grandes que otros en la imagen

redimensionada.
Cadigo
Al igual que en el método anterior lo siguiente es una parte del cédigo de la funcién interp2

de Octave, para la interpolacion bilineal.

if (strcmp (method, "linear"))

## each quad satisfies the equation
z(x,y)=atb*x+cxy+d*xy

##

## a-b

## | |

## c-d

a =2Z:(zr - 1), 1:(zc

|
[
A
e

b =2Z1:(zr - 1), 2:zc) - a;
c = Z2(2:zr, 1:(zc - 1)) - a;

d = Z(2:zr, 2:2zc) - a - b - c;

## scale XI, YI values to a l-spaced grid
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Xsc = (XI - X(xidx)) ./ (diff (X) (xidx));

Ysc = (YI - Y(yidx)) ./ (diff (Y) (yidx));

## Get 2D index.
idx = sub2ind (size (a), yidx, xidx);
## We can dispose of the 1D indices at this point to save memory.

clear xidx yidx;

## apply plane equation

ZI = a(idx) + b(idx).*Xsc + c(idx).*Ysc + d(idx) .*Xsc.*Ysc;

Ejemplo 3. Tomando la funcién dada en el ejemplo 1 se hard la interpolacién de dicha

funcién usando el método bilineal.

ZI=interp2(X0,Y0,Zexacto ,X1,Y1,"linear");

surf (ZI)

Representacion grafica.
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2.3 Método Bilineal 2 INTERPOLACION EN DOS DIMENSIONES

Figura 2.8: Grafica de la funcién sin (2z) (22 — xy + y?) utilizando el método bilinial

Ejemplo 4. Supongamos que queremos interpolar en [0, 1] x [0,1]. Dada la matriz z =

; hallar la funcién f (x,y) que pasa por estos puntos.
-1 1

Solucién: Dado que estamos interpolando en el cuadrado unitario se tiene que:

f(0,0) f(O,l) Yo —Y
f(1,0) f(L1) y

[ @) = [@_m x}

-1 =3 1—y
= [1—33 :1:}
1 5 Y

—2y—1
= [1—x x}
dy +1

==2r — 2y +6xy —1
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2.4 Método Bi-ciibico 2 INTERPOLACION EN DOS DIMENSIONES

2.4. Meétodo Bi-cubico

En matematicas, la interpolacion bictibica es una extension de la interpolacién ctibica
para interpolar puntos de datos en una malla regular de dos dimensiones. La superficie
interpolada es mas suave que las superficies correspondientes obtenidas por interpolacién
bilineal o la interpolacion del vecino maés cercano. La interpolacion bictibica se puede lograr

utilizando polinomios de Lagrange, splines ctbicos, o algoritmo de convolucion cibica.

En el procesamiento de imégenes, la interpolacién bictbica se elige a menudo sobre la
interpolacién bilineal o del vecino mas cercano para el remuestreo de imagen, cuando
la velocidad no es importante. En contraste con la interpolacion bilineal, que sélo toma
en cuenta 4 pixeles (2 x 2), la interpolacion bictibica considera 16 pixeles (4 x 4). Si se
utiliza interpolacién bicubica la interpolacion es mas suave y tienen menos artefactos de

interpolacion.

Supongamos que los valores de la funcién f y las derivadas f;, f, v fszy son conocidas
en las cuatro esquinas (0,0), (1,0), (0,1) y (1,1) en el cuadrado unitario. La superficie

interpolada puede entonces ser escrita.

3
p(z,y) = Z ai;z'y’

3
i=0 j=0
El problema de interpolacién consiste en determinar los 16 coeficientes a;;. Correspondiente

de p(z,y) con los valores de la funcién produce cuatro ecuaciones,

1. f(0,0):p(0,0):ao()
2. f(1,0) =p(1,0) = ago + aio + ago + aso
3. f(0,1) =p(0,1) = agy + ao1 + a2 + ags

4. f (17 1) = p(l, 1) = Z?:O Z?:O @ij
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2.4 Método Bi-ciibico 2 INTERPOLACION EN DOS DIMENSIONES

Del mismo modo, ocho ecuaciones para las derivadas en la direccion de z y la direccion de

Y

1. f2(0,0) = p, (0,0) = ayo

2. f-(1,0) =p, (1,0) = aio + 2a2 + 3asp

3. f(0,1) =p,(0,1) = aip + a1 + a2 + a3
3 3 '

4. fo (1,1) =pe (1,1) = 30> ayji
i=1j=0

5. fy (O, 0) = py (0, O) = ap1

6. fy (1,0) = Dy (1,0) = ap1 + a1 + a1 + as

7. fy (O, 1) = py (0, 1) = Qo1 + 2@02 + 3(103

3 3
8. fy (1’ 1) =Dy (1v 1) = Z 1aijj

i=0j=

Y cuatro ecuaciones para la derivada cruzada xy .

1. fxy (O, O) = pxy (0, 0) = Q11
2. fﬂﬁy (1’0) = Pay (170) = ay1 + 2a91 + 3as;
3. fﬂﬂy <07 1) = Pazy (07 1) = a1 + 2a12 + 3ai3

3 3

4 Loy (L1) = pay (1, 1) = 300 aiig

i=1j=1
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donde en las expresiones anteriores se han utilizado las siguientes identidades,

3 3 ) )
pa (z,y) = D0 > agia' ™ty

i=15=0
3 3 o
py (x,y) = >y’
i=0j=1
3 3 A '
Py («777 y) - 221aijixz_ljyj_l’
i=1j=

Este procedimiento produce una superficie p (x,y) en el cuadrado unitario [0, 1] x [0, 1] la
cual es continua y con derivadas continuas. La interpolacion bicibica en una cuadricula
de tamano arbitrariamente regular se puede lograr mediante un conjunto de parches de

dichas superficies, asegurando que los instrumentos derivados corresponden en los limites.

La agrupacion de los parametros desconocidos a;; en un vector,

T
o = [CLOO, 10, @20, A30, Ao1, A11, A21, @31, @02, @12, G422, A32, A3, A13, A23, a33]

y dejar

T = [f(0’0)7f(170)’f<0’1)7f(1’1)7f513(0’0)’fw(170)’f1(0?1)7f$(1’1)7fy(0?0))fy<170)7
fy (0,1), £y (1,1), fay (0,0, fuy (1,0), fuy (0,1), fay (1, 1)]T

el sistema anterior de ecuaciones se puede reformular en una matriz para la ecuacién lineal
Ao = z. La inversa de la matriz da la ecuacién lineal més util A™'z = « permite que o

pueda calcularse rapida y facilmente, donde:

1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

-3 3 0 0 -2 -1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

2 -2 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0o -3 3 0 0 —2 -1 0 0

a-1 0 0 0 0 0 0 0 0 2 -2 0 0 1 1 0 0

-3 0 3 0 0 0 0 0o =2 0 -1 0 0 0 0 0

0 0 0 0 -3 0 3 0 0 0 0 0 -2 0 -1 0
9 -9 -9 9 6 3 —6 -3 6 —6 3 -3 4 2 2 1
—6 6 6 —6 -3 -3 3 3 —4 4 -2 2 -2 -2 —1 —1
2 0 -2 0 0 0 0 0 1 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 2 0 -2 0 0 0 0 0 1 0 1 0
—6 6 6 —6 -4 =2 4 2 -3 3 -3 3 -2 -1 -2 -1
4 -4 -4 4 2 2 -2 -2 2 -2 2 -2 1 1 1 1

[\
D



2.4 Método Bi-ciibico 2 INTERPOLACION EN DOS DIMENSIONES

No puede haber otra forma de matriz concisa de 16 coeficientes

f(0,0) £(0,1) fy (0,0) fy (0,1) 1 0 0 Of|apo @1 ap2 ap3z| |l 1 0 0
£(@0  f(1,1) fy (1,0) fy(L,1)| |11 1 1ffaip a11 a2 a13| |0 1 1 1
fz (0,0)  fz(0,1)  fay (0,0)  fazy (0,1) 0 1 0 O0f a0 a21 a22 a23( |0 1 0 2
fe (1,0)  fo(1,1)  fay (1,0)  fay (1,1) 0 1 2 3] lazp a31 a32 a33] [0 1 0 3
O
a0  @ap1  ao2  ao3 1 0 0 0 £(0,0) f(0,1) fy (0,0) fy(0,1) | |1 0 -3 2
aip a11 a1z aiz| | O 0 1 0 F@,0  f,1H 0 fy (1,00 fy (1,1 | |0 0 3 =2
az0 a21 a2z a23 -3 3 -2 —1| |f2(0,0) fz(0,1) [fzy(0,0) fay(O,1)| |0 1 -2 1
azo a3zl aszz  ass 2 -2 1 1] [fz(1,0)  fz(1,1) fazy(1,0) fay(,1)] |0 0O -1 1
donde
app  ap1  @p2  aQ3 1
ajo a1 a1z a13| |y
p(z,y) = [1 T 2?2 953]

az20 a21 a22 az23 Yy

a30 a3l az2 az3 Y

Encontrar las derivadas de los valores de la funcion

Si las derivadas son desconocidas por lo general son aproximadas a partir de los valores
de la funcién en los puntos vecinos de las esquinas del cuadrado unitario, por ejemplo,

usando diferencias finitas.

Para encontrar cualquiera de las derivadas individuales, f, o f,, utilizando ese método,
encontrar la pendiente entre los dos puntos de alrededor en el eje apropiado. Por ejemplo,
para calcular f, para uno de los puntos, encontramos f (x,y) para los puntos de la izquierda

y derecha del punto de busqueda y calculamos su pendiente, y lo mismo para f,.

Para calcular la derivada cruzada, f,,, tomamos la derivada en ambos ejes, uno a la vez.
Por ejemplo, se puede calcular primero f, (derivada de z) de los puntos encima y por
debajo del punto de busqueda, luego, calculamos f, en esos valores para obtener el valor
de fuy (z,y) para el punto de destino. También se puede hacer en direccién opuesta, en

primer lugar calcular f, y luego f;, los dos resultados son equivalentes.
En los bordes de la base de datos, cuando falta algunos de los puntos circundantes, los
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2.5 Método de Barnes 2 INTERPOLACION EN DOS DIMENSIONES

puntos que faltan pueden aproximarse mediante uno de una serie de métodos. Un método
simple y comun es asumir que la pendiente desde el punto hasta el punto de destino
existente continiia sin mas cambios, y usando esto para calcular un valor hipotético para

el punto que falta.[7]

Ejemplo 5. Interpolacién bictibica utilizando la funcién interp2 de octave.

ZI=interp2(X0,Y0,Zexacto ,X1,Y1,"cubic");

surf (ZI)

Representacién grafica.

Figura 2.9: Grafica de la funcién sin (2z) (2? — zy + y?) utilizando el método bictibico

2.5. Meétodo de Barnes

Interpolacién Barnes, el nombre de Stanley L. Barnes, es la interpolacién de puntos de

datos no estructurados a partir de un conjunto de mediciones de una funcién desconocida
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2.5 Método de Barnes 2 INTERPOLACION EN DOS DIMENSIONES

en dos dimensiones en una funcion analitica de dos variables. Un ejemplo de una situacién
en la que el esquema de Barnes es importante es en los prondsticos meteorologicos, donde
las mediciones se realizan alli donde las estaciones de monitoreo pueden estar situados,
las posiciones, los que se ven limitados por la topografia. Tal interpolacion es esencial en
la visualizacién de datos, por ejemplo, en la construccion de graficos de contorno u otras

representaciones de superficies analiticas.

Barnes propuso un esquema de objetivo para la interpolacién de dos dimensiones de datos
usando un esquema de multiples pasadas. Esto proporciona un método de interpolacién de
presiones a nivel del mar a través de todos los Estados Unidos de América, produciendo
un cuadro sindptico en todo el pais utilizando estaciones de monitoreo dispersas. Los
investigadores han mejorado posteriormente el método Barnes para reducir el numero de
parametros necesarios para el calculo del resultado interpolado, aumentando la objetividad

del método.

El método construye una cuadricula de tamano determinado por la distribucién de los
dos puntos de datos dimensionales. En el uso de esta red, los valores de la funcion se
calculan en cada punto de la cuadricula. Para ello, el método utiliza una serie de funciones
gaussianas, dada una ponderacion de la distancia con el fin de determinar la importancia
relativa de cualquier medida dada en la determinacién de los valores de la funcién. Pasos
de correccién, entonces, se hacen para optimizar los valores de la funcién, por cuenta de

la respuesta espectral de los puntos interpolados.

Método

A continuacion se describe el método de interpolacién utilizado en un multi-pass Barnes

de interpolacién.
Primero paso

Para un punto dado de la rejilla ¢, j la funcién de interpolacion g(x;,y;) se aproxima por

primera vez a la ponderacién inversa de los puntos de datos. Para hacer esto como valores
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2.5 Método de Barnes 2 INTERPOLACION EN DOS DIMENSIONES

de ponderacion se asigna a cada uno de Gauss para cada punto de la rejilla, de tal manera

a
wij = Eexrp —?

dénde k es un parametro de atenuacion que controla la anchura de la funcién de Gauss.

que

Este parametro se controla por la caracteristica de separacion de datos, para un radio de

corte gausiano fijo w;; = et dando An tal que:

2
Kk = 5.052 (M_n) .

™

La interpolacién inicial para la funcién de los valores medidos fi(z, y) entonces se convierte
en:
Zwij fk (‘7:7 y)

9o (i, y5) = kz—w
PR

Segundo paso.

La correccién para la siguiente pasada a continuacién, utiliza la diferencia entre el campo

observado y los valores interpolados en los puntos de medicién para optimizar el resultado:

g1 (x%yj) =90 (miu y]) + Z (f (l’,y) — Go (LC, y)) erp (_Tﬂ> )

YK

Vale la pena observar que los pasos de correccion sucesivos se pueden utilizar con el fin de
lograr un mejor acuerdo entre la funcion interpolada y los valores medidos en los puntos

experimentales.

Selecciéon de parametros

Aunque se describe como un método objetivo, hay muchos parametros que controlan el
campo interpolado. La eleccion de An, la rejilla de separacién Az y v influyen en el resul-
tado final. Directrices para la seleccién de estos parametros se han sugerido, sin embargo,

los valores finales utilizados son libres de ser elegido dentro de estas directrices.
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La separacién de datos utilizado en el analisis, /An se puede elegir ya sea mediante el calculo
de la verdadera separacion entre puntos espaciados de datos experimental, o por el uso
de una aleatoriedad espacial completa supuesto, dependiendo del grado de agrupamiento
en los datos observados. El pardmetro de suavizado v estd restringido a ser de entre 0,2 y
1,0. Por razones de integridad de interpolacién, Ax se sostiene para ser restringido entre

0,3y 0,5. [§]
2.6. Remuestreo Lanczos.

Remuestreo Lanczos y filtrado Lanczos son dos aplicaciones de una formula matemética.
Puede ser utilizado como un filtro de paso bajo o se utiliza para interpolar suavemente el
valor de una senal digital entre sus muestras. Una muestra es un valor o un conjunto de

valores en un punto en el tiempo y / o espacio.

En el procesamiento de senales, el muestreo es la reduccion de una senal continua a una
senal discreta. Una senal discreta o de tiempo discreto de la senal es una serie de tiempo
que consiste en una secuencia de cantidades. En otras palabras, una serie de tiempo es una
funcién sobre un dominio de niimeros enteros. Un ejemplo comun es la conversiéon de una
onda de sonido (una senal continua) a una secuencia de muestras (una senal de tiempo

discreto).

Remuestreo Lanczos se usa tipicamente para aumentar la velocidad de muestreo de una
senal digital, o para cambiar por una fracciéon del intervalo de muestreo, por ejemplo, para

cambiar el tamano o rotar una imagen .

Foéormula de interpolacion.

Para definir la féormula de interpolacién de Remuestreo de Lanczos se utiliza el nicleo de

Lanczos definido por
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2.6 Remuestreo Lanczos. 2 INTERPOLACION EN DOS DIMENSIONES

(

1 siz=0
L(x) = q eimsnm/e) o 0 <|g|<a-
0 Otro caso.

\
El parametro a es un niimero entero positivo, tipicamente 2 o 3, que determina el tamano

del ntcleo. (Vedse figura 2.9).

Dada una senal unidimensional con muestras s;, para valores enteros de 7 el valor interpo-
lado S(x) de un argumento arbitrario real x se obtiene por la convolucién discreta de las

muestras con el nucleo de Lanczos.
lz]+a

S(x)= > sil(z—i)

i=|z|—a+1

donde a es el parametro de tamano de filtro y Lz es la funcién mayor entero. Los limites

de esta suma son tales que el nicleo es cero fuera de ellos.

Lanczos kernel for a=2

08 | -

06 -

04 -

02 —

02 I I ! I
-2 -1 -1 05 0 0.5 1 1.5 2

Lanczos kernel for a=3

06

T
08
04 |

02

\
02 I ] I ] 1
-3 -2 -1 0 1 2 3

Figura 2.10: Nucleos de Lanczos para los casos a = 2y a = 3.

Propiedades.

Mientras que el parametro a es un nimero entero positivo, el niicleo Lanczos es continuo en
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todas partes, y su derivada estd definida y es continua en todas partes (incluso en x = +a,
en donde ambas funciones sin van a cero). Por lo tanto, la senal S(z) serd continua, con

derivada continua.

El ntcleo de Lanczos es cero en todo argumento entero x, excepto en x = 0, donde tiene

el valor 1. Por lo tanto, la senal reconstruida exactamente interpola las muestras dadas:
tendremos S(z) = s; para cada argumento entero x = 1.

El nticleo de Lanczos en dos dimensiones es simplemente el producto de dos ntcleos uni-

dimensionales:

L(z,y)=L(x)L(y)

Dada una sefial bidimensional s;; que se define en los puntos enteros (i, j) del plano (por

ejemplo, intensidades de los pixeles de una imagen digital), la funcién reconstruida es
lz)+a ly)+a

Sy = >, Y, syLl@—i)Ly—j).

i=|z|—a+1li=|y]—a+1
Cuando se remuestrea una senal de dos dimensiones en puntos regularmente espaciados
(x,y), se puede ahorrar algo de calculo por remuestreo de toda la senal a lo largo de un
solo eje, a continuacién, el remuestreo de la senal de dos dimensiones resultante a lo largo

del otro eje.[§]

2.7. Triangulacién de Delaunay.

En las matematicas y la geometria computacional, una triangulacion de Delaunay para
un conjunto P de puntos en un plano es una triangulacion DT (P)ﬁ de tal manera que
ningiin punto P esta dentro de la circunferencia circunscrita de cualquier triangulo en DT
(P).

En geometria, una triangulacion es una subdivision de un objeto plano en forma de trian-
gulos. Triangulaciones de Delaunay maximizan el dangulo minimo de todos los angulos de

los triangulos en la triangulacién; tienden a evitar los tridngulos estrechos.

4Delaunay triangulation (DT)
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Figura 2.11: Triangulacién de Delaunay

Para un conjunto de puntos en la misma linea no hay una triangulacion de Delaunay
(la nocién de triangulacién es degenerado para este caso). Para cuatro o mas puntos en
el mismo circulo (por ejemplo, los vértices de un rectangulo) la triangulaciéon de Delau-
nay no es unico: cada uno de los dos posibles triangulaciones que dividen el cuadrilatero
en dos triangulos satisface la “condicion de Delaunay”, es decir, el requisito de que las

circunferencias circunscritas a los tridngulos tienen interiores vacios.

Relacién con el diagrama de Voronoi

La triangulacién de Delaunay de un conjunto discreto de puntos P en la posicién general
se corresponde con el grafo dual del diagrama de Voronoi de P. Casos especiales incluyen

la existencia de tres puntos en una linea y cuatro puntos sobre el circulo.

VS :

B

La triangulacién de Delaunay Conexién de los centros de las
con todas las circunferencias circunferencias circunscritas produce
circunscritas y sus centros (en rojo). el diagrama de Voronoi (en rojo).

d-dimensiones Delaunay.

Para un conjunto P de puntos en el espacio euclidiano de dimension d, una triangulacién
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de Delaunay es una triangulaciéon DT(P), de tal manera que ningin punto P estd dentro
de la circu-hiperesfera de cualquier simplex en DT(P). En geometria, un simplex es una

generalizacion de la nocion de un triangulo o tetraedro a arbitrarias dimensiones.

El problema de encontrar la triangulaciéon de Delaunay de un conjunto de puntos en el
espacio euclidiano d-dimensional puede ser convertido en el problema de encontrar la
envolvente convexa de un conjunto de puntos (d + 1) en espacios de dimensién n, dando a
cada punto P una coordenada adicional igual a |p|? teniendo el lado inferior de la envolvente
convexa, y el mapeo de vuelta al espacio d-dimensional mediante la eliminacion de la iltima
coordenada. A medida que la envolvente convexa es tinica, también lo es la triangulacién,
asumiendo que todas las facetas de la envolvente convexa son simplex. Facetas no simplex
solo se producen cuando d + 2 de los puntos originales se encuentran en la misma d-

hiperesfera, es decir, los puntos no estdn en posicién general.

Algoritmo.

Muchos algoritmos de computacion de las triangulaciones de Delaunay se basan en ope-
raciones rapidas para detectar cuando un punto esta dentro del circulo circunscrito de un
triangulo y una estructura de datos eficiente para almacenar los triangulos y los bordes.
En dos dimensiones, una manera de detectar si el punto D esta situado en la circunferencia

circunscrita de A, B, C es evaluar el determinante

A, A, A2+ A2 1
A,—D, A,—D, (A2-D2) + (42— D2)
Bw By B:%—FBQy 1
=|B,— D, By—D, (B?-D?)+(B2-D2)|>0
C, C, C:+C2 1
C,—D, C,—D, (C}!-D?+(C2-D?)
D, D, D:+D? 1

Cuando A, By C estan ordenados en un sentido antihorario, este determinante es positivo

si y s6lo si D se encuentra dentro de la circunferencia circunscrita.
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Aplicaciones.

Para el modelado del terreno u otros objetos, dado un conjunto de puntos de muestra, la
triangulacién de Delaunay da un buen conjunto de tridngulos para su uso como poligonos
en el modelo. En particular, la triangulacién de Delaunay evita tridngulos estrechos (ya

que tienen grandes circunferencias circunscritas en comparaciéon con su area).

Triangulaciones de Delaunay se pueden utilizar para determinar la densidad o la intensidad
de los puntos de muestreos por medio de la DTFE E] (El estimador de campo teselacién

Delaunay).

Triangulaciones de Delaunay a menudo se utilizan para construir mallas para el espacio-
discreto como solucionadores del método de elementos finitos y el método de volumen
finito de simulacion fisica, debido a la garantia del angulo y porque los algoritmos de

triangulacién rapida han sido desarrollados.[§]

2.8. Método de Bezier

Superficies de Bézier son un tipo especial de spline matematico utilizado en graficos por
computadora, diseno aislado por computadoras y modelaje en elementos finitos. Como una

curva de Bézier, una superficie de Bézier se define por un conjunto de puntos de control.

Similar a la interpolacién en muchos aspectos, una diferencia clave es que una superficie,
en general no pasa a través de los puntos centrales de control; mas bien, se "alarga” hacia
ellos, como si cada una fuera una fuerza de atracciéon. Son visualmente intuitivos, y para

muchas aplicaciones, matematicamente conveniente.

Dada una superficie de Bézier de grado (n, m) se define por un conjunto de (n + 1) (m + 1)
puntos de control k; ;. Al trazar el cuadrado unidad en una superficie lisa, continua incrus-
tado dentro de un espacio de la misma dimensionalidad como {k;,}. Por ejemplo, si k son
todos los puntos en un espacio de cuatro dimensiones, a continuacion, la superficie estara

dentro de un espacio de cuatro dimensiones.

SDelaunay tessellation field estimator (DTFE)
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2.8 Método de Bezier 2 INTERPOLACION EN DOS DIMENSIONES

Una superficie de Bézier de dos dimensiones se puede definir como una superficie paramé-
trica donde la posicién de un punto P como una funcién de coordenadas paramétricas u, v

es dada por:

evaluado sobre el cuadrado unidad, donde
By (u) = (”) ut (1= )"
i

es un polinomio de Bernstein.

Algunas propiedades de las superficies de Bézier:

o

Una superficie de Bézier se transformara en la misma forma que sus puntos de control

bajo todas las transformaciones lineales y traslaciones.

o Todos los u = v = constantes y lineas constantes en el espacio (u, v), y, en particular,

en los cuatro bordes del cuadrado unitario deformado (u,v) son curvas de Bézier.

o Una superficie de Bézier estara completamente dentro de la envolvente convexa de
sus puntos de control, y por lo tanto también completamente adentro de su cuadro

acotado de los puntos de control en cualquier sistema coordenado cartesiano.

o Los puntos en la parte correspondientes a las esquinas del cuadrado unitario defor-

mado coinciden con cuatro de los puntos de control.

o Sin embargo, una superficie de Bézier generalmente no pasa a través de sus otros

puntos de control.

Generalmente, el uso mas comun de las superficies de Bézier son unas redes de parches

bictbicos (donde m = n = 3). La geometria de una de estas partes bicibicas es por lo tanto
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definida completamente por un conjunto de 16 puntos de control. Estos son tipicamente
unidos para formar una superficie B-spline de una manera similar a las curvas de Bézier

se interconectan para formar un curva B-spline E]

Superficies de Bézier mas simples son formadas como esas partes bicuadréticas (m = n = 2),

o tridngulos de Bézier .
Superficies de Bézier en graficos por computadora

Una cuadricula de una parte de Bézier son superiores a las cuadriculas de los triangulos
como representacion de superficies lisas, ya que son mucho mas compactas, méas facil
de manipular, y tienen propiedades de continuidad mejores. Ademads, otras superficies
paramétricas comunes, tales como esferas y cilindros pueden ser bien aproximadas por un

nimero relativamente pequeno de parches de Bézier ctibicos.

Sin embargo, la cuadricula de parches de Bézier son mas dificiles de generar directamente.
Un problema con los parches de Bézier es que el calcular sus intersecciones con las lineas
es dificil, haciéndolos un poco extranos para el trazado de rayos u otras técnicas geomé-
tricas directas las cuales no utilizan tecnicas de subdivisién o aproximaciones sucesivas.
Ellos también son dificiles de combinar directamente con algoritmos de perspectiva de

proyeccion.

Por esta razon, la cuadricula de parches Bézier son, en general, eventualmente descompues-
tas en cuadriculas de triangulos lisos por generadores 3D. En generacion de alta calidad,
la subdivisién se ajusta para que sea tan fina que las lineas fronteras de las triangulacio-
nes individuales no se pueden ver. Para evitar una apariencia poligonal o distorcionada,
detalles finos son aplicados a superficies de Bézier en ese momento utilizando mapas de

texturas, mapas de bultos y otras técnicas de sombreado a pixeliado.

Un parche de Bézier de grado (m,n)puede ser construido de dos tridngulos de Bézier de

6B-spline es una funcién spline que tiene el minimo soporte con respecto a un determinado grado,
suavidad y particiéon del dominio.

Se denomina soporte de una funcién al conjunto de puntos donde la funcién no es cero, o a la cerradura
de ese conjunto.
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2.9 Método IDW 2 INTERPOLACION EN DOS DIMENSIONES

grado m + n, o de una triangulacién tunica de Bézier de grado m + n, con dominio de

entrada que es un cuadrado en lugar de como un triangulo .

Un triangulo de Bézier de grado m podria también ser construido a partir de una superficie
de Bézier de grado (m, m), con los puntos de control de tal forma que uno de los bordes
también es aplastado en un punto, o con el dominio de entrada que es un tridngulo en

lugar de un cuadrado. [§]

2.9. Método IDW [

Ponderacion de Distancia Inversa

Es un método matematico de interpolacién que usa una funcién inversa de la distancia,
parte del supuesto que las cosas que estan més cerca son mas parecidas, por lo tanto tiene

mas peso e influencia sobre el punto a estimar. Matematicamente se expresa como:

Z (So) = Z NiZ (S;)

En el cual Z (S)) es el valor a predecir, N es el nimero de muestras alrededor del punto a
predecir, \; son los pesos asignados a cada punto vecino y Z (.S;) son los valores medidos.

Los pesos de los puntos vecinos estan dados por:
—-p
dyg

N —_
Zz’:l diop

)

En el cual d es la distancia entre el lugar de prediccion (Sp) y el lugar muestral (S;); P es
un factor de reduccién de pesos, cuyo valor se encuentra minimizando el error cuadratico

medio o error de prediccién. [5

Ejemplo 6. Dado los siguientes valores se desea estimar Z (0.5, 0.5) utilizando el método

de ponderacién de distancia inversa con P = 2.

"Inverse Distance Weighting (IDW)
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i| (S) | Z(5)
1(0,0)] -2
2 (1,00 5
31(0,2)| 3
41 (1,1)] -1

V2
ho="5
V2
=y
Vi0
dao =5~
V2
o ="5
con
N 32
2 A =5
=1
por lo que

_ 5 (dig’ (—2) + dag (5) + dig’ (3) + dyg’ (—1))

32
5 6
= (—4+104=--2
32( 05 >

5 (26
325
13

=— ~0.81
16 08

Por lo que la estimacién de Z (0.5,0.5) es aproximadamente 0.81.
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2.10. Método Kriging

Kirging es una coleccion de técnicas generadas de regresion lineal para minimizar una va-
rianza de estimacion definida en un modelo a priori de covarianza. Es considerado el mejor
estimador lineal insesgado: lineal porque es una combinacion lineal ponderada de los datos;
y es insesgado porque el error de estimacion tendra una media igual a cero; es el mejor en

el sentido de error de varianza minima para un modelo dado de covarianza/variograma.

Clasificacion de los diferentes tipos de Kriging

1. Segun la forma del estimador
Lineales:

o Simple

o Ordinario

o Universal

o Residual
No lineales:

o Disyuntivo
o Indicador

o Probabilistico

2. Segun el soporte de la medicién de los datos
Puntual

En bloques

3. Kriging paramétrico y no paramétrico
Paramétrico:
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o Multigaussiano

o Disyuntivo

o Lognormal

No paramétrico:

o Simple

Ordinario

O

Universal

@)

@)

Residual

Indicador

@)

Probabilistico

O

Ecuaciones del Estimador de Kriging

Supédngase que se dispone de valores muestrados Z (z;), @ = 1,...,n y deseamos esti-
mar un valor de la caracteristica observada en el panel Z (v), la cual estd dada por una

combinacién lineal Z (x;), es decir.

donde Z* (v) es el valor estimado y A; son los pesos de kriging, de modo que los \; sean
obtenidos de tal forma que proporcione un estimador insesgado F [Z* (v) — Z (v)] =0y

de varianza minima Var [Z* (v) — Z (v)].
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Método Kriging Simple

Supdngase que hay una variable regionalizada estacionaria con media m, y covarianza

conocida y sea Z (z) la variable de interés medida en el sitio z, donde m esté dado por
m = FE[Z(x)].

El estimador y el sistema a resolver para encontrar los pesos \; y los valores estimados

para Z* (x;) estd dada por

Estimador :
Z*(v) =Y NZ(x;) +m (1 - Z)\Z) :
i=1 ;
Sistema:

Zz\iC(xi,xj):C(xj,v) j=1,...,n
i=1

Varianza de Kriging:

Método Kriging Ordinario

Suponga que se hacen mediciones de la variable de interés Z en los puntos x;, i = 1,2,...,n
de la regién de estudio, es decir se tienen realizaciones de las variables Z (x1),...,Z (x,)
y se desea predecir Z (v), en el punto v donde no hubo medicién. En esta circunstancia, el
método Kriging ordinario propone que el valor de la variable puede predecirse como una

combinacion lineal de las n variables aleatorias asi:

es decir
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Z* (v) = Z NZ ().

A continuacién se muestra el estimador y el sistema a resolver para encontrar los pesos \;

y Z* (v)
En términos de la covarianza

Estimador:

Sistema:

Z?:l Ai=1

Varianza de Kriging:

o? = C (v,v) —Z)\ZC(@-,U)+/¢
i=1

Ecuacién del Kriging ordinario en forma matricial

De forma andloga al sistema de ecuacion de Kriging ordinario podemos representar el

sistema de ecuaciones del Kriging en forma matricial como sigue:

011 012 ... O1p 1 A Okl

0921 0929 ... O9p 1 A Ok2

Opl Op2 ... Opn 1 A Okn
11 1 0| |—p 1

donde oy = 04, = C (x;,v) .

Este sistema de ecuaciones tiene solucién tnica si y solo si la matriz es no singular, lo

cual se cumple cuando la matriz de covarianza es estrictamente definida positiva, esto se

puede garantizar si se usan modelos de funcién de covarianzas definidas positivas y no
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se incluyen puntos duplicados. Es decir, no se puede usar una muestra donde la funcién

aleatoria tome dos valores distintos en un mismo punto.

Al sistema Kriging es necesario hacerle algunas observaciones:

o El Kriging, el cual es un estimador imparcial, es también un interpolador, es decir,
para iguales soportes de observacion v, (a = 1,...,n) y de estimacién v, y los valores

real Z, y estimado Z* son iguales, ademds de que la varianza de Kriging o7 es cero.

o Las expresiones del sistema Kriging y de la varianza de Kriging son completamente
generales, es decir, son aplicables a cualquiera que sean los soportes de observacion

y estimacién y el modelo estructural empleado. [6]

3. Comparacion entre métodos

3.1. Comparacion Visual

Gréfica de la funcion original

Figura 3.1: fi (z,y) = sin (22) (2* — zy + y?)
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Las siguientes lineas de codigo generan la grafica de la funcion original y la gréafica de
la funcién interpolada utilizando interpolaciéon Vecino méas Cercano. Para los métodos
Bilineal y Bicubico es de manera similar solamente cambiamos el método de interpolacién

a utilizar.

codigo

%graficas .m

%declarar la funcidén multivariable
fun=0(x,y) ( sin(2*x) .*x(x. 2-x.*y+y."2) );
%parametros

a=2; h1=0.5; h2=0.01;

%grafica de funcién interpolada
[X0,Y0]l=meshgrid(-a:hl:a);

Zexacto=fun (X0,YO0) ;

%valores a interpolar
[X1,Y1]l=meshgrid(-a:h2:a);
ZI=interp2(X0,Y0,Zexacto ,X1,Y1l,"nearest");
hgrafica de funcién real
[X,Y]=meshgrid(-a:h2:a);

Z=fun(X,Y);

figure; hold on

surf (Z) ;

surf (ZI);

hold off

Grafica de la funcion original y Vecino mas Cercano
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Gréfica de la funcién original y Bilineal

Gréfica de la funcion original y Bicubico
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3.2. Comparacion Matematica

Para realizar la comparacion entre algunos de los métodos estudiados anteriormente utili-

zaremos la siguiente férmula para encontrar el error de aproximacion.

error = / (f (z,y) — aproximacién (z, y))* dedy
A

Con las siguientes lineas de comandos se calculard el error de aproximacién para la funcién
fi(z,y) = sin (2x) (2* — xy + y?), asi como también, tomaremos el tiempo que se tarda
en realizar los calculos para luego determinar que método es mejor en base a el error y el

tiempo.

%errordeestimacion.m

%#Calcularemos el error de estimacidén para los métodos vecino mas
cercano, bilineal y bicibico mediante la doble integral con 1la
funcidén dblquad contenida en Matlab.

%#Calculamos el volumen de la funcién real

aa=2;

fun0l = @(x,y) sin(2*x) .*(x. 2-x.*y+y."2);

valorIntegral=dblquad (fun01,0,2*%aa,0,2*aa)

valorIntegral =
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19.3373

%LA FUNCION DE INTERPOLACION DEFINIDA
[X0,Y0]l=meshgrid (0:.01:2%*aa) ;
Yvalores exactos

Zexacto=fun01 (X0,YO0) ;

%CALCULA EL ERROR Y EL TIEMPO QUE SE TARDA CADA METODO

%METODO DEL VECINO MAS CERCANO

%#Calcula el error de aproximacién y el tiempo que se tarda con el
comando tic toc.

tic

errorVecino=dblquad (@(x,y) (fun(x,y)-interp2(X0,Y0, Zexacto ,x,y,’
nearest’))."2,0,2%xaa,0,2*aa)

toc

errorVecino =

0.0147

Elapsed time is 34.369820 seconds.

JMETODO BILINEAL

%#Calcula el error de aproximacién y el tiempo que se tarda con el
comando tic toc.

tic

errorBilineal=dblquad (@(x,y) (fun01l(x,y)-interp2(X0,Y0,Zexacto ,x,y
,’bilineal’))."~2,0,2%aa,0,2*%aa)

toc

errorBilineal =

6.0479e-07
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Elapsed time is 0.098126 seconds.

%METODO BICUBICO

%#Calcula el error de aproximacién y el tiempo que se tarda con el
comando tic toc.

tic

errorBicubico=dblquad (@(x,y) (fun01l(x,y)-interp2(X0,Y0,Zexacto ,x,y
,’bicubic’))."2,0,2%aa,0,2%aa)

toc

errorBicubico =
5.4234e-12

Elapsed time is 0.134261 seconds.

Para verificar cual método es mejor utilizaremos la siguiente férmula

1
error X t

M =

donde t es el tiempo en segundos que se tarda el programa en realizar los calculos y error
es el error de aproximacion. Notemos que para valores grandes de error y t, M se hace
pequeno, y para valores pequenos de error y t, M se hace mas grande. Por lo tanto entre

mayor sea el valor de M el método utilizado para interpolar es mejor.

Con la siguiente linea de comando calculamos M para cada método.

>> Mvecino=1/errorVecino*34.369820
Mvecino =

2.3426e+03
>> Mbilineal=1/errorBilineal*0.098126
Mbilineal =

1.6225e+05
>> Mbicubico=1/errorBicubico*0.134261

Mbicubico =
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3.2 Comparacion Matematica

2.4756e+10

De forma analoga podemos realizar los calculos anteriores para las siguientes funciones

1. fo(z,y)=3(1-— x)zexp (—x2 —(y+ 1)2)—10 (% — 3= y5) exp (—x2 — y2)—% exp (— (x+ 1)2 — y2)

2. f3(x,y) = sin (zy)

cuyos resultados se muestran en la siguiente tabla.

Funcién | Método | error de aprox. | tiempo(s) M
Nearest 0.0147 34.369820 2.3426¢e + 03
fi(z,y) | Bilineal | 6.0479¢ —07 | 0.098126 1.6225¢ + 05
Bicubic | 5.4234e—12 | 0.134261 | 2.4756e+ 10
Nearest 0.0033 12.945274 3.8946¢e + 03
f2(z,y) | Bilineal | 4.1251e —07 | 0.089482 2.3289¢ + 05
Bicubic | 4.2608¢ —12 | 0.109025 | 2.7367e+ 10
Nearest | 2.1380e — 04 | 0.139932 654.5057
f3(z,y) | Bilineal | 8.532le —09 | 0.089371 1.0475¢ + 07
Bicubic | 3.1617e —14 | 0.183531 | 5.8047e + 12

Observamos que entre los métodos comparados el mayor valor de M se obtiene cuando se
utiliza interpolacion Bicibica por lo cual podemos concluir que para interpolar una funcién
es mejor el método Bicubico en comparacion al método bilineal y al método vecino mas

cercarno.
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4.

Conclusiones

El diagrama de Voronoi es una herramienta que se puede utilizar en la interpolacién
del vecino mas cercano, ya que asigna el valor de la funcién en el punto dado a todos

los puntos dentro de la celda.

En la interpolacion bilineal construyen y evalian dos funciones lineales de interpo-

lacién, una para cada direccién del plano.

La interpolacién bicibica hace uso de mas datos, los resultados son generalmente

mas suaves.

Para el remuestreo de imagenes es mas recomendable utilizar la interpolacion bicu-

bica sobre la interpolacion bilineal o del vecino mas cercano.

Para la interpolacién en dos dimenciones podemos hacer uso de funciones como

Interp2 y dblquad contenidas en Octave y Matlab.

Al hacer las comparaciones se observo que el método bictibico es el mejor interpolador

entre los métodos Vecino mas Cercano y Bilineal.

En el método de Bezier una superficie, en general, no pasa a través de los puntos
centrales de control; mas bien, se "alarga” hacia ellos, como si cada una fuera una

fuerza de atraccion.
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