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INTRODUCCION

El presente trabajo de tesis se realiza orientado en el Analisis Complejo el cual es
una de las ramas clasicas de las matematicas que tiene sus raices un poco antes del siglo X1X,
con el proposito de facilitar al lector nuestra investigacion previamente se desarrolla teoria
preliminar introduciendo una recopilacion de conceptos basicos, propiedades fundamentales
de funciones; teoremas de vital importancia que estan especialmente enfocados en el analisis
complejo, también se presenta como la serie de Laurent es similar a la serie de Taylor excepto
cuando la funcion no es holomorfa en un punto el teorema de Taylor ya no es aplicable en
ese punto, ademas el comportamiento de los punto que hacen que la funcién no sea
holomorfa los cuales son Ilamados puntos singulares por lo tanto la funcion admite una
representacion en serie de Laurent que nos permitird asimismo caracterizar los diferentes
tipos de singularidades aisladas de la funcion, ademas estableceremos la relacidn que existe

entre el residuo y la serie de Laurent.

Por otra parte el teorema de Cauchy nos afirma que la integral de una funcion que es
holomorfa sobre y en el interior de un camino cerrado es siempre cero. Sin embargo al
extender el teorema a funciones con singularidades aislada las hip6tesis del teorema ya no se
cumplen, por lo que el valor de la integral no resulta en general igual a cero sino que cada
singularidad aporta un término el cual es el residuo de la funcidn en el punto singular, este
resultado esta contemplado en unos de los teorema mas importante del analisis complejo
Ilamado el Teorema del Residuo del que se presentan dos enunciados que se diferencian

con respecto a su camino y su indice.


http://es.wikipedia.org/wiki/Siglo_XIX
http://es.wikipedia.org/wiki/Serie_de_Laurent
http://es.wikipedia.org/wiki/Serie_de_Taylor

El Teorema del Residuo solo lo aplicaremos cuando el nimero de puntos singulares es
finito dejamos abierta la posibilidad para futuras investigaciones cuando el nimero de puntos
singulares sea infinito.

Finalmente EIl teorema del residuo nos permitira hacer uso del calculo de residuos para
evaluar integrales de funciones cuyas trayectorias encierran varias singularidades
independientemente de cualquier tipo de singularidad ya sea polo, removibles o esenciales,
por lo cual conoceremos algunas de sus aplicaciones en el capitulo 111 al calculo de integrales
donde se han seleccionado varios tipos de ellos como integrales definidas , integrales
impropias también se conoceran aplicaciones como el Teorema de Rouché; el Principio del

Argumento y sumas de Series.



CAPITULO |

1. TEORIA PRELIMINAR

1.1 HISTORIA DE LOS NUMEROS COMPLEJOS

Los numeros complejos es un tema que ha sido muy poco estudiado en las
distintas etapas de la educacion, tanto a nivel basico y diversificado e incluso en la
universidad. Al estudiar los numeros complejos nos damos cuenta que es un sistema
muy importante, porque integra varias ramas de la matemética como lo son la
trigonometria, la geometria y el algebra, entonces resulta bastante interesante indagar

un poco mas acerca de este tema, comenzando por su historia.

Isaac Asimov en su libro “De los nimeros y su historia”, relata una historia en
la que un profesor de Sociologia en su clasificacion de la humanidad agrupé a los
matematicos entre los misticos junto con los poetas y los te6logos, ya que para él los
matematicos son misticos porque creen en numeros gque no tienen realidad, para
explicarlo dijo lo siguiente, “La raiz cuadrada de menos uno no tiene existencia 10s
matematicos lo llaman imaginario, pero de alguna manera mistica creen que tiene
alguna clase de existencia”, la verdad es que no hay nada de mistico en ellos, son tan

reales como cualquier otro.

Los numeros complejos fueron ignorados al inicio por ser para la mayoria un
poco extrafios y dificiles de representar, al comienzo los hombres solamente aceptaban
los numeros naturales por ser los mas adecuados para contar objetos que comunmente

se consideran como unidades.

Sin embargo al medir magnitudes como la longitud o el peso las fracciones se
hicieron imprescindibles, los egipcios y babilonios se las arreglaron para elaborar

métodos que les permitieron operar con fracciones.



Los griegos descubrieron que habia cantidades definidas que no podian ser
expresadas como cocientes de nimeros enteros, la nocion de nimero se extiende mas
alla ya que los griegos no aceptaban que hubiera nUmeros menores que el cero. Los
numeros complejos aparecen entre las soluciones de las ecuaciones cuadraticas que
generan raices cuadradas de nimeros negativos los cuales no poseen soluciones reales,
los matematicos griegos que conocian métodos geométricos de resolucion,
consideraban estos problemas irresolubles, el surgimiento de los nimeros complejos
no se debid solo a la imposibilidad de resolver algunas ecuaciones cuadraticas, sino
que viene también de las ecuaciones cubicas, mas adelante con el surgimiento del
algebra durante la edad media, el concepto de nimero se amplia para manipular

ecuaciones, desligadas de la geometria.

Leonhar Euler matemético y fisico suizo intentd6 comprender qué eran
realmente los nimeros complejos y en su "Vollstandige Auleitung zur Algebra"”
(Introduccion Completa al Algebra) que aparecio primero en Rusia en 1768-1769 y en
Alemania en 1770, que es el mejor texto de algebra del siglo XVIII dice: "Puesto que
todos los nimeros concebibles son mayores que cero, menores que cero o iguales a
cero, esta claro que las raices cuadradas de nimeros negativos no pueden ser incluidas

entre los numeros posibles (reales).

En consecuencia debemos decir que son numeros imposibles y esta
circunstancia nos lleva al concepto de tales nimeros que por su naturaleza son
imposibles y ordinariamente se les Ilama imaginarios o ideales, porque existen sélo

en la imaginacion™.

En 1777 Leonhar Euler introdujo el simbolo (por imaginario), que después se
adopt6 de manera general, de modo que podemos escribir, “i * para expresar la raiz
cuadrada de cualquier nimero negativo, cualquier nimero que combine unidades reales

e imaginarias se denomina “complejo”.


http://es.wikipedia.org/wiki/Matem%C3%A1tico
http://es.wikipedia.org/wiki/F%C3%ADsico

Comienza el apartado de “Variable Compleja” con una introduccion histérica
que permite comprender las dificultades que los matematicos han ido encontrando y

resolviendo hasta que la variable compleja se ha convertido en lo que hoy.

Esta introduccion requiere distintas lecturas, quizas, una al principio, pero al ir
avanzando en el estudio de la variable compleja se aconseja volver de nuevo a leerlo,
pues entonces se estara en condiciones de comprender el interés y la importancia de

algunos resultados.

El andlisis complejo es una herramienta extremadamente poderosa con un gran
numero de aplicaciones practicas de forma inesperada a la solucion de los problemas

fisicos.

Por ejemplo, los caminos de integracion, nos facilitan el trabajo al momento de
calcular integrales, mediante la investigacion de las singularidades de la funcién en las

regiones del plano complejo cercano y entre los limites de la integracion.

El que una funcién compleja sea diferenciable en el sentido complejo tiene
consecuencias mucho mas fuertes que la diferenciabilidad usual en los reales, por
ejemplo toda funcién holomorfa se puede representar como una serie de potencias en
algin disco abierto donde la serie converge a la funcion, si la serie de potencias
converge en todo el plano complejo se dice que la funcidn es entera. En particular, las
funciones holomorfas son infinitamente diferenciables, un hecho que es notablemente
diferente de lo que ocurre en las funciones reales diferenciables. La mayoria de las
funciones elementales como, polinomios, la funciéon exponencial y las funciones

trigonométricas son holomorfas.

1.1.1 Funciones de Variables Compleja

La teoria de las funciones de variable compleja se puede considerar como se

observa al analizar su azarosa historia, uno de los milagros de la matematica



La derivabilidad de una funcion real en un abierto solo implica, en general que
esta tenga derivada en los punto del abierto; Sin embargo en el campo complejo basta
que una funcion sea derivable en un conjunto abierto para que sea infinitamente

derivable en dicho conjunto.

La condicion de la derivabilidad es mas fuerte en el campo complejo, puesto
que se deben cumplirse las condiciones de Cauchy Riemann, pero entonces se verifican
otras relaciones: las funciones como transformaciones son conformes (es decir
son funciones que preservan angulos, en el caso mas comdn la funcidn esta entre
dominios del plano complejo), sus funciones componentes son armoénicas ya que
verifican la relacion de Laplace son desarrollables en serie de potencias tiene funcion

primitiva, la integral a lo largo de un camino cerrado es nula entre otras propiedades.

La teoria moderna de las funciones de variable compleja ha tenido cuatro
fundadores: Carl Friedrich Gauss (1777-1855); Augustin Louis Cauchy (1789-1857),
Bernhard Riemann (1826-1866) y Karl Weierstrass (1815 -1897).

Carl Friedrich Gauss no ejerci6 influencia en su tiempo por no haber publicado
nada y haberse encontrado sus manuscrito mucho tiempo después de su muerte, cada
uno de los otros tres matematicos siguié un camino diferente, Cauchy impuso algunas
condiciones restrictivas para que dicha funciones tengan derivadas continuas, su teoria
reposa sobre un teorema muy importante relativo a las integrales complejas y sobre
toda la nocién de residuo. Esta teoria contiene inicialmente los planteamientos

geométricos de Riemann y los aritméticos de Weierstrass.

La imagen geométrica jugd un papel predominante en Riemann, una funcion
compleja era para Riemann una ley por medio de la cual las superficies se puede

transformar y su objetivo fue el de representar estas transformaciones y analizarlas.


http://es.wikipedia.org/wiki/%C3%81ngulo
http://es.wikipedia.org/wiki/Plano_complejo

Weierstrass se preocupd por el desarrollo en series de potencia de la funcion
dentro de su circulo de convergencia, que puede prolongarse mediante la prolongacion
holomorfa, todo resultaba para €l como una consecuencia de la teoria de series y esta
teoria estaba establecida sobre bases sélidas. Los primeros desarrollos en serie de las

funciones elementales aparecieron en el siglo XVI1I.

Taylor utilizo las formulas de interpolaciéon de Gregory-Newton para tener en
1712 la féormula que lleva su nombre y obtener el desarrollo en serie de potencia de una
funcion, cuyas propiedades se probaron por procedimientos algebraicos.

Los analistas se habituaron asi, a lo largo del siglo XVIII a manipular sin
diferencia argumentos reales y complejos no solo en expresiones racionales sino

incluso en la funcién exponencial o en las funciones trigonométricas.

1.1.2 Cauchyy la Variable Compleja

Cauchy estudio con precision la convergencia de una serie de potencias
resaltando la existencia del radio de convergencia, y también el problema reciproco, la
posibilidad de desarrollar localmente en serie de potencia una funcién holomorfa,

siendo el radio de convergencia la distancia del centro a la singularidad méas proxima.

Figura 1.1.1: Augustin Louis Cauchy



Ademaés Cauchy Escribi¢:“Memorie sur les integrales definies prises entre des
limites imaginaires” ("Memoria de las integrales definidas tomado entre los limites
imaginarios”) auténtico el punto de partida de las integrales curvilineas, donde aparece
el concepto de variacién continua de las curvas que hoy se conoce por homotopia y el
caso en el que la funcion se “vuelve infinita” en puntos de un rectingulo de lados

paralelos a los ejes, hasta 1850 Cauchy no consider6 otras singularidades que los polos.

Introdujo la nocion de residuo en “Sur un nouveau genre de calcul analogue au
calcul infinitesimal” ("En un nuevo tipo de calculo similar al calculo infinitesimal)

dando en una nota posterior la formula de los residuos para un rectangulo.

Establecié la férmula integral que llevo el nombre de “Teorema integral de
Cauchy” y las desigualdades de Cauchy de las que se sigue de forma inmediata el

Teorema de Liouville, esencial en el estudio de las funciones enteras.

Una extension importantes de estos resultados se debe a Pierre Alphonse
Laurent (1813-1854) quien considerd funciones holomorfas definidas sobre coronas
circulares (anillos) y llegé al desarrollo conocido con su nombre que es el punto de

partida del estudio de las singularidades esenciales.

Como ya se ha indicado Cauchy no presentd jamas una vision general de su
teoria que fue elaborada en distintas memorias e innumerables notas publicadas en

Comtes Rendues (Recuentos emitidos).

Alrededor de 1844 Joseph Liouville (1809-1882) en sus clases impartidas en
el Collége France (colegio de Francia) dedicadas a funciones periddicas, intentd

establecer una exposicion sistematica de las funciones de variable compleja.

La obra de Cauchy sobre funciones complejas es muy extensa, Cauchy podia
haber escrito un libro sobre este tema pero nunca lo hizo. Los primeros que hicieron
esta labor fueron Charles Auguste Briot y Jean-Claude Bouquet ambos matematicos

franceses.



1.2 EL CAMPO C DE LOS NUMEROS COMPLEJOS

Una caracteristica importante del conjunto R de los nimeros reales es que tiene una
clase positiva R*, que define el orden canénico en R que por ser compatible con las
operaciones tiene, entre otras, la propiedad de que para toda a?es un positivo y por lo
tanto no existe un nimero real x que satisfaga la ecuacion polinémica x? + 1 = 0, para
resolver este tipo de ecuaciones es necesario construir un campo en el que existiera un
numero imaginario i que satisficiera la ecuacion x? + 1 = 0, que fuera una extension
de R.

En la época en que surgié este problema no se conocia el teorema que asegura que para
todo campo K'y todo polinomio f (x) no constante, con coeficientes en K, existe una
extension de K en la que el polinomio tiene al menos una raiz, teorema que valida la
construccion, que resulta mas natural y que la hubiera librado de las objeciones
injustificadas que en su momento se hicieron y que se referian al invento de los

ndmeros imaginarios.

1.2.1 Forma bindémica de un nimero complejo

El simbolo usual (x,y) para representar pares ordenados no es conveniente para

representar el nimero complejo (x,y). Para ello, observa que:

x0)+»0) = (x+y,0)
(x,0)(y,0) = (xy,0)
Esto indica que los nimeros complejos de la forma (x, 0) se comportan respecto a la
suma y la multiplicacién de nimeros complejos exactamente de la misma forma que lo
hacen los nimeros reales respecto a la suma y multiplicacion propias. En términos mas

precisos, R x {0} es un subcampo de C isomorfo a R.



Por esta razon, en las operaciones con nimeros complejos podemos sustituir los
complejos del tipo (x,0) por el nimero real x. Es decir, hacemos la identificacion
(x,0) = x con dicha identificacion el producto x(u,v) tiene dos posibles

interpretaciones:

e Producto del escalar real x por el vector (u, v) (estructura vectorial deR?)
e Producto del complejo (x, 0) por el complejo (u, v). Pero ambos coinciden y

son iguales a (xu, xv).

El nimero complejo (0,1) lo representaremos por i y lo llamaremos unidad

imaginario
Con ello tenemos que
i2 = (0,1)(0,1) = (-1,0) = -1
Ahora podemos escribir
(x,y) = (x,0)+(0,y) = (x,0)+(0,1)(¥0) = x+iy
Una expresion de la forma z = x + iy la expresion bindmica del nimero complejo

(x,y) donde xes la parte real e y es la parte imaginaria del namero complejo, se escribe

Re(z) e Im(z) para representar las partes real e imaginaria de z.

Dos nimeros complejos a + bi 'y ¢ + di son iguales si y solamentesia =cy b = d,
consideramos los numeros reales como el subconjunto del conjunto de los nimeros

complejos con b = 0.

En este caso por ejemplo, los nimeros complejos 0 + bi representa el numero real 0.

Sia = 0, el nimero complejo 0 + bi 0 bi se llama un numero imaginario puro.



Los numeros reales R tiene dos estructuras: la algebraica y la de orden, ambas
estructuras estan armoniosamente relacionadas, pero en C no hay nada parecido,
podemos definir relaciones de orden en C, pero no hay ninguna de ellas que sea

compatible con la estructura algebraica.

En efecto, si suponemos que < es una relacion de orden en C compatible con su
estructura algebraica, como i # 0 habria de ser 0 <i? = —1 (esto todavia no es
contradictorio porque pudiera ocurrir que la relacion < no respetara el orden de R),
pero también 0 < 12 = 1, luego 0 < 1 + (—1) = 0y eso es contradictorio; por tanto,
es imposible definir un concepto de nimero complejo positivo de forma que la sumay
el producto de complejos positivos sea positivo es por ello que no se define en C ningdn

orden.

1.2.2 Fundamentos Axiomaticos del sistema de nimeros complejo

Desde el punto de vista estrictamente 16gico, es convenientes definir un nimero
complejo como pareja ordenada z = (x,y) de nimeros reales x e y sometida a ciertas

definiciones operacionales.

1.2.2.1 lgualdad.

Dos niimeros complejos z; ¥z, se dicen que son iguales si tienen iguales

las partes real e imaginaria. Es decir:

Sizy = (x1,¥1) ¥ Z, = (x5,¥,) entonces

Zy =2, Siysolosix; =x,ey; =Y,



1.2.2.2 Suma.

Siz; = (x1,51) y z = (x3,¥,) entonces

Z1+ 2y = (X + X2, Y1+ Y2)
1.2.2.3 Producto.

Siz; = (x, Y1) ¥V Z2 = (X2,V2) entonces

Z1.Zy = (X, Y1) - (X2,¥2) = (X1X32 — Y1Y2,V1X2 + X1Y2)

En particular, (x, 0)+ (0, »))=(x+0,0+y) y (0,1)( 0)=(0.y—1.0,y.1 +0.0)

., 0)+ (0,y)=(x. ) (0, D, 0) = (0, ).

Luego tenemos que el nimero complejo:

(x, ) =(x,0)+ (0, ). (v, 0).

Por lo tanto el conjunto de los nimeros complejos es, en consecuencia, una Extension

natural de los nameros reales.

Varias propiedades de la suma y el producto de numero complejos coinciden

con la de los niimeros reales. Mostramos las mas basicas:

1.2.2.4 Leyes conmutativas.

v 2,=2,42,, 2,2,=7,7,.

1.2.2.5 Leyes asociativas.

(Zy+ 2,))+ 23= 2,+(2,+ 2,), (2,2,)25= 2,(2,25).

10



1.2.2.6 Leyes distributivas.

z2(z,+ 2,)=722,+ 22,,

1.2.2.7 Identidades.

La identidad aditiva 0 = (0, 0) y la identidad multiplicativa 1 = (1, 0) satisfacen que:

z+0=z 'y z1=1z

1.2.2.8 Inversos.

Cada numero complejo z tiene un inverso aditivo (-z) y, si z #0 un inverso
.1 . -1 .
multiplicativo Z = que satisface

2+(-2)=(-2)+z=(0,0) y zz7'=7"z=1.

1.2.2.9 Demostracion de las leyes planteadas.

Sizy = (xX1,Y1) 22 = (X2,Y2) ¥ 23 = (X3,)3)

1.2.2.9.1 Ley conmutativa para la suma:

2+ 2,= (Xy Y+ (X5 ¥2)= (Xo+ Xy Vit Y,)= (Xo+ Xy Yot V1)= (X, Yo)+ (X Y1)= 2,+ 24

Por lo tanto se cumple la ley conmutativa para la adicion.

1.2.2.9.2 Ley conmutativa para el producto:

2,Z,= (Xg, YD) (X5 Y2)= (X1 Xo= Y1 Yo Yi Xt Xy V)= (XoXi— Yo ¥ X Vit Vo %)
= (Xz X17 Yo Y Yo Xt X, Y1)
= (X5 ¥2)(Xy, Y= 2,2,

Por lo tanto se cumple la ley conmutativa para el producto.

11



1.2.2.9.3 Ley asociativa para la suma:

(z,+ )+ 2= (( Xy, Yo+ (X5, Y+ (X3, Ya)= (X + X, Y.t Yo)+ (Xs, Y3)= (X + X+ X3 Y1t Yot Y3)
= (Xp+ (X X3), Yo+ (Yo V)= (Xl, yo)+ (X,+ X3 Yot Ys)
— (X Y+ (X5, Y2)+ (X5 Y3))= 2,+(Z,+ 25).

Por lo tanto cumple la ley asociativa para la suma.
1.2.2.9.4 Ley asociativa para el producto

(2,2,) Z3= ((Xl, YD (X,, Y3))(X3’ Y3): (X X~ Yy Yo, Y1 Xt Xy Y2)(X3, Y3)

= (X1 Xo™ Y1Y2)Xs™ (Y1 Xot X1 Y2) Y3 Xa( Vi Xo+ X Yo )+ (Xe X~ Y1Y2) V)

= (X Xa X5~ Y1 Y2 Xg)= (V1 Xp Yot Xy Y, Ya) o (Xa YiXot XaXp Yo )t (XX, Y5~ Y1 Y2 Ya))

= (X1 Xo X5~ Y1 Y2 X5~ Y1 Xo Y3~ X1 Yo Vs Xg Y1 Xo+ Xg Xy Yo+ X1 X, Y5~ Y1Y2 Ya)
= (X1 XoX3™ X1 Y2 Y3~ V1Yo Xs™ Y1 Xo Vs Xg Y1 Xo™ V1Yo Vot Xa X1 Yot X1 X, Y3)
= (X1 (X2 X357 Y2 ¥3)~ Vi Yo Xst X2 V3), Ya( X3 Xo™ Yo Vo)t X (X3 Yo+ X, Y3))
= (Xg YD) (XaX5™ Y2 Y3 X3 Yot Xz ¥s)

= (g, YD (X5, Y2)(X5 Yo))= 2,(2,25).

1.2.3 Operaciones fundamentales con nimeros complejos

Al efectuar operaciones con nimeros complejos podemos proceder como en el

algebra de niimeros reales, reemplazando i? por -1.

1.2.3.1 Adicion.
(a+bi)+(c+di)=a+bi+c+di=(a+c)+ (b+d)i.
1.2.3.2 Sustraccion

(a+bi)—(c+di)=a+bi—c—di=(a—c)+ (b-4d)i.
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1.2.3.3 Multiplicacion.
(a + bi)(c + di) = ac + adi + bci + bdi? = (ac — bd) + (ad + bc)i.
1.2.3.4 Division.

a+bi a+bi c—di ac—adi+ bci— bdi’ ac + bd + (bc — ad)i

c+di c+di'c—di c? — d?iz B c? +d?

1.3 REPRESENTACION GRAFICA.
Es usual interpretar el nimero complejo x + iy como el vector del plano (x, y) y, en
ese sentido, se habla del plano complejo.
El eje horizontal recibe el nombre de eje real, y el eje vertical recibe el nombre de eje

Imaginario.

z=x+i

Figura1.3.1

Definicion 1.3.1.

El conjugado complejo, o conjugado de un numero complejo z = x + yi es

Z=x—yl.

13



Definicion 1.3.2.

Valor absoluto o modulo de un numero complejo x + yi esta denotado como
|x + yil| = /x? + y2.

Observa que \/m esta definido sin ambigiiedad; es la raiz cuadrada del nimero
real no negativo x2 + y2.

Geométricamente z es sencillamente la reflexion de z respecto al eje real, mientras que
|z] es la distancia euclidea del punto (x,y) a (0,0) o, también, la longitud o norma

euclidea del vector (x,y) (Figura 1.3.1).

Definicion 1.3.3.
La distancia entre dos nimeros complejos z y w se define como |z — w|.
La representacion gréfica de la suma puede verse en la figura 1.3.2. Dos numeros

complejosz = x + iy yw = u + iv determinan un paralelogramo cuya diagonal es

zZ+w.

|
|
|
i x xt+tu

Figura 1.3.2
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1.4 DESIGUALDAD TRIANGULAR

Las propiedades de los modulos y los conjugado hacen posible deducir
algebraicamente la desigualdad triangula, que proporciona una cota superior al moédulo

de la suma de dos numeros complejos.

Una identidad importante que relaciona el conjugado de un niamero complejo
con su médulo es la igualdad |z|? = z Z que se deduce directamente de la definicion
de mddulo de un numero complejo, y que se ha hecho notar antes, permite utilizar el
producto complejo para trabajar con modulos y es de gran utilidad. La usaremos para

probar que para cualesquiera z,w € C . Notar que |z]| = Rez < z € R{.

Demostraremos que:

a) |zw| = |z|lw|y
b) z+w| < |z |+ |w|

a) Basta observar que |zw| y |z ||w]| son ndmeros no negativos cuyos cuadrados

coinciden, pues;
|lzw|? = zwzZw = zwzw = zZww = |z |2 |w|? = (|z||w]). =

b) Es suficiente probar que |z + w|? < (|z| + |w|)? . En efecto:

(z+w)(z+w)
(z+w)Z+w)

|z + w]| 2

= zZ+ww+ zw + Zw

|z 12 + |w|? + 2 Re(zw)
|z|?> + |w|? + 2|Re (zw)|

IA

< |z|® + |w|? + 2|zw]
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= |z|? + |w|? + 2]|zw| = |z|? + |w|? + 2|z ||W|
= |z|* + |w|* + 2|z ||w|
=(z |+ w])?.

Portanto |z + w|? < (|z| + |w|)?, lo que se queria probar m

1.5 FUNCIONES TRIGONOMETRICAS.

La identidad de Euler, indica que cuando 6 es un nimero real, tenemos

el = cos@ +isenb [1.1]

Demostracion:

Para demostrar la férmula de Euler empleemos el desarrollo en serie de potencia de la

0 n
., X . Jqe .
funcion e* = E e suponiendo que es valido para cuando la variable x es un
n

n=0 """

numero complejo z.

Si tomamos z = i 6. Nos queda:

co . . . 2 . 3 . n
0 @t (i6) (i8)* (i6) (i6)
e = e T T T T
n=0
2 3 4 95
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Agrupando tenemos:

Estos son los desarrollos de cos 6 y sen 8 respetivamente, asi que

e!® = cos @ + i sen 6. Lo que se queria demostrarm

Ahora bien, si cambiamos el signo de 6 en la expresion anterior, obtenemos

e~ = cos(—0) + i sen(—0) = cosf — i sen 6 [1.2]

Sumando las ecuaciones [1.1] y [1.2] obtenemos la expresion real

e + e =2cos0

O bien, finalmente,

cos 6= M [1.3]
2
Si en lugar de sumar estas ecuaciones, restamos [1.2] de la ecuacion [1.1], se habria
obtenido:
el® —e % =2isend
Es decir , sen = e’ ;ie_ie [1.4]
Noétese que:
sen(—z) = —senz Yy cos(—z) = cosz

Asimismo cuando y es cualquier nimero real, podemos usar las funciones
hiperbdlicas

eV —e™V eV +eV
seny=-—S— Yy cosy=

17



Para escribir,
sen (iy) =isenhy Yy cos (iy) = coshy
Las otras cuatros funciones trigonométicas se define en términos del seno y coseno por

las relaciones usuales:

sen cos 1 1
tanz=7e; ctg z = 0 © secz=_-_  cosecz= _—

cos0 seno cos0 seno

1.6 DEFINICIONES PRELEMINARES

Definicion 1.6.1.

Una Curva o arco de curva es una aplicacion continua y : [a,b] — C , tal que a
un namero real t le corresponda un numero complejo y(t) = x(t) + iy(t), donde
x(t) e y(t) son funciones reales y continuas en [a, b]. Hay que distinguir entre la
curva y su imagen (también llamada traza o soporte) que denotaremos por
y* = y[[a, b]] , por ser y una funcion continua la imagen es un subconjunto compacto

de C.

Al punto y(a) se le llama punto inicial de la curva y y a y(b) punto final. Ambos

reciben el nombre de extremos de la curva.

Definicion 1.6.2.

Una curva es cerrada cuando sus extremos coinciden, esto es y(a) =y (b).
Definicion 1.6.3.

Una curva es un arco simple o arco de Jordan si no se corta asi mismo; esto €s, y es

simple cuando se cumple que z(t;) # z(t,) si t; #t, . ver Figura 1.6.1.
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Figura 1.6.1

Definicionl.6.4.

Diremos que una curva es regular si la aplicacion que la define es derivable con

derivada continua esto es, es de clase C!. (Figura 1.6.2)

Figura 1.6.2
Definicion 1.6.5.

Una curva y:[a, b] — C es regular a trozos, que tambien la Ilamaremos camino, si
existe una particionde [a,b], a=t, <t; <+ < t,_; <t, = bdemaneraque

Y= V[[tk_l, tx ]] es regular para 1< k < n.

Definicion 1.6.6.

Una curva es cerrada simple o curva de Jordan si es cerrada y simple excepto en

los extremos a 'y b . (Figura 1.6.3).
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Figura 1.6.3

Definicion 1.6.7.

Llamaremos curva opuesta, de una curva dada y:[a,b] —» C, y denotaremos por

—y:la,b] - Cala curva definida por

(=n@®) =y +a-1)

Se trata de una curva que tiene la misma razén que y pero la recorre en sentido

contrario, esto es, el punto inicial de —y es el punto final de y y viceversa.

Definicion 1.6.8.

Dada dos curva y: [a,b] - C ya:[c,d] = Ccony(b) = a(c), definimos una nueva
curva que llamaremos yuxtaposicién de y y ¢ o tambiénsumade y y o, y lanotaremos
por y + g, como

y(t), sia<t<b

(Y+J)(t)={a(c—b+t), sib<st<b+d-c

Geométricamente se trata de pegar las iméagenes de y y o juntas, de ahi que se exige
que con y(b) =o(c), esto es, que podamos pegarlas de forma continua.
Evidentemente en los puntos de unién entre una curva y otra puede que no haya

derivabilidad.
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Definicion 1.6.9.

Se llama entorno (o vecindad) de radio r, de un punto z, al conjunto de todos los
puntos ztalesque |z — zy| < r donde r es cualquier nimero positivo dado (Figura
1.6.4).

lz — zp| < 7

”~ ~
P
¢ Z v N
/ \
I \
| Z; I
\ /
\ /
\ /
~ - _ e
Figura 1.6.4

Definiciéon 1.6.10.

Un punto z, se llama un punto interior de un conjunto S si podemos encontrar una

vecindad de z, cuyos puntos pertenecen todos al conjunto S

Definicion 1.6.11.

Un conjunto es abierto cuando todos sus puntos son interiores.

Definiciéon 1.6.12.

Un punto z, es llamado un punto de acumulacion de un conjunto S, si cada vecindad

de z, contiene al menos un punto de S distinto de z,.
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Definicion 1.6.13.

Un conjunto S es acotado si existe un nimero real positivo R tal que toda z en S

satisfaga |z| < R. Si esta condicion no se cumple decimos que S es no acotado.

Definicion 1.6.14.

Un conjunto es compacto, si es cerrado y acotado.

Definiciéon 1.6.15.

Un conjunto S es conexo si no puede ser representado como unidn disjunta de dos
conjuntos abiertos y no vacios tales que ninguno de ellos contenga puntos fronteras

del otro.

Definiciéon 1.6.16.

Un dominio es un conjunto conexo abierto.

Definicion 1.6.17.

Una Regidn es un dominio con todos, algunos o ninguno de sus puntos fronteras.

Definicion 1.6.18.

Una region G se llama simplemente conexa si cualquier curva simple cerrada

contenida en G encierra solo puntos de G.
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Definiciéon 1.6.19.

Una regidn es multiplemente conexa si es una region con agujeros. (Figura 1.6.5)

Im(z)

Re(z)

Figura 1.6.5

Definicion 1.6.20.

Si los puntos de un conjunto S se pueden poner en correspondencia uno a uno con los
numeros naturales 1, 2,3... (Aplicacion biyectiva), se dice que el conjunto S es

numerable. En caso contrario se dice que es no numerable.

Definicion 1.6.21.

Sea Q un abierto en C. Una funcion f : Q — C es holomorfa en Q si es derivable en
todos los puntos de Q. En tal caso esta definida la Funcién f': Q — C que a cada
punto le asigna su derivada. Diremos que f es holomorfa en un punto z si es

holomorfa en un entorno de z.

23



Definiciéon 1.6.22.

Un disco de radio € y centro z, se denomina disco abierto cuando no incluye los

puntos de la frontera del disco lo expresamos asi D(z,, &) ={z € C: |z — 25| < €}.

Definiciéon 1.6.23.

Un disco de radio € y centro z, se denomina disco cerrado cuando incluye los puntos

de la frontera de dicho disco (Ver Figura 1.6.6). Lo expresamos asi

D(zg,e) ={z€ C : |z—2zy| < &}

E(ZOI‘(:)

Figura 1.6.6

Definicion 1.6.24.

Llamaremos entorno reducido de radio r de un nimero complejo z, al conjunto:

D'(zo, 1) = A(20,0,7) = D(zo,7)\ {20} (Figural.6
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D’ (z,, 1)

Figura 1.6.7

En estos términos, un punto z, es una singularidad aislada de una funcién f si f esta

definida (y es holomorfa) en un entorno reducido de z, pero no en z,.

Definiciéon 1.6.25.

k
La serie determinada por una sucesion {a,, },,cy de nimeros complejos es la serie Z a,

n=1
k k

La serie Zan es convergente si la sucesion de las sumas parciales s, :Zan
n=1 n=1

converge.

k
Una condicion necesaria (no suficiente) para que la serie Z a, sea convergente es que
n=1

lima, = 0.Cuando una serie no converge se dice que es divergente.

n—o0

Definiciéon 1.6.26.

0 o0
Una serie Z a, es absolutamente convergente si la serie real de los modulo Zl a, |

n=1 n=1

converge.
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Definiciéon 1.6.27.

Diremos que dos integrales impropias tienen el mismo caracter, y lo representamos

por "~ ", sison simultaneamente convergentes, divergentes o oscilantes.

Definicion 1.6.28.

Los subconjuntos cerrados de conjuntos compactos son compactos.

Definicion 1.6.29.

Si un conjunto es finito entonces es cerrado.

1.7 TEOREMAS BASICOS

El siguiente teorema, es enunciado, omitiendo su respectiva demostracién dado que se
requiere mas teoria que no se considera en el presente trabajo.

Teorema 1.7.1.

Una curva de Jordan divide al plano complejo en dos Regiones o dominios (abiertos
conexos), una de ellas es acotado y diremos que es el interior a la curva.

Teorema 1.7.2. (Teorema de Morera)

Si f escontinua en un dominio D simplemente conexo. Si ff f (z)dz = 0 para todo
Y

camino cerrado y € D, entonces f es holomorfa.
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Demostracion:

Como Si iff(z)dz -0, §f(w)dwes independiente de cualquier camino C que

Y C

empiece en z; y acabe en z. Entonces podemos definir la funcion

F(z):If(W)dw.
21

De donde se infiere F'(z) = f (z) Yy luego como la derivada de una funcion holomorfa

es holomorfa, asi f es holomorfa. m

Teorema 1.7.3.

Sea f:[a,+9)— R integrable en [a,t] paratodo t > a y sea b=a. Entonces
[fogdx ~ [ f9dx
a b

Demostracion:

Como

t—+0

lim _t[f(x)dx= tIimﬁf(x)dx +.t[f(x)dx ] =_Tf(x)dx + Iimjf(x)dx
a ot a b a t_Hooa

El limite de la izquierda es finito, infinito o no existe si el limite de la derecha es finito,

infinito o no existe respectivamente. Y viceversa. Como se deseaba demostrar m
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Teorema 1.7.4. (Teorema de comparacion de integrales impropias)

Sean f,g:[a,+o)— R integrablesen [a,t] paratodo t > ay supongamos que

existe b>a talque 0 < f(x) < g(x) paratodo x> b.

Entonces:

a) Si jg(x)dx converge :>jf(x)dx tambien converge
a a

b) Si If(x)dx diverge :>jg(x)dx tambien diverge .
a

a

Demostracion:

Por el Teorema 1.7.3

[ fo9dx ~ Tf(x)dx y fo g(x)dx ~ Tg(x)dx
b a b

a
Luego basta probarlo [b,+).

+00 t
a) Si jg(x)dx conwerge, G(t) = jg(x)dx estd acotado superiormente.
a b

Porser 0 < f(x) < g(x), se tendra que

F () =j f (x)dx < j g(x)dx=G(t)
b b

+00
Luego F(t) esta acotada superiormente y '[ f(x)dx es convergente
b
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+00 +00 t
b) Si [ f(x)dx diverge tambiénloes [ f(x)dx y, portanto F(t)= [ f (x)dx no
a b b

estd acotado superiormente. Como F(t) < G(t), G no estd acotada
+00 +o0

superiormente y J'g(x)dx es divergente, luego Ig(x)dxes divergente. m
b a

1.8 ALGUNAS PROPIEDADES DE LAS INTEGRALES

Si f (z) y g(2) son integrables a lo largo de un camino y, entonces

a) I(f(z)+g(z))dz=jf(z) dz+jg(z)dz
Y Y

Y

b) jf(z)dz:jf(z) dz+'[f(z)dz

e y y

C) IKf (2)dz = KI f(z) dz con K una constante real o compleja

Y Y

d) If(z)dz:—jf(z)dz
=Y Y

e) Para cualquier constante no negativa M tal que los valores de f sobrey yL
la longitud de y satisfaga | f (Z)| < ML , se deduce que el modulo del valor de

la integral de f alo largo de y no supera a ML:

'[ f(z)dz < ML
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1.9 SERIES DE POTENCIAS

Las series de potencias son un tipo particular de series de especial importancia pues

cualquier funcién holomorfa puede representarse por medio de términos del tipo
$(2)=2 a,(z-12,)"
n=0

Veamos entonces las propiedades que cumplen las series de potencia:

a) S(z) puede integrarse termino a termino es decir

Donde f (z) es una funcién continuaen y.

b) En particularsi f (z) = 1 de acuerdo con la propiedad anterior tenemos que

IS(Z) dz = ianj(z—zo)”dz =0
Y n=0

Y
Como el resultado anterior es valido para todo camino y, por el teorema de Morera

deducimos que S es holomorfa en toda la region de definicion.

c) S(z) Puede derivarse termino a termino
S'(2)=>Y na,(z-z,)""
n=0

d) dos series pueden sumarse y restarse, asimismo pueden multiplicarse y dividirse.
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El siguiente resultado sobre integrales curvilineas y convergencia uniforme resulta

atil en muchas ocasiones.

Teorema 1.9.1.

Sea ¢ un arco y { f } una sucesion de funciones continuas sobre ¢ * que
nin=1

converge uniformemente a una funcion f .

Entonces existe

|inmJ'fn(z)dz=J'fn(z)dz
[ ¢

Observacion:
Denotaremos por ¢ * a la imagen del arco descrito en el Teorema.

Demostracion:

Notar que la funcion f es continua por ser limite uniforme de funciones continuas.

Sea €>0. Existe un numero natural n, tal que si n>mn, entonces

f(z)— f n(z) <e/(L(p)+ 1)| paratodo z e .

Entonces

supf{| t (D — f_()|/zed’} < W)+ D)

Y por consiguiente,

j f(z)dz— j f(2)dz = j ((2)- 1, (2))dz < &iﬁi“

Esto completa la prueba. m

31



Lema 1.9.2. (Recubrimiento de una Region)

Sea f holomorfa en una region cerrada R constituida por los puntos interiores a un

camino cerrado simple positivamente orientado y junto con los puntos del propio y .
Para todo numero positivo &, la region R puede ser recubierta con un numero finito de
cuadrados parciales, indicados por j = 1,2, ..., n tales que en cada uno de ellos hay un

punto fijo z; para el cual la desigualdad

F(2)-1(z))

Z—Zj

<e (z#z) [1.5]

Se satisface para todos los demas puntos de ese cuadro o cuadrado parcial.

Demostracion:
Primeramente consideremos la posibilidad de que en el recubrimiento contruido exista

algun cuadrado o cuadrado parcial en que no exista un tal punto z;.

Si esa subregion es un cuadrado, contruimos cuatro cuadrados mas pequefios uniendo

los puntos medios de sus lados opuestos (Figura.1.9.1).

Si la subregion es un cuadrado parcial, hacemos lo mismo y descartamos las porciones
que quedan fuera de la region R. Si en alguna de estas subregiones no existe un punto

z; que haga valida la desigualdad [1.5] para todos los demas puntos de ella distintos

de z, construimos cuadrados todavia mas pequefios, etc.
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Figura.1.9.1

Haciendo esto con cada una de las subregiones originales que lo requiera,
encontraremos tras un ndmero finito de pasos que podemos recubrir la region R con
una coleccion de cuadrados y cuadrados parciales en los que el lema es cierto.
Supongamos, por otro lado, que los deseados puntos z; no existen tras subdividir una
de las subregiones dadas un numero finito de veces. Sea g, esa subregion, si es un
cuadrado, y sea g, el cuadrado completo del que forma parte, en caso de que se trate
de un cuadrado parcial. Tras subdividir g, al menos uno de los cuatro cuadrados
nuevos, denotemoslo por oy, debe de contener puntos de R pero no un apropiado z;.
Entonces subdividimos o; Yy continuamos de esta manera.

Puede suceder que tras la subdivision de un cuadrado oj_; (k =1,2,...), sea posible
elegir mas de uno de los subcuadrados. Para especificar una eleccion tomamos como
oy el que esta mas abajo, y si hay varios en pie de igualdad el que esta mas ala

izquierda.
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Dada la forma en que se ha construida la sucesion infinita
Opy 01,02y ey Of—1) Oy ween [1.6]

De cuadrados encajados, es facil probar que hay un punto z, comdn a todos 1os ay;
ademas, cada uno de estos cuadrados contiene puntos de R aparte del z,. Recuérdese
que los tamarios de los cuadrados de la sucesion eran decrecientes y notese que
cualquier § entorno |z - z,|< § de z, contiene tales cuadrados cuando sus diagonales
miden menos que §. Todo § entorno |z - zy|< § contiene, por tanto, puntos de R distintos
de z,, y eso significa que z, es un punto de acumulacion de R. como es R es cerrada,

se sigue que z, es un punto de R.

La funcion f es holomorfa en R y en particular en z,. En consecuencia, existe

f '(ZO) .De acuerdo con la definicion de derivada, para cada e positivo existe un &

entorno |z - zy|< 6 tal que la desigualdad

f(z)-f
(23—20(20) —f'(z0) <¢

Se satisface para todos los puntos de ese camino distintos de z,. Pero el camino |z -
Zy|< & contiene un cuadrado o;, cuando el entero K es lo bastante grande como para

que la diagonal de ese cuadrado mida menos que § (Figura 1.9.2).

Asi pues z, sirve como un punto z; en [1.5] para la subregion constituida por el

cuadrado gy, 6 una parte de oy.. En contra de la manera que se elabor6 la sucesion [1.6],
por tanto, no es necesario subdividir o,. Llegamos asi a una contradiccion, y la

demostracion del lema queda terminada. m
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Figura 1.9.2

Teorema 1.9.3. (Teorema de Cauchy para un camino cerrado simple)

Si una funcién f es holomorfa en todos los puntos interiores a un camino cerrado

simple y sobre los puntos de y, entonces

If(z)dz:o
Y

Demostracion:

Dado un namero & positivo arbitrario consideremos el recubrimiento R de lema 1.9.2
(Recubrimiento de una region). Definimos sobre la j- ésimo cuadrado o cuadrado
parcial la siguiente funcion, donde z; es el punto de esa subregion que apareceria en el
enunciado del lema:
M—f'(zj) si z2#1;
5,(2) = z-1; [1.7]

0 Si z2=1;
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Por la desigualdad [1.5] del Lema 1.9.2 (Recubrimiento de una region)
|6(zj(z)| < ¢ [1.8]

En todos los puntos z de la subregion sobre la que &;(z) esta definida. Asi mismo la

funcion 8 (z) es continua en la subregion, ya que f (z) loesy

lim &;(z2)=1f"'(z;)-f'(z;)=0
27,

A continuacion, sea y; (j = 1,2,...,n) los caminos orientados positivamente de los

cuadrados (o cuadrados parciales) anteriores que recubren R.

A lavistade [1.7], el valor de f en un punto z sobre cualquier y; particular se puede

escribir

f@ = f(z)-2zf(z)z+(z - 2)8 (2);

Y eso significa que

J'f(z) dz=[f(z,)-2 1 '(zj)]J'dz+ f '(zj)J.zdz+J'(z—zj)5j(z) dz [1.9]

Y Yj Yj Yj

Pero

J.dz=0 y J.zdz=0

Yj Yij

Ya que la funcion 1 y z admiten primitiva en todo el plano complejo. De modo que la
ecuacion [1.9] se reduce a

jf(z)dz: j(z—zj)sj(z)dz (j=12,.n) [1.10]
Vi Vi
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La suma de las n integrales de la izquierda en las ecuaciones [1.10] se puede escribir
n
ZJ' f (z)dz :I f (z)dz
j:l Yj Y

Ya que las dos integrales a lo largo del camino comun a cualquier par de subregiones
adyacente se cancelan entre si, porque estan orientadas en sentido opuesto en cada una
de ellas (Figura 1.9.3). Solo sobreviven las integrales a lo largo de los arcos que forman

parte de y. Luego, debido a que las ecuaciones [1.10].
n
J' f(2)dz = Zj(z—zj)éj(z)dz
Y L yj
Y por tanto
n
jf(z)dz =y j(z— 2,)8,(2)dz [1.11]
Y = y;

Usamos ahora la propiedad 1.8 d) de las integrales, para hallar una cota superior a cada
valor absoluto de la derecha en la desigualdad [1.11]. A tal efecto, recordemos primero

que a cada y; coinciden entera o parcialmente con el camino de un cuadrado.

En cualquiera de los dos casos, sea s; la longitud de un lado del cuadrado, como en la

j — ésima integral tanto la variable z como el punto z; estan en ese cuadrado,
|Z - zj| < |2s;.

Entonces, por la desigualdad [1.8] sabemos que cada integrando de la derecha

en [1.11] cumple la condicién

|(z - Zj)dj(z)| <./ 2sje. [1.12]
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En cuanto a la longitud de y;,es 4s;si y; es el camino de un cuadrado.

En ese caso, sea 4; es el area del cuadrado completo, encontramos que

[(z-12))8;(0)dz | < J2s;eds; = 4[24¢. [1.13]
Vi

Si y; es el camino de un cuadrado parcial, su longitud no excede de 4s; + L;,

donde L; es la longitud de aquella parte de y; que al mismo tiempo parte de y.

De nuevo, denotamos por A; el area del cuadrado completo, encontramos que

j(z —2))5,(2)dz < \Zs;e(as; ¥ L) < 4 J2AE + V2 SLye, [1.14]

¥j

Donde S es la longitud de un lado de algin cuadrado que encierra todo el
camino y asi como a todos los cuadrados del recubrimiento original R

(Figura 1.9.3).Notese que la suma de todos los A4; no supera a S2.

Figura 1.9.3
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Si L denota la longitud de y , se desprende ahora de la desigualdad [1.11], [1.13] y
[1.14] que

ff(z)dz < (4V28% + V2 SL)e.

Y

Como el valor de ¢ es arbitrario, podemos escogerlo de manera que el lado derecho de

esta Ultima desigualdad sea tan pequefio como queramos.

El lado izquierdo, que es independiente de &, ha de ser, por consiguiente, igual a cero,

y la afirmacion jf(z)dz:o queda probada. Esto completa la demostracion del
Y

teorema de Cauchy. m

El teorema de Cauchy admite la siguiente extension relativa a dominios simplemente

Conexos.

Teorema 1.9.4. (Teorema de Cauchy extendido a dominios simplemente

CONEX0s)

Si una funciéon f es holomorfa en un dominio simplemente conexo G, entonces

[ f(2)dz=0 [1.15]
Y

Para todo camino cerrado y contenido en G.

39



Demostracion:

En efecto, si y es simple y esta contenida en G, la funcion f es holomorfa en todo

punto interior de y y en todo punto de y ; y el Teorema 1.9.3 (Teorema de cauchy

para caminos simples) asegura la validez de [1.15].

Ademas si y es cerrado pero intersecta consigo mismo un numero finitos de
veces, consta de un numero finito de caminos cerrados simples como ilustra la
Figura 1.9.4, aplicando el Teorema 1.9.3 a cada uno de estos caminos cerrados

simples obtenemos el resultado deseado paray. m

0 X
Figura 1.9.4

También el Teorema de Cauchy se puede, asimismo, extender de modo que admita

integrales a lo largo del camino de un dominio maltiplemente conexo.
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Teorema 1.9.5.
Supongamos que

a) y esun camino cerrado simple, con orientacion positiva.

b) vy, (k=1,23,..., n) denota un niumero finito de caminos cerrados simples,
orientados positivamente, interiores a y y cuyos interiores no tienen puntos
en comudn. (Figura 1.9.5).

Siunafuncion f esholomorfaen laregion cerrada formada por los puntos interiores

ay o del propio y, excepto los puntos interiores a cada y; entonces

jf(z)dz+i J' f(2)dz=0 [1.16]

¥ k=l v,

Figura1.9.5

Demostracion

Para probarlo introducimos un camino poligonal L; formado por un numero
finito de segmentos rectos unidos entre si, que conecte el camino exterior y con el
camino interior y;, introducimos otro camino poligonal L, que una y; con y, Yy

continuamos asi con L,,,, conectando y,, cony.
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Como se ha indicado mediantes las flechas de medias puntaenla Figura1.9.5,
se pueden formar dos caminos cerrados simples I'; y I, consistente cada uno en
caminos poligonales L, o L_, y fragmentos de y y de y; , y orientado de manera que
los puntos encerrados por ellos queden a la izquierda. Ahora podemos aplicar a f el
Teorema 1.9.3 (Teorema de cauchy para caminos simples) sobre I'; y I, y la suma
de las integrales sobre esos caminos resulta cero. Como las integrales en direccion
opuesta a lo largo de cada L; se cancelan, solo quedan las integrales a lo largo de y y

de y ; y se concluye que

jf(z)dz+z f(z)dz=0m

o0
¥ k=l v,

Corolario 1.9.6.

Sean y; Y y, caminos cerrados simples positivamente orientados, donde y, es interior

ay; (Figura 1.9.6). Siunafuncién f esholomorfaen laregion cerrada que forman
esos caminos y los puntos situados entre ellos, entonces

I f(2)dz = I f (2)dz
Y

Y1 2

A

Figura 1.9.6
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Teorema 1.9.7. (Férmula Integral de Cauchy)

Sea f (z) holomorfa en el interior y en los puntos de un camino cerrado simple y ,

orientado positivamente. Si z, es un punto interioray .

Entonces

f(zo)zlj @) g,

2rid -1,
Y

Es decir, la funcién en z,, esta relacionada con la funcién en y, este es un resultado

muy importante en variable compleja.

Se puede utilizar este resultado para calcular integrales si lo ponemos como

f(z) . . .
Jz—zo dz =2ri f(zq) [1.17]
Y

Demostracion:

Al ser f continua en z,, a cada &, por pequefio que sea, le corresponde un § tal que
| £ (2) — £ (20)| < & Siempre que |z — zy| < &, elijamos ahora un numero positivo
p menor que 6 Yy tan pequefio que en el circulo positivamente orientado |z — z,| < p,

denotado y, en la (Figura 1.9.7), sea interior a y.

Entonces

| f (2) — f (20)| <& Siempre que |z — z,| = p. [1.18]
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y
14
Yo
0 X
Figura 1.9.7
- f(2) y
Puesto que la funcion . es holomorfa en la region cerrada formada por y y yo y
— 40

los puntos entre ellos, sabemos por el Corolario 1.9.6 que

[10 g [0

z-1, -1
Y Yo
Lo que nos permite escribir
j @) dz—f(zo)j dz =If(z)_f(z°)dz [1.19]
z-2, z-2, z-z,
Y Yo Yo
Ahora bien
J. dz =2ri
z-12,
Yo

44



Y por tanto la ecuacion [1.19] se convierte en

f(2) f(2)-f(2),
{Z . dz—2n |f(z0)_yjzzoo [1.20]
0

Refiriéndonos a [1.18] y observando que la longitud de y, es 2mp, podemos aplicar la

propiedad 1.8. d) de las integrales

f(z
_[ (2) dzj< < 27Tp—27re
Y

En vista de la ecuacion [1.20], tenemos,

J, %) 0n2nit ) < 2.
i

Como el lado izquierdo de esta desigualdad es una constante no negativa menor que un
ndmero positivo arbitrariamente pequefio, debe ser cero, y en consecuencia la ecuacion

[1.17] es valida y el teorema esta demostrado. m

En el siguiente ejemplo se muestra bajo qué condiciones es aplicable la formula
Integral de Cauchy.

Ejemplo 1.9.8.
En las siguientes figuras se muestra bajo qué circunstancias es aplicable la formula

Integral de Cauchy.
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Imiz)

A

Re(z)
-

Figura 1.9.8
El punto z, esté dentro de y

Si se aplica formula de Cauchy

Im(z)
Im(z) A
A G
G
Re(z)‘ Re(z))
Figural.9.9 Figura 1.9.10
El punto z, no esta El punto z, esta
dentro de y en el borde dey

No se aplica la formula de Cauchy
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1.10 SERIES DE TAYLOR

Teorema 1.10.1.

Sea f una funcidn holomorfa en un disco abierto | z — z, | <R, centradoen z,y
de radio R, (ver Figura 1.10.1). Entonces en todo punto z de ese disco f (z)admite

la representacion en serie de potencia.

(2= a(z-2,)" (12— 20| <Ro ) [1.21]
n=0
Donde
(n)
a, = anZO) (n=12,..) [1.22]

Es decir, esta serie de potencias convergea f(z)cuando|z —z,|<R, .

7 4 \
// ° R, \
l z |
\ 0 /
\ /
~ S~ //
X
Figura 1.10.1
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Este es el desarrollo de f (z)en serie de Taylor en torno al punto z,. Es la familiar

serie de Taylor del célculo, adaptada a funciones de una variable compleja.
Hagamos notar que, con el convenio de que f(o)(zo) =f(z)) y 0l=1

f f

(IZO) (z—29)+

. (fo)(z—zo)%... [1.23]

f(@)= )+ :

Obsérvese ademas que cuando f es entera, el radio R, del disco puede tomarse
arbitrariamente grande. En estas circunstancias, la serie convergea f (z)entodo punto

z del plano finito, y la condicion de validez se convierteen |z — z, | <.
Demostracion

Demostraremos primero el teorema con z, = 0; la demostracion para el caso de
z, arbitrario serd consecuencia inmediata. Para empezar, sea C, cualquier circulo
positivamente orientado |z| = r, contenido en el disco |z| < R,, pero lo bastante

grande como para que el punto z sea interior a él (Figura 1.10.2).

Se aplica entonces El Teorema 1.9.7. (Férmula Integral de Cauchy)

t(2)= > [ O [1.24]
2mi S S—12

Ahora bien

1 1] 1
s—z s|1-(z/s)
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Figura 1.10.2

Haciendo uso de la identidad

1+z+72%+. 42" =

Obtenemos

=1l4+c+c*+--+c" 14+

N=172,..
1—c 1—c ( "

Cuando c es cualquier nimero complejo distinto de la unidad.

Por tanto

+(ZJN_1+ (2/5)" ]
S 1-(z/s)

49



A continuacion, multiplicamos esta ecuacion por f (s) /(2mi), e integrando cada

uno de sus miembros a lo largo de C, respecto de s. A la vista de [1.24] y de que

1 If(s)dsz f™(n)

o l sl l n=012,..),
Podemos escribir el resultado como sigue:
f(2) =f(0)+% zZ+ %z + oo %Z”"l-i-p,v(z), [1.25]
Donde
pn(2) = ;: CI(SE(ZS))SN ds [1.26]
0

Supongamos que |z| = r. Entonces, si s es un punto de C,,
|s —z| = ||s| — |Z|| =1,—T.
Asi pues, si M denota el valor méaximo de |f(s)| sobre Cy; luego

lim py (2) =0
N —o0

Luego vemos de la ecuacién [1.25] que

(@=1@+ @ 'Oz, 170,

1.27
il 2! n! [1.27]
En el disco abierto |z| < R, . Esto es,

= ()

n=0 :
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Este caso especial de la serie [1.21] en que z, = Ose Ilama una Serie de Maclaurin.

Supongamos ahora que f es como en el enunciado del teorema, donde el disco de

radio R, esta centrado en un punto arbitrario z,. Como f es holomorfa cuando

|z — zo| < Ry, la funcion compuesta f(Z+2;) esholomorfacuando  |(z + z,) —

Zol < Ry .

Pero esta condicion no es sino |z| < Ry, y se llamamos g(z) = f(Z+2;) la holomorfia

de g en el disco |z| < R, asegura la existencia de una representacion en serie de

Maclaurin:

0 (n)
9= 9 O (2<Ro)
n=0 -

Es decir

> 1(0), 0

f(z+29)=>] o Qz\<RO)
n=0 -

Finalmente, sustituyendo z por z — z, en esta ecuacion y en su condicion de validez,

Ilegamos a la deseada representacion en serie de Taylor para f (z) en torno al punto

Zp. W

1.11 SERIES DE LAURENT

Si una funcion no es holomorfa en un punto z, no podemos aplicar el teorema de
Taylor en ese punto. No obstante, es posible hallar una representacion en serie para f

(z) que contenga tanto potencias positivas como negativas de (z — z,) esta es llamada

serie Laurent.
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Teorema 1.11.1.

Dada una serie de la forma

@)=Y a,(z-2)"
n=1

Existe un r = 0 de modo que la serie converge absoluta y casi uniformemente en el
conjunto {z € C| |z —zy| > 0} a una funcion holomorfa y diverge en D(z,,1)

(admitiendo la posibilidad r = 40, en cuyo caso la serie diverge en todo C).

Demostracion:

Consideremos la serie de potencia
o0
n
9(2)= Zanz
n=1

Sea R > 0 tal que g converge absoluta y casi uniformemente a una funcién holomorfa
en el disco D(0,R) y diverge en el complementario del disco cerrado. Sea r = 1/R
(entendiendo que 1/+00 =0y 1/0 = +00).

SeaA = {z € C||z — z,| > r}. Lafuncion h: C\{z,} — C\{0} dada por h(z) =
1/(z — z,) es biyectiva y holomorfa (en particular continua). Ademas biyectiva el

abierto A con disco D(0, R).

La funcion h o g es, pues, una funcion holomorfa en A 'y viene dada por

o0
z a, (Z - ZO)_n
n=1
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Por lo tanto la serie f converge en A. Anélogamente se ve que si f convergeria en

un punto z tal que |z — z,| < r entonces g convergeria en un punto z' = h(z) tal que

|z'| > R.

Finalmente, si K es un compacto contenido en A, entonces h[K] es un compacto

contenido en D(0, R) y g converge uniformemente en h[K]. De aqui se sigue que f

converge uniformementeen K. m

Teorema 1.11.2. (Teorema de Laurent)

Sea f una funcion holomorfa en un dominio anular R1 < |z —2z, |< R2 yseay

cualquier camino cerrado simple en torno de z, , orientado positivamente, contenido

en ese dominio (Figura 1.11.1). Entonces, en todo punto z de ese dominio, f (z) admite

la representacion en serie.

f(z)=ian(z—zo)”+i(zb;)n (R, <lz—2y|< Ry, ) [1.29]
n=0 = )

Donde

_ 1 1@

== . (n=01.) [1.30]
" Zmy(z—zo)nl
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_lp 1@ _
" o L) ™ dz (n = 12..) [1.31]

El desarrollo de [1.29] se suele escribir

(@)= Ycalz-2,)" (R, <lz—71< Ry) [1.32]
Donde

_ 1 1@ _

”_2ni£(z-zo)"” dz  (n=0,+1 +2..) [1.33]

Cualquiera de las dos formas [1.29] o [1.32], se llama una Serie de Laurent. Notese

que el integrando en [1.31] se puede escribir f (z)(z — zy)™ 1. Asi es claro que
cuando f esholomorfa eneldisco|z—z,|< Rz , este integrando lo es también.

Por tanto todos los coeficiente b,, son ceros Yy como

1 @ g, ") (n=012.)

2mi Y (2 -z)"" n!
Y
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El desarrollo de [1.29] se reduce a una serie de Taylor centrada en z,.

Sinembargo si f no es holomorfaen z, pero lo es en el resto del disco |z — zy|< R2

.él radio R1 puede tomarse arbitrariamente pequefio.

La representacion [1.29] es vélida entonces para 0< | z — z, |[< R2. Anélogamente si
f es holomorfa en todo el plano finito exterior al circulo |z — z,| = Ry, la condicion de

validez es Ri<|z — zj |< oo.

Teorema 1.11.3. (Desigualdad de Cauchy)

+00
Sea » a,(z—zp)" unaserie convergente en D(zo, R) y sea
n=0

M (r) =sup{ | f (2)| : z € dD(zo,7)} para 0 < r < R. Entonces |a, |[<M(r)ir" .

Demostracion:

Por el teorema de Taylor (Teorema 1.10.1) y la unicidad del desarrollo en serie nos

f(n)(zo)
n!

dan que a,= n=12,.. y por Teorema 1.9.7 (Férmula Integral de

Cauchy) resulta que

1 f(2) 1 M(r)  M(r)
a, |= —/— dz/< 27r =
2| 2mi J. (z-24)" 2mi T T

l2—zl=r

Por lo tanto

la, | < w . Como se deseaba demostrar.m
r
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Teorema 1.11.4. (Teorema de Liouville)
Toda funcidn entera y acotada es constante.
Demostracion:

Sea f unafuncion enteray supongamos que | f (z)| < M para todo ze C.
Sear > 0yseaM (r) =sup{ | f (z)|: z € aD(z,,7)}. Obviamente M (r) < M para

todor > 0.

Desarrollamos f en serie de Taylor f(z) = > a,z" Teorema1.11.3
n=0

(desigualdad de Cauchy) nos da que | a, |[<M(r)f" <M/r" | peron > 1 entonces

lim M/r" =0, luegoa, = Opara n =1, luego f (z) = a, es constante. m
N—o0

Teorema 1.11.5. (Teorema de Cauchy para Triangulos)

Sea f wuna funcidon holomorfa en un abierto QS C y sea A(a,b,c)un

triangulo de vértices a,b,c contenido en Q, esto es,
A(a,b,c) = {Ma+Kb+yC:p+k+y =1, A,y ZO}C Q
Entonces

jf(z)dzzo

[a,b,c,a]

56



Demostracion:

Llamemos y =[a,b,c,a], A=A(a,b,c) el =I f (w) dw- El objetivo es probar que 1 =0
Y

para esto consideramos los puntos medios de los lados
. b+c
a =

— b
2 2 2

. a+c . a+b
= CcC =

Podemos escribir | en la forma

I:jf(w)dw: jf(w)dw+ jf(w)dw+ jf(w)dw+ jf(w)dw

y [ab.cal [ab.c.al [ab,c.al [ab,c.al

Esta igualdad es cierta ya que hay caminos (los interiores a los triangulos) que estan

recorridos en direcciones opuestas luego las respectivas integrales se anulan

(Ver Figura 1.11.2) si llamamos J1,J5,J3,J, a estas cuatro integrales, 1, a una de

las integrales de mayor modulo de entre ellas, y v, =[a,,b,,c,,a,]al camino de 1,

tenemos
|41y ]

Repitiendo el mismo argumento para el triangulo A, = A(a,,b,,c,) obtenemos una

sucesion de triangulos.
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Figura 1.11.2

y poligonales Y, =[&,.0,.C,,8,] con la propiedad de que A, €A,

diametra(A,) %diémetro(AH) - Zlndiémetro(A)

1 1
K(Yn) ZEK('Yn—l) = ZTE(Y)
| In—1 IS 4| I

ol

o0
Sea oceﬂAn (existe puesto que estamos considerando la interseccion de una
n=1

sucesion decreciente de cerrados no vacios con una sucesion de diametros convergente

a Ccero en una espacio métrico completo).
Claramente o e A(a,b,c) =Q pongamos p(z)= f(a)+ f '(a)(z—a)que €s una

funcion polindmica y por tanto tiene primitiva; luego _[ p(z)dz=0,
Tn
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Podemos escribir por tanto

I =If(z)dz:I(f(z)—f(a)—f'(a)(z—a))dz
Vn Vn

Dado € >0, por la derivabilidad de f en O existe un & > 0de forma que D(a,8) = Q

y para z € D(a,8) Se cumple que

f(2)— (@) f () (z—0)|<gz—0f
si diametraA,,) < sentonces A,  D(a,9).

Tenemos por tanto

) < 4“\In\£(yn)méxﬂf(z)— fla)-f'(a0)(z-a):z ey:}
<4" I(y,)e méxﬂz —alize y}:}
<4" gl(y,) diametraA,)
g gzlne(yn) diametro(A. ) = e/(y,) diametro(A.)

De donde se deduce que \I \ =0sin mas que hacer tender € a cero. Por tanto | =0como

queriamos probar. m
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CAPITULO II

2. TEOREMA DEL RESIDUO

2.1 CADENAS E INDICE DE CICLOS

En lo que sigue nos va a interesar integrar en varios caminos al mismo tiempo por lo

que es conveniente introducir la terminologia de “cadenas”.

Definicion 2.1.1.

Una cadena es combinacion lineal formal con coeficientes enteros de caminos, es

decir, una expresion de la forma

@ =myy;s t My, +... My Y.

Donde cada y; es un camino y cada m; es un entero. El simbolo “+” que hemos escrito
en la expresion anterior no representa a la suma de funciones ni la yuxtaposicion de

caminos, es una manera de decir que la cadena ¢ esta formada por varios caminos.

Ejemplo 2.1.2.
Considere la cadena
©=C01)+C(i,2)-2C(1+i,1/2).

Que esta formada por tres circunferencias, la tltima de ellas considerada dos veces y

recorrida en sentido contrario.
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Se define ademas la imagen de ¢, que notaremos ¢*, como

¢ =y, Uy"U...Up,"

Para integrar una funcion sobre una cadena se integra la funcion sobre cada uno de los

caminos que forman la cadena y se suman dichas integrales

If(z)dz:z

n
i=1

If(z)dz

Vi
Dadas dos cadenas
@ =myy t Myy, +oo My, Y Y =kioy + ko, + ot k0,

Entonces la suma es otra cadena compuesta por todos los caminos que formana ¢ y

todos los caminos que forman a .
@+ P =myy + myy, to F My, Hkioy t kyo, + -+ ko

Evidentemente se cumple que la integral a lo largo de la suma de las cadenas, es igual

a la suma de las integrales de cada cadena.

I f(z)dz :I f(z)dz + If(z)dz

Pty 4 v

Como caso particular de cadenas tenemos los ciclos.

Definicion 2.1.3.
Un ciclo es una cadena formada por caminos cerrados.

En el ejemplo anterior « era un ciclo debido a que estaba formado por circunferencia.
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Definicion 2.1.4.

Un cero de una funcion holomorfa f es un ndmero complejo a que cumple la

condicion f (a) = 0.

Definicion 2.1.5. (Multiplicidad de un cero)

Un numero complejo a es un cero simple de f, o un cero de multiplicidad 1 de f, si f

puede escribirse como

f@)=(z-a)g@)
Donde g es una funcién holomorfa para la cual g(a) no es cero.

En general, la multiplicidad del cero de f en a es el entero positivo n para el cual existe

una funcion holomorfa g que cumple
f@=EZ—-a)*g(z) con g@=*0

Definicion 2.1.6.

Seay:[a,b] — Cuncamino cerrado y z un punto que no esta en su imagen. Se define

el indice del punto z respecto del camino y como

1 1
I(v.2) = 27 J.w—de
Y
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2.1.7 Propiedades de los indices

Siy es un camino cerrado (ver Figura 2.1.1) y z, € C/y* se tiene que:

1) I(v,z0) € Z
2) siyesuncamino cerrado simple
a) I(y,z,) es constante en cada una de las componentes conexas en la
que el camino divide al plano.
b) 1(y,z,) = 0si z, pertenece a la componente conexa no acotada

c) I(y,zy,) = £1si z, pertenece a la componente conexa acotada.
Im(z)

Re(2)

Figura2.1.1

3)Sean I', Y, ciclos ysea z, un punto que no pertenece a la imagen I', ¢

respectivamente se tiene que:
)T+, zp) =I(T, z0) +1(¥, z)

b) I(T — W, zo) =1I(T, zp) — 1(¥, 2)

Nota: En el inciso 2¢) 1(y,z,) = %1, se aclara que el indice del punto z, respecto del
camino y, dependera del sentido en que el camino rodee al punto, teniendo en cuenta
que el sentido sera positivo si lo rodea en sentido contrario a las agujas del reloj y

negativo en caso contrario.
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Definicion 2.1.8.

Si T es un ciclo el indice de un punto z¢ I'* (I'* es la imagen del ciclo) respecto a
I es la suma de los indices del punto z respecto a cada uno de los caminos cerrados

que forman ciclo.

I(T", 2) :Z”:mi 1(vi )

i=1
Definicion2.1.9.

Dado un ciclo T la funcion z — I(T, z) es constante en componentes conexas de C \I'*

y es igual a cero en la componente conexa no acotada.

Nota: Cuando mencionamos componentes conexas nos referimos a las componentes
que cumplen las mismas propiedades de conjuntos conexos los cuales han sido

definidos en el capitulo 1, Definicion 1.6.15.

Definicion 2.1.10.

Dos cadenas I', 1y se llaman equivalentes si para toda funcion f continuaen I'* U ¢”

se verifica que

jf(z)dz =jf(z)dz
r \

Definicion 2.1.11.

Dado un abierto Q c Cy un ciclo T en Q. diremos que I" es nulhomélogo respecto de

Q si el indice de todo punto que no esté en Q respecto de I es cero:

I(T,z) =0, Paratodo ze C\Q.
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Nota: En el siguiente lema denotaremos por ' (Q) al conjunto de las funciones
holomorfas en Q.
Lema 2.1.12.

Dado un abierto €, una cadena I' y una funcion continua F: Q x I'* — C, definimos

h(z) = IF(Z,W)dW Paratodo z€Q
T

Entonces h es continua en Q.

Si ademaés para cada w € I'* la funcion F,,: Q — C dada por F,,(z) = F(z,w) es

holomorfa en Q, entonces h € H (Q).
Demostracion:
Sea z, € Qysea { z,} Una sucesion de puntos de Q convergente a z,.

Tenemos que

lh(z,)-h(z,)] :IF(Z,W)—F(Z(),W)dW

r

< L(MMa&x{|F (z,,,w) — F (zg,w)|: w € T'*}

Como el conjunto K= {z,;: n € NU{z,}} x I'* es compacto (productos de compactos),
F es uniformemente continua en K. Dado ¢ > 0, existe un § > Otal que si |z — z'|< 6

y |w—w'|<8 entonces|F (z,w) — F (Z,w)|<e.

Sea ahora n, tal que para n>n, es |z—zy|<§. Entonces tenemos que

|F (z,,w) — F (zg, w)|< € paratodo n > n, y paratodo w € I'*, por lo que
|h(z)) -h(z0)|<t(D)e

Para todo n > ny. Luego { h(z,) —>h(zy) } lo que prueba la continuidad de h en z,

y por ser este punto arbitrario obtenemos la continuidad en Q.
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Para la segunda afirmaciéon apliqguemos el Teorema 1.7.2. (Teorema de Morera).

Tomemos un triangulo A (a, b, c) € Q.
Tenemos
*)
j h(z)dz= j {[F(z,w)dw}dz = j jF(z w)dz [dw= j0dw =0
[a,b,c,a] [a,b,c,a]LT I'|[ab,c,a]

Yaque F, (z) = F (zw) es holomorfa en Q luego, por Teorema 1.11.5 (Teorema de
Cauchy para Triangulos) la integral a lo largo de la frontera de un tridngulo contenida

en Q es nula.

Resta justificar la permutacion de las integrales en (*), por la linealidad de la integral

basta probarla para dos caminos y: [a,b] — C o:[c,d] — C cualesquiera

d| b
j [ j F(z,w)dw] dz = j [ j F(o(s),v(t)y' () dt] c'(s)ds

cly clLa

b[d
| { [F(o(s), y(t))cs'(s)ds} y' (dt=| { | F(z,w)dz} dw
alc yLo
Con lo cual el lema queda demostrado. m

Teorema 2.1.13. (Teorema de Cauchy y formula integral de Cauchy para ciclos)

Sea Q un abierto en C, I un ciclo en  nulhomdlogo respecto de Q. Entonces para

toda funciéon holomorfa, f ,en Q se verifica:

) If(z) dz =0

r

I f(z)(I",z) = I(dw paratodo ze Q \ I'*
r
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Demostracion:
Definimos F: Q x Q— C como
f(w) - f(2)

F(z,w) = W—z
f'(2) =W

Z#W

Sabemos que F asi definida es continua en Q x Q. Fijado w €Q, es claro que

F, € H(Q\{w }).PeroF, es continua en Q luego F,, es holomorfa en Q.

Ahora definimos h: Q— C por

h :IF(Z,W) dw (zeQ)

Porel lema2.1.12 he H(Q).

Consideremos el conjunto Qo= {z€ C\ I'*: I( I',z) = 0} que es abierto por ser union de
componentes conexas de C\ I'*. La hipdtesis de que I' es nulhomologo respecto a Q

nos dice que C\ Q € Qg y por tanto Q U Qo =C.
Sea Fo: Qo xI'*— C

f(w)
W— 2z

(Z !W) —> FO(ZVW) =
Fo esta bien definida ya que w —z # 0 por ser QoNTI'* =@ y ademas es continua
fijadow € T*, F,,, € H (o) ya que se trata de una funcién racional
Sea

f(w)
W— 2z

dw

ho(z):JFO(z,w)dw :I
r r
Aplicando el lema 2.1.12 obtenemos que hy € H (o). Por ultimo definimos
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_|h(@) zeQ
@@ 2eQ,

Veamos que ¢ esta bien definida, es decir, si z €QUQo entonces h(z) = h(zo) pero esto

es cierto ya que si z EQUQ entonces z € I'* y

W-z2z W-z2z
r r

h(z):jf("v)‘f(z)dw :jf("v)dw - f(z)jwfzdw :Iv1;(_V\lz)dw — ()T, 27i=hy(2)

Yaque z €Qo Yy por tanto I( I',z) = 0. Concluimos que ¢ es entera ya que es holomorfa
en QUQ=C.

Sea R >0 tal que |w| <R para cualquier w € T*. Si z € C es tal que |z| > R, entonces

z esta en la componente conexa no acotada de C\ I'* y, por tanto, esta en Qo.

Luego

W-—12

p(2)=ho(z )= 1 aw

Poniendo M = max {|f (w)|: w € T*}, y teniendo en cuenta que |[w — z| > |z| —R

Para todo w € I'*, tenemos que

M

ol < ¢

Tomando limite para z — oo deducimos que el lim ¢(z)=0. Lo cual implica que ¢
Z—>0

estd acotada. EI Teorema 1.11.4 (Teorema de Liouville), fuerza a que ¢ sea

constante pero dicha constante debe de ser cero. Obtenemos por tanto que h(z) =0 para

toda z € Q. Tomemos un punto zeQ\ I'* entonces

ozh(z):I‘WVV)V:Z(Z)dW :Jva(_wz) dw — f(z)jv\:zdw =J' f(WZ dw - f(2) I, 2) 27

Despejando obtenemos la formula integral de Cauchy:
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f(2) |(r,z)=271[i Jv(i’vi
r

dw

Por otra parte si tomamos a €Q\ I'* y aplicamos a la funcién g(z) = (z—a) f (z), que

es holomorfaen Q, lo que acabamos de probar para f en el punto a obtenemos

0= gt = LM gy L[ iw)aw
r

Despejando obtenemos el Teorema de Cauchy
L f f(w) dw =0
2mi !

Asi el teorema queda demostrado.m
Definicion 2.1.14.

Dos ciclos T, ¥ en un abierto Q se dicen homoldgicamente equivalentes respecto de

Q sise verifica que

I(T,2) = 1(y,z) Paratodo ze C\ Q.

El teorema de Cauchy afirma que si T, 1 son ciclos en un abierto Q, homologicamente

equivalentes respecto de €2, entonces

Jf(z)dz :If(z)dz Para toda funcion f € H(Q).
r Y

Este teorema permite reducir el calculo de integrales de funciones holomorfas sobre

caminos cerrados al célculo de integrales sobre circunferencias.

El siguiente ejemplo es ilustrativo de lo anterior.
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Ejemplo 2.1.15.

Sea el abierto Q el plano complejo C al que le hemos quitado tres puntos a, b, c.
Pretendemos calcular la integral de una funcién holomorfa en Q alo largo del camino

I" que se presenta en la Figura 2.1.2.

Solucion:

Teniendo en cuenta que el indice de los puntos a, b y ¢ respecto T es el nimero de
veces que I' los rodea (teniendo en cuenta que el sentido es positivo si los rodea en

sentido contrario a las agujas del reloj) la Figura 2.1.2 nos muestra que:
IT,a) =1, I(T,b) =2, I(T,c)=-1

Consideremos las circunferencias C(a,p), C (b,p) y C (c,p) que se presentan en la

Figura 2.1.2. y formemos el ciclo

ll} = C(a!p) +2C (b,p) -C (C!p)

Figura 2.1.2

El ciclo ' es homoldgicamente equivalente al ciclo 1 respecto de Q. El teorema de

cauchy nos dice que en estas condiciones para cualquier funcion holomorfa en Q, f

se cumple que
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If(z)dz =J.f(z)dz - jf(z)dz 42 jf(z)dz - jf(z)dz
I v

C a p) p) C(c,p)

De esta forma hemos reducido el célculo de la integral de cualquier funcion holomorfa

sobre el camino I" a tres integrales sobre circunferencias.

Observa que podemos tomar los radios de estas circunferencias arbitrariamente

pequefios. Esto nos dice que es el comportamiento de f en un entorno reducido de
los puntos a,b,c.El que determina el valor de la integral de f sobre cualquier camino

cerrado.

2.2 CLASIFICACION DE SINGULARIDADES

Definicion 2.2.1.

Un punto z, se llama un punto singular de la funcion f si f no es holomorfa en

z, pero es holomorfa en algln punto de todo entorno de z,. Un punto singular se dice
que es aislado (singularidad aislada) si, ademdas existe un entorno punteado

0<|z—12y <e de zyenelque f esholomorfa.

Definicion 2.2.2.
El punto singular z, llamado una singularidad removible de f (z)si lim f(z) existe.
77,

Ademas las Singularidades removibles Son aquellas donde es posible asignar a

f(z;) un ndmero complejo; de tal forma que f(z)se vuelve holomorfa en

|z — zy| < R.
Definiciéon 2.2.3.

Si z = z,y es unasingularidad aisladade f ,sedice queesunpolosi lim f (z) = oo.

Z>Zg
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Definicion 2.2.4.

Una singularidad aislada es esencial si no es removibles ni polos. En este caso,

f (z) no tiene limite cuando z - z,.

Si una funcién f tiene un punto singular aislado z,, entonces f puede representarse

por una serie de Laurent.

2.3 DETERMINACION DE SINGULARIDADES UTILIZANDO EL ORDEN

Ahora usaremos la serie de Taylor y la serie de Laurent para introducir el concepto de
orden de una singularidad aislada mucho mas profunda que el mero hecho de saber

que f no esta definida en tal punto.

Definicion 2.3.1.

Sea Q un abierto en C Yy f una funcion holomorfa en Q para cada punto z, € Q
definimos el orden de z, en f como el minimo natural n tal que el coeficiente

n-ésimo de la serie de Taylor de f alrededor de z, es no nulo lo representaremos por

o(f,zp).

Si todos los coeficientes de la serie de Taylor son nulos convendremos en que

o(f,zy)=4oo.

Obviamente o(f,z,) =+ siysolosi f esidénticamente nulaen un entorno de z,.

Si Q es conexo esto ocurre si y solo si f es la funcion constante 0. Cuando el orden

es finito la situacion viene descrita por el teorema siguiente.
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Teorema 2.3.2.

Sea Q un abierto en C , sea feH(Q) vy sea zyun punto de Q tal que
o(f,z;)= n < +oo. Entonces existe una Unica funcion g € H(Q) tal que
f(z) = (z—2y)"g(2).Ademés g(z,) #0 y, reciprocamente si tenemos una
descomposicion de la forma f(z)= (z —z,)" g(z) para un cierto n y una cierta
funcion g € H(Q) tal que g(z,) # 0, necesariamente n = o(f,z,) En particular

f(z,)=0 siysolosio(f, zy) >0.
Demostracion:

Si o(f , zy) =n < 4oo entonces la serie de Taylorde f en z, es de laforma

iak(z—zo)k = (Z_Zo)niak(z_zo)kfn = (Z_Zo)niamk(z_zo)k
k=n k=n k=0

La funcion f (2)/(z —z,)™ es holomorfa en Q\ {z,}, pero en un entorno de z,

coincide con la serie Zamk (z- zo)" , que también es holomorfa en z, luego podemos
k=0

extenderla a una funcion g € H(Q2) de modo que f (z) = (z—2zy)" g(z) para

zeQ y g(zg)=a, #0.

Launicidad de g sedebeaque si f (z) = (z—2y)"g(2)= f (2) = (z—2y)" h(2)
para dos funciones g, h € H(Q), entonces g Yy h coinciden en Q\ {z,}, y por

continuidad también coinciden en z,.

Porotrapartesi f (z) = (z—2zy)"g(z) con g(z,) # 0, entonces la serie de Taylor
de g alrededor de z, serd de la forma g(z) = Xi,ax(z—z,)*, donde
ay =9(zy) # 0.
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Por lo tanto en un entorno de z, se cumple
f(z2)=(z—2)"g(z) =(z- ZO)nZak(z - Zo)k = zak (z- Zo)k+n
k=0 k=0

Luego esta es la serie de Taylor de f en z, y el menor coeficiente no nulo es
n-ésimo, con lo que asi o(f,z,)=n.m Cuando o(f,z,)=n > 0 se dice que zy,es un
cero de orden n de la funcion f . el teorema anterior justifica que el concepto de un

cero de una funcién holomorfa coincide con la multiplicidad de una raiz cuando la
funcién es un polinomio, y nos permite comenzar la factorizacion de las funciones

holomorfas siguiendo el proceso que se aplica a los polinomios.

Teorema 2.3.3.
Sean f 'y g funciones holomorfas en un punto z, € C
a) o(f g,z)=0(f,zy)+0(g,2)

b) sio o(g,z,)< o(f,z;) < o entonces f /g se puede extender a una funcion

holomorfa en un entorno de z, y o(f /g,z,)= o(f,z,)—0(g,7,) .

c) Seall;-, fn(2) que converge casi uniformemente en un abierto a una funcion

holomorfa. Entonces
o(H fn(z)] =" 0o(f,(2),2,)
n=0 k=n

Observacion: Notar que la serie es finita ya que {f,,} es una sucesion de funciones

holomorfas es finita.
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Demostracion:
o(f,zg)=m y o(g,z5)=n f(z)=(2-2,)"u(z),
9(2) =(z2-120)"v(2)
Para ciertas funciones uy v tales que u(z,) # 0 # v(z,), cosecuentemente

fg(2) = (z—2,)™™"(uv)(z) Luego por Teorema 2.3.2 tenemos que 0(fg,z;)=m+n

= 0(fg,zy) =0(f,2,) +0(g,2,)

Si alguno de los ordenes es infinito entonces es claro que fg se anula en un entorno

de z, y la afirmacion sigue siendo valida conviniendo 4o + n = 4o,

b) consideramos las mismas factorizaciones de f y g. Entonces paraz # z, tenemos
que (f/9)@) = (z—2zy)™™ (u/v)(z), pero la funcion de la izquierda es

holomorfa en un entorno de z, y (u/v)(z,) # 0.

c) por Observacion existe un n, tal que si n = ny entonces f,,(z,) # 0, es decir

o(fn, 20) = 0. Entonces

ﬁ fn(z) = 1_0[ fn(z)' ﬁ fn(z) y 0( ﬁo( fn (Z)’ ZO)J =0
n=0 n=0

n=n, n=ng

Aplicando el apartado a) varias veces concluimos que

o(ﬁ f.«z)] = 3 0(1,(2),20) = X0(f(2),29)
n=0 n=0 n=0

Como se deseaba demostrar.m
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Definicion 2.3.4.

Sea z, unasingularidad aislada de una funcion holomorfa f y sea

(=Y a,@-2)

Su desarrollo de Laurent alrededor de z,. Llamaremos orden de z, al minimo entero n
tal que a, # 0, entendiendo que el orden es —oco si hay coeficientes no nulos
arbitrariamente pequefios y que el orden es +oo si todos los coeficientes son nulos. Lo

representamos por o ( f , z,).

Observemos que si o( f,z,) =0, entonces la serie de Laurentde f en z, esen realidad

una serie de potencias, la cual determina una funcién holomorfa en un entorno de z,

(incluido este).

Por consiguiente si extendemos f az, mediante f(z,) = a, la extension es holomorfa
en z, y su serie de Taylor en z, coincide con la serie de Laurentde f en el mismo

punto.

En particular el orden de la extension en el sentido de la Definicién 2.3.1 coincide con

el ordende f en el sentido de la Definicidn 2.3.4 Notemos que la extension es Unica

pues para que sea holomorfa es necesario que f (z,) seael limite de f en z,.

Definicion 2.3.5.

Si z, es una singularidad aislada de una funcion f tal que o(f,z,) > 0 se dice que

Z, €s una singularidad evitable.
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Definicion 2.3.6.

Si z, es una singularidad aislada de una funciéon f tal que o(f,z;) > —n < 0,

diremos que f tiene un polo de ordenn z,.
Definicion 2.3.7.

Una singularidad aislada z, de una funcion es esencial si o(f,z,)= —oo.

El teorema siguiente da varios criterios Utiles para reconocer a una singularidad evitable

o removible.

Teorema 2.3.8.

Sea Q un abierto en C, sea f € H(Q) y sea z, una singularidad aislada de
f . Entonces las afirmaciones siguientes son equivalentes:
a) z, es unasingularidad evitable de f .
b) f se puede extender a una funcién holomorfa en QU {z, }.
c) Existe lim f (z) € C
770
d) f estd acotada en un entorno reducido de z,.

e)3 lim f(z)= lim(z—2)) f(z)=0
Z—Z Z—Zy

Demostracion:

Por la Definicion 2.2.2 vemos claramente que a) =b) ademas al extenderse f auna

funcién holomorfa implica que el limite existe, es decir b) =c) luego si el limite existe

se sabe que f va a estar acotada en un entorno reducido de z,, asi pues c) =d)

ademas d) =e) es analoga a las anteriores implicaciones .

77



La Unica implicacion que no es trivial e) =a). Consideramos la serie de Laurent para

de f en z,

+00
f(2) = X an(z-12)"
Nn=-oo
Tenemos que existe

+00
lim > a,(z-2z,)"™" =0

ZI—1g n=—oo
+00
La serie Zan(z—zo)n+1 define una funcién holomorfa en un entorno de z,, y su
n=0

limite en z, es cero. En consecuencia también existe

-1

+00
lim > a,(z-z9)"" =lim Y a_ (z-2,) " =0

Z_>Z°n:700 on=1

La altima serie converge en un entorno reducido de z,, luego converge en C\{z,} y en

0 n-1
: : . a_pz .. . :
consecuencia la serie de potencias E n tiene radio de convergencia +oo, es
n=1

decir, converge en todo C. Mediante un cambio de variable en limite anterior llegamos
aque
0 n-1
. a_pZ
lim > °"" =0

Z%oon:]_

Luego la funcion entera definida por la serie esta acotada. Por Teorema 1.11.4
(Teorema de Liouville) ha de ser constante. Concretamente es nula, pues tiene limite
es cero. Esto prueba que todos los coeficientes a,, paran <0 de la serie de Laurent

de f en z, son nulos luego o( f , zy)= 0 y la singularidad es evitable de donde se

concluye que e) =a). Por tanto la prueba queda completada. m
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2.3.9 Parte principal de una funcion

Hemos visto en el capitulo 1 que si una funcion f tiene un punto singular aislado

Zy, puede representarse por una serie de Laurent.

bl b2 bn

(Z—ZO)+(z—zO)2 +..+ (z-2)" [2.1]

f(2)=3 a,(2-2)+
n=0

En un dominio 0 <| z — z,| < R, , centrado en ese punto.

La porcidn de la serie que contiene potencias negativas de z — z, se llama parte
principal de una f en z, ahora usaremos la parte principal para distinguir entre los
tres tipos de punto singular aislado visto (singularidades esenciales, polos y
singularidades evitables). EI comportamiento cerca de z, es fundamentalmente

diferente en cada caso.

2.4. CRITERIOS PARA CONOCER LASSINGULARIDADES MEDIANTE
EL DESARROLLO DE LA SERIE DE LAURENT

Criterio 1:

Si la parte principal de f en z, contiene al menos un término no nulo, pero el nimero

de tales términos es finito, existe un m tal que
by # 0 y bn+1 = bmyz ==0
Esto es, el desarrollo [2.1] adopta la forma

bl b2 bm
+ gt
(z-125) (z-12p) (z—2z5)m

f(z):ian(z—zo)+ [2.2]
n=0

0< |z —zy| < R,.Donde b,, # 0.

Asi llegamos a la siguiente definicién
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Definicion 2.4.1. (Polo de orden m)

Decimos que una funcidn tiene un polo de orden m en z, si la potencia mas negativa
de (z — z,) que aparece en la parte principal de su desarrollo en serie de Laurent

alrededor del punto singular z, es m.
Ejemplo 2.4.2.
Encontrar las singularidades de la siguiente funcion

senhz
f(z)=274

Solucion:

=+ +-—7Z+_-7"+.. 0<|z| < @
2 3z 57 (0 <zl )

senhz 1 [ AR AR 1 J_ 1 1 1 1.,
- A 7 e
Tieneen z = 0 un polo de orden 3.

Criterio 2:

Cuando la parte principal de su desarrollo de Laurent de una funcion f alrededor del

punto singular aislado z, contiene un nimero infinitos de términos no nulos diremos

que esa funcién posee una singularidad esencial.
Criterio 3:

Si todos los coeficientes b,, de la parte principal de f en un punto singular aislado z,
son cero, el punto z, se llama punto singular evitable de f . En tal caso, la serie de

Laurent (Ecuacion [1.28]) contiene solo potencias no negativas de z — z, Y la serie

es de echo una serie de potencias.

Notese que en un punto singular evitable es siempre cero. Si definimos f (z) en z,

como a,, la funcion pasa a ser holomorfa en z,
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2.5 RESIDUOS

Definicion 2.5.1.

Si f (z) una funcién holomorfa sobre un camino simple cerrado y Yy en todo punto

del interior de y, salvo z,, representamos el residuo de f en z,, por Res[ f (z),zo]

Res[f(z), zo]=271ri f(2) dz [2.3]
Y

2.5.2 Relacién entre Res[f(z),z,] y una serie de Laurent para f(z)

Debido a que z, es un punto singular aislado de f (z), podemos desarrollar esta

funcidn en serie de Laurent alrededor de z,,.
f(2)=..+a,(z2-2)) *+a,(z—-2)) " +ay +a(z—2y) +a,(z—2y)* +...
0<Z_Zo<R [24]

Esta serie converge a f (z) en todo punto (excepto en z,) del interior de un circulo de

radio R centrado en z,, es decir en una vecindad punteada de z,.

Ahorabien, paraevaluar Res|[ f (z), z,] por medio de la ecuacion [2.4] tomamos como

y un circulo de radio r centrado en z,. Hagamos r < R lo que implica que podemos

representar f (z) en la ecuacion [2.3] por medio de la serie de Laurent de la ecuacion

[2.4] y luego integrar termino a término.

Asi,

Res[f(z),zo]:(i_ § D> a,(z-124)" dz
2 | Z—zp|=r N =
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-1 i j?an(z—zo)”dz [2.5]

20Tz

Haciendo uso de la ecuacion

0 n+-—1
2mi n=-1

f(z—zo)”dz= {
1Z—Z,| =r

[2.6]

Asi todas las integrales del lado derecho de la ecuacion [2.5] vale cero salvo la que

corresponde an =—1.
Tenemos que

Res[f(2),z0] = a_; [2.7]

El resultado expresado por esta ecuacion es de gran importancia por tanto obtenemos

la siguiente definicion.

Definicion 2.5.3.

Si z, es una singularidad aislada de una funcion holomorfa f , se llama residuo de f
en z,, y se representa por Res[f (2), z,] al coeficiente a_, de la serie de Laurent de f

enzg .

Es particularmente adecuado aplicar el término residuo a las ecuaciones [2.3] y [2.7]
Cuando en la ecuacion [2.5] se usa una serie de Laurent valida y la integracion se lleva

a cabo término a término queda Unicamente un coeficiente particular de la serie.
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2.6 DETERMINACION DEL RESIDUO
2.6.1 Determinacion del residuo de polos

En esta seccién vamos a dar a conocer ciertos criterios que nos facilitaran el trabajo al
momento de calcular el residuo de una funcion. Para ello si sabemos que ciertas

funciones f(z) tiene un polo en z,, existe un método directos para calcular el residuo

de la funcion en este punto sin necesidad de obtener un desarrollo de Laurent alrededor

de z,. Si conocemos de qué orden es el polo, el calculo resulta ain mas sencillo.

Cuando f(z) tiene un polo de orden m en z,, @(z — z,)™ f(z) tiene el siguiente

desarrollo en serie de Taylor alrededor de z,

0(2)=0(2-25)" f(2) =a_py + & (g (2= 2) +... + 89 (2 - Zp)" +... [2.8]

Supongamos que f(z) tiene un polo simple en z = z, En tal caso m=1. Por lo tanto,

P(2)=a, +ay(2—20) +ay(z—25)* +... [2.9]

De ello obtenemos que el residuo a—; es igual a

lim @(z) = lim[(z—z,) f (z)] . Llegamos al criterio |
-7, 17y
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Criterio |

Si f(z) tiene un polo de orden 1 en z = z,, entonces

Res[f(z), zy]= lim[(z—-z,) f (2)] [2.10]

Ahora supongamos que f(z) tiene un polo de orden 2 en z = z,. Tenemos entonces,

por la ecuacion [2.8]
o(2)=a ,+a,(z-2y)+ay(z2—25)* +...
Notamos que

do
—=a,+2a,(z—12,)+...
dZ —1 O( O)

De modo que
a,=lim 9 [(2-2)?1(2)]
-7, dZ

De donde obtenemos el criterio |
Criterio 11

Si f(z) tiene un polo de orden 2 en z = z,,
. d 2
Res[ f (2),2,] = lim OIZ[(z-zo) t(2)] [2.11]

Este metodo puede generalizarse, como lo muestra el siguiente teorema.
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Teorema 2.6.1.1.

Sea f una funcion holomorfa con un polo de orden m en un punto z,. Entonces

m-1
Res[f (2), 2,]=lim ml_l)jzm_l[(z—zo)f(z)]

Demostracion:

Si f(z) tiene un polo z, de orden m, entonces la serie de Laurent es

f (Z) _ a—m a—m+1 a—l

Sz ez gy TR AE R R ) e 222
0 0

Entonces multiplicando ambos lados por (z — z,)™, tenemos
(2-2)"F(2) =a,+a (2= 25) +..+a1(2—25)"  +ay(z—24)" +... [2.13]

Esto representa la serie de Taylor entorno a z = z, de la funcién holomorfa de la
izquierda.

Diferenciando ambos lados m — 1 veces con respecto a z, tenemos

m-1

O(ljzml{(z —2,)" f(@}=(m-1)'a +m(m-1)..2a,(z - z;) +...

De tal modo haciendo z — zg

m—=.

1
lim di_l{(z—zo)m f(2)}=(m-1)la,

1>75 dz™

85



Por tanto

1 d m-1

Res[f(2), zo]—IIm b, (m—1) dz™*

[(z2-20)1(2)]

Como se deseaba demostrar. m

Y asi obtenemos el criterio I11.

Criterio 111

Si f(z) tiene un polo de orden m en z = z,, entonces

1 d m-1

Res[f(2), zo]—llm | D) az —l(2-25)f(2)] [2.14]

El criterio | y criterio Il son casos particulares del criterio 11l tomandom=1ym=2

respectivamente.

Si sabemos de qué orden es el polo de f (z) en z, la ecuacion [2.14] proporciona

directamente el valor del residuo.

9(2)
f(2)

de primer orden es tan frecuente que deduciremos una formula especial para este caso.

El problema de determinar el residuo de un cociente de la forma f (z) = en polo

Supongamos que f (z) tiene un polo simple en z, y que g(z,) # 0. Asi, h(z) tiene

un cero de primer orden en z,. Aplicando el criterio I,

. iml (2 g(z)}
Res[f(z),z,] |m{(z ZO)h()

Que da la forma indeterminada 0/0.
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Utilizando la regla de L'Hopital, obtenemos

lim (2-20)9(2) _ lim (2-20)9'(2)+9(2) _ g(2)
7y h(Z) 5174 h'(Z) h'(Z)

Como h(z) tiene un cero de orden 1 en z,, h'(z,) # 0. Podemos resumir este

procedimiento de la siguiente manera.

Criterio 1V (polo de orden uno removible o simple)
Elresiduode f (z) = g(z)/h(z) esun polo simple, donde g(z,) # 0, h(z,) = 0, esta

dada por

Res[f (2), zo]:g((zzo)) [2.15]
0

A continuacion se resolveran algunos ejemplos en donde podemos aplicar los criterios

para calcular residuos que hemos mencionado.

Ejemplo 2.6.1.2.

7° -2z
(z+1)*(z° +4)

Encontrar los residuos de  f(z) =

f (z) Tiene un polo dobleenz = —1, orden m = 2 y polos simples en z = +2i
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Solucién:

El residuoenz = —1 es

Utilizando el criterio I

. i 2 72 -2z
Res[f(2). 1]_z|—|>n11dz{(z Y (z+1)2(22+4)}

z— -1

_ | @ 9@z-2) - -20)22) | __14
- (22+4)2 " 75

El residuo en z = 2i

Utilizando el criterio |

2 2i dz (z+1)%|2% +4

2
Res [f(z),2i] = lim d[(Z_Zi) 22 -21 }

. . 2% —27
= lim —|(@z-2i
2> 2i dz @z +1)%(z +2i)(z - 2i)
_ A4 T+
(2i +1)%(-4i) 25

El residuoen z = —2i

. d L 122z _ . 12 -22
Reslt(z) ~21]= zﬂmzidz[(”m (z+1)% (2 +4)] =zﬂnjzidz[(z+2') (z+1)%(z+2i)(z - 2i)

_ A+ 7
(-2i +1)2(-4i) 25
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Ejemplo 2.6.1.3.

Determine el residuo de f(z) = en todos los polos.

(22 +1)z°

Solucion
Factorizando el denominador de f(z)

(z24+1)z2=0 = (Z*+1)=0 o z?=0=z=0

=z2=-1
>z=vV-1 =>z=+1i
e’ e’
fz)=——— = f@)=——
(2) (z+i)(z—i)z? (2) (22 +1)z°

En donde la funcién tiene polos en z = +i y un polo de orden 2 en z = 0.

El criterio 1 nos permite obtener el residuo en i

z

Cp oo et
Res[f(z)’l]_lzl—rl?(z I)(z+i)(z—i)22

z

=lim—°
i (2 +1)z
=>Res[f(2),i]=———> ei . =>Res[f(2)yi]=7?i.
(i +i)i? (2i)i?

El residuo en —i podria calcularse de manera similar pero haremos uso del criterio 1V.

Tomando g(z) = e?/z?, (que es distinto de cero en —i )
Y h(z) =z + 1 de tal manera que h'(z) = 2z .
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Tenemos que

> Reslf (), = 522
efi
= Res[f (2)—i] = é'z

= Res[ f (z),—i]:%

El residuo en z = 0 se calcula por medio del criterio 11 de la siguiente manera

eZ
Res[f(z)O]_Ilm {(z )(Zz_i_l)zzj|

2.2
—Res[f(2), 0]—I|m(§j (Zel)
z>00Z (2 + Z

d ¢
:>Res[f(z)0]_lmc1)d ﬁ
2-0dz (z° +

2052 z
= Res[f(2),0] = |in(1)e (Z( :1)1;22ze
2 2°+

= Res[f(2),0]=1

Ejemplo 2.6.1.4.

z
Determinar el residuo f (z) = e®csc®z =

sen’z

Solucién:

Tiene polos doblesen z = 0, +m, +2m, ..., 0seaz = mm donde m = 0, +m, +2m ...
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El residuo en z = mm es

z
Res[f(2),mr]= lim % |(z-mm)? 2
7> mn dz sen<z

= lim ezl(z—mrc)zsenz+2(z—mn)senz—2(z—mn)2coszJ
25> mn sen’ z

Haciendo z — mm = u o z=u+mn estelimite se puede escribir

2 2 2 2

. U“senu+ 2usenu —2u“cosu . u“senu+2usenu—2u“cosu
= lime¥*™ 3 =e™| lim 3
u—0 sen°u u—0 sen-u

El limite entre llaves se puede obtener utilizando la regla de L'Hopital. Sin embargo,

es mas fécil observar primero que:

3 3
. sen’u . (senu - i
lim——— = Ilm() =1 y de este modo escribir el limite como
u—=0 Uy u—0 u
2 2 3
oM Iimu senu+ 2usenu —2u“cosu sen” u
u—0 senu ud
me[ ;. u%senu+2usenu —2u® cosu .
=€ LIJI—>0 3 )
u
= eMmr

Utilizando la regla del L'Hopital varias veces. Al calcular este limite, en lugar de
derivar varias veces, pueden utilizarse los desarrollos en serie de
3 5
u u 2 4
Senu =U—— +— +... cosu=1—=+ =+ ;:De ( **)
3 o 2t o4
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mxl - u®senu+2usenu—2u®cosu
e’ " lim 3

u—0 u

) u3 5 3 5 ) 2 u4

ulu——+—+.. [+2uu——+—+...|-2u°1-—+—

o i 3 5l | 5l 21 4l
B u—0 u3

|
(¢°]
3
a
3
w

u—0 u
3 1_£ £+ + _27u+£+ _ 7U+£
_ 3 5 3 5 ) l2a a4
= e lim =e™mn"
u—0 u3

Observacion: Existen casos en el cual no es evidente el orden de un polos.
Como lo muestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.6.1.5.

. . . senhz
Determine el residuo de la funcion f(z) = —,—
z

Solucién:

La funcion parece tener un polo de orden 4 en z = 0; sin embargo, si escribimos

f(z):gz(f) g(z) =senhz

Comprobamos que g(0) = senh 0 = 0, luego el polo no es de orden 4.
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Para averiguar correctamente el orden desarrollamos en serie senh z alrededor se

z=0:
z® z?
senh:z+€+....=z 1+E+'" =20(2)

Donde ¢(z) =1 # 0. Asi que

Z¢> (Z) ¢ (2)

Z3

f2) =

Y entonces queda claro que el polo es de orden 3. Para calcular el residuo podemos

aplicar el criterio 111

S Res[f(2)0]=lim % [(2—0)3 4’(?}
z—0 dz Z

{ 73 ¢(Z)}
z

:>Res[f(z)0]_llm¢ ( ) = Res[ f (2), 0]_/2 =5

=>Res[f(2),0]=

Ejemplo 2.6.1.6.

1

Determine el residuo de la funcion f (z) = .
z(e® -1)

Solucién:

En z = z, hay un polo, pero no es simple, porque si escribimos f (z) = g(z)/z, la

funcion g(z) tiene un polo en z = 0. En este caso partimos de

ZZ 3

el =1+z+ — + Z—+...
2 6
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De donde

Y por tanto

z 1
(=22 go- :
YA VA z
1+ —+ —+...
2 6

Que es correcta porque g(z) = 1 # 0. Se trata de un polo de orden 2.

En cuanto al residuo, como

9@ 23— =g0)=-3
(1+ z + Z+...J
2 6
Por criterio 11
_im 91,29
= Res[f(z),O]_le_r)nodZ[z 2
1 z
—+—+
>Res[f(2),0]=lim-— 2 3 ;
z—0 2
z z
1+§+—+ J

:Res[f(z),O]:—;
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2.6.2 Determinacion del Residuo de singularidades removibles

Ejemplo 2.6.2.1.

1-cosz

Z2

Calcular el residuo de La funcion f(z) =

Solucién:

Tiene en z= 0 una singularidad evitable, pues

. 1-cosz . d/dz (1-cosz) .. senz
limz =lim = =0
z—0 Z z—0 d/dZ Z -0 1
Para calcular residuo utilizando el criterio Il
Res[ f (z),0] = lim d{(z—O)z 1-cosz } _limsenz =0
z—0 dZ Z z—0

Ejemplo 2.6.2.2.

Encuentre el residuo de la funcion f (z) = z

senz
Solucion:
Las singularidades de la funciéon f son z =knm .
Se distingue dos casos

Siz=0:

. ) z
limf(z)=lim—=1
z-0 z—»0Senz

Entonces z = 0 es una singularidad evitable.
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Siz=kn, ke Z—1{0}

. 2
lim (Z—kn)L:"m d/dz(z" —K mz)
z—kn  sen z z-0 d/dz (senz)

. 27—kn
= |lim
z—>kn COSZ

_|=km =0  sikesimpar
ko= 0 sik es par

Luegosonpolosdeordenlenz =mk, k=+1,%2,..

senz = (-1)*sen(z —kn) :(_1)k{(z—kn)+ ol 3

Como sen (z — k) = (—1)* sen z

Res[f (2), kn] = lim (Zs‘e:’?z
_ (z—km)z

2kn sen(z —km) /(—1)*

_ i (6D (2= km)2]
z—kn  [sen(z —km)]

- lim d/dz[(-1)* (z - kn)z]
2>k d/dz[sen(z —kn)]

_lim (DK 2z —kr)
z—-kz  €0s(z—kx)

= (-D¥kr.
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2.6.3 Determinacion Del Residuo De Singularidades Esenciales

Definicion 2.6.3.1.

Si el punto z, es una singularidad esencial, el residuo se calcula desarrollando la
funcidn en serie de Laurent en torno a z,. El residuo es el coeficiente correspondiente

a la potencia de exponente -1.

A continuacion se presentan algunos ejemplos de singularidades esenciales de

funciones y ademas se calculan sus respectivos residuos.
Ejemplo 2.6.3.2.

Encuentre las singularidades de la siguiente funcién y obtenga su correspondiente

residuo:
f(z) = sen 1
Z

Solucion:

Vemos claramente que en z = 0 es una singularidad Esencial ya que si aplicamos
limite a f (z) cuando z — 0 el limite no existe. Se sabe que f (z) en serie de potencias

se puede escribir de la siguiente manera:

0 _1 n
senz= >y D" o |z|< o0
= (2n+1)!
Entonces sustituyendo z por 1 en la serie
z
0 _1 n
senz= ZLZZHH |z|< o0

< (2n+1)!
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Obtenemos la serie de Laurent

© _\n 2n+1
senizz (1) (1j 0<|z]<
z Z(2n+)N z
-0
sen~ =~ |- &
z z) 6\z
1
=> sen- ="-—- "
z 62°

Aplicando definicion 2.6.3.1 de una singularidad esencial: Res [f (z), 0] = 1.
Ejemplo 2.6.3.3.

Encuentre las singularidades de la siguiente funcién y obtén su correspondiente
residuo.

f(z)=(z —3)senL
Z+2

Solucién:

De donde Vemos claramente que en z = -2 es una singularidad Esencial ya que si
aplicamos limite a f (z) el limite no existe. Ahora, se sabe que sen (z) en serie de

potencias se puede escribir de la siguiente manera:

0 n
senz= Y D" jona |z|< o0
= (2n+1)!

. 1 .
Entonces sustituyendo z por — en la serie, obtenemos

0 n
senz= ) D" o |z|< o0
n=0 (2n +1)!
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Obtenemos la serie de Laurent

0 n 2n+1
sen + =y D ( ! ) 0<|z]<w
SZ@n+DhNz+2

1 ( 1 ) 1( 1 )3
sen = e [
(z+2) z+2) 6\z+2

Ahora multiplicando por (z—3) a ambos lados de la ecuacion se obtiene

T 11
(Z_g)senm =(2 3){(z+2) 6(z+2)3+”}

=[<z+2)—5]{ : : }

2+2) 6(z+2)°

R [P S S (RS S
(z+2) 6(z+2)° (z+2) 6(z+2)°

1 5 5
- 5t + 5=
6(z+2) (z+2) 6(z+2)

= (z-3)sen ! =1- > _ 1 5+ ° R
(z+2) (z+2) 6(z+2)° 6(z+2)

Aplicando definicion 2.6.3.1 de una singularidad esencial;

Res[f(z),-2]=-5
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2.7 TEOREMA DEL RESIDUO

Si una funcion f tiene solo un nimero finito de puntos singulares interiores a un

camino cerrado simple dado y . El siguiente teorema del residuo es un enunciado

preciso del hecho de que si ademéas f esholomorfasobrey ,y y serecorre en sentido

positivo(es decir en sentido contrario a las agujas del reloj), el valor de la integral de

f alo largo de y es 2z veces la suma de los residuos en esos punto singulares, y

ademas el indice del camino cerrado simple alrededor de los puntos que se encuentren

dentro de la componente conexa acotada es igual a uno segun la Propiedad 2.1.7 c).

Teorema 2.7.1. (Teorema del residuo para caminos cerrados simples)

Sea y un camino cerrado simple ysea f (z) una funcion holomorfa sobre y yen todo

punto de su interior, excepto en las singularidades aisladas z;, z,,..., Z, entonces

21i f(z)dz=Res[f (z),z;] + Res [f (2),z;] + -+ Res|[f (2),z, ]
T
Y

Que puede escribirse de manera mas compacta como
n
[ f(2)dz=2ni )" Res[ f(2), 7]
y k=1
Demostracion:

Por hipdtesis se tiene que f (z) es holomorfa sobre y y en su interior excepto en las
singularidades. Comenzaremos por rodear cada una de las singularidades del interior

dey. Por circulos C,;,C,,...,C,, que no tienen interseccion con y ni se intersectan entre

si como se muestra a continuacion. (Figura 2.7.1)
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Figura 2.7.1

Luego trazamos una serie de trayectorias, indicadas en la Figura 2.7.2 por las lineas

punteadas que conectan los circulos C;,C,,...,C,

Figura 2.7.2
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Ademas por ser y un camino cerrado o curva cerrada simple suave a trozos es decir es

un arco que consiste en un namero finitos de arcos suaves unidos por sus extremos,

podemos entonces definir dos caminos simples cerrados Cy; y C, como se muestra en

la Figura 2.7.3.

Figura 2.7.3.

Dado que f (z) es holomorfa sobre y y en todo su interior esto implica que f (z) es
holomorfa sobre los circulos Cy;, C; y en sus interiores por lo tanto por.

Teorema 1.9.3 (Teorema de Cauchy para un camino cerrado simple) se tiene

f(z)dz=0 ; f(z2)dz=0
| j

CL

Implica que al multiplicar a ambos lados por 21 se obtiene
T

L ft@a=0 ; 1 {f@a=0
27l S 27l e
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Ahora sumemos estas dos expresiones:

L [t@dz+ - f@)dz=0
2mi 3 2mi e
U L

1
= ML{ f(2)dz + i f(z)dz] =0 [2.16]

Obsérvese que las porciones de la integral sobre C;; que corresponden a las lineas

punteadas se cancelan exactamente en las porciones de la integral sobre C, a lo largo

de estas mismas lineas. Esto se debe a que las correspondientes integraciones se
efectlan en sentidos opuestos lo que queda al lado derecho de la ecuacion [2.16] es la

suma de la integral de f (z) alrededor de y en sentido positivo (es decir en el sentido
opuesto a las manecillas del reloj) més las integrales alrededor de C,,C,,...,C, Enel

sentido negativo.

Por lo tanto
=>21_§f(z)dz+ iff(z)dz =0
ml Y C,,CprnC
:i_{f(z)dz+§f(z)dz+§f(z)dz+...+§f(z)dz =0
2 y (¢ Cy Ch

Esta expresion puede reordenarse de la manera siguiente

1 1 1 1
> -~ ¢f(2)dz+ ¢ f(2)dz+- ¢ f(D)dz+...+ — ¢ f(2)dz =0
27tiif 2) ZRij} (2) 2mi j 2) 2ni(§ (2)
,Y 1 9 ‘n
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1 1 1 1
> -~ ¢$f()dz="—"¢f(2)dz+-— ¢ f(2)dz+...+ — ¢ f(2)dz 2.17
2ni§ (2) 2ni§ (2) +2nij (2)dz+ +2nij (2) [ ]
’Y ‘1 92 n

Donde ahora todas las integraciones se llevan a cabo en sentido positivo, las integrales
del lado derecho de la ecuacion [2.17] estdn calculadas alrededor de sendas
singularidades aisladas y son, por tanto, numéricamente iguales al residuo de f (z)

evaluada en la singularidad correspondiente. Asi,
1 1 1 1
—4f(@dz =" f()dz+ — ¢ f(2)dz+...+ — ¢ f(2)dz
2ni§ (2) 2nij (2) +2nij (2)dz + JrZTci(if (@)
’Y 1 2 n
=Res[f (z),z]+Res[f(z),z,]+..+Res[ (2),z,]

=Zn:Res[f (2),z,]
k=1

Luego i_jf(z)dz:ZRes[f(z),zn]
2mi y )

Multiplicando ambos lados de la ecuacion por 2mi obtenemos la ecuacién deseada

[ f(@)dz=2niy Res[ f(2), 7]
k=1
Y

Como se deseaba demostrar. m
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Como caso particular de la definicion 2.5.1 tenemos la siguiente definicion.
Definicion 2.7.2.

Sea Q un abierto en C , a un punto de Q y sea f una funcion holomorfa en

Q\{ a } supongamos que el disco cerrado D(a,r) € Q ver Figura 2.7.4 . Se define el

residuo de f en a como

MN[ﬂDﬁ}:;ﬁ If@ﬁh
C(a,r)

Figura 2.7.4

Observa que la integral en esta definicion no depende de r pues si consideramos otro
disco D(a,s) € Q, el ciclo T' = C(a,r)—C(a,s) es nulhomologo respecto a Q \{ a }

y,como f esuna funcion holomorfaen Q\{a }.

El Teorema 2.1.13 inciso 1) nos muestra que

[f(@2)dz=0
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Es decir

Jf(z)dz: jf(z)dz: If(z)dz— If(z)dz:o

r C(a,r)—-C(as) C(a,)n) C(as)

= If(z)dz: jf(z)dz

C(ayr) C(ags)

El siguiente teorema del residuo es una generalizacion al Teorema 2.7.1 hacemos usos

de los ciclos e indices.

Teorema 2.7.3. (Teorema del residuo para ciclos)
Sea Q c C un abierto, Sc Q un conjunto de puntos aislados en Q, es decir,

SNQ=0@ysea f unafunciénholomorfaenQ\S.siT esun cicloen Qnulhomologo

respecto a {2 entonces

a) Elconjunto { aeS: I(T', a) # 0} es finito

b) [f(z)dz=2xiy Res[f(z),a](T,a)

aeS
Demostracion:

La demostracion del teorema consiste en construir otro ciclo y formados por
circunferencias centradas en los puntos singulares de f , de forma que I' — i sea un

ciclo nulhomologo respecto de Q\S y en esta situacion aplicar Teorema 2.1.13.

(Teorema de Cauchy y formula integral de Cauchy para ciclos) inciso ).

En primer lugar veamos que la suma anterior es finita, es decir que I(T',a) = 0 salvo
para un numero finito de puntos a€S. Consideremos el abierto (union de componentes
conexas C\I'*) Qo ={ze C\T'*: I(T, z) = 0}. Por la hipétesis de que T es nulhomédlogo

respecto de € tenemos que Qo2 C\ Q.
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Sea
K=C\Qo=T"u{ze C\T*: I(T,z) # 0}

Tenemos que Kc Q y K es cerrado (como complemento de un abierto) y acotado (por
que no corta a la componente no acotada de C\I'*) luego es compacto. Con lo cual
SN K={a € S:I(T,a) # 0} es un conjunto finito, ya que en otro caso tendria un punto
de acumulacién que, por compacidad deberia quedarse en K lo que implicaria que

S'N Q # @ en contradiccion con la hipotesis.

Lo anterior nos asegura que SN K = {a € S: I(T',a) # 0} es finito luego podemos
enumerarlo SN K = {a,,ay, ..., ag} lo que justifica que la suma en el anunciado es

una suma con un nimero finito de términos distintos de cero.

Centremos en cada uno de los puntos a; un disco contenido en Q y que no contenga

a otros puntos de S.

Para ello sea p > 0 de forma que D(ay,p) € Q y D(agp) N S = {a,} para

k=1,., q paracadak sea m, =I(I',a;) Yy sea 1, =m;C (ai, p ). Consideremos el

Kk
ciclo y =>"1;.
i

A continuacién probaremos que el ciclo I' — 1 es nulhomoélogo respectoa  Q\ S,

estoes, para z ¢ Q \ S se verificaque (T — ,z) =0.

Distinguimos varios casos:

» Sizeg Q entonces I(I',z) = 0 por hipdtesis y ademés z & D(ay,p) para
1<k <q luegol(ty ,z) =0, 1<k <gq,dedonde I(y,z) =0 para cada

k. concluimos que I(T' — ¥ ,z) =0.
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= 7€ Stenemos dos posibilidades :

> z#a, paral<k<gq encuyocasoI(T,z) =0 yademas z & D(ay,p)
para 1< k < g por construccion, luego también I(t, ,z) = 0 para cada k.

concluimos de nuevo que I(I' — ¥ ,z) =0.

> z =a; para cierta j. entonces I(I',a;) = m;, y por definicion,

I(7j ,a;) =m; y 1(tx ,a;) =0parak = jyaque a; & D(ay, p) para k # j.

Luego tenemos
IT—1v,z) =1IT,z) —1(Y,z) = m; — I(‘L’j ,aj) =mj—m; =0
Hemos justificado asi que el ciclo I' — ¥ es nulhomdlogo respecto del abierto Q\ S.

Aplicamos ahora el Teorema 2.1.13 inciso 1) a dicho abierto paraelciclo T'— ¢ y a

la funcién fe H (Q\ S) y obtenemos que

0= If(z)dz _ j f(z)dz—j f(z) dz

-y r \"4

:>j f(2) dz = j f(z) dz

W

- jf(z)dz

q
2 Tj
j=1

q

=y jf(z)dz

=l 7j
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:Zq: J-f(z)dz:Zq:mj If(z)dz

1=l m;c(aj, p) =l c(aj.p)
q
jf(z) dz = 2mi> Res[f(2),a,]I(T’, ;)
r =1

=2mi ) Res[f(z),a] (T, a)

aeS

Donde se concluye que

[f(2)dz=2ri 3 Res|f(2),alLT,a)
T aes

Como queriamos probar. m

El siguiente ejemplo es una aplicacion del Teorema del residuo cuando el camino es

cerrado simple.

Ejemplo 2.7.4.

z2-2

° dz
z(z-1)

Utilicemos el teorema del residuo para calcular la integral: j
Y

Cuando y es el circulo |z| = 2, positivamente orientado ver Figura 2.7.5.
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2
)4
oy
) Re(z)
2 0 2
-2
Figura 2.7.5.

Solucion:

Dado que la singularidad se dard cuando z(z — 1) = 0 esto implica que z=0 0
z =1 asi el integrando tiene las singularidades enz=0y z =1 ambas interiores

ay ver Figura 2.7.6

Im(z)

A

Figura 2.7.6
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Podemos encontrar los residuos los cuales son Res[ f (z),0] y Res[ f (2),1].

Gracias a la serie de Maclaurin se tiene que:
1 2
=1+ z+z°+.. (lz] < 1)
1-z

En primer lugar escribimos, para el dominio 0 < |z | < 1. El desarrollo de Laurent

es decir cuando centramos el discoen z = 0.

52 -2 _(52—2] 1
2(z-1) \ z (z-1)
5z-2 1
:( z j[_(l—Z)}

=[5Z — 2)(— M+z+2%+ ])

z

:(52_2j(—[1+z+22 +...])=(5—2j(—1—z—22 —)

z z

=5(—1— z-17° —...)—i(—l— z-17° —)

= _5-57-572 —...+g+22+222 o
z

= 3—3—32—222 Fo
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-2 2 5 3, 9.2,
2(z-1) z

Por tanto

Del integrando concluimos que Res| f (z),0]=2

(Ya que el coeficiente de (z—z,) 'que en nuestro caso es z,= 0 en el desarrollo de la

serie de Laurent es 2)

A continuacion en la singularidad z = 1 observamos que cuando 0 < |z — 1| < 1.

52-2 (5z-5+3 1
2z-1) | z-1) \(z+1-))
(5(z-1)+3 1
L @z-) \@a+(z-D

5z -2 ( 3 j 1 ]
= =5+
2(z-1) (z-D N\ @-[-(z-D]

_ 3 Tl (r T\
_(5+(Z_1) A+ [-(2-D]+[-(z-DF +...)

:(5+ (Zil)j(l—(z—l)—(z 17—

- 2 3 2

= 5(-(z-1)-(z-1)7-..)+ (Z_l)(l—(z—l)—(z—l) ~.)
By _1\_E(r_1)\2 _ 3 Al a1y
=5-5(z-1)-5(z-1) "'+(z—1) 3-3(z-1)-...

By 1\_E(r_1\2 _ 3 Al a1y
=5-5(z-1)-5(z-1) "'+(z—1) 3-3(z-1)-...
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El coeficiente de

! o= (z—1)"en el desarrollo en serie de Laurent vélido para

0<|z—1<1,es, por tanto 3.

Asi Res[f(z),1] =3y luego aplicando el Teorema 2.7.1

Se obtiene

I 5z2-2

221 %" 2ri[Res[f (2), 0]+ Res[ f (),1]]= 2ri[2+3] =10ni

Y
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CAPITULO IlI

3. APLICACIONES DEL TEOREMA DEL RESIDUO

3.1 APLICACIONES DEL TEOREMA DEL RESIDUO AL CALCULO DE
INTEGRALES

Las aplicaciones mas importantes del Teorema del residuo es el calculo de
ciertos tipos de integrales reales. La idea basica es relacionar esas integrales reales
con otras integrales sobre un camino cerrado en el plano complejo, evaluar esta
ultima mediante residuos y utilizar el resultado para deducir el valor de la primera.
Seleccionamos algunos tipos de integrales a lo que se le puede aplicar la técnica

con éxito.

21
3.1.1 INTEGRALES DEL TIPO jR(COSt ,sent)dt
0

Suponemos que R es una funcion racional de dos variables continua en la
circunferencia unidad la idea para calcular esta integral por él método de los residuos
es convertirla en una integral sobre C(0,1) (disco unidad ver Figura 3.1) de una

funcién compleja que también va a ser racional.
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.
>

I (cos t, cos t)

% t Re(z)

-1

Figura 3.1

Parametrizando la trayectoria del disco unidad se tiene que z = cost + isent = e™.

Ademas por las igualdades [1.3] y [1.4] seccion 1.5 Capitulo 1 se tiene que

Esto implica que

et —gM 1 ( 1) gt et 1( 1}
sent = - =—|z——], cost= ="_]lz+4+=
21 2i z 2 2 yA

dz =iz dt :>d—?=dt
zi

Por tanto se verifica que

Z 1 Z) |1z

| R{ltz + 1) : 21(2 + 1}},1(12 = sz (cost, sent)dt
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En consecuencia, si notamos f (z) = RB(Z + ij , 21(2 + iﬂl tenemos que f (z) es
1 17

una funcion racional por las que sus Unicas singularidades aisladas son polos, para
calcular la integral solo nos interesan los polos que estdn dentro del disco unidad.
Supongamos que estos son {z;, z,, ..., Zg }-

El teorema 2.7.3 del residuo nos dice que

I R(sentcostt = 27 i zq: Res|(2), Z, [ (C(O,l),zj )
0 j=1

J

Pero dado que el analisis se hace en torno a C (0,1), es claro que el nimero de vueltas
del disco unidad alrededor de cualquier z; es 1 es decir I(C (0,1) ,zj) =1 para j

=1,..., g. asi la ecuacion anterior se puede reescribir como:

2z q
I R(sentcostldt = 27 i Z Res] f(2), Z ]
0

=1

Como aplicacion de este tipo de integrales se tienen los siguientes ejemplos.

Ejemplo 3.1.1.1.

2z
Calcular la integral I

0

B T
5+4 cost

Solucién:

Para calcular la integral por el método de residuos tenemos que convertirla en una
integral sobre C (0,1), para ello haremos la parametrizacion z =e™ ademas tenemos
dz=ie" dt=izdt loqueimplicaque dt= dz/iz.
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it —it
Ademés cost:(e +e )zl(ulj

Por lo tanto obtenemos

2

jldt= I %idz
05+4cost con) 5+22 +11z
Z
:-% I %dz
IC(Oll)Zz +52+2

|C(O’1) 2z+1)(z+2)

Tenemos que f (z) es una funcion racional por lo que sus Unicas posibles singularidades

son polos.
Los polos de B se obtiene resolviendo (2z +1)(z +2) = 0 y estan dadas
2z+1)(z+2)
por
1 _ _
2z+1=0 = z, =, 2+2=0 = z,=-2

Esta funcion tiene dos polos simplesen z, y z, Solamente z, = —1/2 esta dentro

de C(0,1) Figura 3.2.

Calculamos el residuo en z, mediante el criterio | de la seccion 2.6.1
Res ;,_l = |lim M
2z+1)(z+2) 2| ,, 1 (2z+D)(z+2)
2

-I'{ (2z+1) }
= lim
1 2(22+1)(z+2)
2
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(2z+1) }_ im L 1

= lim = ==
H_l{Z(Zz +1)(z +2) ., 1(2z+4) 3
2 2

1 1 1
—=Res| — - " ="
{(22+l)(z+ 2) 2} 3
Por tanto
%idz: }ZﬂiRES{l,—l} _2z
c01) 54 92 +11z [ (2z+D)(z+2) 2 3
z
Im(z)
A
1 C (0,1)
Re(z)
1 >
-2 12 |9
-1
Figura 3.2
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Ejemplo 3.1.1.2.

2z

Mostrar queJ. a _ 2 si a>b|
b a+bsent . [a? +p? '
Solucién:
Sea z=e".
. e —e™ z-z7 .
Ademas sent = — = dt=dz/iz.
2i 2i
Sustituyendo obtenemos
2
J‘ o] J‘ dz/iz
a+bsent _ 771 /9i
J clo1) a+b(z-z )/2|

B J‘ 2iz dz
B ; ; 2
clo1) iz(2aiz+bz“ —hb)

2dz

bz% + 2aiz—b
c(0)

Donde C(0,1) es el disco de radio uno con centro en el origen.

Los polos de % se obtienen resolviendo bz® +2aiz—-b =0 y estan dadas
bz® +2aiz—-b

por

 -2ai+./(2ai)? -4(b)(-b) -2ait-/—4a’+4b’® —aix-fa®-b? |
- - 2b - b

2b
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Por tanto,

, _ —ai+-+/a®-b%i _ —ai—-+/a®*-b%i

—ai+ az—bzi‘: az—bz—a'x/az—b2+a‘: b ‘<1 ias
b ‘ b xaz—b2+a‘ az—b2+a‘
Ry
Solamente Zl:—a|+ ba ~B7T st dentro de C (0,1), debido a que
2 _ne
zzz_a'_ ; —b ,no esta dentro de C (0,1),debido a que
—ai- az—bzi‘= —+/a? —b? —a_\/az—b2 —a‘: b ‘>1 yaqueas|b|

Calculamos el residuo en z,, utilizando la regla de L Hopital.

Re{z g }— im[(z_z )2}
bz 4+ Qiz-b' ! -7 ! bz? + aiz - b
. d/dz 2z-2z
= lim / . !
2>zl d/dz bz® +2aiz-b

= lim———
-z 2bz + 2ai

1 1

- bz, +ai - Ja? —b?i
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Entonces

2n

dt . 2
a+bsent bz® +2aiz-b

0

2
J'dt =2 1ti 1 = 2z , el valor buscado.
. a+bsent a2 —bZ?i a2 _p?

Ejemplo 3.1.1.3.

2
dt
Calcular .[
) 3-—2cost+ sent

Solucion:

Sea z=e" .Entonces

it —it -1 it —it -1
—e l1—17 e +e l—17 .
= — cost = = , dz =iz dt

2i 2i 2 2
de modo que

e
sent =

2r
J‘ dt B J dz/iz
) 3-2cost+sent ) 3-2(z+z N /2+(@z-zY/2i

J‘ 2dz
clon (@L-20)z° +6iz-1-2i

Donde C(0,1) es el disco de radio uno y con centro en el origen.
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2dz

Los polos de - - son los polos simples
@-2i)z° +6iz—1-2i
__ —6ix./(6i) ~4(Q-2i)-1-2i) _6i+/-16 _—6i+4i
2(1-2i) 21-2i) 2(1-2i)
, _—6i+4i_( i ‘1+2ij_2—i , _—6i—4i_(—5i .1+2i]_ ~
° 2a-2i) 1-2i 1+2i 5 7t 2a-2i) 1-2i 1+2i

Solamente z, = 25_' estd dentro de C (0,1) ver Figura 3.3.

[
e

1 ' C(01)

Re(z)
my 2
.
Z,=2-1

Figura 3.3

122



. 2—1i
Calcularemos el residuoen z,= ——

Res ) 2_ Zy |=lim|(z—-(4-2i)/5) ) 2_ -
(@-2i)z° +6iz—-1+2i -1 (@-2i)z° +6iz—-1+2i

Aplicando L’Hopital

2 : d/dz 2z-(4-2i)/5
Res o B - Z, (= lim - :
(1-2i)z° +6iz-1+2i n d/dz (1-2i)z° +6iz-1-2i

: 1 1
=lim| —— =
Hzo{ (1-2|)z+3|} 2i

Por el Teorema 2.7.1 del residuo obtenemos el resultado

2dz . 2
I )22 +6iz—1 2=2n|R% (1—2i)z2+6iz—1+2i’ZO
clon) (1-2i)z° +6iz-1-2i

2dz

=7.
(1-2i)z% +6iz—1-2i

Por lo tanto J
c(02)
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400
3.1.2 INTEGRALES DEL TIPO I CF;EX;dX
X

En este caso suponemos que:
a) Py Q son funciones polindmicas sin factores comunes.
b) grado (Q ) = grado (P) +2.
c) Q (x) # 0 para todo x€ R.

En estas condiciones si {z;, z,, ..., Z4 } €s el conjunto de los ceros del polinomio Q

que estan en el semiplano superior se verifica que

Demostracion:

. . L P(z .
Para ello vamos aplicar el teorema del residuo a la funcion f(z) = QE; en el abierto
z

Q= C.SeaTl lapoligonal T'(a, B,p) = [—a,B, B + ip, —a + ip, —a] donde a, By p son
nameros positivos que tomamos suficientemente grandes para que todo los ceros del

polinomio Q que estan en el semiplano superior queden en el interior del rectangulo T

de modo que I(F(aﬁ,p),zj)zl para 1< j<q.
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Imi{z)

A
-[1+;|"p ke J'p .
< p+ip
Y
% AT
Re(z)
e > 0 >
Figura 3.4
El Teorema 2.7.3 del residuo nos dice que
P@) X {P(z) }
—~dz= 2mi Res| —=,z. [3.1]
I Q@) Z Q)"

T(a,B.p)

El lado derecho de la igualdad [3.1] es independiente de o, B y p. Por tanto, sera
suficiente para nuestro propoésito probar que cuando a, By p tiende hacia +oo se

verifica que

J. @dza +m@dx
Qz)  Jam

T (a,B.p)

Por la hipétesis sobre los grados de los polinomios Py Q, se tiene que existe un

nimero K >0 tal que zZ>K y M >0 tal que,

zZF(z)‘ esta acotada por la

constante M en todos los puntos del semiplano superior que no estén en el interior de

I'(a, B, p).
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Por tanto se cumple que

P@)|

3.2
Q@) 1221

|2 K=f(2)=

\2\2

En lo que sigue suponemos que a, f y p son mayores que K.

Ahora sea y,= [B.B+ip], v.=[B+ip,—a+ip], vs=[-a+ip,—a]; (Figura 3.4) y

notamos |, = I f(z) dz. Tenemos

7k

(2) P(z) P(x)
2 E Res| —~ dz = dx+ 1, +1 |
THJ:l GS{ Q(2) } r(a',[i,p) Q(Z) ‘ J‘Q( X) TR

Asi

<+ 1+ 14 [3.3]

¢ B
ZRiZlRe{P(Z) ,Z.-:|— J‘de

= 2 QX)

Acotamos ahora 1;. Para ze[,B+ip] tenemos que z=B+it para te [O, p].
Ademas, como es B > K sera \z\z K por lo que, en virtud de la desigualdad [3.2] se

tiene que

(@)= |f(B+it)<

Por tanto,

N
N

P p p t=p
'1:ng+it)idtSIf(ﬂ+it)dtSI ZM zdtzl\g{arctan;} s'\g

: 0,3 +t t=0
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Acotamos ahora 5. Para z e[-o+ip, —a] tenemos que z=a +it para t [0, p]
Ademas, como es o>k sera \z\ >k por lo que, en virtud de la desigualdad [3.1] se

tiene que

()= flarit)<

a +'[2

Por tanto,

M

I3:jf(—a+it)dtij(—a+it)dt§j M 4= M[arctan } Mn_Mn
. . L o +t? o ol a2 2

Por Gltimos, para acotar 1, , para z €[B+ip,—a+ip| tenemos, por ser p >k, que

\z\ >k por lo que, en virtud de la desigualdad [3.1] Se tiene que \ f(z)\ < ﬂz.Por tanto

e

A A
Iy|= jf(z)dzsjf(t+ip)dt£ ar p)™M
[B+ip ~atip] | -a s p
En vista de [3.3] y de la acotaciones anteriores se tiene que
ZE'ZRES Z 2 X M MT @rpp™ [3.4]
Q2) : Q X 2[5 2(x p?

Como en la desigualdad [3.4] la parte de la izquierda no depende para nada de p

podemos fijar oy f y tomar limite o — +oo con lo que obtenemos

P@) P(x) M M
27“2 Res{Q(z), J} Jaw dx <7 (ﬂ+a] [3.5]
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Tomando ahora limite para ¢ — +o0 y B — +oo en la expresion [3.5] de la derecha,

se obtiene que la funcion SEX; es impropiamente integrable en R y ademas
X

+00 q
@dx= 2ri ZRes{P(Z),zJ}
| QW) 7 Q)
Lo que se queria demostrar m

Como aplicacion de este tipo de integrales se tienen los siguientes ejemplos.

Ejemplo 3.1.2.1.

+o 2
: X" —X+2
Calcular la integral —_
J J; x* +10x* +9

Solucién:
Sea P(z)=2?-z+2 ysea Q(@z)=z*+10z2+9.
Para encontrar los ceros de P(z) hacemosP(z) =0 = z?-z+2=0

Luego los ceros de P(z) son:

1+7i 1-7i
Z = > y Zy = >

Para encontrar los ceros de Q(z) hacemos Q(z) =0 = z*+10z2+9=0

Factorizando Q(z) obtenemos

Q) =2* +102* +9=(2* +9)(z* +1) =(z+3i) (z-3i)(z +i) (z—i) =0
Luego los ceros de Q(z) son:

Z1 =30 zZ,=1 ;23=-—30; 2Z4=—1
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Notamos que los ceros de P(z) no coinciden con los ceros de Q(z), luego, los polos

de la funcion @son los ceros de Q(z) .
Q(2)

Luego los polos buscados son z; =3i, z, =i Yya que son estos los que se encuentran

en el semiplano superior.

Calculando el residuo para z; =3i por medio de criterio | ecuacion [2.10]

2 2
Res{zm,Bi}: lim {(Z—Bi) 27-2+2

2% +10z2 +9 27, (z+3i) (z-3i) (22 +1)

. 22 _742
= lim

252, (z+3i) (2% +1)

_T7+3i
48i

Calculando el residuo para z, =i por medio de criterio | ecuacion [2.10]

2 2
Res{z 2tz ,i}:lim{(z—i) Zorte

2% +10z2+9 | g (2?2 +9) (z +i) (z-i)

. 72742
= |lim

257, (2% +9) (z+1)

i
16i
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Por lo tanto
ToxP—x+2 . 22-z7+2 722-7+2 .
J X" +10x" +9 2" +10z° +9 2" +10z° +9
A7+31 1-i
=2xi —+
48i 16i

[7+3i+3—3i}
=27l —
48

_,[10]_207 _57x
48] 48 12

Ejemplo 3.1.2.2.

o0

Calcular la integral. I ! dx

(x? +a?)(x% +b?)

—00

Solucién:

Suponemos que a> 0y b > 0 son distintos. La funcién que integramos tiene dos polos

simples en el semiplano superior en los puntos ia,ib.

Calculamos el residuo para ia , por criterio | ecuacién [2.10].

Res 1 Ja|=lim|(z-ia) - 1
(z% +a%)(z® +b?) 2ia (z—ia)(z +ia)(z% +b?)

. 1 1
=lim =5
pm{a+4@a2+b5} 2ia(b® -a”)
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Calculamos el residuo para ib , por criterio |, ecuacion [2.10]

Re ! ib} = lim {(z—ib) 1 }

> (22 +a%)(z? +b?)’ 2ib (z* +a®)(z—ib)(z +ib)

=lim L
2>ib| (22 +a%)(z+ib)

!
2ib(a® —b?)

Luego

1 o 1 . . 1 .
I(XZ +a21x2 er2)dx_Zm Res{(22 +a2122 erz),la}+2m Res{(22 +azxzz +b2)’lb:|

—00

=2mi L + !
2ia(b? —a%) 2ib(a’-b?)

T

“ab(a+b)’

1 T
X= n
x? +a®)x> +b%  ab(a+b)

o0
Por tanto I

—00
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TPX) [cosAx
3.1.3 INTEGRALES DEL TIPO I dx
JQ(x) [senix

En este caso suponemos que

1) F(z)= iz) es el cociente de dos funciones polindmicas P yQ sin factores

Q(z)
comunesy A = 0.
2) F(1/z) tiene un cero al menos de orden 2 en z=0, esto es
grado (Q )= grado (P) +2.
3) Q)= 0 paratodo x €R.
En estas condiciones si {z;,z,, ..., Z; } s el conjunto de los ceros del polinomio Q

que estan en el semiplano superior se verifica que

‘[ P& (eosixy , _ (R @) 412
J a0 (ot} g = (Re} zn.gRe{Qm ; J}

Demostracion:

Para este proposito vamos a aplicar el teorema del residuo a la funcién

P(z
F@) = @) T\ ei47 geg y la curva cerrada que se obtiene al tomar el segmento de recta

Q@)
(R,—R) (donde R es el radio del semicirculo z = Re'*) sobre el eje real seguido del
semicirculo z = Re't,0 < t < m. Puesto que F(z)es el cociente de polinomio, sus
polos y por ende los F(z)e**?, ocurren solo en los ceros del denominador y asi se
obtienen un numero finitos de polos. Si R se escoge suficientemente grande, todos los

polos de F(z) que estén en el semiplano superior se localizaran en el interior de y .
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Im(z)

Re(z)
>

Figura 3.5

Entonces, el teorema del residuo Teorema 2.7.1 implica que
q . .
2niZRes[F(z)e'“,z,-]:IF(z)e'“ dz
j=1 y

R T . _
= J. F(z)e'** dx + I F(Re")e”LRet iRe'ldt
R 0

Por hipétesis 2),

zzF(z)‘ estd acotada por una constante M en todos los puntos del

semiplano superior que no estén en el interior de y.
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Asi

T T
J.F(Re")e”“ReIt iRe”dtsJ-F(Re”)ei’1Relt iRe't
0 0

dt

T
:IF(ReIt)elﬂRcost-/iRsent i Re”
0

dt

M Rsentdt
R

O‘—nﬁ

Mz
R

Ya que e™Rsent < 1 por el Teorema 1.7.4 capitulo 1 de comparacion de integrales

impropias del calculos se sigue que

J.F(x)coslxdx, J.F(x)sen/lxdx; A =0

—00 —00

Ambas convergen. Cuando R — oo, se tiene
J‘F(x)e'“dx=2niZRes[F(z)e”“z,zj] 1=0

De donde se sigue el resultado al tomar las partes reales e imaginarias de ambos lados.

Lo que se queria demostrar m
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3.1.4 INTEGRALES DEL TIPO J‘ Mei’lX dx

Q)

En este caso suponemos que:

1) P yQ son funciones polindmicas sin factores comunesy A > 0

2) Grado (Q)> Grado(P)+1.

3) Q(x) =0 paratodo x eR.

En estas condiciones si {z;,z,, ..., Z5 } es el conjunto de los ceros del polinomio Q

que estan en el semiplano superior se verifica que

P(X) _i:x P@) gz
I (X)e dx =27 |ZRes{ (z) 4 zj}

Demostracion:

() ilz

Para ello vamos a aplicar el teorema del residuo a la funcion f(z) = ﬁe en el
abierto Q = C.

Consideremos la poligonal T'(a, B,p) = [—a, B, + ip, —a + ip, —a] ver Figura 3.6
donde a, B y p son nimeros positivos que tomamos suficientemente grandes para que

todo los ceros del polinomio Q que estan en el semiplano superior queden en el interior

del rectangulo I' de modo que 1 (T, 4 ,),z;)=1 para1< j<q.
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Imi(z)

A
-[1+fp . J'p p
< p+ip
Y
K A Y
Rci;:}
-{1 " B -
Figura 3.6
El Teorema 2.7.3 del residuo nos dice que
p(Z) ilz |: (Z) |)z j|
—~Ze'tdz=2xi » Res , [3.6]
rapp 20 Z

El lado derecho de la igualdad [3.6] es independiente de o, B y p. Por tanto sera
suficiente para nuestro propdsito probar que cuando a, B y p tiende hacia +oo0 se

verifica que

e #P(z) 4 Tei“P(x) dx
Q@) Q)

L(a.B.p)

Por la hip6tesis sobre los grados de los polinomios Py Q se tiene que existen numeros

K >0y M > 0 tales que

P@
Qo

[3.7]

72k =

En lo que sigue suponemos que a, B y p son mayores que K
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Ahoray,= [B.8 +ip], v2=[B +ip—a +ip), ys=[- a +ip,~a] (Figura 3.6) y notamos

I, = I f(z)dz. Tenemos

Tk

ilz A i1x
2n|ZRe{p()'“,J}: J' ¢ P(Z)dzzje POV 1y 1, + 14

Q@) iy Q@ J QW
Asi
|/1x
2mZRes{p8 et 7 } I Q()F:(X)d <[y |+ 1]+ |15 [3.8]

Acotamos ahora |;. Para ze[B,B+ip| tenemos que z=g+it para tel0,p].

Ademas, como es B>k serd \z\ >k por lo que, en virtud de la desigualdad [3.7] se

tiene que
P@) _ P(,B+|t)\ M M
Q(z)\ Q(,B+|t)\ \,B+|t\
. . - At
Ademas e*# 1 —¢e Por tanto,

[1osmaneijae]
1y =|| fa+ividt < ||f@B+it)|dt <
0

0

o
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Acotamos ahora 5. Para z e[-a +ip,~a] tenemos que z = —a +it para t [0, p].

Ademas, como es o >k sera \z\ >k por lo que, en virtud de la desigualdad [3.7] se

tiene que
P@) _|P(- a+|t)\ M M
Q@) | QCa+it) - B
. . - At
Ademas e*C** W —¢e Por tanto,

p p B it i =P oAt
|3:jf(-a+it)idtsj' it)dtnge g=Me~ | _Ml-e® M
al —4 a A A
0 0 0 =0

Por ultimo, para acotar |, , para z [B+ip,—a+ip| tenemos, por ser p >k, que

\ \> k por lo que, en virtud de la desigualdad [3.7], Se tiene que \f(z)\ ‘ ‘ M
Ademas para z e[B+ip,—a+ip| es Imz=p, por tanto e'*? = e % . Deducimos
que
Ap
L= G dz<j (t+ip dt<jMLdt— (@+p)Me-
[B+|p a+|p P
En vista de [3.8] y de la acotaciones anteriores se tiene que
|/1x
272'IZR€S|:p(Z) et 7 J}—J POI 4y < —+&+(a+ﬂ)Me 5 [3.9]
=1 Q) Q) pi - ai p
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Como en la desigualdad [3.9] la parte de la izquierda no depende para nada de p

podemos fijar oy B y tomar limite p — +oo con lo que, teniendo en cuenta que A4>0,

obtenemos
iAx
ZMZReS{P(Z) et 7 J}_J‘gp(z)d < (M Mj [3.10]
<7 Q@) ) B«
Tomando ahora limite para o — 4+ y  — +o0 en la expresion de la derecha [3.10],

eMX p(X)

se obtiene que la funcion es impropiamente integrable en R y ademas.

ei/lxp(x)dxzZﬁiZReSLF;(Z)emzlzj} [3.11]

Que es lo que se queria demostrarm

Como aplicacion de este tipo de integrales se tienen los siguientes ejemplos.

Ejemplo 3.1.4.1.

0

Calcular I de
X* +2X+5
—00
Solucién:
7 ei Tl
Considerar Idz donde y es el camino de la Figura 3.5
g 2 +27+5
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Consideramos la funcion compleja

Zeinz Zeiﬂ:Z
f(z)= = - .
22+22+5 (z-(-1+2i))z—(-1-21))
Tiene polos simples en z = —1 + 2i pero solamente z = —1 + 2i esta dentro de y.

El residuoenz = —1 + 2i es

inz inz
Re{ze,-uzi} = lim {(z+1—2i)ze}

22 +2z+5 z-—1+2i 22 +2z+5

_ 5 (z+1—2i)ze™
i G- 20+ 1+ 20

Zein'z

= Jm{m}
(—1+ Zi)ein(—1+2i)
(—1+2i+1+20)
_ (=14 2)e e ?"

4
Entonces
i7l'Z inz
[ N A
2?2 +2z+5 2°+22+5
y
e—in’—Zn’
= 2mi(—1 + 2i) :
4]
=~(1-2i)e™?"
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Ejemplo 3.1.4.2

0

xsenax o«
Pruebe que _[22:
> X" +D 2

g~ab va>0, b>0
Solucién:

La hipotesis de que P yQ son funciones polindmicas sin factores comunesy 4 > 0
y grado (Q)> grado(P)+1 se cumple. Dado que el integrando es par, podemos

utilizar la igualdad [3.11].

iaz
; ze .
Sea senaz =e'% y f(z)= 2 b2 factorizando f(z) para encontrar los polos.
+

" 224p%  (z+ib)z—ib)

Yaque —ib, no esté en el semiplano superior, el polo a considerar es ib y su residuo

iaz iaz
f (Z) Ze ¢

€s

7 eiaz ) ) Zeiaz
RQSLZW}JHR[(Z"b)ZZ +b2}

= Iim_(z—ib)(zeiaz}

2-5ib| z+ib)z -ib)

= lim -
2ib 2

2-ibl (z +ib)

B 7ei® :| _ibeia(ib) g-ab

o0 .
1 [ xsenax : ze'® )
Tenemos entonces que: _[22=|m 2riRes ﬁ,bl =ne?®
2J x°+b z°+b
—00
* ab
. . xsenax we
El integrando como una funcion par tenemos: =
2 , 12
o X +b

que es lo que

queriamos probar m
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3.1.5 INTEGRALES DEL TIPO j P(X))sen(/lx)dx

En este caso suponemos que

1) P yQ son funciones polindmicas con coeficientes reales sin factores comunes
ylA >0

2) Grado (Q)> Grado(P)+2.

3) Q(x) tiene ceros simples en puntos del eje que coinciden con ceros de la
funcion sen(ix).
En estas condiciones si {z,z,...,z,} es el conjunto de los ceros del
polinomio Q que estan en el semiplano superior y {x;, x,, ..., x, } s el conjunto

de los ceros del polinomio Q que estan en eje real, se verifica que

ﬁs.en(/ix)le—Im 2n|ZRes{ 8 e't?, }+EIZRGS{Q§Z; el 42 J}

Demostracion:

Para aprender el procedimiento que se sigue con este tipo de integrales es suficiente

considerar el caso en que x =0 es el unico cero que Q tiene en el eje real.
Supondremos en lo que sigue que Q tiene un cero simpleen x =0y Q(x) =0 para

Xx#0.
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La forma de proceder es muy parecida al tipo de integrales 3.1.4 con una pequefia
diferencia y es que ahora consideramos el camino de integracion I'(a, 8, p , €) es decir
a diferencia de la poligonal anterior Figura 3.7 que consideraba a y,, v, Y3 €ste camino
considera la semicircunferencia y. que puede verse en lafigura 3.7 (si Q tuviera mas
ceros en el eje real habria que rodear cada uno de ellos con una semicircunferencia al

igual que se ha hecho con x = 0)

Im(z)
-0+ ot .
P - P B+ip
Y A
A B
- /\ o Re(z)
-QL =£ € B
Figura 3.7
Considerando la funcién f(z) = gge”Z y teniendo en cuenta que | (I, 4.,.).0)=0
z
El Teorema 2.7.3 del residuo nos dice que
ilz q ]
I e P@y, 27ziz Res{p(z)e'“, J}
Q@) — Q@)
T'(0.B.p,€) =
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Las acotaciones que hemos obtenido en el tipo de integral anterior en los segmentos
Y1, V2 Y Y3 sigue siendo valida por lo que obtenemos facilmente la siguiente acotacion

analoga a la acotacion [3.10].

31(M+Mj
MNP «

Tomando ahora limite para o — 4+ y B — +oo en la expresion de la derecha, se

—e B
Znizq: Res|f (2).2;]- [ £(x)dx—[ £(2) dz~ [ £ (x) dx
=1 —o Ve &

obtiene.

27r7rzq: Res|f(2).2; |- [ f(2) dz = Tf(x)dx +T f(x) dx [3.12]
=1 Ve :

—00 &€

Sea w= Res[f(z),O]: lim z f(z) . Teniendo en cuenta el sentido de recorrido de vye
z—0
tenemos que

T

[ 1) dz + i = —j( flee )2 j iei ™ dit

7, 0 ee
Como
f (Eeit)— geV\:t = iaeit f (86“ )— W‘
Deducimos que
j f(z) dz + miw| < Tseit f (ee“ )— W‘dt <7 max | 2f(2) - wizlz| = £}
Ve 0

Y como Iing(z f(z) —w) =0 se sigue que cuando & —0.
Z—>
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Hemos probado asf I.ing I f(z) dz = —wiw = —7i Res [(2),0]

Teniendo en cuenta la igualdad [3.12] pagina anterior deducimos que
Ilm[.[ f(x)dx — I f(x)dx] = 27212 Res[f(z) Z; ]+ 7 Res f(z) O] [3.13]

Tomando ahora parte imaginaria y teniendo en cuenta que P y Q tienen coeficiente

reales

QX)

Im“- f(x)dx + If(x)dx} = Q(X;sen(ﬂx)dx+ Qsen(/lx)dx

sen (1x )P(x)
QX)

sin mas que definirla en 0 igual a Res| f(z),0] por lo que

Y teniendo en cuenta también que la funcion x — es continuaen x=0

ll_rg[ EX;sen(/bc)dx + 8 Qix;sen(ﬂx)dxj = i QEX;sen( )dx

Concluimos que

i Q8 sen(Ax) = Im{Zn ii Res[f (z).z; ]+ miRed f (z)O]}

Lo que se queria demostrarm
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P(X)

3.1.6 INTEGRALES DEL TIPO V.P. I e dx

Para este tipo de integrales suponemos las siguientes hipotesis:

1) P yQ son funciones polinémicas sin factores comunes A >0.

2) grado (Q)> grado(P)+1.

3) Q(x) tiene ceros simples en puntos del eje real.
En estas condiciones si {zy, 2y, ..., z, } €s el conjunto de los ceros del polinomio
Q que estan en el semiplano superior y {xy, x,, ..., x,, } s el conjunto de los ceros

del polinomio Q que estan en eje real, entonces se verifica que

p
VPJ. P(X) S gy ZHZRES[P?;; '“,zj}+nizRESLF;(Z)ei“,xj} [3.14]

Las letras “V.P.” se leen valor principal de Cauchy. Explicaremos lo que esto significa.
Supongamos, sin pérdida de generalidad que Q tiene un cero simple en x=0y
Q(x) =0 para x =0 . El método que hemos usado anteriormente se aplica exactamente

igual hasta llegar a la igualdad [3.13]. La dificultad ahora es que la funcion

P(z . . . .
f(z)—ﬁe”Z no es continua en los ceros reales de Qy la integral impropia

Q@)

P(X) e'*Xdx no existe.

J

Todo lo que podemos obtener en este caso es lo que afirma la igualdad [3.13]:

&0

& +00 [0}
lim If(x)dx+ J.f(x)dx =271 Res|f2).2; ]+ i Res[(2)0]
el A -1
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El valor del limite de la izquierda de esta igualdad se Ilama valor principal de Cauchy

~+o0
de la integral impropia y se representa por V.P.J %ei“dx. En consecuencia,
X

podemos afirmar que
V.P.j—e”‘xdx=2;ri E Res|f(z),z; [+ ~iRes|f(z),0
_OOQ(X) = [ () ]] [ () ]

Naturalmente, si Q tuviera dos ceros simples reales a<b el valor principal de la

integral vendria dado por el limite siguiente:

&0
a+e b+e

a-¢ b-¢ —0 q
lim [J'f(x)dm J.f(x)dx+ If(x)dx]ZﬂiZRes[f(z),zj]HziRes[f(z),a]+ Res[f (2),b]
At -1

Observa que tomando parte real o imaginaria en la igualdad [3.13] obtenemos

respectivamente, en la hipétesis de que los polinomios P(z) y Q(z) tengan coeficientes

+00 ~+00

reales, las integrales j. gggcos(/lx)dxyj. gggsen(/lx)dx.

Tengamos en cuenta que alguna de estas integrales pueden ser convergente si los ceros

de Q(z) en el eje real coinciden con ceros de cos(x) o con ceros de sen(x). m

Como aplicacion de este tipo de integrales se tiene el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.1.6.1.

~+00
Calcular J.

—00

x sen(z x)
x* -1
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Solucién:

Se trata de una integral real con ceros reales en el denominador, los puntos —1y 1, que

coinciden con los ceros del numerador ya que sen (—z) = sen(z) = 0.

Considerando la identidad  e!®) = cos(Ax) + isen (Ax) , la aplicacién 3.1.5

+00

integrales del tipo I g?(;sen(ﬂ.x)dx y tomando ahora la parte imaginaria
X
teniendo en cuenta que P y Q tienen coeficiente reales se garantiza la siguiente
igualdad
+00 +00 .
x sen(z x) xe' 7X
de: Im 1
Jox -1 Joxt -1
Consideremos la funcion compleja
Zei7tZ Zeinz

f(z) = =
@ ' -1 (z-D)@z+D(z°+))

Esta funcion tiene como singularidades los ceros de su denominador, que son los puntos
-1, 1, —i,i. Entonces, sabemos que el valor principal de Cauchy de la tltima integral

anterior vale

+00
v.P.j

—00

x sen(z x)

x4 —

dx =2mi[Res[f(2),z =i)]+ Res[f(z)z=-1]+Res[f(z)z=1]]

Calculemos estos residuos. Las tres singularidades son polos simples.(el residuo de
la funcion con respecto a la singularidad —i no se calcula ya que esta singularidad

no se encuentra en el semiplano superior )
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Calculando el residuo para z, = i . Aplicando L’Hopital

-7

= lim

774

2ze'™ tinze' ™ —je'™ + '™
473

Calculando el residuo paraz; = —1

Res[f(z).z,]= Iim{(z +1) e }

51 (z-1)z+ 1)(22 + 1)

—4

_cosz+isenz -1
4 4

Calculando el residuo paraz, = 1

Res[f(z)z,]= ”m{(z‘l)( & }

512, 2 1)z +1)22 +1)

_cosz+isenr -1

4 T4

Luego tenemos

el

VP J- xsen(nx)dlem mie™ -1) - e 1)m
-1 2 2 '
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3.2 PRINCIPIO DEL ARGUMENTO Y TEOREMA DE ROUCHE

3.2.1 Relacién entre Cerosy Polos de orden m

Si f es una funcion holomorfa en z,, entonces es holomorfa en algin entorno

|z — zy| < R, de z, ; y sabemos que por el teorema de Taylor que

f@) =25+ 8,(z-2)" (z—2o/<Ry) [3.15]
n=1
f (™ (20) . .
Donde a, = f(z,) y a,=———> n=12.. si, ademas f(z,)= 0 pero

n!
existe un entero positivo m tal que f ™ (z,)# 0 y todas las derivadas de érdenes

inferiores se anulan en z,, se dice que f tiene en z, un cero de orden m en este caso

el desarrollo [3.15] se convierte en:

f(z):(z—zo)m+Zam+n(z—zo)” QZ—ZO\<RO) [3.16]
n=0

Donde a,, # 0. Como las series de potencias son convergentes representan siempre

funciones holomorfas entonces se deduce que
f@) = (z—-2)"g(2) [3.17]
Donde g(z) = Xp—o@man (z —29)™ yademas g es holomorfaenz, y g(z,) # 0.

Supongamos, por otra parte, que existe un entero positivo m tal que una funcion dada

f se puede escribir en la forma de [3.17] donde g es holomorfay no nula en z,.

Entonces existe un entorno |z — z,| < R, de z, en el que
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f(2)=9g(2)(z2-12,)" + g'§|20) (z2—125)™ + g"z(lzo) (2-124)™2 +...

Y, ya que esta representacion en serie de Taylor de f, se sigue que

(m)
gm(lzo) =g(z,)#0 y que f(z)y todas sus derivadas de orden menor que m se

anulan en z,. Esto demuestra que la ecuacion [3.17], con las condiciones impuestas
sobre la funcion g, puede usarse como caracterizacion alternativa de los ceros de orden

m.

Los ceros y polos de orden m estan estrechamente vinculados. En efecto ahora

podemos probar que cuando dos funciones P y Q son holomorfas en un punto z,, y

P(z,) # 0, el cociente g((z)) tiene un polo de orden m en z, siy solo si Q tiene un
z

cero de orden m ahi.

La verificacion de esta afirmacién es facil y se basa en las dos observaciones

siguientes relativas a dos nuevas funciones ¢(z) y g(z), con propiedades a determinar

a) P(z) _ 4(@2) ,  entonces Q(z):(z—zo)m@

Q) (z—2z)" o(2)

P(2) P(2)/g(2)

b) Q(z)=(z-2,)"g(z), entonces 0@~ (22"

. P(z) ..
Primero, supongamos que ﬁ tiene un polo de orden m en z,, en cuyo caso
z

tiene la forma indicada en a).Como ¢ (z) es holomorfay nonulaen z,, lo mismo

es cierto
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para el cociente P(2 en a); luego Q tiene un cero de orden m en z,, b) nos
(2)

muestra que z, es un polo de orden m del cociente P(2) |
Q(2)
Ejemplo 3.2.2.

Sean las funciones enteras P(z)=1 y Q(z)=z (e? —1). Puesto que

Q0)=Q'(0)=0 y Q"(0)=2+0

Q tiene un cero de orden 2 en el punto z = 0. Por lo tanto, el cociente

1
P =
e e -

Tiene un polo de orden2en z =0.

Nos ocuparemos ahora de varios resultados sobre funciones holomorfas que se deducen
del Teorema del residuo y proporcionan herramientas Utiles para el estudio de los ceros
de una funcién holomorfa. En lo que sigue vamos a considerar funciones cuyas tnicas

singularidades son polos.

Definicion 3.2.3. (Funciones Meromorfas)

Diremos que una funcion f es meromorfa en un abierto Q < C si las posibles
singularidades de f en Q son polos, es decir existe un conjunto de puntos P ¢ Q de
puntos aislados en Q tal que f es holomorfa en Q \ Py f tiene un polo en cada punto
de P.

Nota: Denotaremos por M () al conjunto de las funciones meromorfas en Q.

La palabra “meromorfa” significa “de forma racional” (la terminologia viene
del Griego clésico “meros”, que significa parte, en contrapunto a “holos”, que significa

todo.) por qué las funciones meromorfas se comportan de forma parecida a las
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funciones racionales. De hecho los ejemplos mas inmediatos de funciones meromorfas

son las funciones racionales las cuales son funciones meromorfas en C.

Naturalmente, por la Definicion 1.6.21 capitulo 1 toda funcién holomorfa es también
meromorfa. Méas aun el cociente f /g de dos funciones holomorfas en un abierto Q, En
el supuesto que g no es idénticamente nula en ninguna componente conexa de Q, es

una funcidon meromorfa en Q.

Teorema 3.2.4.
Sea Q un dominio en C , f una funcion holomorfaen Q y sea
Z(f)={ze€ Q:f(z) =0} El conjunto de los ceros de f en Q. Las siguientes propiedades
son equivalentes
(@ El conjunto Z(f)tiene un punto de acumulacion en Q, es decir
Z'(f)NQ+0.
(b) Existe un punto a€ Q tal que f ¥(a) = 0 para todo ke NU{0}

(c) fes lafuncion constante cero en Q.
Demostracion:

(@)= (b) por la hipdtesis hay algun punto a€ Z’( f )NQ, sea p> 0 tal que
D(a, p)c Q. Existe una sucesion de puntos a, € D(a, p) con a,#a paratodone Ny
{a, }—a

El teorema de Taylor afirma que

0

fz) = fa)+ Z a,(z—a)" para todo z € D(a, p)
n=1

£ (M (a)
n!

Siendo a, = n=12,.
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En primer lugar, por la continuidad de f tenemos que f (a) = lim{ f(a,)}=0.
n—->oo

Volvemos a escribir la serie teniendo en cuenta que f (a) = 0 y dividimos la funcién

por z — a con lo que

=a, + Y a,(z-a)"" para todoz € D(a,p) \{a}

Sea g¢gi(z)= Zan(z - a)”‘1 , funcion que es holomorfaen (a,p)yg.(a) =0
n=2

Con ello ﬂ:a1+g1(z)
z-a

Evaluando en a,, obtenemos0 = a; + g,(z) Yy, tomando limites deducimos que

0=a; + limg,(a,) = a; + g,(a) = a, .Hemos obtenido a; = 0.
n—.oo

Si aplicamos induccién sobre k.

Suponiendo a; = 0 paraj = 1,..., k, podemos escribir

(Zf(;))k+1 —ag Zaj (z-a) k1 Paratodo z € D(a,p) \{a}
- j=k+2

< j—k-1
Nuevamente llamaremos g,,,(2) = Zaj (z—a)l ™.
j=k+2
Evaluemos la igualdad anterior en z = b,, y tomamos limites para obtener
O=ag,+limg,,(b)=2a.,
n—o0
Luego a,,;= 0y, por induccion concluimos que a;, = 0 para todo ke NU{0} como

queriamos probar.
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(b)= (c) Llamemos A= {zeQ: f ¥(z) = 0, para todo ke NU{0}}. A no es vacio por
hipotesis y es inmediato que A es cerrado relativo a Q puesto que es interseccion de

cerrados relativos

Azﬁ{ZeQ: f(k)(z):O}

k=0

Sea a € A ytomemos p > 0 tal que D(a, p)c Q. El Teorema 1.10.1 capitulo 1 de

Taylor afirma que

v @,
f(z) = Z " (z—a) para todo z € D(a, p)
n=1
Luego f(z) =0 paratodoz € D(a,p) con lo cual f ™ (z) =0 para todo

z € D(a, p) y para cualquier k € NU{0}. Esto altimo implica que D(a, p) c A.
Luego A es abierto. Por conexidad A=Q. (c)= (a) Es evidente.

Asi se ha demostrado el teorema. =

A continuacion enunciamos uno de los teoremas mas Utiles de la teoria de funciones
holomorfas. Este teorema afirma, en particular, que los valores de una funcion
holomorfa en un dominio estan determinados de forma Unica por los valores que dicha
funcion toma en los puntos de una sucesién que converja a un punto del dominio.

Ademas es un resultado muy importante que utilizaremos para demostracion del
Teorema (Principio de identidad para funciones Meromorfas). Que trabajaremos

mas adelante.
Teorema 3.2.5. (Principio de identidad para funciones holomorfas)

Si dos funciones holomorfas en un dominio Q coinciden en un subconjunto de Q que

tiene algun punto de acumulacion en Q entonces dichas funciones coinciden en Q.
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Demostracion:
Seanf, g € H (Q) donde Q es un dominio. Hagamos h =f— g. La hipotesis nos dice

que Z(h)NQ # @ vy, por el resultado anterior, h es idénticamente nula, esto es

f(2)=g(2) paraz € Q.Y esto completa la demostracion m

Corolario 3.2.6.
Sea Q € C un dominio, f € H(Q) una funcidon no idénticamente nula en Q. Sea

Z(f)={z € Q: f(z) = 0} El conjunto de los ceros de f en Q. Entonces:

(i) todo punto de Z(f )es un punto aislado de Z(f)

(i) Z(f )es numerable.

Demostracion:

(1) as hipotesis implican por el Teorema 3.2.5 (Principio de identidad para

funciones holomorfas) que Z(f )no tiene ningin punto de acumulacion en

Q, lo que implica que todo punto de Z(f ) esun punto aislado de Z(f ).

(if)  Basta tener en cuenta que todo abierto en C es union numerable de
compactos y que si K es un compacto contenido en Q entonces el conjunto

Z(f )NK es finito. Y como la interseccion de conjuntos finitos es finito
esto implica que Z(f )es finito y por lo tanto numerable como se deseaba

demostrar m
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El siguiente teorema es un caso particular de la Teorema 3.2.5. Este resultado permite
extender para funciones meromorfas las propiedades de los ceros de las funciones
holomorfas. En particular, los ceros de una funcion meromorfa y no idénticamente

nula, f, en un dominio, Q, son un conjuntos de puntos aislados en Q.

Teorema 3.2.7. (Principio de identidad para funciones Meromorfas)
Una funcion meromorfa en un dominio cuyos ceros tienen algun punto de acumulacion

en el dominio es idénticamente nula.

Demostracion:

Sea Qun dominio y f una funcion meromorfa en Q. Notemos que Z(f ) el conjunto
de los ceros y P(f ) el conjunto de los polos de f en Q. Como P(f ) es un conjunto de
puntos aislados en Q el conjunto Q1= Q\ P(f ) es abierto.

Supongamos que Z(f )tiene algiin punto de acumulacion en Q, es evidente que un
punto de acumulacion de ceros también es un cero de f por lo que, en la hipdtesis
hecha, deberaser Z'(f )N Q1 # @ como f es holomorfa en Q, si probamos que dicho
conjunto es un dominio, el principio de identidad para funciones holomorfas implicara
que f (z) = 0 para todo z € Q1, pero es claro que tiene que ser P(f ) =@, por tanto,

habremos probado que f es idénticamente nulaen Q.

Supongamos que Q1 = AUB siendo A y B conjuntos abiertos distintos del conjunto
vacio tales que ANB = @. Laidea es extender esta particién de Qi a una particion por
abiertos de Q. Para ello definimos los conjuntos

A = AU {z€ P(f): 3r>0, D(z,r)\{z} ¢ A}; B= BU {z€ P(f): ar > 0,
D(z,r)\{z} c B}. Es inmediato que ambos conjuntos son abiertos. Ademas si z €
P(f ) por ser P(f)un conjunto de puntos aislados en €, hay algan r>0 tal que
D(z,r)c Q y D(z,r)NP(f)={z}.
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El conjunto D(z,r)\{z} esta contenido en Qi, y como dicho conjunto es conexo,

debera ocurrir de que o bien esta contenido en A o bien esta contenido en B ya que
hemos supuesto ANB = @.
En consecuencia A UB =Qy AN B=@. Como Q es un dominio alguno de ellos

deber ser vacio, y por tanto algunos de los conjuntos A o B tiene que ser vacio. m

En consecuencia si a es un cero de f existe un Disco D(z,r) c Q tal que f es holomorfa
en D(z,r) y, por tanto, el concepto de orden de un cero para funciones holomorfas se

aplica con igual significado para funciones meromorfas.

En particular se verifica el siguiente resultado.

Corolario 3.2.8.

Sea f una funcion meromorfa en un abierto Q y supongamos que f tiene en a €Q un
cero de orden m. Entonces existe una funcion g meromorfa en Q cuyos polos son
los mismos de f tal que g(@) # 0y f(z)=(z—a)"g(z) para todo zeQ que no sea

polo de f.

Definicion 3.2.9. (derivada logaritmica)
Sea Q un abierto en Cy f € H(Q) no idénticamente nula en ninguna componente
conexa de Q. Definimos la derivada logaritmica de f como la funcion f’/ f meromorfa

en Q.

Teorema 3.2.10.
Sea z, unasingularidad aislada de orden k #+ 0 de una funcién. Entonces z, es un polo
simpledef’/f yRes(f’/f,z,) =k
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Demostracion:

Hipdtesis: z, es una singularidad aislada de orden k

f(z) = Zan(Z— z,)"K Para 0<|z—2zy| <7
n=0

Donde a, # 0, ahora derivando a f se tiene f'(z)= Zan (n+k)z—2zo)" T .
n=0

En el mismo entorno reducido.

Asi
f(z)zf}an(z—zo)“k =(z—zo)kian(z—zo )" =(2-2,)g(2)
n=0 n=0

o]

@)=Y apn+kNz-2,)" " = -2) ) (n+K)ag(z-2,)" =(2-2,) "h(2)
n=0

n=0

Donde las funciones g(z) y h(z) son holomorfas y no nulas en z,. En concreto
0 2
g(2) = Zan(z —z7,) =ay(z-2,) +a,(z—2, ! +a,(z—2,)° +..
n=0

=ay+a,(2—25) +a,(z—2p)% +...

Asi g(z9) = ao
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También

h(z):Z(n+ K)a,(z-29)" =(0+Kk)ag +(L+k) al(z—zo)1 +(2+Kk) az(z—zo)2 +...
n=0
=kay +(1+K)a, (2 - 25) + (2+K)ay (2 —2,)* +...
Asi h(z,) = ka,.

Por consiguiente

@) _(2-2) ") _ 1 h@)
(@) (2-2)'90)  (2-2) 9()

f'(2)

Se indefine en z = z, es decir B
z

— cocuando z - z,

Asi ff((zz)) tiene un polo simpleen z = z, .

El residuo es:

! _ lim (z— 1 @) i M@ ke _
Res[%’zf’}z'i"zl(z ZO)[(z—zo)g(z)J a@) Tk

Como se queria demostrar.m
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Teorema 3.2.11. (Principio del Argumento Generalizado)

Sea Q un dominio, f una funcion meromorfa no idénticamente nula en Q y g una

funcién holomorfa en Q. Sea P(f)el conjunto de los polosy Z(f) el conjunto de los

ceros de f en Q.

Para be P(f) denotaremos como n(b) el orden del polode f enb, y paraae Z(f)
denotaremos como m(a) el orden del cero de f ena. Si T es un ciclo en Q\P(f)U

Z(f) que es nulhomologo con respecto a Q se verifica que:

e Elconjunto {we P(f)U Z(f): I(I',w) # 0 } es finito

) 271”.[ PCLE D (T am@g(@)- Y Ir,b)n(b)g(h) [3.18]
r

f@ acZ(f) beP(f)

Demostracion:

Sea S = P(f)U Z(f) que es un conjunto de puntos aislados en Q. Aplicamos el

Teorema del Residuo a la funcién

h(z) = ff '((ZZ)) 9(2) (ZEQ\S)

que es holomorfa en Q\S.

Dicho teorema nos muestra que el conjunto {WE S:I(T,w) = 0} es finito y ademas

wlrijr‘h(z)dz - Z I(T,w) Res[h(z),w]

weS

- ZI(F,W)Res[h(z),W]

we P(F)UZ(f)
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21_ h(z)dz = Z|(r a)Res[h(z),a]+ ZI T,b)Res[h(z),b] [3.19]

a r acZ(f) be P(f)

Calculemos los residuos. Si a € Z(f) hay un disco D(a,r)c Q tal que
D(a,r) NS ={a}. Por tanto, existe una funcién ¢ € H(D(a,r)) tal que ¢@(a)# 0

f(2) =(z—a)"®p(z) paratodo z€ D(a,r).
Por tanto

f*(2) =m(@)(z-a)" " o(2) + (2 -2)¢' (2)

Y en consecuencia

@) (), 00

h =
D= =09 o)

g(2) z€ D(a, )\ {a}

Deducimos por el criterio 1 para la determinacion de residuo que él

lim(z —a)h(z) = m(a)g(a) lo que implicaque Res[h(z),a]=m(a)g(a).

Z—a

Si be P(f), entonces existe un disco D(b,r) c Q tal que D(a,r)nS = {b}. Por

caracterizacion de los polos sabemos que hay una funcién y holomorfa en D(b, ) con

y(b) =0 tal que f(z2) :(W(bjz(b)para todo ze D(b,r)\ {b}. Tomando r
Z_

suficientemente pequefio podemos suponer que w (z) # 0 paratodo ze D(b,r).
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Tenemos que

L y(z) v (2)
f(z)= n(b)(z—b)n(b)ﬂ (z— b)n(b)

Por tanto

@)= '((ZZ)) 9(2)

f'(2) y(2) —n(b)
h -
(z2)= ()g() ()g() (z b)g()

Y deducimos por criterio 1 para la determinacion de residuo que
Iing(z—b)h(z) =-n(b)g(b), lo que implica que Res[h(z),b]:—n(b)g(b)
Z—>|

Asi de ecuacion [3.19], se tiene

1
o JF' h(z)dz = Z I(T,a)Res[h(z),a]+ Z I(T,b)Res[h(z),b]

ae Z(f) be P(f)

= Y IT.am@g@+ » 1(Tb)[-nb)g(b)]

acZ(f) be P(f)

—Ih(z)dz - ZI(F a) m(a)g(a) - ZI(F b) n (b) g(b)

ac Z() be P(f)

f'(2)

Y yaque h(z)=—-~ 0

g(z) Por lo tanto se concluye que

1 (@) i
- j OLE a;‘f)' (T a)m(@y(@) b;mu(r,b)n(b)g(b)

Como se queria demostrar.m
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Teorema 3.2.12. (Principio del Argumento)
Sea Q un dominio, f una funcion meromorfa no idénticamente nula en Q y I' un ciclo
en Q nulhomologo respecto a Q y que no pasa por ningun polo ni por ningln cero de

f. Supongamos, ademas que para todo zeQ\I"™ se verifica que I(T,z)€{0,1} y

definamos U= {zeQ\I'": I(T", z) = 1}.

Entonces

1@ N
'(f°r’0)_27zi}[ ) =No-N,

Donde No representa el nimero de ceros de f en U y Np es el nimero de polos en U
contando cada cero y cada polo tantas veces como su orden. En particular si f es
holomorfa en Q y I'es un camino cerrado, se tiene que

1 '@

I(foT,0)=_—

27z|r f(z)

Es decir, el nmero de ceros (contando cada cero tantas veces como su orden) de f en

U (el “interior” de I') es igual al numero de veces que el camino f o I' rodea el origen
Demostracion:

Si particularizamos la igualdad [3.18] tomando como g la funcion constante

g(z) = 1 obtenemos

1@
27id @)
r

dz = ZI(F,a)m(a)— ZI(F,b)n(b)

acZ(f) beP(f)

Si ahora suponemos que para toda zeQ es I(I',z) =0 6 I(T',z) =1 y definamos el

conjunto U= {zeQ\I'": (T, z) = 1}, podemos escribir la igualdad en la forma
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1 ('@, )
2ri] 0 dz= Y m@- > n(b)

aez(f)UU  beP(f)UU
= nameros de ceros de f en U — nimeros de polos de f en U
= Ng-N, [3.20]
Veamos ahora que

1 (f'(@)

ﬁr = dz = I(f oT',0)

Es suficiente probar esta igualdad para un camino cerrado y: [a, b] = C.

Por la definicion de integral a lo largo de un camino tenemos:

1 f(z) y(t) _i dz .
- ij = 1I(f o7,0)

. [3.21]
2ri d f(Z) 27r| f y(t)

foy

Asi de ecuaciones [3.20] y [3.21] se cumple que

L@ g, Ny -N,
27z|r f(z)

I(foI',0)=
En el caso particular, cuando fes holomorfa implica que Np = 0.

De donde se cumple que I(f oI',0) = 1 (Z)d =N —N,
27 i ! f(z)

Como se deseaba demostrar m
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Teorema 3.2.13. (Teorema de Rouché)
Sea Q un dominio acotado, f y g funciones holomorfas en Q y continuas enQ.

Supongamos que
f(2)-g(2) <|f(2)|+|g(2) (zEFrQ) [3.22]

Para toda z en la frontera de Q. Entonces, contando cada cero tantas veces como su

orden, se verificaque f y g tienen el mismo numero de ceros Q.

Demostracion:

Observa que la desigualdad [3.22] implica que ni f ni g pueden anularse en la frontera
de Q. Dicha desigualdad, y la continuidad de f y g enQ), implican que ni f ni g pueden
ser idénticamente nulas en Q. Por el principio de la de identidad y por ser QQ compacto,

deducimos que el nimero de cerosde f y g en Q es finito.

Sea
K=1{zeQ:[f(2)-9(2) =|f () +}g(2)]

Ya que KcQ es claro que K es un conjunto finito ya que solo toma aquellos puntos
de Q que cumplen la igualdad descrita, por definicién 1.6.29 (seccién 1.6 capitulo 1)
implica que K es cerrado y por definicion 1.6.28 (seccion 1.6 capitulo 1) y por ser K
subconjunto de Q implica que K es un conjunto compacto. Ademas, en virtud de
la desigualdad [3.22] se tiene que Kc Q. Es evidente que los ceros de f y de g estan

en K.

Sea T el ciclo que nos proporciona el lema anterior para el compacto K en el abierto
Q. Sea U= {z €eQ\I'": (T',z) = 1 }. Sabemos que KcU por lo que los ceros de f y de

g en Q estan todos en U.
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Por el principio del argumento deducimos que.

No(f)=_ = [T @

(NUmeros de ceros de f en Q contando multiplicidades)
27 i i f(z)

Nqy(g) = 1I 9'@) dz  (Numeros de ceros de g en Q contando multiplicidades)
2ri { g@2)

Para zeQ\K se verifica que

f(2)-g(2)|<|f(2) +g9(2)

Lo que, segun sabemos, en virtud de la desigualdad [3.22], equivale a que ?(Z) ¢ R;.

(2)
En consecuencia la funcion ¢ : Q\K — C. Definida por ¢(z) = Iog(‘?((?)j zeQ\K
es holomorfa en Q\K.
Puesto que

(f'(29)-f(2)g'@)g(2) _ f'(2) _g'(2)
9*(2)f(2) f(z) 9(2)

¢'(2) =

f'(2)_9'(@)
f(z) 9@

integral de dicho funcién en cualquier ciclo en Q\K es cero.

Resulta que « es una primitiva en Q\K de la funcion y, por tanto, la

En particular

j(f'@_g’(z)]dz:o: 1 Mf'(z)_g'(z)]dzzo
I 0 9@ 2rid | 10 9@
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L fl(z)dz— 1 g'(z)dz:o
27zir f(z) 27riF g(z)

Hf'@_g'(z)]dz:o Ll [ P@g,_ 1 [9@
I 10 9@ 271 1) 271 9(@)

= No(f)=Ny(9)
Como se deseaba demostrarm.

Los siguientes ejemplos son una aplicacién del teorema anterior que acabamos de

demostrar.
Ejemplo 3.2.14.

Encuentre el nimero de raices de la ecuacion z* + 5z + 1 = 0 situada en el interior

del circulo |z| = 1
Solucién:
Seaf(z) =5zyg(z) =z*+5z+ 1.
Entonces por la desigualdad del triangulo

19(2) — f(2)| < |z|* +1 < |5z] = |f(2)] Sobre |z|=1.
Como f(z) tiene un cero en el interior de |z| = 1, también g(z) lo tendra.
Por otra parte si f(z) = z*, se tiene

|5z + 1] < 11 < 16 = |z|*.

Asi g(z) tiene cuatro ceros en el interior |z| = 2 tres de los cuales se encuentra en el

anillo 1 < |z| < 2 ya que no hay ceros sobre |z| = 1.
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Ejemplo 3.2.15.
Encuentre el nimero de raices de la ecuacion 7z° —5z% +4z—2=0en el disco \z\ <1
Solucion:

Si se multiplica la ecuacién 7z° —5z2 +4z—2=0 por z+1 se obtiene

724 +22° -722+27-2=0
Si se hace

f(2)=72"y 9(2)=77"+2*-7*+22-2,

Luego por la desigualdad del triangulo, se tiene que

\f(z)—g(z)\:‘h4 —7z% + 273 - 72 +22—2‘
:‘223—22+22—2‘

<202 +[zf +2z|+2<|g(2)

Siempre y cuando \z\ =1+¢, £€>0.Porende, g(z)tiene cuatro raices en \z\ <1, lo cual

implica que la ecuacién original tiene tres raices en el disco unitario cerrado.
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3.3 APLICACION DEL TEOREMA DEL RESIDUO PARA SUMAR SERIES

Las aplicaciones del teorema de los residuos para sumar series se basan en la siguiente
idea. Supongamos que f es una funciéon holomorfa en C \ P( f ) donde P( f) es un
conjunto finito de puntos que son polos de f. Admitiremos la posibilidad de que algun
polo de f sea un numero entero. Sea g  una funcion holomorfa en C \ Z que en cada
namero entero tiene un polo simple. T}, un camino cerrado que rodee a los enteros

{—n,—n+1,..,-101,..,n—1,n}yalos polos de f unasolavez dejando fuera a
los demas enteros. Teniendo en cuenta que si k es un entero que no es polo de f se
verifica que Res [ f (z) g(2), k] =T (k) Res [g(2), K], el teorema de los residuos nos

menciona que

jf(z)g(z)dz=2;zi > Res[f(2)g(2).k]I(T,.k)+ 27i > Res[f(z)g(z),wll(T,,k)
T keZ weP(f)
kgP(f)

=2ri Zn:f(k)Res[g(z),k]+ 2zi Y Res[f(z)g(z),w]
k=-n weP(f)
keP(f)

Supongamos que

lim j f(2)g(z)dz=0 [3.23]

Entonces obtenemos

lim Zn: f (K)Res[g(2).k]=— > Res[f (2)g(2),w] [3.24]
g — weP(f)
keP(f)

Las elecciones usuales para la funcion g son

g(2) = i coszz=rmcotgr z ; 9(2)= =7 COSeCr z

Senr z Senrz z

170



Funciones que tienen polos simples en los enteros siendo

Res[zcotgrz,k]=1, Res[rcosecrzz,k]=(-D* (k€Z)

Particularizando para estos casos la igualdad [3.24], suponiendo que se cumpla la

condicidn [3.23], obtenemos

n

lim > f(k)=— ) Res[r f(z)cotgr z,w] [3.25]
A S weP(f)
keP(f)
n
lim > (-D)*f(k)=— > Res[z f(z)cosecr z,w] [3.26]
= II::E?f) weP(f)
&

A continuacion vamos a imponer a la funcion f condiciones suficientes para que se

cumpla la condicion [3.23] para dichas elecciones de la funcion g.

Como camino de integracion T, vamos a tomar la poligonal (es un cuadrado)

1 . 1 . 1 . 1 . 1 .
I, =[n+ E)(—l—l) ,(n+ E)(1— i) ,(n +§)(1+ i), (n+ E)(_l+ ,(n+ E)(_l_ D]
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Teorema 3.3.1:

Para todo z € I; (ver Figura 3.8) se verifica que |cotg mz| <2y |cosec mz| <2

1+ 12)-1+1) (n+ L2)(1+ i)
ki 1_|"
H=1 : :3 n:-l
A
(n+ 1/2)-1- 1) e+ 12)(1- 1)
Figura 3.8

Demostracion:

Supongamos que z = n + % + iy. Entonces

e27riz +1 _e27ri727ry+1

COtg (ﬂ- Z) =i e27riZ _1: | e27ri—27ry -1

2i 2iei7rz 2iein(;r+1/2)—7r y
cosec (ﬂ. Z) = ei;rz _efiiz'Z = ei;rz -1 = e;ri727ry -1

Por lo que

1_ e—27r Yy

cotg(r2)|=——5—
cotg (7 D)= oy
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e "y

2
cosec(rz2)|F——<2
jcosec (z 2) =

Andlogamente si z = x + i (n + %) se obtiene que

-z (2n+1) -
|cotg(7zz)|£1+e T <1+e <2
1-e @) " g7

2e—7r(l’1+1/2) 2e—7r/2
<1

<
|cosec (7 2)|< | o) < e

Teniendo en cuenta que cotgz y cosec zson funciones impares, estas cotas

también son validas para los otros dos lados de I'; asi la demostracion que completa.m

Teorema 3.3.2:

cotg (7 z) dZ:J‘cosec(n z) dz=0
z

Se verifica que j
z

I'n I'n

Demostracion:

cotg (7 z) y cosec (x z)
z z

En efecto, como las funciones son pares y tienen un

polo de orden dos en cero, deducimos que su residuo en cero es igual a 0.Los residuos
en los demaés polos se anulan dos a dos porque

Res(COtg(”Z), kal , Res(cosec (7 2) | kj _ (-1)*
z k . "

Y en consecuencia sus integrales en r, son anuladas en virtud del teorema del residuo.
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Teorema 3.3.3.

Supongamos que hay ndmeros M >0y R > 0 tales que para |z| = R se verifica que

|z f (z)|< M. Entonces se verifica que

lim j f(z)cotg (x 2)dz = lim j f (z)cosec (z 2)dz=0
—)Oorn n—>ool_n

Demostracion:

Supongamos h(z) = f(i/z) La hipotesis echa implica que h esta acotada en el disco
D(0,1/R) Yy, por tanto, h es regular en 0. Definiendo h(0) = Iing) h(z), se tiene que h es
z—

holomorfa en el disco D(0,1/R) por lo que podemos escribir

h(z)=) c,2" z €D(0,1/R)
n=0
Deducimos que
fU/z)-coz=2*) c,z"* z €D(0,1/R)\ {0}
=1

Como la funcion chz”‘l es continua en D(0,1/R) deducimos que esta acotado en
n=1

D c,z"| < K paratodo z € D(0,1/2R).

n=1

compactos. Por tanto existe K > 0 tal que

Deducimos que

f (z)—CZO < |ZK|2 2> 2R [3.27]

Tenemos en virtud del Teorema 3.3.2 que
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[eotg (z2)f (2) dz= [ootg (= Z)(f(z)—czodeJrcOJ.cotg(;r 2)dz - [cotg (r z)(f(z)—czojdz

Por el Teorema 3.3.1y ladesigualdad [3.27], deducimos que para n >2R se verifica

que
B Gy 2K
rjn cotg (7 2)f (z) dz = Fj cotg (x z)(f(z) . jdz < P 8(n+1/2)

La misma acotacion es valida cambiando cotg (z z) por cosec(zz). De esta

acotacion se sigue la afirmacién del enunciado. m

—+00
3.3.4 SERIES DEL TIPO ZP(”)

Q(n)

Suponemos para este caso que

1. Py Q son funciones polindmicas sin factores comunes.
2. grado (Q)>grado (P)+2.
En estas condiciones si {zl,zz, ...,zq} es el conjunto de los ceros del polinomios Q se

verifica que

lim gn_:n (F;((lli)) = —JZ(:‘ Res (ncotg(nz) g(é)) Z; J [3.28]

Q(k)=0

Esto es consecuencia directa de los resultados anteriores pues en la hipétesis hechas se

p(2)

verifican que limz—~~=Le C y por tanto se satisface la hipdtesis del

20 Q(2)
Teorema 3.3.3, es interesante observar que la existencia del limite en [3.28] no

implica que la serie sea convergente.
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Naturalmente, que la serie Z M sea convergente quiere decir que existe el
—~ Q(k)
Q(k)=0
limite
q
lim P(t)
%:))Sg k=—p Q( )
Q(k)=0

Por otra parte, la condicion grado(Q)>grado(P)+2 garantiza la convergencia

absoluta de la serie

Ejemplo 3.3.4.1.

Seaa € Ra #0.
n

) 1
lim 5
n

20 =k +a

=—Res (ncotgnz ! iaj —Res (ncotgﬂz ! —iaj
2 22 +a? 22 +a?

e e

o " _gom

. 1
Como la serie 27 €s convergente tenemos que

2 2
nZlk +a
n n 0
. 1 . 1 1 1 1
lim 5 2:2I|m 5 2+—2:ZZ:72 >t
n—o &=k +a nond=k+a” «a = k“+a0” «

Donde se sigue que

i 1 1fne*+e* 1
— n2+(12 2| o g@7 _go7 2

176



En virtud del criterio de Weierstrass, la serie Z
in®+a

convergente para a € R, por lo que

o0 o0

Zi— lim 1
n2 2 2

—0
n=1 ¢ n=1 n"+o

Donde el ultimo limite puede calcularse por la regla de L’Hopital.

+00
3.3.5 SERIE DEL TIPO Z(_l)n P(n)

—00

Suponemos para este caso que

1. Py Q son funciones polindmicas sin factores comunes.

2. grado (Q)>grado (P)+1.

es uniformemente

En estas condiciones si {zl,zz, ...,zq} es el conjunto de los ceros del polinomios Q se

verifica que

n

im — sz_ q es| wcotg\nz P(Z) Z;
im 2, 0 g~ 2R oty

=—N
Q(k)=0

Ejemplo 3.3.5.1.

n—oo
k=—n
k=0

k2 7z 22-0(z

n k q Kk
De donde se sigue que : Z(_l) Ly (1)
nel n 2 n-w en n
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n k 2 2
lim (-Y) = —Res (n cosec(nz)lz,oj ~Lim dzz3(n cosec(nz)lzj = —%
z



CONCLUSION

El presente trabajo de tesis se realizo con el propdsito de documentar y dar a
conocer los conceptos fundamentales y algunas aplicaciones del Teorema del residuo
desde el enfoque del anélisis complejo que surge de la necesidad de que en la mayoria
de libros no se detalla a profundidad la importancia del teorema, para ello nos
auxiliamos de diferentes libros, sitios web y de esa manera introducimos la teoria
preliminar que nos permitio comprender los resultados que se obtuvieron a lo largo de

la investigacion.

Para analizar y trabajar el teorema del residuo se necesitd tener conocimiento
de residuo de una funcion respecto a un punto singular, por tanto en el capitulo Il se
listd una serie de criterios para facilitar el calculo de residuos.

Dentro de las conclusiones que se pudieron obtener, encontramos que es
imposible aplicar el teorema de Cauchy para caminos cerrados que encierran puntos
singulares, como consecuencia el Teorema del residuo da solucién a este tipo de

problematicas.

Para lograr el propdsito de esta tesis en el capitulo 111 se muestra la importancia
que tiene el Teorema del Residuo el cual radica en la utilidad para resolver una buena
cantidad de integrales que son muy dificiles de calcular en célculo de variable real y
que se facilitan mediante el teorema en el calculo de variable compleja. Ademas hay
otras aplicaciones como lo es el Principio del Argumento el cual relaciona el nimero
de ceros y el nimero de polos de una funcion que se encuentran en el interior de un
camino cerrado Yy el Teorema de Rouché que relaciona el namero de ceros de dos
funciones holomorfas en la misma region. Finalmente tenemos las aplicaciones del
Teorema del Residuo para sumar series que relacionan el nimero de polos con el

numero de enteros en el interior de un camino cerrado.
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