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INTRODUCCION
La matematica es una ciencia que a partir de notaciones basicas y a traves del

razonamiento logico, estudia las propiedades y relaciones entre entes abstractos
(ndmeros, figuras geométricas, simbolos). Los matematicos buscan patrones, formulan
nuevas conjeturas e intentan alcanzar alguna respuesta a un determinado fendmeno
mediante rigurosas deducciones; estas les permiten establecer axiomas y definiciones,
apropiados para dicho fin. Es en la matematica donde las otras ciencias se apoyan para
lograr diversos estudios, si se busca en el amplio repertorio de teoria de la matematica es
posible encontrar muchas aplicaciones a otras ciencias, desde las que involucran
ecuaciones lineales hasta ecuaciones diferenciales e integrales, en algunas ocasiones no
es tan sencillo encontrar una solucién (si es que existe) a determinada ecuacion, por ello
es necesario valerse de alguna teoria matematica adicional, una de estas es la teoria del
punto fijo y con ello el teorema del punto fijo de Banach, que es aplicable en algun tipo
especial de sucesiones; el uso de la teoria del punto fijo es comdn tanto en ciencias
aplicadas (economia, ingenieria, informatica) como en ciencias fundamentales (fisica,
quimica, biologia). Por ejemplo: en fisica su uso se da en dinamica estructural y
vibracién de una cuerda; otro en el analisis de sistemas dinamicos, que tiene numerosas
aplicaciones (en el estudio de modelos de poblacion, modelos cadticos, por ejemplo);
también es importante en el estudio de métodos iterativos utilizados en el calculo
numérico. En algunos problemas de Ingenieria y Biologia, e incluso determinados
fractales son puntos fijos de ciertas contracciones. Por lo que, el teorema del punto fijo
de Banach es un instrumento utilizado en el estudio de algunos temas en areas muy
diversas. En el trabajo a realizar, se abordarad este tema, el cual sera dividido en tres
capitulos; en el primero se presentardn componentes basicos de calculo: limite,
continuidad, valor medio, convergencia; topologia: espacios meétricos; ecuaciones
diferenciales ordinarias; entre otros; en el segundo la definicion de punto fijo, algunas
condiciones para que sea Unico, el principio de contraccion de Banach y su

interpretacion geométrica, por ultimo, en el tercer capitulo se mostraran algunas



aplicaciones para los sistemas de ecuaciones lineales, ecuaciones diferenciales,
ecuaciones integrables y otras. Se ha mostrado asi una descripcion bésica acerca del
contenido de la investigacion y en lo que sigue se mostraran los antecedentes donde se
hace una breve resefia histdrica del tema y se describe si ya se han llevado a cabo
investigaciones anteriores ya sea del mismo o de otros similares a este, seguidamente se
abordan los motivos por los cuales se hace la investigacion y se describen los objetivos

que se pretenden alcanzar.



1. Antecedentes y Justificacion.
1.1 Antecedentes.

En la investigacion de la ciencia matematica uno de sus principales objetivos es
resolver problemas matematicos, con el tiempo, los investigadores se han encontrado
con diferentes ecuaciones que presentan dificultades para descubrir una solucién, si
existe. Se deben formar, por tanto, dos categorias “problemas con solucion” y
”problemas sin solucion”; algunas veces, para una determinada situacion es dificil saber
en qué categoria clasificarlo, puesto que el no encontrar una solucion no implica que esta
no exista; en algunas ocasiones es posible crear un modelo matematico y con ello se
logra establecer que un problema puede resolverse, pero como ya ha sido mencionado
anteriormente podria resultar muy dificil encontrar una solucion o establecer que ésta
existe, para ello se recurre a métodos creados por matematicos, uno de ellos es el
Teorema del Punto Fijo de Banach, que fue surgiendo posterior a diferentes estudios

realizados por grandes matematicos.

El primer y mas sencillo teorema del punto fijo es el teorema de Bolzano, 1817, de los
valores intermedios de funciones continuas reales. Cauchy, en un articulo publicado en
1835, utiliz6 un método de aproximaciones sucesivas para dar un teorema de existencia
para algunos tipos generales de ecuaciones diferenciales, para los que no se tenian
soluciones explicitas. Picard, en 1890, utiliz6 métodos de aproximaciones sucesivas para
garantizar la existencia de soluciones de algunas ecuaciones diferenciales con ciertas
condiciones de frontera. En 1922, Banach demostrd, en su tesis doctoral, el teorema del
punto fijo que hoy lleva su nombre, y que también se conoce como Principio de la

Aplicacion Contractiva.

Algunos de los resultados sobre existencia de soluciones de ecuaciones diferenciales,
soluciones de sistemas con infinitas ecuaciones e incognitas, existencia de funciones
implicitas, métodos numéricos, existencia de fractales, medidas invariantes, existencia
de subespacios invariantes, etc., pueden ser obtenidos como consecuencia de teoremas

del punto fijo.



En Analisis Numeérico se trata este interesante contenido de manera muy superficial, esto
lleva a la idea de realizar un trabajo en el cual se exponga este llamativo tema de manera

un tanto mas profunda.
1.2 Justificacion.

El matematico polaco Banach prob6é un teorema que aseguraba las condiciones
apropiadas para la existencia y unicidad de un punto fijo. Su resultado es Ilamado el
teorema del punto fijo de Banach o el principio de contraccion de Banach. Este teorema
provee una teoria para encontrar la solucion de una gran variedad de aplicaciones.
Algunos de los resultados sobre existencia de soluciones de ecuaciones diferenciales,
soluciones de sistemas con infinitas ecuaciones e incognitas, existencia de funciones
implicitas, métodos numéricos, etc. pueden ser obtenidos como consecuencia de

teoremas del punto fijo.

Dado lo anteriormente expuesto se ha elegido “El teorema del punto fijo de Banach y
algunas aplicaciones” como tema de investigacion; se efectia con la finalidad de
presentar la teoria y algunas aplicaciones del punto fijo, y mas ampliamente del teorema

del punto fijo de Banach.

Consideramos que el trabajo interesante; toda la teoria expuesta, esta dirigida a
establecer la existencia de una solucion para una determinada ecuacion o problema (si es
que esta existe), asimismo tendrd una secuencia l6gica para obtener de manera practica
la asimilacion del tema, por lo que se partird de conceptos, teoremas y propiedades que
seran la base de la teoria que posteriormente se expondra, haciéndolo de lo especifico a
lo general; se pretende sea de interés para las personas a quienes concierna conocer
elementos de este topico, obteniéndose precisamente como beneficio el recordar o
extender las nociones referentes a este tema, por consiguiente, se logre adquirir
conocimiento de su importancia y la utilidad que este presenta dadas las maltiples

aplicaciones que posee.



2. Objetivos.

2.1 Generales:
e Investigar la teoria del punto fijo y algunas aplicaciones del Teorema
del Punto Fijo de Banach.
e Elaborar un documento en el que se presenten algunas aplicaciones y

la teoria del punto fijo.

2.2 Especificos:

e Mostrar la utilidad de los conceptos basicos de Célculo, Algebra
Lineal, Ecuaciones Diferenciales y Topologia en problemas de
aplicacion.

e Referir otros enunciados y demostraciones de teoremas del punto fijo.

e Presentar la interpretacion geométrica del Teorema del Punto Fijo de
Banach.

e Dar a conocer algunas de las aplicaciones del Teorema del Punto Fijo
de Banach en ecuaciones diferenciables, integrales y sistemas

dindmicos entre otros.



3. Metodologia de la Investigacion.

3.1 Sistema de Hipdtesis.
La investigacion que se va a llevar a cabo es de tipo no experimental, por

lo cual no se formulard un cuerpo de hipotesis.

3.2 Disefio Metodoldgico.

El estudio a realizarse es, EI Teorema del Punto Fijo de Banach y algunas
aplicaciones, siendo éste de tipo no experimental, puesto que no se
manipula ningun sujeto o variable, solamente se observa el fendmeno o

problema asi como ha ido sucediendo.

En la investigacion referente al Punto Fijo de Banach se desarrollaran
algunas aplicaciones en ciertas &reas y se observara cual ha sido su
perfeccionamiento a través del tiempo, por lo que el problema se

estudiara del presente al pasado, es decir en forma retrospectiva.

Por lo antes mencionado, no se utilizard& ningun instrumento de
recoleccion de datos (encuesta, entrevista, formulario, etc.), ya que la
informacion que se usara es de tipo bibliogréafica.
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CAPITULDO I: Preliminares

i) Calculo.
1.1 Funciones, Limites y Continuidad.
Definicion 1.1.1: Sea f una funcion definida en cada nimero de algun intervalo abierto
que contiene a a, excepto posiblemente en el nimero a mismo. El limite de f(x)

conforme x se aproxima a a es L, lo que se escribe como:lim,_, f(x) =L; si la

siguiente proposicién es verdadera:
Dada cualquier € > 0, no importa cuan pequefia sea, existe una § > 0 tal que:
Si0O<|x-al|<4d,entonces [f(x)-L|<e.
Teorema 1.1.1: Limite de una funcion lineal.
Simy b son dos constantes cualesquiera, entonces lim,._,,(mx + b) = ma + b.
Teorema 1.1.2: Limite de una funcién constante.
Si ¢ es una constante, entonces para cualquier nimero a: lim,_,c = c.
Teorema 1.1.3: Limite de la funcién identidad.
lim,_,x = a.
Teorema 1.1.4: Limite de un maltiplo escalar.
Silim,_, f(x) = Lyk € R, entonces lim,._,, kf (x) = kL.
Teorema 1.1.5: Limite de la suma y de la diferencia de dos funciones.

Silim,_, f(x) =Ly lim,_, g(x) = M, entonces lim,_,[f(x) £ g(x) ] =L+ M.



Teorema 1.1.6: Limite de la suma y de la diferencia de n funciones.

Si lim,,, fi(x) =Ly, lime,, fob(x)=L, ,..., lim,,, fn(x) =L, , entonces
limxeavl(x) T fz(x) + ..t fn(x)] = Ll + LZ - iLn :

Teorema 1.1.7: Limite del producto de dos funciones.
Silim,_, f(x) =Ly lim,_, g(x) = M, entonces lim,_,[f(x).g(x) ] = LM.
Teorema 1.1.8: Limite de la n-ésima potencia de una funcion.
Si lim,_,, f(x) = L y n es cualquier nimero entero positivo, entonces
limyq [f()]" = L™
Teorema 1.1.9: Limite del cociente de dos funciones.

Silim,_, f(x) = Ly lim,_, g(x) = M, entonces limxﬁa% == SiM#0.

Teorema 1.1.10: Limite de la raiz n-ésima de una funcion.

Si n es un numero entero positivo y lim,_,, f(x) = L, entonces lim,_,, 3/f(x) = VL

con la restriccion de que si nes par L > 0.

Teorema 1.1.11:
. . , - . 1 1
Si a es cualquier niamero real diferente de cero, entonces lim,._,, - ==

Definicion 1.1.2: Sea f una funcién definida en cada nimero de algun intervalo abierto |
que contiene a a, excepto posiblemente en a mismo. Conforme x se aproxima a a, f(x)

crece sin limite, lo cual se escribe como: lim f(x) = +oo.
xX—a

Si para cualquier nimero N > 0 existe § > 0 tal que:

Si0<|x-a]<d,entonces f(x) > N.



Definicion 1.1.3: Sea f una funcion definida en cada nimero de algun intervalo abierto |
que contiene a a, excepto posiblemente en a mismo. Conforme x se aproxima a a, f(x)

decrece sin limite, lo cual se escribe como: lim f(x) = —oo.
xX—a

Si para cualquier numero N < 0 existe 6 > 0 tal que:
Si0<|x-al<d,entonces f(x) < N.

Definicion 1.1.4: Se dice que la funcion f es continua en el nimero a si y sélo si se

satisface las tres condiciones siguientes:

1. f(a) existe.

2. lim,_, f(x) existe.

3. limyq f(x) = f(a).

Definicion 1.1.5: Se dice que una funcion es continua en un intervalo abierto si y s6lo

si es continua en cada nimero del intervalo abierto.

Definicion 1.1.6: Se dice que la funcién es continua por la derecha en el nimero a si 'y

solo si se cumplen las tres condiciones siguientes:

1. f(a) existe.
2. lim,_,,+ f(x) existe.

3. limy g+ f(x) = f(a).

Definicion 1.1.7: Se dice que la funcidn f es continua por la izquierda en el nimero a

si y s6lo si se cumplen las tres condiciones siguientes:

1. f(a) existe.

2. lim,_,,- f(x) existe.

3. lim,_q- f(x) = f(a).



Definicion 1.1.8: Se dice que una funcion, cuyo dominio contiene al intervalo cerrado
[a, b], es continua en el intervalo [a, b] si y sélo si es continua en el intervalo abierto

(a, b), asi como continua por la derecha en a y continua por la izquierda en b.
Definicion 1.1.9 (limites al infinito):
Sea L un namero real.

1. Laexpresion lim,_, f(x) = L significa que para cada € > 0 existeun M >0
tal que | f(x) - L|< & siempre que x > M.
2. Laexpresion lim,_, f(x) = L significa que para cada &> 0 existe un N <

0 tal que |f(x) - L| < & siempre que x < N.
Nota: La expresion lim,_,., f(x) = L también se puede denotar como f(x) — L.
Teorema 1.1.11:
Si r es un nimero racional positivo y c es cualquier nimero real, entonces
lim,_, é =0.
Ademas, si x' se define cuando x < 0, entonces lim,_,_q, % = 0.

Ejemplo 1.1.1:

. 2t3+ Y2528
Calcular lim,_g —————— .

10
Solucioén:
3,372
lim,_g @ = —lim,_g[2t3 + V&2 — 528] por Teorema 1.1.4

_ i . 3 . 32 1
== [2 lim, g t° + ltllré ez }rl_{rgl 528] por Teoremas 1.1.4y 1.1.6

10



= i[2 lim, g t3 + 3/lim t?2 — lim 528] por Teorema 1.1.10
10 t—8 t—8

= %[2(83) + /82 — 528] por Teoremas 1.1.8 y 1.1.2

=1(1024 + 4 — 528) = 50.

10
Ejemplo 1.1.2:
Calcular lim X't :
21 (x-2)(x-3)
Solucion:
lim AT U |Gt por Teorema 1.1.9

e-x-3)  lim[(-2)(x-3)]

lim (3x2)+lim 4
= % -1 por Teoremas 1.1.5 y 1.1.7
[llm(x—z)][hm(x—3)]
xX—1 x—-1

31irrix2+lirri4-
= e T por Teoremas 1.1.4 y 1.1.5
limx—limz] lim x— 1im3]
X—-1 xX—1 X—-1 xX—1

2
= —[13_(2]?;_43] por Teoremas 1.1.8,1.1.2 y 1.1.3

_ 3+4
T (-D(=2)

7
2

11



1.2 Derivada y Diferenciacion.

Definicion 1.2.1: La derivada de la funcion f es aquella funcién, denotada por f, tal

que su valor en un numero x del dominio de f esta dado por:

. Ax)— . . .
f'(x) = hmAx_,of(“z—if(x) si este limite existe.

Definicion 1.2.2 (Férmula alternativa de la derivada): La derivada de f en c es:

i £ — ()
im————

x—c X—cC

Obsérvese que la existencia del limite de esta forma alternativa requiere que los limites

unilaterales:

i L8~ f(©) - fO) = f(9)
im —————— lim ———

x—Cc™ X —C x—ct X —C

existan y sean iguales. Estos limites laterales se denominan derivada por la izquierda 'y
por la derecha, respectivamente.

Teorema 1.2.1:

Si una funcidn f es diferenciable en un nimero x;, entonces f es continua en x;.
Teorema 1.2.2: Diferenciacion de una constante.

Si ¢ es una constante y si f(x) = ¢, entonces f (x) = 0.

Teorema 1.2.3: Diferenciacion de potencias.

Si n es un nimero entero positivo y si f(x) = x", entonces f (x) = nx"*.,

Teorema 1.2.4: Diferenciacion para el producto de una funcién por una constante.

Si f es una funcién, ¢ es una constante y g es la funcion definida por g(x) = cf(x) y si f (X)
existe, entonces g'(x) = ¢ f (X).

12



Teorema 1.2.5: Diferenciacion para la suma o resta.

Si f y g son funciones y si h es la funcién definida por h(x) = f(x) = g(x) y si f'(x), g'(x)
existen, entonces h'(x) = f (x) £ g'(x).

Teorema 1.2.6: Diferenciacion para el producto.

Si f y g son funciones y si h es la funcién definida por h(x) = f(x). g(x) y si f'(x), g'(x)
existen, entonces h'(x) = f(x)g'(x) + g(x) f (x).

Teorema 1.2.7: Diferenciacion para el cociente.
Si fy g son funciones y si h es la funcién definida por h(x) = f(x) /g(x), donde g(x) #0 y

g f () -f(x) g’ (x)
(g(x))?

si f'(x), g'(x) existen, entonces h'(x) =

Teorema 1.2.8: Diferenciacion de potencias.
Si f(x)= x™, donde —n es un nimero entero negativo y x # 0, entonces f (x) = -nx™™.

Teorema 1.2.9: Regla de la cadena.

Si'y = f(u) es una funcion derivable de u y ademas u = g(x) es una funcién derivable de

X, entonces y = f(g(x)) es una funcion derivable de x, de forma que:

dy dydu
dx  dudx

Ejemplo 1.2.1:

Mediante la férmula alternativa para limites (Definicién 1.2.2), calcular f (3) dado que
flx) =x3—12x.

13



Solucién:

iy i T ) = f3)
f@=n——3
x3-12x— (3%3-12(3))

x—3

=lim, 3

- lim x3-12x+9

- xX—3 x—3

(x—3)(x?+3x-3)
x—3

=lim,_3

=lim,_;(x? + 3x — 3)

=32 +3(3) - 3
=15.
Ejemplo 1.2.2:
Calcular f (x) dado que f(x) = ;;+_51x .

Solucién:

[%(3x—1)][x2 +5x]-[3x~1] [%(x%sx)]

(x2+5x)2

') =

por Teorema 1.2.7

_ [322 00— ()] [x2 + 5]~ [Bx—1][ e (x2) +51-(0)|

or Teoremas1.25 vy 1.2.4
(x2+5x)2 P Y

[3(1)-0][x2+5x]—[3x—1][2x+5(1)]
(x2+5x)2

por Teoremas 1.2.2 y 1.2.3

3[x2+5x]-[3x—1][2x+5]
(x2+5x)2

_ 3x2+15x-6x2-15x+2x+5
(x2+5x)2

multiplicando

14



_ —3x242x+5

(2150)2 simplificando.

Ejemplo 1.2.3:

-7
(2t-3)2 "

Calcular g (t) dado que g(t) =

Solucion:

g() = ﬁ = —7(2t —3)~2 reescribiendo g(t).

Sea u(t) =2t—3 demaneraque g(u) =—7u"2.
Asi utilizando la regla de la cadena (Teorema 1.2.9) se tiene:

dg du

g'(t) =@E

_[a 1[4

= [ 7| [ e - 3)]
=[-7(—=2u"3%)](2) derivando
=28u~3  sustituyendou=2t-3

=282t —3)73

_ 28
(2t-3)3°

Definicionl.2.3:

Se dice que f : R™ - R™ es continuamente diferenciable en X, si cada una de las
derivadas parciales D;f*(x) existe en una region abierta alrededor de xo y es continua

alrededor de xo.
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1.3 Valores Extremos.

Definicion 1.3.1: Sea f definida sobre un intervalo | que contiene a c.

1- f(c) es el minimo de fsi f(c) < f(x) paratoda xen I.

2- f(c) es el maximo de f si f(c) > f(x) paratodaxenI.

Teorema 1.3.1 (Teorema de valor medio):

Sea f una funcion tal que:

1. Es continua en el intervalo cerrado [a, b].
2. Es diferenciable en el intervalo abierto (a, b).

Entonces existe un nimero c en el intervalo abierto (a, b) tal que f'(c) =

Ejemplo 1.3.1:

f(b)-f(a)

b—a

Es posible observar que la funcion f(x) = x>+ 1 tiene tanto un minimo como un Maximo

en el intervalo cerrado [-1, 2] (Figura 1.3.1a), pero no tiene un maximo en el intervalo

abierto (-1, 2) (Figura 1.3.1b).

(2.5) 9" Maiximo

fixy=x2+1

(0. 1) ——— Minimo

e

I |

Figura 1.3.1a

Figura 1.3.1b

4 Noesun

maximo

fix) =x+1

—— Minimo



1.4 Integral Definida e Integracion.

Definicion 1.4.1: Se dice que una funcion F es una antiderivada o primitiva de f, en
un intervalo I si F(x) = f(x) para todo x en I.

Teorema 1.4.1:

1. fdx= x+C.
2. [af(x)dx = a [ f(x)dx.
3. JIf(x) £ g)]dx = [ f()dx £ [ g(x)dx.

x‘l’l+1

n+1

4. [x"dx = +C.

5. [e*dx= e*+C.

6. [Inxdx=>+C.
Definicion 1.4.2: Sea f definida en el intervalo cerrado [a, b], y sea A una particion de
[a, b] dada pora =x, < x; <x, <+ < x,_1 <X, =b donde Ax; es el ancho del
i-ésimo subintervalo. Si ¢; es cualquier punto en el i-ésimo subintervalo [x;.1, Xi] entonces

la suma

n
Zf(ci)Axi ) Xi-1 S € S X
i=1

se denomina una suma de Riemann de f para la particion A.

Definicidén 1.4.3: Si f es una funcion definida en el intervalo cerrado [a, b], entonces la

integral definida de f de a a b, denotada por f: f(x)dx , esta dada por:

n b
HlAi“rgOZlf(ci)Axi - j F(x)dx.

Definicion 1.4.4: Si una funcién f es continua en el intervalo [a, b], entonces f es

integrable en [a, b]. Es decir fff(x)dx existe.

17



Teorema 1.4.2:

Sia>by [, f(x)dx existe, entonces ff feodx = — [ f(x)dx.
Teorema 1.4.3:

Si f(a) existe, entonces f;f(x)dx = 0.

Teorema 1.4.4:

Si k es cualquier constante, entonces f; kdx = k(b — a).

Teorema 1.4.5:

Si la funcién f es integrable en el intervalo cerrado [a, b], y si k cualquier constante,

entonces [ kf (x)dx = k [ f(x)dx.
Teorema 1.4.6:

Si las funciones f y g son integrables en [a, b], entonces f + g es integrable en [a, b] y

f[f(x)+ g(x)]dx = f f(x)dx+f g(x)dx.
Teorema 1.4.7:

Si la funcion f es integrable en los intervalos cerrados [a, b], [a, c] ¥ [c, b], entonces

[} feodx = [ feodx + [ f(x)dx ,dondea<c<b.
Teorema 1.4.8:

Si las funciones f y g son integrables en el intervalo cerrado [a, b], y si f{x) > g(x) para

toda x en [a, b], entonces f; f(x)dx = f; g(x)dx.

18



Teorema 1.4.9 (Teorema del valor medio para integrales):

Si la funcion f es continua en el intervalo cerrado [a, b], entonces existe un nimero c en

[a, b] tal que [ f(x)dx = f(c)(b — a).

Definicion 1.4.5: Si la funcidn f es integrable en el intervalo cerrado [a, b], entonces el

b
. d
valor promedio de fen [a, b] es f“ff_#.
Teorema 1.4.10 (Primer teorema fundamental del calculo):

Sea f una funcion continua en el intervalo cerrado [a, b] y sea x cualquier nimero de [a,

b]. Si F es la funcion definida por

F(X) = J. f(t)dt entonces F'(x) = (x) (1)

si'y solo si — [~ f(t)dt = f(x) ()

(si x = a, la derivada en (2) puede ser una derivada por la derecha , y si x = b, puede ser

una derivada por la izquierda).

Teorema 1.4.11 (Segundo teorema fundamental del célculo):

Sea f una funcidn continua en el intervalo cerrado [a, b] y sea g una funcién tal que
g (x) = f(x) ®)

para toda x en [a, b]. Entonces

b
[ redx =g - g

a

(si x = a, la derivada en (3) puede ser una derivada por la derecha y si x =b, la derivada
en (3) puede ser una derivada por la izquierda).
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Teorema 1.4.12 (Férmula de integracion por partes):

Jf)g' (x)dx = f(x)g(x) — [ g)f'(x)dx 4
De forma alternativa:

Siu=f(x)yv=g(x), entonces du = f'(x)dx y dv = g'(x)dx de modo que (4) se

j udv=uv—jvdu.

transforma en

Ejemplo 1.4.1:

Calcule [(x? + Vx + 2)dx.

Solucion:

J(x* +Vx —2)dx = [ x%dx + fx§ dx — 2 [ dx por Teoremas 1.4.1.2 y 1.4.1.3

x2+1 x(%ﬂ)
= +—5———2(x)+C porTeoremas1.4.11y 1414

2+1 =
+ S+l

3
=2x34+2x2—2x+C.
3 3
Ejemplo 1.4.2:
1
Calcular [ xe*dx.

Solucion:
Utilizando la férmula de integracion por partes (Teorema 1.4.12), sea:
u=x =du=dx

dv=e*dx = [dv=[e*dx >v=e* (Teoremald.l5).
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Luego:
1 X — x|1 1 x
J, xe¥dx = xe*|; — [, e*dx
= (xe* — e*)|} por Teorema 1.4.1.5

=(e—e)—(0—1) porTeoremal.4.11

=1

1.5 Integrales Dobles.

Teorema 1.5.1:

Sea f una funcién de dos variables y continua en una region cerrada R del plano xy tal
que f(x, y) > 0 para todo (X, y) de R. Si V unidades cubicas es el volumen del sélido S
que tiene la region R como su base y cuya altura es f(x, y) unidades en el punto (x, y) de

R, entonces

V= HlAiﬁgoif(ui w84 = [[ feuyyda.

Teorema 1.5.2:

Si ¢ es una constante y la funcion f es integrable en una region cerrada R, entonces cf es

integrableen R y

ﬂcf(x,y)dA=cﬂf(x,y)dA.
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Teorema 1.5.3:

Si las funciones f y g son integrables en una region cerrada R, entonces la funcién f + g

esintegrableen Ry
[Jren + geyaa= [[ reyydas [[ geoyda
R R R

Teorema 1.5.4:

Si las funciones f y g son integrables en una region cerrada R y ademas f{x, y) > g(x, y)

para todo (x, y) de R, entonces:
[[ranaa= [ geuyaa
R R

Teorema 1.5.5:

Suponga que la funcion f es continua en la regidon cerrada R y que la region R se
compone de dos subregiones R; y R, que no tienen puntos en comun excepto algunos
puntos en parte de sus fronteras. Entonces:

R R

j f(x:}’)dA=Uf(x,y)dA+ﬂf(x,y)dA.

Teorema 1.5.6 (Teorema del valor medio para integrales dobles):

Si f(x y) es continua sobre el rectangulo R con area A(R), entonces existe un punto (a, b)
en el interior de R tal que

| j f(x,y)dA = f(a, D)AQR).
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Ejemplo 1.5.1:

Calcule el volumen de la regién sélida acotada por el plano z =2 — x — 2y y por los tres

planos coordenados.

Solucién:

La Figura 1.5.1.a ilustra el sdlido y la Figura 1.5.1.b muestra la base en el plano xy.

(2,0,0)

(0.0, 2)

Plano:

Figura 1.5.1.a

Por lo tanto:

v= || reyas

2 1-2x
=[ )y Z(2—-x—2y)dydx

2 l—lx
=1 FZy-xy-yZNO Zldx

:foz Exz —x+ 1] dx

_1
12

8 4

1
x3 —Exz +x|

=2 —242-0-0-0==.

12 2

Figura 1.5.1.b

, . 2
Asi, el volumen del solido es §u3.



1.6 Sucesionesy Series Infinitas

Definicion 1.6.1: Una sucesion finita {a,} con elementos pertenecientes a un conjunto
S, se define como una funcion f : {1, 2, 3,..., n} — S y en ese caso el elemento ag

corresponde a (k).
Ejemplo 1.6.1:

La sucesion de numeros primos menores que 10: {2, 3, 5, 7}, corresponde a la funcion
f:{1,2,3,4} - P (donde IP es el conjunto de nimeros primos) definida por f(1) = 2,
f(2)=3, f(3) =5, f(4)=7.

Definicion 1.6.2: Una sucesion {a,} tiene limite L si para cualquier € > 0 existe un
ndmero N > 0 tal que si n es un nimero entero y si n > N entonces, |a,- L| < &, y se

escribe lim,_ . a, = L.

Definicion 1.6.3: Una sucesion {a,} es convergente cuando existe y es finito
lim,_, a,. Si dicho limite es infinito, la sucesion es divergente, y si no existe, la

sucesion es oscilante.
Teorema 1.6.1:

Si an y by son sucesiones convergentes y ¢ es una constante, entonces:

1 La sucesion constante {c} tiene a c como su limite.

2 lim,_ e ca, = clim,_ 4 a,.

3. lim, ,,»(a, £ b,) =lim, ., a, *1lim, ., b,.

4 lim,,_, 400 @y by, = (limy,_ 400 @) (lim,, 4 o0 by).

5. im0t = % ,si lim,,_,, o by, #0y cada by # 0.
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Definicion 1.6.4: Si {a,} es una sucesion infinita, entonces »,_,a, = a; +a, + -+

a, + -+ esunaserie infinita.

Definicion 1.6.5: Dada una serie infinita )5, a,, la n-ésima suma parcial esta dada

por:
Sp,=a ta;+-+ay,.

Si la sucesion de sumas parciales {Sp} converge a S, entonces la serie };»—; a, converge
as.

Definicion 1.6.6: El limite S se llama suma de la serie.
S=a+a;+--+a,+-, S=Z ap -
n=1

Si {S,} diverge, entonces la serie diverge.

Definicion 1.6.7: La serie
2 ar*=a+ar+ar®+--+ar*+ -, a+0
n=0

es llamada serie geométrica de razon r.
Teorema 1.6.2 (Convergencia de una Serie Geométrica):

Una serie geométrica de razon r diverge si |r] > 1. Si 0 < |r| < 1, entonces la serie

converge a la suma:

a
Zarn=m 0 < |rl <1

n=0

Definicion 1.6.8: Si una serie Y., a, es tal que }.;—,|a,| converge, se dice que es
absolutamente convergente. Si una serie es convergente, pero no es absolutamente

convergente, se dice entonces que es condicionalmente convergente.
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Teorema 1.6.3:
Si la serie infinita Y%, a,, es convergente, entonces lim,,_,, , a,, = 0.
Teorema 1.6.4 (Criterio de la Razon):

Sea '} a, una serie infinita para la cual cada a,, es diferente de cero:

1. Si lim,,_, 40 [ = L < 1, entonces la serie es absolutamente convergente.
2. Si limyoyo |2 =L > 1 0 si limn_,+oo|a2“| = +o0 , la serie es
n
divergente.
3. Si lim,,_, 0 |2 = 1, no se puede concluir nada acerca de la convergencia
n-+

a partir de este criterio.

Ejemplo 1.6.1:

2

Verifique si a, = es convergente.

n2+2
Solucion:

Para que a, sea convergente debe existir y ser finito lim,,_,, a,,, de esta forma

. . 5n?
ma, = 1l1m
nooo 1 n-ooonz + 2

= lim Ssn”
n=% p240

1
2 —_—
2 . - R
(”T> multiplicando por un 1 conveniente.

. 5 o
=lim,,_ oz simplificando.
n2

limy o0 5

= - . = aplicando Teoremas de limites.
limy 500 1+11mn_,oon—2
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5 . .
T aplicando Teoremas de limites.

Por lo que a, es convergente.

Ejemplo 1.6.2:

Calcule 3 + E+ E+ E+
2 4 8

Solucion:

Para encontrar el término general de la serie:

3+3+3+3+ —3+3(1)+3(1)+3(1)+
2 4 8 B 2 4 8

=3+3(3)+3(3) +3(3)+
=3+3(3)+3() +3() +-
=203 ()

. . - 01 1 .
La serie resultante es una serie geométrica de razon > como 0 < |E| < 1 la serie es

convergente (Teorema 1.6.2); asi

>s(l) ==
2 1_1 '
2

n=0

Ejemplo 1.6.3:

. . . . . 2n
Determine la convergencia o divergencia de la serie Y.—, —-
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Solucién:

Utilizando el criterio de la razén (Teorema 1.6.4) se tiene:

2n+1
. apt1 . (n+1)!
lim = lim —
n—+oo an n—-+oo 2_

n!

. ‘(2n+1)(n!)]

=iy [2™)(n+1)!

- lim [ 2™ (2)(n)
=t | emy(n+1)(n)

[ (2)

[(n+1)

=limyi 00

. AL
Puesto que 0 < 1, se concluye la serie )7, — converge.

!
i) Algebra Lineal.

2.1 Conceptos Basicos.

Definicién 2.1.1: Sean m y n enteros positivos. Una matriz m x n es una matriz de la

siguiente forma, donde cada a;; es un nimero real.

a1 A4q2 Q3 ... Qqp
a1 Az Qps arn
az; QAzpz Q4zz ... dQ3zp
Am1 ) Am3 Amn

Las matrices se representan por letras mayusculas A, B, C,..., etc...
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Una matriz de m filas y n columnas se dice que es una matriz de orden m x n, y esto
también se denota asi: Anxn. El primer indice se refiere siempre al nimero de filas y el

segundo al nimero de columnas.

2.2 Tipos de matrices

e Matriz fila: Es una matriz de orden 1x n, A= (a1 a2 ... ain).

e Matriz columna: Es una matriz de orden m x 1, B =

e Matriz nula: Es aquella gue tiene todos los términos nulos,

00 - 0
00 .. 0

e Matriz simétrica: Una matriz es simétrica si a;; = a;;, para todos los valores de i y

J-

e Matriz identidad: Es aquella que posee unos en los términos a;; para i = j, y ceros

en las posiciones restantes.

2.3 Determinantes

A toda matriz cuadrada A, le asociamos un nimero denominado determinante de A, det
Ao

A| simbolizado asi;

ai;; Q2 0 Qan
az1 Qpp - Qypn
detA= |A|=|" ; 2.

an1 Qpz ... Qun
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Determinante de una matriz de orden 2:

a a
detd = |ai a;§| = (a11)(azz) — (a;2)(azq).

Determinante para una matriz de orden 3:

a1 A12 Qg3
a1 Az dzs
az; dzp dAzz

= (a11)(azz)(asz) — (a11)(az3)(asz) — (as2)(az1)(ass) + (asz)(azs)(as,)
+ (a13)(az1)(asz) — (a13)(azz)(aszq).

detAd =

Determinante para una matriz de orden n:

ai; Q12 ot Qi
. az1 Q22 - A .
Sea la matrizA = . . " | , se llama menor complementario de un
Am1 Qmz - Qmn

elemento a;; y se denota m;; al determinante de la matriz de orden n-1 que resulta de
suprimir en A la fila i y la columna j. Se denomina adjunto de un elemento a;j y se

denota Ajj , al producto del menor complementario m;; de a;; por el signo que resulte de

i+]

calcular (-1)™.
Aij = (-1)i+j . M;j.

El valor del determinante de una matriz A es igual a la suma de los productos de los

elementos de una linea de A por sus respectivos adjuntos.

Es decir elegida una fila i

n
|A| = Z aiinj'
=1
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Elegida una columna j

n
|A] = Z a;jAj.
=1

Ejemplo 2.1.1:

Calcule det A, si A = <

QENENEN
W RN R
|

HO-PW
O N O
S———

Solucion:

A fin de facilitar el proceso, se fijara la cuarta columna para calcular el determinante

2 1 3 0
o2 4 1
detA=17 7 o 2
1 3 -1 0

1 2 4 2 1 3

=[(-D™]O)1 1 o+ [(—D*™](W|1 1 o]+

13 -1 13 -1

2 1 3 2 1 3

+[(-D3*]2) |11 2 4|+ [(—D**™]O0)|1 2 4

13 -1 11 0

=0+ [2DMED - @20 - (MHMED + MO0 + 3)()3)
-] -2[A)@D - @2)@HB) - (MHMED + (HEH@)
+(3)(MB)-B)@(M)]+0

=5—2(—20)

=45,
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i) Ecuaciones Diferenciales.
3.1 Conceptos Béasicos y Terminologia.

Definicion 3.1.1: Una ecuacion diferencial es una ecuacion matematica que expresa
una relacion entre las variables en consideracion y sus derivadas.
Las ecuaciones diferenciales se clasifican segin su orden, segun su grado y segun el tipo

de derivada que aparece en ellas.

El orden de una ecuacion diferencial es el orden de la derivada de mayor orden que esté

presente en la ecuacion.

El grado de una ecuacion diferencial es el exponente méximo de la derivada de mayor

orden que esté presente en la ecuacion.

Segun el tipo de derivada que contienen, las ecuaciones diferenciales se clasifican en
ordinarias y parciales. Las ecuaciones ordinarias contienen una sola variable
independiente, respecto de la cual se toman las derivadas; las ecuaciones parciales
contienen dos 0 mas variables independientes, con respecto a las cuales se toman las
derivadas parciales que aparecen.

Ejemplos:

d . . . .
a) =X =x2+7 esordinariade primer orden, primer grado.
dx

3 4
b) 2y 4 (d—y) = e* esordinaria de tercer orden, primer grado.

dx3 dx
dty 2 d?y 5 .
C) x (@) + 3 (ﬁ) = 0 esordinaria de cuarto orden, segundo grado.
d%F  0°%F . .
d) Fycl 37 0 es parcial de segundo orden, primer grado.
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Una solucién (integral o primitiva) de una ecuacion diferencial es una relacion
funcional entre las variables que aparecen en dicha ecuacion; esta relacion no contiene
derivadas o diferenciales y satisface la ecuacion diferencial dada en un dominio

especifico.

Se consideran varios tipos de soluciones: la general, la particular y la singular.

La solucion general de una ecuacién diferencial de orden n es una funcién que contiene
n constantes arbitrarias. Esta solucion general representa una familia de curvas, cuyos
miembros se obtienen asignando valores particulares a las constantes, es decir
encontrando soluciones particulares de la ecuacion diferencial dada. Una solucién
singular es aquella que no se puede obtener como solucion particular de la solucién

general de la ecuacion.

Un problema de valores iniciales estd formado por una ecuacion diferencial cuya
solucion debe satisfacer ciertas condiciones dadas en un punto. Estas condiciones
reciben el nombre de condiciones iniciales. Con frecuencia la variable independiente
denota el tiempo, y las condiciones iniciales estdn dadas en un instante fijo t = 0. La
solucidon describe el comportamiento de la variable dependiente posterior a este instante;
de aqui proviene el nombre de condiciones iniciales.

La resolucion de un problema de valores iniciales consiste en encontrar la solucion
general de la ecuacion diferencial y determinar los valores de las constantes mediante las

condiciones iniciales.
3.2 Ecuacion Diferencial de una Familia de Curvas.
Si se tiene la ecuacion de una familia de curvas, se puede obtener su ecuacion diferencial

mediante la eliminacion de las constantes (o parametros) y esto se obtiene aislando la

constante en un miembro de la ecuacion y derivando. También se puede eliminar la
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constante derivando la ecuacion dada, tantas veces como constantes arbitrarias tenga, y

se resuelve el sistema formado con la ecuacion original.

Ejemplo 3.2.1:

Encontrar la ecuacion diferencial cuya solucion general es y = C; cos(x + C,).
Solucién:

y =Cicos(x + Cy) = y' =-Cysen(x + Cy).

y"=-Cy cos(x + Cy).

de donde y'+y=0.

3.3 Ecuaciones Diferenciales Ordinarias de Variable Separable.

Si de la ecuacion diferencial ordinaria de primer orden y primer grado es: Z—z =g(x,y)
podemos expresarla en la forma:

M(x) dx + N(y)dy =0 Q)
donde M es una funcién solo de x y N es una funcion sélo de y, entonces a la ecuacién
(1) se le denomina: ecuacion diferencial ordinaria de variable separable y la solucion

general se obtiene por integracion directa, es decir:

JM(x)dx+jN(y)dy =C

donde C es la constante de integracion.

Ejemplo 3.3.1:
Resolver: x/1+ y2 + yv1+ x2y' = 0.
Solucion:

La ecuacion diferencial se expresa:

X1+ y2dx+yJ1+x?dy=0

separando las variables
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1 1
(\/1+y2)(\/1+x2)(xvl+y dx+ 1+ xidy) = ((\/1+y2)(\/1+x2)> ©
—( _1ix2)dx+—( _1iy2)dy= 0

integrando

C

|

de donde:

Vi+x2+/1+y2=CcC.

3.4 Ecuaciones Diferenciales Ordinarias Reducibles a Variable Separable.

Las ecuaciones diferenciales de la forma siguiente:

2 = f(ax + by +c) @)

donde a, b y ¢ son constantes, no son de variable separable.

Para resolver estas ecuaciones diferenciales, se transforma en una ecuacion diferencial

. . . ., d
de variable separable, mediante la sustitucion: z = ax + by + c, de donde ﬁz

1 [dz ., . .,
- (a—a) que al reemplazar en la ecuacion (2), se obtiene una nueva ecuacion

diferencial, que es de variable separable.

Es decir% (g - a) = f(z) de donde Z—i =a+ bf(z), separando la variable

dz _
a+bf(z)

dx que es una ecuacién de variable separable.

Ejemplo 3.4.1:
Resolver: (x + y)?y' = a?.
Solucién:

d d .. . . .
Y =2 _ 1 reemplazando en la ecuacion diferencial se tiene:

Seaz=x+y=>-—=
dx dx
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separando las variables

z?dz — z%dx = a’dx

z?dz = z*dx + a®dx

z%dz = (z* + a®)dx
z%dz

z%2 + a2

z%dz
fzz+a2:fdx

z— a<1:an‘1 (2)) =x+C

dx

de donde
+
(x +y) —a(tan‘1<x ay>) =x+C
simplificando
y_C:tan‘l(x+y)
a
tan(y—C) =x+y
a a

x+y=a tan(%+k).

3.5 Ecuaciones Diferenciales Homogéneas

Definicién 3.5.1: Se dice que la funcion f(x, y) es homogénea de grado k en x e y, si y
solo si, cumple la siguiente condicion:
f(Ax, Ay) = A*f (x, ).
Ejemplo 3.5.1:
La ecuacion f(x,y) = x?y — 4y3 es homogénea de grado 3 en x e y puesto que
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fQx, 2y) = (Ax)*(Ay) — 4(Ay)® = Bx%y — 42%y° = B (x%y — 4y°) = Pf (x, ).

Definicion 3.5.2: Se dice que una ecuacion diferencial ordinaria de primer orden y de
primer grado de la forma:
M(x, y) dx + N(x, y) dy =0

es homogénea si M y N son funciones homogéneas del mismo grado en x e y.

Solucion de una ecuacion diferencial homogénea:
Considerese una ecuacion diferencial ordinaria homogénea.
M(X, y) dx + N(x, y) dy =0 (3)
entonces M(Ax,Ay) = A*M(x,y) 'y N(Ax,1y) = A*N(x,y) (4)

. 1 ., .
Haciendo: A = = en la ecuacion (3) se obtiene:
X

M(l,%) = xikM(x,y) = M(x,y) = x"M (1%)

M(x,y) = M (1,%) = xM(1,0) = x*p(u), donde u =2
es decir M(x,y) = xkp), u= g (5)

N(1,£) =xikN(x,y) = N(x,y) = x*N (1%)

_ AN _ _Y
N(x,y) = x*N (1'x) =x*N(1,u) = x*yp(u),u = o

es decir N(x,y) = x*p), u= % (6)
comoy = ux = dy = udx + xdu (7
reemplazando (5), (6), (7) en (3) se tiene:
x*o)dx + x*pu)(udx + x du) = 0
simplificando
p)dx + Y(uw)(udx +xdu) =0
agrupando y separando las variables:

dx Y(u)

x T o@ w0
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que es una ecuacion diferencial de variable separable.

. 1 x
Anéalogamente se hace para A = 5’ u= 5"

Ejemplo 3.5.2:
Resolver: (x% + 3xy + y?)dx — x?dy = 0.
Solucion:
Seay = ux = dy = udx + xdu, reemplazando en la ecuacion diferencial.
(x? 4+ 3x%u + x?u®)dx — x?(udx + xdu) = 0
simplificando x?(u?+2u+1)dx —x3du=0
para X # 0:
W +2u+1Ddx—xdu=0
separando las variables
(u+1)2%dx —xdu=0

((u+ 1)2%dx —xdu) =0

dx du .
x  (u+1)2

J J(u+1)2

Inx + = C.
y+x

integrando:

3.6 Ecuaciones Diferenciales Reducibles a Homogéneas.

Las ecuaciones diferenciales de la forma:

d_y — f( ax+by+c ) (8)

dx a’x+b'y+c!
No son homogéneas, porque tanto en el numerador como en el denominador aparecen

dos constantes ¢ y c', estas constantes se pueden eliminar mediante una traslacion,
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transformando a la ecuacion (8) en una ecuacion diferencial homogénea, para esto
consideremos las ecuaciones:

Lizax+by+c=0 'y Lyax+by+c =0 9)
De donde el punto de intercepcion es (h, k). Si trasladamos el origen de coordenadas al
punto (h, k) las ecuaciones de (9) se transforman en:
az+bw=0 y az+bw=0 yhaciendox=z+h,y=w+Kk

de donde dx = dz, dy=dw, se tiene de (8)

=N

que es una ecuacion diferencial homogénea.

dw az + bw F (W)

Cuando Ly:ax+ by +c=0; Lya'x+b'y+c" =0 son paralelos no se aplica este

método, sin embargo:

!

a b
=— = —=—=21=a=2da,b=21b
a b

Q

a
b

(ay

de donde:

dy (ax+by+c )_ </1(a’x+b’y)+c

= — b
dx alx_l_bry_l_cr a’x+b’y+c’ ) g(a2x+ Zy)

gue es una ecuacion diferencial reducible a variable separable.
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‘ a'x+b'y+e' =0

Observacion:

Otra forma de transformar a una ecuacion diferencial homogénea, las ecuaciones
diferenciales que no son homogéneas, es mediante la sustitucion de la variable y = Z*,
ocurriendo esto cuando todos los términos de la ecuacion son del mismo grado,

atribuyendo el grado 1 a la variable x, el grado o a la variable y, y el grado a -1 a la
derivada %. Ademas se puede transformar a homogénea mediante sustituciones

adecuadas de acuerdo al problema.

Ejemplo 3.6.1:

Resolver: (x -4y -9)dx + (4x +y-2)dy =0.
Solucion:

Seali:x—4y—-9=0 y Ly4x+y—2=0,

como L; ¥ L, = 3Ap(h, k) € L; N L,, y para esto se resuelve el sistema:

X—4y-9=0 , 4x+y-2=0
de donde x =1,y = -2, es decir P(1, -2).
Consideremosx =z +1, y=w-2, ademés dx =dz, dy=dw.

Reemplazando en la ecuacion diferencial dada
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(z—4w)dz + (4z +w)dw =0 Q)
que es una ecuacion diferencial homogénea.
Seaz=uw=dz=udw+wdu 2
reemplazando (2) en (1) y simplificando:
Ww?+ 1Ddw+ (u—4)wdu = 0.

Separando variables

d_w 4 u—4

w o u?+1

fdw+ju—4d —c
w uz+1 w=

Inw?(u?+1)—8tanlu=k (3)

du=0

COmo Z = uw.

x—1
u = = =2 reemplazando en (3)
w y+2

In[(Gx — 12 + (y + 2)2)] — 8 tan~* (i—;;) — L.

iv) Topologia.

4.1 Conceptos Basicos.

Definicion 4.1.1: Una distancia 0 meétrica en un conjunto X es una funcion
d: X x X — R satisfaciendo las siguientes propiedades:

(1)  d(x,y)>0 paratodos X y € X; la igualdad se da si, y s6lo si, x =y.

(2)  d(x,y) =d(y x) paratodos x, y € X.

(3) (Desigualdad triangular) d(x, y) + d(y, z) > d(x, z) paratodos x, y, z € X.

Definicion 4.1.2: Dado x = (X1, X2... xn) en R", se definen la norma de x mediante la

ecuacion:

1
llxll = (xf + -+ x)?

y la distancia euclidea d sobre R" por la ecuacion:
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dx,y) = llx = yll = [ = y2)? + -+ (= Y22,
La distancia del maximo sobre R" se define por:
d(x,y) = max |x; = yil.
Definicion 4.1.3: Si (Y, d) es un espacio métrico, es posible definir una distancia en el
conjunto A(X, Y) de las aplicaciones acotadas de X en Y por la ecuacion:

p(f,g) = sup{d(f(x),g(x)) | x € X}

esta distancia se conoce como distancia del supremo.

Definicion 4.1.4: Un espacio métrico es un conjunto no vacio sobre el cual se ha
definido una métrica o funcion distancia.
Se denotard a los espacios métricos con el par (M, d), donde M es un conjunto

no-vacio y d es una métrica en M.

Ejemplo 4.1.1:
R" con la distancia euclidea es un espacio métrico; en particular para R? tomando los

puntos P(xq,y1) y Q(x5,v,) la distancia esta dada por

d(P,Q) = \/(xz —x1)%+ (2 —y1)2

Ejemplo 4.1.2:
Dado un conjunto no vacio cualquiera X se define la métrica discreta d en X mediante
(1 six+y
d(x,) _{0 six=y

Por lo que (X, d) es un espacio métrico; (X, d) es llamado espacio métrico discreto.

4.2  Sucesiones.

Definicidn 4.2.1: Sea {X,} una sucesion en (M, d).

Se dice que {xn} es una sucesion de Cauchy en M si dado & > 0 existe un ny € N tal
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que
v m,n>ng= d(X, Xm) <&.
En este caso lo denotamos por

lim d(x,,xy) =0.
n,m-co

Teorema 4.2.1: Propiedades de las sucesiones convergentes.
1. El limite de una sucesion convergente es Unico.
2. Toda sucesion convergente es acotada.

3.Sixp — X Yy yp— yen (M, d) entonces d(Xn, Yn) — d(X, V).

Teorema 4.2.2: Propiedades de las sucesiones Cauchy.

1. Toda sucesion convergente es de Cauchy.

2. Toda sucesion de Cauchy es acotada.

3. Sea {xn} una sucesion de Cauchy en (M, d). Si toda subsucesién de {x,} converge a x

entonces {xn} converge a x.

Definicion 4.2.2: Se dice que el espacio métrico (M, d) es completo si toda sucesion de

Cauchy en M es convergente a un punto de M.

Teorema 4.2.3: Sea (M, d) un espacio métrico completo entonces {x,} € M es una

sucesion de Cauchy si y sélo si {x,} es convergente en M.

Definicidn 4.2.3: Sean (M, d) y (N, p) espacios métricos y T: M — N una funcién.
Entonces T es una funcion:
1. Continua en el punto x € M si para todo € > 0 existe un 6 > 0 tal que si, y E M y
d(x,y) <& = p(T(x), T(y)) <e.
2. Continuaen M, si T es continua para todo x € M.
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Definicion 4.2.4: Sean (M, d) y (N, p) espacios métricos y T: M — N una funcion.
Se dice que T es uniformemente continua, si para todo € > 0 existe un d(g) > 0 tal que
VX, yEMyd(x y)<d=p(T(Kx), T(y) <e.

Teorema 4.2.4: Sean (M, d) y (N, p) espacios métricos y T: M — N una funcién.

Si T es uniformemente continua, entonces T es continua.

Ejemplo 4.2.1:

R es completo. Este hecho se sigue del llamado axioma de completitud de los nimeros
reales:

Sea S # @ un subconjunto acotado de R acotado por arriba. Entonces S tiene un

supremao.

Ejemplo 4.2.2:
Un espacio métrico discreto es completo. De hecho, toda sucesién de Cauchy en un

espacio discreto es eventualmente constante, y por tanto converge.

Ejemplo 4.2.3:

Considérese el espacio métrico (Q, d) de los nimeros racionales (d representa la métrica
usual de R); la sucesion dada por:

Xo=14, x1=141, x,=1414, x3=1.4142, x4=1.41421, ...

de numeros con una cantidad finita de decimales es un sucesion de Cauchy.

4.3 Espacios topoldgicos.

Definicion 4.3.1: Una topologia sobre un conjunto X es una coleccion T de
subconjuntos de X con las siguientes propiedades:

(1) @y XestanenT.

(2) La union de los elementos de cualquier subcoleccion de T estaen T.

3) La interseccion de los elementos de cualquier subcoleccién finitade T estaen T.
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Un conjunto X para el que se ha definido una topologia T se Ilama espacio topoldgico.

Definicion 4.3.2: Si X es un espacio topoldgico con una topologia T, diremos que un

subconjunto U de X es un conjunto abierto de X si U pertenece a la coleccion T.

Definicion 4.3.3: Un subconjunto A de un espacio topoldgico X se dice que es cerrado

si el conjunto X - A es abierto.
Definicion 4.3.4: Dado un espacio métrico M, una bola abierta centradaena € M y de
radio r € R+, es el conjunto

B(a,r) ={x e M/d(x,a)<r} c M.
Definicion 4.3.5: Dado un espacio métrico M, una bola cerrada centradaen a € M y de
radio r € R+, es el conjunto

B(a,7) ={x € M/ d(x,a)<r} c M.

Definicion 4.3.6: Una vecindad de un punto x es un conjunto abierto que contiene a x.

Definicidon 4.3.7: Una coleccién A de subconjuntos del espacio X se dice que cubre X,

0 que es un cubrimiento de X, si la unién de los elementos de A coincide con X.

Definicidon 4.3.8: Un espacio X se dice que es compacto si de cada cubrimiento abierto

A de X podemos extraer una subcoleccion finita que también cubre X.

Teorema 4.3.1: Supongase que K es un conjunto compacto y F un conjunto cerrado en

un espacio topologico X. Si F c K, entonces F es compacto.
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Ejemplo 4.3.1:

Sea el conjunto X = {a, b, c}; es posible definir muchas topologias sobre este conjunto,
por ejemplo el conjunto T = {X, @, {a, b}, {b}, {b, c}} es una de estas topologias; el
elemento {a, b} es abierto ({a, b} € T); el elemento @ es cerrado (X - @ =X y X es
abierto); {a, b} es una vecindad de {b}.

Ejemplo 4.3.2:

Si X es un conjunto cualquiera, la coleccion de todos los subconjuntos de X es una
topologia sobre X y se denomina topologia discreta. La coleccion compuesta
Unicamente por X y @ es también una topologia sobre X, llamada topologia indiscreta o
topologia trivial.

Ejemplo 4.3.3:

La recta real R no es compacta, pues el cubrimiento de R por intervalos abiertos

A={(nn+2)ne Z*}

no contiene ninguna subcoleccion finita que cubra a R.
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CAPITULO I1: Teorema del punto fijo de Banach.
Introduccion.

El hombre, como ser racional, ha realizado extraordinarias construcciones en su anhelo
de entender el mundo y de ponerlo a su servicio. Una de las mas ricas, tanto en su
sutileza, potencia, complejidad, belleza, elegancia, durabilidad y flexibilidad, de

tremendo impacto y de inimaginable totalidad, es la del edificio matematico.

Inicialmente como una coleccion de procedimientos técnicos, indispensables en
cuestiones relacionadas con la actividad cotidiana y con la mas especializada, las
Matematicas se vieron transformadas en un poderoso instrumento de andlisis de las
relaciones entre los objetos creados por su propia actividad y de las existentes entre los

elementos conceptuados en la exploracion de la naturaleza.

El origen de la teoria métrica del punto fijo, descansa en el método de aproximaciones
sucesivas para poder probar la existencia y unicidad de soluciones de ecuaciones
diferenciales. Este método esta ligado a matematicos de siglo XIX como Picard, sin
embargo es el matematico polaco Stefan Banach quien obtuvo un planteamiento general
de las ideas que subyacian. El teorema del punto fijo de Banach, conocido generalmente
como principio de contraccion de Banach que aparece en forma explicita en la tesis de
Banach de 1922 donde fue usado para establecer la existencia de una solucion de una
ecuacion integral. Desde entonces por su simplicidad y utilidad, ha llegado a ser uno de
los resultados mas utilizados en la resolucion de problemas de existencia en muchas

ramas del Analisis.

A continuacién se desarrollard una nocién de lo relativo al teorema del punto fijo de
Banach y su interpretacion geométrica, tomando en cuenta conceptos basicos como lo
son las orbitas de puntos de una funcion y las B-contracciones entre otros, luego se

estudiaran algunas condiciones para que una funcion tenga un unico punto fijo.
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2.1  Conceptos bésicos.

Definicion 2.1.1: Sea M un conjunto no-vacio y T: M — M una aplicacién cualquiera.

Un punto x € M se llama Punto Fijo de T si T(x) = x.

Se denotard por Fr al conjunto de puntos fijos de la aplicacion T, es decir:
Fr={xe M: T(x) = x}.

Los puntos fijos de una funcion f son aquellos en donde su grafico interseca a la linea

y=X
Ejemplo 2.1.1:
Encontrar los puntos fijos de la funcién g(x) = x* — 6.
Solucion:
Para encontrar un punto fijo debe de cumplirse la definicion 2.1.1, esto es: g(x) = x.
De donde:

x> — 6 = x.

X —x—6=0.
(x=3)(x+2)=0.
X=-2,3.

Asi, x =-2 y x =3 son puntos fijos de g(x).
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Definicion 2.1.2: Sea (X, d) un espacio métrico y S: X — X una aplicacion. Para X € X,

la érbita de x se define como el conjunto:0,(x) = {x,S(x), S?(x), ..., S™(x), ... }.

Si x es un punto fijo, la orbita de x consta de un Unico elemento. Por otro lado, si existe k
€ N tal que f “(x)= x, y ademas f’ (x) # x, para cada 0< j < k, entonces x es un punto
periodico de f y su periodo es precisamente k. Si x es un punto periddico de periodo k €

N entonces, la 6rbita de x consta exactamente de k elementos.
Ejemplo 2.1.1:

Para la aplicacién f(x) = x todos los puntos son puntos fijos, y para f(x) = - x, x =0 es un

punto fijo y todos los puntos restantes son puntos periddicos de periodo 2:

v # 0 f200) = f(F00) = f(=x0) = ~(—x) = x.

Para determinar los puntos fijos de f(x), se resuelve f(x) = x; para calcular los puntos
periddicos de periodo n debe resolverse f™(x) = x por lo que puede volverse una tarea

bastante tediosa.
Ejemplo 2.1.2:
Determinar los puntos periodicos de periodo 2 de la funcion f(x) = 1 — x2.
Solucién:
Para ello se resuelve: f2(x) = x.
Asi:

fl—x*)=x

1-(1—-x%?=x
—x* +2x% =x
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Para la ecuacion anterior x = 0 es una solucion, encontremos otras posibles soluciones

para x # 0.
—x3+2x=1
—x3+2x—1=0
Resolviendo esta ecuacion se obtienen: x; =1, x, = _1+\/§, X3 = 1S

2

Las orbitas de las soluciones son:
0 (0) = {0, (0), £2(0), £3(0), ..} = {0, 1, f (D), f2(D), ..} = {0, 1,0, £(0), ... }
={0,1,0,1,0,1, ...} = {0,1}.
Or (D) ={1,f(D), f2(D), £3(1), ..} = {1,0,£(0), £2(0), ... } = {1,0,1, f (D), ...}

={1,0,1,0,1, ..} = {1,0}.

—1++5\ (-14++V5 _(-1++5\ _/-1++5) ./-1++5
o) ) ) )

£

(2R (2 (25,
£

—1+5 —1-+/5
2 2

Por lo cual x =

y x= no son puntos periédicos pues, son puntos fijos;

mientrasx = 0 y x = 1 son puntos periddicos de periodo 2.
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Definicion 2.1.4: Sean (M, d) y (N, p) espacios métricos y T: M — N una funcion.
Se dice que T es una aplicacion Lipschitziana si existe una constante o > 0 tal que:

P(T(X), T(Y) <ed(x, y), VX yE€EM.

M —» N
d\.ﬁ
R

El menor nimero a para el cual se cumple la desigualdad anterior se denomina constante

de Lipschitz de T.

Ejemplo 2.1.3:

Considérese la aplicacionf : R — R, f(x) = |x|, f es una aplicacién Lipschitziana.
Para probarlo basta observar que:

d(f ), fON = If ) —fOI = |lxl = Iyl S 1-lx -yl =1-d(xy) VX yeER
Ejemplo 2.1.4:

La aplicacion f : R » R, f(x) = x?, no es una aplicacién Lipschitziana.

La prueba sera por reduccion al absurdo.

Supdngase que f es aplicacion Lipschitz en R para alguna constante L > 0.
Entonces:

dif ), fON =1fx) —fOI<L-d(x,y) =Llx—y|,Vx,y € R.

Como la aplicacion f es derivable en R, utilizando la formula alternativa para la derivada
en el punto x (definicion 1.2.2) se obtiene:
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limy_,xM =f'(x), Vx €R.

y—X

IO-rel _ F@ - o)l

Luego: |f'(x)| = lim,_,, ] O —

Por otro lado

L@ -fol _

<L
|x — yl

If(x) = fO)I < Lix -y

-l

<L VxeR
[x—y|

= lim,,_,,

Lo cual es imposible, pues la derivada no esta acotada:

lim | f'(x)| =2 Ililm |x| = 4oo.
X |—o0

|x| =

Definicion 2.1.5: Sea (M, d) un espacio métrico, una funciéon T: M — M se dice
que es una Contraccion (o-contraccion, contraccion de Banach, B-contraccion)

si existe o € [0,1) tal que:

d(T(x), T(y)) <ad(x,y) VX, ye M.

M —— M

N A
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Ejemplo 2.1.5:
Pruebe que la funcion f: R — R definida por f(x) =cos(cos x) es un contraccion.
Solucion:
Se tiene que: f'(x) = (sen( cos X) )sen X.
Ademés:
-1 < cos x< 1 = sen(-1)< sen(cos x) < sen(1).
= —sen(1) < sen(cos x) < sen(1).
= |sen (cos x)| <sen(l)=c< 1.
Luego:
-1 <senx<1l=|senx <1
= |sen(cos x)| |sen x| < |sen(cos X)]| 1.
= |f “(x)| = |sen(cos x) sen x| < |sen(cos X)| < h.

Por Teorema del valor medio se tiene que paratodo X,y € R, conx <y existe c € (X, Y)
tal que:

@) =21 5 r@) - fO) = F1 (O - 9.
> 1fG) = O = If (@11 = )| < hlx =yl

Por tanto f es contraccion.

Teorema 2.1.1: Sean (M, d) y (N, p) espacios métricos. Si T: (M, d) — (N, p) es

aplicacion Lipschitziana, entonces T es continua.

Demostracion: Sea ¢ > 0 una constante de Lipschitz para T. Entonces, dada & > 0

parad = E > 0, se cumple que:
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p(T(x),T(xg)) <cd(x,xy) < € sid(x,xy) < ; = 6.

Por tanto, T es continua.
| |

Teorema 2.1.2: Sean (M, d) y (N, p) espacios métricos y T: M — N una funcién

Lipschitziana, entonces T es uniformemente continua.

Demostracion:

Como T es una funcion Lipschitziana, existe una constante o > 0; verificando que:
p(T(x), T(y)) < ad(x,y) Vx,y€M. (a)

De modo que, si Py es la constante de Lipschitz se cumple:

Py = sup {2010

A0ey) X,y EM,x # y}.

De la desigualdad (a) se deduce que, dado € > 0, tomando & > 0 de forma que da < €, Se
tendrd p(T(x),T(y)) < €, siempre que X, y € M verifiquen d(x,y) < &. Por tanto: T es

uniformemente continua.
| |

Definicion 2.1.6: Sea {xn} una sucesion en un espacio métrico M. Se dice que {xn} es

una sucesion a-contraccion si existe o € (0, 1) tal que:

d(xp41, %) < ad(x,, x,—1) VN EN (2.1)

54



Lema 2.1.1: Sea {xn} una sucesién a-contraccion en M entonces {x,} es Cauchy en M.
Demostracion:
Observemos que de (2.1) se tiene que:
d(x,,x1) < ad(xq, xg).

d(x3,x,) < ad(xy,x1) < alad(xy,x0)] = a?d(xq, x).

d(xg, x3) < ad(x3,x,) < ala?d(xy,x0)] = a3d(xy, x).
Por induccidn se obtiene:

d(xpi1, %) < a™d(x1,%9) VREN (2.2)
Seann, m € Ntal que m>n
Por desigualdad triangular tenemos que:
d(xp, Xm) < d(xp, Xny1) + d(Xngq, Xm)

aplicando nuevamente la desigualdad triangular se obtiene

d (X, Xm) < d(xp, Xng1) + d(Xng1, Xng2) + d(Xng2, Xm)
utilizando la desigualdad triangular en un total de m-1 veces se tiene:

d(xp, Xm) < d(xp, Xng1) + d(Xngq, Xng2) + 0+ A1, X))
luego, aplicando (2.2) en cada miembro derecho de esta desigualdad, se tiene
d(x,, %) < a™d(xq,x0) + a™d(xqg, xo) + -+ a™ 1d (xq, x0)

por lo tanto,

d(x,, %) < a™d(x, xg)[1 +a +a™t + -+ g™ 177

tomando k = m-1-n tenemos
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k
d(Xp, X)) < a™d (x4, x0) Z at
i=0

k i 1 . o ,
como )i at < T, Por ser una serie geométrica de razon o, entonces

n

1—«a

d(xn, Xm) < d(xq,%0)

por otra parte como a € (0, ) y k+1 = m-n > 0 entonces o convergen a 0, de esta forma:

n

a
lim d(x,,x,) < lim d(x;,x)——=0 )
mmn—oo mmn—oco 1—«

Ademas, por definicion de métrica se tiene: d(x,, x,,) =0
de donde

lim d(x,xy) =0 (i0)
m,n—oo

Se deduce de (i) y (ii):

lim d(x,,x,;) =0
m,n—oco

luego, por la definicion 1.4.2.1 {x,} es de Cauchy.
| |

Lema 2.1.2: Sea {x,} una sucesion a-contraccion en un espacio métrico completo (M, d)
entonces {x,} converge a un punto de M.

Demostracion:

Por el lema 2.1.1 {x,} es de Cauchy y como (M, d) es un espacio metrico completo, por
el teorema 1.4.2.3 se tiene que {x,} converge a un punto de M.
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2.2 Teorema del Punto Fijo de Banach.

Teorema 2.2.1: Sean (X, d) un espacio métrico completo y S: X — X una B-

contraccion.
Entonces se tiene que:

i) Paratodo Xo € Xy x, = S™(x,), existe z € X tal que lim,_,,, x,, = Z.
i) Fs={z}.

i) dxn,2) < = d(x, X0).

iv)  d(Xne1, 2) < %d(xnﬂ, Xn)-

V) d(Xn+1, 2) < ad(Xn, 2).

Demostracion i)
Sea Xo € X y consideremos la sucesion:

x1 = S(xp), X =50x1), x3 =5(x2), x4 =S8(x4), 00, Xpy1 = S(xn) (2.3)
Es decir, x, = S"(Xo). Mostremos que {X,} es una sucesion de Cauchy.

Para ello, usando (2.3) y el hecho de que S es una B-contraccidn se tiene:
d(xy,%3) = d(S(x0), S(x1)) < ad(xg, x1).
d(xy,x3) = d(S(x1), S(x2)) < @?d(xg, x1).
d(x3,%4) = d(S(x3), S(x3)) < a®d(xg, x1).
d(x4,x5) = d(S(x3), S(x4)) < a*d(xg, x1).

Asi, de manera inductiva se tiene la siguiente desigualdad:

d(xp, xpe1) < ad(xg,x1), YVREN (2.4).
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Ahora, sean m, n € N y supongamos que m > n > 1 es decir, existe h €N tal que

m=n+h.

Entonces:

d(Xn, Xnsn) < d(Xn, Xng1) + d(na1, Xng2) + d(Xna2, Xny3) + -+ d(Xppn—1, Xnin)-
<a™d(xg, x1) + a™ d(xy, x1) + @™ 2d(xg, x1) + - + @ d (%, x1).
=a"d(xg, x)[1+a+a?+ a3+ -+ a" ]
= a™d(x, x1) Yl at.

1
<a™d(xg,x,) —

= d(xo, 1) (25)

1-a

Como a < 1 entonces (2.5) converge a cero cuando n — oo, esto implica que {x,} es una
sucesion de Cauchy.

En vista de que el espacio X es completo se tiene que existe z € X tal que:

lim, e x, = z.

Demostracion ii)
Dado que S es una aplicacion continua entonces:
z = lim x,4, = lim S(x;,) = S(lim x,,) = S(2).
n-co n-co n-co
Esto implica que z € Fs.
Unicidad:

Supongamos que existe: y € X tal que S(y) =.
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Entonces:

d(z,y) =d(S(2), S(y)) < ad(z,y) (S es B-contraccién)
=>d(z,y)<ad(z,y) (a<1)
= (1-a)d(z,y)<0 (despejando)
=>d(z,y) < % =0

Asi, por definicion de métrica se tiene: z = y.

Demostracion iii)

De (2.5) se tiene que:

A0, Xm) < = d(Xo, x1).  (2.6)

Luego, como lim,,,_,, x,, = z Yy la funcién d es continua, se deduce de (2.6);

A0, 2) < -2 (%o, Xa).

Demostracion iv)

Para toda n € N se tiene:
d(Xp41, Xn42) = d(S(Xn), S(xn+1)) < ad(xp, Xp11).

d(xn+2'xn+3) = d(S(xn+1)»S(xn+2)) < ad(xn+1'xn+2) < a[ad(xn'xn+1)]

= a?d(xp, Xpi1)-
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d(xn+3rxn+4) = d(s(xn+2)15(xn+3)) < ad(xn+2'xn+3)

< a[azd(xnl xn+1)] = (ZSd(Xn, xn+1)'

d(xn+4ﬂxn+5) = d(s(xn+3)15(xn+4)) < ad(xn+3'xn+4) < a[a3d(xn'xn+1)]

= a*d(xp Xn+1).
Asi, de manera general:
d(Xpim Xnsme1) < @Md(xp, xp41) Yn,meEN  (2.7)
Luego, param > 1:
d(Xni1 Xnime1) < dXnpr, Xnt2) + dXnyz, Xnes) + - + dCpim Xnama1)-

< ad(xp, Xpi1) + @2d(xy, Xp41) + @3d (e, Xpr) + o +

amd(xn; xn+1)'
= ad(xp, Xpe)[1 +a +a? +a® + -+ a™ .
= ad(Xp, Xpi1) 2ot al.
1
S ad(xn; xn+1) E

a

= Ed(xn: xn+1)-

Asi:
a
d(xn+1'xn+m+1) = md(xnfxn+1) (2'8)
Luego, tomando m — oo en (2.8) se tiene:

a
d(xn41,2) < md(xn' Xn+1) (2.9)
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Demostracion v)

d(Xn+1, 2) = d(S(Xn), S(2)) < ad(xn, 2) (S es B-contraccion)

Ejemplo 2.2.1:

Sean M espacio métrico completo y f: M— M una funcién tal que, para un cierto p € N,
fP = fofof..of(pfactores) es una contraccién en M.

Entonces f posee un Unico punto fijo a € M.
Prueba:

Como f P es una contraccion en un espacio métrico completo, en virtud del teorema del
punto fijo de Banach existe un Gnico a € M tal que f? (a) = a, entonces:

f(fP@)=1fa) =f prl (a) =f (a).
=P (f (@) =1 (a).
= f(a) es un punto fijo de .

Como el punto fijo de f” es Gnico, implica que f (a) = a.

2.3 Interpretacion geométrica del Teorema del Punto Fijo de Banach.

Para enunciar el Teorema del punto fijo de Banach para el caso en el que el espacio

métrico es IR, bajo la métrica usual, se empleara una generalizacién del Ejemplo 2.1.5:
Sea T: [a, b] — [a, b] una funcion diferenciable en [a, b] tal que:

IT'"(x)| <k<1

61



para algin k € R. Entonces por el teorema del valor medio tenemos, que para

cualesquiera X,y € [a, b] existe ¢ € ] a, b[ tal que:
TxX)=Ty) =T'()(x =),

entonces

IT(x) =TI = IT"(Ollx = y| < k|x =y k> 0.

Por lo tanto, T es una contraccion en [a, b].

De esta forma se tiene el siguiente enunciado:

“Seana,beRcona#byg:[a b] — [a, b] unafuncion diferenciable tal que:
lg' ()| <k<1, xE€]lab].

Entonces:

) Existe un unico x € [a, b] punto fijo de g.
i) Para cualquiera xo € [a, b] la sucesién iterada X, = g(Xn1); n = 1,2,...

converge a X”.

Para interpretar geométricamente el T.P.F.B. para el caso real, observemos que el item i)
nos dice que x = g(x) es decir si y;= x es la funcion identidad y y, = g(x) entonces el
punto fijo x es un punto en el cual y; = Y,, es decir, (X, g(X)) = (x, ) es la interseccion de

las gréaficas dey; y Va.

Para poder observar el comportamiento geométrico del T.P.F.B. en el plano, asumiremos
gue con la funcién continua g pueda ocurrir uno de los siguientes dos casos; que g sea

creciente o que g sea decreciente. En ambos casos, como se observa en las Figuras 2.3.A
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y 2.3.B, obtendremos una curva llamada quebrada iterada y una espiral hacia adentro

respectivamente.

X
Figura 2.3.A Figura 2.3.B
La funcion g es creciente es La funcion g es decreciente es
posible obtener una curva llamada posible obtener una curva llamada
guebrada iterada al acercarnos espiral hacia adentro al acercarnos
al punto fijo. al punto fijo.

Teorema 2.3.1:
Si T es una contraccioén, T es uniformemente continua.
Demostracion:

Como T es una contraccion, entonces T es una aplicacion Lipschitziana y por tanto

uniformemente continua (Teorema 2.1.2).
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Observaciones:

1- En el Teorema 2.3.1 se vio que toda contraccion es uniformemente continua, y
por lo tanto continua. Ahora se plantea la siguiente interrogante:

¢ Toda funcion continua es una contraccion?

Para comprobar esto:

Definase la funcién f: R¢ —» R¢ por f(x) = % x € R¢, obsérvese su grafica

de donde es claro que f es continua en R¢.

Supoéngase que f es una contraccion en R¢, entonces por definicion se tiene que para X, y

arbitrarios (x, y € R¢); se cumple:

lf ) = fFI < alx -yl

siempre que 0 < a < 1.

. , 1 1 . . .
En particular reemplécese x = 3y =zen la desigualdad anterior y se obtiene:

()1 Gl =els3
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sl
_als.

212l
4 15|
15 <a (—+«)
pues 0 < a < 1. Por lo tanto f no es una contraccion en R¢.

En consecuencia; Una funcidn continua no necesariamente es una contraccion.

2- En la Figura 2.3.C se muestra la grafica de g en el caso cuando no se cumple la
condicion |g'(x)| < k < 1, es decir g no es una contraccion en [a, b]. Esto desaparece
la conclusion ii), por tanto existe el punto fijo, pero no tenemos convergencia de la

sucesion iterada al punto fijo x.

Yy .
] _'_!." =X
(—T:Jxa}
: xEJIH}
|
|
(xpx2) |
Xq,X5 _ I
! ) - x:;x:} :
( | '
XpXy : !
-'x'-lJ-"!('-13I : :
l i |
i l |
| I |
| : | :
/ Xp X1 X3z X3 X
Figura 2.3.C
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Para ilustrar mejor esto, véase el siguiente ejemplo:

Ejemplo 2.3.1:

Sea las funciones f : R — R, definida por f(x) = %x +% y g :R — R, definida por
g(x) =2x — 3.

Como f(3) = g(3) =3, x =3 es punto fijo de fy g; pero es claro que f es una contraccion,

puesto que f'(x) = % < 1, mientras la funcibn gno lo es, yaque g’'(x) = 2 £ 1.

Obsérvese sus respectivas graficas junto con la ilustracion de las sucesiones iteradas:

3- En la Figura 2.3.D se muestra la grafica de la funcion f(x) = %(x + V1 +x2),

se tiene el espacio métrico completo R, pero no tenemos punto fijo, ademas f no es una

contraccion en R.
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Figura 2.3.D

4- De las observaciones 2 y 3, se puede concluir que el Teorema del punto fijo para
R so6lo se cumple si se tiene las hipotesis dadas, la carencia de una de ellas, colapsa sus

conclusiones.

5- Véase el siguiente ejemplo:
Ejemplo 2.3.2: Obsérvese que si X ¢ R" es compacto y la aplicacion f: X — X cumple

para arbitrarios x, y € X con x # Y, con la condicion

) = FI < lx—=yl.

Entonces f posee un Unico punto fijo en X.
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Solucion:

Sea a € X el punto donde la funcién continua @: X — R dada por
p(x) =[x = f(x)l

posee suminimo en ¢ = |a—f (a)|.

e Sifuese ¢ # 0, entonces se tendria a # f(a), de donde

If (@) — fF(f(@)| < la—Ff(a)l
es decir, se tendria ¢(f(a)) < c.
Lo cual es una contradiccién. Por tanto ¢ = 0.

Implicando que a = f(a), es decir; a es un punto fijo de fen X.

e Sifuesea=f(a) y b=f(b)cona+#b resultaria

la = b| =|f(a) = f(b)| <|a—b|

lo cual es absurdo. Por tanto a es el unico punto fijo de fen X.
Con esto surge la siguiente pregunta:

¢Si X no es compacto y verifica la desigualdad |f(x) — f(y)| < |x —y|, f poseera

un punto fijo en X?
Para comprobar esto:

R no es un compacto. Luego considérese la funcion f: R — R definida por

f(x)=%(x+ 1+x2), x € R.
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¢ T verifica la condicion |f(x) — f(y)| < |x — y|?

Para arbitrarios x, y € R con X #Y, se tiene:

FG) = fO)] = B(H 1+x?2) —%(ywl +3?)

=|%(x—y)+%(x/1+x2—x/1+y2)

=%kx—w+{J1+xL—JL+W)L

S%(Ix—y|+|\/1+x2—\/1+y2|).

Vi+xZ+1+y?
1 2 /1 2
(J Pt +y)gh+w2+J1+y2

)
)

>>.

=y +
_E xX—y

1 1+x*)—(1+y?
=s(lx—yl+
2 VI+x2Z+,/1+y2

1<| |+ xZ_yZ
=—l|lx—y
2 VI+xZ+/1+y2

|x* — y?|
Vi+xZ+1+y

[ )
<M_ﬂ+|a—w@+w!)
[ )

Vi+xZ+1+y

|x —yllx + vl
Vi+xZ+1+y

[x+y|

1
—z'x—yl(l t e W) (1)
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Probaremos para arbitrarios x, y € R con x #Y, que:

|x+y|
—WWW < 1. 2

Si se acepta este resultado, se tiene:

Ix +yl <V1+x2+1+y2

|x + y|? <(\/1+x2+\/1+y2)2.

x2+2xy+y2 < (1 +x2)+2J/1+x)(A +y2) + (1 +y?).

2xy < 2+ 2/ (1 + x2)(1 + y2).

xy <1+ +x2)(1+y2).

(xy — 12 < /(1 +x2)(1 + y2))2.
x2y? —2xy+1 < (1 +x2)( + y?).
x2y? —2xy +1<1+y?+x%+x2y2,
—2xy < y? + x2.
—x? - 2xy—y?<0.
x% + 2xy +y% > 0.
(x +v)?>0.
Invirtiendo los pasos, se verifica la desigualdad (2)
Obsérvese que para cualesquiera x, y € R con x # Y, se descarta que:

lx +yl _
VI+xZ+/1+y2
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pues si en particular tomandox =0 y Yy =1 se obtiene:

lo cual es absurdo.

Todo lo anterior lo reemplazamos en (1), por lo cual f verifica la condicién

If () = fOI < Ix =l
¢ T posee punto fijo en R?

Supdngase que f posee un punto fijo en R, luego por definicion se tiene que existe un

w € R, tal que:

fw) =w.

%(W-{- 1+w2)=w.

w++1+w?=2w.
JTrwi=w.
W1+wD)? =w
1+w?=w?
1=0 Absurdo!
Notese ademas que se cumple:
w < f(w).

Si esto es cierto:

W<%(W+ 1+w2).
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2w <w + m
w <1+ w2
w? < (m)z
w2 <1+w
0<1.
Invirtiendo los pasos se prueba: w < f(w).
Con lo cual f no posee punto fijo en R.

Por lo tanto:

Si X no es compacto y verifica la desigualdad |f(x) —f(»)|<|x—y|, f no

necesariamente poseera un unico punto fijo en X.

Para fijar ideas, obsérvese nuevamente la Figura 2.3.D de donde claramente se puede ver

que las pruebas que se hicieron analiticamente son correctas.

Resaltemos que en esta demostracién, se ha desarrollado un procedimiento alternativo

de prueba a lo mostrado en el Ejemplo 2.3.2.

2.4  Algunas condiciones para que una funcion tenga un unico punto fijo.

Teorema 2.4.1: Sea (M, d) un espacio métrico completo, T: M — M una funcion y

0 <a <1 tal que para cada x, y € M se tiene que:
d(T(x), T(y)) < ad(x, T(x)) (2.10)

entonces T tiene un Unico punto fijo.
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Demostracion:
Sea Xo € M un punto arbitrario.

Definimos una sucesion {x,} € M por, X, = T(Xn-1), n = 1,2,... Ahora aplicando (2.10) se

tiene:
d(x1,x5) = d(T(x), T(x1)) < ad(xo, T(x0))
asi,
d(xq,x5) < ad(xg, x1) = d(x3,%x1) < ad(xq, %)
por otro lado,
d(x5,x3) = d(T(x1),T(x3)) < ad(xy,T(x1))
de esta manera,
d (x5, x3) < ad(xq,x5) = d(x3,x;) < ad(xy,x7)
luego, por induccion:
d(xXp41,%n) < ad(x,,x,—1) VNEN
asi, por el lema 2.1.2 existe z € M tal que x,—z.
Véase que z es un punto fijode T,
d(z,T(z)) <d(z,x,) +d(x,, T(2))
por lo tanto,
d(z,T(2)) <d(z,x,) +d(T(x,-1), T(2))
aplicando (2.10)

d(z,T(2)) < d(z,x,) + ad(xn—_1, T (Xn-1))
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tomando limite cuando n — oo se obtiene
d(z,T(z)) <d(z,2) + ad(z,T(z))
d(z,T(z)) < ad(z,T(2))
luego,
d(z,T(z)) —ad(z,T(2)) <0
(1-a)d(z,T(2)) <0
como 0 < a < 1 entonces d(z, T(z)) <0 por lo tanto
T(2) =z
Veamos que z es el tnico punto fijo de T.
En efecto, supongamos que T(z*) = z* y T(z) = z asi,
d(z, z*) = d(T(2),T(z*)) < 0d(z,T(z)) = ad(z,z) =0

luego, z = z*.

Corolario 2.4.1:

Sea (M, d) un espacio métrico completo, T: M — M una funcién y 0 < a < 1 tal que para

cada X,y € M se satisface (2.10).

Siy = T(x), entonces se tiene el Teorema del punto fijo de Banach.
Demostracion:

Por la condicion (2.10):

d(T(x), T(y)) <ad(x, T(x)) = d(T(x), T(y)) <oad(x,y) (por hipdtesisy = T(x)).
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Por lo anterior se cumple la definicién de B-contraccion y ademés se cumple que (M, d)
es un espacio métrico completo, con lo cual se tendrian las hipotesis del Teorema del

punto fijo de Banach.
|

Teorema 2.4.2: Sea un espacio métrico completo, T: M — M una funcion y 0 <a <1

tal que para cada x, y € M se tiene que:
d(T(x), T(y)) < ad(y, T(y)) (2.11)
entonces T tiene un Unico punto fijo.
Demostracion:
Sea Xo € M un punto arbitrario.
Definase una sucesion {x,} € M por, x, = T(X,-1), n = 1,2,... Ahora aplicando (2.11):
d(xy,%2) = d(xz,x1) = d(T (x1), T(x0)) < ad(xo, T (xo))

asi,

d(xy,x7) < ad(xg,x1) = d(x3,%1) < ad(xq,x0)
por otro lado,

d(xz,x3) = d(T(x1), T(xz)) < ad(x;, T (x3))

de esta manera,

d(xz,x3) < ad(xz,x1) = d(x3,%;) < ad(xy, %)
luego, por induccion se obtiene

d(Xps1,xp) < ad(xp,xp—1) VNEN

asi, por el lema 2.1.2 existe z €M tal que x,—z.
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Veamos que z es un punto fijode T,

d(z,T(2)) <d(z,x,) +d(x,,T(2))
por lo tanto,

d(z,T(z)) <d(z,x,) +d(T(x,_1),T(2))

aplicando (2.11)

d(z,T(2)) <d(z,x,) +ad(z,T(2))
tomando limite cuando n — o

d(z,T(2)) <d(z,z) + ad(z,T(2))

d(z,T(z)) < ad(z,T(2))
luego,
d(z,T(2)) —ad(z,T(2)) <0
1-a)d(z,T(z)) <0
como 0 <a < 1, entonces d(z, T(z)) <0 por lo tanto
T(2) =z
Véase que z es el unico punto fijo de T.
En efecto, supongamos que T(z*) = z* y T(z) = z asi,
d(z, z*) = d(T(2),T(z*)) < ad(z*,T(z*)) = ad(z*, z*) =0

luego, z = z*.
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Teorema 2.4.3 (Teorema de Kannan):

Sea (M, d) un espacio métrico completo, T: M — M una funcion y 0 < a < %tal que

para cada x, y € M se tiene que:
d(T(x), T(y)) < afd(x, T(x)) +d(y, T(¥))] (2.12)
entonces T tiene un Unico punto fijo.
Demostracion:
Sea Xo € M un punto arbitrario.
Definiendo una sucesion {x,} € M por, X, =T(X,-1), n = 1,2,... Ahora aplicando (2.12):
d(pi1, %) = d(T(xn), T(xn-1)) < a[d(xp, T(x)) + d(xp-1, T(xp1))] YVREN

por lo tanto,

d(Xp+1, %) < ad (X, Xni1) + ad (X1, X5)
asi,

d(Xn41, Xn) — ad(xn, Xpy1) < ad(xn_1,Xn)

d(Xp+1, %) — ad(Xni1, Xn) < ad(Xp_1, X5)

(1 — a)d(xn11, xn) < ad(xn, Xp-1)
A(tns1,%0) S T X 1) ¥ EN

Com00§a<§

a<§ =20 <1.

>at+a<l.
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sa<l-—a.
= ﬁ <1
Luego, por el lema 2.1.2 existe z € M tal que x,—z.
Veamos que z es un punto fijode T,
d(z,T(2)) < d(z,x,) + d(xn, T(2))
por lo tanto,
d(z,T(2)) < d(z,x,) + d(T(xn-1),T(2))
por (2.12) se tiene:
d(2,T(2) < d(z,x,) + a[d(2,T(2)) + d(xn_1, T(Xn_1))]
de esta manera,
d(z, T(Z)) <d(z,x,)+ ad(z, T(Z)) + ad(x,_1, %)
luego,
d(z,T(2)) — ad(z,T(2)) < d(z,x,) + ad(xp_1,%,)
(1—a)d(2,T(2)) < d(z,x,) + ad(xp_1, %)
haciendo n — oo
(1-a)d(zT(2) <0
comol < a < % , entonces, d(z, T(z)) <0 asi,
T(2) =z
Veamos que z es el unico punto fijo de T.
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En efecto, supongamos que T(z*) = z* y T(z) = z asi,
d(z, z*) = d(T(2), T(z*))< a[d(z, T(2)) + d(z*, T(z*))]= a[d(z, 2) + d(z*, z*)] =0

luego, z = z*.

Teorema 2.4.4 (Teorema de Chatterjea):

Sea (M, d) un espacio métrico completo, y T: M — M una funcién para la cual existe

a € [0, %) tal que:
d(T(x), T(y)) < a[d(x, T(y)) +d(y, T(x))] VX yeM (2.13)
entonces T tiene un Unico punto fijo.
Demostracion:
Sea Xp € M un punto arbitrario.
Definimos una sucesion {x,} € M por, X, = T(Xs.1), N =1, 2, ...
Ahora aplicando (2.13):
d(Xp41, %) = d(T(xn),T(xn_l)) < a[d(xn,T(xn_l)) + d(xn_l,T(xn))] vVneN

por lo tanto,

d(Xn41,%n) < ad(xn, xn) + ad (-1, Xn41)
Asi,

d(Xp+1, %) < ad(Xp_1, Xn41)

Usando desigualdad triangular

d(Xn41,%n) < ald(Xn-_1,%n) + d(Xp, Xp41)]
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d(Xni1,2%n) < ad(xp_y, %) + ad(xy, Xnyq)
d(xn+1:xn) - ad(xn’xn+1) < ad(xn—l'xn)
d(xn+1» xn) - ad(xn+1» xn) <ad (xn—lr xn)

(1 - a)d(xn+1; xn) < ad(xn—llxn)

a
d(xp, Xpy1,) < md(xn, Xp-1)VNEN
Comold<sac< %

1
a<§ =>2a<1

s>at+a<l1

sa<l—a

= <1

l1—a
Luego, por el lema 2.1.2 existe z € M tal que x,— z.
Véase que z es un punto fijode T,
d(z,T(2)) < d(z,x,) + d(xn, T(2))
por lo tanto,
d(z,T(2)) < d(z,x,) + d(T (%p-1), T (2))
por (2.13) se tiene:
d(z,T(z)) <d(zx, + a[d(xn_l,T(z)) + d(z,T(xn_l))]

de esta manera,
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d(z,T(2)) < d(z,x,) + ad(xp_1,T(2)) + ad(z,x,)

haciendo n — oo se obtiene
d(z,T(z)) < ad(z,T(z))
d(z,T(z)) — ad(z,T(Z)) <0
(1-a)d(zT(2) <0
comol < a < % , entonces, d(z, T(z)) <0 asi,
T(2) =z

Véase que z es el unico punto fijo de T.
En efecto, supongamos que T(z*) = z* y T(z) = z asi,

d(z, z*) = d(T(2), T(z*)) < a[d(z, T(z*)) + d(z*, T(2))]

= o[d(z, z*¥) + d(z*, 2)]

=2a d(z, %)
de donde, d(z, z*) <20 d(z, 7*¥)
asi, d(z,z*) - 2a.d(z,z*) <0

(1-2a)d(z, z*) <0

por tanto d(z, z*) <0, luego, z = z*.

El siguiente teorema es una consecuencia inmediata de los teoremas 2.2.1y 2.4.1.
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Teorema 2.4.5: Sea (M, d) un espacio métrico completo, T: M — M una funcion y

0 <a <1 tal que para cada X, y € M se cumple alguna de las siguientes condiciones:

. d(T(X),T(y)) < ad(x, y).
. d(T(X),T(y)) < ad(x, T(X)).

1

2

3. d(T(),T(y)) < ad(y, T(y)).

4. d(T(),T(y) <Td(x, TE)) +d(y, TEO]

entonces T tiene un Unico punto fijo.
Demostracion:

Si se cumple la condicion 1, es posible aplicar el Teorema del punto fijo de Banach

(Teorema 2.2.1) con lo cual T tiene un unico punto fijo.

Si se cumple la condicion 2, es posible aplicar el Teorema 2.4.1, con lo cual T tiene un

unico punto fijo.

Si se cumple la condicion 3, es posible aplicar el Teorema 2.4.2, con lo cual T tiene un

unico punto fijo.
Si se cumple la condicién 4:

0<a<l =

NS

<Zc
2

N |-

=0

INA

<
2

N |-

Por tanto

a c [O 1)
2 "2
De esta forma es posible aplicar el Teorema 2.4.4, con lo cual T tiene un unico punto

fijo.
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Teorema 2.4.6 (Teorema de S. Riech):

Sea (M, d) un espacio métrico completo, T: M — M una funcién y a, b, ¢ € R{,

(a+b+c)<1tal que paracadax,y € M se tiene que:

d(T(x), T(y)) <ad(x, T(x)) + bd(y, T(y)) + cd(x, y) (2.14)
entonces T tiene un Unico punto fijo.
Demostracion:

Sea Xo € M un punto arbitrario y consideremos una sucesion {x,} < M definida por,

% = T"(Xo), n=1,2,... Ahora aplicando (2.14) para x = T"(xo) e y = T"}(xo) se tiene

d (T(T"(x0)), T(T" (x0)))

< ad (T"(xo), T(T”(xo))) + bd (T"*(x), T(Tn—l(xo)))
+cd(T™(x0), T™*(x0))

por lo tanto,

d (T(T"(x0)), T(T" (x0))) < ad (T(T" (%)), T(T"(x,)) )

+bd (T (o), T(T" (x0)) ) + cd (T(T™(x6)), T" (o).

d (T(r" (), T(T"(x))) = ad (T (T (o)), T(T™ (x0)))

< b (T (xo), T(T" (%)) ) + cd (T (20), (T (x0)) )
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(1 = &)d (T(T"(x0)), T(T" " (x0))) < (b + ) (T (xo), T(T™ (o).

d (T(T"(xo)),T(Tn_l(xo))) < (b + C)

a5 (T"—l(xo),T(Tn—l(xo))).

b+
d(T™(x0), T™(x0)) < E T 3

d(T™ 1 (xq), T™(%0))-
(b+0)
1

d(T™(x0), T™(x0)) < )

d(T™(x0), T" 1 (x)).

luego, por definicion de la sucesion se obtiene

b+c

md(xnrxn—l)-

d(xn+11 xn) S

Como(a+b+c)<1

(@+b+c)<l=b+c<l-a

:ﬂ<1_

1-a
Luego, por el lema 2.1.2 existe z € M tal que x,—z.
Véase que z es un punto fijode T,
d(z, T(2)) < d(z, xn) + d(xn, T(2))
por lo tanto,
d(z, T(2)) < d(z, ) + d(T(xn1), T(2))

por (2.14),

d(z, T(z)) < d(z, xn) + ad(Xn-1, T(Xn-1)) + bd(z, T(2)) + cd(Xn-1, 2)

d(z, T(2)) - bd(z, T(2)) <d(z, Xn) + ad(Xn-1, T(Xn-1)) + cd(Xn-1, 2)
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(1-b)d(z, T(z)) <d(z, xn) + ad(Xn-1, Xn) + cd(Xn-1,2)
haciendo n — oo, Se obtiene
(1-b)d(z, T(2)) <0
como (a + b + ¢) < 1 entonces, d(z, T(z)) <0 luego,
T(2) =z
Veéase la unicidad.
Supdngase que T(z*) =z*y T(z) =z asi,
d(z, z*) = d(T(2), T(z*)) < ad(z, T(2)) + bd(z*, T(z*)) + cd(z, 2*)
d(z, z*) < ad(z, z) + bd(z*, z*) + cd(z, z*)
d(z, z*) <cd(z, z*)
d(z, z*) -cd(z, z¥) <0
(1- ¢)d(z, z*) <0

de esta manera,

Corolario 2.4.2: Sea (M, d) un espacio métrico completo.

Si tomamos en la condicién (2.14), a = b = 0 entonces obtenemos el Teorema del punto

fijo de Banach.
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Demostracion:

La condicion (2.14) es:

d(T(x), T(y)) < ad(x, T(x)) + bd(y, T(y)) + cd(x, y).

a=b=0 =d(T(x), T(y)) <0d(x, T(x)) + 0d(y, T(y)) + cd(x, y)
= d(T(x), T(y)) < cd(x, y)

Ademas por hipdtesis a, b, c ER{ y (a+ b+ c) < 1;tomando a =b = 0 se deduce

0<c<l.

Por lo que se cumple la definicion de B-contraccion y ademas se cumple que (M, d) es
un espacio métrico completo, con lo cual se tendrian las hip6tesis del Teorema del punto

fijo de Banach.

Corolario 2.4.3: Sea (M, d) un espacio métrico completo.
Tomando en la condicion (2.14), a = b y ¢ = 0 entonces obtenemos el Teorema 2.4.3.
Demostracion:
La condicién (2.14) es:
d(T(x), T(y)) < ad(x, T(x)) + bd(y, T(y)) + cd(x, y).
a=b y c=0=d(T(x), T(y)) <ad(x, T(x)) + ad(y, T(y)) + 0d(x, y).
= d(T(x), T(y)) < ad(x, T(x)) + ad(y, T(y)).

= d(T(x), T(y)) = afd(x, T(q)) +d(y, Ty)]-
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Ademas por hipdtesis a, b,c eRy vy (@+b+c)<1;tomandoa=b y c=0se
obtiene:

(@+tb+c)<l=>(a+a+0)<l
= 2a<l.

1
=>a<-
2

Por lo cual a € [O%) y como (M, d) un espacio métrico completo, se tendrian las

hipétesis de Teorema 2.4.3.

Teorema 2.4.7 (Teorema de Rus):

Sea (M, d) un espacio métrico completo, T: M — M una funcién y a, b € R{,

(a + 2b) <1 tal que para cada x, y € M se tiene que:

d(T(x), T(y)) <ad(x, y) + b[d(x, T(x)) +d(y, T(y))] (2.15)
entonces T tiene un Unico punto fijo.
Demostracion:

La demostracién es analoga a la del teorema 2.4.6 ya que escribimos la condicion (2.15)

de la siguiente manera
d(T(x), T(y)) <ad(x, y) + bd(x, T(x)) + bd(y, T(y))

y atb+b=a+2b<1.
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Teorema 2.4.8 (Teorema de Hardy-Rogers):

Sea (M, d) un espacio métrico completo, T: M — M una funcién y as, ay, az, a4, as € Ry,

o=Y?7_, ;< 1tal que para cada x, y € M se tiene que:

d(T(x), T(y)) < oad(x, T(x)) + cd(y, T(y)) + asd(x, T(y))+ asd(y, T(x)) + osd(x, y) (2.16)

entonces T tiene un unico punto fijo.

Demostracion:

Sea Xo € M un punto arbitrario y consideremos una sucesion {x,} < M definida por,

¥ = T"(Xo), n=1,2,... Ahora aplicando (2.16) para x = T"(xo) & y = T"(xo) se tiene,

d(T(T™(x0)), T(T™*(x0)))
< ay d(T™(x0), T(T™(%0))) + a2 d (T (x0), T(T™ (%))
+ a3 d (T™(x0), T(T™ (%)) + @ad (T2 (), T(T™(x0)))
+ asd (T (x0), "1 (x0)),

por lo tanto,

d(T™(x0), T™(xo))
< ayd(T™(x0), T (x0)) + a2 d(T™ 1 (x0), T™(%0))
+ azd(T™(x0), T™(x0)) + @ d(T™ 1 (x0), T™ (o))
+ asd(T™(xq), T™ 1(x0)).

d(T™(xq), T™ (%))
< ayd(T™(x), T (x0)) + a2d(T™ 1 (x0), T™(%0))
+ azd(T™(x0), T™(x0)) + a4 d(T™ 1 (x0), T™(x0))
+ a4d(T"(x0), T”+1(x0)) + asd(T™(x0), T 1(x0)).
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d(TnH(xo)» " (xo)) - a1d(Tn(x0); Tn+1(xo)) - a4d(Tn(xo)' Tn+1(xo))
< +a2d(T”‘1(x0), Tn(xo)) + a4d(T”‘1(x0), Tn(xo))
+ asd(T™(x0), T (x0))-

d(T™ (), T™(x0)) — @y d(T™ (), T™ (x0)) — asd(T™ (), T™ (%))
< apd(T™(x0), T" 1 (x0)) + asd(T™(x0), T (%))
+ asd(T™(x0), T (x0)).

1-a;— a4)d(T"+1(x0),T"(xo)) <(azta,+ a5)d(T”(x0), Tn_l(xo))-

< (ay +a, + as)

d(T”“(xo)'T"(xO)) T (l-a;—ay)

d(T™ (%), T (x0))-

Usando la definicion de sucesion:

(az +ay + as)

d , < d (X, Xp—1)-
(xn+1 xn) (1 —a; — a4) (xn Xn 1)

(az+ay+as)

(1-a1—a4)

Como Y?_, a;< 1 entonces <1.

Luego, por el lema 2.1.2 existe z € M tal que X,—z.
Véase que z es un punto fijode T,
d(z, T(2)) <d(z, x,) + d(xn, T(2))

por lo tanto,
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d(z, T(2)) < d(z, Xa) + d(T(Xn-1), T(2))
por (2.16):

d(z,T(2)) < d(z,x,) + a1d(xXp_1, T(Xpn-1)) + a2d(z,T(2)) + azd(x,—1,T(2))
+ a,d(z, T(xp_1)) + asd(x,_q, 2).

d(z,T(2z)) < d(z,xp) + a1d(xp_1, T(Xy-1)) + a2d(2,T(2)) + azd(x,_1,2)
+ a3d(z,T(2)) + a,d(z, T (x_1)) + asd(x,_1, 2).

d(z,T(2)) < d(z,x) + a1d(xn-1, T (Xp-1)) + a2d(2,T(2)) + azd(xp_1,2)
+ CZ3d(Z, T(Z)) + CZ4d(Z, T(xn—l)) + an(xn—l' Z):

haciendo n — oo
d(z, T(2)) < 0ad(z, T(2)) + @2d(z, T(2)) + 030(z, T(2)) + 0ud(z, T(2)).
d(z, T(2)) - 01d(z, T(2)) - 02d(z, T(2)) - 03d(z, T(2)) - 0ud(z, T(2)) < 0.

(L1-a1-ap-03-04)d(z, T(2)) <0,
como Y3, a;<1, entonces, d(z, T(z)) <0 asi,
T@2) =z
Véase la unicidad para z.
Supongase que T(z*) = z* y T(z) = z as, por (2.16):

d(z, z*) = d(T(2),T(z*)) <aud(z, T(2))+ ad(z*, T(z*))+ azd(z, T(z*))+ asd(z*, T(2)) +

asd(z, z*).

d(z, z*) <ud(z, 2)+ ad(z*, 2*)+ asd(z, %)+ asd(z*, z) + asd(z, Z*).
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d(z, z*) <azd(z, z*)+ asd(z*, 2) + asd(z, 2%).
d(z, z*) - azd(z, z*) -a4d(z, z*) -asd(z, z*) < 0.
(1 03— a4~ as)d(z, 2*) <0,

comoY.;_, a;< 1 entonces, d(z, z*) < 0, luego, z = 7*.

Corolario 2.4.4: Sea (M, d) un espacio métrico completo.

Si tomamos en la condicion (2.16), a; = 0 = a3 = a4 = 0 entonces obtenemos el Teorema

del punto fijo de Banach.

Demostracion:

De la condicion (2.16):

d(T(x), T(y)) < cad(x, T(x)) + c2d(y, T(Y)) + asd(x, T(¥))+ cad(y, T(x)) + asd(x, y).

a = 02=03= s = 0= d(T(x), T(y)) < 0d(x, T(x)) + 0d(y, T(y)) + 0d(x, T(y))
+ Od(y! T(X)) + 0.5d(X, y)
= d(T(x), T(y)) <asd(x, y)

Ademés por hipétesis a1, 0y, 03, 04, 05 € RY, 0 = Y7 a;< 1; tomando a;= ap= 03= 04=0
se deduce 0 < as< 1. Por lo que se cumple la definicién de B-contraccion y ademas se
cumple que (M, d) un espacio métrico completo, con lo cual se tendrian las hipétesis del

Teorema del punto fijo de Banach.
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Corolario 2.4.5: Sea (M, d) un espacio métrico completo.

Tomando en la condicion (2.16), az = o3 = o4 = as = 0 entonces obtenemos el Teorema
2.4.1.

Demostracion:
De la condicion (2.16):
d(T(x), T(¥)) < aud(x, T(x)) + a2d(y, T(Y)) + azd(X, T(y))+ aud(y, T(x)) + asd(X, y).

o2 =03= g =as= 0= d(T(x), T(y)) < azd(x, T(x)) + 0d(y, T(y)) + 0d(x, T(y))
+0d(y, T(x)) + 0d(x, y).

= d(T(x), T(y)) <oad(x, T(x)).

Ademas por hipotesis ay, oy, a3, 04, 05 € R, o = Zi5=1 a;< 1; tomando o, = 03= as= as=0
se deduce 0 < a3 <1y como (M, d) un espacio métrico completo se tendrian las hipotesis
del Teorema 2.4.1.

Corolario 2.4.6: Sea (M, d) un espacio métrico completo.

Si tomamos en la condicion (2.16), az = a4 = 0 entonces obtenemos el Teorema 2.4.6.
Demostracion:

De la condicion (2.16):

d(T(x), T(y)) < aad(x, T(x)) + c2d(y, T(Y)) + azd(x, T(y))+ aad(y, T(x)) + asd(x, y).

az = 04 = 0= d(T(x), T(y)) < 0ad(x, T(x)) + azd(y, T(y)) + 0d(x, T(y))
+0d(y, T(x)) + osd(x, y).
= d(T(), T(Y)) < aad(x, T(x)) + 02d(y, T(Y)) + asd(x, y).
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Ademas por hipotesis oy, o, a3, 04, 05 € RS, a = Zi5=1ai< 1; tomando oz = a4 = 0 se
deduce 0 <(oy+ az+as) <1ycomo (M, d) un espacio métrico completo se tendrian

las hipotesis del Teorema 2.4.6.

Corolario 2.4.7: Sea (M, d) un espacio métrico completo.

Considerando en la condicion (2.16) a3 = a4 = a5 = 0 y a3 = o entonces obtenemos el

Teorema 2.4.3.
Demostracion:
De la condicion (2.16):
d(T(x), T(y)) < oad(x, T(x)) + c2d(y, T(y)) + asd(x, T(y))+ asd(y, T(x)) + asd(x, y).
3= 0= a5 =0y o1 = ap = d(T(x), T(y)) <od(x, T(X)) + ead(y, T()).

= d(T(x), T(y)) <oa[d(x, T(x)) +d(y, T())].

Ademas por hipotesis ay, 0y, 03, 04, 05 € R, a = Ziszl a;<1;tomandoog =04 =05s=0Yy

o1 = o Se tiene:
o top + o3 tostos<1l =203ty +0+0+0<1.

=20 <1
1
S>0<-.
2
1
ﬁOS(I1<E.

Como (M, d) un espacio métrico completo se tendrian las hipotesis del Teorema 2.4.3.

93



Teorema 2.4.9: Sea (M, d) un espacio métrico completo, y T: M — M una funcién para

la cual existena, b, c € R{ tal que (a+2b+2c) <1y

d(T(x), T(y)) <ad(x, y) + b[d(y, T(x)) +d(y, T(y))] +c[d(x, T(y)) +d(y, T())]  (2.17)
V X, y € M entonces T tiene un Unico punto fijo.

Demostracion:

Este teorema es una consecuencia del teorema anterior 2.4.8; ya que se escribe la

condicién (2.17) de la siguiente forma:
d(T(x),T(y)) < ad(x, y) + bd(y, T(x)) + bd(y, T(y)) +cd(x, T(y)) + cd(y, T(x))
y a+b+b+c+c=(a+2b+2c)<1.
n

Teorema 2.4.10: Sea (M, d) un espacio métrico completo, y T: M — M una funcion

para la cual existen a, b € R tal que (a + 2b) <1y

d(T(x), T(y)) < amax{d(x, y),d(x, T(x)),d(y, T(y))}+b[d(x, T(y))+d(y, T(x))] (2.18)
V X, y € M entonces T tiene un Gnico punto fijo.

Demostracion:

Sea A = max{d(x, y), d(x, T(x)).d(y, T(y))}.

Caso 1: A = d(x, y).

Si A = d(x, y) entonces de la condicion (2.18):

d(T(x), T(y)) < ad(x, y)+b[d(x, T(y))+d(y, T(x))].

= d(T(x),T(y)) < ad(x, y)+bd(x, T(y))+bd(y, T(x)).

= d(T(x),T(y)) = 0d(x, T(x)) + 0d(y, T(y)) + bd(x, T(y)) + bd(y, T(x)) + ad(x, y).
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Luego aplicando el Teorema 2.4.8 se concluye que T tiene un tnico punto fijo.
Caso 2: A = d(x, T(x)).

Si A = d(x, T(x)) entonces de la condicion (2.18):

d(T(x),T(y)) <ad(x, T(x)) + b[d(x, T(y)) + d(y, T(x))].

= d(T(x),T(y)) <ad(x, T(x)) + bd(x, T(y)) + bd(y, T(x)).

= d(T(x),T(y)) = ad(x, T(x)) + 0d(y, T(y)) + bd(x, T(y)) + bd(y, T(x)) +0d(x, y).
Luego aplicando el Teorema 2.4.8 se concluye que T tiene un tnico punto fijo.
Caso 3: A = d(y, T(y))-

Si A = d(y, T(y)) entonces de la condicion (2.18):

d(T(x),T(y)) < ad(y, T(y)) + b[d(x, T(y))+d(y, T(X))].

= d(T(x),T(y)) < ad(y, T(y)) + bd(x, T(y)) + bd(y, T(x)).

= d(T(x),T(y)) = 0d(x, T(x)) +ad(y, T(y)) + bd(x, T(y)) + bd(y, T(x)) + 0d(x, y).

Luego aplicando el Teorema 2.4.8 se concluye que T tiene un Gnico punto fijo.

Teorema 2.4.11: Sea (M, d) un espacio métrico completo, y T: M — M una funcién

para la cual existe a € [0, %) tal que:

d(T(), T(y)) < amax{d(x, y), d(x, T(x)), d(y, T(Y))é [d(x, T(y)) +d(y, TOO)I}  (2.19)

V X,y € M entonces T tiene un unico punto fijo.
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Demostracion:

Sea A = max{d(x, y), d(x, T(x)).d(y, T(y))% [d(x, T(y))+d(y, T()1}-
Caso 1: A=d(x,y).

Si A =d(x, y) entonces de la condicion (2.19):

d(T(x),T(y)) < ad(x, y).

Es decir que T es una contraccién ya que a € [0, %)

Luego aplicando el Teorema 2.2.1 (Teorema del punto fijo de Banach) se concluye que

T tiene un Unico punto fijo.

Caso 2: A =d(x, T(x)).

Si A = d(x, T(x)) entonces de la condicion (2.19):

d(T(x), T(y)) <ad(x, T(x)) .

Luego aplicando el Teorema 2.4.1 y se concluye que T tiene un Unico punto fijo.
Caso 3: A =d(y, T(y)).

Si A =d(y, T(y)) entonces de la condicion (2.19):

d(T(x), T(y)) < ad(y, T(y)) -

Luego aplicando el Teorema 2.4.2 y se concluye que T tiene un Unico punto fijo.
Caso 4: A ={d(x, T(y) + d(y, TK)].

SIA= %[d(x, T(y) + d(y, T(x)] entonces de la condicion (2.19):

d(TC),TY) < [d(x, TR) + d(y, T(x)] (@)
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Luego, 0< a<%=>0§

N Q
N
I

Seaa;=
de la condicidn (a):
d(T(x), T(y)) <ai[d(x, T(y) + d(y, T(x)]
por otro lado: a; € [O, i) c [O%) =a, € [O%)
Luego aplicando el Teorema 2.4.4 se concluye que T tiene un Gnico punto fijo

Teorema 2.4.12: Sea (M, d) un espacio métrico completo, y T: M — M una funcion tal

que existe a € R{ talquea<1y

d(T?(x), T(y)) <ad(x, T(y)) VX, y € M (2.20)
entonces T tiene un Unico punto fijo.
Demostracion:

Sea Xo € M un punto arbitrario y consideremos una sucesion {x,} < M definida por,

Xn = T(Xn-1), N =1,2,.. Ahoraaplicando (2.20) para X =Xp.1 Y'Y = Xp-1:
d(Xni1,Xn) = d(T (), T(¥n-1)) = d(T? (1), T (¥n-1)) < ad (x4, T(xn1))
d(Xpi1,%n) < ad(xp_y, T(Xp-1))
d(Xp41, %) < ad(Xp—1,%n)
d(Xps1,xn) < ad(x,, Xp_q1) vn€eN.
Luego, por el lema 2.1.2 existe z € M tal que x,—z.

Demuéstrese que z es un punto fijo de T, para ello estimese
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d(z,T(2)) < d(z,%p41) + d(Xp41, T(2)) = d(2,Xp41) + d(T (%), T(2))
d(z,T(2) < d(2,Xp41) + A(T2(Xn_1), T(2)) < d(2,Xpy1) + ad (-, T(2))
por lo tanto,
d(z,T(2)) < d(z,%p41) + ad(x,_1, T (2))
d(z,T(2) < d(z,Xp41) + ald(Xp_q,2) + d(2,T(2))]
d(z,T(2) < d(z,Xp41) + ad(Xpy_q,2) + ad(z, T (2))
d(z,T(2)) — ad(z,T(2)) < d(z,%n41) + ad(x,_1,2)
(1-a)d(z,T(2) < d(2 %ns1) + ad(xy_1,2)
de esta manera haciendo n — oo
(1-a)d(zT(z)) < 0.
Luego, T(z) = z.
Para la unicidad, supéngase que existe otro punto fijo, es decir,
T(z*) = * para z* € M y probemos que z = z*. En efecto,
d(z, %) = d(T(2), T(z*)) = d(T*(2), T(z*)) < ad(z, T(z*)) = ad(z, z*)
d(z, z¥) < ad(z, z*)
d(z, z*) - ad(z, %) < 0
(1- a)d(z, 2%)<0

asi, z = z*. De esta manera se tiene que T tiene un Unico punto fijo.
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Teorema 2.4.13: Sea (M, d) un espacio métrico completo, y T: M — M una funcion

para la cual existe a € [0,1) tal que:

d(x, T(x))d(x, T(y)) + d(y,T(y))d(y, T(x))
d(x,T(y)) + d(y,T(x))

d(T(x),T(»)) <a (2.21)

VX, y € M entonces T tiene un Unico punto fijo.

Demostracion:

Sea Xo € M un punto arbitrario y consideremos una sucesion {x,} < M definida por,

Xn =T(Xn-1), N =1,2,... Ahora aplicando (2.21) para X = X, Y Y = Xn.1 Se tiene,

d(T(xn)'T(le—l))
< d(xn; T(xn))d(xnl T(xn—l)) + d(xn_l' T(Xn_1))d(xn—1' T(xn))
=a d(xn, T (n-1)) + d(xn-1, T (x1)) |

d(xn' xn+1)d(xn: xn) + d(xn—l' xn)d(xn—l' xn+1)
d(xn' xn) + d(xn—l' xn+1) .

d(Xns1,Xp) < @

d(xn—l' xn)d(xn—lr xn+1)
d(xp—1,Xn+1)

d(xn+1: xn) <a

d(Xp+1, %) < ad(Xp-1, Xp)-
d(Xp41,Xn) < ad(Xp, Xp_1).
Luego, por el lema 2.1.2 existe ze M tal que x,— z.
Véase que zesun punto fijode T,
d(z, T(2)) <d(z,Xn+1) + d(Xn+1, T(2)) = d(z,Xn+1) + d(T(Xn),T(2))
Ademas

d(xn, T(xn))d(xn, T(z)) + d(z,T(z))d(z, T(xn))
d(xn,T(z)) + d(z,T(xn))
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d(xn, Xn+1)d (20, T(2)) + d(2,T(2))d(2, xp41)

d(xn+1'T(Z)) sa d(xn, T(Z)) + d(z,xn41)

Por tanto:

d(xp, xn+1)d(xn’ T(Z)) + d(Z, T(Z))d(Z, Xnt1)

d(z,T(2)) < d(z,xp41) + @ d(xp, T(2)) + d(z, % 41)

haciendo n — «©

_ 0
d(z, T(z))

d(z, T(Z)) <0

d(z, T(z)) <a

luego T(z) = z.
Para la unicidad, supongase que existe otro punto fijo, es decir,
T(z*) = z* para z*eM y probemos que z = z*. En efecto,

d(z, T(z))d(z, T(z*)) + d(z*, T(z*))d(z*, T(z))
d(z, T(z*)) + d(z*,T(z))

d(z,z*) =d(T(2),T(z")) < a

por lo tanto
d(z,7) < o 2&AU2) +d(z,2)dE, 2)
d(z,z*) + d(z* z)
d N < 0
(@.2) <4 G N v a2
d(z,z") <0
Asi, z=7*.

De esta manera T tiene un Unico punto fijo.
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2.5 Teorema del Punto Fijo para Operadores de Banach.

Definicion 3.5.1: Sea la aplicacion S: X — X. Se dice que S es un operador de Banach

si existe h € (0, 1) tal que:
d(S(x),52%(x)) < hd(x,S(x)), vV x € X.
Definicion 3.5.2: Sea (X, d) un espacio métrico, S: X — X una aplicacion y x, g € X.

Una funcién G: X — R es S-orbitalmente semicontinua inferiormente en q para
cualquier  sucesién {x,} € 0s(x) con lim,,,x,=¢q implica que

G(q) < lim,_, inf G (x,).

Teorema 3.5.1 (Teorema del punto fijo para operadores de Banach):

Sea (X, d) un espacio metrico completo y 0 < h < 1. Supdngase que existe x € X

tal que:
d(S(),S*() < d,S»)) (1)
paratodo y € O (x). Entonces

I- lim,_, S™"(x) = q existe.
i~ A", q) < - d(x,S(0).
iii- g es un punto fijo de S si, y solo si G(x) = d(x,S(x)) es S-orbitalmente

semicontinua inferiormente en g.
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Demostracion i):
Sea x € X tal que d(S(y),S%(y)) < d(y,S(y)) paratodoy € Os(x).
Paray = S(x) y usando la definicidn de operador de Banach para S:
d(S(5(x)),S2(5(x)) ) < hd(S(x),S2(x))
luego, empleando nuevamente la definicion de operador de Banach para S, se tiene:
hd(S(x),5%(x)) < h (hd(x,S(x))) = h?d(x, S(x)).
De forma analoga se utiliza la definicion de operador de Banach para la aplicacion S en:
d(S3(x), $*(0)) = d (S(5?(1)), $2(5%(x))) < hd(5?(x), 5% (x))
luego, utilizando lo que ya se ha demostrado para d(S?(x), S3(x)):
hd(S%(x),S3(x)) < h[h?d(x, S(x))] = R3d(x,S(x)).
Asi, de manera inductiva
d(S™(x), ™1 (x)) < h™d(x,S(x)) 2)
A continuacion demostremos que la sucesion {S™(x)}es de Cauchy.
En efecto, sean n, p € N(n < p) entonces aplicando la desigualdad triangular:
d(S™(x), S™P (x)) < d(S™(x), S™H(x)) + d (ST (x), ST (x)) + -
e+ d(S™PL(x), S™P(X)).
Luego por la parte anterior:
d(S™(x),S™P(x)) < h™d(x,S(x)) + A"*1d(x, S(x)) + - + h"P71d(x, S(x))
< h"d(x,S(x))[1+h + h? + -+ hP71].
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< hnd(x,S(x))zp_lhi.
i=0

< hnd(x, S(x)) [1T1h]

hn
=T hd(x,S(x)).

d(S™(),5™P(0) < 1—d(x,S®) @)

De (3) {S™(x)} es sucesion de Cauchy y como X es completo, existe g € X tal que

lim,_, S™(x) = q.

Asi, lim,,_, S™(x) =q.
]
Demostracion ii):
Cuando p — o en la desigualdad (3):
n
d(S™(x),q) < T hd(x,S(x)).
[

Demostracion iii):

oy

Supongase que S(q) = qy sea {x,,} € 0,(x) con lim,,_,, x,, = q, entonces

G(g) =d(qg, S(q)) =d(g, ) =0y liminfG(x,) = 0 por tanto,
liminfG(x,) = G(q)
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G(q) = d(q,5(q)) <liminfG(x,) = d(x,, S(xn))
< d(S”(x),S”“(x))
< h"d(x,S(x))
<& aplicando (2).
Y esta ultima desigualdad se cumple para n suficientemente grande.

Esto implica que S(q) =q.
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CAPITULO Il1I: Algunas aplicaciones del Teorema del Punto Fijo de Banach.

Como ya se ha mencionado en los capitulos anteriores el teorema del punto fijo de
Banach cuenta con muchas aplicaciones, en este apartado se veran algunas de las mas
sencillas, no por ello menos importantes; dentro de las cuales se tratan algunas referentes
a los sistemas de ecuaciones lineales, ecuaciones integrales y ecuaciones diferenciales
ordinarias; al final de este capitulo se muestran algunos ejemplos de la teoria

anteriormente desarrollada, a fin de ilustrar algunas propiedades.

3.1 Sistema de Ecuaciones Lineales.

El Teorema del punto fijo de Banach tiene importantes aplicaciones en los métodos de
iteracion para resolver sistemas de ecuaciones lineales y proporciona suficientes
condiciones para la convergencia y cota de error.

Consideremos el espacio euclidiano n-dimensional R™ y el sistema de ecuaciones
lineales

ainj =Y ;1=1,2,3,...,n

j=1
que en notacion matricial es
y = Ax

Donde A = [a;;] es una matriz nxn , x = [x;] yy= [y] son matrices nx1.
Notemos que el problema de resolver y = Ax se puede reemplazar por el problema
equivalente de encontrar los puntos fijos del operador T : R™ — R"definido por:

T(x)=U—-Ax+y;
ya que, si x es punto fijo de T(x):
T(X) =x
(I-A)x+y=x
IX—AX +y=X
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X—AX+Yy=X
-Ax+y=0
AX—AX+y=Ax+0
0+y=Ax+0
y = Ax
Luego, hacemos
B=(I-4) = |by]
la cual es una matriz n x n real fija( I es la matriz identidad n x n), es decir , tenemos
T(x) =Bx+y.

¢Bajo qué condiciones T es una contraccion en R™? La respuesta a esta pregunta
depende de la eleccion de la métrica en R™ con la que se va a trabajar. Dediquémonos a
encontrar tales condiciones.

Sean u = (Ug, Uz , -, Un), V=V, V2, .., V), P = (P, D2, Pn)s 4 = (91,92, -, qn)
u,v,p,q € R" y supongamos que p =T(u) (ie.p=Tw)=Bu+y)yq =T(v)
(ie.q =T(v) = Bv+y).

e Con la métrica del maximo , tenemos

d(T), Tw)=d®,q = miaXIpi - qil

n n
=mlax Zb”u] +yl - Zb” 17] +yl
j:l ]=1
n n
= rniax Zbuu] - Zbu Uj +yl - Vi
=1 =1
n n
=miax Zbuu]— Zbu Uj
j=1 j=1
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n
= max Zbij (u; — vy)
j=1
n
< max Zlb” | [(u; — vj)|
j=1

n
< miaxZ|bl-j| (miax|uj—vj|)
—

j
=Ad(u,v).
Entonces, para que T sea una contraccion en R™ debemos exigir que

A= max; Z?:l Ibljl < 1. (31)

e Con la métrica de la suma, tenemos

AT, Tw) = d@. )= ) Ipi— ai

n n n
=Z Zbijuj +yi |- Zbijvj + i
' =1 =1

n n n
= Z Zbijuj +yi— Zbijvj —Yi
i=1 |[j=1 j=1
n n
:Z Zbl]u]—ZbUU]
: =

n
i=1|j=1
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IA

y Zwm Zl(uj o)

i=1

IA

max

l

n
|Dij Z [ — v
j=1

n
j=1
= Ad(u,v)

Asi, el operador T es una contraccion en R™ si.
A = max; Yi-, by < 1. (3.2)

e Por ultimo, considerando la métrica euclidiana, tenemos

[T @) , TEDP = [d@, @I Z(pl @)

n n
Z Zbl]u] +yl - Zbijvj +yi
j=1

i=1
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n
i=1 \j=1 j=1
2
n n
= 2| 2 kst
=1 \j=1

IA
M=
M=

&

e

'

8

<

N

ie.d(Tu,Tv) < (\/Z}Ll "y b )d(u,v);u,v € R"

(en la desigualdad anterior hemos utilizado la desigualdad de schwartz).
Analogamente a lo hecho antes, aqui exigimos que:
i=1 ?:1 bzij <L (3.3)

Y con esto tenemos que T es una contraccion en R™

Asi, en el caso en el que cualquiera de las tres condiciones encontradas es cumplida,
tenemos por el Teorema del punto fijo de Banach que existe un y solo un

x=(x,%;,..,x,) € R™ punto fijo del operador T donde x; = [X7-; byjx; ]+ v, ¥
por tanto solucion del sistema de ecuaciones lineales algebraicas considerado.

Las aproximaciones sucesivas para hallar la solucién aproximada tienen la forma

x©@ = (x°,x% ..,x°)
xM = (xty,xt, . xt) )
: 3.4

[ x( = (xfy, 2%y o xk)

109



Donde

x = [Ejoa by Y] + v (35

Teorema 3.1.1:

Si un sistema y = Ax de n ecuaciones lineales con n incognitas (x; , x5, ..., x,) (las
componentes de x), siendo A la matriznxn; x,y, matrices n x 1, satisface cualquiera
de las tres condiciones obtenidas (3.1), (3.2), (3.3), este tiene una Unica solucion x. Esta
solucion puede ser obtenida como el limite de una sucesion iterada dada por

x® = [T)]* Dk =1,2,..

con la relacion (3.4) donde cada x® es calculada usando la igualdad (3.5), siempre que
x©® € R" es dado.

Observemos que cualquiera de las tres condiciones encontradas implica que:

a1 — 1 a Ain
a a,, — 1 a
21 22: 2n +* O
anq anq Apn — 1

Con esto tenemos la seguridad de que det(A —I) # 0.
Notemos ademas que, si A es simétrica; es decir a;; = aj; paratodoi,j =1,2,...,n.

Entonces la constante resultante en la métrica del maximo es igual a la constante de la
métrica de la suma; pero si A no es simétrica, entonces ambos valores; no son
necesariamente iguales.

Observemos también que si | a;j| <% (en este caso las tres condiciones se cumplen),
entonces el Método de las Aproximaciones Sucesivas (M.A.S o T.A.C. o T.P.F.B) es
aplicable; y si | a;;| = % (es este caso todas las tres suman 1) el M.AS. no es aplicable.

Ademas mencionemos, que las soluciones aproximadas de (3.1) también pueden ser
halladas por otros dos métodos standard, la iteracién de Jacobi, la cual es mayormente
de interés tedrico y la iteracion de Gauss — Seidel.
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Ejemplo 3.1.1:

Consideremos el conjunto de ecuaciones algebraicas

r 4 1 1

gxl— EXZ_ ZX3 = _1
1 4
3 —§x1+§x2+4x3 =2
1 2 3
k_le_ EX2+ ng—g

Para aplicar el Teorema de la Aplicacion Contractante (T.A.C) primero rescribimos la
ecuacion de arriba en la forma

x=Bx+y
y entonces se probara que max; Y,7-4|b;; | < 1
Una representacion es dada por

(o1 1 1

x1=§x1+ Ex2+ ZX3_ 1
1 1 1
4 x2=—x1—§x2—2x3+2
1 2 1
kx3— _x1+ Exz‘i' ZX3+3
I.e matricialmente tenemos:
1 1 1
5 2 4
X2 = § —§ —Z X2 + 2
X X
3 1 2 1 3 3
L4 15 4

Para i = 1,2,3 calculese lo siguiente:

3 3 3

n
max " [byy] = maxd > byl Y byl Y byl
j=1

j=1 j=1 j=1
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= max {|by1| + |bio| + [by3l, [ba1| + |b22| + |basl, [b31] + |bsy| + |b33l}
1

1 11 1 11 2 1

= max T4+ 5Tt S
= max {0.95,0.916,0.63} = 0.95 < 1.

Luego, claramente la condicion max; 3.7, |b;; | < 1 se verifica.

El esquema iterativo puede ser usado para obtener la solucion aproximada. Por ejemplo,
con la suposicion inicial x©@ = (0,0,0) , obtenemos

x©® =(0,0,0)

xM =(-1,2,3)

x@® = (0.55,0.25,3.76667)
x®) = (0.176667,1.158333,4.112500)
x® = (0.642625,0.644653 ,4.226736)

x®) = (0.507535,0.922640,4.303294)
x(10 = (0.641659,0.835535 ,4.360547)

x(1% = (0.639519, 0.841889 ,4.362843)
x?% = (0.639559,0.841833,4.362843).

Como ejemplo del uso de la ecuacion (3.4) y teniendo en cuenta (3.5) se muestra como
se obtuvo x™

x(O) = (O , 0 ,O) = (x(O)l ,x(o)z ,x(o)g)

x® = (x®, ,x®, x®))
3 3 3
= Zbljx(o)j + Y1, szjx(o)j + }’2,2 b3jx®; + ys
=1 =1 =1
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= (b11x(0)1 + b12x(0)2 + b13x(0)3 + V1, b21x(0)1 + bzzx(o)z + b23x(0)3
+ Y2, b31x(0)1 + b32x(0)2 + b33x(0)3 + }’3)

—<1><0+1><0+1><0 11><0 1><0 1><0+21><0+2><0+1><0>
~\5 2 4 '3 3 4 "4 15 4

=(-1,2,3).
Y de forma analoga podemos obtener cualquier otro x ).

Naturalmente, cualquier otra suposicion inicial puede ser usada. El nimero de
iteraciones que se requiere para asegurar la convergencia depende de la suposicion
inicial. La solucion exacta es x = (0.639548, 0.841853, 4.362845).

Otras aplicaciones practicas:

Damos dos ejemplos de aplicacién del T.P.F.B a los métodos numéricos en el primero
resolvemos una ecuacion lineal y en el segundo resolvemos una ecuacion no lineal.

Ejemplo 3.1.2:
Probaremos que la ecuacion
x =arctan(x)+ 1;x € R

Tiene una unica solucion en [1,+o[ , la cual aproximaremos con siete digitos
significativos.

En efecto, seaY = [1,+oo[ ydefinimos f:Y — R por
f(x) = arctan(x)+ 1; x € Y
notese que f(Y) cY ya que f(Y) = f([1,+[) = E+ 1,+oo[ c[1,4o[ =Y. Sea

1
X = (Y,]|]) donde || denota la métrica euclidiana la cual es d = ((x; —y;)%)z, X
resulta ser un espacio métrico completo (por ser cerrado).
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Paratodo x € X,

1
1+ x2

1
IF ()] = ] <5<l

Entonces por el Teorema del punto fijo de Banach; existe un Gnico punto fijox € X ,
que es la Gnica solucion del sistema dado.

Para obtener la solucion aproximada con la aproximacion pedida es necesario utilizar la
desigualdad iii) del Teorema del punto fijo de Banach [para el punto fijo z se cumple

n
d(Xn, z) < 1“_—ad(xo, x1)], reemplazando a = %se obtiene:

Xp— X| < 1|x0—x1|= lxo — %1

2n—1

< Zn_l |x0_ xll'

En particular se toma x, = 1, por un proceso iterativo resultado de la interpretacién
geométrica del T.P.F.B.,

%y = f(xo) = f(1) = arctan(1) + 1 == +1 = 1.7853982

Reemplazando en la desigualdad anterior tenemos

Permitiéndonos seguidamente calcular x con la aproximacién exigida, en este caso
x1; = 2.1322677 estoes x = 2.1322677
Comprobemos esto, efectuando el proceso iterativo
x; = f(x) =tan"1(1) + 1 = 1.7853982
x, = f(x;) = tan~1(1.7853982) + 1 = 2.0602325
x3 = f(x;) = tan~1(2.0602325) + 1 = 2.1189113

x, = f(x3) = tan"1(2.1189113) + 1 = 2.1298472
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xs = f(x,) = tan~1(2.1298472) + 1 = 2.1318309
xs = f(xs) = tan~1(2.1318309) + 1 = 2.1321890
x, = f(xg) = tan~1(2.1321890) + 1 = 2.1322535
xg = f(x;) = tan~1(2.1322535) + 1 = 2.1322652
Xo = f(xg) = tan~1(2.1322651) + 1 = 2.1322673
X0 = f(xo) = tan~1(2.1322673) + 1 = 2.1322676

x11 = f(x10) = tan"1(2.1322676) + 1 = 2.1322677

Ejemplo 3.1.3:
Considérese la ecuacion algebraica no lineal
x*—x—-1=0,x€eR.

Esta ecuacion tiene tres raices, una de las cuales estad entre 1 y 2. Obsérvese que para
x € X = [1,2], existen varias formas de escribir dicha ecuacion en la forma x = T(x),
por ejemplo

Ty(x) = 23— 1,T,(x) = YA +x) ,T5(x) =

x? -1
Se probara que alguna de estas aplicaciones es una contraccion, para To:

1
T,(x) = ———=
’ 33/(1 + x)2
sea 1 < ¢ <2 (recuérdese X =[1, 2]), luego:
1<c<2=>10+1D)?<(c+1)?<(2+1)2

1 1
33/(1+0)2 3%

' 1 _
= T;(%) < ;7= = 0.2100.
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Entonces T, es una contraccion en el subconjunto X = [1,2], con constante de
contraccion o =0.21 < 1.

Usando el método de las aproximaciones sucesivas para determinar la Unica raiz de T,
en X, iniciando el proceso iterativo con x, = 1, se obtiene:

Xy = Ty(x) = Ty(1) = (14 1)5 = 1.2599
Xy = Ty(xy) = T,(1.2599) = (1 + 1.2599)7 = 1.3123
X5 = T,(x,) = T,(13123) = (1 + 1.3123)s = 1.3224
o= T,(xs) = T,(1.3224) = (1 + 1.3224)7 = 1.3243
Xs = T,(x,) = T,(1.3243) = (1 + 1.3243)3 = 1.3246
Xe = T,(xs) = T,(1.3246) = (1 + 1.3246)3 = 1.3247

1
x; = Ty(xs) = T,(1.3247) = (1 + 1.3247)3 = 1.3247.

Asi, la raiz, con cuatro cifras significativas, se obtiene en la séptima iteracion.

3.2 Ecuaciones integrales.

El estudio de las ecuaciones integrales constituye uno de los capitulos mas importantes
del anélisis matematico. Muchos problemas de analisis conducen al estudio de
ecuaciones integrales y muchos de los métodos del analisis funcional fueron

inicialmente desarrollados en el estudio de las ecuaciones integrales.
Tipos de ecuaciones integrales:

Histéricamente la primera ecuacién integral que fue estudiada, fue la ecuacion de Abel.

t x(s
2O o<x<t

y(t) = T
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Damos a continuacion otros ejemplos familiares de ecuaciones integrales:

La ecuacion
t
x(t) = xo+ | f(x,x(s))ds
to

cuya solucion es solucion de la ecuacion diferencial
x'(t) = f(tx)
Con condicion inicial
x(ty) = x, .

Entre los tipos mas comunes de ecuaciones integrales se mencionan:

La ecuacion integral de Fredholm de primera clase

b
y(t) = J K(t,s)x(s)ds

La ecuacion de Fredholm de segunda especie.

b
y(t) = x(t) — /1[ K(t,s)x(s)ds

La ecuacion de Volterra de primera especie

y(t) = ftl((t, s)x(s)ds

La ecuacion de Volterra de segunda especie

y(t) = x(t) — AJtK(t, s)x(s)ds
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En estos ejemplos la incognita es la funcion x:[a,b] > C con A € C, donde
y:la,b] » CyK:[a,b] X [a,b] = C son funciones dadas, a K se denomina nucleo
de la ecuacion integral, sujeta a ciertas restricciones (por ejemplo ser funcion continua,
medible y acotada, etc.) Las ecuaciones del tipo de Fredholm también pueden ser
estudiadas sobre un espacio X. También K , x e y pueden ser tomadas como funciones a

valores vectoriales, por ejemplo, a valores en C".

Cuando el nucleo K no es una funcion continua decimos que la ecuacion integral tiene
nucleo singular. El ejemplo més importante de este tipo de ndcleo es cuando X es un

abierto de R™ y

Con a <n,A es acotada (y, eventualmente continua para t #s); cuando a < 2

decimos que la singularidad es débil.
Las ecuaciones de convolucion son otro tipo importante de ecuaciones integrales
Definicion3.2.1:

La funcion h de C(I) x C(l), donde C(I) es el conjunto de funciones continuas en el

intervalo 1=[0, +oo[ dada por:

h(t) = (f * 9)(0) = f £t - Dg(Ddr
0

se conoce como la convolucion de fy g.
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Ejemplo3.2.1:
Calcule la convolucion de f(t) = Sen(t), g(t) = et.
Solucién:

Usando la definicion e integrando por partes, se tiene:

Sen(t) xet = f Sen(t — 1)[e"] dr
0

t
= Sen(t —1)e" + f e*Cos(t—1)drt
0

t
= Sen(t — 1)e" + Cos(t — 1)e” — f etSen(t —t)dr
0

t
Zf e'Sen(t —t)dt = Sen(t —1)e* + Cos(t — 1)e”
0

Sen(t —1)e* + Cos(t —1)e* ‘

2

_e*[Sen(t — 1) + Cos(t — 7)]
B 2

t
f etSen(t —t)dr =
0

t

_ef —Sen(t) — cos(t)
= > _

Ahora daremos aplicaciones del T.P.F.B. a la solucidn de ecuaciones integrales.
Teorema 3.2.1:

Consideremos la ecuacion integral de Fredholm de segunda especie

b
x(t) = y(t) + /'lf K(t,s)x(s)ds

donde K:[a,b] X [a,b] > C es continua y es tal que |K(t,s)|<M para todo

t,s € [a,b].
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1
M(b-a)'’

Entonces, paratodo 1 € C tal que || < dada y € C([a, b], C) existe una Unica

funcion x € C([a, b],C) que es la solucién de la ecuacion integral.
Demostracion:

Sea X = C([a,b],C) el espacio de las funciones continuas de [a,b] en C, el cual se

sabe es un espacio métrico completo con la métrica

d(f,9) = supa<e=p|f(t) = g(t)]

y definase la aplicacion T: X — X por

b
(Tx)(t) = y(t) + /1] K(t,s)x(s)ds ,t € [a, b].
a
Un punto fijo de T es evidentemente una solucion, puesto que x(t) es solucion de la
ecuacion integral y reciprocamente.
Afirmacion 1: T(x) € X.
En efecto; supdngase que t,t, € [a,b] tal quet — t,.
|(Tx) (&) — (Tx)(to)l
b b
<y(t) + /1] K(t, s)x(s)ds) - <y(t0) + AJ K(to,s)x(s)ds>
a a

= |y(t) + Af:l((t, s)x(s)ds — y(ty) — Af:K(tO,s)x(s)ds|

= |(y(t) — y(tp)) + 2 (f; K(t,s)x(s)ds — f; K(to,s)x(s)ds)|

| = y(t)) + ([ x(5)(K (2, 5) = K(to, 5))ds )|

< ly(®) = y(to)l + A1 [ [} Ix(s) 1K (t, $) = K (to, )] ds|
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Se quiere probar que
(Tx)(t) » (Tx)(to) , x €X
Para esto obsérvese que:

e Comoy €C([a,b],C) i.e. yes una funcién continua en [a, b], y desde que
t - t, tenemos y(t) = y(t,) loque implica |y(t) — y(ty)| — O.

e Como x € C([a,b],C) entonces x es una funcion continua en [a, b], y siendo
[a,b] un compacto, x resulta acotada en [a,b], i.e. existe M > 0 tal que
|x(t)] < M,t € [a,b].

e Como la funcion K es continua sobre el compacto [a, b] X [a, b], entonces K
resulta ser uniformemente continua, por lo tanto dado € > 0, existe § > 0 tal

que, para |t — t,| < & tenemos

|K(t,s) = K(to,s)| < [a, b]

&
— S E
b—a M2 "°

Con estos resultados, se consigue la siguiente desigualdad

[(Tx)(@) — (TX)(E)| < ly() — y(to)l + IAIMlb—alm

De donde es claro que (Tx)(t) = (Tx)(t,), x € X.

Por lo tanto T'(x) € X.
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Afirmacion 2: T es una contraccion en X siempre que || <

M(b—a)’
En efecto; dados u,v € X
|(Tw) () — (Tv)(®)]
b b
= ‘(y(t) + Af K(t,s)u(s)ds) — <y(t) + /1.’- K(t,s)v(s)ds>

= |/1 f: K(t,s)u(s)ds — Af: K(t,s)v(s)ds + y(t) — y(t) |

|A f;K(t, s)[u(s) — v(s)]dsl
< I [PIK (& 9)lluls) — v(s)lds

< 121 f; Mlu(s) = v(s)lds

b
— |AM f lu(s) — v(s)|ds

< |AMsupg<i<plu(s) — v(s)| f: ds ;t€lab]l,u,veX
ie. [(Tw)(@) — Tv)OI <A B -a)M|lu—-vl; t €[abluveX
ITu —Tv|| <« |lu—vl|,u,veX

Luego T es una contraccion en X con constante de contraccion « = |A|(b — a)M < 1;

la conclusion de este teorema sigue del T.P.F.B.
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Teorema 3.2.2:

Sea K:[a,b] X [a,b] X C - C una funcion continua, lipschitziana en relacién a la

ultima variable i.e. existe M > 0 tal que:
|K(tlslr1) - K(tlslrz)l < erl - er'

Para arbitrarios t,s € [a,b]yr, 1, € C. Entonces dado y € C([a,b],C) existe una

Unica x € C([a, b], C) solucién de la ecuacidn integral de Volterra de segunda especie

t
x(t) = y(t) + Af K(t,s,x(s))ds.

Demostracion:

Sea el espacio métrico completo X = C([a, b], C) y definimos T: X — X por

t
(Tx)(t) = y(t) + /1] K(t,s,x(s))ds,t € [a,b].

Es evidente que un punto fijo de T es solucion de la ecuacion integral y reciprocamente.
Afirmacion 1: T(x) € X
En efecto; para arbitrarios ¢, t, € [a, b], supongamos que t — t,.
|(Tx)(t) — (Tx)(to)l
t to
<y(t) + /1[ K(t, s,x(s)) ds> - <y(t0) + Af K(to, S,x(s)) ds)
a a

|(y(t) — y(tp)) + 2 (fat K(t,s,x(s))ds — f;o K(to s, x(s)) ds )|

< |y) — y(ty)| + 11 |fat K(t,s,x(s))ds — f;o K(to s, x(s)) ds |

Ahora supongase que t > t; ;
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Esto implica

f OK(tO, s,x(s))ds = f K(to, s, x(s)) ds —f K(to s,x(s)) ds.

0

Reemplazando esta desigualdad en la desigualdad anterior, y luego agrupando

adecuadamente

ly(t) — y(to)| + || |fat|K(t, s,x(s)) — K(to,s,x(s))|ds| + |ftt0|K(t0,s,x(s))| ds|

El objetivo es probar que:

(Tx)(t) - (Tx)(ty) ,x € X.

Para esto observemos que:

Como y € C([a,b],C) i.e. y es una funcion continua en [a, b], y desde que
t — t, setiene y(t) = y(t,) loqueimplica |y(t) — y(t,)| = 0.

Como K es una funcion continua sobre el compacto [a, b] X [a, b] X x([a, b])
entonces K resulta ser uniformemente continua en [a, b] X [a, b] X x([a, b]), lo

que implica que dado € > 0, existe § > 0 tal que, para |t — t,| < & de donde
|K(t, s,x(s)) — K(to,s,x(s))| < (s,x(s)) € [a, b] X x([a, b]) .

Si K es una funcion continua sobre el compacto {t,} X [a,b] X x([a,b]), K

&
[Allb=al ’

resulta acotada en {t,} x [a, b] X x([a, b]), entonces existe N > 0 tal que

K (to,s,%(s))| < N paratodo (s,x(s)) € [a,b] x x([a, b]).

Con estos resultados, ocurre la siguiente desigualdad:

|(Tx) () = (Tx)(to)| < |y() = y(to)| + 14l|b — al

&
—Illlb—al + N|t — t,].

De donde es claro que

(Tx)(@®) = (Tx)(to).
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Para todo x € X. Por lo tanto, concluimos que la afirmacion 1 es valida i.e. T(x) € X.
Afirmacion 2: Existe m > 1 tal que T™ es una contraccion en X.

En efecto; se demostrard inicialmente que dados u,v € X y t € [a, b] se cumple

I(T™w)(®) — T)(®)] < BEEED 1y —p). (3.6)

n!
La demostracion es hecha por induccion matematica.
Paran = 1 el resultado es inmediato, es decir

Al M (t — a)

(T W) — (Tv)(@©)] < 1

llu —vl|
Admitiendo el resultado para n se demuestra paran + 1.

(T W)@ — (T )] = IT(T"w)(©) — T(T )]

‘(y(t) +1 ftK[t, s, (T™u)(s)] ds) — <y(t) + AftK[t, s, (T™v)(s)] ds>

= |A f t{K[t, s, (T™u) ()] — K¢, s, (T™v)(s)]} ds

IA

A1 [IKTE s, (T ()] = K[t,s, (T™)(s)]l ds

IA

[A] fat M|(T™u)(s) — (T™v)(s)| ds; Por hipétesis |K(t,s,r) — K(t,s,7,)| < M|r, — 1,

IA

t AnMn _ n
[ =D v as
. .

|A|n+1Mn+1(t _ a)n+1
= T Dl llu —vll.

Luego (3.6) es cierto, ademas de (3.6)
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|AM(t — a)|"

— d(u,v); u,veEXyte€|a,b],

|(T"w)(®) = (T"v)(®)] <

Pero aun mas,

AM(t—a)|™ _ [AM(b — a)|"
n! = n!

Lo que implica

[AM(b — a)|"

— d(u,v); u,veEXyte€|a,b],

|(T"wW)(@) = (T"v)(O)] <

Entonces

[AM(b — a)|"
Supasey |(T"W) () — (MY)O] = ————dWw,v); uveX.

Por lo tanto

|AM (b — a)|"

d(T™u, T™) <
n!

d(u,v); u,v€X.

Paracadan € Z* , sea

_ M@ - a)"

a
n n!

Ahora utilizamos el criterio de la razon para sucesiones de numeros reales:

|AM (b—a)|™*?

an41 (n+1)!
lim = lim ——————
n-ow | A, nooo |AM(b—a)|™

n!

_ o (AMG - oD@y
ne (IAM (b — P)((n + DD

. [AM(b — a)|
= lim———=0<1.
n—oo n+1
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Entonces

_AM(b - )"
lim —— =

n—-oo n!

0.

converge, luego sigue por definicion de limite de sucesiones de

Por lo tanto {M}

nameros reales que:

Dado 0 < € < 1, existe n, € N tal que para todo n > n,, se tiene M < e <1

Con lo que se verifica la afirmacion 2. Entonces tomando m = n,, para que exista
m >1tal que T™ es una contraccion en C([a, b],C) = X. Y la conclusién de este

teorema sigue del Teorema del punto fijo de Banach.

Ejemplo 3.2.2:

Considere la ecuacion integral:

x(t) = y(t) + AftK(t, s,x(s))ds

tsen(t — s)

f(t)=1+J ————ds

o 1+s2

Se tiene que g es continua en I(para cualquier T > 0), se prueba que k satisface la

condicion de Lipschitz en la tercera variable. Sean y, z entonces:

sen(t—s) sen(t—s)
1+y2 1+ 22

|K(t,s,y) —K(t,s,2)| =

(sen(t —s))(1 + z2) — (sen(t — s))(1 + y?)
1+y?)(A+ 22

(sen(t —s)((1+2z3) — (1 +y?))
1+y?)(A+2?)
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3 y? — 72
T 11+ y)(A+ 22

< y+z
- ’(y—z) 1+y2)(1+2?)

< 2|y —z|.
Puesto que se verifican las siguientes desigualdades:
Iyl <11 +y5) (1 + 22|
|lz] <11+ y*)(A + 22|
Luego la ecuacion posee una tnica solucion continua.

Observacion:

Hacemos A = 1 en la ecuacion integral de fredholm de segunda especie, y tenemos

x(t) = y() + f:K(t,s)x(s)ds (3.7)
Teorema 3.2.3:

Supdéngase que K: [a, b] X [a,b] — C es una funcion continua tal que satisface

b
SUPqg<t<b {fa K (t, S)|ds} < 1.

Y y: [a,b] » C una funcién continua. Entonces existe una y solo una funcion

continua x : [a,b] — C que satisface la ecuacion (3.7).
Demostracion:

Considérese el espacio normado X = C([a, b],C) el cual con la métrica uniforme

Il |l €s completo; y definase la aplicacion T : X — X por

x ~ T(x).
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b

(Tx)(t) = y(t) + f K(t,s)x(s)ds.

a

Analogamente a lo hecho en la afirmacion 1 del teorema 3.2.2 se prueba que T'(x) € X.

Veamos que T es una contraccion en X. Para cualesquiera x;, x, € X bajo la métrica del

supremo

ITx1 = Txall = supase<y |(Tx1) () = (Tx2) (D]

= SUPqasts<b

b b
(y(t)+ f K(t,s)xl(s)ds>— (y(t)+ f K(t,s)xz(s)ds>

= sup

b b
ast<b LK(t:S)xl(S)dS— LK(t'S)xz(S)ds

b

= Supacies f K(t,5)(x1(s) — x3(s))ds
b

< Supasees j K (6, $)|1x1(s) — x5(s)] ds

b
< It = %l swpeseen | IK(E9)1ds < cllxy = 1L
a
Es decir
ITxy — Txzll <cllxg — x2lle0 521, %2 € X.
. b
Siempre que ¢ = sup {fa |K(t,s)] ds} <1

Luego T es una contraccion en C([a, b],C) = X, vy la afirmacién de este teorema sigue
del T.P.F.B.
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Dado un x, € C([a, b],C). EI T.P.F.B nos permite obtener el punto fijo x como un

limite
x =lim, o T"xq . (3.8)
Es interesante reinterpretar este limite como una serie. La aplicacion

K : C([a,b],C) - C([a,b], C) definida por

k(x) = fbK(t, s)x(s)ds.
a
Esta aplicacion es denominada operador de Fredholm, y la funcién k es llamada el
nucleo de K.
La ecuacidn integral (3.7) puede ser reescrita como
(I—k)x=y. (3.9)
Donde I es el operador identidad. La aplicacion T'(donde T'(x) = x) esta definida por
T(x) =y + kx , lo que implica que
T"(xo) = T" ' (Txo) = T" (¥ + kxo) =y + kT"*(xo)
=y +kT"%(Txy) =y + kT 2(y + kxy)
=y+k(y+kT" 2xy) =y + k(y + kT"3(Tx,))
=y +k@y+k(y+-+k(y+kx)))
T"(xo) =y +ky+ -+ k™ + k" 1x,.

Usando la ecuacion (3.8)
n+1 )

x = lim kiy = Z k™y

n—-oo
i=0 n=0
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Por otro lado de (3.9) tenemos
x=({-k) 1y,
Entonces de las dos igualdades anteriores
(I—k)t =Y k" (3.10)

Esta serie es llamada serie de Neumann. El uso de sumas parciales de esta serie para

aproximar a la inversa se llama aproximacion de Born. Explicitamente
x(®) = (z k”y) (0) = (v + ky + K2y + ) (0)
n=0
= y(®) + () (©) + (K*y)(O) + -
b
= y(O) + f K(t,)y(s)ds + (k(y)(O) + ..
b b
=y(t) + J K(t,s)y(s)ds +f K(t,s)((ky)(s))ds + ..
b b b
=y(t) + f K(t,s)y(s)ds + f K(t, S)(f K(s,r)y(r)dr)ds + -

b b b
x(t) =y(t) +] K(t,s)y(s)ds+J J K(t,s)K(s,r)y(r)drds + -

La serie de neumann es similar a la serie geométrica. De hecho, la igualdad (3.10) es
realmente una serie geométrica que es absolutamente convergente con respecto a

determinada norma del operador cuando | k|| < 1. Esto explica porque no necesitamos
. . ..y ., b
imponer ninguna condicion sobre y para que la ecuacion supg<;<p {fa |K(t, s)lds} <1

sea una condicion que asegure que (I — k) es invertible y depende solo de la funcion k.
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Ejemplo 3.2.3:

Encontrar la solucion de la ecuacion integral u(x) = e* + ifolu(y)dy.

Por el método de aproximaciones sucesivas y en la forma de la serie neuman.

Solucién:

SeaK(x,y)=1, f(x)=e* ,b—a=1,M=1,1=-.

1
M(a-b)’ e 11

Podemos observar que |1]| =

1- Iteracion

Seauy(x) = e*

1t 1t 1, . 1
ul(x)zex+—f uo(y)dyzex+—f eYdy=e* +—-[e*]lg=e* +1——

eJo el e e
(x) = x+1j1 ()d—"+1]1(y+1 1)d—x+1 !
u(x) = e eouly y=e e ). e S)dy=e 52

1 (! 1
up(x) = e* +Ef0 U (dy =e* +1 —on

A continuacion, la solucion de la ecuacion integral es el limite de la iteracién

1
u(x) = lim u,(x) = lim [e" +1-— —n] =e¥ 4 1.
n—ow n—oo e
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3.3 Ecuaciones diferenciales ordinarias.

Definicion3.3.1: Sean Q ¢ RXC y f € C(Q, C). Se dice que una funcidn continuamente

diferenciable
u:fc,d] » C
es una solucion de la ecuacion diferencial ordinaria
y'=fty) (3.11)
si para todo t € [c, d] tenemos que
(t,u(t)) € Qyw'(t) = f(t,u®)).
Proposicion 3.3.1:

Sea (tq, yo) € Q. La condicion necesaria y suficiente para que u:[c,d] — C continua
con(t,u(t)) € Q, para todo t € [c, d] sea solucion de la ecuacion diferencial (3.11)

satisfaciendo u(t,) = y,, s que u sea solucién continua de la ecuacion integral:
t
y® =yo + [, f(s,y(s))ds. (3.12)
Demostracion:

Como fy u son continuas, la funcion [c,d] — f(t,u(t)) parat € [c,d], f(t,u(t)) € C,
también lo es; luego, aplicando el teorema fundamental del célculo se obtiene lo que se

queria probar.
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Teorema 3.3.1: (Teorema de existencia de Cauchy para ecuaciones diferenciales)

Sean (ty,y0) E RXC Y f: [ty — a,ty + alxBy[y,] € RxC — C una funcién continua y
Lipschitziana en la segunda variable

(Bplyo] denota una bola cerrada de centro y,), esto es, existe L € R+ tal que
|f(t,21) = f(t,22)| < Llzy — 7,15t € [t — a, tg + al, z1, 2, € Bylyo] (3.13)

Entonces existe a* con 0 < a* < a tal que la ecuacion diferencial y' = f(t, y) tiene una

Unica solucion u definida en [ty — a*, t, + a*] satisfaciendo que u(t,) = yo.
Demostracion:

Obsérvese que f esta definida en un dominio compacto, entonces siendo f continua, fes

acotada, es decir, existe M > 0 tal que |f(t,y)l<M para
(t,y) € [to — a, ty + alxBp[y,].

Si M =0, entonces f = 0, y la afirmacion es trivial.
Tomando
¢ =minfa,o}  (314)
Para simplificar la notacion, supdngase que se tiene a < %, es decira = a”.
Recuérdese que X = C*([t, — a, ty + al, By[v,]) dotado de la métrica del supremo
d(w,v) = llu = vll = Suptefey-atorarllu®) — v(©)[}
es un espacio métrico completo.
Sea u € X, definase Tu: [t, — a,ty + a] - C por
(Tw(©) = yo + [ f(5,¥(s))ds.

Tu es continua. De (3.14) se tiene que paratodo t con |t — t,| < a.
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< M|t —ty| < Ma < b.

I(TW(&) = yol < || |£(s,us))|ds

Entonces Tu € X.

Por otro lado para cualesquiera u, v € X

|(Tw)(®) = (Tv)(O)] =

[ Flsutsnas - [ (s,v)ds

IA

£ (s,u(s)) = f(s,v(s))|ds
to

IA

t
f Llu(s) —v(s)|ds

0

< SuPiefty-ato+al () — v(E) [}t — tol.
Es decir
[(Tw)(t) — (Tv)(®)| < Lllu — vt — tol. (3.19)

Ademas de esto, existe m € Z+ tal que T" es una contraccion en X, pues, para u, v € X

se tiene:
(T™u)(®) = ™)) < FE2 jjy — ) (3.16)
En efecto, para arbitrarios u, v € X y paratodotcon [t — t,| < a

I(T*W) () — (T*v)(O)] = IT(Tw(®) — T(Tv) ()]

= ftf(s, Tu(s))ds — th(s, Tv(s))ds

=1 [f(s, Tu(s)) = f(s, Tv(s))] ds
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IA

(5. Tu(s)) — £(s,To(s))| ds

IA

t
f L|Tu(s) — Tv(s)| ds
t

0

< Pl —vll [} s — tol ds| de (3.15)

|s — tol? ‘

< L?|lu—v|| 5

to

[t — to]?
sﬂuu—vuT"

Es decir

2

0O ~ O] < -l 0wy ex

De manera general

[t — tol _
217

|(T™ ) (8) — (T™ ) (O] < [(T™W)(6) — (T™v) ()] L wveX

De donde resulta (3.16).

Como |t — t,| < a tomando el supremo en (3.16), se cumple

m, m
|IT™u — T < lu — v]|.
m!
Para cada m € Z+, sea
(La)™
Um ==

Luego, utilizando el criterio de la razon para sucesiones de nimeros reales
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(La)m+1

u 1
lim ‘ ™+ = lim ((7:+2! = (La) lim ’—’ =0<1
m!
Entonces
. . La)™
T}ll_r)rgo Uy = T}ll_r)rgo — =0,

La)™

m!

por lo tanto ( ) converge, luego sigue por definicion de limite de sucesiones de
mz1
nameros reales que:

La)™
m!

Dado 0 < € < 1 existe un n, € N tal que para todo n > n, se cumple | | <e<1.

Entonces basta tomar m = n, para concluir que existe m > 1 tal que T™ es una
contraccion en X = C*([t, — a,ty + al, Bp[yol); asi por el T.P.F.B. se deduce que T
tendra un dnico punto fijo, el cual es la solucion de la ecuacion integral (3.12) y por

tanto la solucion de la ecuacion diferencial (3.11).

3.4 Ejemplos de menor rigor.

Ejemplo 3.4.1:

Seal =[1,4]yf:I-1talquef(1)=3,f3)= 2, f(2)= 4, f(4) = 1,y lineal

en cada intervalo [n, n+1] paran=1, 2, 3.

Encuentre los puntos fijos de f y compruebe que los puntos x = 1, 2, 3, 4 son de periodo
4,

Solucién:

Primeramente, es posible escribir la funcion f como una funcion seccionada, para ello:
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Tomando (1,3),(2,4), pendiente = 1.

Usando ecuacion punto pendiente y = x + 2.

Tomando (2,4), (3,2), pendiente = —2.

Usando ecuacion punto pendiente y = —2x + 8.

Tomando (3,4), (4, 1), pendiente = —1.

Usando ecuacion punto pendiente y = —x + 5.

Por lo tanto
I{ x+2 ;1<x<2

flx) = 4—2x+8 ;2<x<3

L —x+5 ;3<x<4

Para encontrar los puntos fijos de f, se tiene:

x+2=x =2=0, fnotiene puntos fijos en [1, 2].

8 . .. , 8
—2x+8=x>=>x= 3 f tiene punto fijo (notese que € [2,3[).
—x+5=x=>x= g este no es un punto fijo de f puesto queg & [3,4].

Esto puede apreciarse de mejor forma en la siguiente figura donde se muestra la grafica
def:
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2 m
I-
7 T T T T T
1 2 3 4 5
Figura 3.1.1

Los puntos son 1, 2 ,3 ,4 son de periodo 4, ya que:

=7 (F(Fa)) = £ (FF®)) = FF@) = Fw =1

PR =ff(fF@)))=r(fF@))=rf) =rB3) =2

)

(Fr@)

F(FF@)) = F(F@®) = F(1) =3
(rr)

=

FrG@))) =r(fF@)) =fr@) =2 =4

F(r(rr@))
7@ = £ (1 (Fr30))
F(r (rr@))

Ejemplo 3.4.2:

Sea f:[0,1] - [0, 1] definida como

2x ;si0<x<:
f(x) =
.1
2(1 —x) ;Sl5<x31

Encuéntrese los puntos fijos de f y los puntos de periodo 2 y periodo 3.
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Solucién:

Para encontrar los puntos fijos de f, se tiene:

. .. 1
2x =x =>x =20, f tiene punto fijo (0 € [0,5[).

2 . .. 2 1
21—x)=x =>x = 3 f tiene punto fijo (5 € ]5, 1]).

Por lo cual, los puntos fijos de fsonx =0,x = g; esto se aprecia en la grafica de f

mostrada en la siguiente figura:

Figura 3.1.2
Luego, para encontrar f2(x):
( : 1
2(2x) ;SIOSZXSE
1
21— (2x)) ; si§<2xs 1
f200 = 1
2(2(1 —x)) ;siOSZ(l—X)SE
1
12(1- (21 -%)) siz<2(1-0 <1
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Operando las expresiones algebraicas

Finalmente reordenando segun los intervalos y adecuando las desigualdades

.
4x

2 —4x
f2(x) = <
4 — 4x

L_Z + 4x

wn
%) )
N Bl P o

IA
S

VAN
=

IA
>

N
=

IA
I

IA

AN

IA
Sl w

(esto no

alteraria a f 2(x) puesto se conserva el mismo valor en el intervalo siguiente) se obtiene:

4x

f200) = 4

BIW G e m o

AN
=

IA
>

AN
=

AN
=

Con ello se pueden encontrar los puntos de periodo 2, para esto:

dx=x =2 4x—x=0 =>x=0.

2—4dx=x >

4 = =2 —2
X X 5

4
4 —4x=x =>—4dx—x= -4 =>5x= —.

—24+4x=x > 4dx—x=2 = x=

AT

IA

| =

. 2 4 2 2 - . oo
Los puntos obtenidos son:x = O'E'E'E' perox =0 ,5 SOn puntos fijos, asi los unicos

puntos de periodo 2 seran:

vl N
-
TS
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La figura 3.1.3 muestra la grafica de f2(x).

0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 3.1.3
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f20) = o

4(4x)
2 — 4(4x)
—2 + 4(4x)

4 — 4(4x)

4(2 — 4x)

2 — 42— 4x)
—2 4+ 4(2 - 4%)
—2 4 4(2 - 4x)
4(—2 + 4x)

2 — 4(—2 + 4x)
—2 4 4(—2 + 4x)
4 — 4(—2 + 4x)

4(4 — 4x)

2 — 4(4 — 4x)

—2 + 4(4 — 4%)

| 4-4(4—4%)

143

Para calcular f3(x), se sigue el mismo procedimiento, esto es:

;810 < 4x

IA

wNIr—k-{Mb—x

< z| <
) S1 X —_—

;si0<2—-4x <

1
;S =< 2—-4x <
514 X

NG QT
wl\)lb—\ |

1
;si=<2—4x <-
,512< X_4

3
;si—<2—-4x <1
si o X

;si0 < —2+4+4x <

3
isi =< —244x <1
4
;si0<4—4x <

1
isi—< 4 —4x <
514 X

wN|»—\»{>I»—\

1
;si§<4—4x <-

N

3
! Z<4—4X <1



Simplificando y reordenando estas expresiones (recuérdese que también se han
adecuado las desigualdades), se tiene:

( 16 ‘5i0 < <1
X ; S1 _X_16
2-16 oLl
X R T
2+16 i e <S
X ST6 5% =16

4-16 <2
X ST =16
4+16 id <
X S 165 =16

6—16 -'5< <6
X S1T6 5% =16

6+ 16 i g
X 116 5%= 16

8—16 e
- X ;S1 — X s —

Spoy 16 16
Fe= 8 +16 B2
x R T T

10 — 16 D e 20
X S' 765> 16

10 + 16 O U
x ST S% =16

12 — 16 L
X St 6% =76

12+ 16 '12< <13
X St 16 5% =16

14— 16 Bl
x R T

14 + 16 e B
X S1T6 5= 16

15 16

K16—16X 'SIE<xSE
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De donde:

1
x=0 ;siOSXSR(espuntoﬁjo)
_z 1 2
=17 16 %16
2 2_ 3
X=15 Sl <* =1g
4 3 ___4
X=17 1 g<* =15
4 4 _ 5
X=15 Slg<*=1g
~ 5 _ 6
X=17 Si7g<* =1¢
6 6 _. _7
X=15 Sl <*=1¢
N 7_. .8
X=17 Slg<*=<1g
8 8 ___9
X=T5 Slgg<*=1g
10 9 _ 10
X=17 Sig<¥*=1¢

2 0_ 1 o
x—3 5116 x_16(espun01]o)
J12 o112
=17 9% 165 =16
12 12 13
X S1

= — —_ < —

TR T IRET

14 13 14
<

17 %' 165" =16
_14 14 15
X=15 S g <¥= 1¢
_16 15
—17 16 °F =
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Con estos resultados podemos comprobar que existen 14 puntos de periodo 3; la grafica

de f3(x) es la que se muestra a continuacion:

14
— -

16

12

—
16

10
——

16

1 | 1 | 1 1 1 1 1 1 1
5 10 12 14 1
16 16 16 16 16
Figura 3.1.4
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Ejemplo 3.4.3:

Considérese f: 1 — I donde | = R"y

3x si0<x< 3
—3x +2 = 2
Flx) = x 5123 Sx <3
L 3x—2 Si 3 <x<1
fx—1)+1 six>1
Grafique la funcion f y encuéntrese los puntos fijos y los puntos periddicos de periodo
2.
Solucién:

Calculemos los puntos fijos de esta funcion, para ello:

1

1

3x = x siOSx<5
—3x+2=x si%Sx<§
3x—2=x  siz<x<1
fx—1D)+1=x six>1

Resolviendo las primeras 3 ecuaciones, se obtiene:

1
x=0 SlOSx<5
1 1 2
xX== Ssi=<x<:
2 3 3

.2
x=1 SlgSXSl

Para la cuarta ecuacion:

( 3x—1) +1
[-3(x—1)+2]+1

[B(x—1)-2]+1
VFax-1D-1)+1+1

fx—1)+1=

147

gOSx—1<§

2
3
g§Sx—1s1
fx—-1)—-1>1

.1
szESx—1<



Para simplificar la Gltima desigualdad se debe componer la funcion infinitas veces;

entonces para entender el comportamiento de dicha funcién se tomaran los valores para

los cuales x < 2, es decir:

.4
fx-D+1={-3x+6 siz<x<:
| 3x —4 siz<x<2
De donde

3x—2=x sil <

—3x+6=x si%Sx<
S<x<
3

3x—4=x si

Resolviendo estas ecuaciones se obtiene:

. 4
x=1 Slle<5
3 .4 5
xX== Ssi-<x<-=
2 3 3

.5
X =2 SlngSZ

Por lo cual f (x) tiene 5 puntos fijos, estos son x = O,%, 1,%, 2.

148



Esto puede apreciarse en la siguiente grafica:

Ahora encontremos los puntos periodicos de periodo 2, para ello:
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( 3xsi0£3x<§
3(—3x+2) si0< -3x+2<3
3(3r—2) si0<3x—2<;
—3[3x] +2 siz<3x<:

—3[-3x+2]+2 sit< 3x+2<—

—3[3x—2]+2 sllszax—2<g

w

w

3[3x] -2 siz<3x<1
3[-3x+2] -2 s¢§ —3x+2<1
00 - i) - | 3[3x —2] -2 SL§S3x—2<14
3[3x —2] -2 sil<3x—-2<;

]
3[-3x+6]-2 sil<—3x+6<;
4]

3[3x —4] -2 si1S3x—4<§
—3[3x — 2] +6 si§<3x—2<5
—3[-3x+6]+6 mg 3x+6<—
4

—3[3x—4]+6 Sl—S3X—4<§
3[3x—2] -4 si2<3x—2<2
3[-3x+6]—4 si2<-3x+6<2

| 3[Bx—4]-4 si-<3x—-4<2

w

Ul w

w
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Simplificando y reordenando estas expresiones se obtiene:

( 3xsi0£x<%
.1 2
—9x+2515Sx<5
()x—ZsiESx<3
9 9
. 3 4
—9x+4$L§Sx<6
.4 5
9% — 4 516S9c<6
.5 6
— < -
9% + 6 519_x<9
. 6 7
9% — 6 516S9c<6
.7 8
— < -
9x + 8 519_x<9
2(0) 9x — 8 si%Sx<1
fe(x) =«
9x — 8 si1£x<%0
—9x + 12 si%ﬁx<%
9x — 10 siESx<E
9 9
—9x + 14 si%Sx<—
9x — 12 si§3x<1§
—9x + 16 si§3x<§
9x—14 siT<x<y
—9x + 18 si%és;m%

.17
\9x—16 sir=sx=<2
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Luego, para encontrar los puntos de periodo dos, se igualan estas ecuaciones a la

variable x, resolviendo se consigue:

x=0 siOSx<l(punt0fijodef)

1 .1 2
X=-Si-<x<=
579~ 9
1 .2 3
XxX==Sl-<x<-
4 9 9
2 . 3 4
== < _
x=csigsx<jg
1 . 4 5 ..
X =3 SLESx<§(puntofl]odef)
3 .5
== =< _
b 559_x<
3 . 6 7
== < Z
X 4519_x<9
4 7
= _ =< _
b 559_x<

x=1 si g < x <1 (no pertence al intervalo)

x=1 sile<%O(punt0fij0def)

6 .10 11
X =- SL—Sx<—
5 9
5 11 12
XxX==- Si—=<x<-—
4 9 9
7 .12 13
= _ < -
x=c sSio-<Sx<s
3 13 14
X =3 Sl?Sx<?(puntofl]0def)
8 .14 15
= _ < _—
x=; Ssiosx<5
7 .15 16
= _ < _
x=7 Si-<Sx<s
9 .16 17
= _ < _
x=; Si-sx<s
.17
x=2 si5<x x < 2 (punto fijode f)
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Por lo que la funcion f tiene 12 puntos de periodo 2; La grafica de f2(x) es la siguiente

Figura 3.1.6
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