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Introduccion

Algebra y Topologfa, dos ramas fundamentales de las matematicas, juegan roles complementarios.
Topologia estudia continuidad y convergencia y provee un fragmento general al concepto de limite.
Por su parte Algebra estudia las clases de operaciones y provee bases para algoritmos y célculo.

Por estas diferencias naturales, Algebra y Topologia por lo general tiende a desarrollarse indepen-
dientemente, no entran en contactodirecto una con la otra. Sin embargo, en aplicaciones de alto nivel
de las matemadticas, tales como Andlisis Funcional, Sistemas Dindmicos, Teoria de Representaciones,
y otras, Topologia y Algebra entran e contacto mas natural.

Muchos de los objetos mds importantes de las matematicas representan una mezcla de Algebra y
Estructuras Topologicas. Espacios topoldgicos de funciones, grupos topoldgicos y campos topologi-
cos, son objetos de esta clase. Las reglas que describen la relacion entre una topologia y una operacion
algebraica son como siempre transparentes y naturales- las operaciones continuas, conexidad 6 sep-
arabilidad. Sin embargo, los métodos de estudios desarrollados en dlgebra y en topologia no se hace
una mezcla ficilmente, y es porque actualmente existen muy pocos libros sistemdticos en Algebra
Topoldgica, probablemente, los cuales no pueden calificarse como un razonable libro de textos com-
pleto para estudiantes y fuentes de referencia para instructores.

Como su nombre lo indinca, un Grupo topoldgico es un grupo en el que se define una topologia
de tal forma que se relacione con las operacciones en un grupo: se pide que las operacciones de tomar
inverso y multiplicacion sean continuas.

Las ideas, conceptos y construcciones a las que se llega cuando Algebra y Topologia entran en
contacto son muchas tal que es imposible incluirlas todas ellas en un simple trabajo. En este caso se

estudiara la parte de grupos topolégicos. Esto puede caracterizarse como el estudio de conexiones entre

II



propiedades topoldgicas en la presencia de una estructura algebraica (grupos) propiamente relacionada
a la Topologia. Mencionamos acd algunos de los primeros matematicos contribuidores a la teoria de
grupos topologicos, tales como A. D. Alexandroff, N. Bourbaki, M. I. Graev, S. Kakutani, E. van
Kampen, A. N. Kolmogorov, A. A. Markov.

En este trabajo lo que primordialmente se pretende es dar a conocer teoria concerniente a los
grupos topoldgicos ya que en nuestro pais, a lo largo de la carrera de Licenciatura en Matematicas,
es una parte de las matematicas que no se da a conocer, y no solamente en nuestro pais sino que en
muchas partes del mundo. Asi que presentamos las definiciones y propiedades mds importantes sobre
los Grupos Topologicos, propiedades topoldgicas como lo son: compacidad, conexidad, métricas,
entre otras construcciones sobre Grupos Topolégicos.

Este trabajo consta de dos capitulos. En el capitulo 1 se presentan definiciones y hechos generales
sobre la teorfa de Algebra Abstracta y Topologia General. Las caracteristicas de grupos compactos,
localmente compactos, las propiedades de conexidad en grupos, el producto de grupos, y metrazibil-
idad se establece en el capitulo 2, que también contiene tanto el Primer Teorema de grupos como el
Segundo Teorema de grupo.

Y para todos aquellos lectores interesados en las matematicas al final del trabajo presentamos una
bibliografia en la cual se encuentran libros muy interesantes que contienen teoria sobre los Grupos
Topoldgicos. Ademads se encuentran libros de Topologia General y libros sobre Teoria de Grupos para

los que atin no han tomado un curso bésico de Topologia General 6 Algebra Abstracta.
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Capitulo 1

Preliminares

1.1. Teoria de Grupos

En esta seccion presentamos un breve estudio de una de las partes fundamentales del algebra abs-
tracta, como lo es el concepto de grupo, el cual nos permite describir conceptos de gran importancia en
toda estructura algebraica, como homomorfismos, grupos cocientes, etc., y se dan algunos resultados
importantes sobre los isomorfismos.

Antes de comenzar con la definicién de lo que es un grupo, recordemos las siguientes definiciones:

Definicion 1.1 Una funcién o transformacion o aplicacion ¢ de un conjunto S en un conjunto T es
una regla que asigna a cada elemento s de S exactamente un elemento t de 'T. Se dice que ¢ trans-
forma s ent (0 que ¢ lleva s ent)y que ¢ transforma o lleva S en T. Esto iiltimo lo representaremos

simbolicamente por ¢ : S — T.

Para indicar que ¢ lleva s € S en t € T usaremos la notacién mas conocida

o(s) =t.

Definicion 1.2 Sean S, T, U, conjuntos cualesquiera, ademds sean 0 : S — Ty : T — U
Entonces la composicion de o y ¢ (llamada también producto) es la aplicacion ¢ oo : S — U
definida por

(poa)(s) =plo(s))

para todo s € S



1.1. Teoria de Grupos

En la definicién ¢ o o se lee, efectué primero o y luego sigase con .

Definicion 1.3 Una operacion binaria en un conjunto cualquiera A es una aplicacion

a:AxA— A.

En otras palabras una operacion binaria es una regla que asigna a cada par ordenado (a,b) de
elementos de A otro elemento de A, «a(a, b).

Normalmente para una operacion binaria, o : A X A — A, se elige un simbolo * y asi escribir
ala,b) = ax*b.

Ahora damos la definicion de un grupo

Definicion 1.4 Un grupo (G, x) es un conjunto G, junto con una operacién binaria x en G, tal que

se satisfacen los axiomas:
1. La operacion binaria * es asociativa.

2. Existe un elemento e en G tal que e x v = x x e = x para todas las x € G.(Este elemento e es

un elemento identidad para x en G.)
3. Para cada a en G existe un elemento o' en G con la propiedad de que
ad*xa=axd =e.

(El elemento o' es un inverso de a respecto a *.)

Recuérdese que una operacion binaria * en un conjunto, es una regla que asigna a cada par
ordenado de elementos de un conjunto, algiin elemento del mismo conjunto. Por esta razén en la

definicion de grupo no incluimos el axioma de que G sea cerrado bajo la operacion .

Notacion 1.1 Observe que el grupo no sélo es un conjunto G. Sino que es un grupo (G, *) que consta
de dos entidades, el conjunto G y la operacion binaria x en G. Denotar al grupo por el simbolo de
conjunto G es incorrecto logicamente, sin embargo conforme se avance en la teoria se usard la

notacion G en lugar de (G, x). Algunas veces se utilizard la notacion (G, x) por razones de claridad.
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1.1. Teoria de Grupos

Teorema 1.1 Si G es un grupo con una operacion binaria x, entonces las leyes de cancelacion
izquierda y derecha se cumplen en G, es decir, a x b = a * c implicab = cy bxa = c* a im-

plica b= cpara a,b,c € G.

Prueba. Supongamos que b * a = ¢ * a. Entonces, por 3 de la Definicion 1.4, existe ' € Gy

(bxa)xad = (c*xa)*d.

Por la ley asociativa

bx(axa)=cx*(axd).
Por la definicién de @’ en 3 de la Definicion 1.4 a * a’ = e, luego
bxe=cxe.
Por la definicién de e en 2 de la Definicién 1.4
b=rc.

De forma similar, de a x b = a * ¢ podemos deducir que b = ¢ multiplicando por a’ por la izquierda y

usando los axiomas de grupo. m

El inverso de un elemento = € G lo denotaremos por z .

Definicion 1.5 Un grupo G es abeliano si su operacion binaria * es conmutativa. Esto es,
Va,b € G,a*xb="0bx*a.
En el resto del documento escribiremos a - b 6 ab para indicar a * b.

Definicion 1.6 Liamamos orden de grupo G, denotado por o(G), al niimero de elementos de que

posee G. Cuando o(G) es finito decimos que G es un grupo finito.

Veamos algunas operaciones binarias que dan grupos y otras que no dan grupos.

Ejemplo 1.1 Los conjuntos Z,Q,R,C, el conjunto de niimeros enteros, el conjunto de niimeros
racionales, el conjunto de niimeros reales y el conjunto de niimeros complejos, con la operacion

suma, +, son cada uno un grupo, con identidad, e = 0.



1.1. Teoria de Grupos

Ejemplo 1.2 Los Q—{0},R—{0}, C—{0}, con la operacion producto, -, son grupos, con identidad,

e=1.

Ejemplo 1.3 El conjunto 7" con la operacion + no es un grupo. Porque no existe un elemento iden-

tidad para + en 7.*.

Teorema 1.2 Si G es un grupo, entonces
a) paratodoa € G,(a™ ") = aq,

b) paraa,b € G,(a-b)"' =b"1-al.

Prueba. Para la parte a) tenemos que (a~1)™*-a™! = e = a-a™!, entonces por la ley de cancelacion

derecha (Teorema 1.1), podemos cancelar ¢! a ambos lados y obtenemos (a~ 1)~ = a.

Para la parte b) tenemos:

(a-b)-b'-a)=a-((b-b1)-at), Ley asociativa
=a-(e-at), Propiedad del elemento inverso
=a-a’, Propiedad del elemento identidad
=e Propiedad del elemento inverso

ademds
b ta-(a-b)=0b-((a'a)-b), Ley asociativa
=b'(e-b), Propiedad del elemento inverso
=b'.0, Propiedad del elemento identidad
=e Propiedad del elemento inverso
luego

(a-b)- (b= -a)=("a"") (a-b)
por lo tanto, por la definicién de inverso tenemos que (a - b))t = b1 - a7 L.

4



1.1. Teoria de Grupos

]
Aveces tenemos grupos contenidos en grupos mayores. Por ejemplo, el grupo Z bajo la suma

estd contenido en le grupo QQ bajo la suma, el cual a su vez estd contenido en el grupo R bajo la suma.

Definicion 1.7 Si H es un subconjunto de un grupo G cerrado bajo la operacion de grupo de G y es

él mismo un grupo bajo esta operacion inducida, entonces H es un subgrupo de G.

Note de que no todo subconjunto de un grupo es un subgrupo, por ejemplo: Z, el conjunto de
nimeros enteros y QT, el conjunto de ndmeros racionales, son subconjunto de R, el conjunto de
nimeros reales, sabemos que R con la operacién +, es un grupo, en este caso Z es un subgrupo, pero
Q™ con esta operacion no es un subgrupo. Ademads también note que G mismo es un subgrupo, pues es
un subconjunto de el mismo; también el subconjunto formado por solo la identidad, {e}, es subgrupo
de G, estos subgrupos son llamados subgrupos triviales. Los subgrupos entre estos dos extremos, es
decir, los subgrupos diferentes a G y {e}, son llamados subgrupos no triviales.

Ademés note que si H es un subgrupo de GG, y K es un subgrupo de H, entonces K es un subgrupo
de G.

Por ejemplo: con la operacién suma, +, Z es un subgrupo de R, Z es un subgrupo de Q el cual es

un subgrupo de R.

Teorema 1.3 Un conjunto H de un grupo G es un subgrupo de G siy solo si
1. H es cerrado bajo la operacion binaria de G;
2. la identidad e de G estd en H,

3. para todos los a € H es cierto que a=* € H también.

Prueba.

(=) Si H es un subgrupo de G, por la definicién de subgrupo (Definicién 1.7) H es cerrado bajo la
operacion de G, ademds, como H mismo es un grupo, e estd en H, y para todo a € H existe

a ' e H.



1.1. Teoria de Grupos

(<) Si H es un subconjunto de G que satisface (1)-(3), entonces por la propiedad (1) H es cerrado
bajo la operacion de GG, ademds como la ley asociativa se verifica en G, por lo que también se

verifica en el subconjunto H, por dltimo de la propiedad (3) para todo € H, también 2! € H

1

y por la propiedad (1) H es cerrado, asi zz~! € H pero xz~! = e, por definicién de inverso,

luego e € H y por tanto H es un subgrupo de G.

Ejemplo 1.4 nZ el conjunto de los niimeros enteros miiltiplos de n, con la operacion +, es un sub-

grupo de 7.
Ejemplo 1.5 Sea S el conjunto de niimeros complejos de modulo 1, es decir,
la + bi| =1,
con la multiplicacion tenemos:
l.e=1€S,
2. Sia+bi,c+di €S, entonces |a+ bi| =1y |c+ di| = 1. Como
(a+ bi)(c+ di) = (ac — bd) + (ad + be)i

obtenemos:

|(ac — bd) + (ad + be)i| = /(ac — bd)? + (ad + bc)?

= v/(ac)? — 2achd + (bd)? + (ad)? + 2adbc + (bc)?
= v/(ac)? + (bd)? + (ad)? + (bc)?

= Va2 + b2d2 + a2d? + b2c2

= \a2(c + d2) + b2(d? + ¢2)
=/ (a? + 1) (d? + )
= (1)(1)

=v1

=1.
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luego (a + bi)(c+ di) € S.

3. Elinverso de a + bi estd definido por % + ﬁ@ luego

¢ e
) o

ya que a* +b* =1

a
a® + b? a2+b2

\/ + 02

r_a —b -
ast m —+ ml - S
Por lo tanto, por el Teorema 1.3, S es un subgrupo de C.
Recordemos que:

Definicion 1.8 Una relacion binaria, ~, sobre un conjunto A se dice que es una relacion de equi-

valencia si para a,b,c € A se cumple:
1) a ~ a, propiedad reflexiva,
2) a ~ bimplica b ~ a, propiedad simétrica;
3) a~byb~ cimplica a ~ c, propiedad transitiva.
Ahora tenemos la siguiente definicion:

Definicion 1.9 Sea G un grupo, H un subgrupo de G para a,b € G decimos que a es congruente

con b méd H, estos es a = bméd H, si a=*b € H.
Lema 1.1 La relacion a = b mod H es una relacion de equivalencia.

Prueba. Debemos mostrar la tres propiedades de la Definicion 1.8:

1. Como H es un subgrupo, ¢ € H pero por la Definicién 1.4 a 'a = e,Va € G asi, por la

Definicién 1.8, ¢ = a mdd H.
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2. Sean a,b € G tal que a = b méd H, entonces a~'b € H, por la Definicién 1.8. Como H es un

subgrupo de G, (a~1'b)~! € H, pero
(@'o)™ = (b))
=b'a,
asi b~'a € H, por lo tanto b = a méd H.

3. Sean a,b,c € G talque a = bméd Hy b = ¢ méd H, entonces a~'b € Hy b~'c € H, como

H es un subgrupo tenemos (a~'b)(b~'c) € H, pero

(a” ) (b)) =a (b Y)e

=a ltec

asi a'c € H, de donde a = ¢ méd H.

Definicion 1.10 Si H es un subgrupo de G,y a € G, entonces
Ha = {halh € H} y aH = {ah|h € H}.
A Ha se le llama clase lateral derecha de H en G. y a aH se le l[lama clase lateral izquierda.

Lema 1.2 Para todo a € G,
aH = {z € Gla=xmdéd H}.

Prueba. Sea [a] = {z € G|a =z m6d H}. Sea x € aH,

x € aH = = = ah, h € H; por definicién de aH

1 1

= a 'z = a 'ah = h € H, multiplicando ambos lados por la izquierda a~
=a=rm6d H

=z € [al.
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Luego aH C [d]

Sea ahora y € [al,

y € [a] = a =y m6d H, por definicién de [a]
=a'ycH
= a 'y =h, paraalgin h € H
=y=aa'y=ah,heH

=y € aH.

Luego [a] C aH. Y por lo tanto ¢cH = [a] m

Sea z € aH N bH, como H es un subgrupo de G tenemos:

readNH <— xc aH N x € bH

<=z €la] ANz € b

< a=xrmé6d HAb=2xmbdH,

~—a'lzreHAV 'z € H,

—a'la=(a'z) " eHAz b= (b""2) € H,

<« (a7 '2)(z7') e HA (b '2) (2 a) € H,

= a'b=(a'2)(z7 ) e HAb 'a = (b'7)(z 'a) € H,
< belaNac

< [a] = [0]

<— aH = bH

Esto prueba que dos clases laterales izquierdas de H en G o son idénticas o no tienen elementos en

comiin. Las clases laterales derechas cumplen también con esta propiedad.

El siguiente lema nos dice que entre dos clases laterales izquierdas de un subgrupo H, existe una

correspondencia biyectiva.

Lema 1.3 Hay una correspondencia biyectiva entre dos clases laterales izquierdas cualesquiera de

HenG.
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Prueba. Si aH y DH son dos clases laterales, definimos
v:aH — 0H

como sigue

v(ah) = bh,ah € aH.

Para probar que v es sobreyectiva tenemos, si z € bH, entonces © = bh, h € H asi
x = bh = ~y(ah),

luego v es sobreyectiva.
Sea ahora ahy, ahs € aH tal que y(ahi) = 7y(ahs), entonces bhy = bhs, por la ley de cancelacion
izquierda tenemos que hy = ho, luego ah; = ahsy, y por tanto «y es inyectiva. Con lo que se concluye

que 7 es biyectiva. m

Definicion 1.11 Si H es un subgrupo de G, el indice de H en G es el niimero de clases lateral

derechas de H en G.

El indice de H en G es representado por ig (H).

Para un grupo G podemos definir tres aplicaciones. Estas son dadas en la siguiente definici6n.
Definicion 1.12 Si G es un grupo, la aplicacion i : G — G definida por
i(x) =27,
es llamada inversion. Ademds para todo a € G,, \, \, : G — G, definidas por
ANx) =ax e \(2) = za.
Son llamadas traslacion izquierda y traslacion derecha, respectivamente, de G por a.

Como se vio en la Definicién 1.10, si H es un subgrupo de G y a € G, entonces Ha consiste en
todos los elementos de la forma ha donde h € H. Generalizamos esto. Si H y K son dos subgrupos

de G,sea HK = {z € G|z = hk,h € H, k € K}.

10



1.1. Teoria de Grupos

Lema 1.4 HK es un subgrupo de G si y sélo si HK = KH.

Prueba.

(=)

HK es un subgrupo de G = HK = KH. Debemos probar que HK € KH y que KH C HK.
Para HK C KH, si x € HK, entonces x = hk,h € Hy k € K, como HK es un subgrupo
v € HK, si ™' = hik;,hy € H, k; € K tenemos que h;' € H k7' € K, yaque Hy K
son subgrupos, y asi
r=(zH™!
= (haky)™!
=k 'hy' € KH
luego HK C KH.
Para KH C HK. seax € KH, entonces x = kh,k € Ky h € H. Como H y K son subgrupos
tenemos que h' € Hy k™! € Kyasi h k™! € HK, ademas (h"'k7')"! € HK, ya que
HK es un subgrupo, luego
x =kh
= () )
= (h 'k ' € HK

y asi KH C HK. Por lo tanto HK = KH.

HK = KH = HK es un subgrupo de G. La hipétesis HK = KH, significa que hk = k1 h;
para h, hy € H, k, k1 € K (no necesariamente h = h; y k = ky).

Sean z,y € HK. Entonces x = hk'y y = hoko asi
vy = (hk)(hzks)
= h(kha)ks
= h(hgkg)kg, con khg = hgkg
= (hhg)(kgk’g) € HK, ya que hhs € H, ksks € K.

11



1.1. Teoria de Grupos

Asi HK es cerrado. Ademads tenemos que
vt = (hk)"' =k'ht € KH = HK,

luego 2! € HK. Y por tanto HK es un subgrupo de G.

El caso especial interesante es cuando G es abeliano, pues en este caso
HK = KH.
Como consecuencia tenemos el siguiente corolario.
Corolario 1.1 Si H y K son subgrupos de un grupo abeliano G, entonces HK es un subgrupo de G.

Prueba. Bajo la hipétesis que G es abeliano tenemos

z € HK <— 2 = hk
< x=kh

<— rx € KH

luego HK = KH. Por tanto, por el Lema 1.4, HK es un subgrupo de G. m

Es un tributo recordar al gran genio Evaristides Galois, quién fue el primero en reconocer que
aquellos subgrupos para los cuales las clases laterales derechas e izquierdas coinciden, son subgrupos
distinguidos. Vamos a definir esta clase especial de subgrupos de una forma diferente pero que es

equivalente al expresado en las observaciones anteriores.

Definicion 1.13 Un subgrupo N de G se dice que es un subgrupo normal de G si para toda g € G
ytodan € N,gng~* € N.

Proposicion 1.1 Sea gNg=! = {gng~'|n € N}, entonces N es un subgrupo normal de G si y sélo

si gNg~ C N para todo g € G.

Prueba.

12



1.1. Teoria de Grupos

1

(=) Seagng~! € gNg~!, ya que por hipétesis N es un subgrupo normal, tenemos que gng~* € N,

segtin la Definicién 1.13, asi gNg~! C N para todo g € G.
(<) Por hipétesis gNg~! C N para todo g € G, entonces tenemos paran € N,
gng~t € gNg™' C N,

por lo tanto gng~! € N, y asi, segin la Definicién 1.13, N es un subgrupo normal de G.

Lema 1.5 N es un subgrupo normal de G si y sélo si gNg~' = N,Vg € G

Prueba.

(<) SigNg~! = N,Vg € G, entonces N es un subgrupo normal de G.

Ya que gNg~! = N, Vg € G entonces gNg~' C Ny asi por lo anterior esto implica que N es

un subgrupo normal de G.

(=) Si N es normal en G, entonces parag € G,gNg ! C Ny
9 'Ng=¢g"'N(g™)"' CN.
Pero como ¢ 'Ng C N,

N = g(¢7'Ng)g™*
C gNg™*
CN,

de donde N = gNg~'.

Ahora volvemos al problema de la igualdad de las clases laterales izquierdas y clases laterales

derechas.
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Lema 1.6 El subgrupo N de G es un subgrupo normal de G si y solo si toda clase lateral izquierda

de N en G es una clase lateral derecha de N en G.

Prueba.

(=) Por hipétesis N es un subgrupo normal de G, entonces para g € G

gNg™' =N
(9Ng™)g = Ng
gN(g~'g) = Ny
gNe = Ng
gN =Ny

Esto significa que la clase lateral izquierda gIN es la clase lateral derecha Ng.
(<) SigN = Ng,Vg € G, entonces
gN =Ny
gNg™' = (Ng)g™'
gNg~' =N(gg™")
gNg~' = Ne

gNg™' =N

y por el Lema 1.5, N es un subgrupo normal en G.

Ya hemos definido lo que entendemos por HK siempre que H, K son subgrupos de G. Podemos

extender esta definicion a subconjuntos arbitrarios, lo cual hacemos de la manera siguiente,
Definicion 1.14 Para dos subconjuntos cualesquiera A, B de G, definimos el producto AB por
AB = {z € G|z =ab,a € A,b € B}.

14
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Ademds definimos

Al = {a*1|a € A}
Como un caso particular, si A = B = H tenemos
HH = {hyhylhi,hy e H} C H

ya que H es cerrado con respecto a la multiplicacion. Pero HH D He = H ya que e € H. Luego
HH = H.
Abreviamos HH como H?, HHH como H?, etc. Similarmente, H™2 es una sustitucién para

H'H ! etc.
Proposicion 1.2 Sea H un subconjunto de un grupo G, entonces para cada x € G, tenemos
(zH) ' =H 'z~
Prueba. Tenemos que

yc (vH) ' <=y ' caH
<~y t=zh,hcH
— (y ) '=(@h) ' heH
—y=h'a7 ' heH

1,1

—yeH 'z

Por lo tanto

(zH) ' =H 'z~
]
Lema 1.7 Sean A, B, C subconjuntos de un conjunto dado G, si A C Byx € C, entonces tA C CB.
Prueba. Seay € = A,

yerxA=y=zxa,a €A

=y =uxa,xr € C,ae B, yaque A C B,
luego y € CB, por lo tanto xtA C CB. n
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Definicion 1.15 A un subconjunto A de G se le llama simétrico si A~ = A. En particular un

subgrupo H de G, es llamado simétrico si H™! = H.

Lema 1.8 Un subgrupo N es un subgrupo normal de G si'y solo si el producto de dos clases laterales

izquierdas de N en G es de nuevo una clase lateral izquierda de N en G.

Prueba. Supongamos que N es un subgrupo normal de G y que a, b € G. Consideremos (aIN)(bIN);
como N es normal en G, aN = Na, y por tanto
aNbON = a(Nb)N
= a(bN)N
= (ab)NN

= abN.

Definicion 1.16 Sea G /N el conjunto de todas las clases laterales izquierdas de N en G, definido

por G/N = {zN|z € G}, esto es, donde G es un grupo y N es un subgrupo normal de G.

Tenemos el siguiente teorema:

Teorema 1.4 Si G es un grupo y N un subgrupo normal de G, entonces G /N es también un grupo.

Se le llama grupo cociente o grupo factor de G por N.
Prueba. Usemos el producto de subconjuntos de G para que nos suministre un producto en G /IN.

I. X,Y € G/Nimplica XY € G/N; pues, si X = aN,Y = bN € G /N para algunos a,b € G,
tenemos

XY = aNbN = abN € G/N.
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2. X,Y,Z € G/Nimplica X = aN,Y =N, Z = cN con a, b, c € G, y, por tanto,

(XY)Z = (aNbN)cN
= (ab)NceN
= (ab)cN
= a(bc)N (pues G es asociativo)
= aN(bcN)
= Na(bNcN)
=X(YZ)

y por tanto el producto en G/N satisface la ley asociativa.

3. Considérese el elemento N = eN € G/N. Si X € G/N, X = aN, a € G, entonces

XN = alNeN
= aeN
=alN

=X
de igual manera NX = X. Por tanto eN es un elemento identidad para G/N.

4. Supongamos X = aN € G/N (donde a € G); es claroque a !N € G/Ny

aNa 'N = aa"'N

=eN.
Andlogamente

a 'NaN = ¢ 'aN

= eN.
De donde o 'N es el inverso de aN en G/N.

17
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Por lo tanto G/N es un grupo. =

Ejemplo 1.6 Sea G el grupo aditivo de los enteros (el grupo que con la adicion como operacion
forman los enteros) y sea N el conjunto de todos los miltiplos de 3, es decir, N = {t|t = 3n,n € Z}.
Como la operacion en G es la adicion, escribiremos las clases laterales de N en G como a + N el
lugar de escribirlas como alN. Consideremos las tres clases laterales N,1 + N, 2 + N. Afirmamos
que estas son todas las clases laterales de N en G. Pues dada a € G,a = 3b+ cdonde b € Gy
c=0,1,2 (ces el resto en la division de a por 3). Por tanto,
a+N=3b+c+N

=c+ (3b+ N)

=c+N
yva que 3b € N. Asi pues, toda clase lateral es, como afirmdbamos, o N, o 1 + N, 0 2+ N, y

G/N = {N,1 + N, 2 + N}. Pero ;como sumamos elementos de G /N? La formula aNON = abN

se convierte en este caso en:
(1+N)+(2+N)=3+N=N
va que 3 € N;
(24+N)+(24+N)=4+N
=14+3+N
=1+ N,
y asi sucesivamente.

Teorema 1.5 Todo subgrupo de un grupo abeliano es un subgrupo normal.

Prueba. Si H es un subgrupo de un grupo abeliano G, entonces para todas las g € Gy h € H

tenemos

g 'hg =g 'gh
=eh
= h.

18
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Asi H = g~ 'Hg y por definicién este H es normal. m

Ahora tratamos la idea comtn en todos los aspectos del dlgebra moderna, tal idea es la nocidn de
homomorfismo. Con ello se indica una aplicacion de un sistema algebraico a un sistema algebraico
andlogo que preserva la estructura. En cuanto a grupos se refiere, esta idea se da en la siguiente

definition.

Definicion 1.17 Una aplicacion ¢ de un grupo G en un grupo K se dice que es un homomorfismo si

para a,b € G cualesquiera siempre se tiene ¢(ab) = ¢(a)p(b).

Notese que en el primer miembro de esta relacion, es decir, en el término ¢(ab), el producto ab
se calcula en G usando el producto de elementos de G, mientras que en el segundo miembro de la

relacion, es decir, en el término ¢(a)¢(b), el producto es el elemento en K.

Ejemplo 1.7 Sea G un grupo, la aplicacion definida por ¢(x) = x para todo x € G es un homomor-

fismo de G en G. Pues para x,y € G, tenemos
d(zy) = vy = $(2)d(y)-
con ¢(x)p(y) € G.
Proposicion 1.3 Sean ¢ : G — F y ¢ : F — H homomorfismo, entonces la composicion
pop:G—H
es un homomorfismo.

Prueba. Sean ¢, g» € G, entonces

(v 0 @)(9192) = p(¢(9192))
(¢(g91)¢(g2))
(9(91))¢((g2))

= (po)(g1)(p e d)(g2)

¥
¥

por lo tanto ¢ o ¢ es un homomorfismo. ®
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Lema 1.9 Supongamos que G es un grupo y que N es un subgrupo normal de G; definimos la apli-
cacion ¢ de G en G /N por
¢(x) = zN,Vx € G.

Entonces, ¢ es un homomorfismo de G sobre G /N.
Prueba. Si X € G/N, entonces X = yN,y € G, asi

X =yN = ¢(y)

luego ¢ es sobreyectiva. Ahora para z,y € G tenemos

¢(zy) = zyN
= zNyN

= o(x)9(y)

esto muestra que ¢ es un homomorfismo. m

Lema 1.10 Si ¢ es un homomorfismo de G en F, entonces:
1. ¢(eq) = er, el elemento identidad de F;
2. ¢(z7') = ¢(x) "1, Vr € G.
Prueba.

1. para esta parte tenemos

= ¢(zea)
= ¢(x)p(ec) propiedad de homomorfismo
luego ¢(z)er = ¢(x)p(eq) aplicando las propiedades de cancelacion obtenemos ¢(eg) =
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2. Para esta parte, tenemos por la parte 1 que

er = P(ea)
= p(zz™)
= ¢(z)p(a™t),

asi tenemos que en F,ep = ¢(x)p(z71), esto es, ¢p(x™1) es el inverso de ¢(x) en F, luego

¢a™") = o(x)7".

Proposicion 1.4 Para cualquier homomorfismo ¢ : G — F, la imagen
O(A) = {o(x)lx € A}
de un subgrupo A de G es un subgrupo de ¥, y la imagen inversa
¢~ (B) = {z € Gl¢(z) € B}
de un subgrupo B de F es un subgrupo de G.

Prueba. Sean u,v € ¢(A). Por definicién de ¢(A), existen g1,g2 € A tales que ¢(g1) = uy
¢(g2) = v. Como A es un subgrupo de G, tenemos que g1go, g, ' y eq estdn en A. Puesto que ¢ es

un homomorfismo, esto implica que

uv = ¢(g1)9(92) = #(9192) € d(A),

ut=d(g1) " = dlgr ) € P(A),
er = ¢(ec) € O(A).

Por tanto ¢(A) es un subgrupo.

Para la otra parte tenemos, sean gi, g € ¢~ '(B). Por definicién de ¢~ (B), tenemos
¢(g1), #(g2) € B.
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Como ¢ es un homomorfismo y B un subgrupo de F', tenemos

?(9192) = ¢(91)9(g2) € B,

o(gr') = o) €B,
qb(GG) =er € B.
Luego, por la definicién de ¢~ (B), lo anterior implica que g,¢s, g; ', e estdn en ¢~ (B). Y por lo

tanto ¢~ (B) es un subgrupo de G. =

Definicién 1.18 Si ¢ es un homomorfismo de G en F, el nicleo o Kernel de ¢, K, se define por

K¢ = {ZL‘ < G|¢(l’) = €, BF}.

En términos del Lema 1.4 el nicleo de ¢ lo podemos describir como sigue: si el subgrupo B de F
es el subgrupo trivial {er }, la imagen inversa ¢~ ({ep}) = K.

Como se puede observar del Lema 1.10 que K4 es no vacio, pues e € K.

Lema 1.11 Si ¢ es un homomorfismo de G en ¥ de niicleo K, entonces K es un subgrupo normal de

G.

Prueba. Probemos que K es un subgrupo de G. Sean =,y € K, como K es el nicleo de ¢,

entonces ¢(r) = erp y ¢(y) = e, ya que ¢ es un homomorfismo tenemos que

o(zy) = d(x)9(y)

= €F,

luego xy € K. Por tanto K es cerrado. Ademds
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luego si € K, también 27! € K, que eq € K es obvio, pues ¢(eg) = er, por tanto K es un
subgrupo.
Ahora debemos probar que K es normal en G. Sean k € K,y g € G, entonces como ¢ es un

homomorfismo tenemos

H(gkg™) = ¢(g)o(k)d(g™), ya que ¢ es un homomorfismo

g)erd(g)"!, yaque k € K, el nicleo deG

d(g)er)o(g) ", ley asociativa

#(g)p(g)"", propiedad del elemento identidad
= qb(gg_l), ya que ¢ es un homomorfismo
(

ec), propiedad del elemento inverso

luego gkg~! € K. Por lo tanto, por la definicién de subgrupo normal (Definicién 1.13), K es un

subgrupo normal de G. m

Definicion 1.19 Un homomorfismo ¢ de G en F se dice que:
a. es un Monomorfismo si ¢ es inyectiva;
b. es un Epimorfismo si ¢ es sobreyectiva,

c. es un Isomorfismo si ¢ es un epimorfimo y un monomorfismo.

Un homomorfismo h : G — G se dice que es un Endomorfismo. Los endomorfismo biyectivos de G

son los Automorfismos.

Definicion 1.20 Dos grupos G, F si dice que son Isomorfos si existe un Isomorfismo de G sobre F.

En este caso escribimos G = F.

Cuando dos grupos son Isomorfos, entonces, en cierto sentido, son iguales. Solo difieren en que

sus elementos se denominan en forma distinta. El Isomorfismo nos da la clase de esta diferencia de

23



1.1. Teoria de Grupos

denominacion, y con ella, conociendo un determinado cdlculo en uno de los grupos podemos realizar

el célculo andlogo en el otro.

Lema 1.12 Un homomorfismo ¢ de G en F con niicleo K4 es un Monomorfismo de G en F si'y solo

Si K¢ = {6(;}.
Prueba.

(=) ¢ esun Monomorfismo de G en F, entonces K4 = {e}. Como ¢ es un homomorfismo,

¢(€G) = €F.

Por tanto
eg € Ky = ¢ ' ({er}).

Puesto que ¢ es monomorfismo, la imagen inversa, ¢! (er), de ep en F no puede tener mds de

un elemento en G. Por ello, K4 = {eg}

(<) K, = {e}, entonces ¢ es un Monomorfismo de G en F. Sean z,y € G tal que ¢(z) = ¢(y).

Como ¢ es un homomorfismo tenemos

Play™") = o(x)o(y ")
= ¢(x)o(y) "

1

asi zy~! € Ky = {e}, entonces zy~! = e, esto implica que z = y. Por lo tanto ¢ es un

monomorfismo.

Este corolario nos proporciona una técnica para probar que dos grupos son isomorfos. Primero
encontramos un Isomorfismo de uno sobre el otro, y luego probamos que el nicleo de este homomor-
fismo consiste solamente en el elemento identidad.

El siguiente teorema es de gran importancia ya que establece que el grupo cociente G/K es iso-

morfo a F', donde K es el nicleo de el homomorfismo entre G y F.
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Teorema 1.6 (Primer Teorema de Isomorfismo) Sea ¢ un homomorfismo de G sobre ¥ que es un

epimorfimo con niicleo K. Entonces G/K = F

Prueba. Por el Lema 1.9 sabemos que existe un epimorfimo p : G — G/K tal que u(g) = ¢gK,

yyaque ¢ : G — F tenemos el siguiente diagrama

G ¢ F
_—
v
p v’
G/K

Asi podemos definir ¥ : G/K — F por ¥(gK) = ¢(g). Probemos que ¥ esta bien definida, si
gK = ¢'K, entonces g = ¢'k, k € K, y ya que K es el nicleo de ¢ tenemos

esto implica que para X = gK = ¢’K € G/K y asi

U(X) = ¥(gK)
= 9(9)
= ¢(g)
= V(g'K),

luego W esta bien definida.
Probemos que ¥ es un epimorfimo. Si f € F, entonces, ya que ¢ es epimorfimo, f = ¢(g),g € G,

luego f = ¢(g) = ¥(gK). Por tanto ¥ es un epimorfimo.
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Para probar que ¥ es un monomorfismo, debemos mostrar que si Ny es el nicleo de W entonces

Ny = K, ya que K es el elemento identidad en G /K. Tenemos, si g K € Ny, entonces

U (gK) = er = 6(9),

y asi g € K, el nicleo de ¢, asi, ya que K es un subgrupo gK = K. Luego ¥ es un monomorfismo, y
por lo tanto un isomorfismo, y G/ K < F. m

El teorema 1.6 nos dice, en forma precisa, qué grupos podemos esperar se aparezcan como imagenes
homomoérficas de un grupo dado. Estos deben puede expresarse en forma G /K donde K es normal en
G. Pero, segtin el lema 1.9, para cualquier subgrupo normal N de G, G/IN es una imagen homomorfi-
cas de G. Asi pues, existe una correspondencia biyectiva entre las imagenes homomorficas de G y los

subgrupos normales de G.

Ejemplo 1.8 Sea f : R — S, la aplicacion del grupo aditivo de los niimeros reales sobre el grupo

multiplicativo de niimeros complejos con |z| = 1, z € C, definida por
f(t) = e*™ = cos(2nmt) + sen(2mt)i.
Esta aplicacion es un homomorfismo con niicleo 7.. Para verificarlo tenemos:

a. Seanty,ty, € R, entonces

f(tth) = f(tl -+ t2) = 627ri(t1+t2)

— p2miti+2mits
— 627Fit1 e27’l’it2
= f(t1)f(t2).

Luego f es un homomorfismo.

b. Seat € ker f, entonces

f(t) = cos(2mt) + sen(2nt)i = 1.

Esto implica que debemos tener cos(2nt) = 1y sen(2nt) = 0, y para que esto se verifique debe

sert =0,+1,42,43,--- . Es decir ker f =7,
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Por lo tanto segiin el Teorema 1.6, R/Z =~ S.

Definicion 1.21 Un grupo se dice que es simple si no tiene imdgenes homomdrficas distintas de las

triviales, es decir si no tiene subgrupos normales no triviales.
En relacion a los grupos que son homomorfos tenemos el siguiente teorema.

Teorema 1.7 (Segundo Teorema de Isomorfismo) Sea ¢ un homomorfismo el cual es un epimorfimo
de G sobre ¥ de niicleo K, y sea H un subgrupo normal de ¥ y N = {x € G|¢(z) € H}. Entonces
G/N = F/H. O lo que es equivalente G/N = (G/K)/(N/K).

Prueba. Por el lema 1.9 sabemos que existe un homomorfismo § de F sobre F/H definido por

B(f) = fH, f € F. Definimos la aplicacién ¢ : G — F/H por

Y(g) = #(9)H,Vg € G.

Vemos que 1 es un epimorfimo, pues si f € F, f = ¢(g) para algin g € G, ya que ¢ es un epimorfi-
mo, de modo que el elemento fH de F/H puede ser representado como ¢(g)H = v (g).
Sia,b € G segin la definicion de la aplicacion ) tenemos que ¢)(ab) = ¢(ab)H. Pero, como ¢ es

un homomorfismo, ¢(ab) = ¢(a)p(b). Luego

P (ab) = ¢(ab)H definicién de
= ¢(a)p(b)H ¢ es homomorfismo
= ¢(a)Ho(b)H
= p(a)¥(b).

Asi pues hemos probado que ¢ es un homomorfismo de G sobre F/H.
Sea ahora T el niicleo de 1, es decir, T = {z € G|i(xz) = H}, ya que H es el elemento identidad
de F/H, y seaz € T, tenemos
z € T = ¢(x) = H, por definicién de nicleo
= ¢(z)H = H, por la definicién de v
= ¢(x) e H

= € N.
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asi T C N. Ademas si z € N tenemos

reN=¢(x)cH
= ¢(x)H=H
= ¢ (x) = H, por la definicion de 1

=zeT.

asi N C T. Por lo tanto T = N. Luego ¢ es un homomorfismo de G sobre F'/H de niicleo N. Por lo
tanto, por el Teorema 1.6 G/N ~ F/H. m

1.2. Espacios Topologicos

El concepto de espacio topoldgico no solo se restringe al estudio de la recta de nimeros reales,
del espacio euclideo, del estudio de las funciones continuas. En esta seccion se define el concepto
de espacio topoldgico y se estudiaran algunas formas para construir una topologia sobre un conjunto,
para hacerlo un espacio topoldgico. También consideraremos conceptos fundamentales que tienen que
ver con espacios topoldgicos.

A lo largo de muchos afios de las primeras décadas del siglo XX varios mateméticos -Hausdorff,
Fréchet entre otros- propusieron definiciones distintas, pero se tuvo que esperar para que los matematicos
establecieran la definicion que seria mas apro-piada. La definicion adoptada finalmente puede pare-
cer un poco abstracta, pero a medida en que se trabaje con las distintas formas de construir espacios

topoldgicos, se tendrd una mejor impresion de lo que significa el concepto.

Definicion 1.22 Una topologia sobre un conjunto X es una coleccion T de subconjuntos de X con

las propiedades siguientes:
(1) Dy XestinenT.
(2) La union de los elementos de cualquier subcoleccion de T estd en T .

(3) La interseccion de los elementos de cualquier subcoleccion finita de T estd en T .
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Un conjunto X para el que se ha definido una topologia T se llama espacio topologico.

Hablando con propiedad, un espacio topoldgico es un par ordenado (X, 7"), formado por un con-
junto X y una topologia 7 sobre X, pero en ocasiones se omitira hacer mencién especifica de 7 si no

existe confusion.

Definicion 1.23 Si X es un espacio topolégico con una topologia T, diremos que un subconjunto U

de X es un conjunto abierto de X si U pertenece a la coleccion T .

Con esta terminologia, se puede decir que un espacio topoldgico es un conjunto X junto a una
coleccién de subconjuntos de X, llamados conjuntos abiertos, tales que () y X son abiertos, y tal que

las uniones arbitrarias y las intersecciones finitas de conjuntos abiertos son abiertos.

Ejemplo 1.9 Si X = {a, b, c}, un conjunto de tres elementos. Entonces podemos definir las siguientes

topologias:

1 Ti = {X,0,{a,b},{b}, {b,c}}.
2. T = {X,0}

3. Ts ={X,0,{a},{b},{c},{a, b} {a, c},{b, c}}

Se pueden formar otras topologias sobre X con solo permutar a,by c.

En el ejemplo anterior se puede observar que incluso un conjunto de tres elementos puede tener
varias topologia distintas. Pero observar también de que no toda coleccion de subconjuntos de X es una
topologia sobre X. Por ejemplo {X, 0, {a}, {b}} y {X,0, {a, b}, {b, c}} son colecciones de subcon-
juntos de X, sin embargo no son topologias sobre X. Pues, en la primera coleccion {a} | J{b} = {a, b}
no esta en dicha coleccion, por lo que la segunda propiedad de la definicion de topologia (Definicion
1.22) no se verifica. Y en la segunda coleccion no se cumple la tercera propiedad de la definicién de

topologia, pues {a, b} [{b, c} = {b} no esta en dicha coleccion.

Ejemplo 1.10 Si X es un conjunto cualquiera, la coleccion de todos los subconjuntos de X es una
topologia sobre X y es denominada topologia discreta. La coleccion compuesta por X y () inicamente

es también una topologia sobre X y se denomina topologia indiscreta o topologia trivial
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Una topologia muy importante es la siguiente

Ejemplo 1.11 Sea X un conjunto y sea T; = {U|X — U es finito o es todo X}. Entonces T; es una

topologia sobre X, llamada topologia de los complementos finitos. Pues
1. Tanto X como ) estdn en Ty, puesto que X — X es finito y X — () es todo X.

2. Si{U,} es una familia indexada de elementos no vacios de Ty, tenemos que

X - JU. =X -1U.).

Puesto que cada X — U, es finito tenemos que el conjunto ( (X — U,,) es finito. Y por tanto
U U, estd en Ty.

3. SiUy,---, U, son elementos no vacios de Ty, tenemos

n n

X-U=Jx-u)

i=1 i=1
puesto que cada conjunto X — U es finito, se tiene que | J;_, (X —U,) es finito, pues es la unién

finita de conjuntos finitos. Y por tanto (,_, U; estd en T;

Definicion 1.24 Supongamos que T y T' son dos topologias sobre un conjunto dado X. Si T' O T,
diremos que T' es mas fina; si T’ contiene propiamente a T, diremos que T’ es estrictamente mas
fina que T. También diremos que T es mas gruesa que T, o estrictamente mas gruesa, en ambas

situaciones. Diremos que T es comparable con 7' si T' DT 6T D T'.

Algunas veces se utiliza una terminologia diferente para el concepto anterior. Si 7’ O 7T algunas
veces se dird que 7' es mas grande que 7,y que 7 es mas pequena que 7.

En cada uno de los ejemplos anteriores, se puede especificar la topologia mediante la descripcion
de la coleccion complementa 7 de todo los conjuntos abiertos. Pero en general, esto es muy com-
plicado. En la mayoria de los casos, es més factible especificarla con una coleccién mas pequeiia de

subconjuntos de X que es capaz de definir dicha topologia.

Definicion 1.25 Si X es un conjunto, una base para una topologia sobre X es una coleccion A de

subconjuntos de X (llamados elementos basicos) tales que:
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(1) Para cada x € X, existe al menos un elemento bdsico B que contiene a x.

(2) Si x pertenece a la interseccion de dos elementos bdsicos B, y B, entonces existe un elemento

bdsico B3 que contiene a v y tal que B3 C B; N Bs.

Si A satisface las dos condiciones de la definicidon anterior, se define la topologia 7 generada

por % como sigue:

Definicion 1.26 Un elemento bdsico U de X se dice que es abierto en X (esto es, un elemento de
T), si para cada v € U, existe un elemento bdsico B € % tal que v € By B C U. Noté que cada

elemento bdsico es asi mismo un elemento de T .

En cuanto a la terminologia de la Definicion 1.26 los matematicos utilizan una terminologia es-
pecial. La frase “U es un conjunto abierto que contiene a x”°, se abrevia como “U es un entorno o
vecindades de z.”

Para un punto = en X definimos una base en x o base local como sigue:

Definicion 1.27 Sea X un espacio topolégico y x € X. Se dice que A, es una base local ¢ base de

entornos en x si y solo si dado un abierto U C X con x € U existe B € B, tal que v € B C U.
Otra forma de describir la topologia generada por una base es la siguiente:

Lema 1.13 Sea X un conjunto y 9% una base para una topologia T sobre X. Entonces T es igual a

la coleccion de todas la uniones de elementos de A.

Prueba. Como la coleccion de elementos de %4, también son elementos de 7. Puesto que 7 es
una topologia, la unién de dichos elementos pertenece a 7. Reciprocamente, dado U € T, elijamos
para cada « € U un elemento B, de % tal que v € B, C U. Entonces U = | J,_; Bs, por lo que U
es igual a la unién de elementos de . m

Lo anterior establece que cada abierto U en X puede escribirse como unién de elementos bésicos.
Aunque esta expresion para U no es tnica. Asi, el uso del término “base” en topologia difiere grande-
mente de su uso en dlgebra lineal, donde la ecuacion que expresa un vector dado como combinacion

lineal de los vectores de la base es unica.
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Se ha descrito dos formas de llegar, a partir de una base, a la topologia que genera. Pero dada una
topologia ;Como llegamos a una base de ésta? Aqui estd un método de obtener una base dada una

topologia.

Lema 1.14 Sea X un espacio topolégico. Supongamos que € es una coleccion de conjuntos abiertos
de X tal que, para cada conjunto abierto U C X y cada v € U, existe un elemento C € € tal que

x € C C U. Entonces € es una base para la topologia de X.

Prueba. Primeramente debemos probar que %’ es una base. Para la primera condicion: dado x € X,
ya que X es un conjunto abierto, por hipétesis, existe un elemento C € % tal que x € C C X.

Para la segunda condicién, sea z € C;NCy, donde C;, C, € €. Puesto que C; y C, son abiertos,
lo es también C; N C,. Luego, por hipdtesis, existe un elemento C3 € € tal que x € C3 C C; N Cs.

Ahora sea 7T la coleccion de conjuntos abiertos de X. Debemos probar que la topologia 7’ gen-
erada por ¢ coincide con la topologia 7. Si U € T y si z € U, entonces, por hipétesis, existe un
elemento C € ¥ tal que x € C C U. Asi pues, por definicion, U € T'. Reciprocamente, si W € T,
entonces W, es igual a una unién de elementos de % . Puesto que cada elemento de ¢ pertenece a 7
y T es una topologia, W € 7. m

A continuacion se definen algunas topologias muy interesantes sobre la recta real R.

Definicion 1.28 Si % es la coleccion de todos los intervalos abiertos en R,
(a,b) = {z|a < x < b},

la topologia generada por 9 es denominada topologia usual sobre R. Cuando se estudie R siempre
lo supondremos dotada con esta topologia, a menos que se diga lo contrario. Si X es la coleccion de

todos los intervalos semiabiertos del tipo
[a,b) = {z]a < x < b} donde a < b,

la topologia generada por 4’ se llama topologia del limite inferior sobre R. Cuando R esté dotada
de la topologia de limite inferior, lo denotaremos R,;. Y finalmente, sea K el conjunto de todos los

niimeros de la forma 1/n, paran € Z.,y sea " la coleccion de todos los intervalos abiertos (a,b),
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Junto con todos los conjuntos de la forma (a,b) — K. La topologia generada por B" se llamard la

K-topologia sobre R. Denotaremos a R por Rk cuando R esté dotada de esta topologia.

Sabemos que una topologia generada por medio de una base Z la podemos describir mediante
uniones arbitrarias de elementos de 4, pero si comenzamos con una coleccién dada de conjuntos y
tomamos intersecciones finitas de ellos ademéds de uniones arbitrarias ;qué ocurre? Esto nos lleva a la

siguiente definicion

Definicion 1.29 Una subbase S para una topologia sobre X es una coleccion de subconjuntos de X
cuya union es igual a X. La topologia generada por la subbase S se define como la coleccion T de

todas la uniones de intersecciones finitas de elementos de S.

Supongamos ahora que X es un conjunto con una relacién de orden simple < . Dados dos elemen-

tos a y b existen cuatro subconjuntos de X que se llaman intervalos determinados por a y b. Y son los

siguientes:
(a,b) = {x]a < x < b},
(a,b] = {z]a < x < b},
la,b) = {z]a < x < b},
[a,b] = {z|a < x < b}.
Cuando X = R esta notacién es bastante familiar, pero estos son intervalos en un conjunto

cualquiera ordenado. A un conjunto del primer tipo se le denomina intervalo abierto, y uno del
cuarto tipo se le denomina intervalo cerrado, y los conjuntos del segundo y tercer tipo se les deno-
mina intervalos semiabiertos. El uso del término “abierto” en esta relacion sugiere que los intervalos

abiertos en X deberian convertirse en conjuntos abiertos cuando se introduzca una topologia sobre X.

Definicion 1.30 Sea X un conjunto, con mds de un elemento, con una relacion de orden simple. Sea

A la coleccion de todos los conjuntos de los tipos siguientes:

(1) Todos los intervalos abiertos (a,b) en X.
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(2) Todos los intervalos de la forma [ag, b), donde ay es el minimo (si existe) de X.
(3) Todos los intervalos de la forma (a, by|, donde by es el mdximo (si existe) de X.

La coleccion A es una base para una topologia sobre X, que se denomina topologia del orden.

Si X no tiene elemento minimo, conjuntos del tipo (2) no existen, y si X no tiene elemento maxi-
mo, no existen conjuntos de tipo (3).
Si tenemos un subconjunto de un espacio topolégico X, ;cémo definimos una topologia para este

subconjunto? La respuesta se nos da la siguiente definicion.

Definicion 1.31 Sea X un espacio topolégico con una topologia T . Si 'Y es un subconjunto de X, la

coleccion

Tx ={YNU[UeT}

es una topologia sobre Y, denominada topologia de subespacio o topologia relativa. Con esta
topologia Y se denomina subespacio de X; sus conjuntos abierto son todas las intersecciones de

conjuntos abiertos con'Y .
Ty es una topologia. Pues (), Y € Ty, ya que
P=YNleY=YNX
donde (), X € T . Las otras dos propiedades para una topologia se deducen de
U;ny)n---n(U,NnY)=(U;n---NnU,)NY,

JWanY) = (U Ua> nY.

acJ aed

Definicion 1.32 Si Y es un subespacio de X, diremos que un conjunto U es abierto en'Y (o abierto
relativo a Y ) si pertenece a la topologia de Y ; esto implica, en particular, que es un subconjunto de

Y. Diremos que U es abierto en X si pertenece a la topologia de X.

Un caso especial es el que cada conjunto abierto en Y es también abierto en X.
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Ejemplo 1.12 Sea Y = [0, 1] un subconjunto de R. La topologia de subespacio tiene como base
todos los conjuntos de la forma Y N (a,b), donde (a,b) es un intervalo abierto de R. Dicho conjunto

es de una de las siguientes formas:

(a,b) siaybestinenY

[0,0) sisolamente b estd en’ Y
Y N(a,b) =

(a,1] sisolamente a estd en’Y

KYO(Z) sinianibestinenY.

Por definicion, estos conjuntos son abiertos en Y . Pero conjuntos del segundo y tercer tipo son no

abiertos en el espacio R

Es oportuno en estos momentos introducir algunos conceptos basicos asociados a espacios topologi-
cos. Tales como conjunto cerrado, clausura y punto limite. Asi éstas nos conducirdn a la consideracion

de un axioma para espacios topoldgicos llamado axioma de Hausdorff.

Definicion 1.33 Un subconjunto A de un espacio topoldgico X se dice que es cerrado si el conjunto

X — A es abierto.

Ejemplo 1.13 El subconjunto [a,b] de R es cerrado. El subconjunto [a,+00) es cerrado. Ahora
R — [a,b) = (—00,a) U [b, +00)

no es abierto en R, por tanto |a, b) no es ni abierto ni cerrado R.

La coleccién de conjuntos cerrados tienen similares propiedades a las satisfechas por los conjuntos

abiertos de un espacio X. Estas son:

(1) 0y X son cerrados.
(2) Las intersecciones arbitrarias de conjuntos cerrados son cerradas.

(3) Las uniones finitas de conjuntos cerrados son cerradas.
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Definicion 1.34 Si'Y es un subespacio de X, diremos que un conjunto A es cerradoenY si A es un

subconjunto de Y y si A es cerrado en la topologia de subespacio de Y (esto es, si Y — A es abierto

enY).

Un conjunto A que es cerrado en el subespacio Y puede ser cerrado o no en el espacio comple-

mento X. Como fue el caso con los conjuntos abiertos, exista un criterio para ver si A es cerrado en

X.

Definicion 1.35 Sea A un subconjunto de un espacio topoldgico X, el interior de A es la union de
todos los conjuntos abiertos contenidos en A, y la clausura de A es la interseccion de todos los

conjuntos cerrados que contienen a A.

El interior de A se denota por Int A y la clausura de A se denota mediante A. La definicién de
la clausura de un conjunto no nos da un método para encontrar las clausuras de conjuntos especificos,
puesto que la coleccidn de todos los conjuntos cerrados en X, como la coleccion de todos los conjuntos

abiertos, es frecuentemente demasiado grande para trabajar.

Definicion 1.36 Decimos que un conjunto A interseca a un conjunto B si la interseccion
ANB#(

Con esta tltima definicién podemos describir la clausura de un conjunto como sigue:
Teorema 1.8 Sea A un subconjunto de un espacio topolégico X.
(a) Entonces x € A si, y sélo si, cada conjunto abierto U que contiene a x interseca a A.

(b) Suponiendo que la topologia de X estd dada por una base, entonces x € A si, y sélo si, cada

elemento bdsico B que contiene a x interseca a A.
Prueba.

(a) Por contra-reciproco, esta expresion es equivalente a: x ¢ A si y sélo si, U abierto talque

reUyANnU=0.
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= x ¢ A, entonces el conjunto U = X — A es abiertotalquez € X — Ay UNA = (.

< SidU abierto tal que x € Uy UN A = (), entonces X — U es un conjunto cerrado tal que
A Cc X — U. Entonces

AcX-U=X-U
perox ¢ X — U, por tanto = ¢ A.

(b) Para esta parte considerando que cada elemento basico B es un conjunto abierto la demostracién

es similar a las prueba de la parte (a).

]
Existe otro forma de describir la clausura de un conjunto, que necesita del concepto de punto

limite.

Definicion 1.37 Si A es un subconjunto de un espacio topologico X y si v € X, diremos que x es
punto limite (o0 de “acumulacion) de A si cada entorno de x interseca a A en algiin punto distinto

del propio x.

Dicho de otra forma, = es un punto limite de A si pertenece a la clausura de A — {z}. El punto x
puede pertenecer o no a A, para esta definicién no importa.
La clausura y los puntos limites se relacionan como sigue: Si A es un subconjunto de un espacio

topoldgico X y A’ el conjunto de todos los puntos limites de A. Entonces
A=AUA

Proposicion 1.5 Un subconjunto de un espacio topoldgico es cerrado si, y sélo si, contiene a todos

sus puntos limites.

Prueba. El conjunto A es cerrado si, y s6lo si, A = A, y esto ultimo se cumple si, y sélo si,
A'CA nm

En un espacio topoldgico arbitrario, se dice que una sucesion x, xs, - - - de puntos del espacio X
converge al punto x de X siempre que, para cada entorno U de z, exista un entorno positivo /V tal

que z, € U paratodon > N.
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Definicion 1.38 Un espacio topoldgico X se denomina espacio de Hausdorff si para cada par x1, x5

de puntos distintos de X, existen entornos U, y Uy de x1 y xo, respectivamente, que son disjuntos.

Cada conjunto con un nimero finito de puntos en un espacio de Hausdorff es cerrado. Pues, si =
es un punto de X distinto de z(, entonces x y z(, por ser X de Hausdorff, estos dos puntos tienen
entornos disjuntos U y V|, respectivamente. Puesto que U no interseca a {z¢}, el punto x no puede
pertenecer a la clausura del conjunto {x(}. Asi pues, la clausura de {x(} es el propio {z¢}, por lo que
es cerrado. Por tanto cada conjunto unipuntual es cerrado, lo cual es suficiente para probar el teorema.

La condicién de que los conjuntos con un nimero finito de puntos sean cerrados es de hecho més
débil que la condicién de Hausdorff. La recta real R, por ejemplo, con la topologia de los complemen-
tos finitos no es un espacio de Hausdorff, pero si es un espacio en el que los conjuntos con un nimero
finito de puntos son cerrados. La condicion de que los conjuntos con un nimero finito de puntos sean
cerrados se de denomina axioma T';.

Si la sucesion x,, de puntos del espacio de Hausdorff X converge al punto x de X, escribiremos
x, — x,y diremos que x es el limite de las sucesion x,,.

Abhora se presenta una generalizacién del concepto continuidad de una funcién, estudiada en célcu-

lo.

Definicion 1.39 Sean X e Y espacios topolégicos. Una funcion f : X — Y se dice que es continua

si para cada subconjunto abierto V € Y , el conjunto f~'(V) es un subconjunto abierto de X.

La continuidad de una funcién no depende tnicamente de la propia funcién f, sino también de
las topologias especificadas para su dominio y recorrido. Asi pues, podemos decir que f es continua

relativa a las topologias especificas sobre X e Y.

Ejemplo 1.14 Si tenemos a R el conjunto de niimeros reales con la topologia usual, y a R; el mismo

conjunto con la topologia del limite inferior. Sea
f R — Rl

la funcion identidad:

flz) =2z,Vr e R.
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Entonces la funcion f es no continua, pues para [a,b) € R, abierto, ya que

flx) =z = f"(x),
tenemos

fﬁl([aa b)) = [a7 b)
el cual no es abierto en R. Por otro lado, la funcion identidad

g Rl — R

es continua, pues para (a,b) € R abierto, tenemos

7 ((a, b)) = (a,b)
es abierto en R;.

Teorema 1.9 Sean X e Y espacios topologicos; sea f : X — Y. Entonces son equivalentes:

(1) f continua.

(2) Para cada subconjunto A de X, se tiene que f(A) C f(A).
(3) Para cada conjunto cerrado B de Y, el conjunto f~1(B) es cerrado en X.

(4) Para cada x € Xy cada entorno (vecindad) V de f(x), existe un entorno U de x tal que
f(U) CV.

Si se cumple la condicidn (4) para el punto x de X diremos que f es continua en el punto .

Prueba.

(1) = (2) Seaz € f(A), entonces z = f(x), para algiin € A, sea V un entorno de z, entonces (V)
es un conjunto abierto de X, ya que f es continua, tal que x € f~!(V) por lo que, segiin (a),

Teorema 1.8, 3y € f~1(V) N A. Entonces
3f) € FUITVINA) = f(fTH(V) N f(A) =V [(A),
y z = f(z) € V, por tanto, segiin (a), Teorema 1.8, z = f(x) € f(A). Y asi f(A) C f(A).
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(2) = (3) Sea B un conjunto cerrado de Y, entonces B = B. Para probar que f~'(B) es cerrado,

mostraremos que f~1(B) = f~!(B). Tenemos f~'(B) C f~1(B), por definicién de clausura

de un conjunto.

Para la otra inclusion, f~1(B) C f~}(B). Seax € f~1(B), entonces

f(z) e f(f~4(B)) C f(f~1(B)), por la hipétesis (2)
c B,
= B, ya que B es cerrado.

esto implica que z € f~1(B). Luego f~*(B) C f~!(B). Por lo tanto

(3) = (1) Sea V un conjunto abierto de Y. Entonces B =Y — V es cerrado, y

By = 1Y) = fFH(V) =X~ fTH(V).

Ya que por hipétesis f~(B) es un conjunto cerrado de X, tenemos que f~*(V) es abierto en

X. Por lo tanto f es continua.

(1) = (4) Seaz € X ysea V un entorno de f(z). Entonces el conjunto U = f~}(V)estalquex € Uy

fU)=f(fHV)) CV.

(4) = (1) Sea V un conjunto abierto de Y y x € f~(V), entonces f(x) € V por lo que, por hipétesis,
JW abierto talque x € Wy f(W) C V.Entonces W C f~1(V). Asi f~1(V) puede escribirse

como unién de conjuntos abiertos W, por lo tanto es abierto.

Definicion 1.40 Sean X e Y espacios topolégicos; sea f : X — Y una biyeccion. Si la funcion f y
la funcion inversa

Yy =X
son continuas ambas, entonces f se dice que es un homeomorfismo.
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Que f~! sea continua significa que, para cada conjunto abierto U de X, la imagen inversa de U
mediante f~' : Y — X es abierta en Y. Pero (f~1)"}(U) = f(U), es decir, la imagen inversa de
U mediante la aplicacién f~! es igual a la imagen de U mediante la aplicacion f. Asi, otro forma de
definir un homeomorfismo es decir que un una correspondencia biyectiva f : X — Y tal que f(U) es
abierto si, y s6lo si, U es abierto.

Asi pues un homeomorfismo f : X — Y proporciona una correspondencia biyectiva, no sélo
entre X e Y, sino entre las colecciones de conjuntos abiertos de X y las de Y. Esto nos da como
resultado de que, cualquier propiedad de X que se exprese en términos de la topologia de X nos
da, via la correspondencia f, la propiedad correspondiente para el espacio Y. Tal propiedad de X se
denomina propiedad topologica de X.

En dlgebra moderna se estudia los llamados isomorfismos entre objetos algebraicos como los gru-
pos o anillos. Estos isomorfismos son correspondencias biyectivas que respetan la estructura alge-
braica implicada. En topologia el concepto analogo es el de homeomorfismo que es una corresponden-

cia biyectiva que conserva la estructura topoldgica implicada.

Definicion 1.41 Sea f : X — Y una aplicacion continua inyectiva, donde X e Y son espacios

topoldgicos. Sea Z el conjunto f(X), considerado como un subespacio de Y ; entonces, la funcion
" X—=17Z

obtenida al restringir el rango de f, es biyectiva. Si ocurre que [’ es un homeomorfismo de X con Z,

decimos que la aplicacion

f:X—=Y

es un embebimiento topolégico, de X en Y.

Las formas de construir funciones continuas en espacios topoldgico, son similares a las formas de

construir funciones continuas en analisis.
Teorema 1.10 Si X, Y, Z son espacios topolégicos.

(1) f:X — Y definida por
f(z) = yo, Va € X,
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entonces | es continua.

(2) la funcion inclusion j : A — X, donde A es un subespacio de X, definida por j(a) = a, es

continua.
(3) Si f: X =Y yg:Y — Zson continuas, entonces g o f : X — Z es continua.

(4) Si f : X — Y es continua, Z es un subespacio de Y tal que f(X) C Z, entonces la funcion
g : X — Z, obtenida al restringir el rango de f, es continua. Si Z es un espacio con Y como

subespacio, entonces la funcion h : X — 7, obtenida al extender el recorrido de f, es continua.
(5) Si f: A — X xY esdada por la ecuacion
fla) = (fi(a), f2(a)).
Entonces f es continua si, y solo si las funciones
fiiA—=-Xy fb: A=Y
son continuas.
Prueba.

(1) Sea f(x) = yo, Vo € Xy sea V un conjunto abierto en Y, entonces
X, si Yo € \%

@, siyogéV

) =

en cualquiera de los dos casos f~!(V/) es abierto, por lo tanto f es continua.

(2) Sea U un conjunto abierto de X, entonces j~(U) = A N U que es abierto en el subespacio A,

por lo tanto j es continua.

(3) Sea W un conjunto abierto en Z, entonces g~ (W) es abierto en Y y asi f~!(g~'(W)) es un

conjunto abierto en X, ya que tanto f como ¢ son continuas, pero
FHgH W) = (fog™) (W) = (go f)7 (W)
por lo tanto f o g es continua.
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(4) Seanm; : X XY = X, ym: X XY — Y definidas por
ml(z,y)] =z, (z,y) € X XY y mf(z,y)] =y, (z,y) € X x Y

las aplicaciones proyecciones sobre el primer y segundo factor, respectivamente. Para estas apli-

caciones tenemos que: si U y V son abiertos, entonces
M (U)=UxY y (V) =XxV
son abiertos, por lo que tanto 71 y 7o son continuas. Asi tenemos que: para a € A,

m(f(a)) = m[(fi(a), f2(a))] = fi(a) y ma(f(a)) = m2[(f1(a), f2(a))] = fa(a),

entonces f es continua, implica que f; y fy son continuas, ya que son composiciones de fun-

ciones continuas.

Contrariamente, sea U x V es un conjunto abiertoen X x Y,

a€ f'(UxV)«= fla)eUxV
< fila) €UA fo(a) €V
<=ac fi'(U)nac f, (V)

—ac fi(U)Nf (V).

Luego f~1(U x V) = f;*(U) N f;1(V), como f; y f» son funciones continuas f; '(U) y
f5 (V) son conjuntos abiertos y por lo tanto f~1(U x V) es abierto, ya que es la interseccién

de dos conjuntos abiertos.

Lema 1.15 Sea f : X — Y una aplicacion continua y cerrada, B C' Y y U € Tx tal que
fiB)cu,

entonces existe V € Ty tal que B C Vy f~1(V) Cc U.
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Prueba. Sea U abierto en X, entonces X — U es cerrado en X, como f es una aplicacion cerrada,

tenemos que f(X — U) es cerradoen Y, entonces V =Y — f(X — U) es abiertoen Y. Si
fi(B)c,
entonces B C 'V, puesto que si y € B, entonces f~!(y) C U 6 equivalentemente

[Ty)n(X-U) =90

y luego
y=f(fT'W)eY - fX-U)=V.
Ademas,

V) = HY - f(X-1))
=X - (fX-1))
=X-(X-1)
=U.

[

En las siguientes definiciones se dan topologias sobre productos cartesianos
Xy X x X,y Xy x Xg X ---
donde cada X; es un espacio topolégico.

Definicion 1.42 Sea o/ una coleccion no vacia de conjuntos. Una funcién indexante para <7 es una
funcion sobreyectiva f de un conjunto de indices J, en o7 . La familia <7 , con la funcion indexante f,
se le llama familia indexada de conjuntos. Dado o € J, representamos f(«) por A,,. Y denotamos

la familia indexada mediante
{Aa}aEJ

que se lee "la familia de todos los A, cuando o recorre J”. En ocasiones solamente escribiremos

{Aa}.
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Definicion 1.43 Sea J un conjunto de indices. Dado un conjunto cualquiera X, definimos una J—upla

de elementos de X como una funcion

x:J—=X.

Si « es un elemento de J, denotamos el valor de x en o mediante x, en lugar de x(«); lo llamaremos

la a—ésima coordenada de x. Y denotaremos a la funcion x mediante el simbolo

(xa)aEJ
Y denotaremos al conjunto de todas las J—uplas de elementos de X por X7,

Definicion 1.44 Sea { A, }.cy una familia de conjuntos indexada y sea X = . ; A, . El producto

acJ

cartesiano de esta familia indexada, denotado por

1] A,

acJ
se define como el conjunto de todas la J—uplas (z,,)acy de elementos de X tales que x, € A, para
cada o € J. Esto es, es el conjunto de todas las funciones

x:J— UAa

aed

tales que x(«) € A, para cada o € J.

En ocasiones se denota el producto simplemente por [[ A,, y a su elemento general por (z,,), si

se sobreentiende el conjunto de indices.

Definicion 1.45 Sea {X,,}qcg una familia indexada de espacios topoldgicos. Tome-mos como base
para la topologia sobre el espacio producto

1%

a€eJ

la coleccion de todos los conjuntos de la forma

I1v..

aeJ

donde U, es abierto en X, para cada o € J. La topologia generada por esta base se denomina

topologia por cajas
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Definicion 1.46 Sea
T3 : H Xa — Xg

a€eJ

la funcion que asigna a cada elemento del espacio producto su coordenada —ésima,

T3((Ta)acs) = Tp;

se denomina aplicacion proyectiva asociada con el indice [3.

Teorema 1.11 La funcion proyectiva
w5 [ [ Xa = Xs
acd

es sobreyectiva y continua.

Prueba. Sea x5 € X, entonces x5 = m3((24)acy) para algin (2,)acs € [[,c5 Xa, por lo tanto

aedJ

T €s sobreyectiva.

Ahora, sea Ug abierto en Xg, entonces
Wﬁ_l<UI3>:X1 XXQX XUﬂ"' XXaX~-- s

es abierto. Por lo tanto 73 es continua. ®
Cuando J = {1, 2}, del Teorema 1.11, se tiene que 7; : X; x Xy — X es continua, puesto que

7, 1(U;) = Uy x X, es abierto en X; x Xo.
Definicion 1.47 Denotemos por S a la coleccion
Sp = {W;l(Uﬁ)‘Ug es abierto en X3}

y denotamos por S a la union de esas colecciones,

S| Jss

Bed

La topologia generada por la subbase S se denomina topologia producto. En esta topologia, [ [ .5 Xa

se denomina espacio producto.
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Teorema 1.12 La topologia por cajas sobre | [ X, tiene como base a todos los conjuntos de la forma
[[U., donde U,, es abierto en X,, para cada «. La topologia producto sobre || X, tiene como base
a todos los conjuntos de la forma || U, donde U,, es abierto en X, para cada oy U, es igual a X,

excepto para un niimero finito de valores de .

Prueba. Sea = € [[ X, ya que cada X, es abierto, tenemos un basico

B =[[X..

tal que x € B, asi se cumple la primera condicién de una base.

Ahora sean

Bi=][UayB:=]] V.

dos basicos. Si z € B; N Bsy, entonces

xeBlﬂBQ:HUaﬂHVa.

pero

[Tu-NO]IVe=]]UanVa).

Luego z € [[(U, N V,) C B; N By, esto es, justamente la segunda condicién de una base.
Por tanto los conjunto || U, donde U, es abierto en X, forma una base para [[ X,,. =
Si la topologia sobre cada espacio X,, estd dada por una subbase 5. La coleccién de todos los

conjuntos de la forma

IIB..

aeld
donde B, € B, para cada o, es una base para la topologia por cajas sobre [ [ .; Xa.

La coleccién de todos los conjuntos de la misma forma, donde B,, € B, para un conjunto finito de

indices a y B, = X, para todos los indices restantes, servird como base para la topologia producto
HaEJ Xa'

Ejemplo 1.15 Considerando el espacio euclideo n—dimensional R™. Sabemos que una base para R
es la coleccion de intervalos abiertos de la forma (a, b), asi, una base para la topologia de R" consiste

en todos los productos de la forma
(al,bl) X (CLQ,bg) X oo X (Cln,bn).
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En este caso las topologias por cajas y productos coinciden en R".

El producto de espacios topoldgico cumple lo siguiente:

(1) Si A, un subespacio de X, para cada o € J. Entonces [| A, es un subespacio de [[ X,, si en
ambos productos estd dada la topologia por cajas, o si en ambos productos estd dada la topologia

producto.

(2) Si cada espacio X, es un espacio de Hausdorff, entonces [ [ X, es un espacio de Hausdorff en

las topologias por cajas y producto.

(3) Si {X,} una familia indexada de espacios topoldgicos y sea

A, C X, paracada «. Si [ [ X,, estd dotado de la topologia por cajas o producto, entonces

[[A.=]]A.

Definir una topologia en términos de una distancia es un método més para dotar de una topologia

a un conjunto. Asi tenemos lo siguiente:
Definicion 1.48 Una distancia en un conjunto X es una funcion
d:XxX—=>R

satisfaciendo las propiedad siguientes:

(1) d(xz,y) > 0,Vz,y € X; la igualdad se da si, y solo si, x = y.

(2) d(x,y) =d(y,x),Vr,y € X.

(3) d(z,z) < d(xz,y) +d(y, 2),Yx,y, z € X. (Desigualdad triangular).
Definicion 1.49 Dado € > 0, al conjunto

By(z,€) = {yld(z,y) < e}

de todos los puntos y cuya distancia a x es menor que ¢, se le denomina bola de radio ¢ centrada en

X.
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Algunas veces By(z, €) se escribird simplemente B(x, €).

Definicion 1.50 Si d es una distancia en el conjunto X, entonces la coleccion de todas las bolas
By(xz,¢€) de radio €, para x € X y ¢ > 0, es una base para una topologia sobre X, denominada
topologia métrica inducida por d. Ademds la coleccion de todas las bolas By(x, %) paran € 1

donde 1 es un conjunto de indices y x € X, es una base para la topologia de X.

Ejemplo 1.16 Sobre los niimeros reales R la distancia usual estd definida por

d(z,y) = |z —yl.

La topologia inducida por esta distancia en la misma que la topologia del orden: cada elemento (a, b)

bdsico para la topologia del orden es un elemento bdsico para la topologia métrica, pues
(a,b) = B(x,¢)

donde x = (a+b)/2y e = (b — a)/2. Y reciprocamente, cada bola B(x,€) de radio € es igual a un

intervalo abierto. Pues, es el intervalo (v — €,z + €).

Definicion 1.51 Si X es un espacio topologico, se dice que X es metrizable si existe una distancia d
en el conjunto X que induce la topologia de X. Un espacio métrico es un espacio metrizable X junto

a una distancia especifica d que da la topologia de X.

La metrizabilidad de un espacio depende solamente de la topologia del espacio en cuestion, pero
no, en general, de las propiedades que implica una distancia especifica para X. Pues en un espacio

topoldgico se puede hacer la definicion siguiente:

Definicion 1.52 Sea X un espacio métrico con una distancia d. Un subconjunto A de X se dice que

estd acotado si existe algiin niimero M tal que
d(al, CLQ) S M

para todo par aq,as de puntos de A. Si A es un conjunto acotado y no vacio, el diametro de A se
define como el niimero

didm A = sup{d(ay,as)|ay,as € A}.
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La acotacién de un conjunto no es una propiedad topoldgica, porque depende de la distancia par-
ticular d que se use para X. Pues, si X es un espacio métrico con distancia d, entonces existe una

distancia d que da la topologia de X, relativa a la cual cada subconjunto de X esta acotado.

Definicion 1.53 Sean X e Y espacios topologicos y sea p : X — Y una aplicacion sobreyectiva. La
aplicacion p se dice que es una aplicacion cociente siempre que un subconjunto U de Y es abierto

en'Y si, y solo si, p~*(U) es abierto en X.

Otra manera de describir una aplicacién cociente es la siguiente: diremos que un subconjunto C
de X es saturado (respecto a p) si C contiene a cada conjunto p~'({y}) al que interseca. Asi C
es saturado si es igual a la imagen inversa completa de un subconjunto de Y. Decir que p es una
aplicacioén cociente es equivalente a decir que p es continua y p asocia conjuntos abiertos saturados

de X con conjuntos abiertos de Y.

Definicion 1.54 Una aplicacion

f: X—=>Y

se dice que es una aplicacién abierta si para cada conjunto abierto U de X, el conjunto f(U) es
abierto en Y. Se dice que es una aplicacion cerrada si para cada conjunto cerrado A de X, el

conjunto f(A) es cerradoen'Y .

De la definicion se sigue que si p : X — Y es una aplicacion continua sobreyectiva que es abierta

o cerrada, entonces p es una aplicacion cociente.

Definicion 1.55 Si X es un espacio, A un conjunto y p : X — A es una aplicacion sobreyectiva,
entonces existe exactamente una topologia T sobre A relativa a la cual p es una aplicacion cociente;

se denomina topologia cociente inducida por p.

Ejemplo 1.17 Sea p la aplicacion de la recta real R sobre el conjunto de tres elemento A = {a,b,c}
definida por

a siz>0
plr)=19 bsiz<0 (1.1)

csir=0
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La topologia sobre A inducida por p es

T =1{0,A {a},{b}, {a.b}}.

Definicion 1.56 Sea X un espacio topoldgico y sea X* una particion de X es subconjuntos disjuntos
cuya union es X. Sea p : X — X* la aplicacion sobreyectiva que lleva cada punto de X al elemento
de X* que lo contiene. En la topologia cociente inducida por p, el espacio X* se denomina espacio

cociente de X.
Por dltimo definiremos las propiedades de conexidad y compacidad para espacios topoldgicos.

Definicion 1.57 Sea X un espacio topoldgico. Una separacion de X es un par U,V de abiertos
disjuntos no triviales de X cuya union es X. El espacio X se dice que es conexo si no existe una

separacion de X.

Definicion 1.58 Una componente de un espacio topolégico es un subconjunto conexo que estd pro-

piamente contenido en ningtn otro subconjunto conexo.
Otro modo de dar la anterior definicion de conexion es:

Proposicion 1.6 Un espacio X es conexo si, y sélo si, los vinicos subconjuntos abiertos de X que son

abiertos y cerrados en X son el vacio y el propio X.

Prueba.

(=) Sean A, B subconjuntos propios abiertos y cerrados de X donde ambos son distintos de vacios,
entonces X = A U B, por lo cual A y B son una separacién de X, esto es una contradiccion, ya
que por hipétesis X es conexo, por lo cual A = () 6 B = (). Por lo tanto los tinicos subconjuntos

propios abiertos y cerrados son () y el mismo X.

(<) Por hipétesis los tnicos subconjuntos propios de X son () y X, entonces por definicién X es

conexo.

Para subespacio topoldgicos existe una manera alternativa para formular la definicién de conexion.
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Definicion 1.59 Si Y es un subespacio de X, una separacion de Y es un par A, B de conjuntos no
vacios y disjuntos tal que Y = A U B de modo que ninguno de ellos contiene puntos limites del otro.

El espacio Y es conexo si no existe una separacion de Y .

Si A, B es una separacién de Y. Entonces A es abierto y cerradoen Y. En Y tenemos A = ANY
donde A es la adherencia de A en X. Como A es cerradoen Y,A = ANY, esto equivale a tener
ANB=1(.ComoA = A UA’,B no contiene puntos limites de A.

Ahora si A y B son conjuntos disjuntos no vacios tal que Y = A U B, y ninguno de los cuales
contiene puntos limites del otro. Entonces ANB =0y ANB =0;asi, ANY=AyBnY =B.
Luego, A 'y B son cerradosen Y y,como A =Y —ByB =Y — A también tenemos que A y B

son abiertos en Y.

Ejemplo 1.18 Si X es un conjunto de dos elementos dotado de la topologia indiscreta. Es evidente

que no existe una separacion de X, luego X es conexo.

Teorema 1.13 La union de una coleccion de subespacios conexos de X que tiene un punto en comin

es conexa.

Prueba. Sea {A,} una coleccién de subespacios conexos de un espacio X y sea x € NA,.
Hagamos T = UA,,, supongamos que T = C U D es una separacién(C, D son no vacios) de T. El
puntox € C oz € D,sixz € C, como A, es conexo, tenemos A, C Co A, C D, esta dltima
posibilidad no puede suceder, pues x € A,y x € C. Por tanto, A, C Cparacadaayasi|JA, C C,

esto contradice el hecho de que D es no vacio. m
Teorema 1.14 La imagen de un espacio conexo bajo una aplicacion continua es un espacio conexo.

Prueba. Sea f : X — Y una aplicacion continua y sea X conexo, debemos mostrar que el espacio
imagen Z = f(X) es conexo. Ya que la aplicacién obtenida al restringir el rango f al espacio Z es
continua, es suficiente considerar una aplicacién continua y sobreyectivag : X — Z.SeaZ = AUB
una separacion de Z en dos conjuntos no vacios disjuntos y abiertos en Z. Entonces g~ '(A) y g~ !(B)
son conjuntos disjuntos cuya unién es X, ademds son abiertos no vacios en X, ya que g es continua
sobreyectiva. Luego, constituyen una separacion de X, esto contradice la hipétesis de que X era

conexo. m
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Teorema 1.15 El producto cartesiano finito de espacios conexos es conexo.

Prueba. Por induccién tenemos. Sean X y Y dos espacio conexos, seaa x b€ X X Y. X X bes
conexo, ya que es homeomorfa a X, ademds a X Y es conexo, ya que es homeomorfa a Y. Asi, cada
espacio

T,=(Xxb)U(axY)

es conexo ya que es la unién de dos espacios conexos que tienen el punto en comun a X b. Ya que

XxY:UTa

aeX
como todos los T, tiene el punto a x b en comin, X X Y es conexo.

Supongamos que X; X ---X,,_1, es conexo, probemos que X; X --- X,, €s conexo. Ya que
Xy x - x X,

es homeomorfo a (X; x - - - x X,,_1) x X,,, y este tltimo es conexo, pues es el producto de dos espacios
conexo. Tenemos que X; X ---X,, €s conexo. W

La nocién de compacidad no nos es tan familiar como la de conexién. Desde los inicios de la
topologia, se ha admitido que el intervalo cerrado [a, b] de la recta real gozaba de una cierta propiedad
que era crucial en la demostracion de teoremas tales como el teorema del valor maximo y el teorema
de la continuidad uniforme. Normalmente, se pensaba que esta propiedad crucial del intervalo cerrado
era el hecho de que cualquier subconjunto infinito de puntos de [a, b]tenia un punto limite y fue esta
propiedad la que en principio recibié el nombre de compacidad. La definicién que presentamos esta

en términos mas generales; de hecho, en términos de cubrimientos del espacio por conjuntos abiertos.

Definicion 1.60 Una coleccion A de subconjuntos del espacio X se dice que cubre X, o que es un
cubrimiento de X, si la unién de los elementos de A coincide con X. Se dice que A es un cubri-

miento abierto de X si es un cubrimiento de X formado por conjuntos abiertos de X.

Definicion 1.61 Un espacio X se dice que es compacto si de cada cubrimiento abierto A de X

podemos extraer una subcoleccion finita que también cubre X.
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En los espacio compactos se cumple propiedades similares a las propiedades en espacios conexos,

estas son:
Teorema 1.16 Sea X un espacio compacto. Entonces todo subespacio cerrado K de X es compacto.

Prueba. Sea % = {U, };c3 un cubrimiento abierto de K, como K es cerrado tenemos que
Z=UU{X-K}
es un recubrimiento abierto de X. Ya que X es compacto, existe un subrecubrimiento finito
{X-K,Uy,---,U,}

de X, entonces

K C OU"
i=1

y asi existe un subrecubrimiento finito de K, por lo tanto K es compacto. =

Teorema 1.17 Sean X es compacto y f : X — Y una aplicacion continua, entonces f(X) es com-

pacto. Si ademds Y es Hausdorff, entonces [ es cerrada.

Prueba. Sea % = {U,};c; un recubrimiento de f(X), como f es continua, tenemos que { f ~*(U;) }ics
es un recubrimiento de X, y como X es compacto, existe un subconjunto finito F C J tal que
X = U f_l(Ui)7
i€F
entonces
JX) =7 (U f‘l(Ui)>
icF

- s W)

i€F

:UUm

1eF

asi existe un subrecubrimiento finito de f(X), y por lo tanto f(X) es compacto. m
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Corolario 1.2 Sea f : X — Y una aplicacion continua de X sobre Y, si A es un subconjunto de X

tal que A es compacto, entonces f(A) es compacto.

Prueba. Si A es compacto, entonces por el Teorema 1.17 f(A) es compacto, y por lo tanto también

f(A) es compacto. Esto implica que f(A) es compacto. m

Lema 1.16 Sea G un conjunto y sean A, B subconjuntos de G. Entonces ANB = () si y sélo si
AcG-BosBcCcG-A.

Prueba.
(=) Supongamos que = € A,

r€EA=12¢B, yaquu ANB =1

=z G-B,

luego A C G — B.

Ahora supongamos que = € B,

reEB=x¢ A, yaqu ANB =1

=G - A,
luego B C G — A.

(=) a) Probamos primero que A C G — B = A N B = (). Por contradiccién, supongamos que
ACG-ByqueANB#(.Seax € ANB,

reEANB=2xcAANzEDB

=1 ¢ G—B,

pero por hipétesis A C G — B, asi que x € A C G — B, esto es una contradiccion. Por
lotanto ACG-B=ANB=10.
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b) Ahora probemos que B C G — A = AN B = (). Por contradiccién, supongamos que
BCcG-AyqueANB#). Seax € ANB,

rteANB=2xcAANzEB

=1¢G—-A

pero por hipétesis B C G — A, asi que x € B C G — A, esto es una contradiccion. Por

lotmtoBC G—-—B=ANB=1.

Teorema 1.18 Si Y es compacto, entonces la proyeccion m, : X X Y — X es una aplicacion cerra-

da.

Prueba. Sea C cerrado en X x Y, vamos a probar que X — 71 (C) es abierto Si x € X — m1(C),
entonces {z} x YNC = 0, luego (z,y) € X xY —C,Vy € Y. Como X x Y — C es abierto,
entonces existen abiertos UY y V, talquez € UV yy e V,y (z,y) e UY xV, C X xY —C.La
familia {UY x V, },cy es un cubrimiento de {z} XY, como Y es compacto y {z} XY es homeomorfo

a’Y tenemos que {x} x Y es compacto, por lo que existe un subrecubrimiento finito
{UL X Vy, - U XV, )

de {z} x Y. Entonces
u=U02n---NnU%

es un abierto tal que x € Uy U N7 (C) = (), esto implica, segin Lema 1.16, que
UcX-m(C),

es decir,
X -m(C)=JU.

Por lo que X — 71(C) es abierto y por lo tanto 71 (C) es cerrado. m

Lema 1.17 Sea Y compacto, A C X, U abierto en X X Y tal que A XY C U, entonces existe un
abierto'Ven X talque A XY CVxY CU.
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Prueba. Como 71 (A) = A x Y y pi; es cerrada se sigue del Teorema 1.15 que existe un abierto

VenXtalqueACVyVxY=m'cU =u

Teorema 1.19 El producto finito de espacios compactos es compacto si 'y sélo si cada uno de los

espacios es compacto.

Prueba. La prueba se hard por induccion.

Para el caso cuando n = 2,

(=) Sea X x Y compacto, entonces como m; : X XY - X ym : X XY — Y, por Teorema
1.11, son aplicaciones continuas, y por Teorema 1.17, X = (X X Y)yY = m(X X Y), son

compactos.

(<) Sean X,Y compactos y sea Z = {U,};c3 un cubrimiento de X x Y. Dado z € X, yaque Y
es compacto y {z} XY es homeomorfo con Y, tenemos que {2} X Y es compacto, esto implica

que existe un subrecubrimiento finito {Uy, --- U, }. Sea

entonces por Lema 1.17 existen un abierto V,, tal que
{r} xYCV,xYcCU,.

Como X es compacto y X = | J,.x V2, existe un subrecubrimiento finito de X x Y, pero cada
V., xY C U,, y asi cada U,, es la unién finita de elementos de %/, por lo tanto X X Y es

compacto.

-1
Ahora supongamos que [ [~ X; es compacto, probaremos que [ [}, X; es compacto.

Como

n—1

HX’: (JIxi) x X,

i=1

entonces [[;_, X; es el producto de dos espacio compacto, el caso para cuando n = 2 implica que
n

[T:-, X; es compacto.

Por lo tanto el producto finito de espacios compactos es compacto. ®
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Lema 1.18 Si Y es un espacio compacto de un espacio Hausdorff X y xy ¢ Y, entonces existen

abiertos disjuntos U y 'V de X conteniendo a xoy a'Y respectivamente.
Ahora damos la definicién de un espacio localmente compacto.

Definicion 1.62 Un espacio X se dice que es localmente compacto si rodo punto de X tiene una

vecindad U tal que U es compacto, como subespacio de X

Los espacios localmente cumplen con las propiedades mencionadas anteriormente para espacios

compactos.

Definicion 1.63 Si Y es un espacio compacto y de Hausdorff y X es un subespacio propio de Y tal
que X =Y, entonces se dice que Y es compactificacion de X. Si Y — X consiste en un tinico punto,

entonces Y se denomina compactificacion de un punto de X.
Ejemplo 1.19 El cubrimiento de R por intervalos abiertos
A={(n,n+2)|n € Z}
no contiene ninguna subcoleccion finita que cubra R. Por tanto, la recta real R no es compacta.

En general, resulta complicado decidir cudndo un espacio dado es compacto o no. Si Y un sube-
spacio de X. Entonces Y es compacto si, y sélo si, cada cubrimiento de Y por abiertos de X contiene

una subcoleccion finita que cubre Y.

Definicion 1.64 Una coleccion C de subconjuntos de X se dice que tiene la propiedad de la inter-

seccion finita si cada subcoleccion finita
{Cla B Cn}
de C tiene interseccion no vacia, es decir, C; N --- N C,, es no vacia.

Un criterio formulado en términos de conjuntos cerrados en lugar de abiertos, para decidir si un

espacio es o no compacto. Es el siguiente:
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1.2. Espacios Topolégicos

Si X un espacio topoldgico. Entonces X es compacto si, y s6lo si, para cada coleccién C de conjuntos
cerrados en X con la propiedad de la interseccidn finita, la interseccion de todos los elementos de la

coleccion

¢
cec
€s no vacia.

Teorema 1.20 Sea X un espacio topologico Hausdorff, entonces X es localmente compacto si 'y solo

si dado x € X y un entorno U de x, existe un entorno V de x tal que V es compactoy V C U.
Prueba.

(«=) Por hipétesis, dado = € X existe un entorno V de z tal que V es compactoy V C U, y ya que

V C V, segiin la Definicién 1.62, esto implica que X es compacto.

(=) Supongamos que X es localmente compacto, sea z € X y U un entorno de x. Consideramos
la compactificacién por un punto Y de X, y sea C =Y — U, entonces C es cerrado en Y,
asi, segiin Teorema 1.16, C es un subespacio compacto Y, aplicando el Lema 1.18, elegimos
abiertos disjuntos V'y W conteniendo a 2 y C, respectivamente. Entonces V en Y es compacto

y ademds V N C = (), asi V C U. Que es lo que se queria demostrar.

Ahora definimos los llamados axiomas de numerabilidad y separabilidad. Para los cuales se re-

querir del concepto siguiente.

Definicion 1.65 Sea X un espacio topoldgico, A C X, se dice que A es denso en X si y sdlo, si

A =X, esto es, la clausura de A es todo el espacio X.

La siguiente definicion describe lo que se entiende por el primer axioma de numerabilidad.

Definicion 1.66 Un espacio topolégico X se dice que tiene una base numerable en x si existe una
coleccion numerable (contable) 9 de entornos de x tales que cada entorno de x contiene al menos
a uno de los elementos de 9. Un espacio que tiene una base numerable en cada uno de sus puntos
se dice que satisface el primer axioma de numerabilidad, gue es 1AN, o que es uno-numerable

(uno-contable).
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1.2. Espacios Topolégicos

Sea X un espacio metrizable, entonces existe una métrica d tal que la coleccion de todas las bolas
By(z, %) donde z € X y n es un nlimero entero positivo, es una base para la topologia de X(Definicién
1.50), ademas como el conjunto de los enteros positivos es contable tenemos que B (z, %) es una base

contable en cada x € X. Esto significa que:

Todo espacio metrizable es 1-contable.

Definicion 1.67 Si un espacio topolégico X tiene una base numerable para su topologia, entonces
se dice X satisface el segundo axioma de numerabilidad, gque es 2AN, o que es dos-numerable

(dos-contable).

Luego de haber definido el primer y segundo axioma de numerabilidad, tenemos el axioma de

separacion

Definicion 1.68 Un espacio topolégico X se dice que es separable si tiene un subconjunto denso

numerable.

Definicion 1.69 A un espacio topolégico X se le denomina

(1) un espacio—T, si para todo par de puntos distintos x,y € X existe un conjunto abierto U tal

queor e U ygUdbye U z¢U;

(2) un espacio’T si para todo par de puntos distintos x,y € X existen conjuntos abiertos U y V

talquex e Uy g UyyeV,x & V;

(3) un espacio—715; (o, espacio Hausdorff), si para todo par de puntos x,y € X existen conjuntos

abiertos disjuntos U,V tal que x e Uyy € V.

Ademds

(4) un espacio—Ty es llamado un espacio—T5 (o, espacio regular), si para todo v € X y todo

conjunto conjunto abierto x € U en X existe un conjunto abierto V tal que v € V. C 'V C U;
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1.2. Espacios Topolégicos

(5) un espacio—Ty X es llamado un espacio—13 5 (6, un espacio de Tychonov), si para todo x € X

y todo conjunto abierto x € U en X existe una funcion continua
f:X—=[0,1]

tal que f(x) =1y f(y) = 0 paratodoy € X yy ¢ U;

(6) un espacio—Ty X es llamado un espacio—1T1} (0, un espacio normal), si para todo par de con-
juntos cerrados disjuntos F, G € X existe un par de conjuntos abiertos disjuntos U,V en X

talqueF CUyG C V.
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Capitulo 2

Grupos Topologicos

La teoria de grupos topoldgicos es uno de los ejemplos més interesantes donde interactian dos
areas distintas de las matematicas; la teoria de grupos y la topologia general. A través de esta tltima
se incorpora también otra rama fundamental, como lo es la teoria de conjuntos.

Sabemos que un grupo G es un conjunto de objetos con una operacion binaria * tal que * es
asociativa, en G existe un elemento identidad, y que paraa € G,a™! € G. Por otra parte un espacio
topoldgico es un conjunto X, con una coleccién 7, de subconjuntos de X, tal que (), X € T, ademads
las uniones arbitrarias y las intersecciones finitas de cualquier subcoleccién de 7 estdn en 7. Asi pues
parece bastante obvio decir que un grupo topolégico es un conjunto G que es un grupo, con una

topologia 7 en G, pero la definicién de grupo topoldgico requiere ademas que las aplicaciones

x:GxG—->Gei: G- G,

1

definidas por x((x,y)) = x * y e i(r) = x~ ', respectivamente, sean continuas. Por lo que definimos

lo que entenderemos por grupo topolégico como sigue.

2.1. Definicion de un grupo topologico

Comenzamos con la siguiente definicién de un grupo topoldgico.
Definicion 2.1 Sea G un conjunto que es un grupo y también un espacio topolégico. Suponga que:

(a) la funcion f : G x G — G definida por f(x,y) = xy es continua,
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2.1. Definicion de un grupo topologico

(b) la funcioni : G — G definida por i(z) = = es continua.

Entonces G es llamado un grupo topologico.

El término “grupo topolégico” significard “ grupo topoldgico que es un espacio topolégico Tp,”!

si no es asi serd especificamente establecido.

Segtin el Teorema 1.9 [(1) = (4)], que la funcién f de la Definicién 2.1, sea continua implica
que, para todo (z,y) € G x G y cada vecindad U de f(x,y), existen vecindades V'y W de z e y,
respectivamente, tal que

F(V x W) c U.

Pero ya que f(z,y) = zy, tenemos f(V x W) = VW, por lo tanto
VW c U.

Ademds, seguin el mismo, Teorema 1.9 [(1) = (4)], la continuidad de la funcién i de la Definicién

2.1 implica que, para todo x € Gy cada vecindad U de i(x), existe una vecindad V de z tal que
i(V) cU.

Pero ya que i(z) = 27 1,i(V) = V! asi tenemos
vV'icu.

Ejemplo 2.1 Sea G el grupo aditivo R con la topologia de limite inferior, entonces G no es un grupo

1 2

topoldgico. Sabemos que x=" es —x, asi i : G — G se define como i(x) = —x, ahora un bdsico®, en

1

la topologia de limite inferior es de la forma [a,b),a < b. Ademds tenemos que i~ = i, entonces

i*([a,0)) = i([a, b)) = (=b, —a]

pero este iiltimo no es un elemento bdsico en la topologia de limite inferior. Por lo que i es no continua.

'Ver Definicién 1.69
2Ver Definicién 1.25
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2.1. Definicion de un grupo topologico

Ejemplo 2.2 El grupo aditivo R con la topologia usual es un grupo topolégico. Sabemos que v~ es

—x, la continuidad de i : R — R es clara, ya que dado un bdsico (a,b) en R, tenemos
i((a,b)) = (b, —a)
es bdsico para la topologia usual sobre R, asi i es continua. La continuidad de
f:RxR—R, tal que f[(z,y)] = zy,
se sigue del hecho de que la suma en R es continua, pues en este caso ry = + .

Ejemplo 2.3 Sea G un grupo arbitrario y sea T la familia de todos los subconjuntos de G, es decir,
la topologia discreta de G. Con esta topologia, G es un grupo topologico. Nos referiremos a G, en

tal caso, como un grupo discreto.

Ejemplo 2.4 Sea G un grupo arbitrario y sea T la coleccion que consiste de () y G solamente.

Entonces G es un grupo topolégico (excepto en el caso trivial en el cual G es igual a {e}).
La topologia del ejemplo 2.4 serd muy poco usada en lo que sigue.

Teorema 2.1 Sea G un grupo topologico. Para a € G, la traslacion izquierda y la traslacion derecha

de a son homeomorfismo de G. La aplicacion de tomar inversos es también un homeomorfismo.
Prueba. Segun la Definicion 1.12, para a € G,
aAe XN G—G
son las traslaciones izquierda y derecha de a, respectivamente. Definidas por
AT) =azr y A(x) = za.

Probaremos primeramente que la traslacion izquierda es un homeomorfismo. Para ello debemos probar

que ,A(x) y A7 (z) son continuas, definamos la aplicacién

h:G— Gx G, por h(z) = (hi(x),ha(x)) = (a,x).
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2.1. Definicion de un grupo topologico

Ya que tanto la funcién constante
hy : G — G definida por hi(x) = a

y la funcién identidad

hy : G — G definida por hy(x) = x

son continuas. Por el Teorema 1.10, numeral (5), tenemos que h(z) es continua. Ahora si hacemos la
composicion

foh:G—G

de h(x) con la aplicacién f(z,y) de la Definicion 2.1, que es continua, obtenemos lo siguiente:

(foh)(x)= f(h(x)), por definicién de composicion de funciones
= fl(a,x)], por definicién de h(z)

= axr

Asi pues ;A = f o h, ya que la composicidn de dos aplicaciones continuas es continua, Teorema 1.10,
numeral (3), tenemos que ,\(x) es continua.

Ahora definamos p : G — G por p(x) = a~'x asi tenemos lo siguiente

(aA 0 p)(x) =4 A(p(x)), definicion de composicién de funciones
=, Ma™'2), por definicién de p(z)
= a(a"'x), definicién de ,\(x)
= (aa™ ")z, propiedad asociativa

= ex, propiedad del inverso

= z, propiedad de la identidad.
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2.1. Definicion de un grupo topologico

(poa A)(z) = p(uA(x)), definicién de composicion de funciones
= p(ax), definicién de ,\(z)
= a '(ax), por definicién de p()
= (a 'a)z, propiedad asociativa
= ex, propiedad del inverso

= x, propiedad de la identidad.

Luego ;A op = 1; = po, Adonde I, es la aplicacion identidad en G, lo cual implica que

Para probar que ,\~! es continua definimos
9:G = G x G por g(z) = (1(x), g2(z)) = (™, 2).

Ya que tanto funcion constante

g1 : G — G definida por g;(z) =a"

y la funcién identidad
g2 : G — G definida por go(z) = x
son continuas. Por el Teorema 1.10, numeral (5), tenemos que g(x) es continua.

Asigo f: G — G, donde f(x,y) es la aplicacion de la Definicion 2.1, esta definida como sigue

(fog)(x)= f(g(x)), definicién de composicion de funciones
= f[(a™', x)], definicién de g(x)
= o'z, definicién def(z,y)
Luego ;A7 '(z) = (fog)(z),y ya que la composicién de dos aplicaciones continuas es continua, Teo-

rema 1.10, numeral (3), tenemos que ,\~'(z) es continua. Con lo cual tenemos que ,A(z) y A7 ()

son continuas, por tanto ,A(z) es un homeomorfismo.
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Ahora probaremos que ), es un homeomorfismo, para ello debemos probar que A\, y A;! son

continuas, definamos la aplicacién
h:G—= G x G, por h(z) = (hi(x),ha(x)) = (z,a).

Ya que la funcién identidad h; : G — G definida por h;(z) = z y la funcién constante hy : G — G
definida por hs(x) = a son continuas. Por el Teorema 1.10, numeral (5), tenemos que A(x) es contin-

ua. Si hacemos la composicion

foh:G—G

de h(x) con la aplicacién f(z,y) de la Definicion 2.1, que es continua, obtenemos lo siguiente

(foh)(xz) = f[h(x)], definicion de composicién de funciones
= fl(z, a)], definicién de h(x)

= za, definicién de f(z,y).

Asi pues \,(z) = (f o h)(z), y ya que la composicién de dos aplicaciones continuas es continua,
Teorema 1.10, numeral (3), tenemos que A\, (x) es continua.

Ahora definamos p : G — G por p(z) = za™! asi tenemos lo siguiente

(Aa o p)(x) = Aa(p(x)), definicion de composicién de funciones
= A\o(wa™), definicién de p(z)
= (ra~!)a, definicién de \,(x)
= 2(a"'a), propiedad asociativa
= ze, propiedad del inverso

= z, propiedad del elemento identidad.
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(poAa)(x) = p(Aa(x)), definicion de composicién de funciones

= p(xa), definicion de )\a(l')

~! definicién de p(z)

= (za)a
= 2(aa™'), propiedad asociativa
= ze, propiedad del inverso

= z, propiedad del elemento identidad.

Luego A\, o p = I; = po )\, donde I, es la aplicacion identidad en G, por lo que p(z) = A\ ().

a

Para probar que \;'(x) es continua definimos
g:G =G xG por g(z) = (g1(x), ga(x)) = (w,07").

Ya que la funcion identidad g; : G — G definida por g;(x) = x y la funcién constante g : G — G
definida por go(r) = a~' son continuas. Por el Teorema 1.10, numeral (5), tenemos que g(z) es
continua. Asi tenemos g o f : G — G, donde f(z,y) es la aplicacion de la Definicion 2.1, esta

definida como sigue

(fog)(z) = flg(z)], definicién de composicion de funciones
= f[(x,a™")], definicién de g(z)

= za™',, definicién de f(x,y).

Luego A\, '(x) = (f o g)(z), y ya que la composicién de dos aplicaciones continuas es continua,
Teorema 1.10, numeral (3), tenemos que \, () es continua. Con lo cual tenemos que A\, (z) y \; ()
son continuas, por tanto \,(z) es un homeomorfismo.

Por tltimo probaremos que la aplicacién i : G — G, definida por i(z) = x~! es un homeomorfis-

mo. Como G es un grupo topoldgico i(x) es continua por definicion de grupo topoldgico (Definicion
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2.1), ademads tenemos que

(i 0d)(x) =i(i(x)), definiciéon de composicion de funciones
= i(2™"), definicién de i(x)
= (x7 1), definicién de i(x)
=z.

Luego i o i = Id, la funcién identidad, asf i(x) = i~!(x), y como i(x) es continua, i~!(z) también lo

es. Por tanto, ¢ es un homeomorfismo. m

Corolario 2.1 Sea G un grupo topolégico. La aplicacion p : G — G, definida por

p(z) = ava™

es un homeomorfismo.

Prueba. Sabemos por el Teorema 2.1, que las traslaciones izquierda y derecha son aplicaciones

continuas de G en si mismo, asi tenemos que \,-1 o, A : G — (G, definada como

(/\a*1 Oa )\)(.@) = )\afl(ak(x))
= A\g-1(ax)

= axa "

Asi p(z) = (Ag-1 04 A)(), debemos probar que tanto p(x) como p~!(x) son continuas. Ya que la
composicion de dos aplicaciones continuas es continua, Teorema 1.10, numeral (3), tenemos que p(x)
es continua.

Ahora debemos probar que p~* () es continua, para ello tenemos que
-1 -1
p = (Aa*1 Oq )\)
—a A_l O A;}l .
ya que tanto )\;,11 como ,\~! son continuas, y ya que la composicién de dos aplicaciones conti-

nuas es continua, Teorema 1.10, numeral (3), tenemos que p~'(z) es continua. Por tanto p(z) es un

homeomorfismo. ®
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Definicion 2.2 Un subconjunto C de G es convexo si x,y € Cyx < z < y siempre implica z € C.

Otros ejemplos de grupos topoldgicos son los siguientes

Ejemplo 2.5 (Grupos ordenados) Sea G un grupo con mds de un elemento que es linealmente orde-
nado por la relacion <, escritox < yoy < x para x,y € G. supongase también que x < yNa € G

implica ar < ay \ xa < ya. Para a,b € G tal que a < b, sea
la,b[={x € Gla < z < b}.

Sea la familia de todos los conjuntos |a, b| una base para topologia en G; note que G no tiene elemento
mdximo ni minimo, asi que

G = | J{Ja,bla < b}.

Entonces G es un grupo topologico 1.

Para mostrar que i : G — G, dada por i(x) = 2~ ! es continua. Debemos mostrar que para ]a, b|

abierto

i (Ja,b)) = i(a, b)) =]b~", "'

es un conjunto abierto. Para ello lo que tenemos que mostrar es que si a < b, entonces b~ < a~ .

Sean a,b € G tal que a < b, como G es un grupo o™}, b~ € G, entonces tenemos

a < b= aa"' < ba"', porlasuposicién en el ejemplo

= e < bat

1

= b 'e < b 'ba™!, por la suposicién en el ejemplo

=bl<eat=al

Por lo que |b=!, @[ es un conjunto abierto. Y por lo tanto i(z) es continua.
Ahora probaremos que la multiplicacién es continua, tenemos que mostrar que para todo punto

(z,x) € G x G,y cada vecindad |/, f[ de f(z,x), existe una vecindad ]c, d| de x tal que

f(e,d[x]e,d]) ]I, f]
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ya que f(]c, d[x]c,d]) =]c?, d?[, entonces |c?, d*[C]l, f[, esto es, ¢ < [y d* < f, haciendo | = e el
elemento identidad, entonces tendriamos e < d? < f, por lo que es suficiente probar que sia > ey
existe algtin x para el cual e < = < a, entonces existe un b > e tal que b* < a. Si x*> < a, hacemos
b=x.

Si 22 > a, hacemos b = ax~!. Entonces otra vez b* < a, porque

W =artaz™' > a

implica que x 'az~! > ey por tanto a > z2, lo cual es una contradiccién. Por lo tanto la multipli-

cacion en G es continua, y asi G es un grupo topoldgico 7.

Ejemplo 2.6 Consideremos un conjunto bien ordenado S. Sea G el conjunto de todas las funciones

de valor real definidas en S. Para f,g € Gy s € S, sea
(f +9)(s) = f(s) + g(s).
Entonces G es un grupo aditivo abeliano. Escribimos f > g si para algiin sy € S, tenemos
f(s0) > g(s0) ¥ f(s)=g(s)

para todo s < sg. Entonces G es un grupo ordenado. Con la topologia descrita en el Ejemplo 2.5, G

es un grupo topoldogico no discreto.

Si S tiene un elemento extremo [, entonces existe una base en O(la funcion idénticamente 0) con-

sistiendo de intervalos | — g;, ¢;[ donde
gi(s) =0 sis<lyg(l)=tt>0.

Si S no tiene elemento extremo pero tiene un subconjunto contable, entonces existe una base contable

en 0.

2.2. Vecindades de la Identidad en Grupos Topologicos

Si G es un grupo topoldgico y g € G denotamos por %, la base®, de todas las vecindades del

elemento g de G. Cuando no haya confusion escribiremos solamente %/ . De estas bases, la base %,

3ver Definicién 1.27
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que se obtiene cuando g = e el elemento identidad de G es de vital importancia.

Teorema 2.2 Sea G un grupo topolégico, y sea % una base para la identidad e de G. Entonces las
Sfamilias

{zU} y {Uz},

donde x recorre todos los elementos de G y U recorre todos los elementos de 7/ , son bases de G.

Prueba. Probemos primeramente que {xU} es una base para G. Sea W cualquier subconjunto

abierto no vacio de G, y a cualquier elemento de W. Ya que la traslacion izquierda de G por a™!,

oA G = G, definida por , 1 \(z) =a 'z

es un homeomorfismo (Teorema2.1), tenemos que a W =,-1 A\(W) es un conjunto abierto. Como

a € W, se tiene que ¢ = a'a € a~'W. Como % es una base para e, existe un U € % tal que
ecUCa'W.
Por lo que

aU C a(a"*W), multiplicando por a
= (aa”")W, propiedad asociativa
= eW, propiedad del inverso

= W, propiedad del elemento identidad

Asi W es una unién de conjuntos abiertos aU, asi, por el Lema 1.13, {zU} es una base para G,

Ahora probemos que {Uxz} es una base para G. Sea V cualquier subconjunto abierto no vacio de

G, y sea a un elemento de V. Ya que la traslacién derecha de G por a !

Ae-1: G — G, definida por \,-1(z) = za ™",

es un homeomorfismo (Teorema 2.1), tenemos que Va~! = X\,-1(V) es un conjunto abierto. Como

a € V, setiene que e = aa~! € Va!. Como % es una base en e, existe un U € % tal que
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e € U C Va ! Porlo que

Ua C (Va ')a, multiplicando por a
= V(a'a), propiedad asociativa
= Ve, propiedad del inverso

=V, propiedad del elemento identidad.
Asi 'V es una unién de conjuntos abiertos Ua, asi por el Lema 1.13, {Uz} es una base de G. m

Corolario 2.2 Supongase que un subgrupo H de un grupo topologico G contiene un subconjunto

abierto no vacio de G. Entonces H es abierto en G.

Prueba. Sea U un subconjunto abierto no vacio de G tal que U C H. Para todo a € H, ya que la

traslacién derecha de G por a !

Aot : G = G, definida por A\, 1(z) = za™*,

es un homeomorfismo (Teorema 2.1), el conjunto Ua = A, (U) es abierto en H, perocomo H C G, Ua

es abierto en G. Por lo que, el conjunto

H:UUa

es la unién de conjuntos abiertos y por lo tanto H es un conjunto abierto en G. =

El siguiente hecho es usado frecuentemente.

Proposicion 2.1 Sea f : G — H un homomorfismo de grupos topolégicos. Si f es continua en el

elemento identidad e de G, entonces f es continua.

Prueba. Sea € G un elemento arbitrario, y sea W una vecindad de y = f(z) en H. Ya que la

traslacion izquierda de H por y

yA:H — H, definida por ,\(z) = yz,
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es un homeomorfismo de H sobre si mismo (Teorema 2.1), existe una vecindad V del elemento
identidad ey tal que

AV)CW,

pero ,A(V) = yV asi que
yV C W.

Ya que f es continua en e, para alguna vecindad U de e tenemos que f(U) C V en H. De nuevo,

Ya que la traslacion izquierda de G por x
A G — G, definida por  A(t) = zt,

es un homeomorfismo de G sobre si mismo (Teorema 2.1), el conjunto U =, A(U) es una vecindad

de x en G, y ya que f es un homomorfismo, tenemos que

f(zU) = f(x)f(U), yaque f es un homomorfismo

=yf(U), yaquey = f(z)
CyV, yaque f(U) CV

C W, yaqueyV C W.
Luego, f es continua en cada punto x € G. Por lo tanto f es una funcién continua es continua. m

Definicion 2.3 Un espacio X se dice homogéneo si para cada x € X y cada y € X, existe un

homeomorfismo [ del espacio X sobre si mismo tal que f(x) = y.
Del Teorema 2.1 se obtiene el resultado siguiente

Corolario 2.3 Todo grupo topolégico G es un espacio homogéneo.
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Prueba. Tomemos elementos cualesquiera 7,y € G ya que G es un grupo tenemos que z ! € G,
asi 2 = 7'y € G. Entonces
A(z) =2z
—1
= x(xy)

= (za™)y

ey

Ya que la traslacion izquierda de G por 2
A G — G, definida por A\(z) = 2z,

es un homeomorfismo de G sobre si mismo (Teorema 2.1), el espacio G es homogéneo. m

La siguiente definicion esta dada para un conjunto cualquiera.

Definicion 2.4 Una familia & de subconjuntos no vacios de un conjunto X es llamado un prefiltro

en X si X € &,y para cada coleccion finita A+, - -- , A, de elementos de &, existe B € & tal que

BcC()A.
i=1
Si, ademds, de A € &y A C B C X se sigue que B € &, entonces & es llamada un filtro en X.

Damos la siguiente condicién llamada condicion (¢): para cada U € %, y cada x € U, existe
V € . tal que Vx C U.

Supongamos que G es un grupo. Nos preguntamos, ;Cuadles restricciones en el prefiltro .%, garan-
tizan que la aplicacion de tomar inversos sea continua? ;Cudles de las condiciones son necesarias para
hacer que la operacion de multiplicacién sea mutuamente continua?

Las respuesta a estas cuestiones no son completamente claras. Por ejemplo, no es suficiente re-
querir que todos los elementos de .%, sean conjuntos simétricos (esto es, que satisfacen la condicion
A = A ') para seguirse que la aplicacién de tomar inversos sea continua. También no es suficiente
asumir que para cada U € .7, exista V € %, tal que V? C U para hacer que la operacién producto

sea mutuamente continua, siempre en presencia de la condicion ().
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Dado un grupo G, ;cudles son las propiedades de una base en la identidad e de G? La respuesta

esta en el siguiente resultado.
Teorema 2.3 Sea G un grupo topologico y % una base en la identidad e de G. Entonces:
1) para todo U € % , existe un elemento V € % tal que V* C U;
11) para todo U € U , existe un elementoV € % tal que V! C U,
1) paratodo U € % ytodo x € U, existe V € % tal que Vx C U,
1V) paratodo U € % yx € G. existe V € U tal que xVz~! C U;
V) para U,V € % , existe W € % tal que W C UNV,
VD) {e} = Nyes U.
Prueba.

1) Como G es un grupo topoldgico, Definicién 2.1,, la aplicacién f : G x G — G, definida por
f[(z,y)] = xy, es continua, entonces, por el Teorema 1.9 [(1) = (4)], para e € G y para cada
vecindad U de

fle,e) =e-e=e,

existe una vecindad V de e tal que f(V x V) C U pero como

F(VXV)=VV
= V2.

Obtenemos V2 c U.

11) Como G es un grupo topolégico, Definicion 2.1, la aplicacién de tomar inversos i : G — G,
definida por i(x) = 2!, es continua, entonces, por el Teorema 1.9 [(1) = (4)], paraec € G y

cada vecindad U de
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I11)

V)

V)

existe una vecindad V de e tal que i(V) C U, pero
i(V) =V

asi obtenemos que

v-lcU.

Por el Teorema 2.1, la traslacién derecha de G por z, esto es \,, es continua, entonces, por el

Teorema 1.9 [(1) = (4)], para e € G y cada vecindad U de
A(€) = ex =z,
existe una vecindad V de e tal que A\,(V) C U, ya que
A(V)=Vz

tenemos que

Vz C U.

Por el Corolario 2.1, sabemos que la aplicacién p : G — G, definida por p(z) = aza™! es

continua, entonces, por el Teorema 1.9 [(1) = (4)], para e € G y cada vecindad U de

existe una vecindad V de e tal que p(V) C Uy ya que
p(V)=2Va!

obtenemos que

Vet cU.

Sean U, V vecindad de la identidad e, ya que e € U N V, entonces, por la segunda condicién

de la definicion de base, Definicion 1.25, existe W € %, e € Wtalque W C UN V.
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Vi) Sea W = [y U, ya que 7 es una base en e, tenemos que e € W, supéngase que v € W

con z # e, pero G, el grupo topoldgico es un espacio Ty, asi z ¢ W, luego
{e} =W

= (U

Ue%

Lema 2.1 Sean U, V, W subconjunto de un grupo G y sean a,b € G, entonces UaVb C Wab si y
sélosiU(aVa™') CW

Prueba.
(=)

UaVbh € Wab = (UaVb)b~' ¢ (Wab)b™!
= (UaV)bb~' C (Wa)bb™!
= (UaV)e C (Wa)e
= UaV C Wa
= (UaV)a™' € (Wa)a™'
= U(aVa™) C W(aa™)
= U(aVa™') C We

= U(aVa™ ') C W

U(aVa™) C W = U(aVa ')a C Wa
= U(aVa'a) C Wa
= U(aVa'a) C Wa
= UaV C Wa
= UaVb C Wab
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Por lo tanto UaVb C Wab <= U(aVa™!) C W =u

Teorema 2.4 Sea G un grupo topolégico y % una base en la identidad e de G que cumple las

condiciones 1)-VI) del Teorema 2.3. Entonces la familia
T = {W|para cada x € W,3U € % tal que Uz C W.}
es una topologia para G. Con esta topologia G es un grupo topologico.

Prueba.
(1) Probemos que 7 es una topologia en G.

a) Paracadax € G,3U € % tal que Uz C G. Porlo que G € T, ademds también () € T

b) Sea I un conjunto de indices y sea A = U;c1W,; donde cada W; € T ,i € 1. Entonces
paracadax € A,z € W;,i € I, JU; € % tal que U;x C W;. Entonces

i€l il il
Como cada U € % ,U;c1U; € % ,porlo tanto A € T.

¢) Ahora asumamos que W1, Wy € 7,y hacemos W = W; N W,. Debemos probar que
W € T. Tomemos cualquier z € W, por la definicién de 7T, existen U; y U, en % tal
que Uz C W1y Usx € Wy Por V) tenemos, que existe U € % tal que U C U; N Us.

Entonces

Uz C (Ul N UQ)LU
C Ull’ N UQ.’L'
C W;N'W,y

=W.
Por lo tanto W € T.

a),b) y ¢) muestran que 7 es una topologia en G.
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)

3)

Probamos que la multiplicacién en G es continua con respecto a la topologia 7.

Sean a y b elementos arbitrarios de G, y sea QQ cualquier elemento de 7 tal que ab € Q.
Entonces existe W € % tal que Wab C Q. Para todo (a,b) € G x G, ya que cada Wab es
una vecindad de ab = f(a,b),yparaU € % yV € %/, Ua es una vecindad de a y Vb es una

vecindad de b, como UaVb = f(Ua x Vb). Asi que para probar (2), es suficiente mostrar que
UaVb C Wab

pero segun el Lema 2.1, esto es equivalente a mostrar que U(aVa™') C W.

Ahora veamos como podemos elegir U y V en % . Primero aplicamos I) del Teorema 2.3, para
elegir U € 7% tal que U2 C W. Después de esto, usamos IV) del Teorema 2.3 para elegir

V € % tal que aVa~! C U. Entonces, por la eleccién de Uy V, tenemos

U(aVa ™) c U?

cCW

lo cual implica que UaVb C Wab, por Lema 2.1. Asi, segtin el Teorema 1.9 [(4) = (1)], la
multiplicacién en G es continua. En particular, todas las traslaciones derechas de G, )\, son

continuas, y el espacio G es homogéneo.

Por ultimo probemos que la funcién que toma elementos inversos, i, de G en si mismo definida

1

por z(x) =z~ es continua con respecto a las topologia 7.

Ya que
i (U)=i(U)=U""

Para probar (3), es suficiente verificar que U™ € T, con U € 7 Tomemos un punto arbitrario
x € UL asiIII) del Teorema 2.3 implica que Vz—! C U para algiin V € % . Aplicando II)
del Teorema 2.3 elegimos W € % tal que W~ C V. Entonces

W lztcve!

cU,

80



2.2. Vecindades de la Identidad en Grupos Topologicos

se sigue que

aW = (z7 ) {(WH)™!
— (W_lilj_l)_l

c UL

y ya que W es una vecindad abierta de x en G, concluimos que U~ es un elemento de 7.

Esto prueba (3).

Por lo tanto G es un grupo topoldégico. m

Teorema 2.5 Sea G un grupo topolégico, y sea % una familia de subconjuntos de G satisfaciendo

las condiciones 1)-VI) del Teorema 2.3. Entonces la familia
By ={Uala € G,U € %}
es una base para una topologia Ty, en G. Con esta topologia, G es un grupo topoldgico, y la familia
{aUla € G,U € %}
también es una base para la misma topologia en G.

Prueba. Sea W abierto en G, es decir, W € T, entonces para cada x € W, JU € % tal que
Uz € W.Como e € U,z € Uz, por lo que paracadax € W,3Ux € B, talquex € Uzr C W,
esto implica que, W = | J Uz donde Uz es abierto y segin Lema 1.14, %, es una base.

Finalmente VI) y la homogenuidad de G implica que la topologia 7 satisface el Axioma de sepa-
racion 77. Esto finaliza la prueba del teorema. m

Como un subconjunto A de G es simétrico si A~! = A, tenemos en particular la definicién

siguiente:

Definicion 2.5 Una vecindad U se dice que es simétrica si U™ = U.

Lema 2.2 Sea U una vecindad de e. SiV = U NU"!, entonces V' = V.
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Prueba. Seaz € V,

reV=2zcUnU!
=rcUnzecU!
=2 'eUAxle(U)y=U
=z 'elnuU™!
=zc(UnU Y t=Vv1

LuegoV C VL

Sea ahorax € V71,
reVisz=vlvev=UnU"
=z tl=0eUnU™!
=z 'ecUnaztcU!
=z2cU''AzecU
=zeUNU =V,

LuegoV''!CV.YporlotantoV'! =V. m

Teorema 2.6 Todo grupo topologico G tiene una base abierta en e consistiendo de vecindades U tal

que U = U~! [esto es, vecindades simétricas].

Prueba. Para una vecindad arbitraria U de e, sea V =UnN U~'. Entonces, por el Lema 2.2,
V~1 =V, Vesunavecindad de e, y V C U, esto implica que U es la unién de vecindad simétricas

V. Por lo tanto, segtin el Lema 1.14, estas vecindades forman una base. m

Corolario 2.4 Sea G un grupo topolégico. Para toda vecindad U de e, 3V vecindad de e tal que
VcU.

Prueba. Sea V una vecindad simétrica, es decir V.= V! deetal que V2 C U.Siz € V,

entonces, por el Teorema 1.8, 32V vecindad de x tal que
(xV)NV £ 0.

82



2.2. Vecindades de la Identidad en Grupos Topologicos

Sea b € xV NV, asi tenemos:

beaxVNV=bexVAbeV
=b=axv,ve VAbLEV
1

Swl=gw!t=1x

=z=bleVVl

Por lo tanto
r€VV!I=VV, yaqueV=V"!
=V?
c U
Luegoz € UyporlotantoV C U. m
Recordemos que un espacio regular es Hausdorff si es un espacio 7
Teorema 2.7 Sea G un grupo topologico-Ty. Entonces G es regular y por lo tanto Hausdorff.

Prueba. Por el Corolario 2.4, G satisface el axioma de regularidad en e, y por el Teorema 2.1,
G satisface el axioma de regularidad en todo punto, por lo que G es un espacio regular y como por

hipétesis G es un espacio Ty, esto implica que G es un espacio de Hausdorff. m

Teorema 2.8 Sea G un grupo topologico, sea U cualquier vecindad de e, y sea ¥ cualquier subcon-

junto compacto de G. Entonces existe una vecindad V de e tal que
tVz~! c U, Vr € F.

Prueba. Por la condicién (/) del Teorema 2.3, para toda vecindad simétrica V de e, existe una
vecindad simétrica W, de e tal que W? C V ademds por la condicién (I7) del Teorema 2.3, existe
una vecindad W tal que W' C V| luego

WWcVvv
W?2W C V2, yaque W' =W
W?c V2
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y por la condicién (1) del Teorema 2.3, tenemos que V2 C U, asi tenemos una vecindad simétrica W

tal que W3 c U.

Ya que
F C U Wz
zeF
y F es compacto, existe x1, - - - ,x,, € F tal que
F C U Wz,
k=1
Sea
V = ﬂ x,fWa:k.
k=1

Como cada x,;Ika es una vecindad de e también V es una vecindad de e, y kax,;l C W para

k=1,---.,n.Siy € F, entonces y € Wz, para algin k,
k=1,---,n. Asi y = wxy, para algin w € W, y por tanto
yVy ' = wx, V(wz,) ™", sustituyendo y = way,

= wa, Va; 'w?

= w(zp Va, Hw ™!

, propiedad asociativa
CwWuw ™', yaque 7, Va,' CW

C WWW, yvaquew € W

= W?

cU.
Porlo tantoyVy ! C U,Vy € F m

Ejemplo 2.7 Sea G un grupo y sea .% una familia de subgrupos invariantes de G cerrados bajo la

formacion de intersecciones finitas y tal que

{e} =7

Entonces la familia de todos los conjuntos de la forma Hx, donde H € % | es una topologia T en G.

Esto se sigue inmediatamente del Teorema 2.5. Con esta topologia, G es cero-dimensional. De hecho,
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cada H € % es tanto abierto como cerrado asi el complemento de H es la union de clases disjuntas

de H.

2.3. Subgrupos, Conjuntos abiertos y Clausuras

En esta seccién, damos unos métodos de formar nuevos grupos topoldgicos de un grupo topoldgi-
co dado. Describimos aqui las propiedades simples de las familias de abiertos, cerrados en grupos
topoldgicos, las forman una base solida para la construccion del dlgebra topoldgica.

En lo que sigue usaremos el resultados siguiente:

Proposicion 2.2 Para conjuntos A, B y C cualesquiera de un grupo G, tenemos ABNC = () siy
solo, si ANCB™ = .

Prueba.

(1) ABNC=0=ANnCB!=.

Por contradiccién, supongamos que A N CB™! # (), entonces existe un z € A N CB ™', asi

reANCB !'=2cAAzcCB!
zeAANz=cb! ceC,beB
=zrcAANzb=cb'b, ceC,beB
=>r€ANzb=ce, ce C,beB
==rc€ANzb=c, ceC/beB
=ceABAceC
=ce€ ABNC

= ABNC #0.

Esto contradice el hecho de que AB N C = (). Por lo tanto AN CB™' = ).

() ANCB'=0=ABNC =0.
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Por contradiccion, supongamos que AB N C ## (), entonces existe un y € AB N C, asi

ye ABNC=ycABAyeC
=sy=abac A,be BAyeC
Sybt=abb l,ac A beBAryeC
=yb ! =ac,a € A,be BAycC
=yb'l=aaeAbeBAycC
=acCB'AacA
=acANCB™!

= ANCB! #(.

Esto contradice el hecho de que A N CB™! = (). Por lo tanto AB N C = .

Teorema 2.9 Sea G un grupo topologico, F un subconjunto compacto de G, y P un subconjunto
cerrado de G tal que F NP = (). Entonces existe una vecindad abierta V del elemento identidad e

talque FVNP =0 y VFNP = 0.

Prueba. Como por Teorema 2.1, las traslaciones izquierda de G por x, esto es , A, son continuas,

podemos elegir, para todo x € F, una vecindad abierta V, de e en G tal que
zV, NP =0,

estoes rV, C G — P(Lema 1.16). Usando la continuidad de la multiplicaciéon en G, podemos tam-
bién tomar una vecindad abierta W de e tal que Wi C V.. Los conjuntos tW_,, con x € F, cubren
el conjunto compacto F', asf existe un conjunto finito C C F tal que F C |J,.c *W,. Hagamos
V=[] W..
zeC
Debemos mostrar que FV; NP = (), yaque FV; NP = siysolosiyViNP =), Vy € F, asi que

lo que necesitamos es verificar que yV; NP = (), paracaday € F.
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Para ello, dado un elemento y € F', podemos encontrar x € C tal que y € W ,. Entonces

yV, C tW,V,, porLema 1.7
Cx2W, W, yaqueV; C W, VreC
= xWi
CaV,, yaque W2CV,
cG-P,

luego yV; € G — P, lo cual implica, segtin Lema 1.16, que yV; N P = () para todo y € F. Esto
implica que FV; NP = (). Con un procedimiento similar usando la traslacién derecha de G, por z,
podemos encontrar una vecindad V, de e en G que satisfaga Vo,F NP = ().

Haciendo V = V; NV, yaque
F(V1 N V2) - FV1 n FV2
tenemos que

FVNP=F(V,.NnVy)NnP
— (FV.NFV,) NP
= (FV,NFV) NP
=FV,N(FV;NP)
=FV,N0, yaque FV, NP =0
= 0.

Ademads, ya que

(ViNVy)F = V;F N V,F
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tenemos que
VENP=(ViNVy)FNP
=(ViFNV,F)nP
=V, Fn(Vo,FNP)
=V, FN{, yaque VoFNP =)
= 0.
Por lo tanto encontramos una vecindad V, talque VFNP =0 yFVNP =(. m

Teorema 2.10 Sean A y B subconjuntos de un grupo topologico G. Entonces tenemos:

(1) (A)(B) C (AB);

(1) (A)~! = (A1), A simétrico;

(i) vAy = (vAyp);

Si G es un grupo topologico-Tj, entonces también tenemos:
(1v) si ab = ba para todo a € A y b € B, entonces ab = ba para todoa € A yb € B.
Prueba.

(1) Supéngase que z € A,y € B,y que U es cualquier vecindad de e. Entonces existe una vecindad
V de e tal que (V)(yV) C xyU. Como = € A, entonces, por Teorema 1.8, literal (a), IzV
vecindad de x, tal que

AnNaV #0.

Ademads, como y € E, entonces, Teorema 1.8, literal (a), 3yV vecindad de y tal que
BnyV #0.

Seaa € tVN A entoncesa € ANa € xV,yseabe BNyV,entoncesb € BAb € yV,
asiab € AB A ab e zVyV, luego

abe ABNxzVyV C zyU.
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Esto implica que, por el Teorema 1.8, literal (a), zy € AB. Por lo tanto

(A)(B) Cc AB.
(1) Seax € (A)~!, y sea V cualquier vecindad de e. Como = € (A)~!, entonces
e ((A)T) T =A,
entonces, por el Teorema 1.8, literal (a), existe una vecindad 2=V de 2! tal que
VA #D.
Seaa € 7'V N A,

acx 'VNA=aca 'VAacA
sate(@'V)l=vizH!
=Vig
como a 'e A™!
=ateViznatleA!
=a'eViznAl
=V iznA1t#£0,
y ya que V~'z es una vecindad de z, por el Teorema 1.8, literal (a), tenemos que € A~1,
luego (A)~' C A-1.
AT

Ademas, six € , entonces, por el Teorema 1.8, literal (a), 3V vecindad de z tal que

tVNA£0).

Seaa € xtVNA,

acxVNA=aczVAacA
=alec@V)'=Viat Aate(ATH) T =A
=a'leVizt AaleA
=a'eVizTInA

=V iz nA#£0.
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(117)

(Iv)

ya que V27! es una vecindad de !

, entonces por el Teorema 1.8, literal (a), se tiene que
z~! € A esto implica que
r=(@1"te(A)"
Luego A~1 ¢ A", Por lo tanto
(A~ =A-L
Mostremos primero que la aplicacién p : G — G, definada por p(a) = zay es un homeomor-

fismo, notemos que

(eA 0 Ay)(a) == A(Ay(a))
—z )‘(ay>
= zay = p(a),
entonces p =, A o \,, ya que tanto la traslacién izquierda de G por z,, A como la traslacion

derecha de G por y, A, son homeomorfismo, por lo cual p es la composicién de dos homeomor-

fismo, esto implica que p es un homeomorfismo.

Asi tenemos que
zAy = p(A)

p(A

~—

rAy

Por lo tanto zAy = zAy.

Suponga que ab = ba para todo a € A,b € B. La aplicaciéon p : G x G — G, definida
por p[(a,b)] = aba='b~! es continua. Pues, sabemos que la aplicacién f : G x G — G de
la definicién 2.1 y la traslacién derecha de G por a='b~!, \,-1,-1, son continuas. Tenemos que

p = Aq-1p-1 © f, asi p es continua, ya que es la composicién de dos aplicaciones continuas.

Ahora bien como {e} es cerrado por el Teorema 2.7, deducimos que
H = {(a,b) € G x Glaba 'b" = ¢}
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es cerrado. Asi A x BC Hy (A x B) = A x B. Asi, tenemos A x B C H. Esto implica que

si (a,b) € A x B entonces

aba b = e = aba b b = eb
= aba e ="b
= aba' = b
= aba"'a = ba
= abe = ba

= ab = ba.

Esto es, ab = ba paratodo a € A, b € B.

Corolario 2.5 Si H es un subgrupo, o subgrupo normal de un grupo topoldgico G, entonces H es
también un subgrupo, o subgrupo normal, respectivamente, de G. Si G es un grupo topologico-Ty y

H un subgrupo abeliano de G, entonces H es también un subgrupo abeliano.

Prueba. Si H es un subgrupo de G, entonces HH C H, esto implica que (H)(H) C H. Por el

Teorema 2.10 (I) tenemos que

(H)(H) c HH.

Esto significa que si z,y € H, entonces vy € (H)(H) C HH, luego xy € H y por lo tanto el

producto en H es cerrado.

Ademids si H es un subgrupo de G, entonces H™' C H, esto implica que H-1 C H. Por el

Teorema 2.10 (II), tenemos

H)"'=H"!CcH,
esto significa que si # € H, entonces ' € (H)~! C H, luego 2~ € H. Si hemos probado que H

es un subgrupo de G.
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Si H es un subgrupo normal, entonces,por el Lema 1.5 H = aHa !,Va € G, luego, por el
Teorema 2.10 (III),
aHa™' = ¢Ha ! C H,

asi que H es un subgrupo normal de G.
Finalmente, si H un subgrupo abeliano de G, entonces ab = ba,Va,b € H. Sea H = AB, con

A, B subconjuntos de G, entonces, por el Teorema 2.10 (1),

(A)(B) C (AB) =H,
ademds, por Teorema 2.10 (IV), si ab = ba,Va € A, Vb € B, entonces
ab = ba,Va € A,Vb € B,

por tanto, H = AB es un subgrupo abeliano. m
En los grupos topoldgicos existe una relacion intima entre los conjuntos de la forma AU, donde

U es abierto y la operacién clausura.

Proposicion 2.3 Sea G un grupo topoldgico, tal que Ya € G la traslacion izquierda de a,, \, es

continua. Entonces, para todo subconjunto A de G y toda vecindad U del elemento identidad e,
A C AU.

Prueba. Sea v € Ay sea V una vecindad de e tal que V! C U. Entonces, por el Teorema 1.8,

existe tVtalquex € tVy ANaV # (. Seaa € ANzV,

ac ANzV=acAANaczV
= a = zv, paraalginv € V
1

savl=zw'tl=gze=2

=zr=av v leV

luegoz € AV' C AU.Siz € AUyporlotanto A C AU. m

Un enunciado similar es valido para grupos topoldgicos con traslacién derecha de a, A,, continua.
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Teorema 2.11 Sea G un grupo topolégico con identidad e. F un subconjunto compacto de G,y U

un subconjunto abierto de G tal que ¥ C U. Entonces existe una vecindad V de e tal que
(FV)U (VF) C U.
Si G es localmente compacto, entonces V puede elegirse tal que (FV) U (VF) sea compacto.

Prueba. Para cada z € F, existen unas vecindades W, de e tal que tW, C Uy V, de e tal que
V2 C W,. Como
Fc|]JaV,=FV,

zeF

y ya que F' es compacto existen zy, - - - z,, € F tal que

FC|JzV,,.
k=1
Sea
Vi=()V.,
k=1
Entonces

C U T, Wy, , yaque Vik C W,,
c U

Similarmente, existe una vecindad V, de e tal que VoF C U. Con V = V; N V,, obtenemos

(FV) U (VF) C U. Si G es localmente compacto, entonces, por Teorema 1.20, V puede elegirse tal
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que V sea compacto. Del Teorema 2.14 se sigue que F (V) es cerrado y compacto. Como FV C FV y
FV es cerrado, tenemos FV C FV, y por tanto FV es compacto. De forma similar, VF es compacto,

asi que (FV) U (VF) es compacto. m

Teorema 2.12 Sea G un grupo topolégico, tal que Ya € G la traslacion izquierda de a, )\, es
continua, y A, una base del espacio G en elemento identidad e. Entonces, para todo subconjunto A
de G,

A= ﬂ AU.
UeHBe

Prueba. De la Proposicién 2.3, tenemos que A C AU, porlo que A C Nues, AU.

Para demostrar que [y, AU C A, tenemos que verificar que si # € AU paratodo U € 4.,
entonces r € K, por su contra-reciproco esto es equivalente a mostrar que x §Z K, entonces existe
Uc B talquer ¢ AU. Six ¢ A, existe una vecindad abierta W de e tal que (tW) (A = .
Tomamos U € %, satisfaciendo la condicion U~! € W. Entonces zU~! (| A = (), la Proposicién

2.2, implica que {z} N A(U!)~' = {} N AU = 0, entonces = ¢ AU. Por lo tanto

A= (] AU
Ue.
[
Similarmente, la ecuacién
A= (| UA
Ues.

se satisface para grupos topoldgicos con traslacion derecha de a, A\, continua.

Teorema 2.13 Sea G un grupo topologico. La clausura {_e} de {e} en G es un subgrupo normal
cerrado de G y es el subgrupo mds pequerio cerrado de G. La clausura de un punto a € G es la clase

a{e} = {e}a.

Prueba. Por el Corolario 2.5, @ es un subgrupo normal cerrado de G. Esta claro que es el
subgrupo cerrado mas pequefio de G. Ya que la traslacién izquierda es un homeomorfismo, la clausura
de {a} es a{e},Va € G. Por tanto, como {e} es un subgrupo normal, tenemos a{e} = {e}a. m

En el resultado siguiente obtenemos una aplicacion continua que usaremos en el Teorema 2.14.
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Lema 2.3 La aplicacion q : G — G definida por q(x) = x7'a,a € G es continua.

Prueba. Por la definicién de un grupo topoldgico (Definicién 2.1) sabemos que la aplicacion de
tomar inversos es continua y por Teorema 2.1, la traslacién derecha por a,a € G es continua, esto es,

i(r) = 271y M\o(7) = za, y tenemos que

ya que la composicion de dos aplicaciones continuas es continua (Teorema 1.10, numeral (3)) tenemos

que ¢(x) es continua. m

Proposicion 2.4 Para conjuntos A, B y C cualesquiera de un grupo G, tenemos ABNC = () si, y
sélosiBNA™'C = 0.

Prueba.

(1) ABNC=0=BnA'C=40.

Por contradiccién, supongamos que B N A~'C # (), entonces existe un z € BN A~'C, asf

reBNA'C=2cXArcA'C
=zecXANz=a'c,ceC,acA
=zeXANar=aa"'¢,ceC,ac A
=>reXNar=ce, ce C,a€ A
>rzeXNar=c¢, ceCae A
=ccABAceC
=ceABNC

= ABNC # (.

Esto contradice el hecho de que AB N C = (). Por lo tanto BN A™'C = (.
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() BNA'C=0=ABNC=0.

Por contradiccion, supongamos que AB N C ## (), entonces existe un y € AB N C, asi

ye ABNC=ycABAyecC
=sy=abae A,be BAyeC
=aly=altabac A, be BAycC
=aly=ebac A,bc BAycC
=a'ly=bacAbeBArycC
=acA'CADEB
=beBNA'B
= ANCB!'#0.

Esto contradice el hecho de que A N CB~! = (). Por lo tanto AB N C = ).

Teorema 2.14 Sea G un grupo topologico y A, B subconjuntos de G.
(1) Si A es abierto y B es arbitrario, entonces AB y BA son abiertos.
(11) Si A y B son compactos, entonces AB es compacto.
(111) Si A es cerrado y B es compacto, entonces AB y BA son cerrados.

(1v) Si A y B son cerrados, AB no necesariamente es cerrado.

Prueba.

(1) Probemos primero que

AB:UAh

beB
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a) Seax € AB,

re€AB=x=abac AJbeB

= x € Ab, paraalgin b € B

asi v € (Jyep AD, luego AB C | J,cp Ab.

b) Seaw € | J,p AD,

T € UAb:>a7€Ab, para algin b € B

beB

=x=ab,a€ A

=z € AB.
Luego | J,.z Ab C AB.
Por a) y b) tenemos que
AB = | Ab.
beB

Ahora probemos que AB es abierto. Como
AB = [ J Ab;
beB

ya que si A es abierto, también lo es Ab para todo b € B. Asi que AB es la unién de conjuntos

abiertos y por tanto es abierto.

Similarmente para BA. Tenemos que

BA = JbA;
beB

si A es abierto, también lo es bA para todo b € B. Asi BA es la unién de conjuntos abiertos,

por tanto es abierto.

97



2.3. Subgrupos, Conjuntos abiertos y Clausuras

(11)

(117)

(Iv)

Para probar que AB es compacto tenemos, por hipétesis que A y B son compactos, entonces,
por Teorema 1.19, A x B es un subconjunto compacto de G x G. Como por Definicién 2.1,
la funcién f(z,y) = xy es continua 'y ya que AB = f(A x B), el Teorema 1.17, implica que

AB es compacto. Por lo tanto AB es compacto.

Supongamos que A es cerrado y B es compacto. Tomemos cualquier punto d ¢ AB, esto
implica que ABN{d} = (). Entonces por el Proposicién 2.4 BN A™'{d} = BNA™'d = (.

Por el Lema 2.3 la aplicacion g(z) = z~'d, es continua, entonces por Teorema 1.17,
A'd=q(A)
es compacto, por tanto, por el Teorema 2.9, existe una vecindad abierta U de e tal que
A'dUNB = 0.

Se sigue de la Proposicién 2.4, que dU N AB = (). Como dU es una vecindad de d, concluimos

que d ¢ AB. Por lo tanto AB es cerrado en G.

Para esta afirmacién mostraremos que no necesariamente (A)(B) = AB. La inclusién
(A)(B) c AB,

es verdadera por Teorema 2.10.

Sea x € AB, entonces 3zW tal que x € W AzW N AB # (). Seay € W N AB,

yezWNAB=yecasW Ay c AB (2.1)
=sy=zxw,w € WAy=ab,aA;be B (2.2)
=a=yb! =zwb™! (2.3)
=a€ Wb (2.4)
=acasWb'NA (2.5)
=a€A. (2.6)

de (22)b = a"'y = a ‘2w, estoimplicaque b € a~ 'z W, asib € a~'2WNB, por tanto b € B.

Pero no necesariamente 2 = ab. Por lo tanto tenemos que no necesariamente AB C (A)(B).
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Como ejemplo de la Gltima afirmacién del Teorema 2.14 tenemos el siguiente:

Ejemplo 2.8 En el grupo aditivo R, consideremos los conjuntos cerrados 7.y aZ. donde o es cualquier
niimero irracional. El conjunto 7.+ aZ consiste de todos los niimeros m~+an, donde m 'y n son enteros.

Este es un subconjunto denso y no cerrado de R (es actualmente un subgrupo).

Teorema 2.15 Sea G un grupo topologico y H un subgrupo de G. Con la topologia relativa como

un subespacio de G, H es un grupo topologico.

Prueba. Por definicion de un grupo topolédgico (Definicion 2.1), tenemos que la funcién
f:Gx G — G, definidapor f(z,y)=zy

es continua, entonces f : H x H — G es continua, luego por el Teorema 1.10, f : H x H — H es
continua. Ademads, por Definicién 2.1, i : G — G definida por i(z) = z~! es continua, por lo que

1 : H — H es continua, por Teorema 1.10. Por tanto por Definicién 2.1 H es un grupo topolégico. m

Teorema 2.16 Un subgrupo H de un grupo topolégico G es abierto si y solo, si el interior es no

vacio. Todo subgrupo H abierto de G es cerrado.

Prueba. Supdéngase que H tiene un punto interior. Entonces existe una vecindad U de e en G tal
que xU C H. Para todo y € H, tenemos entonces
yU = yeU
=y 12U
Cyxr 'H, yaquezU C H
=H, yaquey,2 ' € H.

Luego yU C H, esto implica que
H= U yU,

como yU, es abierto, tenemos que H es abierto.
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Si H es abierto, entonces por definicién de abierto, todo punto de H es un punto interior.

Si H es un subgrupo abierto de GG, entonces
G - H=|J{zH[z ¢ H}.
Cada conjunto xH es abierto, y asi G — H es abierto; esto implica que H es cerrado en G. m

Definicion 2.6 Suponga que U es una vecindad del elemento identidad de un grupo topolégico G.
Un subconjunto A de G se llama U—disjunto si para cualesquiera a,b € A tal que a # b, tenemos

b ¢ aU,

Lema 2.4 Sea U y V vecindades abiertas del elemento identidad en un grupo topologico G tal que
V4 Cc Uy V! = V. Siun subconjunto A en G es U—disjunto, entonces la familia de conjuntos

abiertos {aV|a € A} es discreta en G.

Prueba. Supongamos que el subconjunto A es U—disjunto. Verificaremos que, para todo z € G
la vecindad abierta 'V de x intersecta a mas de un elemento de la familia {aV|a € A}. Supéngase

lo contrario que, para algin x € G existen elementos distintos a,b € A tal que
tVNaV £Qy 2VNbV £ 0.
Entonces sea z € tVNaVseay € tVNbHV,

ze€xzVNaV =zexVAzeaV

= z=uav,v1 E VAz=avy,v3 €V

1

= 'z =a"ley =v,01 E VAz=avy, v €V

=z ly=2""1

avy = v1,V1,V2 € V
-1 -1 _ -1
=T avUy, = V105 ,V1,V2 € V

=z la=vv,' €eVV 1 =VV =V?
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yexVNaV =yeaxzV AyedV
=y=av,v1 €E VAy=>buy,vy €V
=y = TU,0 EV/\b_ly:b_lbvg = 9,03 €V
= b_ly =blzv; = vy, 01,00 €V
= b’lxvlfvl’l = vgvfl,vl,vg ev

b lr=v0'eVVi=VV =V?
de donde

(b 'z)(x ta) = bz )a

=blaeV*V2=V*CcU.

Esto implica que b~'a € U, es decir, b'a = u,u € U, esto es a = bb~*a = bu,u € U, por lo que
a € bU, asi contradice la suposicion que el conjunto A es U—disjunto.

Por lo tanto {aV|a € A} es discreta en G si A es U—disjunto. m

Teorema 2.17 Sea <7 una familia de vecindades de e en un grupo topologico G tal que:
(1) para cada U € o , existe un V € & tal que V? C U;
(11) para cada U € o, existe un V € < tal que V' C U,

(111) para U,V € o existe W € & tal que W C UNV;

Sea H = N{U|U € &/}. Entonces H es un subgrupo cerrado de G. Es mds,

(1V) si para todo U € o yx € G, existe un V € </ tal que xVz~—' C U, entonces H es un
p y q

subgrupo normal de G.

Prueba. Sean que 7,y € HyseaU € 7. Sea V € & tal que V2 C U. Entonces si 2,y € V,

tenemos que zy € V2 C U. Por tanto 2y € H, esto es, la operacién producto en H es cerrada.
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Ademds, sea V.27, tal que V! C U, entonces si x € V, tenemos que x~' € V~! C U por tanto
x~! € H para x € H. Esto prueba que H es un subgrupo.
Para ver que H es cerrado, sea a cualquier elemento de G tal que a ¢ H. Entonces a € U para

algin U € &/. Sean V1, V, € &/ tal que
VicUV;' CcViyVeVi(]Vy
entonces VV ™!, Observemos que (aV) 'V # (), implicaa € VV ! seax € (aV)NV,

a:e(aV)ﬂV:%?cEaV/\er
rx=av,ve VAz eV

s l=anw'l=aeVV L

Luego a € VV !, por lo tanto si (aV)[('V # (), tenemos a € VV~! C U, esto implica que
a € H, lo cual es una contradiccion por que habiamos supuesto que a ¢ H. Por tanto tenemos
a € aV C G—H,estoes, G—H = |JaV y como cada aV es abierto tenemos que G — H es
abierto. Por lo tanto H es cerrado.

Suponga que el numeral (/V') es verdaderoy seaa € Hy x € G. Para U € &/, sea V € & tal

que zVz~! C U. Entonces paraa € V,
rax~' € xVa~! C U,

entonces zax~' € U, como U € & es arbitrario y por definicion H = N{U|U € &/}, se tiene que
raz~' € H.

Por tanto H es un subgrupo normal (Definicién 1.13). =

Como un pequeiio complemento al Teorema 2.17, tenemos en el siguiente teorema, el cual nos da

métodos para generar subgrupos abiertos y cerrados a partir de vecindades de e.

Teorema 2.18 Sea U cualquier vecindad simétrica de e en un grupo topolégico G. Entonces el con-

junto
L=|JuU
n=1
es un subgrupo abierto y cerrado de G.
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Prueba. Sea z,y € L,siz € U¥yy € U, entonces vy € U*U! = U C L por lo que el

producto en L es cerrado, ademas siz € L, x € U entonces

e (U t=Uu"
= U*, ya que U es simétrica

cL

Por tanto L es un subgrupo de G y como L es la unién contable de abierto, por definicion de topologia
L es abierto y por el Teorema 2.16, L es cerrado. Por lo tanto L es un subgrupo abierto y cerrado de

G. nm

Definicion 2.7 Sea X un espacio topolégico y x € X. Diremos que el punto x es punto aislado si

existe una vecindad U de x tal que X N U = {z}.

La Definicién 2.7 implica que si todo punto x es aislado entonces {x} = X N U es abierto ya que
tanto X como U es abierto, por lo tanto conjunto unipuntual {x} es abierto. Como todo subconjunto
A de X es la unién de {z}, tenemos que todo subconjunto A es abierto, asi tenemos la siguiente

definicién

Definicion 2.8 Un espacio topoldgico es discreto si, y sélo si todo punto x € X es un punto aislado.

discreto.

Teorema 2.19 Un subgrupo H de un grupo topologico G es discreto si y solo, si tiene un punto

aislado.

Prueba.

(=) Si H es discreto, entonces por la Definicién 2.8 todo punto es aislado. Por lo tanto si H es

discreto entonces tiene un punto aislado.

(<) Supdngase que + € H y que z es aislado en la topologia relativa de H C G. Entonces, existe

una vecindad U de e en G tal que (zU) N H = {z}. Entonces para un elemento arbitrario
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y € H, tenemos
(yU)NH = ((ye)U) "H
= (y(z7'2)U)NH
= (yr ' (zU))NH
=gz~ }((zU) N H)
=yx {z}, yaque (+U)NH = {z}
= {ya~ 'z}
= {ye}
= {y}.

Por tanto todo punto de H es aislado, por lo tanto, segtn la Definicién 2.8 tenemos que H es

discreto.
]

Teorema 2.20 Sea G un grupo topoldgico y H un subgrupo de G tal que U N H es cerrado en G

para alguna vecindad U de e en G. Entonces H es cerrado.

Prueba. Por definicién de clausura tenemos que H C H.

Para la otra inclusién, sea » € H, sea U una vecindad de e en G tal que U N H es cerrado en G.
Sea V una vecindad simétrica de e en G tal que V2 C Uy sea z,, @ € I (I un conjunto de indices)
una sucesién en H tal que x,, converge a z. Como, por Corolario 2.5, H es un subgrupo de G, tenemos
que z~! € H, como Vz~! es vecindad de ', Vo' N H # (). Seay € Va~! N H. Si existe un

ag € I'tal que x, € £V para todo a > «. Por lo tanto, si & > «, tenemos
yro € (V1) (V) =V(z '2)V
=VV =V?
cu

y por tanto yz, € U N H. Dado que {yz4}acr, @ > g converge a yx, y como U N H es cerrado,
tenemos que yz € U N H. Dado que = y~'yx € H, tenemos que H C H, y por lo que H = H,

esto es, H es cerrado. m
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Teorema 2.21 Todo subgrupo discreto H de un grupo topologico-Ty es cerrado.

Prueba. Como H es discreto si todos sus puntos son aislado, tenemos que e es un punto aislado de
H, entonces, existe una vecindad U de e en G tal que U N H = {e}. Por el Corolario 2.4, existe una
vecindad V de e tal que V C U. Entonces V N H = {e}, la cual es cerrado ya que, por el Teorema
2.7, G es Hausdorff. Asi el Teorema 2.20, implica que H es cerrado. m

El siguiente resultado es una generalizacion del Teorema 2.21.

Teorema 2.22 Sea G un grupo topologico-Ty y H un subgrupo de G que es localmente compacto en

la topologia relativa. Entonces H es cerrado.

Prueba. Sea U una vecindad de e en G tal que U N H es compacto como un subconjunto de H, y
por consiguiente como un subconjunto de G. Como G es Hausdorff, U N H es cerrado. Por lo tanto

por el Teorema 2.20, H es cerrado. m

Definicion 2.9 Un grupo topolégico G se dice que es compacta-mente generado si contiene un

subconjunto compacto F para el cual el subgrupo generado por F es G; esto es,

o

G={c}ulJEFUF )"

n=1
Teorema 2.23 Sea G un grupo topoldgico localmente compacto. Entonces las siguientes afirma-

ciones son equivalentes:
(1) G es compacta-mente generado;
(11) existe un subconjunto abierto U de G tal que U es compacto y U genera G;

(111) existe una vecindad U de e en G tal que U es compacto y U genera G.

Prueba. (/1) = (II) Sea U una vecindad de e tal que U es compacto y

G = {e}U G(U uuhHn

n=1
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Como toda vecindad U de e es un subconjunto abierto de G tenemos que existe U subconjunto abierto

de G tal que U es compacto y

G = {e}U G(U uuhHn

n=1
(I1) = (I) Sea U un subconjunto abierto de G tal que U es compacto y

o0

G={culJwuu
n=1
Como U C U, tenemos que
G={ctulJUuutyclulJOuT )
n=1 n=1

Ademds tenemos que {e} U J>°, (U U ﬁfl)” C G. Por lo que

G={ctulJUuuty={ulJOUT )

Por lo tanto G es compactamente generado.

(1) = (II1) Supdngase que G es compacta-mente generado; sea F un subconjunto compacto de
G que genera a G. Entonces F U {e} es compacto, y por Teorema 2.11 existe un conjunto abierto U
conteniendo F U {e} tal que U es compacto. Entonces U genera G.

Teorema 2.24 Sea G un grupo localmente compacto con identidad e y sea ¥ cualquier subconjunto
compacto de G. Entonces existe un subgrupo cerrado y abierto compacta-mente generado de G

conteniendo F.

Prueba. Como F U {e} es compacto, el Teorema 2.11 implica que existe un conjunto abierto U

conteniendo F U {e} tal que U es compacto. Por lo tanto

Jwuuy = J@u@ "y

es un conjunto compacta-mente generado, y por el Teorema 2.18, es un subgrupo abierto y cerrado de

G. =
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2.4. Grupos Topologicos Cocientes

Como en la teoria de grupos puramente algebraica, los subgrupos de grupos topoldgicos juegan un
rol esencial en la formacién de imagenes homomorficas. Las propiedades de los subgrupos en cuestién
también jugaran una parte importante en nuestras construcciones. Ahora tomamos en consideracién
los homomorfismos continuos de grupos topolégicos y como son usados para obtener subgrupos nor-

males.

Definicion 2.10 Sea G un grupo topolégico, y sea H un subgrupo de G. Sea ¢ : G — G/H la
aplicacion natural definida por p(x) = xH. Definimos una topologia T (G/H) para G/H por la
siguiente regla: un subconjunto {tH|x € X} de G/H estd en T (G/H) si y sdlo, si

v~ ({zHJz € X})
es abierto en G, donde X C G. En otras palabras, {xH|x € X} es abierto siy sdlo, si

U:UH:XH

zeX

es abierto en G.
Observemos que {zH|z € X} = {zH|z € XH}. Si Y € {zH|z € X}, entonces

Y=zH, z€X
= xeH

=oH, con x =zxe € XH

luego Y € {zH|z € XH}, por tanto {zH|z € X} C {zH|z € XH}.

Ademids si Y € {zH|z € XH}, entonces

Y =2H, z € XH
:Qflth, T EX, hl cH

:[lle, T e X
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luego Y € {zH|z € X}, por lo que {zH|z € XH} C {zH|z € X}. Por lo tanto
{zH|z € X} = {zH|z € XH}.

Como {zH|z € X} = {zH|x € XH} se sigue que todo conjunto abierto en G /H tiene la forma
{uH|u € U} donde U es un subconjunto abierto de G. Asi 7 (G/H) consiste de todos los conjuntos
de la forma {zH|z € U} donde U es abierto.

Sea aH € {zH|z € U} donde U es abierto en G y a € U, como U es abierto con a € U, por
la Definicion 1.26, existe un basico B € A, # es la base para G, tal que a € By B C U, por tanto
dado un abierto {H|x € U} en G/H tal que aH € {zH|z € U} existe {zH|z € B} € %, tal
que

aH € {zH|z € B} C {zH|z € U},

por la Definicién 1.27, esto significa que los conjuntos de la forma {xH|x € U} donde U es abierto

en G y a € U forman una base en cada punto aH de G/H.

Teorema 2.25 La familia T (G /H) es una topologia para G /H. Sobre esta topologia, la aplicacion
natural ¢ de G sobre G /H es continua, y T (G/H) es la topologia mds fuerte en G /H sobre la cual

la aplicacion p es continua.

Prueba. Sea I un conjunto de indices y sea {uH|u € U, };c1 una familia de subconjuntos abiertos

de G/H donde cada U; es abierto en G. Entonces
(J{uHJu € U} = {uH|u € Ui U;}
i€l

es abierto en G/H ya que U;c1U; es abierto en G.

Similarmente, sea {uH|u € U,;}!" | una familia finita de subconjuntos abiertos de G/H donde

cada U; es abierto en 3. Entonces

ﬂ{uH|u e U;} = {uHJu € N, U;}

i=1

es abierto en G/H ya que N}, U, es abierto en G.
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Ademids como G/H = {zH|x € G}y ya que G es abierto G/H estdn en 7 (G/H), también ()
estaen 7 (G/H), y por lo tanto 7 (G/H) es una topologia en G/H.
Para mostrar que ¢ : G — G/H es continua, consideremos ¢ : G/H — G la aplicacion definida

por ¢(xH) = z, asi tenemos

(pop)(z) = o(p(x))

ademas

por lo que ¢ = ¢~'. Ahora bien, si {uH|u € U} es abierto en G /H, tenemos que
¢ ({uH|u € U}) = ¢({uH]|u € U})
=U
el cual es abierto en G. Por tanto ¢ es continua. m

Definicion 2.11 Sea G un grupo topoldgico y H un subgrupo cerrado de G. Entonces el espacio
G /H definido en el Teorema 2.25, es llamado el espacio de clases laterales izquierdas de G con re-
specto a H. Similarmente, si G es un grupo topolégico, podemos definir el espacio de clases laterales

derechas denotado por H\ G y definido como
H\ G = {Hz|x € G}

cuya topologia esta determinada por el requisito que la aplicacion candnica p : G — H \ G, donde

p(x) = Hx para cada x € G, sea cociente.

El espacio topoldgico G /H es llamado espacio cociente de G por H. Ahora hacemos una lista de

hechos acerca de G/H.
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Teorema 2.26 La aplicacion natural ¢ de G sobre G /H es una aplicacion abierta.

Prueba. Si U es un subconjunto abierto, entonces, por el Teorema 2.14, UH es abierto y por tanto

p(U)=UH= | JuH

ueU

es abiertoen G/H. m

La aplicacion natural ¢ de G en G/H no necesita ser una aplicacién cerrada: ¢(A) puede ser no
cerrado en G /H para subconjuntos cerrados A de G. El grupo aditivo R y R/Z, proveen un ejemplo.
Toda clase = + Z en R contiene un nimero = — [z] ([x] es la parte entera de ) y no otro nimero en
[0,1). Asi [0, 1) puede tomarse como el espacio R /7Z. La topologia impuesta en [0, 1) como un modelo
del espacio R/Z es el siguiente. Una base abierta consistiendo de todos los conjuntos («, ) donde

0 < a < f < 1y todos los conjuntos [0, ) U (3,1) donde 0 < o < § < 1. Ahora sea

39
A=02 2 ... o ... L
{2747 7n+ ? }

Entonces el conjunto A es cerrado en R pero p(A) C [0,1) es el conjunto {1, 1

1
CEVERR ,—zn,---}elcual
no es cerrado.

En vista de este ejemplo, tenemos el siguiente teorema de mucho interés.

Teorema 2.27 Si G es un grupo topolégico y H es un subgrupo compacto de G, entonces la apli-

cacion natural ¢ de G sobre G /H es una aplicacion cerrada.

Prueba. Sea A es un subconjunto cerrado de G, entonces G — A es un subconjunto abierto.

Mostremos que G/H — ¢(A) es abierto en G/H. Seax € G — A entoncesx € Gy x ¢ A, asi
zH ¢ ¢(A) = {zH|x € A} = {zH|z € AH};

entonces * ¢ AH. Como A es cerrado y por hipétesis H es compacto, por Teorema 2.14, tenemos
que AH es cerrado , y por ser AH cerrado, tenemos que AH = AH, como » ¢ AH,z ¢ AH, esto
implica que existe una vecindad U de z tal que U N (AH) = (). Ya que ¢ es una aplicacién abierta,
©(U) = {uH|u € U} es un es un conjunto abierto en G/H talque zH € {uH|u € U}, y como
zH ¢ p(A), obtenemos {uH|u € U} N p(A) = (), el Lema 1.16 implica que

{uHlu e U} C G — ¢(A),
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entonces

G/H - ¢(A) = J{uHJu € U}

y como cada {uH|u € U} es abierto, tenemos que G/H — ¢(A) es abierto. Por lo tanto ¢ es una

aplicacion cerrado m

Teorema 2.28 Sea G un grupo topologico, H un subgrupo de G,y U,V vecindades de e en G tal
que V=YV C U. Sea ¢ la aplicacion natural de G sobre G /H. Entonces

p(V) C ¢(U).

Prueba. Sea zH € (V) en G/H. Entonces {vzH|v € V} es una vecindad de zH tal que
{vzHlv € V}Np(V) #£ 0. Sea 2z € {vaH|v € V} N p(V),

Ze{veHlv e V}Ne(V)=Z e {vcHlv e V} NZ € ¢(V) = {vH|v € V}
= 7Z=vizH,v e VAZ =vH,v, € V
= nzH =vH,v,v5 €V
= Ul_lleH = Ul_lng, v1,U9 €V

= H = vflng, vy, V9 € V;
es decir

eH = v 'voH € {v]'voH|vy 'oy € VIV = {wH|w € V7'V}, conw = v; v,
C {uH|u € U}, yaque V'V CU

= »(U).

Luego zH € ¢(U).

Por lo tanto
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Teorema 2.29 Sea G un grupo topologico y H un subgrupo de G. Para cada a € G sea v :
G/H — G/H de G/H sobre si mismo, definido por

0 (zH) = (ax)H, paratodo xH € G/H.
Entonces .1 es un homeomorfismo de G /H. Asi G /H es un espacio homogéneo.

Prueba. Sean *H, yH € G/H tal que ,¢)(zH) =, ¥(yH ), entonces

Esto prueba que 1 es un monomorfismo.

Por otra parte, si a, x € G, tenemos que ax € G, sea arH € G/H, entonces

azH = (az)H

—a ¢($H)

para algin zH € G/H, asi que ,1 es un epimorfismo, y por lo tanto un isomorfismo.

Ademds si tH € G/H, entonces

(a¥ 001 ¥)(¢H) =4 ¥ (19 (eH))
= ¥((a”'2)H)
= (aa"'2)H
— (ex)H

= zH.
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(19 00 ) (¢H) =41 $(,1(2H))

— 1 §((ax)H)

= (e tax)H

= (ex)H

= zH.
asi 41 04-1 1) = Id =,-1 1) o, 1, donde Id es la funcién identidad de G /H, por lo que ,)~! =,-1 1.
Para mostrar que , es un homeomorfismo solo necesitamos probar que ., es una aplicacion abierta.

Sea

{uH|u € U}
un subconjunto abierto de G/H, donde U es un subconjunto abierto de G. Entonces

A {uHu € U}) = {auH|u € U}

= {vHv € aU}, conv = au
es abierto, ya que aU es abierto en G. Por lo tanto .1 es un homeomorfismo. m

Proposicion 2.5 Suponga que G es un grupo topoldgico, H es un subgrupo cerrado de G,y : G —
G/H la aplicacion cociente natural de G sobre el espacio cociente izquierdo G/H,a € G,, A : G —
G es la traslacion izquierda de G por a (esto es, ;N\ (x) = ax paracadax € G),y ,h: G/H — G/H
es la traslacion izquierda de G /H por a (esto es, ;h(xH) = axH para cada cH € G/H). Entonces
a\ Y oh son homeomorfismo de G y G /H, respectivamente, y p o, A =, h o ¢.

Prueba. Por el Teorema 2.1, ;A y .,/ son homeomorfismo. Si z € G tenemos:

(90 Oq )\)(l‘) = (,D(a)\(l'))
= p(ax)
= azxzH,
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ademas,

Por lo tanto p o, A =, ho . m

Teorema 2.30 Sea G un grupo topolégico y H un subgrupo de G. Entonces
(1) G/H es un espacio discreto si 'y solo, si H es abierto en G.
(1) Si H es cerrado, entonces G /H es un espacio regular 'y por tanto un espacio Hausdorff.

(1) Si G/H es un espacio-Ty, entonces H es cerrado y G /H es un espacio regular.

Prueba.

(D) (<) Si H es abierto en G, entonces aH es abierto en G para todo a € G, y ademds tenemos
que ¢ ' ({aH}) = aH es abierto en G para todo punto cdH € G/H. Esto es, todo punto de
G /H es un conjunto abierto, y por tanto todo subconjunto de G /H es abierto, por lo tanto G/H

es discreto.

(=) Si G/H es discreto, entonces el conjunto {H} es abierto en G/H, y por lo tanto tenemos
que o '({H}) = H es abierto en G.

(1r) Si H es cerrado en G. Entonces aH es cerrado en G paratodo a € G,y
G/H —aH = U{xH|xH # aH}

es abierto en G /H. Esto implica que el complemento de cada conjunto {aH} en G /H es abierto
en G /H. Por tanto cada punto en G /H es un conjunto cerrado. Esta propiedad es equivalente a

el axioma de separacién 77. Esto y el Teorema 2.28 implica que G/H es regular.
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(111)

Si G/H es un espacio Tj. Entonces por el Teorema 2.28, es también un espacio 77, asi que el

conjunto {zH|zH # H} es abierto en G /H. Esto implica que
H = G/H — (U{zH|zH # H})

es cerrado en G.

Teorema 2.31 Sea G un grupo compacto (localmente compacto Hausdorff) y sea H un subgrupo de

G. Entonces el espacio G /H es compacto (localmente compacto).

Prueba.

(1)

(11)

Si G es compacto, como por el Teorema 2.25, la aplicacién natural ¢ de G sobre G/H es

continua, y ya que G/H = ¢(G), entonces, por Teorema 1.17, G/H es compacto.

Supongamos que G es localmente compacto, entonces a € G tiene una vecindad U tal que
U es compacto, como ¢ : G — G/H es continua, tenemos por el Teorema 1.17 que (U) es

compacto en G/H. Como U C U, se tiene que p(U) C ¢(U); ademas como G es Hausdorff,

se tiene que G/H es Hausdorff, entonces por el Teorema 1.17 tenemos que ¢(U) es cerrado,

y o(U) C (U), entonces por el Corolario 1.2 ¢(U) es compacto en G /H. Por lo tanto, para

todo (a) tenemos una vecindad ¢(U) tal que ¢(U) es compacto, esto es G/H es localmente

compacto (Definicién 1.16).

Suponga que G es localmente compacto, y que U es una vecindad de e en G tal que U es com-

pacto. Entonces ¢(U) tiene clausura compacta en G/H. Como por el Teorema 2.29, G/H es ho-

mogéneo, entonces G /H es localmente compacto. m

Ahora especificamos la construccién de una topologia en G/H en el caso en el cual H es un

subgrupo normal, asi que G /H es un grupo.

Teorema 2.32 Sea G un grupo topoldgico y H un subgrupo normal de G. Sea el grupo cociente

G /H con una topologia como en la Definicion 2.10. Entonces G /H es un grupo topoldgico. También
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la aplicacion natural ¢ de G sobre G /H es un homomorfismo continuo abierto de G sobre G /H. El
grupo G /H es discreto si y solo, si H es abierto y es un grupo Ty (y por tanto regular) si y sélo, si H

es cerrado.

Prueba. Aplicando el Teorema 2.4, probamos que G /H es un grupo topoldgico, probando que la
familia de vecindades de H (la identidad) en G /H satisface las condiciones (I)-(V), del Teorema 2.3.
Sea {uH|u € U} una vecindad arbitraria de H en G/H, donde U es una vecindad de e en G. Por
Teorema 2.3(I) existe una vecindad V de ¢ en G tal que V2 C U. Entonces {vH|v € V} es abierto

en G/H y, ademas,

{vH|v € V}* = {vH|v € V} - {vH|v € V}
= {vHvH = voH|v? € V?}
C {uH|u € U}.
Por tanto el Teorema 2.3(I) se satisface en G/H y la topologia 7 (G /H).
Sea {uH|u € U} una vecindad arbitraria de H en G/H, donde U es una vecindad de e en G. Por

Teorema 2.3(II) existe una vecindad V de e en G tal que V~! C U. Entonces {vH|v € V} es abierto

en G/H y, ademas,
{vHlv € V}~' = {yH|y € V7'}
c {uH|u € U}.
Por tanto el Teorema 2.3(II) se satisface en G/H y la topologia 7 (G /H).

Verificamos el Teorema 2.3(IIT) para G/H. Otra vez sea {uH|u € U} una vecindad arbitraria
de H, donde U es una vecindad de e en G, y sea uoH un elemento arbitrario de {uH|u € U}. Por
Teorema 2.3(I1I), existe una vecindad V de e en G tal que uoV C U, entonces {vH|v € V} es una
vecindad de la identidad Hen G/H, y

up - {vHlv € V} = {yovHJv € V}

C {uH|u € U}.
Esto es justamente el Teorema 2.3(III) para G /H y la topologia 7 (G /H).
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Para verificar el Teorema 2.3(IV) para G /H y la topologia 7 (G/H), observemos que
oH - {vH[v € V} - (zH) ™ = {avz 'H|v € V}
= {wve'H|zvz™ € 2V2 '}
Sea :H € zH - {vH|v € V} - (zH) ™!, entonces
»H = zHvH(zH)™!
= sHvHH 27!
= sHvHHz ™!, ya que H es un subgrupo
= (vHoH)z 'H, ya que H es normal
= (zvH)z 'H
= zvr'H
esto implica que zH € {zvz~'H|v € V}. Luego
sH-{vH|v € V} - (zH)™' C {zvz 'HJv € V} = {ave 'H|zvz ™' € 2V ™'}
Ademas si zH € {zvr~'H|v € V}, entonces
:H=avz 'HoveV
= (rvH)z ' H,v € V
= (rHoH)z 'H,v € V
= (vHvH)Hz ', v € V,ya que H es normal
=sHHH 271 veV
= 2HvH(zH) v €V,
esto implica que zH € zH - {vH|v € V} - (zH)!. Luego
{rve'Hlv € V} Cc 2H - {vH|v € V} - (#H)™*
Por tanto
eH - {vHjv € V} - (zH) ™' = {ave'HJjv € V}
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Ahora sea {uH|u € U} una vecindad arbitraria de H en G/H, donde U es una vecindad de

1

e en G. Por el Teorema 2.3(IV) existe una vecindad V de ¢ en G tal que V2~ C U. Entonces

{vH|v € V} es abierto en G/H y, ademas,

sH - {vHjv € V} - (zH) ™' = {ava'H|v € V}
= {rvr 'H|zvz™ € 2Vz ™'}

C {uH|u € U}.

Por lo tanto el Teorema 2.3(IV) se satisface para G/H.
Para la propiedad (V) del Teorema 2.3, sean {uH|u € U} y vH|v € V vecindades arbitrarias de
H en G/H, donde U,V son una vecindades de e en G. Por el Teorema 2.3(V) existe una vecindad

W tal que W C U N V. Entonces {wH|w € W} es abierto en G/H, ademas
{wHlw e W} C {yHly e UNV}

Por lo tanto el Teorema 2.3(V) se satisface para G /H.

Ademas por el Teoremas 2.26 se sigue que ¢ : G — G/H es una aplicacion abierta, y por Teorema
2.25, ¢ es un homomorfismo continuo, por lo tanto ¢ es un homomorfismo continuo abierto.

Por ultimo G/H es discreto si y s6lo si H es abierto en G (Teorema 2.30, numeral (I)). Si H es
cerrado, entonces G /H es un regular y por tanto Hausdorff, por otro lado si G/H es Ty, entonces por
Teorema 2.7 G /H es regular y por Teorema 2.30 numeral (//7) H es cerrado. m

En la siguiente teorema, comparamos dos grupos dados de acuerdo a la medida de sus kernels

Teorema 2.33 Suponga que G, H y K son grupos y que p : G — Hy v : G — K son homomor-
fismos tal que V(G) = K y ker 1» C ker . Entonces existe un homomorfismo f : K — H tal que
p = fo1. Ademds si, G, H, K son grupos topolégicos, y p y 1) son continuas, y para cada vecindad
U de la identidad ey en H existe una vecindad V de la identidad ex en K tal que v=*(V) C o1 (U),

entonces [ es continua.
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Prueba. Definimos f : K — H por f(k) = ¢(a),a € G tal que k = ¢(a), f esta bien definida

ya que ¢ esta bien definida. Y si kq, k2 € K entonces

f(k1ks)

p(ab),ab € G

(a)p(b), ya que ¢ es un homomorfismo

'd
f(k1) [ (k)

por lo que f es un homomorfismo. Ademas si £ € K = (G), entonces existe a € G tal que

k =(a), luego

Y por lo tanto ¢ = f o 1.
Mostremos la continuidad de f. Supéngase que U es una vecindad de eg en H. Por nuestra

suposicion, existe una vecindad V de ek en K tal que W = ¢)~1(V) C »~!(U). Entonces

esto es, f es continua en la identidad de K. Por la Proposicién 2.1, f es continua. m

Corolario 2.6 Sean ¢ : G - H y v : G — K homomorfismos continuos de grupos topologicos
G,H y K tal que Y(G) = K y ker ¢ C ker ¢. Si el homomorfismo 1) es abierto, entonces existe un

homomorfismo continuo f : K — H tal que ¢ = f o).

Prueba. De la Teorema 2.33 se sigue que existe el homomorfismo f : K — H que satisface
w = f o1. Mostramos que f es continua, tomamos un conjunto abierto arbitrario V en H. Entonces
FYV) = (e 1(V)). Como ¢ es continua y v es abierta, concluimos que el conjunto f~1(V) es
abierto en K. Por tanto, f es continua. m

El Teorema 2.32 permite hablar a efecto que toda imagen homomorfica continua abierta de un

grupo topoldgico puede realizarse como grupos topolégicos G /H con la topologia 7 (G /H).

Definicion 2.12 Dos grupos topoldégicos G, G se dice que son topolégicamente isomorfos si existe

una aplicacion f : G — G la cual es un isomorfismo de grupos y homeomorfismo.
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Sobre una interpretacion estricta de la Definicion 2.12, dos grupos podrian llamarse topoldgica-
mente isomorfos si existen dos aplicaciones de G sobre H, un isomorfismos de grupo y el otro un

homeomorfismo.

Proposicion 2.6 Sean G y H grupos topologicos y [ : G — H un isomorfismo topolégico de G
sobre H. Si Gy es un subgrupo normal cerrado de G y Hy = f(Gy), entonces los cocientes G /G, y
H/H, son topoldgicamente isomorfismos. El isomorfismo correspondiente ® : G/G, — H/H, esta
dado por

O(2Gy) = f(x)Hy, donde z € G.

Prueba. Sean ¢, : G = G/G,y ¢, : H — H/H,, los homomorfismos naturales.

Mostramos que ® es un homomorfismo, sean Gy, 2Gy € G /G, entonces

O(2Go2zGo) = P(22Gy)
(

Luego ® es un homomorfismo.
Si yH, € H/H,, entonces yH, = ®(2G) para algin 2G, € G/G, por lo que ® es un epimor-

fismo. Ademas

yHo = ¢2(f())

= ®(¢p1(2)).
Por lo que ¢ o f = ® o ;. Como f, p1 y o son homomorfismos continuos abiertos, tenemos que P

es un homomorfismo continuo abierto.

Sea Kg el nicleo de ®, observemos que Ko = {Go} donde Gy es el elemento identidad de

G/G,.
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Como ¢ es un homomorfismo ®(Gy) = Hj el elemento identidad de H/H,, por lo que Gy € Ko,
luego {Go} C K.

Ahora sea G € K,

Gy € Ko = ¢(2Gp) = Hy
= f(z)Ho = Hy
= f(z) € Hy
=z € Gy, yaque Hy = f(Gy)
= 12Go = Gy
= 1Gy € {Go}

luego Ko C {Gy}, por lo tanto K¢ = {Gg}, esto implica, segtin la Proposicién 1.12, que ® es un
monomorfismo.
Por lo tanto hemos probado que ¢ es un isomorfismo topolégico. m

EL proximo resultado es conocido como el primer teorema de isomorfismo.

Teorema 2.34 (Primer Teorema de Isomorfismo) Sean G y H grupos topologicos con elemento
identidad e y ey, respectivamente, y sea f el homomorfismo continuo abierto de G sobre H. En-
tonces el kernel (niicleo) N = f~1(eq) de f es un subgrupo invariante (subgrupo normal) de G, y
f~Xy) cony € H coincide con las clases de N en G. La aplicacion ® : G/N — H la cual asigna a

una clase tN el elemento f(x) € H, esto es ®(zIN) = f(z), es un isomorfismo topolégico.

Prueba. Por el Primer Teorema de Isomorfismo para grupos, Teorema 1.6, ¢ es un isomorfismos
de grupos.
Sea U un subconjunto abierto cualquiera de H, como f por hipétesis, es continua, y por Teorema

2.26 ¢ es una aplicacion abierta, ademds ya que = = ¢ o f~!, tenemos

es un subconjunto abierto de G /N, Por lo que ¢ es continua.
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Ahora si {xIN|z € U}, donde U es abierto en G, es un subconjunto abierto de G/N, entonces,

yaque ® = f o ¢! tenemos que

¢({2zNlz € U}) = f(¢~ ({2N|z € U}))
= f(U),

ya que por hipdtesis f es abierta, f(U) es abierto en H, por lo que ®({xN|z € U}) es abierto en H,
por tanto ®~! es continua.

Luego, ya que tanto ® ! como ® son continuas, ® es un homeomorfismo y por lo tanto ® es un
isomorfismo topolégico. m

EL contenido de el Teorema 2.34 es que G /H es topolégicamente isomorfismo a H si y sdlo, si el
homomorfismo f de G sobre H es continuo y abierto (N = f~!(eg)). Asi H puede ser reconstruido
no s6lo como un grupo sino como también un espacio topoldgico de G y el kernel f~!(ey) proveniente
que ¢ es un homomorfismo continuo abierto. Un ejemplo simple muestra que estas restricciones de
g son necesarias. Considerar el grupo aditivo R con la topologia discreta Z(R), y sea ¢ la funcién
identidad ¢ de R sobre si mismo. R tiene muchas topologia sobre las cuales es un grupo topolégico.
La aplicacién ¢ es un homomorfismo de grupo (de hecho es un isomorfismo) y es continua como
aplicacion de R con la topologia &?(R) sobre # con cualquier otra topologia 7. Seria abierto, por
tanto, s6lo si 7 = Z(R). Asi existen muchos homomorfismos continuos (de hecho automorfismos)
de R que no podrian reconstruirse simplemente de la topologia dada y el kernel del homomorfismo.

Presentamos, en conexion con el Teorema 2.34, la siguiente condicion suficiente para que un ho-

momorfismo continuo de grupos topoldgicos sea abierta.

Proposicion 2.7 Sea q : G — H un homomorfismo continuo de grupos topoldgicos. Supongase que
la imagen q(U) contiene un conjunto abierto en H, para cada vecindad U del elemento identidad eg

en G. Entonces el homomorfismo q es abierto.

Prueba. Primero aclaramos que el elemento identidad ey estd en el interior de ¢(U), para cada
vecindad abierta U de eg en G. Realmente, elegimos una vecindad V de eg tal que V'V C U. Por

nuestra suposicion, ¢(V) contiene un conjunto no vacio W en H. Entonces W~'W es una vecindad
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abierta de eg, y tenemos que

Elegimos un elemento arbitrario y € ¢(U), donde U es un conjunto abierto no vacio arbitrario en G.
Podemos encontrar € U con ¢(x) = y y una vecindad abierta V de eg en G tal que 2V C U. Sea
W una vecindad abierta de e con W C ¢(V). Entonces el conjunto yW contiene a y, es abierto en
H,y

yW C ¢q(zV) C ¢(U).

Esto implica que
g(U) = JyW
como cada yW es abierto, tenemos que ¢(U) es abierto. Por lo tanto ¢ es un homomorfismo abierto.
]
El siguiente resultado es conocido como el segundo teorema de isomorfismo. Es frecuentemente

usado en situaciones que involucran grupos cocientes.

Teorema 2.35 (Segundo Teorema de Isomorfismo) Sean G y H grupos topolégicos con elemento
identidad eg y ey, respectivamente; sea f : G — H un homomorfismo continuo abierto de G en H.
Sea Hy un subgrupo normal cerrado de H,Gy = f~Y(Hy), y N = f~(en). Entonces los grupo
G/G,,H/H,y (G/N)/(H/N) son topolégicamente isomorfos.

Prueba. Sea 1) la aplicacion natural de H sobre H/H,. Por el Teorema 2.32, ¢) es un homomor-
fismo continuo abierto y por tanto 1) o f es un homomorfismo continuo abierto de G sobre H/H,
con nicleo Gy = f~1(Hy). Por tanto, por el Teorema 2.34, H/H, es topolégicamente isomorfo con
G/G,.

Como, por el Teorema 2.34, la aplicacion ¢(zIN) = f(z) es un isomorfismo topolégico de G/N

sobre H y observemos que ®(G,/N) = Hy.
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Sea cualquier y € H, entonces para algin gy € Gy,

y = f(g0) = ®(g9oN) € ®(G/N).

Luego Hy C ¢(G(/N).
Ademis, sea y € $(G,/N), entonces

y € ®(Go/N) =y = ®(90N) = f(go), para algin go € Go
=y = f(g90) € f(Go) = f(f'(Hy)) = Hy
= g0 ="' (f(90)) € Go = f'(f(Go)) = f~'(Ho)
=y = f(g) € f(f'(Ho)) = Hy.

Luego ®(Go/N) C Hy, y por lo tanto &(G(/N) = H.

Por lo tanto, aplicando la Proposicién 2.6, tenemos que G/G,y (G/IN)/(H/N) son topolégica-
mente isomorfos. m

Probamos un teorema mds en cocientes de grupos topoldgicos y isomorfismos topolégicos cono-

cido como el tercer teorema de isomorfismo

Teorema 2.36 (Tercer Teorema de Isomorfismo) Supongase que G es un grupo topologico. H es
un subgrupo invariante cerrado de G, y M es cualquier subgrupo topologico de G. Entonces el
grupo cociente MTH /H es topoldgicamente isomorfo a el subgrupo (M) del grupo topolégico G /H,

donde ¢ : G — G/H es el homomorfismo cociente natural.

Prueba. Primeramente observemos que MH = ¢! (p(M)).
Seaxr € MH,

x € MH = ¢(x) = p(zh) = (mh) Hom e M,h € H
= o(x) € p(M)

Lo = o (@) € 9 (o(M)).

Luego MH C ¢~ !(o(M)).
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Ademds, sea x € ¢~ (p(M)),

7€ ¢ (p(M)) = o(z) € p(M) = {mHJm € M}
= ¢(z) € {mH|m € M} = {mH|m € MH}
=zsH=mH meM
= xhy = mho,hi,ho e Hm e M
= zhihy! = mhohi', hi,hy € Hom € M
=z =mhh=hh;' cHmeM

= x € MH.

Luego ¢ (¢(M)) € MH. Por lo tanto ¢! (p(M)) = MH

Ya que  es abierta y continua, la restriccion ¥ : MH — ¢(M) de ¢ a M H es una aplicacién
abierta continua de M'H sobre ¢(IM). Como M es un subgrupo de G y ¢ es un homomorfismo de
G sobre G/H, por la Proposicion 1.4 tenemos que (M) y MH son subgrupos de los grupos G/H
y G, respectivamente, y W es un homomorfismo de MH sobre ¢(M). Sea e el elemento identidad
de G. Entonces, U"1(U(e)) = ¢ 1(p(e)) = H, esto es, el nicleo de ¥ es H. Ahora se sigue del
Primer Teorema de Isomorfismo que los grupos topolégicos MH/H y ¢(M) son topoldgicamente
isomorfismos. ®

Concluimos esta seccion, probando dos enunciados en conexion del cardinal invariante de un grupo

topoldgico G con el cardinal invariante de un subgrupo cerrado H de G y el espacio cociente G /H.

Teorema 2.37 Supongase que G es un grupo topologico, H es un subgrupo cerrado de G,X es
un subespacio de G, es el homomorfismo natural de G sobre el espacio G/H, y Y = ¢(X).
Suponga también que el espacio H y el subespacio Y de G/H son 1—contable. Entonces X es

también 1—contable.

Prueba. Por la Proposicion 2.5, podemos asumir que e de G estd en X, verificaremos que X es
1—contable en e. Como H es 1—contable, fijemos una sucesion de vecindades simétricas abiertas W,
de e en G tal que W2, , C W,,, paracadan € I,y {W,, N H|n € I} es una base para el espacio H

en e. También como Y es 1—contable fijamos una sucesién de vecindades abiertas U, de e en G tal
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que {¢(U,)NY|n € I} es una base para el espacio Y en ¢(e). Ahora hacemos B; ; = W, NU, NX,
para i, j € I. Para finalizar la prueba, es suficiente establecer la siguiente afirmacion:
La familia n = { B, ;|i,j € I} es una base para X en e.

Cada B, ; es abierto en X y contiene e. Mostraremos que algun elemento de 7 estd contenido en
O. Tomamos cualquier vecindad O de e en (G, entonces existe una vecindad abierta V de e en G tal

que V2 C O. Elegimos m € I tal que W,, N H C V. Ademds, existe k € I tal que
e(Up)NY Co(VNW,, ).
Verifiquemos que
B,i1x CO.

Tomamos cualquier
2€ Byt = Wi NU,N XL
Entonces, como
p(z) € p(Up) NY C (VN Whpy),
tenemos que
2eUy,NnXC(VNW,;1)H.
Por tanto, como
W?’n—i—l CW,yze Wy = W;}H?

tenemos que 2 ¢ W, .1 (G — W,,). Porloque, z € (VN W, 1) (HNW,,). Como W,,NH C V,
obtenemos

(VAW,1)HNW,,) C VV =V?C O,

esto implica que z € O. Asi, B,,11 C O,y 1 es una base para X en e. Como 7 es contable, se sigue

que X es 1—contableen c. m

Corolario 2.7 (N.Ya. Vilenkin) Supongase que G es un grupo topologico y H es un subgrupo ce-

rrado de G. Si el espacio H'y G /H son 1—contable, entonces el espacio G es también 1—contable.

Prueba. Como G/H = ¢(G) y por hipdtesis H es un subgrupo cerrado de G, ademas Hy G/H

son 1—contable, entonces, por Teorema 2.37, G es 1—contable. m
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Lema 2.5 Suponga que f : X — Y es una aplicacion continua abierta de un espacio X sobre un

espacio Y, v € X,B C Yy f(z) € B. Entonces v € f~Y(B). En particular, f~*(B) = f~1(B).

Prueba. Sea y = f(z) y sea U una vecindad abierta de x. Entonces f(U) es una vecindad abierta
de y. Por lo tanto, f(U) N B # @ y por tanto, U N f~1(B) # 0.
Probemos la igualdad f~1(B) = f~}(B). Seax € f~1(B),

ve fY(B)= f(zr)eB

=z € f~1(B), por la parte anterior

asi tenemos f~(B) ¢ f~1(B).

Sea ahora = € f—1(B), entonces existe una vecindad U de z tal que UN f~1(B) # () esto implica
f(U)NB # ), donde f(U) es una vecindad de f (), entonces f(z) € B, estoes z € f~'(B). Luego
f~1(B) ¢ f~1(B), Por lo tanto

Teorema 2.38 Suponga que G es un grupo topologico y H es un subgrupo cerrado de G. Si el

espacio H'y G /H son separables, entonces el espacio G es también separable.

Prueba. Sea ¢ el homomorfismo natural de G sobre el espacio cociente G/H. Como G/H es
separable, podemos fijar un subconjunto denso contable B de G/H. Ya que H es separable y todo
clase zH es homeomorfa a H, podemos fijar un subconjunto denso contable M, de ¢~ *(y), para cada
y € B. Ponemos

M = J{M,|y € B}.
Entonces M es un subconjunto contable de Gy M es denso en ¢~ !(B). Como ¢ es una aplicacion

abierta de G sobre G/H, se sigue del Lema 2.5 que

o (B) = ¢ '(B)
= ¢7(G/H)
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Por tanto, M es denso en G y G es separable. m

Teorema 2.39 Sea G un grupo topolégico. Entonces G/ @ es un grupo Hausdorff. Si f es cualquier

homomorfismo continuo de G en un grupo-Ty, G con identidad €, entonces

—1 T 3
f7(@) D {e}.
Si [ es también abierto, entonces G esla imagen de un homomorfismo continuo abierto de G /@

Prueba. Como, por Teorema 2.13 {7} es un subgrupo normal cerrado de G, G/ @, por Teorema
2.30 es un grupo T} y por tanto, por Teorema 2.7, un grupo Hausdorff. Ahora f~!(¢) es un subgrupo
normal de G y es cerrado ya que f es continua. Por tanto tenemos f~1(€) D @. Finalmente, si f es
un homomorfismo continuo abierto, G es topoldgicamente isomorfo con G/ f~!(€). Por el Segundo
Teorema de Isomorfismo, G/ f~*(€) es topolégicamente isomorfo con G /{e}/(f~'(€)/{e}), el cual

es una imagen homeomorfa de G, por el Teorema 2.32. m

2.5. Grupos Productos

En esta seccion se verdn métodos de construir grupos topoldgicos con la formacién de productos
Cartesianos. Este es un proceso muy importante, el cual frecuentemente hace posible reducir proble-

mas complicados concernientes a grupos topolégicos a problemas mas simples.

Teorema 2.40 Suponga que {G,|o € 1} es una familia de grupos topoldgicos, e, es el elemento

neutro de G, para cada o € 1,

G:HGa

a€el

es el producto Cartesiano de los conjuntos G, con la topologia producto de Tychonoff (es decir, la
topologia producto en G) y la operacion producto definida coordenadas por coordenadas. Entonces G
es también un grupo topoldgico, con elemento identidad (e,)qc1; éste grupo topolégico G es llamado

el producto topologico o producto directo de la familia {G,,|a € I}

Prueba.
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(1)

(I1)

Probemos que la aplicacién de tomar inverso es continua.

Sea © = (T4)acr un elemento arbitrario de G y O una vecindad de 27! = i(z) en G, esto es,

27! = (23')aer- Como G tiene la topologia producto de Tychonoff, podemos encontrar pares
distintos de elementos «, - - - , oy, del conjunto de indices I una vecindad W, del punto z,,
en el grupo G, , paracadak =1, - ,ntal que

W:HWaco,

a€cl

donde W, = W, sia = o paraalgin k£ < n,y W, = G, en otro caso.

Como cada G, es un grupo topologico, existen vecindades U, de z,, tal que U;kl C W,,.

También, ponemos

U, =W,
paracadaa € I — {ay - -+ , v, }. Entonces
U=]]VU.
a€l

es vecindades de x en el grupo topoldgico G. Esto implica que

i(U)=U"

— l_IU;1

acl

CWcCO.

El Teorema 1.9[(4) = (1)], implica que la aplicacién de tomar inversos ¢ es continua.

Probemos que el producto en G es continuo.

Seax = (Z4o)ac1 Y S€a ¥ = (Yo )ac1 elementos arbitrarios de G y O una vecindad de
z=ay = f(z,y)

en G. Si z = (24)aer, entonces, z, = Ty, para cada a € I. Como G tiene la topologia

producto de Tychonoff, podemos encontrar pares distintos de elementos a4, - - - , o, del conjunto
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de indices Iy una vecindad W, del punto z,, en el grupo G, , paracadak = 1,--- ,n tal que

W:HWaco,

a€el

donde W, = W, si a = o paraalgin £ < n,y W, = G, en otro caso.

Como cada G, es un grupo topoldgico, existen vecindades U,, y V,,, de z,, Y Y, , respecti-

vamente, en G,, tal que U,, V,, C W, . También, ponemos

U,=V,=W,
paracadaw € I — {a; - -+ , v, }. Entonces
U=][Uey V=]]Va
acl acl

son vecindades de x y y, respectivamente, en el grupo producto GG. Entonces
UV CcWcCO.

El Teorema 1.9[(4) = (1)] implica que el producto en G es continua.

Por lo tanto, G es un grupo topoldgico. m

Una prueba alternativa del Teorema 2.40 es: Para toda o € Isea p, : G, x G, — G, la operacion
producto en el grupo G,,y p : G X G — G la operacion producto en GG. Claramente, la aplicacién p
puede representarse como el producto Cartesiano de las aplicaciones p,. Se sigue que p es continua.
Similarmente, la aplicacién de tomar inversos en G es le producto Cartesiano de las operaciones
inversas en el grupo G,,. Por tanto, la aplicacién de tomar inversos en G es también continua, y G es
un grupo topoldgico con elemento identidad e.

En esta seccién nos referiremos al producto directo escribiendo G el lugar de || G, ademds nos

referimos a la identidad de G solamente con e.

Teorema 2.41 El grupo G es un grupo-Ty si y solo, si cada G, es un grupo-Ty. G es compacto si 'y
solo, si cada G, es compacto. Finalmente, el grupo G es localmente compacto si y solo, si todos los

grupos G, son localmente compactos y todos excepto un niimero finito de ellos son compactos.
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Prueba. Como cada G,, es un espacio topoldgico, y ademads ya que el producto de espacios com-
pactos es compacto. Entonces G es compacto. Ya que el producto de espacios topolégicos localmente
compactos, también es localmente compacto, por tanto tenemos que G es localmente compacto si y

solo si G, es localmente compacto. m
Teorema 2.42 El grupo G es Abeliano si y sélo, si todos los grupos G, son Abeliano.

Prueba.

(<) sicada G, es Abeliano, entonces G es abeliano.

Seanz = (4)ac1 Y Y = (Ya)acr en G, donde z,, yo, € G,. Como el producto en G estd definido

coordenadas por coordenadas tenemos:

xa)ael(ya)ael
Tala)ael, por definicién del producto en G

YaTo)acl, Y2 que G, es Abeliano

zy = (
= (
= (
= (Ya)aer(Ta)aet
= y.

Por lo tanto G es abeliano.

(=) G es Abeliano, entonces cada G, es Abeliano.

Sean z,y € Gy sea x,,y, € G, entonces

xy = yx, yaque G es Abeliano
(Za)ac1(Ya)acl = (Ya)acl(Ta)act, por definicion del producto en G,

(maya)ael = (yaxoa>a617

asi ToYo = Yoo € G, por lo tanto cada G, es Abeliano.
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Teorema 2.43 Sea A, un subconjunto de G, para todo o« € 1. Entonces si A, es un subgrupo o

subgrupo normal de G, se sigue que || 1 Ao es un subgrupo o subgrupo normal, respectivamente,

de G.

a€el

Prueba.
1) Sea A, esun subgrupo de G, ea, € Ay, asie = (ea, )acr € [[,c1 Aa
2) Seaw,y €[], Aa, entonces

Ty = (xa)ael(ya)aela TayYa € Aa

= (TaYa)acl, Tala € Ay, yaque A, subgrupo de G,
luego zy € [[,c; Ao, y portanto [ ; A, es cerrado.

3) Seax € [[,c1 Aa,

a€el

xEHAa:mcaeAa

a€el

= ' € A,, yaque A, es un subgrupo

=y = (2" )act € [[ Aa

y tenemos que

Ty = (ma)ael(ma )aEI
= (02" )act

= (6a)a61
Por lo tanto, segtin el Teorema 1.3, [[,.; A es subgrupo de G.

Nos falta probar que si A, es un subgrupo normal de G, entonces [] .; A, es un subgrupo

normal de G. Si A, es subgrupo normal de G, entonces, por el Lema 1.5,

gaAozg(;l = Aonvga S Gaa
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luego

HAa - HgaAagczlavga € Ga

a€el a€cl
=g <HAQ> g Vg eG.

Por lo tanto, por el Lema 1.5, [[,.; A es un subgrupo normal de G. m

Ahora definimos la llamada aplicacién proyectiva para grupos topoldgicos.

Teorema 2.44 Sea

7T51G—>G5

la funcion que asigna a cada elemento del espacio producto su coordenada 5—ésima,

T5((Ta)acs) = g;

se denomina aplicacion proyectiva asociada con el indice 3. Entonces s es un homomorfismo con-

tinuo abierto. El niicleo consiste de todos los (x,)acy € G tal que

T5((Ta)acs) = ep.

Prueba. Por el Teorema 1.11, 75 es una aplicacion continua.

Sean (Z4)acy, (Va)acs € G, entonces

Wﬂ((xa)a6J<ya>aeJ) = Wﬂ((xaya)aeﬁ
= TpYp
= T5((Ta)aes)T5((Ya)aes)-

Luego 73 es un homomorfismo.

Sea [],.; U, abierto en G, donde U, es abierto en G, a € I, entonces

Uy <H Ua> = Ug
a€l

es abierto en G, luego 73 es una aplicacion abierta.

Por lo tanto 7g es un homomorfismo continuo abierto, y por lo tanto un homeomorfismo. ®
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Teorema 2.45 Para cada o € 1, sea H,, un subgrupo de G,,. Consideremos los dos espacios topologi-

cos

H(Ga/Ha) y H(Ga)/H(Ha)

acl a€el a€el

Sea ¢ la aplicacion del primer espacio dentro del segundo definida por

¢[(xaHa)a€I] = (xa)ael H H,

a€cl

= [[(z.Ho).

a€cl
Entonces ¢ (la llamada aplicacion natural del primer espacio en el segundo) es un homomorfismo. Si
cada uno de los H,, es un subgrupo normal, asi que ambos espacios son grupos, ¢ es un isomorfismo.

Asi, en este caso,

H(Ga/Ha) y H(Ga)/H(Ha)

a€cl a€cl a€el

Son topologicamente isomorfos.

Prueba. Probemos que ¢ es sobreyectiva. Seay € [[,1(Ga)/ [[.c1(Ha), entonces

Yy = (xa)ozel HHa = ¢[(xaHa)a€I]v (xaHa)ozEI € H(GQ/HCX)‘

a€l a€cl
Por lo que ¢ es sobreyectiva.

Para probar que ¢ es inyectiva tenemos: Si (2,Ha)aer, (YaHa)aer € [[,er Ga/Ho tal que
¢[($aHa>a€I] = ¢[(yaHo¢)a€I]>
entonces

Ol(raHa)act] = ¢[(YaHa)aci)
(:Ea)ael H H, = (ya)ael H H,

a€cl a€cl
[I7eHa =[] vaHo.
a€cl a€cl

por lo que (zoHy)aer = (YaHa)acr, €sto muestra que ¢ es inyectiva.
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Considerar ahora un conjunto abierto en [ ;(G./H,) de la forma

H{xaHa\xa e U,}

a€cl

donde cada U, es abierto en GG, excepto un nimero finito de U,, son diferentes de G,. Entonces

¢ [H{xaHa|xa € Ua}] = {H[xaHoc”(xa)aeI € HUO‘}

acl a€el a€l

es abierto en [ [ ;(Ga)/ [],c1(Ha), luego ¢~' es continua.

Ademds, si {[], crlzaHa]|(%a)act € [[,c1 Ua} es abierto en [, 1(Ga)/ [1,cr(Ha), entonces

tenemos que

Qbil [{H[waHa”(ﬁa)ael € HUa}] = H{waHalxa € U.}

a€cl a€el a€el

el cual es abierto en [ [ .;(G./H,) de esta forma, también ¢ es continua. Por lo tanto ¢ es un home-
omorfismo.

Si cada H,, es un subgrupo normal, entonces por el Teorema 1.4 G, /H,, es un grupo, y [ [ ,.;(Go/H,)
también es un grupo. Ademads, por el Teorema 2.43, si H, es un subgrupo normal de G, también
[I,c1 Ha es un subgrupo normal de [[,.; Ga, luego, por el Teorema 1.4, [[,.; Ga/ ], c; Ha €5 un
grupo.

Por tltimo, sean (2,Hy)aer, (YoHa)aer € [[,e1(Ga/Ha). Entonces tenemos

Pl(2aHa)ae1(YaHa)act] = A[(TayaHa)act]

:anoa o' aGI H H

a€cl

xa aGIHH ya aEIHH

a€cl a€cl

= ¢[(IaHa)a€I]¢[(yaHa)aGI]

Esto muestra que ¢ es un homomorfismo, y por lo tanto un isomorfismo. Luego

[(Go/Ho) ~ [](Go)/ TT (0

a€el a€el a€el
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Supdngase que dado un grupo topoldgico X y una coleccion de subgrupos normales {IN,, }qe1, de
X. ¢(Sobre qué condiciones podemos asegurar que X es topoldgicamente isomorfo con el producto

directo de los subgrupos N, ? Consideremos primero la siguiente condicién. Sea G = [] . .; Ga, y

acl

para cada o € I, sea

Gay = Ga, x [] {ea}-

atag
Cada éao es un subgrupo normal de G, y es cerrado si y sélo, si todos los G,, o # g, son
grupos-1y. Si ap y a; son dos indices distintos en I, entonces todo elemento de éao conmutan
con todo elemento de éal. Cada conjunto producto éal, éaz, e ,éan es un subgrupo normal de
G;(Go,Ga, -+ Ga,) N {(ea)} si a es diferente de a1, - , ovy; y la unién de todos los subgrupos
éa1éa2 e éan es denso en G.

Si I es finito, es decir I = {1,2,--- m}, entonces G = G,G,---G,,. Afortunadamente, si
I={1,2,---,m},ysi U,, es una vecindad de (eq) en G, (topologia relativa) para v = 1,2, - -+, m,
entonces el conjunto producto 6162 e ﬁm contiene una vecindad de (e,) en G.

Ahora podemos prestarle atencién a la cuestion formulada anteriormente. Para el caso general,
donde X tiene un ndmero infinito de subgrupos que satisfacen la condicién establecida para los sub-
grupos G, existen serias dificultades y no sabemos una forma de construir X como un producto

directo. Para el caso de un niimero finito de subgrupos una respuesta satisfactoria a nuestra pregunta

es dada en el siguiente teorema.

Teorema 2.46 Sea X un grupo topologico, y sean N1, Ny, --- N, subgrupos normales de X con

las siguientes propiedades:
(1) NiNy---N,,, = X;
(11) (NlNgNk) me:-i—l = {6},]{3 =1,---,m— 1,

(111) si S; es una vecindad de e en N;, para j = 1,2,--- ,m, entonces S1Sy - - - S,,, contiene una

vecindad de e en X.
Entonces X es topologicamente isomorfo con el producto directo
N; x Ny x --- x N,,.
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Prueba. Las condiciones (I) y (IT) implican que X es isomorfo con el producto directo N; x Ny X

-+ NN,, : todo x € X puede ser escrito precisamente en una forma como un producto xxs - - - T,
donde z; € N,(i = 1,2, ---m). Todo elemento de N; conmuta con todo elemento de Ny (k # i;i =
L2, mik = 1,2)--- m). Asi (z122-+ , ) (01Y2 -+ s Ym) = T11T2Y2 -+ TnYm- S€ sigue
que la aplicacion ¢ de Ny x Ny x - -+ x N, sobre X definida por ¢[(x1, 22+ , )] = X129+ T4y
es un isomorfismo. La continuidad de ¢ esta dada por la continuidad de la multiplicacién en X : si
X1, T2, - , Ty, son suficientemente cercanos a e, entonces x1xs - - - T, €s arbitrariamente cercano a e.
La continuidad de ¢! es garantiza por la hipétesis (IIT). Luego X es topolégicamente isomorfo con

N;xNyx---xN,,. n

2.6. Propiedades de Grupos Topolaogicos que Involucran Conexi-

dad

En esta seccion, damos algunas propiedades elementales de los grupos topolégicos que dependen
de la conexidad o dis-conexidad de los grupos considerados como espacios topoldgicos. Como la
conexidad es una propiedad puramente topoldgica, los resultados de esta seccion tienen analogo en

teoria de grupos como topologia.

Definicion 2.13 Sea G un grupo topolégico con elemento neutro e. La componente conexa o, sim-
plemente, componente de G es la union de todos los subconjuntos conexos de G conteniendo e.
Entonces la union de cualquier familia de subespacio conexos conteniendo un punto dado es conexa,
la componente conexa de G puede ser descrita como el subespacio conexo mds grande de G que

contiene e, ademds toda componente de la identidad es cerrada.

Los siguientes tres teoremas describen la componente del elemento identidad.

Teorema 2.47 Sea G un grupo topologico y sea C la componente de la identidad e. Entonces C es

un subgrupo normal cerrado de G.
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2.6. Propiedades de Grupos Topolégicos que Involucran Conexidad

Prueba. Sea C la componente de G, y sea ¢ la aplicacion de tomar inversos que es un homomor-

fismo en G (Teorema 2.1), entonces segtin Definicion 2.13
Cc=JB;
J

donde cada B, es conexo y e € B, entonces

donde por Teorema 1.14 cada Bj_1 es conexo, por ser ¢ un homeomorfismo, como e € B, tenemos
que
- -1 -1
ile)=e " =e€Bj;
por lo cual
-1
UB;
J
es la unién de todos los conjuntos conexos que contiene a e, y como i : G — G entonces i(C) es la
componente de G y por ello i(C) C C, esto implica que C~' C C. Si a es cualquier punto de C,
entonces también a~! € C.

Ademads como la traslacién izquierda de G por a, es un homeomorfismo (Teorema 2.1), tenemos

que aC =, A(C) es un conjunto conexo conteniendo e, y también aC C C. Asi
aCcC?*cc,

asi que C es un subgrupo de G.

Para ver que C es normal, por Corolario 2.1, la aplicacién A : G — G, definida por
Mz)=azra',a € G

138



2.6. Propiedades de Grupos Topolégicos que Involucran Conexidad

es un homeomorfismo, entonces por el Teorema 1.14, aCa™! = A(C) es un conjunto conexo conte-
niendo e, asi que aCa~! C C. Por tanto C es un subgrupo normal de G. Como todas componentes

en espacio topolégico, C es cerrado. m

Teorema 2.48 Sea G un grupo topologico y sea C la componente de la identidad en G. Entonces
para todo a € G
aC = Ca

es la componente de a.
Prueba. La traslacion izquierda de G por a,, A, es un homeomorfismo (Teorema 2.1), entonces

por el Teorema 1.14, ,A\(C) = aC es un conjunto conexo conteniendo a, por el Teorema 2.47, C es

un subgrupo normal de G, asi que por el Lema 1.6 aC = Ca. ®

Teorema 2.49 Sea G un grupo topolégico y sea C la componente de la identidad en G. Entonces

G /C es un grupo Hausdorff totalmente disconexo.

Prueba. En virtud del Teorema 2.48 y el Teorema 2.32, lo Gnico que necesitamos es mostrar que
la componente de la identidad C de G/C es C mismo. Sea X C G, y sea {xC|z € X} cualquier
subconjunto de G /C conteniendo propiamente a {C}.

Mostraremos que {xC|z € X} es disconexo en G/C. Sea ¢ la aplicacién natural de G sobre

G/C y sea A cualquier subconjunto de G. Tenemos que
p(AN(XC)) = p(A)Ne(XC)
o(A) N {zClz € X}.
Entonces el conjunto XC contiene propiamente C, y asi es disconexo*, esto es
XC = (Un(XC))U(VnN((XQ)),

donde (U N (XC)) N (VN (XC)) = 0, ni uno de los conjuntos es vacio, y U, V son abiertos en G.
Asi

P(XC) = p((UN(XC)) U (VN (XC)))
{zClz € X} = (p(U) N {zClz € X}) U (p(V) N {zC|z € X}),

“Ver Pag 1.58
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donde ¢(U) y ¢(V) son abiertos en G/C, ya que ¢ es una aplicacion abierta.
Para x € X, tenemos

2C = (UN (2C)) U (VN (zC)).

Ya que zC es conexo, 0 zC C U N (XC) o 2zC C V N (XC). Consecuentemente U N (XC) y

V N (XC) son uniones de clases laterales de C, y as{ tienen imagenes disjuntas bajo . Por tanto
(e(U) N {zClz € X}) N (p(V) N{zClz € X}) =0,

esto significa que {xC|x € X} es disconexo. Lo que prueba el teorema. m

El siguiente es un hecho simple.

Teorema 2.50 Sea G un grupo topolégico, C la componente conexa de e,y U cualquier vecindad de

e. Entonces
o
CcC U u,
n=1
en particular, si G es conexo entonces
o0
G=[Ju"
n=1

Prueba. Sea V una vecindad simétrica de e tal que V C U. Entonces por el Teorema 2.18,

U~ , V™ es abierto y cerrado. Como C es conexo, tenemos
o0 e}
cclyvrclyu
n=1 n=1

Los siguientes dos teoremas muestran como construir subgrupos compactos abiertos en ciertos

grupos topoldgicos.

Teorema 2.51 Sea G un grupo topolégico y sea U una vecindad® compacta de la identidad e. En-

tonces U contiene un subgrupo H de G que es compacto, abierto, y cerrado.

SRecalcamos que las vecindades son conjuntos abiertos.
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Prueba. Como U C U, U es compacto, y U es abierto, podemos aplicar el Teorema 2.11 para

obtener una vecindad simétrica V de e y aplicando el Teorema 2.6 podemos elegir V tal que
uvuvucu

asi UV C U. Y tenemos
V=evVcCcUVcUu

y por tanto

V2c UV cU.

Continuando con induccién finita en n, tenemos
V'=V" 'V cUV cUparan=34,---
Hacemos
o0
H=[ ]V,
n=1
por el Teorema 2.18 obtenemos que H es abierto y cerrado. m

Teorema 2.52 Sea G un grupo compacto y U una vecindad cerrada de la identidad e. Entonces U

contiene un subgrupo normal N abierto y cerrado de G. El grupo G /N es finito.
Prueba. Por el Teorema 2.51, U contiene un subgrupo H compacto, abierto y cerrado. Sea

N = ﬂ cHz ™!,
zeG

probemos que N es un subgrupo normal de G.

Sea y € G, entonces

yNy ™' =y([) «Hz )y
zeG

= ﬂ yrHz ty ™!
zeG

~ () woHi(ya)”

zeG

= () tHt 't =y
zeG

=N

141



2.6. Propiedades de Grupos Topolégicos que Involucran Conexidad

por tanto N es un subgrupo normal.

Ademds para cada v € G, N C zHxz !, entonces

2 !N c 2 'zHz !
2N C eHx ' = Ha !
1 -1

z Nz CHz 'z

r "Nz cHe=H

porloque N C HC U.

Por el Teorema 2.8, existe una vecindad de e tal que 2= 'Vz C H para todo z € G. Esto es,
V C zHz ! para todo z € G, asi que V C N. Esto muestra que N es abierto, por el Teorema 2.16.
Como N es abierto, por el Teorema 2.30, G/N es discreto, y como G es compacto, por el Teorema
2.31, G/N es compacto. Por lo tanto G/N es finito. ®

Los Teoremas 2.51 y 2.52 muestran que ciertos grupos localmente compactos contienen pequeiios

subgrupos arbitrario abierto y compacto®.

Teorema 2.53 Sea G un grupo totalmente disconexo o O—dimensional que es localmente compacto
(compacto). Entonces toda vecindad de la identidad e contiene un subgrupo abierto compacto (normal

abierto compacto).

Prueba. Si G es totalmente disconexo, es 77 y por tanto Hausdorff, por el Teorema 2.7. Si U es
cualquier vecindad de e, entonces U contiene una vecindad abierta y cerrada, la cual es compacta si
U es compacta. Aplicando el Teorema 2.51 y el Teorema 2.52, U contiene un subgrupo compacto
abierto. m

El Teorema 2.53 produce una nueva descripcion de la componente de la identidad en grupos local-

mente compactos.

Teorema 2.54 Sea G un grupo localmente compacto y sea C la componente de la identidad en G.

Entonces C es la interseccion de todos los subgrupos abiertos de G.

®Decimos que un grupo topolégico contiene pequefios subconjuntos arbitrarios de un tipo dado si toda vecindad de la

identidad contiene tales subconjunto.
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Prueba. Por el Teorema 2.16, todo subgrupo abierto es cerrado y como también contiene e, debe
contener la componente conexa C de e. Asi C estd contenida en la interseccién de todos los subgrupos
abiertos de G. Ahora sea z cualquier elemento de G tal que = ¢ C. Considere el grupo cociente G/C,
el cual es totalmente disconexo, por el Teorema 2.49, y localmente compacto, por el Teorema 2.31.
Por el Teorema 2.53, existe un subgrupo compacto abierto {uC|u € U} de G/C que no contiene
el elemento xC de G/C. Podemos tomar una vecindad U de e en G. Entonces UC es un subgrupo

abierto de G no conteniendo z. ®

Corolario 2.8 La siguientes afirmaciones acerca de un grupo G localmente compacto son equiva-

lentes:
(1) G es conexo;
(11) G no tiene subgrupos propios abiertos;

(111) para toda vecindad U de e, tenemos
Jur=c
n=1

Prueba.

(I) < (II) Segin la Proposicion 1.6, G es conexo si y solo, si los tinicos subconjuntos abiertos y cerrados
de G son () y el mismo G. Por tanto, G es conexo si y s6lo, si no tiene subgrupos propios

abiertos, ya que, por Teorema 2.16, todo subgrupo de un grupo topoldgico abierto es cerrado .

(I) = (III) Si G es localmente compacto y conexo, entonces, segiin Teorema 2.50,
G=[Ju"
n=1

(I1I) = (II) Sea U una vecindad de e compacta, entonces segin Teorema 2.53, U contiene un subgrupo

abierto H de G. Como H? = H, H® = H, y asf sucesivamente H" = H, entonces

G H" =H.
n=1
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Ademads como H es abierto tenemos que H es una vecindad de e, entonces por hipétesis

D H" = H,
n=1

esto es H = G. Por lo tanto G no tiene subgrupos abiertos propios.

Teorema 2.55 Sea G un grupo localmente compacto 0—dimensional y sea H un subgrupo cerrado

de G. Entonces G /H es 0—dimensional.

Prueba. Sea U una vecindad de e en G. Por el Teorema 2.53, U contiene un subgrupo compacto
abierto L de G. Por la Definicién 2.10, el conjunto {xH|z € L} es abierto y cerrado en G /H porque
es un subconjunto compacto del espacio Hausdorff G /H(Teorema 2.30). Asi H en G /H tiene una
pequeiia vecindad abierta y cerrada. Como G /H es homogéneo, se sigue que G /H es 0—dimensional.

Teorema 2.56 Sea G un grupo localmente compacto y sea C la componente de la identidad e en
G. Sea f un homomorfismo continuo abierto de G a un grupo-Tj, é, y sea C la componente de la

identidad € en G.. Entonces f(C) = C.

Prueba. Como C es conexo y f es abierto, tenemos que f(C) es conexo y por tanto cerrado,
asi m es conexo (ya que si A es conexo, entonces también lo es A), tenemos m c C.Porel
Teorema 2.47, m es un subgrupo normal cerrado de é, yH=f *(W) es un subgrupo nor-
mal cerrado de G conteniendo C. Por el segundo teorema de isomorfismo (Teorema 2.35), G / m
es topologicamente isomorfo con G/H. Por el mismo teorema(Teorema 2.35), G/H es topoldgi-
camente isomorfo con (G/C)/(H/C). Como por el Teorema 2.49, G/C es totalmente disconexo,
Hausdorff, y por Teorema 2.31 es localmente compacto, G/C es 0—dimensional. Es fécil verificar
que H/C es un subgrupo normal cerrado de G/C. Por lo tanto, por el Teorema 2.55, (G/C)/(H/C)
es 0—dimensional y Hausdorff, por tanto totalmente disconexo. Esto es, G /TC) es totalmente dis-
conexo. {Ec’mﬁ € 6} es conexa en G /m, pues es la imagen continua de un conjunto conexo

C, Por lo tanto tenemos
{#T/(O)7 € C} = {J(O)},
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yasiC C f(C). m

Corolario 2.9 Sea G un grupo localmente compacto y sea C la componente de la identidad e en
G. Sea f un homomorfismo continuo abierto de G a un grupo-Tj, é, y sea C la componente de la

identidad € en G.. Si
fie)cCo Cc f(e),

entonces

f(C)=¢C.
Prueba. Si f~'(¢) C C, entonces

1@-c=cC
y si C C f~(€), entonces
7@ -C=17),
respectivamente, y por tanto es un subgrupo cerrado de G en cualquiera de los casos. Como
ffe)=Cc=f"e-C,

tenemos

G- f(C)=f(G- (/@ C)
asi que G — f (C) es abierto en G. Asi f (C) es cerrado en G, por lo que el Teorema 2.56 implica que

f(C)=C. m

Teorema 2.57 Sea G un grupo topoldgico y sea H un subgrupo de G. Si H y G/H son conexos,

entonces G es conexo.

Prueba. Supongamos por contradicciéon que G = U UV donde U y V son conjuntos no vacios
disjuntos y G /H es conexo. Como H es conexo, cada clase de H es 0 un subgrupo de U o un subgrupo

de V. Asi la relacion

G/H = {zH|zH c U} J{zH|zH C V}

= {zH|z € U}| J{zH|z € V}
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expresa a G/H como la union de conjuntos abiertos disjuntos. Esto contradice la hipétesis que G/H
es conexo W

Para terminar esta seccion tenemos lo siguiente:
Proposicion 2.8 La componente de la identidad en un subgrupo normal es un subgrupo normal.

Prueba. Sea C la componente conexa de la identidad e en el subgrupo normal H de G. Como por
Corolario 2.1, la aplicacién A : G — G, definida por A\(z) = aza™',a € G es un homeomorfismo

entonces por el Teorema 1.14. Para todo a € G,aCa~! = A\(C) es un conjunto conexo y
rCx~!' c 2H2 ' c H.

Como H es normal en G y como C, por la Definicién 2.13, es la unién de todos los conjuntos conexos
: : -1
que continen a e; tenemos que tCx~ C C.

Ademas, como
c=JB,
J
donde B; es conexo y contiene la identidad e, entonces
MC) =A(UB))
J
= JAB))
J
= U *B jxfl.
J

es la componente conexa de e, y como C es la componente también de e, obtenemos C C xCz ™!,

1

Por lo que zCx~" = C, luego C es un subgrupo normal de G.

2.7. Prenormas en Grupos Topolégicos, Metrizabilidad

En esta seccion definimos lo que es una prenorma, tal definicion es la equivalente a la definicion de
una norma en espacios topoldgicos. Y damos algunos resultados sobre grupos topoldgicos metrizables.

Ademas consideramos prenormas continuas.
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Definicion 2.14 Sea G un grupo, con elemento identidad e, sea N una funcion de valor real en G.

Llamamos a N una prenorma si, para todo x,y € G, se satisfacen las siguientes condiciones:
(PNI) N(e) = 0;
(PN2) N(zy) < N(z)+ N(y);

(PN3) N(z7') = N(z).

Una prenorma con la propiedad adicional, N(z) = 0 siy solo si x = e se le llama una norma.
Note que los valores de una prenorma son reales necesariamente no negativo, esto se da en la siguiente

proposicion:

Proposicion 2.9 Si N es una prenorma en G, entonces N () > 0 para cada x € G, esto es, N es no

negativa.

Prueba. Realmente, como e = zz ™!, tenemos que

= N(e) por la condicién (PN1)

= N(xz ™)

< N(x)+ N(z™') por la condicién (PN2)
= N(z) + N(z) por la condicién (PN3)
= 2N (z).

Por lo tanto N(z) > 0. m
Las normas definidas en un espacio vectorial son obviamente normas de el grupo abeliano subya-

cente. Toda prenorma N genera una premétrica d en G definida por

dy[(z,y)] = N(z™'y).
Esta premétrica es invariante por la izquierda en el sentido que

dy[(azx,ay)] = dy|(x,y)],Va,z,y € G.
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Reciprocamente, toda premétrica invariante por la izquierda en G da una prenorma de G definida
por Ny(z) = d(z,e). Obviamente, esta prenorma genera la premétrica invariante por la izquierda
original d. Esto define una correspondencia biyectiva entre prenormas /N y premétricas invariantes por
la izquierda dy .

Supongamos que dy es una métrica, entonces

(1) Parae € G,

(11) Sean z,y € G, entonces

N(zy) = dy(z™,y)
<dy(a7' e) +dn(ey)
=dn(z7",e) +dn(y, e)
= N(z™") + N(y)

= N(z) + N(y).

(1) Sea x € G, entonces

Por lo tanto tenemos que /N es una prenorma.

Reciprocamente, supongamos que /N es una prenorma
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(1) Sean z,y € G, entonces

(11) Sean z,y € G, entonces

(1) Sean z,y, z € G, entonces

dy(w,2) = N(z72)
(=" (yy )z)
(=7 'y)(y ')
(7'y) + N(y'z)

IN

N
N
N
dy

(l’, y) + dN(y7 Z)
Asi tenemos que d es una métrica y por lo tanto dy es una métrica si y s6lo si N es una prenorma.

Proposicion 2.10 Si N es una prenorma en un grupo G, entonces
[N(2) = N(y)| < N(a""y)

para cualesquiera x e y en G.
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Prueba. Sean =,y € G, tenemos que:

N(y) = N(y~ '), por (PN3)

yH(z27h) = N((y'2)27)

(

(

(y~'w) + N(z™"), por (PN2)

(z7'y) + N(x), por (PN3)y N(y~'z) = N((y'z)™") = N(z"'y).

Esto implica que —N(z~'y) < N(x) — N(y).

Por otro lado tenemos que:

(x_l), por (PN3)

(= 'yy™ ) = N((« 'y)y ™)
(z7'y) + N(y~'), por (PN2)
(

7 'y) + N(y), por (PN3).
Lo cudl implica que N(z) — N(y) < N(z~'y). Por lo tanto, tenemos

[N(z) = N(y)| < N(z"'y).

La siguiente afirmacion nos dice que toda multiplicacién escalar de una prenorma con un nimero

real no negativo, da como resultado una prenorma.

Proposicion 2.11 Si N es una prenorma en un grupo G y « es niimero real no negativo, entonces la

funcion aN en G definida por la formula
(aN)(x) = a(N(x)),
para cada x € G, es una prenorma en G.
Prueba.

1) Para e € G tenemos:
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2) Para x,y € G tenemos:

(aN)(zy) = a(N(zy)); por la definicién de (aN)(x)
< a(N(z) + N(y)); por la condicion (PN2)

= a(N(z)) + a(N(y)),

= (aN)(z) + (aN)(y);

3) Ademas para 2! € G tenemos:

Por lo tanto (a/N')(x) es una prenorma, ya que satisface las tres condiciones de una prenorma (Defini-

cion 2.14). m

Proposicion 2.12 Para cualquier prenorma N en un grupo G, el conjunto
Zy ={x € G|N(z) =0}

es un subgrupo de G.

Prueba. Si x € Zy, entonces N (z) = 0. Por lo tanto, N(z~1) = 0, lo cual implica que 2! € Zy.
Sean x,y € Zy. Entonces

0 < N(zy) < N(z) + N(y) =0,

lo cual implica que N(zy) =0y zy € Zy. Ademds e € Zy ya que N(e) = 0. Por lo tanto Z es un

subgrupo de G. m
Proposicion 2.13 La suma de dos prenormas en un grupo G es una prenorma en G.
Prueba. Sean N, V5 dos prenormas en G, definamos
(N7 + No)(z) = Ni(z) + Na(z),Vo € G,
entonces
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1) parae € G, tenemos

(Nl + Ng)(e) = N1(6) + Ng(e) =04+0=0.

2) para x,y € G, tenemos

(N7 + No)(zy) = Ni(xy) + Na(zy), por la definicién de Ny + N

< (Ni(z) + Ni(y)) + (Na(x) + Nao(y)), por la condicién (PN2)
) +

(N1(y) + No(y)), asociando términos

~—  —

(
(Ny(x) + Na(x
= (N1 + No)(z) + (N7 + No)(y).

y
3) paraz~! € G, tenemos
(N1 4+ No)(z7Y) = Ny(a™) + Ny(z™h)
= Ni(x) + No(x)

= (N1 + Na)(z).

Estas tres propiedades implican que la suma de dos prenormas, €s una prenorma. ®

Existe un método muy simple para construir prenormas en un grupo G. Este se describe en el
siguiente lema:
Lema 2.6 Sea f una funcion de valor real acotada en un grupo G. Entonces la funcion Ny en G,

definida por la formula
Ny(z) = sup{|f(yz) = f(y)| ly € G},

para cada x € G, es una prenorma en G.
Prueba. Tenemos que:
1)
Ny (e) = sup{|f(ye) — f(y)| |y € G}

=sup{|f(y) — f(y)| =0 |y € G}
= 0.
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2) Sean x,y € G, entonces

N(xzy) = sup{[f(zzy) — f(2)| |z € G}
= sup{|f(zzy) — f(z2) + f(22) — f(2)] |z € G}
< supf[f(zay) — f(z2)| + [f(z2) = f(2)] |z € G}
< supf{[f(zay) — f(z2)| |2 € G} +sup{[f(22) — f(2)] |2 € G}
< sup{|f(zzy) — f(z2)| |z € G} + Ny(x)
= sup{[f(ty) = f()] [t € G} + Ny(z), con t=zz

= N¢(y) + Ny(x) = Ny(x) + Ny(y).
3) Six € G, entonces

Np(z™h) = sup{| f(y=™") = f(y)| |y € G}
= sup{|f(z) — f(z2)| |z € G}, con z=yx~
= sup{|f(z2) — f(2)| |= € G}
= Ny(x).

1

Esto prueba que N¢(z) = sup{|f(yz) — f(y)| |y € G}, paracada x € G, es una prenorma. m

En general una prenorma no necesita ser continua.

Proposicion 2.14 Una prenorma N en un grupo topolégico G es continua si y sélo, si para cada

niimero positivo € existe una vecindad U del elemento identidad e tal que N(z) < €, para cada

r e U.

Prueba.

(=) Si N es continua, entonces es continua en la identidad e de GG, es decir, si € > 0, entonces existe

U € % tal que para cualquier x € U se tiene

|IN(z) — N(e)| <e.
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Como N(e) = 0 tenemos, entonces
[N(z) = N(e)] = [N(z) = 0]
= [N(2)|
= N(z)

< €.

(<) Suponga que z es cualquier punto de G, y € es un nimero positivo. Tomamos una vecindad U
de e tal que N(z) < € para cada x € U. El conjunto V = zU es una vecindad de z. Tomamos
cualquier y € 2U. Entonces 21y € U, y por lo tanto, N(z~'y) < €. De la Proposicién 2.10 se
sigue que

IN(2) = N(y)| <e

Ahora vamos a mostrar como construir prenormas continuas en un grupo topolégico G. La impor-
tancia de la construccion es el hecho que nos provee con una muy rica familia de prenormas continuas

en cualquier grupo topolégico.

Definicion 2.15 Si N es una prenorma en un grupo G, definimos la bola unitaria de N como el
conjunto
By(1) = {z € G|N(z) < 1}.
También definimos una N-bola de radio e, como el conjunto
By(e) = {z € G|N(z) < €},

donde € es un niimero positivo.

Claramente, si /V es una prenorma continua, entonces la bola unitaria By es un subconjunto abierto

de G. Los conjuntos B (¢) son abiertos también cuando /N es una prenorma continua.

Lema 2.7 Sea {U,|n € I} una sucesion de vecindades simétricas abiertas de la identidad e en grupo
topolégico G tal que U2, C U, para cada n € 1. Entonces existe una prenorma N en G tal que

se satisface la siguiente condicion:
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(PN4) {z € G|N(x) < 1/2"} c U, C {z € G|N(x) < 2/2"}.

Por tanto esta prenorma N es continua. Si, ademds, los conjuntos U,, son invariantes, entonces la

prenorma N en G puede elegirse que satisfaga
N(zyz™') = N(y)
para todo x,y € G.

Prueba. Hagamos V(1) = Uy = {z € G|N(z) < %} = {2 € G|N(z) < 1}, fijando n € I,

n

y asumamos que las vecindades abiertas V (m/2") de e estan definidas para cadam = 1,2,--- 2"

Hacemos entonces

V(12" = U, 41, V(2m/2") = V(m/2"), param = 1,--- ,2",

V((@2m+1)/2") = V(m/2") - Uppa
— V(m/2")- V(1/2"),
paracadam = 1,2, ---2" — 1. Estas definen vecindades abiertas V (r) de e para todo nimero racional

r < 1. También hacemos V(m/2") = G cuando m > 2". De estas definiciones se sigue la siguiente

condicion:
(p) V(m/2™) - V(1/2™) C V((m + 1)/2™), para todos los enteros m > 0y n > 0.

Sim + 1 > 2" (p) es verdadera. Consideremos el caso cuando m < 2". Probaremos (p) por
induccién en n.

Sin = 1, entonces el tnico valor posible de m es también 1, y tenemos:

V(1/2)-V(1/2) = Uj
c U,
— V(1)
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Asumamos que (p) es verdadera para n. Verificaremos que también es verdadera paran + 1. Sim
es par, entonces dentro de la férmula (p), V((2m + 1)/2"™!) el cual esta definido.

Asumamos que 0 < m = 2k + 1 < 2""! para algin entero k. Entonces

V(m/2") - V(1/2") = V((2k + 1)/2") - Uppa
(k/Qn) T Yn+l Un-i-l
(k/2")- Uy € V(K/2") - U
(k/2") - V(1/2").

\%
\%
\%

Pero por la hipétesis inductiva, tenemos
V(k/2™)-V(1/2") C V((k+1)/2")
= V((2k +2)/2")

= V((m+1)/2"),

lo cual completa la prueba de (p).

Ahora definamos una funcién de valor real f en G como sigue:
f(z) = f{r > 0jz € V(r)},

para cada x € G. La funcién f estd bien definida, como = € V(2) = G, para cada = € G. De la
condicidn (p) se sigue que si 7 y s son nimeros racionales positivos tal que 0 < r < s < 1, entonces

V(r) C V(s). Asi, tenemos:
1) Si f(z) < r, entonces z € V(r).

entonces f es una funcién no negativa, acotada superiormente por 2. Por lo tanto, por el Lema 2.6,

la funcién N definida por la férmula

Ny(x) = sup{|f(yz) — f(y)| |y € G},

para cada x € G, es una prenorma en G.

Mostramos que N satisface la condicion (PN4). Note que N (e) = 0. Asumamos que
N(z) <1/2",
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para algiin z € G. Entonces

f(x) = |f(ex) = fle)|
< N(z)

<1/2",
lo cual implica, por I), que x € V(1/2") = U,,. Esto prueba la primera parte de (p), es decir, que
{r € G|N(x) < 1/2"} C U,,.

Probemos la segunda parte de (p), la cual implica la continuidad de N. Sea x cualquier punto en

V(1/2"). Esta claro que, para cualquier punto y € G existe un entero positivo k tal que
(k—=1)/2" < fy) < k/2".

Entonces y € V(k/2"), por I). Como z € V(1/2") y 2! € V(1/2"), se sigue que yz e yr~! estdn
en

V(k/2)V(1/2") € V((k +1)/2").

Por lo tanto,

flzy) < (B+1)/2" A flya™) < (K +1)/2".
De estas y la desigualdad (k — 1)/2" < f(y) obtenemos:
flyz) = fly) <2/2" A flyz™") = fly) < 2/2".

Sustituyendo yz por y en la ultima desigualdad, obtenemos: f(y) — f(yz) < 2/2". Junto a la de-

sigualdad previa, esto implica que

|f(yx) — f(y)| <2/27,

para cada y € G. Por lo tanto N (z) < 2/2".
Finalmente, suponga que los conjuntos U,, son invariantes (normales), esto es, para todo x € G
yn € I, se tiene zU,z~! = U,,. Como el producto finito de conjuntos invariantes es invariante, se

sigue que el conjunto V, es también invariante para cada nimero racional 0 < r < 1. De nuevo,
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esto implica que f(zyx~') = f(y) para todo z,y € G. Por lo tanto, dado los elementos z,y € G,

obtenemos las igualdades

Nlaye™) = sup | f(zays™) = /()

=sup | f(z" " z2y) — f(2)]

zeG

= sup|f(ty) — f(ata™)|
zeG

= sup |f(ty) — f(t)| = N(y),

donde t = 2~ 'zx. La segunda linea en la igualdades anteriores la escribimos, usando el hecho que la
aplicacion ¢ : G — G definida por ¢(z) = z~'zz para cada z € G es una biyeccion de G sobre si
mismo. m

El siguiente teorema es debido al matematico ruso Andréi Andréyevich Markov, conocido comtiinmente

como Andréi Markov.

Teorema 2.58 (A.A. Markov) Para cada vecindad abierta U de la identidad e de un grupo topologi-

co, existe una prenorma continua N en G tal que la bola unitaria By esta contenida en U.

Prueba. Usando los axiomas de un grupo topoldgico, podemos construir una sucesion de vecin-
dades abiertas {U,,|n € I} de identidad e en G que satisface la condicion del Lema 2.7 y tal que
Uy = U. Tomamos la prenorma /N que satisfaga la condiciéon (PN4) del Lema 2.7. Entonces N es
continua y la bola unitaria B de N estd contenidaen Uy = U. m

Sea G un grupo topoldgico con identidad e y .#;(e) la familia de vecindades simétricas de e en G.

Para un elemento V € .#;(e), definimos tres subconjuntos MY,, M%, y My de G x G como sigue:

My = {(g:h) € G x Glg~'h € V}, 2.7)
My = {(9,h) € G x G|gh™" € V}, (2.8)
My = MY N M5, (2.9)

Denotamos por Ag la diagonal de G x G, esto es, el conjunto Ag = {(z, z)|r € G}.
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Definicion 2.16 A un subconjunto B de G x G se le denomina simétrico si (y,x) € B para cada

(z,y) € B.
Denotamos por Zg la familia de subconjuntos simétricos de G x G. Es decir:

P ={W C G xGW=W"}

Hacemos:
74 = {D € 9g|M, C D paraalgiin V € #;(e)}, (2.10)
7& =1{D € 9g|My, C D paraalgin V € 4;(e)}, (2.11)
Yo =1{D € 92g|My C D paraalgin V € .#;(e)}. (2.12)

Definicion 2.17 Sea G un grupo topolégico. Una funcion f de valor real en G es llamada uniforme-

mente continua por la izquierda si para cada ¢ > 0, existe U € ¥, tal que

[f(z) = fly)] <e

donde (z,y) € U. Similarmente, f es uniformemente continua por la derecha si para cada ¢ > 0,

existe U € V¢ tal que
[f(x) = fly)l <e
donde (z,y) € U.

Definicion 2.18 Un grupo topolégico G se denomina uniformemente Tychonoff por la izquierda
si para toda vecindad abierta V del elemento identidad e, existe una funcion continua uniformemente
por la izquierda f tal que
fle)=0y flz) 21,

para cada x € G — V. Similarmente, se define la uniformidad Tychonoff por la derecha. Esta claro
que, si G es uniformemente Tychonoff por la izquierda (o derecha), entonces G es un espacio Ty-
chonoff. Finalmente, si para toda vecindad abierta V del elemento identidad e en el grupo topoldgico
G, existe una funcion de valor real f en G que satisface f(e) =0y f(z) > 1 para cadax € G —V
la cual es uniformemente continua por la izquierda y derecha simultdneamente, entonces G se de-

nomina uniformemente Tychonoff.
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Teorema 2.59 Todo grupo topolégico G es uniformemente Tychonoff.

Prueba. Sea U una vecindad abierta de la identidad e en G. Por el teorema de Markov(Teorema
2.58), existe una prenorma continua N en G tal que By C U. Entonces tenemos N(xz) = 0y
N(z) > 1 para cada x € G — U. Como toda prenorma continua es uniformemente continua por la
izquierda y por la derecha, G es uniformemente Tychonoff. m

Una importante aplicacion del Lema 2.7 es el siguiente teorema debido a los matematicos Garrett

Birkhoff y Shizou Kakutani el primero de Estados unidos y el segundo de Japon.
Teorema 2.60 (S. Kakutani, G. Birkhoff) Un grupo topolégico G es metrizable siy solo, si es 1—contable.

Prueba.
(=) Todo espacio metrizable es 1-contable. ’

(<) G es 1—contable, entonces G es metrizable. En el punto e del espacio G fijamos una base
contable {W,|n € I}. Por induccién, obtenemos una sucesion {U,|n € I} de vecindades

simétricas abiertas de e tal que
2
U,cW,yU,, cU,

para cada n € I. Esta sucesion es también una base de G en e. Por el Lema 2.7, existe una
prenorma continua N en G tal que By (1/2") C U, paracadan € I. Se sigue que los conjuntos

abiertos B (1/2") también forman una base de G en e.

Ahora, para z,y € G arbitrarios, hacemos py(z,y) = N(zy~!). Mostraremos que py es una

métrica en GG que genera la topologia original de G. Esta claro que
pn(z,y) = N(zy™) >0,

para todo z,y € G. Ademds
pn(z,7) = N(zz™') =0,

"Ver Pag. 60
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para cada x € G. Ahora asuma que py(z,y) = 0. Entonces
vyt € By(1/2") C U,

para cadan € I. Como {e} = () _; Uy, se sigue que zy~! = ¢, estoes, z = y.

nel
Verifiquemos la desigualdad triangular. Tomemos tres punto cualesquiera x,y, y z en G. En-

tonces tenemos:

Asi, py es una métrica en G.

Note que la métrica py es invariante por la derecha, esto es equivalente a tener,

pN(xv y) - pN(l'Z, yZ)

para todo z,y, z € G. Realmente,

pn(xz,y2) = N(zzz7'y ™)
= N(zy™)
= pn(z,y).
Como By (€) es obviamente la vecindad— p esférica de e de radio €, se sigue que la vecindad—p
esférica de cualquier punto x de G de radio € es precisamente el conjunto By (¢)z. Tomamos
cualquier x € G. Como el conjunto By (1/2™)z constituye una base de G en z, esto es, la

vecindad—py esférica de e de radio 1/2™ de una base del espacio G en el punto x. Asi, la

métrica py genera la topologia original del espacio G, esto es, G es metrizable.

Un complemento al Teorema 2.60 es el siguiente:
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Corolario 2.10 Todo grupo topolégico 1—contable G admite una métrica derecha invariante p y una

métrica izquierda invariante \ ambas generan la topologia original de G.

Prueba. Tomamos una prenorma continua /N en G como en la prueba del Teorema 2.60 y ponemos
plz,y) = N(zy™") y Ma,y) = N(a7'y),Va,y € G.

Como mostramos anteriormente, p es una métrica invariante en G que genera la topologia de G. Como
la aplicacién de tomar inversos en G es un homeomorfismo de G sobre si mismo, un argumento similar

es valido para \. m

Teorema 2.61 Todo grupo topolégico Abeliano G es topoldgicamente isomorfo a un subgrupo del

producto de alguna familia de grupos topologicos Abelianos metrizables.

Prueba. Sea U una vecindad abierta del elemento identidad e de G. De acuerdo con el Teorema
2.58, podemos fijar una prenorma Ny en G tal que la bola unitaria con respecto a Ny esta contenida
en U.

Hacemos Hy = {x € G|Ny(z) = 0}. Como Ny es continua, Hy es cerrado en G. De las condi-
ciones (PN1),(PN2) y (PN3) se sigue que Hy es un subgrupo de G. Como G es Abeliano, se sigue
que el conjunto cociente Gy = G/Hy; es un grupo Abeliano. Denotamos por fy el homomorfismo

cociente natural de G sobre Gy, y definimos una funcién Py es el grupo Gy como sigue:

Py(y) = Nu(z),

donde z es cualquier elemento de fg;'(y). Obviamente, Py(y) no depende de la eleccién de x en
fo' (y). Entonces Py es una prenorma en el grupo Gy, y Py(y) = 0 siy sélo si y es el elemento
identidad ey de Gy.

Se sigue de las condiciones (PN1),(PN2) y (PN3) que las bolas—1/n con respecto a la prenorma
Py forman una base de la topologia 7y en Gy con respecto a la cual Gy es un grupo topoldgico y
la funcién fy es continua. También esta claro que la preimagen de la bola—1 con respecto a Py esta
contenida en U. Note que Gy es 1—contable y, por lo tanto metrizable.

Por el tipo de argumento Tychonoff, se sigue que el producto diagonal de las funciones fy;, donde

U recorre sobre una familia basica Z de vecindades abiertas de e en el grupo G, es un isomorfismo
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topoldgico de G sobre un subgrupo del producto [[;., Gu. Como todo Gy es un grupo Abeliano,
esto completa el argumento. m

El teorema 2.60 tiene una aplicacion importante en grupos cocientes.

Corolario 2.11 Suponga que f es un homomorfismo continuo abierto de un grupo topologico metri-

zable sobre un grupo topologico H. Entonces H es también metrizable.

Prueba. Como f es abierta y continua, y el espacio G es 1—contable, el espacio H es también
1—contable. Por tanto, por el Teorema 2.60, H es metrizable. m
Existe una generalizacion del Corolario 2.11 a espacios cocientes de grupos topologicos metri-

zables:

Proposicion 2.15 Sea H un subgrupo cerrado de un grupo topolégico metrizable G. Entonces el

espacio cociente G /H es también metrizable.

Prueba. Por el Corolario 2.10, existe una métrica invariante por la derecha d en G la cual genera

la topologia de G. Para puntos arbitrarios x,y € G, definimos un nimero p(xH, yH) por la regla:
p(xH, yH) = inf{d(zhy,yhs)|h1, ha € H}.

Como d es invariante por la derecha, tenemos que p(zH, yH) = d(z,yH) = d(z,y) > 0 para todo
x,y € G. La funcién p es simétrica:
p(yH, zH) = d(y, zH)
- a1
= o™

_ 7 -1
= Inf d(z,yh™)

d(z,yH)

= p(zH, yH).
Como H es cerrado en GG, también tenemos que
p(zH, yH) = d(z,yH) =0
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siysolosiz € yH, estoes, tH = yH. Verifiquemos que la funcién p en G /H satisface la desigualdad
triangular y, por tanto p es una métrica.
Suponga que z, y, z son puntos arbitrarios de G y € > 0 es un niimero real. Por la definicién de p,

podemos encontrar hq, ho € H tal que
p(eH,yH) < d(z,yh1) +€/2 y p(yH,zH) < d(y, zh2) + €/2.
Tenemos entonces:

p(zH, zH) < d(z, zhahy)

IN

d
d
d

(
(x,yhy) + d(x, zhahy)
(z,yh1) + d(y, zhs)

(

< p(zH,yH) + p(yH, zH) + €.
Como € es un ndmero positivo arbitrario, la desigualdad anterior implica que
p(zH, zH) < p(zH,yH) + p(yH, zH).

Asi, p es una métrica.
Para finalizar la prueba, tenemos que mostrar que p genera la topologia del espacio cociente G /H.

Paraz € Gy € > 0, tenemos

Oc(z) ={y € Gld(z,y) <e} y
B.(zH) = {yH|y € G, p(zH, yH) < €}.

Denotemos por 7 la aplicacion cociente de G sobre G/H, 7w(x) = xH para cada x € G. Se sigue
de la definicion de la métrica p que 7(O.(x)) = B.(zH) paratodo z € Gy ¢ > 0. Como los conjuntos
O (z) forman una base para G y la aplicaciéon 7 : G — G/H es continua y abierta, concluimos que

los conjuntos B.(zH) constituyen una base para la topologia original del espacio G/H. m

Definicion 2.19 Supdngase que H es un subgrupo invariante cerrado de un grupo topolégico G,y
G/H es el correspondiente grupo cociente. Entonces G es llamado una extension del grupo H por

G/H.
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Asi tenemos el siguiente resultado del matematico ruso Naum Yakovlivich Vilenkin.

Corolario 2.12 (N. Ya. Vilenkin) Supongase que G es un grupo topologico, y H un subgrupo metri-

zable cerrado de G, tal que el cociente G /H es primero-contable. Entonces G es también metrizable.

Prueba. Por el Corolario 2.7, el espacio G es 1—contable. Y por el Corolario 2.11, G admite una

métrica, por lo tanto es metrizable. m
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