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Introduccion

Segtin la Organizacion Mundial de la Salud (OMS, 2000) la fiebre por dengue y la fiebre hemorragica ! por
dengue son un problema de salud publica a las cuales dos quintas partes de la poblacién mundial se encuentran
en riesgo. Las principales medidas de prevencion y control han sido la fumigacién masiva de insecticidas dirigida
contra los mosquitos adultos (adulticidas) y la aplicaciéon de larvicidas (control quimico). Sin embargo, a pesar de
que dichas medidas reducen rapidamente la poblacién de mosquitos adultos y eliminan un 90 % de la poblacién
de larvas en un criadero, su efecto es solo transitorio pues no afectan la generaciéon de nuevos mosquitos. En
efecto, los registros estadisticos demuestran un avance del mosquito a pesar de las campanas de fumigacion
y aplicacion de larvicidas (OMS, 2000). Por otra parte Hernandez y Garcia (2000) sefialan que hay factores
negativos asociados con el control quimico de las poblaciones de mosquitos, a saber:

1. Falta de especificidad: Los plaguicidas® no son especificos para un determinado organismo, por tanto, al
fumigar se elimina junto con el Aedes aegypti a una gama amplia de otros organismos, cuya evaluacion
usualmente no se hace. Entre estos organismos pueden desaparecer algunos de los enemigos naturales de
los mosquitos, como microcrustaceos de agua dulce, insectos depredadores como larvas de libélulas y de
toxorhynchites, lo cual conduce a un desequilibrio ecologico que favorece a los mosquitos que se desea
eliminar.

2. Seleccion de cepas resistentes: Involucra resistencia tanto a los adulticidas y larvicidas, por ejemplo, en
un estudio realizado en Republica Dominicana se encontr6 que los mosquitos eran resistentes a DDT,
malation, Propurur, permetrina y deltametrin e incluso la sensibilidad al abate habia sido reducida.

3. Efectos nocivos para la salud: Las nubes de insecticidas han sido asociadas con problemas de salud, aunque
se dice que los insecticidas modernos son practicamente inocuos para los humanos y animales domésticos.

4. Costo: Otro de los factores negativos del empleo masivo de insecticidas es el factor econémico, ya que
implica la erogacién de sumas extraordinariamente elevadas, lo cual contrasta con el costo destinado a la
educacion y participacion comunitaria. Al lado del costo per se del producto quimico deben incluirse otro
rubros como maquinas, combustible, salarios, etc.

En consecuencia, algunos epidemidlogos han conjeturado que una vez que el Aedes aegypti se ha establecido
en un territorio no es posible erradicarlo (Hernandez, 2000). Entonces se habla solo de medidas de control, pero
no de eliminacién, pues eso aparentemente no se puede lograr. Este fenomeno es debido a que una baja en la
poblacion de larvas es compensada por una mayor sobrevivencia de las larvas restantes. Es més, Hernandez
(2000) sefiala que uno de los factores mas importantes en la mortalidad de las larvas es la presion que su propia

IEn Ecuador se ha prohibido la comercializacion de antiinflamatorios no esteroides (AINES), medicamentos de uso ptblico que
agravan los cuadros clinicos virales y pueden llevar a los pacientes a un cuadro hemorrégico.

2Los insecticidas se siguen aplicando por varios motivos, entre los que sobresale la presién de las comunidades que solo ven el
efecto inmediato de un decrecimiento de la poblacién de mosquitos posfumigacion; por otra parte, ella es una buena medida politica,
pues muestra una accién dinamica de las autoridades de salud y, aunque no funcione, se sigue repitiendo, posiblemente por ese
impacto politico.
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poblacién ejerce en los criaderos debida al consumo de nutrientes cuando la poblacién es alta. Por tanto, las
estrategias de prevencién, control y erradicaciéon del dengue tradicionales se han complementado con mejores
opciones: el control biologico y las campanas de educacion y participacion de la comunidad en la eliminaciéon de
criaderos.

La participacion comunitaria implica involucrar a las comunidades en los planes de lucha contra el mosquito,
creando conciencia en la poblacién sobre la necesidad de participar activamente y no solo de comportarse como
espectadores de las acciones emprendidas por las autoridades de salud. Para el control biolégico se cuenta con
una gama amplia de organismos que actiian como enemigos naturales de las larvas de Aedes aegypti, que incluye
Bacillus thurigiensis, Bacillus esphaericus, copépedos, plenarias, neméatodos, peces de agua dulce y tortugas,
entre otros. En particular, la facilidad de reproducir en grandes cantidades los copépedos los senala como uno de
los elementos que facilita la coordinacion de medidas de control biologico y participacion comunitaria (Hernandez,
2000).

En el Salvador, en el municipio de Santo Tomas del departamento de San Salvador, conjuntamente con la
OPS, el Ministerio de Salud y la Alcaldia del Municipio, se reporta la siembra del arbol NIM (Azadirachta
indica)® como una acciéon para combatir el zancudo transmisor del dengue que incluya métodos biolégicos.

El empleo conjunto de todas las medidas y estrategias de ataque se llama manejo integral del dengue. Por
ejemplo, mediante el manejo integral de todas las alternativas de control, girando en torno a la participaciéon
comunitaria, se logré la erradicacion del Aedes aegypti en una comunidad de Vietnam en la cual se habia
establecido desde hacia 20 anos (Nam, Yen, Kay, Marten y Reid, 1998).

En este contexto, con el objeto de estudiar y controlar la compleja dindmica de la enfermedad, todos los
métodos de estudio tienen cabida sean clinicos, epidemiolégicos, biologicos o matematicos. En particular, y en
sintonia con los propoésitos del presente trabajo, se han desarrollado interesantes investigaciones en las cuales
se analiza la dinamica del comportamiento de la poblacién del mosquito Aedes aegypti transmisor del dengue
haciendo uso de la metodologia de la modelaciéon matematica.

En el presente trabajo se plantea y estudia un modelo descrito con ecuaciones diferenciales ordinarias para
determinar la dindmica del mosquito Aedes aegypti cuando se considera la adopcion de estrategias de control
quimico y control biolégico del vector.

En el capitulo I, se describe la biologia del mosquito, se explican distintas medidas de control quimico y
control biologico, y se deduce un modelo mateméatico que toma en cuenta dichas medidas de control. Entre las
medidas de control quimico se encuentran el uso de larvicidas y adulticidas o insecticidas. Y entre las medidas
de control biologico se consideran el uso de depredadores naturales de las larvas del mosquito, como peces, micro
crustaceos, etc.

En el capitulo I1, se hace el analisis cualitativo del modelo matemaético con las herramientas matematicas bési-
cas de la teoria de las ecuaciones diferenciales ordinarias, especificamente se utilizan el método de Linealizacién

de Lyapunov y el Teorema de Hartman-Grobman.

En el capitulo II1, se hace uso de software especializado para realizar algunas simulaciones del comportamiento
de las soluciones del modelo.

Y finalmente, en el capitulo IV, se presentan las conclusiones y recomendaciones.

Shttp://new.paho.org/els, revisado en abril 2011.



Capitulo 1

Desarrollo de un modelo tipo predador -
presa para la dinAmica de poblacion del
mosquito Aedes aeqypti con control quimico
y control biol6gico

En este Capitulo se presentan las principales caracteristicas del mosquito Aedes aegypti, sus etapas de desarro-
llo y descripcion de su comportamiento en cuanto a habitos de alimentaciéon.También se desarrolla una discusiéon
de los métodos de control del mosquito, tanto bioldégicos como quimicos. Luego se establece un modelo matematico
que describe la dinamica de la poblaciéon del mosquito bajo cuatro escenarios distintos: 1) no se aplica ningtn tipo
de control, 2) se aplica alguna estrategia de control quimico, 3) se aplica alguna estrategia de control biolégico
y 4) se aplican dos estrategias simultdneamente: una biolégica y otra quimica.

1.1. Biologia del mosquito Aedes aegypti

A continuacion, siguiendo a Montero (2009) se presentan las principales caracteristicas biologicas del mosquito
Aedes aegypti.

Este mosquito, de origen africano, fue introducido en América a principios del siglo XX. Es una especie
diseminada por el hombre a través del transporte de sus adultos, huevos, larvas en barcos, aviones o transportes
terrestres. E1 Cuadro 1.1 muestra la clasificacién cientifica del mosquito.

El cientifico cubano Carlos Juan Finlay descubrié que este mosquito es el agente transmisor de la fiebre
amarilla y presentd sus resultados por primera vez en la Conferencia Internacional de Sanidad, celebrada en
Washington DC, el 18 de febrero de 1881. Sus declaraciones fueron objeto de burlas por parte de médicos
estadounidenses, sin embargo, ellos trataron de exponer estos descubrimientos como desarrollados en su pais.

1En 2005 estudios moleculares llevaron a reclasificar Stegomyia como género, cambiando algunos autores el nombre del mosquito
por Stegomyia aegypti al igual que se hizo con el Aedes albopictus que paso a ser denominado homélogamente Stegomyia albopicta;
sin embargo, estos estudios han sido muy discutidos, de forma que actualmente el nombre usado de forma mayoritaria es el de Aedes
aegypti, como exigen a partir de diciembre de 2005 los editores de las revistas cientificas mas importantes del sector.



2 CAPITULO 1. DESARROLLO DEL MODELO

Cuadro 1.1: Clasificacion cientifica del mosquito Aedes aegypti.

Reino Animalia
Filo Arthropoda
Clase Insecta
Orden Diptera
Familia, Culicidae
Género Aedes

Subgénero  Stegomyia

Sus héabitos son netamente antropdfilos y domésticos, con radicacién de criaderos en la vivienda humana o
en sus alrededores. Depésitos de agua ubicados en objetos o construcciones como: neuméticos, baterias viejas,
recipientes de todo tipo, botellas, floreros y piletas, entre otros, le sirven al Aedes aegypti para establecer sus
criaderos. Prefieren agua limpia, con bajo tenor orgéanico y de sales disueltas. La puesta de huevos la realizan en
la superficie del recipiente en la interface agua - aire.

El ciclo completo del A. aegypti, de huevo a adulto, se completa en 6ptimas condiciones de temperatura
(25°C a 29°C) y alimentacién en 10 dfas. Las hembras hematofagas poseen hébitos de alimentacién diurnos en
cercanias a los domicilios humanos.

El mosquito Aedes aegypti es un insecto de metamorfosis completa (holometabolia). Durante su desarrollo
ontogénico pasan por los estados de huevo, larva, pupa y adulto.
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Figura 1.1: Ciclo de desarrollo del Aedes aegypti.

Huevo: Mide aproximadamente 1 milimetro de longitud, en forma de cigarro, son més limpios que los
huevos de la mayoria de las especies que se crian en recipientes. En el momento de postura son blancos, pero muy
rapidamente adquieren un color negro brillante. Son fecundados durante la postura y el desarrollo embrionario se
completa en 48 horas si el ambiente es hiimedo y calido, pero puede prolongarse hasta cinco dias con temperaturas
més baja. Eclosionan en un lapso de 2 a 3 dias. Con posterioridad a ese periodo, los huevos son capaces de resistir
desecacion y temperaturas extremas con sobrevidas de 7 meses a un ano.

Una vez completado el desarrollo embrionario, un porcentaje reducido de huevos pueden resistir largos perio-
dos de desecacion, y pueden prolongarse por mas de un ano en algunas ocasiones. La capacidad de resistencia a
la desecacién es uno de los principales obstéculos para el control del mosquito y ésta condicion, ademas, permite
transportarlos a grandes distancias en recipientes secos.



1.1. BIOLOGIA DEL MOSQUITO AEDES AEGYPTI 3

Figura 1.2: Larva de mosquito Aedes aegypti.

Larva: Las larvas que emergen inician un ciclo de 4 estadios larvales, son exclusivamente acuaticas y como la
mayoria de los insectos holometabolos la fase larval es el periodo de mayor alimentacion y crecimiento. Pasan la
mayor parte del tiempo alimentdndose de material organico sumergido o acumulado en las paredes y el fondo del
recipiente, para lo cual utilizan las cerdas bucales en forma de abanico. Se asemejan a otras larvas de mosquitos
por la cabeza y el térax ovoides y el abdomen de 9 segmentos. El segmento posterior (anal) del abdomen tiene
4 branquias lobuladas para la regulacién osmotica y un sifén, para la respiracion en la superficie del agua.

La posicién de reposo en el agua es casi vertical. En cuanto al desplazamiento acuatico, lo hacen con un
movimiento serpenteante caracteristico. Son fotosensibles (sensibles a la luz), desplazandose hacia el fondo del
recipiente, atin cuando son perturbados. La duracion del desarrollo larval depende de la temperatura, la disponi-
bilidad de alimentos y la densidad de larvas en el recipiente. En condiciones 6ptimas, con temperaturas de 25C
a 29C, el periodo desde la eclosion hasta la pupacion puede ser de 5 a 7 dias, pero comtnmente dura de 7 a 14
dias.

Los tres primeros estadios se desarrollan rapidamente, mientras que el cuarto demora mas tiempo con mayor
aumento de tamafo y peso. En condiciones rigurosas (baja temperatura, escasez del alimento) el cuarto estadio
larval puede prolongarse por varias semanas, hasta 7 meses, previo a su transformaciéon en pupa.

Son incapaces de resistir temperaturas inferiores a 10C, superiores a 45C, impidiéndose a menos de 13C su
pasaje a estadio pupal.

Las larvas de Aedes aegypti pueden diferenciarse a simple vista de las larvas de otras especies por su sifon
mas corto que el de la mayoria de los otros culicidos.

Pupa: Las pupas no se alimentan, presentan un estado de reposo donde se producen importantes modifica-
ciones anatomico - fisioldgicas hasta la aparicion de los adultos. Reaccionan inmediatamente a estimulos externos
tales como vibracion y se desplazan activamente por todo el recipiente. Se mantienen en la superficie del agua
debido a su flotabilidad y ésta propiedad facilita la emergencia del insecto adulto.

El periodo pupal dura de 1 a 3 dias en condiciones favorables, con temperaturas entre 28C y 32C. Las
variaciones extremas de temperatura pueden dilatar este periodo.

La pupa tiene en la base del torax un par de tubos respiratorios o trompetas que atraviesan la superficie del
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Figura 1.3: Pupa del mosquito Aedes aegypti.

agua y permiten la respiracion. En la base del abdomen poseen un par de remos, paletas o aletas natatorias que
sirven para el nadar.

© 2003 Stephen L. Doggett

Figura 1.4: Mosquito Aedes aegyptiadulto.

Adulto: Al emerger de la pupa, el insecto adulto permanece en reposo permitiendo el endurecimiento del
exoesqueleto y las alas. Dentro de las 24 horas siguiente a la emergencia pueden aparearse iniciAndose la etapa
reproductora del insecto. El sonido emitido por el batido de las alas de las hembras durante el vuelo atrae al
macho hacia ella, pero una vez que la hembra ha tenido su alimentacién sanguinea ocurren pocos apareamientos,
porque ella debe batir sus alas con mayor rapidez para compensar el aumento de peso y este aumento en la
frecuencia del movimiento de las alas no es atractivo para los mosquitos machos.

El apareamiento en general se realiza durante el vuelo pero en algunas ocasiones se lleva a cabo en una
superficie horizontal o vertical. Al aparearse, el macho sujeta el apice del abdomen de la hembra con su terminalia
e inserta su edeago dentro del receptaculo genital de la hembra, la bolsa copulatriz de la hembra se llena de
esperma, el que pasa a la espermateca en uno o dos minutos. Esa inseminacion es suficiente para fecundar todos
los huevos que la hembra produce durante toda su vida.
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Los mosquitos hembras son las tinicas que succionan sangre. Las hembras vuelan en sentido contrario al
viento, siguiendo los olores y gases emitidos por el huésped. Cuando estan cerca utilizan estimulos visuales para
localizar al huésped mientras sus receptores téctiles y térmicos los guifan hacia el sitio de alimentacion. Esta
alimentacién sanguinea es necesaria como fuente de proteina para el desarrollo de los huevos. La alimentacion
sanguinea y la postura se llevan a cabo principalmente durante el dia, especialmente durante las primeras horas
0 a la media manana y a media tarde o al anochecer.

Las hembras también se alimentan de jugos de plantas. Generalmente, después de cada alimentacion sanguinea
se desarrolla un lote de huevos, pero si el mosquito es perturbado antes de estar completamente lleno de sangre
puede alimentarse con sangre mas de una vez entre cada postura. Si una hembra completa su alimentacion (2 o
3 mg de sangre) desarrollarda y pondré aproximadamente 200 huevos, dispersos en distintos lugares. La hembra
tiende a depositar sus huevos en varios lugares y no en un solo lugar. Hay un umbral de distension del estémago
que estimula el desarrollo de los ovarios, por eso el periodo entre alimentacién sanguinea y postura es de 3 dias
en condiciones 6ptimas de temperatura; la hembra puede alimentarse de sangre nuevamente el mismo dia que
pone el huevo.

La oviposicion generalmente, se produce hacia el final de la tarde, la hembra gravida es atraida hacia recipi-
entes oscuros o sombreados con paredes duras, sobre las que deposita sus huevos y prefiere aguas relativamente
limpias con poco contenido de materia organica. Los huevos son pegados a las paredes del recipiente en la zona
htimeda a pocos milimetros de la superficie del agua. La distribucion de los huevos en varios recipientes asegura la
viabilidad de la especie. La posicién de los huevos a pocos milimetros de la superficie del agua permite que éstos
maduren, y en la proxima lluvia, al subir el nivel de agua del recipiente, los huevos eclosionan en el momento de
contacto con el liquido.

El macho se distingue de la hembra por sus antenas plumosas y sus palpos mas largos. Sus partes bucales no
estan adaptadas para chupar sangre, procuran su alimento de carbohidratos como el néctar de las plantas.

En cuanto a la capacidad de vuelo del A. aegypti Montero (2009) establece que por lo general una hembra
adulta no sobrepasa los 50 m de distancia de vuelo durante su vida, y a menudo permanece en la misma casa o
lugar donde emergi6 siempre que disponga de huéspedes y sitios de reposo y de postura adecuados.

Es rara una dispersion de vuelo mas de 100 m pero se ha demostrado que una hembra gravida puede volar
hasta 3 km en busca de un lugar para poner sus huevos si no encuentra cerca sitios apropiados. Los machos se
dispersan menos que las hembras.

1.2. Estrategias de control del mosquito

Se mencionan a continuaciéon algunas de las medidas de control que se utilizan ya sean estas estrategias
quimicas, insecticidas (adulticidas), o estrategias biologicas, un predador natural de algan estado del desarrollo
del mosquito en su fase acuéatica.

El diseno de estas estrategias necesita ser pensado en funcién de distintos escenarios de acuerdo a las carac-
teristicas de la situacidon entomologica local. Estos escenarios plantean, mérgenes de intervenciéon que tiendan a
la eliminacion de los factores que permiten la instalacion de la poblacion del mosquito y acciones abarcativas que,
en caso de situaciones de emergencia, permitan limitar los brotes de mosquitos y minimizar las consecuencias
sanitarias.
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1.2.1. Medidas de control quimico

Entre las estrategias de control quimico se encuentran los larvicidas y los adulticidas. Los larvicidas? estan
disenados especificamente para atacar las larvas de los mosquitos en recipientes con agua, aunque también pueden
eliminar otros organismos; mientras que los adulticidas atacan a una variedad mas amplia de insectos, pudiendo
llegar a darse el caso de afectar ademés a la poblacién humana; En menor medida, algunos larvicidas también
son toxicos para los humanos. Entre los larvicidas méas utilizados se tienen:

= Bacillus turinghiensis var israelensis (BTi). Es un entomopatégeno que produce una proteina (prin-
cipio activo) sumamente toxica para las larvas del mosquito pero de muy baja toxicidad para mamiferos,
aves, peces e insectos adultos. Su clasificaciéon taxondémica se muestra en la Cuadro 1.2.1.

Cuadro 1.2: Clasificacion cientifica del BTi.

Reino Procariote
Filo IT Firmicutes
Clase I Firmibacteria

Orden  Eubacterias

Familia Bacillaceae

Género  Bacillus

Especie  Bacillus turinghiensis var israelensis

Debe aplicarse en las primeras horas de la manana pues los rayos solares producen su desactivacion en
poco tiempo. Ademas en algunos espejos de agua precipita al fondo también en forma rapida. Se presenta
en suspension acuosa o también en anillos de liberacién constante. La aplicacion debe ser 19 gotas por
metro cuadrado. La residualidad de este producto depende de su formulacion.

Si bien no se ha observado toxicidad aguda en el ser humano se aconseja precauciéon con aquellas terceras
personas que padecen trastornos oculares o respiratorios previos.

El BTi es diferente a otros agentes de control por su alto grado de especificidad, seguridad ambiental
y compatibilidad con otras formas quimicas o biologicas de control, propiedad del mejor bioinsecticida.
Algunos estudios muestran que el BTi es mas efectivo para el control de Aedes aegypti en comparacion
con el Temephos, incluso en la época de lluvias, demostrando ser un método alternativo y operacional en
los programas de control vectorial (Hernandez, da Costa y Montero, 2010). Segtan estudios de Rodriguez,
Menéndez, Garcia, Diaz, Sanchez y Gato (2006) la presencia de BTi no afecta la oviposicion del Aedes
aegypti, es mas, los resultados sugieren que en la naturaleza los recipientes que contienen estos controladores
biolégicos® pudieran constituir sitios para la oviposicién de hembras gravidas de Aedes aegypti, lo que
tendria implicaciones positivas en su eficacia para controlar este vector.

= Temefos. Es un organofosforado incluido en la categoria IV de toxicidad de la Organizacion Mundial de
la Salud (OMS). Es el quimico que més se usé en salud publica para este tipo de tratamiento dado su bajo
costo y su eficacia, pero la apariciéon de resistencia, la contaminaciéon ambiental y su potencial toxicidad
para otros animales y para el ser humano ha propiciado la basqueda de alternativas con mayor grado de
seguridad. Su residualidad es de aproximadamente 60 dias, la OMS considera seguro su uso respetandose
la dilucion de 1 ppm*, es decir, 1mg/I. Toda vez que sea posible se desestimara su utilizacién en aguas que
sean de bebida para animales y personas.

2 Algunos larvicidas son bacterias entomopatégenas o derivados de compuestos biolégicos, que aca se consideran como control
quimico, ya que para el control biologico se busca que sea un depredador de alguna fase del desarrollo del mosquito.

3El estudio evaluaba la conducta de oviposicién de hembras gravidas de Aedes aegypti en presencia de los agentes biolégicos:
Macrocyclops albidus o Bacillus thuringiensis var. israelensis (BTi) en condiciones de laboratorio.

4 una parte de temefos en un millén de partes de agua = 1 ppm
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Un problema que se afronta cuando se utiliza el temefos es la capacidad de las larvas de Aedes aegypti de
desarrollar altos niveles de resistencia a temefos después de una intensa presion de seleccion, esto se debe
a su uso intenso en algunas regiones (Alvarez, Bricefio y Oviedo, 2006; Rodriguez, Bisset, Pérez, Ramos y
Risco, 2006).

= Metoprene. Es un mimético de hormona juvenil y como tal un poderoso destructor de larvas de mosquitos
asi como de otros insectos acuéticos y con toxicidad demostrada para crustiaceos. Ademéas de ser inodoro
e insipido y se considera inocuo para el tratamiento del agua potable. Se ha utilizado con buenos efectos
en Tailandia, Indonesia y Venezuela. Es de importancia saber que es mas eficaz sobre las larvas que estan
en las ultimas etapas del desarrollo y sobre las pupas siendo su efecto evitar la emergencia de los adultos.
Una aclaraciéon importante es que cuando se usa un regulador de crecimiento es factible encontrar larvas
en un recipiente tratado pero ello no indica una falla en el tratamiento.

El producto ha sido clasificado por la OMS en categoria III para toxicidad dérmica y IV para inhalatoria.
Han sido descriptos incidentes con gatos por la Agencia Ambiental de Estados Unidos (EPA, por sus siglas
en ingles) aunque sin concluir si la toxicidad provenia del principio activo o de alguno de los excipientes.
El Metoprene, como el BTi, se degrada rapidamente con los rayos solares.

Tanto el Temephos (abate), respetandose la dilucién de 1ppm, es decir, 1mg/l, como el BTi son larvicidas
para control de mosquitos aprobados por la OMS, para su utilizaciéon en agua de consumo humano. El abate no
debe ser utilizado en peceras, en ese caso puede aplicarse BTi.

Se han mencionado los mecanismos para controlar las larvas ahora se mencionaran algunos de los insecticidas
que se utilizan para el control del mosquito adulto, en el mercado es posible encontrar una amplia variedad de
insecticidas para uso casero, pero solo se consideran los insecticidas que son utilizados por las autoridades de
salud para el control del vector cuando se presentan las epidemias de dengue o cuando se inician los programas
de prevencion del brote de mosquitos.

Los insecticidas juegan un papel central en el control de vectores de enfermedades tales como mosquitos,
moscas, pulgas, piojos, chinches, etc. En 1955 la OMS propuso la erradicacion global de una de las enfermedades
més prevalecientes transmitidas por vectores, la malaria, con el uso de rociados residuales intradomiciliares de
DDT. Sin embargo la euforia por los insecticidas termind pronto y en 1976 la OMS revirtié su concepto de
erradicacion a control de la malaria. Los cambios en la politica se debieron a la aparicién de la resistencia al
DDT en un gran nimero de mosquitos vectores. En 1975 la OMS reportd que una poblacién de 256 millones
de personas vivian en areas donde la resistencia a DDT y/o los BHC (Bifenil Poli Clorinados) mermaron los
esfuerzos para el control de la malaria (Flores, Badii y Ponce, 2001).

Flores (2001) sefiala que los problemas de resistencia continuaron con la rotacién a nuevos insecticidas, tales
como los organofosforados, carbamatos y piretroides. La resistencia se ha desarrollado a cada uno de los grupos
toxicoldgicos insecticidas, incluyendo microbiales y reguladores del desarrollo de los insectos. Se espera que la
resistencia a insecticidas sea directamente afectada por la reemergencia de enfermedades infecciosas, y donde la
resistencia no ha contribuido a la emergencia de enfermedades se espera que amenace el control de la enfermedad.
Flores enfatiza que un cuidadoso analisis de la informacion reciente acerca de resistencia de vectores (por ejemplo,
la base de datos de la OMS y los registros de los programas de control de enfermedades) muestran que el efecto
de la resistencia en los esfuerzos del control son atn desconocidos. Muchos reportes de resistencia de especies
vectores estan basados en un simple punto geografico de un pais.

Desde hace milenios los hombres utilizan sustancias como cenizas, azufre, compuestos arsenicales, tabaco
molido, cianuro de hidrégeno, compuestos de mercurio, zinc y plomo, etc. para luchar contra los insectos. Forman
el grupo de los llamados insecticidas de la 1* generaciéon. Son productos en general muy toxicos, poco efectivos
en la lucha contra la plaga y muy persistentes en el ambiente (hasta 50 afios). Hoy dia se usan muy poco y
bastantes de ellos estan prohibidos por su excesiva toxicidad.
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Los avances de la ciencia y de la industria quimica hicieron posible la aparicién de mejores insecticidas que
se suelen denominar de la 2% generacion. Son un variado conjunto de moléculas que se clasifican en grupos
segin su estructura quimica. Las tres familias mas importantes son los organoclorados (clorocarbonados), los
organofosfatos y los carbamatos.

= Organoclorados (DDT, aldrin, endrin, lindano, etc.) son toxicos, su persistencia en el ambiente sin ser
destruidos llega a ser de anos y se bioacumulan, es decir, van aumentando su concentracioén al ir ascendiendo
en la cadena trofica.

= Organofosfatos (malation, paration, etc.) son poco persistentes (dias) y se eliminan en la orina. Muy
téxicos para el hombre, tanto como los mas conocidos venenos como son el arsénico, la estricnina o el
cianuro. Fueron desarrollados a partir del gas nervioso preparado por los alemanes en la 2* Guerra Mundial.
Se usan mucho en agricultura.

= Carbamatos (por ejemplo el carbaril, de nombre comercial Servin; o el propoxur, llamado Baygon, etc.)
son poco persistentes (dias) y se eliminan en la orina. Son poco toéxicos para el hombre pero menos eficaces
en su accién como pesticidas que los organofosfatos. Se usan menos en agricultura y mas en interiores,
como insecticidas caseros, etc.

El caso del DDT resulta especialmente interesante de analizar por ser muy representativo de los pros y
contras de los insecticidas, especialmente de los mas antiguos. Su potencial ecotéxico reside en que mata a los
insectos por contacto, afectando su sistema nervioso. Es muy soluble en las grasas y en disolventes orgéanicos, y
practicamente insoluble en agua. Su accién no es selectiva, su aplicaciéon provoca no sélo la muerte inmediata y
masiva del insecto plaga, sino también la de insectos benéficos y a mediano y largo plazo la de infinidad de otros
organismos (peces, aves y mamiferos).

En el siglo XX fue utilizado con intensidad como insecticida pero, tras una campana mundial que alegaba
que este compuesto se acumulaba en las cadenas tréficas y ante el peligro de contaminacion de los alimentos, se
prohibio su uso. El 15 de septiembre de 2006 la OMS anunci6 que el insecticida volvera a ser parte de su programa
para erradicar la malaria fumigando el interior de residencias y matar asi a los mosquitos que transmiten la
malaria. Estudios cientificos muestran que la utilizacion del DDT en interiores asociado a mosquiteras si es
efectivo y no presenta los peligros para la vida salvaje y la inefectividad a medio plazo que su uso indiscriminado
como biocida si tiene en cultivos.

Sin embargo, el Programa de Naciones Unidas para el Medio Ambiente (PNUMA) plante6é en mayo de 2005
en la primera reunién del Convenio de Estocolmo sobre Contaminantes Orgénicos Persistentes la eliminacion
de 12 compuestos considerados "plaguicidas y productos quimicos industriales peligrosos que pueden matar a la
gente, producir danos en el sistema nervioso e inmunitario, provocar cancer y desérdenes reproductivos, asi como
perturbar el desarrollo normal de lactantes y ninos”, entre los cuales se encuentra el DDT, cuyas caracteristicas
entran en la clasificacion de: "altamente toxicos; son estables y persistentes y tienen una duraciéon de décadas
antes de degradarse; se evaporan y se desplazan a largas distancias a través del aire y el agua, y se acumulan en
el tejido adiposo de los seres humanos y las especies silvestres” (PNUMA, 2007).

Los efectos adversos para la salud de los animales del DDT incluyen fallos en la reproduccion y en el desarrollo,
posibles efectos en el sistema inmunitario y muertes difundidas de aves salvajes después de rociar el DDT. Como
sucede con muchos insecticidas organoclorados, el mayor objetivo de la exposiciéon aguda al DDT es el sistema
nervioso. La administracion a largo plazo del DDT ha dado lugar en los animales a efectos hepaticos, renales e
inmunitarios.

No se pretende hacer una gran explicaciéon sobre los agentes quimicos utilizados para el control de vector
Aedes aegypti, sino solamente mencionar algunos de los quimicos mas usados y algunas de sus caracteristicas.
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Figura 1.5: Gold Fish (Carassius auratus auratus).

1.2.2. Medidas de control biolégico

Los estudios sobre control biolégico de vectores se presentan como una alternativa al uso de plaguicidas,
cuyo uso indiscriminado ha favorecido la aparicién, propagacion e incremento constante de la resistencia de los
mosquitos a estos plaguicidas, asi como también han causado contaminacién del ambiente, destruccion de la fauna
benéfica (enemigos naturales), y el subsecuente desequilibrio del ecosistema. Estos elementos han contribuido
al resurgimiento de plagas, y a esto se suman los reportes sobre la presencia de residuos toxicos en productos
alimenticios, elevandose asi los costos de los programas de control como se ha mencionado en la Secciéon 1.2.1.

Esta situacién ha ocasionado que la popularidad de los métodos quimicos decaiga y se promuevan soluciones
alternativas a través del empleo de agentes de control biologico, estrategia que crece rapidamente como her-
ramienta en la lucha contra los vectores o agentes transmisores de enfermedades de importancia en el campo
de la salud publica. Este método tiene como ventajas, un bajo costo de investigacion y desarrollo, no toxico,
especifico hacia organismos blanco, bajo riesgo para el operador y poco impacto ambiental.

Diversos paises, como Estados Unidos, Brasil, México y Cuba, entre otros, incluyen en su arsenal para el
control vectorial, bioplantas de produccién de nemétodos parasitos de mosquitos y plantas de aplicaciéon y cria
de especies de peces larvivoros con demostrada efectividad en el control vectorial (Garcia y Gonzalez, 1986).

Algunos de los métodos utilizados son:

= Peces larvivoros. Constituyen uno de los mas eficaces para el control de las plagas de dipteros hematofa-
gos. En Cuba han sido utilizados con resultados satisfactorios en diversos criaderos naturales y artificiales
(Hernandez y Marques, 2006). Su uso racional y su aplicacion no dependen de la cria masiva de organismos
en el laboratorio, ni de la introduccion de individuos ajenos a los criaderos naturales que puedan danar el
ecosistema y en particular al hombre. Entre los mas usados estan:

o Gold Fish (Carassius auratus auratus). Valero et al. (2006) observan que el Carassius auratus auratus
tiene una mayor actividad en el consumo de larvas sobre el Guppy Salvaje (Poecilia reticulata).

e Guppy Salvaje (Poecilia reticulata) Hernandez et al. (2006) senala que su eficacia generalmente se ha
demostrado en criaderos naturales, y son escasos los trabajos publicados sobre el uso de los peces en
recipientes donde se necesita mantener agua recogida, no obstante la importancia de estos, debido a
que son utilizados por los mosquitos que se reproducen cerca de las viviendas como sucede con Aedes
aegypti. Ademas menciona que no sblo es efectivo en el control de las larvas, sino que en ausencia de
ellas resiste largos periodos de inanicion, o se alimenta de microorganismos o desechos fecales, como
sucede con otras especies de peces larvivoros.
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Figura 1.6: Guppy Salvaje (Poecilia reticulata)

o Gambussia affinis. De acuerdo con estudios realizados estos peces son capaces de comer hasta 30
larvas de Aedes aegypti por dia’.

Figura 1.7: Gambussia affinis.

e Tilapia. Con una siembra minima de dos crias de tilapia, en una pila con agua, se reduce la repro-
duccién de los zancudos transmisores del dengue®.

Figura 1.8: Tilapia.

5 Fuente: http://www.docsalud.com/articulo/418/siembran-peces-que-devoran-larvas-de-mosquito-del-dengue, consultado julio
2011

6http://www.mag.gob.sv/index.php?option=com _content&view=article&catid=1:noticias-ciudadano&id=311:combaten-
zancudo-con-siembra-de-tilapia-en-puerto-de-la-libertad&Itemid=77, consultado julio 2011.
Accién realizada en el municipio de La Libertad, departamento de La Libertad, El Salvador en el ano 2010 en el marco de la
celebracion del dia internacional de la lucha contra el dengue, por el Ministerio de Agricultura y Ganaderia (MAG), a través del
Centro de Desarrollo de la Pesca y la Acuicultura (CENDEPESCA)
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Figura 1.9: Larva de Tozorhynchites rutilus

Duarte, Castillo, Rodriguez, Santander y Gonzalez (2009) plantean que los peces larvivoros son una ex-
celente opcion en el control del crecimiento de los habitat de mosquitos, asimismo, afirman que los peces
larvivoros constituyen una opcién muy eficaz para controlar esas temibles plagas, causantes cada ano de
la muerte de millones de personas.

= Toxorhynchites rutilus. Mosquitos del género Toxorhynchites, cuyas hembras no consumen sangre, han
atraido la atencion porque sus larvas depredadoras consumen las larvas de otras especies de mosquitos,
algunos de ellos vectores. Es una especie nativa de Norte América, criada y liberada previamente para
control de mosquitos. El impacto que producen, las liberaciones experimentales de este depredador, en
reducir el nimero de otro mosquitos durante periodos prolongados fue relativamente pequeno comparado
a las reducciones de Aedes aegypti (Lounibos y Campos, 2002), esto indica que para el control del Aedes
aegypti es mas efectivo.

= Copépodos. Los Copepoda (en castellano Copépodos), son crustaceos de tamanio muy pequeno, muchas
veces microscopicos, que se encuentran abundantemente, tanto en agua dulce como salada. La gran mayoria
nada libremente; sin embargo algunas especies se han convertido en parasitas. Muchas de estas tltimas
conservan un aspecto similar al de las formas libres al tiempo que otros han llegado al extremo de perder
sus caracteristicas de crustaceo e incluso de artréopodos. En los tltimos anos se realizaron varios estudios
acerca del uso de copépodos (Copepoda: Cyclopoidae) como depredadores de Aedes aegypti, indicando que
estos animales tienen un potencial grande para el control de zancudos. Los copépodos sobreviven dentro
de los criaderos del mosquito y pueden reducir un 95-100 % de las larvas durante varios meses (Castillo,
Valdés, Piquero y Fernandez, 2008). Se presentan experiencias de varios paises en el control biolégico del
mosquito Aedes aegypti mediante el uso de copépodos (Mesocyclops ssp). Esta alternativa de control es
relativamente barata y de facil adaptacion siempre y cuando la comunidad, particularmente las amas de
casa, colabore activamente en las acciones de mantenimiento y vigilancia de los contenedores de agua donde
habitan estos depredadores naturales (ibid).

Al igual que los peces se tiene una amplia variedad de copépodos que se utilizan para el control de las
larvas del Aedes aegypti, se mencionan a continuacion algunos de los mas comunes, que no solo se usan
para el Aedes aegypti, sino que también para otros mosquito:

o Mesocyclops pehpeiensis,

e Macrocyclops albidus,

o Megacyclops viridis,

o Megacyclops latipes, etc.
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Figura 1.10: Mesocyclops pehpeiensis.

Figura 1.11: Megacyclops viridis.

Estas son algunas de las maneras de como se controla la poblacion de larvas por medio de depredadores
naturales de los mosquitos, con la ventaja que el mosquito no adquiere resistencia al control como sucede con
algunos controles quimicos.

Ademas se tienen investigaciones sobre el control que se puede realizar a los huevos del Aedes aegypti por
medio de hormigas, mas especificamente Tapinoma melanocephalum (Hymenoptera: Formicidae)(Pérez et al.,
2004), aunque la investigacion se realizo en un insectario, los resultados evidencian el papel depredador de la
hormiga Tapinoma melanocephalum sobre los huevos del Aedes aegypti, la mayor depredaciéon se daba sobre los
huevos recién puestos, posteriormente se podria considerar para el control del vector en campos abiertos.

1.3. Deduccién del modelo matematico para la poblacién del mosquito
Aedes aeqypti

En esta Seccion se desarrollard un modelo matematico para la dindmica de poblacién del mosquito Aedes
aegypti bajo diferentes escenarios de control. Para la elaboracion del modelo en primera instancia se considerara
que la poblacién no esta sometida a ningin tipo de control. En un segundo momento se considera que la poblacion
es atacada por un esfuerzo de control que seré el control quimico, por medio de larvicidas e insecticidas, lo que
conduce a modificar las ecuaciones del modelo sin ningtn control. Luego, se considera la accién de un control
biolégico, lo que conduce a una nueva modificacién del primer modelo. Finalmente se establece un modelo en el
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Figura 1.12: Grupo de hormigas Tapinoma melanocephalum.

que se considera la acciéon simultanea de dos estrategias de control: una quimica y otra biolégica.

1.3.1. Modelo mateméatico sin ningtn tipo de control

Para el desarrollo del modelo se consideran los estadios donde es posible aplicar algtn tipo de control a la
poblaciéon de mosquitos. De acuerdo a lo senalado en las Secciones 1.2.1 y 1.2.2, se tienen medidas de control
para los estadios de larva y adulto, que son los mas comunes en los diferentes modelos matematicos. Sin embargo,
a pesar de que las medidas de control sobre los huevos son poco comunes (por ejemplo, considérese el control
de huevos por medio de hormigas o la ovitrampa), en este trabajo también se considera el estadio huevo. En
principio, entre las variables que se utilizaran se tienen:

Ntamero de huevos en el tiempo ¢  H(t)
Nuamero de larvas en el tiempo ¢ L(¢)
Numero de adultos en el tiempo ¢t A(?).

Para la ecuaciéon que rige el nimero de huevos se sigue el planteamiento de Marin, Munoz, Toro y Restrepo
(2007), aunque ahi se considera una ecuacion que representa los estados inmaduros del mosquito (huevo, larva y
pupa). Se supone una capacidad de soporte del medio para los huevos dada por K, y una tasa de oviposicion
intrinseca a la poblaciéon de mosquitos dada por ¢, que representa el nimero promedio de huevos puesto por
una hembra gravida. Recuérdese que una sola copulacion es necesaria para que una hembra quede fértil de por
vida. Ademas de considerar los parametros de la tasa de inviabilidad de huevos, g, que representa el ntimero
promedio de huevos que no logra llegar al estadio de larva, y la tasa de cambio del estadio de huevo a larva dado
por vy, teniendo finalmente la ecuacion

H

En cuanto al numero de larvas se sabe que estas tienen una cantidad dependiendo del nimero de huevos que
logren llegar al estado de larva, el termino vy H de la ecuacion (1.1). Como no se considera en este momento
ningdn tipo de control, los demés pardmetros involucrados en la ecuaciéon de cambio del niimero de larvas son
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la tasa de muerte de las larvas, pur, v la tasa de crecimiento de larvas a mosquitos maduros 7y, teniendo

L, = ’}/HH — ’}/LL — /,LLL. (12)

Finalmente para los adultos solo se considera la tasa intrinseca de mortalidad dada por 4. Asi el cambio
esta dado por
A/ = ’}/LL - p,AA. (13)

Con lo que se obtiene un modelo para la dinamica de poblacion del mosquito Aedes aegypti sin ningin tipo
de control, con restriccién inicamente en el numero de huevos que soporta el medio, dado por

H
L/ = ’)/HH—’)/LL—,U,LL (14)
A" = L - paA

El trabajo que viene en las proximas Secciones consiste en modificar el modelo (1.4) adecuando términos que
representen una medida de control de la poblacién en distintos estados de su desarrollo.

1.3.2. Modelo matematico con control quimico

Conociendo el modelo del crecimiento poblacional del mosquito Aedes aegypti sin ningtn esfuerzo de control,
se plantea ahora la adopcién de medidas de control quimico en las etapas de larva y adulto, es decir, se considera
el uso de larvicidas y adulticidas. Ello obliga a modificar las ecuaciones (1.2) y (1.3), en las cuales se describe
el cambio en el numero de larvas y adultos respectivamente. Para el control quimico algunos autores (Duque y
Navarro-Silva, 2006) definen una tasa constantes de efectividad asociada al larvicida. Esteva et al (2010) toma
una tasa en funcion del tiempo, considerando que el control del mosquito se realiza en periodos favorables para
el brote de una epidemia de dengue; ambas tasas son proporcionales al nimero de larvas en el instante t. En
este modelo se sigue el enfoque de una tasa constante, denotada por p, teniendo asi que el termino asociado con
la efectividad del larvicida es pL, que representa el ntmero de larvas afectadas por el larvicida, con lo cual la
ecuacion (?7) se modifica en

L'=yuH —~y,L — prL — pL. (1.5)

Para el control del adulto por medio de insecticidas Marin et al. (2007) considera una tasa constante para la
mortalidad causada por la aplicacion del insecticida, y similar al control de las larvas Esteva et al. (2010) toma
una tasa en funcién del tiempo. Otra vez se toma una tasa constante para las efectividad del insecticida que
se designara por J, siendo 6 A el namero de mosquitos adultos erradicados por el insecticida. Luego la ecuacion
(1.3) se transforma en la ecuacion

A" =~ L — paA - GA. (1.6)

Por lo tanto, se tiene un modelo con el cual se controla la poblacién del mosquito con medios quimicos dado
por las ecuaciones siguientes

H
H = ¢A<1—>—MHH—7HH
Ky
L' = ~gH —~,L—purL —pL (1.7)

A" = AL — paA—GA.
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1.3.3. Modelo matematico con control biolégico

En cuanto al control biolégico se tienen diferentes maneras de atacar a las larvas del mosquito por medio de
un depredador natural (ver seccion 1.2.2). En este sentido, hay varios modelos mateméaticos con control biologico
del mosquito que consideran sistemas tipo depredador - presa, donde el depredador es el organismos seleccionado
para realizar el control del mosquito.

Al modelo que se tiene para la dindmica de poblacion del mosquito se agregara una ecuaciéon mas que sera
para la dindmica del depredador, D, para su dinamica se sigue a Marin et al. (2007) que describe al depredador
con un crecimiento logistico con capacidad de carga del medio dada por Kp y tasa de crecimiento w, es decir

D' =wD <1 - ;{1) (1.8)

En cuanto a la dindmica de las larvas, Mosquera y Perea (2006) plantean una interaccion entre las larvas y el
depredador similar al modelo clasico de Lotka — Volterra, es decir, una tasa constante de depredacién; mientras
que Duque, Muifioz y Navarro — Silva (2004) y Marin et al. (2007) plantean una interacciéon dada por una funcion
de Holling tipo I. Por tanto, sabiendo ademas las caracteristicas del modelo clasico predador — presa se aleja de
la realidad, se modela la interaccion de los depredadores con las presas mediante una funciéon de Holling tipo I
dada por

BLD
L+n

donde ( es la tasa de depredacion. Asi la ecuacion (1.2) se modifica de la manera siguiente

BLD
L' =~vgH —~y L — pup L — =——. 1.9
YH L KL L+ (1.9)
El pardmetro n que representa la constante media de saturacién, es decir, es el parametro que controla la
depredacion, pues al no tenerse individuos para consumir el depredador baja su ritmo de depredacion.

Por lo tanto, el modelo para la dindmica de poblacién del mosquito con control biolégico, incluyendo la
dinamica del depredador, se describe por el sistema de ecuaciones siguiente

H
LD
¢ =ty B2 a0
A" = yL—paA

D
D = Dl1——].
“ < KD)

1.3.4. Modelo matematico control integrado

Ademas de las medidas de control quimico y biologico, se pueden considerar medidas de control cultural,
como por ejemplo, el método de control de la ovitrampa. Este método consiste en colocar alrededor de un lugar
donde los mosquitos tiendan a depositar sus huevos un baso, 6 un contenedor de agua adecuado, y una pieza de
madera la que deberé quedar parcialmente sumergida en el agua, pues recuérdese que los mosquitos colocan sus
huevos en la interfaz agua-aire, luego de un dia se retira la pieza de madera y se elimina adecuadamente o se
sanea por medio de algiin quimico para poder ser reutilizada en la trampa, esta medida tiene un gran implicacién
de la poblacién y se puede tomar como medida cultural.
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Estas ovitrampas han sido usadas desde 1965 en la vigilancia del Aedes aegypti, como un instrumento para
determinar la distribuciéon del mosquito, para medir la fluctuacion estacional de las poblaciones y para evaluar
la eficacia de la aplicacién de insecticidas (Vargas, 2002).

La base cientifica de las ovitrampas consiste en que las hembras gravidas de Aedes aegypti deben localizar
sitios para ovipositar, ya que esta especie coloca los huevos individualmente en las superficies de las paredes
internas y por encima del nivel del agua en receptaculos naturales o artificiales (ibid). Varios tipos de materiales
han sido usados para confeccionar las ovitrampas tales como jarras de vidrio, plastico y metal. También se usan
diferentes tipos de ovitrampas con materiales adherentes que han sido disenadas para estudios de dispersion del
mosquito y adaptadas para los programas en América Latina ya que su coste es minimo.

Esta medida requiere de una participaciéon méas activa de la poblacién, pues las ovitrampas deben de tener
un control diario, ya que de lo contrario se volverian nuevos criaderos para el mosquito y se tendria un efecto
inverso al deseado.

Figura 1.13: Esquema sencillo de una ovitrampa.

Suponiendo que la tasa de efectividad de la ovitrampa es constante y esta dada por «, la ecuacion (1.1), que
representa la dindmica de los huevos, se convierte en

H
H = ¢A (1 - KH) —ugH —ygH — aH. (1.11)

Por tanto un modelo que integra medidas de control quimicas, bioloégicas y culturales es el siguiente

H
H = qﬁA(l)uHH’yHHOLH

Kn

LD

L = VHH*WLL*/ML*PL*% (1.12)
A = ~pL—pusA—G6A

D
D = D{1——].

N ( KD)

La region de sentido biolégico, es decir, la region donde los valores de las variables del modelo tienen sentido
pues recuérdese que se tiene una situaciéon real para una poblacién y no se pueden tener poblaciones negativas,
dada por

Q={(H,L,AAD)e R*:0<H<Kpg, L>0, A>0,0<D<Kp} (1.13)
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El trabajo en los siguientes capitulos se centra en estudiar el comportamiento cualitativo del modelo en las
cercanias de los puntos de equilibrio que se encuentren el la region ). Entre las herramientas que se utilizan
destacan el método de Linealizacién de Lyapunov y el Teorema de Hartman - Grobman. Especificamente se
caracteriza la estabilidad de cada uno de los puntos de equilibrio y se realizan algunas simulaciones numéricas
para observar el comportamiento de las soluciones del modelo.
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Capitulo 2

Analisis del modelo para la dinamica de
poblaciéon del mosquito con estrategias de
control

Una de las técnicas bésicas en la modelacién matematica consiste en usar un sistema de ecuaciones diferen-
ciales para describir un fenémeno natural y estudiar cualitativamente la dindmica del modelo a fin de corroborar
tedricamente si el modelo responde al comportamiento del fend6meno que se esté estudiando. En algunos casos es
posible incorporar datos reales y simular por medio de software especializado los resultados. Por ejemplo, para
describir la dindmica de poblacion del mosquito Aedes aegypti con estrategias de control, se considera el modelo
siguiente .

H = zj)A(lI;r,{) —pgH —vygH — aH

H
BLD
L = H—~,L—prL—pL — ——
YH YL KL P L+7
A = AL —pusA—6A (2.1)
D
D = DI1—-—
. ( KD)

definido en la region de sentido biolégico
Q={(H,L,AAD)e R*:0<H<Kpy, L>0, A>0,0<D < Kp},

donde las variables y parametros estan dados en los Cuadros 2.1 y 2.2, respectivamente.

El estudio del comportamiento del sistema (2.1) se hace desde un enfoque cuantitativo y cualitativo, calcu-
lando los puntos criticos o soluciones de equilibrio del sistema y analizando el comportamiento cualitativo de
las soluciones alrededor de estos, mediante el método de linealizaciéon de Lyapunov y el Teorema de Hartman -
Grobman.

19



20 CAPITULO 2. ANALISIS DEL MODELO

2.1. Soluciones de equilibrio

En el modelo (2.1) se considera la aplicacion de medidas de control quimico (adulticidas y larvicidas), control
biologico (un depredador natural de las larvas del mosquito) y una medida cultural (que puede ser la ovitrampa
o la colaboracion de la poblacion para la eliminaciéon de criaderos del mosquito) para la erradicacion de la
poblacion de mosquitos. En el cuadro 2.1 se muestran las variables utilizadas en el modelos y en el cuadro 2.2
se muestran los respectivos parametros.

Cuadro 2.1: Variables del modelo para la dinamica de poblacional del mosquito Aedes aegypti con control quimico
y biolégico.

Nuamero de huevos en el tiempo ¢ H
Nuamero de larvas en el tiempo ¢ L
Numero de adultos en el tiempo ¢ A
Numero de depredadores en el tiempo ¢t D

Cuadro 2.2: Parametros del modelo para la dinamica de poblacion del mosquito Aedes aegypti con control quimico
y biologico.

Parédmetros entomologicos del mosquito

Tasa de oviposiciéon intrinseca del mosquito 10}

Tasa de inviabilidad de los huevos L
Capacidad maxima del medio para los huevos Ky
Tasa de transformaciéon de huevo a larva YH
Tasa de mortalidad natural de las larvas 1755
Tasa de transformacion de larva a adulto YL
Tasa de mortalidad natural de los adultos WA

Parédmetros del control de la poblacion

Tasa de efectividad del control en los huevos
Tasa de efectividad del larvicida

Tasa de depredacion

Tasa media de saturacién

Tasa de efectividad del adulticida

Tasa de crecimiento natural del depredador w
Capacidad maxima del medio para el depredador Kp

I3 @D R

Se observa que la altima ecuacion de (2.1) esta desacoplada y ademés corresponde a un modelo de crecimiento
logistico cuyas soluciones de equilibrio son

Sustituyendo la solucién D=0 en el modelo (2.1) se obtienen las siguientes ecuaciones

H
H' ¢A<1—>—uHH—’yHH—aH
Ky
L' = ~gH —~L—purL—pL (2.2)
A = ~pL— pusA—GA.
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Mientras que para D = Kp, se obtiene

H
H = qu(l—) —pgH —ygH —aH
Ky
BLKp
L = H—~L—prL—pL— 2.3
YH L ML P L+7 (2.3)
A = ~pL— pusA—GA.
Las soluciones de equilibrio de (2.2) son las soluciones del sistema
_ H _ _ _
0 = ¢A (1—) —ugH — vy H — aH (2.4)
Kg
0 = yuH —~yL—prL—pL (2.5)
0 = ~L—pusA—6A
Al despejar A en (2.6) y L en (2.5) se obtiene
- L
O+ pa
_ H
L = ——1 (2.8)
p+L+pr
Sustituyendo (2.8) en (2.7)
. H
A= YLYH (2.9)
(ha +6)(vL + pL + p)
y luego sustituyendo en (2.4)
oy < H > _
l—— | =~ (ug+ym+a)H = 0
(ra +0)(vr + pr + p) H (b + 7 )
calselit ( )il ) )
1——) - + + « = 0. 2.10
((NA+5)('7L+/~LL+P) Iy ) o) (2.10)

~ De (2.19) se obtiene dos valores para H, uno de ellos H = 0, el cual corresponde al punto de equilibrio trivial
H=L=A=006PF,=(0,0,0), donde no existen mosquitos, y el no trivial asociado a

- Ky <1_ (pa +0)(pm +7H+a)(7L+uL+p))_ (2.11)
¢YLVH
Sea 5
YLYH
@, p,0,0) = 2.12
¥(@2.0,9) (Ha +0)(pwr + v + @) (L + pr + p) (2.12)
con este cambio se tiene una expresion para H, en el equilibrio no trivial, cuando D = 0
H - K (1 L )
= H _—_—
¥(a, p,0,0)
_ Ky
H = —— (4(a,p,0,6) 1) (2.13)

w(a) p7 07 6)
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_ Asi los puntos de equilibrio del sistema (2.2) son el trivial P§ = (0,0,0) y el equilibrio no trivial Py =
(H,L,A)" donde

_ Ky

H = ——— (¢(a,p,0,0) — 1

[ = " (2.14)
ptaL+pr

A _ YLYH B—

(ma+90)(ve +pr +p)

Se observa que el signo de A y L dependen del signo de H. Asi

Teorema 2.1.1 (Positividad de la solucion no trivial del modelo (2.2).)
La solucién no trivial del modelo (2.2), que describe la dindmica de poblaciéon del mosquito Aedes aegypti con
control quimico, es positiva si

(Ha +0)(pu + v + @) (ve + pr + p) < SYLVH (2.15)

es decir,
Y(ay p,0,8) > 1. (2.16)

Para interpretar la condicion (2.15) (6 (2.16)), Se observa que en el lado derecho, ¢yg~r,, aparece el producto
de las tasa de oviposicion, las tasas de cambio de huevo a larva y de larva a adulto, mientras que en el lado
izquierdo aparece el producto de la suma de los pardametros que intervienen en cada uno de los estados. Por
tanto, el producto de las tasas ingreso a cada clase tiene que ser mayor que el producto de las tasas a las cuales
abandonan su clase respectiva.

De manera semejante las soluciones de equilibrio para el sistema (2.3), se obtienen al resolver el sistema

_ H _ _ _
0 = ¢A <1 - ) —pugH —ygH — aH (2.17)
Ky
_ _ - _ BLKp
0 = H—~,L —upL — pL — —= 2.18
YH YL 120 P I+ ( )
0 = oL —puaA—0A (2.19)

Al despejar H en (2.17) y A en (2.19) se obtiene, respectivamente

H _ oKnA , (2.20)
A+ Ky(a+yu + pw)
< v L
A = . 2.21
O+ pa ( )
Al sustituir (2.21) en (2.20) asi
i= OKmLl (2.22)

oYL L + Ky (6 + pa) (o +vm + pm)’

1El superindice hace referencia al valor que toma la variable D, o valor de equilibrio para D.
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Y al sustituir (2.22) en (2.18) se obtiene

Ky L ) ( 5KD>
L - +uL+p+ = L = 0

dvyuKayr ( 8K )) )
L —\ptatet g L = 0. 9.93

De (2.23) se obtiene nuevamente la solucion trivial H = L = A = 0, teniendo a Py como solucion de
equilibrio. Ahora para determinar la solucién no trivial, se tendran dos valores para L, los cuales deben ser
necesariamente valores reales positivos.

Resolviendo ahora para el valor no trivial

ovuKuvr B BEp '\ _
¢vLL+ Kg (04 pa) (a+vu + ) <7L+ML+p+L+U)_O
_ ovaKuvr _ < w4 @KD)
¢y L+ Kg (0 + pa) (o +vu + pmr) R
(L+n)(¢vevcKu) = [(L+n)(ve+pe+p)+ BKp]|[Ku(va + pm + o) (pa + 0) + ¢y L]
0 = L*¢ve(ve+pe + )l + Lty + pm + a) (v + pr + p)(pa + 0) Ky

+ nov(ve +pr + p)BKpdyr — dva v Ku) + nKu(Ye + pa + o)
(vo + L +p)(pa+90) + BEpKu(ve + pr + a)(pa +0) — ndKuyavL-

Esta ultima ecuacion se puede rescribir como

- = | oy Kn novavL Ku
L? L|———— Kp- K -_
[ovL (v + pr + p)] + (0,,0.0) +novL(vopr +p) 4+ BévLKp-¢vivm H} + (. p.0.9)
Bovavr Kp Ky
_ Ky =0,
(’YL + 1239 + p)w(a’ P Oa 6) n(b’YH’YL "
O como B B
L*+al+b=0 (2.24)
donde
’YHKH < 1 /BKD >
a = + + —1 2.25
7 vL +pr+p \¥(a, p,0,8)  vuKg (2.25)
YaKH ( n o+ BKDp )
YL +N’L +p 'w(aapvoa(s) (’YL +:U'L +P)¢(aap’0,5)

Asi las soluciones son

_ —a —+va? —4b _ —a++Va? —4b
Li=——0—— vy L=——"—" (2.26)

Ahora para asegurar que estos valores estéan en la region de sentido biologico, se tienen las siguientes condi-
ciones
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Teorema 2.1.2 (Numero de soluciones de equilibrio del modelo (2.3).)
Dado el modelo (2.3), que describe la dindmica de poblacion del mosquito Aedes aegypti con control bioldgico,

las soluciones de equilibrio no triviales del modelo dependerén de las condiciones de los valores de a y b, dados
en (2.25), asi:

» Sib <0, se tiene que Ly <0y Ly > 0;

» Sib>0ya?—4b> 0, entonces L1 Ly > 0, pero si a < 0 son negativos y si a > 0 son positivos;

donde las soluciones que se presentan son PlK Py PQKD, asociados a L1 y Lo, respectivamente, dados por PlK P =
(H,L,A) y PX? = (H, L, A), donde

H = _ QSKH'YLI/
oL+ Ky (6 + pa) (e +vu + pn)
L = Ly y/6 L, (segiin corresponda) (2.27)
A = v L ’
0+ pa
Yy para E17 Eg
- —a—+Va%—4b - —a+Va?—4b
Ll = f y L2 = f

La prueba de este resultado no es mas que el analisis de las raices de la ecuacion cuadratica (Ver Apéndice
A).

En resumen, en ambos casos para los valores de equilibrio de D, aparecen la solucién de equilibrio trivial,
lo cual significa que no hay ni depredadores ni mosquitos. En el otro caso los depredadores se mantienen en su
poblacién méaxima Kp, y los mosquitos se extinguen. Ademas, se presenta el equilibrio P dado en (2.14),

_ Ky
H = —7  ((a,p,0,8) — 1
[ = 2
p+yL+pL
A — YLYH H

(ma +90)(ve +pr + p)

Y cuando D = Kp se presentan uno o dos equilibrios distintos del trivial, dependiendo del valor de a y b,
los que serian en su momento P1K by P2K P con coordenadas dadas en (2.49), solamente cambiando el valor de L
segtn corresponda a la situacion de los valores de a y b presentados en (2.25).

2.2. Linealizacién y analisis de estabilidad del modelo alrededor de
los puntos de equilibrio

A continuacién se calcula la matriz de linealizacion del modelo (2.1), siguiendo el método de linealizacion de
Lyapunov (Ver Apéndice B). En primero lugar, ese calculo se hace en general. Luego evalia cada uno de los
puntos de equilibrio obtenidos en la seccién 2.1 y se estudia la estabilidad en cada solucion de equilibrio.
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2.2.1. Matriz de linealizacion

El modelo que se ha planteado para la dindmica de poblaciéon del mosquito con estrategias de control dado
por las ecuaciones (2.1),

H
H = qu(l—)—MHH—'yHH—aH
Ky
LD
L = 'YHH_'YLL_MLL_pL_f+7]

A" = L —ppA—5A

D
D = wD(1-—
“ ( KD)

Al tener en cuenta el desacoplamiento de la dltima ecuacion, las entradas de la matriz jacobiana se obtienen
calculando las siguientes derivadas parciales

OH A OH oH (. H\ |
OH ~ Iy W tomtael G =0 aA—¢<1 KH>
oL oL _BDy aL

aiH_’yH, 87_ (7L+NL+/)) (L+77)2’ 614_0’

0A 0A 0A

a—HZO, oL = a*AZ—(NA‘HS)-

Asi finalmente la matriz jacobiana que se utilizara para hacer el estudio cualitativo alrededor de cada una
de las soluciones de equilibrio, (H, L, A), es

1) H
= 1— —
- o (ko + 78 + @) 0 ¢ K
M(H,L,A) = BDn (2.28)
" ~(yL + pr +p) — 0
VH (Yo + pr +p) T+n)?
0 VL —(pa +9)
2.2.2. Analisis de estabilidad de los equilibrios sin depredacion (D = 0)
Ahora se estudia el comportamiento cualitativo de las soluciones de equilibrio para el caso D = 0.
Al evaluar P = (0,0,0) en M se obtiene
—(va + pE + @) 0 ¢
M(Pg) = VH —(yz + pr +p) 0 (2.29)
0 L —(na+9)

Cuyo polinomio caracteristico es
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—(vu +pa +a) = A 0 ¢
det(M(Fg) —I)\) = T —(yz + B+ p) = A 0
0 YL —(pa+0)— X

—[(ver 4+ a4+ o) + A[(ve + oL+ p+ X (pa + 0+ M) + dvee
= 0.

Haciendo un poco de algebra, este polinomio puede escribirse como

N4 Nvg +pg+ o+ +pun+p+pua+o] + Mo+ pn+p)(pa+0)+ (v + pr + Q) (L + pn + p+ pa + 0)]
+ (ya+pg+ o) (vp +pL+p)(pa +0) — dvayL

PYHVL 1 1 1
=N X yy gty p a0+ A[ + +
[yer + pm YL+ BL P+ pa+ 0] (0, p,0,0) \ v+ +a v+ pL+p | pato

1
- (ZS’YH’YL [1/’(04,0,075) - 1:| =0

Llamando
a1 = Y +pE+a+yL+pr+p+pat+o,
1 1 1
b, = DYHL ( n n >7
w(a7p5076) ’YH"V‘MH"’OK ’YL+H/L+p /J/A—i—é
1
SN I
Y(a, p,0,0)

entonces el polinomio caracteristico se escribe

N+ a N +br+e =0.

Para determinar la estabilidad de la solucion P{ se hace uso del criterio de Routh - Hurwitz (Ver Apéndice
C), es decir, si se cumple que a; > 0, ¢c; > 0y ajb; —¢; > 0 entonces P es estable. Es de observar que las
condicion a; > 0 es satisfecha, faltando ver las condiciones ¢; > 0 y a1b; — ¢; > 0 que se puede rescribir como
a1b; > ¢q. La condicién ¢y > 0 es equivalente a

1
Py [W_l] >0

b, p,0,6) < 1 (2.30)
ahora la condicion a1b; > ¢y, al realizar el producto a1b; se tiene
PYEYL < 1 1 1 ﬂ
aiby = tug oty +pL+p+pa+o + +
171 i + i VLT HRLT P A ][w(a,p,o,d) Y+t pE+oa L+ pp+p o pa+o
= [yu+pm+atyr+pn+p+pa+0)[(vr +pr +p)(pa+0) + (v + pa + Q) (vp + pr + p+ pa + )]
dYHYL 9 2 OYHYL
= — ==t (L tpu+ A+0)+ (YL + pr 4 p)(pa +0)° + ——=
5(0,p.0.9) (v +pL +p)" (1 )+ (v + L+ p) (1 ) (e, p.0.9)
2 2 OYHVL 9
+ (v +pr+p) (ve+pe + o)+ (e + p + a) (7L+ML+p)+W+(7H+uH+a) (1A +96)
+  (vm + pu +a)(pa+6)?
_ dYHYL g ALt HL+Pp pa+9 YLt+upL+p Ymtpmta  yEtpEta pa+9
Y(a, p,0,0) YH +pH A+ YH A+ U+ pa+9 YL+ pL+p pa+6 vL + pr 4+ p
> O~ (e p,0,0) (231)

w(a7 /0? O) 6)
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observese que en (2.31) no es necesario que ¥(«, p,0,9) > 1 para que esta condiciéon sea satisfecha, por lo cual
para que P sea estable tinicamente es necesario que ¢; > 0, es decir (2.30).

Con lo que se establece

Teorema 2.2.1
Si (a, p,0,8) < 1 el equilibrio trivial, P{, del sistema (2.2) es asintéticamente estable.

Ahora se continua con el equilibrio no trivial sin depredacion, P, dado en (2.14),

_ Ky
H = ——2 _ (4(a,p,0,8) —1
Blanp,0,5) V(@ p0:0) =)
[ = 2
p+yL+pL
T YLYH =

(pa+0)(ve + pr + p)

al evaluar en M, (2.28), se obtiene la matriz de linealizacién en P}

A H
o *%H*(MH+’YH+OZ) 0 ¢<1KH>
M(Py) = 2.32
) H —(yz +pr +p) 0 (2:52)
0 L —(pa +9)
que tiene como polinomio caracteristico
A H
. —%H—(MH-FVH-I-Q)—)\ 0 ¢<1—KH>
det(M(Py) — I\
etM(P) = IN) VH —(vp+pr+p) = A 0
0 L —(pa+0) = A
b - H
= — | Atmtprtoat+ A [ +p+p+N(pa+0+ A +ym70¢ (1 - 7=
KH KH
= )\3+)‘2|:I?A+'YH+MH+04+7L+ML+P+MA+5:|
H

+ )‘|:('7L+/~LL+P)(NA+5)+('7L+NL+P+MA+5) (;;A+7H+ug+a)]

+ YHYLO (Iil - 1> + ([?;IA +795 + pH + 01) [(vz + pr + p)(pa +9)]
-0

haciendo

as Ay + g+ kAL p a6

Ky
by = (vL+uL+p>(uA+6)+(vL+uL+p+uA+6)(;HAHHMHM)
H b -
ca = YHYLP (K — 1) + (KA-‘F’YH + UuHg +OZ) [('YL + UL —l—oz)(uA —l—(S)]
H H

se puede rescribir el polinomio caracteristico como

N a2 oA+ =0 (2.33)
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Obsérvese que ¢ se puede escribir como
A 0 L1
KH (,YH + pH +a)¢(0¢’0,0a5) w(a7p7036)

H
Co = YHYLO K—H -1+ (2.34)

Nuevamente al usar el criterio Routh - Hurwitz sobre (2.33), asbs > ¢ y ¢2 > 0,

La condicién ¢y > 0 es equivalente a

¢ [H -1+ ¢4 + ! ] > 0
MKy T Kl o+t a)ionp,0,0) (@, p,0,0)
_ (b _
HiY(a,p,0,0)+ ——————A+ Ky > KgyY(a,p,0,0
¥(a, p,0,0) T H Y (a, p,0,6)
sustituyendo A y H dados en (2.14),
a,p,0,0) + a,p,0,0)—1)| +Kyg > Kgi(a,p,0,0
¥(a, p,0,0) (e p,0,9) (v + pu + a) p (¥(e; p,0,0) —1) H aY(a, p,0,6)
es decir
(e, p,0,6) > 1. (2.35)

Ahora para asby se puede rescribir como

(vz + s+ p)(pa +6) + (VL + pr + p + pa +9) <¢A+’YH+NH+04>:|

b =
a202 Kp

[A+'YH+NH+OL+'YL+ML+P+INX+5}

_ 30YHYL YaYLA { 3 N 2 N 2 }

¥(a,p,0,0)  Kpv(a,p,0,0) [va+pag+a  pa+d6 ~yo+pr+p
n PYHYL |:’YL+,UL+p+ pa+0 YH + pH + o pa+9 +7H+NH+Q:|

(e, p,0,0) [vg +pa+a Y+ pg + o pta+9 YL+ pL+p Yo +pL+p
2
+ Kiﬁ (Ve + i + p)2 + (na +6)%] + (é{A) (vo +pr +p+ pa+90) (2.36)
H A b 1 ]
L [KH Kot (i 1 i - a)p(0np.0,8) | e, pr0.5) (237)

Obsérvese que la expresion dada para asbs en (2.36) es claramente mayor que la expresion que representa a
co presenta en (2.34).

Dando como resultado

Teorema 2.2.2
El equilibrio no trivial, P, del modelo (2.2) es asintéticamente estable si (v, p,0,68) > 1

Concluyendo este apartado se tiene el resumen en el Cuadro 2.3 para el modelo sin presencia del depredador,
o sin control biolégico.
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¢(047P7075) <1 >1
P estable  inestable
Py inestable  estable

Cuadro 2.3: Resumen de estabilidad de las soluciones de equilibrio para el modelo (2.2).

2.2.3. Analisis de estabilidad de los equilibrios con depredacion (D = K)p)

Ahora corresponde el analisis a las soluciones de equilibrio cuando se presenta el depredador en su capacidad
méxima, es decir D = Kp, 6 el estudio del comportamiento cualitativo del modelo (2.3) alrededor de las
soluciones de equilibrio.

Iniciando nuevamente con la solucién trivial, PSKD = (0,0,0), evaluando éste en (2.28) para tener la matriz
de linealizaciéon en los alrededores de POK b

—(pg +78 + Q) 0 o
K
M(PJ(D): Y <7L+uL+p+ﬂnD)
0 YL —(pa +96)

Siguiendo la técnica de analisis de las soluciones de equilibrio se calcula el polinomio caracteristico de

M(Py?)

—(pE +vg+0) = A 0 ¢
Kb BKp
det(M(Fy™”) —IX) = v — (s =) = 0
0 L —(pua+90)—A

KD
= _[('YH+MH+04)+)‘]|:<'YL+HL+IO+B17+)\)(MA+5+/\)]+¢7L'YH
K
= )\3+)\2(’YH+MH+O<+’7L+ML+p+ﬁnD+MA+(5>
K K
+ A[(7H+MH+a)<7L+ML+P+6nD>+<7L+ML+P+577D>(MA+§)]

K
+ (yu+pm+o) <7L +pL+p+ ﬂnD) (ha +96) — ¢vuL

=0
es decir
det(M(PFP) — IT\) = A\® + Xaz + Abs +c3=0 (2.38)
donde
_ BKp
az = '7H+NH+O‘+’VL+NL+9+T+MA+5
K K
by = {(WHJruHJra) <7L+uL+p+ 5;’) + (’YL+,LLL+P+ 677D> (MA+5)} (2.39)
K
s = (yo+pn+a) <7L+ML+/J+ ﬁnD) (a +0) — ¢vuL
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Siguiendo los mismos pasos dados en (2.12) para calcular ¢ (a, p,0,6), se puede obtener la expresion general
siguiente para ¥ («q, p, 3,9). En la secciéon 2.3 se aborda el significado y aplicaciones de esta expresion.

Asi
W(a, p, B, 8) = il gl . (2.40)
BKD
(Vo + pm + ) '7L+/JL+P+T (pa +9)
Con (2.40), es posible rescribir ¢3 como
es = =TI (1 (o, p, 5,6))
w(a’ p’ 5’ 5)
noétese que si
B(anp, 6,0) <1 (2.41)

entonces c3 > 0.

Para terminar de aplicar el criterio de Routh - Hurwitz falta ver la condicién que agbs > cs, esta condicion
es facil de comprender si se calcula azbs,

K K
asbs {(’YHWLMHJFO‘) (7L+uL+p+ 6771)) + (7L+uL+p+ ﬁnD> (uA+5)}

BKp
7H+MH+a+7L+ML+P+T+MA+5

t+up+p+ PED
PYHYL 5 'YH+,MH—|-O¢+ vi + i+ YL+ pr+p ;

K
¥(a, p, 8,6) pa+o 7LJFIJLLerJrﬁnD Yu + piE + o

OBK
'YL+/JL+P+7D

+0 +0
+ n + HA HA

na+90 '7L+ML+P+ﬁKD YH + g+
n

OVYHYL -
T p g 5L~ U@ .0) =

Por lo tanto

Teorema 2.2.3

Si (e, p, 3,0) < 1 el equilibrio trivial, PX? del sistema (2.3) es asint6ticamente estable.

Ahora se estudia el equilibrio no trivial, PX? | evaluando este punto de equilibrio en (2.28)

A s+ + ) 0 o(1-
pkp f BnK fn
MPTP) = YH —(7L+uL+p)—@n+7nD)2 0
0

YL —(pa +9)
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Con polinomio caracteristico

pA H
. 5~ (i ) = A 0 o(1- %
det(M(PEPY —IT\) = BnKp
—(LHpL+p) — g — A 0
VH (Ve +prL +p) L+
0 VL —(pa+0) =X
¢ < BnKp
= —|—A A s+ A 0+ A
|:KH +vm + 4o+ H<7L+ML+a+(L+n)2+ (Ha+06+ )
4+ qf) 1_£
YHYL Ky
- Kp
= /\3+)\2{¢A+ b p b D +5]
Kp YH T HH T XTYL T ML TP (L + 1) Ha
BnKp ) < ¢ < )
+ A FuL+p+ 3 +0)+ | —A+vu +pm + +6
|:('YL KL T+ p (L +1)? (1a ) Kpy Vi + i+ o) (pa )
) OnEp | _a
+ <KHA+'YH+MH+04> 7L+ML+p+(E+n)2 ovavL | 1 e
¢ < )( 577KD>
+ | —=—A+ym+pn+ tuL+p+ 3 +6
( T At e f (vt (1a +96)
-0
tomando
¢ < BnKp
= |—A —_— 1)
ay |:KH TE ot pn kot s
SnKp ) ( ¢ )
by = tuL o+ +0)+ (—A+vg + g + +6
4 |:<'7L KL T p (L +7)? (1A ) Kpy Vi + pa + o) (pa )
¢ < BnKp
—A —_ 2.42
+ <KH +’YH+MH+a><7L+ML+p+(L+n)2 ( )
H ¢ - 6nKp
= — 1— — A LD 5
ca ¢'VH’VL< KH>+<KH +7H+NH+04> (n+uL+p+(L+n)2>(uA+)

se tiene el polinomio caracteristico
A3 + (14)\2 +biA+cs =0 (243)

Para aplicar el criterio de Routh - Hurwitz tinicamente basta observar que ¢4 > 0. De manera que

Teorema 2.2.4 o
Los equilibrios PXP = (H, L, A), del modelo (2.3), serdn asintéticamente estable si

K¢ 1 ) ( 577+KD ) < : )
A+ vy + pg + tpL o+ +4) — 1 - > 0.
< " YH T UH T & YL T ML TP (L +17)2 (pa ) — ¢YHYL K

2.3. Interpretacion del analisis de estabilidad en base al modelo

En las secciones 2.1 y 2.2 se han calculado cada una de las soluciones de equilibrio y su correspondiente
linealizacién para estudiar el comportamiento cualitativo de las soluciones. Sin embargo, no se ha mencionado
ninguna consecuencia de ello en la dindmica de la poblacion del mosquito. Ademéas de las expresiones (2.12) y
(2.40) que se han establecido sin dar mayor explicacion sobre su utilizacion o importancia.
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En esta seccién, por tanto, se interpretan estos resultados a la luz del modelo de poblacién del mosquito
Aedes aegypticon diferentes medidas de control de poblacion.

Obsérvese que la funcion ¢(«, p,0,9), (2.12), es un caso particular de la funcion ¢ (a, p, 8, 9), (2.40), tomando
B = 0. Teniendo este hecho a la vista, se pasa a lo que es la interpretacion del significado de esta funcién.

La funcion

(ve + p + @) ('YL"’ML“"P"'T]D) (na +0)

representa el umbral de crecimiento poblacional del mosquito con control bioldgico (depredacion) y control quimi-
co. Este umbral indica el nimero promedio de mosquitos adultos producidos por un mosquito, la interpretacion
de los términos involucrados en esta funcién se presentan en el cuadro 2.4.

Cuadro 2.4: Interpretaciéon de los términos involucrados en el umbral de crecimiento poblacional del mosquito
con control biolégico y control quimico.

pa+ o Total de mosquitos adultos
% Numero promedio de huevecillos producidos por un mosquito hembra
A
YH + i + o Total de huevecillos
YH o .
ﬁ Probabilidad de paso al estado larvario
YH T HH T
vL + pL+p+ TD Numero total de larvas
7L

Probabilidad de paso estado maduro (adulto)
BKp
YL+ pL e+ D

Conociendo ahora el significado de cada una de las expresiones involucradas en el umbral es posible entender
su importancia en el desarrollo de la discusiéon de los resultados del modelo. Recuérdese que las condiciones
establecidas en la seccion 2.2 estdn dadas en funciéon de valor umbral, ademas de permitir identificar cuales
medidas de control se estdn aplicando a la poblacion de mosquitos. Asi 1(0,0,0,0) representa el umbral de
crecimiento natural de la poblacion del mosquito 6 umbral de crecimiento de la poblacion del mosquito sin
ningin control, mientras 1(«, 0,0, 0) significaria que tnicamente se estan aplicando medidas de control cultural,
es decir, evitar los criaderos de mosquito y/6 el uso de la ovitrampa, ¥(0, p,0,0) se estaria utilizando nada mas
la medida de control sobre las larvas, la mas comin en el pais es la abatizacion, y en el caso de que Gnicamente
se recurra a la fumigacion se tendra el valor umbral representado por (0,0, 0,0), estos umbrales se observaran
en los casos donde el control se realiza solamente en uno de los estados de desarrollo del mosquito.

Las medidas integradas estaran representadas por los umbrales mostrados en el Cuadro 2.5.
A partir de estos valores umbrales se determinan criterios 6ptimos sobre las medidas de control, es decir,
se determina cuando la aplicacién de una medida de control causa el impacto buscado sobre la poblacion de

mosquitos, y estableciendo que medidas son mas efectivas en el combate del mosquito Aedes aegypti.

En la seccién 2.2 se establece que los equilibrios Pg, Plo7 PODK y PPx son estables si a1b1 > c1, asba > ca,



2.3. INTERPRETACION DEL ANALISIS DE ESTABILIDAD EN BASE AL MODELO 33

control en huevos y larvas con control quimico;

control en huevos y larvas con control biolégico;

control en huevos y adultos con control quimico;

control total sobre larvas, es decir control quimico y biolégico;

control quimico sobre larvas y adultos;

control biolégico en larvas y quimico en adultos;

control en huevos y control total sobre las larvas;

control quimico sobre todos los estados del mosquito;

control en huevos, ademas de control biolégico sobre larvas y quimico sobre adultos;
control total sobre larvas y control quimico en adultos, quimico - biologico;
control integral sobre todos los estados de la poblaciéon de mosquitos.

ey

o >
S&Z2S ool

oo e
CRPPT oo
O™

=

sssssssscee

L

SR
DT oD
Lo ™

Cuadro 2.5: Distintos expresiones para el umbral de crecimiento de poblacién del mosquito con diferentes medidas
de control.

asbs > c3 y aqby > ¢y, respectivamente. Por tanto, aplicando el criterio de Routh - Hurwitz, en cada caso la
condicion suficiente es ¢; > 0, ¢ >0, c3 >0y ¢q > 0.

En la seccion 2.2.2 se analiz6 el caso del control de la poblaciéon del mosquito sin control biolégico y se
presentaron los siguientes Teoremas

Teorema 2.3.1
Si(a, p,0,8) < 1 el equilibrio trivial, P{, del sistema (2.2) es asintéticamente estable.

Teorema 2.3.2
Si (a, p,0,8) > 1 el equilibrio de coexistencia, P{ dado en (2.14), del sistema (2.2) es asintéticamente estable.

De los Teoremas 2.3.1 y 2.3.2 se pueden obtener las condiciones para cada uno de los controles implementados
en la poblaciéon del mosquito. La condicién dada en el Teorema 2.3.1 extermina la poblacién, lo que es inadecuado
desde el punto de vista biologico, aunque las mateméticas lo permitan.

Ahora se jugara con las diferentes formas del umbral mostradas en el cuadro 2.5, y el Teorema 2.3.1 para
dar algunas condiciones sobre los parametros que muestren la efectividad del control quimico.

Considérese el umbral de crecimiento de la poblaciéon del mosquito con control cultural p = 3 =§d =0y
a #£ 0, es decir ¥(«,0,0,0), asi

dYHVL

,0,0,0) = < 1

W ) pa(ya + pm + ) (o + pr)

DYHL < ptppto

pa(yr + pr)

DYHVL )
+ —1 < «

(e p) (MA('YH + pE)(vL + pr)

De donde se obtiene que a > 0 si (0,0,0,0) > 1.
La condicion (2.44) es llamada criterio de control sobre los huevos del mosquito.

De manera semejante, a partir de los umbrales con una sola medida de control, sin incluir el control biolégico,
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y del Teorema 2.3.1, teniéndose los criterios siguientes

(vz + 1)(¥(0,0,0,0) = 1) < p (2.45)

criterio de control quimico sobre las larvas del mosquito, y

114(1(0,0,0,0) = 1) < § (2.46)

criterio de control quimico sobre los mosquitos adultos.

De ambos criterio se deduce que 1(0,0,0,0) > 1. Se observa que la efectividad de las medidas de control
depende del umbral de crecimiento natural de la poblacion del mosquito. Y en efecto, estas medidas se inician
cuando la poblacién de mosquitos comienza a crecer demasiado y molesta a los humanos, ya sea por picaduras

o peligro de desatar una epidemia de dengue, clasico 6 hemorragico, paludismo u otras enfermedades asociadas
con este vector.

Obsérvese que si no se aplica ninguna medida de control, de las ecuaciones (2.14)

_ KH

H = —2%  ((a, p,0,6) — 1
w(a7p7076)( ( ) )

L = — ™M j
ptL+pr

A = YLVYH
(ma+0)(ve +pr+p)

se obtiene

_ Ky

H = ———M— 0,0,0,0) -1
w(07 O’ 07 O) (17ZJ( b b ) )

L = M g (2.47)
YL + UL

A = " g
wa(yr + pr)

De manera que, ademés del equilibrio trivial, existe un equilibrio no trivial (en sentido biologico) siempre
que 1(0,0,0,0) > 1.

Al analizar la estabilidad de ambos equilibrios (trivial y no trivial) se obtienen resultados similares a los

obtenidos de los Teoremas 2.3.1 y 2.3.2, en los casos del equilibrio trivial y no trivial, (2.47), respectivamente,
asociados al sistema (1.4),

H
o

L' = ygH—~yL—prL
A" = L — paA.

Obsérvese que los criterios (2.44), (2.45) y (2.46), asi como el criterio (2.50) el cual se establece mas adelante,

son los tinicos que se pueden dar implicitamente. Por ejemplo, el criterio de control quimico, que es uno de los
criterios que se busca en este trabajo, esta dado por

1!}(@, p7 0’ 5) < 1
PYHL
(va + p + @) (yz + i+ p) (pa +9)

1 (2.48)
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Para continuar con la discusién de los resultados obtenidos del analisis de estabilidad del modelo, a contin-
uaciéon se procede a interpretar los resultados en el caso que se presente control biolégico 6 depredaciéon, dando
los equivalentes de los Teoremas 2.3.1 y 2.3.2.

Teorema 2.3.3
Si (e, p, B8,6) < 1 el equilibrio trivial, POKD, del sistema (2.3) es asintéticamente estable.

Teorema 2.3.4 (Numero de soluciones de equilibrio del modelo (2.3))

Dado el modelo (2.3), que describe la dindmica de poblacion del mosquito Aedes aegypti con control bioldgico,
las soluciones de equilibrio no triviales del modelo dependeran de las condiciones de los valores de a y b, dados
en (2.25), asi:

» Sib< 0, se tiene que L1 <0y Ly > 0;

= Sib>0ya®—4b> 0, entonces L1 Ly > 0, pero si a < 0 son negativos y si a > 0 son positivos;

donde las soluciones que se presentan son PlK Py PQKD, asociados a L1 y Lo, respectivamente, dados por PlK =
(H,L,A) y PSP = (H, L, A), donde

H = _ ¢KH'7LI/

oL+ Kp (6 + pa) (o + vm + pnr)
L = Ly y/6 Ly, (segiin corresponda) (2.49)
A = v L 7

0+ pa

Y para Ly, Ly

—a—+Va?—4b I —a++va?—4b

E - =
1 9 Y 2 B

teniéndose como resultado para estos equilibrios que

Teorema 2.3.5 o
Los equilibrios PXP = (H, L, A), del modelo (2.3), serdn asintéticamente estable si

BnKp

K (L+n)?

)mﬁa)—m% (1—;;) > 0.

<¢A+7H+HH+OZ> (’YL+ML+P+

El altimo criterio de control que se obtiene del valor umbral ¥(0,0, 3,0) y el Teorema 2.3.3, es decir,
¥(0,0,8,0) < 1

DYHYL < 1

K
(v + ) (% +pr + ﬁnD) A

n(vz + pr)
Kp

siempre con (0,0,0,0) > 1. Esta expresion se conoce como criterio de control bioldgico sobre las larvas del
mosquito.

(77/1(0’ Ov 07 O) - 1) < /8 (250)

Con este ultimo criterio explicito se establecen otros criterios importantes para el control de la poblacion del
mosquito, a saber: criterio de control total sobre las larvas del mosquito, ¥(0, p, 3,0),

$(0,p,8,0) = PVHTL <1 (2.51)
BKp
(’YH‘F/LH)(’YL-FML—Fp—Fn >#A



36 CAPITULO 2. ANALISIS DEL MODELO

ademas del criterio de control quimico - bioldgico

(0, p, B,6) = PrHL o <1
(Yo + pimr) (7L+ML+,0+ 77D> (1a +9)

y el criterio de control integral

¥l p, 3,8) = PYHL = <1
(Yu + pu + @) <7L +pL+p+ 77D> (pa +0)

(2.52)

(2.53)



Capitulo 3

Resultados numéricos del modelo para la
dinamica de poblacién del mosquito con
estrategias de control

Conocido el modelo para la dindmica de poblaciéon del mosquito Aedes aegypti con diferentes estrategias de
control, descrito por las ecuaciones,

H
H = ¢A(1—)—MHH—7HH—O¢H
Ky
BLD
L = H—~,L—puL—pL— —=
YH YL Hr P L+7

A" = L —ppA—5A

D
D = wD(1-—
w ( KD)’

y las respectivas soluciones estacionarias, a continuacién se realiza algunas simulaciones usando el software,
MatLab. Los objetivos los objetivos que se persiguen son, por una parte, conocer de manera grafica el compor-
tamiento de las soluciones del modelo, es decir, la evolucién en el tiempo de la poblaciéon de mosquitos y, por
otra parte, el efecto de la combinacién de las distintas medidas de control en esa evolucion.

3.1. Los parametros del modelo para las simulaciones

En el Cuadro 3.1'. Se presentan los distintos valores, hipotéticos, que toman cada uno de los parametros del
modelo para las simulaciones. Se toman umbrales de crecimiento natural que sean mayores, menores e iguales
a uno, para luego agregar las medidas de control y apreciar el cambio en la evolucién de la poblacién con la
aplicacion de medidas de control.

Al observar los valores de los parametros entomologicos se tiene que el umbral de crecimiento natural es
mayor que 1 solo cuando las vy, v v 4 toman valores altos; el umbral de crecimiento es menor que 1 cuando
las tasas de mortalidad en cada estado son altas. Por tanto, se tomaran valores para los parametros de control
que estén alrededor del valor necesario para aumentar la tasa de mortalidad en cada estado.

1Los parametros entomologicos de la primera columna son obtenidos de Duque, Mufioz y Navarro - Silva, 2004.

37
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Cuadro 3.1: Valores de los parametros del modelo para la dindmica de poblacion del mosquito Aedes aegypti con
control quimico y biologico.

Parametros entomoldgicos del mosquito

10) 0.3 0.3 0.3 0.3

Ky 10000 10000 10000 10000
YH 0.714 0.314 0.714 0.714
H 0.286 0.686 0.286 0.286
YL 0.904 0.904 0.404 0.904
133 0.096 0.096 0.596 0.096
A 0.1 0.1 0.1 0.25

¥(0,0,0,0) 1.9364 0.85157 0.86537  0.77455

Parametros del control de la poblacion

@ 0.25 0.45 0.93637 0.95

P 0.25 0.55 0.93637 0.96

16 0.001 0.002 0.4 0.6

0 0.05 0.09 0.093637 0.25
Parametros del depredador

Kp 100

n 0.2125

3.2. Simulaciones para los umbrales de crecimiento natural

A partir de los parametros en el Cuadro 3.1, es posible realizar algunas simulaciones del modelo. Se inicia
con el modelo sin ninguna medida de control, y luego se estudia el efecto que tienen la medidas de control.

En la Figura 3.1 se muestra el comportamiento de la poblacién de mosquitos con un umbral de crecimiento
natural ¥(0,0,0,0) = 1.9364 y poblaciones iniciales de 30 huevos, 15 larvas y 100 adultos, (30,15,100). En el
gréifico se observa claramente que la poblacién se estabiliza en el equilibrio no trivial (4836, 3453,31213)2. Este
efecto de estabilizacion de la poblacion es debido a la restriccion en el naumero de huevos que puede soportar el
medio, K g; ademas es interesante observar que el incremento poblacional se da alrededor de 30 dias, este hecho
es importante pues las medidas de control se aplican después de que la poblacién de mosquitos es demasiado
molesta para los humanos.

En las Figuras 3.2, 3.3 y 3.4, se observa la evolucién de la poblacién cuando la tasa de paso al siguiente estado
(6 muerte) es mayor que la tasa de ingreso a su clase, estos casos la poblacion tiende a desaparecer, es decir
las soluciones tienden al equilibrio trivial, (0,0,0), el cual es asintoticamente estable. Obsérvese que todas las
simulaciones tienen la misma poblacion inicial, (30,15,100), y no se ha introducido ninguna medida de control.

2Los resultados se aproximan a valores enteros, pues se est4 modelando una poblacién y las cantidades de individuos s6lo pueden
ser valores enteros.
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Figura 3.1: Comportamiento de la poblacién de mosquitos con un umbral de (0, 0,0,0) = 1.9364.
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Figura 3.2: Mayor mortalidad en los adultos. Figura 3.3: Tasa mayor de inviabilidad en los huevos.

3.3. Simulaciones con medidas de control

En esta seccion se parte de una alta poblacion de mosquitos adultos y con el fin de controlar la poblacion
se aplican medidas de control que tienen en cuenta el umbral de crecimiento natural mayor que uno y se iran
aplicando las medidas individuales, es decir, estado por estado, y ver como afecta al desarrollo de la poblacion
a partir del momento en que es implementada la medida de control, luego se aplicaran medidas conjuntas, no
solo en un estado, hasta llegar finalmente al control integral de la poblacion de mosquitos.

3.3.1. Aplicando control sobre los huevos

En este apartado se jugara con el parametro a que representa las medidas de control al nivel del estado
de huevo. Entre las medidas que se pueden aplicar estan la ovitrampa, la liberacién de aguas estancadas, entre
otras. De las discusiones previas se sabe que el parametro debe de aumentar la tasa de inviabilidad de los huevos,
o disminuir la tasa de paso al estado larvario. Vale de recordar que el criterio de control sobre los huevos dado
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Figura 3.4: Mayor mortalidad en larvas.

en (2.44) solo depende de los parametros entomoldgicos. Asi

(’YH +NH)(¢(0707070) - 1) < «
y utilizando los valores del Cuadro 3.1, se tiene que

0.93637 < «a.

Es decir si a es menor que 0.93637 la poblacién se estabiliza en un valor de existencia de mosquitos, en
un ntmero menor que en el caso cuando no se controla la poblacién, mientras que si « es mayor o igual que
0.93637 la poblaciéon tendera a cero. Este resultado exige que el control sobre los huevos tenga una efectividad
de alrededor de 94 %, un requerimiento bastante alto, pues se pide que casi la totalidad de huevos del mosquito
sean eliminados, una situacién casi irreal.

Como se observa en la Figura 3.1 las medidas de control inician después de 30 dias, momento en el que hay un
crecimiento elevado en la poblacion de mosquitos adultos. Ademas de ser un tiempo apropiado para la reaccion
de la poblacion ante un aumento en la poblacién de mosquitos, en ese momento se cuenta con aproximadamente
210 huevos, 141 larvas y 763 adultos, que se convertiran en la condicién inicial al momento de aplicar las medidas
de control, (210,141, 763).

Al aplicar la medida de control con una efectividad de 25 %, o = 0.25, con lo cual 1(0.25,0,0,0) = 1.5491,
es decir, no se logra controlar la poblacién, ya que continua teniendo una cantidad elevada de miembros, 22879
adultos, el equilibrio en este caso es (3545, 2531, 22879); siendo esta una disminucién significativa de alrededor
de 27 % en los adultos, como se logra apreciar en las Figuras 3.5 donde se ha muestra el efecto del control en la
poblacién, y en la Figura 3.6 donde se muestra la comparacion en la evoluciéon de la poblacion en los casos sin
control y con control.

Con el valor de o = 0.45 se tiene un umbral de crecimiento de (0.45,0,0,0) = 1.3354, lo que deriva en una
disminucion de alrededor del 48 % en la poblacion del mosquito. El nuevo equilibrio es (2512,1794,16213). En
las Figura 3.7 se muestra el comportamiento de la poblacién al aplicar la medida de control y en la Figura 3.8
se muestra la comparaciéon entre el crecimiento de la poblacién sin control y con control.

Ahora tomando el valor de o = 0.93637, el cual es igual al criterio de control de los huevos de mosquito, se
tiene que 1(0.93637,0,0,0) = 1. Asi después de aplicar la medida de control la poblacion tiende al equilibrio
trivial, (0,0,0,0). Pero de una manera muy lenta (ver Figura 3.9). Los picos que se observa son debidos a la
aplicaciéon de la medida de control pues se esta eliminando alrededor del 94 % de los huevos. Ello causa que el
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Figura 3.5: Evolucién de la poblacién de mosquitos
aplicando control en los huevos, a = 025.
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Figura 3.7: Evolucién de la poblacion de mosquitos
aplicando control en los huevos, a = 045.
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Figura 3.8: Comparacion del crecimiento de la
poblacién sin control y con control en los huevos,
a = 0.45.

nimero de larvas decrezca drasticamente para los dias siguientes pues no hay muchos huevos que pueda llevar

al estado larvario.

Finalmente se toma un valor de @ = 0.95 que es significativamente mayor que el valor umbral, pero que
ocasiona que 1%(0.95,0,0,0) = 0,993 < 1, es decir la poblacion tiende al equilibrio trivial, pero de una manera
un poco mas rapida que cuando « toma el valor umbral. Nuevamente el decrecimiento de la poblacién sera lento

(ver Figura 3.10).

No se aplica un valor mayor a « ya que representa la tasa de efectividad del control en los huevos del mosquito
con lo cual no puede ser mayor que uno, ademés un valor cercano a 1 seria casi irreal, ya que significaria la
eliminacién de la totalidad de los huevos del mosquito.
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Figura 3.9: Evolucion de la poblacion de mosquitos aplicando control en los huevos, o = 0.93637.
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Figura 3.10: Evolucién de la poblaciéon de mosquito aplicando control en los huevos, o = 0.95.
3.3.2. Aplicando control quimico sobre las larvas

Ahora se realizaran las simulaciones del control quimico sobre las larvas, con alguna de las medidas men-
cionadas en la Seccion 1.2.1, De manera semejante a lo hecho en el control de los huevos el pardmetro se compara
con el valor dado por el criterio de control quimico sobre las larvas, (2.45), y los valores de los parametros ento-
mologicos del Cuadro 3.1, con lo cual se tiene

(IYL + NL)(¢(070707 0) - 1) <p
0.93637 < p.

Al tomar p = 0.25, ¢(0,0.25,0,0) = 1.5491, lo cual indica una disminucion en la poblacién de aproximada-
mente 41 % en los adultos, siendo (3545, 2025,18304) el nuevo equilibrio. En las Figuras 3.11 y 3.12 se muestra
la evolucién de la poblacién y la comparacion del crecimiento al aplicar la medida de control, respectivamente.

Al utilizar el valor de p = 0.55, se tiene que %(0,0.55,0,0) = 1.2493, es decir, la poblacion tiende al nuevo
equilibrio (1996, 920, 8309), lo cual indica una disminucion de 73 % en la poblacion adulta del mosquito, tal como
se aprecia en las Figuras 3.13 y 3.14.
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Figura 3.12: Comparaciéon del crecimiento de la
poblacién sin control y con control quimico en las
larvas, p = 0.25.

Figura 3.11: Evolucién de la poblacién de mosquitos
aplicando control quimico en las larvas, p = 0.25.
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Figura 3.14: Comparacion del crecimiento de la
poblacion sin control y con control quimico de las
larvas, p = 0.55.

Figura 3.13: Evolucién de la poblacién de mosquitos
aplicando control quimico de las larvas, p = 0.55.

Para el caso del valor p umbral, p = 0.93637, el cual ocasiona que 1(0,0.93637,0,0) = 1 conlleva a una nueva
reduccion del tamano de la poblacion, pero a un ritmo lento, tendiendo al equilibrio trivial, (ver Figura 3.15).

Finalmente, si se toma un valor de p mayor que el valor umbral, p = 0.96°.

Con p = 0.96 se tiene el umbral de crecimiento poblacional 1(0,0.96,0,0) = 0.9879 < 1, el decrecimiento
es lento y se presenta un pico en la curva que representa el nimero de larvas. En este caso a diferencia de los
picos que se observaron en el control de los huevos, (ver Figura 3.10), el pico no se traslada inmediatamente al
siguiente estado, si no que este disminuye un poco mas suave, ver Figura 3.16.

3Nuevamente se hace la aclaracion que el valor de p no puede ser mayor que uno, ya que es la tasa de efectividad del control
quimico sobre las larvas, no se pueden exterminar las larvas que aun no estan en el medio, incluso el valor de p = 0.96, es al igual
que el valor de a = 0.95, es una situacién muy irreal ya que se est4 hablando de exterminar el 96 % de las larvas en ese instante y
continuar con este ritmo de control de las larvas.
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Figura 3.15: Evolucion de la poblacion de mosquitos aplicando control quimico de las larvas, p = 0.93637.
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Figura 3.16: Evolucion de la poblacion de mosquitos aplicando control quimico de las larvas, p = 0.96.

3.3.3. El control de los mosquitos adultos

Ahora se aplica el control sobre los adultos por medio de adulticidas. Esta es una de las medidas maés
utilizadas por las instituciones de salud publica, pues ademéas de tener un impacto directo en la disminucién del
nimero mosquitos adultos es una medida politica, considerada muy positiva por la poblacién. Pero ella no es
una medida efectiva a largo plazo pues se debe mantener la medida de fumigacion por largos periodos tiempo
para que mantengan a la poblacién de mosquitos en niveles bajos, lo cual implicaria una erogacion elevada de
recursos por parte del estado, ademas de que puede atraer algunas complicaciones en la poblaciéon, como son las
enfermedades respiratorias.

Siguiendo la misma metodologia, se tomaran valores para ¢ alrededor del valor umbral, (2.46). El valor umbral
se obtiene de la manera siguiente

1a(1(0,0,0,0)—1) < 4§
0.09364 < 4.

Obsérvese que la tasa de mortalidad de los adultos, presentada en el Cuadro 3.1, es cercano al valor umbral,
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ademaés de ser pequenio, lo que complica un poco la seleccion de valores para d, debido a que estos deberan ser
cercanos al cero.

Si & = 0.05, es decir, si se considera una efectividad del adulticida del 5%, entonces se alcanza un umbral
de crecimiento de (0,0, 0,0.05) = 1.2909, con el punto de equilibrio (2254, 1610, 9698) es estable, lo cual indica

una disminucién en la poblacién adulta de alrededor de 69 %, (Ver Figuras 3.17 y 3.18).
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Figura 3.18: Comparacién del crecimiento de la
poblacién sin control y con control quimico en los

adultos, 6 = 0.05.

Figura 3.17: Evolucion de la poblaciéon de mosquitos
aplicando control quimico en los adultos, 6 = 0.05.

Sid = 0.09, la efectividad en el control de los adultos del 9 %, entonces, con este valor el umbral de crecimiento
poblacional de mosquito disminuye hasta ¥(0,0,0,0.09) = 1.0191 > 1, ocasionando nuevamente que el nuevo
equilibrio (188,135,639) sea estable, ademas se presenta una disminuciéon de alrededor del 98 % en la poblacion
de adultos.

Debido a que el umbral de crecimiento (0, 0,0,0.09) es muy proximo a 1, el descenso en el tamafio de la
poblacién sera lento, pero siempre tiende a la baja como se aprecia en la Figura 3.19. No se presenta el gréfico
comparativo debido a que la diferencia en los tamanos de la poblacion y la escala no permiten apreciar bien la
comparacion de las curvas de crecimiento de § entre los valores 0.05 y 0.09 sea minima, se puede realizar una
simulaciéon para apreciar el decrecimiento en la poblacién de mosquitos es mayor comparado con el § = 0.09.
Recuérdese que si § = 0.093637, entonces (0,0,0,0.093637) = 1 y asi el equilibrio trivial es estable. En este
caso el pico que se muestra en la evoluciéon de la poblacién adulta es més pronunciado que el pico de la Figura
3.19 como se aprecia en la Figura 3.20, ademas el decrecimiento es més rapido. Aunque la tendencia al equilibrio
sea lenta la poblacion deja de crecer.

Para finalizar el control sobre los adultos se toma un valor para § > 0.09364, lo cual permita ver la efectividad
de controlar los mosquitos adultos, si 6 = 0.25, entonces el umbral de crecimiento (0,0,0,0.25) = 0.55 < 1, lo
que implica que el equilibrio trivial sea estable, es decir se controla la poblacién, ver Figura 3.21.

Aunque se sabe de adulticidas que tienen una efectividad més alta del 25 %, es de recordar que en este modelo
las medidas se mantienen constantes en el tiempo, es decir que las acciones no se suspenden en ningin momento,
lo cual es una situacién poco real pues no se puede mantener algunas de las medidas en largos periodos de tiempo
pues lo recursos econdémicos no son ilimitados, ademas el control quimico en los adultos podria acarrear otras
complicaciones de salud en la poblacién.
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Figura 3.19: Evolucién de la poblacién de mosquitos
aplicando control quimico en los adultos, § = 0.09.
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Figura 3.21: Evoluciéon de la poblacién de mosquitos aplicando control quimico en los adultos, § = 0.25.
3.3.4. La aparicion del control biolégico, la depredacién de las larvas del mosquito

En este apartado se presentan las simulaciones cuando la poblaciéon de mosquitos se controla por medio de
depredacion de sus larvas. Esto se conoce como control biolégico. Para recordar algunos de los depredadores ver
la Seccion 1.2.2. También es necesario recordar los célculos de las Secciones 2.1 y 2.2.3 , donde se calcularon
las soluciones de equilibrio para el modelo con depredacion, (2.3). Y se determino la estabilidad de los mismos.
Considerando los valores numéricos de los pardmetros entomologicos del modelo, Cuadro 3.1. Con ello se puede
tener una idea aproximada de los valores que puede tomar la tasa de depredacion, 3, para realizar las simulaciones
numeéricas.

Con los parametros entomologicos del Cuadro 3.1 el modelo (2.3) se convierte en

H
H = 03A(1-——|-H
03( 10000)
LK
= o74p — - PLED (3.1)
L+n

A" = 0.904L —0.14
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En (3.1) aparecen todavia como parametros, la capacidad del medio para mantener al depredador, la tasa
media de saturacion y la tasa de depredacion, Kp, n y [ respectivamente. Para Kp se considera el tamano de
criadero de zancudos donde se aplica el control. Se considera que la capacidad de carga para el depredador seréa
un centésimo de la capacidad de carga de las larvas, asi

Ei 100,

b=700 ~

En el caso de 7 es la tasa media de saturacion del depredador se tomara la tasa dada por Duque, Mutioz y
Navarro - Silva (2004), donde se toma el valor de n = 0.2125. Asi se obtiene el siguiente modelo

H
H = 034(1—-——)-H
03( 10000)
1008L
I = 074H L — ——"~_ 2
0.7 L +0.2125 (32)

A" = 0.904L — 0.1A.

El objetivo ahora es conocer cuales son los valor que se le pueden asignar al pardmetro $ al momento de
realizar las simulaciones numéricas. Para ello, se aplica el calculo de la soluciéon de equilibrio y el analisis de
estabilidad de las soluciones de equilibrio.

Las soluciones de equilibrio para el modelo (3.2) dependen de las soluciones de una ecuacion cuadratica (2.24)
L*+aL+b=0
donde a y b estan determinadas por (2.25). Si « = p = 4§ =0, con lo que ¥(0,0,0,0) = 1.9364, asi,

a = 1008 — 3452.53
b = 368725.318 — 733.71.

Las soluciones dadas en (2.26) se convierten en

Ly = —50(0.034/100052 — 2165413 + 1192290 + (3 — 34.53) (3.3)
Ly = —50(—0.03,/10008% — 2165413 + 1192290 + (3 — 34.53)

De (3.3) y (3.4) se tiene que para que L; y Ly sean positivos, 3 debe cumplir que
0.002 < B <5.65 (3.5)

y si B < 0.002 se tendra que Ly <0y Ly > 0, y si 8> 210.89 ambos seran negativos.

Ahora al analizar a la luz del modelo estos resultados y recordando que (3 es la tasa de depredacion, se obtiene
que 0 < 8 < 1. Por tanto, es imposible que se presente, en sentido biologico, el caso de las dos soluciones sean
negativas, aunque si el caso de que uno sea negativo, L, otro positivo, Ls, pero el valor de 3 seria cercano a
cero, es decir un depredador no muy efectivo para el control de las larvas.

Con (3 € (0,1) interesa saber los valores maximos y minimos que tomaran las soluciones de equilibrio,

g - 10000L

L + 3687.32
L = L; y/6 Ly, (segin corresponda) (3.6)
A = 9.04L.
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Figura 3.22: Grafica de L; como funcién de 8 € Figura 3.23: Grifica de Ly como funcién de § €

(0,1). (O, 1).

Y tal como se logra apreciar, estas dependen del valor de L, es decir, s6lo es necesario tinicamente estudiar
el comportamiento de (3.3) y (3.4).

En las Figuras 3.22 y 3.23 se presenta el comportamiento de L; y Ly como funciones de 3, respectivamente.
Se observa que ambas funciones son mondtonas, L; es creciente, mientras que Lo es decreciente, con lo que los
que el minimo y el maximo los toman en los extremos del intervalo para beta.

Con el caso que L; toma su minimo en un valor negativo, valor que no sera considerado por no tener
significado biologico, asi valores extremos de Ly y Lo son

Ly L
3453
0.002 | 0 3453
1 114 3239

=l

Conociendo el signo para las soluciones de equilibrio, ahora se debe ver cual es el comportamiento cualitativo
de las soluciones de equilibrio cuando 3 € (0,1).

La matriz de linealizacion para el equilibrio esta dada en (2.28) que en este caso se convierte en

3 - H
B | 31—
o 100000 0 03 ( 10000)
M(H, L, A) = 074 00423 0 (3.7)
(0.2125 + L)2
0 0.904 —0.1

con polinomio caracteristico, dado en (2.43),

Nt aN+bA+e,=0
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con los coeficientes, (2.42),

1 212
21+3x107°%4 + 00+ 0.21255

“o= (0.2125 + L)2
e 21.253 - 21.250
by = 01(14+43x10°A)+01 (14— 1+43x107%4) (1+ ——""_
4 (1+3x )+ < +(0.2125+L)2>+( o )< +(0.2125+L)2)
B 2.12503 _ _ 6.3 x 107°4
= —009364+19x10 %+ ——""" 4L A(3x10704+ = — = ).
“ L N T TT LI A < A (0.2125+L)2)

Utilizando el criterio de Routh - Hurwitz para determinar la estabilidad de las soluciones. Se tiene que a4 y
b4 son ambos positivos, ahora para c4 se tiene

2.1253

— 0.0936+1.9x 1075 4 — P
“ LA T e )2

- 3% 10-°
+A<3><106+ 6.3 x 10 5>>0

(0.2125 + L)2

Sustituyendo A y H

193, .
oy = —— 93031114 0.0003E) (1 n

21.250
- _ > 0.
1000 + 0.2712L )

(0.2125 + L)2

Sustituyendo L por Li o por Lo, la expresion se vuelve complicada, por lo cual se hace uso del software para
graficar ¢4 como funcién de 8 € (0, 1), en la Figura 3.24 se muestra el grafico de ¢4 para L = Ly, y como se ve es
negativo para (3 > 0.002, y cero en 3 = 0.002, que es el mismo valor para cuando L; es cero. En el caso cuando
L = Ly, Figura 3.25, ¢4 es positivo para todo 3 € (0,1).
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Figura 3.24: Grafico de c4 para L;. Figura 3.25: Grafico de ¢4 para L = Lo.

Al tener estos resultados se obtiene que Lo sera asintéticamente estable para todo 8 € (0,1), mientras que
L4 lo sera para g € (0, 0.0(_)2), pero este caso no es tomado en cuenta pues L es negativo para estos valores, por
lo que en el caso cuando L; > 0 este es una solucién inestable.

Falta analizar una solucién de equilibrio, cuando se presenta el control biolégico, esta es la soluciéon trivial
POKD7 retomando el Teorema 2.3.3 de la Seccién 2.3, se debe cumplir que (0,0, 5,0) < 1, 6 equivalentemente
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en términos de [ se puede utilizar el criterio de control biolégico sobre las larvas del mosquito, (2.50),

¥(0,0,3,0) > 1
dYHYL 5 1
BKp
(vyar + pm) ('YL +pur + 77) na
n(vz + pr)

KD (7/’(07(%0,0) - 1) > /8

que en este caso con los valores de los pardmetros entomologicos y del depredador del Cuadro 3.1 se transforma
en
0.002 > 3,

es decir que si 8 es menor que 0.002 el equilibrio trivial, POKD es asintoticamente estable.

Se resumen en el Cuadro 3.2 el comportamiento de las soluciones de equilibrio del modelo con depredaciéon
como tnica medida de control.

Cuadro 3.2: Resumen para las soluciones de equilibrio, signo y comportamiento cualitativo, en funcion del
parametro 3, con 3 € (0,1).

I6] < 0.002 0.002 > 0.002
fj()[( b estable inestable inestable
Ly —, estable 0, estable -+, inestable

L +, estable 4, estable  +, estable

Ahora que ya se conoce un poco mas del comportamiento de las soluciones es posible tomar algunos valores
para 3 que permitan estudiar los diferentes casos que se presentan, asi los valores a considerar son 0.001, 0.002,
0.4 y 0.6, con estos se realizaran las simulaciones del modelo.

Al realizar la simulaciéon para 3 = 0.001, las soluciones de equilibrio son la trivial, la asociada a L; que es
el origen, pues el valor de L; es negativo y muy proximo al cero, y la asociada a Lo, (4836,3452,31211), que
es una disminucion muy pobre 2 individuos adultos, ademas t(0,0,0.001,0) = 1.3167 > 1 lo que implica que
las soluciones tenderan al equilibrio asociado a L. En la Figura 3.26 se muestra la evolucién de la poblacion
de mosquitos, observando que debido a que la disminucién en la poblacién es minima se considera este control
como inefectivo, cuando la tasa de depredacién es de 3 = 0.001.

En el caso de 8 = 0.002, 8 umbral, la disminucién de la poblacién nuevamente no es significativa, pues el
nuevo equilibrio asociado a Ly es (4836,3453,31209), es decir una disminucién de 4 individuos adultos, aunque
el umbral de crecimiento poblacional, ¥(0,0,0.002,0) = 1, decrece pero no lo suficiente para que la poblacion se
controle, como se logra apreciar en la Figura 3.27.

Después de ver el comportamiento poblacional para valores pequenios de [ se contintia con valores un poco
mayores, es decir, cuando el depredador consume un mayor ntumero de larvas del mosquito o una depredaciéon
efectiva. Tomando 3 = 0.4 se tiene que una disminucién mayor, comparada a los valores anteriores, de 2% en la
poblacion adulta, los niveles de la poblacién siempre se mantendran altos, pues la poblacion tiende al equilibrio
asociado a Lg, (4775,3369, 30455).

Debido a las condiciones iniciales, (210,141, 763), el equilibrio asociado a_El, (117,44,394), no se presenta,
pues las soluciones estaran en la zona de atraccion del equilibrio asociado a Ls.

Se puede observar en la Figura 3.28 la evolucién de la poblacién del mosquito al aplicar el control biolégico
y el la Figura 3.29 se presenta la comparaciéon del crecimiento de la poblacion.
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Figura 3.26: Evolucion de la poblacion de mosquitos aplicando control biolégico en las larvas, 8 = 0.001, la
evolucién de la poblacion sin control y con control es muy similar, pues el control es muy poco efectivo.
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Figura 3.27: Evoluciéon de la poblacién de mosquitos aplicando control biologico en las larvas, 5 = 0.002.

Nuevamente al tomar § = 0.6, debido a las condiciones iniciales, 6 momento en que se aplica la medida de
control, la poblacion tiende al equilibrio asociado a Lo, (4743, 3327,30029), Figura 3.30, aunque con una leve
disminucion en la poblacién adulta, alrededor del 4 %, Figura 3.31; Recuérdese que el equilibrio asociado a Lo
siempre es estable para 3 € (0,1), pero el equilibrio asociado a L; divide las region de sentido biologico, €,
en dos subregiones una donde las soluciones tenderan al equilibrio trivial y la otra que las empuja al equilibrio
asociado Ls, todo dependera de las condiciones iniciales, 6 momento de aplicar la medida de control biolégico.

El resultado obtenido en esta Seccién es importante pues indica que si en un brote de mosquitos estos no se
controlan a tiempo puede que en un momento determinado su eliminacién o control se vuelva complicado, en
el caso del control biolégico, ya que se dependeré del tamano que tenga la poblacién de mosquitos, condiciones
iniciales, al momento de aplicar la medida de control, lo que podria causar una inversién de recursos innecesarios
por parte del estado o la poblacién en general.

Siendo esta una de las grandes diferencias, ademés del método, entre el control bioldgico y el control quimico.
Ya que como se vio en las secciones anteriores, para el control quimico no importa el momento de la aplicacién
de la medida esta siempre causa una disminucién en la poblacién del mosquito, toda vez que el parametro
de control sea mayor que el valor dado por el criterio de control, la poblacion se controla efectivamente caso
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poblacién sin control y con control biologico
los mosquitos, 5 = 0.6.

contrario inicamente se reduce su nimero, contrario a lo visto para el control biolégico.

sobre

Con lo anterior se puede concluir que la medidas biologicas deben ser aplicadas de tal manera que se evite un
brote de mosquitos, al momento de presentarse un aumento en la poblaciéon de mosquitos es més factible aplicar
las medidas quimicas para la disminuciéon de los mosquitos.

3.3.5.

Control quimico de la poblacién de mosquitos

Hasta el momento se ha mostrado la aplicacién de una sola medida de control sobre alguno de los estados de
desarrollo de la poblaciéon de mosquitos. En este apartado se simula el control quimico en todos los estados de
desarrollo del mosquito, tomando los parametros ya utilizados en las Secciones anteriores, ademés del criterio
de control quimico, (2.48), para determinar la efectividad de las medidas de control.

Por control quimico se entenderé a la aplicaciéon de medidas de quimicas que ataquen los diferentes estados
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de desarrollo del mosquito, huevo, larva y adulto. Entre las medidas puede ser la fumigacién, para el control de
los adultos. Abate, para el control de las larvas, entre otras.

Para la primera simulacién se toman los valores menores para las medidas de control, es decir, a = 0.25,
p=0.25y 6 = .05, con lo que 1(0.25,0.25,0,0.05) = 0.71 < 1, lo que implica que el equilibrio trivial sera estable
y la poblacion se controlara, (ver Figura 3.32).

Aunque la efectividad en la eliminacion de la poblacion de mosquitos lleva alrededor de 70 dias después del
brote de mosquitos. El hecho importante de este caso es que las medidas que individualmente no causaban el
efecto de control, al combinarse logran controlar a la poblacién de mosquitos.

w(0.45)0.25 0 0.08)=0.71223
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Figura 3.32: Evolucién de la poblacién de mosquitos Figura 3.33: Evolucién de la poblacién de mosquitos
aplicando control quimico, 1(0.25,0.25,0,0.05) = aplicando control quimico, (0.25,0.25,0,0.1) =
0.71. 0.53.

Con un leve aumento en la efectividad en el control de los mosquitos adultos, tomando é = 0.1, la poblacion
disminuye més rapidamente, se controla al mismo nivel de los 100 dias para 8 = 0.05 en alrededor de 60 dias,
ver Figura 3.33.

3.3.6. Control integral de la poblaciéon de mosquitos

En las ultimas simulaciones, se realiza con control integral, es decir, control quimico y control biologico. En
las Figuras 3.34 y 3.35 se tienen las simulaciones de la aplicacién de las medidas de control integral. Las medidas
tiene el efecto que se busca eliminar la poblacién de mosquitos, ambos valores del umbral de crecimiento son
menores que uno, pero al aumentar la depredacion a una tasa de 8 = 0.1 y la tasa de efectividad del adulticida
6 = 0.1 la poblacion disminuye més rapidamente, se necesita alrededor de 30 dias de aplicacion de las medidas
de control para reducir la poblaciéon al mismo tamafio que con las medidas anteriores, para estas se necesitaban
130 dias.

En todas las simulaciones anteriores se considera que desde el momento de la aplicacién de las medidas
de control estas se mantienen de manera constante en el tiempo, situacion alejada de la realidad, pues las
instituciones de salud reducen el ataque al brote de mosquitos después que la poblacién tiene un numero pequeno
nuevamente y vuelve a aplicar las medidas de control cuando se presenta un rebrote de mosquitos. Con esta idea
se plantea la dltima simulacién de este trabajo, es decir durante un tiempo se dejara que la poblacién crezca sin
ningun control y luego se aplicara el control integral, los tiempo considerados son espacios de 30 dias, 30 dias
sin control y luego otros 30 dias aplicacién de las medidas de control.
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En el primer caso, Figura 3.36, a pesar que la aplicaciéon de las medidas de control disminuye la poblacién lo
brotes son cada vez mas intensos, se puede concluir de este caso que las medidas de control, aunque efectivas a
corto plazo, no lo representan una opcion para el control de la poblaciéon de mosquitos.

En el segundo caso, Figura 3.37, las medidas de control mantienen a la poblacién de mosquitos en niveles
bajos después del primer brote, teniendo con esto una medida, tebrica, para mantener a la poblaciéon de mosquitos
bajo control y asi evitar la aparicién de epidemias asociadas con este vector.

Se finaliza con las simulaciones con una modificaciéon al modelo, la cual es el decaimiento de las medidas de
control, pues se ha considerado que las medidas de control se mantienen constantes en el tiempo, se utiliza la

funcién
tm
0.5 — 0.5
coS (30) +

que va desde 1 hasta 0 en 30 dias, lo que describiria de una manera aproximada el comportamiento de las
aplicacion de las medidas de control, que al momento de aplicarlas se inicia de una manera intensa (la funcion
toma el valor de 1) y luego se va relajando (la funciéon decrece) hasta dejar de aplicarse (la funcion toma el valor



3.3. SIMULACIONES CON MEDIDAS DE CONTROL 55

w10t wi0.25,0.25,0.1,0.1=0.016033
2 T T
Huevos : : I

Lamas | ............... T ..............
— Adultos :

Murnero de miembros

0 ; i

1 i
1] 50 100 150 200 250
Tiempo en dias

Figura 3.38: Evolucion de la poblacion de mosquitos aplicando control integral temporal con perdida de fuerza
en las medidas, 1(0.25,0.25,0.1,0.1) = 0.02

de cero).

La simulacion de este caso se muestra en la Figura 3.38, se observa que la poblacién decrece al aplicar la
medidas de control, pero los rebrotes cada vez son mas intensos. La curiosidad de este resultado es que en la
Figura 3.37 se tiene la simulacién con los mismos valores para los parametros de control, con la diferencia que
en este caso las medidas van decreciendo.

Este ultimo caso es el que se presenta en la realidad, un aumento en la poblacion y luego de la aplicaciéon de
las medidas de control la poblacién decrece, pero se presentan rebrotes que las medidas no logran disminuir de
manera efectiva a la poblacién de mosquitos.
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Capitulo 4

Conclusiones del modelo para la dinAmica
de poblacién del mosquito con estrategias
de control

En el capitulo 1 se presentaron algunas de las principales caracteristicas biologicas del mosquito y se men-
cionaron algunos de los ejemplos de las medidas de control a nivel quimico y nivel biol6gico. Luego se presentaron
las ecuaciones diferenciales ordinarias que describen la dindamica de poblacion de mosquitos. En primer lugar
se estableci6 la dindmica del crecimiento poblacional sin ningtin control y luego se agrego el control quimico
a los estados de huevo, larva y adulto. En segundo lugar, se aplico el control biologico en el estado larvario.
Finalmente se obtuvo el modelo para la dinamica poblacional del mosquito con medidas de control integral, es
decir, medidas quimicas y medidas biolégicas, que describen las ecuaciones siguientes

H

H
GBLD

L = H—-—~,L—-u,lL—pL— ——
YH YL mr P L+7

A = L — paA—5A

D
D = wD(1--2
“ ( KD)’

Een el capitulo 2, Este analiz6 cualitativamente calculando las soluciones de equilibrio y analizando la estabil-
idad de éstas. Como resultado se presento lo que se denomina el umbral de crecimiento poblacional del mosquito
con control bioldgico (depredacion) y control quimico, que esta dado por

W(asp,B,8) = pen
(Ya + pE + @) (7L+ML+P+ 7713) (pra +9)

Este umbral indica el nimero promedio de mosquitos adultos producidos por un mosquito. Expresion que esta
involucrada en el analisis de estabilidad de las soluciones de equilibrio del modelo y permite determinar la
estabilidad de las soluciones del modelo.

Al final del capitulo se presento la interpretacion de los resultados del analisis de estabilidad a luz del modelo

o7



58 CAPITULO 4. CONCLUSIONES

de la dindmica de poblacion del mosquito Aedes aegypti, de donde se obtienen lo que se llaman los criterios de
control para la poblacion del mosquito Aedes aegypti.

Conocidos los diferentes criterios de control en el Capitulo 3 se realizaron simulaciones numéricas del modelo
para las diferentes estrategias de control, para las simulaciones se utilizo el software matematico MatLab, que
permite visualizar el comportamiento grafico de las curvas soluciones del modelo.

Luego de este breve resumen de lo realizado en este trabajo se presentan algunas de las conclusiones y
recomendaciones que se obtiene del modelo, algunas incluidas en las paginas previas.

= Este trabajo brinda la oportunidad de realizar estudios de campo y de laboratorio que permitan estimar los
parametros tomados en el modelo, con el propésito de realizar la simulaciones y el analisis de estabilidad.
Es decir, al existir la posibilidad de realizar algtn trabajo de campo 6 laboratorio es posible utilizar este
modelo para tener una idea de los comportamientos a estudiar de la poblacién de mosquitos, que como se
tiene del analisis del modelo seran los parametros entomologicos del mosquito.

= En este estudio se modela un fenémeno ecolégico que influye sobre un fenémeno epidemioldgico. Pues el
tamano de la poblacion de mosquitos puede incidir de manera directa al momento de presentarse una brote
epidémico de las enfermedades asociadas a este vector, ya sea dengue, clasico o hemorragico, paludismo,
malaria, entre otras.

= La naturaleza de la estabilidad de los puntos de equilibrio esta relacionada con el valor dado a los paramet-
ros; dependiendo ademaés de los valores que tomen las poblaciones iniciales (condiciones iniciales), la dinami-
ca puede tender a un equilibrio estable o inestable. Como se menciono al realizar las simulaciones para el
caso del control biologico se presentaba el caso que las condiciones iniciales se encontraban dentro de la
region de atraccion del equilibrio estable que mantenia a la poblaciéon de mosquitos en niveles elevados.
Dicho de otra manera si la poblaciéon de mosquitos no se controla oportunamente esta crecerd impidiendo
pudiendo ocasionar un brote epidémico.

Al ser un modelo que considera que las medidas se aplican de manera constante esto ocasiona que el modelo
se aleje de la realidad, pues las medidas de control pierden intensidad a medida que la poblacién de mosquitos
empieza a decrecer. Otro hecho que hace que el modelo se aleje de la realidad es que el considerar los parametros
entomolégicos constantes, ya que estos varfan con el tiempo, dependen de la temperatura ambiente, el nivel de
nutrientes en el agua, etc.
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Apéndice A

Analisis de las raices de la ecuacion
cuadratica 22 +azxr + b = 0

Soluciéon de la ecuacion de segundo grado con una incoégnita

Considere la ecuacion cuadratica
ar’ +br+c=0 (A1)

donde a,b,c € R,y a # 0.

Cuando b 6 ¢ (6 ambos) son nulos la ecuacion se dice incompleta. La expresion (A.1) es la forma entera de
la ecuacion.

Puesto que a # 0, se puede rescribir la ecuacién como

b
4+ 2x+5=0
a a

Tomando
b c
-=2 —=q (A2)
a a
la ecuacion se escribe
22 + 2px 4+ ¢ = 0. (A.3)

De (A.3) se despeja ¢ y se suma a ambos miembros p? para obtener

2 +2pr+p° = pPg
(x+p)? = p’—q

al extraer raiz cuadrada en ambos miembros, entonces

z+p = Vp*—g

s = -pt Vg (A4)
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Se obtienen asi dos raices o soluciones para la ecuacion (A.3),

1 =—-p+p*—q, Ty=—p—/p*—q (A.5)

las cuales se pueden verificar por sustitucién directa. Estas son las raices pues sabemos que un polinomio de
segundo grado no puede anularse para més de dos valores sin ser idénticamente nulo. Resulta asi

Teorema A.0.1
Toda ecuacién de segundo grado con una incégnita admite dos raices. Si la ecuacién se escribe de la forma (A.3),
y estas raices son las dadas en (A.5).

Si se desea puede expresarse la expresion (A.4) en funcion de los coeficientes a, b, ¢ de la ecuacion (A.1); para
ello basta sustituir en (A.4) los valores de p y ¢ dados por (A.2), para obtener

b b2 c
- 4 _°
. 2a 4a?2 a
b+ Vb2 —4
z = — ac (A.6)
a

Propiedades de las raices

Escribiendo la ecuacion de la forma
22+ 2px+q=0

se ha visto que las raices se expresan como

r1=—-p+Vpt—-q T2=-p—\DP*—¢q

se mencionan a continuacién algunas de sus propiedades mas importantes

1. Suma de las raices. Sumando las raices (A.5) se obtiene
T+ T2 = —2p
de donde se deduce que: Si una raiz de la ecuacion es x = X\ entonces la otra raiz es —2p — .
2. Diferencia de las raices. Restando las raices (A.5) se obtiene
TG —Tg =2 p2 —q
3. Producto de las raices. Al multiplicar las raices se tiene
T1x2 =(q

De la igualdad dada por el producto de las raices tenemos que si las raices z;x9 son reales (p?> —q > 0) y
la suma z1x9 = —2p es constante, el producto

r1T2 = (¢

serd maximo cuando p? — ¢ sea nulo; pero en este caso la relacién de la resta de raices se expresa como
r1 = T2.
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4. Cociente de las raices. se puede expresar en funciéon de una de ellas y de los coeficientes de la ecuacion,
pues de z1 + x2 = —2p resulta

El la discusiéon de la ecuacién de segundo grado
22+ 2px+q=0 (A.7)

cuyas raices son
T1=-p+Vp*—q, T2=-p+Vp’—q (A.8)

desempena un papel importante el binomio p? — ¢, que suele representarse por A, y se llama discriminante de
la ecuacién.

Con esto
T — Ty = 2\/Z (Ag)

Primer caso. Los coeficientes p, ¢ son ntimeros complejos.

Si Delta = 0, resulta x1 = xo = —p, es decir, las raices son iguales.
Si A # 0, resulta 1 # x2, es decir, las raices son desiguales.
Segundo caso. Los coeficientes p, g son nameros reales.

Este es el caso més frecuente en la practica. Se distinguiran los siguientes sub casos:

a) A < 0. Tomando A = —delta? se obtiene para las raices
1 =-—-p+id, x2=—p—1id.

Por tanto, cuando los coeficientes de la ecuacion son reales y el discriminante es negativo las raices son dos
nimeros complejos conjugados.

Obsérvese que siendo p? un ntiimero positivo para que se verifique A < 0 se necesita que ¢ sea positivo y,
ademas, mayor que p2.

Si p =0, ¢ > 0 las raices son numeros imaginarios puros.

b) A = 0. Las formulas (A.8) dan x; = x5 = —p.

Por tanto, en este caso las raices de la ecuacion son reales e iguales y su signo es contrario al del coeficiente
de la primera potencia de la incognita. Si p = 0 ambas raices son nulas.

Observemos que de A = 0 resulta ¢ = p? y por consiguiente, la ecuacién A.7 se puede escribir

2+ 2 +p? =
(@+p)? =

que hace evidente la raiz doble —p.

Reciprocamente, si el trinomio 2 + 2px 4 ¢ es un cuadrado perfecto, se verifica ¢ = p? y, por tanto, A = 0.

Luego, la condicién necesaria y suficiente para que z? + 2px + ¢ sea cuadrado perfecto es que se tenga
A=0.
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c) A > 0. Las raices son reales en virtud de (A.8), y distintas, pues de (A.9) x; = x5 + 2VA.

Si los coeficientes p, ¢ son numeros racionales y A es un cuadrado perfecto ambas raices son racionales; si
A no es cuadrado perfecto entonces dichas raices son irracionales.

Respecto al signo de las raices, obsérvese que si p > 0 y ¢ > 0 ambas raices son negativas pues siendo

p? — q < p? se tiene
1 =-p+vVp?—q<0, Ty =—p—\/p*—q

Ademas, es evidente que |z3| > |z1].

Sip> 0y q< 0 entonces p> — ¢ > p? y, por tanto,

T1=-p+Vp*—q¢>0, w2=-p—p?-q<0
es decir, en este caso hay una raiz positiva y otra negativa teniendo mayor valor absoluto la negativa, pues
2| > |1].

Sip<0yq> 0 resultara p?> — g < ¢*> y como —p es entonces positivo se obtiene

Ty =-—p+Vp*—q>0, Ty =-—p—\p*—q>0

luego ambas raices son positivas, y ademas |x1| > |za].

Finalmente, si p < 0y ¢ < 0 tenemos p? — ¢ < p?> y como —p es positivo, se obtiene

T1=-p+Vp*—q¢>0, w2=-p—p?-q<0
por consiguiente, hay una raiz positiva y otra negativa, y la positiva tiene mayor valor absoluto, es decir,
|J?1| > ‘,132‘

Los signos de las raices reales pueden obtenerse también recordando las relaciones
1+ 22 = —2p, 122 = ¢

en las cuales se vé que si ¢ > 0 ambas son necesariamente del mismo signo, y si ¢ < 0 son de signo contrario.
En el caso ¢ > 0 el signo de las raices es opuesto al de p, en virtud de la primera relaciéon, esto es, son
ambas negativas si p es positivo, y ambas positivas si p es negativo.

Si se escriben en orden los signos de los coeficientes 1, 2p, ¢ de la ecuaciéon y se dice que dos signos
consecutivos presentan permanecia o variacidn segin que sean iguales u opuestos, se puede resumir los
resultados que anteceden en la forma siguiente

signo de los numero de ntmero de raices raices
coeficientes  permanencias variaciones positivas negativas
+++ 2 0 0 2
+ + - 1 1 1 1
+ -+ 0 2 2 0
+ - - 1 1 1 1

De donde se deduce: En una ecuacion reducida de sequndo grado con coeficientes reales y discriminante
positivo, el niumero de raices positivas y megativas es respectivamente igual al nimero de variaciones y
permanencias que presenten los signos de sus coeficientes.

Es decir

nY de raices positivas = n® de variaciones.
n? de raices negativas = n’ de permanencias.

Ahora los casos en que la ecuacién es incompleta, esto es, cuando uno o ambos coeficientes p, ¢ son nulos.
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a) Sip#0,g=0es A >0y las formulas (A.8) dan las raices
1 =-p+q=0y r2=-p-—p=-2p

es decir, una raiz es cero y la otra igual y de signo contrario al coeficiente del segundo término. Este
resultado puede corroborarse llevando la hipotesis actual a la ecuacion (A.7), que entonces se escribe

2?2+ 2px=0 6 x(x+p)=0
y se nota que el primer miembro sera nulo si z = 0 o bien z = —2p.

0B) Sip =0, q+#0 el signo de A depende del signo de ¢. En el caso que ¢ > 0 las raices seran imaginarias puras,
como ya se advirtié. En el caso ¢ < 0 serén reales y de signo contrario, pero del mismo valor absoluto,
como resulta de las formulas (A.8), o bien recordando que z1 + 22 = —p = 0, de donde 1 = —15.

En este caso la ecuacion se reduce a 224-¢ = 0, o sea, 22 = —q, luego = £./—¢q resultado que naturalmente
concuerda con el obtenido de las férmulas.

v) Sip=q =0 se tiene el caso mas simple posible pues la ecuaciéon se reduce a 22 = 0 que admite la raiz doble
xz = 0. Aplicando las formulas (A.8) se obtiene el mismo resultado 1 = xo = 0.

Dichas féormulas (A.8) no presentan, pues, caso alguno de excepcién, pudiéndose hacer respecto a los
coeficientes p, g todas las hipotesis imaginables.
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Apéndice B

Método de linealizacién de Lyapunov y el
Teorema de Hartman-Grobman

Considérese la ecuacion
x' = f(x), (B.1)
donde x € IR", f:IR™ — IR™. Supongamos que Xg es un punto de equilibrio del sistema’, es decir, f(x¢) = 0,
y se desea determinar el comportamiento de las 6rbitas alrededor de dicho punto.

Si f es lineal, no se tiene que realizar mayor trabajo, en cambio si f no es una funcion lineal, es posible
considerar en lugar de f(x), la expresion obtenida al aplicar la formula de Taylor a f en los alrededores de xq
(se supone que f es bien portada), teniéndose

F(x) = f(x0) + Df(x0)(x — z0) + O (x0)

Despreciando los términos de orden mayor a uno y recordando que f(xp) = 0 y finalmente tomando el cambio
de variable u = x — X( se obtiene el sistema linealizado

u' = Df(xo)u (B.2)

la matriz de este sistema D f(xg) no es mas que la matriz de las derivadas parciales de primer orden 6 ma-
triz Jacobiana de la funcion f, calculada en xy. A este proceso de linealizacion se le conoce como método de
linealizacion de Lyapunov.

Cabria preguntarse cuando ésta linealizacion del sistema original tiene sentido, esto es, si es de alguna forma
equivalente clasificar el xg de (B.1) a clasificar en el origen en (B.2). La respuesta la ofrece el siguiente teorema:

Teorema B.0.2 (Teorema de Hartman-Grobman)

? Dado el sistema (B.1) y xq un punto equilibrio del sistema tal que det[D f(x0)] # 0 y D f(xo) no tiene valores
propios con parte real nula, entonces existe un homeomorfismo h definido en algin entorno V de x¢ y con valores
en IR", que transforma las orbitas de la ecuacion (B.1) en las érbitas de (B.2). Este homeomorfismo puede ser
elegido de forma que conserve el sentido de las érbitas y la parametrizacién del tiempo.

O lo que es lo mismo, el comportamiento las trayectorias (o de las orbitas) del sistema linealizado (B.2) en
un entorno pequenio el origen tiene el mismo caracter del comportamiento de las trayectorias (las 6rbitas) en un
entorno pequeno de xg siempre que el cero no sera un centro del sistema (B.1).

L Aunque los resultados se presentan en IR™, son facilmente aplicables para cualquier n > 2.
2Este teorema de linealizacién fue enunciado por Grobman en 1959 y formalizado por Hartman en 1964.
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Apéndice C

Criterio de Routh - Hurwitz

La estabilidad es una propiedad cualitativa sumamente importante de los sistemas dindmicos. Ello debido
a que, en la practica, todo sistema debe ser estable. Si un sistema no es estable, normalmente carece de todo
interés y utilidad.

Criterio de Routh - Hurwitz

El criterio de Routh permite analizar la estabilidad de un sistema lineal a partir de los coeficientes de la
ecuacion caracteristica.

Definicién C.0.1 (Polinomio de Hurwitz)
Un polinomio se denomina un polinomio de Hurwitz si todas sus raices tienen la parte real negativa.

El método directo de comprobar si un determinado polinomio es o no un polinomio de Hurwitz consiste
en determinar todas las raices de dicho polinomio. Este procedimiento puede ser, ademas de excesivamente
laborioso, initil por cuanto que suministra una informacién superior a la que se requiere. No se trata de saber
cuales son las raices, sino, simplemente, si su parte real seré negativa o no.

El método de Routh - Hurwitz, permite determinar si las partes reales de las raices serdan negativas o no sin
necesidad de determinarlas. Considérese un polinomio como el siguiente:

st ars™ 4+ + ap. (C.1)
Para determinar si el anterior polinomio tiene raices con parte real negativa se procede como sigue:

1. Si algtn coeficiente del polinomio es negativo o cero, entonces existe al menos una raiz positiva. El sistema
es, por lo tanto, inestable.
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2. En el caso de que no se cumplan los supuestos de 1, se procede a construir la siguiente tabla:

n+1 1 as Qa4
n aq az as ...
-1
n B B2 B3 (C.2)
n—2 | 7 72 3
1 P1
en donde la generacién de las distintas filas se hace como sigue, a partir de los elementos de las dos
anteriores
—asl
ay
B — a1y — a51.
ai

La tabla anterior recibe la denominacion de tabla de Routh, y el algoritmo que permite su construccion
se denomina algoritmo de Routh. Independientemente de los trabajos de Routh, que publicé originalmente el
algoritmo que conduce a la construccion de la tabla anterior, Hurwitz publicé un criterio de estabilidad, que se
estudiaré posteriormente, que esencialmente coincide con el de Routh. Por ello el criterio lleva conjuntamente el
nombre de los dos autores.

Toda fila depende de las dos filas precedentes. Se procede sucesivamente a determinar filas hasta que se
determine una cuyos elementos sean todos 0. Para un polinomio de orden n se determinan n + 1 filas.

El criterio de estabilidad de Routh-Hurwitz dice que el polinomio tiene sus raices negativas si todos los
elementos de la primera columna son positivos y no nulos. El nimero de cambios de signo en la primera columna
es igual al namero de raices positivas del polinomio (C.1).

EjemprLo C.0.1
Sea el polinomio s* + 553 4 3s% + s + 2 = 0. Para determinar el niimero de raices positivas se construye la tabla
de Routh y se tiene,

1

5
14
36

14

0 2

como hay dos cambios de signo en la primera columna existirdn dos raices en el semiplano positivo. Por con-
siguiente el sistema es inestable.

(C.4)

— N W
O N =W

En la practica el criterio de Routh-Hurwitz se aplica para determinar si el sistema es estable o no y, en
general, no interesa saber el nimero de raices en el semiplano positivo abierto. Por lo tanto, cuando lo tinico que
interese sea conocer si el sistema sera estable o no, se procederéd a construir la tabla de Routh hasta encontrar
un elemento de la primera columna que sea negativo o cero. Cuando aparezca un elemento negativo o nulo, se
suspenderd la construccion de la tabla, y se dictaminara que el sistema es inestable.

En el caso de que interesase conocer cuantas raices existiran en el semiplano positivo, o en el eje imaginario,
se procede a construir la tabla de Routh completa. En la construcciéon de la tabla de Routh, para el caso en que
interese completarla atun cuando aparezcan elementos nulos en la primera columna, se presentan los dos casos
singulares siguientes:

1. Aparece un 0 en la primera columna, siendo no nulos los otros elementos de la misma fila.
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2. Aparece una fila con todos los elementos nulos, antes de llegar a la fila n + 2.
En el primer caso se sustituye el 0 por un nimero arbitrariamente pequefio €. Se completa la tabla y se
calcula el limite de los elementos en los que aparezca haciendo ¢ — 0.

EjempLo C.0.2
Considérese el polinomio s* + s3 4+ 252 + 25+ 3

Al construir la tabla de Routh se encuentra un cero en la primera columna, en la fila dos. Se sustituye este
cero por € y se procede a completar la tabla, que resulta

Una vez construida la tabla se determina el limite de aquellos elementos en la primera columna en los que
aparezca €, cuando € — 0. El elemento correspondiente a la fila 1 tiene el siguiente limite,
., 2e—3
lim
e—0 €

= —00

por lo tanto, la primera columna queda como sigue

se presentan dos cambios de signo en la primera columna, y por consiguiente el sistema tiene dos raices en el
semiplano derecho, y es inestable.

El segundo caso particular mas arriba enunciado, es decir, el caso en que se presente toda una fila de ceros,
indica que el polinomio tiene, al menos, un factor par. Es decir, que existe un par de raices reales simétricas
con respecto al eje imaginario, que existen dos raices imaginarias puras conjugadas, o que existen cuatro raices
complejas situadas simétricamente con relacion al origen. Cuando esto sucede se procede a formar una ecuacion
subsidiaria a partir de los coeficientes de la fila anterior a aquella en la que todos los elementos sean nulos. La
expresion asi obtenida resulta ser el factor par del polinomio. Para obtener la fila siguiente, en la tabla de Routh,
se procede a derivar esta expresion una vez con respecto a s y situar sus coeficientes en la fila cuyos elementos
se habian anulado. A partir de esta sustitucion se prosigue la construccion de la tabla de Routh normalmente.
Un ejemplo ayudaré a fijar ideas.

EjempLo C.0.3
Considérese el siguiente polinomio s* + 3s® + 3s% + 35 + 2

Si se construye la tabla de Routh correspondiente al llegar a la fila 1, se encuentra que todos los elementos
son ceros. En efecto

=N W

O W

SN W W
o
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La ecuacion subsidiaria que se obtiene empleando los coeficientes de la segunda fila es la siguiente:
25 +2=0

que corresponde al factor par s> + 1. La derivada de la ecuacién subsidiaria es 4s. Por lo tanto la tabla se
completa como sigue

2

0

O~ N W
N =N W
O W W

De la observacion de esta tabla se desprende que el polinomio considerado no tiene raices en el semiplano
positivo. La factorizacién del polinomio anterior conduce a,

(s> +1)(s+2)(s+1).

El anterior ejemplo muestra qué sucede cuando el polinomio en cuestiéon tiene raices en el eje imaginario.
En tal caso estas raices dan lugar a un factor par, de la forma del que aparece en el ejemplo, que se pone de
manifiesto al aparecer una fila de ceros en la tabla de Routh. Procediendo como se ha hecho en el ejemplo, se
elimina la fila de ceros y se tiene una tabla de Routh que indica, por medio de los cambios de signos si existen
raices en el semiplano derecho. Obsérvese que aunque no existan raices en el semiplano derecho, como sucede en
el ejemplo anterior, el sistema sera inestable, puesto que existen raices en el eje imaginario.

La aplicaciéon de las dos reglas anteriores, a los dos casos singulares que se acaban de discutir, debe tomarse
con ciertas reservas. En particular, la aplicacion de la primera regla (introduccion de pequefios parametros €)
solo esta justificada cuando el polinomio no tiene raices sobre el eje imaginario. La aplicacion del criterio de
Routh - Hurwitz es, sencillamente, determinar si el sistema sera estable o no, lo cual puede hacerse en todo caso
sin ninguna ambigiliedad, detectando si existe algin cero o algiin cambio de signo en la primera columna de la
tabla de Routh.

El criterio de Routh - Hurwitz suministra una determinacién rapida de la estabilidad absoluta de un sistema.

Sin embargo no suministra ninguna indicacion respecto a la posibilidad de alterar la situacion de las raices. Su
principal interés reside en su empleo como un paso previo, antes de aplicar otros métodos.

Matriz de Hurwitz

El criterio de Routh - Hurwitz, objeto del apartado anterior, en realidad fue desarrollado originalmente por
Routh. Sin embargo es completamente analogo al desarrollado por Hurwitz, al que se va a dedicar este apartado.

Sea un polinomio a(s) tal como

a(s) =s" +a1s" P4 Fa,_15+ap (C.6)

Se define la matriz de Hurwitz como la matriz formada por los coeficientes del polinomio, asi

ay a3 as ... 0 0
1 az Qa4 ... 0 0
0 ay agz ... 0 0
H=1 0 1 a 0 0 (C.7)

0 0 0 ... ap—2 an
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El criterio de estabilidad de Routh - Hurwitz se puede enunciar diciendo que el polinomio a(s) es un polinomio
de Hurwitz si y so6lo si los menores principales diagonales de H son todos positivos. Los menores principales
diagonales de H son los siguientes

H1 = ai
o a1 as

H2 = det ( 1 as )
a1 agz as

H3 = det 1 as Qg (08)
0 a; as

H, = detH

Si en la tabla de Routh los elementos de la primera columna se denotan por a1, 81, 711, - - ., P1, entonces es

posible demostrar, después de algunas manipulaciones algébricas, que,

H1 = a1
Hy = aifh (C.9)
Hs = a1fim
Por ello es evidente que el procedimiento de determinar Hy, Hs,..., H, y ver si son positivos no nulos
es equivalente al de construir la tabla de Routh. Los determinantes Hy, Ha,..., reciben la denominacion de

determinantes de Hurwitz.

Para aplicaciones practicas se recomienda emplear el método tabular de Routh, por ser més simple que la
determinacién de las matrices de Hurwitz.

Quedando el criterio de la siguiente manera

Teorema C.0.3 (Criterio Routh - Hurwitz)
Sea
F(s)=s"+a;s" '+ +a;s" 7+ +a,
un polinomio con coeficientes reales. Entonces todos los ceros de F(s) tienen parte real negativa si, y sélo si,
todos los determinantes de la matrices diagonales principales de la matriz de Hurwitz

agz 1 0 0 O
as a2 ap 1 1
as a4 az az a
ar Gae as a4 Qg

OO OO

o
o
o
o
5

son positivos, es decir:

a 1 al 1 0
Di=a; >0, Dgzdet< afl a ) > 0, D3 = det as as a1 >0,...
3 2 as a4 Qg

Asi el criterio para s>+ a;s+ag es a; >0, az > 0. Para s + a15%2 + ass +as es a; > 0, ajas —as > 0,
a3 > 0. En el caso de s* + a;5% + ass® + azs +aq es a1 > 0, ajas —az > 0, (ara9 — as)as — a%a4 >0, aq4 > 0.
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Apéndice D

Codigo utilizado para las simulaciones en
MatLab

modelo.m

function HLA=sistema(t,y,phi,KH,gamma H,mu_H,alpha,gamma_L,mu_L,rho,beta,D,eta,mu_A,delta)
HLA=zeros(3,1);

% Huevos

HLA(1)=phix*y(3)*(1-y(1)/KH)-(gamma_H + mu_H + alpha)*y(1);

% Larvas

HLA(2)=gamma_H*y(1)-(gamma_L + mu_L + rho + beta*D/(y(2)+eta))*y(2);
% Adultos

HLA (3)=gamma_L*y(2)-(mu_A + delta)*y(3);

Modelo con perdida de esfuerzo en las medidas de control.
modelo c.m

function HLA=sistema(t,y,phi,KH,gamma H,mu_H,alpha,gamma_L,mu_L,rho,beta,D,eta,mu_A,delta)
HLA=zeros(3,1);

% Huevos

HLA(1)=phi*y(3)*(1-y(1) /KH) - (gamma_H + mu_H + alpha*(0.5*cos(t*pi/30)+0.5))*y(1);

% Larvas

HLA(2)=gamma_H+*y(1)-(gamma_L + mu_L + rho*(0.5*cos(t*pi/30)+0.5) +

(0.5%cos (t*pi/30)+0.5)*beta*xD/ (y(2)+eta)) *y(2);

% Adultos

HLA(3)=gamma_L*y(2)-(mu_A + deltax*(0.5%cos(t*pi/30)+0.5))*y(3);
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Simulacion del modelo sin ninguna medida de control.
simulacion D0.m

% CALCULO DE LOS VALORES DE EQUILIBRIO PARA EL CASO D=0
clear

clc

close all

% PARAMETROS DEL MODELO

phi=0.3; % Oviposicion

KH=10000; %Capacidad de huevos

mu_H=0.286; %Tasa de inviabilidad de huevos
gamma_H=0.714; %Tasa de cambio de H -> L

alpha=0; %Tasa de efectividad en el control de los huevos
gamma_L=0.904; Y%Tasa de cambio de L -> A
mu_L=0.096; %Tasa de mortalidad de Larvas

rho=0; %Tasa de efectividad del larvicida
beta=0; %Tasa de depredacion o captura

D=0; %#Equilibrio del depredador

eta=0; %Tasa media de saturacion

mu_A=0.1; %Tasa de mortalidad de los adultos
delta=0; %Tasa de efectividad del insecticida

% CALCULO DEL VALOR UMBRAL DE CRECIMIENTO DE LA POBLACION
psi00=(phi*gamma_L*gamma_H)/((mu_A)* (mu_H+gamma_H)* (gamma_L+mu_L))
psi=(phi*gamma_L*gamma_H)/((mu_A+delta) * (mu_H+gamma_H+alpha)* (gamma_L+mu_L+rho))

% EQUILIBRIO

EH=KH* (psi-1)/psi;

EL=(EH*gamma_H) / (rho+gamma_L+mu_L) ;
EA=(EH*gamma_L+*gamma_H) / ((mu_A+delta)* (gamma_L+mu_L+rho)) ;
EQ=ceil ( [EH,EL,EA])

% CRITERIOS

[?ALPHA= ’ ,num2str(alpha),’ <7 ’,num2str((gamma_H+mu_H)*(psi00-1))]
[’RHO= ’,num2str(rho),’ <7 ’,num2str ((gamma_L+mu_L)*(psi00-1))]
[num2str (mu_A*(psi00-1)),’> >? DELTA = ’,num2str(delta)]

%y0=[HO0,L0,A0]

y0=[30,15,100] ;

tiempo=[0:0.1:150] ;%tiempo

[t,y]l=0de45(@modelo,tiempo,y0, [],phi,KH,gamma_H,mu_H,alpha,gamma_L,mu_L,rho,beta,D,eta,mu_A,delta);
plot(t,y(:,1),t,y(:,2),t,y(:,3));

legend (’Huevos’,’Larvas’, ’Adultos’) ;

xlabel(’Tiempo en dias’);

ylabel(’Numero de miembros’);

title([’\psi(’,num2str(alpha),’,’,num2str(rho),’,0,’ ,num2str(delta),’)=’,num2str(psi)]);
grid on

axis square

axis on



Simulacion del modelo aplicando control integral.
simulacion control integral.m

% CALCULO DE LOS VALORES DE EQUILIBRIO PARA EL CASO D=K_D
clear

clc

close all

% PARAMETROS DEL MODELO

phi=0.3; % Oviposicion

KH=10000; %Capacidad de huevos

mu_H=0.286; %Tasa de inviabilidad de huevos
gamma_H=0.714; YTasa de cambio de H -> L

alpha=0; %Tasa de efectividad en el control de los huevos
gamma_L=0.904; %Tasa de cambio de L -> A
mu_L=0.096; %Tasa de mortalidad de Larvas

rho=0; %Tasa de efectividad del larvicida
beta=0; %Tasa de depredacion o captura

D=0; %#Equilibrio del depredador

eta=0; %Tasa media de saturacion

mu_A=0.1; %Tasa de mortalidad de los adultos
delta=0; %Tasa de efectividad del insecticida

% CALCULO DEL VALOR UMBRAL DE CRECIMIENTO DE LA POBLACION
psi_0=(phi*gamma_L*gamma_H)/((mu_A)* (mu_H+gamma_H)* (gamma_L+mu_L))

% EQUILIBRIO

EH=KH* (psi_0-1)/psi_0;

EL=(EH*gamma_H) / (rho+gamma_L+mu_L) ;
EA=(EH*gamma_L*gamma_H) / ((mu_A+delta)* (gamma_L+mu_L+rho)) ;
EQ=ceil ([EH,EL,EA])

%y0=[HO,L0,A0]
y0=[30,15,100] ;

%tiempo

tiempo=[0:0.1:30];

%tiempo=[0:0.1:200];

[t1,y1]=0de45(@modelo,tiempo,y0, [1,phi,KH,gamma_H,mu_H,alpha,gamma_L,
mu_L,rho,beta,D,eta,mu_A,delta);

% APLICACION DE LAS MEDIDAS DE CONTROL
alpha=0.25;

rho=0.25;

delta=0.05;

beta=0.001;

D=100;

eta=0.2125;

’ VALORES UMBRALES
psi_O=(phi*gamma_L*gamma_H)/((mu_A+delta)* (mu_H+gamma_ H+alpha)*(gamma_L+mu_L+rho)) ;
psi=(phi*gamma_L*gamma_H)/((mu_A+delta)* (mu_H+gamma_H+alpha)* (gamma_L+mu_L+rho+beta*D/eta))

7
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% NUEVO EQUILIBRIO

a= eta + (gamma_H *KH)/(gamma_L +mu_L +rho)*( 1/psi_0 +(beta * D)/(gamma_H* KH)-1);
b= (gamma_H* KH)/(gamma_L +mu_L +rho)*(eta/psi_0 -eta +(beta* D)/((gamma_L +mu_L +rho)*psi_0));
disc=a*a-4%b;

[’[a,b,disc]= ’,num2str([a,b,disc])];

EL1=(-a-sqrt(disc))/2;

EL2=(-a+sqrt(disc))/2;
EH=(phi*KH*gamma_L*EL1)/(phi*gamma_L*EL1+KH* (delta+mu_A)* (alpha+gamma_H+mu_H)) ;
EA=gamma_L*EL1/(delta+mu_A) ;

EQl=ceil ([EH,EL1,EA])

EH=(phi*KH*gamma_L*EL2) /(phi*gamma_L+*EL2+KH* (delta+mu_A)*(alpha+gamma_H+mu_H)) ;
EA=gamma_L*EL2/(delta+mu_A) ;

EQ2=ceil ([EH,EL2,EA])

tiempo_1=[30:0.1:200];
[t2,y2]=0de45(@modelo,tiempo_1,y1(301,:),[],phi,KH,gamma_H,mu_H,alpha,gamma_L,mu_L,rho,beta,D,
eta,mu_A,delta);

plot(tl,y1(:,1),t1,y1(:,2),t1,y1(:,3),t2,y2(:,1),t2,y2(:,2),t2,y2(:,3));
legend(’Huevos’,’Larvas’,’Adultos’,’Huevos_c’,’Larvas_c’,’Adultos_C’);

xlabel(’Tiempo en dias’);

ylabel (’Numero de miembros’);
title([’\psi(’,num2str(alpha),’,’,num2str(rho),’,’ ,num2str(beta),’,’ ,num2str(delta),’)="’,
num2str(psi)]);

grid on

axis on

Simulacion del modelo aplicando control integral temporalmente
simulacion control integral temporall.m

% CALCULO DE LOS VALORES DE EQUILIBRIO PARA EL CASO D=K_D
clear

clc

close all

% PARAMETROS DEL MODELO

phi=0.3; % Oviposicion

KH=10000; %Capacidad de huevos

mu_H=0.286; %Tasa de inviabilidad de huevos
gamma_H=0.714; Y%Tasa de cambio de H -> L

alpha=0; %Tasa de efectividad en el control de los huevos
gamma_L=0.904; Y%Tasa de cambio de L -> A
mu_L=0.096; %Tasa de mortalidad de Larvas
rho=0; %Tasa de efectividad del larvicida
beta=0; %Tasa de depredacion o captura
D=0; %#Equilibrio del depredador

eta=0; %Tasa media de saturacion
mu_A=0.1; %Tasa de mortalidad de los adultos

delta=0; %Tasa de efectividad del insecticida
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% CALCULO DEL VALOR UMBRAL DE CRECIMIENTO DE LA POBLACION
psi_0=(phi*gamma_L*gamma_H)/((mu_A)* (mu_H+gamma_H)* (gamma_L+mu_L))

%tiempo
t£=300;
tiempo=[0:0.1:tf];

t=zeros(1,10%tf+1);
y=zeros(10*tf+1,3);

% CONDICIONES INICIALES
% y0=[HO,LO,A0]
hy(1,:)=[30,15,100];
y(1,:)=[3000,2142,10];

for i=1:tf/30
if(rem(i,2)==0) % Se aplica las medidas de control
% APLICACION DE LAS MEDIDAS DE CONTROL
alpha=0.25;
rho=0.25;
delta=0.01;
beta=0.001;
D=100;
eta=0.2125;
[t1,y1]=0de45(@modelo, tiempo (300*(i-1)+1:300%i+1),y(300%(i-1)+1,:),[],phi,KH, gamma_H,
mu_H,alpha,gamma_L,mu_L,rho,beta,D,eta,mu_A,delta);
else % No se aplica ninguna medida de control
% APLICACION DE LAS MEDIDAS DE CONTROL
alpha=0;
rho=0;
delta=0;
beta=0;
D=100;
eta=0.2125;
[t1,y1]=0de45(Gmodelo,tiempo (300*(i-1)+1:300*i+1),y(300*(i-1)+1,:),[],phi,KH,gamma_H,
mu_H,alpha,gamma_L,mu_L,rho,beta,D,eta,mu_A,delta);
end
t(300%(i-1)+1:300%i+1)=t1(1:end);
y(300*%(i-1)+1:300*i+1,:)=y1(1l:end,:);
end
psi=(phi*gamma_L*gamma_H)/((mu_A+delta)* (mu_H+gamma_H+alpha) * (gamma_L+mu_L+rho+beta*D/eta))

plot(t,y);

legend (’Huevos’,’Larvas’, ’Adultos’);

xlabel(’Tiempo en dias’);

ylabel(’Numero de miembros’);

title([’\psi(’ ,num2str(alpha),’,’,num2str(rho),’,’ ,num2str(beta),’,’ ,num2str(delta),’)="’,
num2str(psi)]);

grid on

axis on
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Simulacion del modelo aplicando control temporal con perdida de esfuerzo
Simulacion control integral temporal2.m

% CALCULO DE LOS VALORES DE EQUILIBRIO PARA EL CASO D=K_D
clear

clc

close all

% PARAMETROS DEL MODELO

phi=0.3; % Oviposicion

KH=10000; %Capacidad de huevos

mu_H=0.286; %Tasa de inviabilidad de huevos
gamma_H=0.714; Y%Tasa de cambio de H -> L

alpha=0; %Tasa de efectividad en el control de los huevos
gamma_L=0.904; %Tasa de cambio de L -> A
mu_L=0.096; %Tasa de mortalidad de Larvas

rho=0; %Tasa de efectividad del larvicida
beta=0; %Tasa de depredacion o captura

D=0; %#Equilibrio del depredador

eta=0; %Tasa media de saturacion

mu_A=0.1; %Tasa de mortalidad de los adultos
delta=0; %Tasa de efectividad del insecticida

% CALCULO DEL VALOR UMBRAL DE CRECIMIENTO DE LA POBLACION
psi_0=(phi*gamma_L*gamma_H)/((mu_A)* (mu_H+gamma_H)* (gamma_L+mu_L))

%tiempo
t£=240;
tiempo=[0:0.1:tf];

t=zeros(1,10%tf+1);
y=zeros (10*tf+1,3);

% CONDICIONES INICIALES
% y0=[HO,L0,A0]
y(1,:)=[30,15,100]1;
%y(1,:)=[3000,2142,10];

for i=1:tf/30
if(rem(i,2)==0) % Se aplica las medidas de control
% APLICACION DE LAS MEDIDAS DE CONTROL
alpha=0.25;
rho=0.25;
delta=0.1;
beta=0.1;
D=100;
eta=0.2125;

[t1,y1]=0de45(@modelo_c,tiempo (300*(i-1)+1:300%i+1),y(300%(i-1)+1,:),[],phi,KH, gamma_H,

mu_H,alpha,gamma_L,mu_L,rho,beta,D,eta,mu_A,delta);
else % No se aplica ninguna medida de control
% APLICACION DE LAS MEDIDAS DE CONTROL
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alpha=0;
rho=0;
delta=0;
beta=0;
D=100;
eta=0.2125;
[t1,y1]=0de45 (Gmodelo,tiempo (300% (i-1)+1:300%i+1),y(300%(i-1)+1,:),[],phi,KH,gamma_H,
mu_H,alpha,gamma_L,mu_L,rho,beta,D,eta,mu_A,delta);
end
t(300*%(i-1)+1:300*i+1)=t1(1:end);
y(300*%(i-1)+1:300*i+1,:)=y1(1l:end,:);
end
psi=(phi*gamma_L*gamma_H)/((mu_A+delta)* (mu_H+gamma_H+alpha)* (gamma_L+mu_L+rho+beta*D/eta))

plot(t,y);

legend (’Huevos’,’Larvas’, ’Adultos’);

xlabel(’Tiempo en dias’);

ylabel(’Numero de miembros’);
title([’\psi(’,num2str(alpha),’,’,num2str(rho),’,’ ,num2str(beta),’,’ ,num2str(delta),’)=",
num2str(psi)l);

grid on

axis on
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