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Resumen

El propésito de este trabajo de investigacion es el estudio de una clase especial de grupos de Lie:
Los “Grupos de Lie de Matrices Reales o Complejos”. Presentamos algunos conceptos matematicos
bellos pues para la definicién de grupos de Lie se tendrd que introducir el concepto de variedad difer-
enciable' el cudl es fundamental en muchas ramas de la matemética como en la fisica y viene de la
generalizacion de conceptos en geometria. El trabajo esta dividido en los siguientes capitulos:

1. “Grupos y Matrices”: En el primer capitulo de nuestro trabajo, se sentardn las bases pre-
liminares que contendran las definiciones elementales de grupo, luego daremos a las matrices
estructura de espacio vectorial, seguidamente le asociamos una norma, asi el conjunto de matri-
ces tendré estructura topoldgica, ademads se resaltardn algunos resultados de las formas n-lineales
los cuales nos servirdn en los restantes capitulos.

2. “Grupos de Lie de Matrices”: En este capitulo introduciremos el concepto de grupos de Lie
de matrices. Se expone ademas los conceptos de homomorfismos continuos en grupos de Lie de
matrices, estos mantienen tanto la parte algebraica como la topoldgica, luego se dard una visién
mads general de las ideas, definiendo el grupo lineal general de un espacio vectorial normado, se
versard también sobre el tema de Acciones de grupo continuas.

3. “La aplicacion Exponencial de Matrices y Grupos Uniparamétricos”: Este capitulo es de
suma importancia para concretar nuestros fines dado que la funcién exponencial es fundamental
en el estudio de subgrupos de Lie de matrices; en particular los grupos uniparamétricos. Se pro-
porcionardn ademads algunas formulas ttiles para la funcion exponencial, las cuales estan ligadas
a la teoria de ecuaciones diferenciales. La importancia de la funcién exponencial generalizada en
la teoria de Lie es que aplica el dlgebra de Lie de un grupo de Lie en el grupo mismo.

4. “Espacios Tangentes y Algebras de Lie”: En este capitulo estudiaremos las dlgebras de Lie,
espacios vectoriales con una funcién bilineal la cual es antisimétrica y satisface la identidad de
Jacobi. Las dlgebras de Lie tienen una importancia mayuscula en la teoria de Lie, ya que nos
ayuda a ver el grupo de Lie no como una variedad si no como un espacio vectorial.

5. “Variedades Diferenciales”: Una variedad diferenciable es un espacio que localmente es igual
a R". Esto quiere decir que las variedades, con dimensién n, son todas iguales localmente y el
interés mayor estd en su geometria global. En este capitulo definiremos el concepto de Variedad
diferenciable, funcion diferenciable, para ello precisaremos en los conceptos de cartas locales o

!Cualitativamente, una variedad diferenciable es un conjunto que localmente se puede representar por algtin R™, y tal
que los cambios de coordenadas entre diferentes representaciones de un subconjunto son C*.
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sistemas de coordenadas locales, Atlas, espacio tangente a una variedad y diversos ejemplos de
variedades diferenciables.

6. “Grupos de Lie”: El sexto y ultimo capitulo trata a los Grupos de Lie. Un grupo de Lie es
un grupo algebraico con estructura de variedad diferenciable y compatible entre ambas estruc-
turas. Se generalizan en alguna medida los conceptos principales de los capitulos anteriores y se
demuestra el Teorema principal: “Todo grupo de Lie de matrices es grupo de Lie”, verificando la
aseveracion ante dicha, asi mismo, se establece que el reciproco de la afirmacién no se satisface
en general y se expone al grupo de Heisenberg de tamafio tres como contraejemplo, este grupo
da la “existencia de grupos de Lie que no son grupos de Lie de matrices”, es decir un grupo de
Lie que no se puede ver como un subgrupo de matrices.
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Introduccion

Como la historia nos lo viene diciendo, en general los resultados importantes y trascendentales en
matematica son los capaces de vincular dos estructuras, en su esencia, totalmente distintas. En el
afio 1973, el matematico Noruego Marius Sophus Lie (1849-1925) estudiando propiedades de solu-
ciones de sistemas de ecuaciones diferenciales, dio origen a las ideas que conformaron la hoy denom-
inada Teoria de Lie, la cual plantea la relacion entre geometria, dlgebra y la topologia, este admirable
matematico cred en gran parte la teoria de la simetria continua, y la aplic6 al estudio de la geometria
y las ecuaciones diferenciales. con aportes posteriores de los matematicos Weyl, Cartan, Chevalley,
Killing, Harish Chandra y otros estructuran la teoria de Lie, presentaremos en este trabajo de inves-
tigacion las nociones basicas que subyacen en dicha teoria . En los primeros trabajos de Sophus Lie, la
idea subyacente era construir una teoria de grupos continuos, que complementara la ya existente teoria
de grupos'.

Afirmamos en primera instancia el poder conocer el mundo maravilloso de los grupos de Lie y
las dlgebras de Lie, estudiando los asi llamados grupos de Lie de matrices, mejor conocidos como los
grupos clésicos lineales’. Trazaremos un objetivo fundamental: Estudiar la relacién entre los grupos
de Lie y los grupos de Lie de matrices®. Demostramos que todo grupo de Lie de matrices es un grupo
de Lie, el reciproco de esta aseveracion no es cierta para ello proporcionamos un contraejemplo: el
grupo de Heisenberg. En este trabajo de investigacién haremos uso exclusivo de técnicas del dlgebra
Lineal para la construccién del grupo de Heisenberg. El grupo de Heisenberg es importante en mecénica
cudntica, teoria de operadores sobre espacios de Hilbert, entre otros campos de la ciencia.

Advertimos con precision que la proyeccion del presente trabajo es dejar en claro lo que son los
grupos Lie y las dlgebras Lie, conceptos no tan evidentes para un estudiante de nuestra licenciatura en
matematica, pues los cursos de dlgebra moderna pese a su nombre de ningtin modo refleja la diversidad
del dlgebra moderna, cuando se ha ignorado la piedra angular del algebra lineal: el algebra multilineal,
en fin el dlgebra lineal abstracta, no mal interpretemos que este tema es de dlgebra, estd encajado en las
areas de andlisis y geometria, s6lo se comprende cuan importante es el estudio del lenguaje algebraico,
cuando se intenta prescindir de €l al estudiar particularmente matemaéticas.

'Para més detalles histéricos de la teorfa de Lie ver [[2], pag. 283-305]

2Ver [3]

3Un subgrupo algebraico, G de GL,(K) que es también un subespacio cerrado de GL,(K), lo llamaremos un grupo de
Lie de matrices sobre K, o un subgrupo de Lie matricial de GL,(K), denotado por G < GL,(K).

X



Capitulo 1

Grupos y Matrices
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En el presente capitulo, se sentardn las bases preliminares que contendrdn las definiciones
elementales de grupo, luego daremos a las matrices estructura de espacio vectorial, seguidamente le

asociamos una norma, asi el conjunto de matrices tendrd estructura topoldogica. Ademads se resaltardn
algunos resultados de las formas n-lineales los cuales nos servirdn en los restantes capitulos.

1.1 Grupos y homomorfismos

Es extraordinario, que una de las ramas del dlgebra mds antigua y mds abundante en resultados, que
juega un papel fundamental en la geometria y en las aplicaciones de las matemadticas a cuestiones de
las ciencias naturales, se basa en axiomas tan sencillos

Definicion 1.1.1 Un grupo es un conjunto G con una operacion binaria G X G 56, (g,h) — g=*h',
que verifica:

1. La propiedad asociativa: (gh)k = g(hk).
2. La existencia de un elemento idéntico® e € G, tal que, para cada g € G, eg = ge = g.

3. La existencia de un elemento inverso g~' € G, para cada g € G, tal que g™'g = gg™' = e.

!Cuando nos refiramos a un grupo (G, ), habitualmente omitiremos la operacién binaria interna # y si no hay riesgo de
confusion también omitiremos el simbolo * al escribir el producto, es decir se escribira gh en lugar de g = h.
2También llamado elemento neutro.
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Los grupos' con operaciones conmutativas se llaman, naturalmente, conmutativos, y mas
frecuentemente.

Definicion 1.1.2 Un grupo G es abeliano?, si su operacion binaria * es conmutativa.

Definicion 1.1.3 Si G es un grupo finito entonces el orden de G denotado por |G|, es él niimero de
elementos en G.

Observacion:
La palabra «orden» en matematicas, tiene significados multiples, en ese sentido en cada caso, surgird
claramente del contexto a qué orden nos referimos.
El orden de un grupo es su cardinalidad; en base a él, los grupos pueden clasificarse en grupos de orden
finito de orden infinito. La clasificacién de los grupos simples de orden finito es uno de los mayores
logros matematicos del siglo XX.

Procederemos ahora a precisar el concepto de grupo contenido en otro.

Definicion 1.1.4 Si H es un subconjunto de un grupo G cerrado bajo la operacion de grupo de G y si
H es él mismo un grupo bajo esta operacion inducida, entonces H, es un subgrupo de G. Denotamos
por H< G 6 G > H el hecho de que H es un subgrupo de G.

Definicion 1.1.5 Un isomorfismo entre un grupo G y un grupo G’ es una funcion ¢ uno a uno, que
lleva a G sobre G’ y tal que todas las x y y en G,

P(xy) = P(X)P(y).

Si los grupos G y G’ son isomorfos, se denotard por:G ~ G'.

No debe sorprender a ninglin matematico actual, que al menos todo grupo finito G, sea isomorfo
a algtin subgrupo del grupo Sg?, lo mismo sucede con los grupos infinitos; el interés principal de esta
parte es presentar un resultado extraordinario del cual se desprende que los grupos de permutaciones
son universales en el sentido de contener subgrupos isomorfos a uno dado. El teorema de Cayley
literalmente dice que “Todo grupo es isomorfo a algin grupo formado por permutaciones bajo la
multiplicacién(composicién de funciones) de permutaciones’.

Teorema 1.1.1 (Cayley) Todo grupo es isomorfo a un grupo de permutaciones
Demostracion:

e Sea G un grupo dado, consideremos en principio Sg, el grupo de todas las permutaciones de G
bajo la operacién o, (N6tese que en el caso finito si G tiene n-elementos; S¢ tiene n! elementos.
Asi, en general, es claro que S es demasiado grande para ser isomorfo a G). La idea es encontrar
un conjunto G’ de permutaciones que sea candidato a formar un grupo isomorfo a G, que sea

'El  propio término  «grupo» pertenece al matemdtico francés Evariste Galois(1811-1832), el
legitimo creador de la teoria de los grupos. Los trabajos geniales de Galois resultaron incomprendidos, y el
renacimiento del interés por ellos comenzé sélo despues del libro de Jordan «Curso de la teorfa de permutaciones y
de ecuaciones algebraicas», en el afio 1870.

2En honor al matemdtico noruego Niels Henrik Abel(1802-1829).

3S¢ denota (como S,); todas las permutaciones de G
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subgrupo de Sg.
Para a € G sea p, la transformacién de G en G dado por,

Pu(x) =xa; xeG

Se puede pensar en p, como multiplicacién derecha por a.
Si p.(x) = p.(y)entonces xa = yay por la ley cancelativa, se tiene x = y; Asi p, es una funcién
inyectiva.
Sea y € G, entonces

paya™) = (ya HYa=ya"'a)=y
Asi p, lleva a G sobre G, es decir es sobreyectiva. Como p, : G — G es inyectiva y sobre; p,
es una biyeccion, por tanto p, es una permutacion, de G, esto es, p, € Sg; Sea G’ = {p, | a € G}.

e Verificaremos que p,0» = Ppa, para mostrar que estas funciones son iguales, se debe mostrar que
actian igual sobre toda x € G. Ahora

PaPp(X) = Pa(Pp(X)) = pa(xb) = xba = ppa(x).

Asi, pupr = Pras y por tanto G’ es cerrado bajo la composicion de funciones. Ademds es claro
que paratoda x € G

Pe(X) = xe = x; doénde e es el elemento neutro de G.

de modo que p, es la permutacion identidad en S y estd en G’.
Por otra parte dado que p,0, = pp. S€ tiene:

PaPa-! =Pa-1q = Pe,y ademds
Pa1Pa =Paa! = Pe-

De aqui que (p,)"' = p,-1, de modo que (p,)~' € G’. Entonces G’ es un subgrupo de Sg.

¢ Finalmente hay que provar G =~ G’
Sea ¢ : G — G’, dada por ¢(a) = p,-1,a € G;

Si ¢(a) = ¢p(b) entonces p,-1 = pPp-1.

es decir p,-1 'y pp-1, deben ser la misma permutacioén de G. En particular,

Pa1(e) = pp1(e) > ea™! =eb™' —a' = b~' = a = b, por la unicidad bajo inversos.

Por tanto ¢ es inyectiva.
Trivialmente ¢ es sobre, (por la definicién de G’).
Yy puesto que

¢(ab) = ppy1 = Pp-1gt = Pa-1Pp1 = P@)P(D).

Se tiene que ¢(ab) = ¢p(a)p(b); Ya,b € G.
Por tanto ¢, es un isomorfismo. O
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Definicion 1.1.6 Una aplicacion ¢ de un grupo (G, -) en un grupo GxG <o G x ¢
(G, %) es un un homomorfismo si ¢(a-b) = ¢(a) *$p(b), Ya,b € G.

Esta definicién puede ser representada diciendo que el diagrama

adjunto conmuta(ver Figura 1.1). La exigencia para un homo- G G’
morfismo de preservar la identidad y la inversa es intrinseca, ¢

dle) = ¢, p(a') = ¢p(a)”!. Ademds la imagen de un subgrupo

es un subgrupo, en particular ¢(G) < G’. Figura 1.1: Representacion grafica

de un homomorfismo

1.1.1 Homomorfismos

Entre las aplicaciones buenas entre grupos, es decir las que conservan las operaciones de los grupos en
los que esta definida, tenemos.
Si el homomorfismo ¢ es inyectivo, se dird que es un monomorfismo.

1. Si el homomorfismo ¢ es inyectivo, se dird que es un monomorfismo.
2. Si ¢ es sobre , se dird que es un epimorfismo.
3. Si ¢ es biyectivo, se dird que es un isomorfismo.

La aplicacion isomorfa de un grupo sobre si mismo, también se llama automorfismo.
Definicion 1.1.7 Se llama kernel o niicleo del homomorfismo f : G — G’ al conjunto
Ker(f) =1{g € G| f(g) = €, unidad del grupoG’}.

La aplicacién homomorfa de un grupo sobre si mismo, también se llama endomorfismo.

Relacion de equivalencia

Si X es un conjunto, una relaciéon ® en X es un subconjunto de X X X. Decimos que R es lla-
mada de equivalencia si de manera simultdnea es reflexiva, simétrica y transitiva. Cada relacion
de equivalencia determina una particiéon X/® = {[x] : x € X} formada por las clases de equivalencia
[x] = {y : xRy}; de manera natural existe una funcién sobreyectiva

q:X — X/R

Toda funcién f : X — Y define una relacién de equivalencia en X si definimos x ~ y si y solo si
f(x) = f(y). En este caso notamos a la relacion(y a la particion) como %, con R ; = { i@ :te f(X)} .
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El siguiente diagrama es conmutativo, donde R, se en- X —— YV
carga de igualar los puntos que tienen una misma ima-

gen, con lo cual Ay definida como hg([x]) = f(x) estd .
bien definida, es inyectiva y por su codominio es sobreyec- q ‘
tiva, es decir tenemos una biyeccién con inversa h}l(y) =

f'(y)(verFigural .2) X/R¢ T*f,_ FIX]

El anterior diagrama se conoce como el teorema de la fac-
torizacién de funciones entre conjuntos o teorema del co-

ciente para conjuntos. Figura 1.2: Diagrama del teorema del cociente

para conjuntos

Grupo cociente

El estudio de un grupo (G, %) puede simplificarse si se estudian sus subgrupos propios, que poseen un
orden inferior al orden de G, y los conjuntos cocientes de G sobre cada uno de estos subgrupos. Si H
es un subgrupo de G podemos considerar el conjunto cociente G/H, que es el conjunto de las clases de
equivalencia que se obtienen al definir en G la relacion de equivalencia médulo H.

Definicion 1.1.8 Sea G un grupo y H un subgrupo de G; diremos que dos elementos x,y € G estdn
relacionados mediante H, y escribiremos x = y(H), si y sélo si x"'y € H.

Para cada subgrupo H de G hacemos una descomposiciéon de G disjunta en pedazos llamados clases
laterales (izquierdas o derechas) de H en G. Las clases laterales izquierdas son los conjuntos de la
forma

gH=1[gl=1{gh: he H geG}.

Asi H es el mismo una clase lateral para g = 1, y en
general una clase lateral gH es H trasladado por g, no
debemos tomar generalmente la palabra trasladado literal-
mente. Un ejemplo para el cual éste es literalmente cierto
es tomando G como el plano R? bajo adicién de vectores, y
H el subgrupo de puntos {(O,y) eR’|ye R}. En este caso
utilizamos la notacion aditiva y se escriben las clases lat-
erales de (x, y) como

H (1.0)+H (2.0)+ H

0 (1,0) 2,0)

: . 2
(x,y) + H = {(x, y) eR?|y e R} . donde x es constante. Figura 1.3: Subgrupo H de R~ y clases laterales.

Entonces H es el y-eje y la clase lateral (x,y) + H es H trasladado por el vector (x, y)(ver Figura
1.3).

Ahora dotemos a G/H de estructura de grupo, cuya operacion esté relacionada con la operacién de
G, en este sentido lo mas logico que cabe esperar del resultado de operar las clases de equivalencia,
(xH)(yH) en G/H es la clase de equivalencia (xy)H. Pero esto no sucede en cualquier subgrupo de un
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Ejemplo 1.1.1 Sea G = C* = C — {0} con la multiplicacion
compleja *, definida por (a, b)(c,d) = (ac — bd, ad + bc). S —

- T xH
1. El elemento identidad es (1,0), / \\

2. (@b = (7%, 225) VARV N

a’+b?’ a>+b?

e

|zl = Va? + b? es el modulo. ‘\\\\\.__./ /

El subconjunto H = z: |z| = 1, es un subgrupo y se ~_ | -
denota por S' (la circunferencia unidad). Si x € G
entonces xH es la circunferencia de centro (0,0) y
radio |x|(para todo h € H tenemos |xh| = |x||h| = Figura 1.4: Subgrupo S' de C" y clases lat-
|x|1 = |x|; ver Figura 1.4). erales.

3. Siz=(a,b), 7' = =% donde 7 denota al conjugado y I"'\ . //

grupo dado, estos subgrupos distinguidos reciben el nombre de normales, mds concreto y elemental
tenemos

Definicion 1.1.9 Un subgrupo H de un grupo G se dice normal, y escribiremos H < G, si (xH)(yH) =
(xy)H para todo x,y € G.

Proposicion 1.1.1 Sea G un grupo y H un subgrupo normal de G; la operacion (xH)(yH) = (xy)H
define el conjunto cociente G | H un estructura de grupo. Este grupo recibe el nombre de grupo cociente
de G sobre H

Demostracion

Sea G/H x G/H - G/H, (xH,yH) — (xH)(yH) = (xy)H

La operacion esta bien definida, pues si x” es un representante de la clase de xH e y’ es un representante
de la clase de yH, x'y" es un representante de (xy)H. Pero como x’ € xH ey’ € yH, x'y' € (xH)(yH) =
(xy)H, ya que H < G, luego la operacidn es binaria.

1. La asociatividad es consecuencia de la asociatividad de G.
2. Sea el elemento idéntico e € G, luego
(xH)(eH) = (xe)H = xH, (eH)(xH) = (ex)H = xH
asi H es el elemento identico de G/H,
3. Dado que
(xH)(x'H) = (xx)H = eH = H, (x"'H)(xH) = (x"'x)H = eH = H
Asi dado xH € G/H, x'H es el su inverso. O

La siguiente proposicion nos da condiciones equivalentes de normalidad que permiten determinar mas
facilmente los subgrupos normales de un grupo.
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Proposicion 1.1.2 Sea G un grupo y H un subgrupo de G, las siguientes condiciones son equivalentes:
1. H es subgrupo normal de G,
2. xHx' = H, Vx € G,

3. xH = Hx para todo x € G, es decir las clases de equivalencia por la izquierda y por la dercha
coinciden.

Demostracion

(1-2) Sea H subgrupo normal de G, entonces (xH)(x"'H) = (xx"')H = H, para todo x € G; se tiene
entonces que si 4 € H, entonces (xhx~'h) € H y por tanto, (xhx™') € Hh™' = H c H, ahora dado
que H C xHx™!, basta tomar x = e. Por tanto xHx™' = H.

(223) Supongamos que xHx!

xH = Hx.

= H, Vx € G, operando con x por la derecha se obtiene trivialmente

(3»1) Finalmente supongamos que xH = Hx para todo x € G, queremos demostrar que (xH)(yH) =
(xy)H. Sea (xy)h € (xy)H; entonces

(xy)h = (xe)(yh) € (xH)(yH)

Esto prueba que (xy)H C (xH)(yH).
Sean ahora x’ € xH e y' € yH; se tiene que X’ = xh; e Y = yh, con hy,h, € H, entonces
x'y" = (xhy)(yh,), puesto que yH = Hy, existe h; € H tal que h,y = yhs3, con lo cual

x'y, = (Xhl)(th) = x(hly)hg = X(yh:;)hz = X,Y( h3h2 ) € (xy)H

eH

Con lo cual se prueba la inclusion (xH)(yH) C (xy)H. Por tanto (xH)(yH) = (xy)H, y con ella la
normalidad de H en G. |

Teorema 1.1.2 Si N es un subgrupo normal de un grupo G, entonces la transformacion canonica(o
natural) m : G — G/N dada por n(a) = aN para a € G es un homomorfismo sobreyectivo.

Demostracion
Sean a, b € G entonces
n(ab) = (ab)N = (aN)(bN) = n(a)n(b)

La sobreyectividad de 7 es consecuencia directa de su definicion. O

Teorema 1.1.3 (Teorema de correspondencia entre homomorfismos y subgrupos) Sea ¢ un homo-
morfismo de grupos de un grupo G en un grupo G’, sean e, ¢’ las identidades de G y G’ respectivamente,
entonces:

1. ¢(e) =¢,
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Sia € G entonces ¢(a™") = (¢p(a))~!,

Si H es un subgrupo de G, entonces ¢(H) es un subgrupo de G’,

N w0

Si H es un subgrupo normal de G, entonces ¢(H) es un subgrupo normal de G’,
5. Si K’ es un subgrupo de G’, entonces ¢~ (K') es un subgrupo de G,

6. Si K’ es un subgrupo normal de G’, entonces ¢~'(K') es un subgrupo normal de G,

Demostracion

Ver [[18] pag. 132.] |
Observacion

En particular, para un homomorfismo de ¢ : G — G’, el kernel, Ker(¢) = ¢~'({e’}) es un subgrupo
normal de G.

G Ker() ¢~ (z")
Definicion 1.1.10 Sea ¢ : G — G’ un homomorfismo y sea a’ € te o b
G'. La imagen inversa ¢~'(a’) = {g € G|¢(g) =a’} es la fibra la
sobre a’ bajo ¢(ver Figura 1.5) ¢
Como {e’} es en particular un subgrupo de G’, el teorema 1.1.3
muestra que la fibra ¢! ({e’}) bajo el homomorfismo ¢, es un sub- ¢ - . . -—
grupo de G, Asi las fibras de G bajo ¢ forman una particién de e d(a)  &(b) z’

G
Figura 1.5: Fibras y Kernel.

Grupos ciclicos

Dado un grupo G y un elemento a € G, todos los elementos de la forma a”, n € Z también estdn en G.

Definicion 1.1.11 Dado un grupo G y un elemento a € G, el conjunto
(ay={d" : neZ}= mH,-, H; <Gya € H,;
i€l

es un subgrupo de G, de hecho el subgrupo mds pequeiio que contiene al elemento a(recordemos que la
interseccion de subgrupos es un subgrupo) y es llamado el subgrupo ciclico generado por el elemento
a

Observacion
Si G = {a) para algin a € G, decimos que G es un grupo ciclico generado por a.
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Construccion de grupos

Definicion 1.1.12 Sean G, G,,...,G, son grupos, al producto cartesiano

n
HG":GI X Gy X...xXG,
k=1
le damos una estructura de grupos al operar las n—tuplas ordenadas operando componente a compo-

nente
(a],az,. . ,a,,) * (b],bz,. . ,bn) = (Cl]bl,azbz,. . ,anbn)

y se llama producto directo externo de los grupos G;.

Noétese que cada Gy es isomorfo de una manera natural a un subgrupo G, € [];_; Gx cuando identi-
ficamos cada g € Gy con el elemento (e, ..., €1, 8, €r1»---,€1) € [11-; Gr. Entonces decimos que
[Tiz; Gi es el producto directo interno de estos subgrupos G, a cambio de decir que era el producto
directo externo de los Gy

Ejemplo 1.1.2 Sim;,m,,...,m, € Z* con un mdximo comun denominador MCD(my, m,, ...,m,) = 1,
entonces [ |-, Zp, es ciclico y se tiene

n
| | ka = Zmlmz...m,,-
k=1

En geometria, un toro se describe como una superficie de revolucion generada por una circunferencia
que gira alrededor de una recta exterior coplanaria (en su plano y que no la corta). La palabra «toro»
proviene del vocablo en latin torus, el cual en castellano significa «bocel» o «murecillo».
Topoldgicamente, un toro es una superficie cerrada definida como el producto cartesiano de dos circun-
ferencias, y del ejemplo 1.1.1, se tiene

Ejemplo 1.1.3 Sea (S', %), el cual es un grupo bajo la mul-
tiplicacion compleja, se tiene que

S'x St =172

el toro T?, es un grupo(ver Figura 1.6).

Figura 1.6: El toro descrito como el producto de
dos circunferencias.

Con esta descripcion se puede generalizar facilmente el toro a cualquier dimension o potencia. Un
toro n dimensional se define como el producto de n circunferencias:

Ejemplo 1.1.4 Dado que el (S', %), es un grupo bajo la multiplicacion compleja, se tiene que
S'xS'x...xS'=T1"

el toro T", es un grupo
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Factorizacion de homomorfismos

L v
Teorema 1.1.4 (Teorema fundamental del homomorfismo) LK G — 9
Sea ¢ un homomorfismo de un grupo G en un grupo G, //
con kernel K. Entonces ¢(K) es un grupo y existe un iso- n ~
morfismo candnico(natural) de ¢(G) con G/K, es decir // F
©(G) =~ G/Ker(p)(ver Figura 1.7) //

G/Ker(p)

Demostracion

Ver , pag. 133.
[L15). pag ] Figura 1.7: El diagrama conmuta si

Fom=o¢.

Sif: G— Hyg: H — J son homomorfismos (isomorfismos) de grupos, la compuesta
gof : G — J también es un homomorfismo (isomorfismo). Sabemos del teorema 1.1.3 que un
homomorfismo f tiene un comportamiento ideal: la identidad va a la identidad, la imagen inversa de un
subgrupo (normal) es un subgrupo (normal), la preimagen de la identidad es el nuicleo o kernel de f.
El siguiente teorema muestra como factorizar un homomorfismo utilizando un isomorfismo.

7 H
Teorema 1.1.5 Sea f : G — H un homomorfismo . .
de grupos. f tiene una tinica factorizacion f = io ‘
roq(ver Figura 1.8) donde q es la funcion cociente, r
estd definida como r([g]) = f(g), i es la inclusion.

G/Ker(f) —f“ Im(f)

Figura 1.8: Teorema del cociente para grupos.

El teorema del cociente para conjuntos, nos dice que tal factorizacion existe, falta verificar entonces
que las condiciones algebraicas se mantienen (homomorfismos). Notese que para este diagrama el
homomorfismo r es un isomorfismo G/Ker(f) ~ r(H) si f es sobreyectiva (Teorema fundamental de
homomorfismo).

1.1.2 Acciones de grupo

En el dlgebra y la geometria, una accién de grupo es una manera de describir las simetrias de los objetos
utilizando grupos.

Definicion 1.1.13 Una accion (por la izquierda) de un grupo (G, ) en un conjunto X es una funcion
VG XX — X, que verifica las siguientes propiedades:

i) Y(e,x) = x, para todo x € X; e € G es el elemento idéntico y,
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ii) (g, ¥(h,x)) =y(g+h,x), parag,he Gyx € X.

cuando no halla lugar a ambigiiedad escribiremos gh en vez de (g, h).

Observacion

Bajo estas condiciones, X es un G-conjunto.

Andlogamente, una accién(por la derecha) de un grupo G en un conjunto X es una funcién ¢ : XXG —
X que verifica

1) ¢(x,e) = x, paratodo x € X; e € G es el elemento idéntico y,
il) o(p(x, g),h) = o(x,gh),parag,he Gy x € X.
Ejemplo 1.1.5 Aqui X puede ser finito o infinito

e Sea L(X) = {f : X — X : f es un homomorfismo biyectivo.}. Note ademas que el grupo L(X)
actia por la izquierda en el conjunto X bajo

LX)yxX — X
fsix) — fo).
También se puede definir una accion de G en X, es equivalente a definir un homomorfismo de
grupos,

v:G — LX)
g — Vg
, cone(x) = y(g, x).

e Sea X cualquier conjunto y Sy el grupo de todas las permutaciones de X. Entonces, X es un
S x-conjunto donde para x € X y o € Sy, la accion o(x) de o en x es el efecto de la permutacion
o en x. La segunda condicion se cumple, como consecuencia de la definicion de multiplicacion
de permutaciones como composicion de funciones y la condicion primera es inmediata a partir
de la definicion de la permutacion identidad. En particular, {1,2,3,...,n} es un S ,-conjunto.

Definicion 1.1.14 Sea v : G X X — X, una accion de un grupo, se llamard transitiva, o se dird
que el grupo actiia transitivamente sobre un Conjunto X, si dados dos elementos x,y cualesquiera del
conjunto X, existe un elemento g del grupo que aplica el x en y, es decir:

existe g € G, tal que Y(g,x) = y.

Existen dos importantes nociones asociadas a la accién de grupo.

Algunos elementos de un grupo G actuando en un espacio X, podran fijar un punto x € X. Estos
elementos del grupo forman un subgrupo llamado el estabilizador o grupo de isotropia de x, definido
por:

Stabg(x) ={geG:gx=x}={ge G :yY(g,x) =x} CG,
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mientras la 6rbita’ de x es
Orbg(x) ={gxeX:geG}={Y(g,x)eX:geG}CX.
Teorema 1.1.6 Sea G que actiia sobre X.
1. Para x € X, Stabg(x) es un subgrupo de G.
2. Para x,y € X,y y € Orbg(x) siy solo si Orbg(x) = Orbs(y).
3. Para x € X, existe una biyeccion.

¢ : G/Stabg(x) — Orbgs(x)

tal que ¢(g Stabg(x)) = gx. Ademds ¢ es equivalente sobre G en el sentido de que para todo
g, heq,
@((gh) Stabg(x)) = h (g S tabg(x)).

4. Siy € Orbg(x), entonces para algiin g € G tenemos que

Stabg(y) = g Stabg(x) g™

Demostracion

1. Sean gy, g, € Stabs(x), entonces por la condicidn ii) dada en la definicion 1.1.13 se tiene que

(8182)x = g1(g2x) = g1x = x,

por lo tanto g, g, € Stabs(x).

e’ € Stabg(x), por la definicién 1.1.13.

Si g € Stabg(x) entonces g7 x = g7!(gx) = (g7'g)x = ex = x, por lo tanto g~! € Stabs(x)
Podemos por tanto asegurar que S fabg(x) es un subgrupo de G.

2. Siy € Orbg(x) entonces existe g € G tal que y = gx, es decir x = g~y de esta forma Orbg(y) =
Orbg(x).
Si por otra parte tenemos Orbg(y) = Orbg(x), como ey =y € Orbg(y), entonces y € Orbg(x).

3. Como S tabs(x) no necesariamente es un grupo normal de G entonces G/S tabs(x) no necesria-
mente tiene estructura de grupo. Si definimos la relacion g; ~ g, <> g1x = gox, y esto sucede si
y solo si g1, g» € Stabs(x), entonces

G/ ~= G/Stabg(x).

Verifiquemos que ¢ es una biyeccion.

'En la mecénica celeste, la ruta fija un rastro cuando un planeta se mueve alrededor del Sol se llama una érbita. Cuando
un grupo G actiia sobre un conjunto X(Este proceso se conoce como accién de grupo ), que permuta los elementos de X.
Cualquier elemento x de X se mueve en una trayectoria fija que se llama su 6rbita.

2¢ es el elemento neutro del grupo G.
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e Sean g, g, € G, entonces

@(g1S tabg(x)) = p(g2S tabg(x)) ©g1x = grx
—g'g) € Stabg(x)
—gi'gStabg(x) = Stabg(x)
o g1Stabg(x) = g:S tabg(x).

La funcién ¢ es inyectiva.

e Sea gx un elemento cualquiera de Orbg(x) parax € X, g € Gy gStabs(x) € G/Stabs(x).
Siempre que
p(gStabg(x)) = gx.

Podemos asegurar que ¢ es sobre.

4. Siy € Orbg(x) entonces existe g € G tal que y = gx. Sea h, € Stabs(x), entonces
(8heg™ )y = (8h)(87'y) = (gho)x = g(hx) = gx =y
Por lo tanto gh,g~! € Stabg(x), y asi
gStabg(x)g™" C Stabg(y).

Ahora sea h, € Stabg(y), encontremos un h, € Stabg(x) tal que h, = ghyg™", tomando h, €
Stabgs(x),
hox = (87 hyg)x = (g ' hy)(gx) = (¢ by = g ' (hyy) = ¢y = x.

Por tanto S tabg(y) C gStabg(x)g™!; y por consiguiente

Stabg(y) = gStabg(x)g™".

Otros temas
Hemos expuesto el nimero minimo de conceptos necesarios para entender las ideas que siguen. Hay un
conjunto de conceptos importantes que hemos dejado fuera, y que el lector que quiera profundizar en
el tema debe conocer, estos son: clases de conjugacion, producto directo de grupos, grupo simple,
centro y centralizador, etc.
Puede consultarse por ejemplo [18], [19] y [20].

1.2 Matrices como espacio vectorial

El tema de espacios vectoriales es la piedra angular del dlgebra lineal. De aqui en adelante se entendera
que los resultados, son validos en el campo K=R 6 C (Real 6 Complejo), no sélo de los numeros
reales(siempre y cuando no se diga otra cosa). Las propiedades 6 axiomas de los espacios vectoriales
son ya conosidas, sin embargo, se enuncian aqui brevemente:



CAPITULO 1. GRUPOS Y MATRICES 14

Definicion 1.2.1 Un espacio vectorial sobre un campo K, es un conjunto V dotado de dos operaciones.

Una de ellas interna (suma)
+: VXV —5YV,

respecto al que es un grupo abeliano y una operacion externa, el producto por escalar
KXV —>YV,

que verifica
1. (a+b)y =au+ bv.
2. a(u+v)=au+av.
3. a(bv) = (ab)v.
4. 1lv=v, dondeu,v eV, a,b e Kyl eslaunidad en K.

Se denota M,, ,(K), al conjunto de matrices de tamafio m X n(m-filas y n-columnas), con entradas
en K, es decir

ayiy ... diy
AeM,,(K)— A =la;] =[(A);] = .. ¢ |,cong; €K
Ay ... Aup

El concepto de matriz conjugada compleja es importante en la teoria de Lie.

Definicion 1.2.2 Sea A € M,(C) la matriz que surge de sustituir en A todo elemento por el niimero
complejo conjugado de dicho elemento se llama conjugada compleja de A y se denota por A.

Observacion
A = A siy sdlo si A es real puesto que, paratodoz € C,z =z <:z e R.

Ejemplo 1.2.1 Dada A = ( 3; P4 ), se tiene que A = (

2 1-i

3+i 4
1+1

Ahora pasamos a definir el concepto de matriz hermitiana'

Definicion 1.2.3 Sea A € M,(C), si A = AT = A* la matriz A, se llama hermitiana o simétrica(segiin
Hermite.)

Observaciones

SiA = [a;] € M,(C) se cumple que a;; = aj;, esto conlleva aque los elementos de la diagonal son
numeros reales y los elementos simétricos con respecto a la diagonal principal son conjugados.

Una matriz es hermitiana si y solo si es simétrica.

'Estas matrices se denominan asf en honor al matemdtico francés Charles Hermite(1822-1901), que contribuy6 grande-
mente al desarrollo del dlgebra y del andlisis. En la teorfa de la fisica atémica a menudo aparecen matrices con coeficientes
complejos, muchas de las cuales son hermitianas.
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Ejemplo 1.2.2 . Es facil verificar que

4 4+6i 8-10i

A=]| 4-6i 10 12 + 4i |, es hermitiana.
8+10i 12-4i -14

1 7 -3
2. B=| 7 =3 4 |, es hermitiana puesto que es real y simétrica.
-3 4 5

Sin abusar del lenguaje matemético haremos uso de una notacién especial
M,(K) = M, ,(K), Mg = M>»(K),K" = M, 1 (K).

Teorema 1.2.1 . (M,,,(K), +) es un grupo abeliano.

Demostracion:
e La matriz
0 0
0,5, =| ¢ °-. : |actia como elemento neutro para la adicién
0 . 0
de matrices.
o YA e M, ,(K); con
ayy ... Ay
A= - .. i |,existe exactamente B € M, ,(K)
anl .. Ay
—-ayiy ... —adjpy
B = : : ,tal que
—Ap1 .. —Opp

A+ B =0,,,. La matriz obtenida B se llama matriz opuesta de la matriz A, para la adicidn.

e La adicién de matrices es asociativa y conmutativa. O

Definicion 1.2.4 Se llama multiplicacion por escalar de una matriz A € M,,,, por un escalar de K, a
la aplicacion
KX My, — My,

, dada por (1,A) — 1@ A=A, AeM,,ylek

Proposicion 1.2.1 . La multiplicacion por escalar tiene las siguientes propiedades:

1. A(A+ B)=1A + AB.
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2. (/11 + /lz)A = LA + LA.
3. (/11/12)14 = /l](/lgA)
4. 1A=A

esto para todo A, B € M,, ,(K) y A, 41, 1, € M,, ,(K)
Teorema 1.2.2 . (M,(K), +, ) toma estructura de espacio vectorial sobre K.

Demostracion:

Basta combinar los resultados del Teoremal.2.1 y la Proposiciénl.2.1. O
Todo espacio vectorial tiene por lo menos una base y el tamafio de esta base es la dimension del
espacio vectorial.

Consideremos los elementos de My, definidos por:

dondél <r<n,1<s<n;r,seN.

s 1 ,parai=rAj=s.
(E™)ij = 0i0)s = { P /

0 , en otro caso.

Es decir las matrices E™* de orden n X n, tienen un cero en todas las posiciones, salvo en la fila r,
columna s, en la cual tienen un 1. Ademads tenemos que

1. CYl]El’l + CL’12E1’2 +...+ Q]nEl’n + Cl’z]Ez’l + ...+ a2nE2,n +...+a,,E" = 0n><n

ay ...
= 0n><n
(0775 B ¢ 777
esto siy solosia;; = 0,Vi, j€{l,2,...,n}, es decir B es un conjunto linealmente independiente.
2. YA € M,(K), si
ayy ... dip
_ . . . _ 1,1 1,2 2.n n,n
A= : .. . =apnE" +apE "+ ... +ay,E"+ ... +a,EM".
apl ... dupp

, Por tanto B es un sistema de generadores.

De (1) y (2), B es una base de M, (K), por tanto dim(M,(K)) = n?.

1.2.1 Aplicaciones y formas multilineales

Comenzaremos generalizando algunas nociones sobre las aplicaciones lineales estudiadas en los cursos
de algebra Lineal, para estudiar de forma amena las aplicaciones n-lineales, aqui F denota un campo
cualquieray K =R o C.



CAPITULO 1. GRUPOS Y MATRICES 17

Definicion 1.2.5 (Aplicacion de n variables)
Sean los conjuntos E\, E,, ..., E,, Fy el producto cartesiano E; X E; X ... X E,

f: Ey\XE;x...xE, — F
(.XI,XZ,...,xn) — f((xlv-XZa---’xn)):Z'

se llama aplicacion de las n-variables xy, x,, . . . , X,.
Apartir de esta aplicacién se puede definir otras.

Definicion 1.2.6 (Aplicacion i-ésima proyeccion)
Sean los conjuntos E\, E,, ..., E, y el producto cartesiano E; X E, X ... X E,
La aplicacion
b/ E1 XEzX...XEn e El‘
(X1, %2, ...,%,) — X

se llama aplicacion i-ésima proyeccion

Observacion:
Algunos autores llaman a esta aplicacion, aplicacién i-ésima coordenada, pero aqui se evidenciard mas
adelante del porque optamos por mantener este nombre.

Definicion 1.2.7 Sean los espacios vectoriales E,,E,, ...,E,, sobre el mismo campo F , y el producto
cartesiano E; XE, X ... XE,. La aplicacion f : E; XE; X...XE, — J, se llama n-lineal si se cumple:
paratodo1l <i<n

1. f((xl’x27 s X1, X xl{’ Xitls - - axn)) =
f((-xbe’ ey Xiels Xis Xitls o oo 5-xn)) + f((-xb X2y ovns xi—l9xl,'9xi+l5 L) xn))‘

2' f((x17-x27-"axi—l’/lxi’xi+19'- -,xn)) = /lf((xlwxz,'"axi—l’xiaxi+1’---’xn))

Observacion:

La definicion anterior expresa que cada aplicacion parcial E; — F asociada a f es una aplicacion
n-lineal, es decir cada vez que fijamos n-1 variables obtenemos una aplicacion lineal en la variable que
resta, entonces f es lineal.

Definicion 1.2.8 (Forma n-lineal) Sean los espacios vectoriales E|,E,, ... ,E,, sobre el mismo campo
K, y el producto cartesiano E1 X E, X ... X E,,. Toda aplicacion
[ EXE,x...XE, — K se llama forma n-lineal, definida sobre E; X E; X ... X E,.

Observaciones

Cuando n = 2, se puede reconocer que se trata de una forma bilineal.

Cuando n = 3, se llama forma trilineal.

En general, a estas aplicaciones algunos autores les llaman aplicaciones o formas multilineales.

Ejemplo 1.2.3 Sea el espacio vectorial (R*, R, +, %), y la aplicacion f : R* x R* x R> — R
tal que f1(x1,y1), (X2, ¥2), (x3,¥3)] = y1xX2y3, f es trilineal.
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Para una mejor escritura se denotard E" = EXE... X E
———

n

Definicion 1.2.9 (Aplicacion simétrica) .
Sean E y F dos conjuntos.
La aplicacion f : E" — F, es simétrica, si para todo elemento (xy,x;,...,x,) € E", y para toda
permutacion a € S ,,.
S (Xa(1)> Xa@)s + - > Xa@w) = J (X1, X2, -+, Xp)

Observacion
Cuando n = 2, es facil percatarse que una forma bilineal f : E> — K serd simétrica si para todo

x,y €E, f(x,y) = f(y,%).

Definicion 1.2.10 (Aplicacion antisimétrica) .

Sea un conjunto E'y un grupo (F, +).
La aplicacion [ : E" — F, es antisimétrica, si para todo elemento (xy, xa,...,x,) € E", y para toda
transposicion a;j € S .
f(xm_/(l)’ Xa;j(2)s+ - > xm_/(n)) = _f(xla X2y ees xn)

Observacion

e La condicién de antisimétria se puede expresar asi:
f es antisimétrica si y solo si para todo xi, x,...,x, € E

SO X0, Xin oo X X)) = f(X1, X050, Xy o Xy ooy Xy)

e Cuando n = 2, es fécil percatarse que una forma bilineal f : E> — K serd simétrica si para todo

X,y € E’ f(X,Y) = _f(y’x)~

Definicion 1.2.11 (Aplicacion alternada) .
Sean los espacios vectoriales E y J sobre el mismo campo K .
La aplicacion n-lineal f : E" — J, es alternada, si para todo elemento (x1, x5, ..., x,) € E".

S, xi oo xj,0.00,x,) =0
cada vez que existan x; = Xj, COni # j

Observacion

e En el caso particular de la aplicacién n-lineal f : E" — K, que cumpla las condiciones de la
definicién anterior se llama forma n-lineal alternada.

e Cuando n = 2, es fécil percatarse que una forma bilineal f : E> — K serd alternada si para todo
xeE, f(x,x)=0.
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Problema 1.2.1 Sea (E,K, +, %) un espacio vectorial de dimension 2(i.e. dim(E) = 2) y consideremos
{e1, ex}, una base de E. Sean x;, x, € E con

X1 =aq1eq1 + arer
X2 :blel + b2€2
Pruebe que la aplicacion
f: E’ — K
(x1,%2) +— aiby —azb;.

es una forma bilineal, alternada y antisimétrica.

Solucion

1. Probemos que f es bilineal. Sea x;, x|, x,,x, € Ey 1 € K;

f(xy + X\, x2) =(a, + a})b, — (ay + ay)b;, definicion de f
=a\b, + a\by — a,by + a5by, (K, +,-) Campo conmutativo
=(aib, — axby) — (Cl'lbz - a’zbl)
=f(x1,x2) + f(x7, x5), definicién de f.

Andlogamente se tiene que f(x;, xy + x5) = f(x1, x2) + f(x1, X5);

f(/lxl, Xz) :/la1b2 - /7.(12[?1, definicion def
=A(a1b, — a1by), (K, +,-) Campo conmutativo
=Af(x1, x;), definicién de f.
Andalogamente se tiene que f(x;, Ax;) = Af(x, x,). Por tanto f es bilineal.

2. Debemos probar ahora que f es alternada, segtin la definicioén 1.2.11

f(x1,x1) =aya; — axa,, definicién de f
=a\a; — a1a;, (K, +,-)Campo conmutativo

=0, (K, +,-) Campo conmutativo.
Luego f es alternada.
3. Debemos probar ahora que f es antisimétrica, segtin la definicién 1.2.10

f(x2, x1) =b1a, — bya,, definicion de f
=—ba, + biay, (K, +,+) Campo conmutativo
=—(a1by — axby), (K, +,-) Campo conmutativo
=1 — f(x1,x,), definicién de f.

Es decir f es antisimétrica.
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El siguiente teorema muestra un resultado importante, el cudl establece que toda aplicacion (respec-
tivamente forma), f alternada es antisimétrica.

Teorema 1.2.3 . Sean los espacios vectoriales E y J sobre el mismo campo F.
Toda aplicacion (respectivamente forma), f alternada definida sobre E" con valores en J (respectiva-
mente en [F) es antisimétrica.

Demostracion
Sea f una aplicacién (forma), n-lineal alternada definida sobre E”, con valores en J(en F).
Sean (xy,...,X;,...,Xj,...,X,) € E", i# jsupongamos que i < j.

Como f es alternada tenemos:

SO, Xim, X+ Xy oo Xty e Xj1, X + Xy Xt .- X,) =0, ya que f es alterna.
S, X X))+ (X X Xy, Xy)
(X, Xy Xy, X)) + (X0, Xy, X, L1, X,) =0, por la n-linealidad de f.
Pero el primero y tltimo términos en la expresion anterior son nulos, pues f es alternada, de donde:
S, X, X X)) == f(X1, 0 Xy, Xy, Xp).
Luego, f es antisimétrica. O

Observacion
El reciproco de este teorema se cumple, si el campo F es de caracteristica distinta de 2.

Matrices y Formas Bilineales

Sea F un campo y V un espacio vectorial de dimension finita sobre F.

En espacios vectoriales de dimension finita sobre K. Es conocido el hecho de que si {vi,v,,...,v,} es
una base de V, entonces el espacio V* llamado dual algebraico de V, definido por V* = L(V,F) =
Homp(V) = {f : V— F| f lineal}, es un espacio vectorial sobre F, tiene dimensién n y el conjunto
{fi, fo..., fu}, donde fi(vy) = ou, i, j =1{1,2,3,...,n}, es una base de V*. Sea

B : V? — F
(x1, %) — k.

una forma bilineal.

Sea {vi,v2,...,v,} = B una base de V, luego b;; = B(v;,v;), Vi, j, entonces B = [b;;] es llamada la
matriz B relativa a la base 8.

De esta manera, los valores que toma la forma bilineal sobre vectores X, y, de coordenadas en la base

B:
X1 i b“ bln

x=| : |,y=| + |, B=| : ..+ |[.vienen dados por:
Xn Yn bml bmn

B(x,y) = B(i Xivi, Z i) = Z Z xiB(vi,v))y; = x By
i=1 j=1 i=1 j=1
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Como la correspondencia entre formas bilineales y matrices nXn es biunivoca, tenemos establecido
un isomorfismo entre estos dos espacios vectoriales. Toda matriz cuadrada representa una forma bilineal
en una base dada de V . Notese que esta es otra utilizacién de las matrices aparte de la ya considerada
de representar aplicaciones bilineales.

Proposicion 1.2.2 Si B es una forma bilineal simétrica, la matriz que representa a F en cualquier base
es una matriz simétrica.

Demostracion
Sea {vi,vs,...,v,} = B una base de de V. Entonces:

bij = B(v;, Vj) = B(Vj, Vi) = bji
es decir:

—~TI —
B =B.
]
Es también evidente que si la matriz asociada a una forma bilineal es simétrica en una base, lo es en
todas y la forma bilineal correspondiente es simétrica. De forma similar se concluye que una forma
bilineal es antisimétrica si y solo si su matriz en cualquier base es antisimétrica. Las formas simétricas
forman un subespacio vectorial del espacio de las formas bilineales. Las formas antisimétricas forman
también un subespacio vectorial.

1.2.2 Funcion coordenada

. . , . . 2 2 .
Establescamos una correspondencia biunivoca entre M,(K) y el espacio euclideano R™ o C", es decir
2 ., . ..
con K" . La construccién de tal correspondencia se basa en el hecho siguiente.
Sea A € M, (K)

ayp ... Qip
donde A = [q;;] = oo ,cona;j € K
Al -.. Aun
Se define
fi MK — K°
A — f(A) =2z
z = f(A) =(1° columna de A, 2° columna de A, ...,n — ésima columna de A)

n+n €lementos

= (a115a215 AR 5an15an29 AR ,aln, a2n9 AR ﬂann)

nwn=n? €lementos
=(coordi1(A), coord,1(A), ..., coord, (A), coord(A), ..., coord;,(A), coordy,(A),
...,coord,,(A))
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Asisea f = Coord, con la ayuda de las funciones coordenadas, hemos definido la funcién coordenada’
denotada por Coord, la cual es fundamental en nuestro trabajo(pues con ella, se logra demostrar que
M, (K) es una variedad).

Con lo anterior se tiene.
Lema 1.2.1 La funcion coordenada definida por

Coord: M,(K) — K"
A +— Coord(A).

es una biyeccion

Demostracion
(1) La funcién coordenada es evidentemente una biyeccion, pues

e Coord esta bien definida ya que si
[a;;] = [bij] =a;j=b;ij; 1<i;j<n
pero
coord;j([a;;]) =coord;j([b;;]); 1 <i;j<n
— Coord([a;;]) =Coord([b;;]).

e Coord es inyectiva, pues si

[a;;] #[b;;], entonces para algin ij
a;; #b;j; entonces
coord;j([a;;]) #coord;j([b;;])
— Coord([a;;]) #Coord([b;]).

e Coord es sobre

Dado que para todo P € K", existe una matriz A € M, (K)con las siguientes caracteristicas 13
columna de A formada por las coordenadas
1 5 n-ésimas deP
242 columna de A formada por las coordenadas
n+1- 2n-ésimas deP
n®S1Ma columna de A formada por las coordenadas
n(n — 1) > n?-ésimas deP
Entonces Coord(A) = P.
. . . . . 2
Por lo tanto Coord es biyectiva, y establece una correspondencia biunivoca entre M,(K) y K" . m|

Note que en particular esta funcién es n>-lineal
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1.2.3 Funcion determinante

El concepto de determinante es tan importante que aunque un tratamiento preciso de esta nocidn re-
quiere adentrarse en el &mbito del dlgebra tensorial, como literatuara de este enfoque puede consultarse
en [[17], p.63-65.].

Teorema 1.2.4 . Sean (E, K, +, %), un espacio vectorial tal que dim(E) = 2, y {e, e2} una base de E.
Entonces se cumple:

1. Toda forma bilineal alternada f definida sobre E* es tal que, f = Ad, A € K, dénde

d: E* — K
(x1,x2) +— d(x1,x2) = anaxn — axap.

con x| = aje) + azies, X» = ape; + aye,. Es una forma bilineal alternada sobre E*.

2. Para todo A € K existe una forma bilineal alternada tinica tal que f(e1,e;) = A, donde {ey, e,}
es una base de E.

3. El espacio vectorial de las formas bilineales alternadas definidas sobre E?, es de dimension 1.

Demostracion

1. Sean (E, K, +, *), un espacio vectorial tal que dim(E) = 2, y la forma bilineal alternada
f: E?> — K. Sea {e, e,} una base de E y consideremos
X1 =aje; +aze;

Xy =ape; + axne;

Entonces se tiene que:

f(x1,x2) =f(ayn e + azies, apze + axney), sustituyendo.
=f(ay e, ape; + aney) + f(az e, ane, + axpe;), fesbilineal.
=f(aier,aner) + f(aner,ane) + f(ayes,ane)) + f(azer, anes), fesbilineal.
=anannf(er,er) +ananf(er, e) + ananf(er, e)) + ariarnf(es, ez), fesbilineal.
=ayanf(e,ex) +axanf(es,er), fesalternada.
=(ay1axn — azayz)f(ey,e), porelteorema 1.2.3 f(ey,e1) = —f(ey, er).
=(ai1ax — aapn)d, dondé A = f(ey,er). (D

Ahora bien, la aplicacion

d: E* — K
(x1,x) +— f(xl’x2) = dpdp — dzdn.

Segun el problema 1.2.1, es bilineal y alternada.

De (1), se tiene que f(x;, x;) = Ad

Luego, toda forma bilineal alternada f definida sobre E?, es tal que:

f=Aad, 1€k 2)
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2. Sean 1 € Ky {ey, e,} base de E°,
definase

f: E* — K
(x1,x2) > Ad(x1, x2).
donde d esta definida como en el primer literal, asi f es una forma bilineal alternada sobre E?
pues d es una forma bilineal y alterna sobre E2. verificaremos que f cumple, f(ey, e;) = A:

f(e1, ex) =Ad(ey, e2)
=A(1 *1—-0=0), definicién de d.
=Ax1
=A.

Probemos que f es tnica Sea g : E> — K una forma bilineal alternada sobre E?, tal que
gler, e2) = A. Sea (xy,x,) € E?

g(x1, x2) =g(ey, e2)d(xy, x3), pues del literal 1, toda forma bilineal alterna es de esta forma.
=Ad(x1,x2), yaque g(e;,ex) = A.
=f(x1, x2), definicion de f.

Por lo cual g = f, y f es tnica.

3. Sea sabe de los resultados anteriores que :
d(ey,e;) = 1, por la definicion de d(tomando A = 1), es decir existen formas bilineales alternadas
definidas sobre E?, no nulas, por ejemplo d.
Segun (2), d no solo es una forma bilineal alternada sino que todas las formas bilineales alternadas
sobre E* son muiltiplos de ella.
Luego {d}, es una base del espacio vectorial de las formas bilineales alternadas definidas sobre
E?, y por ende la dimensién de este espacio es 1. m|

Observacion
Para A = 1, f = d, es decir, d es la tinica forma bilineal alternada que d(e;,e;) = 1

El teorema anterior se puede generalizar al caso de las formas n-lineales, alternadas.

Teorema 1.2.5 (Funcién Determinante)
Sea (E, K, +, %) un espacio vectorial tal que dim(E) = ny {e,e,,...,e,}, una base de E" entonces se
cumple:

1. Toda forma n-lineal alternada f definida sobre E" es tal que f = AD, A € K, donde

D: E” — K
(X155 X)) Zaesn e(a’)aa(l)laa(Z)Za co s Qo(n-
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X1 =ap e +ayeée+...+a,é,

Xy =appe1 + axper, + ...+ a,pe,

X, =a1,e1 + axer + ...+ a,eé,

es una forma n-lineal alternada sobre E"

2. Para todo A € K existe una forma n-lineal alternada tvinica tal que
fler,...,e,) = A, dondé {e, e, ...,e,}, es una base de E".

3. El espacio vectorial de las formas n-lineales alternadas definidas sobre E", es de dimension 1.

Demostaracion.

Ver [[21], pag.55-66.] O
Observacion

Para A = 1, f = D, es decir, D es la tnica forma n-lineal y alternada tal que D(ey, es,...,e,) =1

€(@), es la paridad o signatura de la permutacién a en §S,. Los razonamientos que se utilizan en la

demostracién de este teorema son los mismos que los empleados es el teorema 1.2.1

Definicion 1.2.12 (Determinante de un sistema de vectores) Sean (E, K, +, %) un espacio vectorial tal

que dim(E) = ny B = {ey, e, ...,e,} una base de E. El valor para (xy, x2, ..., X,) de la tinica funcion
n-lineal alternada D, definida sobre E" tal que D(ey,es,...,e,) = 1, se llama determinante de los
vectores (X1, X, . .., X,) respecto a la base By se denota por detg(xy, X2, . . ., Xp).

Observaciones

A veces se comete el abuso de lenguaje al llamar determinante de un sistema de vectores relativo a la
base B ala aplicaciéon D : E" — K en vez de al valor de esta aplicacion. Si

X1 =ap e +ayeée+...+a,é,
Xy =ape1 + axpe, + ...+ a,pe,
X, =a,€1 + ax,ér + ...+ au,éy,

entonces

detg(x1,x2,...,%,) = D(Xx1,X2,...,%,) = Z €(@)aa(1)10a2)25 - - - » a(nyn-

a€s,

y se representa
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ap ar ot dp
ap 4y - A4p
detB(xl’xz"--’xl’l) = .
Aip dap - App
Cuando se ocupe la base natural y no haya lugar a confusion escribiremos det((xy, x,, . . . , X,).

Como lo hemos abordado con anterioridad, cada columna de una matriz A € M,,(K) puede considerarse

como un vector de K", de tal forma que podemos definir funciones multilineales de M,,(K) en K
analizaremos la expresion ., €(@)dqo(1)10a2)25 - - - » Aa(nyn-

Por ejemplo

a) Sin = 2, consideremos A = [a;;] € M>(K) S, tendra 2! elementos, que son las permutaciones

e=(1,2)ya=(2,1),asi S, = {e, a}, Puesto que

ap an
A= ( u ) = (cy1,¢3), ¢1,c denotan las columnas de A
22

det(A) = D(cy,c2) = Z €(@)aq1)1a22

QGSZ
=€(e)ac(1y1e22 + €(@)Aa(1)1a2)2
=(+1Dajjaxn + (-1)az a2, definicion de e y de a

=dajidy; — ddgn

Note que se puede reconocer que la expresion ultima en a) es el valor de d, en el caso n = 2(ver
1.2.4).

Proposicion 1.2.3 La funcion determinante det : M, (K) — K, tiene las siguientes propiedades
1. det(AB) = det(A)det(B), para todo A, B € M,(K)
2. det(l,) =1

3. A e M,(K) es invertible si y solo si det(A) # 0

Demostracion.
Ver [[17], pag.63-65.] O

Gracias ala proposicion 1.2.3, se define
GL,(K) ={A € M,(K) : det(A) # 0}, como el grupo lineal general de tamafio n X n sobre K, y
SL,(K)={A e M,(K) : det(A) = 1}, como el grupo especial lineal de tamafio n X n sobre K.
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Formas Sesquilineales en el plano

Cuando el campo subyacente de un espacio vectorial es el de los nimeros complejos, ademas de formas
bilineales puede haber formas sesquilineales.

Definicion 1.2.13 Una forma sesquilineal en C* es una funcion
B:C*xC*—C

tal que, para cada u € 2 la funcion v — B(u,v) es lineal y para cada v € C? la funcion u — B(u,v)
es antilineal; es decir dados a,b € Cy u,v,w € C?

B(au + bw,v) = aB(u,v) + bB(w, v)

Al elegir una base de C2, el conjunto de todas sus formas sesquilineales puede ponerse en correspon-
dencia biyectiva con el conjunto de todas las matrices de 2 X 2 con entradas complejas. En particular,
el grupo GL,(C) de matrices invertibles de 2 X 2 con entradas complejas, actia de la siguiente manera
bajo cambios de base:

Vi My(C)xGL,(C) — M,(C)
(B, A) — A BA.

Definicion 1.2.14 Una forma sesquilineal es hermitiana(resp. antihermitiana) si para todo par de vec-
tores u,v € V, B(u,v) = B(v,u)(resp. B(u,v) = —B(v,u)).

El producto escalar puede definirse también en los espacios euclideos de dimension mayor a tres, y
en general en los espacios vectoriales reales y complejos. Los espacios vectoriales dotados de producto
escalar reciben el nombre de espacios prehilbertianos. El producto interior o producto escalar de dos
vectores en un espacio vectorial es una forma bilineal, hermitica y definida positiva', por lo que se
puede considerar una forma cuadratica definida positiva.

Definicion 1.2.15 Un espacio con producto interior o pre-Hilbert es un espacio vectorial X en el que
se define una aplicacion
(,Yy: XxX—K

las siguientes propiedades’ :

'Sea A una matriz hermitiana cuadrada n x n, denotaremos la transpuesta de una matriz o vector a como al, y el
conjugado transpuesto, a*. Esta matriz A se dice definida positiva si cumple con una (y por lo tanto, las demads) de las
siguientes formulaciones equivalentes:

1. Para todos los vectores no nulos z € C", tenemos que 7*Az > 0

2. Todos los autovalores A; de A son positivos. (Recordamos que los autovalores de una matriz hermitiana o en su
defecto, simétrica, son reales.)

3. La funcién x - y = x*Ay define un producto interno en C"

Andlogamente, si A es una matriz real simétrica, se reemplaza C" por R", y la conjugada transpuesta por la transpuesta.

2Estos axiomas fueron primero establecidos por von Neumann en 1930 en sus trabajos sobre fundamentos matematicos
de la Mecénica Cudntica. En su definicién se incluia también la separabilidad del espacio, axioma posteriormente eliminado
cuando Lowing, Rellig y F. Riesz mostraron que en la practica era innecesaria dicha restriccion.
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1. (aditiva) (x +y,2) ={x,2) + {y,2);

2. (homogénea) (Ax,y) = A({x,y), 1€ K;

3. (hermitica) {x,y) = (y,—x)

4. (definida positiva) (x,x) >0y (x,x) =0 x =0.

Toda aplicacién que verifique (1), (2) y (3) se llama forma sesquilineal hermitica.

1.2.4 Los cuaterniones

Los cuaterniones' (también llamados cuaternios) son una extensién de los nimeros reales, similar a la
de los nimeros complejos. Mientras que los nimeros complejos son una extensioén de los reales por
la adicién de la unidad imaginaria i, tal que i*> = —1, los cuaterniones son una extensién generada de
manera andloga afiadiendo las unidades imaginarias: i, j y k, a los nimeros i* = j* = k* = ijk = —1.

Sea H Ila R-dlgebra definida de la siguiente manera:
como espacio vectorial, H = R* y se fija la base
{1=0,0,0,0),i =(0,1,0,0),j =(0,0,1,0),k =(0,0,0, 1)}, en
términos de la cual la ley de multiplicacion toma la forma,

1, 1j=1 lk=k=k1, 1°=1. .
i, 1j=j1 1lk=k=kI1, k j

N S

=ijk=-1. Productos de las unidades
imaginarias del cuaternion.

ij=k=—ji, jk=i=—kj ki=j=—-ik, i*=j =k

Los elementos del conjunto: H = {a + bi + cj + dk : a, b, c,d € R} se llaman cuaterniones, entonces
un cuaternion es un ndmero de la forma a + bi + cj + dk, donde a, b, ¢, y d son nimeros reales univo-
camente determinados por cada cuaternion.

Sean x = X()l +X1i+X2j+X3k, y :yol +y1i+y2j+y3k eH
La adicién se realiza andlogamente a como se hace con los complejos, es decir: término a término:

x+y=(xo+yo)l+ (1 +y)i+ (2 +y)j+(x3+y3)k

"Los cuaterniones fueron creados por William Rowan Hamilton en 1843. Hamilton buscaba formas de extender los
nimeros complejos (que pueden interpretarse como puntos en un plano) a un nimero mayor de dimensiones. No pudo
hacerlo para 3 dimensiones, pero para 4 dimensiones obtuvo los cuaterniones. Segtin una historia relatada por el propio
Hamilton, la solucién al problema que le ocupaba le sobrevino un dia que estaba paseando con su esposa, bajo la forma
de la ecuacién: i# = j2 = k*> = ijk = —1. Inmediatamente, grab6 esta expresién en el lateral del puente de Brougham, que
estaba muy cerca del lugar.

Hamilton popularizé los cuaterniones con varios libros, el dltimo de los cuales, Elements of Quaternions (del inglés Ele-
mentos de Cuaterniones), tenia 800 pdginas y fue publicado poco después de su muerte.
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El producto se realiza componente a componente, y estd dado en su forma completa por:

xy = (xoyo—X1y1—X2y2—x3y3)1+(Xoy1 +X1y0+X2y3=X3Y2)i+(X0y2—X1 Y3+ X2Y0+X3Y1) j+H(X0Y3+X1Y2— X2y 1 +X3Y0)K

Es directo verificar que el producto de cuaterniones es asociativo, pero no es conmutativo. El sube-
spacio tridimensional generado por {i, j, k} se llama el subespacio de cuaterniones puros y en lo sucesivo
se identificard directamente con R>.

Todo x € H se descompone en la forma

x = xol + x1i + x2j + x3k = Re(x) + Pu(x)

siendo Re : H — R1y Pu : H — R las proyecciones lineales a los subespacios generados por {1} y
{i, j, k} respectivamente. La conjugacion de cuaterniones es la transformaciéon H — H definida por,

x = Re(x) + Pu(x) — x* = Re(x) — Pu(x)

Definicion 1.2.16 Para x = xo1 + x1i + x5 j + x3k en H, el conjugado', al que denotaremos por x*, esta
definido por x* = xol — x1i — x,j — x3k

Lema 1.2.2 La conjugacion de cuaterniones satisface
1. x*"=x
2. (A1x+ ) = 41 x* + Ay*
3. (xy)" = y*x" para todo x,y € Hy cualesquiera A,, 1, € R.

Demostracion
Ver [[19], pag. 378.] O

Problema 1.2.2 Existe una matriz K € M»(C), tal que

¢: H — M (C)
S 1 0 0 i 0 i
al+bi+cj+dk +— a(o 1)+b(i 0)+C(i O)+dK.

para todo a,b, c,d € R, define un isomorfismo de H en ¢(H).
1. Encuentre la matriz K.

2. Calcule el determinante de ¢(x), x € H

Solucion

También llamado adjunto de x
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1. Del problema, notemos que la matriz identidad I, = 0 ), juega el papel del elemento 1 € H,

1
0 1

la matriz B = ( ! ) , juega el papel del elemento i € H y la matriz C = ( _01 (1) ) juega el

-1 0

papel del elemento j € H. Por tanto yaque ij = k =:K = BC = ( (l) E)i )

2. Sea x = a+ bi+cj+ dkgp(x) = ( _ab++zcl_ic 2:2’) Ast det(( —ab++uiic 2:2’ )) -

a+id b+ic ) _ NN (L N 2.2 ¢ 32 O\ 2. 30 2 p»
D(( —b+ic)’(a—id))_(a+ld)(a id)—(—b+ic)(b+ic) = a”+d"—(-b"—c”) = a“+b"+c"+d".

Noétese que del problema anterior que det(¢(x)) = N(x). La naturaleza no conmutativa del producto de
los cuaterniones se expone més claramente cuando escribimos

( a+id b+ic

b+ ic a_id)=a+bl+0]+dk

y todas las propiedades de lema 1.2.2 se hacen naturales, y para el cuaternion x = xo1+ xyi+x,j+x3k =
Xo+ix3 X1 +ixp . . . Xo+ix3 —Xx)+ixp
A, = 0+ . , el conjugado x* = xol —xji—xj—x3k = A = 0T . =
—X1 +1Xp Xg—1X3 X1 —1Xp Xo—1X3
. . \T
Xo+1X3 X1 +1Xp AT
—X1+ixX2 Xo—iX3 .

Definicion 1.2.17 Si x € H entonces la norma de x, a la que presentaremos por N(x), estd definida por
N?(x) = xx*

Nétese que si x = xol + x1i + x2j + x3k, entonces N(x) = xx* = x3 + x7 + x5 + x3 = det(A,); Por
tanto N(0) = O y N(x) es un nimero real positivo para x # 0 € H. En particular, para cualquier real
A, N(1) = 2. Si x # 0, nétese que la multiplicacién de cuaternios es asociativa y todo cuaternién no
nulo posee un tnico inverso, esto pues el inverso multiplicativo de un cuaternién x, distinto de cero,
estd dado por:

K sk

XX
© N(x)  xx

El cual es mismo patrén que cumplen los nimeros complejos asi en particular H* = H — {0} es un grupo

bajo la multiplicacién de Cuaterniones.

Problema 1.2.3 Encuéntrese el centro® del grupo (H, -) donde H* = H — {0}
Solucion

Z(H") ={g € H'|gx = xg para todo x € H"}, definicién de centro,
={g € H'|g(xol + x1i + x2j + x3k) = (xo1 + x1i + x2j + x3k)g para todo xo1 + x1i + x,j + x3k € H'},
Dado que los coeficientes distintos a cero de {i, j, k} conducen a un elemento con el cual no conmuta con
{J, k, i} respectivamente, por tanto
={r1+0i+0j+0klr eR, r#0}.

2El centro de un grupo G es Z(G) = {g € G|gx = xg para todo x € G}



CAPITULO 1. GRUPOS Y MATRICES 31

Lema 1.2.3 Para todo x,y € H, N(xy) = N(x)N(y)

Demostracion
Sean x,y € H, sean también A,, A, las matrices asociadas a x, y respectivamente, luego

N(xy) = det(AAy) = det(A,)det(Ay) = N(x)N(y)

O

Los cuaterniones son un ejemplo de cuerpo asimétrico(a veces llamado anillo con divisién), una

estructura algebraica parecida a un cuerpo pero no conmutativo bajo la multiplicacién, es decir, sat-

isfacen todas las propiedades de un campo con excepcién de que el producto no es conmutativo, por
tanto tenemos

Teorema 1.2.6 Los cuaterniones H forman un semicampo bajo la suma y la multiplicacion de cuater-
nios.

Los cuaternios forman una R-4lgebra 4-dimensional sobre los reales y los complejos forman un sub-
conjunto de ella, los cuaterniones no forman un algebra asociativa sobre los complejos es decir no son
una C-algebra.

1.3 Grupo de matrices como espacio métrico

En esta seccion se define una norma sobre M, (K) de tal forma que (M,,(K),|.||) , tome estructura de
espacio métrico completo.

Definicion 1.3.1 . Un espacio normado es un par (V,||.||), formado por un espacio vectorial real o
complejo de dimension finita V, junto a una funcion ||.|| : V — R* U {0}, llamada norma, con las
siguientes propiedades

1. Parav ey, ||| >0,

2. ParaveV, |V|=0ev=0;

3. vl = |t IIVIl. parat € K, v € V;

4. v+ vall < |vill + [v2ll. para vy, v, € V.

Observacion
Si no se exige la condicién 2., la funcion ||-|| se llama seminorma.
Las normas usuales euclideanas de los espacios real y complejo son;

X1

X2
2 2 2
x=| T lern =i = ylal+ el + .+l

Xn
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Para A € M, (K), consideremos los conjuntos

A
SA:{l al xeK”x;&O}

|x]

={lAx] : x e K", |x| = 1}

Veamos que: S, = S4".
En efecto

|Ax

Dado que S, € S4. Sea x € K"; x # 0, entonces |—|| € S 4, ahora tomemos x’ = (I l)x note que
X

o[-

—.|x| = 1, Por lo tanto

1 A

|AX'| = lA (ﬁ) ‘ | | — |Ax| = % € §’,. Asi, obtenemos que S, € S/, es decir S, = §',. O
X

Consideremos el siguiente conjunto E = {x € K" : |[x| = 1} € K"E, es un conjunto cerrado y

acotado en K", por tanto E es compacto en K". Se define para cada A € M,(K) una funcién f;, dada
por:

fA:E—>R

x +— |Ax|.
Problema 1.3.1 Demostrar que la funcion f, es continua.

Solucion
Sea x € E; entonces x = tje; + he, + ...+ e, = )i tie;, con t; € K, Vi'y ademas tomando a K", como
un espacio vectorial sobre K, con la base usual ortonormal(e; es el vector canonico i-ésimo). Sea

ayp ... Ay

A= 1 o |eM®

o entonces:
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Axl,, = (1.1)

n
A(Z tie;)
i:1 K"
n
< Itk lAeil
i=1

= |t1 |K |A81|K” + |t2|K |A62|K" +...+ |tn|K |Aen|K"

= |l larr ... an)len + |02l (@12 ... @12)len + .o+ [l (@1 - - Q)]

n
2 2 2
=l 4 Zmln + ltal Z|a,2| o+l Z|am|
i=1 i=1

< Max |r|)[ lanl? + J lanl + .. Z |am|2] (12)
1<i<n i=1 i=1
< (Max |t|K) [Z Jay)|, J
1<i<n l]
= M{Méx It,-lK]
~——
1<i<n
< M x|, (1.3)
Para x € E, sea e > 0,0 = €/M tal que si, [x—y| < d: ||Ax|Kn — Ay, . S |Ax — Ayl =
JA(X = V)| < M |x =y, < M6 = €.
Por lo tanto f4, es continua en x € E, como X es cualquiera, entonces f4 es continua en E. O

Del problema anterior, puesto que E es compacto y f, es continua en E, obtenemos que el conjunto
de imagenes de fy, denotado por Img(fy) = S/, es compacto, entonces existe en S, elemento maximo
y minimo.

Se define el operador norma sobre M,(K), como:

IA]| = Max S, (1.4)

Se estaria tentado a pensar que para A € M,(R) ¢ M, (C), él operador norma, tendria dos imagenes

dadas por:

IAll, = Max {|Ax] : |x] =1, x € R"}

IAll. = Max {|Ax| : |xl =1, xeC"}

El siguiente lema muestra que esto no es asi, que el operador norma(ver Figura 1.9) estd bien
definido.

Lema 1.3.1 Si A € M,(R), entonces ||All, = ||All..
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Demostaracion
Es evidente que |All, < |All.. dado que {|Ax|: |x|=1, x€R"}, es subconjunto de
{|Ax| : |x] =1, xeC"}.
Por otra parte, sea z € C", con |z] = 1, se puede escribir z = x + iy, con x,y € R"
Siy#0:
entonces |x|> + |y|2 =1,y

Azl = |ACx + i),

=|Ax + iAy]

=|Axl* + Ay,
Ax|* Ayl

=[x % + |y %, si x#0,
|x] Iyl

<Ix* NAIZ + PP 1AIEZ,
= (IxP + ) IAIZ,
=|lAl.

Asi ||A]l;, es cota superior de {|Az| : |z] = 1, z € C"} por tanto, ||A||. < ||A]],.

Si x=0, y=1,tenemos |[Az* =il |Ay]* = Ay < |IA]I%.

Asi obtenemos que ||A||,, es cota superior de {|Az| : |z] = 1, z € C"} por tanto, ||A]|. < [|A]];.
Resumiendo, se concluye que ||A||. = ||Allx |

La siguiente proposicion nos muestra que el operador norma, es una norma sobre K, segun la
definicion 1.9

Proposicion 1.3.1 El operador norma, ||.|| - M,,(K) — R* U {0}, tiene las siguientes propiedades.
1. SiteK, Ae M,(K),entonces |[tA|l = |f| [|A]l.
2. SiA, B e M,(K), entonces ||AB|| < ||A]|||B]| .
3. SiA, B e M,(K), entonces ||A + B|| < ||A]| + ||Bl|.
4. Si A € M,(K), entonces ||A|| =0 & A =0.
5. |ILIl = 1, donde 1, denota la matriz identidad de n X n.
Demostracion
1. Seax € K", |x| = 1, tenemos

|(tA)x| = |t(Ax)]
=|t||Ax|, por lo tanto

Max {|(tA)x] : |x| = 1, x € K"} = [f|Max {|Ax|: [x| = 1, x € K"}, es decir

lIZAll = [el lIA]l -
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2. Sea x € K", |x| = 1, entonces

|(AB)x|

A (Bx)
——
Y
|Ay|
|Ayl

= |yl —
Iyl

< Iyl llAll

= |Bxl Al
< IBIIAll
= [IAll1IBIl.-

Paray = Bx € K", y # 0 (Siy = 0, la desigualdad es trivial), Por lo tanto ||AB|| < ||A]|||B]] .
y y y g

3. Sea x € K", |x| = 1, entonces
|(A + B)x| =|Ax + Bx],
<|Ax| + |Bx|,
<Al + [|BIl.

Por lo tanto
lIA + Bl < [|All + |BI| .

4. Si||A|l = Max {|Ax| : x € K", |x| = 1} = 0, entonces para todo x € K", con |x| = 1,
|Ax| = 0. Por lo tanto A = O.
Reciprocamente, si A = 0, entonces para todo x € K", |[Ax| = 0.
Por lo tanto ||A|| = Max {|Ax|: x€ K", |x] =1} =0.

5. Seax € K", |x| =1, entonces |[,x| = |x| = 1

LI =Max {|Lx| : x € K, |x] = 1}
=Max {|x] : x e K", |x| = 1}
=1.

Problema 1.3.2 Sea A € M,(C)
1. muestre que

AP =Sup {(x*A*x: x € C", |x| = 1}
=Mdx{x*A*x: xe C", |x| = 1}

35
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.. il ,’,"_Y 'J" / /
)Q \ 111 X ||Ax|| | A

Figura 1.9: Representacién geométrica de la norma matricial inducida por la norma en R*.

2. Muestre que los valores propios de A*A son niimeros reales no negativos. Deduzca que si 1 € R
es el mdximo valos propio de A*A entonces ||A|| = VA y para cualquier vector propio v € C" de
A*A para el valor propio de A, ||| = |Av|.

Solucion

1. Dado que
IAI? = (Sup {|Ax| : x € C", |x| = 1})’

Seax € C", |x| = 1; asi
0 < |Ax| < [|All = |Ax]* < J|AJP.

entonces
Sup {|Ax| : x € C", |x| = 1} < JIAIP

como |[|A]] = Sup {|Ax| : x € C", |x| = 1} = Max {|Ax| : x € C", |x| = 1}, existe xo € C" con |xg| =
1 tal que ||A]| = |Axo|; por lo tanto

IAIP = 1Ax* < Sup {|Ax| : x € C", || = 1)

Asi obtenemos
IAIP = Sup {|Ax] : xeC", |x = 1

Consideremos nuevamente el conjunto
E={xeK":|x] =1} cK"
el cual es un conjunto cerrado y acotado en K”, por tanto E es compacto en K”". Se define para

cada A € M,(K) una funcién g4, dada por:

ga: E — R
x o gax) = (fa(x) = |Ax.

ua funcién continua en E, asi, Img(gs) es compacto en R. Entonces

IAIP = Sup (Im(g4)) = Méx(Im(g4)) = Méx {|Ax : x € C", x| = 1}
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Por otra parte, dado que
A = (Ax, Ax) = (Ax)" - (Ax) = X"A"Ax

entonces,
JAI* = Max {x"A"Ax : x€ C", |x| = 1}.

2. Sea A valor propio de A*A entonces A*Au = Au donde u es u vector propio de A*A para el valor
propio A, valor propio de A, es real y no negativo.
Puesto que A*A es hermitiana, (A*A)* = A*A, existen {uy, u,,...,u,} vectores propios de A*A
para los valores propios {1;, A, ..., 4,}, de modo que formen una base ortonormal para C".
Sea x € C", |x| = 1; entonces, x = Y, a;u; para algunos «; € C,i € {1,2,...,n}, asi x* =
Y1 a;u;, lo que implica

x> =x*x
n n
i=1 i=1
n
—_— *
= E a;a; U; U;
- N——
i=1 -1
n
_ 2
= E |ai|”.
i=1

Entonces

|Ax]> =x"A"Ax = X*AA (Zn: a,-u[) =x" Zn: a; (A"Au; = x* Zn: a;Aiu;

i=1

n n
- (S S uta
i=1 i=1
n
= E /l,-?,-ozi I/t;-klxt,'
i=1

1
n
2
= > Aol
i=1

< Z Miax {A;, 1 <i<n}leP,

i=1

i=1 A i=1

—Mix {1, 1 <i<n) Z laif?,

A i=1

=A.

Asi obtenemos
IAII? < A
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Por otra parte dado i € {1,2,...,n} cualquiera, se tiene que
|Au;* = u;A*Au; = A; < ||A*.
Por tanto tenemos

||A||2 = Max {/L', 1<i< n} =A

Observacion

Ejemplo 1.3.1 Como consecuencia del problema anterior tenemos

1. Si A € M,(C) es una matriz unitaria, es decir A*A = I, entonces ||A|| = 1.

2. Si A € M,(R) es una matriz simétrica, es decir AT = A entonces ||A|| = [Acix
Donde |A,,4,| = mdximo en valor absoluto de los valores propios de A.

Es conocido del anélisis, que dada una norma sobre M, (K), se puede definir una metrica, p sobre
M, (K) dada por
p(A,B) =[|A - Bl[, A, B € M,(K),

de tal manera que

Definicion 1.3.2 Una sucesion {A,},so, de elementos en M,(K), es convergente si existe A € M,(K),
tal que
A, — Al — 0, cuando n —

es decir
lim ||A, — Al =0

El espacio M,(K)' tiene estructura de espacio topolégico’: sus subconjuntos abiertos son aquellos
que pueden expresarse como union de intersecciones finitas de subconjuntos de la forma

Nu,w(A;r) = {Be My(K): ||A- Bl <r}

es la definicion de bola abierta, de radio r > 0, y centro A € M,(K), en M,(K).

'Puede pensarse como un espacio euclidiano ya que K" = M,(K)
2Un espacio topoldgico es un par ordenado (X, 7) formado por un conjunto X y una topoldgia 7 sobre X. Una topologia
sobre un conjunto X, es una coleccion 7, de subconjuntos de X (llamados abiertos), con las siguientes propiedades:

1. 0, X er.
2. Launidn de los elementos de cualquier subcoleccién arbitraria de T estd en 7.

3. Lainterseccidn de los elementos de cualquier subcoleccién finita de 7 estd en 7.
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De una manera analoga para Y € M, (K), tendremos una bola abierta de radio r > 0, y centro A € Y
enY.
Ny(A;ry={BeY: ||IB-A|ll<r} = Ny,(A;r)NY

Entonces un subconjunto V C Y, es abierto en Y, si y solo si para cualquier, A € V, existe 6 > 0, tal que
Ny(A;6)CV

Definicion 1.3.3 Sea Y C M, (K), y (X, T) un espacio topoldgico. La funcion f : Y — X, es continua
si paratodo A € Yy U €1, tal que f(A) € U, existe 6 > 0, para el cudl

B € Ny(A;6) : f(B) € U.
Equivalentemente, f es continua si y solo si, para cada U € 7 se tiene que, f~'(U) C Y es abierto en Y.

También es valida y util, desde el punto de vista practico la siguiente caracterizacion de la continuidad
de una funcién definida entre espacios métricos, mediante el concepto de sucesién y que se conoce
con la denominacién de funcién sucesionalmente continua. Se tiene en resumen que

f es continua en x =f es sucesionalmente continua en x

=x, — x =:f(x,) — f(x).
de donde se obtiene

Teorema 1.3.1 Sea (X, p), un espacio métrico, tenemos que f : Y C M,(K) — X, es continua si y
solo si dada cualquier sucesion {A,},so, convergente a A € Y, se tiene que

(f(A,)) — f(A), cuando n — oo

es decir

lim (f(A,) = f(A)

Demostracion:

e Supongase que f es continua. Sea {A,},>(, una sucesion en Y, que converge a una matriz A, en Y.
Sea V una vecindad abierta de f(A) en X, entonces A € f~!(V), es un subconjunto abierto de Y,
por lo tanto existe k € N tal que Vn > K, A, € f~'(V) 6 f(A,) € V, puesto que V es cualquier
vecindad, de f(A), por lo tanto

lim (£(4,)) = f(A).

e Supongamos ahora que se tiene la condicion de continuidad. Dada cualquier sucesion {A,},-o,
convergente a A en Y, se tiene que

lim (f(A.)) = f(A).
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Supongamos a f discontinua en A € Y, entonces existe € > 0, tal que Vn € N

£ (Ny(A; 1/n) = B,(f(A);0)) # 0

entonces Vn € N, elegimos A, € Ny(A;1/n), tal que f(A,) € B,(f(A);€) entonces la sucesion
{f(A,)},50, nO converge a f(A). Mds se tiene que dado € > 0, existe ny € N, — w <6 tal que para
todo n > ny, A, € Ny(A;1/n) € Ny(A;€). Por lo tanto (A,),-9o — A, lo cual es una contradiccidn.
Por lo tanto f es continua en A; para todo A en Y. O

Teorema 1.3.2 Sean {A)sy = {[a}}']}
k € N, entonces

o0’ {Biliso = {[b( )]} ,sucesiones de matrices en M,(K), para

1. {Ai}iso converge a una matriz A = [a;;] € M,(K) si'y solo si

limal® =a;, i,j=1{1,2,3,...,n}.

k—oo U

2. Si ;im A=Ay ]}im B; = B entonces

lim AkBk = AB.

k—oc0

Demostracion

1. Sean {Athiso = {[a(k)]} , una sucesion de matrices en M,(K) tal que converge a una matriz
= [a;;] € M,(K). Sean 1 < i, j < n; fijos entonces,

NZ‘ <">—a,,‘) (1.5)

|(Ax = A)e|
1A, —All.

(k)
‘aij - al-j'

IA

IA

Tomando limite en (1.5) se obtiene
0= fim |4 - o] < Jim 14, - 41 =

entonces,

lim [l - ay{ =0 6 lim a® = ay;. (1.6)

k—oo | Y k— o0

Por otra parte si se tiene (1.6) se define la matriz en M,,(K) como

ayy ... Ay
A=layl=| + . |,
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hay que verificar que A, — A; para esto he de tener en cuenta el resultado (1.3) en la solucién
del probhzama 1.3.1
SizeK", |zl=1y A € M,(K) tenemos que

n
Azl < Mz = M dondé M = > a; .
i.j=1
entonces por la definicién de extremo superior

A<M =) |ai ).

ij=1

n
Entonces ||[A; — A|| < Z ® _ ajjls
ij=1

n
0 < Jim |14 - AJ| < Jim Z W —ag| =D lim|a) - ay| =0,
i,j=1 i,j=1 -

esdecir4; — A

2. Sean {Ai}is9 = {[al(.];)]}k>0, {Biliso = {[ (k)]}k ,» una secuencia de matrices en M,(K), que
convergen en M,(K)a A = [a; i1y B = [b;j], respectivamente.

n

ya que AeBy = [a)1[b{)] = [¢7] = [Z aﬁ?bﬁ?] =Ciy

=1

AB = [aij][bij] = [Cij] = [Z aitbtj} =C
i=1

se tiene también que

limA,=Ay hm B;. = B entonces por el literal anterior

k— o0 k—o0

lim a® =

k—oo Y

= a;; cualesquiera que sean los subindices i, j.

lim b(k) = b;; cualesquiera que sean los subindices i, j.

k—o0
Asi
lim Z (k)b(k) Z a;b,; cualesquiera que sean los subindices i, j.
koo t=1
es decir
I}l_)rg cl(f) = ¢;; cualesquiera que sean los subindices i, j.

Por lo tanto
lim AkBk =AB.

k—o0
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Lema 1.3.2 Las funciones coordenadas coord,; : M,(K) — K, donde

apl ... QA
ay ... dyy

> a4y
ayl ... Ay

para 1l <r, s < n, son continuas.

Demostracion
Sea {{Ak}kzo = {[al(.f)]}k>0 , } € M,(K), una sucesion de matrices que converge a A = [a;;] € M,(K), es
decir -

lim [|Ax = Al =0

Por lo tanto, dado € > 0, existe N € N tal que para todo k > N tenemos que [|A; — A|| < €. Sea
2
e, € K" paras=1,2,...,n%,labase usual ortonormal, y n > N; tenemos

(k)

lcoord,((Ay) — coord,(A)lg =|a), — a

K

n
(k) 2
< J Z ars — Apg K

= |Anes - Aes'K”
= |(An - A)es|ﬂ<”
<[lAx — Al

<€

Por lo tanto coord,;(Ay) — coord,;(A), y por el teoremal.3.1 la funcién coord,, es continua en
M,(K)paral <i, j<n o

Corolario 1.3.1 La funcién Coord, es continua y ademds también Coord™" es continua

Demostracion

e Coord es continua
Sea {Ai}is0 = {[al(.];)]}k>O € M,(K), una sucesion de matrices que converge a A = [a;;] € M,(K),
es decir -

=a;j, 1<i;j<n (1.7)
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Luego

. . 0k k k k
lim Coord(A,) :31_)r£10(a(”),a(21), ... ,a( ) a(ln) .. ,aﬁm)

2
n—oo nl

:(allaa21,---,anl,---aaln,---,ann)» de 17
=Coord(A).

Por el teorema 1.3.1, la funcion Coord es continua.

2 2
e Tomando como base para K" la usual ortonormal expresamos cada elemento x € K", como

X :(xlbel’ s Xply oo e s Xlnp e e o axnn)
=X11€1 + X162 + ...t Xp1€y + oo+ Xplpi—1) T o5 Xpn€p2
Dondé x;; € K, 1<i;j<n.
Entonces la inversa de la funcién coordenada se puede expresar como
2
Coord™' : K* — M, (K), donde

X1 .-+ Xin

X21 .. Xop
(xll’lea""xnl,"',xln"",xrm) l_)

Xnl o+ Xun

y de manera anéloga se tiene que Coord™', es continua.
Corolario 1.3.2 La funcion determinante

D: M,(K) LK
A=(cr,....,cn) ¥ D(ci,...,ch) = Daes, €(@)aq1)18a2)25 - - - s Qa(mn-
Donde
C) =apn e +aze+...+aye,

Cy =aype +aney + ...+ ape,
Cp, =Q1p€1 + arp€r + ...+ ayéy

es continua.

Demostracion
Definase f por

f: K" =KxKx...xK 5 K

n2-veces
2=(A11,a215 - 5 Apls e o5 Alns -+ 5 Aun)  F— f(2) = Does, €(@)Aa(1)18a2)25 - - - » Qatnn-
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la cual es una funcién polinémica por lo tanto continua. luego puesto que D : M,(K) — K es tal que
D(A) = f o Coord(A), y puesto que la composicion de funciones continuas es continua.
Por lo tanto D es continua. O

Definicion 1.3.4 Sen X, Y dos espacios topolégicos y f : X — Y. Diremos que f es un homeomor-
fismo, si es una biyeccion y tanto f comd f~' son continuas.

Dos espacios topoldgicos, X,Y son homeomorfos 6 topolégicamente equivalentes si existe entre
ellos un homeomorfismo f : X — Y

Teorema 1.3.3 El espacio (M, (K), p) es homeomorfo al espacio (K”z, .

Demostracion
Basta combinar los resultados del lema 1.2.1 y el corolariol.3.1 o.

Definicion 1.3.5 Una sucesion {A;}i=o de matrices es de Cauchy si para todo € > 0 existe N € N tal
que para todo p,q > N,
|4, — A|| < €

Definicion 1.3.6 Un espacio métrico es completo si toda sucesion de Cauchy es una sucesion conver-
gente en el sentido de la definicion 1.3.2.

Teorema 1.3.4 (Completitud de M, (K))
El espacio (M, (K), p), es completo.

Demostracion
Sea {A;>o} una sucesion de Cauchy en M, (K). Sean 1 < i, j < n; fijos entonces,

-] < [\ ST 05
i=1
= |(Ap_Aq)ej|
< A, - Al

(P) (@
a;; —a;|< ||Ap —Aq” <€
f;)} C K es de cauchy; por ser K con la norma usual un espacio métrico
completo, entonces existe a;; € K, tal que ag;) —ajj,paral <i,j <n

Sea A = [a;;] € M,(K), entonces por el teorema 1.3.2 tenemos que {A,},.o — A; por lo tanto, {A,},5¢
es convergente en M,,(K) Por lo tanto (M,,(K), p) es completo. ]
Observacion

El teorema nos dice que (M,(K), p) es completo, por consiguiente M, (K) es un espacio de Banach.
Sean (X, 1), (¥,7") dos espacios topoldgicos, es sabido que le podemos dar estructura topoldgica al

producto, X X Y, con la topoldgia producto 7 X 7 dada por

Por lo tanto la sucesion {a

X1t ={UB :p ' cB} donde B={UXV : Uer, Ver'}
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Tambien podemos definir una métrica producto, u, para M, (K) x M, (K), dada por

i MyK)x M(K) — R*
(A,B)x (C,D) + u((A, B)x(C,D)) = IA - CI*+IB - DI

y en la cual se tiene que la sucesion {(A,, B,)},-(, converge a (A, B) € M,(K) x M,(K) si y solo si las
sucesiones {A,},-o ¥ {B,},>o convergen a Ay B respectivamente.

Proposicion 1.3.2 Demuestre que las funciones
1. Suma de matrices dada por

suma: M,(K)xM,(K) — M,K)
(A, B) +— suma((A,B)) = A+ B.

2. multiplicacion de matrices dada por

mult : M,(K)x M,(K) — M, (X)
(A, B) —  mult((A, B)) = AB.

3. inversa de matrices dada por

inv: GL,(K) — GL/(K)
A —  inv(A) = A"!

son continuas.

Demostracion

1. Sea {(A,, B,)},»o una sucesion en M,(K) x M,(K) que converge a (A, B) € M,(K); entonces
A,— Ay B,— B
Por el teorema 1.3.2, se tiene que

mult(A,, B,) = A,B, — AB = (A,B)

y por lo tanto del teorema 1.3.1, mult es continua.

2. Dado que lim 4"

i =a;y lim bf;) = b;; entonces
o) r—oo

lim a”

r—oco

+b§;):a,-j+b,~j paralSi,an.

es decir,
suma(A,,B,)=A,+ B, — A+ B = suma(A, B)

e igualmente por el teorema 1.3.1, suma es continua.
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3. La funcién
P GL(K) — GL,-1(K)
A —  A(l))
donde A(i]j) es la matriz obtenida de A excluyendo la i-ésima fila y la j-ésima columna, P es

continua pues es una contraccion débil'. En efecto sean A, B € M,(K) cualesquiera entonces
|Pe,(A) = P, (B)|| = IAGL) — BGl Il < I|A - B|

del Corolariol.3.2 la funcién determinante

D: M, (K — K
A > det(A)

Cij .

es continua, entonces la funcidon
Cldj,'j . MH(K) — K
A (=D)det (A(jli))

es continua pues es compuesta de funciones continuas

adjif(A) = (=1)"det(A(jli))* = (=1)"/D o P, (A).
Asf la funcién

adj: M,(K) — M,(K)

dada por
adji(A) ... adjiu(A)
adj(A) = - :
adjnl(A) N ad.]rm(A)
puesto que todas las coordenadas ad j;;(A) son continuas se tiene que ad j(A) es continua. Luego

la funcion
¢: GL,(K) — K-{0}

1
A det(A)
es continua dado que es la compuesta de la funcién determinante con la funcién

1
fEAA— K )=+

que son continuas. Dado que

-1 i+j Al i T -1 i+j Alili 1
vA) = A1 = [( ) d:zte(f;) (zm)] _ [( ) die(i) (J|l))] -
es compuesta de las funciones continuas
GL,(K) — K-{0}xGL,(K) — GL,(X)
A = (gmadi) — gipadjA)
por consiguiente la funcién inv es continua. O

Sean (M, d) y (N,d’) espacios métricos, entonces la aplicacién f : (M,d) — (N,d’) e una contraccion debil si para
cualesquiera x,y € M, d (f(x), f(y)) < d'(x,y)
2 El escalar (—1)*/det(A(i]j)) es llamado i, j cofactor de A.
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Grupos de Lie de Matrices

Jﬁ%&éﬁ%%ﬁ%ymﬂﬁmﬂmwmdm
W@%WWW@MW

s sepfpcrrnatert aticas jon o lovia A grapi
(Sir Arthur Stanley Eddington)

En este capitulo serdn considerados los subgrupos(algebraico) del conjunto de matrices cuadradas
n X n, con entradas en K, no degeneradas(invertibles): el conjunto GL,(K) = {A € M,(K) : det(A) # 0},
el cudl es conosido por “El grupo lineal general”. Al mismo tiempo de definir las estructuras algebraicas
y topoldgicas de tales subgrupos y estudiaremos la compatibilidad entre ambas estructuras, el cual nos
permite dirigir un enfoque tradicional a la «Geometria de los grupos de Lie de matrices» de tal manera
que los conceptos que subyacen en tal campo se hardn mds comprensibles y tangibles. Se expone
ademads los conceptos de homomorfismos continuos en grupos de Lie de matrices, estos mantienen tanto
la parte algebraica como la topoldgica, luego se dara una vision mds general de las ideas, definiendo el
grupo lineal general de un espacio vectorial normado, y clasificaremos algunos tipos de geometrias.

2.1 Grupo lineal general y general especial
Noétese que

Proposicion 2.1.1 .

1. GL,(K) es un subconjunto abierto de M,(K).

2. SL,(K) es un subconjunto cerrado de M, (K).

47
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Demostracion

1. Se sabe por el corolario 1.3.2, que la funcién determinante es continua en M,(K), entonces

GL,(K) = M,(K) — der”'({0})

es un conjunto abierto ya que {0} es cerrado en K, y bajo una funcién continua la imagen inversa
de un conjunto abierto, es un abierto. De manera similar

2. SL,(K) = det™'({1})
es cerrado en M, (K), ya que {1}, es un conjunto cerrado en M,,(K). O

Definicion 2.1.1 Sea G un conjunto con una operacion binaria G X G 53, (g,h) — ghy sea T una
familia de subconjuntos de G. Decimos que G es un grupo topologico si

1. G es grupo algebraico'.
2. (G, 1) es un espacio topolégico, G X G el espacio producto,

3. Las aplicaciones
mult: GXxG — G
(g,h) +— gh.

inv: G — G
g g_l.

estan bien definidas y son continuas.

Observacion

Una forma comin de definir a un grupo topolégico es: “Un grupo dotado de una topologia compatible
con su estructura de grupo se llama grupo topolégico”.

Un ejemplo general se da al tomar un grupo algebraico finito G y su conjunto de partes P(G), de tal
forma que (G, P(G)) tome estructura topoldgica, entonces (G, P(G)) es un grupo topoldgico.

Cuando de manipular nimeros complejos se trata, lo mejor es emigrar de las coordenadas carte-
sianas de un punto P = z = (x,y) a las coordenadas polares (r,6) donde r es el médulo o valor
absoluto |z| del complejo z y 8 = argz = arctan(y/x) es el dngulo 6 argumento del complejo z,
que forman la linea que une a P con el origen 0 y el eje x. De la férmula de Euler’ se tiene que
Z = |z|(cos(0) + i sin(#)) = rexp(if). Asi cuando el plano R? se identifica con el plano C de los nimeros
complejos, una rotacion alrededor del origen es igual a multiplicar por el nimero

(cos(@) + isin(#)) = exp(if)

"Ver definicién 1.1.1
?Leonardo Euler (1707-1783) fue un maestro del célculo -en la acepcién de calcular- utilizando los niimeros complejos,
los cuales llevo a nuevas alturas.
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que es el conjunto de nimeros en el circulo unitario o 1-esfera definida por

S'={zeC: |7 =1}.

Nétese primeramente que S' no es solamente un objeto geométrico, si no que también adquiere
estructura algebraica bajo el producto de los nimeros complejos (S, ), més aun puede ser dotado
de estructura topoldgica y mantener la compatibilidad de ambas estructuras como se muestra en el
siguiente problema

Problema 2.1.1 Demuestre que (S, *), es un grupo topolégico

Solucion

EnS' € C—{0} definamos la operacién binaria S'xS! 5 S, (exp(if), exp(ip)) —> exp(if) exp(ip)

1.
2.

S es grupo algebraico'.

U = 0N S'. Asi la l-esfera hereda las propiedades topoldgicas de R?, y tomando 7 =
{U CS1U=0nS!, Oes abierto en Rz} una familia de subconjuntos de S' se tendra que

Dado que un cojunto U C S! es abierto si esixte un O C C — {0} abierto tal que

(S',7) es un espacio topolégico,

. Las aplicaciones

mult : STx§! — S
(exp(if), exp(ip)) +— exp(if) exp(ip) = exp(i(8 + ¢)).

inv: S' — §!
exp(ifd) +— exp(-if).

estan bien definidas y son continuas.

Ejemplo 2.1.1 La topoldgia de un espacio normado(en particular R",C", M,(K)) es compatible con
su estructura de grupo aditivo.

Teorema 2.1.1 Los grupos GL,(K) y SL,(K) son grupos topolégicos.

Demostracion
solo hace falta verificar la condicién 3. en la definicién 2.1.1.
Tomando

multIGLn(K) . GL,(K)xGL,(K) — GL,K)
(A, B) +— mult((A, B)) = AB.

y la inversa de matrices dada por

inv: GL,(K) — GL,(K)
A —  inv(A) = A7}

Asi de la proposicion 1.3.2 mult|Gy, (k) € inv, son continuas. Andlogamente se prueba que mulilg 1, (k)
e invlg 1, () son aplicaciones bien definidas y continuas. m]

"Ver definicién 1.1.1
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Teorema 2.1.2 En todo grupo topolégico G, todo subgrupo localmente cerrado es cerrado. Todo sub-
grupo que tiene un punto interior es simultanemante abierto y cerrado.

Definicion 2.1.2 Un subgrupo algebraico, G de GL,(K) que es también un subespacio cerrado de
GL,(K), lo llamaremos un grupo de Lie de matrices sobre K, o un subgrupo de Lie matricial de
GL,(K), denotado por G < GL,(K).

Proposicion 2.1.2 Sea G < GL,(K), un subgrupo de Lie matricial de GL,(K). Entonces un subgrupo
cerrado H, de G es un subgrupo de Lie matricial de GL,(K)

Demostracion

Para toda sucesién {A,},-o en H con limite en GL,(K), tiene su limite en G siempre que A, € H € G

para todo n € N, y puesto que G es cerrado en GL,(K). Siempre que H es cerrado en G, es decir que

{A,},0, tiene su limite en H. Por lo tanto H es cerrado en GL,(K), y puesto que ser subgrupo algebraico

es una relacion transitiva, esto muestra, se tiene que H es un subgrupo de Lie matricial de GL,(K). O
La proposicion 2.1.2, nos sugiere una nueva definicion.

Definicion 2.1.3 Un subgrupo cerrado, H en un subgrupo de Lie matricial G de GL,(K), se llama
subgrupo de Lie matricial de G.

Proposicion 2.1.3 Sea G un grupo de Lie de matrices sobre K. Sean H C K, un subgrupo de Lie
matricial de Ky K C G, un subgrupo de Lie matrical de G. Entonces H es un subgrupo de Lie
matricial de G.

Ejemplo 2.1.2 SL,(K) < GL,(K), es decir que el conjunto de matrices unimodulares de tamariio n X n,
es un grupo de Lie de matrices.

Demostracion
S L,(K) es cerrado por la proposicion 2.1.1, ademads S L,(K), es subgrupo algebraico de GL,(K). Por lo
tanto S L,(K) < GL,(K). O

Ejemplo 2.1.3 Podemos encajar a GL,(K), como subgrupo de Lie matricial de GL,.(K).

Demostracion
Sea
f: GLn(K) — GLn+1(K)
A —  f(A)=A
donde
, (A0
=[5 1)
apny aip ... Qi 0
ayy dpyp ... dyy 0
an ap ... 4y, O
0 o ... 0 1

Para A € GL,(K), entonces las siguientes propiedades se satisfacen:
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1. det(A”) = det(A).

2. A =HB'siysolosiA =B.
3. (AB)Y =A'B.

4. (A=Y,

5.

lim(A,)" = (lim A,)’
n—00 n—00
Por lo tanto f es un homomorfismo de grupos inyectivo tal que las funciones 'y f~! son continuas. Asf

la imagen de f es un subgrupo algebraico cerrado de GL,,;(K), es decir, un sugrupo de Lie matricial
de GL,,(K). O

2.2 Ejemplos de grupos de Lie de matrices

2.2.1 Grupo de matrices Triangulares Superiores

Una matriz A en M,,(K) es triangular superior si tiene la forma

app dip ccc A
0 ay - ay
A=
0 0 - a,
y es unipotente si tiene la forma
I ay - ap,
az|t L
0 O 1

Sean los conjuntos de matrices
UT,(K)={A € GL,(K) : A es tiangular superior} y SUT,(K) ={A € GL,(K) : A es unipotente} .

Teorema 2.2.1 UT,(K) y SUT,(K) son grupos de Lie de matrices sobre K.
Ademds, SUT,(K) < UT,(K).

Demostracion

1. Estrivial que SUT,(K)y UT,(K), son grupos algebraicos bajo la multiplicacién de matrices.

2. Sea A = [a;] € UT,(K):a;; =0, sii< j1<i;j<nydadoque

UT,(K) = GL,(K) N ﬂ coordz'({0}) |, Por lo tanto UT,(K) < GL,(K).

i<j

cerrado
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De forma analoga.
Sea A =[a;;] e SUT,(K):a;; =0, sii<jya;=1,s1i=j1<i;j<n

:SUT,(K) = GL,(K) N ﬂ coord;({0)) N ﬂ coord; ({1

i<j

cerrado

Por lo tanto S UT,(K) < GL,(K).
3. Dado que SUT,(K) € UT,(K), por lo tanto, SUT,(K) es subgrupo algebraico de UT,(K) y
ademas de la proposicién 2.1.3 :SUT,(K) < UT,(K). O

2.2.2 Grupo Afin

El grupo Afin n-dimensional sobre K, es

Affu(K) = {A = ( 3 ; ) . AeGL,(K), te K”} c GL,.,(K).

Mostremos ahora que Af f,(K), es un grupo de Lie de matrices sobre K.
En efecto:

o Aff,(K), es grupo Algebraico.

e Sean {A,},s, sucesién en GL,(K) y {t,},5, sucesién en K", tal que ||A, —A|l — O,y |t, — | —
0, cuando n — oo, entonces.

A, = ( fé)” tl" ) : n €N, es una sucesion cualquiera en Aff,(K).
y
.o lim, A, lim, .1, A
A An = ( lim, e, 0 lim, . 1 ) ( 0 1 ) AT ).

Por lo tanto Aff,(K) contiene sus puntos limites, lo que implica que Aff,(K) es cerrado en

GL,1(K)
ol ~ X n n+1
K :{xz( 1 ):xe K}CK

lim [|A, — Al| =

Sea el conjunto

La aplicacién . .
rAff,K)yxK —K

(3 (1))

dada por la formula
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Observacion

Transformaciones en K" de la forma x — Ax + ¢, para A, invertible y + € K" son llamadas transfor-
maciones afines, las cuales preservan las lineas rectas, es decir, transforma espacios unidimensionales
en espacios unidimensionales.

El espacio vectorial K", puede ser considerado como subgrupo de Lie matricial del subgrupo de trasla-
ciones,

Trans,(K) = {( g’ i ):t c K”} < AffA(K)

Note que se puede identificar GL(K), con GL,(K), donde

GL (K) = {( 13 (1) ) 1A € GL,,(K)} < Affu(K)

es un subgrupo de Lie de Af f,,(K)(o GL,(K) es un subgrupo de Lie matricial de Af f,(K)).

Definicion 2.2.1 Sean G un grupo, H subgrupo de G y N subgrupo normal de G.
G es el producto semidirecto de Hy N, si G = HN y HN N = {1}, esto es denotado por G = H~ N, o
,G=NxH.

Observacion
Si G = H =< N, entonces para cada g € G existen Unicos n € Ny h € H tal que g = hn, podemos por lo
tanto definir una aplicacion,

q: G/N — H; q(gN) = q(hnN) = q(hN) = h.

la cual es un isomorfismo de grupos.
Si j: H — G, es el homomorfismo inclusién de H en Gy 7 : G — G/N, es la proyeccién candnica
de G sobre G/N tenemos para cada h € H,

gomo jh)=qomn(h)=q(hN) = h,
es decir,gomo j=Idy.

Proposicion 2.2.1 Af f,(K) puede ser expresado como el producto semidirecto de Trans,(K) y
GL (K).

Demostracion

1. Sean A € GL,(K) y t € K" entonces,
AO\(IL t\ (A Af
(o 1)( 0 1)‘(0 1 ) € ALIE)
Por tanto GL(K).T rans,(K) C Af f,(K).

Ahora si ( A

0 i ) € Af f,(K), basta tomar
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-1
( 13 (1) ) €GL,(K) y ( 8’ Al : ) € Trans,(K) ,de modo que

0 1 0 1 0
Por lo tanto GL; (K).T rans,(K) = Af f,(K).

(A 0 )( I Al ) _ ( At ) entonces Aff(K) C GL! (K).Trans,(K)

2. Mostremos que Trans,(K)<Af f,(K), es decir que T rans,(K) es un subgrupo normal de A f f,,(K).
Sea A € GL,(K) y t € K" entonces,

-1
(806 18 8) (5 7) ermmsce

3. Laigualdad Trans,(K) N GL,(K) = {I,.,}, se sigue del hecho de que las traslaciones no triviales
no fijan al 0 mientras que todos los elementos de GL,(K) lo hacen. O

2.2.3 Grupo Ortogonal

Una matriz real A, tal que ATA = I,, es llamada una matriz ortogonal, donde AT significa la matriz
transpuesta de A = [a;;] definida por AT =[a jil-

Es trivial darse cuenta que el producto de matrices ortogonales, es una matriz ortogonal, ademés la
matriz identidad 7, es ortogonal.

Entonces el conjunto O,(R) = {A €eGL,(R): ATA = In} € GL,(K), es un subgrupo de GL,(K) y es
llamado el grupo ortogonal. Se dice que una martiz satisface la condicién de ortogonalidad si satisface
ATA = I, es decir si satisface n> — ecuaciones

n
Z axiaxj = 0;j, paralos n*nimeros a;j, 0;;es ladelta de Kroneker.
k=1

Sean la funciones polindmicas continuas,

fij: M,R) — R

n

A — [Z akiakj] —0;, paral<i, j<n.

k=1

entonces la condicién de ortogonalidad para A, se satisface si y solamente si f;;(A) = 0, para toda
1<i,j<n.
Por lo tanto

0,(R) = () £7'(0),
ij

asi, O,(R), es un suconjunto cerrado de M,(R), con esto aseguro que O,(R), es un grupo de Lie de
matrices.
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Consideremos la funcion determinante restringida a

det: O0,R) — R*
A — det(A)

notemos que para A € O,(R)
(det(A))? = det(AT).det(A) = det(I,) = 1
lo cual implica que det(A) = +1. Asi se tiene que
0,(R) = 0,;(R) U 0, (R),

donde O} (R) = {A € O,(R) : det(A) =1}, O,(R) ={A € O,(R) : det(A) = —1}
El importante subgrupo de O,(R)
SO,(R) = O}(R)

es llamado el grupo especial ortogonal, Este grupo coincide con las rotaciones de R" alrededor del
origen, ademas, S O,(R) es el kernel del homomorfismo

D: 0,R) — Z,={-1,1}
A > det(A)

En efecto: Ker(D) = {A € O,(R)| D(A) = det(A) = 1} = O} (R) = S O,(R). De acuerdo con el teorema
fundamental del homomorfismo 1.1.4, se tiene que O,(R)/S O,(R) = Z,.

Uno de los principales motivos del estudio de la matrices ortogonales es su relacion con las
isometrias.

Definicion 2.2.2 Una Isometria de R", es una biyeccion que preserva distancias, es decir,
fiR"— R tal que |[f(x) = fO) = x—yl, Yx,y€eR"

Si la isometria fija el origen entonces es en realidad una transformacion lineal, la cual llamaremos
Isometria Lineal, que con respecto a la base estdndar tendrd una matriz A € GL,(R).
El siguiente resultado resume las propiedades de tales matrices, para ello recordemos el pro-

ducto escalar usual de R", sea {ej,e;,...,e,} la base canonica para R", por consiguiente e¢; =
©,0,...,0,1,0,...,0), 1en lai-ésima componente
n n n
(x,y) = Z XYk, paratodo x = Z Xie;,y = Zyie,- eR", x,y;€R, 1 <i,j<n.
k=1 i=1 i=1

Proposicion 2.2.2 Si A € GL,(R), entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes.
1. A es una isometria lineal.
2. (Ax,Ay) = (x,y), Vx,y € R".

3. A es ortogonal, es decir, ATA = I,
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Demostracion:
Si A es una isometria lineal entonces para todo v € R", |Av| = |v|. Ahora para todo par de vectores
x,y € R".
JA(x — y)I* =(Ax — Ay, Ax — Ay)
=|Ax]® + |Ay* — 2(Ax, Ay)
=x’ + yI* — 2(Ax, Ay) .

y similarmente
A(x = P =x =y

=(xX=y,x—-y)
= x> + [y[* = 2(x,y).

Por lo tanto
(Ax,Ay) =(x,y).

Para u,v € R", (u,v) = u'vy (Au,Av) = u’ ATAv.
Paral <i,j<n e ATAe; = (i, j) entradade ATAyele; = 6;;. Asi

ATA =1,.

Finalmente, si ATA = I, entonces para cada valor w € R”

Awl* = (Aw, Aw)
=wlATAw
=ww
= wf’
Lo que muestra que A es una isometria lineal. m|

Los elementos de S O,(R) son llamados isometrias directas o rotaciones, mientras los elemen-
tos de O, (R), son llamados isometrias indirectas. Podemos definir el grupo de isometrias de R"
Isom,(R) = {f : R" — R" : fes isometria lineal} que claramente contiene al subgrupo de traslaciones,
X x+1.

Ahora dado que una isometria lineal, con respecto a la base estdndar tendrd una matriz asociada, el
grupo de isometrias de R”, también se puede escribir en la forma

Isom,(R) = {( g i ) “AcO,R), te R”} C GL,.,(R)

Proposicion 2.2.3 El grupo Isom,(R) puede ser expresado como el producto semidirecto de Trans,(K)
y O,(R), es decir Isom,(R) = O,(R) x Trans,(K)
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Demostracion
Andloga a la que se hizo en la proposicién 2.2.1 O

Hagamos notar las siguientes propiedades fundamentales de las matrices ortogonales. Primero un
subespacio H C R" con dimensién real n — 1 = dim(H), es llamado un hiperplano en R".

El siguiente resultado se basa en el Teorema de las proyecciones del Algebra Lineal.

Si H es un hiperplano de R", se define el complemento ortogonal de H como
H"={xeR":V¥yeH, (x,y) =0}
y se puede asegurar que
R'=HeH", H=H""

En otras palabras para todo x € R", existen tnicos xy € H y x}; € H* tales que x = xy + xJ,.
Definimos una funcion,
Op: R — R
x > Oy(x) =xy— x}.

a la que llamamos reflexion en el hiperplano H.

Lema 2.2.1 Para un hiperplano H C R", la reflexion en el hiperplano H es una isometria indirecta de
R”", es decir 8y € O3

R
Demostracion
Basta recordar que dada un base ortonormal {v{,v,,...,v,_1} de H y adjuntando un vector unitario v,
de H*, se tiene que {v{,Vvs,...,V,_1,V,}, €s una base ortonormal de R", la matriz de 6y, en esta base es
de la forma.
1 0 -0 0
1 -0 0
: . =diag(1,1,...,1,-1).
00 ---1 0
00 --- 0 -1
Siendo claro que esta matriz es ortogonal con determinante -1, y asi 6y € OI_R O

Nos referimos a un elemento de O,(R) como la reflexion hiperplana si esta representa una reflexion
hiperplana en la base estdndar de R", y tiene por forma,

P diag(1,1,...,1,-1) P" P € O,(R).
haciendo el respectivo cambio de base.

Proposicion 2.2.4 Todo elemento A € O,(R) es un producto de reflexiones hiperplanas. Si el producto
de reflexiones es par A € S O,(R) y si el producto de reflexiones es impar A € O, (R)

Demostracion
Ver [[1] pag. 24] O



CAPITULO 2. GRUPOS DE LIE DE MATRICES 58

2.2.3.1 Los hiperplanos en R*

Los hiperplanos en R* los podemos caracterizar con un nimero real m de la siguiente manera H,, =
{(x,mx) : x e R},

Hy = {0132 € B(Yx € B) ((r.mx), (n,y2)) = 0]
{071.72) € R3(Vx € Rxy) + maxy = 0]

= {1 € RA(Yx € R)y, = (=1 /my1)
= H—l/m

Un resultado inmediato que se puede obtener es el siguiente: Sim = 0, Hy = {(x,0)|x € R} el eje real
de las abscisas(eje x), y Hy = {(0, x)|x € R} el eje real de las ordenadas(eje y).
Por el teorema de la proyecciones tenemos que

Rz = Hm S H—l/m’

Por tanto dado (x,y) € R?

x+my mx+m’y m’x —my y—mx
1+m? 1+ m? 1l+m? " 1+m?)

(x,y)=(
Entonces
Oy : R> — R?
x > Oy(x) =xy — xy.

La reflexion en el hiperplano H, satisface,

1 — m? 2m
B 2 _
O, (1.0) = —— (1= m* 2m) = L e
_ ) 3 2m m? -1
0,0, 1) = 77— (2m,m - 1) T T
1-m®>  _2m 1-m?> 2m
gH:( 1;,’:112 ;:i'fi ):ﬁ( 2m m2—1 )

1+m?2  1+m?
Tomando m = tan(t) para t € (—m/2,/2) entonces

6y = L 1 —tan®(r) 2 ;[an(t) _ CQS(Zt) sin(27)
L+tan(1) 2tan(r) tan“(r) — 1 sin(2t) —cos(2f)
Es decir, toda reflexion en el hiperplano H,, es de la forma

cos(2t)  sin(21)
sin(21) —cos(2t)

para agun ¢ € (—x/2,7/2), tal que m = tan(z), cuando t = +x/2 la reflexion en el hiperplano H, es de

la forma
-1 0
o= 1)
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2.2.4 Grupo Simpléctico

La geometria simplectica es un tema de investigacion en matemadtica actual, no es de sorprender pues
es la geometria asociada con la Mecédnica Hamiltoniana y por consiguiente a la mecénica cudntica, es
también importante como un drea de geometria diferencial en el estudio de las 4—variedades, el grupo
simpléctico es el grupo simétrico mds natural para tales geometrias.

Realizando consideraciones similares a las de la seccion anterior aplicadas a una matriz 2 X 2 real
antisimétrica, es decir S = —S.
entonces det(ST) = det(—S) = (—1)*det(S), de donde det(ST) = (—1)*det(S).
Los casos mas interesantes ocurren si det(S) # 0. Un ejemplo es tomando la matriz antisimétrica,

=(19)
y construir el llamado grupo simplectico de tamaiio 2.
Sympg ={A € GLyR) : A"JA = J}.
Proposicion 2.2.5 SL,(R) = Sympp.
Demostracion

ap an
az; an

ATJA = an  daz 1 0 apn an _ 0 —azapp +anay
iz dx -1 0 a axn axiaipp — ajdyn 0

:(_01 (1)):1

si y solamente si det(A) = 1 |

Sea A = ( ) € GL,(R), entonces

2.2.5 Grupo Unitario

Como es conocido el producto escalar usual de R” se puede extender a C"(sobre R), sea {e}, 2, ..., ¢e,}
la base canonica para C", por consiguiente ¢; = (0,0,...,0,1,0,...,0), 1 en lai-ésima componente
n n n
xy={x"y)= Zx_kyk, para todo x = inei,y = Zy,-ei eC", x,y,€C, 1<i,j<n.
k=1 i=1 i=1

Esta clase de producto interno definido con (*) se llama producto hermitiano, el siguiente teorema
nos brinda un criterio para preservar el producto interno en C"

Teorema 2.2.2 Una transformacion lineal de C" preserva el producto interno (*) si y solamente si su

y
matriz A satisface AA = I, donde la matriz I denota la matriz identidad.
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Para A = [a;;] € M,(C)

A" = @A) = (AN

es la conjugada Hermitiana de A, es decir, A* = [aj].

Como en el apartado del Grupo Ortogonal, uno encuentra que las filas (o las columnas) de la matriz
A, forman una base ortonormal para C". Las filas v; son normales en el sentido que |v;| = 1, y ortogonal
en el sentido que v;.v; = 0 cuando i # j, donde el punto denota el producto interno hermitiano (*).
Esta claro que las transformaciones lineales preservan el producto interno hermitiano entonces su pro-
ducto e inversa, también preservan el producto interno hermitiano, asi que el sistema de todas las trans-
formaciones que preservan el producto hermitiano es un grupo, llamado el grupo unitario de tamafio
n, o simplemente el grupo Unitario, es el subgrupo de GL,(C).

U,(C)={AeGL,(C): A"A =1} <GL,(C)

Es claro que U,(C) es un grupo de Lie de matrices sobre C.
Se dice también que una matriz A = [a;;] € M, (C), es unitaria siy solo si se satisfacen las n? ecuaciones
(para los n* nimeros complejos a;;) siguientes:

Z aaxj = 6;; 1 <1i,j<n, donde d;; es la delta de Kronecker.
k=1

El grupo especial unitario se define y denota por

SU,C)={AeGL,(C): A"A =1, det(A) = 1} < GL,(C)

Una matriz A € M,(C) es especial unitaria si y solamente si, satisface las n> + 1 ecuaciones siguientes

Dt Gy, =0;; 1<i,j<n
det(A) =1.

Los cuaterniones Unitarios y el grupo S U,(C)
La tres esfera unitaria( 3-esfera), se define por
S3 = {(xl,xz,X3,x4) ERY + X0+ X3+ X7 = 1}

Por otra parte en la seccidén 1.2.4 definimos al conjunto H de los cuaterniones, sea x = al+bi+cj+dk €
H tal que N(x) = 1, entonces se dira que x es un cuaternio unitario y satisface la ecuacién

a+b+cF+d =1
Por tanto podemos definir a la 3-esfera como
S*={xeHIN® =a+b*+* +d" = 1

y tenemos
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Proposicién 2.2.6 La 3-esfera, S° = {x ceH|INX)=a>+b*+c*+d* = 1} es un subgrupo de H—{0} =
H* respecto a la multiplicacion de cuaternios.

Demostracion

Tenemos que probar las condiciones de la definicién 1.1.1.

Puesto que si se multiplican dos cuaternios cualesquiera el resultado es otro cuaternio, y del lema
1.2.3, sabemos que N(xy) = N(x)N(y), asi al multiplicar cuaternios unitarios, obtenemos otro cuaternio

unitario, por tanto definamos la operacién binaria S x S = 83, (x, y) —> X *y =Xy
1. ya que en H se cumple la ley asociativa, en particular los cuaternios unitarios son asociativos,
2. 1eH", pues N(1) = 1.

3. Elinverso multiplicativo de un cuaternién x, distinto de cero, estd dado por:

3k sk

-1 _ X _ x_ o
N 1
Asi ya que x € H* se tiene que N(x) = det(A,) = det(AT) = N(x*) = 1. |

La proposicion anterior nos muestra que, los cuaternios unitarios forman un grupo donde se aprecia a
priori que su conjunto subyacente es la 3-esfera unitaria de R*

Describamos la topologia de S U>(C) = {A € GL,(C) : A*A =1, det(A) = 1},

Sea

g=(‘;‘ §)eSU2<©)

Tenemos entonces que
_[@ 7 a_ 1 [ 6 BY_( 6 B _
8 —(ﬁ 5 ) yg = det(m( Yy a )—( _y o | Y3Queder(g) =1
Como g € SU,(C) siysélosig'g =1, siysélosig- =g™', entonces § = @y y = —f8. De este modo,
cualquier matriz de S U,(C) tiene la forma

g:( @ b ) det(g) = |af + |81 = 1. 2.1)
_ﬁ o)

Inversamente, si g es una matriz del tipo 2.1, entonces evidentemente, g € S U,(C). En consecuencia,
cada elemento del grupo S U,(C) queda determinado univocamente por un par de nimeros complejos
a,B, tales que |a|* +|B]> = 1. Haciendo @ = x; +ixs, B = x3+ixsconx, € R, k € {1,2,3,4}, i = V-1,
entonces la condicion |a|* + |B]* = 1, se escribe

2, .2 .2 2
X\ +x;+x3+x; =1

lo cual Permite decir, que el grupo S U,(C) es topoldgicamente equivalente(homeomorfo) a la 3-esfera
S3 en el espacio real R* y por tanto S* es un grupo de Lie de matrices bajo la multiplicacién de
cuaternios.

Se ha demostrado que el conjunto que subyace al grupo S U,(C) es también la 3-esfera.

Problema 2.2.1 Identifique a C con el subespacio {x1 + yi|x,y €e R} c H
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Solucion
cos(6) —sin(6)

sin@)  cos(d) ) se comportan igual que los

Una buena manera de ver porqué las matrices Ry = (

numeros complejos zg = cos(f) + i sin(f), se deduce del hecho Ry = cos(@)( (1) (1) ) + sin(@)( (1) _01 )

Sea la base formada por las matrices 1 = ( (1) (1) ), i= ( (1) _01 )Fécilmente se comprueba que

1’=1,1i=il=i i =-1

se tiene entonces que las matrices 1 e i, se comportan exactamente igual que los nimeros complejos 1
e i = V—1.y podemos identificar cada nimero complejo z = x + iy, con una matriz real dada por la

funcion
@ C — H

_ . . [ x =y
Z=x+1iy xl+yt—(y . )

¢ es claramente un homomorfismo inyectivo, podemos entonces ver a C como un subespacio de H,
identificando a C como la imagen de ¢

QD(C):{(;C —xy )eHlx,yeR}.

2.3 Conexidad y compacidad en los grupos de Lie de matrices

Definicion 2.3.1 Un espacio topologico, (X, T), es compacto si todo cubrimiento de abiertos de X,
. o . . k
{Ua}aes» contiene un subcubrimiento finito {U,,};_,.

Proposicion 2.3.1 Sean X, Y espacios topologicos y f : X — Y una funcion continua. Entonces la
imagen de f, Im(f) C Y, es un subconjunto compacto de Y.

Demostracion
Ver [[8], pag. 189] ]
Daremos acontinuacion una caracterizacién de un espacio métrico compacto.

Proposicion 2.3.2 (X, d) es un espacio métrico compacto si 'y solamente si toda sucesion {s,},>, de X,
contiene una subsucesion que converge {s,}, ., a un punto de X.

Demostracion
Ver [[8], pag. 204] |
Observaciones

e El espacio topolégico con esta propiedad se denomina sucesionalmente compacto’,

'Un subconjunto A de un espacio topolégico X es sucesionalmente compacto si y solo si toda sucesién de A contiene
una subsucesion que converge a un punto de A.
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e En algunos libros se utiliza el término bicompacto para denotar un espacio compacto, y el tér-
mino compacto para denotar un espacio sucesionalmente compacto,

e En general, existen espacios topoldgicos compactos que no son sucesionalmente compactos y
viceversa, aunque en los espacios metrizables son equivalentes’.

Proposicion 2.3.3 . Un subconjunto X C M,(K) es compacto si y solo si satisface las siguientes dos
condiciones:

1. Existe b € R" tal que para todo A € X, ||A|| < b,

2. Toda sucesion {A,},so en X que es convergente en M,(K) tiene su limite en X.

Demostracion
Tenemos que

e M,(K) es un espacio vectorial normado de dimension finita sobre K.
e [a condicion (1) implica que X es acotado, y (2) implica que X es cerrado

e Hemos demostrado en la capitulo anterior que La funcién coordenada definida por

Coord : M,(K) — K"
A +— Coord(A).

es un homeomorfismo(ver corolariol.3.1), ademas de ser un isomorfismo lineal(ver lema 1.2.1).
2
Sea Coord(X) € K", es compacto puesto que

a) Coord(X) es cerrado; X es cerrado y Coord es un homeomorfismo.

b) Coord(X) es acotado; Sea A € X, por ser X acotado existe ¢ > 0,c € R" tal que ||A|| < ¢
luego por ser Coord un isomorfismo lineal tenemos que

|Coord(A)| < M ||A|| < Mc,

para M > 0, una constante que depende de Coord.
Asi X = Coord ' (Coord(X)) es compacto por ser Coord™" continua. o

Exponemos acontinuacién requisitos sucesivos a imponer en el Capitulo 5, sobre un espacio para
considerarlo variedad diferenciable, escenario de una fisica del continuo.

Definicion 2.3.2 Base de entornos abiertos de un punto

Para un punto x de un espacio topologico (X, 1), una base de entornos abiertos es una familia de
conjuntos abiertos {U,}.c;, que contiene a x de tal manera que si se toma cualquier otro conjunto
abierto V que lo contenga, siempre se pueda encontrar un U, perteneciente a V.

Definicion 2.3.3 Espacio topolégico separable
Se dice de un espacio topologico (X, T) que es separable si admite una base numerable de entornos
abiertos.
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Definicion 2.3.4 Un espacio topologico (X, 1) se dice que es de Haussdorf si foN
Vp,q € X,conx # q, existen abiertos tales quep € U, g€ V, UNV = 0. Es P,
decir, que se puede separar dos puntos distintos de X.

Dado que todo espacio métrico es Hausdorrf, en particular (M, (K), p) es Hausdorrf.

Proposicion 2.3.4 Sea [ : X — Y una funcion continua y biyectiva. Si (X,7|) es un espacio
topologico compacto e (Y, 1,) es un espacio topologico Hausdorrf. Entonces f es un homeomorfismo.

Demostracion
Ver [[£], pag. 189] O
Acontinuacién definiremos lo que es un espacio topoldgico conexo.

Definicion 2.3.5 Un espacio topoldgico (X, 1) es disconexo si existen U y V subconjuntos abiertos no
vaciosde X tal que X =U UV yUNV =0.

Un espacio topoldgico es conexo si no es disconexo.
Obviamente, la conexion es una propiedad topoldgica, ya que se formula completamente en términos
de la coleccidén de los conjuntos abiertos de X. En otras palabras si X es un espacio conexo, también lo
serd cualquier espacio homeomorfo a X.

Proposicion 2.3.5 Sean X, Y espacios topologicos. Si X es conexoy f : X — Y una funcion continua
entonces Im(f) C Y es un subconjunto conexo de Y.

Demostracion
Ver [[£], pag. 170] O

Teorema 2.3.1 Se tiene que
1. 0,(R), SO,(R), U,(C), SU,(C) son compactos.

2. GL,(K)y S L,(K) no son compactos.
Demostracion
1. Dado que O,(R) = {A € GL,(R) : ATA =1,}.

e para toda matriz ortogonal, A € O,(R) se tiene que ||A|| = 1; por lo tanto O,(R) es acotado.

2Ver [[8], pdg. 203-206]
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e Sea {A,},>; una sucesiéon de matrices en O,(R) que converge a una matriz A € M,(K).
Tenemos que

T
AAT = (lim An) (lim A,,)

n—0oo n—oo

- (lim An)(lim A,{)

n—o0 n—oo

= lim (4,A])

n—oo

=/

Entonces A € O,(R); por lo tanto de la proposicién 2.3.3 O,(R) es compacto en M, (K).
Luego por la proposicion 2.1.2 SO,(R) es subgrupo de Lie de matrices de O,(R),
entonces SO,(R) es un subespacio cerrado(topolégico) de O,(R), por tanto es cer-
rado(topolégico) en M,(K), solo nos falta ver si es acotado para toda matriz ortogonal,
A € 0O,(R), con la condicién que det(A) = 1 se tiene que ||A|| = 1; por lo tanto S O,(R) es
acotado asi nuevamente de la proposicién 2.3.3 § O,(R) es compacto en M, (K). Por otra
parte la compacidad de U, (C), SU,(C) en M,(K) se comprueba de forma andloga.

2. Basta verificarlo para n = 2. Para todo k # 0 € N sea

Ay = ( ](; 1(/)k ) € SL,(K) € GLy(K).

ALl = Méx {|Ax| C k=1, xe KZ}

) k O
:Max{(o l/k)

= Max {|k|, |L/kl} = k.

x| : |x] =1, xeKz}

Por lo tanto {A;};so no es acotada y asi S L,(K) € GL,(K) no cumple la condicién (2) de la
proposicién 2.3.3. O

Teorema 2.3.2 O,(R) = {A € GL,(R): ATA = I,,} C GL,(K), es disconexo.

Demostracion

Consideremos la funcién determinante restringida a

det: O0,(R) — R*
A > det(A)

notemos que para A € O,(R)

(det(A))* = det(AT).det(A) = det(I,) = 1
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lo cual implica que det(A) = 1. Asi se tiene que
0,(R) = 0,(R) U 0,(R),

donde O;(R) = {A € O,(R) : det(A) = 1}, O, (R) ={A € O,(R) : det(A) = -1}
Notemos que
O;(R) N O;(R) = 0

entonces O,(R), es la unién disjunta de dos subconjuntos cerrados no vacios es decir, O,(R) es
disconexo. O

Dado un subgrupo de Lie matricial de G < GL,(K), usaremos a menudo la restriccion de la funcién
determinante dada por

det¢: G — K*=K-{0}
A —  detg(A) =det(A)

usualmente escribiremos esta funcién como det(en vez de det;), siempre que no haya lugar a
confusion. Claro que det; es un homomorfismo de grupos que también es una funcion continua.

Cuando K = R, consideremos los conjuntos R* = {reR:7>0}, R™ = {t € R: ¢ < 0}, note que
R* es un subgrupo de GL;(R) = R* = R* UR™ que es un subconjunto tanto abierto como cerrado, al
igual que R™. Por lo tanto R* es disconexo.

Para G < GL,(K),
det;'R* = G Ndet 'R*,

asi mismo,

G = det;'R* Udet;'R™.

Los subconjuntos de G, G* = der;)R* y G~ = der;'R™, son tanto abiertos como cerrados; por ser
det una funcién continua y R* como R™ subconjuntos de R* abiertos y cerrados. Como G* # 0 ya
que I € G* = det;/R* ysi G~ # 0 tenemos que G = G* UG~ es un conjunto disconexo. Cuando
G~ =0, puede que G = G* sea conexo o disconexo. Asi hemos probado la siguiente proposicion.

Proposicion 2.3.6 .

Sea G un subgrupo de Lie matricial de GL,(R). Si G~ # 0, entonces G es un subconjunto disconexo de
GL,(R).

2.4 Accion de grupo continua
En la seccién 1.1.2, definimos la forma en que operan los grupos en los conjuntos, extendamos esas

ideas a un grupo topoldgico para obtener una interaccion entre las estructuras algebraica y topoldgica
al definir la accién de grupo continua sobre un espacio topoldgico.
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Definicion 2.4.1 Sea G un grupo topologico y X un espacio topoldgico. Se dice que una accion de
grupo' ¥ : G x X — X es una accion de grupo continua si la funcion  es continua.

Observacion
En estd definicion, G X X tiene la topologia producto.
Si X es hausdorff entonces cualquier conjunto unitario {x}, es cerrado en X.

Ejemplo 2.4.1 Tomando (Z,7), T es la topologia discreta’, definamos la funcion ¢ : Z x R —
Z, (n,x)— n+ x, ¥ es una accion continua.

Del ejemplo anterior nétese que para el
caso de Z y la accién sobre R dada por
U ZXR — Z, (n,x) — n+x, tenemos W
que dos puntos se identifican si difieren ! — ! ! :
por un entero, luego —2 -1 0 1 2 3 4
R/Z = ([0,1], 0 ~ 1) donde O es identi-
ficado con 1, es decir tenemos a S''.

o L

Z operando sobre R.

Problema 2.4.1 Sea ¢ : G X X — X, una accion de grupo continua; asumiendo que X es un espacio
topolégico hausdorff, verificar.

o Si x € X, muestre que el conjunto de isotropia de x, Stabs(x), es cerrado en G.

o Si W C X es un subconjunto cerrado, muestre que

Stabs(W) = {g € G : gW = W}, ﬂ Stabg(w)

weWw

son subgrupos de G.

Solucion

'Recordemos que una accién (por la izquierda) de un grupo G en un conjunto X es una funcién ¢ : G x X — X, que
verifica las siguientes propiedades:

1) (e, x) = x, paratodo x € X; e € G es el elemento idéntico y,

il) Y(g,y(h,x)) = Y(gh,x),parag,he Gy x € X.

cuando no halla lugar a ambigiiedad escribiremos gh en vez de y/(g, h). Bajo estas condiciones, X es un G-conjunto.

’Dado un conjunto X la coleccién de todos los subconjuntos de un conjunto X se llama la topologia discreta en X es
decir:
la topologia discreta en X se define tomando cada subconjunto de X abierto (y por tanto, también cerrado), y X es un espacio
topoldgico discreto si se equipa con su topologia discreta;
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e Sig ¢ Stabs(x) entonces gx € X — {x}. Siempre que X — {x} sea un abierto en X,
' (X — {x}) es abierto en G X X. Entonces existen conjuntos abiertos U C G, V C X tales que
g€G, xeVyUxV Cy (X —{x}.
Si h € U entonces hx # x, por lo tanto U C G — Stabg(x). Es decir que para g € G — Stabg(x),
existe un conjunto abierto U tal que

U CG - Stabg(x).
Por lo tanto G — Stabg(x) es abierto en G y por consiguiente S tabg(x) es cerrado en G.

e Sig ¢ Stabs(W) entonces gW ¢ Wo g'W ¢ W. Si gW ¢ W entonces para algiin w € W,
gw # w. Siempre que X — {w} es abierto en X, ' (X — {w}) es abierto en G x X.
Entonces existen conjuntos abiertos U € G, V C X, talesque g € G, w € Vy U XV C
Y (X = (wh).
Si h € U entonces hw # w, por lo tanto U € G — Stabg(W). Es decir todo punto de
G — Stabg(W) es punto interior, por lo tanto G — Stabs(W) es abierto en G y por consiguiente
Stabs(W) es cerrado en G. O

2.5 Homomorfismos continuos en grupos de Lie de matrices

En el estudio de grupos, la nocién de homomorfismos de grupos cobra un papel principal. Para grupos
de Lie de matrices necesitamos unos homomorfismos especiales que mantengan tanto la parte alge-
braica como la topolégica. Estos morfismos se introducen ahora.

Definicion 2.5.1 Sean G, H dos grupos de Lie de matrices sobre K. Un homomorfismo de grupos
¢ : G — H es un homomorfismo continuo de grupos de Lie de matrices si ¢ es continua y la
imagen por ¢, Im(¢) = ¢(G), es un subgrupo de Lie matricial de H.

En otras palabras una funcién ¢ : G — H, entre grupos de Lie de matrices es un homomorfismo
continuo de grupos de Lie de matrices si:

1. ¢ es un homomorfismo de grupos.
2. @ es una funcién continua.
3. Laimagen por ¢, ¢(G), es un subconjunto cerrado de H.

La condicién 3. es clave pues no basta con ser homomorfismo continuo para ser un homomorfismo
continuo de grupos de Lie de matrices.

Mostremos esto con un ejemplo: Consideremos U;(C) el circulo unitario con centro en el origen
del plano complejo,

Ul(C):{AeGLl(C):ZA:I}:{zeC:zz: lZ=1}=S"

Que es un grupo de Lie de matrices sobre C.
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Ejemplo 2.5.1 La funcion

¢ : SUT,(R) —> U,(C):; ¢(é i):khﬂ

es un homomorfismo continuo de grupos de Lie de matrices, sobreyectiva.

Solucién
Sea z € U(C), el circulo unitario con centro en el origen del plano complejo, entonces
7 = cos(2nt) + i sin(2xt) = ™ para algtin t € R. Por tanto ¢ es sobreyectiva. Luego

1 4 1 5 _ I 1+n _ r..27(t+0)
Q"(0 1)(0 1)‘(0 1 )‘[e :

. . 1 ¢ 1t
_ 2mtyi 2nthiy _ 1 n
= [e™][e ]—90(0 1)‘p(0 1)

2. Sea {t,},>1 una sucesion de numeros reales tales que t, — ¢ € R; entonces

{( (1) tln )} es una sucesion convergente cualquieraen SUTRY
nx1

hm(p((l) tf):[eZR(lni]:[eZMi]:(p((l) i)

3. La funcién ¢ es sobreyectiva entonces ¢(S UT,(R)) = U;(C); que es un subgrupo cerrado de C.
O

Proposicion 2.5.1 Sea ¢ : G — H un homomorfismo continuo de grupos de Lie de matrices. Entonces
ker(y) es un subgrupo de Lie matricial de G. El grupo cociente, G/ker(y), puede ser identificado con
el grupo de Lie de matrices ¢(G), mediante el isomorfismo cociente usual ¢ : G/ker(¢) — ¢(G)(que
no necesariamente es un homomorfismo continuo de grupos de Lie de matrices, dado que G|/ker(¢) no
necesariamente es un grupo de Lie de matrices.)

Demostracion

Por ser ¢ un homomorfismo de grupos, ker(¢) es subgrupo algebraico de G. Veamos si ker(¢) es un
subconjunto cerrado de G.

Sea {g;};~; una sucesion de elementos en ker(yp) tal que g; — g € G; entonces

¢(g) = p(lim g;) = lim p(g;) =0,

por lo tanto g € ker(y) asi ker(y) es cerrado en G.

Por el teorema fundamental de homomorfismo de la teoria de grupos sabemos que el isomorfismo ¢
existe. m|
Observacion

Sea N un subgrupo cerrado normal de G un grupo de Lie de matrices sobre K. Entonces el subgrupo
G/N no necesariamente es un Grupo de Lie de matrices sobre K. Este sera un ejemplo importante de
un Grupo de Lie que no es un grupo de Lie de matrices.
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2.6 El Grupo lineal general de un espacio vectorial normado

En esta seccion nos interesa definir le grupo lineal de un espacio vectorial normado, por ende estamos
interesados por las aplicaciones de un espacio vectorial en otro, que poseen la propiedad de conservar
las estructuras algebraicas(conservar las operaciones).

Definicion 2.6.1 Sean V , W dos espacios vectoriales sobre el mismo campo conmutativo K. Una
aplicacion f : V— W es una aplicacion lineal si y solo si

a) Paratodo x,y € V; f(x+y) = f(x)+ f(y),
b) Paratodo A € K, paratodo x € V; f(x+y) = f(x)+ f(y).
Observaciones

e Notemos que en la condicion f(x+y) = f(x) + f(y), la operacion de adicion tiene un significado
distinto en cada miembro. En el miembro izquierdo la adicién de x con y se efecttia en V, mientras
que en el miembro derecho la adicién de f(x) con f(y) se efectia en W,

e en lugar de aplicacion lineal en ocasiones se dice homomorfismo de espacio vectorial, transfor-
macion lineal u operador,

e enel caso V = W decimos que la aplicacion lineal f : V — V, es un endomorfismo del espacio
vectorial V. En ocasiones se dice que es un operador lineal en V.

e Si la aplicacion lineal f : V — W, es biyectiva, se dice que f es un isomorfismo lineal de V
sobre W; si ademds V = W entonces f es un automorfismo lineal del espacio vectorial V.

Teorema 2.6.1 Sean (V,||.|ly) y (W, |l.llyy) espacios vectoriales normados de dimension finita sobre K
con la misma dimension. Entonces cualquier isomorfismo lineal L : V — W es un homeomorfismo,
es decir Ly L™ son funciones continuas.

Demostracion
Sea A = [a;;], la matriz que representa a L en las bases {vi,v,...,v,} de Vy {wi,wy,...,w,} de W.
Entonces realizando calculos similares a los de la ecuacion (1.1)(del Capitulo 1) podemos asegurar que

LWy < M vily (2.2)

parave Vy M = ) |a,~ J-| una constante real positiva (que depende de L)
Ahora, dado € > 0 existe 6 = €/M tal que si ||u|]| < ¢ se tiene que

ILWlw < Mvlly < Mé = e.

Por lo tanto L es una funcién continua. De la misma manera se puede demostrar que L™! es una funcién
continua. O
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Definicion 2.6.2 Sean V y W espacios vectoriales reales normados de dimension finita, se U un
subconjunto abierto de V, f una funcionde U a W, f : U — W, y a un punto de U. Entonces f es
diferenciable en a si existe una aplicacion lineal entre Vy W, Df,, tal que

IWfa+ )~ f@ - Dfiw _
0 Il

A la aplicacion lineal Df, se le llama la derivada de f en a.
Dado un espacio normado (V, [|.|ly/) y una aplicacion lineal L : V — V, definimos el operador norma
de L con respecto a ||.|ly por

LIl = sup {ILO)lly = v € V. Ivlly = 1}.

Si denotamos por Endy (V) al conjunto de los endomorfismos del espacio vectorial V, entonces el

operador norma antes descrito es una norma para Endy (V). Por lo tanto (EndK(V), ||.||) €s un espacio
vectorial normado sobre K.

Proposicion 2.6.1 Si|.|l; y|l.|l, son dos normas en 'V, entonces la topologia asociada a (EndK(V), ||.||1)

y (EndK(V), ||.||2) son la misma.

Dentro de Endg(V) se tiene al grupo de isomorfismos lineales!, denotado por GL(V) =
{f 1V — V : flineal e invertible} C End (V), el grupo lineal general del espacio vectorial V.
Si V es un espacio normado entonces GL(V) hereda la norma de End (V), ademds GL(V) es un sub-
conjunto abierto de Endy (V).

Proposicion 2.6.2 Sean V y W dos espacios vectoriales normados con dimension n € N sobre K. Si
L : V — W es un isomorfismo lineal, entonces L induce un isomorfismo continuo de grupos con
inversa continua

L.: GL(V) — GL(W)
T + L(T)=LoTolL.

Es de recordar que para V = K", identificamos a Endy (V) por M,(K) y a GL(V) con GL,(K). Mas
generalmente, dada una base para V, existe un isomorfismo lineal entre V y K", un isomorfismo de
anillos entre Endg (V) y M,(K) y un isomorfismo de grupos entre GL(V) y GL,(K), es decir que el
grupo GL(V) se identifica de manera concreta con el grupo de matrices invertibles GL,(K).

Teorema 2.6.2 Sea V un espacio vectorial normado de dimension n sobre K, dim(V) = ny sea L :
V — W un isomorfismo lineal. Entonces

L.: GL(V) — GL,K)
T +— L(T)=LoTolL™".

es un isomorfismo continuo de grupos con inversa continua. Por lo tanto GL(V) es un grupo de Lie de
matrices.

! Aplicaciones lineales invertibles
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Proposicion 2.6.3 Sea V un espacio vectorial normado de dimension finita sobre K y W un subespacio
de V. Para u € V existe un vector wy € W tal que

wo = VIl = inf{lw—v[l : we W}.

Demostracion
Sea v un elemento cualquiera de V. Siempre que 0 € W entonces la distancia entre vy W,

dwv,W) =inf{llw—-v|:we W}.
toma valores entre 0 y ||v||. Sea
S=weW:|wl|<dv,W)+2|pl}.
note que

e § es cerrado. En efecto, sea (w;);>o una sucesioén en S que converge a w.

lwll =

i v = fim ] < i, W) + 2 ) = s, W) + ]
entonces w € S.

e S esacotado, ya que |[w|| < 3|v||, paraw € S.

Por tanto S es un conjunto cerrado y acotado y por el lema 2.3.3 es compacto.
Definase la funcién f de la siguiente manera
f: S — R*
w o w—|.

verificare que f es continua. Sea (w;);>o €s una sucesion en S que converge a w € S, entonces

lim f(w;) = lim [jw; —v|| = \[lim(w; = v)|| = [lw = vI]| = f(w).

Por lo tanto f es continua. Es evidente que d(v, W) = d(v, S),
1. ConS C Wid(v,W) <d©»,S).
2. SiweS ylw-v| <dv,W)+ ||, entonces w € S, por lo tanto d(v, W) > d(v, S).

Asipor (1) y (2) se tiene que d(v, W) = d(v, S).
Dado que f es una funcién continua y definida sobre un compacto, por tanto f alcanza sus valores
maximos y minimos, entonces existe un wy € W tal que

lwo — Il = d(v,S) = d(v, W),
m]

Definicion 2.6.3 Si ¢ : G — GL(V) es un homomorfismo continuo de grupos entonces la accion
continua asociada a ¢
vo: GL(V)xV — 'V
&v) = @)
es llamada una accion lineal o representacion de G sobre V.
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Grupos Ortogonales Generalizados

La situacidén mas general de un grupo ortogonal es cuando se asocia a una matriz n X n real simétrica,
es decir QT = Q, el grupo
0o ={A € GL,(R) : A" QA = 0]

Verifiquemos que Oy, es un grupo de Lie de matrices sobre R.
1. Si A, B € Oy, entonces (AB)" Q(AB) = B'(ATQA)B = B" OB = Q; por lo tanto, AB € O,.
2. 1" QI = Q; por lo tanto, I € Oy.
3. Sea A € Oy, ATQA = Q, entonces multiplicando a derecha por A™' y a izquierda por (A”)™!
tenemos que Q = (A")'QA™!' = (A" QA™!; por lo tanto A™! € O,.
4. Sea una sucesion de matrices en Oy, {A,},> tal que A, — A entonces
ATQA =(lim An)TQ(’}LrIQO An)
= im0 lim A,
=lim A, QA, = Q.
Por lo tanto A € Oy. Entonces Oy es cerrado en GL,(R).
Sidet(Q) # 0, para A € Oy tenemos que det(A) = 1. Definimos
0f =det”'(RY), 0y =det”' (R")
Entonces Og es la unién de dos conjuntos tanto abiertos como cerrados Oy, y O, Por tanto

O¢g = 0, U O,

2.7 Geometria en espacios vectoriales finitos

Esta seccion esta dedicada a generalizar las ideas que se han venido proporcionando. Por V.o W se
entenderdn espacios vectoriales reales o complejos de dimension finita y definidos sobre cuerpos de
caracterstica distinta de dos.

Los grupos de Lie de matrices en R" se obtienen al describir explicitamente los diversos subgrupos de
GL,(R), que resultan ser de isotropia en las formas canénicas Be GL,(R), simétricas o antisimétricas,
bajo la accion

v : GL,(R)xGL,R) — GL,(R)
(A, B) — ATBA.

__ Algunos elementos de un grupo GL,(R) actuando en un espacio GL,(R), podran fijar un punto
B € GL,(R). Estos elementos del grupo forman un subgrupo llamado el estabilizador o grupo de
isotropia de B, definido por:

Stabgy, (r)(B) = G5 = {A € GL,(R) : A"BA = B} C GL,(R),
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La restriccion a matrices B simétricas o antisimetricas se debe a aque al definir la relacion de
ortogonalidad mediante una forma bilineal ' B, esta forma bilineal resulta ser simétrica si y sélo si B es
simétrica o antisimétrica.

De manera casi andloga los grupos de Lie de matrices en C" se obtienen al describir explicitamente
los diversos subgrupos de isotropia en GL,(C) de la accién

¥ : GL,(C)XGL,(C) —> GL,(C)
(A, H) —  A*HA.

calculados para las formas canénicas H € GL,(C), de las formas hermitianas o antihermitianas

Stabgy (cy(H) = Gy = {A € GL,R): A"HA = H} € GL,(C),

En general consideremos un espacio vectorial V de dimension finita Sea B una forma bilin-
eal(simétrica o antisimétrica), o sesquilineal (hermitiana o antihermitiana), de tal manera que B(u, v) =
0 para todo v € V, implican que u = 0, lo cual corresponde a que det(B) 0

En general las transformaciones del grupo GL(V) alteraran la forma B, de ahi que el objeto impor-
tante para el par (V, B) sea, precisamente,

Gp(V) = {g € GL(V)|B(gu, gv) = B(u,v), para todos u, v € V}

Asi nos encontramos con la descripcion de un subgrupo de isotropia y en una intensificacion de
las diversas descripciones matriciales que hemos realizado. Por tanto se dird que V esta equipado con
geometria

e Ortogonal si B es bilineal simétrica;
e Simpléctica si B es bilineal antisimétrica, y

e Unitaria si B es sesquilineal hermitiana o antihermitiana.

Notemos que resulta muy ilustrativo describir los subgrupos de isotropia a los que hacemos
referencia, no en términos de las matrices que representan a los diversos objetos que hemos introducido
en los apartados anteriores, sino en términos de los objetos mismos. Para profundizar en esta vision
geométrica ver [16].

Precisamente, el punto de vista propuesto por Klein' en su famosa catedra de oposicién(Programa
de Erlangen) de 1872 es estudiar geometria estudiando las relaciones que permanecen invariantes frente
a las transformaciones de un grupo dado.

«Todo método geométrico queda determinado al especificar la variedad X de sus elementos y un grupo
G de transformaciones de X que define las relaciones invariantes® de la geométria» (Felix Klein)

"w L v & B(u,v) =0, donde B es la forma bilineal asociada a la matriz B.

IFelix Klein (1849-1925) Matemdtico aleman

2Clasicamente, el término teoria de invariantes se refiere al estudio de los invariantes algebraicos formas (que es
equivalente a tensores simétricos ) para la accién de las transformaciones lineales . Este fue un importante tema de estudio
en la dltima parte del siglo XIX. Las teorias actuales sobre el grupo simétrico y funciones simétricas , dlgebra conmutativa
, espacios de médulos y la representacion de grupos de Lie tienen sus raices en esta drea.



Capitulo 3

La aplicacion Exponencial de Matrices y
Grupos Uniparametricos

fere cote prrogrese o cpppvial.

(Madame de Stael.)

Las versiones en matrices reales 6 complejas de las aplicaciones exponencial y logaritmica son
fundamentales en el estudio de los grupos de Lie de matrices, en particular los grupos uniparamétricos
en las siguientes secciones nos centraremos en algunas propiedades importantes que nos permitiran
cumplir nuestro objetivo principal, que es pasar del dlgebra de Lie al grupo de Lie, y esto se logra
gracias a la aplicacion exponencial.

3.1 Matriz exponencial y logaritmo

En esta seccién, introduciremos la aplicaciéon o mapa exponencial de matrices y mostraremos algunas
de sus propiedades fundamentales. La aplicacién exponencial es una herramienta muy valiosa que nos
da permiso de “linealizar” ciertas propiedades algebraicas de matrices.

Para A = [a;;] € M,(K) tenemos la definicién de exponencial de una matriz A, denotada por Exp(A),
dada por

1
Exp(A) =1, + Z — AP

n>1

1 . .
= Z —‘A” ; utilizando la convencién A° = I,,.
n=0 p:

El problema que surge es si esta serie esta bien definida. El lema siguiente, demuestra que la serie
antedicha es de hecho absolutamente convergente.

75
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Lema 3.1.1 Sea [a;;] (real 6 compleja) de dimension n X n, y sea M = mcix“aij , 1<) < n}
ST AP = [afj]; entonces ‘af}‘ < (nM)?, para todo ij € {1,2,3,...,n}; en consecuencia las n*> — series
p
E
!
p=0 p:
Converge absolutamente, y la matriz
1
Exp(A) = Z AP
p!
n>0
es una matriz bien definida.
Demostracion
Por Induccién sobre p.
e Parap =0,setieneque p=0=:4°=1, y (nM)° = 1, y el lema es obvio.
e Se Asume que el lema se satisface para p.
e verifiquemos para p + 1
paracadai,j € {1,2,3,...,n}, tetnemos que
+1
‘af} = Zaﬁakj
k=1
<)Lt Jau]
k:l v
M
=M Z |a§( , de la hipotesis de induccién
k:l \/_/
<(nM)P
<Mn(nM)?
=(nM)(nM)?
=(nM)"*!.
Luego para todo i, j € {1,2,3,...,n}; se tendra que ‘afj‘ < (nM)? como consecuencia directa de lo
anterior, la serie
p
sH
!
p=0 p:

esta mayorada por la serie convergente

Z (nM)" = exp(nM)

!
p=0
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Y por el criterio de comparacion se tiene entonces que la serie

p
ij
p!

a
p=>0

converge absolutamente. O
Para A € M, (K) tenemos la versiéon matricial de las series exponencial y Logaritmo,

1 1 1
Exp(A):ZaA :1,,+A+5A2+§A3+..., conA® =1,

n=0

—1)! 1 1 1
=D A":A—§A2+§A3—ZA4+...

Log(4)= )

n>1

Las cuales convergen absolutamente' cuando ||A|| <  siendo > 0, y ||A]| < 1 respectivamente.
Noétese que se puede también definir la exponencial de una matriz por:

1 1 1
Exp(A) = lim(I, + A+ —A* + —A* + ...+ —A")
n—oo 2! 3! n!

Esta definicién de exponencial de una matriz podria ser la mas natural, pero también podemos
recurrir a la teoria de ecuaciones diferenciales.

Matrices Fundamentales

Para simplificar determinados cédlculos y argumentos es ttil introducir la siguiente definicion, para ello
consideremos la curva

p: (@p) — GL(R)
t — (7).

se tiene entonces
Definicion 3.1.1 Se dice que una matriz ¢(t) es matriz fundamental de la ecuacion

X' (1) = ADx(1); A1) = [aif(D)]. (3.1
si sus n columnas son n soluciones linealmente independientes de dicha ecuacion.

Observacion:
A(t)x significa como es usual la aplicacion de la matriz A(¢) al vector x(z).
Podemos reescribir esta definicidn asi

'Sea {A,},50, una sucesién de matrices en M, (K), entonces

. A .
e lim,_ o w <1, laserie )77, A,, converge en M,(K).

e lim,_ o W > 1, laserie )77, A,, divergeen M,(K).
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en@® ... e | |
e = 1 . =] o 90
‘pnl(t) ‘pn,n(t) | |
donde
@1(1)
do=| : | 1<jsn
Pnij
entonces ¢(f) es matriz fundamental de la ecuacién 3.1 si las n funciones vectoriales ¢/(), (j =
{1,...,n}) son soluciones linealmente independientes de la ecuacién 3.1, o sea, forman una base del es-

pacio de soluciones de la ecuacion. Si ¢(#) es una matriz fundamental de 3.1, el conjunto de soluciones
de 3.1 se podrd representar por
¢(t)C, donde C € R".

Por tanto resolver 3.1 se reduce, pues a encontrar una matriz fundamental.
Si A(1) = [a;;(2)], 1a derivada de A(z) es la funcion matricial

d d
EA(Z) = [Eaij(t)]

y la integral sobre el intervalo [#;, ;] es la matriz

f A = [f Clij(f)]

El problema de valor inicial (PVI) asociado a 3.1 consiste en hallar la funcién (vectorial) x(7) derivable
en (@, B) que satisfaga

(3.2)

X'(1) = A(t)x(t), donde A(?) = [a;;(1)],
x(to) = x°, ty€(a,p) CR, x* € R"dados.

En general no serd posible encontrar explicitamente la soluciones de 3.1, a diferencia de lo que
ocurre para algunas ecuaciones escalares, mas adelante demostraremos que no obstante si es posible,
de una manera general, demostrar la existencia y unicidad de solucion, para el problema 3.1 aunque esa
demostracion no permita exhibir una férmula explicita que dé la solucidn.

Método de Picard

En este apartado describiremos un método de aproximaciones sucesivas para obtener la solucién del
problema de valor inicial PVI) definido en 3.1, el cual se conoce como método de Picar' el cual consiste
en resolver una ecuacion integral® equivalente, para ser precisos: Si x(f) es solucién de 3.1 en el intervalo
(a, B), entonces

X' (t) = A(t)x(t), paratodot € (a,f)

'En honor del matemadtico Francés que lo descubrié Emile Picard, 1856 — 1941.
2Ecuacion integral porque la funcién incégnita aparece bajo el signo radical.
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Integrando esta expresion entre fy y ¢, ty, t € (@, 3), y teniendo encuentra la condicion inicial resultard

x(t) = X + f A()x(s)ds (3.3)

to
y reciprocamente, toda funcién x(¢) que satisfaga la ecuacién 3.3 en (a, 8), es solucion del problema
3.1, segtin se ve por simple derivacién'.
Busquemos una primera aproximacion a la solucién de 3.1, no disponiendo de informacién suple-
mentaria, esa primera aproximacion puede ser, en general imprecisa, desde luego, la funcién constante

20(7) = x°

Sustituimos esta funcion en el segundo miembro de la ecuacion integral 3.3

X)) =20 + f A()x°(s)ds

to

Utilizamos x' (), a su vez, para generar una nueva aproximacion

2 =20 + f A(s)x'(s)ds

to

y asi sucesivamente

@) =20+ f A(s)x’ " (s)ds (3.4)

To

se obtiene asi una sucesion de funciones {xf(t)} o de la que vamos a demostrar que converge
j

uniformemente a una funcién x(¢). En efecto Sea [a, b] C (a, ) y tal que a < ty < b, y pongamos

k = mdx{|A@®)|; t € [a,b]}

f A(s)x°

Se tiene que para t € [a, b],

[x'@) - X" =

< KX°) |t =1
N——

Andlogamente
2 1 t 1 0 [ 1 0 ' |t — 1ol
| - x'@)| = fA(s)[x 0 - x| < f AG)| |[x' () — x°1|ds| < Mk f |s = tolds| < Mk .
o S Mit—to] f0 2!
< <Mlt—to

y, en general, procediendo por induccion tenemos

. N =t k(b - a)
|x/(1) = X1 (0)| < Mk —= B

M
< —
J! k

'Por ello se dice que 3.3 es una ecuacion integral equivalente al problema de valor inicial 3.1.
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y como la serie numérica

iﬂ ](b a)f
— k Jj!

Converge a %(e 1), se tendr4, por el criterio de Weierstrass, que la serie de funciones x°(f) +
Z;’; [x/(t) = x’~1(1)] convergen uniformemente en [a, b] a una funcién x(¢) que serd continua. Teniendo
en cuenta que [a, b] es un subintervalo cerrado y acotado arbitrario de («,5), con 1y € [a, b], se tendra
que para toda t € (a,f)

k(b-a) _

@) = O+ ft;A(s)xj_l(s)ds
I jow 3
X = 20+ [T A)x(s)ds

Se tendrd entonces que la funcion limite satisface la cuacion integral , es decir que es solucién del PVI
por la equivalencia de ambos resultados.

Ejemplo 3.1.1 Resolver haciendo uso exclusivo de las iterantes de Picard

{ X = ax, aeR (3.5)

x(0)= xeR

Solucion
Se tendra

Xo(1) =xo

x1(8) =xo + f (axg)ds = xo (1 + at)
0

! 2
x2(1) =xo +f axy (1 +at)ds = xg (1 +at+ %)
0

f 2 ) X
x3(1) :x0+‘[oaxo(1+at+ %)ds—xo(l+at+%+%)

y, en general(procediendo por induccion), vemos que

2 3 .
x;(t) = xo (1 +at + (af) + (an)® R (at)J)

2 2.3 7!

+... 4+
2 2.3 J!
En este ejemplo particular, pues vemos como efectivamente las iterantes de Picard x;(¢) convergen a la
solucién del problema de valor inicial.
Consideremos la matriz fundamental ¢(7) del sistema 3.1 que verifica ¢(0) = I,,, es decir, la solucién
unica del problema de valor inicial(PVI)

lim x;(¢) = 11m Xo (1 +at +

J—}OO

2 3 j
@y (at)f) e

X = Ax
{ X0) = I, 3.6)
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Proposicion 3.1.1 Tenemos que

a) La solucion del PVI

es x(t) = @(£)x"!
b) ¢(t + 5) = @(H)¢(s), para todo t, s € R?.
©) ¢~ (t) = p(-1).

Demostracion:
Ver [[27] pag. 84] O
Por otra parte tenemos la siguiente proposicion

Proposicion 3.1.2 Si ¢(t) es la matriz fundamental de 3.1 tal que ¢(0) = I, entonces
o tFAK
o(1) = ; - (3.7)

siendo la convergencia de la serie uniforme en cada intervalo cerrado y acotado de R.

Demostracion:
Consideremos el problema de valor inicial dado en 3.6, cuya solucidn es ¢(¢), y considerando las suce-
sivas iterantes de Picard(funciones matriciales),

xo(1)
Xpe41(1)
' Como las soluciones de x’ = Ax estdn definidas para todo ¢ € R basta considerar el PVI con instante inicial f, = 0 si

to # 0, la solucién de x' = Ax, x(t) = x°, estard dada por x(¢) = @(t — to)x°
2cualquiera que sea f € R, se tiene definido para cada t € R un isomorfismo ¢, en R" por

1
I+ [ AX(s)ds.

x — @(x = @i(x)

A un punto x € R, ¢;, le hace corresponder el punto en R"” que se alcanza en el instante t dado por la solucién que empezé
enxparat=0.
Fijado s € R las matrices

@i(t) =p(t + 5)
@2(t) =p()g(s)

son ambas soluciones del PVI, esta observacion en conjunto con la propiedad ¢(0) = I,, y agregando que ¢(f) es una matriz
no singular, establece que esa familia de isomorfismos, con ¢ € R, constituyen un grupo.



CAPITULO 3. LA APLICACION EXPONENCIAL DE MATRICES Y GRUPOS UNIPARAMETRICOSS2

Vemos que
t
X)) =1+ f Alds = I + tA.
0

t 12A2
Xo(0) =1+ f Al + sA)ds =1+ tA + BT
0 .

son precisamente las sucesivas sumas parciales de la serie 3.7, y puesto que la convergencia de las
iterantes de Picard, a la solucién del problema de valor inicial (¢(f) en este caso), es uniforme en cada
intervalo cerrado y acotado. Por lo tanto del teorema de existencia y unicidad aplicada al PVI 3.6 se

tiene que
o tFAK
@(1) = kz(; N

Observacion

e Note que en particular ¢(1) = X7, ’2—]; = Exp(A).

e Con esta notacion, la solucion del PVI 3.6 toma, de acuerdo con la observacién anterior, la forma

x(t) = Exp(tA)x(0)

Problema 3.1.1 Dada la matriz

a) Calcular Exp(A) y Exp(tA)

b) Utilizar (a), para resolver

Y= 2x+2z ; sabiendo que para t =0, x =1,y =2,z =3.

X' = 3x+2y+4z
7= 4x+2y+3z

SOLUCION
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a) Dado que
1 1 1
Exp(A) = lim(/ + A+ —A’+ —A* + ...+ —A")
n—oco 2! 3! n!
Puesto que existe S tal que A = SDS !, con D matriz diagonal, se tiene que

1 1 1
Exp(A) =lim(SS™' +SDS™' + —SD’S '+ —SD’S' + ...+ —'SD"S‘I)
n—o0 n'

2! 3!
: Lo 1.5 L et
=Slim({+D+ =D+ =D +...+ =D"S
n—0co 2! 3! n!
=SExp(D)S !

Verificaremos a continuacion que en efecto existen las matrices S y D.

dettA—AD)=—1+1)*1-8)=0
&S —-A+1)P=0v 1-8)=0
S A=-1Vv A=8.

ademas dim(Ker(A+ 1)) =2
Luego

D =

-1 0 O
0 -1 0
0 0 8

Determinando S, para ello encontremos

{vi,v»} base de Ker(A + 1)

4 2 4\(y 0

2 1 2][x]: 0]::2x+y+2z:0, haciendo x=a A y=0 =:
4 2 4 b 0

X 1 0

R IEEN

Z -1 -1/2

~—— ~—_————
121 12

Para mayor facilidad de trabajo tomando @ = 1 A S = 2 se tiene que
0
[ 2 ] . Encontremos de manera andloga v; € Ker(A — 8I)

1
vV = 0 AV
-1 -1

S 24y 0 —Sx+2y+4z =0 2
2 -8 2 x |=]10|=: dx—8y+2. =0 V3= 1
4 2 -5\ ¢ 0 r-oywer = 2
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de donde

1 0 2 5 -2 -4
S:(O 2 l]/\S‘zé[—l 4 —1]

-1 -1 2 2 1 2
Por lo tanto

1 00 -1 0 0 ] -D* 0 0
Exp(D)—lim[O 1 o}+[ 0 -1 0]+5[ 0 (-D* 0 ]+
o 01 0 0 8 Lo 0 (8)?

(D0 0 e’ 0 0
+—| 0 1 0 ]:[ 0 (o) o}
10 0o @ 0 0 (e

y

1 St + 48 271+ 268 —de™! + 468
Exp(A) = SExp(D)S ' = 9 —2e ' +2e8  8el+e8  —2e7! 4268
—4e! +4e8 -2¢7' +26°  Se7! +46b

Ademas
Exp(tA) = SExp(tD)S !
y
e’ 0 0
ExptD)=| 0 ' O
0 0 &
Por lo que

1

Exp(tA) = SExp(tD)S ' = —| —2¢7"+ 28  8e' 4+ ¥ 27" +2e¥

Se' +4e8 et + 2% —de! + 4%
—4et + 468 —2e7 + 2% Se7t 4+ 4e¥

b) Pasaremos acontinuacién a resolver el sistema de ecuaciones diferenciales X(¢) = Exp(tA)X(0) con

1 x(1)
X(0) =[ 21 X(=| y® }
3 z(1)
Por lo que
] { —1le™" + 20 ]
X@®) == 8e'+10e
I\ 7e +20e®

Proposicién 3.1.3 . Sean A € M,(K), yU € GL,(K), entonces Exp(UAU™") = UExp(A)U~".
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Demostracion
Se verifica por induccion que
UAPU'=(UAUY, peN

Luego

U™ = UExp(A)U™!

Exp(UAU™") = Z w = Z vAry™ - U[Z AP

| |
p=0 P p=0 p: p=0 p:

Proposicion 3.1.4 Sea A € M,(K)

1. Parau,v € C, Exp((u + v)A) = Exp(uA)Exp(vA).
2. Exp(A) € GL,(K) y Exp(A)~! = Exp(-A).

Demostracion:

1. Por definicién expandiendo el primer término se tiene que

Exp((u + v)A) = Z %(u +V)'A"

n>0

=2 - ;!V)nAn

n>0

1
= § —‘( E (n)u’v’”]A”, por el teorema del binomio
n r

n>0 " \n>0

(S

n>0 \ r=0

ry,S
— Z MVAH_S
rls!

r>0As20 T

252 )

=Exp(uA)Exp(vA).

2. de la parte (1) se tiene que

I = Exp(O) = Exp((1 + (—1))A) = Exp(A)Exp(—A) & Exp(-A) = Exp(A)‘1
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O
Por lo tanto de la Proposicion 3.1.4, para cualquier matriz A,x,, EXp(A) es nosingular(es decir no
degenerada) y podemos definir la aplicacion exponencial

exp : M,(K) — GL,(K); exp(A) = Exp(A).
Ejemplo 3.1.2 . Sea A € M,(R) una matriz diagonal con

A 0 - 0 O
0O A --- 0 O
A=| : : i | =diag(dy,...,4,)
0 O Admr O
0 O 0 4,
Se tiene
20 - 0 0 A0 - 0 0
02 - 0 0 0o A 0 0
0O 0 -~ 22, 0 0 0 -~ 2 0
0 0 - 0 2 o0 - 0 &
Y, por tanto
1 1
exp(A) = diag(1,...,1) + diag(A,, ..., ,) + 5diag(ﬂ, LA L Ediag(/lk, LAY+
) ! !
1
1+/11+2—!+... O2 0 0
A
0 T+ + =2+ - 0 0
2!
/12
0 0 1+/ln_1+;—;1+... 0
! 2
0 0 0 1+/ln+2—"’+...
el 0 0 0 '
0 e® 0 0
0 0 - et 0
0 O 0 et
Asi mismo
el 0 0 0
0 e 0 0
exp(tA) =
0 0 - &bt 0

0 0 e 0 e/lnl
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Ejemplo 3.1.3 Si A € M,(R), con A = diag(A,,A,,...,A,), (con A; € M>(R)) o sea, es una matriz
construida con las submatrices Ay, A, . .., A,, sobre la diagonal principal. Recordando como se efectiia
la multiplicacion de matrices se tiene que

exp(A) = diag(exp(Ay), exp(Az), ..., exp(A,))

A continuacién daremos una serie de resultados, sin demostracion los cuales pueden encontrarse en
[[1] pag.46-56].

Proposicion 3.1.5 Si A, B € M,(K) conmutan entonces
exp(A + B) = exp(A)exp(B).

Demostracion:
Ver [[1] pag. 47.] m]
De igual manera se puede definir la aplicacion logaritmo por

log : Ny, (i) 1) — M (K); log(4) = Log(A ~ 1,)

Paratodo ||A—-1,|| <1

-1 n—1
log(4) = Y a1

nx1 n
Proposicion 3.1.6 Las aplicaciones exp y log tienen las siguientes propiedades
1. Si||A —1,|| < 1, entonces exp(log(A)) = A.

2. Sillexp(B) — I,|| < 1, entonces log(exp(B)) = B.

Demostracion:

Ver [[1] pag. 48] O
Dado r € R tenemos que exp (NM,,(K)(O’ r)) C NM,,(K)(IW e —1),

Siempre que ||A|| < r

||exp(A) -1,

_ 52%”#”32%#‘:6“—1.

n>1 " n>1

1
2 A

nxl "

Para 7 € C se considera la serie

F(Z)_;(k+1)!z -

que tiene radio infinito de convergencia.
Sea ¢ un operador lineal sobre M, (C). Se considera la serie de operadores

1
F(¢) = 9"
; k+ 1)!
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de elementos en M, (C). En particular se considera ¢ = Ad, para A € M,(C) como sigue
ady : M,(C) — M, (C); ads(C)=AC-CA

llamada la accion adjunta. Entonces
F(ady)(C) = Z (k T DhO.

Proposicion 3.1.7 Para A, B € M,,(C) tenemos
d
EI;‘:O exp(A + tB) = F(ad)(B) exp(A).
En particular, si A = 0 0 mds generalmente si AB = BA
d
th:o exp(A + tB) = Bexp(A).

Demostracion:
Ver [[1] pag. 49.] O



CAPITULO 3. LA APLICACION EXPONENCIAL DE MATRICES Y GRUPOS UNIPARAMETRICOS89

3.2 Calculo de la exponencial de una matriz. Forma candnica de
Jordan

El grupo GL,(R) actda(por la izquierda) en el conjunto End(R*)" , de la siguiente manera

GL(R) X End(R*) — End(R?)

(S,L) — SLS .
La eleccién de una base {e;} para R? permite establecer una biyeccién
End(R?) — M,y([R)
LA | — LA(e,-) = 21‘2:1 a;;é;, dODdéAzXz = [Clij].

De manera que la accion antes mencionada se traduce en la accion del grupo GL,(R), en el conjunto de
matrices M,(R), mediante transformaciones de semejanza.

GLz(R)XMz(R) — Mz(R)
(S,A) — SASL

Las transformaciones de semejanza resultan de realizar cambios de base en R?, entonces A y SAS !
en M>(R) son matrices asociadas a la misma transformacion lineal L, respecto a las bases distintas.
Mediante el Teorema de Jordan®, se pueden clasificar las matrices reales 6 complejas en la siguiente
proposicion.

Proposicion 3.2.1 . Para cada A € M>(C); A # 0, se puede encontrarun S € GL,(C), tal que SAS ™' €
M,(R) tome una y solo una de las siguientes formas

Polinomio Caracteristico (x—D(x—pu (x — )% (x— )%+ ,u2
. 10 A1 A —u
Forma Canonica ( 0 u ) ( 0 1 ) (/J 1 )
Demostracion:

Sean A, u # 0 los autovalores de A*, se consideran los casos siguientes.

1. Si A =y, el polinomio caracteristico de A es det(A — AI) = P4(x) = (x — A)?
por lo tanto A es real y hay que tener dos consideraciones

a) Si el polinomio minimo de A es m4(x) = x — A, la forma candnica de A es
A0
S =
0 2
'End(R?), es el conjunto de todas las transformaciones lineales L : R> — R.

’[1].

3 autovalores 6 los valores propios de una matriz A € M, (K) son los ceros de la ecuacién caracteristica

det(A — AI) = 0.
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b) Si el polinomio minimo de A es my(x) = (x — 1)> = P4(x), la forma canénica de A es
g = A1
10 2

2. Si A4 # u, el polinomio caracteristico de A es Ps(x) = (x — A)(x — pu) = my(x), surgen dos
consideraciones.

a) Si Ay u, son reales, la forma canénica de A es
g = A0
=l o 4
b) Si Ay u, son complejas, entonces u = A = a — ib; a,b € R; por lo tanto la forma canénica

asociadaaAes S :( a =b
b a

a —b 1 i 40 11
: — - e 2. 2
womams (3 2-(1 (2 (4
O
Basta regresar unas paginas atrds para saber que dado el PVI
X' = Ax
{ x(0)= x° (3.8)

su solucidn esta dada por
x(t) = exp(tA)x0

Por tanto para resolver dicho problema, se debe de realizar el cdlculo de exp(zA). Recurrir a la propia
definicién de exponencial de una matriz, tratando de llevar a cabo la suma de la serie correspondiente,
llevaria, en el caso general, a cdlculos irrealizables en la practica. Es necesario abordar el problema de
manera indirecta:

Considérese el cambio de variables de la forma

x =Py

El problema 3.8 se transforma entonces en el problema equivalente

y' = By,
{ y(o) — P—1x0 (39)

Donde B = PAP™!, la solucién de 3.9 esta dada por
y(t) = exp(tB)P‘l)c0
Asi deshaciendo el cambio de variables la solucion de 3.8 serd entonces:
x(f) = Py(f) = Pexp(tB)P~'x°
De donde por la unicidad de la solucién, se deduce que:

exp(At)xO = Py(t) = Pexp(tB)P_lx0



CAPITULO 3. LA APLICACION EXPONENCIAL DE MATRICES Y GRUPOS UNIPARAMETRICOS91

Y esto para todo x° € R", con lo que
exp(Ar) = Pexp(tB)P_1

resultado ya conocido por la proposicion 3.1.3.
Convendra entonces, realizar un cambio de variables, o, equivalente, encontrar una matriz P, tal que el
calculo de exp(Br) sea mas sencillo que el de exp(zA).

Si A es diagonizable, existe P € M,(R) tal que

4 0 -~ 0 0
0 4 - 0 0
PAP'=B= :
0 0 A O
0 0 0 2,

(Por ejemplo, si A tiene n autovalores reales distintos, se tiene que A es simétrica). En este caso

e 0 -~ 0 0
0 e ... 0 0
exp(ANx’ = P| C PR
0 0 - e"1' 0
0 0 -+ 0 e~

Lo mismo cabe decir en el caso que A tenga n autovalores distintos, reales 6 complejos. Pero como se
sabe, no toda matriz es diagonizable, ni adn pasando a C. El resultado final® de diagonalizar una matriz
es la forma Canodnica de Jordan; se trata de una matriz casi diagonal que es semejante a la matriz dada
Ay que en el caso de matrices 2 X 2, mediante la Proposicién 3.2.1, pudimos determinar en todos los
casos. Se tiene para el caso general, el siguiente teorema debido a Jordan®

Teorema 3.2.1 Sea A € M,(R) con s autovectores linealmente independientes, entonces existe una
matriz no singular P tal que

B, 0 --- 0 O
0O B, --- 0 O
PAP' =B = :
0 O B,1 O
0 O By
Cada bloque de Jordan Bj, j = {1,2,3,...,s}, es una matriz triangular de orden m (con 1 < m < n),

%Ideal, al menos, para el calculo de la exponencial de una matriz, como se aprecia en el Ejemplo 3.1.2.

3Camille Jordan (1838 - 1922) Fue un matemadtico francés conocido tanto por su trabajo, fundamental, sobre la teoria de
los grupos como por su influyente Curso de andlisis (Cours d’analyse). Jordan estudié en la Escuela Politécnica (promocién
1855). Fue ingeniero de minas y, mds tarde ejercié como examinador en la misma escuela. En 1876 entré como profesor en
el Colegio de Francia, sustituyendo a Joseph Liouville.
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de la forma
A 1 0 0
0 A4 1 0
0O 0 0 ... 1
0 0 0 ... A4

donde Ay es autovalor de la matriz A. Un autovalor A puede aparecer en varios bloques si corresponde
a varios autovectores linealmente independientes.

Observacion

e La matriz B = PAP~' se denomina matriz de Jordan, o forma canénica de Jordan de A. Salvo en
el orden de los bloques de Jordan, B esta univocamente determinada por A, y dos matrices se-
mejantes tienen la misma forma candnica. Los bloques correspondientes a un mismo autovalor A
(A-bloques de Jordan) se sobreentiende que estan dispuestos consecutivamente sobre la diagonal
principal de B.

3.3 La derivada de la exponencial

Definicion 3.3.1 Una curva derivable en M, (K) es una aplicacion
a: (a,b) — M,(K)
tal que la derivada de « en t, @' (t), existe para cada t € (a,b). Donde se debe de entender que

o als) —a()
a’(t) = lim Y

st

€ M,(K)
siempre que este limite exista.

Sea A € M,(R), sea (a,b) C R, asumiendo que a < 0 < b, se denotara por

d
(1) = —al(t
@' (1) dtoz( )
la derivada de a(f).

Lema 3.3.1 Sea y : (a,b) — M,(K) una curva derivable en M,(K) con y(0) = I. Entonces

d
=0 det(y(1)) = traza(y' (0)).

Demostracion:
Ver [[1] pag. 76.] O

Lema 3.3.2 . Para A € M,(C) tenemos

det(exp(A)) = @,
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Demostracion:
Usando ecuaciones diferenciales, Consideremos la curva

v :R — C*; y(r) = det(exp(tA))

v satisface la ecuacion diferencial con condicién inicial

(19 e

siempre que

det(exp((t + h)A)) — det(exp(tA))

Y0 =lim I

_lim det(exp((tA) + (hA)) — det(exp(tA))
0 h
_lim det(exp((tA) + (hA)) — det(exp(tA))
0 h

. det(exp((tA) = (hA)) — det(exp(tA))
=hm h
_lim det(exp(tA)) det(exp(hA)) — det(exp(tA))
0 h
= det(exp(tA))lim det(eXp(:A)) -1

d
= det(eXP(fA))d—th:o det(exp(tA)), aplicando el lema anterior a la curvat — exp(tA)

=det(exp(tA)traza(A))
=y(t)traza(A)

La curva t —> "4 gatisface la ecuacién diferencial 3.10. Por lo tanto por el teorema de exis-
tencia y unicidad, obtenemos

¥(t) = det(exp(tA)) = "™,
Lema 3.3.3 . La aplicacion t € R — exp(tA) € GL,(K), es derivable con derivada
d
7 exp(tA) = Aexp(tA) = exp(tA)A.

Demostracion:
Ya que la aplicacién exponencial € R — exp(tA) se define por la serie absolutamente convergente
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AP .
, Se tiene que
p!

exp(tA) = Z
p=0

>, ()77
= AP
; (- 1)!)

(o8]

= ZAAP_I—(t)p_l
(p—D!

p=1
0 HP-1AP-1
4 0_1]
p:1 (p - )'

> (tAy! ]
=|A
; (p=- D!
=A exp(tA)
=exp(tA)A; VteR.

Observacion

d
e En particular 7 exp(tA)l=o = A.

Teorema 3.3.1 (Existencia 'y Unicidad)
Para A,C € M,(R), con A no nula, y a < 0 < b, la ecuacion diferencial

Y (1) =y(DA

tiene una unica solucion y : (a,b) — M,(R), con condicion inicial y(0) = C. Ademds si C es
invertible, entonces también lo es y(t) para cada t € (a,b), asiy : (a,b) — GL,(R).
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Demostracion:
Primeramente se resolvera el problema

{ Y= y®A 3.11)

Para cada t € (a, b) la serie
 (tA)P
Z p—') = exp(tA)

converge absolutamente, a la aplicacién vy : (a,b) — M,(R); y(t) = exp(tA).
y por el lema 3.3.3 se tiene que

d
v'(t) = = exp(tA) = Aexp(tA) = exp(tA)A.
entonces y(¢) satisface 3.11; Puesto que dados s, ¢, (s + 1) € (a, b), se tiene que

(s + 1) = y(s)y(1)

en particular, se tiene que y(¢) es invertible, con y(f)™! = y(-1).
Luego una solucién para el problema
Y= y0HA
3.12
{ y0) = C G-12)

estaria dado por y(7) = C exp(tA).
Para garantizar la unicidad supongase que (), es otra solucion de 3.12, entonces a(t) = B(t) exp(—tA),
satisface

d
a' (1) =B’ (1) exp(—tA) + 'B(t)d_t exp(—tA)

=B'(1) exp(—1A) — B(1) exp(—1A)A
=p(1)A exp(—tA) — B(1) exp(~1A)A
=0.

Entonces a(?), es una aplicacion constante con a(t) = @(0) = C. Por tanto 5(t) = C exp(tA) = y(¢); por
lo tanto la solucién es tnica.
Note que si C, es invertible también lo es C exp(tA), YVt € R, asiy : (a,b) — GL,(R) |

3.4 Subgrupos uniparamétricos en grupos de Lie de matrices

Sea G € GL,(K) € M,(K), un grupo de Lie de matrices, se define una curva derivable de manera
andloga a la definicién 3.3.1
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Definicion 3.4.1 Una curva derivable en G es una aplicacion
v:(a,b) — G
tal que la derivada ' (t) existe para cada t € (a, b). Es decir que

y,mzh 7() y(t) € M. (K)

siempre que este limite exista para cada t € (a, D).

Observacion
Usualmente se considera a < 0 < b.
Ahora supongase que € > 0 6 € =

Definicion 3.4.2 Un semigrupo uniparamétrico en G es una aplicacion continuay : (—€,€) — G,
que es derivable en cero y satisface

(s + 1) = y(s)y(1)

Cuando s,t,(s +t) € (—€,¢€). Se llama a la ultima condicion como la propiedad de homomor-
fismo.
Si € = oo, entonces y : R — G es llamado un grupo uniparamétrico en G ¢ subgrupo uni-
paramétrico de G.

OBSERVACION:
Note que si y es un semigrupo uniparamétrico en G, se tedra que y(0) = I,

Proposicion 3.4.1 Sea vy : (—€,€) — G un subgrupo uniparamétrico en G. Entonces para cada
t € (—€,€), yesderivableenty

Y =Y 0)y(t) = y(t)y' (0)

Demostracion:
Sea h > 0, se tiene que

Yy (@) = y(h+ 1) = y(t + h) = y(t)y(h)

entonces

|

Y (@) =lim (vt + h) = (1)
1

=lim > (/)Y (h) - Y(1)

.1
=lim = (y() = 1) Y(0)
=Y/ (O)y(t)



CAPITULO 3. LA APLICACION EXPONENCIAL DE MATRICES Y GRUPOS UNIPARAMETRICOS97

1
Y (@) = lim W (y(h+ 1) — (1))

1
=lim A (y(hyy(1) —¥(©))
1
=lim —y(0) (y() = )
=y(®)y'(0)
Por lo tanto
Y =¥ Oy =¥y (0)
O
Proposicion 3.4.2 Sea y : (—€,€) — G un subgrupo uniparamétrico en G. Entonces existe una tinica

extencion a un grupo uniparamétricoy : R — G en G, esto es, un grupo uniparamétrico en G, 7,
para el cual y(t) = y(t), para todo t € (—€, €)

Demostracion

Sea t € R. Entonces existe un natural m tal que —e < t/m < ¢, por lo tanto y(t/m),y(t/m)" € G.
Similarmente, puedo escoger un segundo natural, n, tal que y(¢/n),y(t/n)" € G. Siempre que mn > ny
mn = m, tenemos que

y(t/n)" =y(mt/mn)"

=y(t/mn)™
=y(nt/mn)"
=y(t/m)".
hemos verificado entonces que la aplicaciéon
Yy :R — G;y =y(t/n)", para n grande
es un grupo uniparamétrico bien definido. O

Teorema 3.4.1 seay : R — G un grupo uniparamétrico en G, entonces este tiene la forma
¥(t) = exp(iA)
para algiin A € M,(K).

Demostracion
Sea A = y’(0), por la proposicién 3.4.2, y satisface la ecuacion diferencial con condicién inicial

Y@ =v0A, y0) =1,

Por el teorema 3.3.1, esta ecuacidn tiene una Unica solucion y(#) = exp(tA) O
Nota:

e Aunque el reciproco de este teorema es valido bajo ciertas restricciones: Encontrar un subgrupo
uniparamétrico para una matriz A € M, (K). Su demostracion involucra dlgebras de Lie, las cuales
se considerardn en el capitulo cuatro.



Capitulo 4

Espacios Tangentes y Algebras de Lie

(Marius Sophus Lie, 1842-1899)

En este capitulo estudiaremos las dlgebras de Lie, espacios vectoriales con una funcién bilineal
la cual es antisimétrica y satisface la identidad de Jacobi. Las dlgebras de Lie tienen una importancia
mayuscula en la teoria de Lie, ya que nos ayudard a ver el grupo de Lie(en abstracto) no como una
variedad si no como un espacio vectorial. Los aspectos geométricos de esto serdn estudiados en el
ultimo capitulo cuando definamos a los grupos de Lie.

4.1 Algebras de Lie

Un édlgebra de Lie es la estructura algebraica que describe un conjunto de transformaciones in-
finitesimales. Su uso principal reside en el estudio de objetos geométricos tales como grupos de
Lie y variedades diferenciables. El término de Algebra de Lie fue introducido por Hermann Weyl
(1885-1955) en 1934; previamente, en sus trabajos de 1925, Weyl habia utilizado la expresion grupo
infinitesimal.

Se enetendard como de costumbre a K = R 6 C, estos campos son de caracteristica cero.

Ejemplo 4.1.1 Sea M,(K) el espacio vectorial de las matrices de orden n X n sobre K. Ademds de
esta estructura de espacio vectorial, existe una operacion de multiplicacion en este conjunto con las
siguientes propiedades. Si A, B, C € M,,(K):

1. A(BB+C)=AB+ AC, (A+ B)C = AC + BC, distributiva
2. A(BC) = (AB)C, ,Asociativa

3. AB # BA, En general

98
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4. Al, =1, = A, La matriz identidad.

Se dice que M,(K) es un dlgebra asociativa no conmutativa con elemento unidad. En este conjunto
definimos una nueva operacion de la forma siguiente:

L1: M,(K)XM,(K) — M,(K)
(A, B) —> [A,B] = AB — BA.

que tiene las siguientes propiedades:

1. [A, B] = —|B, A), propiedad antisimétrica

2. [A,[B,C]l +[B,[C,A]]l + [C,[A, B]] = 0, identidad de Jacobi.
En efecto

o Antisimetria
[A,B] =AB—- BA = —(BA - AB) = —[B,A].

e Para A, B,C € M,(K), se tiene que:

[A,[B,C]] =A[B,C] - [B,C]A
=A(BC - CB) - (BC - CB)A
=ABC — ACB - BCA + CBA.

[B,[C,A]] =B[C,A] - [C,A]B
=B(CA — AC) — (CA — AC)B
=BCA — BAC — CAB + ACB.

[C,[A, B]] =C[A, B] - [A, BIC
=C(AB—- BA) - (AB - BA)C
=CAB - CBA - ABC + BAC.

Luego sumando miembro a miembro

[A,[B,C]] + [B,[C,All + [C,[A, B]] = 0

Se dice que M, (K) es un dlgebra de Lie con esta operacion(conmutador de dos matrices).

Observacion
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e Sean A, B € M,(K), estas matrices conmutan si AB — BA = 0. Entonces [A, B] = 0 si y solo si
A, B conmutan. por lo tanto la estructura de dlgebra de lie de M, (K) permite saber en que medida
falla la conmutatividad de matrices.

Como veremos, toda dlgebra de Lie de dimension finita se obtiene esencialmente de esta forma.
Un 4lgebra sobre K, se define de la siguiente forma:

Definicion 4.1.1 Un dlgebra sobre K ¢ K-dlgebra, es un espacio vectorial V sobre K, en el que se
define una operacion(producto):

w: VXV — V
(x,y) — w(x,y) = xy.

que tiene las siguientes propiedades:
1. x+2)=xy+xz, (x+y)z=x2+yz, Vx,y,z€V

2. Axy) = (Ax)y = x(Ay), 1€ K, x,y e V.

Observacion:
La dimension del dlgebra es la dimension de V como espacio vectorial sobre K. Uno de los casos mas
interesantes de algebras lo constituyen la algebras asociativas.

Una R-dlgebra interesante se obtiene tomando V = End(W) = {T : W — W|Tes lineal}, donde
W es un espacio vectorial sobre R y tomando w como la composicion de transformaciones lineales.

Definicion 4.1.2 Un dlgebra V se dice que es asociativa si se verifica(ademds de las propiedades de
dlgebra):
x(yz) = (0)z, x,y,z€ V.

Observacion:
El dlgebra M,(K) estudiada en el Ejemplo 4.1.1, es un dlgebra asociativa de dimensién finita.

Definicion 4.1.3 Se dice que el dlgebra V es abeliana (conmutativa) si
Xy = yx
para todo par de elementos de V.

Ejemplo 4.1.2 Entre los ejemplos de dlgebra tenemos:

1. El dlgebra de todas las matrices n X n sobre el cuerpo (o anillo conmutativo) K. Aqui la multi-
plicacion es multiplicacion ordinaria de matrices.

2. Las dlgebras de funciones, tales como el R-dlgebra de todas las funciones continuas de valores
reales definidas en el intervalo [0, 1], o la C-dlgebra de todas las funciones holomorfas definidas
en algtin conjunto abierto en el plano complejo. Estas son también conmutativas.
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3. Las dlgebras de operadores lineales, por ejemplo en un espacio de Hilbert. Aqui la multiplicacion
del dlgebra viene dada por la composicion de operadores. Estas dlgebras también llevan una
topologia; se definen muchas de ellas en un espacio subyacente de Banach que las convierte en
un dlgebra de Banach. Estas se estudian en andlisis funcional.

Ahora podemos definir el objeto principal de este apartado.

Definicion 4.1.4 Un dlgebra de Lie a, sobre un cierto campo K es un espacio vectorial sobre K,
equipado con una operacion bilineal, sobre K, [,] : axa — a, llamado el corchete de Lie o producto
de Lie, que satisface las propiedades, para x,y,z € a:

1. [x,y] = =y, x|, La antisimetria.
2. [x,[y,zl] + [y, [z, x]] + [z, [x, y]] = O; La identidad de Jacobi.
OBSERVACION:

e En general, la operacion (x,y) — [x,y] no es ni asociativa, ni conmutativa. La falta de asocia-
tividad se comprueba facilmente en el ejemplo del producto cruz.

e Un dlgebra de Lie no puede ser asociativa en general ([x, [y, z]] # [[x, y], z]). La propiedad de Ja-
cobi establece como difieren los dos términos en la desigualdad, su diferencia es igual a [[z, x], y].

e Las dlgebras de Lie; espacios vectoriales con una aplicacién bilineal la cual es antisimétrica y
satisface la identidad de Jacobi.

e Las dlgebras de Lie tienen una importancia mayuscula en la teoria de Grupos de Lie. Ya que el
algebra de Lie nos ayuda a ver el grupo de Lie no como una variedad si no como un espacio
vectorial.

Como se ha observado un dlgebra de Lie no puede ser asociativa en general ([x, [y, z]] # [[x, y], z]).
La propiedad de Jacobi establece como difieren los dos términos en la desigualdad, su diferencia es
igual a [[z, x], y]. Pero a partir de un 4lgebra asociativa siempre podemos definir un dlgebra de Lie.

Problema 4.1.1 Sea A un dlgebra asociativa, defina una operacion para que adquiera la estructura
de dlgebra de Lie.

Solucién
Definamos A;, como el dlgebra que se obtiene utilizando el mismo espacio vectorial A como soporte
de una nueva operacion, definida como hicimos con las matrices en el ejemplo 4.1.1:

(x,y) — [x,y]=xy—yx, x,yeA
A es un algebra de Lie.

1. (Ar,[-,—]), el corchete es trivilmente antisimétrico;
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2. Verifiquemos la condicion de Jacobi. En efecto:

[x, [y, 2l + [y, [z, x11 + [z, [x, y11 =xly, 2] = [y, zlx + ylz, x] = [z, x]y + z[x, y] = [x, ylz
=x(yz — zy) — (2 — Zy)x + y(zx — x7) — (2x — X2)y
+2(xy — yx) — (xy — yx)z
=x(yz) — x(zy) = (y2)x + (2y)x + y(zx) — y(x2) = (zx)y + (x2)y
+ z2(xy) — 2(yx) — (xy)z + (yx)z
=0.
para todo x,y, z € Ay, pues el producto es asociativo por hipdtesis.

O

Problema 4.1.2 Demuestre que si (a,+, *) es un dlgebra de lie sobre un cuerpo F de caracteristica
distinta de dos(Char(F) # 2), la propiedad de antisimetria es equivalente a

[x,x] =0, Vx€a

Solucion
En efecto, dado que Char(F) # 2, dados x,y € a, se tiene que

[x+y,x+y] =[x, x] + [x,y] + [y, x] + [y, y] =0
olx,yl+[y,x] =0
H[x’y] = —[Y, X].

Problema 4.1.3 Sea K =R, a = R? y el producto cruz;

[x,y] = x Xy,
Como producto de Lie, demuestre que R® es un dlgebra de Lie sobre R.
Demostracion:

Sea x,y,z € R?, tomando {ey, 5, €3} 1a base canénica de R?, entonces existen ajj€R,conl <i;j<3
tal que

X =aq1€1 + a6y + a13€3
y =ag1€1 + axpner + aes

Z =@31€1 + 3267 + 3363

Verificaremos a continuacién que el producto cruz, satisface las propiedades de antisimetria y la iden-
tidad de Jacobi.
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e [ a antisimetria;

[x,y] = x Xy =(ai1e1 + aner + ajzes) X (aze) + aner + axes)
=€) X (@a1€] + ane; + axes) + aper X (e + aner + axes) +
aj3e; X (ap1e) + anes + aes)
=1y €1 X e a1 e X ey +a11@3 €1 X €3 +a 1271 € X e +a 12 € X é)
—— —— S~—— —— ~——
0 e3 —e) —e3 0
+ @223 €2 X €3 T3] €3 X €] T+ 13 €3 X € + 13 €3 X €3
S~—— ~— S~—— S~——
el e —eq 0
=(apa23 — a3an)e; + (@;3a2 — a1a3)er + (10 — @pa;;1)e3
€] € €3
=| an arp a3
a1 Q@ 23

€] € €3
=—| Q1 a2 a23
a;p a2 a3

== xx) =~y x].

e La identidad de Jacobi
Utilizando el resultado anterior se puede verificar que y X (x X z) = y(x,z) — z{x,y) ' Por tanto

[x, [y, 2]l = x X [y,z] = x X (y X 2) =y(x,2) — 2(x,))
. [z, x]] =y X [z, x] =y X (2 X x) =z(y, x) — x(y,2)
[z, [x,y]l =z X [x,y] = 2 X (x X y) =x(2,y) = y(z, x).

Sumando miembro a miembro se obtiene el resultado pedido. O

Dadas dos matrices A, B € M, (K), su conmutador o corchete Lie es la matriz [A, B] = AB — BA.
Este conmutador define una aplicacién bilineal sobre K

[1: Mu(E) X M,(K) — M,(K)
(A, B) — [A, B].

Morfismos

Una vez conocidos los conceptos fundamentales de la teoria de, las dlgebras asociativas y dlgebras de
Lie, pasamos ahora a establecer la definicion y propiedades de los homomorfismos estre dichos objetos.

Definicion 4.1.5 Un morfismo entre dos dlgebras de Lie g y ¢, es una transformacion lineal
p g — ¢ que ademads satisface, p([x,y]) = [p(x), p()].

Wz, ¥), denota el producto interno usual en R3
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Figura 4.1: En este esquema se puede ver una interpretacion gréfica del corchete de Lie.

Introduciremos ahora conceptos basicos de la teoria de dlgebras de Lie, los cuales son andlogos a
los de teoria de grupos 6 anillos.

Definicion 4.1.6 . Sea a un dlgebra de Lie sobre K, con corchete de Lie [, ], entonces un subespacio
vectorial b de a es una subalgebra de Lie de a sobre K, si es cerrado bajo el corchete de Lie, es decir,
si x,y € b implica que [x,y] € b.

Para a 4lgebra de Lie se tienen dos ejemplos triviales de subdlgebras de Lie; a mismo y {0} C a, el
algebra de Lie trivial.

Un algebra de Lie donde todos sus corchetes son nulos es llamada abeliana.

Supéngase que a € M,(K) es un subespacio vectorial. Por la definicién 4.1.6, a es una subdlgebra
de Lie de M,(K) que es cerrada bajo el conmutador, esto es, [A,B] = AB — BA € a, para cualquier
A,B €.

Definicion 4.1.7 Si a es un dlgebra de Lie con corchete de Lie [, ], entonces un subespacio vectorial de
a, 1, es un ideal de Lie de a si [z, x] € n para todo 7z € ny x € a. Un ideal de Lie de a,n, es propio si
n # ayno trivial si n # {0}, el ideal {0} es llamado el ideal trivial.

Definicion 4.1.8 Sea a un dlgebra de Lie sobre K con corchete de Lie |, ].

o Elcentrode aes:
zZla)={z€ea:V¥xeaq, [z, x] =0}.

e La subdlgebra derivada de a, o', es el subespacio vectorial de a, generado por el conjunto
[a,a] ={[x,y]: x,y € a}.
es decir,
a’ =([a,a]) = {Z[Xi,yi] cieN,x,y; € a.}
Proposicion 4.1.1 z(a) y a’ son ideales de Lie de a.

Demostracion:
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1. Sean z3, 25,73 € z(a) y x un elemento cualquiera de a, entonces
® 71 + 2, € z(a) siempre que
[Zl + 2o, x] = [Zl’x] + [227 x] =0.

e Para 1 € K,
[z, x] = Az, x] = 0,

por lo tanto Az € z(a). Asi z(a) es un subespacio vectorial de a.

e Vemos que [z(a), a] C z(a).
Sea z € z(a), x € a entonces
[z,x] =0.

Por ser z(a) subespacio de a implica que 0 € z(a), por lo tanto
[z, x] € z(a) (z € z(n), x € a).
2. a’ es subespacio vectorial de a por definicién
e Para ver que o’ es un ideal de Lie de a nétese que
[a’,a] S ([[a,a],a]) Ca'.
siempre que por propiedades del producto de Lie tenemos que para x,y,z € a
[[x, y], 2] = [[z, x], y] + [[x, y],2] € a’.
asi [[a, a], a] € a’ y por lo tanto el subespacio generado de [[a, a], a] esta contenido en a’. O

a b . . .
0 ¢ € Mr(R) : a,b,c € R} el conjunto de matrices reales trian-

gulares superiores, es un subespacio vectorial real de de M(R). En efecto: Sean ry,1,,a;,b; € R con

i =1{1,2,3}, tenemos que
a, dp b] b2
I"]( 0 a3)+r2( 0 bg)eUTZ(R)

a dp b] b2
( b )( o )e UT,®)
Por lo tanto UT,(R) es cerrado bajo la multiplicacion de matrices, asi UT>(R), es una subdlgebra de
Lie de M,(R) siempre que para A, B € UT»(R)

Ejemplo 4.1.3 Sea UT,(R) = {(

Ademds,

[A,B] = AB— BA € UT>(R).
Entonces el centro de UT»(R), z(UT,(R)), es un ideal de Lie de UT,(R). Es evidente que

a 0

Z(UT>(R)) = {( 0 q ) e M>R): ac R}

En efecto
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a) Dado que
(2 9)emenr weslecwmen

a

Sean a, x,y,z € R entonces

(o 0 be (e o) )= o)e o) )= ) -0

b) Por otra parte

a 0

Z(UTz(R)) c {( 0 a )GMQ(R)I QER}

Sea ( g [Z ) € z(UT,(R)) entonces para todo x,y,z € R

o)) = (Ba)E ) - (a2 e) = (%)

b + - + bz — xb —
SR A I LT mYe = 0, esto siy solo si
0 zc 0 cz—2C

ay+bz—bx—cy=0,

como es para todo x,y,z € R podemos tomar x = 7 entonces (a—c)y = 0, en consecuencia a = c,
asi obtenemos necesariamente que b = 0, por tanto

a by (a0
0 c)] \0 a
Se puede asegurar tomando en cuenta b) que

UT,(R) = ((UT»(R), UT>,(R)]) = {( 8 g ) EMR): ac R}.

Definicion 4.1.9 Un dlgebra de Lie a, es simple si todo ideal propio n, es trivial es decir n = {0}.

Definicion 4.1.10 Sean g, b dlgebras de Lie sobre K. Una transformacion lineal sobre K, ¢ : ¢ — b,
es un homomorfismo de algebras de Lie si para todo x,y € g;

B(Lx.y1g) = [B(0). $O)]p-
Tal homomorfismo es un isomorfismo de dlgebras de Lie si ¢ es un isomorfismo lineal.

Proposicion 4.1.2 Sea ¢ : ¢ — b un homomorfismo sobreyectivo de dlgebras de Lie sobre K. En-
tonces V) es abeliana si y solo si ¢’ C ker(¢) = {x €g:ox)= 0[)}‘
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Demostracion:
Sea b abeliana, es decir, para todo x,y € b; [x, y]b =0.

Si x € ¢’ entonces x = Z[xi,y,»]g para n € N, x;,y; € g, se tiene que
i=1

6(x) = )" plxiyilg = Y [9(x1), ()] = 0
i=1 i=1

por ser b abeliana. Esto nos lleva a que x € ker(¢), es decir, g’ C ker(¢).
Por otra parte si ¢’ C ker(¢), sean x,y € ) entonces existen x,y € g tales que x = ¢(x), y = ¢(y) por
ser ¢ sobreyectivo. Tenemos que

[x, ¥]p = [6(X), ¢O]g = ¢[x. Vg = ¢(2) = 0

siempre que Z = [X,ylg € ¢’ C ker(¢). Por lo tanto b es abeliana. O

Para un ideal de Lie de a, 1, el espacio vectorial cociente,
a
={x+n: xeal
n

hereda el producto de Lie definido por

a
[x+m,y+n]q =[x, y]a+1 € —.
n n

De esta forma ( » [ ]a) tiene estructura de dlgebra de Lie sobre K y la llamaremos el algebra de Lie

cociente de a, con respecto al ideal n.
Ademads existe un homomorfismo candnico de dlgebras de Lie dado por:

: a
n.a—>n

X — o(x)=x+n

Proposicion 4.1.3 Sean ¢ : ¢ — b un homomorfismo de dlgebras de Lie sobre K. entonces ker(¢) es
un ideal de §; ademads existe un isomorfismo de dlgebras de Lie entre Im(p) y el dlgebra de Lie cociente

de g con respecto al ideal ker(yp), es decir, Im(p) = ker(@)’
er(p

Demostracion:
Sea la aplicacion

[ glker(p) — Im(p)
x + ker(p) +—  @(x).

Tenemos que f es un homomorfismo de dlgebras de Lie siempre que por el teorema de homomorfismo
f es un isomorfismo lineal y

Sf(lx + ker(p),y + ker(p)]) =f([x, y] + ker(¢)),
=@([x, yD),
=[¢(x), d(Y)],
=[f(x + ker()), f(y + ker(¢))].
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Definicion 4.1.11 Sean a un dlgebra de Lie sobre K, b una subalgebra de Lie de o, y n un ideal de
Lie de a. Entonces a es el producto semidirecto de b y nsi bNn = {0} y a = b + n como espacios
vectoriales. Escribiremos que

a=Dbxn

Tenemos un caso especial de producto semidirecto, el producto directo, al cual le podemos dar
estructura de dlgebra de Lie; es decir, si a, b son dlgebras de Lie, sobre K entonces

axb={(x,y): x€a,yea}
con producto de Lie dado por

[Cer, y1)s (22, ¥2) ] ab = ([xl,xﬂa [)’1,)’2]b)

es un dlgebra de Lie sobre K.

4.2 Relaciones conmutativas y las constantes de estructura de un
algebra de Lie

Sea a un algebra de Lie, de dimension d, y sea {e,-}f: , una base del espacio vectorial asociado a a. Las
relaciones conmutativas de a en la base {e[}f: 1> son los corchetes de lie [e;,e;], 1 <i< j<d.

Las constantes, nimeros reales 6 complejos C f.‘/., tales que

d

k .

lei,e;] = Z Ciex;
k=1

son llamados constantes de estructura' .

Si dos élgebras de Lie, de dimensién finita, tienen las mismas constantes de estructura son iso-
morfas. Mds exacto, si existen las dlgebras de Lie, a y b de la misma dimension d, en las bases {e,~}§1:1
y { f,-}f’zl, respectivamente, tales que las constantes de estructura son iguales entonces el isomorfismo
lineal de a sobre b definido por:

Yyoa

b
€; .

fi

—
—

es un isomorfismo de dlgebras de Lie.

'En fisica matemdtica, los coeficientes de estructura se escriben a menudo Cf]. y se escribe usando el convenio de
sumacién de Einstein como
_ k
[ei, e;] = C[jek.
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Ejemplo 4.2.1 Calculemos los corchetes en el dlgebra de Lie gl,(R). Identificando a gl,(R) con las
matrices reales 2 X 2, ésta generada como espacio vectorial(de dimension n* = 4) por los elementos’

1 12 20 22
{E ,E ", E°E }—{61,62,63,64}

La yuxtaposicion significa la multiplicacion usual de matrices. Los corchetes de Lie entre elementos de
la base dan como resultado

[El’l,El’2] — E1,1E1,2 _ E1,2E1,1

1 0 01 3 0 1 1 0y (01
00 00 00 00) 0O
Por lo tanto, e}, e;] = e;. De igual modo se calcula

[EI’I,EZ’I] — El,lEZ,l _ E2,1E1,1

Lo o)T o) (3 o)lo0)=-(7 o)

Por lo tanto, [ey, e3] = —e3. Asi siguiendo de este modo, obtenemos:

ler, e2] = 2, [e1, €3] = —e3, [e1,e4] = 0, [e2, €3] = €1 — ey, [e2,€4] = €2, [e3,€4] = —e3.
Notar que los 16 corchetes entre elementos de la base, solo es necesario calcular expicitamente 6, por
la propiedad de antisimetria del corchete. Observemos, ademds, que el dlgebra de Lie gl,(C) puede
pensarse como espacio vectorial generada por la misma base pero ahora como espacio vectorial sobre
C. Obtenemos las mismas constantes de estructura que para el dlgebra de Lie gl,(R).

Problema 4.2.1 Sea K =R¢C.

1. Considere las dlgebras de Lie de dimension dos sobre K

a =K, b:{(g (‘;):u,veK}

Con los productos de Lie obvios que hacen que a sea abeliana, y b subdlgebra de Lie de M,(K).
Muestre que cualquier dlgebra de Lie de dimension dos sobre K, es isomorfa a a si es abeliana 6
a b si no es abeliana.

2. Encuentre un subgrupo de Lie matricial, de GL,(K), G, tal que

7,G = b.

Solucion:

1 as matrices E"*, 2 x 2, tienen un cero en todas las posiciones, salvo en la fila r, columna s, en la cual tienen un 1.
Véase Seccion 1.2
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1. Sea g un algebra de Lie de dimension dos sobre K. Tenemos dos casos:

I) Si g es abeliana entonces existe un isomorfismo lineal entre g y a, ¢ : g — a, que cumple

olx, ylg = 0 = [¢(x), ¢(Y)]a

Para cualquier x, y € g, por lo tanto g es isomorfo a a como édlgebra de Lie.

II) Si g, no es abeliana entonces existen x, y € g tal que [x, y] # O por lo tanto x, y son linealmente
independientes sobre K, y asi, {x, y} forma una base para g. Entonces para algunos a,b € K
cona#0

[x,y] =ax+ by #0. “4.1)

Tomando x° = x + 2yyy® = 1y,
forman una base para g y ademads

b 1 1 b
[xo,yo] =[x+-y,—-yl=-[x,y] = —(ax+by)=x+ -y = X,
a’ a a a a

Por tanto, tomandoa =1 y b =0 en la ecuacién 4.1.
Si

U = ( 8 (1) . V = ( _01 8 ) forman una base pal‘a b y [U, V] = U entonces eXiSte un

isomorfismo de dlgebras de Lie entre g y b, dado por

g —Db

ax+by +— aU+DbV.

2. Basta tomar
G = {(g ‘1’) u,veK,u;ﬁO}gGLz(R)

4.3 Curvas y espacios tangentes

En esta seccion por G < GL,(K), se entenderd, sistematicamente, un grupo de Lie de matrices sobre K.

Definicion 4.3.1 Una curva derivable en G es una aplicacion
a:(a,b)— G
para la cual la derivada o' (t) existe para cada t € (a,b) .

A menudo tomaremos a,b € Rcona <0 < b.
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Definicion 4.3.2 El espacio tangente de G en U € G, es:
TyG ={'(0) € M,(K) : aes una curva derivable con a«(0) = U} .
Proposicion 4.3.1 . Ty G es un subespacio vectorial real de M, (K)

Demostracion:
Supdngase que «, 8 son curvas diferenciales en G con a(0) = B(0) = U, es decir, a’(0),8(0) € TyG.
Sea y una curva definida por

y : dom(a) N dom(B) — G; ¥(t) = a()U'B().
a verificar que la curva vy, esta bien definida y es derivable con y(0) = U

1. y esta bien definida. Siempre que los dominios de « y 8 sean vecindades de cero, es decir que
dom(e) N dom(B) # 0. Ademads para cada t € dom(a) N dom(B) se tiene que a(r)U~'B(1) € G.

2. vy es derivable. Ya que es el producto de funciones derivables, asi:

Y = (aU™'B0) = &' OU™'B1) + a()U™'B ().

como y(0) = a(0)U~'B(0) = UU'U = U.
entonces

Y (0) =2’ (0)U'B0) + (0)U'B'(0)
=2/ (OU'U + UU™'B(0)
=/ (0) + B (0).
estden Ty G. Asi la suma de dos elementos del espacio tangente de G en U, TG, es un elemento
de TuG
De manera andloga, sea r € R y @ una curva derivable en G con a(0) = U, entonces se define
v(t) = a(rt), que es una curva derivable en G con y(0) = @(0) = U, entonces y'(0) = ra’(0) esta

en Ty G. De aqui obtenemos que Ty G es cerrado bajo el producto por escalar real.
Por tanto TG es un subespacio real de M, (K) O

Definicion 4.3.3 La dimension real de un grupo de Lie de matrices sobre K, G, es la dimension de su
espacio tangente en I', dim(G) = dimpT,;G.

Se usard la notacién g = T;G para este subespacio vectorial de M,,(K).
g tiene estructura de dlgebra de Lie como se muestra en el siguiente teorema.

Teorema 4.3.1 Se tiene que;

1. Si G es un grupo de Lie de matrices sobre K, entonces g es una subdlgebra de Lie real de M, (K).

'Aqui 1, es el elemento identidad de G.
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2. Si G es un grupo de Lie de matrices sobre C y g es un subespacio complejo de M, (C), entonces
g es una subdlgebra de Lie compleja de M, (C).

Demostracion:

1. Se debe de demostrar que si @ y 8 son curvas diferenciales en G, con a(0) = B(0) = I entonces
existe otra curva derivable en G, y, con y(0) = I y

Y(0) = ['(0),5(0)].
considere la aplicacién
F : dom(a) x dom(B) — G; F(s,t) = a(s)B({)a(s)".

F satisface la condicion de continuidad siempre que si s, y , son sucesiones en dom(a) y dom(3)
respectivamente con s, — sy t, — t entonces

lim a(s,)B(t)a(s,) ™" = a(s)B(nals)™.

Ademads F' es derivable con respecto a cada una de las variables s, 7.

0
= (F(s,1)) =a(s)f (Na(s)™",

0
55 F(s:1) =a/ (s)B(Na(s)™ — a(s)BDa(s)™ ' (s)a(s)™,

siempre que
L™ = —a@s) ' ()als)™. (4.2)

Entonces para cada s € dom(a), la aplicacién F(s,) : dom(8) — G es una curva derivable en G
con F(s,0) = I. Diferenciando

dF(s,1)

_ ’ -1
a a(s)B'(0)a(s)

se tiene entonces que
a()B (0)a(s)™ € g

Por la proposicion 4.3.1 g es un subespacio vectorial de M, (K) y por el teorema que literalmente
dice Sea V un espacio vectorial de dimension finita sobre K. Entonces para todo subespacio
W C V, es un subconjunto cerrado en V. Por tanto g es cerrado. Asi el siguiente limite estd en g.

1 d
lim ;(oz(s),B’(O)a/(O)_l -p0) = 7 (@()B' 0)a(s)™) € g.

s=0
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Mas

d
— 0((a(S))ﬁ'(0)a(S)_1) =2/ (0)8'(0)(0)™" — a(0)8'(0)a(0)™'’ (0)a(0)”!

ds|s=
=a’(0)8'(0)a(0)" — a(0)8' (0)’ (0)
=a’(0)8'(0) - B'(0)a’(0)
=[a’(0),5'(0)].

Es decir que [@’(0),5(0)] € g, por lo tanto existe una curva derivable y en G, con y(0) = I, tal
que ¥'(0) = [@'(0),5'(0)].
9
s=0 at

Entonces
0
2. Se demuestra de manera andloga como en la parte (1).

[a(0),8'(0)] = s

F(s, t)) .

=0

donde F(s,1) = a(s)B(H)a(s)™".

Observacion
Para cada grupo de Lie de matrices, G, existe su dlgebra de Lie el espacio tangente en el elemento
unidad, g = T,G.

Definicion 4.3.4 . Sean G C GL,(K), H C GL,(K), grupos de Lie de matrices sobre K, y sea
¢ : G — H, una aplicacion continua. Entonces ¢ es una aplicacion derivable si se satisfacen las
siguientes condiciones:

a) Para toda curva derivable y : (a,b) — G, la curva ¢ oy : (a,b) — H, es derivable con derivada
(poy)(®) = 4 (y(@®));
poy = dtSO Y\i));

b) Sidos curvas a,B : (a,b) — G satisfacen.

a(0) = B(0), '(0) =pB(0),

entonces

(o a)(0) = (pop)(0).

Una aplicacion derivable que también es un homomorfismo de grupos es llamada un homomorfismo
derivable. Un homomorfismo continuo de grupos de Lie de matrices que también es una aplicacién
derivable es llamada un homomorfismo de Lie.

Proposicion 4.3.2 Sean G, H, K grupos de Lie de matrices sobre K conp : G — Hy 6 : H — K
homomorfismos derivables. Entonces las siguientes afirmaciones son ciertas.
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1. Para cada A € G existe una transformacion lineal real, dya, dada por

d(,DA: TAG e T‘p(A)H
Y(0) — (poy)(0).

donde vy : (a,b) — G es una curva derivable en G con y(0) = A.

2. Se tiene que
dOyay © dips = d(0 0 @)a.
3. Para la aplicacion identidad
ld; : G — G,
yAeG
d(ldg)a = ldr,c.

Demostracion:

1. Seay : (a,b) — G una curva derivable en G con y(0) = A. se tiene que ¢ oy : (a,b) — Hes
una curva derivable en H siempre que ¢ es derivable y

(e oY)0) = p(¥(0)) = p(A)
Asi
(¢ 0y)(0) =dpa(y'(0)) € Tyu)H.

Sean a, 8 curvas diferenciales en G con a(0) = 8(0) = A, es decir, a’(0),5'(0) € T,G. Sea y una
curva definida por
y : dom(e) N dom(B) — G; y(t) = a(HA™'B(2).

por la proposicién 4.3.1 la curva 7, esta bien definida y es derivable con y(0) = A ademads
a'(0) +5'(0) = ¥'(0).
Entonces

dea('(0) + B'(0)) =depa (e’ (0))
=(¢ o) (0)
=(p 0 (@A™'B)) (0)
=((p 0 ) (@(A™))(@ 0 B))' (0)
=( 0 @) (0)(@(A™)( © B)(0) + (¢ 0 X)) (P(A™))(¢ © B)'(0)
=(p 0 @) (0)p(A) ' @(A) + p(A)p(A) ™ (¢ 0 B)'(0)
=(p 0 @) (0) + (¢ B)'(0)
=dpa(a'(0)) + dea(B'(0))

Por otra parte sea r € R y @ una curva derivable en G con a(0) = A, entonces se define y(f) =
a(rt), que es una curva derivable en G con y(0) = a(0) = A.
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Searn, :R—R; m(t) =rt. Asi, y = @ o, Luego

(@ 0y)(0) =(poaom)(0)
=(¢ © @)’ (m,(0)’(0)
=r(¢ 0 a)'(0).

Por lo tanto
dea(ra’(0)) = dpa(y'(0)) = rdpa(a’(0)).

2. Seavy : (a,b) — G una curva derivable en G con y(0) = A
Entonces

d@op)a(y'(0)) = (Bopoy)(0)=(8°9)(0) 4.3)
Paragp: 9oy — Hy (60 9)(0) = 8(¢(A)) entonces
(00 ¢ oy)(0) € TopuK.

luego por la ecuacion 4.3 se tiene que:

(00 9)(0) = dbya)(@'(0))
= dego(A)(ngA(y,(O))
= (dBya) 0 (dea)(Y'(0))

Por lo tanto
dByay 0 dps = d(6 0 ¢),.

3. SeaA € Gyvy:(a,b) — G, una curva diferencial en G con y(0) = A.
como /d; : G — G es un homomorfismo de grupos y

(Idgoy)=vy:(a,b) — G
es una curva derivable en G, por lo tanto /d; es un homomorfismo derivable entonces
d(1dg)a(y'(0)) = (Idg o y) (0) = ¥'(0)

Por lo tanto
d([dg)A = IdTAG*

4.4 Representacion de algebras de Lie; La representacion adjunta

Para cada A € G, existe un homomorfismo derivable en G, X,, llamado el homomorfismo conju-
gacion.
Xi:G— G; X\(U)=AUA".

En efecto
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e X4, es un homomorfismo: Para U, U, € G

XA(U Uy = AU UA™ = AU AT AULA™! = Xu(UDXu(US).

e X4, es derivable: Sea y : (a,b) — G una curva derivable cualquiera en G verifiquemos que
X4 0oy : (a,b) — G, es derivable. Por la definicién de derivada se tiene que:

i i Ka oY)+ h) — (X4 0y)(0)
(X4 0y)(1) =lim .
ACH AT - AyAT
h—0 h
A (hm Y+ —y®)
h

h—0

=AYy (HA™".

Sean dos curvas «,f : (a,b) — G tales que

a(0) = B0), (0) =p(0),

es trivial verificar que:
(X4 0 @) (0) = (X4 2 B)(0).

Por tanto por la definicién 4.3.4, se tiene que X, es un homomorfismo derivable.
La derivada de X,, dX, , es llamada la accién adjunta de A sobre g, entonces
Ady=dXs 19— g Ada(¥'(0)) = (Xa 0 ) (0) = Ay (DA™
Lo de accién viene de que
Ad: Gx g — g
(A,Y) — Ady(Y)=AYA™L

es una accién de grupo como se verifica facilmente. Ademads es continua, verifiquemos que es suce-
sionalmente continua en Y € g.
Sean A,, Y, sucesiones en G y g, que convergen a A y Y respectivamente, entonces.

lim Ad(A,, Y,) = lim A,Y,A;' = AYA™ = Ad(A, Y).

n—oo

Entonces escogiendo una base para g tenemos un homomorfismo continuo (y de hecho derivable en
el sentido de la definicion 4.3.4) de grupos;

Ad: G — GLu, 1,6/ X = GLjmgX)
A +— Ady.

Donde

G LK) = {L : g — g : L es una transformacién sobre K biyectiva} .
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Dada una curva derivable « : (—¢€,€) — G con a(0) = I, existe otra curva
5 . (—E, 6) —> GLd,‘m(g)(K); E(Z) = Ada(t).
que es derivable en 0 siempre que
@(Y) :i' (ayya(n™)
dt t=0

=’ (0)Ya(0)™' + a(O)Y%

(o)

=’ (0)Ya(0)' - a(O)Ya(Ot)_?la’(O)a(O)_l
=a’(0)Y — Yo' (0)
=[a’(0),Y]
Esto define una accién adjunta de U € g sobre g,
ady : g — ¢; ady(Y) =[U,Y].
Ademads por la identidad de Jacobi para U, V, Y € g.

(U, V], Y1+ [V, Y],UI+[[Y,U],V]=0

tenemos que

adiyvy4(Y) =[[U, V], Y]
=-[[V.Y],U]-[lY,U],V]
=[U, VY]] - [V,[U, Y]]
=[U, adv(Y)] - [V,ady(Y)]
=ady o ady(Y) — ady o ady(Y)
= lady, adV]GLd,-m(g)(K) (V).

Entonces tenemos un homomorfismo de dlgebras de Lie y ademds toda dlgebra de Lie g viene equipada
con una representacion natural en si misma; a saber, la representacion adjunta.

ad : g — M,(K); ad(U) = ady.

Ad y ad, son cominmente referidas como las representaciones adjuntas de G y g respectivamente.
La importancia de la representacion adjunta, ad, es que ella trae consigo toda la informacién necesaria
para distinguir (y por tanto, clasificar) las dlgebras de Lie.

4.5 Algebras de Lie asociadas a los grupos de Lie de matrices
clasicos
En esta seccion se determinard el dlgebra de Lie de algunos grupos de Lie de matrices definidos en la

seccion 2.2. Como es costumbre nos referimos por M,,(K), al conjunto de matrices de tamafio n X n con
entradas en K, con K el campo de nimeros reales o complejos.
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4.5.1 Grupo lineal general y especial

Sea GL,(R) el grupo lineal general de tamafio n sobre R.

Teorema 4.5.1 El dlgebra de Lie de GL,(R), denotada por gl,(R), es M,(R), es decir,
T,GL,R) = 4l,(R) = M,(R)

Ademds, dim(GL,(R)) = n?).

Demostracion:
Siempre que

al,(R) = {y’(0) € M,(R) : yesuna curva derivable en GL,(R) con y(0) = I,,}
Por otra parte para cada A € M, (R) y € > 0 existe una curva derivable (que depende de A)
¥ (—6,€) — M,R); () = I, + 1A,

v es una curva derivable en GL,(R), con derivada y'(f) = A, para toda t € (—¢, €) ademéds y(0) = I, y
por lo tanto

A=y € glh,(R)
Si A = 0 la curva y es constante con valor 7, y trivialmente se tendrd que A € gl,(R)
Si A # 0. Consideremos primeramente el conjunto
6 = max {|4] : A valor propio de A} > 0

y tomando € > 0 tal que € < %

Verificaremos que efectivamente Im(y) C GL,(R).
Supongamos que existe ¢ € (—¢, €) tal que

0 =det(I — tA) = (=1)"t"det(A - %I,,)

Por lo tanto ¢ # 0 entonces % es valor propio de A mds

1

<66
I

<l <e

SR

Lo que nos genera una contradiccién por tanto Img(y) € GL,(R). Asi obtenemos que M,(R) C
gla(R). O
De manera casi andloga aseguramos que

dim.GL,(C) = n?

T, GL,(C) = gl(C) = M,(C)
{dimRGLn(C) = 22
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Sea sl (R) el dlgebra de Lie el grupo lineal Especial S L,(R)
Siy : (a,b) — SL,(R) es una curva diferencial en SL,(R) con y(0) = I, entonces para ¢t € (a,b)
tenemos que:

d d
—| det(y(t))=—| 1=0.
il el(y(t) = — i

Por el lema 3.3.1, tenemos que
traza'(v'(0)) = 0

y por lo tanto
T; SL,(R) = sly(R) C ker(traza) € M,(R) (4.4)
El reciproco de la ecuacién anterior también se tiene, siempre que si A € ker(traza). Sea
v :(a,b) — GL,(R); y(t) = exp(tA)

Una curva derivable con derivada y’(f) = Ay(¢), que evaluada en cero es A, y'(0) = A. Veamos que y
toma valores en S L,(R), siempre que por el lema 3.3.2 tenemos:

det(exp(tA)) — etraza(tA) — ettraza(A) — €0 =1.
Entonces

T, SL,(R)= sl(R) = ker(traza) € M,(R),
dim(SL,(R)) = n?—1.

Trabajando sobre C, tenemos que

dim(S L,(C) n* - 1.

T, SL,(C)= sl(C) = ker(traza) € M,(C)
) =
{ dimg (SL,(C)) = 2n* -2,

Problema 4.5.1 Sea G el grupo definido por
G={A€GLR) : ATA = ah, a>0, det(A) > 0}.
1. Encontrar una expresion explicita de los elementos de G.

Solucion

1. Sea

Imponiendo la condicién AT A = al,, obtenemos:

2 2 _ 2 2 _ 2
ajy+ay =ap+ay =« 4.5)

'Recordar que traza : M,(K) — K, traza(A) = traza([a;;]) = Z a;;

1<i<n
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y
ajap +ayay =0 (4.6)
Luego de 4.5
2 2 2 2
a1 _ % Yy
a? @  a? o
~—— Y— N~ Y—
cos?(f)  sin®(9) cos?(B)  sin*(B)
Se deduce que
ap; = acos(d), a;; = acos(B), a;; = asin(d), ay = asin(f),

y sustituyendo en 4.6, tenemos que
cos() cos(B) + sin(H) sin(B) = cos(d — B) = 0,

es decir ‘ r
cos(@—ﬁ):0<—>9—ﬁ:§<—>6:ﬁ+§, k=2n+1,neZ

Por consiguiente
[ acos(®) (—1)fasin(d)

‘( asin(®) (-1 cos(6) )E GLAR).

de la cudl se tiene que
det(A) = (-1)""1a?,

Por lo tanto A € G si y solamente si k es impar (pues dado que A € G, si det(A) > 0,), y podemos
escribir

A:(a _ab), a’ + b =a,

donde a = acos(#), b = asin(f). Los elementos de G generalmente se llaman las semejanzas
del plano, que son el producto de una rotacion por un homotecia, ambos alrededor del origen,

entonces
A=|@ b\ (a O cos(d) —sin(6)
“\b a ) \0 « sin(@) cos(@) |-

Por lo tanto se tiene que

az; an

G = {( dindn ) € GLy(R) : ajy — ax = ap + ay; = o}.

Problema 4.5.2 Demostrar que sl,(C) es un ideal de Lie de gl,(C).
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Solucion

n

Basta recordar que traza : M,(K) — K, traza(A) = traza([a;;]) = Z ak, €s una aplicacion lineal y
k=1
que ademas VA, B € M, (K) se tiene que traza(AB) = traza(BA) En efecto:

traza(AB) = traza([aij] [bl]]) = traza([aikbk,-]) = Z Z ap by

i=1 k=1

traza(BA) = traza([by;la;j]) = traza(lbinanl) = D " bintn;

i=1 m=1
y puesto que K = R 6 C, son cuerpos conmutativos se tiene que traza(AB) = traza(BA).
Ahora sean A, B € s[,(C) y 4,8 € K, entonces

e De la linealidad de la traza tenemos que
traza (1A + BB) = Atraza (A) + Btraza (B) = A(0) + B(0) = 0.
por lo tanto AA + BB € sl,(C), y sl,(C) es un subespacio vectorial de gl,(C).

e Veamos que [sl,(C), gl,(C)] C sl,(C).
Sea A € sl,(C), X € gl,(C) entonces

traza([A, X]) = traza(AX — XA) = traza(AX) — traza(XA) = 0.

por lo tanto
[A, X] € slh(C) (A € slh(C), X € gl,(O)).

4.5.2 Grupo Afin

El grupo Afin n-dimensional sobre K, se defini6 en la seccién 2.2.2, como:

Aff(K) = {A - ( g‘ i ) . AeGL/(K), 1€ K”} C GLy (K.

el cual es un grupo de Lie de Matrices sobre K y por la proposicion 2.2.1, puede ser expresado
como el producto semidirecto de T'rans,(K) y GL, (K), es decir Af f,,(K) = Trans,(K) < GL, (K)

Teorema 4.5.2 El dlgebra de Lie de Af f,(K), es

T, Af F(K) = affa(K) = {(g ;;): A € gly(K) = My(K), xeK"}

Demostracion:
De la definicién 4.3.2, tenemos que

T; Aff,(K) = affy(K) = {y'(0) € M,(R) : yes una curva derivable en Aff,(K) con y(0) = I,,}
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Sea entonces
v :(a,b) — Af f,(K);

una curva derivable en el grupo Afin, con y(0) = I,, y por lo tanto

an(@® ... a@) x()
y(@) = [a;;®)] = [(A);(1)] = a,ﬂs(t) ami(t) xnz(t) ,con a;(t), x;(t) funciones derivables en t € (a, b),
0O ... O 1

Tenemos entonces que a; I.(t), x.(t) son funciones de ¢ con valores en K, asi

&) ... a (0) x0)
: " : : A x
"(0) = : ' ) ’ ;A egly(K) = M,(K K"
YO w0 @0 xo {(5 o) 4 e -, s
0 0 0

Por consiguiente

aff (K) C {( g g ) A egl(K) = M(K), xe K”}

, [A x
LuegoseaA—(O 0)

Una matriz con A € M,(K), x € K" y para algtn € > O(este €, se calcula como en el Teorema 5.6.1)

sea
y:i(-€6) — Affu(K), y(O) =1, + 1A";

curva derivable en A f f,,(K).
De aqui se tiene que

Y(0) = ( o ) € affy(E).

entonces

{( A ): A € gl(K) = My(K), x € K”} € affa(K)

4.5.3 Grupo Triangular Superior

Recordemos al grupo de matrices triangulares superior n-dimensional sobre K, el cual se defini6 en la
seccion 2.2.1, como:

UT,(K)={A € GL,(K) : A es tiangular superior}
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SUT,(K) = {A € GL,(K) : det(A) = 1 }.

los cuales son grupos de Lie de matrices sobre K.

Teorema 4.5.3 El dlgebra de Lie de UT,(K), es

apy adpp ... Ay
0 apnp ... A
T, UT,(K) = tria,(K)={| : : : : |:a;€ekK
0 0 ... ap-m
0O 0 ... a,

Demostracion

Y (=€,€) — UT,(K);

una curva derivable, con y(0) = I,.
Entonces y’(0) es triangular superior. Ademds, usando el argumento que se utilizo en la demostracion
del Teorema 5.6.1, se tiene que dada una matriz triangular superior en M, (K), existe una curva

v:(—€,¢6) — UT,(K), v(t) =1, +tA;
para algin € > 0 pequefio. De esta forma y’(0) = A y obtenemos

T, UT,(K) = trian,(K) =  conjunto de matrices superiores en M,(K),
+1
dim (UT,(K)) = (" ; )dimRK.

El dlgebra de Lie de SUT,(K), es

0 aip ... Ain
0 O ain
T,SUT,(K) =iy (®) =] © © & |:ayekK
0 0 ... aup-1n
0 0 ... 0

Denominado el conjunto de matrices triangulares estrictas, son aquellas que ademads de ser tri-
angular superior los elementos de la diagonal son cero. Entonces

T, SUT,(K) = strian,(K) = conjunto de matrices superiores estrictas en M, (K),
dim(S UT,(K)) = (’; )dimRK.
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4.5.4 Grupo Ortogonal y Ortogonal Especial

Sea O,(R) el grupo ortogonal, definido en la seccion 2.2.3 por
0,R) = {A € GL,(R): ATA = I,,} C GL,(K), es un grupo de Lie de Matrices.
Para una curva derivable y : (a,b) — O,(R), que satisface y(0) = I,,, tenemos que

d T

—y(@®) ' y() =0

dt)’( ) y(@) =0,
y asi

YOy +y"y' (1) =0,
lo que implica
Y0 +5(0)=0.
Entonces, y'(0) = —y’(0)7, es decir, y’(0) es una matriz antisimétrica. Por tanto
T;,0,(R) = ortog,(R) € Asim,(R) = {A € M,(R) : A” = -A}

Luego si A € Asim,(R), para € > 0, consideremos la curva

a:(—€,¢6) — GL,(R); a(t) = exp(tA).

Yy puesto que

a()"a(t) = exp(tA)” exp(tA) = exp(tA”) exp(tA)
=exp(—tA) exp(tA)
=1,.

Asi entonces al tomar «a : (—€,€) — O,(R), se tiene que a’(0) = A,tenemos
Asim,(R) C ortog,(R) = 7,,0,(R)

Por tanto
Asim,(R) = T;,0,(R) = ortog,(R)

Noétese que si A € Asim,(R), entonces
traza(A) = traza(A") = traza(-A) = —traza(A),
Por lo tanto traza(A) = 0. Tomando en cuenta el Lema 3.3.2 det(exp(A)) = €444 = |, se tiene que
a:(—€€) — SO,R)
Es facil verificar que

dim, Asim,(R) = (;)
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Resumiendo tenemos

{ T;,0,(R) = ortog,(R) = T, S O,(R) = sortog,(R) = Asim,(R)

dim,S 0,(R) = dim, 0,(R) = (’;)

Como consecuencia del andlisis anterior tenemos que si A € Asim,(R), entonces
exp(tA) € SO,(R), (t€R)

Problema 4.5.3 Probar que la dlgebra de Lie sortogz(R) no admite ninguna subdlgebra de Lie de
dimension 2

Solucion
Sea {ey, e5, e3} la base estdndar; con el conmutador usual de matrices se tiene que

[er,ex] = e3, [er,e3] = ey, [e3,e1] = e

Asumamos que g es una subdlgebra de Lie. Sea entonces {v = Aej, w= ,inei} una base de g. Y puesto

que el rango de la matriz
/11 lul
/12 /«12
/13 /-13

/ll 1
det (( /12 Zz )) * 07

Haciendo un cambio de base en g podemos suponer que
Aty (100
A2 ]l o 1

v=e +Le;, w=e, +,use3. “4.7)

es 2, podemos asumir que

por lo tanto

Como g es una subdlgebra de Lie, tenemos que [v, w] = av + Sw, y retomando 4.7, obtenemos que
B =—a, 1’ =B, al® +pu’ =1,
y substituyendo las primeras dos relaciones en la tercera, obtenemos
P+ +1=0

Lo que nos genera una contradiccion.
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4.6 Observaciones entre la aplicacion exponencial y el algebra de
Lie
Para un grupo de Lie de matrices G € GL,(K), las siguientes afirmaciones son verdaderas y propor-

cionan una receta para determinar dlgebras de Lie de grupos de Lie de matrices, usando las técnicas de
esta seccion:

1. La funcién
exp; : ¢ — GL,(K)

estd contenida en G, es decir exp;(g) € G, usualmente escribiremos exp,; por la exponencial
de G y otras veces simplemente exp.

2. S1 G es compacto y conexo entonces exp;(g) = G.

3. Existe una bola abierta Ng(0; r) C g sobre la cual exp es inyectiva y da origen a un homeomor-
fismo,
exp : Ng(0; ) — Ng(0; 1),

Donde exp (Ng((); r)) C G es en efecto un conjunto abierto de G.

Proposicion 4.6.1 Sea f : R — GL,(K), un grupo uniparamétrico de GL,(K), entonces existe un
tinico X € gl,(K), tales que para cada t € R,

£(1) = exp(eX).

Demostracion
Dado que f : R — GL,(K), un grupo uniparamétrico de GL,(K), se tiene que f es una aplicacion
continuay f(0) = I,, asi dado a € R, a > 0 se tiene que

f f(0)dt, existey
0

LmﬂwifMMW#mﬁmwifﬂm.

Esta expresion es derivable con repecto a s. Para probar que f es derivable, es suficiente demostrar
que hay un nimero real a > 0, tal que
!
g(n) = f @
a

'Definamos g = T'(f), como la funcién en GL,(K) dada por

paracada s € R

es invertible'

gt = f f(dt

T es una transformacidn lineal llamada operador integracion.
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Ahora puesto que f es continuaen 0y f(0) = I,

1
da >0, [ < a. [If () =1Ll < 5

de donde

l 'l
||a(fo f@d’)""

‘;fum—mmn
I

(@) - 1 |
|

L]
|3

a

2

< 1.

IA
Q| — Q|— Q|

1
2

. . a . .
por consiguiente fo f(?) es invertible.
Luego f es derivable y en consecuencia la matriz deseada X debe satisfacer la ecuacion diferencial

f'®=f0X, fO0)=1.

Por el teorema 3.3.1, esta ecuacidn tiene una tnica solucién y(¢) = exp(¢X). Por lo tanto f(¢) = exp(tX)
O

Definicion 4.6.1 El elemento X de gl,(K) satisfaciendo f(t) = exp(tX), se llama el generador in-
finitesimal del grupo uniparamétricot — f(t). Tenemos

X = f(0)

y mds generalmente

VieR, (fO) ' f(1)=X.
Ejemplo 4.6.1

1 0 0
Y@ = la;;(0] = [(A);;(D)] = [ 0 cos(r) —sin(?) ]
0 sin(r) cos(?)

es un grupo uniparamétrico (describe las rotaciones alrededor del eje 0x), puesto que

¥(1) = exp(tX)

00 O
00 -1/,

01 O

donde

X = [xij] = [(X)ij] =

se tiene que X es un generador infinitesimal de vy.
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Problema 4.6.1 Demuestre que A = ( _02 _01 ) no es de la forma exp(X), para algun X € gl,(R).

Solucién
Supongamos que

(7)) omm

Entonces

asew() = (20 ) aonde(ep(®)=( ¢ 1)

por consiguiente

es decir

a’ +bc ab+ bd (-2 0
ca+dc cb+d* |\ 0 -1

lo que equivale a resolver el sistema

a? +bc=-2
ab+bd =0
ca+dc=0
ch+d* = -1
el cual no tiene solucion real. O

El siguiente lema nos muestra que la aplicacién exponencial no necesariamente es sobreyectiva para
un grupo de Lie conexo.

Lema 4.6.1 Sea A € M,(R) tal que traza(A) = 0 y t un niimero real entonces
traza(exp(tA)) > 2.

Demostracion
Por el Teorema de Cayley-Hamilton tenemos que

A% + (det(A), = 0,
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Caso 1 Sidet(A) = 0, entonces A2 =0y
exp(tA) =L, +tA, VteR
Por lo tanto traza(exp(tA)) = 2.

Caso 2 Sidet(A) # 0, entonces A tiene dos valores propios distintos, y estan dados por

+iVdet(A) si det(A) > 0,
+iv—det(A) sidet(A) <O0.

En cada uno de los casos existe P € GL,(C) tal que

(i\/m 0 )sider(A)>O,

0 —ivdet(a)
P'AP =
V=der(A .
( ‘éet() —\/—()Tt(A)) sidet(A) < 0.

Entonces para cada ¢ € R tenemos que

ol Vael(A) 0 ‘
( 0 it VT ) si det(A) > 0,
P lexp(tA)P =
¢! V-dei(d) 0 )
( 0 NS T ) sidet(A) < 0.
Por lo tanto
cos (1 VaetA) b + 2VED) 4 i dera) > 0,
exp(tA) = aeld)
cosh (1 V=det(®)) I + (’? V;e;j)”A si det(A) < 0.

Asi

2 cos (z \/det(A)) si det(A) > 0,

traza(exp(tA)) = { 7 cosh (t _det(A)) si det(A) < 0.

Por lo tanto para A una matriz real con traza cero y ¢ € R, tenemos que traza(exp(tA)) > —2.
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Capitulo 5

Variedades Diferenciables

(A. N. Whitehead. Science and the Modern World, 1925.)

En este Capitulo se versard sobre el concepto de variedad diferenciable el cual aparece al generalizar
y formalizar la definicién de superficie, independientemente de un espacio exterior. El vocabulario de
la disciplina toma términos de la descripcion del globo terrestre: la representacion plana de la superficie
terrestre es un problema que ha ocupado un papel fundamental en la geometria durante la historia. Las
regiones de la Tierra se representan mediante cartas o mapas, que se retinen en un volumen para formar
un atlas, un conjunto de cartas para todo el planeta. La nocién de variedad diferenciable es necesaria
para entender los métodos de Calculo Diferencial en espacios mds generales que R".

5.1 Transformaciones diferenciables de R"” en R”

Empecemos este capitulo recordando el caso mas sencillo de diferencial de una funcién de varias
variables, con valores reales. Sea f : R" — R", decimos que f es diferenciable en el origen
0=(0,...,0), si existe una transformacion lineal afin:

L : R" — R", tal que
X)—L(X
o X0 - LEO

0
X—>O |X|
Sabemos que
94O 94O
dxi e Oxy,
L(xy,...,x) =] :

Jfin(0) 0fin(0)
dxi e Oxp

La gréfica de L en R" X R™, es el subespacio tangente a la grafica de f sobre el origen.
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Definicion 5.1.1 Sea f : R" — R", diremos que es diferenciable si

1. Es diferenciable en cada punto de su dominio.

2. Lamatriz Df, = (ag,fc) ), varia continuamente con X.
J

Definicion 5.1.2 Una funcion continua f : Vi CR™ — V, C R™, donde cada V es un subconjunto
abierto de R™, con k = {1,2}, es diferenciable 6 suave, si f es infinitamente diferenciable’

La funcién coordenada definida por

Coord: M,(K) — K"
A +—— Coord(A).

Es diferenciable.
Definicion 5.1.3 Un difeomorfismo, es una funcion diferenciable con inversa diferenciable.

Observacion

e “Invertible”, quiere decir invertible en la categoria diferenciable; asi , es un difeomorfismo f :
V, € R™ — V, C R™ si existe una aplicacién diferenciable g : V, € R™ — V; C R™,
tal que fog = Iy, y g o f = Iy,. En otras palabras, esto significa que f es biyectivay f~! es
diferenciable.

e Los difeomorfismos constituyen los isomorfismos de la categoria diferenciable.

. . . 2 2 2
Problema 5.1.1 Construya un difeomorfismo entre el elipsoide > + ;? +5 =1, a<b<cylaesfera
4y +2=a

Solucion
Sea E = {(x,y,z) eRP: S +5L+5 = 1} yS?= {(x,y,z) eR}: X2 +y? 4+ = az}. Considérese:

f: R — R
(x,y,2) +— (x,%y,%2).
f es evidentemente una biyeccion y es diferenciable, con inversa
f: R — R
(x,y,2) +— (x,%y,%2).

también diferenciable, luego f es un difeomorfismo en R*. Ahora consideremos

fle : ECR® — R?
(x,y,2) — (x5, 22).

El recorrido de f|z, es S2, ya que

2Es decir que f € C*.
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Su inversa f~!, esta dada por

fls2: $?cR? — R’
(x,y.2) > (x,2y <)

El recorrido de 7! es E, ya que

V) - \2
x? N )" (G2 _x2 N y? N z
a? b? c? at? a? a?
(x,y,z)eS2
—N—
XAy + 7

Por lo tanto

[ E — 52
(xy,2) — (x2y <)

Es un difeomorfismo de E sobre S 2.

El teorema de la funcion Inversa

132

Si queremos resolver sistemas con ecuaciones no lineales, se tiene la interrogante ;existe un criterio

que diga si es posible resolver el sistema?
El teorema de la funcion inversa nos da ese criterio:

Teorema 5.1.1 Sea f : R" — R", diferenciable y xo € R" tal que det (Df,) # 0, entonces f es

invertible en una vecindad de x.

Demostracion:

Ver [[9] pag. 8-10]
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El teorema del rango

El teorema de la funcion inversa es un resultado que habla del comportamiento local de una funcion,
nos dice lo que pasa en una vecindad de un punto. Pero si estamos interesados en estudiar algunos
aspectos del comportamiento global, de las funciones diferenciables es necesario generalizarlo, y es
con esa finalidad que proporcionamos el siguiente resultado conocido como el teorema del Rango.

Teorema 5.1.2 Sea f : R" — R", una funcion diferenciable y supongase que la transformacion
lineal Df,, tiene rango p, para todo x en alguna vecindad de x,. Entonces existen difeomorfismos

u :Vixg) — B(O;r)
v 1 V(f(x0)) — B(0;r)

Tales que la composicion v o f o u™" es la proyeccion en las primeras p coordenadas.

Demostracion: Ver [[9] pag. 8-10] O
Observacion

e El rango de una transformacion lineal es la dimension de su imagen, la cual es menor que la
dimension del dominio y que la del contradominio de la misma.

(/T:\) . »
\«_,_'_ri// fxo) _)

Vixo) V(f (xo))

i V

vo fou
/_“\\F >
I\\__mf -

R" R”

(XpsenesXps XpytseonsXp)

(X, ... ‘{p.()......()-}

Figura 5.1: Representacion geométrica del teorema del rango.
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5.2 Variedades diferenciables

Cualitativamente, una variedad diferenciable' es un conjunto que localmente se puede representar por
algin R™, y tal que los cambios de coordenadas entre diferentes representaciones de un subconjunto
son C*.

La nocién de variedad diferenciable y difeomorfismo se remonta por lo menos a Poincaré; en su
famoso articulo «analysis situs»(Collected Works, Vol. 6, Gauthier-Villars, Paris, 1953.) topologia
0 «andlisis situs» era, para Poincaré, el estudio de las variedades diferenciables bajo la relacién de
equivalencia definida por el difeomorfismo, Poincaré utilizé de hecho la palabra homeomorfismo para
designar lo que hoy se denomina difeomorfismo de clase C¥, k > 1, podemos decir que la topologia
diferencial es lo que Poincaré entendié como topologia originalmente.

Existen diversas formas de introducir la nocién de variedad diferenciable, muchas de las cuales parten
de la idea de variedad topolégica’ 6 espacio topoldgico. Nosotros preferimos introducir las estructuras
diferenciables, sobre un conjunto sin ninguna otra estructura adicional por el momento.

Sea M" un espacio topolégico Hausdorff separable’

Definicion 5.2.1 . Una Carta o sistema de coordenadas, de dimension n en M", es un par (U, ¢), donde
U C M" es un conjunto abierto, y V es un abierto de R" tal que

p: UM — VCR"
Es un homeomorfismo.

Observacion

e Cada punto p de M" puede recibir un entorno local al que es asignable por medio de ¢ un sub-
conjunto abierto de R".

e (Cabe agregar el abuso del lenguaje al llamar carta a la funcién ¢, pues en general se le llama carta
al par (U, ¢), donde U es un abierto de un espacio topolégico Hausdorff separable M". Y ¢ es un
homeomorfismo de un abierto de U de M" en un abierto V de R"

'La Topologfa Diferencial es la parte de la topologia que estudia las variedades diferenciables y las propiedades que son
invariantes por difeomorfismos.
2Sea (X, 7) un espacio topolégico, decimos que X, es una variedad topoldgica de dimensién 7 si

a) X es Hausdorff;
b) X tiene una base de vecindades numerable; y

¢) X es localmente homeomorfo a R”

3Se dice de un espacio topolégico M", que es Haussdorf separable si
e VYx,ye M", AU,V C M",abiertos, talesque x € U, y € V,conU NV = 0.

e M" admite una base numerable de entornos abiertos.
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Asi un sistema de coordenadas de dimension n en p € M es la n-tupla (xy,...,x,) = (u10¢,...,u,0¢p),
donde ¢ es una carta de dimensién n en p, y

u: VCR"— R

son las funciones coordenadas en V.

Ejemplo 5.2.1 Tomando M" = R", y ¢ : R" — R", dada por ¢ = Idp, es claro que (R*, Idp"), es
una carta de dimension n, en R". En este caso, las coordenadas son las usuales que en R".

Ejemplo 5.2.2 Sea C el cuerpo de los niimeros complejos. Dado 7z € C, 7 = x + iy, x,y € R. Podemos
identificar a C con R?, mediante el homeomorfismo z = x + iy — (x,y). Sea C* = CxCx...xC, el
n-veces

producto cartesiano de n-copias de C. Sea ¢ : C" — R*", dada por

QX1 + Y2, s X + 1Y) = (X1, Y25+ 5 Xy V)
entonces {(C", )} es una carta 2n-dimensional de C".

Ejemplo 5.2.3 Sea M* = M,(K), al conjunto de matrices de tamafio n X n, con entradas en K = R 6 C.
Dado que M, (K) tiene estructura de espacio topolégico (ver seccion 1.3), y considerando la aplicacion
coordenada definida por
¢: MK — K"
[a;;] +— Coord(A)

Luego del lema 1.2.1 y el corolariol.3.1, Coord es un homeomorfismo. Y por tanto (M,(K), ¢), es una
carta de dimension k = n?.

Ejemplo 5.2.4 Sea C un circulo de radio r, con centro (R,0), R > 0, y R > r, en el plano xy,
giremos a C sobre el eje 7y obtenemos al toro denotado por T. Encontremos una carta al toro

Llamemos eje de giro del origen de coordenadas al eje z, luego sea p € T, sea también O = R* —{eje z}
abierto tal que p € O, ahora definamos

I (0] — R

(x,y,2) +— (W—R)Zzz

Luego tenemos que p € T < f(p) = r*. Calculemos el gradiente de f

2(V2+y*—Rx 2(\/x>+y2—R)y 5
b b Z

Luego Vf|p # 0 fuera del circulo x> +y* = R* A 7 =0. Como R > r # 0, entonces r

Vf=

2 es un valor regular

de f, por consiguiente T = f~'(r?) es una curva de nivel y se obtiene al toro como una superficie de
nivel. Por otra parte tomando el rectangulo V.= (R—r,R+r) X (R—r,R + r), la ecuacion cartesiana
del toro es por tanto
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g: V. — T
(x,y) +— (x, Y, \/r2 - (\/xz +y? - R)z)

Y tomando U = g(V), obtenemos por la construccion que

¢ : U — V
(x,y,2) — (x,y)

Es un homeomorfismo y por tanto (U, ¢) es una carta para el toro T.

Figura 5.2: La figura se muestra una carta para el toro (U, ¢).

Ejemplo 5.2.5 Consideremos la circunferencia unidad del plano complejo S' = {e’y XS R}, la esfera
de dimension 1 en C, en este caso particular la llamaremos 1—esfera. En S'. Sean U = S' — {1} y
V =8'—{-1}, es claro que U y V, son abiertos de S, ver figura 5.3

-~
<

Figura 5.3: Abiertos en S ..

Ahora las transformaciones
¢ : U — 10,2n[
0 — @ =6
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Y
vV — |-mn[
¢ — Y =19

Son homeomorfismos. Por tanto (U, ), (V,¥), son cartas de la 1— esfera de dimension 1.

con la definicién 5.2.1 Surge un problema: Al intentar cubrir una variedad M" puede haber dos
abiertos que se solapen en una determinada regioén, de modo que para un punto p se tengan dos posi-
bles subconjuntos abiertos de R", ¢, (U; N U,) y ¢ (U; N U,). Pero como queremos las coordenadas
Tengan un cierto grado de diferenciabilidad para poder definir sobre ellas objetos(funciones u otros mas
complicados), a su vez, con cierto grado de diferenciabilidad, deben imponerse algunas condiciones de
compatibilidad. Como condicién de compatibilidad exigiremos que se satisfaga para los dos cambios
de coordenadas, la siguiente definicion.

Definicion 5.2.2 Sea ¢, : Uy — Vi y ¢, : Uy — V,, dos cartas de dimension n en M", con
U, N U, # 0. Entonces ¢, y ¢, son compatibles si

$20¢," 1 ¢ (UiNUs) — ¢ (Ui N V)
Es un difeomorfismo.

Observacion

e En la definicién anterior se admite la posibilidad de que U; N U, sea vacio. En caso contrario, los
difeomorfismos ¢, o ¢;' se llaman cambios de coordenadas. Ver figura 5.4.

M

Figura 5.4: Cambio de coordenadas.

Con lo anterior podemos pasar a pensar en todas las posibles cartas n-dimensionales compatibles
entre si y tenemos
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Definicion 5.2.3 Una coleccion de cartas de dimension n en M",
A={do : Up — Valger >
Es un atlas de dimension n en M" si dado J C N, tenemos que:
o M"C Uues U
e Ya,B € J tal que U, N Ug # O se tiene que ¢, y ¢ son compatibles.

Ejemplo 5.2.6 Retomando el ejemplo 5.2.5. En S', tenemos que las cartas (U, ), (V,¥), definen un
atlas. En efecto

y Y
[ T~ 4 ) T
// \\ ) yd ™~
/ N\ / A
[ L ! !
I'.. .'I- T ) II| T
\ ;’f ,o"/tl\\ 7
\ L ] N,
. ,/ @ e, \\_\ ~
] \ll | e
1 l I 2
T L 1 L
0 2 - g

Figura 5.5: Cartas definidas en S'.

Verifiquemos que se cumple la definicion 5.2.3. En efecto
I S'=U0uV=S'—{-1yuS!—{1}
2. Ahoradado que UNV =S — (-1} NS = {1} =S' - {-1,1} #0y
e(UNV) =" —{-1,1}) =10, [V, 2]
WU NV) =y —{=1,1}) =10, 7{U] - 7,0[

Afirmamos que o ¢!, es un difeomorfismo. En efecto

yunv)
{ 0, si6 €]0, [

ounv) 2 unv
™\ 6-2n, si6 €lx, 2]

0 —

Es diferenciable, y

w—l

WUNV) 5 UnV 5 oUNnv)
H

@
{ 0, sif €]0, |

0 — 0+ 2m, si0 €] —m,0[
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Es diferenciable
Luego y o ¢!, es un difeomorfismo, y por tanto

A = {(U, @), (V.)}

Es un atlas de dimension 1, para S'.

Definicion 5.2.4 Dos atlas de dimension n en M", U, A,, son equivalentes si para cualesquiera dos
cartas

e ¢ :U — Viy
G €Wy pp: Uy — Vo con Uy N U, #0.

@1y 2 son compatibles, es decir, ¢, o 7' es un difeomorfismo.

Observacion:
Note que de la definicién dos atlas A, A, de M son equivalentes, si su unién %; U A, define un atlas de
Ml’l

Ejemplo 5.2.7 En S! tenemos el atlas definido en el ejemplo 5.2.6. Ahora definiremos otro atlas
1—dimensional de clase C*® en S'. Sea S' = {(x, yeR? 1 2 +y? = 1}, en R?, en este caso partic-
ular la llamaremos 1—esfera. En S, definamos un atlas C*:

Sean O = {(sin(2r1),cos2mn) € S : 0 <t < 1}y W = {(sin(2mr), cos2mr) € S' : —1/2 <1< 1/2},
es claro que O y W, son abiertos de S'. Definamos las funciones

Figura 5.6: Abiertos en la 1—esfera.

e 0 — 10, 1[
(sin(27t), cos(2nt)) +— ¢

o W — ]1-1.30
(sin(2nt), cos(2nt)) +— t

2z

Tenemos que S :OUWyOﬁW:{(sin(27rt),cos(27rt))€Sl :0<1<3 6 %<t<l}.
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(cos(2mt), sen(2wt)) (cos(2mt), sen(2wt))

Lot Dt
Figura 5.7: Abiertos traslapados en la 1— esfera.

Ahora como u = o, si 0 < t < %, yo = u—1si % < t < 1, el cambio de coordenadas

cou U NV) — o(0NW), es la identidad sobre el intervalo 10,1[ y oo u™'(t) = 1 -1,
sobre el intervalo ]%, 1[. Luego o o u™', es un difeomorfismo C=, y A = {(O, u) , (W, 7))}, es un atlas de
dimension uno C*®, en S .

El siguiente problema nos demuestra que no todos los atlas son difeomorficamente iguales

Problema 5.2.1 Probar que la funcion

f: R — R
t — f(="r.
Define una estructura diferenciable en R diferente de la usual.(El del atlas U, = {(R, Id)})
Solucion
Dado que
f1: R — R
r — \%

Es continua, se tiene que f es un homeomorfismo, asi {(R, f)} = A, es un atlas, compuesto por una
carta global, veamos si A; y A,, son equivalentes.

fold\(t) = f(v), es diferenciable

Ido ()= f'(0) = Vt, no es diferenciable en 0.
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Por tanto f o Id~! no es un difeomorfismo, es decir (R, f) define una estructura diferenciable en R
diferente de la usual.

La definicion 5.2.4 establece una relacion de equivalencia en la familia de los atlas de una variedad
M™:

Lema 5.2.1 Dos atlas Uy, U, de M" son equivalentes, si su union Uy U W, define un atlas de M", que
establece una relacion de equivalencia en la familia de los atlas de M"

Demostracion:
1. reflexiva: Evidentemente cada atlas es equivalente a si mismo;

2. simétrica: Sean A, A,, dos atlas equivalentes en M", entonces de la definicién 5.2.4, toda carta
de A, es compatible con toda carta de A,,

¢1€2(1¢11U1—>V1y
¢2€‘2[2¢22U2—>V2, COIlUlﬂUz?&@.

@1y ¢> son compatibles, es decir, ¢, o ¢;' es un difeomorfismo. Entonces A, es equivalente a ;.

3. transitiva: Supongamos que A;, A, A3, son tales que el primero es equivalente al segundo y
el segundo es equivalente al tercero. Tenemos que probar que el primero es equivalente al
tercero y, para ello, basta ver que si (U, ¢;) € A; y (W, ¢3) € A3 es compatible con (W, ¢3). De
hecho, es suficiente de demostrar que ¢;(U N W), es abierto y ¢3 o ¢! es C, ya que entonces
intercambiamos los papeles de A; y 23, se deduce que ¢3(U N W) es abierto y ¢ o ¢3! es C.

Dado p € ¢1(U N W), consideremos (V, ¢,) € A, tal que ¢;'(p) € V. Vemos que (U NV N W)
es abierto, por ser interseccion de ¢,(U N V) con ¢,(V N W) que lo son. Entonces ¢ (U NV N W)
es abierto por ser la imagen de (U N'V N W) por el homeomorfismo ¢;¢;", contiene a p y estd
contenido en ¢; (U N W). Esto muestra que este ultimo conjunto contiene un entorno de cada uno
de sus puntos y es, por tanto, abierto.

Ahora, basta demostrar que @3 o ‘,0;1 es C* en un entorno de p, pero con la notacion de antes
podemos escribir:

-1 _ -1
©3 0 ¢ |<p1(UﬂVﬂW) =@3lunvaw © ¢ |<p|(UﬂVmW)
— -1 -1
=@3lunvaw © @, |¢2(U0VOW) o @alunvaw © ¥ |¢p1(UﬁVr1W)

- -1
=(¢3 © ©; N wnvaw) © (@2 © @1 e wnavaw)

Lo que demuestra que ¢3 o go;l esCengp(UNVNW). i

Definicion 5.2.5 Un atlas de dimension n en M", U, es maximal si dado cualquier otro atlas de dimen-
sion n en M", W, compatible con U, se tiene que

A CA.
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Observacion
Dado un atlas A" en M" siempre existe un atlas maximal en M", A, que lo contiene, A" C A.

Definicion 5.2.6 La tupla (M", ), o simplemente' M", es una variedad diferenciable de dimension n
en M" si

o M" es un espacio topolégico Hausdorff separable.

o A es un atlas maximal en M".

Observacion

e La filosofia subyacente es que como una variedad es un espacio topoldgico abstracto todas las
operaciones de andlisis que queramos hacer se llevaran a cabo bajando a R" por una carta.

e Del lema 5.2.1, se deduce que cada estructura diferenciable tiene un tnico representante maxi-
mal para la inclusién. Por tanto para obtener una estructura diferenciable maximal, es suficiente
definir un atlas A, y tomar su clase de equivalencia []

e Es posible obtener diferentes estructuras diferenciables en un mismo espacio topoldgico: Se sabe
que en la esfera de dimension dos, S2, s6lo hay una estructura diferenciable pero J. Milnor en
1956 prob6 que en la esfera de siete dimensiones, S’, hay 28 posibilidades, considerandolas
como equivalentes si son difeomorfas.

Ejemplo 5.2.8 Sabemos del ejemplo 5.2.1 que ¢ : R" — R”, dada por ¢ = Idg-, (R", Idgp"), es una

carta global de dimension n, en R". Se tiene entonces que U = {(R",Ian)}, es un atlas. Por tanto
(R", [A]), es una variedad diferenciable.

Ejemplo 5.2.9 Tenemos del ejemplo 5.2.2, que ¢ : C" — R*", dada por

@(x1 +iya, .oy Xy 1Y) = (X1, Y25+ 05 Xy Vi)

Es un homeomorfismo y por consiguiente {(C", p)} es una carta global para C". Luego tomando A =
{(C", p)}, es un atlas 2n-dimensional de C". Por lo tanto (C", [U]), es una variedad diferenciable.

Ejemplo 5.2.10 Consideremos nuevamente a M* = M, (K), el conjunto de matrices de tamaiio n X n,
con entradas en K = R 6 C. Sabemos del ejemplo 5.2.3, que

¢ ME — K¥
laij] +— Coord(A)

Es una carta global de M, (K). Asi U = {(M,(K), p)}, es un atlas, por consiguiente (M,(K), [A]), es
una variedad diferenciable de dimension n’

Ejemplo 5.2.11 Del ejemplo 5.2.6 se tiene que (S, [A]) es una variedad diferenciable 1—dimensional.

'Esto abusando del lenguaje matemético
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Ejemplo 5.2.12 Esfera en espacios euclidianos

Tenemos que S = {(xl, . x,) Ry x? = 1}, de-

fine a la esfera unitaria de dimensién n en R"*!'. En S" con-
sideramos la topologia inducida por la topologia usual de
R"*! 1a cual hace a " un espacio topoldgico hausdorft sep-
arable. Sean Uy = S§" — {Py} y Us = S§" — {Ps}, donde
Py = (1,...,0,1) y Pg = (0,...,0,—1) son respectiva- |
mente, los polos norte y sur de la esfera S”. Los conjuntos
Uy y Ug, son conjuntos abiertos en S"y §" = Uy N Uy, a

continuacién definamos las aplicaciones siguientes:

Figura 5.8: Proyeccion Estereografica

©ON Uy — R
(X1yeeey Xpy1) 1—x,,+1('x1""’x”)'
y
®s - Ug — R”
(X150 ey Xpg1) 1+;n+1(x1’ ces Xn)

Las aplicaciones ¢y y ¢s son llamadas, respectivamente, proyecciones estereogrificas norte y sur. Las
. . . -1 -1 : .
inversas de las aplicaciones ¢, y ¢, son dadas, respectivamente por:

oy - R" — Uy
2x 2%, ||x||2—1)
(xl’ ) xn) (1+”x”2 B B 1+HX||2 B 1+”x”2
y
o' R" — U
2x 2, 1—||x||2)
(-xl ) s xn) (1+||X||2 ’ ’ 1+”x”2 ’ 1+”x”2
donde ||x|]> = o xl.z. Es claro que ¢y y @5, son homeomorfismos, y A = {(Uy, ¢n) , (Us, @s)}, €s un

atlas n—dimensionales en S”. En efecto:
Tenemos que Uy N Us = §" —{Py, Ps}y que oy (Uy N Us) = ps (Uy N Us) = R" —{0}. Por otra parte

2x; 2x, 1- ||x||2)
T+ P71+ P 1+ 1l

:SDN (yl$' . $yn,yn+1).

‘PNOSOE] (X1,...,Xxn) =90N(

2% _ _ 1P o _ — 1 _ P _
donde y; = o = I,...,n € yuy1 = e tenemos por consiguiente que 1 —y,.; =1 e =
2|11
e luego

1 1P
L=yu1 2|67
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Ahora
1
¢N(y1""’ynayn+1):1 ()71’---,)’;1)
— Yn+l
LI [ 2% 2%,
20l N1+l 1+ [l
1
=— (x1,..., X).
J1x?
De donde se sigue que
i 1
ono@s (X1, X)) = ——= (X1, .00 Xp)
[1xl

El cual es claramente un difeomorfismo C*, Ahora puesto que

s oy = (‘PN ° 9051)_1 ;

Se sigue que @5 o ¢y, es también un difeomorfismo C*.
Luego A = {(Uy, ¢n), (Us,@s)} es un atlas de dimension n para S”. Por consiguiente (S”, [A]), es una
variedad diferenciable.

Problema 5.2.2 Consideremos la funcion

d: R"XR" — R

1, six#y
Gy = {O, Six=y

Describir la topologia inducida por las d esferas. ;Es una variedad?

Solucion Para 0 < € < 1 las esferas abiertas para esta norma d, se reducen al punto centro, esto es:
B(a;e) = {x e R" : d(a,x) < €} = {a}

Luego si € > 1 las esferas abiertas satisfacen que

U B(a;e) = R,
acR"
Por tanto la d topologia resultante es la topologia discreta pues cada punto es abierto. En R" con la

topologia discreta no podemos definir una estructura diferenciable pues no podemos definir homeo-
morfismos. Por tanto no es una variedad.

5.3 Las subvariedades abiertas

Los abiertos de una variedad tienen estructura de variedad. Sea A un abierto en M" una variedad diferen-
ciable de dimension n, es a su vez una variedad diferenciable. Veamos como A, hereda las propiedades
topoldgicas y diferenciables de M".
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1. Topologia inducida de M" en A. Diremos que B C A, es abierto si existe O C M" Abierto tal
que ON A = B. Esta definicién permite saber qué es y qué no es un subconjunto abierto de A. Por
ejemplo, para determinar si un subconjunto de la esfera S es abierto a partir de una topologia de
R? no hay més que encontrar un abierto de R?, cuya interseccion sea el subconjunto de la esfera
en cuestion.

2. Hausdorff Sean U,V € A ¢ M". Entonces existen P, Q C M" abiertos talesque U € Py V € Q,
tal que P N Q = (. Pero entonces

U=PNA
V=0nA

Por construccién, son subconjuntos abiertos de A. Luego efectivamente si el conjunto de partida
es Hausdorft, el subconjunto con topologia inducida también lo es.

3. Separabilidad Dada una base de entornos abiertos numerable para M"(por ser separable) con-
seguimos una para A simplemente formando su interseccion con M". Mas formalmente, existen
{O,}.cr abiertos de M" implica que es posible construir una base numerable de entornos abiertos
para A, {5(,}, simplemente definiendo 5a =0,NA.

4. Atlas C*. Si M" es una variedad C* a partir de su atlas, A; = {(U,, @a)},; construimos un atlas
C*® para A, {(U"’a’)}ad del siguiente modo:

—_

u,=U,NA
Z)Ea = SoalUQ-

Los conjuntos abiertos los construimos por intersecciéon con los de M" y las aplicaciones de
carta mediante restriccion del dominio original (en M") a A. Las subvariedades abiertas tienen
la misma dimensién que R", la variedad ambiente. La 3-esfera no es por tanto una subvariedad
abierta de R*. La bola de dimensién  si es una subvariedad abierta de R”.

Si¢: U — V,esunacartaen M, tomando?ﬂ: UNA — E(U N A) tal queE(x) =¢(x), x e UNA.
Entonces las cartas asi construidas forman un atlas para A. Luego A es llamada una subvariedad abierta
de M.

Mas ejemplos de variedades

1. El grupo GL,(K) es una subvariedad abierta de M, (K), esto pues GL,(K) es un abierto en la
variedad M,,(K). En efecto
La funcién determinante es continua' en M, (K), entonces

"Puesto que M,,(K) es isomorfo a K", Sea f dada por

f: K" =KxKx...xK — K
P ——

n2-Veces
= (allvazls'"9an1,"'saln’~~',ann) — f(Z) = Z(YGS,, e(a)ad(l)laa(2)2,...,aa(n)n.
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GL,(K) = M,(K) — det”' ({0})

es un conjunto abierto ya que {0} es cerrado en K, y bajo una funcién continua la imagen inversa
de un conjunto abierto, es un abierto.

Problema 5.3.1 EIl cono cuadrado en R, esta dado por

2 2 2
X Z
—2+y—2+—2:0.
a b c

¢ Es una variedad de dimension dos? ; Por qué si o por qué no?

Solucion
Afirmamos que el cono no es una 2—variedad. En efecto, supongamos que

[x2 ¥
C:{(x,y,z) tz=c¢ ;+%}

es una 2—variedad, tomemos el punto 0 = (0, 0,0) € C y construyamos una supuesta carta (U, ¢), en un
entorno de 0, claramente U es conexa por ser ¢ un homeomorfismo, ¢(U) es conexo, sea U= e(U)-P,
entonces U, es conexo pues a (U) c R?, le hemos quitado solamente un punto, puesto que ¢! es
continua, entonces (,a‘l(ﬁ) = U — 0 es conexo. Lo que nos genera una contradiccién, pues todos los
caminos quedan suspendidos en 0 = (0,0, 0), en particular los puntos Py Q de la figura 5.9, no se
pueden unir por ningin camino.

[

Yy

£Z

Figura 5.9: Representacion del cono cuadrado en R,

la cual es una funcién polindmica por lo tanto continua. luego puesto que det : M,(K) — K; es tal que det(A) = f o
Coord(A), y puesto que la composicién de funciones continuas es continua. Por lo tanto det es continua.
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5.4 La variedad producto

En el sentido de construir variedades diferenciables a partir de unas ya conocidas (6 dadas), se abre
un espacio ilimitado a la fantasia. Pero la tarea del estudio de variedades diferenciables es demasiado
general para que se proporcionen todas en esta pequefla introduccién pero fundamental seccion del
presente trabajo. Por esta causa se efectia con las distintas limitaciones naturales, no pudiendo dejar
a un lado respondernos algo que pareceria evidente e inofensivo ;dadas dos variedades diferenciables
M™, N", el producto cartesiano M™ X N", es también una variedad diferenciable?

Teorema 5.4.1 Sean (M™,A,), (N",Up) variedades diferenciables. entonces el producto cartesiano
M™ x N", es una variedad diferenciable.
Demostracion

1. Dado que el producto de espacios de Hausdorft es de Hausdorff(ver [[8], Pdg. 225]), y un pro-
ducto numerable de espacios segundo numerable, es segundo numerable(ver [[8], P4dg. 218]), se
tiene por tanto que M™ X N", es un espacio topolégico Hausdorff separable.

2. Ahora consideremos
2[(1 = {‘;0(2 U, M —V, C Rm}ae[
A ={0: OsCN" — W;CR }ﬁel
las estructuras diferenciables de M™ y N" respectivamente. Consideremos las aplicaciones

hog: Uy XOg CSM"XN'" — V,x Wz CR"™™
(x,y) > (pa(X), G5(1))-
Demostraremos que A = {hop : Uy X Og — Vo X Wp}, 45/ ; €s una estructura diferenciable de
M™ x N". En efecto

e Sea hup(x,y) = hop(t, u), se tiene la definicion de A,z que
(a(X), Gp(3)) = (@a(D), Op(u)) © @u(x) = @o(t) A Op(x) = Op(u)

Puesto que ¢, y 65 son biyectivas, se sigue que x =t A y = u, 0 sea que h,z es biyectiva.

e Mostremos que se cumple la definicién 5.2.3. En efecto

| hap(Ue x Op) =| ), 89U x Op) = ] #a(Us) X 65(0)
ap ap ap

_ [U %(Ua)] % [U eﬁ(OB)] C M" X N"
a B

Por otra parte sean (a1, 1), (@2,B2) € I X J tal que (U, X Op) N (Uy, X Og,) # 0
h;ll,Bl © h;z}ﬁz =(Pay 0/31)_1 0 (Pay, 9,32)

:(90(;11’ ngll) o (‘)0(1/2’ 9[5’2)

=(90;11 © Pas> 9/§11 o 6s,), bastarecordar u X vo (zXw) = (uoz) X (vow)
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-1

Como cada una de las componentes es diferenciable se sigue que ,, 5 © h;zlﬁz, es diferenciable y se tiene

que el cambio de coordenadas es diferenciable y por lo tanto M™ x N", es una variedad diferenciable.

Ejemplo 5.4.1 Considerando el ejemplo 5.2.11, tenemos que (S', ) es una variedad diferenciable,
asi entonces S' x S' = T? el toro, es una variedad diferenciable de dimension 4.

Figura 5.10: ElI toro como producto de S' x S*.

Ejemplo 5.4.2 Generalizando el ejemplo anterior, tenemos que (S', ) es una variedad diferenciable,
asi entonces S' x S' x ... x S' = T" el toro, es una variedad diferenciable de dimension 2n.

5.5 Transformaciones diferenciables en variedades

En lo que sigue, una variedad diferenciable de dimensién m, (M™, ) la denotaremos simplemente por
M™, cuando no exista la necesidad de explicitar un atlas que determine la estructura diferenciable A, de
Mﬂ‘l.

Definicion 5.5.1 Sean (M™, ;) y (N",U,) variedades diferenciables de dimension m y n respectiva-
mente.

e Una transformacion continua f : M™ — N" es diferenciable’ en un punto p € M™ si y solo
si existe una carta (U,¢) € WUy de una vecindad de p en M™ y una carta (V,) € U,, de una
vecindad de f(p) en N" tales que s o f o ¢~ es diferenciable en ¢(p).

e Una transformacion continua f : M™ — N" es diferenciable siy solo si f es diferenciable en p
para todo p € M™

Observacion

e La aplicacion fy, = ¥ o f o ¢!, es llamada expresion local de f, en las coordenadas ¢ y .

2De clase C*®
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e Esta definicion, aunque no lo parezca, es la mds natural que puede darse para la nocién de difer-
enciabilidad de una aplicacién f : M™ — N", puesto que en los espacios abstractos M" y N”",
no tenemos estructura de espacio vectorial, por lo tanto usando coordenadas locales traspasamos
el problema a abiertos de espacios euclidianos, donde ya tenemos definida la nocién de diferen-

ciabilidad.
/F-_-_‘_-"‘""-L
MJ'H f JVH
0 W

R m

Vo fFo .
6 W) oy

Figura 5.11: Transformacién diferenciable entre variedades.

Problema 5.5.1 Demostrar que la definicion de diferenciabilidad de una transformacion f
(M™, %) — (N",A,), en un punto p € M™, no depende de los sistemas de coordenadas (U, ¢) y
(V) elegidos en U, y Wy, respectivamente.

Solucién
Sean (Uy,¢1) y (Vi,¢) elegidos en A; y A,, respectivamente, las cuales satisfacen la definicién de
diferenciabilidad de f en p. Entonces en ¢, (U N Uy), se tiene que

fors =10 foe)
=Yoo oy)o folg ' op) oy
=W oy oo fop No(poy)
=W oy ) o folpop)

Como estamos suponiendo que f,,, es diferenciable en el punto ¢(p), y los cambios de coordenadas
son diferenciables es el punto ¢;(p). O

5.6 Espacio tangente y derivadas

Sea M™ una variedad diferenciable de dimension m y p un elemento en M™.
Se define el conjunto de funciones suaves con dominio una vecindad de p como
C*(M™,p) = {f : UC M™ — R; fesdiferenciabley p € U.} Para f,g € C°(M",p)y @ € R
definimos
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f+geC™(M", p) por(f+g)x)= f(x)+gx)
fg € C™(M™, p) por(fg)x)= f(x)g(x)
af € C*(M™, p) por(af)(x) =af(x).

para x € dom(f) N dom(g).
Es necesario entonces definir formalmente el concepto de espacio tangente a una variedad.

Definicion 5.6.1 Una tangente de M™ en p, v, es un operador real de C*(M", p),
v i C¥(M™, p) — R, tal que v satisface los siguientes axiomas:

1. v(af + bg) = av(f) + bv(g) (Linealidad.)
2. v(fg) = v(Ng(p) + f(p)v(g) (Regla de Leibniz.)

El conjunto de las tangentes de M™ en p es llamado el espacio tangente de M™ en p, denotado por
T,M"™, el cual tiene estructura de espacio vectorial real.

+: TM"xT,M" — T,M"
(Vi,Vv2) v+ v, (v v)(f) = vi(f) + va(f).

RxT,M" — T,M"
(a,Vv) — av, (av)(f) = av(f).

Problema 5.6.1 Demostrar que v(f) depende solamente del comportamiento de f localmente.

Solucion

Sea v una tangente de M™ en p, sea ¢ € K, y sea también U una vecindad de p, definamos la funcién

constante:
c: peUcM" — M"

X = C

Luego
e Sicly =0, vicly) =v(0+0)=v(0)+ v(0), entonces v(c|y) = 0.
o Sicly = 1y, v(1ly - ly) = v 1(p) + Hu(p)v(lly) = 2v(1ly), entonces v(1|y) = 0.
e Parac # 0, v(c|y) = v(cl|y) = cv(1|y) = 0.
Cabe agregar que 1|y denota a la funcidn 1 definida en la vecindad U de p, tenemos que:
v(flo) = v(f - Hu) = v(H1(p) + f(p)v(lly) = v(f)

Por lo tanto v(f) depende solamente del comportamiento de f localmente. m|
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Definicion 5.6.2 Una curva diferenciable en M™, es una funcion vy, continua de un intervalo (a, b) (a <
0 < b) sobre un abierto U de M™, tal que se extienda a una funcion diferenciable, es decir para cada
carta ¢, de dimension m en M™, con dom(p) N U # () tenemos que

povy : )/_l(dom(go) NU) — R", es diferenciable.

Definamos una relacion entre dos curvas que pasan por un mismo punto: Diremos que estas curvas
son equivalentes si y sélo si tienen el mismo vector velocidad en el punto’

Figura 5.12: Curvas equivalentes.

Definicion 5.6.3 Sea M™ una variedad diferenciable de dimension m, y sean ay, @, : (—€,€) — M™,
dos curvas diferenciables en M™ tales que a1(0) = a,(0) = p € M™. Diremos que ay,a, son equiv-
alentes y se nota ay ~ «ay, si 'y solo si para alguna carta (U, ¢) de una vecindad de p, se tiene que

(¢ oa)(0) = (40 a)(0).
Observacion
e En la definicién la condiciéon impuesta no depende de la carta elegida.

e La condicién induce una relacion de equivalencia, entre curvas.
Véase [9].

Sea vy una curva diferenciable en M y x € dom(y). Se define la derivada direccional, de f en
p = y(x), en la direcciéon y como y.(s)(f), donde

y:(s) o C*M™,p) — R
f = (foy)(x)
es un operador real de C*(M™, p).
El concepto de variedad estd disefiado de tal manera que tenga sentido definir diferenciabilidad

de una transformacion, la filosofia subyacente es que como una variedad es un espacio topoldgico
abstracto todas las operaciones de andlisis que queramos hacer se llevardn a cabo bajando a R" por una

ZPensemos en R”, pues un vector tangente se puede pensar como el vector velocidad de una curva. Todo esto claro esta
se considera de nuevo localmente en torno al punto
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carta. Por ejemplo, se dice que una funcién f : N" — R es C*, si para cada carta (U, ¢) la funcién

foe™! 1 U) — R, loesy se define para cada p € U, la derivada parcial i-ésima en la variedad
como of
5| =Du(foel
Xilp (@(p)

donde el simbolo D,,, significa la derivada parcial usual con respecto a la i-€sima variable. En general:

Definicion 5.6.4 Sea (N",), una variedad diferenciable de dimension n y (U, ), una carta, con
(X1y.e.5X,) = (U 0, ...,u, o), un sistema de coordenadas, sea p € N", para cada i € {1,2,...,n},

se define la derivada parcial en p con respecto a x;, % » definida por
1

)
0x;

, s CCWNp) — R

l) ‘
(¥(p)

Observacion

0 n
L35l €T,N
p

2. Se tiene la siguiente notacion para denotar la derivada parcial en p con respecto a x;

_(2
p_ 8xl~

or
8xi

)(f) = Dy(p)f.

p

Figura 5.13: Derivada parcial en p con respecto a x;.

Haciendo uso de la funcion ¢;;, delta de Kroneker, tenemos que

Axiop™) Hu;opop™) Ou;
Dy, (p)xi = =TE—(p(p) = T E(p) = S plp)) = 6y
I/tj auj Huj
Asi entonces, sea aj,...,a, € R, sea

aD,(p)+...+a,D,, (p)=0
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una combinacién lineal nula de elementos en T,M™, entonces para cualquier f € C*(M™, p), por
consiguiente

[alel(p) +...+ amem(p)](f) =0

en especial
0=[a1Dy(p)+ ...+ auD,,(p(x) = a;D,(p)x; = a;,

Por lo tanto {D,.(p)} es linealmente independiente en 7,M™. 1)

1<i<m®

Lema 5.6.1 Si f € C*(R",a), a =(ay,...,a,) € R", entonces existen funciones
glr--->8m € C°(R", a), tales que

f=fla)+ Z(uj —a;)g;.
=1
en una vecindad de a. Ademads, gi(a) = Di(a)(f).

Teorema 5.6.1 Si (xy,...,x,) = (uy o ¢,...,u, o @), es un sistema de coordenadas, en p € M", una
tangente v de p, entonces

v= v Dy(p).
i=1

Demostracion
Sea f € C*(M™, p). Por el lema 5.6.1, para f o ¢! € C®(M™, ¢(p)), entonces existen gi,...,gu €
C>(M™, p(p)) tales que

Fou™ = fop e(p)+ ) ;- ¢(p))g;.

J=1

en una vecindad de ¢(p) y Di(@(p))(f o ') = gi(¢(p)). Sea U una vecindad de p, para todo x € U, se
tiene que

f) =(f 0 ¢ )(p(x))
=f o ¢~ (@(P)(p(x)) + Z(uj(so(X)) = uj o p(p)p(x0)))gi(p(x))

J=1

=f(p) + Z(xj(X) = xi(p)g; © p(x).

=1
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p.(pf =222 YD o)

O[f(p) + Z(uj —¢(p))g;
j=1

= P (e(p))

m

=> [— (@(p) 8(p(p)) + (14(e(p)) — 1 0 @(p)) —(sa(p))]

Jj=1

=gi o p(p).

Entonces para v € T,M"™, tenemos que

v(f) v<f<p>>+2 ~ xi(p)g; © ¢)

v ((xj - xj(p)gj° QD)
1

J

v(x;)g;j o @(p) + (x;(p) — x;(p)v(g; © ¢)
1

.
I

v(x;)D,,(p)(f)

.
Il
—_

Observacion

e El teorema nos dice que {D,,(p)} es una base para T,M".

1<i<m’
e La dimension del espacio tangente, es la dimension de la variedad diferenciable M™.
e Se tiene trivialmente que
. d (Ml‘l'l)
F: T,M" — R™
Dy(p) — e

. I m . .
es un isomorfismo natural entre 7,M"™ y R4mM™ " como espacios vectoriales.

Sea C,(M™) el conjunto de curvas diferenciables de la variedad M", a, tal que a(0) = p. El
siguiente teorema nos mostrara que por cada tangente, v, viene asociada una curva, a, tal que v = @.(0)

Teorema 5.6.2 Sea M™, una variedad diferenciable de dimension m, y p un elemento de M™, tenemos
que
T,M =C,(M")] ~ = {a*(O) . @ es un representante de [a] € C,(M™)/ ~}.
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Demostracion
Sean (x1,...,%,) = (U1 0 @,..., U, o ¢), un sistema de coordenadas de p € U C M™' y v una tangente
m

en p. Entonces por el teorema 5.6.1, v = Z a;D..(p), para algunos a; € R. Construyamos la funcién
i=1

diferenciable g : R — R™, como g(s) = (x;(p) + say, ..., xn(p) + sa,), entonces existe € > 0, tal que

8e = 8li—ee) €V, por ser abierto en R™. Definimos la siguiente curva

Yo go_logE :(-€,6) U

la cual es diferenciable en M™ con y(0) = p.
Veamos que y.(0) = v, sea f € C*(M™, p).

¥-(0)(f) =(f 0 y)(0)
=(fo¢ ' 0g)(0)
=D(f 0 ¢™") (g0)) - Dgc(0)

a
=(D.(pf - Dy (p)f )
am
= aD,(p)f
i=1
=v(f).

5.6.1 La Derivada de Funciones Diferenciables

Definicion 5.6.5 Si h : M™ — N™, es una funcion diferenciable entre variedades, definimos la
derivada de h en p, como la aplicacion lineal

dhp . TpMm S Th(p)Nm
= dh,(W(f) =v(foh).
para v una tangente en p, y f € C*(N™, h(p)).

Una de las ventajas que nos brinda el teorema 5.6.2, es su evidente sabor geométrico. Mantiene a
los vectores ligados a curvas en M™. Esto permite, por ejemplo, dar una definicién alternativa de la
diferencial de una transformacion diferenciable, mas precisamente
Basta tomar

dhy, (y.(0)) = (h 0 y).(0)

Donde y € C,(M™).

"Donde ¢ : U ¢ M™ — V Cc R™.
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Problema 5.6.2 Demostrar que las definiciones ante dichas de la derivada de h, coinciden siv = y.(0),
para alguna y € C,(M™)/ ~

Soluciéon
Sea f € C*(N™, h(p)), entonces

dh,(V)(f) =¥(f o h)

=y.(0)(f o h)
=(fohoy)(0)
=(h o ¥).(0)(f)
=dh,(y.(0))(f).
O
Lema 5.6.2 La aplicacion derivada
d]’lp . TpMm S Th(p)Nm
o = dh,(W(f) = v(f o h).
es lineal.
Demostracion
Seana,beR, u,veT,M", y f € C*(M", h(p)), se tiene que
dh,(au + bv)(f) =(au + bv)(f o h), definicion de derivada
=a(u(f o h)) + b(v(f o h))
=a(dh,(u)(f)) + b(dh,(v)(f))
=(a(dh,(w)) + b(dh,(v))(f).
O
Proposicion 5.6.1 Sea h : M"™ — N" una funion entre variedades, y sea p € M". Si
(X1, X250+ .3 X)) = (U 0 Q,up © @,..., U, © @), es un sistema de coordenadas en p € M" y
O1,Y25+--5Y0) = (U 0 6,uy 06,...,u, o8, es un sistema de coordenadas en h(p) € N", pruebe

que la matriz de dh, respecto a las bases {ij(p)}1<j<m y {Dyi(h(p))}mq, es la matriz jacobiana
[ij(p)(yi ° h)] € Mnm(R)

Demostracion
Sea f una funcién de valores reales, definida en una vecindad de p € M™,y g; = u;o6oho¢™'. Entonces
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dhy(D.,(P))(f) =D.,(p)(f o h)

(o] O 1
_Wfohoy ) ah 2 ()
Uj
o loBohow
_ Shnaes D)
Uj

=D(f 0 6 )O(h(p))) - DB o ho ¢ ' )@(p))-ej, donde e; € R”
=[Dy,(h(p))f - - - Dy,(h(p) f1- Jacy((p)) - ¢,

%(cp(p))
=[Dy, (h(p))f - -- Dy, (h(p))f]
X (sD(P))
= Z D, (h(p))f - —(90(17))
Y dado que
O(u;000ho ! 0g;
D)o by = THEE2REE D ) = Sy,
J J
O
Observacion

1. Notese que Jacy(¢(p)), significa la matriz jacobiana de la funcién diferenciable g, en ¢(p) es
decir:

L) ... 2 T (PP
Jac,(o(p)) = [@@(p))] o
§ Buj ' ’
g g
ﬁ(so(p)) ﬁ(s@(p))

2. Quieran lo que quieran decir los simbolos D, (p) = ,» yasean derivadas de clases de curvas o
derivaciones que actdan sobre funciones, el caso es que formalmente se transforman por medio de
una matriz jacobiana, es decir como ya se conocia en el calculo multivariable cuando el simbolo
tenia otro significado.

Problema 5.6.3 Consideremos la funcion

f: R — R
(x,y) +— x3+xy+y3+l.

1. Compute df, : T,R* — Ty,R

2. En cual de lo puntos (0,0), (3 , 3) es df,, inyectiva 6 sobreyectiva?
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Solucion

1. Por definicién tenemos que

0 of 0 5 0

df(— )= —(p) = =06+
oxlp) Ox =" Otlpp Ot f(p)

0 of 0

a’f(— ) =—P) - =| =G&+3)P=
ayl,) Oy "~ Otlsp ot fip)

2. Para p = (0,0) se tiene que f(p) = 1, asi entonces

0 0 ‘ ( 0 ) 0 '
Ir (8x (0,0)) ot Jo 0y l0.0) ot

Por otra parte para p = (3, 1), se tiene que f(p) = 3, luego

0 2 0
df. | < 2.2
fp(@x(;,b) 3 dtlz
y
(2] 120
P 6}1(%’%) _3 at%

Por consiguiente df, es sobreyectiva en p = (%, %). Y en general df, no puede ser inyectiva
puesto que dim(R?) > dim(R).

Todo elemento f € C*(M™, p), da origen, via su diferencial, a un elemento del espacio dual de
T,M™, T,M™ . Identificamos TR con R, mediate [a - D(f(p)) «— a]y asi df, : T,M" —
Ty»R = R. Notemos que bajo esta identificacion para v € T,M"™, tenemos que df,(v) = v(f). Ahora,
si (x1,...,X,), €s un sistema de coordenadas en p € M™, tenemos que

d-xi,,(Dx_/(p)) = ij'(p)xi = 61']"

entonces {dxlp, ... ,dxmp} es una base para TpM’"*. En efecto

1

df,(v) = v(f) = D V&) - Dy(p)f = Y (De(p)ds, ().

Definicion 5.6.6 Sea M" variedad diferenciable, y sea tambien p € Mm, dada una carta (U, ¢) de p en
M'™, al espacio vectorial sobre R, generado por {dxl JEEEES dxmlp}, se le denomina espacio cotangente

de M™ en py se denota por T,M™, por ser el dual de T,M™. Los elementos de T,M™ se llaman uno
Jormas.

Observacion
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e Para efectos de notacién dxl-|17 =dx;,.

Dado que todos los espacios vectoriales(V) de dimension finita sobre R se pueden tratar como un
R¥(para algin entero k = dim(V)), y una vez fijadas las bases las operaciones se realizan coordenada a
coordenada como si casi todo fuera vectores en R,

Ejemplo 5.6.1 (2dx;, +3dx;)(25-| — =

oxy lp 0x1

p)=1p0rque (2 3)(_21):1

Problema 5.6.4 Sea
f: R — R?
(x,y) > (X% —2y,4x°)%).
1. Compute df; »),

2. Encuentre df((4Z i)|(01))

ax ay

Solucion

1. Dado que p = (1,2) — f((1,2)) = (-3, 16), luego

df(% 02 :Z_i: (172)5 (=3,16)
=(r12ey)| S
0
=(2, 48)8_t 316
y
df((% (1’2)) :% (1,2)(% (-3,16)
=(-2.8x%) 120l 316
0
=(=2, 16)& (-3.16)
Por tanto

2 -2
dﬁ1’2>:(48 16)
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2. Notemos primeramente que a’f((4(% - 6%)|(0,1)) = df(o,l)(4(% on a% (0’1)) Asi
0 0 2 =2 4 10 0 0
df((d= - = = = =10— + 176 —
A 3y)|(0’”) ( 43 16 )( -1 ) ( 176 ) f0.1) xl(-3.16) 9yl-.16)

Definicion 5.6.7 Sea (M™, ), una variedad diferenciable de dimension m. Un subconjunto N* de
M"(k < m), es una subvariedad diferenciable de M™, de dimension k, si para todo p € N, existe
una vecindad U, tal que p € U C M™, y una carta (¢, U) de dimension m, ¢ : U C M" — V C R",
tal que
pee'(VNRH =NNU.
Observacion
e Para tal N*, subvariedad de M™, formamos un atlas de N*, ., tomando como cartas
2:U=NNU— VAR, 3 =oe(x),

donde ¢, es una carta de dimensién m en M™.

Definicion 5.6.8 Una transformacion diferenciable f : M" — N", entre variedades diferenciables es
un difeomorfismo local en p siy solo si existe una vecindad U de p en M", tal que fly : U — f(U),
es un difeomorfismo.

Ahora disponemos de mds herramientas para trabajar con las variedades diferenciables y pode-
mos extender con facilidad algunos resultados cldsicos del calculo. Se tiene en principio el siguiente
resultado

Teorema 5.6.3 (Teorema de la funcién inversa para variedades)
Sea h : M — M’ una funcion diferenciable entre variedades de dimension m y m’ respectivamente
supongamos que para algiin p € M’
dhy = TyM — Ty M’
es un isomorfismo. Entonces existe una vecindad U, de p,y una vecindad V de h(p), tal que
hIU U —>V
es un difeomorfismo. En particular m = m’.

Ver [[0], pag. 24] O
Luego generalizando el resultado anterior obtenemos:

Teorema 5.6.4 (Teorema de la funcién implicita para variedades)
Sea h : M — M’ una funcion diferenciable entre variedades de dimension m'y m’ respectivamente
supongamos que para algiin g € M’

dh, : T,M — TypM’
es sobreyectiva para todo p € N = h™'(q). Entonces N C M, es una subvariedad de dimension m — m’
y el espacio de p € N esta dado por T,N = ker(dh,).

Ver [[0], pag. 31-32] m]



Capitulo 6

Grupos de Lie

W A %J 2recterrictical rec Jore ofec

coder gite 07 tevrim A cnoiiiintis A

(Marius Sophus Lie, 1893)

Presentamos a continuacion nuestro ultimo Capitulo el cual trata a los grupos de Lie; un grupo
algebraico con estructura de variedad diferenciable y compatibilidad entre ambas estructuras es decir
que las operaciones del grupo son infinitamente diferenciables. Se estudia el teorema principal Todo
grupo de Lie de Matrices en un grupo de Lie, y se da a conocer que el reciproco es falso para ello
construiremos un contraejemplo y exponemos para ello al grupo de Heisenberg de tamaio tres. Este

grupo describe una de las mds importantes diferencias entre los grupos de Lie y grupos de Lie de
matrices.

6.1 Grupos de Lie

Definicion 6.1.1 Un Grupo de Lie, es una variedad diferenciable G de dimension finita que es
también un grupo algebraico', y tal que las aplicaciones naturales(del grupo) mult : G X G —>
G, mult((g,h)) = gh, e inversa inv : G — G, inv(g) = g”'(con G X G es la variedad producto) que
son la multiplicacion y la aplicacion por inversos, son diferenciables(infinitamente diferenciable).

Podemos también brindar una definicion alternativa sin abusar del lenguaje

Definicion 6.1.2 Un Grupo de Lie, es un par (G, ), donde G es una variedad diferenciable y u :
G X G — G, es la operacion que define el producto del grupo, de tal manera que la aplicacion

p:GxG— G, mult((g,h)) = p(g,h™") = gh™",

Iver definicién 1.1.1

161
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es diferenciable(infinitamente diferenciable).

Observacion

La dimensién del grupo de Lie, es la dimensién de la variedad diferenciable G.

Un grupo de lie de dimension cero(como variedad) se llama discreto. Tiene la topologia trivial, y es a
lo mas numerable, reciprocamente, un grupo(abstracto) numerable, es un grupo discreto.

Un grupo de Lie es en particular un grupo topoldgico'. La topologia es la inducida en el grupo por la
estructura de variedad. Cabe preguntarse bajo que condiciones se puede asegurar que un grupo
topoldgico admite una estructura de variedad diferenciable que lo hace grupo de Lie. Este problema
constituye el quinto problema de Hilbert’. Esencialmente se puede enunciar el resultado de la forma
siguiente:

Un grupo de topologico Hausdorff G, es un grupo de Lie si y solo si es variedad topologica.

Esto es equivalente a decir que G es localmente compacto, y que no contiene subgrupos arbitrariamente
pequefios’

Definicion 6.1.3 Sea G un grupo de Lie. Un subgrupo cerrado H de G que también es una subvariedad
de G, es un subvariedad de Lie de G

Ejemplos de Grupos de Lie

En los primeros ejemplos no hay dificultad en probar la diferenciabilidad de la operacién de grupo,
puesto que las variedades involucradas son abiertos de un espacio euclideo, tal y como lo observamos
en los ejemplos de variedades”.

Ejemplo 6.1.1 R" con la suma es un grupo de Lie, ya que es una variedad diferenciable de dimension
n, es un grupo topologico aditivo y las operaciones de adicion y cambio de signo son diferenciables.

Ejemplo 6.1.2 En general cualquier espacio vectorial real V de dimension finita es un grupo de Lie.
La estructura diferenciable resulta de identificarlo con R ), mediante la carta global dada por las
coordenadas respecto a la base arbitraria, y aplicacion aditiva f : VXV — V, f(u,v) =u—v, esde
clase C*

Ejemplo 6.1.3 Del problema 3.4.1, y del ejemplo 5.2.6, tenemos que
S' = {zeC : |zl =1}, es un grupo topolégico, ademds una variedad diferenciable. Por otra
parte tenemos que
mult : S'xS! — §!
(@1, ®)) s li0glie) = (itt+e)

inv: S' — §!

e 5 =it

"Ver definicién 2.1.1

2En 1952 el quinto problema de Hilbert fue resuelto conjuntamente por Gleason y por D. Montgomery y L. Zippin. Ver
[[5], pag. 24]

3Es decir que el elemento neutro e € G, posee un entorno compacto que no contiene subgrupos no triviales.

#Ver la seccién 5.2
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estdn bien definidas y son diferenciables. Por lo tanto (S', U, -), es un grupo de Lie de dimension 1.

Proposicion 6.1.1 Sean G, G,, grupos de Lie. Entonces G = G| X G», con el producto (x,y)-(m,n) =
(x-n,y-m),y el inverso dado por (x,y)™! = (x!,y7"), es un grupo de Lie.

Demostracion De la seccion 5.4, tenemos que G = G| X G,, es una variedad diferenciable, respecto a
la estructura diferenciable dada por la variedad producto.
ademads las aplicacion

mult : (G XG) X (G XGy) — (G xXGy)
(g, ), (g', 1)) — (gg" hh).

es C®. Por tanto G = G| X G, es un grupo de Lie. O

Ejemplo 6.1.4 Del ejemplo 6.1.3, (S', *),es un grupo de Lie bajo la multiplicacién compleja, se tiene

que
Stxst=12

el toro T?, es un grupo de Lie, de dimension 4. (Ver ejemplo 1.1.3)

Ejemplo 6.1.5 Generalizando el ejemplo anterior, tenemos que S' X S' x ... x S = T" el toro, es un
grupo de Lie de dimension 2n.

Ejemplo 6.1.6 (GL,(K), %) es un grupo de Lie con respecto al producto de matrices. En efecto

a) (GL,(K), ) es un grupo con respecto al producto de matrices.

Si A,B € GL,(K), entonces A * B = AB € GL,(K), para A,B,C € GL,(K) se cumple
A(BC) = (AB)C( la propiedad asociativa), la matriz identidad I = [0;;](donde 6;; es el simbolo
de Kronecker, definido por: 6;j = 1 sii = jy 6;; =0, sii # j) esta contenida en GL,(K), ademds
dada una matriz A € GL,(K), es nosingular y por tanto A" es nosingular, asi A~' € GL,(K).

b) GL,(K) es una variedad diferenciable.
De los ejemplos de variedades diferenciables se tiene que GL,(K) es una variedad diferenciable
ya que es una subvariedad diferenciable del espacio lineal M,(K).

c)Sea GL,(K) x GL,(K), el espacio producto, ya que GL,(K) también es un grupo algebraico, y
las aplicaciones multiplicacion e inverso

mult : GL,(K) X GL,(K) — GL,(K)
(A, B) > AB.

inv: GL,(K) — GL,(K)
A — AL
estdn bien definidas y son continuas, ademds
(A,B)— AB (AB);j son polinomios en A;;, B;;

Ar— A7 (A_l),-j son funciones racionales en A;;

ijs

son diferenciables.
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Ejemplo 6.1.7 S L,(K) es un subgrupo de Lie de GL,(K). En efecto

Sabemos que S L,(K) = det™'({1}) < GL,(K), donde det : GL,(K) — K, es la funcién determinante,

la cual es C™. Asi sea A € S L,(K) = det™'({1}), tenemos que la derivada de det esta dada por:
d(det), : TAGL,(K) = M,(K) — T\ K =K.

Seay : (a,b) — GL,(K), una curva C*, con y(0) = A. Entonces

d(det)a(y'(0)) = (det o y)' (0).
Sea yy : (a,b) — GL,(K), tal que y5(0) = A~ y(t). Tenemos que yy(0) = I, y por el lema 3.3.1
(det o vy)' (0) = traza(y’(0)).

Por lo tanto

(det 0y)'(0) = (det o Ay,)'(0) = (det(A))(det o o) (0) = traza(y'(0)).
Entonces d(det)4(X) = traza(A~'X), es una funcion sobreyectiva, para toda
A edet™ ({1}) = SL,(K)

siempre que la funcion traza es sobreyectiva. De este modo por el teorema de la funcion implicita
det™'({1}) = S L,(K), es una subvariedad de GL,(K) y por tanto un subgrupo de Lie de GL,(K)

Las buenas aplicaciones entre grupos se denominan homomorfismos, en la teoria de Lie no podria
faltar su andlogo mds precisamente tenemos una extension de la definicion 2.5.1 para grupos de Lie.

Definicion 6.1.4 Sean G, H grupos de Lie, Un homomorfismo diferenciable o suave de grupos de
Lie, h : G — H, es un homomorfismo continuo de grupos de Lie y una funcion diferenciable entre
variedades si satisface:

e Un homomorfismo que es continuo y
e h(G) es subgrupo de Lie de H.

Decimos que h, es un isomorfismo de grupos de Lie si ademds es un difeomorfismo. Un isomorfismo de
un grupo de Lie G en si mismo se llama un automorfismo del grupo de Lie G.

Para G un grupo de Lie y g € G, se definen las funciones

L,:G—G; L, =gx Traslacion a izquierda.
R,:G— G; R, =1xg Traslacién a derecha.
Xe:G—G; xo= gxg™! Conjugacion.

Proposicion 6.1.2 Para cada g € G, las funciones L,, R,, x, son difeomorfismo con inversas
-1 _ -1 _ -1 _
Ly =Ly, Ry =Ry, X, = g1

Demostracion:
Ver [[1], pag. 188] O
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6.2 Campos invariantes por traslaciones a la izquierda

Dado que un grupo de Lie G es una variedad diferenciable, podemos hablar de campos vectoriales
en G y denotaremos por X(G) al conjunto de los campos vectoriales diferenciables en el grupo de Lie G.

Un campo vectorial X € X(G) se dice que es invariante por la izquierda si
dL,(X(h)) = X(gh) Vg, heG,

Problema 6.2.1 Considerar el T' del producto T' x R* del toro unidimensional por el grupo multi-
plicativo de los niimeros reales positivos ( de los cuales llaman el grupo de semejanzas del plano). Sea
(0, x), coordenadas locales. Demostrar que el campo de vectores

0 N 0

— x_

00  0x
es invariante a izquierda

Solucion

Ya que 7' y R*, son grupos de Lie, y puesto que el producto directo de grupos de Lie es a la vez
un grupo de Lie, se tiene que 7! x R*, es un grupo de Lie. Luego sea (6,x) € T! x R" arbitrario y
(@,a) € T' x R* un elemento fijo cualquiera, consideremos Ly : T' X RY — T! x R*; L, =gx, la
traslacion a izquierda definida por L, 4)((6, x)) = (@ + 6, ax) por lo tanto se tiene que

da+)  Ba+) 10
dLgq = ( A ) = ( 0 a )
00 ox

Dado que Xy = & + x£, ver figura 6.1
Luego dado que

1 0 1 0 0
dLq 0 Xo) = ( 1 4 )( ) ) =g ta5 = X0,y ° Lioa = Xa.a)-

Por consiguiente dado que (a, a) es arbitrario, tenemos que X es invariante a izquierda.

Problema 6.2.2 Usar las coordenadas del campo de vectores

0
—, i<i;j<n, enGL,(R)
dx]

probar que el campo de vectores Y en GL,(R), de quién matriz de componentes en la identidad es
A = (a)), y a que matriz de componentes es igual BA, donde los elementos B = (b], de GL,(R), es un
campo invariante por la izquierda
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Figura 6.1: El campo vectorial % + x% en el grupo de las semejanzas del plano .

6.3 Algebra de Lie g de un grupo de Lie G.

La importancia del concepto dlgebra de Lie', reside en que hay un dlgebra de Lie especial (que ademas
es finito dimensional), asociada a cada grupo de Lie y que las propiedades del grupo quedan reflejadas
en las de su dlgebra’

Denotemos por X(h) = X, a un elemento de 7,,G, por lo que

dLgh . ThG — TghG.

Los campos vectoriales invariantes izquierda forman una subdlgebra de Lie, del dlgebra de Lie, todos
los campos C*® y esta es la que se llama algebra de Lie de G, denotada por g. Podemos pensar a cada
campo C* invariante a izquierda como una familia de vectores tangentes X, uno para cada g € G;
dado que X, = dL,X,, el campo esta determinado por X,. Veremos que la funcion X — X,, con e el
elemento identidad del grupo de Lie es un isomorfismo de espacios vectoriales de g en T,G, el espacio
tangente a la identidad de G. Finalmente 7,G hereda la estructura de algebra de Lie de g via este
isomorfismo. Més precisamente tenemos que:

Proposicion 6.3.1 Sea G un grupo de Lie y sea g el espacio vectorial de todos los campos de vectores
invariantes a izquierda, entonces

1. g es un espacio vectorial real y ¢ = T,G via el isomorfismo de espacios vectoriales § — T,G
dado por a(X) = X..

2. Los campos invariantes a izquierda son diferenciables.

'Ver definicién 4.1.4
2Por ejemplo los grupos de Lie conexos y simplemente conexos estdn completamente determinados por sus dlgebras de
Lie y el estudio de estos se reduce en parte al estudio de aquellas que en bastantes aspectos son mas sencillas.
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3. El corchete de dos campos invariantes a izquierda es invariante a izquierda.
4. El espacio g es un dlgebra de Lie que identificamos con T.G, el dlgebra de Lie de G.

Demostracion

1. Es claro que g, es un espacio vectorial real y que «, es lineal; veamos que a(X), es inyectiva:
Supongamos que a(X) = a(Y), entonces para cada g € G, tenemos que dLy(X,) = dL,(Y,), luego

X, =dLy(X,) = dLy(Y,) = Y,.
Por lo tanto, X = Y. Veamos que « es sobreyectiva: sea x € T,G, definamos un campo de vectores

invariantes a izquierda por X, = dL,(x), para cada g € G; entonces a(X) = x.

2. Veamos que los campos de vectores invariantes a izquierda son diferenciables: es suficiente pro-
bar que para todo campo invariante X, y toda f € C*(G), Xf es C*, para lo cual queremos ver
esta como una composicion de funciones C*. En efecto:

Para cualquier g € G

Xf(8) = Xo(f) = dLo(Xo) f = Xe(f © Lo)(%)

Por lo tanto, es suficiente demostrar que (x) es C*. La idea fundamental es tomar un campo C*,
Y, talque Y, = X,, y reemplazar a X por Y en la anterior. Definamos las aplicaciones inclusiones
de G — G X G, por

ih(g) = (g.€), e iH(g) = (1,9).

Finalmente, si m es la multiplicacién en el grupo, veamos que (*) coincide con la funcién
((O, Y)(fom)o z;) que es C® por ser composicion de funciones C*. En lo siguiente, notemos
que (0, Y) es un campo C* en G X G, el primer paso es la evaluacion de un campo en una funcién
aplicada en el punto (g, e) y tal que las n primeras derivadas parciales son cero:

(0, Y)(f om) 0il(g)) =(0, ¥)ge(f 0 m)
=0.(f omo i)+ Y, (fomoi)
=Y. (fomoi)
=X, (fomo lﬁ)
=X.(f o L) = (%)

Por lo tanto g = X,.(f o L,), es C*.

3. El corchete de dos campos invariantes a izquierda es invariante a izquierda: Es consecuencia del
siguiente hecho més general: Sea ¢ : G — H un difeormorfismo entre variedades diferencia-
bles Gy H, sean X e Y campos de vectores en G, entonces

dolX,Y] = [de(X), de(Y)]

aplicado a G = H grupo de Lie, ¢ = L, la traslacion a izquierda por un g arbitrario.
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4. Esta afirmacion es consecuencia inmediata de lo anterior: por lo tanto g es un élgebra de Lie,
isomorfa a T,G, el dlgebra de Lie de G.

O

El siguiente resultado muestra que el problema de probar que un homomorfismos de grupos ab-
stractos, entre grupos de Lie, es de Lie se reduce a comprobar que es continuo.

Teorema 6.3.1 Sea G y H grupos de Lie y sea ¢ : G — H un homomorfismo de grupos abstractos; si
@ es continuo entonces ¢ es C*.

Ver [[6], pag. 109] O

Teorema 6.3.2 Sean G y H grupos de Lie con dlgebras de Lie g y b, respectivamente, y con G
simplemente conexo'; sea  : § — b un homomorfismo de dlgebras de Lie, entonces existe un
tinico homomorfismo ¢ : G — H, tal que dp = .

Demostracion
Ver [[6], pag. 101] O
6.4 La funcion exponencial en un grupo de Lie

Sea G, un grupo de Lie. Un subgrupo uniparamétrico’ de G es un homomorfismo de grupos de Lie de
R en G. Sea g el dlgebra de Lie de G y sea X € g; la funcién

o R — g
d
/ld—r — AX

es un homomorfismo de dlgebras de Lie de R en g, donde pensamos a R como el dlgebra de Lie
del grupo R. Dado que R es simplemente conexo el teorema 6.3.2, asegura la existencia de un tinico
subgrupo uniparamétrico de G:

expy :R— G
tal que

):/IX.
r

d
d A—
epr( arlo

En otras palabras, t — exp(?) es el tinico subgrupo uniparamétrico tal que la derivadaen ¢t = 0 es
X,. se define la funcién exponencial como

G

exp: g —
X — expy(l)

'Un espacio topolégico (X, 7), se dice simplemente conexo si es conexo por caminos, cuyo grupo fundamental es trivial.
Ejemplo: Todo espacio euclidiano R" es simplemente conexo.
Ver seccién 3.4
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\V

(x.») l:}na curva
integral

Figura 6.2: Curva integral de un campo de vectores.

Por otra parte, recordemos que si X es un campo de vectores C* y ¢(¢) una curva C*®, ¢ se dice una
curva integral del campo X si ¢’() = X, (ver figura 6.2), para todo ¢. Lo anterior se puede resumir en la
forma siguiente. Sea g = TG algebra de Lie de G; para cada v € T,G, sea X el unico campo invariante
a izquierda tal que X, = v, sea c(¢) la unica curva integral de X, tal que, en particular, verifica ¢’(0) = v;
se define exp(v) = ¢(1), o sea,

exp: g — G
v — (1)

Si se quiere definir a exp : § — G, pensando a g como el dlgebra de Lie de campos invariantes a
izquierda, se toma v = X, y la definicion es la misma.

Figura 6.3: Funcién exponencial en un grupo de Lie.
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Teorema 6.4.1 El dlgebra de Lie gl,(K) es el dlgebra de Lie del grupo de Lie general GL,(K).

Demostracion Por el teorema 4.5.1, sabemos que gl,(K) es un algebra de Lie; por otra parte sabemos que
el grupo de Lie GL,(K) tiene su algebra de Lie g = T,G = espacio de campos invariantes a izquierda,
se quiere demostrar que g = gl,(K).

Calculamos los campos invariantes a izquierda.

Sea A = [a;;] una matriz que identificamos con un elemento del tangente a la identidad(/) en la

forma
)
ij

Notemos que si p € GL,(K) una matriz invertible, entonces existe un € positivo tal que c¢(¢) = I, +tp
es invertible', para todo ¢ de médulo menor que €. Podemos tomar esa curva y al calcular la derivada
obtenemos

=0 =p

Sea X un campo de vectores de la forma

0
X, = X(p) = ) xuparz—

ijk U p

para cada p € GL,(K), donde a;; € R. Notemos que un campo tal es invariante y que

0
XI = X(I) = Z x,k(I)ak]a Z 61k(1)akja Z akjaTij I‘

ijk ijk

Dado que todo campo invariante queda completamente determinado por su valor en la identidad, todo
campo invariante a izquierda es de esta forma para una unica eleccién de coeficientes a;;.
El isomorfismo es la composicion siguiente

X+— X =) aljaa

ij l]

— A= [a,’j].
I

Denotemos por X, al tinico campo invariante a izquierda asociado a la matriz A. Y evidentemente
tenemos que

[Xa, X5l = X{a.5)
donde a la izquierda es el corchete de Lie de campos y [A, B] es el conmutador de matrices. O.
Denotemos por e*, la exponencial de matrices definida en la seccién 3.1, asf entonces

Proposicion 6.4.1 Dada una matriz A € gl,(C) el subgrupo 1—paramétrico ¢ : R — GL,(C), estd
dado por c(t) = e”; en consecuencia exp(A) = e*; con

I

n>0

"'Ver demostracién del teorema 4.5.1
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Es decir la funcion exponencial
exp : gly(C) — GL,(C)

es la exponencial usual de matrices.

Demostracion
Dada A € gl,(C), sea X € g a quien le corresponde A = X, y X, = gA, Vg € G. Del teorema anterior
conocemos los campos invariante a izquierda en G = GL,(C). Luego:

1. Del lema 3.1.1, ¢", est4 bien definida.

2. ¢(t) = " es la tnica curva integral del campo X asociado a una matriz A y tal que ¢(0) = I, lo
cual es evidente. Calculamos

d
(1) :Eem
zetAA

=Ac(n)-

Identificando T;,GL,(C) con gl,(C), la formula anterior nos dice que la curva e, es la curva integral
del dnico campo invariante a izquierda que tiene valor A en la identidad(e). O

proporcionamos el siguiente resultado sin demostracion, pero fundamental para tenerlo en
consideracion;

Teorema 6.4.2 La exponencial abstracta de cualquier grupo de Lie de matrices coincide con la expo-
nencial usual de matrices.
6.5 Los grupos de Lie de matrices son grupos de Lie

En estd seccion se demostrard que todo grupo de Lie de matrices es un grupo de Lie. Para ello comence-
mos definiendo

g={Ae M,R) : Vt € R, exp(tA) € G}
donde G es un grupo de Lie de matrices de GL,(K).

Mas adelante se muestra que g =g, para cualquier G grupo de Lie matricial, sobre R.
Teorema 6.5.1 El conjunto’q es una subdlgebra de Lie real de M,(R)

Demostracion
Por definicion g es cerrado bajo la multiplicacién por escalares.
SiA,B € gyr > 1 setiene que los siguientes elementos estén en G:
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1 1 1 IRY
(exp(;A)) (CXP(;B)), (CXP(;A)) (CXP(;B)) ;
1 1 1 1.\

(exp(;A)) (exp(;B)) , (exp(;A)) (exp(;B))

| 1 1 Y
(exp(;A)) (exp(;B)) , (exp(;A)) (exp(;B)) .

Por la formula de Trotter', parat € R, tenemos que
exp(fA + tB) = lim (exp (%IA) exp (%tB)) .

y por la formula del conmutador

exp (7[A, B]) =exp ([7A, B])

i o oo o5

Siempre que G, sea un subgrupo cerrado de GL,(R), entonces todos los limites estdn en G. Esto muestra
que g es una subdlgebra de Lie real de M,,(R). O

Proposicion 6.5.1 Para un grupo de Lie de matrices, G, § es una subdlgebra de Lie real de g = T} G.

Demostracion
Sea A €7g. Entonces la curva
v:R—G; y(t) =exp(tA),

satisface que y(0) = 1, y y’(0) = A, por lo tanto A € g. O

Como se ha visto en el capitulo 4, la funcién exponencial exp, es un enlace entre el dlgebra de Lie
y su grupo de Lie de matrices. Una observacién muy importante es que exp es inyectiva cuando es
restringida a la bola abierta N Mn(K)(()? r), escogiendo r € (0, 1/2). Asi podemos escoger un r; > 0,

'Para A, B € M,(K), se tiene la formula de Trotter dada por:
. 1 Y
exp(A + B) = lim (exp(—A|exp|—-B]| .
r—00 r r
y la formula del Conmutador:

et 1=t 1)) o L) o) e )

para su demostracién ver [[1],P4g. 196].
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tal que si A, Be N M,,(K)(O; r1), entonces exp(A) exp(B) estd contenido en exp (N M,,(K)(O; r)). Por lo
tanto existe un unico C € N MH(K)(O; r) tal que

exp(A) exp(B) = exp(C).

Existe una formula muy util para la matriz exponencial, la formula de Campbell-Hausdorff (ver [[5],
pag. 152]), para expresar a C como una serie de potencias en términos de A y B. A continuacion se
presenta un resultado que justifica los primeros dos términos.

Proposicion 6.5.2 Supongamos las matrices A,B,C € M,(K), con norma menor que 1/2, tal que
exp(A) exp(B) = exp(C). Entonces

1
C:A+B+§[A,B]+S.

para una matriz S, que satisface
IS1I < 65 (IIAll + IBI)° .

Demostracion
Ver [[1], pag. 193-195] m|

presentamos a continuacién nuestro resultado principal

Teorema 6.5.2 La funcion exponencial, exp : § — G, aplica biyectivamente una vecindad de 0 en’'g
en una vecindad de I, en G.

Demostracion
Sea V un subespacio vectorial complementario de g, esto es, un subespacio real de M,,(R), tal que

g8V =M,®R)
por lo tanto todo elemento P de M,(R), se escribe de manera tnica de la forma P = A + B, con

A€g, BeV,ademisgnV ={0}.

Consideremos la funcion suave

$: gV — GL,(R)
(A,B) +— exp(A)exp(B),
que aplica la matriz nula de M,(R), en la matriz identidad de GL,(R).

. . . ., 2 .
Haciendo isomorfismos respectivos podemos ver a ¢ como una funcién entre R", y un subconjunto
. 2
abierto de R".

Encontremos la matriz jacobiana de ¢ en 0 evaluada en un punto A + B € g& V = M,(R), luego la
derivada direccional de ¢ en 0 en la direccién A + B, esta dada por:
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¢ (0 +1(A + B)) — ¢(0)
” ;

D¢(0)(A + B) = lim
td—wo
:Ed)(t(A + B)) |i=o-
Tomando A, By t € R pequefios, con norma menor que 1/2, por proposicion 6.5.2, tenemos que
¢ (((A + B)) = exp(tA) exp(tB) = exp(C(1))
para una dnica matriz' C(f) € M,(R) tal que C(0) =0y

l.2

HC(t) —1A—1B - Z[A, B]|| <65 > (1Al + 18I

2
IC() - 14 - Bl < 5 (1A + B] + 13011 (4] + | BI)’)

Obtenemos asi que d%C(t)l,:o = A + B siempre que

. |IC() —C(0) —tA —B|| . IC() —tA — B
lim = lim =

t—00 t t—00 t

0.

por lo tanto

d d d
WA+ B)) o = — exp (C()) =0 = exp (C(0)) - —=CD)li=0 = A + B.

Por consiguiente D¢(0) es la funcion identidad en una vecindad pequefia de R” . Por otra parte siempre
que para cualquier A € M, (R), existen {A;}<;,,con norma menor que 1/2 tal que

A= Zm: A;.
i=1

Se puede asegurar por la linealidad de D¢(0), que dicha transformacioén es la funcién identidad en todo
R”. Realizando la respectiva correspondencia entre las matrices jacobianas, D¢(0) «— d¢,, podemos
asegurar que d¢, es la funcion identidad en M,,(R). Entonces por el teorema de la funcién inversa 5.6.3
existe una vecindad de 0 en M,(R) tal que ¢|y es un difeomorfismo.

Tenemos que ver si

aplica biyectivamente a una vecindad de 7, en G. Para verificar esto, supongamos lo contrario, es decir,
existe una sucesion en G, {U,},s, tal que U, — I, pero U, ¢ ¢(g), para toda n € N. Tomando

'Que depende de ¢
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n suficientemente grande sabemos que U, € ¢(U) siempre que ¢ es U, es un difeomorfismo. Por
consiguiente existen A, € gy B, € V — {0} tal que

¢(An + B,) = U,.

Por ser ¢ en U un difeomorfismo tenemos que si U, — I,,, se tendrd que

¢ (U, = A, + B, — ¢~'(I,) = 0.

y esto implica que A, — 0y B, — 0. Por definicién de ¢ tenemos que

#(A, + B,) =exp(A,)exp(B,) =U,€G, 6

exp(B,) = (exp(A,))” U, € G

Consideremos B, = ||B_l||B"’ que es la esfera unitaria en M, (R), la cual es compacta, entonces existe
n

una subsucesion convergente de {B_n} Ahora tomando B, —> B, con B en la esfera unitaria de M,(R),
||B|| = 1. Para

. 1
(B, eexp (@)} y T R

se obtiene que

1
1Byl

B,=B,— Beg.

Pero cada B, y por lo tanto cada B, estd en V. Por ser V cerrado en M,(R), tenemos que B € V. Por lo
tanto B € g N V = {0}, pero esto genera una contradiccion(ya que ||B|| = 1).

Por lo tanto exp es un difeomorfismo de una vecindad de 0, U Ng C g, en una vecindad de 7,,, U =
exp(UNyg) CG. i

M (R)

Figura 6.4: La aplicacién exp.
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Teorema 6.5.3 Todo subgrupo de Lie matricial de GL,(R), es un subgrupo de Lie de GL,(R)

Demostracion

Sea G € GL,(R), un subgrupo de Lie de matrices, tenemos que probar que si G es una subvariedad
de GL,(R). Por el teorema 6.5.2, tenemos que para algiin V C g; explyV € g — U C G, es un
difeomorfismo. Luego g € M,(R) es un subespacio normado real de dimensién finita, tenemos que g
es una variedad diferenciable, y sus cartas vienen dadas por restricciones abiertas del homeomorfismo

entre gy RYm®) | tenemos que

$g=¢o exp” oLy : Ly(U) S G — Vc Rim(3)

es una carta de dimensién igual a dim (g) en g € G. Por lo tanto
A= {¢g i g€ G}, es un atlas de dimensién igual a dim(g) para G. |

Lema 6.5.1 Sea G un grupo de Lie de matrices entonces
g={AeM,R) : V1 € R, exp(tA) € G} =g=T,G
Demostracion

La dimension de G, como variedad diferenciable, es la dimensién de sus cartas dim('g), la cual es igual
a la dimension de su algebra de Lie asociada, segin la definicién 4.3.3, que es dim( g ). Por lo tanto

dim(§) = dim( g)

y dado que g C g se tiene que g = g O

6.6 El grupo de Heisenberg

A continuacion mediante técnicas del dlgebra lineal presentaremos al grupo de Heisenberg, importante
en mecdnica cudntica y teoria de operadores sobre espacios de Hilbert.
Sea

1 a b
SUT;(R) = {A € GL;(R) : A es unipotente} = {[ 01 ¢ ] s a,b,ce R}.
0 01

Del teorema 2.2.1, sabemos que S UT5(R) es un grupo de Lie de matrices de GL3;(R). Ahora definamos

también a
1 0 z
Z3: 010 ZZGZ .
0 01

Note que Z3 es un subgrupo normal de S UT5(R); en efecto:

Dado que para todo a,b,c € Ry z € Z, tenemos que
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1 a b\(1 0 z\(1 ab\" (10 z
01 cllo1ollo1 ] =010
00 1Jloo1Jlo o1 00 1
Luego se tiene
SUT4(R
Heig(R):A.
Z3

El grupo de Heisenberg de tamafio tres.
Teorema 6.6.1 El grupo de Heisenberg de tamaiio tres Heis3(R), es un grupo de Lie.
Demostracion

Por construccion tenemos que Heis;(R) = {gZ; : g € SUT;(R)}.
Sea ahoran : SUT3(R) — Heis3;(R), el homomorfismo natural tal que

1 a b 1 a b 1 a b+z
01 c|l=101 ¢ |Z= 01 c 1 ZE€EZy.
0 01 001 00 1

Proporcionemos ahora a Heis;(R) de estructura topoldgica, diremos que

T

U C Heis;(R) es abierto si y solo si ' (U) = SUT5(R) es abierto.

Heis;(R) con esta topologia es Hausdorff.
Sea ahora x;, x3, x3 € Q, y sea también B, ,, ., la bola abierta de tamafio 1/2 y centro

1 x1 x
0 1 x3 |, esdecir

0 0 1

L yi » I x x L yi »
Bx1,x2,x3 = 0 1 y3 : 0 1 X3 | — 0 1 Y3 = Zi |xi _yil < 1/2
0 0 1 0 0 1 0 0 1
Evidentemente tenemos que
F = {Bxl,xz,x3 X € Q}
Es un recubrimiento de S UT3(R) y ademas
¢a,b,c : Ua,b,c -— ¢a,b,c(Ua,b,c) c H€iS3(R)
1 x1 x I x1 x
0 1 X3 —> 0 1 X3 Z3,
0 0 1 0 0 1

define un homeomorfismo. En efecto
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1. ¢up. €s inyectiva.

[lxl Xz][l)’1 Y2

Sean| 0 1 x3 |, O 1 y;3 [€Uipe sl

0 0 1 0 0 1
1 x x 1 x1 x+z
[0 1 X3 Zg—{[o 1 X3 ] ZGZ}
0 0 1 0 O 1

es igual a la clase

L y1 » L yi »m+z
0 1 y3 |Z43= 0 1 V3 1 Z€Z
0 0 1 0 0 1

Se debe tener que x; =y;, X3 =Yy3, Yy X — ¥, € Z mas

[x2 = yol < x2 = bl + [y, — bl < 1

Por lo tanto

X2 = Y2.
2. Por definicion de la topologia en Heiss(R) las funciones ¢, ., ¢} . son continuas.
Por otra parte tenemos que la aplicacion

y: SUT:(R) — R?

1 x1 x
0 1 x3 | — (x1,X,x3),

0 0 1

es trivialmente un difeomorfismo. Entonces

Voo, : d(Uip.) C Heiss(R) — y(Uyp,) C R

. . . .. -1 -1 sz
es una carta de dimension tres en Heis3(R). Por consiguiente dado que yo¢,;, .0¢.y .0y es la funcion
identidad en algin abierto de R?, tenemos que

A= {wozp;},’c a,b,ce Q}
Es un atlas de dimension tres para Heis;(R).

Por lo tanto (Heis;(R), A) es una variedad diferenciable de dimension tres. Ademas las aplicaciones

m: Heisz(R) X Heiss(R) — Heisz(R)
(XZ3,y23) — xyZ;,
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i: Heisz(R) — Heisz(R)
xZs — xZs,
son diferenciables. Por tanto Heis;(R) es un grupo de Lie. m|

Ahora recordando que el centro de un grupo(algebraico) G denotado por z(G) viene dado por :
2(G) ={g € G : xg = gx, Yx € G}. Tenemos el siguiente resultado de teoria de grupos

Proposicion 6.6.1 Si G es un grupo y J es un subgrupo de z(G), se tiene necesariamente que J es un
subgrupo normal de G. En particular z(G) es un subgrupo normal de G.

Demostracion

ver [[20], pag. 92] 0
Se define también al subgrupo derivado 6 subgrupo conmutador de G, denotado por G’ por :

G' = {g €G:g=xyx'y’!, Vx,ye G} , y tenemos

Proposicion 6.6.2 Si G es un grupo, el subgrupo derivado G’, de G es normal en G y GQ es abeliano.
Ademdis si N es un subgrupo normal de G, % es abeliano si 'y solo si G' es un subgrupo de N.

Demostracion

ver [[20], pag. 176] O
Ahora presentamos un resultado inmediato

Proposicion 6.6.3 Las siguientes igualdades se satisfacen:

1 0 b
010 ] :be R} , es el centro de SUT3(R).
0 01

2. z(SUT3(R)) C SUT5(RY, es el subgrupo derivado de S UT5(R).

1 0 b
010 ]23 :be R} , es el centro de Heisz(R).
0 01

4. z(Heisz(R)) C Heis3;(R)'.

1. z(SUT3(R)) = {

3. z(Heisz(R)) = {

SUT;R
De la proposicion anterior es trivial darse cuenta que z(Heis3(R)) = %
3
por consiguiente z(Heis3(R)) es isomorfo al grupo circular (S !, ¥) = T. Tomemos la funcién
f: R — T
f — e27rit.

Sea p el isomorfismo sobreyectivo definido por

p: SUT:R — R?

1 x ¢
01 vy — (X, ).
0 01
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Esta funcién tiene como kernel a z(SUT;R). Dado que Z;, es un subgrupo(algebraico) de
(S UT5R) = ker(p), existe un homomorfismo sobreyectivo de Lie;

0 : Heisy(R) — R?

que satisface p o = p, donde 7 es el homomorfismo natural entre S UT3R y Heis;(R).

En este caso el isomorfismo z(Heis3;(R)) = T, esta dado por

o: z(Heis;(R)) — T

1 0 ¢
01 0z +— e,
0 01
Por consiguiente una clase
1 0 ¢
010 Z; € Heis3(R),
0 01

puede ser denotada por [x, y, €*""] Es decir que un elemento de Heis3;(R) tendrd la forma [x, y, z], para
x,y € Ry z € T. El elemento unidad en Heis;(R)es 1 =[0,0,1] = I3Z;

Proposicion 6.6.4 La multiplicacion, inversos y conmutadores en Heis;(R) estdn dados por

1. [x1, X2, x3][y1, y2, y3] = [x1 + y1, x2 + yz,x3y3ez’”‘1yZ],

2. [y 2™t =[x, =y, ¥,
3. [x1, x2, X301, Y2, y3llx1, X2, X317 [v1, v2, y3] 7! = [0, 0, 2722270,

Demostracion
Ver [[1], pag 205] O.

6.7 Existencia de grupos de Lie que no son grupos de Lie
de matrices

Histéricamente, en matematicas las teorias son el producto de respuestas a un intento de satisfacer el
deseo insaciable de la mente cientifica que no permitan excepciones.

En la seccién anterior se construyo el grupo de Heisenberg, como un cociente de grupos de Lie de
matrices, el siguiente resultado nos demuestra que este grupo de Lie, no es un grupo de Lie de Matrices,
es decir que Heis3;(R) no es un subgrupo cerrado del grupo Lineal general GL,(C) complejo de tamafio
n.

Teorema 6.7.1 No existen homomorfismos continuos ¢ : Heis;(R) — GL,(C) con kernel trivial,
ker(yp) = 1,73
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Demostracion

Supongamos que ¢ : Heis;(R) — GL,(C) es un homomorfismo continuo con kernel trivial, y sea n
el minimo entero para el cual esto sucede. Para cada g € Heis;(R), la matriz ¢(g), actia sobre C" de la
manera siguiente

Heis;(R)yxC" — C"
(& V) > o(g)v,

El grupo circular unitario del plano complejo (S ', ¥) = T, tiene un generador topolégico; un elemento
79 € T, tal que su subgrupo generado;

(z0) = {z’é : keZ},

es un generador topoldgico de T = U(1), para r € Q fijo.

2mir

Es denso en T, y dado que e
Dado que el isomorfismo

o :z(Heisz(R)) — T
1 0 ¢
01 0|z — &
0 01

identifica al centro de Heis;(R), z(Heis3(R)) con T, sea zy € z(Heis;(R)) = T un generador topologico
de z(Heis3;(R)) = T, y A un valor propio de ¢(z), con vector propio v.
Tomemos |4| > 1, reemplazando, si es necesario, zo por z; ! si|d| > 1y dado que

(bW = @(z0)v = @(zo) v =AY,

se obtiene entonces

lp(zo)'v |
.
vl
por lo tanto ||<p(z’5)|| — o0, cuando k — oo, lo cual implica que ¢(T) no es acotada, pero esto es

contradictorio siempre que T es compacto y ¢ es continua. Asi |4 tiene norma 1, luego |1| = 1.
Sea g € Heis;(R), cualquiera, entonces

e = mas { cc -0} =,

©(20)p(g)v = p(208)v = @(g20)v = (Q¢(z0)v = Ap(g)v,

lo cual muestra que ¢(g)v es un vector propio de ¢(z) para el valor propio A.
Sean
Vﬁ‘ = {v e C" : (¢(z0) — ALY v = O} y

vi = Jvh,
k

Es facil darse cuenta que
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El conjunto V,, es un subespacio vectorial de C", el cual es cerrado bajo la accion de las matrices ¢(g),
con g € Heis3(R), es decir, si v estd en V,, entonces ¢(g)v estd en V,. Esto se tiene ya que si v estd en
V, existe un k > 0 para el cual

(p(z0) — ALYV = 0,

((20) = AL @(g)v = (p(20) — AL ((20)p(g) — Ap(g)) v
= (@(20) = A" (p(208) — Ap(9)) v
= (p(20) — A1) (p(gz0) — Ap(g)) v
= (p(z0) — A" (p()e(z0) — Ap(g)) v
= ((20) — )" (@(g) (p(z0) — AL,)) v

=p(g) (p(z0) — AL v
=0.

por lo tanto ¢(g)v € V,. Escojamos ky > 1 el mas grande entero para el cual exista vy € V), que
satisfaga,

(p(z0) — A1) vy = 0, pero (p(z9) — L) vy # 0.
Si k() > 1,

0 = (¢(z0) — Ay) (@(20) = AL,) ((z0) = A" v,

Sean u = (¢(zo) — A,,) ((20) — ALY 2y, yv = (p(zg — L)% v, vectores no nulos en V, tales que

e(zo)u = Au+v, @(zo)v = Av.
Dadoquev #0y

p(zh)u =p(z0) u
=0(20)" (Au + v)
=A(z0)" " u + @(z0) v
=/l(,0(z0)k_1u + A5y
=Au + ka1,

se obtiene que

||SD(Z]6)M|| = ||90(Z0)ku|| > |Au + kv| — o0

cuando k — oo. Esta afirmacion es una contradiccion dado que ¢(T) es acotada, entonces ky = 1y V,
es simplemente el espacio vectorial de los vectores propios de ¢(zy para el valor propio A.
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Escogiendo una base para V,, obtenemos que

¢ Heis;(R)yxV, — V,
(& v) = (g,

Es una accion lineal o representacion del grupo de Lie Heis;(R) sobre el espacio vectorial V,, por lo
tanto la funcién

¢: Heis3(R) —  GLginv,(C)

Es un homomorfismo continuo con kernel trivial tal que ¢(z9) = AAlinv,) y por la minimalidad de
n, necesariamente se debe tener que dim(V,) = n. Es mds, por la continuidad de ¢ tenemos que para
todo z € T, ¢(z) = (escalar)l,. Y puesto que dado z € T, z es un conmutador, 7 = ghg'h~! para
g,h € Heis;(R) y tanto la funcidn determinante det como ¢, son homomorfismos tenemos que:

det(¢(2)) = det(p(ghg™'h™ ") =1, VzeT.

Por consiguiente, existe una funcién continua y : T — C” tal que para todo z € T,

©(2) = p@Dp, y p(2)" = det(p(2)) = 1

Como T es un subconjunto arco conexo de C, se tiene que u(z) = 1, Yz € T. Luego necesariamente
¢(z) = 1,, Yz €T, porlo tanto T C ker(p) = ¢ '(1,); lo cual es contradictorio con la suposicién de que
el kernel de ¢ es trivial. Por lo tanto no existen homomorfismos continuos entre Heis;(R) y GL,(C),
¢ : Heis;(R) — GL,(C), con kernel trivial, ker(y) = I,Z5. O

Con el teorema anterior se da por finalizado este trabajo de investigacion, cumpliéndose los objetivos
trazados en nuestra propuesta. En estudios posteriores se ha logrado establecer algunas condiciones
para que un grupo de Lie sea un grupo de Lie de matrices, en [[1], pdg. 251] se establece que todo
grupo de Lie compacto puede ser representado por un grupo de Lie de matrices.

Implicaciones de lo resultados expuestos

Antes de dar por terminado este trabajo de investigacion de matematica, se resaltan algunos de los
resultados mds importantes aqui estudiados.

e Las matrices reales o complejas de n X n, forman un espacio vectorial de dimensién n?.

e Para A € M,(K), ||A|]| = méx {|Ax| : |x| = 1} es una norma para M, (K).

e Las transformaciones en K" de la forma x — Ax + ¢, para A, invertible y ¢ € K" son llamadas
transformaciones afines, las cuales preservan las lineas rectas, es decir, transforma espacios uni-
dimensionales en espacios unidimensionales.
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1
e La serie Z —'A” converge absolutamente, a exp(A).

n>0

e SiA e M,(K), exp(A) es una matriz en GL,(K), es decir, exp(A) es invertible.
e Un grupo de Lie de matrices es un subgrupo cerrado de GL,(K).

e El espacio tangente de un grupo de Lie de matrices, G, en g € G se define como
T,G = {y/(0) € M,(K) :  es una curva derivable cony(0) = g} .

e Un dlgebra de Lie; es un espacio vectorial con una aplicacion bilineal la cual es antisimétrica y
satisface la identidad de Jacobi.

e El dlgebra de Lie de un grupo de Lie de matrices sobre R, G € GL,(K), viene dado por

a=T,G=3={AeM(K): VteR, exp(tA) € G} .

e Sea M™, una variedad diferenciable de dimensioén m, y p un elemento de M"™, tenemos que el
espacio tangente a | variedad esta dado por:

T,M =C,(M™)] ~ = {a*(O) : @ es un representante de [a] € C,(M™)/ ~}.

e Un Grupo de Lie, es una variedad diferenciable G de dimensidn finita que es también un grupo
algebraico, y tal que las aplicaciones naturales(del grupo) mult : G X G — G, mult((g, h)) =
gh, e inversa inv : G — G, inv(g) = g~ '(con G X G es la variedad producto) que son la
multiplicacién y la aplicacion por inversos, son diferenciables(infinitamente diferenciable).

e La funcion exponencial, exp : § — G, aplica biyectivamente una vecindad de 0 en g en una
vecindad de I, en G.

e Todo grupo de Lie de matrices es un grupo de Lie.

e El grupo de Heisenberg, no es un grupo de Lie de matrices

%W&WW natiralmente al fucnegive e seria

mW&Wy MW%WWWW
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(Parafraseando a Fernando Chamizo)



Apéndice A

Programa de Erlangen

Se conoce como Programa de Erlangen a un programa
de investigacion publicado por Félix Klein en 1872 con
el titulo de Vergleichende Betrachtungen iiber neuere
geometrische Forschungen. Este Programa de Erlangen -
Klein estaba en ese entonces en Erlangen - propuso un
nuevo tipo de solucién a los problemas de la geometria del
tiempo. El articulo en si supone un verdadero hito en la
historia de la Geometria y de la Matemadtica en general.

Felix Klein (1849-1925).

El Programa de Erlangen

Con motivo de su ingreso como profesor en la Facultad de Filosofia y al Senado de la Universidad de
Erlangen, Klein escribié una memoria en 1872 (que por cierto no llego a leer en publico) que puede
considerarse, junto a la Conferencia de Riemann y a los Elementos de Euclides, como los puntos esen-
ciales del estudio de la Geometria. La idea de la memoria, conocida como el Programa de Erlangen, es
bastante sencilla. Se trata de dar una definiciéon formal de lo que es una geometria, més alld de la idea
mas o menos intuitiva que tenemos de ella. Ante la aparicion de las nuevas geometrias no euclidianas,
parece l6gico preguntarse qué es la Geometria, maxime cuando la propia idea de la geometria euclidi-
ana se habia visto modificada desde la irrupcion de los métodos algebraicos y analiticos. Empieza a no
estar tan claro que la Geometria sea el estudio de puntos, lineas (rectas o curvas) y superficies, puesto
que el propio Andlisis Matemadtico (sobre todo en el estudio de Ecuaciones Diferenciales) parece que
también estudia tales objetos. Por otra parte, los métodos analiticos y algebraicos también son apli-
cables a las geometrias no euclidianas. Hay, digamos, dos niveles de distinciones: por un lado, la de
las geometrias no euclidianas y la geometria euclidiana, por otro lado, la distincién entre el método
sintético, el algebraico y el analitico.

(Qué es entonces la Geometria?
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Klein da respuesta a esta pregunta introduciendo en la Geometria un nuevo concepto de caricter
algebraico: el concepto de grupo. Un grupo es un conjunto G en el que hay definida una operacion,
es decir, una aplicacion binaria que a cada par de elementos del conjunto le asigna otro elemento del
conjunto (que serd el resultado de operar dichos dos elementos). Mientras que la mayoria de la gente
estd familiarizada con las operaciones numéricas, les resulta dificil imaginar que puedan operarse
puntos, rectas, etc. Puede hacerse, y no hay mas que pensar en, por ejemplo, la operaciéon tomar
el punto medio, que a cada par de puntos le asigna el punto medio del segmento que une los dos
primeros puntos. Para que un conjunto en el que haya una operacién sea un grupo deben de cumplirse
las condiciones de la definicién 1.1.1.

El concepto de grupo no es invencion de Klein, pero es €l el que descubre un hecho fundamental
que lo relaciona con las distintas geometrias: cada geometria es el estudio de ciertas propiedades que
no cambian cuando se le aplican un tipo de transformaciones. Esas propiedades, por no cambiar, las
denomina invariantes, y las transformaciones que a un invariante no le hacen cambiar han de tener
estructura de grupo bajo la operacién de composicion (componer dos transformaciones es hacer una de
ellas y aplicarle la otra transformacion al resultado de la primera).

Asi Klein descubre que, por ejemplo, la geometria euclidiana es el estudio de los invariantes mediante
el grupo de los movimientos rigidos (como las simetrias, giros y traslaciones), que la geometria afin
es el estudio de los invariantes mediante el grupo de las translaciones, que la geometria proyectiva es
el estudio de los invariantes mediante el grupo de las proyectividades, e incluso que la Topologia es
el estudio de los invariantes mediante el grupo de las funciones continuas y de inversa continua, entre
otras.

De hecho, Klein afirma que la comprensiéon de tener una geometria, entonces hay un grupo
principal es més bien al revés. Uno a priori dice qué tipo de transformaciones admitird (es decir, da
el grupo) y todo lo demds se puede reconstruir a partir de él. Se demuestra incluso, que si uno da un
subgrupo de las biyecciones de un conjunto en si mismo isomorfo a algin grupo clésico (simetrias,
translaciones, proyectividades) entonces todos los teoremas de esa geometria son vélidos en este. El
descubrimiento de Klein es fundamental, ya que por un lado nos permite clasificar las geometrias,
comprendiendo cudl es una subgeometria de cual, por otro lado nos permite comprender qué es el
estudio general de la Geometria (como disciplina matematica) y por tltimo, pero no menos importante,
es la confirmaciéon de que los métodos sintético y algebraico no dan geometrias distintas, sino que
realmente estudian la misma geometria en cada caso. Se pone fin asi a la distincién entre el método
sintético y el algebraico-analitico. En su época supuso la consagraciéon de la Geometria Proyectiva
como la Reina de las Geometrias. Notese que es la primera vez que una ciencia (la Geometria) es
capaz de autodefinirse rigurosamente y, por tanto, constituye uno de los puntos culminantes del espiritu
humano en la historia.

Tomado de:

http://es.wikipedia.org/wiki/Programa_de_Erlangen;
http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/Biographies/Klein.html.
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