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Resumen

En este trabajo desarrollamos un estudio de todas las herramientas necesarias para llegar al teorema de los

ceros de Hilbert el cual luego se demuestra en sus formas débil y fuerte.

En el primer capitulo, nos dedicamos a introducir los conceptos basicos relacionados con los anillos noethe-
rianos y las variedades algebraicas afines que son fundamentales para el estudio del teorema de los ceros de
Hilbert. Es por ello que estudiamos detenidamente el concepto de ideal primo e ideal primario, como también las

distintas operaciones entre ideales, en particular la descomposicién primaria de ideales.

En el segundo capitulo, se desarrollan las demostraciones de algunos de los teoremas importantes de los ani-
llos noetherianos, haciendo uso de la descomposcién primaria de un ideal y un resultado fundamental: el teorema

de la base de Hilbert.

En el tercer capitulo, se desarrollan las definiciones, proposiciones, teoremas de una variedad algebraica afin
y el ideal asociado a una variedad, asi como también el ideal de una variedad y lo mds interesante es la descom-

posicion de ideales en variedades algebraicas afines, como la condicién de cadena descendente de variedades.

En el cuarto capitulo, se desarrolla la aplicacion de los resultados obtenidos en los capitulos anteriores, para

demostrar el teorema de los ceros de Hilbert en su forma dedil asi como en la forma fuerte.

Finalmente en el quinto capitulo, adoptamos una Topologia que es muy débil pero sosprendentemente util
ocupando los resultados de los capitulos anteriores, probando propiedades que cumple esta topologia como la

cerradura topoldgica y compacidad.
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INTRODUCCION

En la matemadtica actual el dominio del dlgebra conmutativa es esencial en la comprension de la
teoria de las estructuras algebraicas, asi como también de la geometria algebraica, las cuales con-
tribuyeron al origen de esta rama de la matemdtica. De hecho esta tendencia fue desarrollada por céle-
bres matemaéticos como David Hilbert, Max Noether, Emanuel Lasker, Emmy Noether, Wolfgang Krull
y otros. Antes de sus aportes no existian fundamentos estdndares para la geometria algebraica.

Incluso podemos mencionar que en un intento por demostrar el Gltimo teorema de Fermat', Richard
Dedekind (1831-1916), alumno de Carl Friederich Gauss, introdujo el concepto de ideal tal y como lo
conocemos hoy en dia. -Mds adelante daremos a conocer dicho concepto, como los muchos otros a los
cuales hacemos mencion aqui-. Ademads generaliz6 la nocién de un nimero primo a un ideal primo.
Esto contribuy6 como fundamento de la geometria algebraica y de la geometria analitica compleja.

Por otro lado en 1921 Emmy Neother descubre que la descomposicion primaria de ideales es una
consecuencia de la condicion de cadena ascendente, y de una derivacion extremadamente simple de
los resultados anteriores de anillos conmutativos que satisfacen dicha condicién y en 1927 caracteriza
axiomdticamente los anillos de Dedekind. A Emmy Noether debemos la formulacién general del lema
de normalizacion de Noether en su honor, donde emana entre otras cosas el teorema de los ceros de
Hilbert. Su trabajo proporciona una nueva direccion al dlgebra y las consecuencias de este se convierten
en uno de los més importantes del siglo XX.

En los afios (1930-1931) Bartel Leendert van der Waerden publica su obra Algebre Moderne, si-
guiendo los lineamientos de la escuela axiomatica alemana de Hilbert, y recogiendo los resultados de
Noether y Artin entre otros. En esta obra exponen sisteméaticamente la teoria de grupos, cuerpos, ani-
llos, ideales, etc., es decir, la teoria de las estructuras algebraicas con lo que el dlgebra se convierte, por

su objetivo, en una nueva disciplina moderna.

"La ecuacién 2™ + y™ = 2" no tiene solucién entera no trivial( es decir, que z e y no son nulos) cuando n > 3.



En la actualidad el édlgebra abstracta sigue siendo, una herramienta necesaria para el estudio del
andlisis ya que en ella se involucran diversidad de contenidos como los conjuntos, la estructura de
grupo, las categorias, los anillos y médulos en donde estos se dividen en las importantes ramas de
campos, teoria de Galois, dlgebra lineal, anillos conmutativos y estructura de anillos entre otros. En
este trabajo se pretende hacer un estudio de todas las herramientas necesarias para llegar al teorema
de los ceros de Hilbert entre las cuales resalta el estudio de los anillos noetherianos conmutativos y
las variedades algebraicas afines dentro lo cual se pretende tomar como base para la demostracion de

dicho teorema tanto en la forma débil y como la fuerte.



Capitulo 1

Descomposicion Primaria en ideales

1.1. Ideales y Sus Operaciones

En este trabajo la palabra anillo denotard a un anillo conmutativo con elemento identidad y las
pequefias letras alemanas a, b, ¢, etc, denotaran a los ideales y emplearemos pequefas letras latinas y

griegas para referirnos a los elementos.

Definicion 1.1.1 Sea R un anillo, y sea a un subconjunto no vacio de R, entonces a es llamado un

ideal de R cuando satisface las siguientes condiciones:

e Siempre que a1 y as tal que ay,a9 € a, entonces ay + as ambos pertenecen a q.
e Sia € a, entonces ra € aparatodor € R.

Ejemplos:

» Para todo entero relativo k, k7 es un ideal de Z.

= Si Resunanillo, 0y R sonideales triviales de R. Estos dos ideales tienen un interés muy limitado.

Por esta razon se llamara ideal propio a todo ideal no trivial.

= Si R es un anillo unitario y si a es un ideal que contiene a 1 entonces a = . De modo mads general,

si, a contiene un elemento inversible, entonces a = R

= Los Unicos ideales en un cuerpo k son los ideales triviales.



1.1.1. Suma de ideales

Definicion 1.1.2 Sean a 'y b, dos ideales en R, definamos la suma de a 'y b como el conjunto
a+b= {a+b/ae a, be b}

Este conjunto resulta ser un ideal.
Para probarlo supongamos que z; € a+ b, que zo € a+ b, entonces z1 = a; + by, y T2 = as + bo

donde ay,as € ay by, by € b, y tenemos:

T+ Ty = (a1 +b1) + (ag —|—b2)

= ((ll + CLQ) + (b1 + bg)
~—— \_\g_./
ca S

y para la resta tenemos:

r1— 22 = (a1 +by)— (az+bo)
= (a1 — (12> + (bl - bg)
—— T

€a €

Sear € R, entonces

rey = r(ay +by)
= r(ay)+r(by)
N e

€a €b

Como z; + x3, 1 —xy € a+ by rx; € apor ladefinicién a + b es un ideal.

Por lo tanto a 4+ b es un ideal.

1.1.2. Producto de ideales

Definicion 1.1.3 Sean a y b, dos ideales en R, definamos el producto de a 'y b como el conjunto
ab = {Z?:l aibi/ai € a, bz S b}

Este conjunto es un ideal. Veamos su prueba:
!

_ p _ q / ! 4
Supongamos que 1, T2 € ab, entonces x1 = Y ;i a;b;, y xo = ) 5 a;b; donde a; y a; esténen a

y b y b; estdn en b, luego obtenemos:



p

q
Tyt Ty = Zaibi+2a;b;
=1

=1

= (arby + agbs + ... + apby) + (ayby + aghy + ... + azb,)

= aib + ... +ad, € ab

ya que por hipoétesis tenemos que a; y a;- estinenay b; y b;. estdn en b.

Para la resta de forma analoga:

p q
Tl — Ty = Zalbz — Za;b;
i=1 j=1
= (ayby + asby 4 ... + apby) — (a)by + asby + ... + a;b;)

= b+ ...+ aby + (—ay)by + (—ay)by + ... + (—a,)b, € ab
Ahora, sear € R,

p
re; = T(Zaibi)
i=1

= r(a1by + asby + ... + apby)
= raiby +ragby + ... +rayb,

= 7r(a1)by +r(az)by + ... + 7(ay)b, € ab
Ahora como —a; € ayra; € a, entonces concluimos que x| + r2, x1 — x2 y rxy estan en ab , es
decir, que ab es un ideal.
1.1.3. Interseccion de ideales

Definicion 1.1.4 Sean a y b, dos ideales en R, podemos tomar la interseccion de a y b y definir el

conjunto
aﬁb:{aeR/aeay aeb}

Y en forma general podemos escribir (., a; con 1 finito.

Este conjunto resulta ser un ideal, supongamos que x1, 22 € [);_, @; y que € R entonces como 1, T2

pertenecen a la interseccion de los a; entonces ambos estdn en cada a;; es decir que que cumplen con



que x; + 9 € a; paratodo iy 1 — zo € a; para todo %, entonces x1 + 2 € N 0; y T1 — T2 € ﬂ?zl a;,
luego probemos que rz € (), a; para esto tomemos a z; € (|, a; yr € Rycomo z; € (),
entonces tenemos x; € a; para todo ¢ y luego si lo multiplicamos por un elemento r € R tenemos
rxy € a; para todo ¢ y como es para todo ¢ entonces rz; € [, ;.

Ahora como 1 + 22, x1 — T2 y T2 pertenecen a ﬂ?zl a; entonces el conjunto ﬂ’;:l a; es un ideal.

En particular para dos ideales a y b la interseccion también es un ideal

Por lo tanto a N b es un ideal.

1.1.4. Cociente de ideales

Definicion 1.1.5 Sean a y b, dos ideales en R, y definamos el conjunto de todos los elementos x tal que

xb € a para todo b € b, es decir, el conjunto cociente de ideales lo podemos definir como:
(a:b):{xER/xbea, Vbeb}.

y que esta division residual es un ideal, supongamos que z1, zo € (a : b), entonces para cualquier b € b

tenemos:

Para todo b € b, por lo tanto
(Il + ZL’Q)b € a.
Entonces z1 + 25 € (a: b)

Ahora para cualquier b € b tenemos:
(.fl?l — .’Eg)b = .Z’lb — I'Qb

= [L’lb ‘I‘IQ(—b)
S~~~ N——
ca €a

Como se cumple para todo b € b, entonces por definicién de division residual tenemos:
([I)l — fL‘Q)b € a.

Entonces x1 — x5 € (a: b).
Finalmente sea » € R entonces:

(ra1)b

~—

r (21

{



Entonces tenemos que r(z1b) € a, entonces rx; € (a: b).

Y por lo tanto (a : b) es un ideal.

Proposicion 1.1.1 Si a, by ¢ son ideales de un anillo R conmutativo entonces:

1) a+b=0b+aq
1.l)a+ (b+c¢)=(a+b)+c.

2) ab = ba;
2.1) a(bc) = (ab)c;
2.1)a(b+c¢) = ab + ac.

3)aCa+b,
3.1)ab C (anb).

4) (a:b)b Ca;aC(a:b)
5) (Na; : b) = N(a : b).

6) ((a:b):c)=(a: (b))

7) (a: (0, b)) =iy (a: b).

8) (a:b6)=(a:(a+0b)).

Demostracion:
1) Esta prueba es inmediata de la definicion de suma de ideales y la hacemos por doble inclusion.
Seax € a+ by como la suma de dos ideales esta definida a + b = {a + b/a € a,b € b}, entonces
r=a-+bdondea € ayb € by luego como ya son elementos de ideales son conmutativos, es decir,
x=0b+aporlotanto x € b+ a, esdecir,a+ b C b+ a.
Luego de forma parecida probamos que a +b O b +a.Seay € b + aentonces y = b+a,donde b € b
y a € a, ahora por ser elementos de ideales los conmutamos, es decir, y = a+ b entonces por definicién
de suma de ideales tenemos y € a 4+ b entonesa + b O b + a.
Por lo tanto tenemos:

a+b=>b+a.



1.1) Ahora demostremos que a + (b + ¢) = (a + b) + ¢. Partamos de la definicion:

+(b+¢) = {a+(b+c)/aea,(b+c)eb+c}
{a+b1+cl/a€a b1€b 01€C}
= {a+b1 +cl/(a+b1)€a+b 01€C}

= (a+b)+c

Por lo tanto tenemos:

(a+b)+c=a+(b+¢)

2) Probemos que ab = ba.

Es inmediata de la definicién del producto de ideales:

ab = {iaibi/aiea,bieb}
i=1

_ {a1b1 ¥ aghy £ oo + anbp/a; € a,b; € b}
= {blal + b2a2 + ...+ bnan/bl € b,ai € Cl}

= ba

Entonces hemos demostrado que ab = ba.
2.1) Probemos a(bc) = (ab)c.

Sea y € a(bc) entonces
_ p
Yy =) . 0%, cona; €ayz € bc
ahora como z; € bc tenemos que
ki)
zi = 22501 bicj,
luego
_ NP Zki(p) "y
Y= 24i=1%| 2 5=1 €Y

claramente y es una suma de elementos de la forma

10



y = a;(b;c;), paratoda a; € a,b; € b,y ¢; € ¢, donde y € (ab)c.

y por lo tanto

a(bc) C (ab)c.

De manera similar se comprueba que

a(bc) D (ab)c

Entonces tenemos a(bc) = (ab)c.

2.2) Ahora probemos que a(b + ¢) = ab + ac.

ab+ac = {zn:aibz‘/aiGa,biEb}_’_{zn:ajCj/ajGa,CjGC}

i=1 =1

= {aﬂal + .. tapb,+arcr+ ...+ ane, /a; €a,b; €b,¢; € c}
= {al(bl + Cl) + (lg(bg + Cg) + ...+ an(bn + Cn) / a; € a, (bz + C,‘) cb+ C}

= a(b+¢)

Por lo tanto

ab+ac=a(b +¢).

3) Probemos que a C a + b, tenemos por definiciéon que a + b = {a +b/a € a, b € b}.

Sea z € ay dado que a € a entonces x = a + 0, donde O € b, entonces x € a + b.

Por lo tanto a C a + b.

3.1) Ahora probemos que ab C an b.

Sea x € ab entonces por la definicién de producto de dos ideales tenemos que = = » . a;b; donde
a; € a,y b; € b para todo 7 finito, y como hay elementos a; € a'y b; € b para todo 7 entonces x € a 'y
r € b.

Entonces tenemos que x € a M by por lo tanto ab € a N b.

4) Probemos que (a: b)b C a

Seaz € (a: b)b entonces © = > | ;% por definicién de producto de ideales, donde y; € (a : b)
y z; € bparatodoi = 1,2,3,...,n, como y; € (a : b), por definicién de division residual 6 cociente
residual tenemos que y;b C a, es decir, y;b € b paratodo b € by paratodo: = 1,2, 3,...,n, pero

como z; € b entonces y;2; € aparatodo? = 1,2,3,...,ny entonces x € a ya que x es de la forma

11



xr =Y ¥z y por lo tanto tenemos (a : b) C a.

4.1) Probemos que a C (a : b). Sea z € ay si logramos probar que b C a la prueba esta completa.
Como sabemos que xb = {xb;/b; € b} y por ser a un ideal tenemos que =b; € a entonces zb C a, asi
por definicién de cociente residual tenemos que = € (a : b).

Por lo tanto a C (a : b).

5) Probemos que (Na; : b) = N(a; : b).

Probemos primero que (Na; : b) C N(a; : b).

Sea z € (Na; : b) entonces xb € Na; para todo b € b por definicién de cociente residual y como
xb € Na; entonces tenemos que xb € a;. Tomemos ¢ fijo, entonces zb € a; para todo b € b, es decir,
que = € (a; : b) para todo i, por lo tanto x € N(a; : b) pero como z es cualquier elemento de (Na; : b),

es decir, que:

Seay € N(a; : b), para cada ¢ tenemos que y € (a; : b), entonces yb € a; para todo i, entonces
tenemos que yb € Na; para todo b € by como yb € Na; entonces y € (Na; : b), pero como y es un

elemento arbitrario de N(a; : b) entonces probamos que:

Por tanto por (1.1) y (1.2) tenemos que (Na; : b) = N(a; : b).

6) Probemos que ((a: b) : ¢) = (a: (bc)).

Seax € ((a : b) : ¢), entonces por la definicién de cociente residual tenemos zc¢ € (a : b) para
todo ¢ € ¢y aplicando nuevamente la definicién tenemos (xc)b € a para todo b € b y asociando los
elementos de forma conveniente tenemos z(cb) € b.

Ahora podemos conmutar los elementos b y ¢ de manera conveniente x(bc) € a y aplicando de nuevo

dicha definicion tenemos = € (a : (bc)) asi tenemos:

((a:b):¢c) C (a:(bc)) (1.3)

Ahora sea x € (a : (bc)), por definicién de cociente residual tenemos que x(bc) € a para todo

bc € be, permutando los elementos y asociando de forma conveniente tenemos z(cb) = (xzc)b € a,

12



donde b € by por definicién sabemos que (zc) € (a : b) para todo ¢ € ¢, aplicando de nuevo la

definicién tenemos z € ((a: b) : ¢) y por lo tanto:

(a:(bc)) € ((a:b):¢) (1.4)

Por lo tanto por la ecuacién (1.3) y (1.4) tenemos que (a : (bc)) = ((a: b) : ¢).

7) Ahora probemos que (a : (D1, b;)) = N (a: b).

Seax € (a : (D, b)), por la definicién de cociente residual tenemos x ) ., b; € a para todo
Som b € > by, en particular podemos escribir (n — 1) ceros y entonces zb; € a para todo ;
aplicando la definicién de cociente residual una ves mas z € (a : b;) para todo i, de esta forma
z e (a:b).

Por tanto tenemos:

n

(a: (i b)) C [)(a:b;) (1.5)

i=1

Seax € NI ,(a : b;), como x pertenece a la interseccién, x € (a : b;) paratodo iy b; € b; y
aplicando la definicién de cociente residual tenemos xb; € a para todo ¢ y por ser para todo ¢ tenemos
z Y. b; € a, nuevamente por la definicién residual, z € (a: Y ., b;). Por lo tanto :

n

(@:b) € (a: im) (1.6)

i=1
Entonces por (1.5) y (1.6) tenemos que (a : (D1, b)) =N (a: b;).
8) Finalmente probemos (a : b) = (a: (a + b)).

Por 7) de la misma proposicién sabemos que:
(a:(a+b) = (a:a)N(a:b)

Como es evidente que a C a, entonces todos los elementos del anillo R estdn en (a : a), es decir

que, (a : a) es todo el anillo R, por lo tanto:

(a:(a+b)) = (a:a)N(a:b)



1.2. Ideales generados por un conjunto

Definicion 1.2.1 Sea A un conjunto de elementos arbitrarios no vacios del anillo R. El conjunto de
todos los elementos de la forma Y, r;a; donde r; € Ry a; € A siempre que sea una suma finita, es

llamado el ideal generado por un conjunto.

Veamos que es un ideal.
7
Supongamos que z1,xs € y ., 17;a; y k € Rentonces x1 = Y . ria; y Lo = y .-, T;G;, VEAMOS
que la suma de z; + 5 esta en el conjunto:

n

m

17

l‘1+$2 = E r,-ai—i-g r,a;
i=1

=1

/ / ’ ’ !/ /
= 701+ 71202 + ... + 0y + 7107 + Te0y + ...+ 7,0,

/ ’
= 7Ta+..+71,0a,.

Asizy + a0 € Y0 10

Ahora vemos que x1 — Xy € > 1| TG,

n m
7
Ty — Ty = E TrQ; — E Tia,i
i=1 i=1
/ !/ !/ / / ’
= ra; +reag + ... + rpan — (ryay +reay + .o+ 1,a,)

’

= ray +reaz+ ... +rpa, + T;(_a/ﬂ + r;(—a;) + ot T;n(_am)

= ra+..+7 (—a)

Pero como (—a;) € Acon1 <i<n,m; —x9 €0, 140

Ahora sea k € R, entonces tenemos:

kxy = k(riay +reas + ... + rpay)
= kria; + krqas + ... + kr,a,

= (kry)ay + (kro)ag + ... + (kry)a,.
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Dadoque a; € Ay kr; € Rparatodoi = 1,2,...,n entonces kz, € Z?:l Tia;

Por lo tanto el conjunto )" ;a; es un ideal y es llamado el ideal generado por A.

Definicion 1.2.2 Si A consta de un niimero finito de elementos a., as, ..., a,, entonces el ideal gener-
ado por ay, as, ..., a, es denotado por (a1, as, ..., a,) y consiste en todos los elementos que se pueden

escribir de la forma ria; + raas + ... + rypa,, donde los r; son cualquier elemento de R.

Se dice que tal ideal es generado finitamente y los elementos a; son llamados una Base ¢ Bases de un
Ideal.

Ademas, el ideal generado por la suma y el producto se definen de la siguiente manera:

(al,ag,...,am)+(b1,b2,...,bn) = (al,...,am,bl,...,bn)
(Gl,ag,...,Gm)(bl,bz,...,bn) = (...,aibj,...)

Cuando el ideal es generado por un solo elemento, es decir, por (a) es llamado el Ideal Principal.

1.3. Ideales Primos e Ideales Maximales

Definicion 1.3.1 Un ideal p es llamado ideal primo siempre que ab € p al menos uno de ellos pertenece

ayp, es decir, a pertenece a p o b pertenece a p.

Una definicion equivalente es la siguiente:

Definicion 1.3.2 Diremos que p es primo si y sélo si para todo ab € py a ¢ p siempre cumple la

condicion que b € p.

Proposicion 1.3.1 .
Sea p un ideal primo, y supongamos que aias...a, € p, entonces para al menos un valor de i tenemos

que a; € p. Ademads, si a10s...a,, son ideales y a;a,...a, C p, entonces a; C p para al menos un valor

de 1.

15



Demostracion:

Supongamos que ajas...a, € py que a; & p.

Tenemos aias...a, = ai(as...a,) € py a; ¢ p por definicién de un ideal primo sabemos que si
ai(ay...a,) € pyay; ¢ p entonces asas...a, € p. Ahora repetimos el argumento y para ello tenemos
asagz...a, = as(as...a,) € pyas ¢ pentonces as...a,, € p y asi sucesivamente obtenemos una sucesion
a9a3...G, € P,a3ay...a, € P,ay0as...a, € P,y finalmente a,, € p pero esto es una contracioén ya que
habiamos supuesto que a,, ¢ p.

Luego por otra parte asumamos que a;dy...a,, C p, pero que a; ¢ p. Luego para cada ¢ podemos
elegir a; € a; de manera que a; ¢ p entonces aq(as...a,) € a;(as...a,) C p y entonces tenemos que
ai(asy...a,) € p pero esto es una contradiccion ya que en la contruccién de la sucesion tenemos que

ai, (az, ..., a,) ¢ p. Por la tanto a; C p para al menos un valor de 1.

Definicion 1.3.3 Un ideal primo p en el anillo R es llamado un ideal primo minimal de a, si estd

contenido en a 'y si no existe un ideal primo contenido en a, que estd estrictamente contenido en p.
Definicion 1.3.4 Un ideal m en R es maximal si m # Ry no existe ningiin ideal a tal que m C a C R.

Definicion 1.3.5 Un ideal primo propio p se dice que es un ideal maximal primario del anillo R, si no

hay otro ideal primo propio contenido en p.

1.4. Elradical de un ideal

Definicion 1.4.1 Sea a un ideal en un anillo R. El conjunto de todos los elementos x, tal que para

algtin exponente positivo de x estd en a, es llamado el radical del ideal a 'y lo podemos definir como:
r(a) = {x € R/a" € a; para alginn >0 conn € N}.

Este conjunto es un ideal.

Sea z € r(a), entonces existe n > 0 tal que 2™ € a, es claro que 7z € r(a) para todo r € R, pues
(raz)™ = r"a™ € a por ser a un ideal.

Sean x, y € r(a), entonces existen m y n tales que ™ € a, y" € a. Aplicando el teorema del binomio,
(x4 y)™*" ! es una suma de enteros multiplicados por productos z"y*, donde r + s = m +n — 1; no

podemos tener » < m y que s < n, entonces cada uno de estos productos estd en a y por consiguiente
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(z +y)™™~! € a. Por lo tanto = + y € r(a), de forma andloga se prueba que = — y € 7(a).

Por tanto r(a) es un ideal.

Proposicion 1.4.1 Sean ay ay, as, ..., a,, ideales en el anillo R, entonces
D aCr(a)=r(r(a)

2) r(mas...a) = r(j_ ;) = V2, r(a)

3) r(a) = Rsiysdlosia=R.

4) r(a; + az) = r(r(ar) + r(az)).

5) Sip es un ideal primo, entonces r(p™) = p para todo n > 0.

Demostracion:

1) Para toda = € a, se tendrd que ' € a; 1 € N, entonces = € r(a).

Por lo tanto a C r(a).

Luego sea x € r(a), entonces existe unn > 0 € N tal que 2™ € a, tomando algin m > 0 € N entonces
(™)™ € r(a), es decir, z € r(a).

Por lo tanto 7(a) C r(r(a)).

Siz € r(r(a)), existe un n > 0, tal que 2" € r(a) y entonces ™" = (z™)™ para cierto m > 0 € N,
entonces = € a 'y por lo tanto (r(a)) C r(a).

2)Siz € ﬂ;‘:l r(a;), existen mq, mg, ...,m, > 0 tal que 2™ € a; paracada j = 1,2,...,n; luego

tomando m = my + msy + ... + m,, tenemos

" = $m1+m2+---+mn

= ™z 2™ € a1ay...0,,

asi (;_, 7(a;) C (a1, az,...,a,). dado que aya3...a, € (;_, a; por la proposicién 1.1.1 literal 3.2
tenemos que 7(a;az...a,) C 7((;_, a;). Finalmente, si z € 7((;_, a;), existe un n > 0 tal que
a™ € (1;_, a;, entonces paracada j = 1,2, ...,n, 2" € ay, es decir, x € r(a;), entonces z € ()7_, r(a;)
y (=i a5) = = 7(ay).

Asir((j=, a5) = = 7(a;) € r(arag...a,) C r((;_, a;), es lo que se queria probar.

3) Sea r(a) = R, paratodo r € R, existe un n > 0 tal que " € a, en particular 1 = 1" € a. Por lo
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tanto a = R.

Reciprocamente por 1) sabemos que a C r(a) pero a = R entonces R C r(a).

Sea = € r(a), entonces existe un n > 0, tal que =" € a, en particular para un n = 1 tenemos que x € R
por ser a = Ry por lo tanto 7(a) C R.

4) Dado que a; C r(a;) y as C r(ay) por 1) tenemos:

a; + do g T(Cll) + 7’(02)

T‘(Cll + ag) - r(r(al) + T(ag)).

Para probar la otra inclusién, tomemos = € r(r(a;) + r(az)), entonces existe un n > 0 tal que x,, €
r(a;) + r(az), luego sea ™ = =1 + x5 donde x1 € a; y x2 € ay, es decir, existen n; y no tales que
' € a1y xh? € ag, luego ()M t27l = () +125)™ 271 por el binomio de Newton (z; + x4 )" 77271
es una suma de enteros multiplicativos por productos zjz5 donde r 4+ s = n; + ne — 1 y no podemos
tener r < m;y s < ny, entonces cada uno estos productos estdn en a; 6 en as, por lo tanto ("1 +"2~1) ¢
a+ayyz € r(a;+ as).

Por lo tanto 7(r(a;) + r(az)) C r(ay + az).

5) Sea p un ideal primo, por 2) tenemos

n veces

= r(pNpnN..Np)

Pero por 1) sabemos que r(p") = r(p) 2 p.
Solo nos hace falta probar que (p) C p, sea = € r(p) y sea n el menor entero positivo tal que 2" € p,
luego como p es primo entonces x € p 6 "1 € p, pero como n es el menor entero positivo entonces

n = 1y por lo tanto = € p, entonces 7(p) C p.

1.5. Ideales Primarios.

Definicion 1.5.1 Un ideal q # R en un anillo R es llamado un ideal primario si para todo a,b € R

tenemos que ab € q 'y a & q entonces existe un exponente n positivo de b que pertenece a q.
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En otras palabras,q # R es un ideal primario si a,b € R tenemos que ab € qy a ¢ q, entonces b™ € q
para alginn > 0.

Una definicién equivalente es la siguiente.

Definicion 1.5.2 Un ideal q en un anillo R es primario si ¢ #R y si ab € q entonces para cada a € q

60" € q para algiin n > 0.
Es claro que todo ideal primo es primario, pero no es cierto el reciproco. Veamos un ejemplo:

Ejemplo 1.5.1 * Si p, es un niimero primo para todo entero positivo n = 2, se tiene que (p") = (p)",

es un ideal primario en Z pero no es primo en 7.

* Veamos primero que no es primo, pues pp™ ! € (p") pero p y p"~! no estdn en (p™).

Por lo tanto (p)™ no es primo en Z.

Para ver que es primario, sean a, b € Z tales que ab € (p") y que a ¢ (p"), luego p™ divide a ab, pero
no divide a a ya que a ¢ (p™) entonces p divide a b y en consecuencia b™ € (p™).

Por lo tanto (p)™, es un ideal primario en Z.

Proposicion 1.5.1 Sea q un ideal primario y, sea p el conjunto de todos los elementos x tal que x™ € q
para al menos un valor entero positivo n entonces p es un ideal primo conteniendo q, y para cualquier

otro ideal primo y' conteniendo q, se tiene que p C p'. Estoesq C p C p’.

Demostracion:
Demostremos que p es un ideal.

Sean z,y € pyr € R, entonces existen enteros m y n, tal que ™ € qy y" € q. Ahora tenemos:

m+n — m+n (m-+n)—k, k
(g™ = Y (7 ) y
k=0

+n)—k

= "t + ((m :) )x(mM)kyk + .yt
m+n)—k

= """+ ...+ << k) )x(m+n)kyk + .+ y"y".

Pero como en el primer caso ™ € qy en el segundo caso y" € ¢, de modo que en ambos casos

x™y™ € q. Esto demuestra que (z+y)™ 1" € g, en consecuencia, por la definicién del ideal p, x4y € p.
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Y haciendo un argumento parecido demostramos que x — y € p.

Ahora, sea x € p entonces existe entero m tal que ™ € qy sear € R entonces:

Por lo tanto r™x™ € q y entonces rz € p por hipé6tesis con respecto al ideal p.
Ycomox+vy, v —y E€Ppyrz € p,entonces p es un ideal.

Ahora probemos que p es primo. Asumamos que ab € p y que a ¢ p por definicién de un ideal
primo, basta probar que b € p. Ya que ab € p, por hipdtesis existe un entero positivo s tal que (ab)® € g
pero como (ab)® = a®b® € q, pero a® ¢ g, por definicién de un ideal primario, pues de lo contrario a
perteneceria a p. Por lo tanto ya que q es un ideal primario algin exponente s tal que (b%)" € q esto se
cumple para algtin entero positivo, tomando un exponente apropiado tenemos que b € p.

Por lo tanto p es primo.

Probemos que q C p. Sea = € p, como p es el conjunto de todos los elementos x tal que 2™ € q
entonces 2" € q, tomando un valor apropiado para n , es decir, con n = 1 tenemos que x € qy por lo
tanto q C p.

Finalmente probemos que p C p’. Sea p’ cualquier otro ideal primo conteniendo a q y sea = € p, pero
como p es el conjunto de elementos z tal que 2™ € q y supongamos que q = qds...q, C P , entonces
por la proposicion 1.3.1 sabemos que 2" € q = q14s...q, C p entonces q; C p  para al menos un valor
de i, coni = 1,2, ...,n, tomando un valor apropiado para i tenemos que q C p' ademds 2" € q C p’
entonces " € p’ para al menos un exponente positivo entonces tomando apropiadamente tenemos que

x €p yporlotantop C p’.

1.6. Ideales con una Descomposicion Primaria

Definicion 1.6.1 Si un ideal a se puede expresar de la siguiente forma:
a=q:MNgeN...N{qn,

donde cada q; es un ideal primario, diremos que tenemos una descomposicion primaria de a 'y cada q;

se llamard componente primaria de la descomposicion primaria del ideal a.
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Hay un tipo importante de anillo el cudl es el Anillo Notheriano en el que todo ideal tiene una

descomposicion primaria y es principalmente en los anillos que trabajaremos.
Definicion 1.6.2 Sean p y q ideales en el anillo Ry si p = r(q), entonces diremos que q es p-primario
Definicion 1.6.3 Diremos que ideal a es descomponible si tiene una una descomposicion primaria.
Ejemplo 1.6.1 Encontrar una descomposicién primaria del ideal a = (zy, y°).
Solucién: Podemos descomponer al ideal a como:

a = (zy,9°)

= ()N (z,9%).

Por lo tanto la descomposicion primaria del ideal a es (z) N (z,y?) = (zy, y?).

Teorema 1.6.1 Sea a = q,NqxN...NQqy,, donde q; es p;-primario para 1 < i < n. Entonces cualquier
ideal primo que este contenido en a debe contener al menos uno de los p;; el ideal primo minimal de
a son precisamente los ideales primos p; que no contienen estrictamente cualquier otro p;, es decir, el
r(a) = q1 N gz N ... N qy,, y mds precisamente , el radical de a es la interseccion de todos los ideales

primos minimales.

Demostracion:

Supongamos que p un ideal primo contenido en a, entonces

qide---9n = q1NgaMN...Nqn

= aCp

consecuentemente, por la proposicién 1.1.1 literal 3.2) y por la proposicion 1.3.2, podemos escoger un
1 tal que q; C p, por la proposicion 1.5.1 tenemos que p; C p, aplicando la definicién de ideales primos
minimales de un ideal tenemos que p; C ayp; € a C p.

Ahora, sea x € r(a), y m un entero adecuado tal que ™ € a C q, C p;,conzx € p;paral < i < n,

entonces x € N7 ,p; y por lo tanto tenemos que
ra) € g1NgaN...NQy (1.7)
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Seay € a=q;Ng2N...N gy, entonces para cada 7, tenemos que y € p;, entonces podemos encontrar
m; tal que y™ € q; y tomando a m = max(my, ma, ..., my),

Y™ € q1NgaN...Ng, = ay entonces tenemos que y € r(a) y por lo tanto

rla) 2 q1NgeN...N4qy, (1.8)

De 1.7y 1.8 tenemos r (a) = ¢; N gz N ... N (.
Corolario 1.6.1 Si q es p-primario, ab € q, y a ¢ p entonces b € q.

Demostracion:

Supongamos que ab € q 'y que a ¢ p, como ¢ es un ideal p-primario entonces p = r(q) y necesita-
mos probar que q = p entonces sea € p = r(q), entonces " € ¢, para algin entero positivo n > 0,
tomando el menor entero tenemos que x € ¢, asi p C q.

Luego para toda x € q tendremos que x! € g, con 1 € N, entonces = € r(q) = p por ser q p-primario.
Entonces q C p y por lo tanto q = p.
Y como por hipétesis ab € qy a ¢ q = p, entonces a ¢ p y por definicién de ideal primo, no le queda

de otra que b € q.
Corolario 1.6.2 Si q es p-primario, ab C q, y a € p, entonces b C q.

Demostracion:
Podemos elegir un ay € a de modo que ay ¢ p y si ahora b es un elemento cualquiera de b, tenemos
que apb € ¢, yaque ab C qy que ag ¢ p entonces b € ¢ por el corolario 1.6.1, y como b es un elemento

cualquiera de b entonces b C q.
Corolario 1.6.3 Si q es p-primario y si a Z p entonces (q : a) = q.

Demostracion:
Sabemos que a(q : a) C g, por la proposicién 1.1.1 literal 4). Dado que a ¢ g, por el corolario 1.6.2 te-

nemos:

(q:a) € q (1.9)
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por el corolario 1.6.2 .
La otra inclusién es inmediata utilizando la proposicion 1.1.1 literal 4.1 .

Asi

9 S (9:a) (1.10)

De 1.9y 1.10 tenemos que (q : a) = q.

Lema 1.6.1 Supongamos que p' y q son ideales para los cuales se satisfacen las siguientes condi-

ciones:

Dy 24

2) Six €y, entonces existe algiin exponente positivo de x que estd en .
3)Siabc q yadyp, entoncesb € q.

/ . . ’ . . . L. . /
Entonces p es un ideal primo, y q es un ideal primario que estd incluido en p .

Demostracion:

Comenzamos por mostrar que q es un ideal primario. Asumamos que ab € q y que b ¢ q , entonces,
por 3), a ¢ p’, ademds por 2), existe un entero n tal que a” € q entonces para algiin entero positivo 7,
el elemento a estd en q por lo tanto ¢ es primario.

Probemos que p’ es un ideal primo. Sea ab € p’ entonces por 2) existe alglin exponente positivo s tal
que (ab)® € q', pero como (ab)® = a*b® € q y a® ¢ q por 3) se tiene que b* € q C p’;por 1) b* € p’
luego tomando un entero positivo apropiado tenemos que b € p’, por lo tanto p’ es un ideal primo.

Sea q p-primario, para cualquier ideal p demostremos que p' C p ya que si tomamos = € p’ entonces
existe exponente n positivo n tal que ™ € p, para un entero conveniente tenemos que x € p y entonces
pCp.

Ahora probemos que p C p’, sea = € p, por ser q p-primario por definicién 1.6.2 p = 7(q'), es decir,
x € r(q’) entonces existe un entero i positivo tal que 2* € q. Por un lado, si i = 1 tenemos que
x €q Cyp,porl)y por el otro lado, si i > 1 entonces z° = z2'~* € q' y 2'~! ¢ q', por consiguiente
utilizando 3) tenemos que z € ' C p por 1), entonces = € p . Porlo tanto p = p’.

Porlotantoq Cp'.
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Proposicién 1.6.1 Si q1, 4o, ..., 4, son todos ideales p-primarios, entonces q = (\;_, q; es también un

ideal p-primario.

Demostracion:

Sea q y p ideales donde q = N'_,q; y como cada ¢; es p-primario, por hipétesis q; estd en p y por lo
tanto q C p.

Ahora sea x € p entonces para cada ¢ podemos encontrar enteros m; talque ™ € q; y tomando
m = max(my, ma, ..., m,) tendremos que =™ € q; paracada 1 < i < n,es decir, z™ € q. Supongamos
queab € qya ¢ p,como q = q; NgzN...N ¢, entonces ab € q = N'_,q, entonces ab € ¢, para todo i

y a & p, porlo tanto b € q; paratodo i , entonces b € qy del lema 1.6.1 deducimos que q es p-primario.

Proposicion 1.6.2 Si q es p-primarioy si a es un ideal no conteniendo q, entonces (q : a) es p-primario.

Pero si a C q entonces (q : a) = (1).

Demostracion:

Supongamos que a C q y supongamos que q = (q : a), como a C q podemos encontrar ay € a tal que
ao ¢ q. Sitomamos i € q entonces agy € qy ag ¢ q por lo tanto y € p y entonces q C p.

Si z € p entonces con un entero m apropiado tenemos que 2q C ¢ por ser ¢ p-primario, supongamos
que o3 € q y que o ¢ p, entonces para cualquier a € a tenemos que

a(af) = a(fa) = (af)a € qy como a ¢ p entonces a3 € qy por lo tanto 5 € (q:a) = q y luego
del lema 1.6.1 deducimos que q es p-primario. Dado que q' = (q : a), entonces (q : a) es p-primario.

Ahora si a C q entonces todos los elementos del anillo R estdn en (q : a), de modo que

(q:0a)=R=(1).

Proposicion 1.6.3 Sea a un ideal y sean 1, po, ..., p,, ideales primos ninguno de los cuales estdn con-

tenidos en a, entonces existe un elemento a € a tal que no estd contenido en p; paratodoi = 1,2, ...,n.

Demostracion:

Usemos induccion sobre el nimero n de ideales primos.

Sin = 1 entonces p; € a entonces a; € a talque p; ¢ a.

sin = k — 1 entonces P, Po, ..., Pr_1 Z a entonces para cada i (1 < i < k — 1) existe un elemento
a; € a que no estd contenido en cualquier P, po, ..., Pr_1 €s decir que p1, pa, ..., Pr—1 € a.

Si n = k entonces p1, P2, ..., pr—1,Pr ¢ a entonces para cada i (1 < ¢ < k) existe un elemento
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a; € a que no estd contenido en cualquier pq, po, ..., Pi—1, Pit1..., Pr—1.Px. Entonces para al menos un
i tenemos que a; ¢ p; y en este caso no hay nada que probar. Por lo tanto probaremos el caso donde
a; € p; para todo 7. Supongamos que a = » ., (a1as...a;_1a;11...a;), entonces el término j-ésimo en
la sumatoria no pertenece a p,;, SUpONgamos que ¢ 7# j entonces a,ds...a;—10it+1...ax € P; ya que a; estd
en el producto. Y esto demuestra que a ¢ p, independientemente del valor de j y como a € a porque

todos los a1G42...0;—10;41...0f € Q.
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Capitulo 2

Los Anillos Noetherianos Conmutativos

2.1. Definiciones y Condiciones en anillos Noetherianos

Recordamos que un ideal a es finito, si podemos encontrar un conjunto finito as, as, ..., a, de ele-

mentos, tal que
a = Ra1 + RCZQ + ...+ Ran

Ra; es sdlo otra manera de escribir el ideal principal (a;), que utilizaremos cuando hagamos hincapié

en que (a;) se compone de todos los elementos de la forma ra; donde r es un elemento arbitrario de R.

Definicion 2.1.1 Un anillo R se llama Noetheriano si todo ideal de R es finito.
Con el fin de poner la condicién Noetheriana de formas alternativas, damos dos definiciones maés.

Definicion 2.1.2 Una cadena ascendente en R dice que, si cada vez que tenemos una secuencia infinita

de ideales que cada vez es mayor, es decir,
a; Ca, Caz C ..

entonces, existe un entero m tal que a,, = a,, para todo n > m.

Definicion 2.1.3 La condicion maximal, dice que R tiene un maximal, si dado cualquier conjunto no
vacio G de ideales, existe un ideal a, en el conjunto G, y tal que si b pertenece a G y a C b, entonces

a=0>b.
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En otras palabras, cada conjunto G no vacio de ideales, contiene un ideal, es decir, un ideal b, que es

maximal.

Esto, sin embargo, no significa que el ideal a, que es maximal, contiene todos los ideales del conjunto

G; sdlo significa que el ideal a no estd contenido por cualquier otro ideal del conjunto.

Teorema 2.1.1 Los siguientes tres enunciados son equivalentes:
(1) La condicion de la cadena ascendente se tiene en R;
(2) La condicion maximal, para ideales, se tiene en R;

(3) Todo ideal en R es generado finitamente; y cada uno de ellos es equivalente a decir que: R es

noetheriano.

Demostracion:

(1) = (2) : Supongamos que se cumple la condicién de la cadena, y sea & un conjunto no vacio
de ideales. Vamos a suponer que ninglin miembro de & es maximal y por lo tanto derivar una con-
tradiccion. Esto demostrard (1) implica (2). Dado que & no es vacio, contiene al menos un ideal; sea
a; € G tal ideal, por hipétesis, a; no puede ser maximal; por lo tanto podemos encontrar a;, € S tal
que as O ay.

Una vez mds, ya que a, no es maximal, entonces existe un ag € G tal que as D ay y asi sucesivamente.
Esto da una contradiccién , porque en la secuencia ay, as, as, ... viola la condicién de cadena ascen-
dente, definicién 2.1.2.

(2) = (3) : Ahora supongamos que la condicion de maximal se mantiene, y sea a un ideal dado.
Denotemos por & el conjunto de todos los ideales finitamente generados que estan contenidos en a
entonces & no es vacio porque contiene (0). Si a* = Ra; + Ras + ... + Ra,, es un ideal del conjunto
G que es maximal, entonces a* C a. Vamos a demostrar que a* = a del cual se sigue que a es finito, y,
por tanto, demostrariamos (2) implica (3).

Ahora si a* # a, entonces podemos encontrar un b € a tal que b ¢ a*, y luego el ideal
a = Ra; + Ray + ... + Ra,, + Rb
pertenecerdn a G, y contienen estrictamente a a*. Esto, sin embargo, es imposible por la eleccién de a*.

(3) = (1) : Vamos a completar la demostracién del teorema al mostrar que (3) implica (1). Para esto,
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supongamos que todo ideal es finitamente generado, y sea a; C as C ... una sucesion creciente de
ideales.

Si denotamos por a la unién de todos los ideales a;, entonces a es un ideal.

Sean z1,x5 € ayr € R, entonces podemos encontrar un entero [ talque x; y xo ambos estdn en q,
entonces r1 + T2 y £1 — X5 estdn todos en a; y luego rz; € a; porque x; € a; de manera que, con
mayor razon, todos estan en a. Por lo tanto a es un ideal, por hipdtesis, se tiene una base finita. Sea

a = (ay,aq,...,a,) y para cada i elijamos m; asi que a; € a,,,, entonces todos los a; estdn en a,,, donde
m = maz(my, ma, ..., My,)
Ahora si n > m tenemos
a=(a,as,...,a,) Ca, Ca, Ca
asi a,,, = a,, Unica condicién de que n > m.

Proposicion 2.1.1 Sean R un anillo noetheriano con unidad, y sea a # R, entonces existe un ideal

maximal de R que contiene a a

Demostracion:

Sea ‘B el conjunto de todos los ideales en R, en otras palabras,
B ={a/a#R, a es un ideal de R}

donde ‘B es no vacio, puesto que 0 € a.

Ahora por ser I? un anillo noetheriano por el teorema 2.1.1 entonces la condicion de cadena ascen-
dente y la condicién maximal se mantiene en R.
Sea pues G una cadena de ideales en B, por lo tanto G es una cadena de ideales en R y veamos que
a = [J,eg b es un ideal, efectivamente, a # 0 ya que 0 € b, para toda b € B.
Si z,y € a, entonces existen by, by € G de modo que = € by, y € by, pero como G cumple con la
condicién de cadena ascendente por ser 12 noetheriano, entonces by C bo, entonces =,y € by entonces
r+y€ebyCa
por lo tanto x + y € a.
De manera similar probamos que x — y € a.

Siz € ayparar € R, existe un b; € G tal que = € by, entonces rz € b; C aen consecuencia rz € a.
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Por tanto a = | J,.¢ b es un ideal y por ser R noetheriano entonces la condicién maximal se cumple, es

decir que a C by b es maximal.

2.2. Descomposicion Primaria en Anillos Noetherianos

Llegamos ahora a una de las propiedades fundamentales de los anillos noetherianos. Para probar

este resultado, vamos a introducir un concepto auxiliar y hacer uso de los siguientes dos lemas.

Definicion 2.2.1 Vamos a decir que un ideal a C R es irreducible, sia = b N ¢ donde b y ¢ son ideales,

entonces biena=bda = c.

En otras palabras, el ideal a es irreducible si no se puede escribir como la interseccion de dos ideales

estrictamente mayores.

Lema 2.2.1 Si R es noetheriano, entonces todo ideal se puede representar como la interseccion de un

ntimero finito de ideales irreducibles.

Demostracion:

Sea G el conjunto de todos los ideales que no son intersecciones finitas de los ideales irreducibles.
Tenemos que demostrar que S es vacio.
Asumiendo lo contrario y por el Teorema 2.1.1, podemos encontrar un ideal a € G que es maximal para
el conjunto G. Dado que a € G, no es una interseccion finita de ideales irreducibles, de manera que, en
particular, a no es irreducible. Asi a = b M ¢, donde b y ¢ son ideales, que contienen estrictamente a a.
Por la condicién maximal aplicado aa,b € &y ¢ ¢ G, tenemos que b y también ¢ son intersecciones
finitas de los ideales irreducibles. De esto se deduce que a = b N ¢ es también una interseccion finita
de ideales irreducibles; pero esto es imposible porque a € G, entonces es una contracion.

Por lo tanto R se puede representar como la interseccion de un nimero finito de ideales irreducibles.
Lema 2.2.2 Si R es Noetheriano, entonces todo ideal irreducible es primario.

Demostracion:
Vamos a suponer que a es un ideal no primario en el anillo noetheriano R, y vamos a deducir que a

debe ser reducible.
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Dado que a no es primario, existen elementos b, ¢ tal que bc € a, ¢ ¢ a, y ningtin exponente de b estd
en a.
De bc € ayc ¢ a, sesigue que aa C (a :(b)), de que la inclusion es estricta. Usando (4.1) y (6) de la

proposicién 1.1.1 obtenemos

por lo tanto
aC(a:()C(a:(b?)C(a:(b?)C..

Por la condicion de cadena ahora demostramos que existe un entero m tal que (a : (b")) = (a : (b™))
siempre que n > m.

Vamos a demostrar que
a = (a:(0")N[a+ ()]

y con esto demostramos el lema. Ya que, por construccion, ambos (a : (6™)) y a+(b™) estan contenidos

en el ideal a, entonces
((a:0™)N[a+ ™) C a

Seaz € (a: (b™))NJ[a+ (b™)] entonces si demostramos que x € a hemos probamos que a = (a :
(b™))N[a+(b™)]. Ahora bien, como x € (a : (b™))N[a+(b™)], entonces z € (a: (b)) yz € a+(b"),
six € a+ (b™) tenemos que x = a + rb™, donde @ € ay r € R. También tenemos = € (a : (™)) y

como x = a + rb™ entonces, al multiplicar la ecuacién anterior a ambos lados por b™ tenemos

zb™ = (a4 rb™)o™

= ab™ + 0"

en consecuencia xb™ = ab™ + rb*™ pertenece a a, lo que demuestra que rb*™ € a, y por tanto, que
r € (a : (b*™)). Con la eleccién del entero m, apropiado (a : (b*™)) = (a : (b™)), por lo tanto

re(a: (™) yrb™ € a. Asix = a+ rb™ € a, que es lo que queriamos probar.
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El siguiente teorema nos afirma que cada ideal diferente del ideal generado por uno en un anillo Noethe-

riano tiene una descomposicion primaria.
Teorema 2.2.1 En un anillo noetheriano R cada ideal tiene una descomposicion primaria.

Demostracion:

Sea a un ideal en 12 y como por hipotesis el anillo 12 es Noetheriano por el lema 2.2.1 tenemos

n

a = ﬂ a;
i=1
= alﬂagﬂ...man
donde cada a; es irreducible.
Luego como cada a; es irreducible por el lema 2.2.2 tenemos que cada a; es primario y luego por la
definicion 1.6.1 el ideal a tiene una descomposicion primaria.

Por ser el ideal a un ideal cualesquiera cada ideal tiene una descomposicion primaria.

Por lo tanto cada ideal tiene una descomposicién primaria en un anillo Noetheriano R.

2.3. Propiedades Adicionales de los Anillos Noetherianos
Proposicion 2.3.1 En un anillo noetheriano R, cada ideal contiene una potencia de su radical.

Demostracion:

Sea a un ideal de un anillo noetheriano y sea b = r(a), entonces b es generado finitamente, es decir,
b = Rby + Rby + ... + Rb,,.

Luego b; € r(a), podemos encontrar un entero m; tal que b,"" € a.

Pongamos a m como
m = Mmi+me—+..+my,

y vamos a demostrar que b C a.
Luego como sabemos que b™ es generado por los elementos b} 04>...b~, donde los y; son nimeros

enteros no negativos tales que

1t pe+ oo+l = mp+me+ .+ my
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pero si iy + o + ... + b, = my + mo + ... + m,, entonces por lo menos para un valor de ¢ se cumple
que u; > m;, en consecuencia b} bh?...bkm € a.
Entonces todos los generadores de b"* estdn en a, es decir, que b C a.

Por lo tanto, el ideal a contiene una potencia de su radical.

Proposicion 2.3.2 Sea R un anillo noetheriano, m un ideal maximal de R, q un ideal cualquiera de R,

entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

(1) q es m-primario;

2) r(q) = m;

3) m"” C q C m para algin n > 0.

Demostracion:

1) implica 3)

Como ¢ es m-primario, entonces por definicién tenemos que m = r(q) y por la proposicién 1.3.1

tenemos que m” C ¢, para algin entero positivo n > (, pero como también ¢ C m por ser m un ideal

maximal de 12 y q un ideal cualquiera de R entonces tenemos
m" C g Cm

para algin n > 0.

3) implica 2). Partamos de m" C q C m para algtin n > 0 y tomando radicales en la relacion te-

nemos:
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Luego por la proposicion 1.4.1 sabemos que m C r(m) y como llegamos a tener r(m) C r(q) C r(m),

entonces tenemos que
mCr(q) y m2r(q)

Por lo tanto r(q) = m.
2) implica 1).

Por definicién 1.6.2 es claro que si r(q) = m, entonces q es m-primario.

Corolario 2.3.1 Si R es un anillo Noetheriano y si q es p-primario, entonces p* C q para algiin entero

positivo c.

Desmostracion.:

Como q es p-primario entonces p = r(q), donde
r(q) = {qER/x”Eq; n>0;n€N},

es decir, que q C R por definicion del radical de un ideal y por ser R un anillo Noetheraino entonces p

es generado finitamente, tal que
p = Rpi+ Rps+ ...+ Rp,

Dado que p; € r(q), por ser p = r(q), entonces podemos encontrar un «; tal que «; € p y pongamos a
a=uoa1+ay+ ...+ a,.

Ahora que sabemos que p® es generado por los elementos
Py
donde los f3; son niimeros enteros positivos tales que
Bi+Pat ..+ 6 = artart ... +ay,

entonces por lo menos para un valor de 7, se cumple que 3; > «; y por lo tanto

pflpgz pg"eq

Entonces todos los generadores de p estdn en q.

Por lo tanto p* C ¢ para algin entero positivo «.
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El corolario anterior muestra que si p es un ideal primario en un anillo Noetheriano, una condicién
necesaria para que un ideal dado debe ser p-primario es que el ideal deberd contener una potencia de p.
Hay una situacion importante en la que la condicién es suficiente asi como es necesaria, que es el

siguiente resultado.

Proposicion 2.3.3 Sea R un anillo Noetheriano y sea p un ideal maximal primo de R, entonces un

ideal propio a es p-primario si'y solo si, contiene un exponente de p.

Demostracion:

Supongamos que un ideal propio a es p-primario, entonces debemos probar que p contiene un expo-
nente de a.

Pero como a es p-primario y R es un anillo Noetheriano por el corolario 2.3.1, existe un exponente m

tal que
p" C a

Por lo tanto para algin exponente de a estd contenido en p.

Reciprocamente, supongamos que a contiene un exponente de p, es decir, p” C a, para algiin r > 0
entonces, probemos que a es p-primario.

Sea p’ un ideal primo tal que

/

a C p

Tenemos que p” C a C p’, de modo que p C p’ y, por tanto, ya que p es maximal, entonces p = p’. Asf
p es el tnico ideal primo que pertenece a a.

Como tenemos que
prc a Cp

por la proposicion 2.3.2, 3) implica 1), entonces tenemos que a es p-primario.

Por lo tanto un ideal propio a es p-primario si y solo si, contiene un exponente de p.

2.4. Teorema de la Base de Hilbert

Si R es un anillo dado, podemos considerar expresiones formales de la clase ag + a2z + apx? + ... +

a,x", donde los a; son elementos de R, y donde x es un simbolo, que se conoce como una variable.
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Una expresiéon como ag + a1z + ayx? + ... + a,z"™ es llamado un polinomio en la variable x.

El coeficiente de z’ en este polinomio es a;, sii > n'y cero si i > n. Dos polinomios
ap + a17 + agx® + ... + a,x™ y by + bz + agx® + ... + bya?

se consideran iguales, si y s6lo si, los coeficientes de x* es el mismo en ambos polinomios para todos
los valores de 7. La suma y la multiplicacion de polinomios se definen ahora en la forma natural, y esto
convierte el conjunto de todos los polinomios en z (con coeficientes en ) en un anillo, que es costum-
bre denotar por R[z]. El elemento cero de este nuevo anillo es llamado la nula polindmica, que tiene
todos sus coeficientes igual a cero. Los polinomios constantes, en la que nos referimos a los polinomios
que tienen el coeficiente de x' igual a cero para todos los 7 > 1, forman por si mismos un anillo. Para
cada elemento a € R le corresponde un polinomio constante que es tinica a + 0x + 022 + ..., y esta cor-
respondencia muestra que el anillo de polinomios constante es s6lo una copia del anillo R. Por lo tanto
podemos identificar a R con el anillo de polinomios constantes, y decir que R[x| contiene R. El ele-
mento unitario de R[z] es la constante de un polinomio 1, o de acuerdo con nuestras identificaciones, es
simplemente el elemento unidad de R. Por el coeficiente principal de f(x) = ap+ar+asx’+ ... +a,z"
nos referimos al dltimo coeficiente distinto de cero, y por el grado de f(z) nos referimos al mayor valor
de 7 para el cual el coeficiente de ' que no es cero. El grado de f(x) se denota por d° f(x), o por 9°f.
Hasta ahora, s6lo hemos hablado de polinomios en una variable. También podemos considerar poli-
nomios en n variables x1, zs, ..., z,, con coeficientes en R, en cuyo caso se obtiene el anillo que se

denota por R[xy, o, ..., Tp).

Teorema 2.4.1 (Teorema de la Base de Hilbert). Si R es un anillo noetheriano, entonces el anillo de

polinomios R[] es noetheriano.

Demostracion:

Vamos a suponer que i es un ideal de R[z] y ademas supongamos que Ll es generado finitamente.
Los elementos de 41 son polinomios. Formemos un conjunto a, de elementos de R, tomando el coefi-
ciente principal de todos los polinomios en 4l junto con el elemento cero. Ahora probemos que a es un
ideal de R. Supongamos que a1, ap € @, entonces existen polinomios ay 2™ + ... y apx™ + ... que estdn
en L. Y sea p = m + n, multipliquemos el primer polinomio por 2" y el secundo polinomio por =™, de

este modo, obtenemos dos polinomios los cuales son
o’ + ..y ol + ..
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ambos estdn en L y cuando sumamos tenemos

(na? +..)+ (aa? +...) = (a1 +ag)a? +...el
y cuando hacemos la resta tenemos

(g’ 4+ ...) — (P +...) = (q —ag)a’ +...e U

entonces o +vp € Ay vy — (g € .

Ademas, si r € R, entonces
rlapz? +...) = (rap)aP 4+ .. e

y por lo tanto ra; € a. Asi a es un ideal.

Como R es Noetheriano, a es generado finitamente, es decir, a = (ay, as, ..., a;,), de modo que existen
polinomios f; = fi(z), fo = falz), ..., fn = fu(z) tal que f; € 4 tiene coeficiente principal «;.
Multiplicando cada uno de los f;(x) por un exponente adecuado de x, podemos arreglar que todos

tengan el mismo grado, es decir, de grado N, para obtener
fied; fi(x)=auaN +.. (1<i<h).

Consideremos todos los polinomios en i cuyos grados no exceden de N — 1. Los coeficientes de
2V=1 en estos polinomios forman un ideal b de R, es decir, b = (51, s, ..., Bx) y podemos elegir los

polinomios g1 = g1 (), g2 = g2(), ..., gx = gx(x) tal que
g e gi(x)=paN"t+.. (1<i<k).

De la misma forma, si consideramos los polinomios en { cuyos grados no exceden de N — 2, entonces
los coeficientes de 27¥=2 en estos polinomios forman un ideal ¢ = (71,72, ..., V). También existen

polinomios hy(x), he(x), ..., hy(z) tal que
hi €k hy(x) = vV 24+ ... (1<i<l),

Mediante este método, eventualmente obtenemos cierto conjunto finito fi, ..., fr, g1, ..., G, P1, -y Ry, -
de polinomios. Estos polinomios estdn todos en l. Vamos a demostrar que estos polinomios generan

4I. Supongamos que ¢(z) = ax’ + ... pertenece a 4, entonces « € a, es decir,
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o = W11 + Walkg + ... + WrO,

donde w; € R.

Si P > N, entonces
¢ —wiz" N1 —werP N fo — L —wpa N,

estd de nuevo en i, pero tiene un grado menor que ¢. Si el grado del polinomio nuevo sigue siendo no
menos de N, se puede reducir ain mas por el mismo mecanismo. De esta manera tenemos que existen

polinomios A;(z), Ay(x), ..., Ax(z), tal que

¢(x) = Ai(x) fi(x) + Ax(2) f2(2) + - + An() fu ) + (),

donde ¢(x) € 4, y el grado de este polinomio es 3’ < N — 1. Vamos a completar la prueba,

demostrando que:

V(x) = pr(2)g1(z) + po(2)ga(z) + ... + () gr(z) + v1h(2) + ..+ vihy(2) + ..,

donde pq, ..., ptg, V1, ..., 1y, ... €stan todos en R. Para probarlo, primero elijamos i1, po, ..., it de modo
que () y py(2)g1(x) + po(2)ga(x) + ... + pp(z)gr(z) tienen el mismo coeficiente de ¥ ~1. Esto es
posible, ya que 1)(z) € Uy que 9% < N — 1, por definicién de los g;(x). Luego Elijamos vy, vy, ...,

de modo que el coeficiente de V2 es la misma en
(@) — g (x) = paga(w) — ... — prgn()
como es en
vihi(z) + voho(z) + ... + vihy(x).
por lo tanto () = py(z)g1 () + po(x)go(z) + ... + px(z) g () + v1he () + ... + vihy(x) + ..., y como

¢ = Ai(@)fi(x) + As(2) fol@) + o + Ap(2) fu(2) + ()

donde (z) = pi(2)g1 () + p2(2)g2(2) + .. + pr(x)gr(z) + viba(2) + ... + vilu(z) + ..., y como
lo hemos escrito como una combinacién lineal de los polinomios fi, ..., fa, 91, -+, Gk» A1, .-, hy, ... por
definicién 1.1.8 de un ideal generado por un conjunto entonces estos polinomios generan finitamente a

18
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Y por definicién de anillo noetheriano entonces R[x] es noetheriano.

Si P < N, entonces obtenemos un polinomio ¢ — wy f; — wa fo — ... — wp [, de grado menor que P,
que estd de nuevo en 44, con lo que se concluye igualmente, pero si el grado del polinomio nuevo sigue
siendo no menos de N, se puede reducir atiin mds por el mismo método.

Y por lo tanto R[z] es noetheriano.
Ejemplo 2.4.1 El anillo Z|x], es un anillo Noetheriano.

Solucion:

Como Z es noetheriano, entonces es una consecuencia inmediata del teorema de la base de Hilbert.

Corolario 2.4.1 Si R es un anillo noetheriano, entonces el anillo de polinomios

R[x1, 3, ..., x,| también es noetheriano.

Demostracion:

Supongamos que Ry = R,y que R; = R[x1,zo, ..., x;] paral < i < n.

Puesto que cada polinomio en z1, xo, ..., ;11 puede considerarse, precisamente de una manera, como
un polinomio en x;,; cuyos coeficientes son polinomios en z1, x», ..., ;, en el anillo R, que no es
otro que el anillo de polinomios R;[z;1].

En consecuencia, por el teorema anterior, Teorema de la Base de Hilbert, R;; es noetheriano siempre
R; es northeriano. Por hipdétesis, como Ry = R, entonces 7, es noetheriano, consecuentemente todos
los R; son noetherianos, en particular, esto es cierto para R,, = R|[x1, T, ..., T,], es decir, que R, es
noetheriano.

Por lo tanto R[xy, z3, ..., x,] es noetheriano.

2.5. Homomorfirmos e Isomorfismos

Definicién 2.5.1 Si una asignacion o de un anillo R sobre un anillo R’ es talque o(a +b) = o(a) +
a(b) y que o(ab) = o(a)o(b) para todo par de elementos a,b de R, entonces decimos que “o es un

homomorfismo de R sobre R'”.

Supongamos que ¢ mapea a R homomérficamente sobre R, entonces, puesto que a + (—a) = 0y

que o(0) es el elemento cero de R, entonces deducimos que o(—a) = —o(a).
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Podemos, por supuesto, tener un homomorfismo ¢ de un anillo R sobre un anillo R'. Debemos notar
que, aunque o(0) debe ser el elemento cero de R, y puede suceder que o(1) no es el elemento unidad

de R'.

o o, . / .
Definicion 2.5.2 Si 0 es un homomorfismo de R sobre R es tal que o establece una correspondencia
/ . . z
uno a uno entre los elementos de R y los de R, entonces decimos que o mapea a R isomorficamente

sobre R’y decimos también que Ry R son isomorfos y lo denotaremos R = R'.

. . / ., . ., . _ . L
Si o es un isomorfismo de R sobre R, entonces también la asignacién inversa, o~ !, se asignard

/. , . . .
R isomérficamente sobre R. Dos anillos que son isomorfos son copias fieles el uno del otro, y, en

consecuencia, tienen las mismas propiedades algebraicas.

Definicion 2.5.3 Sea a un ideal propio de el anillo R, y supongamos que x1 y xo dos elementos de R.

Six1 — 9 € a, es decin, que x4 es congruente con x1 modulo a 'y lo escribimos de la siguiente menera
x1 = x9(mod a) 6 1 = x3(a)

Esta relacién entre los elementos es reflexiva, simétrica y transitiva.

Vamos a decir que es reflexiva cuando cumple que © = z(mod a) para todo € R, Vamos a
entender por simétrica cuando se cumpla que x = y(mod a) entonces y = x(mod a) para todo z,y €
Ry por transitividad cuando = = y(mod a) y y = z(mod a) entonces tenemos que x* = z(mod a)
paratodo z,vy, z € R.

Vamos a recoger los elementos de R en las clases de elementos mutuamente congruentes, de modo
que dos elementos de la misma clase serdn congruentes entre si, pero si primero tenemos un elemento
de una clase y después tomamos un elemento de una clase diferente, estos dos elementos no serdn
congruentes. Las clases de elementos se conocen como las clases de residuos de a. Puesto que estamos
suponiendo que a es un ideal propio, entonces 1 y 0 no puede estar en la clase de un mismo residuo,
por lo tanto, existen al menos dos clases de residuos. El siguiente lema, hace a un anillo de las clases

de residuos.

Lema 2.5.1 Sean ©1 = zy(mod a) y si y1 = ya(mod a), entonces tenemos que 1 + y; = xo +

ya(mod a), x1 —y; = x2 — y2(mod a) y que 1y1 = T2ys(mod a)

Demostracion:

39



Como tenemos que x1 = z2(mod a) y si y; = y2(mod a) entonces tenemos que 1 — o € Ay que

y1—Y2 € a. Vamos ha demostrar que (x1+y1)—(z2+y2) € a. Entonces partiendo de (z1+y1)—(z2+y2)

y agrupando de manera conveniente tenemos:

(1 4+y1) — (@2 +1y2) = T1+y1— 22— Yo

= (21— 22) + (11 — ¥2)

Ahora ocupando la hipétesis 1 — z2 € ay que y; — Y2 € a entonces tenemos que

(x1+y1) — (22 +92) € a

Luego probemos que (21 — y1) — (z2 — y2) € .

Haciendo un proceso similar al anterior tenemos:

(1 —y) = (@2 —y2) = (T1—y1) — T2+ 1o

= (z1—22) — (Y1 — ¥2)-

Como tenemos por hipétesis r1 — 22 € ay que y; — Y2 € a, entonces tenemos que

(1 — 1) — (22 — o) € @

Para probar que x1y; = x2y2(mod a) tenemos que probar que

T1Yr — T2Y2 € a

2.1

Entonces a la ecuacion 1.9 sumemos y restemos al mismo tiempo el termino x,y; y agrupamos de

manera conveniente para poder aplicar la hipétesis entonces tenemos

(xlyl) - <x2y2) = T1Y1 — T2Y2 — ToY1 + T2l

= (21— 22)y1 + 22(y1 — Yo)-
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Pero como 1 — x5 € ay y; — Y2 € aentonces (x1 — T2)y; Y T2(y1 — yo) estdn todos en a.
Por lo tanto (z1 + y1) — (22 + =), (z1 — y1) — (v2 — y2) ¥ (z1y1) — (22y2) estdn todos en a.

Y esto es lo que queriamos demostrar.

Proposicion 2.5.1 El mapeo que asigna a cada elemento en su clase de residuos modulo a, es un

homomorfismo.

Demostracion:
Sea ¢ una asignacién de R sobre R/a tal que tomamos un elemento z y me lleva a la clases de
residuo x + a, es decir, o(a) = x + a.

Probemos que o es un homomorfismo. Sean = y y elementos de 1R entonces

ox)=x+ay oy =y+a

Tenemos que demostrar que o(x + y) = o(x) + o(y) y partamosde o(z +y) = (r +y) +a € R/ay

aplicando la suma de clases de residuos tenemos

o(z+y) (x+y)+a
= (z4+a)+(y+a)

— o(2) +oly).

Por lo tanto tenemos
o(z +y)=a(x)+a(y).
Ahora probemos que se cumple para el producto, es decir, que o(zy) = o(z)o(y).

o(zy) = (vy)+a
= (z+a)(y+a)

= o(x)a(y).
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Por lo tanto tenemos que o(xy) = o(x)o(y).

Por consiguiente ¢ es un homomorfismo, y lo llamaremos el homomorfismo natural de R sobre R/a.
Proposicion 2.5.2 Una imagen de cocientes de un anillo noetheriano es de nuevo noetheriano.

Demostracion: Sea o un homomorfismo de un anillo Noetheriano R sobre un anillo R, y sea a un ideal
del anillo R'.
Ademis pongamos que a = o~ '(a’), entonces a es un ideal de Ry por lo tanto es finitamente generado,

es decir,
a= (ala az, ..., an)'

Al aplicarle el homomorfismo al ideal a que es generado finitamente tenemos

o(a) = (o(ar),0(az),0(as),...,o(an))

Entonces o(a,),0(az), o(as), ..., (a,) generard a o(a) = o', entonces a es generado finitamente.

Por lo tanto o (a) es Noetheriano.
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Capitulo 3

Variedades Algebraicas Afines

3.1. Ideales y Variedades

Trabajamos con & un cuerpo algebraicamente cerrado y k[z] = k[xy, 23, ..., x,,] el anillo

Noetheriano de polinomios en n variables con coeficientes en k.

Definicion 3.1.1 Denotamos k™ al espacio afin n-dimensional sobre k, es decir, al conjunto de v =
(1, o, ..., T,) con x; € k, con la estructura de espacio afin.

Sea X C k[z]. Definimos
U=V(X)= {x € k") f(z) =0; para todo f € X}

llamaremos a U la variedad algebraica afin definida por X.
En general, decimos que un conjunto de puntos U C k™ es una variedad algebraica afin, si existe

X C klz] tal que U = V(X).

En otras palabras una variedad algebraica afin V(X)) C k" es el conjunto de todas las soluciones
del sistemas de ecuaciones fi(z1,xa,...,x,) = fo(r1, %2, ..., 2,) = ... = fu(x1,29,....,2,) = 0, con

fi, fo, s fn € X.

Ejemplo, tomando k = Ry n = 2, entonces k" = R? se tiene que la variedad V(2% + y? — 1) no es

mads que el circulo unitario.
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Las secciones conicas estudiadas en geometria andlitica (circulo, elipses, hipérbolas y pardbolas)
definen variedades afines. Al igual que el grafico de las funciones polindmicas son variedades afines.
Asiel graficode y = f(z) es V(y — f(x)).

Aunque no siempre es obvio, el grafico de una funcidn racional también define una varieda algebraica

z3—1
z

afin. Por ejemplo, considere el grafico de y =

30y

20

-10

Es fécil ver que esta ecuacion define la variedad algebraica afin V (zy — 23 + 1).

A continuacién en el espacio real tridimensional R3, una variedad algebraica afin puede ser la dada

por el paraboloide de revolucén V (z — 22 — y?), el cual se obtiene de rotar la pardbola z = x? alrededor
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del eje z.

El cono V(2% — 2% — ¢?) :

Mucho més complicada es la superficie dada por V (2% — y?2% + 23) :
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En estos dos dltimos ejemplos, las superficies no son uniformes en todas partes: el cono tiene un punto

fuerte en el origen, y el dltimo ejemplo se cruza a lo largo de todo el eje. Estos son ejemplos de puntos

singulares.

Un ejemplo interesante de una curva en R3 es el “cubo retorcido”, el cual se define por la variedad
V (y — 2?, 2 — x3). Para simplificar, nos limitaremos a la parte que se encuentra en el primer octante. Y

observamos las superficies y = 22 y z = x® por separado:

y=_12 z=x

Entonces su interseccion da el cubo retorcido:
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A continuacién algunos ejemplos de variedades de mayor dimensién. Un concepto familiar se ob-
tiene del dlgebra lineal. Supongamos £ es un cuerpo, y consideremos un sistema de m ecuaciones

lineales en n incégnitas z1, ..., x,, con coeficientes en k:

apxy + -+ apr, = b
(1)

AmT1 + -+ ATy = bm

Las soluciones de estas ecuaciones forman una variedad algebraica afin en k", que recibe el nombre
de variedad lineal. Asi, las lineas y los planos son variedades lineales, pero también se pueden con-
siderar ejemplos de dimensiones arbitrariamente grandes. Las variedades lineales se relacionan muy
bien con nuestra discusion de la dimension. Es decir, si V' C k™ es la variedad lineal definida por (1),
entonces V' no necesita tener dimensién n — m, a pesar de que V' se define por las m ecuaciones. De
hecho, cuando V' es no vacio, el dlgebra lineal nos dice que V' tiene dimensién n — r, donde r es el
rango de la matriz (a;;). Asf que para las variedades lineales, la dimension se determina por el nimero
de ecuaciones independientes.

Algunos ejemplos complicados en dimensiones mds altas provienen de calculo. Supongamos, por
ejemplo, que queremos encontrar los valores minimo y maximo de f(z,y, z) = 2 + 2ryz — 2% sujeta
a la restriccion g(z,y, z) = x® + y? + 2* = 1. El método de los multiplicadores de Lagrange establece

que V f = AVg es un minimo o maximo local [recordar que el gradiente de f es el vector de derivadas
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parciales V f = (Fz, F'y, F'z)]. Esto da el siguiente sistema de cuatro ecuaciones con cuatro incégnitas,
x,Y, z, A, aresolver:
322 +2yz = 2z
2z = 2y 2)
2vy — 22 = 2zA

Pyt 42 =1

Estas ecuaciones definen una variedad afin en R*.

Hay que mencionar también que las variedades afines puede ser el conjunto vacio. Por ejemplo,
cuando k£ = R, es obvio que V(2% + 4*> + 1) = 0 ya que 2% + y*> = —1 no tiene soluciones reales
(aunque hay soluciones cuando k = C).

Otro ejemplo es V' (zy, xy — 1), que es vacio, sin importar que campo sea k, para un x e y dados no se

puede satisfacer tanto xy = 0y 2y = 1.

Para estudiar los conjuntos de polinomios que definen a una variedad, usamos la estructura de ideal.

Definicion 3.1.2 Decimos que un subconjunto a C k[z| es un ideal si cumple las siguientes condi-

ciones:
1.0ca
2. Sif,g €a,entonces f + g€ a.
3. Sif€ayg € k[x], entonces gf € a
El objetivo aqui es introducir al lector en algunos ejemplos de ideales de origen natural, para ver
como los ideales se relacionan con las variedades afines. De hecho esa es la verdadera importancia de

los ideales en este trabajo.

El primer ejemplo natural de un ideal es el ideal generado por un numero finito de polinomios.
Definicion 3.1.3 Sea X C k[z|. Definimos el ideal generado por X como
a=(fi/ reX)= {Zhex hafa/ ha € k[x]}
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donde cada suma contiene una cantidad finita de términos.

Este ideal tiene una excelente interpretacion en términos de ecuaciones polindmicas. Para X, se

tiene el sistema de ecuaciones:

=0

Luego podemos ver que si multiplicamos la primera ecuacién por h; € k[z], la segunda por hy €

k[x], etc. Asi al sumarlas se tiene
hifi +hofo+ -+ fy=0

que es una combinacion de nuestro sistema original. Observe que el lado izquierdo de la esta ecuacion
es exactamente un elemento del ideal a. Por lo tanto, podemos expresar al ideal a como el conjunto de
todos los polinomios que son combinacion de las ecuaciones f; = fo = --- = f) = 0.

Para ver lo que esto significa en la préctica, considere el ejemplo de representacion paramétrica
r = 1+t
y = 1++¢

Eliminando ¢ se obtiene

y=1a>—2r+2
Empezamos por escribir las ecuaciones como
r—1—t = 0 3)
y—1—-t* = 0
Para cancelar el pardmetro ¢, multiplicamos la primera ecuacién por z — 1 + ¢ y la segunda por —1:
(x—1)*-t = 0
—y+1+t2 =0

Al sumar obtenemos

(z—1)P2—y+l=2"-22+2—-y=0
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En términos del ideal generado por las ecuaciones (3), podemos escribir esto como

20 42-y = (x—-1+t)(z—-1—t)+(-1)(y—1—1%

€ <x—1—t,y—1—t2>

De manera similar, cualquier otra combinacion del sistema (3) conduce a un elemento de este ideal.

Decimos que un ideal es finitamente generado si existen fi,..., fx € k[z| de tal manera que
a = (fi,..., fr), y decimos que (fi, ..., fr), son la base de la a, incluso podemos mencionar el he-
cho asombroso de que todos los ideales de k[x] son finitamente generados (esto se conoce como el
Teorema de la base de Hilbert). Se debe de tener en cuenta que un ideal dado puede tener muchas bases
diferentes. Se puede demostrar que se puede elegir un tipo de base especialmente util, llamada base de
Groebner. Que no se tratard ese tema en este trabajo y le dejamos esa inquietud al lector.

Aqui podemos establecer una bonita analogia con el dlgebra lineal. La definicién de un ideal es si-
milar a la definicién de un sub-espacio: ambos tienen que ser cerrados bajo la adicién y multiplicacion,
con la diferencia que, para un sub-espacio, se multiplica por escalares, mientras que para un ideal, se
multiplica por polinomios. Ademads, observe que el ideal generado por los polinomios fi,..., f\ es
similar al sub-espacio generado por un nimero finito de vectores vy, ...,vx. En cada caso, se tiene

combinaciones lineales, utilizando los respectivos coeficientes del campo, escalares y polinomios.

Otro papel que desempefiado por los ideales es la siguiente proposicion, que demuestra que una

variedad depende sélo del ideal generado y no por las ecuaciones que lo definen.

Proposicion 3.1.1 Si fi,..., Ay g1, .., g, sonbases del mismo ideal en k[z], de modo que (f1,. .., fx)
= (g1,...,9u), entonces tenemos que V (f1,..., fx) =V (g1,...,9u)-

Demostracion:

Seax € V(fi,...,fr) entonces f;(x) = 0 para todo 1 < i < A es decir, fi(z) = fo(z) = ... =
falz) =0

Luego si fi(x) = 0, le multiplicamos por h(z) € k[x], tenemos hy(z) f1(x) =0

Asi sucesivamente, si fo(x) = 0, le multiplicamos por hy(x) € k[z], tenemos hy(x) fo(x) =0
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Hasta llegar a f)(z) = 0, le multiplicamos por h,(z) € k[x], tenemos hy(x) fr(z) = 0.
Al sumarlas tenemos hy () fi(z) + ho(x) fo(z) + - - - + ha(z) fr(z) = 0, llegamos a expresarlo como
el conjunto de todos los polinomios que son combinacidnes lienales, es decir, que es generado por
(f1,-.., fr), pero por hipétesis (fi,..., fr) = (g1,...,g,) entonces t(z) = Zg\zl hi(x)fi(x) =0 =
Y qi(x)gi(x) donde h;, ¢; € k[z], entonces z € V (g1, .., 9g,)
La otra inclusién es anéloga.
Como ejemplo, considere la variedad V(22 + 3y* — 11,2% — y* — 3). Es fécil demostrar que

(202 + 3y* — 11, 2% — y* — 3) = (x® — 4,y* — 1), por lo que
V(22® +3y° —11,2° —y* = 3) = V(2® — 4,9* — 1) = (£2,%1)

por la proposicion anterior.
Asi, al cambiar la base del ideal, se hizo mas facil determinar la variedad.

La capacidad de cambiar la base, sin afectar la variedad es muy importante. Esto da lugar a la obser-
vacion de que las variedades afines son determinadas por los ideales, no por ecuaciones. Y este hecho

es fundamental para poder comprender la correspondencia entre los ideales y las variedades.

Ahora definimos la variedad asociada a un ideal:

Definicion 3.1.4 Sea a C k[z| un ideal, definimos la variedad del ideal a como
V(a) = {x € k™) f(x) =0, para todo f € a}

El Teorema de la base de Hilbert nos asegura que V'(a) es en realidad una variedad afin, ya que nos
dice que existe un conjunto finito de polinomios fi,... f\ € atales que a = (fi,... f)), ademads a es

el conjunto de las raices comunes de estos polinomios. Por lo tanto, tenemos un mapeo:

a — V(a)
ideales variedades afines
De lo cual ya mencionamos antes que existe esa correspondencia entre ideales y variedades afines. Sin
embargo es de notar que no es una correspondencia uno a uno, ya que diferentes ideales pueden dar

la misma variedad. Por ejemplo, (x) y (x?) son dos ideales diferentes en k[x] pero tienen la misma

variedad V (z) = V(2%) = {0}. De hecho, los problemas mas graves pueden ocurrir si el cuerpo &k no

51



es algebraicamente cerrado. De esto se ve la necesida de que k sea algebraicamente cerrado.

Consideremos el siguiente lema.
Lema 3.1.1 Sean a , b ideales en k|x] tales que a C b entonces V (a) D V(b).

Demostracion: Sea x € V(b), por definicion de una variedad para un ideal tenemos que f(x) = 0 para
todo f € b.

Como a C b, g(x) = 0 para todo g € a'y en consecuencia x € V (a).

Por tanto V'(a) D V (b).

Tenemos la siguiente proposicion.
Proposicion 3.1.2 Sea X C k[z]|y sea a = (fr/fr € X), entonces V(a) = V(X).

Demostracion:

Sea z € V(a), entonces f(z) = 0, para todo f € a. Por hipétesis a = (f,/f\ € X), entonces
f(x) = 0, para todo f € X y por definicion de variedad afin tenemos que = € V(X). Por lo tanto
V(a) CV(X).

Seay € V(X), entonces f(y) = 0, para todo f € X, entonces y es un cero comun de todos los
polinomios de X (que también lo es de cualquier elemento que sea una combinacion lineal de X con

coeficientes en k[x]), entonces tenemos que para toda f € a,

fly) = Z hafaly) = 0.

frex

donde h, € k[z], entonces y € V (a), y por lo tanto V (X) C V (a).
Por tanto V'(a) = V(X).

Proposicion 3.1.3 Sean a = (f1, fo, ..., fn) y b = (01, G2, ---, gn) ideales en k[x]. Entonces
i) Via+b) =V(a)nV(b),
i) V(ab) = V(a) U V(b),

iii) V(anb) =V (a)UV(b) = V(ab).
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Demostracion:
i) Sea x € V(a+ b), entonces por definicion de variedad afin para todo h € a+ b, h(x) = 0 pero
como € a + b por definicion de suma de ideales tenemos que i = f; +g; donde f; € ay g; € b, pero
como h(z) = 0 entonces f;(z) + g;(x) = 0 paratoda f; € aytoda g; € b entonces fi(x) = fo(z) =
.= fu(z) = g1(2) = ga(x) = ... = gm(x) = O paratodo f; € ay g; € b. En consecuencia, z € V (a)
y x € V(b), por la definicién de la variedad de un ideal, y por lo tanto V(a + b) C V(a) NV (b).
Reciprocamente, sea z € V' (a) N V(b), entonces = € V(a) y x € V(b) por definicién de una variedad
affn paratoda f € aytodag € b, f(z) =0y g(z) = 0 entonces paratodah = f + g € a+ b,
h(z) = f(x) + g(x) = 0 entonces h(x) = 0y por lo tanto = € V(a + b), entonces

V(a)nV(b) € V(a+b)
Entonces V(a+b) = V(a) NV (b).
ii) Sea x € [V (a) UV (b)], entonces = € V(a) 6 x € V(b), es decir, que f(z) = 0 paratodo f € a 6
g(x) = 0 para todo g € b. Podemos suponer que = € V' (a), entonces f(z) = 0 paratodo f € a, y para

todo polinomio en b tenemos

f(x)g(z) = 0
(fg)(x) = 0

por que f(x) = 0 paratodo f € a.

Como tenemos que (fg)(x) = 0 paratodo f € ay g € b entonces z € V(ab).

Por tanto V' (a) UV (b) C V(ab).

Reciprocamente supongamos que z € V(ab) y que x ¢ [V (a) U V (b)], entonces existe un f € a tal

que f(x) # 0yun g € b tal que g(z) # 0, entonces tenemos

f(x)g(z) # 0
(fg)(x) # 0

y por lo tanto = ¢ V' (ab) teniendo una contracién ya que z € V' (ab).

En consecuencia V' (ab) C V(a) U V/(b) y por tanto, V (ab) = V' (a) U V (b).

iii) Vamos a demostrar que V(aNb) C V(a) UV (b) C V(ab) C V(anb).

Primero probemos que V(a N b) C V(a) U V(b), veamos la prueba por el contrarreciproco, sea x ¢

[V (a) UV (b)], entonces existe un f € atal que f(x) # 0y un g € b tal que g(z) # 0.
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Luego formemos el polinomio fg que estd en ay en b, por lo que fg € a N b entonces tenemos

f(x)g(x) # 0

(fg)(x) # O
—h
h(z) # O.

paratodah € anb,z ¢ V(aNb).Portanto V(anb) C V(a) UV (b).

Sabemos por ii) de la misma proposicién que V(a) U V' (b) = V(ab), entonces V (a) UV (b) C V(ab).
Finalmente supongamos que x € V' (ab) y que z ¢ V' (anb), entonces existe f € anb tal que f(x) # 0.
Pero por la proposicién 1.1.1, 3.1) tenemos que ab C a N b entonces también existe f € ab tal que

f(z) # 0y porlo tanto x ¢ V(ab), lo cual es una contradiccién ya que = € V(ab).
Por tanto V' (ab) C V(anNb).

3.2. ElIdeal de una Variedad

Vamos a analizar los ideales que se obtienen a partir de variedades.

Definicion 3.2.1 Sea X C k"™ una variedad afin y consideremos el conjunto de todos los polinomios

g € k[z] = k[x1, xa, ..., x,] y definamos el conjunto a(X) como
a(X) = {g € klz]/g(z) = 0 para todo x € X}
Este conjunto es un ideal a(X) en el anillo de polinomios y lo llamaremos el ideal de la variedad X.

Lema 3.2.1 Para cualquier variedad X C k", se cumple que V(a(X)) = X.

Demostracion:

Si z € X, todos los polinomios de a(X) se anulan en z, y por lo tanto = € V' (a(X)), es decir que
X CV(a(X)).

Para la otra inclusién, tomemos funciones polinémicas g1, go, ..., g, tales que
X =V(g1,92,:9n) = {x € k"/ gi(x) =0 para todo 1 < i < s}.

Entonces ¢1, g2, ..., gn € a(X).
Sea z € V(a(X)), entonces se cumple que g;(z) = g2(x) = ... = gs(z) = 0.
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En consecuencia, z € X y entonces V (a(X)) C X.
Por lo tanto V (a(X)) = X.

Lema 3.2.2 Sean X, Y variedades en k™ tales que X C Y. Entonces
a(X) O aY).

Demostracion:

Sea f € a(Y'), entonces f(z) = 0 paratodoz € Y.

Pero como X C Y, f(z) = 0 paratodo € X y en consecuencia f € a(X).
Por lo tanto a(Y") C a(X).

Proposicion 3.2.1 Sea V; D V5 D V3 D .., una cadena descendente de variedades en k™. Entonces
existe un N > 1 tal que

VN = VN+1 = VN+2 = ...

Demostracion:

Partamos de la cadena descendente de variedades
VidVeD VD .
Tomando los ideales que generan esas variedades por el lema 3.2.2 obtenemos
a(Vi) C a(Vz) C a(V3) C ...

Por la condicion de cadenas ascendentes de ideales estd cadena es estacionaria, es decir, existe un N
tal que
a(VN) = CI(VN_H) = ...

para algin N € N.

Tomando ahora las variedades de estos ideales, tenemos
V(a(Vy)) = V(a(Vys)) = ...
pero por el lema 3.2.1 tenemos que V' (a(Vy)) = V. Por lo tanto existe un N > 1 tal que
Vv =Vyt1 = VN2 = ...
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Proposicion 3.2.2 Sea (a,)acr una familia cualesquiera de ideales que estdn en el anillo R C k[z]

entonces:

1) SiV, =V (a(V,)) para todo oo € R entonces (\,cp Va =V (U,cra(Va))

2) SiV; =V(a(V;)), paratodo j = 1,2, ...,r entonces | J;_, V; = V([ [;_, a(V})).
3) V(0) = k" y V(1) = 0.
4) V(a) = V(r(a)).

Demostracion:

1)(C) Seax € (,eg Vaysea f € J,cra(Va), debemos probar que f(z) = 0.

Como f € [J,cra(Va), entonces existe un a; € R tal que f € a(V,,). Ademds, como z € (g Vas
entonces x € V,, para todo o; € R. Luego por el lema 3.2.1 tenemos que V,,, = V(a(V,,)), entonces
x € V(a(Vy,)), porlo que f(z) = 0, entonces x € V(|,cpa(Va))

Por tanto () cx Va € V(U,era(Va))-

(2) Seax € V(U,er a(Va)) entonces paratodo f € |J, . a(Va), tememos que f(x) = 0, ahora como
para todo o, a(Va) C U,cr a(Va), tenemos que f(x) = 0 para todo f € a(V,) y en consecuencia
x € V(a(V,)) paratodo o € R.

Asiz € (),cr V(a(V,)). Denuevoporellema3.2.12 € (), Va.Portanto (. p Ve 2 V(U ep a(Va))-

2)(C) Seax € U;:1 V; entonces existeun j € 1,2, ..., 7 tal que x € Vj, pero por el lema 3.2.1 tenemos

aER

que V; = V(a(V})), z € V(a(V};)), entonces para todo f; € a(V}), f;(z) = 0y en consecuencia el
producto de polinomios
fi(@) fa(x)...fr(x) =0
porque para f; € a(V;).
Por lo tanto, z € V([ ;_, a(V})).
(2) Hagamos la prueba por el contrarreciproco.
Supongamos que z ¢ | J;_, V;, porellema 3.2.1 paratodo V'(a(Vj)) = Vj, entonces z ¢ (J;_, V(a(V}))

entonces x ¢ V' (a(V})), entonces:
e Para V'(a(V})), entonces existe un f, € a(V}) tal que f(z) # 0;

e Para V' (a(14)), entonces existe un fo € a(V5) tal que fo(z) # 0;
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y asi sucesivamente hasta r, es decir, que
e Para V' (a(V})), existe un f, € a(V,) tal que f,(x) # 0.

Luego si consideramos el producto
fi(@) fo(@)... fr ()

tenemos que este polinomio es no nulo, con lo que = ¢ V([ [;_, a(V})) ya que a(Vi) = {I]}_, f;/f; €
a(Vi),j € 1,2,...,r}. Por lo tanto | J;_, V; 2 V(I;_, a(V}))
3)(C) Sea x € V(0), entonces por definicion de una variedad « € k". Por lo que V' (0) C k"
(D) Sea x € k", por definicién de polinomio nulo, tenemos que 0(x) = 0.
Entonces, x € V(0) y por tanto, k™ C V(0).
Finalmente, veamos que V(1) = ().
V(1) = {m € k™/ f(x) =0; para todo f € 1}
Como 1(z) = 1 para todo x € k™ (ya que el polonomio constante e igual a 1 no se anula nunca),
entonces V(1) = 0.
4) Sea x € V(a) entonces por definicién 3.1.4 f(z) = 0 para toda f € a, sabemos que a C r(a),
entonces f € r(a), y por definicién 3.1.4, z € V(r(a))
Como consecuencia V(a) C V(r(a)).
Seay € V(r(a)) entonces f(y) = 0 paratoda f € r(a), es decir, que existe un n > 0 tal que f" € a.
Luego en particular para n = 1 tenemos que f € a, por ende f(y) = 0 para toda f € a, por definicién
3.1.4 tenemos V (r(a)) C V(a)
Por tanto V'(a) = V (r(a)).

Como consecuencia de estd proposicion, existe una topologia definida sobre k™, llamada Topologia

de Zarisky, en la que los conjuntos cerrados y las variedades coinciden.

3.3. El Anillo Coordenado de las Variedades

Definicion 3.3.1 El anillo cociente
P(X) = kl[zy, 22, ..., x,) /a(X)

es el anillo de funciones polinomicas en X, puesto que dos polinomios g, h definen la misma funcion

polinomio en X, siy solo si g — h se anula en cada punto de X.
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Proposicion 3.3.1 Dados dos polinomios h y g definen la misma funcion polinomio en X, si y sélo si

g — h € a(X), en otras palabras si g — h se anula en cada punto de X.

Demostracion:
Sean h y g dos polinomios que definen la misma funcién polinomio en X, entonces g(z) = h(x),

para toda x € X entonces tenemos

g(z) = h(z)
g(x) —h(x) = 0
(g—h)(x) = 0

para toda x € X entonces g — h € k[z]. Por definicién de ideal de una variedad X, g — h € a(X).
Ahora sea g — h € a(X) entonces (g — h)(x) = 0, para toda x € X, es decir que

(9-h)x) = 0
9() —hz) = 0
9(@) = M)

para todo = € X. Por lo tanto h y g dos polinomios que definen la misma funcién polinomio en X.

Sea ¢; la imagen de z; en P(X). Y las §;(1 < i < n) son las las funciones coordenadas en X.

Definicion 3.3.2 El anillo cociente P(X) es generado como una k-dlgebra por las funciones coorde-

nadas y se denomina el anillo coordenado de X.

3.4. Descomposicion de Variedades

Retomemos la idea de descomponer variedades.

Definicion 3.4.1 Una variedad algebraica afin V- C k", es irreducible si dadas Vi y Vs variedades
afines tales que V= V1 UV, entonces V=V, 0 V =V}

Proposicion 3.4.1 Sea V' C k™ una variedad algebraica afin, entonces V se puede escribir como una
union finita

V=VuWhu..UV,

58



donde cada V; es una variedad irreducible.

Demostracion:
Supongamos que existe una variedad V' que no puede escribir como unién de variedades irreducibles,

en particular, V' no es irreducible y se puede escribir como
V = ViUV, con V£V y V, £ V.

. / ., . . . .,
Si podemos descomponer a V; y V; como unién de irreducibles, obtenemos una descomposicion de V'

en variedades irreducibles, por lo tanto, podemos suponer que V; no es unién de irreducibles, es decir,
Vi = VaUV,, con Vot Vi y Vy £ V4.
Por el mismo argumento podemos suponer que V5 no es unién de irreducibles, es decir,
Vo = V3UVy, con VsV y Vi # Vi
Continuando este proceso, obtenemos una sucesion infinita de variedades
Va2Vi2Ve2Vs2 ..

Como las inclusiones son estrictas, esto contradice la proposicion 3.2.1 .

Portanto V =V, UV, U ... UV,

Lema 3.4.1 Sea a C k[x] un ideal y sean f, g polinomios que pertenecen a k|x|, entonces

Via, [)UV(a,g) = V(a, fg)

Demostracion:
Seaz € V(a, f) UV(a,g), entonces x € V(a, f) 6 x € V(a,g). Podemos suponer que x € V (a, f),
por lo tanto f se anula en x y los polinomios del ideal a también se anulan en x, por definicién de una

variedad, ademds supongamos que ¢ es un ideal de a, entonces g(x) = 0, es decir, que



y como (fg)(x) = 0, obtenemos que = € V' (a, fg)

Reciprocamente, sea € V (a, fg), entonces (fg)(z) = 0, pero como

(f9)(z) = f(x)g(x) =0

en consecuencia f(z) =06 g(z) = 0.

Suponiendo que f(x) = 0, obtenemos que x € V (a, f).
Y suponiendo que g(z) = 0, obtenemos que = € V(a, g).
Por lo tanto, x € V(a, f) UV (a, g).
El concepto de ideal primo es el andlogo algebraico de variedades irreducibles. La relacion esta

dada por la proposicién siguiente.

Proposicion 3.4.2 Sea V' C k[x| una variedad algebraica afin, entonces V es irreducible si 'y solo si

a(V') es un ideal primo.

Demostracion:
("=") Supongamos que a(V') no es primo, entonces existen f y g en k[z] tales que fg € a(V), pero
fé¢aV)ygéea(V),es decir, que existen puntos z y y en V tales que f(x) # 0y g(y) # 0.

Por el lema 3.4.1, se tiene que

Via(V), fg) = V(a(V), /)uV(a(V),g)

pero por ser f(x) # 0y g(y) # 0, tenemos que V(a(V), f) # Vy V(a(V),g) # V, es decir, que V'
no es igual a ninguna de las dos variedades, entonces V' no es irreducible.

Por lo tanto a(V') es primo.

("«<=") Para la otra implicacion supongamos que V' no es irreducible, entonces V' = V;UV;,, con V; # V
y Vo # V,esdecir,que Vy C VyV, CV.

Por el lema 3.2.2 podemos elegir un f € a(V}),talque f ¢ a(V)y g € a(V3), talque g ¢ a(V).
Demostremos que fg € a(V).

Sea x € V, pero como V no es irreducible,V = V; U V5, es decir, paratodaz € Vi ox € Vs, f(z) =0
og(z) =0pues f €a(Vi)yg € a(Va).

Consideramos fg vemos que fg se anula en los puntos de V/, porque f se anula en los puntos de V; y

g se anula en los puntos de V5, es decir,
(fg)(x) = 0 para toda x €V
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por lo tanto fg € a(V).
En consecuencia, existen f,g ¢ a(V'), pero tales que fg € a(V'), por definicién de un ideal primo,
a(V') no es un ideal primo.

Por tanto V' es irreducible.

61



Capitulo 4

EL teorema de los ceros de Hilbert

4.1. Lema de Normalizacion de Noether

Definicion 4.1.1 Sea R un anillo, R un sudanillo de R tal que 1 € R'. Un elemento x de R se dice
que es un entero sobre R’ si x esa una raiz de un polinomio ménico con coeficientes en R, es decir, si

x satisface una ecuacion de la forma
tar" '+ .. 4a, = 0
donde las a; son elementos de R .
Es evidente que cada elemento de R es entero sobre R’

Definicion 4.1.2 Sea k un subgrupo de R. Diremos que el elemento a € R es algebraico sobre k, si

existe un polinomio no constante f en kx| tal que f(x) = 0.

Lema 4.1.1 (Lema de Normalizacion de Noether) Sea k un cuerpo y sea R # 0 una k-dlgebra con
generacion finita . Entonces existen elementos y,vy1,%s, ..., Y. € R que son algebraicamente indepen-

dientes sobre k 'y tales que R es un entero sobre k|y,yy, ..., y|.

Demostraccion:
Supongamos que k£ es infinito.
Sean x, xs, ..., ,, generadores de R como R-dlgebra, es decir, existen finitos elementos x4, zo, ..., T,

que generan a R.
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Luego tomemos z1, xa, ..., x,un subconjunto de z1, xo, ..., x,, algebraicamente independiente sobre £ y
cada una de las x,, 1, T, 19, ..., T, sean algebraicas sobre k[z1, xa, ..., T,].

Procedamos ahora por induccién respecto a n.

Sin = r no hay nada que probar, pues tomando y; = x; para toda ¢ donde los x; generana Ry sia € R,
entonces existe un f € kf[zy,x9, ..., x,] tal que f(z1,x9,...,x,) = a entonces a € kf[xy,xa,...,2T,] y
donde x — a es un polinomio ménico con coeficientes en k[z1, zs, ..., x,] en donde a es una raiz y por
lo tanto R es un entero sobre k[y1, ya, ..., Yr).

Sin > ry suponiendo que el resultado es cierto para n — 1 generadores, probaremos para n gene-
radores.

Supongamos que n > 1, yaque sin = 1, R = k[x;], r = 0, y tomando y1, ¥, ..., y = 0.

Como x4, 9, ..., T, son generadores de i como R-algebra resulta que x, xs, ..., x, son algebraica-
mente independientes sobre k, en otras palabras el generador x,, es algebraico sobre k[z1, zo, ..., T, _1] I

por lo tanto existe un polinomio f # 0, en n variables tal que

f(x1, 29, ..., 201, 2,) = 0.

Sea F' la parte homogénea de mayor grado en f, digamos que el grado es d, °F = d, puesto
que k es infinito, existen elementos Ay, Ao, ..., \,_1 € k con coeficientes en el anillo de polinomios

k[)\l, )\27 ceey )\nfl] tales que F[)\l, )\2, ...,)\nfl, 1] 75 0.

/

/ . / /
Definamos z; = x;—\;x,,donde i = 1,2, ..., n—1y probemos que x,, es un entero sobre R [x;, ..., x, ]

/ .
Como z; = x; — \;z,,, paratoda¢ = 1,2,...,n — 1 entonces tenemos

’

T = T, — M,
’
Ty = Ty — Aoy
!
Tp—1 = Tp_1— )\nflxn

y sustituyendo cada x; en f(z1, z, ..., x,_1) = 0 tenemos

f(:r;/1 — Alxn,x; — Ny, ...,x;fl — A1) = 0 4.1)
F()\l, )\2, ceey )\n—la 1)1‘2 + H(l‘ll)\l, ZL‘;)\Q, ceny x;—b_l)\n—la ]_)ﬁfi_l = O (42)
BOH‘<,60F

'Recordemos que si x, es algebraico sobre k[x1, T2, ..., 2,—1], entonces existe un polinomio f no nulo tal que f(x1, 2, ..., Tr) = 0
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En otras palabras H es un polinomio de grado menor que F'.
Siendo F'[A1, Ao, ...; A\u_1, 1] # 0, podemos dividir el polinomio (4.2) entre F'(A, Ao, ..., \y_1,1) ¥

obtenemos un polinomio ménico

F(A, Aoy ooy Aner, D2t H(2)M, 2900, o T A, Do

_ 43
FOu A A1 1) FOu s A1 1) 0 4.3)
H(z )M, 25Ny ooy ) Ap1, 1)z
d 1 )2 ) » n—1 I n
_ 4.4
Tn t FOw a1 1) 0 @4

Por definicién 4.1.1 z,, es raiz del polinomio ménico (4.4) con coeficientes en R'[z}, ...,z,, ;] y por en
consecuencia R es un entero sobre R’

Por hipétesis inductiva, existen 71, s, ..., 9, algebraicamente independiente sobre k tal que R es un
entero sobre k[yi, Yo, .., y,|. Pero como los x;, (con ¢ < n) son enteros sobre R pues x; = ZB; + Ny
entonces 1, Tg, ..., L, Son un entero sobre k[y1, ya, ..., Yr|.

Por lo tanto R es un entero sobre k[y1, Y2, ..., Yr).

4.2. Teorema de los ceros de Hilbert en su forma débil

Proposicion 4.2.1 Sea k un campo algebraicamente cerrado y sean ay, as, ..., a,, elementos que pertenecen
a k, entonces

(21— ay, Ty — ag, ..., Ty — ay)
es un ideal maximal.
Demostracion:
Supongamos que a = (z7 — a1, T2 — ag, ..., T, — a,) y que existe un ideal b tal que a C b C k.

Debemos probar que a = b 6 b = k.

Sea f € b — a, luego aplicando el algoritmo de la division, entre 7 — a; tenemos 2

[ = a(x1—a) +r donde q € klwy,....xn), 71 € klwa,..ixn] y 11 #0

?El algoritmo de la divisién: Sean f(z) y g(z) polinomios en k[x] y el 8°g(x) > 1. Entonces existen dos tnicos polinomios g(z) y

r(x) tales que f(x) = q(x)g(x) +r(z) y r(z) = 06 8°r(x) < 8%¢(x)

64



donde 7, # 0 por que f € b — a, pues de lo contrario f € a.

Luego a r; le aplicamos el algoritmo de la divisién entre x5 — a», obteniendo:

r = @ —ag) + 1o, con qy € klxa, ..., x|, 12 € kX3, ...,z Yy ro #0
ro = qs3(xs—az)+rs, con qs € k[rs,...,x,|, 13 € kg, ...z y r3#0
'n—1 = Q'n(xn - an) + T'n, CON ({n S k[anrn S k Yy Tn ;é 0

Ahora sustituyendo todos los residuos en f tenemos

f = QI(xl - CL1> + QQ(J;2 - a2> + ...+ qn(xn - an) + Tn (45)

donde los ¢; € k[xq,...,x,], 7 €Ekyr, #0

Ahora como a C b entonces

f—rn= Ch(xl - Gl) + Q2(I2 - CL2) + Tt Qn(xn - an) € b (4.6)

Como (4.5) estien b — a 'y tenemos que (4.6) estd en b entonces llegamos a que r,, € b.
Dado que 7, es un inversible de b,’ ya que r,, es un elemento no nulo del cuerpo escalar &, asi que por
tener el ideal b un elemento inversible, entonces b = k[xy, zo, ..., 2,

Por lo tanto (21 — a1, 9 — ag, ..., T, — a,) s un ideal maximal.

Teorema 4.2.1 Sea k un cuerpo algebraicamente cerrado y sea a un ideal maximal de k|xy, z3, ..., x,)],

entonces existen elementos a,, as, ..., a, en k tal que
a=(x; —ay, Ty — ag, ..., Ty — ay).

Demostracion:
Sea

¢ klx;) — k[xy, 29, ..., 2y

un homomorfismo en el anillo .
Seaa C k[xy, 3, ..., x,] un ideal tomado en la imagen, luego como k[, x2, ..., T, es un anillo noethe-

riano, tenemos que k[, T, ..., z,,] s finitamente generado, entonces la pre-imagen ¢~ ' (a) = k[z;]Na

* Si a contiene un elemento inversible, entonces a = R, en particular si R es un anillo unitario y si a es un ideal que contiene a 1

entonces a = R
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es también un ideal maximal, paracada: =1,2,3, ..., n.

Ademds como k[z;] es un dominio de ideales principales, entonces k[z;] Na = (f;), con f; polinomio
irreducible. Pero por ser k algebraicamente cerrado, tenemos que k[z;)Na = (f;) = (x;—a;) cona; € k.
Asi tenemos que existen elementos ay, as, ..., a, € k tal que x; — a; € ayaque klx;] Na = (z; — a;)
Entonces tenemos que (r; — aj, Ty — ag,...,r, — a,) C a. Pero a es un ideal maximal entonces
(x1 — a1, 29 — ag, .., Ty, — a,) = a.

Por tanto

(r1 — a1, x9 — agy ..., Ty — a,) = a

Teorema 4.2.2 (Teorema de los ceros de Hilbert forma débil) Sea X una variedad algebraica afin
en k™, donde k es un cuerpo algebraicamente cerrado y sea a(X) el ideal de X en el anillo de poli-
nomios k[xy, xa, ..., x,), y si a(X) # (1) entonces X es no vacio.

Otra forma de escribir el teorema:

X una variedad algebraica afin en k", donde k es un cuerpo algebraicamente cerrado y sea a(X) el

ideal de X en el anillo de polinomios k[, s, ..., x,), y si X(a) = 0 entonces a = k[x1, xa, ..., Ty].

Demostracion:

Sea a un ideal propio de k[x1, o, ..., 2,,], siendo k un anillo conmutativo con unidad y a # k[z1, xo, ..., Ty,
luego por la proposicion 2.1.1 existe un ideal maximal b de £ tal que a C b.

Ahora como k es un cuerpo algebraicamente cerrado y b es un ideal maximal de k[z;, xo, ..., z,] en-
tonces por el teorema 4.2.1 existen elementos ay, as, ..., a, en k, es decir, que a = (a1, as, ...,a,) € k
tal que b = (x; — ay, 29 — ag, ..., T, — a,) que es maximal.

Luego por estar a C b por el lema 3.1.1 tenemos que X (a) 2 X (b).

Como X (b) C X (a), luego para ver que X (a) # (), bastard probar que X (b) # ().

Sea f € b = (21 — a1, 22 — ag, ..., T, — ay), luego existen ¢, g2, ..., ¢n € k[x1, T, ..., ,] tal que
[ = a(@ —a) + @z —az) + ... + go(2n — ay) 4.7)
Evaluando el polinomio (4.7) en a = (aq, as, ..., a,) € k tenemos
fla) = q(a)((a1 — a1) + g2(a)(az — az) + ... + qu(a)(an — ax)
= ¢1(a)(0) + g2(a)(0) + ... + gn(a)(Ox)

= 0
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Luego como f(a) = 04 para toda f € b por definicién 3.1.4, tenemos que a € X (b), por lo tanto
X(b) 3& @ yaque (a/h A2, -.ny a’n) € X(b)
Como X (b) C X(a) entonces a € a, es decir que, a = (ay, ag, ..., a,) € a.

Por tanto X (a) # ().

4.3. Teorema de los ceros de Hilbert en su forma fuerte

Teorema 4.3.1 Sea R el anillo de polinomios k[x1,xs, ..., z,| donde k es un cuerpo algebraicamente
cerrado y sea V' la variedad en k™ definida por el ideal a que estd en R, y sea b(V') el ideal de V,

entonces b(V') = r(a).

Demostracion:

(C) Sea f € r(a), z € V(a) entonces como f € r(a), existe unn € N tal que f" € a.

Ahora como = € V(a), entonces para todo g € a, g(z) = 0.

Ya que g(x) = 0, para toda g € a, entonces como f" € a, vale en particular, que f" = 0 para algin
n > 0 donde n € N, luego para un n apropiado f(x) = 0, para toda f € ay por definicién 3.2.1,
feb(V).

Por tanto r(a) C b(V).

(D) Sea f € b(V), como a es un ideal de R = k[xy, 29, ...,2,] y como R es un anillo Noetheriano,
entonces a es finitamente generado, es decir, que a = (f1, fa2, ..., fin)-

Introduzcamos una variable adicional Y, y trabajemos en k[z1, xa, ..., T, Y.

Sea a* el ideal de k[z1, zo, ..., x,,, Y], generado por

a" = (a,(1-Yf))

Vamos a probar que V (a*) = .
Sea (a1, ag, ..., n, aniq1) € V(a*) C k" y (ay,as,...,a,) € V(a) y resultando que paratoda f € a

f(a1,as, ..., a,) = 0. Evaluaremos el polinomio 1 — Y f en (ay, as, ..., Gy, Gpi1)-

(1 =Y f)ar,ag,...,an,an11) = 1—ani1f(as,az,...,a,)
= 1 —Cln+1(0k)
= 1
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Lo que es una contradiccién, pues (ay, ag, ..., Gy, any1) € V(a*) y por lo tanto V(a*) = 0.

Aplicando el Teorema de Hilbert en su forma débil resulta que a* = k[xy, 23, ..., T, Y].

Como hemos visto que a* = k[z1, x9, ..., T, Y], entonces en particular 1 € a*.

Recordando que a* esta generado por (fi, fo, ..., fm, (1 — Y f)), por lo que existen una combinacién

lineal para 1 tal que

1 = ingl +h(1 =Y f) donde g;,h € k[z1,29,...,2,,Y] y fi €Ea (4.8)
i=1
Haciendo Y = %4 y evaluando la igualdad (4.8) en (1, x, ..., T, Y') tenemos
1 = zm:glfl +h(1 =Y )z, 22, ..., Y)
i=1
= i(gifi)(azl, Loy Tn, Y )+ (1 =Y )21, 29, ...y, Y)
i=1

= Zgi(wla L2y .oty Ty Y)fi(xhaj% vy T, Y) + h(ﬂfl,l'g, coey Ty Y) -
i=1

1

f(.’El,l’Q, 7xn)

h(z1, 2, .oy Ty, Y) flxy, 29, ..y, Y)

- Zgi($17$27 ..-,xn,Y)fi(.Tth, 7xn) + h<xlax27 "‘7Inay) -
i=1

1

f(l'l,.fQ,...,xn
- Zgi(iﬁ,xQ, ooy Ty Y) [y, oy oy ) + (21, 20, .oy 2, YY) —
i=1
h($17$2a "'7$n7Y)

m
= Zgi(xl,xg, iy Ty Y) fily, oy oy ).
i=1

h(z1, 9, ..., 2y, Y)

)f(xl,mg, ey X))

Llegamos a expresar a 1 como una suma finita de funciones racionales cuyos denominadores son po-

tencias de f, es decir,

m

1
1 = ) ) g ceey bmy A 3 PREEPRC 7] 4.9
Zg (71, 7 z f(m,xz,-..,xn))f(xl T3 Tn) 4.9)

i=1

*Este truco especial fue inventado por S. Rabinowitch en 1,929 y en su honor fué bautizado como truco de Rabinowitch, para mas

detalles ver R. MILES A. (1995), Undergraduate Conmutative Algebra, Cambridge University Press.
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Multiplicando a ambos lados de la igualdad (4.9) por f"(xy, zs, ..., z,,) tenemos:

m

fT(.%l,LUQ,...,%n) = fr(xl,xg,...,xn)(Zgi(Il,xQ,...,xn,Y)fi(xl,xQ,...,xn))
i=1
= Zfr(xl,fﬂg,...,an)gi(l'l,xg,...,iL‘n,Y)fi(.%‘l,{EQ,...,.len)
i=1

donde el producto de las funciones f"g; € k[z1,xo,...,x,] y las f; € a entonces f" € ay por
definicion 1.4.1 f € a.
Por lo tanto b(V) C r(a).
Entonces b(V') = r(a).
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Capitulo 5

Aplicacion: Espacios Topologicos

Noetherianos

5.1. Topologia de Zarisky

Trabajamos con & un cuerpo algebraicamente cerrado y k[z] = k[xy, 22, ..., x,] el anillo

Noetheriano de polinomios en n variables con coeficientes en k.

Definicion 5.1.1 Sea k un campo y llamaremos topologia de Zarisky en k™ a la Topologia cuyos ce-

rrados son de la forma V (X), para un subconjunto X C k[xy, ..., Z,).

Definicion 5.1.2 Sea U una variedad algebraica afiny [ € k[z| = k[x1, ..., x,] entonces el conjunto
Us = {w € kla]/ f(x) # 0}

es un abierto de U para la Topologia de Zarisky.

Proposicion 5.1.1 Sea U una variedad algebraica afin. Probar que el conjunto Uy forman una base

de conjuntos abiertos para la topologia de Zarisky.

Demostracion:

Sea B = {Uf} un abierto de U = V(X), es decir Uy = k" — U, donde U = V(X) = V({X)) =

fekla]
V(fi, fo, ..., fn), debemos probar que B es una base para U.
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Luego V(X) = V(Uue xcrpmia})- Partamos de

U = k"= V(X)
= k"=v( J {a}

aeXCklzx]

= k= (] V({a})

aeX Cklx]

= U " -v({a})

a€X Cklz]

— U U,
]

a€XCklz

por lo tanto B = {U f} . forman una base de U para la Topologia de Zarisky.
fek[x

Proposicion 5.1.2 Sea k un cuerpo algebraicamente cerrado. Supongamos que k" es cubierto por

conjunto abiertos con la topologia de Zarisky y sea a un ideal generado por los ;. Entonces 1 € a.

Demostracion:
Supongamos que k" = J; i (K" = V(a:)) = Ujeppe (V (a5))° con (V(a;))¢ abiertos en la topologia de
Zarisky.

Tomando complemento ambos lados tenemos:

(k) = (|J V(@)

Luego, por el teorema de los ceros de Hilbert forma débil , a = k[zy,,xs, ..., 2,,], es decir, el ideal a

tiene un elemento inversible, por lo tanto 1 € a.
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Teorema 5.1.1 Sea k un cuerpo algebraicamente cerrado, en el anillo noetheriano klxy, zs, ..., x,],

entonces k™ es compacto con la topologia de Zarisky.

Demostracion:

Sea {Uie K]0 = (V(ai))c} un cubrimiento de abiertos de la topologia de Zarisky para k", sea a =
(Uiekm a;) = Ziekm a; = {93,-1 +Tiy s oy +T4,, cON Ty € ai]} y por la proposicién 5.1.2, sabemos
que 1 € a, y con lo cual se puede expresar como una suma finita, es decir, 1 = x;, + z;,+, ..., +;.
para acierto z;; € a;,, entonces 1 € Z;Zl .

Ahora, como el polinomio constante e igual a 1 no se anula nunca, podemos concluir que V(1) = () =

V(> a;,), esto es:

J=1

V(i Cl@'j) = (Z)

V) =

=

V(O Cli].) =0

V) = OF
J0@) = #

Entonces todo cubrimiento de abiertos en la topologia de Zarisky para £™ admite una subcubierta finita
para k.

Por tanto k™ es compacto en la topologia de Zarisky.

Proposicion 5.1.3 Sea X C k", la variedad afin V (a(X)) es el conjunto mds pequeiio que contiene a

X, en el sentido de que si W C k™ es una variedad afin que contiene a X, entonces
V(X)) cW

Demostracion:

Si X C W, entonces a(X) D a(W), luego V(a(X)) C V(a(W)), de donde se obtiene el resultado.
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V(a(X)) C W.

Definicion 5.1.3 La cerradura de Zarisky de un subconjunto de un espacio afin es la variedad alge-
braica afin mds pequeria que contiene al subconjunto. Si X C k", la cerradura de Zarisky de X es

denotada por X y es igual a V (a(X))

5.2. Definicion y Propiedades de los Espacios Topolégicos Noetherianos

Definicion 5.2.1 Sea U un espacio Topologico, U es llamado espacio Noetheriano si los subconjuntos
cerrados de U satisfacen la condicion de cadena descendente, es decir, para subconjuntos cerrados
Vi,Vo, Vs, ... C U con V;y1 C V; para todo entero positivo 1, existe un entero n tal que V; =V, para
todo v > n. Una condicion para los subconjuntos abiertos es que deben satisfacer la condicion de

cadena ascendente.

Teorema 5.2.1 Sea k un campo en el anillo noetheriano klry, xs,...,x,] y U C k™ un subconjunto de

puntos, apropiado con la topologia de Zarisky, entonces U es espacio Noetheriano.

Demostracion:
Supongamos que U = k" y sea Y7, Ys, Y3, - - - C k™ una cadena descendente de subconjuntos cerrados
de U,esdecir, Y1 DY, D Y3D---

Tomando ideales que generan esas variedades por lema 3.2.2 tenemos
a(Y) € a(¥z) Ca(¥s) € -

Luego por la condicién de cadena ascendente de ideales estd cadena es estacionaria, entonces existe un
entero n tal que a(Y;) = a(Y},) par todo ¢ > n.

Tomando variedades a estos ideales tenemos V' (a(Y;)) = V' (a(Y,,)) par todo i > n y por le lema 3.2.1,
para todo i: Y; = V(a(Y;)), por lo tanto Y; = Y,,, para todo i > n.

Entonces lacadena Y; 2 Y5 O Y3 D - - | es estacionaria.

Por lo tanto U es un espacio topoldgico noetheriano.

Proposicion 5.2.1 Supongamos que U es un espacio topologico. Entonces las siguientes condiciones

son equivalentes:
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1) U es un espacio topologico noetheriano.
2) Toda familia no vacia de subconjuntos cerrados tiene un elemento minimal.
3) U satisface la condicion de cadana ascendente para conjuntos abiertos.

4) Toda familia no vacia de subconjuntos abiertos tiene un elemento maximal.

Demostracion:

1) implica 2)

Supongamos que U es un espacio noetheriano y sea S una familia no vacia de subconjuntos cerrados de
U, entonces existe un conjunto Y; € S, por ser S # (). Supongamos que S no posee elemento minimal,
por tanto Y7 € S no es minimal, entonces podemos encontrar otro conjunto Y5 € S tal que Y; 2 Ys.
Luego como Y5 no es minimal, entonces existe un conjunto Y3 € S tal que Y5 D V3.

Asf{ sucesivamente tenemos una sucesion de elementos de .S que cumple con

i2Y:2Y...,

Por lo tanto, hemos contruido una sucesion {Yn} . que cumple Y7 D Y5 D Ys..., pero esto es una
contradiccidn, por ser U un espacio noetheriano. "

Por tanto S' debe tener un elemento minimal.

2) implica 3)

Tomemos U; C Uy C Uz C ..., una cadena ascendente de subconjuntos abiertos de U. Entonces {Uf}

es una familia no vacia de subconjuntos cerrados, la cual por hipétesis tiene un elemento minimal,
digamos que es Uy, asi U, C U/, por la condicion de minimalidad, se tiene que U, = U, para todo

1 > m. Esto implica que la cadena ascendente de subconjuntos abiertos
UyClU;CUsC...,

de U se estaciona para todo 7 > m.

3) implica 4)

Supongamos que U satisface la condicidn de cadena ascendente para conjuntos abiertos y sea I’ una
familia no vacia de subconjuntos abiertos de U, y supongamos que 7' no posee elemento maximal y
lleguemos a una contradiccion.

Como 7" es una familia no vacia de subconjuntos abiertos de U, entonces existe un conjunto Y; € 7', ya
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que T # (), pero como T no tiene elemento maximal, entonces Y; no puede ser maximal, por lo tanto
podemos encontrar un conjunto Y, € 7' tal que Y; C Y5.
Una ves mds, ya que Y, € 7' no es maximal entonces existe un conjunto Y3 € 7 tal que Y5 C Y5.

Asi construimos una sucesion {Ym} que cumple:
N

me

eY,eYse..,

por ser una cadena estricta no cumple la condicién de cadena ascendente para conjuntos abiertos,
generando asi una contradiccion.

Por lo tanto 7" tiene que tener un elememto maximal.

4) implica 1)

Tomemos U; O Us O Uz O ..., una cadena descendente de subconjuntos cerrados de U.

Entonces {Y;C} es una familia no vacia de subconjuntos abiertos, que tiene un elemento maximal, por
nuestra hipétesis, digamos que es Y., asi por la condicién maximal, tenemos que Y;° O Y ¢, por lo que
Y =Y¢ paratodo i > m y esto implica que la cadena original U; D U, 2 Uz O ..., es estacionaria.

Por lo tanto U es un espacio topolégico noetheriano.

Definicion 5.2.2 Un espacio topologico noetheriano U es llamado compacto si para todo conjunto M

de subconjuntos abiertos, U = ¢y, Ui, existe Uy, Us, ..., U, € M tal que U = |J;_, U;.
Lema 5.2.1 Todo espacio topologico noetheriano es compacto.

Demostracion:

Sea U un espacio topoldgico noetheriano y sea {2 = {U ¥ }fek[x] una cubierta abierta para U. Supon-
gamos que U ¢ Q) y tomemos U; € 2y pongamos a Y; = U — Uj.

Luego tomemos un U, € €2y, donde 2; = Q — U; con Uy C Uy, y hagamosa Yo = U — U; U Us.

Asi sucesivamente, tomamos un Us € (), donde Q25 = Q — U, con U3 C U, y hagamos a Y3 =

U — (U; U Uy U Us), de esta manera generamos una sucesion decreciente de conjuntos cerrados
Yi2Y,2Y30---,

ya que U es un espacio noetheriano, dicha sucesion es estacionaria, es decir, paratodo: > m, Y; = Y,,,
donde Y,, =U — (U; UU, U---UU,,), esto significa que a todo el espacio noetheriano U lo podemos
escribir como:

U

(U, UU,U---UU,) UY,,
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pero como la familia {Uf}f u cubre a U, por lo tanto Y;,, = 0 y entonces U = U; UUy U -+ - U U,
cklx

Por lo tanto U es compacto.

Proposicion 5.2.2 Cualquier subconjunto de un espacio topologico noetherianos es noetheriano con

su topologia inducida.

Demostracion:

Sea U un espacio topoldgico y sea Y C U, tomemos {U f}fek[x] una cubierta abierta de Y. Como
sabemos, que para toda f € k[z|, existe un 7y C U un subconjunto abierto tal que Uy = Ty NY,
entonces podemos contruir una sucesion decreciente de subconjuntos cerrados de U, es decir, tomemos
Uy, ysi Uy, # Y, entonces tomemos a [y = U — Uy, Luego tomemos Uy, tal que Uy, C Uy, y

hacemos F, = U — (Uy, N Uy,), asi sucesivamente tomemos un Uy, tal que Uy, C Uy, y hacemos

F3;=U — (U NUg NUy,), continuando de esta menera, contruimos una sucesion
OBk 2.--,

decreciente de subconjuntos cerrados en U, por ser noetheriano U, la cadena es estacionaria, es decir,

para todo j > m,
F,=U-JU;, =F
j=1

Luego Y C U;”:l TY,, ya que de lo contrario, tendrfamos un = € Y con z ¢ U;n:l Ty,, entonces
existe un g € k[z], g # f; tal que x € Uy, asi tenemos que F},, 2 F, donde F, = U — (UjL, Uy,) U Ty,
que contradice la minimalidad de F},, por la proposicién 5.2.1 por lo tanto Y C U;”:l Ty,

Asf tenemos que Y =Y N (UL, Ty,) = Ui, (Y N Ty,) = UL, Uy, yaque Uy = Ty NY, entonces
Y = U;n:1 Ug;-
Entonces para todo j > m,

Fp=U-Y =F,

es decir, la cadena que contruimos anteriormente se estaciona en el subconjunto Y.

Por lo tanto Y es Noetheriano.

Teorema 5.2.2 Un espacio topologico U es noetheriano si y solo si, todo subconjunto abierto’Y C U

es compacto.
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Demostracion:
Sea U un espacio topoldgico noetheriano, entonces por la proposicion 5.2.2 yaque Y C U, tenemos que
Y es noetheriano con la topologia inducida, ya que la proposicion se cumple para cualquier subconjunto
y luego por el lema 5.2.1 Y es compacto.
Por lo tanto Y es compacto.
Reciprocamente, sea U; C Uy C Us C ..., una cadena ascendente de subconjuntos abiertos de U.
Luego denotemos por U, la union de todos los estos abiertos, es decir,

v=Ju

UeM

para cualquier conjunto M de subconjuntos abiertos, entonces U es un conjunto abierto, ya que la unién
arbitraria de abiertos es abierto, y por hipdtesis U es compacto, entonces existe una subcubierta finita
de estos conjuntos abiertos, es decir, paratoda: > m, U = UZL U,.
Luego estos conjuntos forman una cadena, por lo que podemos concluir que U es uno de estos, por lo
tanto la sucesion

UbCU, CU; C ...,

es estacionaria, luego por la proposicién 5.2.1 U es noetheriano.

Por tanto U es un espacio topoldgico noetheriano.
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