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Introduccion



Introduccion

La matematica actual se caracteriza por el predominio del dlgebra, y se habla
a menudo de la algebrizacion de todas las ramas de la tradicional matemaética.
Esta tendencia se origina en los trabajos geniales de Galois para dar solucion
definitiva al problema de hallar las raices de las ecuaciones algebraicas, de
donde surgi6 la nocién de grupo. Mas tarde aparecié la teoria abstracta de
grupos y otras teorias, como las de cuaternios y de matrices.

Ademas tanto los cuaternios como las matrices contradicen la ley conmuta-
tiva de la multiplicacién de nimeros, segin la cual el orden de los factores
no altera el producto, como en el caso de las geometrias no euclidianas, se
llegd por esta via a un grado de abstraccion mayor de las operaciones
aritméticas y algebraicas, que se definen hoy tinicamente por los axiomas que
se desee que cumplan.

Sin duda que la nocién de grupo, en especial de grupo de Galois de la ecuacion
que constituye el tema central de Galois, estaba ya esbozada en los trabajos
de Lagrange y de Alexandre-Theophile Vandermonde (1735-1796) del siglo
XVIIL, y en los de Gauss, Abel, Ruffini y Cauchy del XIX, implicita en
problemas de teoria de las ecuaciones, teoria de numeros y de transforma-
ciones geométricas, pero es Galois quien muestra una idea clara de la teoria
general con las nociones de subgrupo y de isomorfismo.

La teoria de grupos culmina hacia 1880 al aparecer la teoria de los grupos
abstractos (ya esbozada por Cayley en 1854), que confiere a la teoria iniciada
por Galois los caracteres de estructura algebraica. Como tal estructura, y en
virtud del isomorfismo, un grupo puede entonces estudiarse bajo el aspecto
particular de uno de sus modelos o interpretaciones, bajo su forma general
puramente abstracta como resultado de un proceso de rasgos propios, es-
pecificos de la matematica de hoy, que evidencia que la misma abstraccion,
ha cambiado o evolucionado a través de los tiempos.

En la actualidad el Algebra Abstracta juega un papel muy importante en
el estudio de la Matematica ya que en ella se involucran diversidad de con-
tenidos lo que se centra en el estudio de conjuntos, estructura de grupo,
categorias, anillos, médulos en donde estos se dividen en las importantes ra-
mas de Campos y Teoria de Galois, Algebra lineal, Anillos conmutativos y
modulos y estructura de anillos entre otros. Toda esta teoria contribuye al
estudio de el algebra homoldgica dentro de la cual se prende desarrollar la
Teoria de multiplicidad y en base a esta poder demostrar la férmula limite
de Samuel.



Capitulo 1

Anillos e Ideales

1.1. Anillos

Definicién 1. Un conjunto A dotado de dos operaciones binarias cerradas
que escribiremos + (suma) y - (producto) se llama anillo si se cumplen las
siquientes propiedades:

1. (A, +) es un grupo abeliano.
2. El producto - es asociativo.

3. Se cumplen las propiedades distributivas, es decir:
a-(b+c)=a-b+a-cley distributiva a izquierda.
(b+c)-a=0b-a+c-a ley distributiva a derecha.

Definicién 2. Grupo abeliano o conmutativo: Para todo x,yeM

x xy =y * x,conmutatividad.

Todo anillo es un grupo abeliano con respecto a su adicion. En un anillo
conmutativo, los elementos invertibles forman un grupo abeliano bajo la
multiplicacion.

Notese que al producto - no se le impone ser conmutativo; de aqui que sea
necesario especificar que se han de cumplir las propiedades distributivas por
la derecha y por la izquierda.

Si el producto es conmutativo. A se dice que es un anillo conmutativo;

si existe un elemento, que simbolizaremos mediante 1, tal que para todo
a € A, al = la = a, A se dice que es un anillo con unidad; en este caso, el
elemento 1, que recibe el nombre de elemento unidad,y es tnico.

Definicién 3. Un subconjunto S de un anillo (A,+,-) se dice que es un
subanillo de A si (S,+) es un subgrupo de (A,+) y el producto - restringido
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“Teoria de Multiplicidad”

a S es cerrado; de forma equivalente, la suma y el producto son operaciones
cerradas sobre S y (S, +,-) es un anillo.

Definicién 4. Un subanillo I de un anillo A se dice que es un ideal de A si
para todo i € I y para todo a € A , ai e ia pertenecen a I.

El papel de los ideales de un anillo es similar al de los subgrupos normales
dentro de la teoria de grupos. Si I es un ideal de un anillo la relacién z = y(I)
siy sélo si x —y € I, es una realacion de equivalencia.

En particular, el cociente A/l es un subgrupo respecto a la suma de clases
(r+1)+(s+1)=(r+s)+1yen analogia con esto se tiene la definicién de
un producto de clases: (r+1)(s+1)=rs+1

Definicién 5. Sea I un ideal de un anillo A; la suma y el producto de clases
en el cociente A/l estan bien definidas y, con estas, A/l posee una estructura
de anillo.

Definicién 6. Un subgrupo (a,+) de un anillo A se dice:

s ideal a izquierda sia-a C A para todo aeA.

s i¢deal a derecha sia-a C A para todo acA.

= ¢deal o ideal bilario si es a la vez ideal a derecha y a izquierda.

n 57 A es conmutatitvo todo ideal es ideal a ambos lados.

Definicién 7.

Ideal maximal: Un ideal M es mazimal <= existe exactamente dos ideales
que contiene a M.

Definicién 8. El nilradical de A es la interseccion de todos los ideales pri-
mos de A.

Definicién 9. FEl radical de Jacobson R de A se define como la interseccion
de todos los ideales mazimales de A.

Sin embargo, la interseccion de todos los ideales maximales izquierdos siempre
coincide con la intersecciéon de todos los ideales maximales derechos.
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1.2. Mobdulos

Definicién 10. Un moddulo izquierdo sobre el anillo R consiste en un
grupo abeliano (M,+) y una operacion R x M — M (multiplicacion
escalar, es decir como rx parar en R yx en M) tal que:

Para todo r,s en R, x,y en M, tenemos

1. (rs)xz =r(sz)
2. (r+s)zr=rz+sx
3. r(x+y)r=re+ry
4. lr==x
generalmente, escribimos simplemente R-maodulo izquierdo M o g M

Definicién 11. Un R-modulo derecho o My se define de forma seme-
jante, solo que el anillo actia por la derecha, es decir tenemos una multipli-
cacion escalar de la forma M x R — M 1y los tres axiomas se escriben con
los escalares v y s a la derecha de x e y.

Si R es Conmutativo, entonces los R-modulo izquierdo son lo mismo que
R-médulo a la derecha y se llaman simplemente R-maodulos.

Definicién 12. Suponga que M es un R-modulo izquierdo y N es un sub-
grupo de M. Entonces N es un submddulo (R-submddulo) si para cualquier

n en N y cualquier r en R el producto rn estd en N (o el nr para un mddulo
derecho).

TIPOS DE MODULOS:

1. Finitamente generado. un modulo M es finitamente generado
si existe un numero finito de elementos z1, x», ..., x, en M tales que
cada elemento de M es una combinacién lineal de esos elementos
con coeficientes del anillo escalar R.

2. Noetheriano. un médulo noetheriano es un maédulo tal que cada
submodulo es finitamente generado. Equivalente, cada cadena creciente
de submddulos llega a ser estacionaria en finitos pasos.

3. Artiniano. un médulo artiniano es un médulo en el cual cada cadena
decreciente de submoddulos llega a ser estacionaria en finitos pasos.

Definicién 13. Sea (3, <) un conjunto parcialmente ordenado por una relacion

< (es decir, < es reflexiva y transitiva y es tal que x <y ey < x simultdnea-
mente implica © =1y).
Las siguientes condiciones en ¥ son equivalentes:
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i) Cada sucesion creciente v1 < x5 < ... < T < Tpyg < ... en X es esta-
cionaria ( es decir, existe un n tal que T, = Tpyq = ...).

Cada subconjunto T' C X no vacio de % tiene un elemento mazimal.
( con respecto a <)

Definicién 14. Diremos que M es Artiniano si satisface alguna de las
siquientes condiciones:

i) Todo cociente M/N, siendo N un submddulo de M, es finitamente
cogenerado(si posee alguna coleccion de submddulos de M tal que su
interseccion es {0} )

ii) Toda sucesion decreciente de submddulo de M
My D My D ...D M, D ... es estactonaria o finita.

iii) Todo conjunto S de submddulo de M tiene un elemento minimal, esto
es, un submodulo My tal que para todo elemento N de S que esté con-
tenido por My se tiene N = M.

Definicién 15. Sea R un anillo conmutativo con unidad 1 # 0 Un modulo
sobre R es un grupo aditivo X juntamente con la funcion

nw:RxX—X

(v, 2) = pla,z) = ax
Satisface las condiciones siguientes:

i) (a+ B)r = ax + fx
i) a(r +y) = ar + ay
i) a(fr) = (af)x

w)ler ==
para cualquier o, 3 € Ry x,y € X

Ejemplo 1. Sea R el anillo Z de los enteros. Para cualquier grupo abeliano
X, la funcion
w:ZxX—X

(n,z) — p(n,z) = nx
para todon € Z, v € X

11
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satisface que siny,ng € Z, x1,x9 € X
1.

p(n +ng,z) = (np+ng)r € X
= N1T + Nox
= M(nh ZL') + /L(n% [E)
,u(n, T+ .I'z) = n(xl + 132) eX
= Nri + Nrs
- lu(na xl) + M(nv wQ)
pw(l,r) =1z ==z
Ejemplo 2. Sea X un anillo con unidad 1 y R un subanillo conmutativo

de X que contenga 1. Entonces la funcion p : R x X — X, definida por
p(a, z) = ax para todo (v € Ry x € X), satisface las siguientes condiciones

i)

pla+ 6,x) = (a+ f)(z) = ax + fr = p(o, x) + p(f, v)
se cumple la distributiva ya que o, B,z € X
i)

M(Oﬂ, 1+ 962) = 04(331 + 952) = Qr; + ary = /L(Oéa xl) + /L(Oéa 1’2)

iii)
ulor, (B, 2)] = pla, Br] = a(Bx) = plaf, z)

ya que estamos en el anillo X lo cumple
iv)

p(le) =1z ==z
luego todo anillo X con unidad 1 es un modulo sobre cualquiera de sus sub-
anillos conmutativos que contienen 1. En particular, todo anillo conmutativo
con unidad puede ser considerado como maodulo sobre si mismo.

Ejemplo 3. El conjunto X = R® de todas las funciones f : S — R de un
conjunto S en R es un grupo abeliano respecto a la adicion funcional definida
por (f+ g)(s) = f(s) + g(s) para cualesquiera f,g € X y s € S. La funcidn
i Rx X — X, definida asignando a cada elemento «, f de R x X la
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funcion af © S — R, dada por (af)(s) = a[f(s)] para todo s € S, satisface
las siguientes condiciones

i)

[+ B, )l(s) = [(a+B)fl(s)
= (a+B)f(s)
= af(s) + Bf(s)
= [af]s + [Bf]s
= [af + Bf1(s)
= pu(a, f)(s) + u(B, f)(s)

[u(a, g+ f)l(s)

l
Q

[
Q

I
=

iii)

Lema 1. Para cualquier elemento u de R-modulo X se cumple
Ou=0 (—Du=—u

Prueba: En virtud de i) y iv), tenemos u+ 0u = (1 + 0)u = lu = u por tanto
Ou = 0. Por otra parte, tenemos también

ut(—1lu)=(1—-1u=0u=0

por tanto (—1)u = —u.||
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1.2.1. Submddulos

Definicién 16. Sea X un R-mddulo arbitrario, A un subconjunto no vacio
de X entonces A es submddulo de X siy solo si

i) A es subgrupo del grupo abeliano aditivo X
it) Voo € X y Vo € A entonces ax € A

Ejemplo 4. Todo subgrupo A de un grupo abeliano aditivo X es un submodu-
lo de X considerado como modulo sobre el anillo Z de los enteros.

1. Sea v,y € A, como A es submaodulo sobre Z
Sy lcA=>aytecA

por tanto A es subgrupo de X

7i. Sea o € R z €¢ A. Como A es mddulo sobre el anillo Z de los enteros
entonces ax € A ;o € Z

Lema 2. Un subconjunto no vacio A de un R-médulo X es un submddulo
de X siy solo st para cualesquiera que sean o € R yu,v € X, se tiene que
ut+veAyau e A

Prueba: = Por definiciéon de submédulo, como A # @ y es un submédulo de
X respecto a la adicién y multiplicacién escalar del médulo X se cumple que
u+v € A au € A = Basta probar que el opuesto —u de u € A esta en
A (Por lema 1) —u = (—1) u € A. Entonces existe & = (—1) que satisface
au € A, ademds u +v € A ya que X es aditivo.||

Lema 3. Sea A un submddulo de un R-mddulo de X, entonces, para todo
a€ Ryue X, tenemos {a(u+a) a € A} Cau+ A

Prueba: Sea A un submédulo de X entonces aa € A Va € A por tanto
alut+a)=ou+aacau+A

ya que se cumple la ley distributiva.||

Lema 4. La interseccion de cualquier familia de submddulos de un R-modulo
X, es un submaodulo de X.

Prueba: Consideremos una familia ® = {A;/i € M} de submddulos de un
R-médulo X y sea A su interseccion A = (1),.,, Ai- A probar que A es un
submdédulo de X, sean @« € R wu,v € A (por lema 2) hay que establecer
u+v € A au € A. Para eso consideremos un ¢ € M arbitrario. Ya que
A C A;, A; es un submddulo de X (por lema 2) u+v € A; au € A;

14
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y como esto es cierto para todo ¢ € M entonces u +v € A au € A. Por
tanto A es submodulo de X.

Sea ahora S un subconjunto arbitrario de un R-mdédulo X. Entonces S esta
contenido en al menos un submoédulo de X, a saber, en el propio X. Por
(lema 4), la interseccién A de todos los submédulos de X que contienen S
es un submodulo de X. Precisamente, A es el minimo submédulo de X que
contiene el subconjunto dado S, y recibe el nombre de submédulo engendrado
por S. En el caso A = X, se dice que S es un sistema de generadores de X
y que X esta engendrado por S.||

Definicién 17. Un elemento X de un R-mddulo X se dice que es combi-
nacion lineal de elementos de un subconjunto S de X si y solo si existe un
numero finito de elementos x1,xs,...x, de S tales que

n
r = E ;5
=1

donde oy, ao, ..., € R

Proposiciéon 1. El submdodulo de un R-maodulo X engendrado por un subcon-
gunto S de X es el conjunto de todas las combinaciones lineales de elementos

de S.

Prueba: Sea A el conjunto de todas las combinaciones lineales de elementos
de S. Por (Lema 2) A es un submédulo de X. Para cada x € S, tenemos
x = lx € A. Luego A contiene S. Sea B un submodulo de X que contenga
S.Toda combinacion lineal de elementos de S esta contenida en B. Luego
A C B. Por tanto A es el minimo submoédulo de X que contiene S.

Concluimos la presente seccion, definiendo algunas nociones que seran usadas
en lo sucesivo. Siendo S y T subconjuntos cualesquiera de un R-médulo
arbitrario X, su suma S + T es el subconjunto X definido por

S+T={u+v/ueS, veT}

si Sy T son submodulos de X, es evidente que también lo es S + T'. Por
otra parte, para todo subconjunto C' de R, C'S denota el subconjunto de X
definido por

CS={au/aeC, ue S}

Definiciéon 18. Sea R un anillo con unidad 1, conmutativo o no.
Un R-modulo por la izquierda es un grupo abeliano aditivo X juntamente con
la funcion

p:RxX—X

que satisface las condiciones de modulo. Andlogamente, definimos R-mddulos
por la derecha.

15
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Proposicion 2. Probar que, si R es conmutativo, ambas nociones coinciden
esencialmente.

Prueba: Sea
[T RxX —X
(ryx) — p(r,z) =rx

un R-modulo por la izquierda. Por hipotesis del ejercicio se satisface que para
r,ra € R, 1+ X

r(zy + x2) = ray + rag
(r1 +m)x =11 + rox
r(ax) = (ra)z

lr==x
definamos R-médulos por la derecha

e XxR—-X

(x,r) — plx,r) =ar
entonces tenemos que

x(ry +1ro) = xry + 219

z(ar) = (xa)r

)
i1) (X1 4+ 22)r = 297 + o1
)
) Ir=r

y obtenemos que las propiedades de un R-moédulo por la izquierda y derecha
son iguales. ||

Proposicién 3. Sea K un ideal de un anillo conmutativo con unidad R y x
un elemento dado de un R-mddulo X. Entonces el subconjunto de X

A=Kzr={azx/a € K}
es un submaodulo.
Prueba. Dado que A es subconjunto de X. Sea uy v € A debemos probar que
v+veEAyqueau € Aparatodoa € K,u=ax a3 € K v=ag € K

u+v =T + agT au = a(ogr)
= (a1 + a2) = (aaq)x

=azr € A = agr para aa; € k Il

16



“Teoria de Multiplicidad”

1.3. Sumas Directas

Consideremos una familia arbitraria dada
S={X;/i e M}
de R-médulos X; y designamos con P = []..,, X;

el producto
W=oot: Y X;—=Y
ieM

se llamara suma directa realizada de la familia
Si 1)’ es isomorfismo, entonces

Y XimY

ieM
y la familia @ se dice que es una representacién inyectiva del modulo Y como

suma directa. En particular, si X; es un submoédulo de un R-moédulo X y si
la familia

de homomorfismo inclusion es una representacion inyectiva del modulo X
como suma directa, entonces
Z X, ~ X

e M
en este caso decimos que el médulo es descomponible en la suma directa de

los submodulos
S={X;/i e M}

también diremos que el médulo X es la suma directa (interna) de sus submédu-
los §. Si & es una familia finita de R-mddulos,

S ={Xy, Xo, ..., X0u}
entonces la suma directa de & se denota por
X106 X0®...0 X,
ademas, si cada X; es un médulo de un R-moédulo X, entonces
X=X16X0®..0X,

expresa que X es la suma directa de los submodulos X7, Xs, ..., X,,.
El siguiente teorema es de gran utilidad.

17



“Teoria de Multiplicidad”

Teorema 1. Un R-mddulo X es la suma directa de los submddulos A y B
sty solo st
A+B=X, A(\B=0

Prueba: = Supongamos que X es la suma directa de A y B. Entonces, por
definicion, el homomorfismo definido
(A A®B— X
(a,b) = ¢'(a,b) =a+0b
es un isomorfismo.
Para probar que, A+ B = X, sea z € X. Como v’ es un epimorfismo, existe
un elemento (a,b) € A@ B tal que
r=1v¢"(a,b)=a+be A+ B

luego x € A+ B, y siendo z arbitrario, resulta A+ B = X

Para probar A(B = 0 por contradicciéon suponemos que A() B contiene
un elemento no nulo z € X. Como A[) B es un submdédulo de X, tenemos
—z € A B. Entonces —z, x es un elemento no nulo de A & B. Puesto que

V(—z,x) =2 —1x =0,
= (z,—x) € Ker(y')

y como (—z,x) es un elemento no nulo ¢’. No es un monomorfismo —«,
entonces A(1B =0

< Supongamos que A+ B = X, A(| B = 0. Debemos probar que 9’ es un
isomorfismo. Sea z € X. Como A+ B = X, existen a € Ay b € B tales que
a + b= x. Esto implica

Y(a,b)=a+b=ux

por lo que ¥’ es un epimorfismo. Sea x € X. Entonces
a+b=1¢"(a+b)=0

se deduce que a € Ay a=—bé€ B. Luego a € A(B. Como A(\B =0, es
a=0yb=—a=0.Por tanto (a,b), es el elemento cero {(0,0)} € A D B.
Ast Ker(y') =0, ¢ es un monomorfismo. Por tanto

Y’ es un isomorfismo ||

Teorema 2. Si el producto h = go f de los homomorfismos f: X — Y y
g:Y — Z de R-modulos X,Y,Z es un isomorfismo, entonces se cumple:

18
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i) fes monomorfismo.
ii) ¢ es epimorfismo.

iii) El mddulo Y es descomponible en la suma directa de Im(f) y Ker(g);
en simbolos,
Y =1Im(f) @ Ker(g)

Prueba: i) Si h es monomorfismo entonces f es monomorfismo. Sabemos que
como ker(h) = 0 entonces « € Ker(h) < h(x) = 0. Sea x € Kerf, como

hz) = (gof)(x)

= g(f(z))

=0

= r =0 Porque h es monomorfismo
= Ker(f)=0

por tanto f es monomofismo.
ii. Si h es epimorfismo entonces g es epimorfismo

Sabemos que h(x) = z € Z por ser h sobreyectiva. Sea z € Z necesito definir
un elemento y € Y tal que g(y) = z € Z, como

h(z) =(go f)(x) =9g(f(x) =z€Z
Si y=f(zr) ey g(y) = z € Z. Por tanto g es epimorfismo.
iii. Sea A= Im(f)y B = Ker(g)

xLy <z

sea y un elemento arbitrario de Y, y sea z = g(y) € Z. Como h : X — Z es
un isomorfismo, existe un elemento x € X tal que h(z) = 2

h=gof
H

xL vs gz
y—g(y) ==

sean a = f(x) € Ay b=y — a. Entonces

g(b) =gy —a)=g(y) —gla) =2z —g(f(x)) =2 —h(z) =2—2=0
g(b)=0= B € Ker(g) =B

y de lo anterior

19
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ac A=1Im(f)
xL yvs z
be B = Ker(g)

luego b € B, porlo que y =a+b € A+ B. Como y es arbitrario, deducimos
que A+ B=Y.

Para probar que A( B = 0, consideremos y € A B. Como y € A, existe un
elemento x € X tal que f(y) =y. Como y € B = Ker(g), tenemos g(y) = 0.
Entonces

h(z) = g(f(x)) = g(y) =0

puesto que g es un isomorfismo, deducimos que x = 0, y de aqui

por tanto A() B = 0. Por (teor. 2), Y es la suma directa de los submddulos
Ay B. Por tanto
Y =1Im(f) @ Ker(g) ||

Proposicién 4. Un proyector de un R-mddulo es un endomomorfismo p del
modulo X que satisface pop = p. Sea X un R-mddulo que es la suma directa

de una familia
S={X;/i e M}

de submodulos de X. Probar que existe una unica familia
{pi: X = X/ie M}

de proyectores de X tales que p;(X) = X; y pi(X;) =0 si i # j.
Ademds, para todo elemento v € X, es pi(z) = 0 para todo indice i € M
salvo a lo sumo en un numero finito de ellos.

Prueba: Sea la sucesién de funciones
XX, 55X
en donde
1;: es la funcidn inclucién

m;: funcién proyeccion
Pi =1 0Ty

20
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y se satisface que

pop = (4; 0 m;)(i; 0 m;)
=14;0(moi;)om;
=p
entonces tenemos que
pi(X) = (i; o m;)(X) pi(X =) = (i o m)(Xj)

= i;(m(X)) = 13(mi(X;))
= 1;(X}) =1 —1(0)
=X, =0

Proposicién 5. Sea p = {h; : X; — X/i € M} una representacion inyectiva
del R-modulo X como suma directa. Entonces eziste un unica familia

S={g5X — X;/i e M}
de homomorfismos de modulos tal que el producto
groh;: X; — X

es el homomorfismo trivial si j # k y es el homomorfismo identidad si j = k.
Por tanto, para cada i € M, h; es un monomorfismo y g; es un epimorfismo.
Ademas, tenemos también

X =Im(h;) ® Ker(g;)

para todo © € M. Las dos familias p y & se dice que constituyen una repre-
sentacion completa del modulo X como suma directa

x, 5 X % X,
o ) {0, itj {xhzo, k#j

por tanto (g o hg)(x;) = x; si k = j me induce el homomorfismo identidad
y (g © hi)(z;) = 0 si k # j me induce el homomorfismo trivial.
Como (g © hi)(x;) es el homomorfismo identidad si & = j. Entonces

(gr 0 hy)(x5) = (g5 0 hy)(x;) = g;i(hi(z;)) = gj(x;) = z;
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Por tanto
(gk © hj)(x;) = =
por tanto h; es monomorfismo y g; es epimorfismo

Ademas obtenemos también que

X = Im(h;) ® ker(g;)

1.4. Sucesiones Exactas
Una sucesién exacta de modulos es una sucesién finita o infinita
o xLy L

de homomorfismos de R-moédulos tal que la imagen del homomorfismo en-
trante coincide con el nicleo del homomorfismo saliente de todo médulo
distinto de los extremos (si existen) de la sucesion.

Por ejemplo, en el mddulo Y, deberd ser Im (f) = Ker(g) Una sucesién

exacta de la forma
0—xLyvyLz_—0

se llama sucesién exacta corta.

Como ejemplo de sucesién exacta consideremos un submédulo arbitrario E
de un R-médulo X y el médulo cociente @@ = X/E. Como el homomorfismo
inclusion i : E — X es un monomorfismo ya que para todo x € E al aplicarle
la funcién i (e) = e.

i Ea: - Xz(x):x

la proyeccion natural p : X — @) es un epimorfismo, y
Im (i) = E = Ker (p)
obteniéndose una sucesion exacta corta
0—FL5X20—0
reciprocamente, consideremos una sucesion exacta corta arbitraria
0p — Apo—o > X 5 B — 0

para todo elemento que tomemos en 0, tenemos que:

Im(f)=0, Ker(f)=0



“Teoria de Multiplicidad” 23

por tanto f es monomorfismo.
Para ver que g es sobreyectiva tenemos que:
Bpara todo b ? {Og’(b) :O}

entonces

Ker(¢') = {b e Blg (b) = 0}
= Im(g) = Ker (¢')
por tanto g es epimorfismo. De la exactitud, se deduce que Im (f) = Ker (g).
Sea E este submoédulo comun Im (f) = Ker (g) de X.
00— A— Im(f)=Ker(g) —0

Entonces f define un isomorfismo j : A — E y ¢ induce un isomorfismo
k:@Q — B del médulo cociente @ = X/E. Si identificamos los médulos A y
B con los médulos E y Q por medio de los isomorfismos j v k7!, la sucesién
exacta corta dada se convierte en

0—F—X—50—0

por tanto, podemos decir que una sucesion exacta corta es simplemente otro
nombre para un submoédulo y su médulo cociente.

Como ejemplo de sucesién exacta mas larga, considemos un homomorfismo
arbitrario h : X — Y de un R-médulo X en un R-médulo. Y Consideremos
el nicleo y el conticleo de h:

ker (h) C X, Coker (h) =Y/Im (h). Sea i : Ker (h) — X el homomorfismo
inclusiéon y p : Y — Coker (h), la proyecién natural. Veamos que obtenemos
una sucesion exacta

0— Ker(h) 5 X Y 2 Coker (h) — 0

llamada sucesion exacta corta del homomorfismo h. Veamos que es exacta en
X. Sea a € Ker (h) como i es el homomorfismo inclusién y i (a) = a

Im (i) ={a € Ker (h)|i(a) =a} = Ker (h)
por tanto es exacta en X, por que I'm (i) = Ker (h)

veamos que es exacta en Y. Sea y € Ker (p) tal que

ply) =y + Im(h)
=0+ Im(h)
= Ker(p) = Im(h)
=y € Im(h)

por tanto la sucesién del homomorfismo A es exacta.
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Teorema 3. En una sucesion exacta arbitraria
f g h
0—AS>SB=>SC-=D

de homomorfismos de R- moddulos, las siguientes tres proposiciones son
equivalentes:

a) fes un epimorfismo.
b) g es el homorfismo trivial.
c) h es un monomorfismo.

Prueba: (a) < (b). Por definicién, f es un epimorfismo siy solo st I'm (f) = B.
Por otra parte, g es el homomorfismo trivial si y sélo si Ker (g) = B.
Debido a la exactitud, tenemos I'm (f) = Ker (g). Luego (a) < (b).

(b) < (c). Por definicién, g es el homomorfismo trivial si y sélo si Im (h) = 0.
Ademas h es un monomorfismo si y sélo si ker (h) = 0. Por la exactitud
tenemos, Im (g) = Ker (h). Luego (b) < (c).

Corolario 1. En una sucesion exacta arbitraria
f g h k
A=B=3>SC—=D->SFE

de homomorfirmos de R-mddulos, C =0 sty solo si f es un epimorfismo y
k es un monomorfismo.

Demostracion: Necesidad: Supongamos que ¢ = 0.
Ker(h) =0

Im(g) =0

Entonces g y h son homomorfismos triviales. Luego, f es un epimorfismo y
k es un monomorfismo.

Suficiencia: Supongamos que f un epimorfismo y & un monomorfismo.
Tal que g y h son homomorfismos triviales. Se deduce que la I'm (g) =0y el
Ker (h) = C. Por la exactitud , tenemos que:

Im(g) = Ker (h)

luego C' = 0.

Corolario 2. Si una sucesion 0 — C' — 0 de R-mddulos es exacta, entonces
c=0.
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Prueba:

por la exactitud Im (f) = Ker(g)
Im(f)=0y Ker(g)=c
, = C =0
Corolario 3. En una sucesion exacta arbitraria
ALBLocsphELF

Las siguientes proposiciones son equivalentes:
a) g es isomorfismo.
b) f y h son homomorfismos triviales.
c) d es epimorfismo y k es monomorfismo.
Prueba: (a) < (b) y (b) < (c)
Corolario 4. 5i la sucesion

0-C3%D—=0
de homomorfismos de R-maddulos es exacta, entonces g es isomorfismo.

Prueba: Sea
00 e Cf(o):() — D —0

Entonces I'm (f) = 0, por la exactitud, tenemos que:

Im (f) = ker (g)

= Ker(g)=0
= g esmonomor fismo

veamos que es sobreyectiva: Im (f) = 0; por la exactitud.
SeaceC = g(c)=d

= Im(g)={de€ D| D e Ker(h)} = Ker (h)

Por tanto g es epimorfismo. Por tanto g es isomorfismo. Se dice que una
sucesion exacta
—xLysz

25



“Teoria de Multiplicidad”

se descompone en el médulo Y; o es descomponible en Y, si y sélo si el
submédulo A = I'm (f) = Ker (g) de Y en el sumando directo de Y. Es decir,
si y sélo si Y se descompone en suma directa de A y otro submédulo. Si la
sucesiéon exacta es descomponible en cada uno de sus modulos no extremos ,
decimos que se descompone o que es descomponible. Puesto que un sucesién
exacta corta

0—AaLlBLc—o0

por lo tanto se descompone en A y C, es descomponible si y sélo si lo es en
B.|

Teorema 4. Si una sucesion exacta

—XxLvesz
de homomorfismos de R-mddulos se descompone en el modulo Y, entonces Y
es isomorfo a la suma directa Im (f) @ Im(g)

Prueba: Por definicién, Y se descompone en la suma directa del modulo
A = Im(f) y otro submédulo B. Basta probar que B =~ Im (g). Para ello,
consideremos la restriccion h = g|B : B — Z entonces h es un homomorfismo
del médulo B en el médulo Z. Como

Ker(g)=Im(f)=A, ANB

se sigue que Ker (h) = {0}, entonces h es un monomorfismo. Queda por
establecer que I'm (h) = Im(g). Sea z € Im (g) arbitrariamente dado.
Entonces existe un elemento y € Y tal que g (y) = z.

Como Y = A+ B, existen elementos a € Ay b€ B con y = a -+ b. Entonces
tenemos:

y como h (b) = g (b) por como esta definido, ya que a € Ay b € B. Por tanto
Im (h) = Im (g)
Corolario 5. Si una sucesion exacta corta
0—ALBLCoc 0

de homomorfsmos de R-mddulos se descompone, entonces B es isomorfo a
la suma direta A @ C.
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Prueba: Similar a la prueba anterior.||
Corolario 6. Una sucesion exacta arbitraria

o xhye g

de homomorfismos de R-mddulos se descompone en el modulo Y si existe un
homomorfismo h 1Y — X tal que el producto hof es un automorfismo del
modulo X. En este caso, tenemos

YaIm(f)®Im(g) =X & Im(g)

Prueba: Tenemos que si h = gof de dos homomorfismos f : X — Y y
g:Y — Z de R-médulos X,Y,Z es un isomorfismo entonces se cumple:

i) f es monomorfismo.
ii) g es epimorfismo.

iii) El médulo Y es descomponible en la suma directa de I'm (f) y Ker (g)
en simbolos:
Y = Im(f) & I (9)

—XxLvesz

/@)

h(y)

= Im (f) =y, h es sobreyectiva, f es inyectivo.

Y
x

Im (f) ~ X Por que f es sobreyectiva e inyectiva por corolario 11
X — Im (), X = Im (/)

Corolario 7. Una sucesion exacta arbitraria

o xhyve g

de homomorfismos de R-mddulos se descompone en el modulo Y si existen
un homomorfismo k : Z —'Y tal que el producto gok es un automorfismo del
modulo Z. En este caso, tenemos

Y~Im(f)®Im(g)=Im(f)®Z
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Prueba: Similar a la demostracion anterior.||

Sea f: X — Y un homomorfismo arbitrario de un R-médulo X e un
R-médulo Y. Un inverso por la izquierda de f, es un homomorfismo

h:Y — X

tal que el producto hof es el automorfismo identidad del médulo X.
Analogamente, un inverso por la derecha de f es un homomorfismo

k:Y — X

tal que el producto fok es el automorfismo identidad del médulo Y.
Entonces se tiene el siguiente corolario.

Corolario 8. Para cualquier sucesion exacta corta
0—ALBLCc—0

de homomorfismos de R-mddulos, las proposiciones siguientes son
equivalentes:

a) La sucesion exacta corta se descompone.
b) El homomorfismo f tiene un inverso por la izquierda.
c) El homomorfismo g tiene un inverso por la derecha.

Prueba: (a) = (b) y (a) = (c). Para ello, supongamos que la sucesion exacta
corta dada se descompone. Sea D = Im(f) = Ker(g). Por definicién,el
modulo B se descompone en la suma directa de su submoddulo D y otro
submoédulo E de B. Observemos que f es un monomorfismo y por tanto
define un isomorfismo i : A — D = Im (f). Sea x € B arbitrariamente dado.
Entonces existen elementos uw € D y v € E unicamente determinados.

Se puede comprobar facilmente que la correspondencia.

r— h(x)=1i"(u)

define un homomorfismo h : B — A que es el inverso por la izquierda de f.
Para establecer (c), observemos que g es un epimorfismo con D como nucleo.
Puesto que D U E = 0, se deduce que la restriccion j = g|E : E — C es un
isomorfismo.

Por ello, la correspondencia, x — k (z) = j ! (z) para todo x € C define un
homomorfismo k : C'— B que es inverso por la derecha de g.
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Capitulo 2

Moédulos y Anillos
Noetherianos

2.1. Anillos Noetherianos y Artinianos

Muchos anillos de importancia, tanto en geometria algebraica como en teoria
de numeros, satisfacen ciertas condiciones de finitud que se suelen expresar
mejor, siguiendo a Noether y Artin, en términos de condiciones de cadena en
sus ideales. Ejemplos de especial importancia son los anillos de polinomios
con coeficientes en un campo K[Xi, X, ..., X,,] y el anillo de enteros Z.

Definicién 19.

Anillos noetherianos. Un anillo A es noetheriano si todos sus ideales son
finitamente generados.

Proposicién 6. Si A es anillo, son equivalentes:
(1) A es noetheriano.

(2) Toda cadena ascendente de ideales propios
LCLC..CI,C..

se estaciona,es decir, existe un entero m tal que L, = L1 = ....

(3) Todo conjunto no vacio de ideales propios de A tiene un elemento mdxi-
mo,es decir, un ideal que no esta contenido en ninguno de los ideales
de la familia dada.
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Prueba . (1) = (2) : Sea I := [J ;. Como los ideales I; estan encadenados,
entonces [ es un ideal de A y es propio porque los I; lo son.

Por hipétesis I es finitamente generado, digamos I = (ay, ..., a,), donde no-
tamos que para m suficientemente grande se tiene que a; € I,,, y por lo tanto
I C I, es decir, I = I,, para todo k > m.

(2) = (3) : Si F' es una familia no vacia de ideales propios de A que no con-
tiene un elemento maximo, entonces para cualquier I; € F existe un I, € F
tal que ]1 Z ]2.

De esta manera se construye una cadena que no se estaciona.

(3) = (1) : Si I € A esun ideal propio, sea F' la familia de ideales contenidos
en I de la forma (ay,...,a,). Por hipétesis esta familia tiene un elemento
méximo, digamos (ay, ..., a,).

Entonces, para todo a € I se tiene que (ay, ..., a,,a) C (ay, ..., a,),

y como éste es maximo se sigue que (ay, ..., a,, a) = (ai, ..., a,) y por lo tanto
a€ (ay,...,a,)yasi I = (ay,..,an).

Ejemplo 5. El anillo Z es un DIP y por lo tanto es noetheriano.
Todo campo K es noetheriano y el anillo de polinomios K[Xi, X, ..., X,]
también es noetheriano por el teorema siguiente:

Teorema 5.

Teorema de la base de Hilbert Si A es un anillo noetheriano, entonces
Alx] también lo es. En particular, si K es un campo, entonces el anillo de
polinomios K[X1, X, ..., X,)] es noetheriano.

Prueba. La segunda afirmacién se sigue de la primera por induccién.

Para demostrar la primera afirmacién, mostraremos que si A[z] no fuera
noetheriano entonces A no lo es. Supongamos entonces que A[x] no es noethe-
riano y sea I C A[z] un ideal que no es finitamente generado. Sea f; € [
de grado minimo. Escojamos fo € I — (f1) de grado menor (el cual existe
porque I no es finitamente generado).

Iterando este proceso, escojamos fri1 € I — (f1, ..., fxr) de grado menor.

Por la eleccién de los f;, sus grados n; satisfacen que n; < ns... Mdas aun, si
a; es el coeficiente de grado de f;, entonces

(a1) C (a1,a9) C...C A

es una cadena de ideales de A que no se estaciona, ya que si lo hiciera,
digamos

(a1, ...,ax) = (ay, ..., ax, Q1)

se tendria una igualdad de la forma
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k
apy1 = g r;a; con los r; € A
i=1
y poniendo

k
g = fk+1 — Z TiﬁnkJrlimfi € I — (fla X} fk)
=1

este es un polinomio de grado gr(g) < gr(fx+1) porque el coeficiente ayq de
fr+1 se cancela en
k k
Q™ — Z rx™ T Mg = g™ — Z ria;x™ =0
i=1 =1

k
porque Z r;0; = a1, lo cual contradice la minimalidad del grado de fi;.
=1

Lema 5. En un anillo noetheriano todo conjunto de generadores de un ideal
contiene un conjunto finito de generadores.

Prueba. Si I = A, 1 € I se puede escribir como 1 = ryaq + ... + rpa, con los
a; en cualquier conjunto de generadores de I. Se sigue que [ esta

generado por aq, ..., a,. Supongamos ahora que I A es un ideal propio y
sea A un conjunto de generadores de I.

Sea I el conjunto de ideales generados por subconjuntos finitos de A. Como
A es noetheriano F' tiene un elemento maximo m y este m debe contener a
todos los elementos de A (si no fuera asi anadiendo cualquier otro elemento
de A a los generadores de m se obtendria otro ideal mayor que m ) y por lo
tanto m = 1.

Definicién 20.

Anillos artinianos. Un anillo A es artiniano si toda cadena descendente

de ideales de A:
I D21,D ..
se estaciona, es decir, existe un n tal que I, = I, para toda k > 0.
Teorema 6. Si M y M’ son A-mddulos artinianos, también lo es M & M'.
Prueba. Basta considerar la sucesion exacta
O-M-MeM — M —D0.

Teorema 7. Si A es un anillo artiniano y M es un A-mddulo finitamente
generado, entonces M es artiniano.

Prueba. Si M tiene un generador con n elementos, A™ serd artiniano, y existe
un epimorfismo A™ — M, luego M también es artiniano.
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2.2. Moédulo de Anillos Noetherianos y
Artinianos

Recordamos que si E es un R-médulo,entonces AnnE o (més explicito)
AnngFE se utiliza para denotar el aniquilador de E. Por supuesto AnngrFE
es un ideal y por lo tanto podemos formar el anillo de residuos R/AnngFE.
Ahora se demuestra que, cuando F es finitamente generado, el comportamien-
to de E se rige en gran medida por la de R/AnngFE.

Por lo que la multiplicacién de R es conmutativa.

Teorema 8. Sea E finitamente generado de un R-mddulo y sea A = AnngE.
Entonces E satisface condicion mazximal y minimal respectivamente para
submddulos si y sélo si el anillo de residuos RJA satisface la condicion
mazimal y minimal para ideales.

Observacion 1. Vale la pena senalar que el teorema tiene la consecuencia
siguiente. St un R-maodulo E cumple la condicion mazimal para submddulos,
entonces el anillo R/AnngrE satisface la condicion mazimal para ideales.

Y E serd finitamente generado y por lo tanto el teorema puede ser aplicado.

Prueba. Sea E = Re; + Rey + Res + ... + Res y por A; = Ann(Re;).
EntoncesA = A, NAyN...N A;.

Luego el R-epimorfismo R — Re; en que r — re; tiene nucleo A; porque R es
conmutativo.Por ello se dice que R/A; y Re; son isomorfos como R-médulos.
Ahora supongamos que E satisface la condicién maximal(minimal) para
submddulos. Puesto que R/A; es isomorfo al submédulo Re;, y ademés R/A;
satisface condicién maximal (minimal) para submddulos. En consecuencia,

satisface condicién maximal (minimal) para R-submddulos.Sin embargo, el
R-submddulos de R/A son los ideales del anillo R/A.De esta manera, R/A
satisface la condicién maximal (minimal) para ideales.

Ahora se supone que R/A satisface la condicién maximal (minimal) para
ideales. Y F es un R-médulo y, como tal, es claramente generados por
€1,€9,...,€5.

Por ello se deduce, que E satisface la condicién maximal (minimal) de
R/A-submédulos. Sin embargo, el R/A-submdédulos de E son los mismos que
su R-submédulos. Por lo tanto todo estd demostrado.

Corolario 9. Sea E finitamente generado de un R-mddulos y sea
A = AnngFE.Luego la longitud Lr(E) es finito si y sdlo si el anillo R/A
cumple las condiciones mazximales y minimales para ideales.
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Tenemos Lg(FE) < oo si y sblo si E cumple las condiciones condicién max-
imales y minimales de submddulos. En este punto se presentan dos defini-
ciones. Estos nos ayudaran a describir, de forma relativamente concisa, ciertas
situaciones.

Definicién 21. Un E R-mddulo que satisface la condicion maximal para
submddulo se denomina “R-modulo Noetheriano 7. Si el anillo R cumple la
condicion mazimal para los ideales, entonces es llamado un “Anillo
Noetheriano”.

Definicién 22. Un anillo R que cumple las condiciones maximales y mini-
males para los ideales es llamado “Anillo Artiniano”.

Estos nombres se han dado en el reconocimiento de E. Noetheriano y Artin
E. Hacemos algunos comentarios sobre las definiciones. Sea un R-médulo F
es noetheriano si y sélo si todos sus submddulos son finitamente generado;
equivalente (y las mismas proposiciones) E es noetheriano si y sélo si satis-
face la condicién de cadena ascendente para submoddulos.

En particular, tenemos otras formas de describir un anillo noetheriano.
Podriamos, por ejemplo, definir un anillo noetheriano como aquel en el que
todo ideal es finitamente generado. Igualmente bien podriamos decir que un
anillo es noetheriano si satisface la condicién de cadena ascendente para
ideales.

Y R es un anillo Artiniano si y sélo si Lg(R) < co. Por ejemplo, un

campo F' es un anillo Artiniano, entonces (0) y F' son los tnicos ideales,
Lr(F) = 1.En realidad un anillo de un anillo Artiniano satisface sélo la
condiciéon minimal de los ideales. Sin embargo, como demostraremos més
adelante, cuando la condicién minimal de ideales se cumpla sostendra,tam-
bién las condiciones de los maximales. Para ilustrar la terminologia, sea
R-médulo F finitamente generado.Mostrando que E es un R-mdédulo noethe-
riano si y solo si R/AnngE es un anillo noetheriano, y Lg(F) es finito si y
sélo si R/AnngrE es un anillo Artiniano. Una vez mads, por el teorema 1,si
R es un anillo noetheriano, entonces también lo es el anillo de polinomios

R[X1, X2, ..., X,].

Teorema 9. Sea ¢ : R — R’ un epimorfismo de un anillo R a un anillo R'.
Ahora bien, si R es un anillo noetheriano y Anillo Artiniano respectivamente,
entonces R’ es también un anillo noetheriano y Artiniano respectivamente
Este resultado es obvio por la correspondencia biunivoca entre la R’-ideales y
la R-ideales que contienen Kerg.Para mostrar como se puede combinar con
nuestros resultados en los anillos polinomiales, se prueba.

Teorema 10. Sea el anillo noetheriano R un subanillo de un anillo R'. Si
ahora oy, g, ..., v, son elementos de R’ entonces Rlaq, as, ..., ] es un anillo
noetheriano.
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Prueba. Obtenemos un anillo-homomorfismo de anillo de polinomios
R[X1, Xs, ..., X,)| para R[aq, as, ..., ;] por medio de la asignacién en el que
(con una notacién explica por si mismo).

M1y M2 o H1 o K2 w
Erm,uz.--unXl X2 "'Xnn - Zrul,,uz...p,nal Qs ..o

Desde entonces R[X1, Xs, ..., X,,] es noetheriano, este resultado que sigue del
teorema 3.

Corolario 10. Sea F' un campo y aq, Qa, ..., oy, elementos que pertenezcan a
algun anillo de extension de F'.
Entonces el anillo Flay, as, ..., a,] es noetheriano.

En contraste con el caso noetheriano, anillos de extension de los anillos
Artinianos es poco probable que heredan la propiedad Artiniana.
Sin embargo, a este siguiente resultado a veces es 1til.

Teorema 11. Sea R’ un anillo de extension de un anillo R Artiniano y
supongamos que R', considerado como un R-mddulo, es finitamente generado.
Entonces R' es también un anillo Artiniano.

Prueba. R’ satisface las condiciones de los maximales y minimales para
R-submddulos. Ahora vamos a ser €2 un conjunto no vacio de R’-ideales.

2 Entonces también es un conjunto no vacio de R-submdédulos de R'.

2 En consecuencia contiene un miembro maximal y minimal. Esto demuestra
el teorema. El comportamiento de los anillos noetheriano y anillos Artiniano
en relacion a la formacion de fracciones es facil de establecer. Primero nece-
sitamos.

Lema 6. Sea E un R-mddulo y S un conjunto no wvacio multiplicativa-
mente cerrado subconjunto de R. Si ahora E satisface la la condicion maxi-
mal (minimal) para el R-mddulos, entonces Eg satisface la condicion maxi-
mal(minimal) para Rg-submddulos.

Teorema 12. Sea S un subconjunto no vacio multiplicativamente cerrado
del anillo R. Si ahora R es un anillo noetheriano y anillo Artiniano respec-
tivamente, entonces Rg es un anillo noetheriano y anillo Artiniano respecti-
vamente.

A partir del anillo noetheriano de un tipo simple, es posible construir una
o mas otras de caracter sofisticado. Los ejemplos mas evidentes de primaria
anillos noetheriano son campos y ciclos que tienen sélo un nimero finito
de elementos. A estos podemos anadir los nimeros enteros. El teorema, con
la siguiente, se establece el cardcter de este anillo noetheriano particular.
Aunque tanto el resultado de su prueba y estdn muy familiarizados, se in-
cluyen en areas de la exhaustividad.
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Teorema 13. Sea Z el anillo formado por el positivo, negativo y cero nimeros
enteros. Luego, cada ideal de Z puede ser generado por un elemento dado.

Prueba. Esté claro que podemos limitar nuestra atencién a los no-cero ideales.
Sea A un ideal. Entonces podemos encontrar que m € A con m # 0. Dado
que tanto m y —m pertenecen a A y uno de ellos es un enteros positivos se
deduce que A contiene niimeros enteros positivos. Sea d la parte baja de estos.
Vamos a demostrar que A = (d). En efecto (d) C A o lo que sea necesario
para demostrar la inclusién en el sentido contrario. Sea n € A. Entonces
(por la divisién de operaciones niimeros enteros) podemos encontrar enteros
qy r para que n = qd + r,con 0 < r < d.Ahora r = n — qd pertenece a A
porque n y d pertenecen a A. Sin embargo es de la pequena estrictamente
entero positivo contenido en Ay 0 < r < d. Sigue el = 0 y por lo tanto
n = qd € (d). Esto muestra que A C (d) y completa la prueba.

Lema 7. Sea E un espacio vectorial con respecto a un campo F' y supongamos
que E satisface la condicion minimal de subespacios. Entonces la dimension
de E es finita.

Prueba. Sera suficiente para demostrar que F es finito. Supongamos lo con-
trario. Entonces es posible encontrar una secuencia de E infinito
e1(er #0), €9, €3, ... de elementos de E tales que, para cada n,

eni1 € Fey + Fey+ ...+ Fe,

de ello se deduce que si un aje; + ases + ages + ... + a,e, = 0, donde q;
pertenecen a F', entonces a; = as = a3 = ... = a, = 0 (Por lo contrario sea
q sea a, el ultimo distinto de cero coeficiente. Entonces, multiplicando por
a;l, con e, vemos que la ecuacion es

F€1+F€2+...+F€q,1.

Sin embargo, denotemos por V,, el subespacio de £ generado por los elementos
€ny €ntl,-... Entonces e, € V,, y e, € V,,41 (Por lo contrario, debe obtener un
no-relacion trivial entre diferentes e}, y esto, como hemos visto, es imposible.)
En consecuencia

VioVo>...DV,D ..

es una sucesion infinita estrictamente decreciente de subespacios. Esto, sin
embargo, viola la hipdtesis de que E satisface la condiciéon minimal para los
subespacios. Asi hemos llegado a una contradiccién y la prueba es completa.

Proposicién 7. Sea R un dominio de integridad y supongamos que R
satisface la condicion minimal de los ideales. Entonces R es un campo.
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Prueba . Supongamos que un o € R, o # 0. Queremos demostrar que « tiene
un inverso en R. Puesto que R satisface la condiciéon minimal, la sucesion
decreciente

(@) 2 (a®) 2 (a?) 2 ..

de los ideales debe terminar. por consiguiente existe un entero m tal que
(a™) = (a™T1). Por lo tanto o™ € (a™*1) y por lo tanto o™ = (Ba™*!) para
£ € R. Sin embargo, R es un dominio de integridad y o™ # 0.

Por consiguiente para o™ (1 — fa) = 0 se sigue Sa = 1. Esto establece la
proposicion.

Teorema 14. Sea el anillo R satisface la condicion minimal para los
ideales. Entonces R tiene un numero finito de ideales primos y cada uno de
estos es un ideal maximal.

Prueba. Podemos asumir que R no es un anillo nulo para distintos teoremas
es vacio. Sea P un ideal primo. Entonces R/P es un dominio de integridad
y (en la vista de la correspondencia entre los ideales de R/P y el R-ideales
que contienen P) también satisface la condicién minimal. De ello se deduce,
que R/P es un campo. Por lo tanto, P es un ideal maximal.

Sea (2 el conjunto de todos los R-ideales que se puede obtener como la inter-
seccion de un numero finito de ideales primos. Entonces. €2 es no vacio y por
ello este contiene un miembro minimal. Sea P, N P, N ... N P,, donde los P;
son ideales primos, son tales miembros minimales. Ahora supongamos que P
es un ideal arbitrario principal de R. Entonces

PNPN..NFE

pertenece a {2 y esta contenido en P, N P, N ... N Pj.
Por consiguiente, por la propiedad minimal de este ultimo,

PP NPN.NP,=PNPN..NP;s
y por lo tanto
POPNPN...NPE

de ello se deduce, que existe

i(1 <i < s) tal que P O P,. Sin embargo P; es un ideal maximal de R por
lo que P = P,.

Esto demuestra que Py, P, ..., P,, son solo ideales primos de R y se completa
la prueba.

Recordamos que un elemento de un anillo se dice que es nilpotente si algunos
positivo de la misma es cero.
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Lema 8. Sea R un anillo que satisface la condicion minimal de los ideales
y sea Py, Ps, ..., Py son ideales primos. Entonces, cada elemento de

PPNnPN..NP;s
es nilpotente.

Prueba. Sea a que pertenecen P N P, N ... N P,. Puesto que R satisface la
condicién minimal, la sucesion decreciente

(@) 2 (a?) 2 () 2 ...
debe terminar. Por tanto, es posible encontrar un entero m tal que
(a™) = (™). Por lo tanto a™ € (a™!) y por lo tanto a™ = (ra™*!) para
r € R.Considere 1 — ra.
Esté claro que esto no puede pertenecer a cualquiera de Py, Ps, ..., Ps;
por lo tanto, el ideal R(1 — ra) no contienen ningun ideal maximal.
Por consiguiente R(1—ra) = Ry por lo tanto p(1—ra) = 1 para un decuado
elemento p de R.Finalmente, entonces o™ (1 — ra) = 0, la multiplicacién por
muestra que o' = 0. Esto completa la prueba.

Corolario 11. Tome en cuenta las suposiciones que estan en el lema y ponga
I =PP. P
Entonces existe un entero m tal que I = 0.
Prueba. Puesto que R satisface la condicién minimal de los ideales, la sucesion
IDIPDID..

debe terminar. Por lo tanto existe un entero m tal que I™ = I"™.
para todo n > m. Vamos a suponer que I™ # (0) y obtener una contradiccién.

Sea 2 integrado por todos los ideales de A tal que I"™A # (0). Desde

rmpm = 2= [ £ (0),
tenemos que I™ € 2. Asi 2 no estd vacio. Entre los ideales en el conjunto
de Q. seleccionamos un B que es minimo. Desde I™B # (0), existe b € B
tal que I™b # (0). Entonces I™(b) # (0) y (b) C B, por lo que, la propiedad
minimal de B, B = (b). Nuevamente

I™(IB) = I"™"'B =I"B # (0),
en consecuencia IB € ), Desde IB C B, se puede concluir que B = IB.
Ahora se tienen

(b)y=B=1B=1(b),
de ello se deduce que existe un ¢ € [ tal que b = bc. Por consiguiente
b=bc=bc*=bc®= ...,

donde b = 0, ya que, por el lema, ¢ es nilpotente. Esto, sin embargo, con-
tradice el hecho de que I"™b # (0). La prueba se ha completado.
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2.3. El concepto de grado

Sea R una anillo (conmutativo y poseedor de un elemento identidad), £ un
R-médulo, y ag, as, ..., as una sucesién de elementos de R.

Definicién 23. La sucesion aq, o, ..., a serd llamada una “R-sucesion sobre
E7 que satisface que:

(a) (ag,a9,..,a) E£Ey
(b) (a1, qs,...,a5) E g a; = (g, 09, ...;a5) F para 1 < i < s.

Naturalmente cuando i = 1 es entendido que (b) afirma que 0 :p a3 = 0. Si
a1, o, ..., (s €s una R-sucesion sobre R, entonces decimos que es una
R-sucesion. Es conveniente a introducir alguna terminologia en el futuro en
orden a facilitar la discusion de R-sucesiones sobre médulos.

U

Definicién 24. Un elemento v de el anillo R es llamado un “divisor de cero’
sobre el modulo E si existe e € E, e # 0, tal que ve = 0.

Es importante notar que, cuando F es un R-moédulo Noeteriano, v es un
divisor de cero sobre E cuando y sélo cuando estd contenido en uno de los
ideales primos pertenecientes al submédulo de E. Otra vez regresemos al caso
general, un elemento o € R no es un divisor de cero sobre E si y s6losi 0 :p
a = 0. Ahora supongamos que (g, as, ..., ) E' # E. Entonces ay, ao, ..., o
es una R-sucesién sobre E precisamente cuando, para cada i (1 <i <s),q;
no es un divisor de cero sobre E/ (ay, ..., ;1) E. Ademads, parap+1 <1i < s,
tenemos

(Qpits ooy ) (B (a1, oy 0p) E) = (01 ooy Qpy oy i) B (01 ooy ) E

se sigue que St aq, Ao, ..., s €S una R-sucesion sobre E, entonces
Qpi1, Opia, ..., A5 €S una R-sucesion sobre E/(ay, g, ..., 0)E

Lema 9. Sea oy, s, ..., a5 1, s una R-sucesion sobre E y supongamos que
s > 2. Entonces

(o, 9y ooy, 05) B ip g1 = (i, ooy g9, a) E.

Se sigue que o, s, ..., 0s_9, g, Qg1 €S una R-sucesion sobre K si y solo st
(o, 9,5 0) B i ag = (aq, ooy as9) B

Prueba. Sea e € (ay, an, ..., @59, a5) E 1o as_1. Entonces

Qg_1€ = 11 + (iga + ... + Qg_2€g5_9 + Qs€54
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elementos adecuados para eq, ..., e, 9, e, en F. En consecuencia
es € ((ag, a9, ...,as_9,a5_1) Ep : ag) = (a1, g, ..., as_9,a5_1) E
y por tanto podemos expresar e la forma
es = 1€ + ageh + ...+ g€l + 1€l
se sigue que
as_1e — asas_1€ | € (aq,...,as_2) E.
Por tanto
e—ase, | €(ay,...,as2)F:pas,q=(ag,....,as,2)FE
y por tanto
€ c (Oél, ceey 055_2> E.

Esto prueba que

(o, 9,0, 05) B ip g1 C (0, ey g9, 005) E
y la otra inclusién es obvia. ||

Lema 10. Sea F un R-mddulo y A un ideal de R. Ademds, sea a y o
elementos de A que no son divisores de cero sobre E. Entonces

(aF :g A) JaFE Yy ('E:g A) Jd'E
son isomorfismos con R-mddulos.

Prueba. Si S permite designar el conjunto de todos los elementos de R que
no son divisores de cero sobre E. Entonces S, como es ficil de verificar, es
multiplicativamente cerrado y, por hipdtesis, tanto a y o’ pertenecen a él.
Ahora formemos el médulo F, de fracciones y, en lo que sigue, lo consideran
como un R-médulo. El mapeo ¢ : (aF :g A) — E; definido por ¢ (z) = [z/a],
donde x es un elemento arbitrario de aF :p A, es un homomorfismo de
R-médulos. Si ¢ () = 0, entonces sz = 0 para algunos s € S y por tanto,
x = 0. De esta manera ¢ es un monomorfismo. Sea y : £ — Fg la funcién
candnica. Sostenemos que

Im(¢)=x(E) g, A (2.3.1)

Sea x pertenece a aF :g Ay a € A. Entonces a¢ (x) = [azx/a]. Pero ax = ae’
para algin ¢’ € E y por tanto, [az/a] = [ae’/a], que pertenecen a x (E). Por
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lo tanto a¢ (z) € x (£), donde ¢ (z) pertenece a x (E) :p, A.

Ahora supongamos que ¢ es un elemento de x (E) :g, A.

Entonces af € x (E), expresa a& = x (€). Sea a € A.

Entonces x (ae) = ax (e) = aa€ € ax (F) y asi x (ae) = x (ae*) para algin
ere k.

Pero, el ntcleo de y es la S-componente del submédulo cero de E. Por lo
tanto s (ae — ae*) = 0 para algin s € Sy, por tanto, ae = ae* € aF porque
s no es divisor de cero sobre E. Se deduce que e pertence a aF :g A.
Ademas

ot = x(e) = [%] = a[£] = ad (e)

pero Eg es un Rg-moddulo, asi como un R-moédulo. Podemos, por tanto mul-

tiplicar [a/1] € = [a/1] ¢ () por [1/a] para obtener & = ¢ (e) € Im (¢).

Por lo tanto (2.3.1) es establecido.

Este resultado, combinado con el hecho de que ¢ es un monomorfismo, mues-

tra que ¢ induce un isomorfismo de el R-médulo aF :g A sobre el R-médulo

de x (E) :gq4 A.

Ademaés oF es llevado a y (E). Por consiguiente, se induce un isomorfismo
(el :p A) JaE =~ (X (E) :gs A) /X (E)

ya que tenemos un isomorfismo similares en los que o' sustituye «. el lema
resulta. ||
Corolario 12. Sea E un R-mddulo, K un submdédulo de E y A un ideal de
R. Si ahora a,0 € Ay K :p a=K = K :g o, entonces

{(aE+ K) g A}/ (@aE+ K) y {(’'E+ K) :g A} /] (' E + K)
son isomorfismos de R-mddulos.

Prueba. La hipétesis demuestra que ni a ni o son divisores de cero sobre
E/K. También

a(E/K)=(aE+K)/K vy a(E/K) gk A={(aE+K) :p A} /K

relaciones similares con la participacion de o’. Por lo tanto, el corolario resulta
del lema. ||

Teorema 15. Sea E un R-mddulo Noetheriano y A un ideal de R.
Supongamos que a1, Qs, ..., Y (1, Ps..., b son dos R-sucesiones sobre E
que consisten de cada K elementos pertenecientes a el ideal A.

En estas circunstancias existe un isomorfismo

{(Oél,a/g, ...,O./k)E ‘E A} /(Oél,OZQ, ...7O[k)E =~ {(ﬁl,ﬁg, ,ﬁk) E ‘E A} / (ﬁl,ﬁg,

entre las dos partes se consideran como R-modulos.

) E
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Prueba. Los modulos
(041,062, "'7ai)E (0 < [ < k— 1) y (517527 7/6])E (0 SJ < k — 1)

son todos ellos de la propiedad submédulos de los R-mdédulos Noetherianos
E y por lo tanto, a cada uno de ellos pertenece a un nimero finito de ideales
primos. Denotados por P;, P, ..., P, el primer conjunto de ideales primos que
surgen de esta manera.

Consideremos P; pertenece a uno de los conjuntos de los submédulos 2k.
Supongamos que pertenecen a (aq, g, ..., ;) E;, donde 0 < i < k—1. Ya que

(0417042, -~704z‘) E g o = (041,0427 -~~,04i) E

vemos que un «;yq ¢ Py, por tanto A Z Py, se deduce, por razones similares,
que A no figura por algunos Py, Ps, ..., P,. Ademas existen vx € A tal que
vk & P, vk & Py, ..., 7k ¢ Ps. En consecuencia

(1,00, .c,0) E gy = (o, 00, 0 0) B (0< i <k —1) (2.3.2)

y (ﬁl?ﬁ% 7ﬁz>E ‘E k= (617&27 >BZ)E (0 S l S k— 1) (233)

en particular
(041, Q, -'-7ak71) E g oa,= (0417042, --'70%71) E= (0417042, --'70%71) E g

y por tanto, tenemos un isomorfismo
{(ah CHPRPER ak) E ‘E A} / (alﬂ JEEED) ak—lak’) E

~{(a, a9, ...,ap_1,%) E g A} [ (o, 9, ..., 1,7) E (2.3.4)

es claro que o, g, ..., ag_1, Y, €s una R-sucesion sobre E. Por (2.3.2) y lema
9, podemos concluir que oy, g, ..., g2, Yk, k—1 €s una R-sucesion sobre E.
De hecho otra aplicacién sobre estos resultados prueba que

Q1, Qg .oy g3, Vi, A2, Q1 €S Una R-sucesién sobre FE vy, procediendo en
este camino establecemos que v, aq, s, ..., a1 es una R-sucesion sobre E.
Notese que (2.3.4) puede escribirse como

{(Oél,ag, ...,ak) E ‘E A}/(O{l,ag, ...,ak)E
~{ (Y, 1,02, ..,ax_1,) E g A} | (9, 00, vy ooy 1) E (2.3.5)

de la exactitud deducimos que v, 81, 32, ..., Ox—1 es una R-sucesion sobre £
9 ? J 7
y, como una compania para (2.3.5) tenemos un isomorfismo

{<61;627 7ﬁk) E ‘E A} / (617ﬂ27 "'7Bk) E
~ {(P)/k?ﬁl?ﬁ% SED) 5k—1) E ‘E A} / (’Yka 617627 --wﬁk—l) E (236)

este argumento condujo a (2.3.5) y (2.3.6) podemos ahora reiteradas
veces con
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Vi, 1, 02y ooy 01 Y Vi, 617627 "'751671
la sustitucién

a1, 0, ..., 0 Y 517527 )ﬁk

se encuentra que existen elementos y,_1 € A tal que (1) Yie—1, Vig, Q15 2y ooy A9
Y Ye—1, Yk, 31, B2, -y Pr—2 son R-sucesiénes sobre E y (ii) hay unos isomorfis-
mos

{(’yka a1, 09, ..., ak‘—l) E ‘E A} / (’Vk, a1, 02, ..., X1, ) E
~ A (Ve—1, Vs 1, 2y oy ) B i A} ) (Ye—1, Yy 1, @2, -y a2) B (2.3.7)

con un isomorfismo similar la particién de 3y, (s, ..., Br_1. Observemos que,
por combinar el nuevo isomorfismo con (2.3.5) y (2.3.6) obtenemos

{(a1, a9, ...,ax) E g A} [ (o, a0, ...;ap) E
~ {(Ve—1, Tk, 1, Aoy oy —2) E g A} ) (Ye—1, Vi, 1, Q2 ooy g9, ) E
y {(51,527---,5k)E ‘E A}/(ﬁl,ﬁ% -~-,5k)E

~ {(Ve—1 Y% 51, Bos oo Br—2) E i A}/ (Ve—1, Yk, Brs B2y s Bre—2) B

es evidente como continua el argumento. Eventualmente obtenemos una
R-sucesion 7y, s, ..., 7 sobre E tal que

{<717727‘”77k)E ‘E A}/(’7177277ryk)E

es isomorfo a ambos

{(a1, 9, ...,ap) E g A} [ (g, a0, ...;ar) E'y {(B1, Bay -y Bk) E i A}/ (B, P, -

esto completa la prueba. ||

Definicién 25. Si aq, as, ...,y es una R-sucesion sobre un R-mddulo E vy
si los «; pertencen a un ideal A, entonces oy, ao, ..., o, serdn llamados
“R-sucesiones sobre E en A”.

Como una aplicacion del dltimo teorema.

Teorema 16. Sea E un R-mddulo Noetheriano y A un ideal de R tal que
AFE # E. Ademds sean oy, g, ...,y Y B1, o, ..., Bn R-sucesiones sobre E en
A. Si ahora m < n, entonces es posible encontrar 1, Cmia, ..., Qn tal que
Q1 Q9 vevy iy A1y Qg2 -0y Oty €S UNG R-sucesion sobre K en A.
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Prueba. Ya que aq, s, ..., ap, v 51, (o, ..., B, son ambos R-sucesidénes sobre E
donde ellos tienen el mismo niimero m de términos, en el dltimo teorema se
probé que es un isomorfismo

{(a1, a9, .c.,an) E:p A} [ (1, g, ..., ) E
~ {(B1, B2, .., Bm) E 5 A} | (B, Ba, ..., Bm) E

de R-mdédulos. Ahora m < ny (81,52, -, Bm) E & Bmi1 = (B1, B2, vy Bm) E;
en consecuencia (01, B, ..., 0m) E g A = (b1, 52, ..., Bm) E. Del isomorfis-
mo se deduce que, {(a1, a9, ...,an) E g A} / (a1, ag, ..., @) E es un médulo
nulo y a la vez implica que (oq,9,...,am) E g A = (1,9, ...,a,) E en
consecuencia A no esta contenido por los ideales primos que pertenecen a los
submédulos (aq, ag, ..., @) E de E.

Por lo tanto, existen a,,11 € A que no esta en ningno de estos ideales primos
y por tanto satisface (a1, a9, ..., ) B g Qi1 = (1, g, ooy i) B

Pero AE # F; en consecuencia (aq, g, ..., Quy, Qpy1) B # E.

Ast aq, g, ..., Quy, i1 €8 una R-sucesién sobre E en A.

Si m + 1 < n, entonces podemos repetir el argumento. ||

Teorema 17. Sea E un R-mddulo Noeteriano y A un ideal de R tal que
AE # E. Entonces hay un mayor nimero entero k (k > 0) tal que existen
R-sucesion sobre E en A que tiene k términos. Ademds, si aq,Qa, ..., Qy,
es una R-sucesion arbitraria sobre E en A, entonces es posible encontrar
elementos i1, o, ..., Qg de modo que ap, gy ..y Qs Q15 2y -y U €S
una R-sucesion sobre E en A teniendo el mdximo numero de k términos.

Prueba.Por el Teorema 16 solo es necesario probar la primera afirmacion.
Para ello asumiremos que para todo n > 0 existen al menos una R-sucesion
sobre E en A teniendo n términos. De ello se deriva una contradiccion.

Sea a; una R-sucesién sobre F en A. Ya que existe una R-sucesion sobre E
en A con dos términos, y podemos encontrar as tal que aq, as

son R-sucesiénes sobre F en A. Luego, porque existe una R-sucesion sobre E
en A con tres términos, ademas podemos encontrar as tal que aq, as, ag es
una R-sucesién sobre F en A. 'Y asi sucesivamente. En este camino obtenemos
una sucesiéon infinita aq, as, as, ... tal que, para cada n aq, as, ..., @, es una
R-sucesién sobre E en A.

Ya que E es un R-médulo Noeteriano, la sucesion

() E C (aq,00) E C (aq,09,a3) E C ...

de submodulos de E debe terminar. Podemos por tanto encontrar un entero
m tal que (aq, g, ..., ) E = (g, g, ..., G, aii1) E. Entonces

(o1, 0, ey ) B = (a1, 9, ooy ) B ip Qi = (1, @y ooy Quy 1) B ip ey = F
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Sin embargo, todos los o; € A y AE # E. Estos produce una contradiccion
y completa la prueba.||

Definicién 26. Sea E un R-mddulo Noeteriano y A un ideal de R tal que
AE # E. El numero de términos de una R-sucesion mazimal sobre E en A,
serd llamada el “grado de A sobre E” y denotado por gr (A; E).

Usaremos la expresion mazimal R-sucesion sobre E en A, en el sentido de una
R-sucesién sobre E en A que tengan el mayor nimero posible de términos.
Por Teorema 17 el gr (A; E) es definido y finito.

Definicién 27. Sea A un ideal propio de un Anillo R. Entonces por el “grado
de A7 significa el grado de A sobre R cuando R es considerado un mddulo
con respecto a st mismo. El grado de A es denotado por gr (A).

Asi gr (A) = gr (A; R).

Asumiendo que E es un R-moédulo Noetheriano y AE # E, observemos que
gr (A; E) = 0 en el sentido que cada elemento de A es un divisor de cero sobre
E y por lo tanto esta contenido en algiinos ideales primos pertenecientes al
submodulo cero de E. En consecuencia, A debe ser totalmente contenido por
algunos de esos ideales primos. Por tanto

gr(A;E)=0siysélosi0:g A#DO.

Otro punto a notar es que si ay,as,...,as es un R-sucesién sobre E en A,
entonces (a1, g, ...,a5) B g A = (a1, e, ...,a5) E Si s < gr (A; E) mientras
que (aq, a9, ....,a5) E g A# (a1, qq,...,a5) E si s = gr (A; E). Esto es claro
por que en el caso formal la sucesién puede extenderse y este ultimo no puede.

Proposicién 8. Sea E un R-mddulo Noeteriano y A un ideal de R satis-
faciendo AE # E. Si ahora B es un ideal de R y B C Rad A, entonces
BE # E y gr(B;E) < gr(A; E). Por tanto si Rad A = Rad B, entonces
gr (B, E)=gr (A E).

Prueba. Primero asumamos que BE = E y conduce a una contradiccién.
Donde E es un R-mdédulo Noeteriano, es finitamente generado. Sea

E = R61 + R€2 + R63 + ...+ Rep.
Entonces para cada i (1 < i < p) tenemos una relacién de la forma

€, = bﬂel + bigeg + ...+ bz-pep

44



“Teoria de Multiplicidad”

donde b;; € B. Sea By el ideal generado por los b;; asi que By C By F = ByE.
Puesto que By C Rad A y By es finitamente generado, de ello resulta que m
es un entero tal que By* C A. Sin embargo de £ = ByE sigue If = BJ'E.
Consecuentemente ' = AE que es la contradicciéon requerida.

Se debe probar que BE # E. Asi gr(B; E) es definido.

Sea by, by, ..., bs una R-sucesién maximal sobre E en B. Entonces s = gr(B; E).

Escojamos n asi que b} € Ay sea 3; = bf.

Puesto que 0 :g by = 0, de ello resulta que 0 :g 6; = 0.

De aqui f; es una R-sucesién sobre E en AN By, por el Teorema 17 puede
ser prolongada a una R-sucesién maximal 3,, b,, ..., b;, sobre E en B.
Escojamos k asi que b;’“ € Aysea [}y = bIQk . Entonces, porque

(B1)Egby = (B1)E,
(B)Egf: = (B)E.

Asi 31, (2 es una R-sucesién sobre E en AN B y podemos prolongarla a una
R-sucesién maximal

517 ﬁQa bg77b;,
sobre F¥ en B. Procediendo en este camino finalizamos obteniendo una
R-sucesién (1, fa, ..., Bs sobre E en AN B. De ello resulta que

gr(A; ) > s = gr(B; E).
La afirmacién final de la proposicién no necesita comentario. ||

Proposicion 9. Sea E un R-mddulo Noetheriano y A, B ideales de R tal
que AE # FE y BE # E. Entonces

gr(AB; E) = gr(AN B; E) = min{gr(A; E), gr(B; £)}

Prueba. Es claro que gr(AB; E) < gr(ANB; E) < min{gr(A; E),gr(B; E)}
Sea s = gr(A; E) y t = gr(B; E). Sea ay, ay, ..., a5 una R-sucesién sobre E
en Ay b1, Ps, ..., B una R-sucesién sobre E en B.

Sin pérdida de generalidad podemos asumir que s < t. Sea v, = a1 3.
Entonces v, € AB vy, puesto que 0 :x oy = 0y 0 :g B; = 0, tenemos
0 :g 71 = 0. De esta manera 7, es una R-sucesién sobre F en AB.

Esto puede ser extendido a una R-sucesién 7y, a;, e a; sobre E en A.
Similarmente existe una R-sucesién 71, By, ..., 3; sobre E en B. Ahora fijamos
Yo =yl

Entonces v € AB y tenemos

(71)E 2 =MmE
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porque
(’Yl)E ‘E 9 = (71)E

y

(M)E g B2 = (m)E.
De esta manera 71,7 es una R-sucesion sobre E en AB.
Ademds existen sucesiones

1" 1" 1 1
Y172, O3, ..., O Y Y172, B{iv ) ﬁt

que son R-sucesiones sobre E en A y B respectivamente.
Después se pasa a s, esto produce una R-sucesion 7y, 79, ...,vs sobre E en
AB.

Por consiguiente
gr(AB; E) > s = min{gr(A; B), gr(B; E)}
y la prueba se completa. ||

Son ciertas situaciones en que la propiedad serd una R-sucesion sobre un
modulo no es afectado si el orden de los elementos en la sucesién es cambiado.
En esta conexién recordaremos que el radical de Jacobson de un anillo es
definido como la interseccion de todos sus ideales maximales.
Demostraremos presentando que, para modulos Noetherianos, el oden de
los elementos en una R-sucesiéon no es importante siempre que todos los
elementos pertenecen a el radical de Jacobson. En preparaciéon para esto
establecemos lo siguiente.

Lema 11. Sea E un R-mddulo Noetheriano y o, 8 una R-sucesion sobre E.
Si ahora o pertenece a el radical de Jacobson de R, entonces 3, es también
una R-sucesion sobre E.

Prueba. Es suficiente probar que 0 :g § = 0. Asumamos que Be = 0 donde
e € E. Afirmamos que e € (a")FE para m > 0. En efecto esto es trivial para
m = 0. También, si e € (a®)F, donde s > 0, entonces e = a’¢’ para algunos
e € EF'y fBa’e =0. Pero a no es un divisor de cero sobre E.
Por consiguiente Se’ = 0 donde a fortiori fe’ € aF. Sin embargo
a g 0 = aF podemos por ello concluir que €' € aF, digamos €' = ae”.
De esta manera

e = 0186/ _ as+161/

donde e € (a*™)E. La afirmacién que e € (a™)E para todo m se sigue por
induccion. Tenemos ahora probado que

o oo

ee ﬂ (@™E = m ()™E

m=1 m=1
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De aqui que e = 0. Por consiguiente
0:g =0y la prueba es completa. ||

Teorema 18. Sea E un R-mddulo Noetheriano y aq, as, ..., as una R-sucesion
sobre E/ de cada elemento que estan contenidos en el radical de Jacobson de
R. Si ahora {iy, 1, ...,is} es un nuevo arreglo arbitrario de {1,2,...,s},
entonces i, , Wy, ..., ;i es también una R-sucesion sobre E.

Prueba. Es suficiente probar que algunos dos términos adyacentes en la suce-
sion o, as, ..., ag pueden ser cambiados sin perturbar la propiedad de ser una
R-sucesién sobre E.

Claramente todo nos permite probar que oy, ..., a;_1, @11, @; es una R-sucesion
sobre F.

Y se sigue probando que

(a1, -1)E g oy = (0, oy 1) E

por consiguiente para establecer el teorema es suficiente probar que a;;1 no
es un divisor de cero sobre E' = E/(aq, ...,;_1)E. Ahora E’ es un R-médulo
Noetheriano y «;, a;1 es una R-sucesiéon sobre E’. Puesto que «; pertenece
a el radical de Jacobson de R. El Lema 11 prueba que a;,1, ; es una
R-sucesion sobre E’. En particular, ;1 no es un divisor de cero sobre E.
Esto completa la prueba. ||

Teorema 19. Sea E # 0 un R-mddulo Noetheriano. Sea B un ideal y ~y
un elemento de R y supongamos que ambos son contenidos en el radical de
Jacobson de R. Entonces gr((B,v); E) < gr(B; E) +1

La hip6tesis asegura que (B,~)E # E. Para distintos podemos concluir, que
E=N",(B,y)"E=0

y este no es el caso. Por ello se sigue que los dos grados (que ocurren en
las condiciones de el teorema) son apropiados mediante definicién. Como un
paso para probar este resultado primero establecemos el siguiente lema:

Lema 12. Sea E, B y~ como en las condiciones de el Teorema 19. Asumamos
también que gr((B,~); E) > 1. Entonces existe b € B tal que v+ b no es un
divisor cero sobre L.

Prueba. Puesto que gr((B,v); E) > 1, el ideal (B,~y) contiene un elemento
x que no es divisor de cero sobre E. Sea z = rvy + by, donde r € Ry by € B.
Probaremos que uno el menor de los elementos

v+ by (v=1,2,..)
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no es un divisor de cero sobre E y esto establece el lema.

Asumamos lo contrario y sea Py, Ps, ..., P, ideales primos que pertenecen a
el submodulo cero de E. Entonces un elemento de R es un divisor de cero
sobre E si y sélo si esta contenido por uno de Py, P, ..., Ps.

Puesto que v + bj es un divisor de cero para todo valor de v, es posible
encontrar enteros m,n tal que m < n y ambos v+ 07" y 7+ 0§ que pertenecen
al mismo ideal primo P, donde P tiene lugar entre P, P, ..., P;. Entonces
by (1—0by~™) € P. Ahora by € By B es contenido en el radical de Jacobson.
De ello resulta que 1 — b5~ "™ no esta contenido en alguno de los ideales
maximales y por ello es una unidad. Multiplicando by*(1—by~™) por el inverso
de 1-b5~™, vemos que bj' € Py porello by € P. De ello resulta que v también
pertenece a P.

Por consiguiente x = rvy + by pertenece a P esto es lo que requiere la
contradiccién porque z no es un divisor de cero sobre E. ||

Corolario 13. E, B y v satisfacen las hipotesis del Teorema 19 y supon-
gamos, en adiccion, que todo elemento de B es un divisor cero sobre E.
Entonces gr((B,v); E) <1

Prueba. Asumamos que gr((B,7);E) > 1. Entonces, por el lema, existe
b € B tal que v + b no es un divisor de cero sobre F.

Sea (3 un elemento arbitrario de B Entonces v + b, 3 no es una R-sucesion
sobre E. (Para asumir lo contrario. v + b, 3 son contenidos en el radical de
Jacobson, por ello resulta que 3,7 + b es también una R-sucesion sobre E.
Sin embargo es imposible puesto que, por hipdtesis, # es un divisor de cero
sobre E.)

Por consiguiente:

(Y+bVE:gf#(+bE

y por ello 3 esta contenido en uno de los ideales primos Pll, PQI, ey P,’n que
pertenecen a el submoédulo (v + b)E de E. Pero 3 es un elemento arbitrario
de B. Por ello resulta, que B mismo es contenido por uno de Pl/7 Pé, e P;l.
Supongamos por definicién que B C P’.
Entonces, puesto que P, contiene el ideal (y+b)E : E, vemos que P, también
contiene v + b. De esta manera (B,v) = (B,y+b) C P;.
Sin embargo

(Y+b0)E:p P # (y+b)E
y por ello (7 + b) es una R-sucesién maximal sobre E contenida en Pj. Por
consiguiente gr(Py; E) = 1.
Finalmente

gr((B,7); E) < gr(P';; E) =1

y ahora la prueba es completa. ||
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Prueba de Teorema 19. Sea E, B y v como en las condiciones de el teore-
ma. Sea gr(B;E) = sy gr((B,v); F) = t. Entonces existe una R-sucesién
a1, Qa, ..., g sobre E y consideremos en B. También, por Teorema 17, esto
puede ser extendido a una R-sucesion ay, ..., o, (g1 1, ..., ay sobre E en (B, 7).
Escribamos E = E/(ay, ..., a5)E. Puesto que ay, as, ..., o, es una R-sucesién
maximal sobre E en B, todo elemento de B es un divisor sobre FE.

El corolario Lema 12 por ello prueba que gr((B,~); B) < 1.

Sin embargo a1, asio...., ¢ s una R-sucesién sobre E v todos estos ele-
mentos son contenidos en (B, 7). Por consiguiente t — s < 1 y la prueba es

completa. ||

Supogamos que E es un R-médulo Noetheriano y B un ideal de R tal que
BE # E. Por Teorema 17, gr(B; E) es finito. Consolidaremos este resultado
probaremos que

gr(B; E) < rank[(AnngrFE, B)/AnngrE)|

donde AnngE denota (como usual) el aniquilador ideal de E, y (AnngFE, B)
es usado como una abreviacion de (AnngFE) + B. Observe que, el anillo
R/AnngrFE es Noetheriano y por ello cada uno de sus ideales propios tiene
rango finito. Es conveniente a empezar por establecer

Proposicién 10. Sea E' un R-mddulo Noetheriano y o, aa, ..., oy, elementos
de R. Entonces

Rad[(AnngE, ay, ...,a,)] = Rad[Anng(E/(aq, ..., ap) E)]

y los ideales primos que contienen (AnngE, o, ..., op) son los mismos co-
mo los ideales que contienen Anng(E/(a,...,0p)E). Si (o1, ...,0p)E # E
entonces

rank[Anng(E/(aq, ..., 0p)E) [AnngE] < p

Prueba. Sea A = AnnrE y B = Anng(E/(aq, ..., ) E). Entonces
(A, aq,...,00) CBy BE C (0vq,...,0)E = (A a1, ..., E

puesto que E es finitamente generado, se sigue, que B" C (A, oy, ...,qp)
para algunos enteros positivos n. La relacién B™ C (A, ay, ...,a,) C B ahora
probamos que Rad B = Rad(A, o, ...,a,) y también que un ideal primo
contiene B siy sélo si este contiene (A, as, ..., o)

Asumamos que (o, ..., o) E # E. Puesto que

(A,ay,...,ap)E = (o, ..., ) E

49



“Teoria de Multiplicidad” 50

de ello resulta que (A, aq, ..., ) # R.

Consideremos B/A y (A, ay, ..., ) /A. Algunos ideales primos de R/A que
contienen la forma que contendra el iltimo y viceversa. De aqui que ambos
son ideales propios y

rank(B/A) = rank((A, o, ..., ) /A)

finalmente (A, o, ..., ;) /A es un ideal que puede ser generado por p elemen-
tos a saber la imagen natural de aq, o, ..., .
Puesto que R/A es un anillo Noetheriano, concluimos, que

rank((A, aq, ..., ap)/A) < p.
la proposicién ahora resulta. ||

Proposicién 11. Sea E un R-mddulo Noetheriano y aq, s, ..., o, una
R-sucesion sobre E. Entonces

rank[(AnngE, oy, ..., ) [AnngE] = rank[Anng(E/(a, ..., ap)E) JAnngE] = p

Ademds, si C' es un ideal de R tal que CE # E, entonces (AnngrE,C) # R
y gr(C; E) < rank[(AnngE, C)/AnngFE]

Prueba. Como en la prueba de la proposicion 10, sea
A=AnngE y B = Anng(E/(o,...,a,)E)
puesto que
(A,ay,..,ap)E = (o, ...,0p)E'y (a1,...,00)E # E

de ello resulta que (A, oy, ...,a,) # R. Ahora supongamos que 0 < i < p.
Entonces ;11 no es un divisor de cero sobre E/(ay, ..., o) E y por ello a;1q
no esta contenido en algiin ideal primo minimal de sus submodulos cero.
Por otra parte, estos ideales primos minimales son los mismos como los ide-
ales primos contenidos de Anng(E/(ay, ..., a;)E) = B; digamos.

Ahora, por la proposicién 10, el ideal primo que contiene B; son los mismos
como los ideales contenidos (A, a, ..., ;). Por consiguiente ;1 no esté con-
tenido en algin ideal primo minimal de el dltimo. Sea &; denota la imagen
de a; en el anillo Noetheriano R = R/A. La observacién de arriba prueba
que a;;1 no esta contenido en algin ideal primo minimal de aq, o, ..., &; y
por ello

rank(o_q, A9y .eny O_éi+1) > rcmk:(@l, Oy ey Oéi>
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para 0 < i < p — 1. De esta manera rank(a;, as, ...,a,) > p 'y, puesto que la
desigualdad opuesta cumple, de ello resulta que

rank[(A, o4, ..., ;) /A] = rank[B/A].
Ademas, como cerramos en la prueba de Proposicién 10,
rank[(A, a4, ..., ) /A] = rank[B/A]

de esta manera la primera parte de la proposicion queda establecida.

Ahora supongamos que oy, g, ...,q, es una R-sucesién maximal sobre E
contenida en C asi que gr(C; E) = p. Puesto que (A,C)E =CEyCE # E,
de ello resulta que (A, C') # R. Finalmente

gr(C; E) = p = rank[(A, o, ..., ) /A] < rank[(A, C)/A]

porque (A, ay,...,a;,) C (A, C). Esto completa la prueba. ||

Corolario 14. Sea R un anillo Noetheriano y o, o, ...,y una R-sucesion.
Entonces
rank(aq, s, ..., 0p) =D

Corolario 15. Sea R un anillo Noetheriano y C un ideal propio de R.
Entonces gr(C) < rank C

ambos corolarios son obtenidos por tomar £ = R en la proposicion justa-
mente demostrada.

2.4. La teoria de grado por anillo semi-local

La teoria de grado puede ser considerablemente extendida si restringimos
nuestra atencion a anillos semilocales. Los resultados adicionales que puede
ser obtenidos en este camino son el objeto de la presente seccién.

Sea R un anillo semilocal y My, M, ..., M}, sus ideales maximales. Escribamos

tal que J es el radical de Jacobson. Por brevedad nos remitimos a .JJ como el
radical de R. Ahora hacemos un nimero de observaciones simples en orden
para atraer la atencién a hechos basicos que empleamos en lo que sigue. Todo
R-médulo de generacion finita es un R-médulo Noetheriano. Sea E uno de
tales médulos y B un ideal contenido en el radical de J. Entonces,

(B'E=0 (2.4.9)
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De aqui si E' # 0, entonces BE # E. Note que como caso especial de (2.4.9)

ﬁ J" = (0) (2.4.10)

Si los elementos o, o, ..., a;, pertenecen al radical de R forman una
R-sucesién sobre E. Observamos, también que si K es un submodulo de el
R-médulo Noetheriano E, entonces los ideales primos pertenecen al submaédu-
lo K son el mismo que pertenecen a el submédulo nulo de E/K.

Sea ¢ : R — R un epimorfismo del anillo semilocal R a un anillo no-nulo R.
Entonces, R es también un anillo semilocal. Podemos suponer que los ideales
maximales My, My, ..., M, de R son numerados M, Ms, ..., M; conteniendo
el nicleo de o mientras que M;. 1, M; o, ..., M}, no. Por eso o(M), ..., o(M;)
son los ideales maximales de R y o(M;) = R parat+1 < j < h. Ahora
M; + M; = R sit # j. Donde,

Por consiguiente
o(J) =o(My)o(Ms)...o(M;)...o0(My) = o(My)o(Ms)...o(M;)

y este es el radical de R. De esta manera el epimorfismo ¢ mapea el radical
de R en el radical de R. En esta etapa es conveniente introducir dos nuevas
definiciones. La primera de esta es de interés general porque nos permite
aplicar el concepto de dimensién a modulos.

La segunda definicién juega sélo un menor rol y desaparece de la discusion
una vez haya servido a su propdésito inmediato.

Definicién 28. Sea E # 0 un R-mddulo. Entonces por la “dimension” de E
entenderemos la dimension del anillo R/AnngE. La dimension del mdodulo
E serd denotado por DimE.

De esa manera DimE = Dim(R/AnngE) o igualmente que, DimE es igual
a la dimensién Dim(AnngFE) del ideal de elementos que aniquilan a E. Note
que la definicién no requiere que R sea un anillo semilocal o aunque sea
Noetheriano. Otro punto a notar es que si tomamos R = E. Encontraremos
que no hay conflicto con la nocién de dimensiéon anteriormente aplicada a
anillos. Puede ser que E es un R-moédulo Noetheriano y Py, P, ..., P, los
ideales primos pertenecen al submddulo nulo. Entonces

DimE = méx dimP, (2.4.11)

1<i<t
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esto es porque los ideales primos minimales que pertenecen al submaddulo
nulo de F son los mismos ideales primos minimales de AnngFE.

Ahora supongamos que R es un anillo semilocal. Sea F # 0 un R-mdédu-
lo de generacion finita y denotaremos por Pi, Ps, ..., P, los ideales primos
pertenecientes a el submdédulo nulo. Escribamos

s(E) = méx dimP; — min dimP; (2.4.12)
1<i<t 1<j<t
y llamaremos S(E) la envergadura de el R-médulo E. El hecho que R es un

anillo semilocal asegura que la dimensién que ocurre en (2.4.12) es finita.
Note que s(E) >0y

min dim P; = DimE — s(E) (2.4.13)
1<i<t
También s(£) = 0 cuando y sélo cuando las dimensiones de los ideales primos
pertencen al submoddulo nulo de E son todas iguales, en tal caso el valor
comun de las dimesiones es DimFE.

Teorema 20. Sea R un anillo semilocal, E # 0 un R-mddulo de generacion
finita y v un elemento que pertenece al radical J de R y no es un divisor de
cero en E. De aqui que Dim(E/vE) = DimE — 1 y s(E/vE) > s(E).

Prueba. Sea DimFE =r, s(E) =p, A= AnngEy R= R/A.

Supongamos ademas que 74 denota la imagen de v bajo el mapeo natural
R— R.

Por Proposicién 10, los ideales primos que contiene Anng(E/~vL) son los
mismos que contienen (A, ). De donde

Dim(E/vE) = dim(A,~) = DimR/(A,~) = DimR/(7)

porque R/(A,~) es anillo isomorfo a R/(7).
Por hipodtesis, v no es un divisor-nulo sobre E.
Se sigue que ¥ no esta contenido en algin ideal primo minimal perteneciente
a un submoédulo nulo de F y por tanto no estd contenido en algun ideal
primo minimal de A. Esto prueba que dim(A, a) < dimA = r y por lo tanto
DimR/(¥) = dim(A,v) < r = DimR. Ahora R es un anillo semilocal y 5
pertenece a cada uno de sus ideales maximales.
Consecuentemente,

DimR/(¥) > DimR — 1.

Por consiguiente

Dim(E/yE) = Dim R/(7) =71 —1
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y la primera afirmacién estd probada. Puesto que s(E) = p, se sigue, de
(2.4.13), que existe un ideal primo P que pertenece al submédulo nulo de
E y es tal que dimP = r — p. Ahora 0 :p P # 0. Consecuentemente existe
y € E tal que y # 0y Py = 0. Por (2.4.9) y el hecho que ~ pertenece al
radical de R, tenemos

ﬁ Y"E = 0.
n=1

Por consiguiente existe un entero k tal quey € ¥*Eyy ¢ Y**1E. Seay = 7*z,
donde z € E. Entonces z ¢ vE pero v Pz = Py = 0. Sin embargo 7 no es
un divisor de cero en F asi, esto implica que Pz = 0. Esto prueba que vF :p
P # ~E. Porque el lado izquierdo contiene Z mientras el lado derecho no.
Esto prueba que P C P’, donde P’ es uno de los ideales primos pertenecientes
al submédulo vE de E. Ademdas P’ tiene que contener estrictamente a P.
(Ya que si P = P’, entonces

ye(vE:E)CP =P

que es imposible porque 7 no es un divisor nulo en E.)
Por consiguiente
DimP' < dimP =r—p

y por tanto, ya que P’ pertenece a el submddulo cero de E/vE,
s(E/yE) > Dim(E/YE) —dimP" > (r—1)—(r—p—1)=0p
Esto completa la prueba. ||

Corolario 16. Sea R un anillo semilocal con radical J, E # 0 un R-mdédulo
con generacion finita, y oy, Qa, ..., 0y, una R-sucesion sobre E en J. Entonces

Dim[E/(ay, ...,am)E] = DimE—m y s[E/(a1,...,0a)E] < DimE—gr(J; E)

Observacién 2. Es importante notar que para el caso m = 0 estd incluido
en el corolario. De esta manera la prueba mostrard que

s(E) < DimE — gr(J; E). (2.4.14)
Esto a su vez implica, por (2.4.13), que

gr(J; E) < min dimP; < DimE (2.4.15)

<<t

donde Py, P, ..., P, denotan los ideales primos que pertenecen a el submodulo
nulo de E.
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Prueba: Comenzamos con la afirmacién Dim[E/ (o, ..., ay) E] = DimE —m.
Esto es trivial si m = 0. Ahora supongamos que m > 0 y sus
E; = E/(ay,...,a;) E. Entonces, para 0 < i < m — 1, ;1 no es un divisor
nulo en E; y por tanto por Teorema 57 Dim(E;/a;11FE;) = Dim E; — 1. Sin
embargo

ain By = (o, .., 0500 E/(aq,y .y E

y por tanto F;/a; 1 E; es isomorfo a E; ;.
Por consiguiente DimFE; 1 = DimFE;—1 y la primera afirmacion del corolario
resulta. Ahora cambiamos nuestra atencién a la afirmacién

slE/(aq,...,am)E] < DimE — gr(J; E).
Si aq, s, ..., ay, es una R-sucesiéon maximal sobre E en J, entonces
gr(J;E) =m

y todo elemento de J es un divisor nulo en E/(aq,...,a,)E. Se sigue que
J esta contenido en uno de los ideales primos pertenecientes al submaédulo
nulo de E/(ay,...,an)E. Pero J es una interseccién de ideales maximales.
Esto prueba que uno de los ideales maximales de R pertenece al submédulo
nulo de E/(ay, ..., a,,)E. Por tanto, por la definicién de la envergadura de
un modulo

slE/(aq, ..., am) E] = Dim[E/(c, ..., am) E]
= DimE —m
= DimE — gr(J; E).

Finalmente, supongamos que a1, as, ..., @, N0 es una R-sucesién maximal
sobre E en J. Entonces el Teorema 17 prueba que podemos extenderlo de
manera que llegue a ser una.

Sea aq, ..., O, Qs ---, @ una R-sucesion maximal.

sobre E en J y escribimos E; = E/(aq,...,a;) E como antes. Por teorema
20 y el hecho que E;/a; 1 F; es isomorfo a E;. 1, vemos que s(FE;y1) > s(E;)
y por tanto s(E;) > s(E,,). Sin embargo, lo observado del ultimo pérrafo
prueba que s(E;) = DimFE — gr(J; E). Asi todo es probado. ||.

El siguiente lema recoge algunos resultados simples que se requieren en la
prueba de los teoremas principales.

Lema 13. Sea R un anillo semilocal, E # 0 un R-modulo con generacion
finita y oy, ag, ..., ayy, elementos contenidos en el radical J de R. Asumamos
que

Dim[E/(ay, ..., ) E] = DimE —m
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entonces Dim[E/(aq,...,a;)E] = DimE — i para i = 0,1,...,m. Ademds,
cada valor de i satisface 0 < i < m. El ideal primo pertenece al submaodulo
nulo de E/(ay,...,q;)E todo tiene dimension igual a DimE — i, entonces
a1, Ao, ..., Ay €S una R-sucesion en E

Prueba. Sea A = AnnzxE y R = R/A. Por proposicién 10 los ideales pri-
mos que contienen a Anng(FE/(aq, ..., @) E) son los mismos que contienen
(A, a1, ..., ). De ello resulta que

dim(A, o, ..., o) = Dim[E/(ay, ..., ) E] = DimE —m = DimR —m

supongamos que &; denota la imagen natural de a; en R. Entonces R es un
anillo semilocal cuyo radical contiene elementos &y, ao, ..., &,,. Pasando al
anillo R/(ay, ..., &), vemos que

DimR/(a, ..., ;) = dim(ay, Qy, ..., ) = dim(A, aq, ..., ap,) = DimR — m

de aqui, ay,ay, ..., s, es un subconjunto de un sistema de pardmetros de
R. Supongamos ahora que 0 <7 < m. Entonces ay, aa, ..., @; es también un
subconjunto de un sistema de parametros de R y por tanto por la misma
proposicion, DimR/(aa, ..., ;) = DimR — i. Por consiguiente
dim(A, aq, ..., ;) = dim(ay, aa, ..., @;) = DimR/(ay, ..., ;)

= DimR —i = DimE —i
sin embargo, por proposicién 10, (A, aq, ..., «;) v el ideal aniquilador de
E/(aq, ..., ;) E tiene la misma dimensién. Esto lleva a

Dim[E/(ay, ...,0;)E] = DimE — i

y se establece la primera parte del lema. Ahora asumamos que (para cada i
0 <i < m) el ideal primo pertenece al submédulo nulo de

E/(ala "'7ai)E = Ez

(digamos) todos tienen dimensién igual a DimE —i. Entonces «; 1 no puede
estar contenido en algin ideal primo que pertenece a el submoédulo nulo de
E;. Si asumimos que uno de estos ideales primos, digamos P, contiene a ;1.
Entonces tendriamos dimP = DimFE — ¢ y también

(A a1, . @i, 0441) € P

porque P contiene todo ideal, tal como (A4, a, ..., ;) que aniquila E;. Por
consiguiente

dim(A,aq, ..., 1) > dimP = DimE — i
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y ahora tenemos una contradiccion porque ya vimos que
dzm(A, Ay ..., O, &Z'Jrl) =DimE —i—1.

Se sigue que a;;q1 no es un divisor nulo en E;. Como esto se tiene para
0 <7 < m vemos que aq, g, ..., 4y, €s una R-sucesion en E. La prueba es
ahora completa. ||

Teorema 21. Sea R un anillo semilocal con radical J y E # 0 un R-mddulo
finitamente generado.
Entonces las siguientes dos afirmaciones son equivalentes:

(a) gr(J; E) = DimE
(b) ai,ag, ..., (m > 0) pertenece a J y

Dim[E/(ay, ...,am)E] = DimE —m

entonces todos los ideales primos que pertenecen al submodulo nulo de
E/(aq,...;am)E tiene la misma dimensidn.

Prueba. Primero asumimos que (a) es verdadero. Sea «y, ..., vy, pertenece
a J y tal que Dim|E/(ay, ..., ) E]DimE — m. Sea E; = E/(aq,...,q;)E.
Tenemos que probar que s(E,,) = 0. Esto se realizard usando induccién en
i, s(E;) =0 parai=0,1,...,m. El caso i = 0 es trivial porque, por (2.4.14),

0<s(F) < DimE — gr(J; E)

Por tanto supongamos que 0 < ¢ < m y también que s(E;) = 0 para
0 < j <. Por Lema 13, tenemos

Dim[E/(ay,...,0;)E] = DimE — j

para 0 < j < m. Esto resulta (usando hipédtesis inductiva) que si 0 < j < ¢
entonces todo ideal primo pertenece al submddulo nulo de E/(ay, ..., ;) E
debe tener igual dimension a DimFE — j. De aqui que otra vez usamos Lema
13, ay, ag, ..., ; es una R-sucesion sobre E. Por consiguiente, por el Teorema
20,

0<s(E;) < DimE — gr(J; E).

De esa manera s(FE;) = 0 y concluimos que (a) implica (b). Ahora asumimos
que (b) es verdadero. Sea

A= AnngE, R=R/Ay DimE =p
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entonces R es un anillo semilocal p-dimensional. Consideremos el epimorfis-
mo natural R — R. Este mapeo de el radical de R sobre el radical de R
encontraremos elementos o, ag, ...c, en J ast que sus imagenes @y, Qa, ..., 4
forma un sistema de paramentros de R. Entonces

Dim[E/(oq, as, ...cpp) E]] = dim(A, oy, ...a,,) = dim(ay, s, ..., @)
=0=DimE —p.

Por Lema 13, Dim[E/(a1, ag, ...,;)E] = Dim E — i para 0 <i <p

Ademas, todo ideal primo que pertenece al submdédulo nulo de E/(ay, g, ... ) E
tiene dimensién igual a DimFE — ¢ porque asumimos (b) es verdadero. Por
consiguiente, por la segunda parte del Lema 13, a4, ag, ..., es una R-sucesién
en E y por tanto gr(J; E) > p = Dim E.

Sin embargo la desigualdad opuesta se tiene por virtud de (2.4.15) y asf la
prueba se completa. ||

Proposiciéon 12. Sea R un anillo semilocal con radical J y E # 0 una
generacion finita de R-mddulos que satisface gr(J; E) = DimE.
Si ahora o, s, ..., ay, pertenece a J y

Dim[E/(a, ..., ) E] = DimE — m,
entonces ay, Qa, ..., ,, es una R-sucesion en E.

Prueba. La primer parte del Lema 13 prueba que
Dim[E/(a, ...,;)E] = DimE — i

para 0 < ¢ < m. Luego el primer ideal pertenece a el submoédulo nulo de
E/(aq,...,a;)E con dimensién igual a DimFE — i.

De aqui que, por la segunda parte del Lema 13, aq, ao, ..., oy, €s una
R-sucesién en E. Esto establece la proposicion. ||

Teorema 22. Sea R un anillo semilocal con radical J y E # 0 un R-mddulo
con generacion finita que satisface gr(J; E) = DimE.
Si ahora P es algun ideal primo que contiene el aniquilador AnngFE de E
entonces

gr(P; E) = rank(P/AnngE) vy

DimE = rank(P/AnngrE) + dim P.
Prueba. Veamos, que PE # E. De aqui, por Proposicién 11,

gr(P; E) < rank(P/AnngE).
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También, por razones triviales,

rank(P/AnngE) + dim P = rank(P/AnngFE) 4+ dim(P/AnngFE)
< Dim(R/AnngFE)
= DimkE

esto es por tanto suficiente probar que gr(P; E) 4+ dim P > DimFE.
Para este fin sea aq, as, ..., ap una R-sucesion maximal sobre E en PN J.
Por el corolario Teorema 20,

Dim[E/(ay, ...,a)E] = DimE — k

y, por Teorema 21, cada ideal primo pertenece al submédulo nulo de E/(aq, ..., ag ) E
tiene dimension igual a DimFE — k.

Ademds, uno de los ideales primos, digamos P’, debe contener P N J para
destinar que existe una R-sucesién sobre £ en P N J que es mas grande que

aq, 09, ..., (.

De esa manera dimP’ = DimE — k' y ambos P C P’ o J C P'.

Si P C P, entonces todos los elementos de P es un divisor nulo en E/(ay, ..., ) E

y por tanto aq, s, ..., ay es una R-sucesiéon maximal sobre £ en P. De esta
manera gr(P; E) = k y por lo tanto

gr(P; E) + dimP > k + dimP" = DimFE.
Por otro lado, si J C P’, entonces P’ es un ideal maximal de R y asi
DimE — k = dimP' = 0.
Por consiguiente
gr(P; E) +dim P > gr(P;E) > K = DimE
como requiere. ||

Teorema 23. Sea R un anillo semilocal con radical J y E # 0 un R-mddulo
finitamente generado.
Entonces las siguientes tres afirmaciones son equivalentes:

(a) gr(J; E) = DimE = Dim R;
(b) todo sistema de pardmetro es una R-sucesion sobre E;

(c) alli es el menor un sistema de pardmetro que es una R-sucesion sobre

E.
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Observacion 3. Por (2.4.15), tenemos
gr(J; E) < DimE < Dim R.

Asi (a) es valido si y sdlo si gr(J; E) = Dim R. Nuevamente si Dim R =0,
entonces el conjunto vacio es solo un sistema de parametro.

Esto es considerado como formando una R-sucesion sobre todo R-maddulo no
nulo.

Prueba. Daremos una demostracién ciclica. Primero supongamos que (a)
es verdadero y sea aq, s, ...,aq un sistema de parametro de R. Entonces
d = DimR vy, puesto que F/(aq,...,aq)E es un médulo no nulo aniquilado

por (aq, g, ..., ),
Dim[E/(ay, ag, ...,aq)E] =0 = DimE — d.

el cual aq, s, ...,aq es una R-sucesion sobre FE, ahora sigue de la Proposi-
cién 12. Asi (a) implica (b), es obvio (b) implica (c¢). Ahora asumamos que
a1, Qa, ..., (g €s un sistema de parametro que es también una R-sucesion sobre
E. Entonces

gr(J; E) > d = DimR

y la ecuacién
gr(J; E) = DimE = Dim R

sigue por virtud de la observacién hace inmediata la afirmacion posterior de
el teorema. La prueba esta ahora completa. ||

2.5. Anillo Semi-regular

En esta seccion la teoria de grado sera aplicada al estudio de una importante
clase de anillos Noetherianos. Esta clase convenientemente se describe con la
ayuda de dos definiciones preliminares. Sea A un ideal propio en un anillo
Noetheiano no-nulo R.

Definicién 29. El ideal A se dice llamar la clase fundamental si puede ser
generado por r elementos, donde r = rankA.

A no puede ser generado por menos elementos que rankA; de aqui que un ide-
al de la clase fundamental es en un extremo sistuado respecto del rango. Por
consiguiente a convencién por lo que el conjunto vacio es considerado como
generador el ideal cero, el ideal cero es necesariamente la clase fundamental.
En efecto solo el ideal de rango cero tiene esta propiedad.
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).

Definicién 30. FEl ideal A se dice ser “puro en respecto del rango 7 si todo

ideal primo perteneciente a A tiene el mismo rango.

Claramente si A es puro en respecto del rango, entonces todo ideal primo
perteneciente a A tiene el mismo rango como A mismo.

También A no tiene ideal primo fijo. Veamos ahora el concepto central de
esta seccion.

Definicién 31. Un anillo Noetheriano no nulo puede ser llamado
“semi-reqular” si todo ideal propio de la clase fundamental es puro con
respecto del rango.

Un anillo Semi-regular es también a saber un anillo Macaulay-Cohen.

Teorema 24. Sea R un anillo local de dimension d > 0. Entonces las
siguientes tres afirmaciones son equivalentes:

(a) R es semi-reqular
(b) existe un menor sistema de pardametros que es una R-sucesion;

(c) todo sistema de pardmetro es una R-sucesion.

Observacion 4. Debe de notar que si d = 0, entonces R es simi-reqular
porque, en este caso, existe solo un ideal primo.

Ver también la observacion del Teorema 23.

Prueba. Sea M el ideal maximal de R asi que rank M = d. Empezaremos por
asumir que (a) es verdadero. Por lo que, existen elementos aq, s, ..., =1
pertenecientes a M tal que rank(ay, as, ...,«;) =i, para 0 < i < d.

Por consiguiente, (aq, ag, ..., ;) es de la clase fundamental y por ello, puesto
que R es simi-regular, todo ideal primo perteneciente a este tiene rango igual a
i. Siporello? < d, entonces a;,1 no petenece a alguno de estos ideales primos
para distintos (aq, ag, ..., a;, ;1) debia tener solo rank i. Por consiguiente

(Ofl,OZQ, ...,Oéi) QG = (Oél,(lg, ...,Ozl-)

que prueba que aq, ag, ..., g es una R-sucesién. Ademas («aq, ag, ..., ay) tiene
rango igual a d y por ello ay, as, ..., ag es un sistema de pardametro.

De esta menera se prueba que (a) implica (b). Ahora supongamos que (b) es
verdadero. Tomando ¥ = R en Teorema 23, encontramos que todo sistema
de pardmetro es una R-sucesion. De esta manera (b) implica (c).
Finalmente asumamos que tenemos (c). Entonces, de nuevo usamos el
Teorema 23, gr(M) = Dim Ry asi se sigue, del Teorema 22 que

dimP + rankP = DimR
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para todo ideal primo P. Sea 31, (3, ..., 3, elementos de R que generan un ideal
de rank r. Por consideracién el ideal primo que pertenece a (31, B2, ..., 3;),
vemos una vez que dim((y, B2, ..., 3.) = d — r. De esta manera la dimensién
de los R-médulos R/ (1, B2, ..., Br) es DimR — .

Podemos por ello aplicar el Teorema 21 (con £ = R) para deducir que todo
ideal primo perteneciente a (31, 32, ..., ;) tiene dimensién d — r. Por este
medio todos esos ideales primos tienen rank r. Por consiguiente (31, B2, ..., 5;)
es puro en respecto del rango y por ello R puede ser probado para ser semi-
regular. ||

Corolario 17. Sea R un anillo local que es semi-reqular. Entonces
DimP + rankP = DimR

para todo ideal primo P.

En orden vemos que es suficiente observar que, en la trayectoria de la prueba
justamente dada, prueba que la relacion DimP + rankP = DimR es una
consecuencia de la condicién (c) en las consideraciones del teorema.

Lema 14. Sea R un anillo semi-reqular y P uno de sus ideales primos.
Entonces Rp es un anillo local semi-regular.

Prueba. Sea rankP = d. Tal que, existen elementos aq, s, ...,aq en P tal
que rank(aq, ag, ...,a;) = i para 0 < i < d. Puesto que R es semi-regular,
todos los ideales pertenecientes a (av, s, ..., ;) tienen rango igual a i. De
ello resulta que

(OéhOZQ, ...,O[i) PGl = (Oél,(l/g, ...,Oéi)

siempre que 0 < ¢ < d. Notemos, en el procedimiento anterior, que P es un
ideal primo minimal de oy, ag, ..., ag).
Sea x : R — Rp el mapeo canénico. Tal que

(x(1), s x(@)) = x(aig1) = (x(a1), ..., x())

para 0 < i < d. De ello resulta que x(a1), x(a2), ..., x(aq) son ambos una
Rp-sucesion y un sistems de parametros en Rp. Este Rp es un anillo local
semi-regular es ahora una consecuencia de Teorema 24. Esto completa la
prueba. ||

Teorema 25. Sea R un anillo Noetheriano no-nulo. Entonces R es
semi-regular si y solo si Ry es semi-regular para todo ideal mazimal M.
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Prueba. Asumamos que R, es semi-regular para todo ideal maximal M y se
deduce de esto que R mismo es semi-regular. Lo reciproco se sigue de Lema
14. Sea (a1, @, ..., o) T elementos que generan un ideal de rank r. Entonces
todo ideal primo minimal de (aq, s, ..., ;) tiene rank r.

Supongamos ahora que P es un ideal primo arbitrario perteneciente a (a1, as, ...

El teorema resulta si podemos probar que el rango de P es igual a r.

Existe un ideal maximal M tal que (a1, ag, ..., a,.) € P C M.

De paso el anillo Ry, de fracciones, encontramos, que (aq, as, ..., ;) exten-
dido a un ideal de la clase fundamental de quienes el rango es r y que tiene
Py como uno de sus ideales. Puesto que Rj; es semi-regular, de ello resulta
que Py =r.

Sin embargo rankPy; = rank P. Por consiguiente rank P = r y el teorema
esta probado. ||

El siguiente resultado proporciona una generalizacion del Lema 14.

Teorema 26. Sea R un anillo semi-reqular y S un subconjunto no vacio
multiplicativamente cerrado, el subconjunto de R no contiene el elemento
cero. Entonces Rg es también un anillo semi-reqular.

Prueba. Empezaremos negando que Rg es un anillo Noetheriano no nulo.
Sea M un ideal maximal de Rg. Entonces M = Pg, donde P es algin ideal
primo de R que no satisface S. Por el Teorema 25, es suficiente probar que
(Rs)m, que es (Rg)p, es semi-regular.

Sin embargo, (Rg)p, es anillo-isomorfo a Rp y sabemos que Rp es semi-
regular por virtud de Lema 14. Esto completa la prueba. ||

Teorema 27. Sea R un anillo semi-reqular y P', P ideales primos de R que
satisfacen P' C P. Entonces rankP = rank(P/P") + rankP’

si localizamos a P, entonces lo requerido en el resultado se sigue inmediata-
mente de Lema 14 y el Teorema 24.

Teorema 28. Sea R un anillo semi-reqular y A un ideal de la clase funda-
mental. Entonces R/A es también un anillo semi-reqular.

Prueba. Sea r = rankA. Entonces, puesto que A pertenece a la clase fun-
damental, existen elementos ai, s, ..., que genera A. Sea R = R/A y
asumamos que (31, 3s, ..., Bs pertenecen a R y tal que

rank(B3y, Ba, ..., Bs) = s.

Aqui B; denota la imagen natural de ; en R. El ideal primo perteneciente a
el R-ideal (01, B2, ..., Bs) son justamente los ideales I1/A, donde II es un ideal
primo caracteristico perteneciente a

(ala "'7(1/7’7517 "'755)'
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Para establecer el teorema debemos probar que rank(Il/A) = s en todo caso.
Sea P un ideal primo minimal de (o, ..., o, 31, ..., Bs).

Entonces P/A es un ideal primo minimal de ({3y, ..., 5;).

Por consiguiente rank(P/A) < s, tenemos en hecho rank(P/A) = s.

De ello resulta que existe un ideal primo minimal P’ de A talque A C P’ C P
y rank(P/P') = s.

Sin embargo todos los ideales primos pertenecientes a A tiene rango igual a
r y asi , en particular, rankP’ = r. De aqui, por el Teorema 27,

rankP = rankP’ + rank(P/P") = r + s.

Esto prueba que
rank(ou, .., o, i,y Bs) =7+ 8

y demuestra que el R-ideal (o, ..., a;, (1, ..., Bs) es de la clase fundamental.
Ahora asumamos que II es un ideal primo arbitrario perteneciente a

(011, ...,Ojr,ﬂl, ...,55).

puesto que R es semi-regular y el ideal es de la clase fundamental, podemos
concluir que II = r + s. Luego podemos escoger un ideal primo minimal P*
de A tal que P* C1Ily

rank(Il/P*) = rank(I1/A).
entonces, usando el Teorema 27 y el hecho que rank Px = r, obtenemos
rank(Il/A) = rank Il — rank P* =r+s—r=s

esto completa la prueba. ||

2.6. Propiedades generales de los anillos
polinomiales

Como usualmente, R denota un anillo conmutativo con un elemento identidad
y R[X1, X, ..., X,;] el anillo de polinomio en X7, X5, ..., X, con coeficientes en
R. Por consiguiente un elemento caracteristico f de R[X7, Xs,..., X,,] tiene
representacion unica

F =D g X1 X2 XN (2.6.16)

donde los 7, .., Pertenece a Ry sélo un nimero finito de ellos son
diferentes de cero. Sea A un ideal del anillo R. En orden el polinomio f, de
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(2.6.16), debe pertenecer a la extension AR[X1, Xa, ..., X,] de A, estos son
ambos necesarios y suficientes para todos los coeficientes 1y, ,,. ., pertenecen
a A. Una consecuencia inmediata de esta observacion es la relacion

AR[X{, Xs,., X,JNR=A (2.6.17)

supongamos ahora que {A;},.; es una familia de ideales de R.
Entonces la misma observaciéon prueba que

<ﬂ Ai> R[Xy, X, ..., X] = [ (AR[X), Xa, ..., X,)). (2.6.18)

el i€l

como antes, sea A un ideal de R. Si f es el polinomio descrito en (2.6.16) y
c € R, entonces cf pertenece a AR[X1, X, ..., X,,] sy solosicry, pys...un € A;
esto es siy s6lo st 7, ... € (A ¢), de cada coeficiente 7, ,,
por consiguiente

AR[Xl,XQ, 7Xn] C= (A . C)R[X17X27 7Xn] (2619)

7777 Hn*

.....

si C' también un R-ideal. Entonces A : C' = () (A : ¢) y, usando (2.6.19),
afirmamos que

AR[Xy, ... X, : CR[Xy, ... X, = [ J(AR[X}, X5, ..., X,] : ¢)
ceC

= () (A 0)[X1, X, ..., X))
ceC

por lo tanto se sigue, de (2.6.18), que
AR[Xy, .., X, : CR[X, ..., X, ] = ([ (A 0)R[X1, ..., X,
ceC

que puede reescribirse como
AR[X1, ... X,] : CR[Xy, ..., X, = (A: C)R[ Xy, ... X,]. (2.6.20)

a in asumimos que A es un R ideal, sea ¢ : R — R/A el mapeo natural.
Se obtiene un anillo epimorfismo

R[Xl,XQ, 7Xn] — (R/A)[Xl,Xz, ,Xn]

por la operacién con ¢ en los coeficientes de cada polinomio en R[ X1, X, ..., X,,].
El nicleo de este epimorfismo es claramente AR[X;, Xo, ..., X,].
Consecuentemente se induce un anillo isomorfismo

R[Xh X27 sy XN]/AR[X17 X27 sy X’Vl] ~ (R/A)[Xla X2; sy XTZ] (2621)
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este isomorfismo es frecuentemente usado para identificar los dos anillos que
ocurren en (2.6.21). Otra til identificacién puede originarse en el siguiente
camino. Sea S un conjunto no vacio multiplicativo cerrado subconjunto de
R. Entonces es algiin subconjunto multiplicativo cerrado de R[Xy, Xs, ..., X,,]
y por tanto podemos formar el anillo R[ X1, Xs, ..., X,,|s de fracciones. Sea

_ v1 v2 Un
f= E Ty vg.m X1 Ng e Xy

es un elemento caracteristico de R[X7, Xs, ..., X,,].
Ahora obtenemos un anillo-isomorfismo

R[Xl,XQ,...,Xn]S ~ Rs[Xl,XQ,...,Xn] (2622)

por medio del mapeo

f Ty ,U2...Un V1 v2 v
{g = [%} XUIXE . X

aqui, desde luego, s denota un elemento de S. Sea D el monoide consistente
de toda sucesion (vy, v, ..., v,) de n enteros no negativos, esto es entendible
que la adicién de tal sucesién es definida por

(V1, V2, ooy 0) + (V, Uy, oy vr) = (V1 + V], V9 + Vhy, .oy Uy + V).

el monoide D es menor torsién. Ademas puede ser considerado como un anillo
D-grado en que el elemento homogéneo de grado (vy, va, ..., v,) son dados la
forma rX7" X5%... X" donde r pertenece a R. Sea A un ideal de R.
Entonces AR[X1, Xs, ..., X,,] es un ideal homogéneo y por tanto,

Rad(AR[Xl, vy Xn])
es también homogéneo, Ahora sostenemos que
(Rad A)R[Xl, X2, ceny Xn] = Rad(AR[Xl, XQ, ey Xn]) (2623)

efectivamente es claro que el lado izquierdo es contenido en el lado dere-
cho. Para probar la inclusién opuesta, es suficiente probar que si un elemen-
to homogéneo X} X32... X" pertenece a Rad(AR[X1, Xo, ..., X,]), entonces
r € RadA. Sin embargo, si (rX;*X5%. X" )" € AR[X;,...,X,], entonces
r"™ € Ay por tanto r € Rad A como se ha requerido.

Proposicién 13. Sea P un ideal primo de R. Entonces PR[X1, Xs, ..., X,]
es un ideal primo de el anillo polinomial R[ X1, Xo, ..., X,)].
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Prueba. Primero notaremos que PR[X{, Xo, ..., X;,] es un ideal homogéneo
propio de R[X7, Xo, ..., X,].

De aqui, es suficiente determinar la propiedad caracteristica de un ideal primo
dada en el caso de elementos homogéneos. Sin embargo esto es obvio. ||

Corolario 18. Si R es un dominio integral, entonces el anillo polinomial
R[X1, X, ..., X,
es también un dominio integral.

Este es el caso especial de Proposicién 13 en que P es el ideal nulo. Nuestro
siguiente resultado concierne una importante propiedad de divisores nulos en
un anillo polinomial.

Proposicién 14. Sea f(Xi, Xo, ..., X,)) un divisor nulo en el anillo
polinomial R[X1, X, ..., X,].
Entonces existe ¢ en R tal que

c#0

ycf(Xy, X, ..., X)) = 0. Prueba. Podemos observar que R[X1, X, ..., X,] es
grado por el monoide consiste de toda sucesién de n enteros no negativos.
Este monoide es menor torsion. Por ello puede ser dado un orden total que
es compatible con su estructura monoide. Sea

F(X1s o X)) = a XX XPn 4 BXV XS XD 4+ wX T XS X
donde a, 3,...,w son en Ry
(f1s o2y ooy i) > (U1, V2 o V) > oo > (01, 09, .0y 0).
por hipétesis, existe g(Xi, Xo, ..., X,,) # 0 tal que
F(X0s o Xo)g(X1, o X)) =0

escojamos g(X71, Xs, ..., X,,) asi que se satiaface esta condicién y, en adicién,
tenemos la pequena posibilidad de un nimero de términos no nulos. Sea

9(X1, Xo, oy Xp) = cXTUXT2 X 4

donde ¢ € R, ¢ # 0, y X{"X5"...X]" es el alto producto potencia actual
que ocurre en g(Xi, Xo,...,X,). Puesto que f(Xi,...,X,)g(Xy,....,X,) =0
vemos, por considerar el término de grado (py + mq, o + Ma, ...y fn, + My),
que ac = 0. De esa manera ag(Xy, Xa, ..., X;,) tiene menos términos no nulo
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que g(X1, Xo, ..., Xpn) y f( X1, ..., Xp)ag(Xy, ..., X)) = 0. De aqui, por escoger
9(X1, ..., Xp), debemos tener ag(Xjy, ..., X,,) = 0. Luego observamos que

[f(X1, Xo, .., X)) — X XB2 L XEg( Xy, Xo, .o, X)) =0
que es
(X X2 X0 4 4+ wXT X2 X)) g( X, Xe, ., X)) =0
se calcula considerando del término de grado
(vy +my, Vo + Mo, oy Uy + My,

prueba que ¢ = 0. De esa manera [5g(X1, X, ..., X,,) tiene menos términos
no nulos que g(Xy, X, ..., X)) v f(Xq, ..., Xp)Bg(Xq, ..., X)) = 0.
Consecuentemente, por el escogido de g(X7i, Xo, ..., X,,). Tenemos

Bg(Xi,...,X,) =0.

siguiendo el mismo proceso, probaremos en la sucesion, que
ac=0, fc=0,...,wc=0.

por consiguiente ¢f (X7, X, ..., X,,) = 0 y la prueba se completa.||

Probaremos ahora que un ideal primario del anillo R queda primario cuando
este es extendido a R[ X1, Xo, ..., X,].

Proposicion 15. Sea Q un ideal P-primario de el anillo R. Entonces
QR[X1, Xo, ..., X,

es un ideal primario del anillo polinomial R[X1, X, ..., X,,] y el ideal primo
que pertenece a PR[ X1, Xa, ..., Xy].

Prueba. Es suficiente probar que QR[X;, Xs, ..., X,] es un ideal primario,
para entonces la otra afirmacion se sigue inmediatamente de (2.6.23).
Ahora QR[X;, Xy, ..., X,,] es un ideal homogéneo propio.

De aqui se verifica que esta tiene la propiedad caracteristica de un ideal
primario que puede afirmar nuestra atenciéon a elementos homogéneos. Sin
embargo en este caso la verificacién es trivial. ||

Proposiciéon 16. Sea A un ideal de R y supongamos que este tiene una
descomposicion primaria

A=0Q:1NQN...NQ; (2.6.24)
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en R.
Entonces
AR[Xy, ..., X}]

- QIR[Xh ceey Xn] N QQR[Xl, ,Xn] n...N QSR[Xh ,Xn] (2625)

es una descomposicion primaria de AR[Xy, X, ..., X,,)] en R[X1, Xo, ..., X,].
Ademds, si (2.6.24) es una descomposicion normal, entonces asi tambien es
(2.6.25). Esto prueba que si P;(1 < i <t) son los ideales primos pertenecientes
a A, entonces el P,R[ X1, Xa, ..., X,|, donde 1 <i <t, son los ideales primos
pertenecientes a AR[X1, Xa, ..., X,

Prueba. Supongamos que el ideal (); pertenece al ideal primo P;. Entonces,
por Propocicién 15, Q; R[ X1, Xs, ..., X,,] es también primario y su radical es
P,R[X1, X, ..., X,;]. Luego, la relacién (2.6.25) sigue de (2.6.24) por virtud
de (2.6.18). Estas dos observaciones establecen la primera afirmacion.
Ahora asumamos que (2.6.24) es una descomposicién normal.
Inmediatamente se sigue; de (2.6.17) que los ideales primos P,R[ X7, Xs, ..., X,,]
son distintos. Ademas podemos tener

QiR[X1, Xa, .., X,] 2 QiRIX1, Xa, ..., X1
j#i

porque, toma sobre intersecciénes con R, este produce Q; 2 [;; @; que es
contrario a la suposicién de (2.6.24) es una descomposiciéon normal. ||

Proposicion 17. Sea R un anillo Noetheriano y P un ideal primo de R.
Entonces PR[X1, Xa, ..., X,,| es un ideal primo del anillo polinomial

R[X1, X, ..., X,
y este tiene el mismo rango como P.
Prueba. Primero notemos que,

R[X1, X, ..., X,

es un anillo Noetheriano y, por Proposicién 13, PR[ X7, Xs, ..., X,;] es un ideal
primo. Sea rank P = r. Entonces existe una estricta sucesion decreciente

PDPlDPQD...DPT

de r+1 ideales primos del anillo R. Esto sigue, de la Proposicién 13y (2.6.17),
que
PR[X4,...,X,] D PAR[X1,...,X,] D ... D P.R[Xj, ..., X},]
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es alguna sucesion descendente estricta de ideales primos. Entonces
rank(PR[X1, ..., X,]) > .

Luego, existe r elementos oy, as, ..., a, tal que P es un ideal primo minimal
de (a1, g, ...,a,). De aqui por Proposicién 16, PR[X}, ..., X,] es un ideal
primo minimal de (a1, ag, ..., @, ) R[ X7, ..., X,,]. Por tanto se sigue, que

rank(PR[X1, Xa, ..., Xp]) <.

Esto completa la prueba del teorema. ||

Supongamos que R es un anillo (conmutativo y posee un elemento identidad)
y X1, Xo, ..., X, son indeterminados. Para 1 <7 <n sea

Ri = R[Xla X2a sy X’L]

y sea Ry = R. Entonces,
Riv1 = Ri[Xip].

En otros términos, R[ X1, X, ..., X;11] puede considerarse como el anillo de
polinomios en X;,; dado con coeficientes polinomiales en X7, X, ..., X;. Esta
util observacion nos permite, en ocasion, a reducir un problema con respecto
a polinomios en varias variables a el caso donde alli es solamente una sola
variable. En vista de esto, probaremos tomando la oportunidad para hacer
alginas observaciones elementales con respecto a polinomios en una variable.
La misma variable sera denotada por X. Sea

f(X)=a+u X+ ...+ a, X"

pertenece a R[X]. La méxima potencia de X que tiene un coeficiente no nulo
es llamado el grado de f(X).

Este grado es denotado por 0°f(X) o simplemente 3°f. De esta manera si
a, # 0, entonces 9°f = m.

En este caso a,, es llamado el primer coeficiente y a,, X™ los primeros térmi-
nos de f(X). Claramente si f(X) y g(X) ambos pertenecen a R[X], entonces

O°(f +g) < max(3°f, %) (2.6.26)

y efectivamente es igual si sucede que 9°f # dg.

Sea 0°f(X) =my 0% (X) =n.

Entonces f(X) = ap+ a1 X + as X? + ... + a,, X™ donde a,, # 0, y
g(X) =by+ b X + b X?+ ... + b, X™ donde b, # 0. Ahora

f(X)g(X) = (aobo) + (a0b1 + albo)X + ...+ (ambn)Xm+”.
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Desde luego puede suceder que a,,b, = 0, pero en algiin caso 9°(fg) < m+mn,
que es

(fg) <°f + . (2.6.27)

sin embargo a,,b, # 0, entonces obtenemos
O (fg) = "f + . (2.6.28)

en tal caso probaremos diciendo que la férmula de grado es dada por f(X)
y g(X). Es importante notar que la férmula de grado cumple las siguientes
condiciones:

1. Cada f(X) o g(X) tiene un primer coeficiente que no es un divisor de
cero.

2. Cada f(X) o g(X) tiene un primer coeficiente que es una unidad.
3. El anillo R, de coeficientes, es un dominio integral.

Es uno respecto en que la discusion de arriba es incompleta. Puesto que el
polinomio nulo o cero no tiene coeficiente no nulo, su grado no es definido.
Sin embargo es conveniente asignar el polinomio nulo de grado convencional
menos infinito. Si esto es hecho entonces (2.6.26), (2.6.27) y, las condiciénes
apropiadas abajo (2.6.28) permanecen siendo validas igual si el polinomio
nulo es presentado, siempre, claro, que cierta convencion natural respecto a el
uso de cantidad infinita son observados. Aqui las condiciones son exactamente
las mismas como en algebra elementeal asi no elaboraremos este punto.

Lema 15. Sea g(X) un polinomio no nulo (con coeficientes en R) del cual
el primer coeficiente es unidad. Si ahora f(X) pertenece a R[X], entonces
f(X) tiene tinica representacion en la forma

f(X) = q(X)g(X) +r(X),
donde q(X), r(X) pertenece a R[X] y 0°r(X) < 8% (X).

Prueba. Empezamos probando que una representacién semejante es alguna
posible. Asumamos lo contrario. Entonces existe un polinomio menor que
puede ser expresado en la forma deseada. Entre tal polinomio seleccionamos
uno, digamos ¢(X), del cual el grado es posiblemente pequeno. Sea 3% = n
y 9°g = m. Entonces n > m para distintos

¢(X) = 0g(X) + o(X)

tendria que ser una representacion de el tipo en cuestion.
Sea
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9(X) = apX™ + .4+ am y H(X) = 0o X" + ... + by

Por hipoétesis, ag es una unidad.
Podemos por tanto formar

$1(X) = ¢(X) — ag b X" "g(X)

que es un polinomio tiene grado menor que ¢(X). Por consiguiente existe
@1 (X) y r1(X) en R[X] tal que

0'r1(X) < 0°%9(X) y ¢1(X) = @1(X)g(X) + r1(X).
pero entonces
$(X) = {q1(X) +ag b X"} g(X) +11(X)

y ahora tenemos una contradicciéon porque es una representaciéon de ¢(X)
de el tipo requerido. Serd probado que algin elemento de R[X] puede ser
representado en la manera descrita y asi sélo necesita ser probado que la
representacion es unica. Supongamos por tanto que

¢(X)g(X) +r(X) = ¢'(X)g(X) +r'(X)
donde ¢(X), ¢'(X), r(X), r'(X) estan todos en R[X]y
r(X) < g(X), %' (X) < 8% (X).

Deseamos probar que ambos ¢(X) = ¢'(X) y r(X) = r/(X). Sin embargo,
una vez el primero se prueba, el segundo se sigue inmediatamente. Asumamos

que ¢(X) 7 ¢'(X).
Entonces ¢(X) — ¢/(X) no es el polinomio nulo y

r'(X) = r(X) = {g(X) — ¢'(X)} g(X).

ahora el primer coeficiente de g(X) es una unidad; de aqui que la férmula de
grado puede ser aplicado a el lado derecho. Esto produce

0° {r'(X) = r(X)} = 8" {a(X) — ¢'(X)} + 0°g(X) = 8"9(X)

porque, puesto que ¢(X) — ¢’(X) no es el polinomio nulo, su grado no es
negativo. Sin embargo

O {r'(X) = r(X)} < max {07 (X),0r(X)} < 8°g(X).

Esto da una contradiccién y establece el lema. ||
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Teorema 29. Sea F' un campo. Entonces cada ideal del anillo polinomial
F[X] puede ser generado por algin elemento.

Prueba. Sea A un ideal de F'[X]. Puesto que el ideal nulo es algiin generador
separado, asumimos que A # (0). En lo que resulta suponemos que ¢(X) es
un polinomio no nulo que pertenece a A y, sujeto a esta condicién, se asume
tiene el grado mds pequeno posible. Serd probado que A C (¢).

Puesto que la inclusién opuesta es obvia, esto establece el teorema. ||

Supongamos que f(X) € A. Por Lema 15, podemos expresar f(X) en la
forma

F(X) = q(X)o(X) +r(X),

donde ¢(X) y r(X) pertenece a F[X]y 0°(X) < 0%(X). Pero entonces
r(X) € A, de donde, por la secleccion de ¢(X), vemos que 7(X) = 0. De esta
manera f(X) pertenece a (¢) y, como ya explica, el teorema resulta. ||

Corolario 19. Sea F' un campo. Entonces F[X] no es un campo pero todo
1deal primo no nulo es un ideal maximal.

Prueba. Es claro que X no es una unidad en F'[X]. Consecuentemente F[X]
no es un campo. Ahora supongamos que P; C P, (inclusién estricta), donde
Py, P, son ideales primos. Entonces, por el teorema, existe polinomios ¢, ¢
tal que P, = (¢1) y Py = (¢2). Puesto que ¢; pertenece a P, tenemos

1 = ¢o1» donde ¢ € F[X].

Pero entonces ¢ot) € Py y ¢o ¢ P;.

Por consiguiente ¢ € Py, digamos ¢ = ¢17’ donde ¢’ € F[X].

De esta manera ¢, = ¢1091). Ahora afirma que ¢1(0). Para distinto 1 = ¢o1)
de lo cual, porque la férmula de grado tiene en F[X], ¢ es una constante no
nula y de aqui una unidad. Sin embargo esto es imposible porque P, = (¢5)
es un ideal propio. De ello resulta que ¢, es el polinomio nulo y por tanto
P; = (0). El corolario es de esta manera establecido.||

Teorema 30. Sea R un anillo Noheteriano y X1, Xo, ..., X,, indeterminantes.
Entonces
Dim R[Xy, Xy, ..., X)) = Dim R+ n.

Prueba. Es suficiente probar el teorema para el caso n = 1. Por tanto
asumimos que tenemos esta condicién y, en orden simplifica la notacion,
denotaremos sélo la variable por X. Sea P un ideal primo de R.

Entonces, por Proposicion 17,

rank (PR[X]) = rank P.
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De ello resulta que Dim R[X] > Dim R que establece el teorema en el caso
donde Dim R = oo. Donde ahora suponemos que Dim R < oo. Existe un
ideal maximal M de R que satisface rank M = Dim R y es por tanto

rank(MR[X]) = Dim R.

Ahora R/M = F (digamos) es un campo y, por (2.6.21), R[X|/MR[X] es
anillo-isomorfo a F[X]. Sin embargo, por el Teorema 29,
F[X] no es un campo y por tanto M R[X] no es un ideal maximal de R[X].

De ello resulta que
Dim R[X] > Dim R+ 1.

Luego, sea II el ideal maximal de R[X]. Para completar la prueba es suficiente
probar que rank II no es excedido Dim R+ 1. Sea P = IIN R. Entonces P es
un ideal primo de R y su complemento S, en R, es un conjunto multiplica-
tivo cerrado no vacio. Ahora identificamos R[X]s con Rs[X] por medio de
(2.6.22). Entonces IIg es un ideal maximal de Rg[X], Rs es un anillo local,
y IIs N Rg es el ideal maximal de Rg. Ademas Ilg y II tienen el mismo rango
mientras

Dim Rg =rank P < Dim R.

consecuentemente es suficiente probar que
rank Ilg < Dim Rg + 1.

esta conclusion puede volver a ser planteada de la siguiente forma: cuando
prueba que rank m es mayor que Dim R+ 1, podemos asumir que (i) R es
un anillo local y (ii) 11 contracta a el ideal maximal de R.

En lo que sigue suponemos que tenemos esta situacién.

Sea M el ideal maximal de R, asi que t " R = M, y sea aq,qs,...,aq un
sistema de pardmetros de R. Sabemos que el anillo R[X|/MR[X]y (R/M)[X]
puede ser identificado y, por Teorema 29 cada ideal de (R/M)[X], en
particular el ideal II/M R[X], es alguno generado.

De esta manera existe f € R[X] tal que

MR[X]+ fR[X] =1L

Sea IT" un ideal primo arbitrario de R[X] que contiene ay, s, ..., aqf.
Entonces II' N R es un R-ideal primo contiene el sistema de pardmetro
a1, G, ..., aq. Esto prueba que II'N R = M y por tanto IT' contiene

MR[X] + fR[X] =1L

esto prueba que II debe ser un ideal primo minimal de (ay, ag, ..., ag, f).
Por lo tanto,
rank I <d+1=Dim R+1

la prueba de el teorema es ahora completa. ||
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2.7. Anillos Polinomiales Semi-locales

Teorema 31. Sea R un anillo semi-reqular. Entonces el anillo polinomial
R[X1, X, ..., X;)] es también semi-regular.

Prueba. Es claro y suficiente probar el teorema para el caso en que hay sélo
una variable. En lo que sigue asumamos que tenemos esta situacion y deno-
taremos solo la variable por X.

Obviamente R[X] es un anillo Noetheriano no nulo.

Sea II un ideal maximal de R[X] si podemos demostrar que el anillo de
fracciones de R[X] con respecto a II es semi-regular, entonces el resultado
requerido se sigue por virtud de Teormea 25.

Sea P =1IN R y denotemos el componente de P en R por S.

Entonces P es un R-ideal primo y S es un subconjunto (no vacio) multi-
plicativamente cerrado de R[X]. Ademds, R[X |y y el anillo de fracciones de
R[X]s con respecto a IIg son isomorfos.

Consecuentemente es suficiente probar que el tltimo es semi-regular.

Ahora usaremos (2.6.22) en orden para identificar R[X]s con Rg[X].

Esto es comprensivo, ITg es un ideal maximal de Rg[X], Rg es un anillo local
semi-regular, y IIg contrae, en Rg a el ideal maximal de este anillo.

La observacion de arriba prueba que, para el propédsito de probar que R[X|n
es un anillo semi-regular, podemos ahora anadir la suposiciéon que R es un
anillo local (semi-regular) y que el ideal maximal IT de R[X] contrae a el
ideal maximal M (digamos) de R.

Esta suposicién se hace en lo siguiente. Sea «q,as, ..., g un sistema de
parametros de R. Por Teorema 24,

(a1, g,y oy a)R i = (aq, e, ..., ) R para 0 < i < d.
de aqui, por (2.6.19),
(a1, ag, oy i) RIX] D iy = (a0, 05 ) RX

asi que o, qq,...,aq es también una R[X]-sucesién. Note que, puesto que
M es sblo ideal primo perteneciente a (y.qa, ..., aq) R, M R[X] es s6lo ideal
primo perteneciente a (aq, ag, ..., ag) R[X].

Aqui tenemos que hacer uso de Proposicion 16.

Luego, IT/M R[X] es un ideal maximal de el anillo R[X|/M R[X] y este anillo
puede ser identificado con (R/M)[X] por virtud de (2.6.21).

Ademéds R/M es un campo; consecuentemente I1/M R[X] es un ideal
principal no nulo.

De esta manera existe f € R[X] tal que
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f¢ MR[X]y MR[X] + fR[X] =1L

Esto prueba que. II es un ideal primo minimal de (ag, ..., g, f), mientras
tanto de f ¢ M R[X] concluimos que

(a1, ..., aq)RIX] . f = (a1, ..., aq) R[X].

por consiguiente ay, ..., ag, f es una R[X]-sucesién y rank II = d + 1. Ahora
estamos listos para pasar a el anillo R[X]y. Sea of, ..., o, f* las imdgenes de
ai, ..., aq, [ bajo el mapeo canénico

R[X] — R[X]n

observamos, en primer lugar, que R[X]y es un anillo local de dimensién d+ 1.
Luego, la extensiéon de

(a1, .o, g, [)R[X] en R[X]|n

es generado por af, ..., aj, [*. Prueba que sélo el ideal primo perteneciente a
esta extension es el ideal maximal de R[X|.

De esta manera o, ..., f* es un sistema de pardmetros en R[X].
Finalmente, tenemos

(0, s ) RIX 1 0fy = (0, .o @) RIX ]

)

para 0 < <d,y
(0}, s ) RIX]n £ f* = (0}, - a5 RIXn

Por consiguiente el sistema de parametros of, ..., o, f* es sélo una
R[X|n-sucesién.

Ahora se sigue, de Teorema 24, que R[X|j es un anillo local semi-regular y
que esto completa la prueba. ||

Teorema 32. Sea F' un campo. Entonces el anillo polinomial F[ X1, X, ..., X,]
es semi-reqular y su dimension es n.

Prueba. Puesto que un campo es obviamente cero-dimensional y semi-regular,
el Teorema 32 es una consecuencia inmediata del Teorema 30 y 31



Capitulo 3

Teoria de Multiplicidad

3.1. Consideraciones preliminares

Sea R un anillo con un elemento identidad. En lo que resulta, el término
R-médulo serd siempre un R-moédulo izquierdo.

Si un R-médulo F satisface la condicién maximal para submédulos, entonces
E sera llamado un R-mdédulo Noetheriano.

Esto es en conformidad con la definicién ya introducida en conexién con
anillos conmutativos.

Hay ciertos términos y ciertas construcciones, ya empleadas en el caso con-
mutativo, que debe ser adaptado a nuestro presente propdsito. Sea E un
R-moédulo y B un ideal izquierdo.

Denotemos por BE el submodulo de E que consiste de todo elemento que
puede ser expresado en la forma bie; + boes + ... + bse,, donde b; € B y
e; € E. Si ahora A es un ideal izquierdo, entonces, se verifica facilmente que,
(AB)E = A(BE). Podemos por tanto omitir los corchetes y escribir ABE
para el modulo.

Notese que se hace significado a decir de la m-potencia A™ de A.

Mas general, si Ay, As, ..., A, son ideales izquierdos, entonces el producto
extension A;A,...A,, es bien definido y asi también un ideal izquierdo.

Definicién 32. Un elemento v de R es llamado un “elemento central” st
~yr = rvy para todo r en R.

Por ejemplo, ambos Oz 0 1; son elemetos centrales. Una simple verificacion
prueba que el elemento central de R forma un anillo. Este anillo es llamado
el centro de R, y tiene el mismo elemento identidad como R mismo.

Sea GG un conjunto de elementos centrales de R. Entonces el ideal izquierdo
generado por por G coincide con el ideal derecho generado por el mismo
conjunto.
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De aqui que el total de elementos que puede ser expresado en la forma

iy + 7122 + .+ Tss,

donde r; € Ry 7; € G es un ideal en ambos lados.

Podemos por ello decir que el ideal generado por un conjunto de elementos
centrales sin especificar si este es un ideal izquierdo, un ideal derecho o un
ideal en ambos lados como tenemos en mente.

Definicién 33. Un ideal que puede ser generado por un conjunto de
elementos centrales serd llamado un “ideal central”.

La observacién de arriba establece que los ideales centrales son de ambos
lados. Sea G y G’ conjuntos de elementos centrales y A y A’ los ideales
centrales que ellos generan.

Entonces A + A’ es generado por G U G’ mientras que AA’ es generado por
el conjunto de todo producto 7+', donde  pertenece a G y v a G'.

De qui la suma y el producto de dos ideales centrales son nuevamente ideales
centrales.

Ademas el conjunto de productos v coincide con el correspondiente
conjunto obtenido por intercambiar los roles de G y G'.

De aqui AA" = A’A y por ello, en un producto de ideales centrales, el orden
de los factores puede ser cambiado en algin camino y este no cambia el valor
de el producto.

Supongamos ahora que A es un ideal central dado. Entonces A es un ideal
en ambos lados. Nos permite asumir que, como un ideal en ambos lados, es
finitamente generado.

Por esto existe un conjunto finito uy, us, ..., us de elementos de R tal que A
es el ideal mas pequeno en ambos lados que los contiene.

En estas circunstancias cada u; puede ser expresado en la forma

Ui = Ti1%1 + Ti2%Yi2 + - 7+ Tin, Ving

(1 <i < s),dondev;; denota el elemento central contenido en A y r;; pertenece
a R. Es claro que el ideal central generado por la variable 7;; es A mismo.
De aqui A puede ser generado por un numero finito de elementos centrales
En este camino vemos que la expresién ideal central finitamente

generado puede ser usada sin esencial ambiguedad.

En el caso de un conjunto finito 7,72, ...,7, de elementos centrales, pode-
mos en algun momento usar (¥i,7z, ..., ¥p) para denotar el ideal central que
genera.

Si ahora ;, Yy, ..., 7; son también elementos centrales, entonces

(717727 "'7717) + (’7/177;7 7’7:]) = (’717 ) "'77])771’ 77;)
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y
(V1,725 0 Vo) (V15 V2 -5 V) = (V1Y 0 ViV -0 Vo Vg)-

se sigue, de la segunda relacién, que si A = (71,72, ...,7p), entonces A™ es
generado por la coleccién de productos 47t +74% +...+7,7, donde ny, ng, ..., n,
son enteros no negativos que satisfacen n; +ng + ... +n, = m.

Sea F un R-mdédulo y 1,72, ..., 7, elementos centrales.

Entonces (71,72, ...,7p)E consiste de todo elemento central que puede ser
expresado en la forma ~y,e1, 7262, ..., Vpep, donde ey, e, ..., €, pertenecen a .
Por esta razén a menudo usaremos 1 E, ¥ F, ..., 7sFE como una alternativa
para (71,72, - %) E.

En particular vE es usado en lugar de (v)E. Supongamos que tenemos un
epimorfismo de un anillo R sobre un anillo R'. Es claro que todo elemento
central de R es transferido en un elemento central de R’. Por ejemplo, si A
es un ideal en ambos lados de R y ~ pertenece al centro de R, entonces la
imagen natural de v en el residuo del anillo R/A es un elemento central de
ese anillo. Completemos esta seccion por algina relacion simple conectada
con elementos centrales, submdédulos y factor médulo.

Sea K C L submédulos de un R-médulo E y sea «y,7" elementos centrales.
El mapeo £ — FE en que e — ey es un endomorfismo de R-médulos. La
imagen inversa de K con respecto a este mapeo es denotada por K :p v
asi que un elemento e, de E, pertenece a K :g 7 si y sélo si ve € K. (Mas
general, si A es un subconjunto de R, entonces K :p A denota el conjunto
de todos los elementos e € E tal que ae € K para todo a € A. Este es un
submédulo de E si A pasa a ser un ideal en ambos lados) Evidentemente

(K:p7) ey =K@y (3.1.1)
y, como facilmente se verifica,
YENK =~(K :g7) (3.1.2)

ahora consideraremos el mapeo natural ¢ : £ — FE/K. Puesto que K + vF
es mapeo sobre v(F/K), tenemos un isomorfismo

E/(K+~FE)~ (E/K)/v(E/K) (3.1.3)

también si e pertenece a E, entonces ¢(e) pertenece a (L/E) :g/x v
si y solo si e esta en L :p 7. De ello resulta que

(L5 /K = (LK) 5y (3.1.4)

un util caso especial de esta relacion es obtenido por presentar L = K.
Esto produce

(K 7)/K =0y (3.1.5)
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3.2. Teoremas claves sobre ideales centrales

En esta seccion estableceremos algunos resultados béasicos que conciernen a
ideales centrales y modulos Noetherianos.
El primero de estos es una generalizacién de el Teorema Artin-Rees.

Teorema 33. Sea K un submddulo de un R-mddulo Noetheriano E y sea A
un ideal central. Entonces existe un entero q > 0 tal que

A"ENK = A" 9(A'EN K) para todo n > q

Prueba. Sea Ay un ideal de R que puede ser generado por un numero finito
de elementos centrales en A. Entonces Ag C A y AgF es un submdédulo
de E. Puesto que F es un R-mdédulo Noetheriano, podemos escojer un Ag
tal que AgE es un miembro maximal de la familia de todos los submédulos
que pueden ser obtenidos en este camino. Ahora supongamos que v es un
elemento central arbitrario contenido en A.

Entonces
YE C (Ao + Ry)E = AgE

y por ello AE = ApE. De ello resulta que
A’E = AAGE = AyAE = AE

de donde
APE = AASE = AZAE = AYE

procediendo en este camino encontraremos que A"E = Aj E, para todo
n > 0. Asumamos que existe un entero ¢ > 0 tal que

AVENK = Al Y(ALENK),
para todo n > ¢. Entonces, cuando n > ¢,
A"ENK =AfENK = A Y(AIENK) C A" Y(AENK)

que implica que A"ENK = A" 1(AYENK). De esta manera para el propésito
de la prueba podemos asumir que A es finitamente generado. Por lo tanto A es
finitamente generado. Finalmente, en selecciéon un conjunto finito v, ¥s, ..., Vs
de elementos para generar A, es necesario ordenar que cada ; es un elemento
central de R. ||

El siguiente resultado corresponde a el Teorema Interseccién de Krull. Cuan-
do encontramos este resultado antes, la prueba dada puede usarse de la teoria
de descomposicion primaria y este no es valido para nuestras presentes
circunstancias. Sin embargo, podemos obtener aproximadamente esta dificul-
tad con la ayuda del Teorema 33.
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Teorema 34. Sea E un R-mddulo Noetheriano y A un ideal central.
Entonces un elemento e, de E, pertence a Ny° A"E si y solo si e = ae para
algin elemento a perteneciente a A.

Prueba. Si e = ae, donde a € A, entonces e = a”e para todo n y por ello
e pertenece a la interseccién. Ahora asumamos que e estd en N2 A"E. Por
Teorema 33, existe un entero ¢ > 0 tal que

A"EN Re = A" Y(AYE N Re)

para todo n > ¢. Tomamos n = ¢ + 1 encontramos que Re = A(Re). Por
consiguiente e € A(Re) y por ello e = ae para algin a € A. Esto completa
la prueba. || Por otra parte la dificultad es que, para anillos no comutativos,

el concepto del radical de Jacobson presenta problemas que no se encuentran
en el caso conmutativo. En hecho, define el radical de Jacobson de un anillo
general R como la interseccion de todos sus ideales izquierdos maximales.
Aqui seran llamados el radical izquierdo de Jacobson y que, por la analogia,
debe ser un segundo radical de Jacobson para ser distinguido por el adje-
tivo “derecho”. Sin embargo, la intersecciéon de todos los ideales maximales
izquierdos siempre coincide con la interseccién de todos los ideales maximales
derechos.

Por esta razén, el proposito de distincién se vuelve innecesario muy rapida-
mente. Antes de proceder, notemos que todo ideal propio izquierdo de R es
contenido en un ideal maximal izquierdo.

En efecto si I es un ideal izquierdo diferente de R mismo, entonces el conjunto
Q2 de ideales propios izquierdos contenidos en I forman un sistema inductivo
no vacio donde sus miembros son de orden parcial por la relacion de inclusién.
El lema de Zorn’s prueba que existe un miembro maximal, digamos L, de €2.
Claramente L es un ideal maximal izquierdo de R e I es contenido en L.

Proposiciéon 18. Si x pertencece al radical de Jacobson J, de R, entonces
1+ x tiene un tnverso en ambos lados.

Prueba. Tenemos que probar que existe un elemento, p de R, tal que
pl+z)=1+z)p=1

claramente 1 4+ x no esta contenido en algin ideal maximal izquierdo asi el
mismo es verdadero para R(1+ z). Se deriva que R(1 + z) = R y por ello
p(1 + x) = 1 para un elemento conveniente p de R. Luego

p=1—pr=1+12
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Aqui 2’ = —px pertenece a J por que J es desde luego un ideal izquierdo.
Repitiendo el argumento ahora vemos que existe un elemento p’ tal que
p(1+2') =1, 1ie. p/p=1. Finalmente

pr=p(p(l+z)=(p)(l+z)=1+z
y por ello (1 +z)p = p'p = 1. Esto completa la prueba. ||

Lema 16. Si x € J, donde J es el radical de Jacobson de R, y sea v un
elemento arbitrario del anillo. Entonces xr € J.

Prueba. Sea L un ideal maximal izquierdo. El lema resultara si probamos
que xr pertencece a L. Asumamos lo contrario. Entonces Rxr+ L es un ideal
izquierdo que contiene estrictamente a L. Aqui Rxr = L = R y por ello

prr + A =1

para elementos convenientes p € Ry A € L. Sea y = px. Entonces y € J y
1 —yr = A. Ahora
(I—ry)r=r(l—yr)=r1rA

y, por Proposicion 18, 1 — ry tiene un inverso en ambos lados.

Si multiplicamos en ambos lados la ecuacion (1 —7ry)r = r sobre el izquierdo
por este inverso, entonces se ve que r € L.

Por consiguiente 1 = A\+yr pertenece a L y ahora tenemos una contradicciéon
porque L es un ideal propio. ||

Teorema 35. La interseccion de todos los ideales mazximales izquierdos de
R coincide con la interseccion de todos sus ideales maximales derechos.

Prueba. Probaremos que la interseccion, digamos .J, de todos los ideales
maximales izquierdos es contenida en la intersecciéon de todos los ideales
maximales derechos. El teorema resultara por simetria.

Si z pertenece a J y sea () un ideal maximal arbitrario derecho. Es ahora
suficiente probar que x pertenece a (). Asumamos que z ¢ Q.

Entonces Q + xR = R y por ello 1 = ¢ + xr para elementos convenientes
qg € Qyr e R. Por Lema 16, xr € J y asi, por Proposiciéon 18, 1 — ar = ¢
tenemos un inverso en ambos lados digamos ¢~ .

Pero entonces qqg~' = 1 pertenece al ideal izquierdo @ y ahora tenemos la

contradicccién porque @) es un ideal propio. Esto completa la prueba.||

Teorema 36. Sea E un R-mddoulo Noetheriano y A un ideal central con-
tenido en el radical de Jacobson J de R. Entonces (), A"E = 0.
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Prueba. Si e pertenece a (| A"E. Entonces, por Teorema 34, tenemos e = «e
para algin elemento « que pertenece a A y por ello también a J. De esta
manera (1 —a)e=0y, por Proposicién 18, 1 — « tenemos un inverso en ambos
lados. Si multiplicamos la relacién (1 — a)e = 0 por este inverso, vemos que
e = 0. Esto completa la prueba. ||

3.3. Sistemas de multiplicidad

Sea E un R-mdédulo y sea 71,79, ...,7s (s > 0) elemento central de R. Lo
que haremos es definir, bajo seguras condiciones, el sistema de multiplicidad
1,72, -5 Vs SObre (o en relacién a) el médulo E. En orden tiene un conciso
camino de referencia a esta condicion, tenemos la siguiente defincion.

Definiciéon 34. El elemento central v1,72, ..., Vs (s > 0) se dice forma
un “sistema de multiplicidad” sobre E, si el R-mddulo E/(1E, »E, ..., vsE)
tiene longitud finita. Donde s = 0 esta condicion es sobreentendida como
significado que Lr(FE) es finito.

Antes procedemos a enumerar las propiedades basicas de un sistema de
multiplicidad, estableciendo una desigualdad elemental concerniente a lo largo

de moédulos que es prueba 1util en algunas ocasiones.
La desigualdad es debido a D.J. Wright.

Proposicién 19. Sea E un R-modulo y v1, 72, ...,7Vs elementos centrales de
R.

Entonces LR{E/(V\'E+7*E+ ..., 4y E)} <ning..nsLr(E /(1 E+yE+...4+7:E))

para enteros positivos arbitrarios ny,ne, ..., N

Observacion 5. En este resultado no es necesario para longitudes que tien-
den a ser finitas.

Prueba. Es claro y suficiente probar que
Lr{E/(WW'E+%E+..+vE)} <nLgp(E/(MmE 4+ %E + ... +E))

para algunas veces serd establecido el resutado més general repitiendo las
aplicaciones de el caso especial. Si B = E /(7 E + ... + 7sE).
Entonces, por (3.1.3), tenemos un isomorfismo

E'/WE = E/(0'E+7%E + ... +7E)

33



“Teoria de Multiplicidad” 84

por consiguiente
Lp{E'/'E"} = Le {E/(7*E, ...,7" E)}
y asi lo que se probaréd puede ser escrito como
Lr{E' /W' E'} <miLr{E'/nE'}.

Esta conclusién puede igual bien ser descrita diciendo que necesitamos solo
considerar en caso en que s = 1. Sea y =y y n = ny.
Tenemos que probar Lg(E/y™FE) no excede nLr(E/vE). Pero

R(E/Y"E) = ZL (y"'E/V'E)

asi es solamente necesario probar que
Lr(Y'E/Y'E) < Lr(E/vE).

luego, la multiplicacién por v*~! produce un epimorfismo £ — ~*"1E. La
imagen inversa de v'F con respecto a este mapeo es (0 :5 7' !) ++E.
Asi tenemos un isomorfismo

'yi_lE/viE ~FE/0:g L4 vE)
y por ello
Lr{y"'E/Y'E} = Lp {E/(0:5 v +vE)} < Ly {E/vE}

esto completa la prueba.||

Sea 1, Vs, ..., Vs un sistema de multiplicidad sobre E. Haremos un nimero de
observaciones simples.

(a) Los elementos 71,72, ...,7s permanecen en un sistema de multiplicidad
sobre E si cambiamos su orden en alguna manera. También continua
formando un sistema de multiplicidad sobre E si suprimimos algin ~;
para que v; £ =0

(b) Para enteros positivos arbitrarios ni, ns, ..., ns los elementos centrales
e, .., yre también forman un sistema de multiplicidad sobre E.
Al ver esto solo podemos observar que, por la proposicién 19,

Lr{E/(MW'E+ ...+ E)} Sming.nsLp{E/(mE + nE+ ... +7:E)}

puesto que la segunda expresién es finita, se establece (b).
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(c) Si E' es un médulo factor de E, entonces 7,72, ..., s €s un sistema de
multiplicidad sobre E’.

Podemos probar esto como sigue. Sea E' = F/K. Entonces
NWE +%E + .. 4+ E
es justemente (K + v E + ... + v,E)/K y asi tenemos un isomorfismo
E'/(mE +%E +..+E)~ E/(K+mE+ ...+ 7E)
de ello resulta que
Lp{E'/(mE" + ... + L")} = Lp{E/(K + mE+ ... + % E)} < Lp{E/(mE + ... + 7:E)}

y este es finito. Asi (c¢) es demostrado. Esto no sera verdadero, sin sumar una
condicién extra, los 1, Y2, ..., Vs son necesariamente un sistems de multiplici-
dad sobre todo submédulo de E. Sin embargo tenemos el siguiente resultado.

Lema 17. Sea 0 — E' — F — E" — 0 una sucesion exacta de R-mddulos
Y Sea 1,2, ---, Vs elementos centrales. Entonces

Li{B/(nE + o 4+ %E)} < L (B /(1B + o+ 3B+ L {E" /(1 B" + .. + %, E")}

Puesto que si 1,72, ...,7s s un sistema de multiplicidad sobre ambos E' y
E", entonces son también un sistema de multiplicidad sobre E.

Prueba. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que E’ es un submédulo
de E'y E” = E/FE'. Entonces

NE"+%E"+ ... +%E" = (B + wE + ...+ v.E)/E'
y por ello
Lr{E"/(ME" + .. +vE")} = LR{E/(E'+ mE + ... + 7, E)}

porque los médulos que ocurren en esta ecuacién son isomorfismos.

Lr{E/(mE+ ..+ %E)}

= Lr{E/(E'+ WE+ .. +E)}
+Lp{(E'"+nE + ...+ 7E)/(mE + ... +vE)}
= Lp{E" /(0 E" + .. + %E")} + Lp {E'/(E' N (E + .. + 7, E))}

De aqui tenemos que hacer uso del isomorfismo

(B'+nE+ ... +%E)/(mE+ ... +E) = E'/(E'N(mE + ... + :E))
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Nuevamente
NE + 1B + . 4 7B CE'N(ME + ... +7E) CE' y asi

Le{E'[(E' N (WE + ..+ %E)} < La{E//(ME + ... + 1,E)}

y el lema se establece ||

Proposicién 20. Sea 0 — E' — E — E” una sucesion exacta de un
R-mddulo Noetheriano y sea v1,7s, ..., Vs elementos centrales.

Entonces v1,72, ..., Vs €s un sistema de multiplicidad sobre E si y solo si es
un sistema multiplicativo sobre ambos E' y E"

Prueba. Asumamos que 7,72, ..., Vs €s un sistema de multiplicidad sobre F
y deduce que es también un sistema de multiplicidad sobre E.

Es suficiente porque todas las otras afirmaciones contenidas en la condiciones
de la proposicion ya estan establecidas.

Sin pérdida de generalidad podemos asumir que E’ es un submédulo de F.
Sea A = 1R, 1R, ..., 7, R. Entonces, por Teorema 33, existe un entero no
negativo ¢ tal que

AMENE = A(AENE') C AE'.
por consiguiente
La{E/(nE + ..+ %E)} = La{E'/AE')}
<{E/(A"'ENE)}
= Lp {(A"E+ E') /A" E}
< Lp{E/AT™'E}
porque, el médulo E' /(AT ENE') y (AT E+ E') /A9 E son isomorfismos.

Ahora
VPE 4 AT E 4 4 4IHE

esté contenido en AY'E. Por consiguiente

Le{E'/mE + ..+ %E)} < Lp{B/({ME+ ..+ E)}
< (¢ + 1) Lrf{E'/(mE + ... +E)}
< 0

por virtud de Proposicién 19. Prueba que v1, 72, ..., 7s €s un sistema de mul-
tiplicidad sobre E’. ||

Concluimos esta seccién con una observacion con respecto a el comportamien-
to de sistemas de multiplicidad del anillo de operacion.
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Sea 1,79, ...,7s un sistema de multiplicidad sobre un R-médulo E y sea [
un ideal en ambos lados tal que IE = 0. Sea R = R/I.

Entonces, E tiene una estructura bien definida como un R-médulo. Denota
la imagen natural de 7; en R por ¥;.

Entonces 7; es un elemento central de R y

E/mE+mE+.. +7E)=E/(WE+RE+ ... +7E)

porque v; 2 = 4;E. Lo que tenemos aqui son ambos sus R-mddulos y sus
R-submoédulos coincide. Por consiguiente

de aqui que 71, 72, ..., Js €s un sistema de multiplicidad sobre E, cuando E es
considerado como un R-moddulo.

3.4. El simbolo de multiplicidad

Sea E un R-médulo Noetheriano y 1,7, ..., 7s un sistema de multiplicidad
sobre E. Ahora definimos la multiplicidad de 71,72, ..., ys sobre (o con
respecto a) E. Esta multiplicidad vuelve a ser un entero no negativo y usamos
el simbolo eg(y1,72, ..., Vs|E) para denotarlo. La definicién de el simbolo de
multiplicidad usa induccion sobre s. Primero supongamos que s = 0.

En este caso el conjunto vacio es un sistema de multiplicidad sobre F y por
ello, por nuestra convencién, Lg(E) es finito. Podemos por ello poner

er(.|E) = Ly(E) (3.4.6)

ahora supongamos que s > 1 y que el simbolo de multiplicidad sera definido
por médulos Noetherianos y sistemas de multiplicidad con sélo s — 1 elemen-
tos. El factor médulo E|y; E y el submédulo 0 :g 1 son Noetherianos.
Luego, 71,72, -..,7s es un sistema de multiplicidad sobre E| los +; también
forman un sistema de multiplicidad sobre los dos médulos derivados de esto.
Pero v aniquila E|y;E. De aqui si removemos 7, los elementos restantes
aun forman un sistema de multiplicidad sobre este médulo. De esta manera
V2,73, -+, Vs €8 un sistema de multiplicidad sobre F /v E y una consideracién
similar prueba que 7,.7s, ..., Vs €s un sistema de multiplicidad sobre 0 :g ;.
Por consiguiente, por virtud de nuestra suposicion, eg(y2, V3, ..., vs|E/ME) vy
er(V2,73, ---» 5|0 :g 1) son ambos definidos y asi podemos escribir

eR(fle V2, 778|E) = €R<727737 7’78‘E/71E) - €R(”}/2,’)/3, 778|0 ‘E 71)
(3.4.7)
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el simbolo de multiplicidad general es ahora completamente determinado por
medio de (3.4.6) y (3.4.7). Es claro que eg(71, ..., 7s)|E es un entero aunque
no tenemos fundamentos, atin como para decir que es no negativo. Es obvio,
también, que el valor de simbolo de multiplicidad no es cambiado si reem-
plazamos E por algiin modulo que es isomorfo a este.

Ademas eg(vi, ...,7s|E) tiene el valor de cero cuando F es un médulo nulo.
Notemos alguna otra propiedad fundamental.

Supongamos que £ es un R-médulo Noetheriano y 71, 72, ..., Vs €s un sistema
de multiplicidad sobre F. También que I es un ideal en ambos lados y que
IE =0.

Sea R = R/I y #; denota la imagen natural de 7; en R. Entonces E es un
R-médulo y como tal es Noetheriano porque el R-submédulo de E son jus-
tamente los mismos como sus R-submaddulos.

Ademas, como vemos al final de la tltima seccion, 7q, s, ..., 7 €8 un sistema
de multiplicidad sobre el R-médulo E.

Por consiguiente ambos 1,72, ..., ¥s ¥ Y1, V2, ---, Vs tienen un sistema de mul-
tiplicidad sobre E. Pedimos que

er(1,72: s E) = er(T15 725 5 7s) (3.4.8)

si s = 0, entonces alli no hay problema porque (3.4.8) simplemente afirma
que Lr(E) y Lg(E) son iguales. Ahora supongamos que s > 0 y que el
resultado en cuestion se prueba en el caso de sistema de multiplicidad con
s — 1 elementos.

Entonces, puesto que E/vwE = E/YE y 0 :g 1 = 0 :g 71, de ello resulta
que

6R(71,’Y2, ---KYs’E) = GR(’Yz, ---,’YS|E/71E) - €R(’72, ---,’73’0 ‘E 71)
= GR(/?% ”7S|E/71E) - 61?(72’ 7/78|0 ‘E ,}/1)
= 6R<5/27 7/75|E//71E) - 6]%(72, 75/S|0 ‘E r_y1>

(

=er(71, %2 -, 5| E)

de esta manera (3.4.8) es establecido. El simbolo de multiplicidad tiene una
importante propiedad aditiva. El siguiente lema sera util en establecer este
hecho.

Lema 18. . Sea 0 - E' — F — E" — 0 una sucesion exacta de R-maodulos
y sea v un elemento central. Entonces una sucesion exacta es de la forma

0—0:p 7 20 ‘B Y Y0 g Y EN E'/yE' N E/vE kN E"/yE" — 0
(3.4.9)
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Prueba. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que E’ es un submédulo
de E'y E” = E/FE'. En el cual resulta que ¢ : E' — E denota el mapeo
inclusién y ¢ : E — E” el mapeo natural de E sobre el factor médulo
E/E =FE".

Entonces ¢(0 :g/ v) es contenido en 0 :pr vy ¢(7E') C vE. De esta manera,
¢ desarrolla un mapeo ¢ de 0 :gv v en 0 :g v y ésta induce un mapeo

o' : B'/yE — B/yE
del mismo modo ¥(0 :g y) es contenido en
0:pr vy ¥(vE) CHE”
de esta manera de 1) obtenemos el mapeo
0:py—0:pryy E/yE — E"/yE"

que denotaremos por v y v* respectivamente.

Luego definimos el mapeo de f. Si ¢” pertenece a 0 :g» v. Es posible escojer
e € F asi que 1(e) = €’ y entonces, porque ve” = 0, tenemos 1(ye) y por
ello ve € E’'. Ahora escribimos

f(e") = imagen de ve en E'/vE' (3.4.10)

y observamos que si e; € F también se tiene la propiedad que ¥(e;) = €”,
entonces e — e; pertenece a E’ y por ello ve — ye; pertenece a yE'. De esta
manera ye y ye; tenemos la misma imagen en E’/yE’ que prueba que f es
bien definido por (3.4.10). Fécilmente verificamos que f es R-lineal.

Ahora el mapeo en (3.4.9) tiene todo definido, es necesario comprobar que la
sucesion es exacta. La mayor parte de esto es muy simple. Verifiquemos que
kerf = Imy', Imf = ker¢*. Por (3.4.10), f(e”) = 0 si y sélo si ye € vE'
que es digamos y(e — €’') = 0 para algin ¢’ en E’. De esta manera ¢’ € ker f
donde y sélo donde existe £ € F tal que v§& = 0y ¥(§) = €”. En otros
términos, ¢’ estd en Kerf donde y sélo donde es la imagen, bajo v, de un
elemento de 0 :g 7.

Esto prueba que kerf = Imy)'.

De (3.4.10) vemos que ¢*f(e”) = 0. Por consiguiente Imf C ker¢*.

Ahora asumamos que 1) € ker¢* y sea n la imagen de ¢’ en E’/yE’. Entonces
¢*(n) es la imagen de ¢ en E/vE de donde, puesto que ¢*(n) =0, € = ~e
para algin e en E.

Sea e = 1(e). Entonces ye” = ¥ (ye) = 1(e’) = 0 que prueba €” pertencea a
0 ‘g

Ademas, por (3.4.10), f(e”) es la imagen de ye = €’ en E'/yE", que es
digamos f(e”) = n. De esta manera nn € Imf y por ello Ker¢* C Imf. Lo
que prueba el lema. ||
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Teorema 37. Sea 0 — B/ — E — E" — 0 una sucesion ezacta de R-mddu-
los Noetherianos y supongamos que 71,7V, ...,Vs €S un sistema de multiplici-
dad sobre cada término. Entonces

er(1, - Vs | E) = er(M, -y V| ') + €r(71, -y 75| EY)
es conveniente probar el Teorema 37 y el siguiente corolario junto.

Corolario 20. Sea 0 — E, — -+ — E; — Ey — 0 una sucesion exacta
de R-modulos Noetherianos y supongamos que 7yi,Va, ...,Vs €S un sistema de
multiplicidad sobre cada término. Entonces

p

Z(_l)ieR(%a Vsl Ei) =0

=0

Prueba. El teorema y el corolario seran probados simultaneamente usando
induccion sobre s. Cuando s = 0 no hay problema.

Asumamos que s > 1y que ambos el teorema y el corolario sabemos que son
verdaderos cuando tenemos un sistema de multiplicidad conteniendo sélo
s — 1 elementos.

Volvamos ahora al Teorema 37, observamos que, por el Lema 18, tenemos
una sucesion exacta

0—-0:pv—0:gy—0:gry — E'/nE — E/wE — E'/JywE"—0

en esta sucesion todo término es un R-médulo Noetheriano y admite vo, vs, ..., Vs
como un sistema de multiplicidad. Por consiguiente estamos en una posicién
para aplicar Corolario 20. Esto produce

63(72, ---7%|E/71E) - 6R(72, ---7%|O ‘E 71)

= er(V2, s Vs | E'/NE") — €r(V2s o 750 ipr 1)
+€R(727 ceey ’YSIEH//ylEN) - eR(WQ: ) Vslo ‘E! 71)

pero puede ser escrito como

eR(V1s - Vs E) = er(n, - Vs |E') + er(y1, -, 16| EY)
en vista de (3.4.7).

Corolario 21. Sea E,, FEy submddulo Noetheriano de un R-mddulo E y sea
Y15y Y2y -, Vs un sistema de multiplicidad sobre ambos Ey y Es. Entonces
Y1y Y2y -y Vs un sistema de multiplicidad sobre el modulo Noetheriano

Ey+ Ey, E1NE,y
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€R(’}/1, "'778‘E1 + EQ) + eR(fyb -"778|E1 N EQ)

= er(V1, -, V5| E1) + er(1, -0, s | E2)
(3.4.11)

Prueba. El hecho que Fy + Es v 4 N Ey son R-modulos Noetherianos
resultando, £} & Es un R-moédulo Noetheriano. Puesto que tenemos una
sucesion exacta

O—>E1—>E1@E2—>E2—>O,

la proposicion 20 prueba que v1, ¥s..., s es un sistema de multiplicidad sobre
E, & E5. Nuevamente

E1+ Es es isomorfo a un factor modulo de E1 @ Fs y E1N Ey es un submaédulo
de El.

De aqui, nuevamente por virtud de Proposicién 3, 71, ¥2, ..., Vs €S un sistema
de multiplicidad sobre Ey + Ey v Ey N Es.

Esto prueba que toda la multiplicidad ocurre en (3.4.11) son bien definidos.
Considerando la sucesion

0— FEy — E1+ Ey — (Ey+ Ey)/E; — 0.
tenemos un isomorfismo
(Ey+ Ey)/Ey =~ Ey/(E1 N Ey)
asi que la sucesién puede ser reescrita como
0— Ey — E1+ Ey — Ey/(E1NEy) — 0 (3.4.12)
también tenemos una sucesion exacta
0— E1NEy,— Ey— Ey/J(E4NEy) — 0 (3.4.13)

el resultado deseado ahora resulta aplicando el Teorema 37 para (3.4.12) y
(3.4.13)

Corolario 22. Sea Ey y Ey submddulos de un R-mddulo E tal que E/E; y
E/Ey son Noetheriano. Si ahora 1,7, ...,7s es un sistema de multiplicidad
sobre E/Ey y E/E,, entonces es también un sistema de multiplicidad sobre
el mdodulo Noetheriano E/(Ey N Ey) y E/(Ey + E») .

Ademds

€R(’71, ,’ys’E/(El N EQ)) + 63(’)/1, ,’YS‘E/(El —+ EQ))
=er(71, ., V5| E/E1) + er(, -y vs| B/ Eo) (3.4.14)
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Prueba. El médulo E/(E; + E,) es Noetheriano y admite 7y, 7o, ..., 7s como
un sistema de multiplicidad porque es isomorfo a un médulo factor de E/FE;.
Sobre el otro lado E/(E; N Ey) es Noetheriano.

En efecto la prueba de este resultado demuestra que E/(E; N Es) es isomorfo
al submédulo de (E/E,) @ (E/E,y) y la suma directa sabemos que es Noethe-
riano.

Luego, por la proposicion 20 la sucesion exacta

0— E/E, — (E/E) & (E/Ey) — E/Ey — 0

Vemos que i, Yz, .-, Vs €s un sistema de multiplicidad sobre (E/E;) @ (E/Es)
y de aqui en E/(E; N Ey). De esta manera la multiplicidad que ocurre en
(3.4.14) es bien definida.

El médulo E;/(F; N Ey) es isomorfo a (B + Es)/Ey asi podemos reescribir
la sucesién exacta

0—>E1/(E1QE2) —>E/(E10E2> —>E/E1—>O

Ccomo

también tenemos una sucesién exacta

el corolario ahora resulta aplicando el Teorema 37 a la sucesién (3.4.15) y
(3.4.16). ||

Lema 19. Sea E un R-mddulo y v1,7s, .., Ys (s > 2) un sistema de multi-
plicidad sobre E Entonces er(y1,7273, s Vs|E) = €r(y2, 1173 -y V5| E).-

Prueba. Simplemente aplicamos (3.4.7) dos veces y examinamos el resulta-
do para ver si es simétrico en 7y; y 2. Sin embargo la expresion que ocurre
porque es un poco complicada. Por esta razon introducimos alguna notacién
auxiliar que es como sigue. Cuando K es un R-moédulo Noetheriano con la
propiedad que 73, V4, -.., Vs €s un sistema de multiplicidad sobre este, escribi-
mos [K] = eg(as, ..., as|K). Observamos que si L C M son submédulos de
un R-moédulo Noetheriano N y 73,74, ...,7s es un sistema de multiplicidad

sobre N/L, entonces vs, 74, ..., Vs €s un sistema de multiplicidad sobre cada
M/Ly N/M,y tenemos

[N/L] = [N/M] + [M/L] (3.4.17)

esto es claro si aplicamos la proposicién 20 y el Teorema 37 para la sucesion
exacta
0— M/L— N/L— N/M — 0.
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ahora estamos listos para calcular el principio. Por (3.4.7),

€R('Yl,”}/2, 77$‘E) = 6R<727737 7’YS|E/71E) - 3R(’Y2,’Y3a 773'0 ‘E 7)

ahora usaremos la misma relacién para expresar cada término sobre el lado
derecho como la diferencia de multiplicidad 2. Esto dado

er(v1,72, 8| E) = [1] — [2] — [3] + [4] donde

[1] = [(E/nE)/v(E/nE),
21 = [0 :5/v.6 72),
3] = [(0:5 11)/72(0 :5 M),
[4] = [0 :(0:51) V2]

ahora, por (3.1.3), (E/7E)/v2(E/mE) es isomorfo a E/(y1E + 1. E).
En el otro lado es obvio que 0 :(. ) 72 = (0 12 71) N (0 5 72).
Por consiguiente

1] =[E/(mE+%E)] v
[4] = [(0:5 ) N (05 72)]

ambos que concierne y; y 7. simultaneamente. De esta manera soélo tratare-
mos nosotros mismos con [2] + [3]. Por (3.1.5), tenemos

0:p/me 2= ME E)/NE

y es evidente que nE C 1 E + (0 :g 7v2) € 11 E :g 72. De aqui, por (3.4.17),

2] =[mE+ (0:%)/MEl+[(nE g v2)/(nE+ (0:r7))
=[(0:57%)/MEN(0:5 )]+ [(nE 5 72)/(nE+(0:5 %))

tal que,
(ME+(0:p7)/mE

es isomorfo a (0:5 72)/(ME N (0 :g 12)).
Luego, por (3.1.2) y (3.1.1),

RN (0:g72) =702 1172)

de esta manera [2] = [5] 4 [6], donde [5] = [(0 :g 72)/71(0 :5 7172)] ¥

6] = [(E e 72)/(mE+(0:57))]
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de nuevo multiplicando por 7, produce un homomorfismo de v E :g 7, sobre
YoM E g v2) que, por (3.1.2), es el mismo como y1E NFE.
De esta manera tenemos un homomorfismo

(ME :gv2) = nENRE

del cual el nicleo es 0 :g 2. Ahora y1 E 4 (0 :g 72) contiene este niicleo y es
el mapeo sobre v;v E. De ello resulta, que tenemos un isomorfismo

ME g 72)/(ME+(0:p7) = (mMENY%RE)/nE

por consiguiente [6] = [(1E N yFE)/v172E], es simétrico en v, y 2. Esto
queda para examinar la suma de [3] y [5]. Evidentemente

Y2(0:5 ) €720 1172) €0

de aqui, por (3.4.17),
3]+ [5] = [7] + {8},

donde
7] = [72(0 :5 7172)/72(0 15 1))

{8} =1(0:27)/72(0 :5 172)] + [(0 :2 72) /71 (0 5 1172)]-

lo tltimo de esto tenemos la simetria deseada. También multiplicando por 7,
se induce un epimorfismo

(0 ‘E ’7172) - ’72(0 ‘E ’7172)

que es tal que la imagen inversa de ¥2(0 :g 71) es (0 :g 1) + (0 : g ¥2).
Por consiguiente tenemos un isomorfismo

(0:2 717%2)/((0:5 1) + (0: 72)) = 72(0 :5 1172)/72(0 :5 1)

y por ello
(7] =105 7172)/((0 :g 711) + (0 :5 72))]

que es otra exprension simétrica.
Recopilando términos encontramos que eg(7y1, V2, .., Vs|E) es igual a

(1] + [4] = [6] = [7] - {8}

y que cada término tiene la propiedad que permanece inalterado v, y 7o
cuando son intercambiados. Lo que prueba el lema ||
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Proposicion 21. Sea E un R-mddulo Noetheriano y 71,72, ..., Vs Un Sis-
tema de multiplicidad sobre E. Si ahora {i1,1s,...,1s} es una pemutacion de

{1727 "'78}7 entonces 63(717727 778|E) - 6R(7i17’yi27 7729|E)

Observacion 6. . Nos referimos a esta propiedad de el simbolo de multipli-
cidad como la Propiedad de Cambio.

Prueba. Es suficiente probar que el valor de eg(v1,...s Yims Yma1, - Vs| E) €s
inalterado si cambiamos 7., ¥ Ym+1. Ahora por m — 1 aplicando (3.4.7)
obtenemos una expresién de eg(71, ..., vs)| ' como una suma finita como sigue:

€R<717 oo Yms YmAls oo P)/s’E) = Z EveR(ﬁ)/ma Ym+1y - Vs‘Ev)
v
aqui cada €, es igual a £1 y cada F, es un R-moédulo Noetheriano que admite
Vs Ym-+1s -5 Vs cOmMo un sistema de multiplicidad. Ademads, el nimero €, y el
modulo F, son determinados solamente por E' y 71, ..., Ym_1, que dicen ser
completamente independientes de 7, Yma1, -+ Vs-
Si intercambiamos 7,, ¥ Vm+1 obtenemos

63(717 ceos YmA1s Ymoy -y PYSIE) = Z 6116R(7m+17 Yy oo VS‘EU)

v

donde €, y E, tienen el mismo significado como antes. Pero, por Lema 19,

eR(f}/ﬂ% Tm41 - f}/leU> = eR(7m+17 Tmy -+es 78|Ev)

de ello resulta que er(Y1, ..oy YmYmats - Vs E) = €rR(V1s oos Y1 Yims - Vs | E)
y con esto la Proposicién se establece. ||

Proposicion 22. Sea E un R-mddulo Noetheriano y 71,72, ..., Vs Un Sis-
tema de multiplicidad sobre E. Asumamos que para algin valor en par-
ticular de i tenemos Y'E = 0, donde m es un entero positivo. Entonces

eR(’Yl’ V25 ey ’Yle) =0

Prueba. La propiedad de cambio de el simbolo de multiplicidad prueba que
podemos asumir que ¢ = 1. Hecha esta suposiciéon procedemos aprobar la
proposicion por induccién sobre m. Primero supongamos que m = 1.
Entonces y1E =0y porello E/yyE=Ey0:py =FE.

Por consiguiente, por (3.4.7),

er(V1,72s s Vs | E) = er(y2y oy vs| E) — €r(y2, ooy 5| E) = 0

ahora asumimos que m > 1y que el resultado deseado se cumple para valores
pequenos de la variable inductiva. Por el Teorema 37 y la sucesion exacta

0—-mE—FE—FE/vE—0
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vemos que

er(Y1; Y25 - s B) = €r(71,72, - %N E) + er(71, 72, o0 Vs B/ E).
sin embargo
W ME) =0y n(E/mE)=0.
Aqui, por la hipétesis inductiva, ambos
er(71, -, vsIME) vy er(v,,--s7s0 :g 1) son cero.
La Proposicion resulta ||

Lema 20. Sea E un R-mdodulo Noetheriano y v un elemento central.
Sea Fr, = E/(0 :g Ym).
Entonces 0 :p, v =0 siempre que m es suficientemente grande.

Prueba. Puesto que E es un R-mddulo Noetheriano, la sucesién ascendente
0:p7C0:p7"C0:py° C oo

de submoédulos de E debe finalizar. Supongamos ahora que m es suficiente-
mente grande para asegurar que

0:g Y™ =0:5~y™
entonces, por (3.1.5) y (3.1.1),

Ok, y = ((087™) :£7)/(0:27™) = (0s7")/(0:57™)
= (07")/(0:59™) =0

Teorema 38. Sea E un R-modulo Noetheriano y v1, 72, ..., Vs un sistema de
multiplicidad sobre E. Entonces

0 < en(rr,, 7l E) < L {E/(1E + ..+ 71.E)} (3.4.18)

Prueba. Primero probaremos, usando induccién sobre s, er(71,, ..., 7s|E) es
no negativo. Si s = 0, entonces es obvio.

Por ello asumamos que s > 1 y también que el caracter no negativo de
multiplicidad es establecido en el caso de sistema de multiplicidad dado sélo
s — 1 miembros.

Sea F'=F/(0:g ™), donde m se escoje suficientemente grande para
asegurar que Opy; = 0.
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Esto es posible por el Lema 20. Luego, aplicando el Teorema 37 a la sucesion
exacta
0—=0gy'—E—-F—0

y se construye usando la proposicion 22, vemos que
er(11,72, -+, V5| E) = er(71, 72, -+ V| F) = er(2, -, ¥ F/ M F)

porque 0 : g 3 = 0. Sin embargo, por la hipétesis inductiva, er(ve, ..., vs| F/71 F)
es no negativo y asi el mismo es verdadero de eg(v1, 72, ..., Vs| R).
Queda por establecer la segunda desigualdad en (3.4.18). Si s > 1 tenemos

63(71,72, ---:’YS\E) = 6R(’V2, ---,’YS\E/%E) - €R<72: ---,’Ys’O ‘E 71)

donde
eR(Vl? Y25 ey 78|E) S eR(fy?u ) Vle/71E> (3419)

porque eg(v2,...,7s|0 g 1) es no negativo.
En esta desigualdad sustituimos vy, Vo, ..., Vs ¥

E por vo,7v3, ..., vs Yy E/mE =FE'.

esto prueba que

er(72: 73, -+ Vsl E/NE) < €r(Y3, 00 Vs E' /72 E)
pero, por (3.1.3), E'/y2E" es isomorfo a E/(y E + 72 E). Aqui

er(Y1, V2, -+ Vs E) < €r(7s, 0 V| E(ME + 12 E))
procediendo en este camino finalmente llegamos a la desigualdad

er(V1,72, s B) < er([E/(ME, ..., E))

En vista de (3.4.6) se completa la prueba. ||

Corolario 23. St 71,72, ..., Vs €s un sistema de multiplicidad sobre un
R-mdédulo Noetheriano E y »wE, »wE,...,vE = E, entonces

er(V1,, 7| E) =0
Teorema 39. Sea E un R-mddulo Noetheriano y sea

Y1y Viv s Vs Y V1, ""’y;a ey Vs
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un sistema de multiplicidad sobre E.
Entonces i, ..., %Y, .- Vs €5 también un sistema de multiplicidad sobre E y
er(y1 + o VY o+ Y| E)

—er(+ oyt BE)Fer(n+ o+ 4 7 E) (3.4.20)

Prueba. Sea F' = ywE+...+v,E+...+7:E. Entonces F' es un submédulo de £
y por ello, por la proposiciéon 20, 4, ..., 7;-, ..., Ys €s un sistema de multiplicidad
sobre F'. Luego

L {E|mF + ...+ F + ...+ vF)}

— Lp{E/F} + L {F/(%F T %F)}
y, en esta ecuacién, los términos en el lado derecho son finitos. Nuevamente
NE+ i AV F 4 47 F CnE+ .47 E+ ..+ ECE

y asi vemos que Lpg {E/(%E oy E o+ %E)} < 00.

Por consiguiente v, + ... +7i7; + ... + 7, es un sistema de multiplicidad sobre
E.

Ahora probemos (3.4.20), podemos suponer que i = s. Pero, repitiendo la
aplicacion de (3.4.7),

eR(fylu ooy Vs—15 VS‘E) = Z E’UeR(’yS|E@')'

(2

aqui el lado derecho es una suma finita en que cada ¢, tiene el valor +1 y
los E, son ciertos R-mddulos Noetherianos en que 7, es, por lo mismo, un
sistema de multiplicidad. Ademas el nimero €, y el médulo E, depende sélo
de E y los elementos 71, vs, ..., ¥s—1. De ello resulta que

eR(V1s - Vo1, 7;|E) = Z EveR(7;|Ev) Y €r(V1s - Vo1, 757;|E) = Z EUGR(%W;|EU)

que el mismo €, y E, como antes. Vemos de esto que es sélo necesario probar
el teorema en el caso s = 1. En lo que sigue asumimos que se cumple ésta
condicién y, para simplificar la notacién, escribimos v y +' en lugar de ~, y
7,. Por definicién, tenemos

er(7|E) = Lr(E|yE) — Lr(0 :£ )

con expresiones similares de eg(v'|E) v er(vY'|E).
Luego multiplicando por 7 produce un epimorfismo £ — v FE con la propiedad
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que la imagen inversa de vy E es (0 :g v) + 7' E.
Por consiguiente tenemos un isomorfismo

VE/WE = E/((0:7)+7'E)
donde
Lr(YE/vY'E) = Lr(E/Y'E) — Lr((0 :g v +7'E) /7' E).
sin embargo (0 :z v + v E)/v'E es isomorfo a
0:7)/(VEN(0:7)=(0:57)/70:57)
y asi
Lr(YE/vY'E) = Lr(E/v'E) — Lr(0 :5 7) + Lr(Y'(0 :5 7))
que produce
Lr(E/yY'E) = Lr(E/vE) = Lr(0 :5 7) + Lr(E/Y'E) + Lr(y'(0 :z 7))

sumando Lr(E/vE) a ambos lados.
Para completar la prueba es suficiente probar que

Lr(v'(0:577")) = Lr(0:577) = Lr(0:5 7).
sin embargo es claro porque 7/(0 :g 77’) es isomorfo a
(0:59Y)/(0:57")
como podemos ver del epimorfismo
0:59Y) = (0:5v7)
producido por medio de multiplicar por +'. ||

Corolario 24. Sea E un R-mddulo Noetheriano, vi,7s, ..., Vs un sistema de
multiplicidad sobre E, yny, ne, ..., ng enteros positivos. Entonces vi*, 752, ..., yo*
también es un sistema de multiplicidad sobre E vy

er(M 52, oy YR | E) = nna..nger(V1, Y2, oo Vs E)

esto resulta repitiendo la aplicacién del teorema.
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Corolario 25. Sea E un R-mddulo Noetheriano, y v1,7%s, ...,7Vs un sistema
de multiplicidad sobre E, entonces

_ Le{(f' B,y E))

OSeR(P)/l?"'afYS’E> ning...n

para enteros positivos arbitrarios ni, na, ..., Ng.
Prueba. Puesto que nyng...nser(y1,v2, ..., vs|E) es igual a

E

eR(PY?l ’ 7;27 EL) ,ygbs)
el resultando deseado se sigue del Teorema 38. ||

Corolario 26. Sea E un R-moddulo Noetheriano, y v1,7s,...,7s un sistema
de multiplicidad sobre E. Supongamos que

YWECHEA+ . v B4y (B) 4+ .+ E
donde m es un entero positivo. Entonces eg(y1,...,7vs|E) =0

Prueba. Por la proposicion 21, podemos suponer que ¢ = 1. Si ahora n > m,
entonces V' E + 1 FE + ... +vE =v%E+ ...+ v.E y asi, por Cor. 21,

0 S neR(’Yl’)’% 778|E) S LR{(72E7 775E)} <

el resultado deseado se sigue de dividir directamene por n y entonces n tiende
a infinito. ||

Es de considerable interés saber bajo que condiciones la multiplicidad
er(71, -, vs|E) v la longitud de Lg {E/(mE,...,vsE)} son iguales.
Primero damos una condicion suficiente para que esto ocurra.

Teorema 40. Sea E un R-modulo Northeriano y v1, 72, ..., Vs un sistema de
multiplicidad sobre E.
St ahora

ME+%E+ ... +%E) gy =nE+7nE+ .. +yb
para 0 <1 < s—1, entonces

€R(’}/1, 773‘E) = LR {E/(VlEa 773E)} .
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Prueba. Sea E; = E/(mE + ... + v;F). Entonces, por nuestra hipdtesis y
(3.1.5), tenemos 0 :p, 7,41 = 0 para 0 < i < s — 1. También, por (3.1.3),
E;/vis1FE; y Eiyq son isomorfismos. Por consiguiente

6R(’Y1,72,...,73|E) :6R<72773"'778|E1>
= €R(73>---u’Ys\E2)

= er(-|Es)
= Lr{E/(mE+ ...+ E)}

nuestro siguiente resultado proporciona un importante resultado opuesto al
Teorema 40.

Teorema 41. Sea E un R-mddulo Noetheriano y 1, Ya...,7Vs un sistema de
multiplicidad sobre E del cudl los elementos son considerados en el radical de
Jacobson de R. Entonces las siguientes dos afirmaciones son equivalentes:

(a) 63(71?727 7ryS|E) - LR {E/(’ylE? "‘773E>}7.
(b) para 0 <i < s—1, tenemos (mE + ... + %E) g Yip1 = nE+ ... + viE

Prueba. Por el Teorema 40, necesitamos sélo probar que (a) implica (b). Para
esto usemos induccién sobre s. Cuando s = 1 tenemos

er(m|E) = Lr(E/mE) — Lr(0:z )

y asi, puesto que asumimos (a) verdadero, Lg(0 :g v1) = 0.

Por consiguiente 0 :g 7, = 0 que es todo lo que necesitamos en este caso.
De aqui asumamos que s > 1 y también que la afirmacién “(a) implica (b)”
se establece en todas circunstancias donde el sistema de multiplicidad tiene
solo s — 1 elementos.

Sea ni,no, ..., ng enteros positivos.

Entonces, por el Teorema 38, la Proposicién 19, y el Teorema 39 Cor. 20,

E) < Lp{E/M'E+..+7"E)}
<nng..nsLr{E/(ME,...,7E)}
= n1Ng..Ns€r(V1, ..., Vs| E)

= eR(’Y?la "'7’725 E)

ni n
eR(’YI sy Ys o

de esta manera

er(1, Ve |E) = Lp{E/(W'E + ... + v*E)} (3.4.21)
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para enteros positivos arbitrarios ny, ng, ...,ns. Sea K = E/(0 :g 7).
Entonces resulta de la sucesién exacta

0—-0gmnn—FE—K—0

y por la proposicion 22, que

er(N"s 7 E) = er(n”s s 1K)

de aqui, por (3.4.21) y el Teorema 38,

LrR{E/(W'E+ .. +7v"E)}  =er(", ... 7 |K)
S Lp{K/('K+ ...+ K)}
=Lp{E/((0:g )+ E+ ... +7E)}

porque los médulos
KJOUE + 4 92K) y EJ(0557) + 27+ . 4 707 E)
son isomorfismos. Pero, puesto que
NE+ 7P E=0mn)+ " E+. .+ E

y por tanto
O:pm) CHWE+R*E+ .. +3°E

para enteros positivos arbitrarios ny, no, ..., ng.
Sea A =~y R+ R+ ...+ 7R entonces para cada entero positivo n tenemos

0:gm) CY'E+...+vECA"E.
sin embargo, por el Teorema 36, la interseccion de todos los
A"E (n=1,2,3,...)

es el submédulo cero de EF porque A es un ideal central contenido en el radical
de Jacobson de R.

Por consiguiente 0 :5 v; = 0.

Sea E=F /M E. Puesto que 0 :g v, = 0 y tenemos un isomorfismo
E/(MmE+%E+ .. +vE)x E/(E+...+vE)

de ello resulta que

er(V2, ., Vs| E) =er(71,72, -, V5| E)
= Lr{E/(mE+E+...+vE)}
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es ahora posible aplicar la hipdtesis inductiva. Esto prueba que
(2B, s WE) i i = B+ B

para 1 <i < s. Pero 1oFE + ... + ZE = (ME +%E + ... + E) /1 E.
Por consiguiente, por (3.1.4),

(ME+7E+ .. +%E) 5y =nE+%RE+ . +%E

no sélo para ¢ = 0 sino también para 1 <1i < s. Se completa la prueba. ||

3.5. La formula limite de Lech

Histoéricamente la teoria moderna de multiplicidad empieza con el estudio del
comportamiento asintotico de potencias de ideales.
Esta parte de la teorfa vuelve a centrarse en dos expresiones para eg (71, ..., 7s| E)
como un limite. Uno de estos limites férmulados es debido a P. Samuel y C.
Lech.
Consideremos primero el caso en que tenemos un R-moédulo Noetheriano E
y un elemento central v que, por si mismo forma un sistema de multiplicidad
sobre F.
Entonces, porque

0p7yC0:p7*C0:py° C ...

es una sucesion ascendente de submodulos de E, existe un entero m tal que
0:57"=0:~™ para todo n > m.
Por consiguiente cuando m < n

er(v"|E) = Lr(E/v"E) = Lr(0 :5 v") = Lr(E/7"E) — Lr(0 :p 7"™)
ahora, por el Teorema 39, eg(7")E = negr(7|E). De ello resulta que
Lr(E/Y"E) = ner(v|E) +C
para todo n > m, donde C' es independiente de n. En particular vemos que

T Lr(E/y"E)

n—0o00 n

=er(7|E) (3.5.22)
este es el caso simple de la féormula de Lech. El resultado general esta con-
tenido en el siguiente teorema.

Teorema 42. Sea E un R-mddulo Noetheriano y v1, 72, ..., Vs un sistema de
multiplicidad sobre E. Entonces

i LrAE/OTEA ..+ B)}
min(n;)—oo niNg...Ng

=er(71, s V5| F) (3.5.23)
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Prueba. Usaremos induccion sobre s y empezaremos observando el caso
s = 1 dado en (3.5.22). Suponemos que s > 1 y la férmula correspondiente
a (3.5.23) establecida para el caso de sistema de multiplicidad posee s — 1
miembros. El objetivo de la primera parte de la prueba es para verificar que,
sin la pérdida de generalidad, se imponen condiciones extras que 0 :g 7, es
el submodulo cero de E. Una vez hecho esto se procede al argumento y su
conclusion.
Sea F' = E(0 :g 1), donde p se escoge suficientemente grande para asegurar
que 0 :p 71 = 0. Esto es posible por el Lema 20. Se sigue, de la sucesion
exacta

0—-0:g >FE—F—0

y de la proposicién 22, que
€R(’71772; 7’78)|E = 6R<717727 a’78|F) (3524)

luego, del isomorfismo
F/(\WE+..+9F)=~E/(0:g)) +*E+ .. +v"F
deducimos que

0  <Lp{E/0W'E+..+7 E)} = Le{F/(0"F + ...+ F)}
=Lr{((0:g W)+ MW E+ .. + 7 E)/ (W E+ ... +7°E)}
= Lr{(0:W)/((0:e) N (W' E+ ...+ E))}

por uno de nuestros teorema de isomorfismo normal. Nuevamente
0z W) E+ o +97E) 2%2(0:597) + . +75(0 12 77)

y asi, por la proposicion 19,
Lp{(0:57)/((0:5 W) N(WE + .. + 77 E))}

< ngnz..nsLr {(0:5 77)/(72(0 :g 97) + .. +75(0 12 7))}
= nans...n,C

ahora C' es finito. Para ver esto es suficiente probar que 72,73, ...,7s €S
un sistema de multiplicidad sobre 0 :p ~y. Sin embargo es claro porque
W2, ey Vs €8 seguro un sistema de multiplicidad sobre el médulo en cuestién
y71(0:p 1) =0.

Estas observaciones varias prueban que tenemos la desigualdad

< LrAE/OE+ . 498 E)} = Lp {F/ (" F + ... + 9 F)} _ C

0

ning...Ng nq
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y asi, por (3.5.24), es suficiente probar que

Lr{F/(""F + ... s [

- | F
min(n;)—oo NiMg... T eR(’Yla 7/Y| )

en vista de esto es permisible asumir, para el resto de la prueba, que la
condicién adicional 0 :g 3 = 0 se satisface. Sea F = E /v, E. Entonces, por
el Cor. 21 del Teorema 39 y la Proposicién 19,

0 < nyng..nser(V1, Y2y -y Ys| E)
< Lp{E/(MW'E+ ..+ E)}
<SmLp{E/(mE+7"E+ ...+ E)}
=n,Lp {E/fylE + 2 E .+ ’ny}

porque E/(y1E4+V32E+ ...+ E)y E/(v5? E+...4+~" E) son isomorfismos.

Por consiguiente
Lr{E/(\"E+ .. +7&E)}

ning...Ng

situacién entre eg(y1, ..., vs|E) ¥y

Lr{E/(W*E+ ..+ y™E)}
Nomnsz... Mg

sin embargo nuestra hipétesis inductiva nos permite concluir que esta tltima
expresion tiende a eg(7e, ..., Vs|E) y esto es igual a eg(v1,72, ..., vs| ) porque
ahora tenemos 0 :g 7, = 0. El teorema resulta.||

3.6. La funcién de Hilbert

Se establecieron anteriormente dos expresiones para eg(y1,72, ..., s| ) como
un limite que juegan roles importantes en el desarrollo histérico de nuestra
materia. Uno de estos limites formulados ahora se deriva.

El segundo tiene asociatividad cercana con la teoria aritmética de grado de
modulos. En esta seccion se estableceran algunos de los hechos basicos de
esta teoria en orden para aplicar los tltimos.

Ademads tenemos un anillo de grado (pero no necesariamente conmutativo),
es posible definir la nocién de un mddulo de grado sobre el anillo exacto como
antes.

El anillo de grado que tratamos son anillos polinomiales. Para ser comple-
tamente explicito, sea R un anillo no nulo y formamos el anillo polinomial
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R[X1, Xs, ..., X4 en los indeterminates X, X, ..., X, donde s > 0. Es im-
plicito que los X; son conmutativos con los otros asi que, con una misma
notacion explicativa,

(TX{LlXéLQ;Xﬁg>(pr1X§2,X;)g) = (rp)X{‘1+v1X£‘2+U2m7Xéis—i-vs

de esta manera Xi, Xy, ..., X todos pertenecen al centro de R[ X1, Xo, ..., X,].
Consideraremos R[X7, Xs, ..., X| como grado, el camino usual, por los en-
teros no negativos. Por consiguiente si m > 0 es un entero, entonces un
polinomio es homogéneo de grado m si puede ser expresado en la forma

H1 Y2 w
E Ttz pis X1 Ko eeey X1

p1t...Fps=m

a menudo es conveniente usar R|X| como una abreviacién para R[ X, Xs, ..., X].

Cuando s = 0, R[X] es justamente R mismo y el grado sobre R es el tinico
trivial, i.e. todos los elementos no cero son homogéneos de grado cero. Con-
siderando que M es un grado R[X]-médulo. Entonces, para cada n > 0, el
elemento homogéneo de M de grado n forma un subgrupo M, del grupo
aditivo de M y tenemos

M=My®M &..OM,® ..

ademas, si un elemento de M,, es multiplicado por un polinomio homogéneo
de grado m, entonces el resultado pertenece a M,, ,. Ahora el polinomio ho-
mogéneo de grado cero forma un subanillo de R[X| que naturalmente iden-
tificamos con R.

Sobre esto implicito, cada My es un R-mddulo. Sea

H(n, M) = Lp(M,) (3.6.25)

entonces H(n, M) es una funcién de grado n, para n = 0, 1,2, ... y su valor
es algin entero no negativo o “mas infinito”.

Definicién 35. La funcion aritmética H(n, M) es llamada la “funcion Hilbert”

del grado R[X|-mddulo M.

Desde el punto de vista de la teoria de multiplicidad, no es H(n, M) que nos
interese mas sino la funcién relacién

H*(n, M) = H(0, M)+ H(1,M) + ... + H(n, M) (3.6.26)

nos remitimos a H*(n, M) como la funcion de Hilbert acumulativa de M.
Antes empezaremos el estudio de esta funcion.

106



“Teoria de Multiplicidad”

Para este fin sea M un grado R[X]-médulo y N un R[X]-submédulo de M.
Recordaremos que N es llamado un submddulo homogéneo si puede ser
generado por elementos homogéneos. (Una definicion equivalente: se dice en
cualquier u que pertenece a N entonces todos los componentes homogéneos
de u también pertenecen a N.) Suponiendo que se tiene dicha situacion.
Entonces el grado en M induce un grado en N, y M/N puede también ser
considerado como un grado R[X]-médulos en un camino natural.

Estos grados son tal que en la sucesion exacta usual

O—>N—>M—>M/N—>0 (3.6.27)

el mapeo preserva el grado, que se dice un elemento homogéneo es algin
mapeo en un elemento homogéneo, de el mismo grado. De ello resuta para
cada entero n > 0, (3.6.27) dado aumentado a una sucesién exacta

0— N, — M, — (M/N), —0

de R-médulos. Por consiguiente Lg(M,) = Lgr(N,) + Lr((M/N),), que se
dira
H(n,M)=H(n,N)+ H(n, M/N). (3.6.28)
Mas general, si
0—-N—-M-—-K-—=0

es una sucesiéon exacta de grado R[X]-médulo en que el mapeo preserva el

grado, entonces
H(n,M)=H(n,N)+ H(n, K) (3.6.29)

para todo n > 0 y por ello
H*(n,M)=H*(n,N)+ H*(n, K) (3.6.30)

para todo n > 0, donde los médulos son ambos finitamente generados y
tienen una funcién de Hilbert que nunca es infinita.

Definicién 36. Un grado R[X]-mddulo M serd llamado
“R[X]-mddulo de Hilbert” si M es finitamente generado y H(n, M) < oo
para todo n > 0.

Sea M una R[X]-médulo de Hilbert y supongamos que u es un elemento de
M que es homogéneo de grado p. Entonces Ru C M, y por ello

Lr(Ru) < Lg(M,) = H(p, M) < 0.

Sea I el ntcleo del R-epimorfismo R — Ru en que r — ru.
Entonces R/I es isomorfo a Ru y por ello Lgr(R/I) < oc.
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En particular vemos que R/I es un R-médulo Notheriano. El R[X]-mddulo
(R/I)[X], que consiste de todo polinomio en X;, Xy, ..., X con coeficientes
en el médulo R/I, es también Noetheriano.

Si ¢(X) pertenece a R[X], sea ¢(X) denota el elemento de (R/I)[X] obtenido
por aplicar el mapeo natural R — R/I para los coeficientes de ¢(X).
Fécilmente se comprueba que existe un R[X]-epimorfismo bien definido

(R/D)[X] — R[X]u

en que ¢(X) — ¢(X)u.

Puesto que (R/I)[X] es un R[X]-médulo Noetheriano, resulta que R[X|u es
un R[X]-médulo Noetheriano como bien.

Sea U = R[X]u. Entonces

U=U,®Up1 ©Upia @ ...,
donde U, = Ru, y
XiWU+XU+ ...+ XU=Upp1 ©Upia @ ...

esto prueba que Lp{U/(XqjU + ...+ X,U)} = Lr{U,} = Lrp{Ru} < 0oy
asi X1, Xo, ..., X es un sistema de multiplicidad sobre R[X]u. Ahora estamos
listos para probar:

Proposicion 23. Sea M un R[X]-mddulo de Hilbert. Entonces M es R|X]-
modulo Noetheriano y Xy, Xs, ..., Xs es un sistema de multiplicidad sobre M.

Prueba. Puesto que M es un R[X]-mddulo de Hilbert, es finitamente
generado. Sea M = R[X|us + R[X|uy + ... + R[X]u,

entonces es claro que podemos ordenar para que cada wu; sea homogéneo. De
la observacién hecha arriba, ahora resulta que, para 1 < i < ¢, R[X]u; es un
R[X]-mé6dulo Noetheriano. Por consiguiente M es un R[X]-mddulo Noethe-
riano. También sabemos, de la discusion previa, que Xi, Xs,..., X, es un
sistema de multiplicidad sobre cada submédulo R[X|uy, R[X]us, ...R[X]|u,.
Por ello resulta, que X, Xs..., Xs es un sistema de multiplicidad sobre M.
Esto establece la Proposicion. ||

Corolario 27. Sea N un submddulo homogéneo de un R[X]|-mddulo de
Hilbert M. Entonces N y M/N, cuando dota con el grado usual, son también
un R[X]-mddulo de Hilbert.

Prueba. La descomposicién prueba que M es un R[X]-médulo Noetheriano.
Por consiguiente ambos N y M /N son finitamente generados. Luego, puesto
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que H(n, M) < oo, se sigue, de (3.6.28), que H(n,M) y H(n,M/N) son
también finitos para todo n. Esto completa la prueba. ||

El siguiente lema trata acerca de la funcién de Hilbert de un moédulo en el
caso donde el nimero de variables es cero.

Lema 21. Sea M un R[X|-mddulo de Hilbert y supongamos que s = 0.
Entonces H(n, M) = 0 para todo valor grande de n. Ademds Lr(M) es finito

Y
H*(n, M) = Lr(M) para todo valor grande de n.

Prueba. Puesto que M es finitamente generado y s = 0, existen elementos
homogéneos uy, us, ..., u, tal que M = Ru; + Rug + ... + Ru,.
Sea de grado de u; n;.. Entonces

que es finito. De ello resulta que Lg(M) < co. Pero

M:M()EBMl@MQEB

es una suma directa de R-modulos. Consecuentemente, puesto que M tiene
longitud finita, Lg(M,) = 0 donde n es suficientemente grande, digamos
cuando n > p. Por consiguiente M, = 0 cuando n > p y asi

M:Mo@Ml@@Mp

de ello resulta que

H*(H,M) :LR<M0)+LR<M1)++LR(MH)
= Lr(My) + Lr(My) + ... + Lr(M,)
= Lr(M)

Simpre que n > p. Esto completa la prueba. ||

Teorema 43. Sea M un R[X1, Xs, ..., Xs]-mddulo de Hilbert. Entonces para
todo valor grande de n, H(n, M) es dado por una relacion de la forma

H(n, M) = ié C, (" ;r “) (3.6.31)

donde cqy, ¢y, ...,Cs_1 Son enteros que son independientes de n.
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Observacion 7. FEste es el resultado clave con respecto a la funcion de
Hilbert. Antes de proceder a la prueba hacemos una observacion un poco
general.

. n—+v . . . ,
Primero < denota el binomio usual de coeficiente. Es dado explicita-
v

mente por L (nt+o)(ntv—1)..(n+1)
v 1-2-3..v

ast, para un valor fijo

n—+v ) ) .
v (v >0), ( ) es un polinomio en n de grado v del cual el primer
v

término es n'/v!. El teorema por tanto prueba que, para valores grandes de

n,
s—1

H(n,M) = cs,ln— + ...
(s —1)!

donde, en esta ecuacion, el término indicado por +... constituye un polinomio
en n, del cual el grado es menor que s — 1. El siquiente punto que requiere
atencion es que la representacion (3.6.31) es necesariamente unica. Para ver
esto primero observamos que si f(t) es un polinomio (con coeficientes com-
plejos) en una indeterminante t y f(n) = 0 cuando n es un entero positivo
suficientemente grande entonces f(t) es un polinomio nulo.
Es porque un polinomio no nulo tiene en la mayoria un numero finito de
base.
Ahora supongamos que

" " "

/ ! !

CorC1y oy Cq Y Cos Cpy ey Cg
son dos sucesiones y cada una consiste de q+1 términos complejos, y ademds
supongamos que

q q
Z rfn+v Z n({n+v
v v

v=0 =0

para todo entero positivo suficientemente grande n. Podemos reescibir en-
tonces cada lado como un polinomio en n. Sin embargo, hacemos esto, en-

tonces la observacion justamente hecha prueba que los dos polinomios asi obtenidos

tienen idénticos coeficientes. Esto a su vez implica que
! 17 .
¢, =c¢ parat=0,1,2....q.

De ésta manera (3.6.32) se puede sélo tener para todo n grande si la sucesion

" " "

/ ! !
Cos €1y vy Cq Y Coy Cpy -5 Gy

son idénticas. Esto prueba que, siempre que una representacion de la forma
(5.6.31) es posible, debe ser unica.
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De la prueba del Teorema 43, requerimos dos propiedades muy conocidas de
coeficientes binomial. La primera de estas es la relacion

(n+v)_(n+v—1):(n—1+v) (3.6.33)
v v—1 v
que es valida siempre quen > 1 yv > 1. La sequnda es
~ (k 1
Z( —I—v):<n+v—l— ) (3.6.34)
— v v+ 1

esta dado para n > 0 y v > 0 y puede ser establecido aplicando el teorema
binomial para la identidad

t t t t

[ R R A R T e R e

Prueba del teorema 43. El argumento requiere induccién sobre el niimero s de
indeterminantes y empezaremos por observar que el Lema 21 prueba que el
teorema es verdadero cuando s = 0, siempre que hacemos el convenio natural
con respecto a sumas vacias. Por consiguiente ahora en esto asumimos que
s > 1y que el resultado en cuestion es establecido para médulos Hilbert sobre
anillos polinomiales en s — 1 indefinidos. Consideremos la sucesion exacta

0—-0:y Xs—M—->M— M/XM—0 (3.6.35)

donde el mapeo M — M consiste en multiplicar los elementos de M por X;.
Es claro que 0 :j; X5 v XM, son submddulos homogéneos de M y por ello
0:m Xsy M/X M tienen grado natural derivado de el grado dado sobre M.
Son comprensivos ambos

0: X)) = My M— M/XM

preserva el grado cuando se aplican elementos homogéneos por unidad porque
debemos multiplicar por X,. Por contraste, el mapeo M — M aumenta el
grado de un elemento homogéneo. De aqui para cada n > 0 tenemos una
sucesion exacta

0— (0:y Xs)po1 —> My 1 — M, - (M/X;M), —0

de R-modulos siempre que interpretemos (0 :py Xs)n—1y M,,—1 como médulos
cuando n = 0. Ahora todos estos R-mddulos tienen longuitud finita. Por
consiguiente

Lr{(M/X;M)n} = Lr{(0:nr Xo)nr} = H(n, M) — H(n —1, M) (3.6.36)
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es comprensivo que H(n — 1, M) se toma como cero cuando n = 0. Por la
proposicién 23. Ambos M/ XM y 0 :py X son R[X7, X, ..., Xi]-m6dulos de
Hilbert. Sin embargo ambos son aniquilados por X,. De ello resulta que los
considerados como R[X7, X5, ..., X, 1]-mddulos y mantiene el grado igual,
entonces seran ambos modulos de Hilbert sobre los anillos pequenos que,
notamos, es un anillo polinomial en sélo s — 1 variables. Por consiguiente,
por nuestra suposicién, temenos

Le {(M/XsM),} = Y a, (” v

V=

) ey

v

Li{(0 4 /X5),} = Zb ("7) oo

donde los a, y b, son enteros que son independientes de n. Luego, usando
(3.6.33), obtenenos

Lr{(0: /X)) = b0+zzjb” Kn:}rv) B (n;ri; 1)}

para valores grandes de n. Si ahora sustituimos por Lg {(M/X;M),} vy
Lr{(0:p /Xs)n} en (3.6.36), encontramos que

Hn,M)—Hn—-1,M) = Z (n—i—v) n grande

donde dy, dq, ..., ds_o son ciertos enteros que no dependen en n.
Por consiguiente podemos escribir, para todo valor de k (k > 0),

s—2
k+wv
HEM)—Hk—-1,M)= d, 3.6.37
)~ =130 = () (3.6.37
donde los wy, (k= 0,1,2,...) son enteros que son cero en algin punto hacia
adelante, digamos wy = 0 cuando k£ > p. Finalmente supongamos que n > p
y la suma (3.6.37) sobre el rango k =0, 1,2, ..., n. Esto produce

izzdz(kJrv) Z ziéd (n+v+1> iwk

por (3.6.34). La prueba se completa. ||
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Nos permite analizar este resultado. Diremos que si M es un
R[X1, Xs, ..., X] -m6dulo de Hilbert, entonces existe un tnico entero

ho(M), hy(M), ..., he_1(M)

tal que
H(n,M) =" h,(M) (” ;r “) (3.6.38)

para todo valor grande de n. Llamaremos el entero h,(M) el coeficiente
Hilbert de M. Luego se demuestra que

H(k, M) = Z hy (M) (k * U) + (3.6.39)

v
v=0

para todo k > 0, donde puq, f41, ft2, ... €s una sucesién de enteros con la
propiedad que i = 0 una vez K es suficientemente grande.

Supongamos que p = 0 cuando k > ¢. Si ahora n > ¢ y sumamos (3.6.39)
para K =0,1,...,n, entonces encontramos que

5—2 n o] e8] 5—2
) = Y00y (M) = m Emon ("
v=0 k=0 v k=0 v=0 v=0 v+ 1

por virtud de (3.6.34). De ello resulta que existe un tnico entero
h§(M), hi(M),...,h5(M) tal que

v

H*(n, M) = Z; hi (M) (” N “) (3.6.40)

siempre que n es suficionesmente grande. Ademéds ho(M), hi (M), ..., hs_1(M)
son los mismos como hj(M), h3(M),...,h5(M). En particular, cuando s > 1
tenemos

hi(M) = hs_1(M) (3.6.41)
nos permite asumir que s > 1. Entonces (3.6.36) demuestra que
H(m,M/X;M)—H(m—1,0:y Xs) = H(m,M)— H(m—1,M)

es verdadero para todo m > 0. Ahora asumamos sobre el rangom = 0,1, ...,n
encontramos que

H*(n,M/X;M)—H*(n—1,0:y Xs) = H(n, M) (3.6.42)
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para todo n. Pero cuando n es grande cada una de estas funciones es expre-
sada como un polinomio en n. En hecho de todo n grande

H*(n, M/X,M) = h;_l(M/XSM)% + o (3.6.43)
H (1,0 1y X,) = I, (0 3 X,) (Snj)! b (3.6.44)
vy H(n,M)= By (M) (3.6.45)

(s=1) ~
donde en cada caso +... denota un polinomio en n, del cual el grado es mas
pequeno que s — 1. De (3.6.44) obtenemos

ns—l
H*(n—1,0: Xs)=hi_1(0: X) o1 + ... (3.6.46)
y (4.6.45) podemos reescribirlo como
nsfl
H(n,M) = hi(M) + .. (3.6.47)

(s—1)! =

porque hs_1 (M) = h*(M) Nos permite usar (3.6.43), (3.6.46) y (3.6.47) para
sustituir en (3.6.42). Entonces, comparando términos de grado s — 1,
obtenemos

BE(M) = By (M X,M) = B2, (0 2 X,) (3.6.48)

esto se tiene siempre que s > 1

Teorema 44. Sea M un R[Xy, X5, ..., X;]-mddulo de Hilbert. Entonces
h:(M> - eR[X](Xla ) X$|M)

Prueba. Usaremos induccién sobre s. Si s = 0, entonces R[X| =Ry

erx) (X1, ..., Xs| M) es justamente Lr(M). El lema 21 demuestra que h} (M)
es también igual a Lg(M) es este caso particular. Ahora asumamos que
s > 1y que también el resultado en cuestion sera probado sélo cuando s — 1

indetermintes son concernientes.
Por la proposicién 23, egx)(X1, ..., Xs|M) es definido. Ahora

eR[X](Xh ...,XS,I,XS|M) = €R[X}(X1, ...,Xs,1|M/XsM)—€R[X}(X1, ...,XS,1|0 M Xs>

ademds, la clase residual del anillo R[X]/(Xs) es naturalmente isomorfo al
anillo polinomial R[X7, ..., X;] = A y el isomorfismo es tal que, para
1 <i<s—1,laimagen de X; en R[X]/(Xs) corresponde a X; considerado
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como un elemento de A. En adiccion, el ideal (X) aniquila M/X M.
Podemos por ello aplicar (3.4.8) que prueba que

eR[X](Xl, ceey Xsfl‘M/XsM) = GA(Xl, ey Xs,1|M/XsM>

pero M/X ;M es un médulo de Hilbert con respecto a R[Xj, ..., Xs_1] = A
por consiguiente, por la suposiciéon inductiva,

en(X1, ., Xo 1 |M/ X, M) = B (M/X,M)

y por ello eR[X](le ...,X5_1|M/X5M) = h:_l(M/X$M>

similarmente podemos probar que
erx) (X1, oo, Xs1]0 i /X)) = hi_1(0:p X).
de esta manera
erx) (X1, o, Xsmt|M) = b (M/X M) — hi;_1(0 0 Xs) = hi_ (M)

por (3.6.48) la prueba se tiene.||



Capitulo 4

La Formula Limite de Samuel

Sea E un R-médulo Noetheriano y 1,7, ..., 7s un sistema de multiplicidad
sobre E. Sea
A=mnR+ %R+ .. +%R

asi que A es un ideal central finitamente generado, y usamos X, Xo, ..., X
para denotar indeterminantes. Con un indeterminante para cada elemento
del sistema de multiplicidad.
Sin > 0 es un entero, entonces V' E, V3 E, ...,7* E esta contenido en A"FE.
Por consiguiente Lr(E/A™FE) < oo para todo n.
Sea

M = (E/AE) @ (AE/A*E) @ (A’ E/A’E) @ ... (4.0.1)

afirmemos que M (ideal maximal de R) es una estructura de grado R[ X}, ..., X]-
modulo en que el grupo de elementos homogéneos de grado n, es justamente
A"EJA™E. Si M cumple con la + (suma) y - (producto) de las leyes de
composicion interna definidas sobre un conjunto A.

Para explicar esta estructura, damos un elemento n de A"E/A"™'E repre-
sentado por el elemento y de A"E y sea

HX) = D> T XXX

un elemento homogéneo de R[ X, ..., X;] de grado m. Entonces ¢(X)n dicho
elemento de A" E/A™TLE que es representado por

M1, 2 n
E Tt pizyeeopps V1 V2 Vs Y
H1ts s =m0

donde M es un grado R[X]-mddulo, que ordena elementos homogéneos, por
ser £ un R-moédulo Noetheriano y A un ideal de R tal que AE # E.
Puesto que E es un R-moédulo Noetheriano, es finitamente generado.
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Sea I = Rej + Rey + ..., +Re, y denotado por ¢; la imagen natural de e; en
E/AE asi que €; es un elemento homogéneo de M de grado cero.

Entonces
M = R[X]ée, + R[X]eés + ... + R[X]e,

donde, usualmente, R[X] es usado como una abreviacion para R[X7, ..., Xo].
Ahora
Lr(M,) = Lr(A"E /A" E) (4.0.2)

que es finito. Por consiguiente cuando M es considerado como un grado
R[X]-mddulo,serd llamado R[X]-mddulo de Hilbert. Ademés, por (4.0.2),
Lr(E/A"E) = Lr(My) + Lr(Ms) + ... + Lr(M,,—1) eso se dira

Lr(EJA"E) = H*(n — 1, M) (4.0.3)
de aqui que, por |

Férmula 1. H(n, M) =5>_ ()" "

v=0""v >]7
una vez n puede volverse suficientemente grande, Lr(E/A"E) es igual a un
polinomio en n de grado no excediendo s.
Efectivamente |
, s n+v
Férmula 2. H*(n, M) =>",_, h;ﬁ(M)( )]
v

prueba que, para n grande,

nS

Lr(E/A"E) = hy(M) 7 + ... (4.0.4)

donde este calculo +... denota un polinomio de grado n, el cual es menor que
s. Sea I (EIAE
e(s, A, F) = lim Li(E/A"E)

n—00 n®/s!

— B (M) (4.0.5)

donde e(s, A, E) es realmente igual a eg(71, ..., V5| E).
Y cuando s = 0 obtenemos

¢(0, (0), E) = Li(E) (4.0.6)
ahora supongamos que s > 1y sea
E=FE/yE,A=v%R+ .. +R.

entonces E es un R-médulo Noetheriano y este admite 7, 73, ..., s como un
sistema de multiplicidad. o ) o
También, porque 7 aniquila £, A"E = A"E y por ello E/(A)"E es isomorfo
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aBE/(mE+ A"E).
Por lo consiguiente

Lr{E/(A)'E}  =L{E/A"E} — Lp{(mE+ A"E)/A"E}
= Lp{E/A"E} — Lp {mE/(mE N A"E)}
= Lr{E/A"E} — Lp{mE/n(A"E :g 1)}

por |
Férmula 3. yEN K =v(K :g7)].

Sin embargo, el epimorfismo £ — 7, E producido por multiplicar por v; es
tal que la imagen inversa de v (A"E :g 1) es justamente A"E :g ;.
De esta manera vy, E /v (A"E :g 1) es isomorfo a E/(A"E g v1) y asi

> Lr{E/A"E} — Ly { E/A"'E}

porque A" 'E C (A"E :g 7). Luego, por (4.0.4) y (4.0.5),
Lr{E/A"E} = e(s, A E)”—| . (4.0.7)

para n grande, donde +... tiene su significado usual. De ello resulta que,
cuando n es grande,

L {EJA"E} — Ly {EJA"E} = (s, A, E) S”

y por ello

Nos permite dividir directamente por n®~!'/ (s - 1)! y despues n tiende a
infinito. Esto produce e(s — 1, A, E) > e(s, A, E).

Si ocurre que s > 2, entonces el argumento anterior puede ser repetido.

En este camino obtenemos e(s —2,AE)>e(s—1,AE)

donde A =R+ ... +vRy E E/’ygE Pero, por |

Férmula 4. E/(K+vE) ~ (E/K)/v(FE/K)],

E es isomorfo a E/(11E + 7, F) y asf se establece que
e(s,A,E) <e(s—1,A, E/mE) <e(c—2,A, E/(E + 1kE)).
Por lo que obtenemos
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(s, 4, E) < e(0(0), E/(nE + .. + 1E) = La(E/(nE + .. + %E)) por
(4.0.6), o , cambiando la notacion,

Ln(E/A"E
1fm Lr(E/A"E)

o ns/s‘ S LR(E/(’)/lE T ’)/SE))

en esta relacién ahora reemplazamos 71, vz, ...77s pPor 77,75, ...7%, donde p es
un entero positivo arbitrario, y observamos, al mismo tiempo, que

(WR,..7"*R)"E C (1R, ...7sR)"E
esto prueba que

Lp{E/(mR+ ... +7R)"E} Le{E/(MR+ .. +1ER)"E}

lim < lim

n—00 (np)s/s! ~ n—oo (np)s/s!
< LrAE/E+ .. +2E)}
< e

pero el primero de estos limites es e(s, A, F). De donde

Lr{E/(E+ ... +0E)}
pS

e(s, A, E) <

ahora si p tiende a infinito y aplicando el Teorema:|

Teorema 45. Sea E' un R-mddulo Noetheriano y vi,7ve, ..., Vs un sistema de
multiplicidad sobre E. Entonces

Lr{E/(V'"E+ ... +v*E)}

i — ER\V1y -5 Vs E 4.0.8
mzn(}zl) (o] ning...Ng ( 1 >PY| ) ( )
. Esto produce
] p
(37 ‘17 E) <— eR(’Vla a’ys|E) (409)

el resto nos establece la desigualdad opuesta. Para este fin sea ny,no, ..., ng
enteros positivos y sea

U=a>, {(A"EN (A" E+4"E + ... +v“E)) JA" E}

es facil comprobar que U es un R[X]-submédulo homogéneo de M por(4.0.1)
y que X" M + X3*M + ...+ XM C U. Por lo consiguiente

Lp{M/(X{"M + X3*M + ...+ X*M)} > LR {M/U} (4.0.10)
Sea FF'=~""E +v3*E + ... + v E. Entonces tenemos un isomorfismo

M/U =~ &2 {A"E/(A"EN (A" E + F))}
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de R-moddulos. Pero

A"E/(A"EN (A"ME+F)) =~ (A"E+ A""'E+ F)/(A"WE + F)
~ (A"E + F)/(A""'E + F)

yasi M/U ~ &% {(A"E + F)/(A""'E + F)}.

Sin embargo, cuando n > ny + ng + ... + ng tenemos A"E C F'y por ello
A"E+ F =F.

De ello resulta que:

Lp{M/U}=) Lp{(A"E+F)/(A""'E+F)} = Ly {E/F}
n>0
y asi, por (4.0.9), Lg {E/(/\'E + ... + v E)} < Lg {M/(X{"M + ... + X™ M)}
El siguiente paso prueba que
Le{M/(X{"M + ...+ X*M)} = Lrx) {M/(X["M + ... + X*M)}

(4.0.11)
ahora

Lr{E/(V*E + ...+vE)} < Lpix) {M/(X{"M + ...+ X M)}
niNg... Ny - NiNg... N

tenemos

se sigue, el Teorema:|

Teorema 46. Sea E un R-mddulo Noetheriano y v1, 72, ..., Vs un sistema de
multiplicidad sobre E. Entonces

Lr{E/(A""E + ... s B

min(n;)—oo n1Ny...Ng

= 6R(717"'7’78|E) (40]‘2)

],
que eg(71, -+ Vs E) < erpxg (X, -y X M).
Pero, por el Teorema:|

Teorema 47. Sea M un R[X1, X5, ..., X;]-mddulo de Hilbert. Entonces
h:(M> = eR[X](Xla ) X$|M)

]

y (4.0.5), erix)(Xi, ..., Xs|M) = hi(M) = e(s, A, E)

de esta manera eg(71, ..., 75| E) < e(s, A, E) que, en vista de (4.0.8), conduce
a:
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Teorema 48. Sea E un R-mddulo Noetheriano 1,7, ...,7s un sistema de
multiplicidad sobre E. Si ahora A =y R+ 7R+ ... + 7R entonces

Lr{E/A"E
t LRAE/AE)

n—00 ns/sl = 63(717’727"'7/75|E) (4013)

Ademds er(V1, Y2, - Vs|E) = erpx) (X1, ..., Xs| M) donde M es el
R[X1, ..., Xs|-mddulo dado por (4.0.1).

Observacion 8. La expresion para er(v1,72, ..., Vs|F) provisto por (4.0.11)
es la formula limite de P. Samuel

Prueba. Posteriormente s6lo es necesario probar (4.0.10).
Con este fin sea I el R[X]-ideal generado por Xj, Xy, ..., X y sea n un entero
que satisface

n>ny+ng+ ...+ ng.

entonces
I"M C X{”M + ... —i—XfS]\/[.

ahora
Lr{M/(X{"M + ...+ X M)} > Lrix) {M/(X"M + ...+ X*M)}

y L {(X]"M + ..+ X M)/T"M} > L {(XP"M + ...+ X7 M)I"M}

porque todo R[X]-médulo es también un R-mdédulo.
De donde el resultado deseado resulta si podemos probar que:
Lr{M/I"M} = Lpix){M/I"M} < cc. Pero
n—1
Le{M/I"M} =Y Lg{I°M/T"*'M}
v=0

n—1

L {M/I"M} =Y Ly {I"M/ 1" M }

v=0

y cada X1, Xo, ..., X, aniquila I°M /"1 M.
De esta manera el R[X]-submédulo de IYM /I M son los mismos como sus
R-~submédulos y asi

Lp{I"M/I"*'M} = Lpix) {I"M/I""' M}

por consiguiente

Lp{M/I"M} = Lp;x){M/I"M}

ademds la segunda expresion es finita porque, por Proposicién:|
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Proposicién 24. Sea M un R[X]|-mddulo de Hilbert. Entonces M es R[X]-
modulo Noetheriano y Xy, X, ..., Xs es un sistema de multiplicidad sobre M.

]7

X1, Xo, ..., X es un sistema de multiplicidad sobre M. La prueba es ahora
completa. ||

Como una aplicacién de la férmula limite de Samuel’s probaremos

Teorema 49. Sea E un R-mddulo Noetheriano y i,y ..sYs Y Vis Vas -vs Ve
sistema de multiplicidad sobre E. Supongamos que

’ylE + ’)/QE + ...+ 73E - 71E7 éE? 77;E

entonces
er(V1y -y Vs|K) = er(Vyy ey VoK)

donde K es algin submddulo o factor modulo de E.

Prueba. Podemos asumir que s > 0.

Sea V1R, ...,7sR=Ay R, ...,7.R=A"

Entonces daremos que AE C A’E. De donde A2E C AA'E = A/AE C A?E
y, en general, A"E C A"F.

Por lo consiguiente

Lr{EJA"E} > Ly {E/A’"E}

y asi

er(V1s 75| E) = er(V1, -, V.| E)
por virtud de (4.0.11).
Ahora sea K un médulo factor de F.

Entonces de
NnE+..+v%ECyHE+ .. +v.E

resulta
NK 4+ . 7K Sy K+ .. +9.K,

y asi obtenemos
er(V1s - Vs K) 2 er(1, o Vel K)

por razén completemente similar a estas ya dadas.
Finalmente, supongamos que K es un submédulo de E.
Entonces, por el Teorema:|
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Teorema 50. Sea K un submddulo de un R-mddulo Noetheriano E y sea A
un ideal central. Entonces existe un entero g > 0 tal que:

A"ENEK = A" 9(A'E N K)

para todo n > q|,

existe un entero ¢ > 0 tal que A/(AYENK)=AENK.

Ahora v(K/(A"E N K)) = 0.

También /(K /(AYE N K)) =0 porque /K C AENK C AYENK.
Por lo tanto se sigue, la Proposicion:|

Proposiciéon 25. Sea E un R-mddulo Noetheriano y vy, Yz, ..., Vs un sistema
de multiplicidad sobre E.

Asumamos que para algin valor en particular de i tenemos v/*E = 0, donde
m es un entero positivo.

Entonces er(v1,72, -y 7s|E) =0

l

que

eR(f}/la 775‘[() = eR(f}/l? 773‘Aqu K) (4014)
y !

eR(,}/lv )’YS|K) = eR(,}/lv ,75|Aqu K) (4015)
luego

AA'ENK) CAA'YENK = ATAENK CA™MENK = A(A'ENK)
y por ello
MAENK) + ...+ (A"ENK) Cy(A'"ENK) + ...+ v.(A"ENK).
Por lo consiguiente
er(Y1s - B|ATENK) > en(my, ... 7] A"E N K)
por el caso ya considerado. Finalmente
er(M, - s 1K) > er(vy, s 7l K)

por (4.0.12) y (4.0.13). Se completa la prueba. ||



Parte 11

Bibliografia

124



Bibliografia

[1] Introduction Commutative Algebra M.F.ATIYAH,FRS/ university of
oxford.

[2] Historfa de las Ideas Modernas en Matemética, Programa Regional de
Desarrollo Cientifico y Tecnoldgico Departamento de Asuntos Cientifi-
cos Secretaria General de la Organizacion de los Estados Americanos

Washington, D.C.

[3] Estructuras Algebraicas, Facultad de Ciencias Exactas y Naturales, Uni-
versidad de Buenos Aires, Argentina.

[4] Estructuras Algebraicas I, Por Artibano Micali Institut de Mathéma-
tiques Universite de Montpellier 11, FRANCIA.

[5] Estructuras Algebraicas II, Por Artibano Micali Institut de Mathéma-
tiques Universite de Montpellier I, FRANCIA.

[6] Estructuras Algebraicas II1, Por Artibano Micali Institut de Mathéma-
tiques Universite de Montpellier II, FRANCIA.

[7] Estructuras Algebraicas IV, Por Artibano Micali Institut de Mathéma-
tiques Universite de Montpellier II, FRANCIA.

[8] Estructuras Algebraicas V, Por Artibano Micali Institut de Mathéma-
tiques Universite de Montpellier II, FRANCIA.

[9] Estructuras Algebraicas VI, Por Artibano Micali Institut de Mathéma-
tiques Universite de Montpellier 11, FRANCIA.

[10] Estructuras Algebraicas VII, Por Artibano Micali Institut de Mathéma-
tiques Universite de Montpellier 11, FRANCIA.

[11] Algebra Homoldgica y Algebra Conmutativa, Carlos Ivorra Castillo.

125



[12]

[13]

[14]

[15]

[16]

[17]

[18]

[19]
[20]

[21]

[22]

[23]

Multiplicidades Algebraicas y Teoria de Bifurcacion, Memoria Presen-
tada Para Optar al Grado de Doctor Por: Carlos Mora Corral, Madrid,
2004.

Algebra Commutativa , Northcot.

Northcott, D. G., An Introduction to Homological Algebra, Cambridge
University Press, Londres, 1960.

Northcott, D. G., Lessons on Rings, Modules and Multiplicities, Cam-
bridge University Press, Londres, 1968.

Obtenido”http://es.wikipedia.org/wiki/HomologCategoria: Topologia
algebraica.

Hilton, P. J., y S. Wylie, Homology Theory, Cambridge University Press,
Londres, 1960.

Jans, J. P., Rings and Homology, Holt, Rinehart, y Winston, Nueva
York, 1964.

MacLane, S., Homology, Academic Press, Nueva York, 1963.
Spanier, E.H., Algebra Topology, McGraw-Hill, Nueva York, 1966.

Sze-Tsen Hu .Introduction to Homological Algebra. Holden-Day, San
Francisco California,1974.

BOURBAKI, N. Algébre Commutative, Chap. X: profondeur, dualité,
Masson, 1998.

EISENBUD, D. Commutative Algebra with a view toward Algebraic
Geometry. Springer,1995.

GIRAL, J. M. Anillos locales regulares, teoria del grado, anillos de
Cohen-Macaulay. UB, 1995.

ZARISKI, O., SAMUEL, P., Commutative Algebra, vol. I, II, Van
Nostrand, 1960: Springer, 1975.

126



