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Introducciéon

Los Grupos Libres son una éarea de la Teoria de Grupos, que no es profundizada en la Licenciatura
en Matematica, esto, debido al bajo contenido en dlgebra que posee el pensum, razén por la cual, el
proposito del trabajo es mostrarse como una opcioén para una materia electiva.

Con toda la investigacion y desarrollo realizado, se ha creado un trabajo apto para que un
estudiante pueda leerlo y comprenderlo por si solo, ya que posee todas las herramientas basicas para
su completo entendimiento. Se ha descrito paso a paso, el proceso realizado para la demostracion de
los teoremas, lemas, proposiciones y corolarios, al igual que los ejercicios, que ayudan a la comprension
de los capitulos.

Algunos de los ejemplos presentados son de utilidad para la demostracion de los teoremas mas
importantes. Estos resultados relevantes fueron los objetivos trazados al inicio de la investigacién.

Dentro del proceso realizado durante el desarrollo del tema estd, la intensa busqueda bibliografica
en libros, revistas y articulos en internet, del cual se escogié lo més importante que permitié obtener
como resultado los capitulos con la informacién principal, en la que se fueron desarrollando los
teoremas, corolarios, lemas y proposiciones, a esto se le agregaron los diferentes tipos de ejercicios
resueltos. Finalizando con la presentaciéon de los resultados.

El trabajo inicia con una introduccion a los Grupos Libres, que es un enlace entre la Teoria de los
Grupos Libres y la Teoria de grupos y anillos. Contiene los nuevos conceptos y resultados a partir de
los ya conocidos, lo que nos permite comprender de forma facil las nuevas definiciones. Luego pasamos
a la teoria de los grupos libres trabajando con resultados y ejercicios. Una propiedad conocida con
anterioridad es la de Abel, la que nos mostrard la nueva estructura de los Grupos Libres, pero con
la condiciéon abeliana. Continuamos con el grupo cociente entre un grupo libre y un subgrupo de
él, a esto lo llamaremos Grupo Factor. Para finalizar con diferentes procesos de reescritura para la
presentacion de subgrupos normales y concluyendo con el teorema principal.

Se logré cubrir toda la teoria necesaria para comprender los resultados principales de los Grupos
Libres, pasando por los subgrupos, grupos cocientes, grupo factor y presentacion para subgrupos.
El trabajo finaliza con la demostracion del teorema central del documento, que un subgrupo de un

grupo libre es libre.



1 INTRODUCCION A LOS GRUPOS LIBRES

1. Introduccion a los Grupos Libres

Una idea intuitiva bajo la definicién de categoria es que varios de los objetos matematicos in-
troducidos en cursos de Algebra Moderna (conjuntos, grupos, monoides, anillos, médulos, etc) junto
con un mapeo apropiado de estos objetos (funciones para conjuntos; homomorfismos para grupos,

etc) tienen un nimero formal de propiedades en comtn.

Definicién 1.1 Una categoria es una clase € de objetos (denotados por A,B,C, ...) junto con:

1. Una clase de conjuntos disjuntos denotada por hom(A, B) para cada par de objetos en € (un

elemento f de hom(A, B) es llamado morfismo de A a B y es denotado por f: A — B).

2. Para cada trio (A, B,C) de objetos de €, existe una funcion

hom(B,C') x hom(A, B) — hom(A, C)

(para morfismos f : A — B g: B — C, esta funcion se escribe (g, f) = gof y gof: A—=C

es llamada la composicién de f y g ); sujeta a los dos axiomas:

a) Asociatividad. Si f : A —- B, g: B — C, h: C — D son morfismos de € , entonces
ho(gof)=(hog)of

b) Identidad. Para cada objeto B de € existe un morfismo 1g : B — B tal que para algin
f:A—=B,g:B—C,

lpof=f Y golp=yg

Definicién 1.2 En una categoria €, un morfismo f : A — B es llamado una equivalencia si existe
en € un morfismo g: B — A tal que go f =14y fog=15. Si f: A— B es una equivalencia, A

y B se dice que son equivalentes.
Con esta ultima definicion podemos obtener nuestro primer resultado.
Proposicion 1.1 La composicion de dos equivalencias es una equivalencia.

Demostracion

Sea f: A— By f': B— A sumorfismo asociado, tal que f'o f =14y fo f ' =1g.



1 INTRODUCCION A LOS GRUPOS LIBRES

Yseag: B—Cygqg :C — B sumorfismo asociado, tal que ¢ og =1y go g = l¢, las dos
equivalencias, entonces, la composicion de ellas es go f : A — C a la que llamaremos h, luego si
ahora hacemos la composicién de [’y ¢’ obtenemos la funciéon f'o ¢ : C' — A, a la que llamaremos
k. Probemos ahora que el morfismo que hace que la funcién h sea equivalente, es la composicion k,

para ello hagamos la composicion k o h:

kohzlA

y también la composicién h o k:

hok:C4S BN AL B S o

hok‘zlc

Lo que por definiciéon muestra que en efecto es una equivalencia. x

EJEMPLO 1

Sea . la clase de todos los conjuntos; para A, B € ., hom(A, B) es el conjunto de todas las
funciones f : A — B. Entonces . es una categoria. Un morfismo f de . es una equivalencia si
y solo si f es una biyeccidon, ya que su funcién inversa es la que hace que al componerlas resulte la
identidad y para que posea inversa se necesita que sea biyectiva.

EJEMPLO 2

Sea ¢ la categoria donde sus objetos son grupos; hom(A, B) es el conjunto de todos los grupos
homomoérficos f : A — B. Un morfismo f es una equivalencia si y solo si f es un isomorfismo, al igual
que en el ejemplo anterior se necesita la biyeccion, pero dado que son homomorfismos la conclusién
se tiene. La categoria o/ de todos los grupos abelianos este definida similarmente.

EJEMPLO 3

Sean los objetos de todos los conjuntos parcialmente ordenados (S, <). Un morfismo (S5, <) —
(T, <) es una funcién f : S — T tal que para z,y € S, x <y = f(z) < f(y).

EJEMPLO 4

Sea € algina categoria y definamos la categoria & donde sus objetos son todos los morfismo

de €. Sif: A— Byg:C — D son morfismos de €, entonces hom(f,g) consiste de todos los

10



1 INTRODUCCION A LOS GRUPOS LIBRES

pares (a, ), donde oo : A — C, f: B — D son morfismos de %, tal que el siguiente diagrama es

conmutativo:

B

O -

A / fom
!

b
Definicién 1.3 Sea € una categoria y {A;/i € 1} una familia de objetos de €. Un producto para la
familia {A;/i € I}, es un objeto P de € junto con una familia de morfismos {m; : P — A;/i € I} tal
que para algin objeto B y una familia de morfismos {@; : B — A;/i € 1}, existe un unico morfismo

p: B — P tal que m; 0 o = @;, para todo i € I.

Un producto P de {A;/i € I} es usualmente denotado por ], ; A;. Esto a veces ayuda a descri-
bir un producto en términos de un diagrama conmutativo, especialmente en el caso I = {1,2}. Un
producto para {A;, A;} es un diagrama (de objetos y morfismos) A; &+ P ™3 A, tal que para algin
otro diagrama de la forma A; & B B A, existe un tnico morfismo ¢ : B — P tal que el siguiente

diagrama es conmutativo:

A1< P PAz
my e

Teorema 1.1 Si (P, {m}) vy (Q,{w:}) son ambos productos de la familia {A;/i € I} de objetos de

una categoria €, entonces P y () son equivalentes.

Demostracion
Dado que P y () son ambos productos, entonces existe un morfismo f: P — Q y g: Q — P, tal

que el diagrama es conmutativo para cada ¢ € I:

P—_ 0 o—=L2 ,p
A, A;

La composicion de estos dos morfismo para cada i € I es un diagrama conmutativo.

p__8°1 _p

D ————EEE

m; m,

11



1 INTRODUCCION A LOS GRUPOS LIBRES

Asi go f: P — P es un morfismo tal que m; 0 (go f) = m;, para todo i € I. Pero por la definicién
de producto existe un unico morfismo con esta propiedad. Dada la funcién 1p : P — P, es también
que m; o 1p = m; para todo i € I, debemos tener que g o f = 1p por unicidad. Similarmente, usando
el hecho que @ es un producto, eso muestra que f og = 1g. De aqui f: P — () es una equivalencia.
*

Dado que la categoria abstracta envuelve solo objetos y morfismos (no elementos), todo estado
sobre ellos tiene un estado dual, obtenido al invertir todas las flechas (morfismos) en estado original.

Por ejemplo, el dual de la definicién (1.3) es:

Definicién 1.4 Un coproducto (o suma) para la familia {A;/i € I} de objetos en una categoria
€ es un objeto S de €, junto con una familia de morfismos {k; : A; — S/i € I} tal que para algin
objeto B y una familia de morfismos {1; : A; — B/i € 1}, existe un unico morfismo v : S — B tal

que 1 o k; = 1; para todo 1 € I.

No existe una notaciéon uniforme para coproductos, aunque [, ; 4; es usada a veces.
El siguiente teorema puede ser probado usando el argumento dual usado en la prueba del teorema

(1.1).

Teorema 1.2 Si (S, {¢;}) y (S, {\:}) son ambos coproductos de la familia {A;/i € I} de objetos de

una categoria €, entonces S y S’ son equivalentes.

Demostracion

Similar al teorema (1.1). %

En varias de las categorias mencionadas anteriormente (por ejemplo, grupos), los objetos en ellas
son de hecho un conjunto (usualmente con algina estructura adicional) y todo morfismo f: A — B

en la categorfa es una funcién (usualmente con algina otra propiedad). Formalizamos esta idea en:

Definicién 1.5 Una categoria concreta es una categoria € junto con una funcion o que asigna

a cada objeto A de € un conjunto o(A) (llamada el conjunto fundamental de A) de tal manera que:

1. Todo morfismo A — B de € es una funcion en el conjunto fundamental o(A) — o(B).

2. El morfismo identidad de cada objeto A de € es la funcion identidad en el conjunto fundamental

a(A).

3. La composicion de morfismos en € esta relacionada con composicion de funciones en los con-

juntos fundamentales.

12



1 INTRODUCCION A LOS GRUPOS LIBRES

EJEMPLO 5

La categoria de grupos, equipada con la funcién que asigna a cada grupo su conjunto subyacente
en el sentido usual, es una categoria concreta. Similarmente la categoria de grupos abelianos y los
conjuntos parcialmente ordenados, con obviamente los conjuntos subyacentes, son una categoria
concreta. En el tercer ejemplo después de la definicién (1.1), si la funcién o asigna al grupo G el
usual conjunto subyacente G, entonces la categoria en cuestiéon no es una categoria concreta (dado
que el homomorfismo no es una funcién en el conjunto G).

Las categorias concretas son frecuentemente usadas ya que tienen disponible no solo las propie-
dades de categoria, sino también ciertas propiedades de conjuntos, subconjuntos, etc. Como estamos
interesados en toda categoria concreta, la funcién o asigna a un objeto su conjunto subyacente en el
sentido usual (como en el ejemplo anterior), denotaremos ambos objetos y sus conjuntos subyacentes
por el mismo simbolo y omitiremos algiina referencia explicita a o. Existe una pequena oportuni-
dad de confusién, por lo que debemos ser cuidadosos en una categoria concreta % para distinguir
morfismo de € (que estan definidos también como funciones en los conjuntos subyacentes) y mapeos

(funciones en los conjuntos subyacentes, los cuales puede que no sean morfismos de %).

Definicién 1.6 Sea F' un objeto en una categoria concreta €, X un conjunto no vacio y una funcion
(de conjuntos) i : X — F. F es libre en el conjunto X siempre que para algin objeto A de € y
una funcion (de conjuntos) f : X — A, hay un tinico morfismo de €, f : F — A tal que fi = f

(como un mapeo de conjuntos X — A).

Un hecho esencial sobre un objeto libre F' es que con el fin de definir un morfismo con dominio
F, es suficiente especificar la imagen de el subconjunto i(X) como se vera en el siguiente ejemplo.

EJEMPLO 6

Sea G algiin grupo y g € G. Entonces la funcién f : Z — G definida por f(n) = g", es facil ver
que serd el unico morfismo de Z — G tal que 1 — g. Consecuentemente, si X = {1} yi: X — Z
es la funcion inclusién, entonces Z es libre en X en la categoria de grupos; (dado f : X — G, sea
g = f(1) y definamos f como anteriormente). En otras palabras, para determinar un inico morfismo
de Z a G necesitamos solo especificar la imagen de 1 € Z (esto es, la imagen de i(X)). El grupo
(aditivo) @ de los nimeros racionales no tiene esta propiedad. No es dificil ver que no existe un
homomorfismo no trivial Q — S3. Asi para algin conjunto X, la funcién 7 : X — @ y la funcién

f:X — S3con f(x1) # (1) para algiin #; € X, no existe un homomorfismo f : Q — Ss con fi = f.

Teorema 1.3 Si € es una categoria concreta, F' y F' son objetos de € tal que F es libre en el

congunto X y F' es libre en el conjunto X' y | X |=| X' | !, entonces F es equivalente a F'.

Donde | X | es el orden del conjunto.

13



1 INTRODUCCION A LOS GRUPOS LIBRES

Note que las hipotesis son satisfechas cuando F'y F’ son ambos libres en el mismo conjunto X.

Demostracion

Dado que F'y F' son libres y | X| = | X’|, existe una biyeccion f : X — X’y funciones i : X — F
y j : X' = F'. Considere la funcién jo f : X — F’. Dado que F es libre, existe un morfismo

¢ : F'— F’ tal que el diagrama es conmutativo.

(7
F————»F"

4 ¥
X—»X’

f

Similarmente, dada la biyeccién de f, tiene inversa f~! : X’ — X y F” es libre, existe un morfismo

1 F' — F tal que es conmutativo.

¥

F'——»F
i }i
X —»X

f —1
Combinando estos diagramas, resulta el siguiente diagrama conmutativo.

Jyoo

F———wF

§i }i

X——————X

[f=1x

De aqui que (¢ o )i = il, =1i. Pero 1pi = i. Asi por la propiedad de unicidad de objetos libres
tenemos que 1) o ¢ = 1p. De igual forma (¢ 0 )j = jlx, = j, pero como 1gj = j nuevamente por
la unicidad tenemos que @ o) = 1p/. %

Productos, coproductos, y objetos libres son todos definidos via propiedades universales de
funciones (esto es, en términos de existencia de ciertos morfismos determinados inicamente). Tam-
bién podemos ver que para dos productos (o coproductos) para una familia dada de objetos son
actualmente equivalentes (teorema (1.1) y (1.2)). Asimismo dos objetos libres en el mismo conjunto
son equivalentes (teorema (1.3)). Ademads existen ciertas similitudes entre las pruebas de los teoremas
(1.1) y (1.3). Consecuentemente no es sorprendente que todas las nociones mencionadas son hechos

de casos especiales de un tnico concepto.

14



1 INTRODUCCION A LOS GRUPOS LIBRES

Definicién 1.7 Un objeto I en una categoria € se dice que serd universal (o inicial) si para cada
objeto C' de € existe uno y solo un morfismo I — C. Un objeto T de € se dice que serd couniversal

(o terminal) si para cada objeto C de € existe uno y solo un morfismo C — T

Teorema 1.4 Para dos cualesquiera objetos universales (couniversales respectivamente) en una ca-

tegoria € son equivalentes.

Demostracion

Sea I y J un objeto universal en %. Dado que I es universal, existe un tinico morfismo f : I — J.
Similarmente, dado que J es universal, existe un tnico morfismo ¢ : J — I. La composicion go f :
I — I es un morfismo de €. Pero 1; : I — [ es también un morfismo de ¢. La universalidad de [
implica que existe un tnico morfismo I — I, donde g o f = 1;. Similarmente la universalidad de J
implica que fog=1;. Ademéas f : I — J es una equivalencia.

La prueba para objetos couniversales es andloga.

EJEMPLO 7

El grupo trivial (e) es ambas cosas universal y couniversal en la categoria de grupos.

EJEMPLO 8

Sea F' un objeto libre en el conjunto X (con i : X — F') en una categoria concreta % . Definamos
una nueva categoria & como sigue. Los objetos de & son todas las funciones de conjuntos f : X — A,
donde A es un objeto de €. Un morfismoen Z de f: X — A ag: X — B se define que sera un

morfismo h: A — B de ¥ tal que el diagrama:

e
N

es conmutativo (esto es, hf = g). Verifiquemos que 14 : A — A es el morfismo identidad de f a

h

- —

&

fen Py que h es una equivalencia en & si y solo si h es una equivalencia en ¢. Dado que F es libre
en el conjunto X, hay para cada funcién f : X — A un tnico morfismo f : F — A tal que fi = f.
Esto es precisamente el hecho que i : X — F es un objeto universal en la categoria Z.

EJEMPLO 9

Sea {A;/i € I} una familia de objetos en una categoria €. Definamos una categoria & donde sus
objetos son los pares (B, {f;/i € 1}), donde B es un objeto de € y para cada i, f; : B — A es un
morfismo de ¥. Un morfismo en & de (B, {f:/i € I}) a (D,{g:/i € I}) es definido por un morfismo
h: B — D de € tal que g; o h = f; para todo ¢ € I. Veriquemos que 1g es el morfismo identidad

15



1 INTRODUCCION A LOS GRUPOS LIBRES

de (B,{f;}) a (B,{f:}) en & y que h es una equivalencia en & si y solo si h es una equivalencia en
% . Si un producto existe en € para la familia {A;/i € I} (con funcién 7y : [[ A; — Ax para cada
k € I), entonces para todo (B, {f;}) en & existe un tnico morfismo f : B — [[ 4; tal que m;0 f = f;
para todo ¢ € I. Pero esto dice que ([[ A, {m:/i € I}) es un objeto couniversal en la categoria &.
Similarmente el coproducto de una familia de objetos en € puede ser considerado como un objeto
universal en una categoria construida apropiadamente.

Un producto [ A; de una familia {A;/i € I} en una categoria puede ser considerado como un
objeto couniversal en una categoria adecuada, se sigue inmediatamente del teorema (1.4) que [] A;
esta unicamente determinado bajo la equivalencia. Analogamente los resultados se mantienen para

coproductos y objetos libres.

16



2 GRUPOS LIBRES

2. Grupos libres

Dado un conjunto X debemos construir un grupo F' que es libre en el conjunto X, en el sentido
de la definicién (1.6). Si X = ¢, F es el grupo trivial (e)?. Si X # ¢, y sea X! un conjunto disjunto
de X tal que | X |=| X! |. Eligiendo una biyeccién X — X! y denotando la imagen de z € X
por z~!. Finalmente eligiendo un conjunto disjunto de X U X! y tiene exactamente un elemento,

denotando este elemento por 1.

Definicién 2.1 Una palabra en X es una sucesion (ay, as,...) cona; € X UXTU{1} tal que para

algin n € V* 3

Definicién 2.2 La sucesion constante (1,1,...) es llamada una palabra vacia y es denotada por

1.

1 1

Definicién 2.3 Dos elementos x y x~ son adyacentes si cumplen que a; = x entonces a;;11 = x~

1

y st a; =x - entonces a;y1 = x para todo 1 € N*, x € X.

Definicién 2.4 Una palabra (a1, as,...) en X se dice que es reducida si se prueba que:

1

1. Para todo x € X, x y x~ son no adyacentes.

2. ar = 1 implica que a; = 1 para todo i > k.

En particular, la palabra vacia 1 es reducida porque para todo a; es igual a 1.

Toda palabra reducida no vacia es de la forma (xi‘l, :L‘§\27 oo 1,1 ..), donde n € N* 1 € X
y A = £1 (y de aqui en adelante por convencién z! lo denotaremos simplemente x para toda z; € X).
De aqui en adelante denotaremos esta palabra por 27252 . .. 2. Esta nueva notacién es més tratable

y mas sugestiva. Obsérvese que la definicién de igualdad de ecuaciones, muestra que dos palabras

reducidas x7'252 .. LTy yflng o (24, i € X y N, 0; = £1) son iguales si y solo si ambas son
lom=nyux =1y, \i =0; para cada i = 1,2,...,n. Consecuentemente la funciéon de X en el

conjunto F(X) de todas las palabras reducidas en X dadas por x — 2! = z es inyectiva.
Identificaremos a X con su imagen y consideraremos a X un subconjunto de F'(X) .
Ahora definiremos una operacién binaria en el conjunto F' = F/(X) de todas las palabras reducidas
en X. La palabra vacia 1 actuard como elemento identidad (wl = lw = w para cada w € F). Infor-
malmente nos gustaria tener el producto de palabras reducidas no vacias dadas por la yuxtaposicion,

asi:

2Donde (e) es el grupo generado por e que es el uno del conjunto
3X* simboliza los naturales exceptuando el cero.

17



2 GRUPOS LIBRES

Al A2 A 01, 02 9, AL A An .01 02 9,
(@' ay® ) (e ) = @t Y Yy

Desafortunadamente la palabra en el lado derecho de la ecuacién puede que no sea reducida (por

Am

Am — 4 701) “ Ademds, hemos definido el producto por una yuxtaposicion y (si es necesario)

ejemplo, si x

1

1o 27 z; por ejemplo (wixy'ad)(zy twirl) =

la cancelacién de términos adyacentes de la forma xz™

rizl. Més precisamente, si azi‘l Lamy yfl ...y%m son palabras reducidas no vacfas en X con n < m,

sea k el mds grande entero (0 < k < n) tal que xi’i}j =y

; para 7 = 0,1,...,k — 1. Entonces

definimos:

A An—j ) Okt1 O . oo
oyt ey stk <n
A1, A2 An 01,,02 Om\ — Sn+1 S oo
N A (TS N T I Yprd - - Yy isik=n<m

1 csik=n=m
Si n > m, el producto se define de manera analoga. La definicién asegura que el producto de

palabras reducidas es una palabra reducida.
Proposicion 2.1 El producto de palabras reducidas es una palabra reducida

Demostracion

A1, A2 An

Sea x = (z7'z) ,,,xn)yyZ(yfl 5

y52 ... y°om) dos palabras reducidas no vacifas, por definicién su

producto es:

zy = (ap'zy? ) (s - ylr)
= ('@ . ayry Yyl

= Z

’ ’ . >\
z es no vacia ya que z y y son no vacias, note que z es ese producto si los z;* son no adyacentes
para todo 7 de igual forma con los yfi y que T, # y1 y A, # —061. En caso que existan términos

adyacentes entonces tenemos.

An—j Okt Sm

A1 C o
oyt ey stk <n
_ On-1 Sm C ol —
A NS Tl ;sik=n<m
1 isik=n=m

Por la forma en que se ha obtenido el producto tenemos que la parte 1 de (2.4) de la definicién
se cumple, luego la tnica forma que ap = 1, es que si a; es un término de z, entonces k = m y de
ahi en adelante y estd compuesta de unos, por lo tanto se cumple 2 de la definicién (2.4).

*
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2 GRUPOS LIBRES

Teorema 2.1 Si X es un conjunto no vacio y F = F(X) es el conjunto de todas las palabras

reducidas en X, entonces F' es un grupo bajo la operacion binaria definida anteriormente y F' = (X).

Demostracion

Primero probaremos que es un grupo, para ello notese que 1 es el elemento identidad y que

An

2.z tiene elemento inverso y es z 7™, en efecto comprobemos que al multiplicarlos

obtenemos el elemento identidad.

(3t o) (M ™) = at . ada M ™ dado que z)"z,* = 1 tenemos
Aot ~Ane - An1 . ~An_
= o) y nuevamente x;," 'z, 17" =1
= aMag™M repitiendo este
= 41 p
= 1 proceso sucesivamente

ahora solo necesitamos verificar la asociatividad. Puede realizarse por inducciéon pero resulta
mucho mas sencillo y menos tedioso de la siguiente manera:

Para cada 2 € X y § = £1, sea |2°] sea la funcién F — F dada por 1+ 2% y

8 A1 A . Q3 .0 —01
2zt 5 St # x

252 Siat =2 (=1sin=1)

01 On
i

(1)

Dado que |z||z7!| = 1F = |27 }|z|, todo |2°| es una permutacién (biyeccién) de F' (con inverso
|z7%). Sea A(F) el grupo de todas las permutaciones de F'y Fy el grupo generado por {|z|;z € X}.
La funcién ¢ : F — Fy dada por 1+ 1p y 29" ... 2% — |29]...|2%"| es claramente sobreyectiva tal
que p(wiws) = @(w )p(w,) para todo w; € F. Dado 1 — ' ... 2" bajo la funcién |2]. .. |20, se
sigue que ¢ es inyectiva. El hecho que F{ es un grupo implica que la asociatividad se mantiene en F
y que @ es un isomorfismo de grupos. Obviamente F' = (X).

*
Definicién 2.5 El grupo F = F(X) es llamado grupo libre en el conjunto X .

Las propiedades de los grupos libres son féciles de derivar. Por ejemplo si | X| > 2, entonces el

grupo libre en X es no abeliano (z,y € X y z # y = x 'y 'zy es reducida = z 'y oy # 1 =

Ty # Y.

Proposicién 2.2 Todo elemento en un grupo libre tiene orden infinito (excepto el orden del elemento

identidad)
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2 GRUPOS LIBRES

Demostracion
: : An— .
Sea w = z}'x)? . .. zM, sien w los elementos 'y )" son inversos y 252 y 2" son inversos,

) . A An_ -y . .
asi sucesivamente hasta que x;.* y 2", son los tltimos que cumplen con ser inversos, es decir que

Ak+1 An—k . . VSR R V) An—k
Ly x,", mo es inverso uno del otro y tomando z = z; [\ 2ty ... x,"," con k que cumple la
inecuacién 0 < k < %, este valor k existe debido a que w no es una palabra vacfa. Ahora para s > 0

(el orden de w), tenemos que:

s A1 A A A A A
w' o= oyt apteyt ot ay g
vV
s veces
. A Ak+1  Ak42 An—k _Ak4+1  Ak42 An—k Akl Ak42 An—k An
— LUl ...?k+1xk+2...xn_kxk+1xk+2...xn_k...xk+1 k+2...$n_k...$n
TV
s veces
_ )\1 Ak )\n—k+1 >\n
= .',Ul l’k ZZ~--Z$n,k+1~~-xn
s veces
. A1 Ak 8 An—k+1 An
= oyt .oatta) N

La expresién del lado derecho de esta ecuacién no admite algiina cancelacion, esto es, es una
palabra reducida no vacia. De aqui se sigue que w® # 1.

Si X = {a}, entonces el grupo libre en X es el grupo infinito ciclico (a).

*

Un hecho no trivial es que todo subgrupo de un grupo libre es el mismo un grupo libre en algtin

conjunto.

Teorema 2.2 Sea F' un grupo libre en un conjunto X y la funcion inclusion i : X — F, si G es
un grupo y f : X — G una funcion de conjuntos, entonces existe un unico homomorfismo de grupos
f:F— G, tal que fi = f. En otras palabras, F es un objeto libre en el conjunto X en la categoria

de grupos.

Demostracion

Definamos f = e y si xi\l ... x) es una palabra reducida no vacfa en X y por lo tanto, pertenece a
F(X), definamos f(z}'...2)) = f(z1)™ ... f(2,)*. Dado que G es un grupo y \; = %1, el producto
f(x)M ... f(z,)™ es un elemento bien definido de G, ya que el producto de elementos de G se queda

en G. Verifiquemos f es un homomorfismo tnico tal que fi = f. Para ello supongamos que existe

g: F — G, que es algin homomorfismo tal que gi = f, entonces
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2 GRUPOS LIBRES

= g(z")... g(x}) por ser homomorfismo

9(11 1) 9( )

A1 veces An VECes
= glz)g(x1)...g(z1)... g(za)g(zs) . .. g(wn)
A1 \?ECGS An %CGS
= gla)™ .. glz,)™
= gi(:pl))‘l .. .gi(a:n)’\"

Entonces f es tnica.

Si F’ es otro objeto libre en el conjunto X en la categoria de grupos (con A : X — F”), entonces
los teoremas (1.3) y (2.2) implican que existe un isomorfismo ¢ : I = F’ tal que pi = A. En particular
A(X) es un conjunto de generadores de F’; este hecho también puede ser provado directamente de la
definiciéon de objeto libre.

*
Proposiciéon 2.3 Todo grupo G es imagen homomorfica de un grupo libre

Demostracion

Sea X el conjunto de los generadores de G y sea F' el grupo libre en el conjunto X. Por el teorema
anterior la inclusién de la funcién X — G induce un homomorfismo f : F — G tal que z — z € G.
Dado que G = (X), la prueba del teorema anterior muestra que f es un epimorfismo *.

*

Una consecuencia inmediata de la proposicién (2.3) y el primer teorema de isomorfia es que algin
grupo G es isomorfo a un grupo cociente F'/N, donde G = (X), F es el grupo libre en X y N es
el nicleo del epimorfismo F' — G de la proposicién (2.3). Ademas, el orden para describir G sobre
un isomorfismo necesitamos especificar X, F' y N. Pero F esta determinado sobre un isomorfismo
por X y N esta determinado por algtin subconjunto que lo genere como un subgrupo de F'. Ahora si

A1

w=1x}"...2) € F es un generador de N , entonces bajo el epimorfismo F — G, w + 27" ...z =

ee (.

Definicién 2.6 La ecuacion z}' ...z} = e en G es llamada una relacién en los generadores ;.

4Recordemos que un epimorfismo es un homomorfismo sobreyectivo
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2 GRUPOS LIBRES

Claramente un grupo dado GG, puede ser completamente descrito por un conjunto X especifico de
generadores de G y un conjunto adecuado R de relaciones en esos generadores. Esta descripcion no
es unica dado que hay muchas posibles elecciones de X y R dado por algtin grupo G.

Dado el conjunto de “generadores” X y el conjunto Y de las palabras (reducidas) de los elementos
de X, construiremos un grupo tal como sigue: Sea F’ el grupo libre en X y N el subgrupo normal de F’
generado por Y°. Sea G el grupo cociente F'/N e identifiquemos X con su imagen F'/N bajo la funcién
X C F — F/N; como se denot6 anteriormente, esto puede implicar identificar alginos elementos de
X con alginos otros. Entonces GG es un grupo generado por X y por construccion todas las relaciones
w = e(w € Y) satisfacen (w = 27" ...

. .aM =een G = F/N).

e €Y = a . a) € N = 2)'N...2)»N = N; esto es,

Definicién 2.7 Sea X un conjunto y Y un conjunto de palabras (reducidas) en X. Un grupo G se
dice que serd un grupo definido por los generadores v € X y las relaciones w =¢e (w € Y)
siempre que G = F/N donde F' es el grupo libre en X y N el subgrupo normal de F generado por'Y

. Diremos que (X|Y') es una presentacion de G.

Para la demostracion del siguiente teorema nos vemos en la necesidad de utilizar un resultado de

grupos el cual es la proposicién siguiente:

Proposicién 2.4 Si f : G — H es un homomorfismo de grupos, N < G, M < H y f(N) < M,
entonces f induce un homomorfismo f : G/N — H/M, dado por aN ~ f(a)M, cona € G. f es un
isomorfismo si y solo st Im f UM = H y f~*(M) C N. En particular si f es un epimorfismo tal
que f(N) =M y Kerf C N, entonces f es un isomorfismo.

La discusion precedente muestra que el grupo definido por los generadores y las relaciones siempre

existe. Ademas es mas posible tal grupo en la siguiente forma:

Teorema 2.3 (Van Dyck) Sea X un conjunto y Y el conjunto de las palabras (reducidas) en X y
G el grupo definido por los generadores v € X vy las relaciones w = e (w € Y). Si H es algun grupo
tal que H = (X)) y H satisface todas las relaciones w = e (w € Y'), entonces existe un epimorfismo

G— H

Demostracion
Si F' es el grupo libre en X la inclusion X — H induce un epimorfismo ¢ : F© — H por la

proposicién (1.1). Dado que H satisface la relacién w = e (w € V), Y C Kery. Consecuentemente,

SEl subgrupo normal generado por un conjunto S C F es la interseccién de todos los subgrupos normales de F' que

contienen a S
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2 GRUPOS LIBRES

el subgrupo normal N generado por Y en F' esta contenido en Kerp. Por la proposicién (2.4),
¢ induce un epimorfismo F/N — H/0. Ademds la composicion G = F/N — H/0 = H es un
epimorfismo.

*

Los elementos de Y estan siendo interpretados como palabras en X, productos en GG y productos
en H como el contexto lo indique.

Los siguientes ejemplos de grupos definidos por generadores y relaciones. Por conveniencia utili-
zaremos notacién exponencial para las palabras (por ejemplo, #2y~3 en lugar de ztaly~ly~ty~1).

EJEMPLO 1

Sea G el grupo definido por los generadores a, b y las relaciones a* = e, a?b™2 = e y abab™! = e.
Dado que Qg es el grupo cuaternion de orden 8, es generado por los elementos a, b, satisfaciendo las
relaciones, existe un epimorfismo ¢ : G — Qg por el teorema (2.3). De aqui |G| > |Qs| = 8. Sea F el
grupo libre en {a,b} y N el subgrupo normal generado por {a*, a®b=2 abab='}. No es dificil ver que
todo elemento de F//N es de la forma a'b'N con 0 < i < 3y j = 0,1, de donde |G| = |F/N| > 8.
Ademads |G| = 8 y ¢ es un isomorfismo. Asi el grupo definido por los generadores y relaciones es Qg
o isomérfo a él.

EJEMPLO 2

El grupo definido por los generadores a, b y las relaciones a® = e (3 >n € N*), b*> = ¢y abab = e
(0 ba = a~'b) es el dihedral grupo D,,.

EJEMPLO 3

El grupo definido por un generador b y la relacién tnica b™ = e (m € N*) es Z,,.

EJEMPLO 4

El grupo libre I’ en un conjunto X es el grupo definido por los generadores € X y no hay
relaciones (recalcando que (¢) = (e)). La terminologia libre viene del hecho que F' es una relacién-
libre.

Cerramos este capitulo con una breve discusién de coproductos (productos libres) en la categoria
de grupos.

Dada una familia de grupos {G;/i € I} asumiendo que los G; son conjuntos disjuntos dos a dos.
Sea X = UG, y sea {1} el conjunto unitario disjunto de X. Una palabra en X es una sucesién

(ay,as,...) tal que a; € X U {1} y para algin n € N*, a; = 1 para todo i > n.
Definicién 2.8 Una palabra (a1, as,...) es reducida si cumple:
(i) a; € X no es el elemento identidad en su grupo G;.

(ii Para todo i,j > 1, a; y a;+1 no estdn en el mismo grupo G;.
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2 GRUPOS LIBRES

(iii) ax =1 implica que a; =1 para todo i > k.

En particular 1 = (1, 1,...) es reducida. Toda palabra reducida (# 1) puede ser escrita de manera

Unica como ayas . .. a, = (ay,as,...,a,,1,1,...), donde a; € X.

Definicién 2.9 Sea [[.; Gi (0 G1* Gy x---% G, si I es finito) el conjunto de todas las palabras
reducidas en X. [[i.; G; forma un grupo, llamado el producto libre de una familia {G;/i € I},

bajo la operacion binaria definida como sigue:

1 es el elemento identidad y el producto de dos palabras reducidas diferente de 1 esencialmente
es una yuxtaposicion. Dada que la yuxtaposicion producto de dos palabras reducidas puede ser no
reducida, podemos hacer las cancelaciones y contracciones necesarias. Por ejemplo, si a;, b; € G;, para
i = 1,2,3, entonces (a1asas)(az babibs) = aicabibs = (ay, ca,by,bs,1,1,...), donde ¢, = ashy € G.
Finalmente, para cada k € I, la funcién ¢ : Gy = [[;.; Gi dadapore— lya+— a=(a,1,1,...)es
un monomorfismo de grupos. Consecuentemente, a veces identificamos Gy con su imagen isomorfica

en [[ic; G

Teorema 2.4 Sea {G;/i € I} una familia de grupos y [ [;c; Gi su producto libre. Si{1; : G; — H/i €
I} es una familia de grupos homomdrficos, entonces existe un tinico homomorfismo ¥ : [[;c; Gi — H
tal que Yg; = ; para todo i € I (ya que para cada k € I se tiene la funcion ¢y, : G, — [1i.; Gi) y sus
propiedades estdn determinadas H;kef G; unicamente por el isomorfismo. En otras palabras, erl G

es un coproducto en la categoria de grupos.

Demostracion

Si aias...a, es una palabra reducida en H:E[ G; con ar € Giy, definimos ¥(ajas...a,) que
serd ¥y, (a1)i,(az) ..., (an) € H.

*

Veamos otros ejemplos de grupos libres:

EJEMPLO 5

Considere las funciénes « y § en el conjunto C U {oo} definido por las reglas:

T
20 +1

(Wa=z+2 vy (0)8=

Aqui el simbolo oo esta sujeto a ciertas reglas formales como 1/0 = oo y co/oo = 1. Entonces
x

1—2x
Asi oy 8 generan un grupo de permutaciones F' de CU {oo}; veremos que F es libre en el conjunto

{a, B}

« y 3 son biyecciones dado que ellos tienen inversos, llamados (z)a™! =2z -2y (z)57! =
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Para ver esto observe que, una potencia no cero de «, lleva al interior del circulo unidad |z| = 1 al
exterior y una potencia no cero de 3, lleva del exterior del circulo al interior, sin el cero: la segunda
parte es mas facil de comprender de la ecuacién (1/z)8 = 1/(x + 2). De esto se ve que una palabra
reducida no trivial en {«, 8} puede ser igual a 1. De aqui todo elemento de F' tiene una tnica
expresiéon como palabra reducida. Entonces F es libre en {a, 8}.

EJEMPLO 6

Este ejemplo es de un grupo libre generado por matrices. La funciéon a y  discutida en el ejemplo

anterior nos intuye de una funcién de C U {oco} dada por:

ar +b
cr +d

Ma,b,e,d) -z —
donde ad —bc # 0y a,b,c,d € C. A tal funcion se le conoce como una transformacion fraccional

lineal. Ahora podemos ver que la funcién

a

c d

— Aa, b, c,d)

es un homomorfismo de GL(2,C) al grupo de todas las transformaciones fraccionales lineales de

C en el cual

10 1 2
y
2 1 01
son las funciones de v y f respectivamente. Dado que la palabra reducida no trivial en {«, 8}
puede ser igual a 1, la misma idea es cierta para las palabras reducidas en {A, B}. Consecuentemente

el grupo («, 3) es libre en {«, 5}.
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3 GRUPOS LIBRES ABELIANOS

3. Grupos libres abelianos

En este capitulo se estudiara un poco sobre objetos libres en la categoria de grupos abelianos.
Como es usual cuando hablamos de grupos abelianos la notacién aditiva serd usada. Abajo,

presentamos alginas de las notaciones a utilizar y el significado que tendran.

ab — a + b El producto significara la suma.

a~! — —a El inverso, el opuesto

e — 0 El neutro, el nulo
a" — na El exponente del elemento, sera el exponente por el elemento
ab™! — a — b Un elemento por el inverso de otro, es la diferencia de ambos elementos
HK — H + K El producto de conjuntos, la suma de ellos, es decir, la union
aH — a+ H Un elemento por un grupo, es el grupo unido al elemento
G x H — G @ H El producto de grupos, es la unién de los grupos

H G; — Z G; El producto directo de grupos, serd la suma directa de grupos
iel iel

Para algin grupo G en notacién aditiva, (m + n)a = ma + na(a € G;m,n € Z). Si el grupo es
abeliano, entonces m(a+b) = ma+mb. Si X es un conjunto no vacio de G, entonces el subgrupo (X)
generado por X en notacién aditiva consiste de todas las combinaciones lineales nix; + nszs +
<o+ ngxy (n; € Z,x; € X). En particular, el grupo ciclico (z) es {nz/n € Z}.

Comenzaremos por extender la definicion del producto directo G x H de grupos G y H a una
familia arbitraria de grupos (posiblemente infinita) {G;/i € I}. Define una operacién binaria en el
producto cartesiano (de conjuntos) [],.; G; como sigue. Si f,g € [[.c; Gi (estoes, f,g: I = |J;c; Gi
y f(i),9(i) € G; para cada i), entonces fg : I — (J,c; Gi es la funcién dada por i — f(i)g(i).

Dado que cada G; es un grupo, f(i),¢(i) € G; para todo i, dado que fg € [[..; G;. Si identificamos

el
f € [lie; Gi con su imagen {a;} (a; = f(i) para cada i € I) como es usualmente hacerlo en el caso
cuando [ es finito, entonces la operacién binaria en [], ., G; es la familia de la multiplicacién de
componentes: {a;}{b;} = {a;b;}.

[L,c; Gi junto con esta operacién binaria, es llamada el producto directo (o suma directa

completa) de la familia de grupos {G;/i € I}. SiI = {1,2,...,n}, [],.; Gi es usualmente denotado
G1 X Gy X -+ X Gy, (0 en notacién aditiva, G1 @ Ga @ -+ - & Gy,).

Teorema 3.1 Si {G;/i € I} es una familia de grupos, entonces:

26
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1. El producto directo [],.; G es un grupo.

2. Para cada k € I, la funcion my, : [[.,c; Gi = G dada por f — f(k) (o {a;} — ai) es un

epimorfismo de grupos.
Demostracion

L. Sea f,g € [[,c; Gi, para ver que es grupo verifiquemos que su producto y diferencia estan ahi:

(f=9)(i) = f(i)—g(i) € G,y este es grupo
= h(i) € G; para todo i

entonces f — g € [[,.; G;. Ahora veamos el producto

(fg)(1) = [f(i)g(i) € Giy este es grupo

= h(i) € G; para todo i

para la asociatividad, como cada G; es grupo entonces es asociativo para todo ¢ entonces, la

asociatividad de [[,.; G; se deriva de la asociatividad de cada grupo.

2. Para que 7 sea epimorfismo veamos que sea homomorfismo y sobreyectiva:
Sea f,g € [[,c; Gi
a)
m(f9)(k) = (fg)(k)
= f(k)g(k)
= m(f)m(g)

m(f+9)(k) = (f+9)(k)
= f(k)+g(k)

= m(f) +m(9)
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Ahora veamos sobreyectividad. Sea a; € Gy, luego por estar en Gy ay € Hie ; G, esto se cumple

para todo k, entonces al menos Gk € [[..; G; # 0 y tenemos la funcién identidad por lo tanto

el

es sobre (si en [],.; G; solo esta G entonces la funcién es biyectiva).

*

La funcién 7y en el teorema (3.1) es llamada la proyeccién candnica del producto directo.

Teorema 3.2 Sea {G;/i € I} una familia de grupos y {¢; : H — G;/i € I} una familia de

homomorfismos de grupo. Entonces existe un tnico homomorfismo ¢ : H — [[..; Gi tal que w0 = @;
para todo i € I (y donde my, : [[,c; Gi — Gy) y esta propiedad determina [],., G; unicamente bajo el

isomorfismo. En otras palabras, [],.; Gi es un producto en la categoria de grupos.

Demostracion

Sea ¢ : H — [],.; G una funcién de conjuntos dada por ¢(a) = {@i(a)}ier € [[;c; Gi la tinica
funcion tal que m;p = ¢; para todo i € I. Esto es facil de verificar que ¢ es un homomorfismo, ya
que, sea a,b € H y recordando que la operacién binaria en [],.; G; es la familia de la multiplicacién

de componentes: {a;}{b;} = {a;b;}.

plab) = {wilab)}icr € HGi

iel

= {wi(a)}ticr{pi() bier € H G

= p(a)p(b)

y como ; es una familia de homomorfismos, tenemos que la propiedad homomorfica de ¢ se deriva

de los ¢;. De aqui [[,.; G; es un producto (en el sentido de la categoria) y ademéas determinado bajo

iel
el isomorfismo (equivalencia) por el teorema (1.1).

*

Dado el producto directo de grupos abelianos es claramente abeliano, se sigue que el producto

directo de grupos abelianos es un producto en la categoria de grupos abelianos también.

Definicién 3.1 El producto directo débil (externo) (denotado por [[;.; G;), de una familia de

grupos {G;/i € I}, es el conjunto de todas las funciones f € [[..; Gi tal que f(i) = e;, donde los

iel
e; son la identidad en G;, para todo i, pero un niumero finito de v € I. Si todos los grupos G; son

abelianos (aditivos), []ic; G es usualmente llamado la suma directa (externa) y estd denotado
por Y ... Gi.
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EJEMPLO 1
Sean G y Gy grupos ciclicos de orden 2, Gy = {1,21} y G2 = {1, x5} entonces todo elemento

g # 1 de su producto libre puede escribirse univocamente como un producto de x; y zo, alternados,

por ejemplo:

X1, X122, L1221, T1T2T1T2, €tc.

T, ToX1, ToX1T2, LaT1X2T1, €tC.

obsérvese que los elementos x1xy y 2221 son ambos de orden finito y distintos, obsérvese también
la gran diferencia entre el producto directo débil de GG; y GG y su producto directo, en este caso el
producto directo débil es un grupo abeliano de orden 4, mientras que el producto directo es un grupo

abeliano con elementos de orden finito.

Si I es finito, el producto directo débil coincide con el producto directo. En algiinos casos tenemos:
Teorema 3.3 Si {G;/i € I} es una familia de grupos, entonces:

1. TIie; Gi es un subgrupo normal de [,.; Gi.

2. Para cada k € I, la funcion ji, : Gy — [[ic; Gi dada por ji(a) = {a;}ics, donde a; = e para

i £k ya, =a, es un monomorfismo® de grupos.

3. Para cada i € I, j;(G;) es un subgrupo normal de [],.; G;.
Demostracion

1. Sea f,g € [Iiz; Gi, para probar que es subgrupo veamos que fg~' € [[:2, G;

(fg () = f()g (@) por definicién
= eie)!

= e; para todo ¢

de aqui que fg=! € [[;c; Gi- Ahora comprobemos que es normal, para ello veamos que

fIL; Gif e Ilie; Gi

6Un monomorfismo es un homomorfismo inyectivo
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]G 6 = rO([6)6EF6)

i€l iel

. Sea a,b € Gy y probemos la inyectividad:

grla) = ji(b)
{az’}iel = {bz’}iel

e=e ,sii#kyaquea;=eyb =ce

a=b ,sii=kyaquear,=ayb,=05
lo que indica que es inyectivo y por definicién de producto directo es homomorfismo.

. Probemos que j;(G};) es subgrupo. Sea a,b € G}

Ji(@)gi(0) ™" = {as}ier{bi}ier
ee !l [sii£k
ab™' [ sii=k
e ,si1# k € G; por ser G; grupo

ab=! | sii=k e G, por ser G; grupo
con esto queda demostrado, ahora veamos que es normal:

eji(Ge ™ [sii#k

aji(Gi)a_l , sit=k

Ji(Gi) € ji(Gi) sii#k

aji(Gyat € ji(G;) ,sii=ke G, por ser G; grupo

ji(a)ji(Gi)ji(a) ™ =

Con lo anterior, se concluye la prueba del teorema. x
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La funcién ji, en el teorema (3.3) es llamada la inyeccién candnica.

Teorema 3.4 Sea {A;/i € 1} una familia de grupos abelianos (escritos en forma aditiva). Si B es
un grupo abeliano y {¢; : A; — B/i € I} una familia de homomorfismos, entonces existe un unico

homomorfismo ¢ : >.._, A; — B tal que ¥j; = 1; para todo i € I" y esta propiedad determinada

icl

> ier Ai tinicamente bajo el isomorfismo. En otras palabras, Y .., A; es un coproducto en la categoria

i€l

de grupos abelianos.

Demostracion

Totalmente en esta prueba todos los grupos seran escritos aditivamente. Si 0 # {a;} € > A;,

entonces solo un nimero finito de a; son no cero, es decir a;,, a;,, ..., a; . Definamos ¢ : Y A; —
B por {0} = 0y ¢¥({a;i}) = ¥y (ai,) + ¥i(ai,) + - + Yi(ai,) = Dicp, ¥i(ai), donde Iy es el
conjunto {i1,9,...,4,} = {i € I/a; # 0}. Dado que B es abeliano, es facilmente verificar que ¢ es un

homomorfismo y que vj; = 9;, para todo i € I. Para cada {a;} € > Ai, {ai} = D¢y, Ji(as), Lo finito
como antes. Probemos que 1 es tnica y supongamos que existe £ de manera que £ : > A; — B es

un homomorfismo tal que £j; = ¢; para todo 7, entonces,

ffad) = €O dila)

= () ji(a))
= ¢({ai})

De aqui £ =1 y 9 es tinica. Ademds ) A; es un coproducto en la categoria de grupos abelianos
y también estd determinado bajo el isomorfismo (equivalencia) por el teorema (1.2).

*

El teorema es falso si la palabra abeliano es omitida. El producto directo débil externo no es un
coproducto en la categoria de todos los grupos.

Ahora veremos bajo que condiciones un grupo G es isomorfo al producto directo débil de una

familia de subgrupos.

"Donde j; es la funcién definida en el teorema (3.3), sustituyendo la familia de los G; por los 4;
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Teorema 3.5 Sea {N;/i € I} una familia de subgrupos normales de un grupo G tal que:

1. G = (Ujer Ni)-

2. Para cada k € I, Ny N (U, Ni) = (e).

itk

Entonces G = ][,

iel N;

Antes de probar el teorema veamos un caso especial que es frecuentemente usado: observe que
para subgrupos normales Ny, Ny, ..., N, de un grupo G, (NN NonN---N N,) = NyNy...N, =
{ning...n,./n; € N;}. En notacién aditiva N1 Ns... N, se escribe como Ny + Ny + --- + N,. Es
de mucha ayuda tener en mente la siguiente proposicion, dado que la prueba del caso general es

esencialmente la misma.

Proposiciéon 3.1 Si N1 N, ... N, son subgrupos normales de un grupo G tal que G = NyN5y... N, y
para cada 1 <k <r, NyN(Ny...Ny_1Ngy1...N,) = (e), entonces G = Ny X Ny X -+ X N,.

Demostracion del teorema (3.5)
Si {a;} € [[" N;, entonces a; = e para todo 4, pero un ntimero finito de ¢ € I. Sea I el conjunto
finito {i € I'/a; # e}. Entonces [],.; a; son elementos bien definidos de GG, dado paraa € N; y b € Nj,

(i # j), ab = ba. Consecuentemente la funcién ¢ : [[* N; — G, dado por {a;} — [[..; ai € G (y

il
{e} — €), es un homomorfismo tal que ¢j;(a;) = a; para a; € N;.

Dado que G es generado por los subgrupos Nj;, todo elemento a de G es un producto finito de
elementos de varios IN;. Dado los elementos de N; y N; conmutan (para i # j), a puede ser escrito
como un producto [[,.; a;, donde a; € N; e Iy es algiin subconjunto finito de I. De aqui [ ;. ji(a;) €
[1° Niy (I Ly, Ji(ai)) = TLicy, @ii(ai) = [licq, @ = a. Ademas, ¢ es un epimorfismo.

Supéngase que ¢({a;}) = [[;c;, @ = ¢ € G. Claramente podemos asumir por conveniencia de
notacién que Iy = {1,2,...,n}. Entonces Hido a; = a1ay...a, = e, con a; € N;. Luego a;' =
as...an € Ny N (21 N;) = (e) y ademds a; = e. La repeticién de este argumento muestra que a; = e
para todo ¢ € I. De aqui que ¢ es un monomorfismo.

*

El teorema (3.5) motiva a la siguiente definicién:

Definicién 3.2 Sea {N;/i € I} una familia de subgrupos normales de un grupo G tal que G =
(Uier Ni) y para cada k € I, Ny N (U, Ni) = (€). Entonces G se dice que es el producto interno

de una familia {N;/i € I} (o la suma directa interna si G es abeliano(aditivo)).

Como un resultado del teorema (3.5) tenemos la siguiente caracterizacién del producto directo

interno débil.
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Teorema 3.6 Sea {N;/i € I} una familia de subgrupos normales de un grupo G. G es el producto
directo interno débil de una familia {N;/i € I} si y solo si todo elemento no identidad de G es
un producto unico a; a;, . ..a;

k=1,2,...,n.

con iy,1%,...,1, elementos distintos de I y e # a;, € N;, para cada

n

Existe una distincién entre el producto directo interno y externo débil. Si un grupo G es el
producto directo interno débil de grupos NV;, entonces por definicién cada N; es un subgrupo de
G y G es isomorfico al producto directo externo débil H;”e ; N;. Luego, el producto directo externo
débil J[;z; N; no contiene los grupos N; solo a copias isomdérfica de ellos (llamadas el j;(NV;) vea
el teorema (3.3)). Practicamente hablando esta distincién no es muy importante y los adjetivos
“interno” y “externo” seran omitidos cuando la confusiéon no sea posible. De hecho usaremos la
siguiente notacion.

NOTACION

Escribirémos G = [[:.; N; para indicar que el grupo G es un producto directo interno débil de la

familia de subgrupos {N;/i € I}.

Teorema 3.7 Sea{f;: G; — H;/i € I} una familia de homomorfismos de un grupo y sea f =[] fi la
funcion de [[,c; Gi — 1
tal que f(Iie; Gi) C Ilie; Hi, Kerf =1l,c; Kerfi yIm f =L, Im fi. Consecuentemente f es

ier Hi, dada por {a;} — {fi(a;)}. Entonces f es un homomorfismo de grupos

un monomorfismo si y solo si cada f; también es monomorfismo.

Proposicién 3.2 Sea {G;/i € I} y {N;/i € I} familias de grupos tales que N; es un subgrupo

normal de G; para cada i € 1
1. T1,e; Ni es un subgrupo normal de [[,c, Gi y [1;c; Gif [1ier Ni = [Lic; Gi/Ns.

2. Lic; Ni es un subgrupo normal de [1;., Gi y [1ic; Gi/ [Tic; Ni = [Lic; Gi/Ni.
Demostracion

1. Paracadai, seam; : G; — G;/N; el epimorfismo canénico. Por el teorema (3.7), la funcién [] 7 :
[Lic; Gi — Il,e; Gi/Ni es un epimorfismo con kernel [[,.; N;. Ademés [[,., Gi/[Lic; Ni =
[1,c; Gi/N; por el primer teorema de isomorfia®.

2. De manera similar a 1.

*

8Primer Teorema de Isomorfia: Sea f : G — H un homomorfismo de grupos. Entonces existe un isomorfismo

g:G/(kerf) — Im f y por tanto G/(kerf) ~ Im f

33



3 GRUPOS LIBRES ABELIANOS

Definicién 3.3 Una Base de un grupo abeliano F' es un subconjunto X de F' tal que:
i) F=(X).
ii) Para distintos x1,xs,...,x, € X yn; € Z, nyxy +noy + -+ + ngprr, = 0 = n; = 0 para todo i.

Antes de proceder a la demostracién del siguiente teorema necesitamos algunos resultados, los
cuales enunciaremos a continuacién (algunos de ellos se aceptaran sin demostracién, debido a que su

prueba se ha realizado en cursos basicos de Algebra Moderna).

Teorema 3.8 Todo subgrupo H de un grupo aditivo Z es ciclico. También H = (0) o H = (m),

donde m es el menor entero positivo en H. St H # (0), entonces H es infinito.

Demostracion

Si H = (0) o H contiene un menor entero positivo m. Claramente (m) = {km/k € Z} C H.
Opuestamente si h € H, entonces h = gm+r con q,r € Zy 0 <r < m—1 (algoritmo de la divisién).
Dado que r = h — gm € H la minimalidad de m implica r = 0 y h = mgq. De aqui H C (m). Si
H # (0), es claro que H = (m) es infinito.

*

Teorema 3.9 Todo grupo ciclico infinito es isomorfo al grupo aditivo Z y todo grupo ciclico finito

de orden m es isomorfo al grupo aditivo Z,,.

Teorema 3.10 Toda imagen homomorfica de todo subgrupo de un grupo ciclico G es ciclico. En
particular, st H es un subgrupo no trivial de G = {(a) y m es el menor entero positivo tal que

a™ € H, entonces H = (a™).

Demostracion

Si f : G — K es un homorfismo de grupos, entonces Im f = (f(a)). Para probar la segun-
da parte simplemente traslademos la prueba del teorema (3.8) en notacién multiplicativa (esto es,
reemplazamos todo t € Z por a'). Esta prueba se trabaja siempre que G es finito.

*

Teorema 3.11 Las siguientes condiciones en un grupo abeliano F' son equivalentes:
i) F tiene una base no vacia.
ii) I es la suma directa de una familia de subgrupos ciclicos infinitos.

iii) F es (isomorfo a) una suma directa de copias del grupo aditivo Z de los enteros.
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iv) Eziste un conjunto no vacio X y una funcién i : X — F con la siguiente propiedad: dado
un grupo abeliano Gy una funcion f : X — G , existe un unico homomorfismo de grupos
f: F — G tal que fi = f. En otras palabras, F es un objeto libre en la categoria de grupos

abelianos.

Demostracion

i) = ii) Si X es una base de F, entonces para cada = € X, nz = 0 si y solo si n = 0. De
aqui que cada subgrupo (z) (z € X) es ciclico infinito (y normal dado que F' es abeliano). dado
que F = (X), también tenemos que F = (|J,cx (z)). Si para algin z € X, (2) N (U,cx (2)) # 0,
entonces para algin n € Z diferente de cero, nz = nyx; + noxs + - -+ + ngpxy con z,Tq,To, ..., Ty
elementos distintos de X, que contradice el hecho que X es una base. Ademds (z) N (U,cx (z)) =0
y de aqui F'= ) _. (r) por la definicién (3.2).

ii) = iii) Utilizando los teoremas (3.9), (3.5) y (3.7).

iii) = i) Supongase que F' = >  Z y las copias de Z estan indicadas por el conjunto X. Para
cada x € X, sea 0, el elemento {u;} de > Z, donde u; = 0 para i # z, y u, = 1. Verifiquemos que
{0,/ € X} es una base de Y Z y use el isomorfismo F' = > Z para obtener una base de F.

i) = iv) Sea X una base de ' e i : X — F' la funcién inclusién. Supongamos que esta dada
por la funcién f : X — G. Si u € F, entonces u = nyxy + -+ + mpay (n; € Z;x; € X) dado
que X genera a F. Si uw = myxy + -+ + mypxp(m; € Z), entonces Zle(ni — m;)x; = 0, donde
n; = m; para todo i, dado que X es una base. Consecuentemente la funcién f : F — G, dada por
flu) = f(Zle nir;) = nyf(w1)+- - -+npf(ry), es una funcién bien definida tal que fi = f. Dado que
G es abeliano, f es un homomorfismo. De igual forma X genera a F, algiin homomorfismo F — G
estd completamente determinado por su accién en X. Asi, si g : F' — G es un homomorfismo tal que
gi = f, entonces para algin z € X g(z) = g(i(z)) = f(z) = f, de donde g = f y f es tinica. Ademas,
por la definicién (1.6) es un objeto libre en el conjunto X en la categoria de grupos abelianos.

iv) = iii) Dado i : X — F, construyamos la suma directa ) Z con las copias de Z indicada por
X.SeaY = {0,/x € X} una base de ) Z como en la prueba de iii) = i). La prueba iii) = i) = iv)
muestra que Y Z es un objeto libre en el conjunto Y. Dado que tenemos |X| = |Y|, F = > Z por
el teorema (1.3).

*

Un grupo abeliano F' que satisface las condiciones del teorema (3.11) es llamado un grupo
abeliano libre (en el conjunto X). Por definicién el grupo trivial 0 es el grupo abeliano libre en el
conjunto nulo ¢.

Dado algiin conjunto X, la prueba del teorema (3.11) indica como se construye un grupo abeliano

libre F' con base X. Simplemente sea F' la suma directa Y Z, con las copias de Z indicada por X.
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Como en la prueba de iii) = i), {#./x € X} es una base de F' =) Z, y F es libre en el conjunto
{6,/x € X}. Dado que la funcién ¢ : X — F dada por x — 0, es inyectiva se sigue facilmente que F’
es libre en X en el sentido de la condicién iv) del teorema anterior. En esta situacién identificamos
X con su imagen bajo i, asi que X C F'y el subgrupo ciclico (0,) = {nb,/n € Z} = Z0, es escrito
como (#,) = Zx. Por lo tanto F' = > _ (0,) es escrito F' = Y _ Zx, y un elemento tipico de F

tiene la forma nixy + -+ + npxg (n; € Z,x; € X). En particular, X = i(X) es una base de F.

Teorema 3.12 Para dos cualesquiera bases de un grupo libre abeliano F' tienen la misma cardina-

lidad.

Demostracion

Suponga primero que F' tiene una base X de cardinal finito n, asi que FF = Z & --- & Z (n
sumandos). Para algin subgrupo G de F' se tiene que 2G = {2u/u € G} es un subgrupo de G. De la
forma que la restricciéon del isomorfismo FF = Z@®---® Z a 2F es un isomorfismo 2F =2 27 & --- P24,
donde F/2F = Z/2Z & --- ® Z/2Z = Zy & - - - & Z5 (n sumandos) por la proposicion (3.2). Ademés
|F/2F| = 2". Si Y es otra base y r algun entero tal que |Y| > r. Entonces un argumento similar
muestra que |F/2F| > 2" donde 2" < 2" y r < n. De aqui tenemos que |Y| =m < ny |F/2F| = 2™.
Ademas 2™ =2"y | X|=n=m =Y.

Si una base de F' es infinita, entonces todas las bases son infinitas esto por lo demostrado en el
péarrafo anterior. Consecuentemente, para completar la prueba es suficiente mostrar que | X| = | F, si
X es algtina base infinita de F'. Claramente | X | < [F|. Sea S = [J,,c v« X", donde X™ = X x---x X (n
factores). Para cada s = (x1,...,x,) € S sea Gy el subgrupo (x1,...,x,). Donde G, = Z,, &--- & Z,
donde w1, ...,y (t < n) son elementos distintos de {z1,...,x,}. Ademds, |G| = |Z!| = |Z| = No.
Dado F' = [,cq Gs| < |S|No. Entonces |S| = |X]|, donde |F| =
| X|No = | X|. Ademés |F| = | X].

G, tenemos que |F| = |U,cq

*

El nimero cardinal de algina base X de un grupo abeliano libre F' es una invariante de F; | X|
es llamado el rango de F'.

EJEMPLO 1

Si F; es un grupo libre de rango r;, entonces F' = Frycr, F; es un grupo libre de rango Zie] .
En particular, si cada F; es ciclico infinito, F' tiene rango | I |.

EJEMPLO 2

Sea A un conjunto y defina G = Z4 ei: A — G pori(a)(z) = 0,si v # a e i(a)(a) = 1y
si x = a (G,+,0) donde la suma es la usual entre funciones y 0 es la funcién que envia todo al 0,

es un grupo abeliano. Ahora si H es un grupo abeliano, dado f : A — H, defina f : ¢ — H por

36



3 GRUPOS LIBRES ABELIANOS

FOseanai(a)) =3 ,cala) ast foi= f. (G, A,i) es entonces grupo abeliano libre. Observese que
si| A< oo,y A= {a}icqr2,..n}, bajo el isomorfismo que envia g € G al elemento cuya k-ésima
entrada es g(ay), luego

GrRIXZX X7
1Al

Proposicion 3.3 Sea F el grupo libre abeliano en el conjunto X1 y Fy el grupo libre abeliano en el

conjunto Xo. Entonces Fy = Fy si y solo si Fy y Fy tienen el mismo rango (esto es, | X1| = | Xa|).

Demostracion

Si a: Fy = F,, entonces a(X7) es una base de F, donde | X;| = |a(X;)| = |X;| por el teorema
(3.12).

*

Esta proposicién también es verdadera para un grupo arbitrario libre no abeliano:

Teorema 3.13 Todo grupo abeliano G es imagen homomorfica de un grupo abeliano libre de rango

| X|, donde X es el conjunto de generadores de G.

Demostracion

Sea F' el grupo abeliano libre en el conjunto X. Entonces F' = ) _ Zr y rango I' = |X]|.
Por el teorema (3.11), la funcién inclusiéon X — G induce un homomorfismo f : F — G tal que
lz — 2 € G, donde X C I'm f. Dado que X genera a G tenemos que Im f = G.

*

Hemos probado un teorema que es extremadamente usado en el andlisis de la estructura de

generadores finitos de grupos abelianos.

Proposicién 3.4 Si {z1,...,x,} es una base de un grupo libre abeliano F y a € Z, entonces para
todo i # j {x1,...,xj_1,%; + ax;, Tj41, ..., 2T, } también es una base de F'.

Demostracion

Escribamos 0 como combinacién lineal de elementos de la base {1, ..., %;_1, z;4+ax;, Tj41,...,2n}

y probemos que los escalares son iguales a cero. Si kyzy +- - -+ kj(z; +ax;) + - - + kpx, = 0(k; € Z),
entonces kyxy + - - - + (k; + kja)x; + - - - + kjz; + - - - + kpx, = 0, como los z; son base por definicién
esto implica que k; = 0 para todo t.

*

Teorema 3.14 Si ' es un grupo abeliano libre de rango finito n y G es un subgrupo diferente de
cero de F, entonces existe una base {x1,...,x,} de F', un entero r (1 < r < n) y enteros positivos

di,...,d, tal que di|ds|...|d, y G es abeliano libre con base {dyx1, ..., d,.x,}.
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Demostracion

Sin =1, entonces F' = (x1) = Z y G = (diz1) = Z(d; € N*) por los teoremas (3.10), (3.8)
y (3.9). Procediendo inductivamente, asumamos que el teorema es cierto para todos los grupos
abelianos libres de rango menor que n. Sea S el conjunto de todos los enteros s tal que existe una
base {y1,...,yn} de F y un elemento en G de la forma sy; + kays + -+ + kyy, (k; € Z). Note que
en este caso {y2,Y1,Vs,-..,Yn} €s también una base de F, donde ky € S; similarmente k; € S para
j=3,4,...,n. Dado que G # 0, tenemos que S # ¢. De aqui S contiene un menor entero positivo
d; y para algina base {yi,...,y,} de F existe un v € G tal que v = dyy; + kayo + -+ + knUn.
Por el algoritmo de la divisién para cada ¢ = 2,...,n, k; = d1q; + r;, con 0 < r; < dy, donde
v=di(y1 + QY2+ + GuYn) +ToY2 + -+ TpYn. Sea X1 = Y1 + Gaya + -+ - + ¢u¥Yn; PO la proposicion
(3.4) W = {x1,y2,...,Yn} es base de F', la minimalidad de d; en S implicaque 0 =1y =13 =+ =1,
asi que dyr1 = v € G.

Sea H = (y2,9s,...,Yn). Entonces H es un grupo abeliano libre de rango n — 1 tal que F' =
(x1) ® H. Ademés vemos que G = (v) ® (GNH) =0. Si u=t1x1 +toya + -+ + toyn € G(t; € Z2),
entonces por el algoritmo de la division t; = dyq; +7; con 0 < ry < dy. Como v € G entonces q1v € G
y dado que u € G entonces G contiene a u — q v = ryxy + toys + - - - + t,y,. La minimalidad de d; en
S implica que r; = 0, de donde toys + -+ + t,yn € GNH y u = qv + (tay2 + - - - + t,y,). Entonces
G = (v) + (GN H) , que prueba la suposicién (definicién (3.2)).

También G N H = 0, en tal caso G = (dyz1) y el teorema es verdadero o G N H # 0. Entonces
por la hipétesis inductiva existe una base {xs,z3,...,2,} de H y enteros positivos r,ds, ds, ..., d,
tal que dylds|...|d, y G N H es abeliano libre con base {dsxs,...,d.z,}. Dado que F' = (x1) ® H y
G = (dyx1) ® (G N H), se sigue facilmente que {z1,xs,...,2,} es una base de F' y {dyz1,...,d,x,.}
es una base de GG. Para completar el paso inductivo de la prueba necesitamos ver que d;|ds. Por el
algoritmo de la division dy = qdy + ro con 0 < ry < dy. Dado que {zg, 1 + qxa,x3,...,2,} es una
base de F' por la proposicion (3.4) y roxs + di(z1 + qxe) = diz + dazo € G, la minimalidad de d; en
S implica que 1o = 0, de donde d;|ds.

*

Todo subgrupo de un grupo abeliano libre de rango « (posiblemente infinito) es libre de rango a

lo sumo «. La notacién ”d;|ds| . . . |d,”significa ”d; divide a ds, dy divide a ds, etc”.

Proposicién 3.5 Si G es un grupo abeliano finito generado por n elementos, entonces todo subgrupo

H de G puede ser generado por m elementos con m < n.

Demostracion

Por el teorema (3.13) existe un grupo abeliano libre F' de rango n y un epimorfismo 7 : F — G.
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3 GRUPOS LIBRES ABELIANOS

7~ 1(H) es un subgrupo de F, y adema, libre, de rango m < n por el teorema (3.14). La imagen bajo
7 de algina base de 77}(H) es un conjunto de a lo sumo m elementos que generan (71 (H)) = H.
*

La proposicion es falsa si la palabra abeliano se omite.
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4 GRUPO FACTOR

4. Grupo Factor

En esta parte se estudiard como obtener una presentacién para un grupo factor G/N de una

presentacion para G.

G = {ab,c,...;PQ,R,...) (2)

En fin, para hacer esto debemos tener un subgrupo normal N dado en términos de la presentaciénn
(2). Especificamente, debemos asumir que N esta definido como el subgrupo normal de G' generado
por las palabras S(a,b,c,...), T(a,b,c,...), ... (0, mas propiamente, por los elementos de G definidos
por esas palabras).

Sabemos que un grupo puede tener muchas presentaciones, en 1908 H Tietze mostré que dada

una presentacion

{(a,b,c,...;P,Q,R,...) (3)

para un grupo (G, puede obtenerse algtina otra presentacion para GG a traves de repetidas aplica-
ciones de las siguiente transformaciones a la presentacion.

T1 Si las palabras S,T,... son derivadas de P,Q, R,..., entonces agregamos S,T,... a las
relaciones definidas en (3).

T2 Si algiina de las relaciones, digase S, T, ..., listada entre las relaciones definidas P,Q, R, ...,
son derivables de las otras, pueden ser borradas S, T, ... de las relaciones definidas en (3).

T3 Si K, M, ... son algtinas palabras en a, b, c, ..., y queremos agregar los simbolos z,y, ... a los
simbolos generados en (3) y se cumplen las relaciones x = K,y = M, ... en las relaciones definidas
en (3), entonces podemos reemplazarlas en 3.

T4 Si algina de las relaciones definidas en (3) toma la formap =V, ¢ =W,... donde p,q,... son

generadores en (3) y V,W, ..., son palabras en los generadores mas que p, g, ..., entonces borramos
P, q, ... de los generadores, borramos p = V,q = W, ..., de las relaciones definidas y reemplazamos
p,q,... por p="V,q=W,..., respectivamente, en las restantes relaciones definidas en (3).

T1, T2, T3 y T4 son llamadas Transformaciones de Tietze.

Teorema 4.1 Dadas dos presentaciones para un grupo Gz,

G = (ay,a9,...; Ri(ay), Ra(ay),...) (4)
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4 GRUPO FACTOR

G: <b17b27---;Sl<bu)752(bu)7---> (5)

Entonces (5) puede ser obtenida de (4) por una aplicacion repetida de las transformaciones de

Tietze (T1), (T2), (T3) y (T4).

Demostracion

Sea (4) una presentacion de G bajo el mapeo

ay — g1,as —>, ... (6)

y sea (5) una presentacion de G bajo el mapeo

b1—>h1,b2—>h2,... (7)

Mostraremos primero al cambiar (4) por las transformaciones de Tietze, asi que los simbolos
b1, by, ... de (5) aparecen como simbolos generados; para este propdsito deseamos expresar hy, ho, . . .

en términos de g1, g2, . ... Dado que g1, g2, ... es un conjunto de elementos generados por G.

hl = Bl(917927‘”)7h2 = BQ(QDQ%"‘)?"'

Entonces por (T3), agregamos los nuevos simbolos by, by, ... para generar los simbolos en (4), y

agregamos las relaciones correspondientes

bl231(917927---)752:B2(91>92>---),--- (8)

obteniendo la siguiente presentacion:

<CL1,(12, vee ,bl,bg, vee ,Rl(av),RQ(av), oo ,b1 == Bl(av), bg = BQ((L@), . > (9)

Mas atin, G es presentado por (9) bajo el mapeo

a — g1,a9 —> ga, ..., b1—>h1,b2—)h2,... (10)

determinado por (6) y (7).

Deseamos ahora volver a las relaciones definidas de (5) en (9). Para este propdsito note que

Si(br,bay ... ), Sa(biy by ), ... (11)

son relaciones bajo (10), dado que son relaciones bajo (7); de aqui,(11) pueden ser adjuntadas a

las relaciones definidas en (9) por T1, obteniendo la presentacion.
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4 GRUPO FACTOR

<CL1,CL27 e ,bl,b27 ey Rl((lv), RQ(CLU), . ,bl = Bl(CLU>,b2 = BQ(G/U), ceey Sl(bu), Sg(bu)7 . > (12)

la cual presenta a G bajo (10).
Deseamos ahora expresar aq,as,... en términos de by, b, ..., asi que podemos borrar aq, as, . ..
de (12); para este propdsito se expresa gi, ga, ... como palabras en hq, hs,.... Dado que hy, ho, ...

es un conjunto de elementos generadores de G,

91=A1(h1,h2,---), g2=A2(h17h2,---)7---

De aqui, bajo la funcién (10)

(leAl(bl,bg,...), a2:A2<bl,b2,‘..),... (13)

Como relaciones en G, y de aqui se deriva de la definicién de relaciones en (12). Asi, por (T1)

podemos agregar las relaciones (13) para las relaciones definidas en (12), obtenemos las presentacién

<CL1,CL2, Ce ,bl, bg, Ce ;Rl(av),RQ(av), Ce ,bl = Bl(&v), bg = BQ(CLU), ey Sl<bu)a Sg(bu), Lo, Q1 = Al(bu),ag = A

(14)

En lugar de borrar aj,as,... como se habia planeado, observemos que (14) es simétrico; de
aqui, podemos obtener (14) de (5) por las transformaciones de Tietze. Dado que el inverso de las
transformaciones de Tietze es una secuencia de las transformaciones de Tietze, se tiene (5) de (14) por
una secuencia de las transformaciones de Tietze. Asi, (5) puede obtenerse de (4) por una aplicacién
repetida de las transformaciones de Tietze.

*

Proposicién 4.1 Si las presentaciones (4) y (5) en el teorema (4.1) son finitas, entonces (4) puede

ser cambiado en (5) por una secuencia finita de transformaciones de Tietze elementales.

Demostracion

Si las presentaciones (4) y (5) son finitas, entonces las relaciones (8), (11) y (13) son finitas en
nimero y asi pueden ser agregadas una a una en (4), por transformaciones de Tietze elementales, para
obtener (14). Similarmente (5) puede obtenerse de (14) por un nimero finitos de transformaciones
de Tietze elementales.

*
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4 GRUPO FACTOR

Definicién 4.1 El subgrupo normal de un grupo generado por un conjunto de elementos, es el menor
subgrupo normal que contiene esos elementos, o equivalentemente, es el subgrupo generado por el

conjunto de elementos y sus conjugados.
Podemos afirmar lo siguiente:
Teorema 4.2 Sea G que tiene presentacion (2) bajo la funcion:
a— g, b—h c— k..., (15)

y sea N el subgrupo normal de G generado por S(g,h,k,...), T(g,h,k,...), .... Entonces el grupo

factor G/N tiene la presentacion
(a,byc,...;P,Q,R,....,S,T....) (16)

bajo la funcion

a— gN, b— hN c—kN,..., (17)

Demostracion

Bajo la funcién (17), la palabra W (a, b, c,...) llevaa W (gN,hN,kN,...) = W (g, h,k,...)N. Da-
do que G tiene presentacion (2) y N es el subgrupo normal generado por S(g, h, k,...), T(g, h,k,...),

.., el elemento de G definido por P,Q, R,...,S,T,... son relaciones en G/N bajo (17) y asi (17)

induce un homomorfismo en G/N.

*

Dado que G es generado por g, h, k, ..., entonces G/N es generado por gN,hN, kN, ... y asi el
homomorfismo inducido por (17) es sobre.

Para mostrar que este homomorfismo es uno a uno, supongamos que Wa, b, c,...) es mapeada
en la identidad en G/N. Entonces W(g, h,k,...) estd en N. Dado que N es el subgrupo normal de
G generado por 9,7, ...,

W(g, h,k,...) = ViU . UVU (18)

donde U; son elementos de Gy V; es uno de S, S~ T, T~!,.... De aqui,

W(a,b,c,...) ~ U VAU . UV US (19)

con respecto a la presentacion (2) para G. Asi W(a,b,c,...) puede ser cambiada al lado derecho
de (19) por insercién y supresién de las relaciones definidas en (2) y relaciones triviales. Pero el lado
derecho de (19) puede reducirse a la palabra vacia por insercién y supresiéon de S, T, ... y la relacién
trivial. Asi W(a,b,c,...) ~ 1 en la presentacién (16), y de aqui, el homomorfismo inducido por (17)

es uno a uno de (16) a G/N.
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4 GRUPO FACTOR

Proposicién 4.2 Si F' es el grupo libre en a,b,c,... y N es el subgrupo normal de F generado por

P(a,b,c,...), Qa,b,c,...), R(a,b,c,...), ..., entonces
F/N = {(a,b,c,...; P,Q,R,...) (20)

Demostracion

Se sigue inmediatamente del teorema (4.2)

*
(Algunos autores definen los grupos libres sin la primera definicién general que era la presentacion

(2); ellos toman (20) como la definicién de la presentacion (2)).
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5. Subgrupos verbales y grupos reducidos libres

Un subgrupo normal o invariante N de un grupo G es cerrado bajo el producto de automorfismos
conjugados. Un subgrupo K de G es llamado caracteristica, si K es cerrado bajo todos los au-
tomorfismos de G. Un subgrupo caracteristico es necesariamente normal, pero no lo contrario. Una
propiedad siempre fuerte de un subgrupo es que su caracteristica es totalmente invariante, cerrada
bajo todos los endomorfismos de G (homomorfismos de G inyectivos en ellos mismos). El concepto de
un "subgrupo verbal”sera construido con muchos ejemplos de los subgrupos totalmente invariantes
de un grupo G.

Sea W,(X,), donde p = 1,2,..., es el conjunto de las palabras en los simbolos X, donde
A = 1,2,.... Entonces el {W,}-subgrupo verbal G(W,,...) de un grupo G es el subgrupo de G
generado por todos los elementos de la forma W, (g,), donde gy es el rango sobre G.

EJEMPLO 1

G(X?) es el grupo de G generado por los cuadrados g2 de todos los elementos g de G. El subgrupo
verbal G(X*, X®) es el mismo que G(X?). El subgrupo conmutador de G es el subgrupo verbal
G(X1 X, X' X5 1) generado por todos los elementos g1g29; g5+ de G. El subgrupo verbal G(X), es
claramente G. El subgrupo verbal G(X;X3) es también G; para G(X;X3) C G y sustituyendo g
por X7 y 1 por X, obtenemos todos los elementos de G. Si ) es el grupo simétrico en 1,2, ...,
n entonces ». (X?) es > : para »_ es generado por un dos-ciclico y el cubo de un dos-ciclico es
el mismo. Por otro lado Y, (X?) es A,, el grupo alternante en 1,2,..., n; para el cuadrado de una
permutacién es par, y A, es generado por los tres-ciclicos, los cuales son cuadrados.

El subgrupo verbal G(W),, . ..) es un subgrupo totalmente invariante de G. Sea o un endomorfismo
de G. Entonces o(W,(gx)) = Wy(a(gx)). De aqui, o(W,(g»)) puede ser obtenido por sustitucion de
a(gy) por X en W, (X)), v asi estar en G(W,,,...). Luego, G(W,,...) es totalmente invariante.

No todo subgrupo totalmente invariante de un grupo G necesita ser verbal. Es decir, existe una
clase importante de grupos para los que esto es cierto.

Un grupo libre reducido R de rango n con las identidades W, (X)) = 1 es el grupo
factor de el grupo libre F,, de rango n por el subgrupo verbal F,,(W,,...). Equivalentemente, por la

proposicién (4.2), el grupo libre reducido R puede ser definido como el grupo:

(ar,ag, ..., an; W, (Ux(ay,az,...,ay)),...) (21)
donde U, es el rango sobre todas las palabras en aq, as, .. ., a,. Note que, en general, no podemos
restringir U, al rango solo sobre los generadores ay, as, ..., a,. A menudo denotamos R simplemente

por:
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(a1, a9, ..., a0 W, (X)),...) (22)

Es claro, de la presentacién de (21), que algtin grupo G en n generadores, en los cuales las iden-
tidades W, (X)) = 1 se mantienen, en las que W,(X,) = 1 para algin g, en G, es un homomorfismo
imagen de los grupos libres reducidos de rango n con las identidades W, (X)) = 1.

Si F, es el grupo libre en aq, as, . . ., a,, entonces F,, es caracterizado por el hecho que lleva a estos
generadores en algin grupo G, que puede ser extendido por un homomorfismo de F), en G. Entonces

el siguiente lema generaliza este tipo de caracterizacion a grupos libres reducidos.

Lema 5.1 Sea R un grupo en el que las identidades W, (X)) = 1 se mantienen. Entonces R es el
grupo libre reducido de rango n con esas identidades si y solo si existen n generadores ay,as, . .., a,
de R tal que algin mapeo de estos generadores en un grupo G, en el cual las identidades dadas se

mantengan, puede ser extendido a un homomorfismo de R en G.

Demostracion

Sea R el grupo libre reducido con la presentacién (21). Entonces por la proposicién (4.2), algin
mapeo de ay, a, ..., a, en un grupo G, en el cual las identidades W, (X)) = 1 se mantengan, puede
ser extendido a un homomorfismo de R en G.

De manera analoga, supongamos que las identidades W,(X,) = 1 se mantienen en R, y R tiene
n generadores ai,as,...,a, tal que algin mapeo de ai,as,...,a, en un grupo G en el cual las

identidades W), (X)) = 1 se mantienen, puede ser extendido a un homomorfismo de R en G. Sea

G: <bl,b2,...,bn;W#(X/\),...> (23)

Entonces las identidades W, (X)) = 1 se mantienen en G, y la funcién a, — b, puede ser extendida
a un homomorfismo de R en G. Ademas, si P(a,) es una relacion en R, entonces P(b,) es una relacién
en (23). De aqui, P(b,) es derivable de las palabras W, (Ux(b1, bs, ..., b,)) y asi P(a,) es derivable de

las palabras W, (Ux(a1, as, ..., a,)). Entonces R tiene la presentacién

(ai,ag, ..., an; W, (Ux(ar, ag,...,ay)),...)

y asi es un grupo libre reducido de rango n con identidades W, (X)) = 1.

Teorema 5.1 Todo subgrupo totalmente invariante J de un grupo reducido R de rango n (y, en
particular, de un grupo libre) es un subgrupo verbal R(V,,...). Mas atin, podemos elegir las palabras

Vo (Yy) definidas en J asi que el nimero de simbolos Y, usados es n.
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Demostracion

Sea R que tiene representacion
(ay,ag, ..., an; W, (Xa(ar,aq,...,a,)),...)
y considere el conjunto de todas las palabras V,(Y1,...,Y,) tal que
Volay, ..., an) (24)

esta en J. Mostremos que J = R(V},,...).

Claramente, V, (a1, ..., a,) es el rango sobre todos los elementos de J, y asi J C R(V,,...).

Opuestamente, consideremos algin elemento

Vo(Ui(a), ... Un(a,)) (25)

Ahora la funcién a; — U;(a,) puede ser extendida a un endomorfismo de R por el lema. De aqui,
dado (24) esta en el subgrupo totalmente invariante J, y (24) lleva a (25) bajo el endomorfismo,
(25) puede estar en J. Pero el elemento en (25) generado por R(V,,...). Asi R(V,,...) C J,y
ast J = R(V,...).

*

Pero ademas para grupos reducidos libres esta dado por el siguiente teorema, el cual es parecido

a I. Levi, 1993. Pero antes de probar el teorema, necesitamos la siguiente definicion:

Definicién 5.1 Si W es una palabra en ay,as. .., a,, y
— 401 a2 «@
W =ay!,ay} ... 4"
donde los o; son enteros yv; = 1,2,...,n, entonces el exponente suma de W en a, es el entero

o, (W) = Z o

EJEMPLO
Si W = a?aza; ay a;! entonces o1 (W) = =2y ao(W) = 0.

Claramente, si W ~ W,, entonces o,(W;) = o,(Ws); mas ain, 0,(UV) = 0,(U) + 0,(V). De
aqui, W — o,(W) es un homomorfismo de F,, el grupo libre en a4, ...,a,, sobre el grupo aditivo

de los enteros. Tales elementos de F}, son el nucleo del homomorfismo ¢,. Esos elementos con el
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exponente suma cero en a, es el mismo que el subgrupo normal de F, estan en el nicleo de todos
los homomorfismo o,. Estos elementos con el exponente suma cero en todos los a,; es el mismo que

el subgrupo conmutador de F,.

Teorema 5.2 Sea W,(X) el conjunto de todos los elementos en el grupo libre F' en X1, Xo, ..., X,.
Entonces existe un entero no negativo d y un conjunto de palabras V,(X en el subgrupo conmutador

de I tal que para algin grupo G,
G(W,,...)=GX{,V,,...)

Demostracion

Sea d el maximo comun divisor del conjunto de los enteros o(W,,) donde X y y son el rango sobre

todos los posibles valores. Sea

V, =W, X7, X (26)

n

donde 8y = o\ (W,).

Claramente 0,(V,) = ox(W,) — x» = 0. De aqui V, es el subgrupo conmutador de F, el grupo
libre en X,.

Mostraremos ahora que si G es algtin subgrupo entonces G(W,,...) = G(X4,V,,...).

Para ellos dado que d|S), claramente si g\ estd en GG, entonces gf* estd en G(X{,V,,...). De

aqui,

Wu(gk) = Vu(g/\gfx .- -ng

estd en G(X4,V,,...), yast GW,,...) C G(XLV,,...).

Dicho de otra manera, en W,(X,) sustituyamos g por X, y 1 por X, A # v; entonces resulta
el elemento ¢g?. Dado que g% esta en G(W,,,...) para todo 3,, se sigue que g% estd en G(W,,,...).
Pero entonces de (26), V,,(gx puede estar en G(W,,...). De aqui G(X{,V,,...) C G(W,,...) ,y
asi los dos subgrupos verbales seran iguales.

*
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Proposicion 5.1 Todo grupo libre reducido de rango n tiene una presentacion
(ay, ..., a,; XL WL(X),...) (27)

donde d es un entero no negativo, A =1,...,n y W, estd en el subgrupo conmutador de F', el grupo

libre en Xq,...,X,.

Demostracion

La prueba es inmediata de los teoremas (5.1) y (5.2)

Proposicién 5.2 Solo los subgrupos verbales de un grupo abeliano G son los subgrupos potencia

G(XY)

Demostracion

Algun elemento de un subgrupo conmutador de un grupo abeliano es la identidad. De aqui,
G(X{,V,,...) se reduce a G(X{).
*

Usando el teorema (5.2), podemos clasificar todos los grupos abelianos libres reducidos.

El grupo abeliano libre A,, de rango n (n posiblemente finito) es el grupo libre reducido

(ay, ... an; X1 X0 X1 X5 (28)

Este es el grupo cociente de el grupo libre F}, por su subgrupo conmutador.

El grupo A, es isomorfo al grupo aditivo de todos los vectores

(c1,..., )

con componentes del anillo de enteros (y todos finitos y algiinas componentes igual a cero) bajo

la funcién

W(ar, ... an) — (1(W),...,00(W))

El grupo abeliano libre A,, ; de rango n y exponente d (donde n es posiblemente finito y d es un

entero mayor que 1) es el grupo libre reducido
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(ar, ... an; XX X0 X0 XS

El grupo A,, 4 es isomorfo al grupo aditivo de todos los vectores

(a1,..., )
Con coordenadas del anillo de enteros médulo d (y todos finitos y algtiinos iguales a cero) bajo la

funcion

Wiay,...,an) = (01,..., )

donde «, = g,(W) mod d.

Es facil ver de esta representacion de A, 4 que su orden es d" si n es finito, y n si n es infinito;
mas aun, d es el maximo orden de algtin elemento. De aqui, si A4,, 4 es isomorfo a A,, ., entonces d = ¢

y n=m.

Claramente, el nimero mas pequeno de generadores de A, 4 es n. Pero, si A, 4 tiene p generadores,
este es isomorfo a la imagen de A, 4 (dado X¢ =1y X; X5 X; ' X, = 1 son identidades que se man-

tienen en A, 4); de aqui, el orden de A,, 4 puede ser menor o igual al orden de A, 4. Esto implica n < p.

Esto remarca el hecho que n es el menor nimero de generadores para algin grupo libre reducido

de rango n.

Teorema 5.3 Un grupo libre reducido R de rango n (R # 1) no puede ser generado por menos que
n elementos. De aqui, los grupos libres reducidos, y, en particular, los grupos libres y grupos libres

abelianos, de diferentes rangos no pueden ser isomorficos.

Demostracion

Por la proposicién (5.1) podemos asumir que
R={ay,...,an; XL Wa(Xy),...)

donde d es mayor que 1 o d = 0 (dado que R # 1), y W, es el subgrupo conmutador de F, el

grupo libre en X,. Si p es algin divisor de d, p mayor que 1, entonces
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Apa={ar,...,a,; XPX1 X0 X1 X5

es isomorfo a la imagen de R; claramente las identidades X{ = 1y W,(X,) = 1 se mantienen en
A, . De aqui, si R tiene menos de n generadores, entonces es A, ,; pero A, , no puede tener menos
de n generadores. Asi R no puede tener menos de n generadores.
*

El teorema (5.3) resuelve el problema del isomorfismo para dos grupos libres, tanto como para
dos grupos libres abelianos presentados como tales. Mas atn, el concepto de subgrupo verbal puede

ser usado como un parametro para probar isomorfismo.

Teorema 5.4 Sea {W,(X))} el conjunto de palabras. Entonces si dos grupos Gy y G2 son isomdrfi-

cos, los grupos I'y y I's, donde

son también isomorficos.

Demostracion

Bajo un isomorfismo de Gy sobre Gy, G1(W,,,...) lleva sobre G5(W,,, ...). Mas aiin las clases de
I'; llevan isomorficamente sobre las clases de I's.

*

En vista de la infinita variedad de subgrupos verbales, puede verse que el teorema (5.4) posee un
nimero infinito de pruebas utilizadas para isomorfismos. Sin embargo todos los teoremas (5.4) son
reducidos al isomorfismo de G; y G para el de I'y y I's. Si I'y v I's son grupos abelianos generados
finitamente, o son grupos abelianos finitos generados sobre un (ideal principal) operadores de anillos,
entonces el isomorfismo de I'y y I's puede ser resuelto. Si I'y y I's son generados finitamente y las
palabras W, son conmutadores simples, entonces el isomorfismo de I'; y I'y puede ser resuelto. En

general, no existen pruebas para resolver si I'; y I'y son isomorficos.

El estudio de los grupos libres reducidos con la identidad X? = 1, dejan algo de problemas dificiles

(excepto para algun valor especial de d), la mayoria de los cuales estan todavia sin resolver.

La variedad de grupos correspondientes a las identidades {IV,(X) = 1} es justamente el conjunto

de grupos en el cual las identidades W,(X ) = 1 se mantienen.
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5 SUBGRUPOS VERBALES Y GRUPOS REDUCIDOS LIBRES

Los términos endomorfismo y totalmente invariante fueron introducidos por F. Levi, 1933. La

mayoria de resultados de este seccién son junto a B. H. Neumann, 1937.
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6 PRESENTACION DE SUBGRUPOS (EL METODO DE REIDEMEIST ER-SCHREIER)

6. Presentacion de Subgrupos (El método de Reidemeister-
Schreier)

Sea (G un grupo con presentacion

G={(ar,...,an; Ry(ay),...) (29)

Ya vimos como se presenta un grupo factor G/N de G; ahora veremos como se presenta un sub-

grupo H de G.

Para presentar el grupo factor G/N requerimos palabras en el a,, las cuales generan el subgrupo
normal N; para presentar el subgrupo H requerimos que las palabras en el a,, las cuales generan el
subgrupo H. Pero ademas estos son generadores para H, requerimos de un proceso para reescribir

una palabra en el a, el cual define un elemento de H, como una palabra en los generadores de H.

Especificamente, sea G presentado como en (29), y sea H el subgrupo de G generador por las
palabras J;(a,),... entonces por un proceso de reescritura para H (con respecto a los generadores

Ji(a,)) es una funcién.

7:U(ay) = V(s;) (30)

de palabras U(a,) la cual define elementos de H, en palabras en simbolos s;, tal que las palabras

Ulaw), — V(Ji(av))

define el mismo elemento de H. (El simbolo s; sera el simbolo generador usado para J;(a,) en la

presentacién de H).
EJEMPLO 1

Sea G el grupo libre en a y b, y sea H el subgrupo normal de G generador por b. Entonces H es

generado por b y sus conjugados por potencias de a, para a*ba=*, donde k es algiin entero. Sea
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Jie(a,b) = a"ba™*

Una palabra W (a,b) define un elemento de H si y solo si el exponente suma de W en a es cero.

Ademas, si

Ula,b) = a® b a®2b% .. a® b’ (31)

tiene exponente suma cero en a, entonces U(a,b) y

(aalba/*al)ﬁl (aa1+azba*a1*a2>ﬁ2 o (aa1+a2+"-+arba*a1*042*"'*0!r>5r

define el mismo elemento de H. De aqui, la funcién 7 que envia la palabra en (31) en

B1 B2 Br
Sa18a1+a2 - Sagtasdtan (32>

es un proceso de reescritura para H.

Deseamos ahora para presentar un subgrupo H de un grupo G dado por (29), usando los simbolos

generadores s; para generar elementos J;(a,).

Teorema 6.1 Sea H un subgrupo de un grupo G presentado en (29). Si J;(a,) son generadores para
H yla funcion T es un proceso de reescritura para H (con respecto a los generadores J;(ay) ), entonces
un presentacion para H bajo la funcion s; — Ji(a,) se obtiene por el uso de los simbolos s; como

simbolos generadores y usando las siguientes ecuaciones como relaciones definidas:

si = 7(Ji(av)) (33)

T(U) = 7(U") (34)

donde U(ay,) y U*(ay) son palabras libremente iguales las cuales definen elementos de H.

(U Uy) = 7(Uy)T(Us) (35)
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donde Uy (a,) y Us(ay) definen elementos de H; y

r(WRW™) =1 (36)

donde R, (a,) es una relacion definida en (29) y W es alguna palabra en a,

Demostracion

Primero mostraremos que (33), (34), (35) y (36) son relaciones. Pero, si U(a,) define un elemento

de H, y

7(U(av)) = V(si)

entonces U(a,) v V(J;(a,)) definen el mismo elemento de H, por definicién del proceso de rees-

critura. De aqui, bajo la funcién s; — J;(a,), las ecuaciones (33), (34), (35) y (36) son relaciones.

Para mostrar que (33), (34), (35) y (36) definen relaciones, debemos mostrar que algina relacién

sitLLLsy (€, = £1) (37)

i1 2y

puede ser reducida a la palabra vacia utilizando las relaciones (33), (34), (35) y (36). Es con-
veniente primero derivar algunas relaciones de (33), (34), (35) y (36); el término derivar significa

obtener con respecto a (33), (34), (35) y (36).

En (35), si reemplazamos U; y U, por la palabra vacia 1, obtenemos 7(1) = 7(1)7(1) o equi-
valentemente 7(1) = 1. Ahora en (35) reemplacemos U, por U; !, y usemos (34) para obtener
7(U)7(U;Y) = 1, o equivalentemente

(U ) =7(th)™ (38)

De aqui, de (35) y (38) podemos obtener

(U .. UpP) = 7(U)* o7 (Up)” (39)

Ahora demostraremos que podemos obtener la ecuacion (37). Usando (33), (37) puede ser reem-

plazado por
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(S (@)™ . 7(Ji (@)

la cual por (39) puede ser reemplazada por

(3T (40)

Ahora, dado (37) es una relacién bajo s; — J;(a,).

Jiy(ay)® oo i (@) (41)

define la identidad en H, y de aqui, tambien en G. Dado que G tiene la representacién (29), se

sigue de la proposicién (4.2) que (41) es igualmente libre a un producto

(WiR, W™ (WR,, W)™ (42)

donde n; = £1 y R,, es una relacién definido en (29). De aqui, usando (34), (40) puede ser

reemplazado por

T((WiR, W)™ . (WeR, W )™) (43)

Usando (39), (43) puede ser reemplazado por

T(Wi R, W™ (W R, W, ™) (44)

Pero entonces las relaciones en (36) nos permiten reducir (44) a la palabra vacia.

La presentacion para H obtenida en el teorema (6.1) es muy engorrosa.

Por una eleccién de manera cuerda de generadores y el proceso de reescritura, la presentacion
puede ser grandemente simplificada. Una eleccion tal que puede ser usado una funcion clase derecha

para G mod H, obtenemos ambos generadores y un proceso de reescritura.

Si G tiene la presentacién (29), entonces la funcion representante clase derecha para G (en los

generadores a, ) modulo un subgrupo de H, es una funcién de palabras en a,,
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donde W (a,) forma una clase derecha de sistemas representantes de G mod H, los cuales contie-

nen la palabra vacfa, y donde W (a,) es la representante de la clase de W (a,).

Teorema 6.2 Si W — W es una funcion clase derecha para G mod H, entonces H es generado por

las palabras

Ka,Ka, ' (45)

donde K es un representante arbitrario y a, es un generador para G.
Demostracion

Para mostrar que las palabras en (45) son generadores para H, es coveniente usar la siguiente

propiedad que es facil de verificar de una funcion representante clase derecha:

1. W =1siy solo si W define un elemento de H
W es libremente igual a V implica que W =V

=W

=

4. WV =WV

La palabra Ka,K av_l claramente define un elemento de H; para Ka, y Ka, determina la

misma clase derecha de H.

Ahora mostraremos que todo elemento de H puede ser expresado como un producto de pala-

bras en (45) y sus inversos.

Primero observese que la palabra

Ka,'Ka,1 | (46)

es el inverso de una palabra en (45), para un K dado que es representante, se sigue que

Kajla, = Kajla,= K = K
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usando 4,2 y 3. De aqui, (46) es el inverso de la palabra Ma, M av_l donde M = Ka;!, el cual

es incluido en (45).

Supongamos ahora que

U=ala?...ay (e, = £1) (47)

v1 U2 Uy

define un elemento de H; debemos expresar U en términos de las palabras en (45) y (46). Por

. 7 €4 Ir7 €4 .
eso insertaremos antes y después de cada ay; en U, las palabras W; y Wjay, , respectivamente,

y tratando de elegir el W; asi para nuestro nuevo producto,

—_ 1 — 1
€ €1 € €2 €pr
Wiag Wiay, Waag Waay ... Weal Weas (48)

define el mismo elemento de H como en (47). Ahora, (48) ciertamente definiremos el mismo

elemento de H como en (47) lo hicimos, si elegimos

W, = 1, Wy = Wl(lel Wg = WQGQ RN ,Wr = W'r—l = CLZ::ll

v1? v

Si elegimos

W, = 1, Wy = Wiat W3 = What?, ... ,Wr =W,_1=a5!

V1) v2? Ur—1

(W; es llamado el j — 1-esimo segmento inicial de U); si para W, asi se eligen, entonce (48) es

libremente igual a

W\UWay  =TUT ' =101 =U

(U =1, dado que U es un elemento de H).
Mas aun, usando 4, es claro que
W a0, Wjay, (49)
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es una de las palabras en (45), y

Wia;, Wia, 1 (50)

Uj

la cual es una de las palabras en (45).

De aqui, toda palabra U(a,) la cual define un elemento de H es un producto (48) de palabras
en (45) y sus inversos. Asi las palabras en (45) generan H.

*

Proposicién 6.1 Si G es finitamente generado y H es un subgrupo de indice finito, entonces

H es finitamente generado.

Demostracion

Ademas, si G tiene n generadores y H tiene indice j, entonces los generadores (45) para H
son nj en numero (despues, debemos obtener un mejor limite para el nimero de generadores
necesarios para H). De aqui, H es finitamente generado.

*

Proposicién 6.2 Sea W — W sera una funcidn representante clase derecha para G mod H.

Introduce el simbolo generado.

SK,aU

para los elementos de H definidos por la palabra

KOLUKCLT;1

donde K es una clase representante derecha arbitraria y a, es un generador en (29).

Definamos la funcion T de palabras en U en (47), la cual define un elemento de H, por
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T(U) = 5% . S% o ...S% (51)

- Klva’l)l Kanvg o K7'7a11r

donde Kj es el representante del segmento inicial de U precediendo a,; si €; = 1 y Kj es el

1

representante del segmento inicial de U e incluye a Q. S € = —1. Entonces T es un proceso

de reescritura para H.

Demostracion

. . €4
Para mostrar que 7 es un proceso de reescritura, debemos mostrar que si s féj o, €sreemplazado
v,
—— :
por Kja, Kja,, en (51) entonces una palabra en a, resulta que define el mismo elemento de

H como U(ay,).

. e e €4 .
Si W; es el segmento inicial de U el cual precede a ay;, entonces por construccion de Kj,

=
I

;= W, sie; =1

e .aq—1 1€, = —
K; = Wja, !, sie; =—1

. y €;
De aqui, en algin momento, s K00, 8 reemplazado por

Wiag Wias,™!
Pero entonces (51) se convierte en (48), y asi definimos el mismo elemento como U (a,).

Asi 7 es un proceso de reescritura.

*

Un proceso de reescritura 7 se obtiene de una funcién representante clase derecha, como en la

ultima proposicion, es llamado un proceso de reescritura de Reidemeister.
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Para ilustrar el metodo de reescritura en un proceso de Reidemeister, supongamos a?a; ‘a3

define un elemento de H. Entonces

-1

—— S
— 2 —1
a?a; lay a3ay as

T(arara; tas) = 57a, Sata, S
Notese que los calculos de 7(U) puede sacarse por el reemplazo de un simbolo af de U por el

. . .
s-simbolo apropiado s, .

Usando el proceso de reescritura de Reidemeister 7 en el teorema (6.1) simplifica grandemente
la representacién para H: las relaciones definidas (34) y (35) puede ser eleminado, y (36) puede

ser restringido.

Teorema 6.3 (Reidemeister). Sea T el proceso de reescritura de Reidemeister dado por (51)
para un subgrupo H de un grupo G. Si G tiene representacion (29), entonces H tiene la si-

guiente representacion

(Skars - Sxay = T(KayKa, ), ..., 7(KR,K™),...) (52)

_ . —1 L
bajo la funcion sk., — Ka,Ka, , donde K es un representante arbitrario (usado en la
funcidn clase derecha determinada por 7), a, es un generador arbitrario y R, es una relacion

definido arbitrariamente en (29).

Demostracion

Es suficiente para demostrar las relaciones (34), (35) y (36) puede ser derivada de las relaciones
definidas en (52); entonces usando una transformacién Tietze podemos borrar las relaciones

redundantes definidas.

Para obtener (34), (35) y (36) es conveniente tener las siguientes propiedades de un proceso de

reescritura de Reidemeister:
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5. Si U y U* son palabras libremente iguales (en el a,) el cual define elementos de H entonces

7(U) y 7(U*) son palabras libremente iguales (en el s-simbolo)

6. Si Uy y U definen elementos de H entonces 7(UyUs) v 7(Uy)7(Us) son palabras idénticas (en

los s-simbolos).

Claramente, para mostrar 5, es suficiente verificar que 7(VaSa, ‘W) es libremente igual a 7(VWW),
donde ¢ = +1. Ahora, calculando 7 de una palabra podemos hacerlo reemplazando cada a-simbolo
por el apropiado s-simbolo dependiendo solo de los a-simbolos y el segmento representante precedien-
do el a-simbolo, el s-simbolo reemplaza los a-simbolo de V' y W calculando 7(VW) y 7(VaSa, W),
seran el mismo. De aqui, necesitamos considerar solo los s-simbolos los cuales reeplazan aj, y a,*.

Estos son

Sie=1,y

~1

Si e = —1. Esto prueba 5.
Para demostrar 6, notese que los s-simbolos reemplazan los a-simbolos de U; calculando 7(U;Us),
son precisamente los s-simbolos de 7(U;). Mas atin, dado que U; esta en H, U;W = W para algtina

palabra W (a,). De aqui, los s-simbolos reemplazan a los a-simbolos de U, calculando 7(U;Us) son

precisamente los s-simbolos de 7(Us).

Es claro de las propiedades 5 y 6 que las relaciones (34) y (35) pueden ser obtenidas de las rela-

cilones triviales.

Para simplificar las relaciones en (36), notese que alguna palabra W es libremente igual a la

palabra UK, donde K esta en W y U esta en WK ! el cual define un elemento de H. Asf
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T WRW™) ~ 7(UKR,K*U™) (53)
= 7(U)r(KR, K Y)7(U ™) (54)
(55)

Dado que (34) y (35) se mantienen, 7(U ') = 7(U) ! se mantiene, y asf la relacién 7(WR, W)

es derivable de la relacion

r(U)r(KR,K r(U™)

y de aqui, de la relacién

T(KR,K™")

Asi (52) presenta H.

Proposicion 6.3 Si G es finitamente presentado y H es de indice finito en G, entonces H es

finitamente presentado.

Demostracion

Esta es una consecuencia inmediata del teorema (6.3).

Para simplificar la presentacién (52) atin mas, debemos restringir nosotros mismos a una clase

especial de funciones de clase derecha.

Una funcién clase derecha Schreier es una para la cual algin segmento inicial de un representante
es otra vez un representante. El sistema de representantes es llamado un sistema de Schreier.
Un proceso de reescritura Reidemeister usando un sistema de Schreier es llamado un proceso de

reescritura de Reidemeister-Schreier.

Como una ilustracion de un sistema de Schreier, sea G el grupo libre sobre a y b, y sea H
el subgrupo normal de G generado por a?, b? , y aba='b~'. Entonces G/H tiene cuatro clases. El
sistema representante 1,a, b, ab es Schreier, como lo es el sistema representante 1, a, b, ab~!. El sistema

representante 1, a, b, ab™! no es Schreier; para, el segmento inicial a=! de a~'b~! no es representante.
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Lema 6.1 Sea G que tiene representacion (29) y sea H un subgrupo de G. Entonces existe algin

sistema Schreier de representantes para G mod H.

Demostracion

Llamaremos longitud de una clase de G mod H al tamaifio de la palabra méas corta en ella, y

definiremos nuesto representante Schreier inductivamente, usando la longitud de una clase.

Eligiendo la palabra vacia como la representante de H, la clase de longitud cero. Si S es una
clase de tamano 1, elegimos algtina palabra de longitud 1 en S} como su representante. Si Sy tiene
longitud 2, seleccionamos una palabra biby de longitud 2 en Sy (b y by son generadores en (29) o
sus inversos). Ahora byby esta en S, por 4, y dado que by tiene tamafio a lo sumo 1, byby debe tener
longitud 2. Elegimos byb, como el representante de S,. En general, asumiendo que tenemos que elegir
representantes para todas las clases de longitud menor que r, si S, es una clase de longitud r y
by...b._1b, es una palabra en S,, elegimos b; ...b._1b, (la cual tiene longitud r) como la represen-
tante de S,. Claramente, por construccion, si el altimo simbolo es borrado de la representante, otro
representante es obtenido. De aqui, algiin segmento inicial de un representante es un representante,
y tenemos construido un sistema Schreier para G mod H.

*

Notese que en la prueba de el lema construimos un sistema Schreier minimal, un sistema Sch-

reier en el cual cada representante tiene longitud no excedente al tamano de alguna palabra que los

represente. No todo sistema Schreier es minimal.

Usando un proceso de reescritura Reidemeister-Schreier las relaciones (33) es una presentacién

para H puede ser grandemente simplificado.

Teorema 6.4 (Schreier). Sea G representado como en (29) y sea H un subgrupo de G. Si T es un

proceso de reescritura Reidemeister-Schreier, entonces H puede ser presentado como

<SK7av,...;8M7a>\,...,T(KR“Kil),...> (56)

donde K es un representativo Schreier arbitrario, a, es un generador arbitrario y R, es una re-

lacion definida arbitrariamente en (29), y M es un representante Schreier y ay un generador tal que
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May ~ May (57)
Demostracion

1

Si May ~ Ma, entonces MaAMa,(1 ~ 1. De aqui, por 5, 7(MayMay )~ 7(1) = 1. Asf la

relacién

SMoay = T(Ma)\Ma,\_l)

es derivable de la relacién

SM@/\ (58)

y opuestamente.

Mas atn, usando la propiedad Schreier de los sistemas representativos, debemos mostrar que

1

7(Ka,Ka, )

puede ser reducido a sk ,, borrando los s-simbolos de tipo (58) para el cual (57) se mantiene.

Para, algin s-simbolo reemplazando un a-simbolo de K calculando 7(Ka, K av_l) tendrémos la forma

SN,ap

-1
Na;la
p »qp

donde N es el segmento inicial de K precediendo el a-simbolo reemplazado. En el primer caso,

Na, es un segmento inicial de K, y asi

Na, = Na,
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en el segundo caso, N es un segmento inicial de K, y asi

1 _ N — ~ -1
Na,'a, =N =N = Na, a,

Asi, para algin s-simbolo s,/ ,, enteramente de K, tenemos May ~ May. Usando que 7(U~1) es
la misma palabra en el s-stmbolo como 7(U)™!, podemos mostrar que un s-simbolo s;,, reempla-

zando un a-simbolo de Kav_l calculando T(Kav)Kav_l, satisfacera May) ~ Ma,,.

De aqui, ante la definicién de relaciones (58), la relacion en (33)

SK.ay = T(KavKavfl)

es derivable de la relacion

SK,a, — SK,as

la cual puede ser claramente borrada.

Teorema 6.5 (Nielsen-Schreier). Un subgrupo de un grupo libre es libre

Demostracion

Si G es un grupo libre, puede ser presentado con un conjunto vacio de relaciones definidas. De
aqui, la definicién de relaciones en (56) es justamente cierta de generadores de subgrupos. Usando una
trasformacion Tietze para borrar los generadores que aparecen como definicién de relaciones, junto
con la correspondiente definicién de relaciones, resultando presentaciones que tienen un conjunto
vacio de definicién de relaciones. De aqui, el subgrupo es libre.

*
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Conclusiones

La teoria utilizada durante todo el documento ha sido desglosada para que pueda ser utlizada
como documento guia en una materia electiva, ya que los resultados son importantes, porque amplian
las fronteras del Algebra Moderna en la Escuela de Matematica en una rama que se ha quedado corta,
esperando que con este documento se despierte el interés de estudiantes y docentes.

Ademas los resultados para grupos libres, tiene similitud con ciertas propiedades vistas para

grupos y anillos, lo que facilita la visiéon de los nuevos resultados para esta teoria y amplia el area.
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