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INTRODUCCION

El propdsito del presente trabajo de graduacion es estudiar la teoria sobre de las cuédricas
con Geometria Proyectiva, aplicando conceptos, definiciones, y teoremas fundamentales,
los cuales nos llevan a comprender la importancia de su aplicacion en las diferentes ramas

de la matematica y sus representaciones graficas.

Es por ello que en este trabajo se trata de desarrollar temas que estdn enfocados a

comprender las cuadricas con geometria proyectiva y su importancia.

En el primer capitulo se desarrollara la nocion de proyeccion, donde se dan definiciones
importantes sobre la proyeccion, asi como una descripcion de que sucede si se agregan los
puntos ideales o puntos al infinito, y que estos sean los centros de proyeccion, ademas el
enriquecimiento que aportan estos nuevos conceptos. Se desarrollaran los conceptos de
coordenadas homogéneas, que es fundamental para la comprensién de los puntos ideales o
puntos al infinito, que facilitaran el manejo algebraico en el estudio del espacio
proyectivo, el cual también incluye puntos complejos, asi como la representacion del
espacio en diferentes dimensiones, y cambio de estructura de coordenadas, subespacios,

hiperplanos y dualidad.

En el segundo capitulo se desarrollaran definiciones, teoremas, corolarios, lemas y uno de
los mas importantes teoremas de la Geometria Euclidiana, desarrollado con la Geometria
Proyectiva, que es el Teorema de Desargues, y algunos resultados importantes adicionales.
También se hard una introduccion a proyectividades, razén cruzada, y transformaciones

lineales.

En el tercer capitulo se desarrollard la aplicacion de los conceptos estudiados en los
capitulos anteriores, en el cual se refleja la riqueza que tienen las cuadricas aplicando los
conceptos de la geometria proyectiva, asi como sus diferentes representaciones. Es
importante mencionar que en el pasado el ser humano se ha visto favorecido por tales
representaciones, facilitando la comprension de su entorno, aunque muchas veces no este

consciente de los aspectos matematicos que estan involucrados.




OBJETIVOS

GENERAL:

» Estudiar y profundizar el conocimiento de las Cuadricas con Geometria Proyectiva,
haciendo uso de conceptos, teoremas, corolarios y lemas importantes que las
enriquezcan, asi como mostrar su importancia en las diferentes areas de la
matematica, dandole un enfoque mas amplio que el de la geometria euclidiana,

generalizando asi esta teoria.

ESPECIFICOS:

» Aplicar conceptos y teoremas de importancia de la Geometria proyectiva a las

Cuadricas.

» Desarrollar estructura y propiedades del espacio proyectivo para la aplicacién de la

cuadricas.

» Aplicar los conceptos de la geometria proyectiva a algunos teoremas de la

geometria euclidiana y en especial al estudio de las Cuadricas.

» Hacer un enfoque analitico y geométrico del estudio de las cuadricas en la

geometria proyectiva.




CAPITULO I

“Conceptos fundamentales de la geometria proyectiva”

1.1 La nocién de proyeccion

Considérese la situacion del dibujo de la figura (1.1) una elipse E; y otra elipse E, dentro
de la elipse E;. Si se comienza tomando un punto arbitrario P sobre E,, y trazando una
tangente a E, uniéndose con E; en un punto Q, luego desde Q se traza otra tangente a E,
uniéndose con E; en un punto R, y uniendo Ry P, seria inusual que el segmento PR sea
tangente a E,. En general, no se cumplira que dadas dos elipses estas tengan un triangulo
inscrito en unay circunscrito en la otra.

“FiguraL.l

Definicion de proyeccion 1.1: Una proyeccion de un plano = hacia un plano i’ desde un
centro de proyeccién O, y este es un punto exterior a los dos planos, es una transformacién
por el cual un punto P del plano = es mapeado en otro punto P’ en el cual el segmento OP
intercepta el plano .

Ahora considérese la figura (1.2) que esta formada por un tridngulo equilatero ABC, una
circunferencia circunscrita K,, y otra circunferencia inscrita K,. Si se analiza esta figura
extendiéndola en un plano m, y “proyectandola” sobre otro plano 7', tomando como centro
de proyeccion o como en la fig (1.3) se obtiene el resultado de la figura (1.4)

Figura 1.2 Figura 1.3




Figura 1.4
Tomando una proyeccion desde un plano m sobre un plano ', con centro de proyeccion
O, (figura 1.3) se obtiene la propiedad que se esta buscando, pero dichos planos no son
paralelos ya que si fueran paralelos la proyeccién es la misma, y lo que se quiere ver es que
sucede con la proyeccion cuando los planos no son paralelos.

Ahora tomando un punto arbitrario X de K;, este sera mapeado por la proyeccion en un
punto X' de m’ tal que K; es proyectado en otra curva ovalada K’; que puede ser
interpretada como una elipse. Igualmente K, es proyectada como otra elipse K',. Los
veértices A,B y C del triangulo equilatero son proyectados en A’,B’y C' en el plano
puesto que A, B y C estan sobre K,, entonces A’,B’y C'estan sobre la elipse K';; pero el
triangulo A’ B'C’ generalmente no sera equilatero. Un punto de la recta AB es mapeado en
algin otro punto de la recta A'B’ ya que la proyeccion de rectas son también rectas;
ademas, puesto que la recta BC, por ejemplo es tangente a K, la recta B'C’ es tangente a la
elipse K',. Para ver este resultado primero se discutira si es posible lo siguiente: Que si los
puntos de tangencia Y de la recta BC con K, son proyectados al interior de los puntos Y’
los cuales estan sobre larecta B'C' y K.

Supdngase que B’'C’ tiene otro punto en comun con K', , sea Z'el punto en comun con
K',. Este punto seria la proyeccion de un punto Z el cual seria la interseccion de BC con
K,, pero BC es tangente a K, por lo tanto no puede haber otro punto en comin mas que
solo Y. Asi B'C’ solo tendré el punto Y’en comiun con K',.

Aqui se esta aplicando una caracteristica intuitiva de las tangentes a circunferencias y
elipses, pero para algunas otras curvas no se puede decir que una tangente es una recta que
solo toca exactamente un punto de la curva ya que este tipo de argumentos para otras
curvas son inadecuados.

Para el proceso de proyeccion desde el centro O se tiene transformada la figura (1.2) en la
figura (1.4) obteniendo dos elipses (que resulta ser un caso particular) tal que un triangulo
puede ser inscrito en una elipse y circunscrito en la otra.

Con el resultado obtenido se tiene la propiedad buscada que es: Poder inscribir y
circunscribir tridngulos en elipses de manera que los lados del tridngulo sean
tangentes a la elipse inscrita y los vértices de dicho tridngulo estén sobre la elipse
circunscrita.




Se puede hablar también de la simetria de la figura (1.2) claramente se toma cualquier
punto de K, y ser elegido como un vértice de un triangulo inscrito en K; y circunscrito
sobre K,. Asi por la misma proyeccion se podrd concluir que cualquier punto sobre la
elipse K'; puede ser tomado como un vértice de un tridngulo inscrito y otro circunscrito en
las elipses.

Propiedad proyectiva
Es aquella que se conserva luego de una proyeccion, caso contrario no lo es.

Entre las propiedades proyectivas mas comunes se tiene:
» Si se tiene puntos alineados en el plano, la proyeccion de estos puntos sobre otro
plano; también estan alineados.
» Si las rectas son concurrentes, sus proyecciones también seran rectas concurrentes.

En la figura (1.2) y en la figura (1.4) se observan las siguientes propiedades proyectivas:
» X esta sobre una curva K;, y X'esta sobre una curva K';.
» C es el punto de interseccion de la recta AC, y la recta BC y C' es el punto de
interseccion de larecta A'C'y larecta B'C".
» AB esuna recta, y A'B’es también una recta.

Lo siguiente no es una propiedad proyectiva:
» La proyeccion de un tridngulo equilatero es un triangulo cualquiera.
» La proyeccion de una circunferencia no es una circunferencia.

En la figura (1.2) y en la figura (1.4) se observan las siguientes propiedades no
proyectivas:

» “K; esun circunferencia” y se puede ver que es proyectada sobre una elipse.

» ABC es un triangulo equilatero; pero A’B'C'no es un triangulo equilatero.

» El«CAB =60 yel «C'A'B'+ 60.

» Si M es punto medio de BC, M'no es punto medio de B'C".
Note que todos los detalles de esta lista de propiedades no proyectivas involucran
magnitudes, cantidades y angulos.

1.2 Argumentos fundamentales para la proyeccién

Fundamentalmente, los argumentos dados en la seccion anterior requieren una proyeccion
que tenga una “correspondencia uno a uno”. Que es, a cada punto U del plano m figura
(1.5) le corresponde exactamente un punto U’ del plano =’, y es el punto en el que se unen
larecta OU con el plano r’; y a cada punto V' del plano 7', le corresponde un Gnico punto
V en que la recta OV’ se intercepta con el plano m . Note que la “correspondencia
fomentada” (de m a ') es usada por ejemplo en la argumentacién que la proyeccion del
punto C esta sobre ambas, que son la proyeccion de K; y la proyeccion de AC; mientras
que la “correspondencia anterior” (de m a ') la usamos en el argumento de que B'C’es
tangente a K',. Pero esto no es tan simple.




Si se toma un punto X sobre la circunferencia K; tal que OX es paralela a =’ figura (1.6),
entonces hay un punto que no esta en m' y que corresponda a X de . ( Si X es un punto
de K; se puede mostrar que la proyeccion de K; es una parabola. Si hay dos puntos X,Y de
K, tal que 0X y OY son ambos paralelos a =’ en la figura (1-7), entonces puede mostrarse
que la proyeccion de é{l es una hipérbola).
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Figura 1.8 Figura 1.9
~

-

—
/
{
/
IIIIII
a /\ |
/\ 'y ’ h A
e

——
I
| —



Si el vértice C del triangulo estuviera en una posicion en la cual OC fuese paralelo a m’,
entonces la proyeccion del triangulo ABC apareceria como en la figura (1.8).

Si ambos B y C estaria en una posicion tal que OB y OC sean paralelos a r’, entonces la
proyeccion del triangulo ABC apareceria como en la figura (1.9).

Esta ilustracion indica esas definiciones en la geometria ordinaria nuestra definicion de
propiedad de proyeccion no es muy utilizada. Recordando que la propiedades proyectivas
que se dieron anteriormente Ilamadas asi porque son propiedades que se preservan bajo
toda proyeccion.

En todos estos casos ilustrados, no se ha tenido el resultado bésico “correspondencia uno a
uno” deseado, como se habia dicho.

Para toda otra posicion relativa de m y m’ que no son paralelos, una proyeccién no
establece una correspondencia uno a uno.

Definicionl.2: Dadas dos rectas coplanares [, [’y un centro de proyeccién O, en el plano de
las rectas, pero no sobre la misma recta, la proyeccién de un punto P sobre [ es el punto P’
en que OP se intercepta con . El punto M, comun a [ y l’, corresponde a si mismo en la
proyeccion y es conocida como el punto correspondiente a si mismo en la proyeccion.

[o]
L)
b

hl'
Figura 1.10

1.3 Elementos Ideales

La dificultad descrita en la seccion 1-2 se base en el hecho, de que en el espacio de
geometria ordinaria euclidiana, las rectas paralelas no tienen puntos en comdn. Por esta
razén se afiaden “puntos ideales” 0 “puntos al infinito” al conjunto de “puntos
ordinarios.”

Si se tienen rectas paralelas distintas todas ellas se cortan en un unico punto ideal, ya que en
cada direccién como se observa en la figura (1.11) habra un Gnico punto de corte, debido a
las siguientes propiedades:

» Dos rectas distintas en el plano se cortan en Gnico punto.
» Dos puntos distintos en el plano generan una recta.

Siempre que dos rectas no son paralelas en el plano tienen precisamente un punto en
comun, en caso contrario, son paralelas y se uniran en algun punto que se llamara un punto
ideal.




Haciendo el mismo razonamiento para tres dimensiones como para dos: todas las rectas
paralelas en el espacio contienen un punto ideal, Yy todas las rectas paralelas en una
direccién dada tienen el mismo punto ideal en comun.

P

Figura 1.11

Con este argumento, se puede mencionar las declaraciones siguientes utilizadas en la
Geometria Euclidiana agregandole los puntos al infinito:

a) “Dos rectas distintas en un plano tienen uno y solo un punto en comin o son
paralelas”.

b) “Dos rectas no paralelas se intersecan en un punto ordinario.”

C) “Dos rectas paralelas se cortan en un punto ideal.”

El trato de planos, rectas y puntos estan fundamentados en ciertas suposiciones (axiomas y
postulados) esto es en la geometria euclidiana pero en seccion se trabajara agregando los
puntos ideales. Desde ahora, se podrd darle el nombre “punto” a cualquier cosa que
cumpla las declaraciones.

En resumen, toda la geometria (realmente, toda la matematica) trata con construccion de
la imaginacion del ser humano; y un punto “ideal” esta precisamente sobre la misma base,
desde este punto de vista, como un punto “ordinario”. El sistema matematico es consistente
por si mismo.

La creacion de puntos ideales y la convencion, que estos son un punto ideal
correspondiente a cada direccion en el espacio no es suficiente para obtener la
correspondencia uno a uno en una proyeccion. Esta condicion de la nocion de proyeccion,
es una proyeccion hecha de una recta sobre otra recta; pero se vio en el caso ilustrado por
la fig.1-9 que la recta BC del plano m no tiene una correspondencia en el plano «’. Acorde
a la convencion que se ha hecho, los puntos de BC corresponden a un punto ideal de ' .
Asi se obtiene la siguiente convencion:

Los puntos ideales de un plano constituyen una recta llamada la recta ideal del plano.




Prueba:
Se dan tres direcciones distintas de rectas paralelas, en cada direccion de las rectas dadas
hay un punto ideal.

Sean P, Ry Q los respectivos puntos ideales en cada direccion dada, se quiere ver que P, Q,
y R estan alineados.

Por contradiccion:

Como por convencion se tiene que P y Q son puntos, por el postulado de la Geometria
Euclidiana, que por dos puntos pasa exactamente una recta y es Unica se obtiene la recta
PQ, en la direccidon de las rectas paralelas a la recta L’ se toma un punto R’ que pertenece a
la recta PQ supongase que este es un punto ordinario en la direccion de la recta L' de aqui
que si La recta PR’ tendria la misma direccion de L, pero también tendria la misma
direccion de la recta L’ lo cual es una contradiccion puesto que las recta L y L' no son
paralelas y cada una de ellas tienen un Unico punto ideal en cada direccion por lo tanto R’
no puede un punto ordinario, entonces es ideal pero por ser Unico R = R'. De Aqui se tiene
que P, Q y R estan alineados. Y asi PQR es la recta ideal del plano.

Figura 1.12

Con estas convenciones, se pueden nuevamente hacer las siguientes afirmaciones.

1) Bajo un centro de proyeccion desde un plano r a otro plano ' hay una correspondencia
uno a uno entre los puntos y una correspondencia uno a uno entre las rectas.

2) En un plano, bajo un centro de proyeccion desde una recta [ a otra recta [’ hay una
correspondencia uno a uno entre los puntos.

3) En el espacio tridimensional, dos planos cualesquiera distintos se intersecan en una
unica recta.

4) En un plano, cualesquiera dos rectas distintas se intersecan en un Gnico punto.

Cada uno de las afirmaciones del 1 al 4 representa una consolidacion de casos que se
habian considerado por separado sin las convenciones sobre puntos ideales. Hay todavia
otra consolidacion posible.




En la “proyeccion paralela” desde ma r’la figura (1.13), P/,Q',R’,... son obtenidas como
los puntos en que las rectas paralelas en la misma direccion fija pasan por P,Q,R, ... de m
interceptandose con .

La “Proyeccion ortogonal” es la proyeccion paralela en que la direccion fija es
perpendicular a ',

Se puede ver que la proyeccion paralela (incluyendo la ortogonal) es un caso de centro de
proyeccion, en que el centro de proyeccion es un punto ideal.

El espacio de puntos ordinarios, rectas y planos es llamado espacio ordinario en la
Geometria Euclidiana; agregandole puntos ideales, rectas y planos es llamado “espacio
extendido”.

Anélogamente, en dos dimensiones se habla del “plano ordinario” y agregandole los puntos
ideales es el “plano extendido”.

Figura 1.13

1.4 Coordenadas homogéneas y sus ecuaciones.

Considérese una recta que pasa por el origen y el punto(x, y) como en la siguiente figura.

y
(5x,5y)
(2x,2y)
(x, )
X
1Figura 1-14




Los puntos (2x,2y), (5x,5y),(100x,100y)... todos estan sobre la recta.

Definicion 1.3: Dado un punto (x,y) arbitrario del plano, este es representado por
X = xl/x0 Y =x2/x0 a estd representacion de dicho punto se llamard coordenadas
homogéneas asociadas al punto (x, y) y estara representado por (x,, X, x5).

Se sabe que el punto ideal en la recta es el que esta "infinitamente lejos" vy este se

representara con coordenadas homogéneas (x/a,y/a), para a = 0 pero la division por cero
no esta definida en aritmética y algebra. Una alternativa es usar tres coordenadas,

(x9,x1,x,) Para x, # 0, se tendra un punto ordinario, con coordenadas no homogéneas
(x,v), donde x = xl/x0 , Y= xz/x0 y para x, =0, se tiene el punto ideal en la
direcciéon dada. Para cualquier punto dado, estas son las "coordenadas homogéneas" y
estan determinadas de la forma; (x,, x4, x;) 0 (kx,, kx4, kx,) y son coordenadas del mismo

punto paratodo k # 0.
Para cada triada (x,, x,, x,) excepto el punto (0, 0,0) corresponde a un Gnico punto.

De manera analoga se definen coordenadas homogéneas para puntos en espacio de tres
dimensiones como cuadruples de nimeros reales, no todos cero.

Dado un punto (x,y,z), su representacion en coordenadas homogéneas son
X = xl/x0 y = xz/xo,z = x3/x0 y se escriben de la siguiente manera (x,,x;, X5, X3) 0
(kxo, kxq, kx,, kx3) con k # 0, para los puntos de R3. Si la primera coordenada x, es
cero, el punto es ideal; En caso contrario el punto es ordinario.

Se sabe que el conjunto de vectores directores de la recta dados los puntos con
coordenadas rectangulares (x,y,z) y (x’,y’,z") estan dados de la siguiente forma,
x' —x,y —y,z —2z

Los puntos ideales en la direccion determinada por los vectores directores de coordenadas
ny, Ny, ng tienen el punto de coordenadas (0, ny, n,, n3)

1.5 Ecuaciones en coordenadas homogéneas.

Se sabe que en un sistema de coordenadas de dos dimensiones dado, la ecuacion de una
cierta recta [ es
ax+ay+ay,=0 (D

De manera que si P(p4, p,) €S un punto que esta sobre [, entonces a;p; + a,p, + ay, = 0,
y también que si x = r,y = s es una solucion de la ecuacion (1) entonces el punto U(r,s)
esta sobre 1.

La ecuacion (1) expresa la relacion entre la abscisa y ordenada sélo de puntos ordinarios.
Claramente no podemos usar la ecuacién para comprobar si un cierto punto ideal esta
sobre [.




Una modificacion de ecuacion (1) lo hara aplicable para puntos ordinarios e ideales.
Reemplazando x por xl/x0 y y por xz/x0 con x, # 0. La ecuacion (1) queda determina
de la siguiente forma:

ApXo + a1x1 + azx, =0 (2)

La ecuacion (2) obviamente satisface las condiciones de las coordenadas homogéneas de
los puntos ordinarios que estan sobre [; y esta satisface para las coordenadas homogéneas
de un punto ideal si y solo si el punto ideal esta sobre L. Se dice, entonces, que la ecuacién
(2) es la ecuacion de [ en coordenadas homogéneas.

Una funcion polinomial en varias variables se llama homogénea de grado n si todo término
es de grado enésimo en las variables en comun. Asi Ax3 + Bx?y + Cy3 es homogénea de
grado3enxey,y

AooX3 + A1 X2 + AppX2 + 2001 XX, + 2A03X0Xy + 2a15X1 Xy
Es homogénea de grado 2 en x,, x4, X5.

Si la funcion polinomial f(x,,xq,x, ..., x,_1) €S homogénea en r variables, entonces la
ecuacion, f(xq,x1, X3 ..., X-—1) = 0 es llamada ecuacion homogénea.

Asi la ecuacion (1) no es homogénea en x e y, pero la ecuacion (2) es homogénea de grado
lenx,,xq, x;.

Hay ciertas rectas cuyas ecuaciones son particularmente simples. Si se resuelve la ecuacion
del eje de las abscisas y = 0, en coordenadas homogéneas sustituyendo y por xz/xo se

tiene que x, = 0. Alternativamente, se puede notar que ese punto con coordenadas
(x0, X1, X3), Esta sobre el eje de las abscisas si y sélo si x, = 0. Es conveniente considerar
este problema en tres partes. La recta en general, ayx, + a;x; + a,x, = 0, no todas
igual a cero, es el eje de las abscisas si la recta pasa por los puntos con coordenadas
(1,0,0) y (0,1,0). Por consiguiente si a, = 0 = a, y la ecuacion del eje X se reduce a
a,x, = 0,asi x, =0 yes laecuacion deseada.

Casos simples de las representaciones de una recta en coordenadas homogéneas:
ejey: x;1 =0

Recta ideal: x,=0
La recta general a través del origen es: a,x; + a,x, =0

. . . X1 X X3
En tres dimensiones consiste _en remplazar x !ZJOf /Xo e y por /x0 , 'Y z por /xo,
donde x, # 0. Asi el plano 7 tiene como ecuacion en coordenadas no homogeneas:

a.x +ayy +azz+ aq 3)
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X1 A2 A3
a1\ — +ﬂ-2_ +ﬂ-3_ +ﬂ-|}:ﬂ
o o o

Multiplicando por x4 Se convierte en:

ApXo + a1X; + ayx, +azx; =0  (4)

Y larecta [ con ecuaciones no homogéneas

xX—r y—s z-—t
= = (5)
n, n; ng

Remplazando x,y e z

s X2 Xa_

Xp _ Xp Xp

n M2 M3
Se convierte en:
X1 - er xz - Sxo X3 - txO (6)

ny n;

ni

Esta claro que un punto P ordinario este sobre ¢l plano 7 (o la recta [) si y solo si las
coordenadas homogéneas de P satisfacen la ecuacion (4) (o la ecuacion (6)). También que P

puede ser un punto ideal.
Se puede decir, entonces, que en tres dimensiones,

la ecuacion (4) es la ecuacion de un

plano, y la ecuacién (6) es la ecuacion de una recta en coordenadas homogeéneas.

Observacion: La ecuacion (5) representa una recta en la direccién de ny, n,, n5 ninguna de
las n; cero para i = 1,2,3, pasando a través del punto A con coordenadas no homogéneas

(r, s, t).

La ecuacion (6) representa la recta en coordenadas homogéneas. Sin embargo, puede
obtenerse un resultado més simétrico utilizando coordenadas homogéneas para A también,

se puede decir que (ry,1y,732,13) donde

L] ) T3
r=—, s=—, = —,
) To To To
Sustituyendo r, s y t en la ecuacion,
x—x(‘"—l) Xy —Xp2 xg—xp2
1 o TD _ 2 l}T'[:. _ 3 DT"E.
mny Ta Mg
Entonces se obtiene:
ToX1 — XoT1 _ ToX2 — Xol2 _ ToX3 — XT3 %)
ny n; ni
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Ecuaciones de las cuadricas en el plano Complejo extendido xy.

> Lacircunferencia x? + y? = r?2 su ecuacion en coordenadas homogéneas sera:
y
xZ } yZ — TZ

() + () =

Xo X0

Multiplicando por x,? y pasando todos los términos al lado izquierdo se tiene:
Xt 4+ x5 —1r2x3 =0, (8)

La ecuacion (8) es la ecuacion de la circunferencia en coordenadas homogéneas

> La hipérbola (xz/

2
a ) — (y /b2> =1 su ecuacion en coordenadas homogeéneas

sera;

Gy ) (&),

Multiplicando por x,? y pasando todos los términos al lado izquierdo se tiene:
b?x? — a?x2 — a’b?x2 = 0.
. 2 2 . .
» La Elipse (x /az) + <y /b2> =1 su ecuacién en coordenadas homogéneas

sera:

&) )
0 /az + 0 /bz =1
Multiplicando por x,2 y pasando todos los términos al lado izquierdo se tiene:
b%x? + a’x% — a’b?x3 = 0.
> Laparabolay? = 4px su ecuacion en coordenadas homogéneas sera:

y? = 4px

E) =)
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Multiplicando por x,? y pasando todos los términos al lado izquierdo se tiene:
xZ — 4px;xy = 0

(Note que, en términos de coordenadas homogéneas, entre las curvas tienen ecuaciones
homogéneas de grado 2).

Se puede preguntar si estas curvas tiene puntos ideales sobre ellas. Un punto ideal,
(x9,x1,%5 ), tiene x, = 0; Asi, para un punto ideal sobre la circunferencia, se tiene que
x? + x2 = 0, Pero la Unica solucion real de esta ecuacion es x; = 0 = x, pero la triada
(0,0,0) no esta representa en un punto de 2 dimensiones en coordenadas homogéneas. De
esto se concluye que la circunferencia no tiene puntos ideales sobre ella. Un resultado de
acuerdo con nuestra intuicion es que una circunferencia esta acotada en todas las
direcciones, y no se “extiende hasta infinito".

En el caso de la hipérbola, si x, =0, entonces x, = (b/a)x;; Luego, si se tienen 2
puntos en la hipérbola, P;(0,1,b /a) y P,(0,1,—b/a) que son los puntos ideales del
plano en la direccién de la recta con pendiente b / a y —b / a. Pero las asintotas de esta
hipérbola son rectas de pendientes +b / a, en consecuencia, cada punto ideal P;, P, €S
comun entre la hipérbola y una de las asintotas.

1.6 Espacios proyectivos; coordenadas homogéneas

Primero se define un rayo en un espacio vectorial

Figura 1-15

Definicion 1.4: Para un vector dado ¢ € V, (C), el rayo [a] es el conjunto de todos los
vectores de la forma K.« , KeC.

Es claro que, parap # 0,con p € C, [P.a ]=[a ], es decir queel rayo [P.a]yelrayo [« ]
consta de los mismos vectores. El rayo [« ] es el espacio unidimensional generado por « .
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La notacién de rayo comun es un tipo de segmento de recta, en otras palabras el término de
rayo no es quiza un nombre ideal para este conjunto de vectores, pero es mas 0 menos
estandar.

Definicion 1.5: Los rayos [, ], [«, ], ... , [ «, ] son llamados linealmente independientes o
linealmente dependientes de acuerdo como sean los vectores «,, a,, ..., @, Yya sean
linealmente independientes’ o linealmente dependientes?.

Definicion 1.6: Un espacio proyectivo de dimension n, denotado por S, (C), es cualquier
conjunto de elementos en correspondencia uno a uno con los rayos de V, ,(C), con
elementos de S, linealmente dependientes si y solo si la correspondencia de rayos de V, ,
son linealmente dependientes.

Cuando no hay otra interpretacion de los espacios que no sean de importancia, los
elementos de S, serén llamados “puntos”.

Note que la definicion describe un espacio proyectivo como un sistema matematico con una
relaciéon, eso de la dependencia lineal, y no de operaciones. Parece tener muy pocas
condiciones impuestas sobre nuestro espacio, que pueden contar, por consiguiente, y se
puede hacer pocas conclusiones desde un sistema con tanta generalidad.

Ademas, las condiciones de correspondencia uno a uno con los rayos de un vector del
espacio, preserva la relacién de dependencia lineal, esto es suficiente para insinuar muchos
resultados interesantes.

En particular, ellos nos facilitan para introducir un sistema de coordenadas sobre S, sin
tomar en cuenta la nocion de distancia. En S, Los puntos sobre la superficie de una esfera

tangente al plano XY, no incluyen el punto 0 de tangencia, mas el punto de un semicirculo
en el plano XY con centro 0, incluyen un punto pero no otro, en correspondencia natural
con los rayos pasando por 0 (Figura 1-16).

Los vectores &, S, y, o son linealmente dependientes (coplanares); desde ahora los
puntos A, B, C,y D son linealmente dependientes.

! Los vectores ay, @,..., a, son linealmente independientes si Y™, c;a; = 0, implicaque ¢; =0 = ¢, =

cee — Cn_

2 Si al menos uno de los ¢; # 0, entonces los vectores son linealmente dependientes.
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Figura 1-16

Lo que se quiere decir es que los puntos ideales de dicha figura son los que estan en el
plano paralelo al plano XY son de la forma siguiente (figura 1-17).

Figura 1-17
Los puntos de S, son los puntos del plano XY mas los puntos de un semicirculo en un
plano paralelo al plano XY, incluyen uno y puntos del semicirculo pero no el otro, en
correspondencia natural pasando por el centro del semicirculo (Fig. 1-18)
Losrayos[a ],[A], [7], [©], son coplanares, son linealmente dependientes.
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Desde que los puntos A, B, C, y D son linealmente dependientes. En lenguaje intuitivo, se
puede decir que D es “el punto al infinito” sobre la recta ABC.

Note también que cualesquiera tres 0 mas puntos sobre el semicirculo son linealmente
dependientes.

Ahora se desarrolla un sistema de coordenadas en un espacio proyectivo. Se considera el
caso para n = 2, que es el caso del espacio proyectivo en dos dimensiones con relacion a
un vector en el espacio tridimensional, este ultimo como el espacio tridimensional
euclidiano ordinario.

Figura 1-18
Suponga que A, A,,, A,, ..., A, sonn+l puntos linealmente independientes de S, en
correspondencia uno a uno con los rayos [«,], [, ], [2,], ..., [«,] de V,.,. Ellos por

definicion de vectores linealmente independientes «,, «,, «,, ..., «, son linealmente
independientes, y como también son generadores , estos vectores forman una base para Vv, ,
. Ademas supdngase que D es un punto de S, no uno de los A , y que D corresponde al
rayo [0] de V, . El vector & pude ser expresado como una combinacion lineal de los
vectores de la base «,, a,, a,, ..., a, forma Unica:

o=dyo,+dyy +...+d 2,
Es decir. Asumiendo asi que D no es nulo sino los d, son cero. Si se hace el cambio de

estructura se tiene:
doay = a'y, dia; = aly,... dya, =a’y,.

Los vectores «,, a,, ... «, también constituyen una base para V__,.
Ahora sea X un punto arbitrario de S, correspondiente al rayo [¢ ], es decir.
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El vector ¢ es expresado en una y solo una forma como una combinacién de los vectores
delabase «,, a;, ..., a,:

ESXy Ayt X a4t e FX @,
Definicion 1.7: El conjunto ordenado (X,, X, ... , X, ) constituye las coordenadas
homogeéneas de X relativo a los n + 2 puntos fundamentales, A,, A, A,,..., A,,Desla
combinacion lineal de los n + 1 puntos fundamentales.

El conjunto de coordenadas homogéneas de un punto de S, relativo a un punto fijo del
conjunto de n+2 puntos fundamentales no es Unico.

Se puede tener k, a,, k «,, ..., k, «,, con ninguno de los k_ igual a cero, mas bien que
a,, &, Q,, ..., o, , determinan los rayos [, ], [, ], [@, ], --., [, ], asimismo se tendria

I. &, 1#0, igualmente que &, a determinar los rayos [6],y m.&, m#0, igual que ¢, a
determinar los rayos [¢ ]

Id Id, Id
. 6= k—° (k, 040)+k—.(k1 a )t... + k” (k, a,)

0 1 n
Entonces se tendra el conjunto

o . Id -
—(kyag)=ag, .-y k” (k, a,)=a

kO n

n

En otras palabras, se tendra que:

a=l.a,, & =l.a,..., =1 «a,
Finalmente, entonces se tendra que:

m. &=m X0a0+m X1(Z1+...+m Xnan.
m ~ m . m ~
I—Xo.ao'l'l— Xl.a1+...+|— Xn.an

Asi se ha obtenido, como las coordenadas de X relativo a los n + 2 puntos fundamentales
A, A, A,.., A,D,elconjunto [Im XO’Im Xiy eees ImX”] en lugar de (X,, X;, ...,

X,). Se ve que las coordenadas homogéneas son determinadas dentro de un elemento
comun distinto de cero.

Las coordenadas de D en esta estructura son (1,1, ...,1); D es llamado el punto unitario.

17

——
| —



Las coordenadas de A, son (1,0, ..,0); de A, (0,1,..,0);de A, (0,0,...,1). Los puntos

Ag Ay, 4, ... A, son llamados los vértices de (n + 1)-simple® de referencia: un triangulo en
dos dimensiones, y un tetraedro en tres dimensiones.

En el sistema de coordenadas homogéneas por extension de sistemas de coordenadas
rectangulares, A, seria llamadael origeny A, A,, ..., A, serian llamados puntos ideales.

Pero no hay absoluta distincion entre “puntos ordinarios” y “puntos ideales”.
Desde que no se ha determinado un rayo, ahi no es un punto de S, que corresponda a

“[0],” y desde ahora ese no es un punto de S, con coordenadas (0, 0, ... ,0).

Se introducira un sistema de coordenadas sobre S, como sigue.

Se eligen 3 puntos A,, A, A,,sobre la semiesfera, no todos los puntos estan en el plano

que esta pasando por el centro de la esfera, y se elige un cuarto punto D sobre la semiesfera,
no esta sobre cualquier circunferencia grande A, A, A, A;, A A,, (figura 1-19). Sean

@y, 4, &3, § l0s vectores trazados desde el centro de la esfera a los puntos A,, A, A,,D.

Suponga que el plano pasa por a,y ¢ intercepta el plano pasando por ¢, y «, en larecta

|. Alo largo de larecta | se elige un vector A, y trazando rectas pasando por atravez de
A paralelasa «, y o, se puede determinar A4 como una combinacion lineal de o, y «;:

A=Cya,+C ay,
D se obtiene trazando un a recta paralela a A y a,, asi determinamos & como un
combinacion lineal de 1 y «,:

o=h, A+h a,,

[ & 5 oy "\ o
{‘}x - _bl
| “2 ]

Figura 1-19

% Se llama n+1-simple: al conjunto de combinaciones convexas de los puntos linealmente independientes.
Se llama combinacion convexa de los puntos dados: a una combinacién lineal con coeficientes no negativos
enelque Y ¢ =1
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Ahora se puede expresar 6 como una combinacion lineal de «,, «,, ,:
o0=h, A+h «a,
=hy(Co oy +C )+,
=h, coap+hyC o +h a,
El conjunto
hy Co = a,, hca=a, ha=a,.

Para el vector ¢ se intercepta el centro de la esfera con un punto arbitrario X de la
semiesfera, se expresa & como una combinacion lineal de «;, «,, a, por la misma

construccion geométrica usada para expresar & como una combinacion lineal de «;, «,,
a, (Figura. 1-20)

Figura 1-20
E=Xy Qg+ X o+ X, ay,

Entonces (x,,X;,X,) son coordenadas homogéneas de X , en términos del triangulo de
referencia A, A A,,y el punto unidad D.

Es conveniente tomar la notacion de espacios vectoriales en referencia a las
coordenadas homogéneas de los puntos.

Si un punto X tiene coordenadas homogéneas (r,, r, ... , r ), se abreviara las
coordenadas como p, y se llamara un vector coordenado de X. Claramente k.p es un
vector coordenado del mismo punto X para cualquier k#0. Si p y o son vectores
coordenadas de dos puntos, entonces  p+o es un vector coordenado de un tercer punto.
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Teorema 1-1: Sean los puntos B,, B,, ..., B, tienen vectores coordenadas p,, p,, ..., px
relativos a alguna estructura de coordenadas en S, . Entonces los puntos B,, B,, ..., B,
forman un conjunto dependientes si y solo si los vectores p,, p,, ..., p, de V., forman
un conjunto dependientes.

n+l

Prueba: por definicion de S, hay rayos [A.],[ /5, ], -, [ f.] de V.., en correspondencia
uno a uno con los puntos B,, B,, ..., B, con el punto B, forman un conjunto dependiente
si y solo si los rayos [f;] forman un conjunto dependiente. Ademas, si el vector
coordenado p, tiene componentes 1y, 7;4, ..., 7i €Ntonces, por definicion de coordenadas,

n+1

Bi=rea,+ o+ 41,

Donde los [«;] son rayos correspondientes a los vértices de los k-simple de referencia,
ahora el conjunto de B, son linealmente dependientes si y solo si existen ¢y, ..., ¢, nNo todos
cero, tal que ¢; 5, + -+ + ¢Sk = 0.

Haciendo uso de la expresion para los A3 en términos de los «_, se tiene entonces
(cirip)a’y + (ciri)a’y + -+ (¢irip)a’, =0 1<i<k

Desde que los «, son un conjunto linealmente independientes, esta Ultima ecuacion implica
que cada uno de los coeficientes es cero:

[Tij][Ci] = 0.

Esta matriz puede ser abreviada como el vector ecuacion:
c1p1 + -+ cxpn = 0 donde p; representa las columnas de la matriz.

Asi se tiene que { B, B,, ..., B, } es un conjunto dependiente siy solosi {4, 5,, ..., B} €S
un conjunto dependiente si y solo si { p,, p,, ...., P, } €S un conjunto dependiente.

Corolario 1.1: supdngase que el punto X., i=1, ..., k, estin ambos en S, y S_, que son
subespacios de S.; y suponga que X, tiene como vector coordenado a A, relativo a
cualquier estructura en S, y el vector coordenado y; relativo a cualquier estructuraen S, .
Entonces los vectores 4,, 4,, ..., 4, forman un conjunto linealmente dependiente si y solo
si los vectores u,, u,, ..., 4, forman un conjunto dependiente.

Prueba:
S,y S, sonsubespaciosde S, y X, esta sobre ambos subespacios

Los vectores relativosa X; en S, son los 4.
Los vectores relativosa X, en S, son los ;.
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Como S, es un subespacio de S, todos los vectores de S; c S, esto implica qued; € S, ¥y
aplicando la definicion 1.6 los elementos de S, = S, estdn en correspondencia uno a uno
con los rayos de V., si y solo si los vectores son linealmente dependientes, y si los
vectores son linealmente dependientes entonces por el teorema 1.1 los puntos X, son
linealmente dependientes; ademas como los X, estdn también en S,, c S,, que es también
subespacio de S, y entonces aplicando nuevamente el teorema 1.1 los vectores ;. son

linealmente dependientes si y solo si los puntos son linealmente dependientes.
Por lo tanto 4, son dependientes si y solo si x; son también dependientes.

Cambio de estructura de coordenadas; subespacios; hiperplanos.

Un cambio de coordenadas para un (n + 1)-simple de referencia A,, A, A,,..., A yun

punto unidad D en otro (n + 1)-simple de referencia de referencia By, By, ... B, Y un punto
unidad E efectia un cambio de estructura de coordenadas en un espacio proyectivo.
¢Como son las coordenadas de un punto en una estructura relacionada a estas coordenadas
con una estructura diferente? La respuesta es dada por el estudio de cambio de bases en un
espacio vectorial, porque de la correspondencia entre puntos de S, y losrayosde V, ;.

Se encuentra que las coordenadas de un vector, relativo a dos bases, son relacionadas por
una transformacion lineal. Asi se concluye que las coordenadas de un punto de S, , relativo
a dos estructuras coordenadas, también estan relacionadas por una transformacion lineal.
Ademas, porque de lo hecho en coordenadas homogéneas estas no son Unicas, la
familiaridad de una constante de proporcionalidad aparece en la ecuacion de una
transformacion.

Especificamente, si un punto tiene coordenadas (X,, X, ..., X,) relativas a una
estructura de coordenadas, y (Y,, Y;» ---» Y,) coordenadas relativas a otra estructura de

coordenadas, entonces
T[Ci] = [tU] [Xl'] r # 0.

Figura 1-21

En S,, suponga que los puntos colineales A, B, y C tienen vectores coordenadas o , 5, v,

relativos a una estructura de coordenadas, y vectores coordenados o', B, 7, relativos a
otra estructura de coordenadas (figura 1-21). Supongase adicionalmente que y=h a +k .
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¢Como es la expresion para ¥ como una combinacion lineal de o'y B ? Se procedera de
la siguiente forma:

rflay] = [tij][ai] 2)
r,[b'] = [ti;][b;] (3)
r3[c’i] = [tij][ci] 4)

La constante de proporcionalidad que aparece en la transformacion lineal expresa el cambio
de coordenadas, no necesariamente es la misma para puntos diferentes.

Ahora
c,=ha,+kb,, c,=ha+kb, c,=ha,+kb,. (5

Sustituyendo la ecuacion (5) en la ecuacion (4), y haciendo uso de la ecuacion (2) y (3), se
obtiene:

r3 CO:tOO C0+t01 Cl+t02 CZ

I, o=ty (N a,+k by )+t (ha +kb)+t, (ha,+kb,)

r3 C(;: h (tOO a‘0+t01 a‘1+t02 a2)+k (tUO b0+t01 bi-{-tOZ bz)

=hr a,+kr, b,, etc.
0 =L ha+2 kb,
r‘3 r3

’ r
=L ha+2k§8.
r3 r.3

Se ha estudiado subespacios de V,; también se tiene interés con los subespacios de S, en
particular los subespacios llamados hiperplanos.

Anteriormente se vio que la ecuacion:
a, X,+a, x,+a, x,=0
es la ecuacion de una recta en el espacio de dos dimensiones y

a, X,ta, X, +a, x,+a, x,=0

la ecuacion de la recta en el espacio de tres dimensiones. Generalizando estas ideas, se
hace la siguiente definicion:
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Definicion 1.8: El conjunto de todos los puntos (xg, x4, ..., x,,) de S, (C) que satisfacen
una ecuacion homogénea lineal singular

PoXo + P1Xy + -+ ppxy =0

Es llamado hiperplano (o plano o primario).
Asi, desde un punto de vista, una recta es un hiperplano de S, (C), y un plano es un

hiperplano de S, (C).

Haciendo uso de algunos de los resultados sobre un espacio vectorial, se puede probar que
un hiperplano en S es un espacio proyectivo de (n-1) dimensiones.

Teorema 1.2: Un hiperplanoen S, esun S, .

Prueba: Por definicion de hiperplanoy S, , se conoce que cada punto X, con coordenadas
(Xgs Xy «e, X,), del hiperplano definido por p, X,+ p; X, + ... +p, X,=0 corresponde a
unrayo [&] de V,,,,donde el vector & puede escribirse como

n+1?
£ =XxoQ'y + X101 + -+ x50y,

Por resultados de espacio vectorial con respecto a sus dimensiones se sabe que, el conjunto
{¢} de todos los vectores que constituyen un espacio vectorial n-dimensional; y por
isomorfismos® de subespacios y espacios, el conjunto {&} es isomorfo a V.. Asi se
concluye que los puntos de S, correspondientes a estos rayos constituyen un S, .

Se puede hacer uso del algebra elemental para establecer dos teoremas basicos sobre
incidencia de puntos y rectas.

Teorema 1.3: En S,, dos puntos distintos determinan una Unica recta (0 ambos puntos
estan justo sobre una recta).

Prueba : si A(a,, a,, a,), B(b,, b, b,) son dos puntos , ellos estan sobre la recta con
ecuacion
Po Xo+ Py X+ P, X, =0
Siysolosi
Po2tp a+p,a=0 'y p,by+p b+p,b,=0.
Si los a; no son proporcionales a los b, , entonces esas dos ecuaciones determinan p,, p,,

p, un punto comun dentro de ellas, es un elemento #0.

* Isomorfismo es. Un homomorfismo biyectivo entre los espacios vectoriales.
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Teorema 1.4: En S, , dos rectas distintas determinan un Unico punto (o0 ambas rectas pasan
justamente por un punto).

Prueba: Si
Po Xo+ Py Xy + P, X,=0 'y Gy X+, X, +0, X,=0

Son las ecuaciones de dos rectas en S,, entonces el punto R(r,, r,, r,) esta sobre ambas

rectas entonces el determinante del sistema asociado a las ecuaciones de las rectas en
coordenadas homogéneas es distinto de cero.

Note que en el teorema 1.3, se asume que los puntos estan en S, es superficial, ya que dos
puntos siempre estdn en S,. La correspondiente Asuncion no es superficial en el teorema
1.4,y es incluido en el teorema 1.3 para indicar una similitud entre los dos teoremas.

Teorema 1.5: Si T y U son subespacios de S, , entonces T (U es también un subespacio
de S,.

Prueba: Sean XeTnU y YETNU
Entonces como T y U son subespacios de S,
X+Y €T, X+Y eU
X+Y eTnU
SeaXeTNU =aXeETNU

Por lotanto T n U es un subespacio de S,,.

Nota: T y U pueden tener justamente un punto en comun, en este caso d (T(N1U)=0;0 Ty
U no pueden tener puntos en comun en este caso es que T y U son asimétricos a cada otro,
y se asume que T() U su dimensiones -1.

Definicion 1.9: Si T y U son subespacios de S, , el espacios mas pequefio que los
contienen a ambos T y U es llamado el asociado de T y U, se simboliza por [T, U].

El asociado de T y U no es justamente la union de los dos conjuntos de puntos Ty U. se
arriesga la posibilidad leve de confusion por el bien del lenguaje geométrico expresivo, el
asociado de dos puntos (espacio cero-dimensional) Ay B es la recta AB, etc.

Teorema 1.6: Si T y U son subespacios de S, entonces d (T)+ d (U)=d (TN U)+ d ([T,
u)).

Prueba: Supongase que a,, a,, a3, ..., &, forman una base para T N U , entonces sean los
vectores ay, ay, Az, ..., Ap,; B1, B2, B3, -, Bg, que forman una base para T ay, ay, as, ..., ap;
Y1, Y2, V3, Y, forma una base para U entonces ay,as, ds, ..., ;1,82 B3 -, Pyq
» Y1, Y2, V3, -, ¥p FOrman una base para T+U.
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= d(T) + d(U) = d(T n U) + d([T, U])

Teorema 1.7: Si [T,U]= S, ysi Ty U son asimétricos a cada otro, entonces
d(TM)+ dU)=n-1.

Prueba: Como la union de T y U generan a S,,, entonces
d(T)+dU) =d(TnU)+d([T,U]) (Por definicion de asimetria)
=n—1vyaqued(TnU)=-1

1.7 Dualidad

La dualidad es prueba til en varias ramas de las matematicas y en algunas de las ciencias
también, pero su uso en geometria proyectiva es particularmente elegante y especialmente
porque facilita los procesos de pruebas.

En S, se considera una recta [, con ecuacion ayx, + a;x; + a,x; = 0, se puede sefialar
1; por la triada de coeficientes (ay, a;,a,).

Puesto que kagxy + ka,x; + kayx; = 0 para cualesquiera k # 0, es también una
ecuacion de [, la triada (ka,, ka,, ka,) representa la misma recta que la de coordenadas

(ap,ay,az).

Se comienza a ver que si la triada (aq,a,,a,) forma un sistema de "coordenadas
homogéneas" para [, se puede demostrar que éste es realmente el caso, como sigue.

Haciendo que el rayo [A] de V5 corresponda a una recta arbitraria con la ecuacion
loxo + lix; + l,x, = 0 sobre S,, donde el vector A tiene componentes [,l,1,.
Entonces hay una correspondencia uno a uno entre las rectas de S, y los rayos de V;.

Sea la dependencia lineal de las rectas definida por la dependencia lineal de los rayos
correspondientes. Asi, las rectas de S, constituyen los elementos —de un espacio
proyectivo de dos dimensiones. Se designa por X, este espacio, del cual los elementos son
las rectas de S,.

Asi, asociado a un espacio proyectivo de dos dimensiones S, hay un espacio proyectivo de
dos dimensiones, ), cuyos elementos son las rectas (hiperplanos) de S,.

Por definicion de hiperplano, se sabe que un hiperplano de ), , es el conjunto de rectas
con las coordenadas (x, x4, x,) satisfaciendo una ecuacion lineal fija.

ApXo + aixq + Ay X3 = 0,
Puesto que cada una de estas rectas es un conjunto de puntos de S, el hiperplano en

¥, es ciertamente un “conjunto de conjuntos” de puntos de S, ¢Pero como estan
relacionadas estas rectas? Todas ellas pasan a través de un punto de hecho, el punto de S,
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con coordenadas (ay, a;,a,) . Este punto, que es comdn a todas las rectas constituye el
hiperplano, que se elige llamar " hiperplano". Esto determina la relacion reciproca:

S 2
Elementos
Puntos Rectas
hiperplanos
Rectas Puntos

Esencialmente la relacion se basa en el hecho siguiente: Los elementos de S, (punto) con
coordenada homogénea (p,, p1, p2) €stan sobre los elemento de X,(recta) con coordenadas
homogéneas (q, g1, q5) Si solamente si

do- Po + q1- P1 + q2- P2 = 0.

Esta es exactamente la condicion de la cual el elemento X, (recta) con coordenadas
homogéneas (py, p1,p,) pasa a través del elemento de S, (punto) con coordenadas
homogéneas (qo, 41, q2)-

Este es el principio de la dualidad en dos dimensiones. Obtener el dual de una declaracion
en S, es un intercambio simplemente los términos "punto” y "recta", realizando tal que
otros cambios en la fraseologia (“los puntos que estan sobre la recta" se convierten en
"rectas que pasan a través del punto”, etc.) como lo es la necesidad de la expresion
idiomética.

Considerando la figura 1-22(a) en el cual se tienen cuatro puntos, A, B, C, P, ninguno de
los tres colineales, y las seis rectas, [,m,n,r,s,t, uniéndose los pares de estos puntos.

La figura dual (figura 1-22b) consiste en cuatro rectas, a,b,c,p, ninguna de las tres
concurrentes, y los seis puntos, L,M,N,R,S,T’, de la interseccion de pares de estas
rectas. En la fig. 1-22(a) los puntos A y B son unidos por la recta n; en la figura dual, las
rectas a’y b’ se interceptan en el punto N’, etc.

Otra forma de expresar la relacion es decir que el triangulo con vértices A, B, C y lados
I, m,n duales al triangulo con los lados a’,b’,c’,y vértices L', M',N’, (un triangulo es una
figura "dual de si misma™), y que las tres rectas r,s,t, una pasando por cada vértice y
concurren en P dualiza a tres puntos R’,S’, T, uno sobre cada lado y colineales sobre p .
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Figura 1-22

Una generalizacion de la discusion precedente de la dualidad en dos dimensiones
comenzaria como sigue. El conjunto de todos los hiperplano de S,, formas un espacio
proyectivo de dimension n que se denota X,. Un teorema proyectivo en S, puede ser
dualizado para obtener otro teorema intercambiando el "punto” y el "hiperplano”, etc. esta
vez sera necesario el intercambio de S, con S,_, Y, en general, S, con S,_,.
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CAPITULO 11

“Espacio Proyectivo y sus proyectividades en una y dos dimensiones”

2.1 Teorema de Desargues y resultados relacionados

Teorema 2.1 (Desargues®) En el plano si en dos triangulos con vértices y lados distintos,
las rectas que unen los vértices correspondientes son concurrentes, entonces los puntos de
interseccion de lados correspondientes son colineales, e inversamente.

Prueba. Dados seis puntos distintos, forman los dos triangulos el ABCy A'B'C’ figura
(2.1). Se supone de acuerdo con la hip6tesis del teorema A A, BB’, C'C se interceptan en
X.Sea AB y, A'B seinterceptan en L; BC y B'C’ se interceptan en M; CA 'y C'A’ se
interceptan en N, se mostrara que L, M, N son colineales.

."\\I !
o x
s "'-._\.

ALY

Figura 2.1

Sean los vectores coordenados de A,B,C,A,B,C,L,M,N,X respectivamente
a,B,y,a,B,v' 2, u,v,E& Puesto que X esta sobre AA’', & es una combinacion lineal
de aya esdecir;

E=pra+ Pad e (1)
Asimismo,

® Gerard Desargues, un arquitecto de Leén estuvo activo en matematicas durante la primera mitad del siglo
17.
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E= L B+ qP i (2)

E=T Y+ 1Y i (3)
Igualando (1) y (2)

Pra—q B=q; 8 — P& ceeeeen.. (4)

Ahora p, a—q,; pBes un vector coordenado de un punto sobre AB, mientras que
g, B —p, @ es un vector coordenado de un punto sobre B'A. porque los vectores
coordenados son iguales, deben ambos representar a L, el punto comdn entre AB y A'B’

Similarmente un vector coordenado de M es

G.B-—T1y=1Y.— @b
Y el vector coordenado de N es

PrLa—ry =nYy —p.a .
Entonces sumando los vectores coordenados de L, M y N se tiene que:

Pra—q. B)+(@.f—ry)—(r.a—1y)=0.
P —plat(@—q)p+ (i —r)y=0

Entonces se concluye que L, M, N son colineales.
Note que no se ha hecho ninguna mencién acerca de la dimension del espacio S,,. El
nimero de componentes de los vectores coordenados mencionados en la discusion
precedente dependera de n, pero la prueba no seré afectada. [En el espacio tridimensional

euclidiano extendido, ABC, A'B'C’ estan en planos diferentes.

Si la figura completa esta en S,, la parte inversa del teorema de Desargues se da por
dualidad.

[En S, el teorema de Desargues "Su dual es él mismo"] Pero, en un espacio de grado
mayor, la dualidad no sera de ayuda en esta prueba. Es por ello que se establecerd un lema
gue su prueba es a menudo Uutil.

Lema 2.1. Sean L, M, N puntos distintos que estan respectivamente sobre los lados AB,
AC, CA del triangulo ABC figura (2.2). Sean los vectores coordenados de

A,B,C, respectivamente «,f,y. Entonces L,M,N son colineales < los vectores
coordenados A,u,v de L,M,N pueden ser elegidos de modo que

A=p.a—q.pB u=q.p—ry, vV=r.y—p.a
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Y Figura 2.2
M/

Prueba "<": como l0s vectores coordenados de L, M y N la combinacion lineal de ellos
esigual acero,yaque A+u+v =0

"=": Como esta sobre AB, A un vector coordenado de L puede ser escrito como A =
p.a —q ., para algun p,q. M esta sobre AC, cualquier vector coordenado de M es una
combinacidn lineal de By y; eligiendo un multiplo escalar apropiado, se puede escribir
U=gq.B— r.y, parauncierto r.

Similarmente, se puede escribir v=r. y —p'.a, para algin p’. Ahora el problema, es
demostrar que p' = p. Para hacer esto, hacemos uso la hipétesis que L,M,N son
colineales. Asi, existen las constantes [, m,n no todas cero, tal que
LA+ m.u+n.v=0,
Asi sustituyendo A, u, v, se tiene:
Ilp.a—q.p)+m(q.p —1r.y) +nr.y—pa) =0
Reagrupando términos se tiene:
(lp—npla+(m-Dg.B+n—m)r.y=0
Como a, B,y son independiente (;porqué?) (R\ Por ser los vectores coordenados de los
puntos) los coeficientes (Ip —np") (m — l)q, (n — m)r, deben cada uno ser cero. Puesto

que g # 0 r # 0, (¢,porqué?) (R/Puesto que si g =0 y r = 0, no podriamos expresar los
vectores coordenados de los puntos L, M y N) se concluye que [ =m = n. por lo tanto

P =D
Esta es una prueba de la parte inversa del teorema de Desargues.

Desde L, M, N, son puntos colineales, uno sobre cada lado del triangulo A, B,C se sigue
del lema 1 es posible escribir sus vectores coordenados como

A=p.a—q.0; u=gq.p—ry; vV=r.y—p.a.
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Ademas puesto que L,M,N también estan sobre cada uno de los lados del triangulo
A'B'C’, es posible escribir sus vectores coordenados como:

AN=p.a—-q.p, w=q.p-r.d, v=ry-pa.

Como Ay A'son vectores coordenados del mismo punto A = [. A, para algin [ distinto de
cero igualmente, u = m.u, v =n.v, paraalgin m,n distintos de cero.

Puestoque A+ u+v =0 seconcluye que; .1 +m.u +n.v = 0, es decir, que
Ip.a—q.B)+m(qg.p —ry)+n(t.y —p.a)=0.
Reagrupando términos podemos escribir esta ecuacion como
(Il-n)p.a+ m-Dg.+ m-mr.y =0
Desde que ninguno de los p', g, 7’ es cero, y también que a’,B,y’ son independiente, se

concluye que [—n=0, m—-[01=0, n—m=20; en otras palabras [=m=n=k.
Entonces A = k.A'esto implica que:

pa—qp=k(p.a—q.B), 6 pa—-kp.a'=qp—kq.pB.

Asimismo, 4 = k. u' conduce a
q-f—kq.L =r.y—kr.y’

Ahora p.a — kp'.a' es un vector coordenado de un punto sobre la recta AA’; q.p —
kq.B’ es un vector coordenado de un punto sobre BB, r.y —kr'.y’' es un vector
coordenado de un punto sobre CC'.

La igualdad de los vectores implica que las rectas son concurrentes.

Lema 2.2 Sean L,M,N puntos distintos que estan respectivamente sobre los lados
AB,BC,CA del triangulo ABC figura (2.3). Sean los vectores coordenados de A,B,C
respectivamente  a,f,y. entonces AM,BN,CL son concurrentes < los vectores
coordenados A, u,v de L, M, N pueden ser elegidos tal que

A=p.a+qf; u=qp+r.y; v=r.y+p.a.
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Figura 2.3

Prueba: "<": Considérese el punto P con vector coordenado mw=p.a+q.f+T1.V.
puesto que ™ =p.a + 1.(q. B +r.y), estd claro que P esta sobre AM, a asimismo P esta
sobre BN y Sobre CI. Asi las tres rectas son concurrentes.

"=". La situacion es similar comparando una parte de la prueba del lema 1. Se puede
escribir

A=p.a+q.pB, u=q.p+r.y, v=r.y+p.a
Y se debe demostrar que p =7p.

Un vector coordenado m, de P el punto de la concurrencia de AM,BN,y CL, puede ser
escrito

n=h.(p.a+q.pB)+ki.y=h(qB+1.y)+ka
n=h.(p.a+q.pB)+ki.y=h(@qB+1ry)+ka

Reagrupando términos y haciendo uso la independencia «,f,y, se concluye facilmente
que h; = h, = hs. de esta igualdad, se deduce que p' = p.

2.2 Proyeccion desde una recta sobre una segunda recta en el plano extendido; Razon
cruzada.

Retrocediendo a la nocién de proyeccion que se dio al principio. En el plano extendido
podemos tener una correspondencia uno a uno entre los puntos de [ y ['sabiendo que 0 no
esta sobre I ni [
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Figura 2.4 I’

Claramente se ve que no hay una correspondencia uno a uno entre cada uno de los puntos
de [ y I’ que estan ilustrados en la figura 2.4; para esta clase de proyeccion, esto es
necesario y suficiente que las rectas se unan en un punto que seré el punto de concurrencia.

Definicion 2.1: Una correspondencia uno a uno entre los puntos de dos rectas en el cual
las rectas se unen en un punto correspondiente, entonces las rectas son concurrentes al
punto O y es Ilamada una perspectiva con centro de perspectiva O, (en otras palabras las
rectas estan en perspectiva desde 0).

Figura 2.5 ﬂ
Se extendera esta nocion para considerar correspondencia de manera mas general: Si [y [
estan en perspectiva desde 04, y si [ y I’ estan en perspectiva desde 0,, entonces esa es una
correspondencia uno a uno entre los puntos de [ y I’ (fig 2.5). Este no es generalmente una

perspectiva. Podemos definir una correspondencia entre los puntos de [ y los de [’ para
una sucesion de mas de dos perspectivas.

Una correspondencia definida por una sucesion de un numero finito de perspectivas se
Ilama una proyectividad entre los puntos de Ly los de 1"

——
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Dual de la definicion 2.1: Se dice que dos haces 0, O’ de un mismo plano son perspectivos
cuando entre sus rectas existe una correspondencia biyectiva tal que los puntos en que se
cortan las rectas homologas estan sobre una misma recta.

Figura 2.6

¢Que caracteristicas son preservadas bajo una proyectividad?
La caracteristica que preserva la proyectividad es: la colinealidad, los tridngulos y las
rectas, pero las distancias no se preservan.

P

. . P'Q’ .
No es verdadero que las razones de distancia son preservadas TQ'R' * Q—i . Sin embargo los

griegos, determinaron que la razén de razones son preservadas: por ejemplo
R'P'/R'Q' _RP/RQ
S'P'/S'Q"  SP/SQ

Note que si la “razon de razones” puede ser demostrada de igual forma que la perspectiva
general, tales como los de la figura 2.7, seguird inmediatamente que son también iguales
para una proyectiva general.

La prueba de la invarianza bajo proyeccion de las “razones de razones” se hard en la
préxima seccion (teorema 2.2); primero se eligird un nombre y una notacion, y entonces
obtendremos un resultado importante.

Figura 2.7

34

——
| —



, D son cuatro puntos distintos y colineales en el espacio real, la razén cruzada de
, denotada por (AB, CD), es el valor de

om
oo

cajce (_ cA %)
DA/DB " CB'DA)’

Esta definicion tiene un solo significado si las cuatro distancias estan definidas. Por lo
tanto, ninguno de los cuatro puntos pueden ser ideales; esto es porque lo restringimos a
nuestro espacio ordinario.

Para ello se trabajaré en la recta real para luego se haré en coordenadas homogéneas.
Sea C=hA+k,B y D=h,A+k,B. En el cual se encontrard los valores de
hl) hZ) kl y k2

TomandoA=0+a,L, B=0+a,L, C=0+a3L, D=0+a,L
Donde O es el origeny ;L coni = 1,2,3,4, son las distancias del origen al punto.

Luego restando el segmento C — A y C — B se tiene:

C—A=(as—a;)L; C—B=(a;—ay)L
Despejando L de ambas ecuaciones se tiene:

_C-4A _C-B
Caz—ay’ T az—a,
Igualando L se tendré:
C—-A C—-B

a3 —a; a3 —Qp

C A C B
a3—a1 a3—a1 a3_a2 a3_a2

C C A B

a3—a1 ag_az a3_a1 a3_a2

1 1 1 1
et ) o)
A —a; a3 —ay as — a, as — a,

¢ ((a3 —6;11)_(532— az)) =4 (a3 i al) ~bB (a3 i a2>

(a3 —ay)(az — az)) _B <(a3 —ay)(az — “2)1>

03 — Ay a3 —

Cla; —ay) =A<

Cla; —az) = (a3 — az)A — (a3 —a,)B
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- (a3 — az) ] (a3 - 051) B
a,—a, a, —a
El mismo proceso se realiza para encontrar D,

a,— a, —a
D=(4 2)A+<4 1)3
a; —ay oy — g

Haciendo las razones simples de cada uno de ellos se obtiene,

(622
%__&__(M)é
CB (M)B_ as—a,) B’
a; —Qa;
(5=
%__&__(“4—“2)é
DB (aral)B_ a,—a,)B
a; — ay
Por lo tanto la razén de razones es:
_(“3—“2)é
€ b4 _~\ay=a,)B
CB DB__(a4—a2)é
a4_a1 B
a3 —ay
CA DA_a3—a1
CB/ DB~ % —ay
ay — ay
CA DA_(“3‘“2)(“4_C¥1) 1
CB/ DB~ (a3 —ay)(ay — az) )

Ahora pasandolo a coordenadas homogéneas el conjunto que esta sobre la recta ABCD, de
manera que estos cuatro puntos distintos tengan, respectivamente, vectores coordenados
a(ay, aq); B(by, by); y(cy, c1); 6(dy, dy). Sabemos que cada uno de los v, 3, puede ser
expresado como una combinacion lineal de o y B:

y=hia+k.q §=hy.a+k,.(,
POHIendO a, = ao_lal, a, = bo_lbl, asz = C0_1C1, a, = do_ldl,
Sustituyendo y simplificando en la ecuacion (1) se obtiene:

(agcy — as¢9)(bod; — bydy)
(bocy — byco)(apd; — a,dy)

(AB,CD) =
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Para el caso particular haciendo ¢y = hy, dy = h,, ¢; = kq, dy = ky,ap =1, a, =
0,by =0, by =1, setiene:

_ kihp
(4B, CD) = 2222 )

Utilizando la ecuacion (2) para la razon cruzada de cuatro puntos colineales, es también
valido cuando A, B, C, D son expresados en términos de dos o tres dimensiones de
coordenadas.

RAZON CRUZADA EN S1

Sin hacer referencia a la nocién de distancia, se puede hacer uso de la ecuacion (2) de la
seccion anterior para definir la razon cruzada en s;.

Definicion 2.2: Sea A,B,C,D cuatro puntos en s;. Relativo a la misma estructura de
coordenadas en s;, sean los vectores coordenados de A, B, C y D, son respectivamente
a,B,y,écon

y=hy.a+ k. p, §=hya+k,.p,

Entonces la razén cruzada de A, B, C, D esta definida por:

kihy
hiks

(AB,CD) =

Nota. La generalizacion de esta definicion, no tiene que ser una recta.

La razon cruzada dada aqui es independiente del sistema de coordenadas y es una
constante particular de proporcionalidad.

Semejante a la definicidn de distancia mencionada anteriormente, la definicion 2 asigna un
valor a la razén cruzada de cuatro puntos coloniales iguales, cuando uno de los puntos es
ideal de hecho, como es el caso general en geometria proyectiva, no hay distincién entre
los trazos de puntos ordinarios y los puntos ideales.

Observacion: Desde ahora en s,, el conjunto de todas las rectas que pasan por un punto
constituyen un s;, la definicion es una aplicacion inmediata de la definicion de razén
cruzada de cuatro puntos coplanares, rectas concurrentes. Esta observacion nos lleva a un
lema importante.

Lema 2.3: En s,, la razon cruzada de cuatro puntos colineales es igual a la razon cruzada
de las cuatro rectas obtenidas por la union de un quinto punto a cualquiera de los otros
cuatro puntos, que no esta sobre la recta dada por los cuatro puntos.

37

——
| —



Figura 2.8

Prueba: Sean los puntos colineales A, B, C, D unidos con un punto O, formando las rectas
p,1,s,t, (fig 2.6). Sean los vectores coordenados en s,, de A,B,C,D, respectivamente,
a,f,v,6; y sean los vectores coordenados en Y, , de p, 1, s, t, respectivamente, los 7, p, o,
T,. Si

)/=h1.a+k1.ﬂ, 6=h2a+kzﬁ,
Entonces
oc=h,.mw+kip, T=h,.m+k,.p,

Y como g y T se pueden escribir como una combinacion lineal por lo tanto

(AB,CD) = WL (pr, st) .
h1k2

La prueba del lema ilustra que, si bien la definicién de perspectividad y proyectividad de
la seccion anterior se refiere al plano real extendido, ella pude considerarse vy aplicarse
igualmente en s,, con la Unica diferencia entre las formas de la figuras 2.4 y 2.5, no son de
uso eficiente en la prueba. Una expresion como “rectas unidas correspondientes a puntos
son concurrentes” esto tiene interpretacidon como ‘“‘ciertas ecuaciones de rectas tienen la
misma soluciéon o una solucién en comin”; con cierta frecuencia se usara el lenguaje
geométrico asociado con los diagramas para abreviar una discusion algebraica, pero no
reemplazandola.

Teorema 2.2: la razén cruzada es preservada en una proyectividad desde los puntos de una
recta a los de la segunda recta.

Prueba: sup6ngase que A,, B;, C;, D, corresponden respectivamente a A,, B,, C,, D, en
una perspectividad con centro en P. Si designamos las rectas A;4,, B;B,, C,C,, DD, por
a, b, ¢, d, respectivamente. Entonces por el lema 3, se tiene que:

(A1B1,C1Dy) = (ab,cd) = (A;B;, ;D).

Por lo tanto una proyectividad es una sucesion finita de perspectivas.
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Lema 2.4: Si A, B,C,X,Y son puntos colineales tal que (AB,CX) = (AB,CY), entonces
X =Y.

Prueba: Se sabe que
ki R —Fki hs
(AB,CX) = ks yque (AB,CY) = -

Y ademaés que (AB,CX) = (AB,CY) entonces

— ki ha _ — ki hs
(AB,CX) = R (AB,CY) = T
De aqui se tiene que
B _ kb b~ B porlotanto X = .
hy ks hy ks k, k3

Teorema 2-3: Si A, B, C, ... estan sobre la recta [ correspondientes a A, B',C, ... que estan
sobre la recta [, con la razén cruzada de cualesquiera cuatro puntos distintos sobre [ es

igual a la razén cruzada de los cuatro puntos correspondientes sobre [’ entonces esta es
una proyectividad de I a I’ que establece la misma correspondencia.

l!

Figura 2.9

Prueba: Sea [ larecta A'B. Sea AA'y BB’ que se interceptan en 0,.

Se designa como C la interseccion de 0,C con . Sea CC'y BB’ que se interceptan en 0;.
Ahora, si se toma un punto arbitrario X de [, se denota por X el punto de [ correspondiente

a X en la perspectiva desde [ al centrado en 0,, y se denota por X el punto de I’

correspondiente a X en la perspectiva desde [ a I’ centrado en 0,. Asi  tenemos una
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proyeccion desde [ a [’ (una sucesion de dos perspectivas) en la cual A,B,C,X
corresponden, respectivamente a A, B’,C,X por la definicion de perspectividad.

Se tendra sucesiones en la prueba de este teorema y se puede ver que X es el mismo punto,
como X', la correspondencia de X en la razon cruzada dada preserva la transformacion.
Esto se hace como lo siguiente. De la perspectiva centrada en 0,, (AB,CX) = (AB,CX);
y de la perspectiva centrada en 0,, (4B, CX) = (AB,CX).

Asi (AB, CX) = (AB, C'X). (se obtiene este resultado en un paso aplicando el teorema
2.2) pero, desde que la transformacion dada, (AB,CX) = (A'B,C'X"). Asi, por el lema
2.4, se concluye que X = X .

Note que la construccion involucrada en la prueba del teorema 2.3 es una sucesion de
cualquier numero finito de perspectivas y es equivalente a una sucesion de mas de dos
perspectivas.

2.3 Proyectividades y transformaciones lineales.

Supdngase que en S,, se elige cuatro puntos distintos arbitrarios A, B, C, D sobre la recta
[ y se requiere que ellos correspondan, respectivamente, a cuatro puntos distintos arbitrarios
A,B',C',D sobre la recta l’, en proyectividad. Esto es generalmente imposible, porque las
posibilidades son (AB,CD) # (A'B',C'D").

Es decir, no hay proyectividad de la cual har4 que cuatro puntos arbitrarios de I
corresponden a cuatro puntos arbitrarios de " en la recta hay infinidad de proyectividades
(perspectivas, de hecho) que hacen que a un punto A sobre [ corresponda un A’ sobre
I'; que es justamente una perspectiva que toma que A, B de [ correspondaa A,B de Iy
que puede no estar en perspectiva que toma A4, B, C de [ en correspondencia con A4, B, 'C’,
de [,

Hay proyectividades que no estan en perspectiva.

Teorema 2.4. Hay exactamente una proyectividad que toma tres puntos distintos
arbitrarios de la recta [ en correspondencia con tres puntos distintos arbitrarios [’
(alternativamente, una proyectividad desde una recta a una segunda recta esta determinada
por tres pares de puntos correspondientes).

Prueba: Sean A,B,C tres puntos distintos de I, y sean A’,B’,C’ los puntos distintos
correspondientes de [, entonces la figura 2.9 muestra como el conjunto de una sucesion de
dos perspectivas (es decir, una proyectividad entre [ y I) en la que A,B,C esta en
correspondencia con A, B, C’, respectivamente. Ademas, hay una proyectividad semejante;
es decir, que es justamente una correspondencia entre los puntos de [ y l’, puesto que si una
proyectividad toma A4,B,C,X sobre A, B’,C’, X/, respectivamente, y si tomamos otros
puntos, A,B,C, X sobre A,B,CX, entonces (AB,CX) = (AB,C'X) y (AB,CX) =
(A'B,C'X), por Teorema 2.2; de esto se tiene que X = X, por Lema 2.4 de este capitulo.
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En otras palabras la transformacion de cualquier punto X es el mismo en una proyectividad
como en la otra - la proyectividad es la misma.

Nota: la construccion implicada en la prueba del teorema 2.3 da un método de localizar
geométricamente en el plano ordinario que el punto X' es correspondiente a un punto
arbitrario X en la proyectividad determinada por tres pares de puntos correspondientes.

El teorema 2.4 nos permite caracterizar perspectividades de una forma til.

Se considera el punto M comun a las rectas [y [’ (figura 2.10). En cualquier perspectiva
entre Lyl', M es claramente "correspondiente asi mismo," es decir, M es un punto de [
correspondiente de M como un punto en [’ en la perspectividad.

o]
L

Figura 2.10 U

Teorema 2.5 En una proyectividad entre dos rectas, el punto comin es correspondiente en
si mismo < la proyectividad es un perspectiva.

Prueba "=" se llama a la proyectividad dada g; Sea M el punto com(n de las dos rectas
ly ['sea A,B dos puntos de [, ambos distintos de M; Sean A, B’ los dos puntos de [’
correspondientes A, B en la proyectividad  (fig. 2.10).

Sea O el punto de la interseccion de AA'y BB', y se llama g’ a la perspectividad de [ al’
centrado en 0. Entonces g lleva M,A,Ba M', A, B', respectivamente; asi mismo hace
g'. Por lo tanto, por Teorema 2.4, que dice que dados tres puntos arbitrarios de una recta le
corresponden tres puntos arbitrarios de la otra asi g es idéntico con .

" &" Esto es trivial. (Puesto que si la proyectividad es una perspectiva, entonces el punto
en comun entre las 2 rectas serd el mismo, tanto para la proyeccion como para la
perspectiva, y por tanto sera correspondiente en si mismo).

Considérese proyectividades relacionandolas con las transformaciones lineales.

Primero se pregunta: ;Si A,B,C son tres puntos distintos fijos sobre Iy A, B’,C’son tres
puntos distintos fijos en [’, para cualquier X de [ (distinto de A, B, C) podemos encontrar
un X'de I’ tal que (AB,C'X") = (AB,CX)?

Es absolutamente facil establecer que hay exactamente un punto X'que corresponde a cada
X y es el siguiente teorema.
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Teorema 2.6. La transformacion razén cruzada preserva los puntos de una recta a los
puntos de una segunda recta, es lineal en las coordenadas homogéneas unidimensionales de
los puntos.

Prueba: Sean los vectores coordenados de A4,B,C,X los B,y,écon y = h.a + k.,

& =s.a+t.B; Sean los vectores coordenados de A,B’,C,X'los a,B,y & ,con y =
h.a' +k'.B; & =s.a +t. La existencia de s’y t'es la pregunta. Si las razones
cruzadas son iguales,

k' S’_ k s
't h't
s:t' = h'ks:k'ht. (3)

Asi, dados A4,B,C,X,A,B,C’, hay una razon Unica de s’ a t’ para que las razones
cruzados sean iguales; por lo tanto, X'se determina Unicamente.

Es (til obtener una expresion para los coordenadas de X .

Supéngase que en un sistema coordenado unidimensional sobre [, @ = (aqa,),

B = (by, by), & = (x4, x1),Y en un sistema coordenado unidimensional en
a'=(a'pal), B'=0b"), &= (xyx), noesnecesario tratar explicitamente con y
y v

Luego
E=s.a+tpf,
Se tiene,
ag S + byt = x, a;s + byt = x;.
Similarmente, se tiene
a'ys + byt =x', a's' + bt =x',

Solucionar estos pares de las ecuaciones para s,t y s, t’, y el sustituyendo en ecuacion (3)
conduce a

(b'yx'o = b'ox'):(a1x'g — a'ox’y) = R'k(b1xo — boxy): k'h(aﬂfo — Qg X1).
b'ix'og—b'yx'y = mh'k(byxy — byxy)
a1x'o—aox'y = mk'h(a;xy — apgxy),  (4)
Para una constante de la proporcionalidad m # 0.

Luego si se despeja x ', de la ecuacion donde esta a ; se tiene
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a'1x'o = mk'h(a;xo — apxy) + a'oxy

Entonces

. mk'h(a;xg — apgxy) +a'ox’y
x 0 - ’
aq

Sustituyendo en el termino de b'; se tiene

b,

. (mk'h(axy — apgxy) +aogx’ . '
( (a1%0 a,° D)+ do 1>—b0x1=mhk(b1xo—b0x1)
1

Asi despejando x ; se tiene

' ah ' b ' o A1 ' ' o Qo '
b (Z9) %, = box'; = %, (—blmkh(—,) +mhkb1) +x (blmkh(—,)+mhkb0>
a 1 a 1 a 1
Asi:
' ' ab ' , st ' ' s ,
2y (b (E2) = b, =xo(—blmkh(—,)+mhkb1)+x1(b1mkh(—,)+mhkb0)
aq aq aq
“ ) =
c r S
C.X'1 =71Xy+ 5x;
Al multiplicar por c y sustituyendo por c.x'; se tiene
, (mk'h(alxo —apxy) + a'Ox'1>
CXog=C¢C -
aq
= cmk'h 2 Kh0 s, + %0y +
=cm 7 Xo —Cm z Xq z. (rxg + sx7)
, ,a; a a L a
CX o = Xo (cmk h— + —,Or> + X <—,OS —cmk h—,0>
a; ajz ai aq
\ ) b ~ =
V
p q
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Solucionando la ecuacion (2) para x'g,x 1, y observando que h,k,h,k" son algunas
funciones de las coordenadas de A,B,C, A, B’,C’, de lo que finalmente se obtienen

C.X'g = pxo+ qx;
c+0 (5
C.X'1 = 71Xy + 5X;

Donde p,q,7,s,c son las funciones implicadas de las coordenadas 4,B,C,A ,B,C". Asi
se tiene una expresion para las coordenadas de X'si (A'B,C'X") = (AB, CX).

También se puede trabajar de forma inversa a requerir los coordenadas X en términos de
X'. Esta discusion se pudo haber realizado con esta misma vision, y se habria obtenido un
punto Gnico X que corresponde a X.Este argumento podria llevarse a cabo con este
objetivo, y se hubiese obtenido un Gnico punto X correspondiente a X'. Sin expresiones
explicitas que salen para p,q,r,s, la ecuacion (5) se puede solucionar para xg,x;, €n
términos de x'y, x'y; es decir, ps —qr # 0.

Una transformacion, como la de la ecuacién (5), en que las coordenadas de X' son
funciones lineales de las coordenadas de X se llaman Trasformaciones lineales.

Si se desea interpretar S, como el plano ordinario, y se estd dispuesto a restringir la
atencion a los puntos ordinarios, se puede dividir el segundo de la ecuacion (5) por el
primero, e introduciendo los coordenadas no homogéneas

,oX X1
X = — X =—
X0 X0
Sustituyendo
. TXo + SXg
pPXo + qxq
Dividiendo y multiplicando por x, Se obtiene
, sx+r
X = (6)
qx+p

Como la ecuacion de la razon cruzada preserva transformaciones. Esta transformacion no
€S UNno a uno sin excepcion.

Es importante para dicho propdsito establecer el inverso del teorema 2.6, es decir, que una
transformacion lineal uno a uno de los puntos de una recta a los de una segunda recta
preserva la razon cruzada. Todo lo que se sabe del teorema 2.6 es que bajo la
transformacion lineal de la ecuacion (5), la razon cruzada de tres puntos particulares
A,B,C 'y cualquier cuarto punto X es igual a la razon cruzada de los tres puntos
particulares A, B,C'y el punto X 'que correspondiente a X . Todavia no se sabe que la
razon cruzada de cualesquiera cuatro puntos sobre [es igual a la razon cruzada de sus
correspondientes segun lo dado por la ecuacion (5).
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Teorema 2.7 Si X,Y,Z,W son cuatro puntos sobre la recta [, y si XY, Z,W'son los
puntos correspondientes de la recta ', con la correspondencia determinada por la ecuacion
(5) con ps — qr # 0, entonces

XY, ZW) = (XY, ZW).

Prueba: Con la notacion anterior, se tiene:

C1X'o = pXo + qxy, C2Y o = PYo + qV1,
C1X'1 = rXo + 5Xq, C2Y o = TYo + SY1, (6)
€329 = PZo + qz4, CaWw'o = pWo + qwy,

€321 =712y + 574, CaW'1 = TWo + sWy,

(Como se observo anteriormente, la transformacion lineal toma a X sobre X' no toman
necesariamente &, un vector coordenado particular de X, sobre &', un vector coordenado
particular de X', pero preferiblemente un multiplo de &', es decir ¢,&.

La misma transformacion lineal puede tomar para 5, un vector coordenado de Y, tomando
un multiplo distinto, c,n’de n’, un vector coordenado de Y’ etc.)

Sea ({ Yy w, los vectores coordenados de Zy W, que tienen las expresiones siguientes
como combinaciones linealesde ¢ y n:

{=hi$ + ks w = hy§ + kon
Sacando las componentes de los vectores £,1,{, o’
&= (Clxlo» C1xl1)1 77, = (czylo,czy/l), {'= (C3Z,0,C32/1)’ w = (C4W/0' C4W/0),

Escribiendo estas ecuaciones del vector como ecuaciones algebraicas en los términos de las
componentes de los vectores que se sustituyen en la ecuacion (6) nos da

C3Z g = hic1x o + kicay
Entonces

_ hi ,+k102

z'y = x
0 cs 0 c3y°

Y tres expresiones similares para. z';, w’y, w'; Se obtiene asi

hyey o kycy . haer o kacp
J'= + n, = + ]
C3 C3 Cyq Cyq

Por lo tanto
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ki h,
(XY, ZW) = —.—,
hy k,
kicy/cs hycq/cy _ kih,
h1C1/C3.k202/C4 hiky

XY, ZW) =

En resumen, se tiene el resultado que los tres tipos siguientes de transformaciones de los
puntos de una recta a los de la segunda recta son equivalentes el uno al otro.

(1) Proyectividad,
(2) Razon cruza-preserva transformaciones,
(3) Transformaciones lineales;

c.x'y = pxo + qxq,
ps—qr # 0;¢c # 0.
c.x'y =rxy+ 5xq,

Se establecid la equivalencia indicada en cuatro pasos:
(@) Las transformaciones que son proyectivas preservan la razén cruzada (teorema 2.2);
(b) Las transformaciones que preservan la razén cruzada son proyectivas (teorema 2.3);

(c) Las transformaciones que preservan la razon cruzada son lineales (teorema 2.6);
(d) Transformaciones que son lineales preservan la razén cruzada (Teorema 2.7).

2.4 Definiciones importantes y el teorema de Pappus

(i) Una propiedad proyectiva de S; a S; en que los puntos 4,B,C,... de S; corresponden
respectivamente a los puntos 4, B, C, ... de S; puede ser designada como

(4,B,C,..) A (A,B,C,..).

(ii) si los S; y S, de (i) son rectas [, I, respectivamente, cada recta es a veces llamada una
hilera de puntos, y la proyectividad de (i) puede ser denotada como [ A I,

(iii) si la proyectividad de (i) es una perspectiva, con centro en O, a veces la
simbolizaremos usando
0
(4,B,C,..) A (A,B,C,...)

0
IA L.
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(iv) si las rectas VA, VB, ..
proyectividad con las rectas VA, VB’, .

de los haces con vértices V correspondientes en una
.. de los haces de vertices V', se escriben
V(A,B,C,..) ANV'(A,B,C),...).

Si dos haces proyectivos estdn en perspectiva

las rectas sobre las que se unen
correspondientes haces de rectas se llama eje de perspectiva.

los
(v) si los dos haces de (iv) son perspectivas, con ejes de perspectiva P, se pueden escribir

14
V(A,B,C,..) ANV'(A,B,C..).

VAV
Se puede hablar de perspectiva en un sentido intuitivo.

(vi) si se tiene una proyectividad (es decir una transformacion lineal) relaciona los puntos
de una rango a la recta de un haz.
En la figura 2.11 hay claramente una correspondencia uno a uno en que la transformacion
preserva la razén cruzada la cuél toma A,B,C,D,.. en PA,PB,PC,PD,... se puede
simbolizar esta proyectividad como

(A,B,C,..) AP(4,B,C,..)

n]
Figura 2.11

Una proyectividad de los puntos de S,, sobre los mismos puntos de S,
sera llamada una colinealidad de S,,.

. Esta proyectividad
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Figura2.12 |

0,

Se puede visualizar una colinealidad de una recta [ como una sucesion de dos

0, 0,
perspectivas: I A [ A [ (figura 2.12) este proceso exige el ajuste de [ sobre un S,. Pero
la colineacion puede ser expresada algebraicamente haciendo referencia a un S,. Si se elige
un sistema de coordenadas sobre [, entonces la correspondencia de cualquier punto
(%9, x1) esel punto (x',, x';) donde

xyo _ x()
: LM] =4 [x1]' (7)
A una matriz no singular 2 x 2.

Literalmente la palabra “colinealidad” hace referencia a una transformacién que toma
puntos colineales sobre puntos colineales, y esto es verdadero en cualquier propiedad
proyectiva de los puntos de S, a ésos de S,. Algunos autores lo utilizan el termino
colineaciéon como un sinénimo apropiado como “propiedad proyectiva”, pero se reserva
“colineacién” para las proyectividades en que S, =S,. Note que si S, c S,, una
colineacion de S,, no es necesariamente también de S,,,.

Colineacién y correlacion no son lo mismo.

Correlacion: es una propiedad proyectiva de los puntos de S,, a los hiperplanos del mismo
S,

Si &, tiene componentes x,, x;, ..., Xy, €S el vector coordenado de un punto de S,,, y si o,
con componentes wy, Wy, ...,W,, €S vector coordenado relacionado a un hiperplano,
entonces la ecuacion de una correlacion es k w = B, donde B es una matriz (n + 1) x
(n+ 1). Se tendrd en ocasiones que estudiar colineacion y correlacion con el mismo
detalle.
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Colineacion de §,,: esta definida como una transformacion de puntos, incidentemente lleva
hiperplanos sobre hiperplanos. Ademas la matriz que expresa la transformacion de puntos
es diferente desde que expresa la transformacion de los hiperplanos.

Suponga que, relacionado a cierta estructura de coordenadas, una colineacion en S,, es
caracterizada por los puntos de una transformacion

k& = AE.

Si el punto con vector coordenado ¢ esta en el hiperplano con vector coordenado m, tal que
mt& = 0 (recuerde que m puede se interpretado como un vector o como una matriz columna
cualquiera), entonces los puntos de la transformacion, con vector coordenado &, esta
transformado en un hiperplano, con vector coordenado 7', tal que (r")t.&" = 0. Asi

1, 1
(M) AE)=0 o [(n’)t.EA]f =0

Por lo tanto ¢ = k'(m)tA, o k'(n)t =nt A1 . Aqui wty (m)' son matrices filas; en
términos de matrices columnas, las ecuaciones anteriores se convierten en

km' = (AN (8)

Se observa la aplicacion de la correlacion. Si, relativo a cierta estructura de coordenadas,
una correlacion transforma un punto con vector coordenado ¢ en un hiperplano con
vector coordenado w de acuerdo con la formula

ko = bE, 9)

Entonces un argumento importante es el procedimiento de una demostracion que la
correlacion lleva el hiperplano con vector coordenado a en el punto con vector
coordenadas n acorde a la formula

kn=UAYHa (10)
Es util pensar que la correlacion se puede ver como una transformacién T que lleva puntos

a hiperplanos e hiperplanos a puntos. Con este punto de vista se puede pensar que T es una
transformacion de un cierto conjunto (puntos e hiperplanos sobre si mismos).
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Teorema de Pappus

Ahora se probara un teorema de fundamental de mucha importancia, debido a Pappus de
Alejandria, afio 400.

Teorema 2.8: Si los puntos de dos variedades® en un plano son proyectivamente
relacionados, entonces los puntos de interseccion de las rectas que interceptan estos pares
de puntos correspondientes son diagonalmente colineales, si

(A,B,C,..) A (A,B,C,...)

Es decir, los puntos de interseccion de ABy A'B, de AC'y A'C, ..., de BC'y B'C ... son
colineales.

Nota: la recta en que estan estos puntos es llamada la recta de Pappus’ o los ejes cruzados
de la proyectividad.

Prueba: considérese los haces AA,AB,AC',.. y A'A,A'B,A'C,... estos haces son
proyectivos, para

AA,B,c,.) AN (A,B,C,.)N(AB,C,..)NA(AB,C,..).

Ademas los haces estan en perspectiva, para la recta comun a AA’ es correspondiente en si
misma por definicion dual de haces de perspectiva. Por consiguiente los puntos de
interseccion de las rectas correspondientes son colineales; AB'y A'B,AC'y AC, ..., €s
decir, se interceptan en puntos colineales. Andlogamente, es para los haces con vértices en
B y B’ estan en perspectiva, tal que BA'y B'A,BC, y B'C, ... se interceptan en puntos
colineales. El problema ahora es demostrar que dos rectas estan determinadas (es decir, los
ejes de perspectiva de los haces con vértices Ay A’, y los ejes de perspectiva de B y B)
estan sobre la misma recta, los ejes que se desea que se crucen son los de la proyectividad.
Para hacer esto se haré en dos casos.

Caso 1

Si dadas las proyectividades y no estan en perspectiva, entonces el punto de interseccion de
las dos variedades, I: 4, B, C,.. yl: A, B, (..., no estan en correspondencia con si
mismas puesto que no hay un unico centro de perspectiva es decir A y B tienen el mismo
centro de perspectiva, pero con C ya no tienen el mismo centro de perspectiva. Suponga
que el punto en comdn, en la recta [, es llamado M, al que le corresponde un punto M’
sobre [’ mientras que este mismo punto comun, es un punto de !’ [lamado N’, al que le
corresponde un punto N sobre [. Los ejes de perspectiva de los haces con vértices 4, A’
van desde M’ a N; asimismo para los haces con vértices B,B’, 0 con cualquier par de
puntos correspondientes de las proyectividades dadas como vértices.

® Una variedad lineal: es un subespacio de una estructura vectorial del espacio proyectivo.
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Desde que dos puntos determinan una recta, tenemos el resultado deseado puesto que se
aclaro por definicion dual de perspectividad de haces que los puntos M’ y N estan
alineados.

Recta de Papr?u"s

Figura 2.13 caso no perspectivo (a)

Caso 2

Si las proyectividades dadas son una perspectiva, entonces los ejes de perspectiva de los
haces con vértices A, A’ pasan por los siguientes dos puntos: el punto de interseccion de [
y l', y el punto de interseccion de AB'y A’B. Asimismo los ejes de perspectiva de los haces
con vértices B, B'pasan por los mismos dos puntos. Por tanto los puntos estan alineados.

Recta de Pappus

- - [N
- - Y

L= -.:_-__-_-_‘-——___ |II_-':: i \\
T

A B _"'-——-_____lr
Figura 2.13 caso perspectivo (b)

Prueba 2

Sean A,B,C, sobrel que corresponden respectivamente, a A, B',C’, sobre l". Se elige el
sistema de coordenadas en dos dimensiones para el plano y asignando los vectores
coordenados por a, B8, y; @, B, ¥ desde que Ces colineal con A y B, y es una
combinacion lineal de a y f8; se elige de tal forma que y = a + 8. Asimismo se elige a’y
£’ de tal forma que y = a + B’ La ecuacion de AB' se puede escribir en términos de
determinantes como
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Xo Qo b(,)
X1 aq bi = O, (11)
Xy Ay bé

La cual se puede abreviar como |£ap’| = 0.
Usando abreviaciones similares, se puede escribir la de A’'B como

|Sa’Bl =0 (12)
La ecuacion de AC’ como

|éaa’| + [EaB| =0 (13)

La ecuacion de A'C como

|$a'al + [§a’Bl =0 (14)
La ecuacion de BC' como

1$Bal +1§BB'1 =0 (15)
La ecuacion de B'C como

1$B'al + 1§B'Bl =0 (16)
Supdngase que A'B y AB’ se interceptan en L, con vector coordenado A. Entonces A
satisface la ecuacion (11) y (12). Asimismo si A'C y AC’ se interceptan en M, con vector
coordenado p, satisfaciendo las ecuaciones (13) y (14);y si B'Cy BC' se interceptanen N,

con vector coordenado v, entonces v, satisface las ecuaciones (15) y (16).

Se debe demostrar que L, M, N son colineales. Si sumamos (11) y (12), o (13) y (14), o (15)
y (16) se llega a que la ecuacion de A'C conlleva a que

|SaB| + |Sa’Bl = 0 (17)
Cadauno de los A, u, v satisfacen (17). Asi (17) es la ecuacion de la recta de Pappus’.
Desde la prueba uno se vio que en el caso que no son perspectivas, se puede caracterizar
los ejes cruzados como las rectas interceptandose en dos puntos correspondientes al punto

en comun de dos variedades. En poco tiempo se demostré el caso perspectivo, los ejes
cruzados pueden estar caracterizados en términos de una cierta razén cruzada.
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2.5 Razon cruzada y division armonica

Para hacer uso del concepto de razén cruzada, primero se deriva una expresion para la
razén cruzada de cuatro puntos colineales, cada uno de ellos es expresado como una
combinacion lineal de dos puntos particulares.

Supdngase que los puntos colineales A,B,C,D,E,F tienen vectores coordenados
a,B,y,6,&,¢, respectivamente, con y=ha+kf, §=ha+k,l e€=hza+
ksB, v ¢ = hy,a + k,B. Entonces por la definicion 2 de razon cruzada se puede obtener

_ k3 kl k4 k2
(CD,EF) = bt (18)
ks kol ks ky

Demostracion: Como € = hga+ k3, v ¢ = hya+ k8 y lo que se quiere es la
combinacion lineal de € y ¢ en términos de y y 4.

=>&=myy+nd
Ahora igualando las dos ecuaciones de ¢ se tiene que:
hs;a + k3 = myy + n;é
hsa + ks = my(hya + k.B) + ny(h,a + k, )
hy;a + k3 = mihia + mikff + nihya + n kB
hsa + ks = (myhy + nyhy)a + (myky + niky)B
Ahora se tiene el sistema de dos ecuaciones con dos incognitas siguiente:
hsa = (m hy + n hy))a

k3B = (mky +n.k;)B

h; = m;h; + n,h,

ks =mik; + nik,
Resolviendo este sistema se tiene:

h; = m;h; + n,h,

h3k1 - h1k3 = k1n1h2 - k2n1h1
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_ hski—hiks m. = — hoks—hs3k;
1

Deestose tieneque  ny = = ===y alir——

Ahora resolviendo para ¢ se tiene que:
= ¢ =myy +n,d
Ahora igualando las dos ecuaciones de ¢ se tiene que:
hya + kB = myy + ny6
hya + kyf = my(hya + ki B) + ny(hya + k)
hya + kyf = myhia + myk, S + nyhy,a + nyk,
hya + kyf = (myhy + nyhy)a + (myky + nyky)B
Ahora se tiene el sistema de dos ecuaciones con dos incégnitas siguiente:
h,a = (myhy + nyhy)a

kyB = (maky + nyk;)p

h.4_ = mzhl + nzhz

k4_ = mzkl + nzkz
Resolviendo este sistema se tiene:

h4, = m2h1 + nzhz

hoky = hiky = kinyhy, = kynahy
; _ haki—hiky _ _ hoksa—hsks
De esto se tiene que n, = m y my, = — m

Ahora utilizando la definicion de razon cruzada se tiene que:

nim,;

(CD,EF) =

myn,;

( hsk, — h1k3) ( hok, — h4k2)

_ \kihy = kR )\ Ak, — Roky
(_ hyks — h3k2) ( hyky — h1k4)
hiky — haky /) \kihy — kohy
(=]



_ Chsky — haks) (haky— hoks) (hiky — hoky) (kihy — kahy)
(hsky;— hyks)Cheky — hyky)(hiky — hoky)(kihy — kzhy)

_ Chgky — haks)(haky— hoks)
(hska— haks3)(Chaky — hiky)

hs hy| |ha by

_ ks kil lky Kk,
(CD,EF) = hs Tyl Vhe g
ks kol lky Ky

Definicion 2.3: La razon cruzada es positiva, cuando los pares no se separan, Yy es negativa,
si un par divide al otro.

Se sigue directamente de la ecuacion (18) que
(CD,EF) = (DC,FE) = (EF,CD) = (FE,DC) (19)

Se sabe que 4!'=24 permutaciones de 4 elementos, Hay, entonces, a lo sumo 6 razones
cruzadas distintas.

Usando la definicion de razon cruzada, sabemos que si (XY,ZW) =r, entonces

XY, w2) =1 X2, YW) = 1-r;(Xz,wy) =1/ 5 w,v2) = 1~ (Yr);
-7

Y (XW,ZY) = /(r_ -

Es tedioso estar demostrando cada una de ellas por lo tanto se dardn las reglas para
obtenerlas.

Regla 1: cuando se permutan los pares la razon cruzada no varia.

Segun la formula para obtener (ZW,XY) = )Z();VYZM; y esto coincide con (XY,ZW)

Regla 2: la razén cruzada no varia cuando los elementos dentro de cada par se permutan
simultdneamente.

Regla 3: al permutar los elementos en un solo par, el valor de la razon cruzada se cambia
por su reciproco.

Regla 4: cuando se permutan los elementos no correspondientes de los pares distintos, el
valor de la razon cruzada se reemplaza por su complemento hasta la unidad.

—(XZ+2ZY)(WY+YZ)

Por ejemplo: encontrar (XZ,YW) = o

XZWY +XZYZ + ZY WY + ZY.YZ
ZY XW
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En el segundo término del numerador permutamos las letras, se asocia y se tiene lo
siguiente:
XZ.WY +ZY(XZ + WY +YZ)

ZY XW

XZ. WY +ZY. WX
ZY XW

XZ.WY+ 1
ZY XW

wy .
W = r entonces se tiene:
=1-r

Estos son los grupos de razones cruzadas que conservan el mismo valor.
1- (XY, ZW) = (YX,WZ) = (ZW,XY) = (WZ,XY) = r
2- (YX,ZW) = (XY,WZ) = (WZ,XY) = (ZW,XY) = 1/,

3

(XZ,YW) = (YW,XZ) = (ZX,WY) = (WY, ZX) =1—r

4- (ZX,YW) = (WY, XZ) = (XZ,WY) = (YW,ZX) = 1/(1 —7)

5- (YZ,XW) = (XW,YZ) = (WX, ZY) = (ZY,wX) = 1 - (1/;)

(@)
1

(ZY,XW) = (WX, YZ) = (XW,ZY) = (YZ,WX) =T /tr—1)
Es posible que puedan ser menos que 6 valores distintos en este conjunto.

(@) Si r = 1/, entonces r = +1.
i Si r = 1, entonces los valores Unicos de las otras razones cruzadas es 0.
(dos de esas expresiones son indefinidas en este caso) Esto ocurrird solo si
dos de los cuatro elementos coinciden.

ii. Sir = —1, entonces los valores Unicos en las otras razones cruzadas son 2
y % En este caso (XY,ZW) = (XY,WZ). lo que se quiere decir es “Zy W

dividen a X y Y armoénicamente” o “X, Y, Z, W forman un conjunto
armonico” o “W es el cuarto elemento armonico del conjunto X, Y, Z” o
“W es el conjugado armoénico de Z respecto de X y Y”. claramente si Z y
W dividen a X y Y armoénicamente, entonces W y Z también divide
armonicamente a X y Y; y ademas, X y Y (y Y y X) dividen
armonicamentea Zy W.
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(b) Si r= 1/(1 — ) entonces r es una raiz cubica imaginaria de -1, y los valores

unicos de las otras razones cruzadas son otras raices cubicas imaginarias de -1. En
este caso X, Y, Z, y W, se dice que forman un conjunto equi-armonico.

El concepto de division armonica es relacionado fundamentalmente para el cuadrilatero
completo’ y se completa el cuadrilatero de la siguiente manera. Sean A, B, C, D los vértices
de un cuadrilatero completo con puntos diagonales® P, Q, R (figura 2.14) supongamos que
PR se une con AB en S. Entonces; puede demostrar que si S es el armonico conjugado
de Q conrespectoa Ay B (AB,QS) = —1.

P

Figura 2.14

Teorema 2.9 Dos vértices de un cuadrilatero completo estan separados armonicamente por
el punto diagonal sobre su lado y el punto en el que su lado se intercepta con la recta que
une las otras dos puntos diagonales.

Prueba: Se deducira este resultado en dos formas
P R
1- ) supongamos que PR se une con CD en S. Entonces (4,B,Q,5) A(D,C,Q,5) A
(B,4,Q,5) se realizan las proyectividades correspondientes de manera que tomando
los vectores coordenados de 4,B,C, D, Q,S,S, a,8,y,8,0,n se tiene

oc=k;f+hia y n=k,f+ ha

" La configuracion consistente en cuatro puntos coplanares, ninguno de tres de ellos colineales, y la
interseccion de seis pares de rectas de estos puntos es llamado un cuadrilatero completo.

® punto diagonal: se le llama al punto interseccién de dos pares de lados opuestos de un cuadrilatero completo

57

——
| —



Por lo tanto (4B, QS) = 22 = ¢ = (DC,05) = (B4, 05) =222 =1 | yego
) kZhl klhz ¢
se tiene que ¢ == = 2 =1 ya que los elementos son distintos, esto implica

¢
que ¢ = —1 = (AB, QS) por lo tanto dos vértices del cuadrilatero estan separados

arménicamente por los puntos diagonales.

2-) sean a, 3,y,d los vectores coordenados de los vectores A, B, C,D en la estructura
de sistema de coordenadas en dos dimensiones. Estos vectores forman un conjunto
linealmente dependiente:

kya + koff + ksy + ko8 = 0.

Desde que los tres puntos no son colineales, ninguno de los k. es cero. Para simplificar, se
escogen nuevos vectores coordenados para 4, B, C, D:

Of’= kla' ﬁrz kZﬁr y’= k3]/, 6’= k46r

Entonces se tiene:
a+p+y+68=0.

La ecuacion @' + 8 = —(y + &") esta es una combinacion lineal de las coordenadas de A
y B de la otra combinacion lineal de las coordenadas de C y D. de esta forma Q tiene
coordenadas a + B’ [0 alternativamente —(y + 89]. Asimismo, a +8 = —(y + ")
implica que P tiene coordenadas a +6& o, —(y + B"). Finalmente 8 +6 = —(a +
y") implica que R tiene coordenadas '+ & 0, —(a’ +¥"). Se usa a + B’ como el vector
coordenado de Q; a + &', deP; y B +6', de R. Desde que S esta sobre PR Sus
coordenadas deben ser expresadas como una combinacion lineal de P y R; para algin k, [,

o=k(a'+8)+1( +8)=ka +1B8 + (k+ 15§

Pero S también esta sobre AB; por lo tanto o solo debe ser expresado como una
combinacidn lineal de a’y B'. Asi los que deben serceroson k+1=0 = [ = —k, tal
que o =ka —kB'y n=a + ' Por la definicion de razon cruzada, se tiene que

(AB,QS) = G2, | por lo tanto dos Vvértices del cuadrilatero estan separados

k.(1) k
armonicamente por los puntos diagonales.

Como una consecuencia de este teorema, vea que las rectas PA, PB, PQ,y PS (fig 2.14)
forman un conjunto armaénico.

Teorema 2.10 Dos lados opuestos de un cuadrilatero completo estdn separados
arménicamente por las rectas que unen sus puntos de interseccion con otros dos puntos
diagonales.
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Figura 2.15

Prueba: Por el teorema 2.9 se sabe que (4B, QS) = —1 ademas que por el lema 2.3, se
sabe que en S, la razén cruzada de 4 puntos colineales es igual a la razon cruzada de las
cuatro rectas obtenidas por la unién de un quinto punto P cualquiera, que no este sobre la
recta que contiene a los otros 4 puntos colineales. Por tanto PA, PB,PQ,y PS forman un
conjunto arménico.

Para el teorema 2.9, se observa otro estilo de resultado. Que R y Q estan separados
armonicamente por los puntos en que RQ se unen con AD y BC.

Teorema 2.11 Dos puntos diagonales de un cuadrilatero completo estan separados
arménicamente por los puntos en que sus rectas son interceptadas por los lados del

cuadrilatero pasando por el tercer punto diagonal.
P

e e
B

Figura 2.16

Prueba: Por el teorema 2.9 se sabe que (AB,QS) = —1 puesto que la razén cruzada se
preserva por perspectividad, en este caso con centro de perspectiva P, = (MN,QR) = —1
y por tanto los puntos M, N, Q y R forman una cuaterna armonica, y que R y Q estan
separados armonicamente por los puntos en que RQ se unen con AD y BC donde My N
son la interseccion del lado del cuadrilatero con el punto diagonal.
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2.6 Algunos teoremas sobre tridngulos

Haciendo uso de los lemas 2.1 y 2.2, se puede obtener un par de teoremas que son una
generalizacion de resultados que se han encontrado anteriormente.

Figura 2.17
Teorema 2.12 Sean L, M,y N tres puntos uno en cada uno de los lados del triangulo ABC,
y sean L, M', N’ otros tres puntos, uno sobre cada lado del triangulo (fig 2.17). Supdnganse
que (AB,LL) =k;; (BC,M'M) =k,; (CA,N'N)=ks. Entonces una condicion
necesaria y suficiente para que L’,M’'y N'sean colineales esque  kik,k; = 1.

Prueba: De acuerdo con el lema 2.1, los vectores coordenados de L, M,y N pueden ser
escrito asi

A =pa—qp, n=qp—ry, V=ry—pa

Entonces, usando lo de que los puntos estan alineados, se puede concluir que los vectores
coordenados de L, M'y N’ pueden ser escritos de la siguiente manera sean a, 8,1 = pa —
qB,y A = cia + c,p asi como la razon cruzada de (AB, L'L) = k, entonces se tiene:

= Ik,
—qcy !

Tomando ¢; = p = ¢, = —qk; = A = pa — k,qp,
Al igual que para los otros dos ' y v'se tendra
A =pa—kigp, 1 =qp - kyry, v =ry = kspa.
Si los puntos L, My N' son colineales, entonces existen h;, h, ¥ hsno todos ceros, tal
que

hll’{, + hzlu/ + h31// = 0,
)
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hy(pa — k1qB) + hy(qB — kary) + hs(ry — kspa) =0

hipa — kih,1qB + hyqB — hykyry + hary — hskszpa = 0
Reagrupando se tiene,

a(hip — h3ksp) + B(haq — kihiq) + y(hsr — hyky) =0
Por la independencia de «, 8, y, podemos decir entonces que los escalares deben ser cero:

hip — hsksp =0, h,q—kihiq=0 'y hgr—hyk, =0
Asi,
hy = hsks, h, = hiky, hs = hyk,

Luego despejando los k; ,i = 1,2,3

h h h

k3 — _1’ 2 — 3
hs
Esta ecuacion implica que k k,k; = 1.
Inversamente se tendra entonces que
hllr + hZM’ + h3V’ = 0
Sustituyendo los valores de hy = h3ks, h, = hiky, h; = h,k,. en la ecuacion anterior se
tiene:
h3k3l' + hlkll/l' + hzkzv' - 0

Dividiendo por h;k4 la ecuacién anterior

o ke o ok,
A+h3k3’u +h3k31/—0
hy 2_
Pero h—s—k3yhs—k2
ket e L2, g
Yot Tl

’ ’ 1 ’
A+kip+—v =0
ks

Pero — = kik,
k3
/1, + kl,u, + klkzv/ = 0

Por tanto L, M'y N'son colineales.
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Teorema 2.13 Sean L, M, N tres puntos colineales, uno sobre cada lado del triangulo ABC,
y sean L, M, N otros tres puntos, también uno sobre cada lado del triangulo. Supéngase
que (4B, LL) =k,;; (BC, MM) =k,; (CA, NN) =k;. entonces una condicion
necesaria y suficiente es que AM, BN, CL sean concurrentes es que k,kyk; = —1.

Figura 2.18

Prueba: Como L, M y N son colineales por el lema 2.1 los vectores coordenados de
L,M,y N pueden ser escritos asi

A=pa—qp, u=qp—ry, V=T1y—pa

Ahora supongase que AM,BN y CL son concurrentes, entonces por el lema 2.2 los
vectores coordenados se pueden escribir asi:

A=pa+qp, g=qB+ry, V=1y +pa
Como A, B, L y L estan alineados entonces se pueden escribir de la siguiente forma:
_ A =pa—kiqp, n=qp — kyry, vV =ry = kspa.
Se tiene que:

pa+qB =pa—kiqB qp+ry =qB —kyry  ry+pa= ry—kspa
qB = —k.qp ry = —k,ry  pa= —kzpa
l==k;>k =-1 ==k, =2k, =-1 1=—-k;=>k;=-1
De esto se tiene que ki k,k; = —1
Ahora se tiene que k,k,k; = —1 Considérese el punto P con vector coordenado m =

p.a+q.f+r.y. puestoque ™ =p.a+ 1.(q.f + r.y), esta claro que P esta sobre AM,
a asimismo P estd sobre BN y Sobre CL Asi las tres rectas son concurrentes.
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Corolario 2.1 sean L, M, N tres puntos colineales, uno sobre cada lado del triangulo ABC.
Sea L el conjugado armoénico de L respecto a Ay B; M, de M respecto By C; N, de N
respecto C y A. Entonces AM, BN, CL son concurrentes.

Figura 2.19

Prueba: Por hipdtesis se tiene que L, M, N son puntos colineales y que ademas que L es el
conjugado arménico de L respectoa Ay B; M, de M respecto By C;y N, de N respecto C
y Aentonces (AB, LL) = —1; (BC, MM) = —1; (CA, NN) = —1.

Utilizando el teorema anterior que k k,k; = —1 entonces se tiene que AM, BN, CL
son concurrentes.

Corolario 2.2 tres puntos L,M y N', uno sobre cada lado del triangulo ABC, son
colineales si y solo si el producto algebraico de las razones en el cual ellos dividen los lados
AB,BC,CAes 1.

Figura 2.20

Prueba: Supdngase que L = L, M = M,y N = N', asi se tendra entonces que:

(AB,L'L) = -1; (BC,M'M) =—-1; (CAN'N)=1, puesto que si los vectores
coordenados de L es A = hya + k;fy como L = L' & larazon cruzada es

(AB,L'L) = — % = —1, (Puesto que L'y M'son conjugados armonicosde AyBydeBYy

C respectivamente) caso similar para las otras dos razones, (en el caso de la razon cruzada
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de (CA,N'N) = 1) por definicion puesto que es positivo si un par no separa al otro luego
utilizando el teorema 2.9 si k.k,k, =1 < L,M y N', son colineales. Por tanto se
cumple el corolario 2.

Corolario 2.3 si L, M, N son tres puntos, uno encada lado del tridngulo ABC, entonces
AM, BN, CL son concurrentes si y solo si el producto algebraico de las razones en que
dividen los lados AB, BC,CA es -1.

Figura 2.21

Prueba: Supéngase que L = L, M = M,y N = N, asi se tendra entonces que:

(AB,L'L) = —-1; (BC,M'M) =—-1; (CAN'N)=-1, puesto que L,M,N; son
conjugados armonicos de A 'y B, B y C, A y C respectivamente asi si los vectores
coordenados de L es A=ha+k,Bp y como L=L< la razén cruzada es

- kih .. -
(AB,LL) = hlkl = —1, caso similar para las otras dos razones (luego utilizando el teorema
11

2.10 si kyk,k, =—1 & AM, BN, CL, son concurrentes. Por tanto se cumple el
corolario 3.

Los corolarios 2 y 3 son el teorema de Menelao y Ceva.

Colineacion en §4

Es conveniente referirse a una colineacion en S; con un punto fijo singular como
“parabolica”, y a una con dos puntos fijos con “no parabolica.” La colineacion no
parabolica posteriormente se clasificara como “eliptica” si los puntos fijos son imaginarios
y “hiperbolicas” si los puntos fijos son reales.
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2.7 Involucion y transformacion; Involucidn en Sq; colineacion ciclica; involucién métrica.

Una transformacion de un dominio sobre si mismo es llamado involutivo si la
transformacion, aplicado dos veces en la sucesion, es equivalente a la identidad. Asi una
transformacion involutiva es su propia inversa.

Las transformaciones involutivas no necesariamente son lineales; las que son lineales y no
triviales (es decir ellas no son la identidad) son llamadas involuciones.

Una matriz T de n x n representa una involucion de V,,(C) siempre que T2 = I,; y una
matriz W de (n+ 1) X (n+ 1) representa una involucion de S, (C) siempre que
W? =c.I,,4, para algin numero complejo ¢, que se da porque & y c& son vectores
coordenados del mismo punto.

Estos son algunos ejemplos de transformaciones involutivas.

Dominio p p =T(p) Descripcion de
la
transformacion

1) S, (Po, 1) - Dn) (Do, —D1) »—Pn) Reflexion en el

origen

2) Su (Po, D1y -+ Pn) (Do, D1 > Pn) Conjugacion

3) S, —(1,0,0) Inversion en el
(o, P1,P2) (pf + P3,Po P1,P2py) | Circulo unitario

4) Matricesn X n Transposicion

[au] [aji]
5) Matrices no Inversion
singulares [a;;] [a;]™

Nota: una colineacién parabdlica de S;, no puede ser involucion.

La forma canonica de una forma parabolica es

ko O
=T )
Se ve que
. lkoz 0 l
1 ko?|

Que no puede ser un maltiplo de I para k, # 0.
Por lo tanto toda involucién de S; no es parabdlica, es significativo referirse a la invarianza
de una involucion.
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Teorema 2.14. La invarianza de una involucion unidimensional es -1; es decir en una
involucion unidimensional cada par de puntos correspondientes separan los puntos fijos
arménicamente.
Prueba: Por la invarianza de la razén cruzada bajo proyectividades,

UV, Xx) = UV, X X).

Pero en general, (UV,XX") = 1/(UV X'X) Por lo tanto todos los puntos involucrados son
distintos, (UV,XX") # 1. Por consiguiente, (UV,XX") = —1.

Teorema 2.15 si una colineacion de S; intercambia un par de puntos, esa €S una
involucion, es decir intercambia cada par de puntos.

Prueba: Supongase que T(X) =X, T(X) =X, TY) =Y, T(Y)=_Z.
Se desea probar que Z = Y. En virtud del hecho que T es una colineacion, (XX ,YY") =

(X'X,Y'Z) pero el resultado general sobre la razén cruzada que
(XX,YY)=(XX,Y'Y)porlotanto Z = Y.

Corolario 2.6 Si una colineacion tiene invarianza -1, esta es una involucién.

Prueba: Este corolario es una consecuencia del teorema 2.14. Puesto que toda invarianza
de involucion unidimensional es -1

Teorema 2.16 la matriz no singular

a b

T =
[c d
Representa una involucion de S; siysolosia + d = 0.

Prueba:" = " Como T es una involucién entonces cumple que T2 = kI,, entonces se
tiene:

[a b [a b] _ [a2+bc ab+bd] _ [k 0]
c dilc d ca+dc cb+d? 0 k
Asi a?+bc=k, ab+bd=0; ca+dc=0;ch+d*=k

Tomando la ecuacion 1y 4 y simultaneandolas se tiene

a’+bc=k
—cb —d* =—k
a?—d?*=0

= (a—d)(a+d)=0
Por lotanto a + d = 0. Lgqd.
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" < " Ahora se sabe que a + d = 0, entonces se quiere ver que T? = kI,

[a b] [a b] _ [az +bc ab+bd
c dilc d ca+dc cb+d?
Comoa=—-d

a’ + bc b(a+d)]_[cb+d2 0
L o

1 0
cla+d) cb+d? ch + d? ]

Entonces = 0 1

]=cb+dﬂ

Sacando de factor cb + d? se obtiene T? = kI, con k = cb + d?
Y por tanto T representa una involucion.

Definicion 2.5: Una trasformacion es ciclica de periodo p si TP = ¢l para algin entero
positivopy T? # dI para0 < q <p.

2.8 Formas cuadréaticas; invariantes.

Esta seccion formara un resumen introduciendo algunos topicos de primera calidad en
geometria y algebra, pero un analisis mayor de estos temas es un material para el préximo
capitulo.

Definicion 2.6 un polinomio homogéneo de grado n en dos variables es llamado una forma
binaria de orden n.

Asi F(x,y) = ax? + bxy + cy? es una forma binaria de orden 2, o una forma cuadratica
binaria.

La forma cuadrética binaria
— 2 2
fwo,wy) = agews + 2ag1wowy + agwi 1)
Que puede ser expresada con una representacion de dos puntos sobre una recta [ en el
sentido que las raices de f(wgy,wy) =0, (ry,71) ¥ (S, 51), expresado, puede pensarse de
coémo los vectores coordenados estan sobre [. Los puntos son distintos si y solo si agoa;; —

as, # 0.

Hay una forma de matriz ordenada para la ecuacion (1):

Fowow) = o wil [ O [°]: )

O, con notacion obvia,
f(WOJ Wl) = Wt.A.W, (3)

Donde A puede ser llamada la matriz de transformacion.
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Los puntos representados por la transformacién son distintos si y solo si la matriz de la
transformacion es no singular; si y solo si eldet 4 # 0.

Ahora supongase que se representa una transformacién lineal no singular T, puede ser
considerada como una proyectividad de los puntos de I sobre los puntos de otra recta [, 0
como el cambio de estructura sobre [. Se tiene

w=Tw.
Por lo tanto

a)t — (w')tTt,
Y la ecuacion (3) queda
f'Wow) = () TATw (4)
, f’(Wlo;W'1) = (w')tA’a)'
Donde A = TtAT.

Ahora
det A" = det(T?).det(A4).det(T) = (detT)?. (det A). (5)

Desde que T no es singular, det T # 0. por lo tanto det A’ = 0 si y solo si det A = 0. este
argumento tiene un significado, sin embargo, la interpretacion geométrica es obvia. Los

puntos representados por f'(w'y, w’;) son distintos si y solo si los puntos representados por
f (wg, wy) son distintos.

Escrita de otra forma la ecuacion (5) de otra forma mas explicita:

a'00 a'o1] [t1 tz]z [aoo a01] ti t
, L= . , donde T = [ ] 6
[a 01 A711 t3 tyl "lapr a1q ty ty (6)

Aqui se tiene un ejemplo de una invarianza, 0 mas precisamente, de una invariante de la
forma f (w,, w,) bajo una transformacion T. la definicion formal se lee como lo siguiente.

Definicion 2.7: Una funcion ¢ (aqg, ag1,a11) de coeficientes de variables de una forma
cuadrética binaria es invariante bajo una transformacion lineal con matriz T, si

(a0, @01, 11) = kPp(ago, o1, a11),
Donde a'yy, @91, @11 SON los coeficientes de las variables de la forma después de la

transformacion, y k es una funcion solo de los elementos de T. (es decir k es independiente
los ay).

68

——
| —



Puede ser mostrado que k siempre serd igual a (det T) ™ donde es algun entero, Ilamado el
peso de la invarianza. Asi, el discriminante agoa;; — a34, €s un invariante de peso 2 de la

forma (1) bajo transformaciones lineales.

Geométricamente, si una invarianza ¢ de una forma cuadrética binaria igualada a cero, esa
es una relacion entre los puntos representados por f que es igual bajo cambio de
coordenadas o proyectividad. Este hecho da explicacion sobre la importancia en la estudio

de la invarianza en la geometria.

Resultados interesantes son obtenidos si se consideran una segunda forma a la vez.

Sea g(wy, wy) = boowé + 2bowow; + b2, wi = w*Bw representa otro par de puntos

sobre la recta . Para cualquier valor del parametro x, la forma cuadratica.
f(wo,wy) + x. g(Wo, wy) = (ago + xbgo)wg + -+ = w*(A + x.B)w
También representa un par de puntos sobre [.
Ahora se considera una transformacion no singular
w=Tw

Que toma f,g,f +xg en f'.g' f'+xg', respectivamente. Sean A,B,A + xB'
matrices de estas nuevas formas, respectivamente. De la ecuacidn (5) se sabe que

det (A + xB) = (ago + xbgo)(ay; + xby1) — (agy + xby1)?

= det A + xy + x%(det B),
Donde

o Y = agoby11 — 2ap1bg1 + a11bgg
Y similarmente,

det (A'+xB) =det A"+ x'+ x? (det B),
Donde

Y = agobyq + 2a91bgy + ay1bgo-
Asi

las

(detT)2. (det A) + xyp' + x%(det T)?(det B) = (det T)?[det A + xy + x? (det B)].

Como el det T es independiente de x, se concluye que

P’ = (det T)%. 9. (7)
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Aqui se tiene un ejemplo de un simultaneo invariante de la forma fy g bajo la
transformacion T.

Definicién 2.8: Una funcién @(a oo, @'91,@ 11,5 00, b'01,b ;) de los coeficientes de las
variables de dos formas cuadraticas binarias es un simultaneo invariante de las formas
bajo una transformacion lineal con matriz T si

(I)(a,OOI oy b'11 ) = k®(ag, ... ,b11),

Donde Las letras primas son los coeficientes de las variables de las formas despueés de la
transformacion, y k es una funcion de los elementos solo de T (k, es independiente de los

asy by).

El significado geométrico de simultaneo invariante es analogo a lo de una invarianza
simple: la desaparicion de un simultaneo invariante de fy g expresa una relacion
proyectiva invariante entre el conjunto de puntos representados por 'y g.

El significado de la invarianza de ¥ , como se dio en la ecuacion (7) esta contenido en el
siguiente teorema.

Definicion 2.9: Dos formas cuadraticas binarias para las cuales

_ Y = agoby1, +2a91bgy + a11bg0 = 0
Se dice que son apolares.

Asi, un de formas cuadraticas representan un conjunto armonico de puntos si y solo si las
formas son apolares.
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CAPITULO IlI

“Estudio de las conicas en el espacio proyectivo”.

3.1 Definicion y generacion proyectiva de conicas
Definicion 3.1. El polinomio
AgoX3 + 2091X0X1 + 2002X0X5 + A11X2 + 2a15X1X + Appx2 =0
Es llamado una forma cuadrética ternaria. El Rango de la forma es el rango de la matriz

dpgp dp1 dp2
A =301 a11 agz|.
dpgz dq2 dp2

Definicion 3.2 Se llama conica al lugar geométrico de los puntos reales o imaginarios
cuyas coordenadas homogeéneas, con respecto a un sistema de referencia proyectivo, en el
Plano S,(C), satisfacen a una ecuacién de segundo grado (forma cuadratica ternaria) del
tipo

AgoXs + 2a01X0X1 + 2A02X0X, + Q11X + 2a15%1X5 + A2 =0 (1)

Otras expresiones para esta ecuacion son:

2

Z aijxixj =0 aij = ajl-.
i,j=0

Y su expresion matricial es

Qoo Qo1 QAg2] [Xo
[xox1%5] |@01 Q11 Q12| |X1| = [0O]. (2)
Aoz A1 Az2] X2

O en vectores coordenados

§PAE =0 (3)

Donde ¢ es la matriz de columnas de x; , A es la matriz simétrica de 3 x 3 de coeficientes
denominada matriz de la forma cuadratica 0 matriz asociada a la ecuacion de la conica, y el
cero en los lados derechos de las ecuaciones (2) y (3) es la matriz cerode 1 x 1.

La cdnica, entonces, es especificamente relativa a una estructura de coordenadas dado, una
vez la matriz A dada; en una estructura de coordenadas fija, hay una correspondencia uno
a uno entre las conicas y las matrices simétricas de 3 x 3.
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En la geometria analitica elemental, es usual para simplificar la ecuacion de una conica por
un cambio de estructura de coordenadas. Por movimientos rigidos de los ejes (las
traslaciones y las rotaciones), se puede hacer una elipse, por ejemplo, asume la forma

] 2 2 .. .
estandar | * /a2 + (y /b2> =1, 0, en las condiciones de coordenadas homogéneas del

plano Euclidiano extendido

2 2

2 X1 X2
X0~ —5~37=0

a* b

Si se considera una transformacion lineal en el dominio complejo se tiene el siguiente
cambio de estructura.

Txo = XO
, [
rx, =—XxXq
17 a
, [
T'xZ ==Xy

b

(No un movimiento rigido), se obtiene la forma ordenada x? + x2 + x'5 = 0.
Ahora si se tiene la ecuacion de una conica
ELAE =0

“después de un cambio de coordenadas proyectivos n = M. & (M es la matriz no singular es
decir de determinante no nulo) la nueva ecuacion de la conica sigue siendo un polinomio de
segundo grado homogéneo”. En efecto sustituyendo en la ecuacion de la conica, las
antiguas coordenadas en funcion de las nuevas resulta

ELAE = (M~ )t A(M ™ )
= 0t (M) AM~))n = 0

Se denota B = (M~ ")*A(M™") resulta que B = B y si (b;;) son sus componentes y
(vo» ¥1,Y2) las coordenadas respecto al nuevo sistema, se tiene como una nueva ecuacion
de la conica, el polinomio homogéneo de segundo grado

2
Z bijxin =0 b” = b]l
i,j=0

Ademas “el rango de la matriz A asociada a una conica Se conserva por un cambio de
coordenadas proyectivo (es decir, es un invariante proyectivo)”.
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En efecto por la propia definicion de rango de una matriz en términos de la transformacion
lineal en R3 se define, respecto a unas bases fijadas, puesto que la dimension del espacio
imagen de dicha transformacion lineal no depende de las bases elegidas, resulta que:

rango B = rango (M~1)*A(M™1) = rango A.
Este hecho permite hacer la siguiente distincion entre las conicas.

Definicion 3.3: se dice que una conica es degenerada si el determinante de su matriz
asociada es nulo; caso contrario, se dird que la conica es no degenerada.

Definicion 3.4: Un punto es llamado un punto singular de una conica si cada recta
determinada por esta y un punto de la conica esta contenido en la cénica.

Clasificacion proyectiva de las conicas.

El rango de la matriz asociada A = (a;;) a la ecuacion de una cénica ¢“A¢ = 0 es un
invariante proyectivo, es por lo que el nimero de puntos singulares de una cénica no
depende del sistema particular de coordenadas proyectivas que se tome. De acuerdo con
esto, se van a clasificar las conicas con arreglo al nimero de puntos singulares.

El sistema que da los puntos singulares es:

AgoXo + Ag1X1 + Ao Xy = 0
aleO + ai1x1 + Ai2Xy = 0
Ag2Xg + A12X1 + AyrXy; = 0

1. Si rango A = 3, el sistema no admite mas que la solucion (0,0,0), que no
representa ningin punto. Una cdnica no degenerada no tiene puntos singulares.

2. Sirango A = 2, hay un solo punto cuyas coordenadas homogéneas satisfacen al
sistema. Una recta que no pase por el punto singular tendré dos puntos comunes con
la conica o ninguno, pues si tuviera uno sélo la conica degenerada en una recta
doble con lo que el rango A = 1. Asi la conica y la recta tiene dos puntos comunes
0 ningunos; y la cénica se descompone en las rectas definidas por dichos puntos y el
punto singular o sélo consta del punto singular.

3. Sirango A = 1, las ecuaciones son dependientes por lo que los puntos singulares
son todos los de la recta determinada por una de las ecuaciones que no sea
idénticamente nula, a la cual se reduce la conica.

En resumen, segun que el rango A sea 3, 2 6 1 la conica es no degenerada, degenerada en
dos rectas con un punto comun singular, o degenerada en una recta de puntos singulares.
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Teorema 3.1: Los puntos de interseccion de rectas correspondientes de dos haces
proyectivos constituyen una conica. Si los haces son perspectivos, entonces la conica es
degenerada; de otra manera es no degenerada. En todo caso, la conica pasa por los vertices
de los haces.

Figura 3.1

Prueba. Sea u el eje de perspectivay VV ’son los dos haces de perspectiva.

Supdngase que la proyectividad esta definida por a <= a’, b < b, c < c. Y sean los
vectores coordenados de las rectas dados por a,a’; 8,£;y,y, de manera que y = a + f3,
Y =a + B.Si p,p’ son un par arbitrario de rectas correspondientes de los haces. Si , 7’
son vectores coordenados de p,p’,y si m = a + kB entonces n’' = a'+ kf’, ya que la
razén cruzada se preserva bajo proyectividad. Ahora P, el punto de interseccion de p y p’,
es un punto del lugar geométrico requerido. Si & es un vector coordenado de P, entonces
n.é=0,peror=a+ kB = (a+kB).§ =0 porlotanto a.¢§ + k. =0

Yademas n.f=0yn'=a'+kB, = (a'+kB').E=0porlotantoa’é +kp.& =
0.

Igualando k entre estas dos ecuaciones se tiene

_ g __a¢
KETRE Y T
_ad__ad
B P
@O(B.6) - (@.O)(B.6) = 0. )

Puesto que cada uno de los productos internos que aparecen en la ecuacion (1) es una forma
lineal en x,, x4, x,, esta ecuacion es cuadratica y por lo tanto representa una conica.

Si la proyectividad es una perspectiva, se elije la recta comun VV’como b (y también, por
consiguiente, como b’). Entonces la ecuacién de la conica viene dada por
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B-Dl(a.d) — (@.Hl =0,

Esta es claramente degenerada puesto que es reducible. Por lo tanto las coordenadas de V
satisfacen que a.§ =0y B.£ =0,y V esta sobre la conica con ecuacién (1) ya sea 0 no
degenerada. Asimismo con V',

Si la proyectividad no es una perspectiva, entonces la recta VV' no es parte del lugar
geométrico. Si la conica fuera degenerada, entonces tendria que constituirse alguna recta
pasando por V' y alguna recta pasando V'. Supongase que esa recta hipotética pasando por
V' es elegida como a. entonces se tiene, otra vez, la ecuacion (1) como la ecuacion de la
supuesta conica degenerada. Aunque a. & es un factor de (a.&)(B. &), no es un factor de
(a". &)(B.&) porque a es distinto de a’y de b. Asi a.¢ no es un factor del lado izquierda
lateral de la ecuacién (1), contradiciendo la suposicion de degeneracion.

Inversamente, cualquier conica puede ser" Proyectivamente Generada ", es decir, Sus
puntos pueden ser considerados como los puntos de interseccion de rectas correspondientes
de dos haces proyectivos. Para ver esto, se escoge una estructura de coordenadas asi es que
la ecuacion de la conica (no degenerada) es y2 + y? + y2 = 0. Reescribiendo esta
ecuacion como (yy + iy1) (¥o — iv1) — (2)(—y2) = 0, y comparando el resultado con
ecuacion (1), vemos que la conica dada por lugar geométrico de puntos de interseccion de
rectas correspondientes de la proyectividad determinada por a <> a’, b« b, c < ¢,
donde las rectas tienen ecuaciones las cuales son indicadas a continuacion.

a: Yo +iy; =0,

a” v, =0,

b: -y, =0,

b’ Yo—iy1 =0,

c: Yot+iyi— y2=0, y=a+p),
¢’ Yo—iy1+ Y2 =0, v'=a'+B),

Un cambio de estructura de coordenadas no altera la conclusion.

Teorema 3.2. Proyectando los puntos de una conica desde dos cualesquiera de sus puntos
se obtienen haces proyectivos.

Prueba: Sea la cénica generada por dos haces proyectivos de vértices A; y A, Yy sean
B;,B,,M; tres puntos de la misma, se considera la proyectividad entre los haces de
vertices B, B, definida por B;(A;{A,M;) A B,(A;A,M,); si M, es otro punto cualquiera de
la cénica se busca la recta homdloga de B;M, en el segundo haz. Se corta el primer haz
por M;A; y el segundo por M;A,. Se obtendran rectas perspectivas puesto que M, es
unido. El centro de perspectividad resulta ser O puesto que B;A, y B,A; unen puntos
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homologos. Para hallar la recta homologa de B;M, se debe unir O con P que es la
interseccion de B;M, y M, A, para Q que es la interseccion de M;A, con OPy B,Q es la
recta buscada. Pero la recta B,Q pasa por M,, lo que prueba que la recta homdloga de B, M,
es B,M, y por tanto cumple que se corresponden en la proyectividad mencionada entre los
haces de los vértices B, Bs.

Figura 3.2

Corolario 3.1 (Steiner). La razon cruzada de la recta que une cuatro puntos fijos de una
cénica para un quinto punto de la conica es independiente de la posicion del quinto punto.

Prueba: Por el teorema 3.2 el haz es proyectivo pero la razén cruzada se preserva bajo
proyectividades por lo tanto no importa cual sea el quinto punto que se tome la razon
cruzada, siempre sera la misma.

Corolario 3.2: Hay una y s6lo una cénica que atraviesa cinco puntos coplanares. (Para
abreviar, cinco puntos determinan una conica).

Prueba: Sean en efecto, los cinco puntos A, B, C, D, E. Se toma dos cualesquiera de ellos,
por ejemplo A y B y se proyecta desde los mismos los restantes puntos (Figura 3.3) queda
asi determinada la proyectividad A(CDE) A B(CDE). Los puntos en que se encuentren las
rectas homologas de esta proyectividad son los de la conica. Para hallar otro punto, basta
trazar por A una recta cualquiera h y buscar su homologa h' del haz de vértice B; el punto
H es la interseccion de h, h' serd otro punto de la conica. Repitiendo la construccion
sucesivamente se podran obtener cuantos puntos se deseen de la conica.

Figura 3.3
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Prueba 2: En la figura 3.4 se tienen dos haces de centros los puntos P y Q. En el primero
se han tomado rectas a, b y ¢ cuyas homdlogas en el segundo son lasrectasa’, b’y ¢’

La recta m = PQ, que une los centros de los dos haces, considerada como recta del primer
haz, no es homologa de si misma, pues de serlo, los haces serian perspectivos y la conica se
reduciria al eje perspectivo. Su homdloga es otra recta del segundo haz, m*. E igualmente
para la recta n’ =QP, que es la homologa de una recta n del haz de centro P. El punto de
encuentro de m con m' es el punto Q; el punto de encuentro de n con n* es P. Asi pues, la
conica definida por los puntos de interseccién de dos haces centrados en P y Q contiene
también los vértices de esos haces. De todo esto se concluye que la conica puntual queda
definida conociendo cinco puntos de la misma y por el teorema 3.1 la conica pasa por los
vertices

Figura 3.4

3.2 Representacién paramétrica, tangentes, polares y sus ecuaciones en una cénica

Relativo a una estructura de coordenadas apropiado, la ecuacion de una cénica no
degenerada es

xt+xt+x2=0
Se eligen dos puntos A, B de la conica como (0,0,1) y (1,0,0), (Figura 3.4).

e

-
-
-

A4(0,01)
e
e \\
7\ yD(L,1,1)
Xg = 9 p { ‘.‘_. X1 :/
e NG e
() DE— ——
x2 = O B(llolo)
Figura 3.5
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De conformidad con Teorema 3.2, los haces de rectas que se interceptan a los puntos de la
conica a A y B son proyectivos. Desde que la cdnica no es degenerada, la recta AB no es
correspondiente a si misma. Supongase que AB del haz de A corresponde a la recta BC, y
que BA es el haz de B que correspondiente a la recta AC. Tomando ¢ como (0,1,0,) el
tercer vértice del triangulo de referencia, y sea D(1,1,1) cualquier punto sobre la cénica
distinto de A o B. Entonces la ecuacion de AB es x; = 0, de AC es x, =0, y de BC es
x, = 0. Tal que la ecuaciéon de AD es x, —x; = 0,y la ecuacion de BD es x; — x, = 0.
Sea P(xg,xq,x3) un punto arbitrario de la conica. Se puede escribir la ecuacion de AP
como una combinacion lineal de las ecuaciones de AC y AB: kxy+ Ix; = 0, es decir,
similarmente, la ecuacion de BP es mx; + nx, = 0, para algin m, n.

Asi se tiene la siguiente situacion en la proyectividad.

AC, con ecuacion x, = 0, correspondiente a BA, con la ecuacion x; = 0;

AB, con ecuacion x; = 0, correspondiente a BC, con la ecuacion x, = 0;

AD, con ecuacion x, — x; = 0, correspondiente a BD, con ecuacion x; — x, = 0;

AP, con ecuacion kx, + lx; = 0, correspondiente a BP, con ecuacion mx; + nx, = 0.

Dado que la razén cruzada se preservada en una proyectividad, las anteriores
correspondencias implican k:l = m:n. Ahora se obtiene la ecuacion (1) del lugar
geométrico de P eliminando a k,[ entre las ecuaciones para AP y BP: kx, + lx; =0,
mx, +nx, = 0.

Se puede ir por otro lado y despejar la ecuacion de AP y BP para x,, x4, X, COMO Sigue:

Xo: Xq: Xy = 12:=1lk:k? O xp:xp:x, = Lir:7?
Donder = — (k/0) sil # 0.

Asi las coordenadas homogéneas de los puntos sobre una cénica son (1%, —lk,k?) vy las
coordenadas no homogéneas (r,r2). Cualquier par de nimeros complejos (1, k) determina
un punto sobre la conica. El punto con coordenadas (12, —lk, k?) el par (cl, ck), parac # 0
define el mismo punto como ([, k). Inversamente, para cualquier punto en la conica es
determinado un par (l,k) 06, Mas bien, una razén de tales pares de los puntos con
coordenadas (12, -l ky, k2) y (13, —1,k,, k3) son distintos si y solo si Ik, # L,k;.

Asi, los puntos de la cénica son determinados por un par de coordenadas homogéneas: Los
puntos de una forma conica en S;.

Entonces inmediatamente se puede aplicar para conicas estos teoremas acerca de S; los
cuéales son verdaderos "en general”. El significado de la ultima frase es: que alguno de los
resultados anteriores dependen de S; vienen a ser un hiperplano en un S,. (es decir, una
recta en un plano). Una conica, no es una recta en el plano. Solo estos teoremas sobre S;
que no dependen del S; son implementados en un S, que automaticamente es cierto para
conicas. Inmediatamente se tiene los siguientes resultados.

Del teorema 2.4 hay exactamente una transformacion lineal unidimensional con
coordenadas homogéneas que lleva tres puntos arbitrarios de una conica a tres puntos
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arbitrarios de otra. En particular, una colineacion de una conica es determinada por tres
pares de puntos correspondientes.

Si una colineacion de una conica tiene mas de dos puntos fijos, entonces esta es la
transformacion identidad.

En la figura 3.5, cualquier recta a de un haz con vértice A tiene una Unica recta
correspondiente b de un haz con vértice B. Si a es diferente de AC, entonces b es diferente
de BA, y a y b se interceptan en un punto P diferente de A, sobre la conica. La recta AP,
entonces se intercepta en dos puntos distintos de la conica A y P, y solamente en esos
puntos. Si a es AC, entonces b es BA, y P coincide con A. La recta AC se intercepta la
conica solo en A. llamaremos la recta AC tangente a la conica, y A es el punto de tangencia
0 punto de contacto.

Definicion 3.5: se llamara recta tangente a la conica a una recta que se intercepta con la
cénica solo en un punto, y dicho punto seré llamado punto de tangencia.

Desde que las cénicas pueden ser pensadas de como vienen generadas por dos haces
proyectivos cuyos vértices son cualesquiera dos puntos de la conica, tienen el resultado que
cada punto de la conica es un punto de tangencia de una Unica tangente a la conica.

Se puede pensar en la tangente como la intercepcion de dos puntos coincidentes con la
conica al punto tangencia.

Para encontrar los puntos de tangencia se procede de manera algebraica como sigue:
El punto con coordenadas (1,7,7%) estd sobre la recta u con ecuacion
uoxo + u1x1 + uzxz = 0 Sl y SOIO Sl

Ug + U + U2 =0

Esta ecuacién cuadratica en r tiene dos raices ry,r, Asi si r; # r,, se obtiene el resultado
que la recta con coordenadas (u,, u;, u,) intercepta la conica x,x, — x2 = 0 en dos puntos
distintos (1,7, 72) y (1,75, 7). Sir =1y, la recta intercepta la conica en un solo punto,
es decir es tangente a la conica. Asi, casualmente, se ha establecido el hecho que una recta
se intercepta con una conica no degenerada en dos puntos o es tangente a la cdnica. Dado
que una condicién necesaria y suficiente para que las raices de la ecuacion de segundo
grado ax? + bx + ¢ =0 se igual es que b? —4ac =0, se concluye que la recta con
coordenadas (ug, u;,u,) €s tangente a la conica x,x, — x2 = 0, si y solo si

u? —4ugu, =0

Esta ecuacién cuadratica, también representa una cénica, llamada una recta conica porque
los "elementos™ de la cdnica son rectas con coordenadas (ug,uq,u,). Estas rectas son
claramente las tangentes al punto de una conica xyx, — x2 = 0. Dual, si se interpreta
XX, —x2 =10, como una recta coOnica para empezar con, la ecuacion
u? — 4uqyu, = 0, Representarian los puntos de contacto sobre esas rectas, Asi si 4 es no
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singular, la configuracion consistente de los puntos satisfaciendo §¢Aé = 0, y las rectas
tangentes para este lugar geométrico es el mismo dual.

3.3 Polares, tangenciales y polos

Considérese la conica étA& =0, en la cual A es no singular. Sea R, S con vectores
coordenadas p,a son dos puntos del plano, y sea P con vector coordenado @ = kp + lo
algln punto sobre la recta RS, Si P esta sobre la conica, se tiene [kp + la]*Akp + lo] = 0.

-, Py -
— e —
Iy e T
/N
| - e p
| e Y
I R -.H S lIII
'H'H Pz I|
.
S _ -___'_'_,_,.-' ""‘-\-\.
— - HHO'
Hm__
S T
- H""
Figura 3.6 -

Haciendo uso de la distributividad de la multiplicacion sobre la adicién para matrices, y de
la conmutatividad de la multiplicacion de matrices Yy escalares, y de la simetria de A4, se
puede escribir la ecuacion de arriba como
ntAn =0
[kp + lo]*Alkp + lo] = 0
[ptk + lot]Alkp + la] = 0
ptkAkp + latAkp + ptkAlo + lotAlo = 0
k?ptAp + kl(ctAp + ctAc) + 126tAcd = 0
Desde que aAp es una matriz de 1 x 1y como A es simétrica,
atAp = (ctAp)t = ptAc
Asi se obtiene,

ptAp.k? 4+ 2ptAc.kl + ctAc. 12 =0 (1)
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Esta ecuacion cuadratica en la razén k/l generalmente tiene dos raices k;/lq, k;/1,,
correspondientes a los dos puntos P;, P, en la cual la recta RS intercepta la conica.

Definicion 3.6: Dos puntos R, S se dice que son Conjugados con respecto a una cénica C
Si ellos estan separados armdnicamente por los puntos en los cuales la recta RS se
intercepta a C.

Teorema 3.3 Una condicion necesaria y suficiente para que R, S con vector de coordenadas
p, o sean conjugados con respecto a la conica é£AE = 0 es que ptdo = 0.

Prueba: Sea R, con vector coordenado p; S, con o; P, con kip + ly0; P, con kyp + Lo
se sabe que (R, S; Py, P,) = —1 si y solo si

N
Lo L Y LTL

0,

Asi, el criterio de separacion armonica es que la suma de las raices de ecuacién (1) sea
cero,

ptAp.k? + 2ptAc.kl + otAc.12 =0

ks

k
ptAp. k?* + 2ptAc. (—1 +
LT

) +0tA0.1? =0

ptAp =0 yatAc = 0 Por definicion de conicas.

Asi
k, k
2ptAo. (—1 + —2) =0
L1
Pero como
by 2
L L

Se tiene que ptAo = 0.

Teorema 3.4: El lugar geométrico de puntos conjugados para un punto fijo con relacion a
una cénica degenera es una recta.

Prueba: Supo6ngase que R es un punto que esta fijo y S un punto que puede moverse. Para
cada recta que pasa por R, hay un punto S sobre la recta que es conjugado a R con relacion
ala conica. La ecuacion del lugar geométrico es ptAo = 0 para el fijo p, es una ecuacion
lineal en sy, 54, S5.

Definicidén 3.7: Las rectas de un haz de centro P que no estd en la conica determinan, en
general, dos puntos sobre ella. Si estos son A y A’, el cuarto arménico de estos tres,
(propiedad del cuadrilatero completo A’ABB") se dira que es el punto A*. Y dicho punto es
el conjugado de P respecto de la conica.
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Figura 3.7|

Si A* es el cuarto armoénico de la terna PAA’ podemos decir igualmente que P es el cuarto
armonico de la terna 44°4* o bien, que P es el conjugado de A* y por ello, la polar de A*
ha de pasar por el punto P. Asi pues, la relacion de conjugacion es simétrica, y por ello si
un punto es el polo de una determinada recta (su polar), los puntos de ésta, tienen polares
que pasan por su polo.

Definicion 3.8: Se llama polar del punto P respecto de la cénica dada, al lugar
geomeétrico de los conjugados de P respecto de la cénica. Este lugar geométrico es una recta
(el eje proyectivo de la involucion definida por el punto P).

Definicion 3.9: Se llama polo de una recta respecto a la cdnica, a un punto cuya recta polar
es la recta dada.

Definicién 3.10: Al triangulo diagonal de un cuadrilatero completo sobre una conica se
llama tridngulo autopolar, es decir, que cada vértice es el polo del lado opuesto, y
viceversa, cada lado de este triangulo es la recta polar del vértice opuesto. La polar de P es
la recta QJ, la de Q es la recta JP y por Gltimo, la de J es la recta PQ.

Definicion 3.11: Se llama polar de un punto P perteneciente a una conica, respecto de la
misma, a la tangente a la conica en P.

Teorema 3.5: La polar con respecto a un punto que estas sobre la conica es tangente a la
conica en ese punto.

Prueba: En la figura 3.5, Ry S no estan sobre la conica, pero con utilizando argumentos
algebraicos se puede conseguir que pase a través de R, es decir, que esté sobre la conica.
En este caso ptAo = 0 que significa que R esta sobre la polar de R. Ademas si un punto P
esta sobre la polar en este caso, la ecuacion (1) se convierte en tAc. 1% = 0.

Ahora otAc # 0; De otra manera la recta continua RS estaria sobre la cénica, y es una
contradiccion para lo asumido de la no degeneracion de la conica. Asi si [ = 0; es decir
m = kp, 0 R es solo un punto en el cual la polar intercepta a la cénica.
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Teorema 3.6: si la polar de M (con relacion a una conica dada) pasa atravez de N, entonces
la polar de N pasa atravez de M.

Prueba: La ecuacion de la polar de M es ufA& = 0. Si N esta sobre esta recta, entonces
utAn =0, asi n*Au = 0 Pero esta Ultima ecuacion es precisamente la condicién que M
esta sobre la polar de N.

Definicion 3.12: Dos puntos son conjugados respecto a una conica (respecto a la polaridad
asociada a la conica) si cada uno esté en la polar del otro.

Definicion 3.13: Un punto se dice que es autoconjugado respecto a una conica si esta en su
polar.

Corolario 3.3: Sean las polares de R y S que se interceptan en P. Entonces la polar de P es
la recta RS.

Prueba: Se sabe por hipotesis que la polar de R pasa por P asi como también la polar de S
también pasa por P, Luego aplicando el teorema 3.6 se tendra que la polar de P pasa por R
pero también que la polar de P pasa por S asi como por dos puntos pasa una y solamente
una recta entonces se obtiene que la recta RS es la polar de P.

Corolario 3.4: Sean las tangentes a C desde el punto P interceptandose con C en T; y T,
entonces la polar de P es larecta T, T,.

P

Figura 3.8

Prueba: Por la definicion 3.11 se tiene que la polar de T; por ser un punto perteneciente a
la cdnica es la recta tangente que pasa por T; al igual para el punto T, que su polar es la
recta tangente que pasa por el punto T, pero por hipétesis T, y T, se interceptan en P y por
el corolario 3.3 se tiene que T, T, es la recta polar de P.

Definicion 3.14: un par de tridngulos se dice que son polares con respecto a una conica c si
la polar de un vértice es el lado del otro tridngulo respecto de la conica c.
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Sean las polares de A, B,y C con respecto a la conica C por a, b, ¢ respectivamente. Sean
ay b que se interceptanen C’; byc enA’,cy aen B'. Entonces BC es la polar de A, CA
de B,y AB de C".

Si dos triangulos son coincidentes entonces la polar de un vértice del triangulo es el lado
opuesto al vértice del triangulo; es decir, que cada lado del triangulo son el polar del vértice
opuesto.

Supdngase que se escoge un punto X arbitrario no estd sobre una conica dada C. Sobre x,
la polar de X, se escoge un punto cualquiera Y que no este sobre C, sea y la polar de Y,
intercepta x en Z. Entonces la polar de Z es la rectas XY (corolario 3.3).

Ciertamente, la polar de cada vértice del triangulo XYZ es el lado opuesto del triangulo; El
triangulo XYZ se dice que es la misma polar con respecto a C. Note que hay infinitamente
muchos tridngulos polares en si mismo con relacion a una conica dada.

El material en polar también tiene aplicacion para cénica degeneradas excepto cuando se
consideran la polar de un punto singular (definicion 3.4).

Figura 3.9

Teorema 3.7: Las polares de una hilera de puntos, con respecto a un punto de una conica
no degenerada, forman un haz de rectas. Esto es una proyectividad natural entre la hilera y
el haz.

Prueba. Sea la conica que tiene por ecuacion &*Aé = 0. Sea la hilera de puntos que
forman la recta [. Supongase que R, S, con vectores coordenados p, o son dos puntos de I,
entonces las polares de R,S son las rectas r,s con ecuaciones pt4é =0, otA& =0,
respectivamente. Si T, con vector coordenado y, es cualquier punto de [, entonces y puede
escribirse como una combinacion lineal de p y de o: y = ap + bao, es decir, la recta t, es
la polar de T, y tiene por ecuacion y¢A& = 0 esto puede ser expresado como
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ytAE =0
(ap + ba)tAE =0
aptAé + batAé =0

En otras palabras, la ecuacion de T es la misma combinacion lineal de las ecuaciones de r y
s asi las coordenadas de T son las coordenadas de R y S. Por lo tanto, no solo las rectas
polares son concurrentes, sino que la correspondencia entre los puntos y las polares son una
proyectividad.

Definicion 3.15: La recta conica es la figura que esta formada por las tangentes a los
puntos de una conica, y las tangentes a la conica constituyen el dual del punto cénico que es
la cdnica que se genera por puntos.

La ecuacion de la recta conica es a menudo llamada la ecuacion tangencial de la conica.

Para obtener una expresion general para la ecuacién de una cénica se tiene lo siguiente:
Sea C un punto de una cdnica no degenerada con matriz A, De tal manera que su ecuacion
es EYAE =0, si u es un vector coordenado del punto M sobre C, la ecuacion de la recta
tangente t en M es utA& = 0, Luego, si y es un vector de coordenadas de la recta t,
Yyt =u'4 o0

y = Au. (6)

yA™l = A71Au.
YA~ = .
Se obtiene la ecuacion tangencial de C eliminando u entre la ecuacion (6) y utAu = 0. Asi,

pt=ytATY p=A'y, Asi y'AT'AAT'y =0 o y'A"'y =0, puesto que A~'=
Aqqj/detA, se puede escribir la ecuacion tangencial de ¢ como:

t —
14 Aadjy =0 (7)

Dualizando en S, se obtiene el siguiente trabajo sobre polares.

Definicion 3.16: Dos retas [, m son llamadas conjugadas con respecto a una recta conica si
ellas estan separadas arménicamente por las rectas de la conica a través de su punto de
interseccion.

Teorema 3.8: (Teorema dual del teorema 3.3). Una condicion necesaria y suficiente es que
[,m con vectores coordenados A, son conjugados con respecto a la recta cénica con

ecuacion (2) se da por y*Agqju = 0.

Prueba: Sea [, con vector coordenado A; m, con u; P, con k;A + liu; P, con koA + L,u se
sabe que (Im; P;P,) = —1 si y solo si
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ky ko ke ky

[ AR A

Asi, el criterio para separacién armonica es que la suma de las raices de ecuacion (5) sea
cero,

At A g k2 + 22 Agg . kL + ptAggu. 12 = 0

ko k
A K + 22 Agg (—1 422

) + utAgqip 1 =0
Lo b

AAggid =0 y utAgq;u = 0 Por definicion de recta conica.

Asi
ky k
2ptAgqj0. (—1 + —2> =0
L L
Pero como
b ke
L L

Se tiene que A*A4q4;p = 0.

Teorema 3.9 (Teorema dual del teorema 3.4). El conjunto de rectas conjugadas con
respecto a la recta conica con ecuacion (7) forman un haz cuyo vértice es el punto con
ecuacion A'Agq;v = 0.

Prueba: Supongase que [ es una recta que esta fija y m una recta que puede moverse. Para
cada punto de [, hay una recta m sobre el punto que es conjugado a [ con relacion a la recta
conica. La ecuacion del lugar geométrico es A°A,q4;1 = 0 parael fijo A, y es un punto.

Definicion 3.17: El punto del teorema 3.9 es Ilamado el polo de la recta [ con respecto a la
conica.

Teorema 3.10 (Dual del teorema 3.5). El polo con respecto a la recta conica de una recta de
la cdnica es el punto de contacto de la recta.

Prueba: sea [y m rectas que no estan sobre la conica, pero con utilizando argumentos
algebraicos se puede conseguir que pase a través de [, es decir, que esté sobre la recta
conica. En este caso AtAadju = 0 que significa que [ esta sobre el polo de [. Ademas si
una recta P esta sobre el polo en este caso, la ecuacion (5) se convierte en u*A,4,p. 1> = 0.
Ahora crtAadjcr # 0; De otra manera el punto estaria sobre la recta conica, y es una
contradiccion para lo asumido de la no degeneracién de la recta conica. Asi si [ = 0; es
decir T = kA, 0 | es solo una recta en la cual el polo intercepta a la recta conica.
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Nota: El lugar geométrico de los polos de las rectas que forman la recta conica y*A,q;y =
0 es el punto de la cénica ft(Aad]-)adjf = 0, es decir, el punto de la cénica C “original”.

Teorema 3.11: La recta [ es la polar del punto L con respecto a la conica generada por
puntos é£A¢& = 0 si y solo si L es el polo de [ con respecto a la cénica generadas por rectas

ytAadjy = 0.

Prueba:" = " Por definicidn de polo se sabe que si [ es la polar del punto L con respecto a
la conica de rectas entonces L sera el polo del conjunto de haces con vértices en L
aplicando el teorema 3.10 que dice el polo con respecto a la recta conica de una recta de la
conica es el punto de contacto de la recta y con este se tiene la conclusion deseada.

" & " Luego por definicion de polar como L es el polo con respecto a la conica de rectas
con respecto a la recta [ implica que [ es la polar del punto L con respecto a la cdnica de
puntos por definicion 3.9 que dice se llama polo de una recta respecto a la cénica, a un
punto cuya recta polar es la recta dada. Asi se obtiene la conclusion deseada.

Esta es la relacién reciproca la cual permite el uso de expresiones elipticas “El polo de [
con respecto a la conica de puntos C.” Lo que significa “El polo de [ con respecto conica de
rectas consiste de las tangentes a C ” o “El punto polar con respecto a C €S [”.

3.4 Lageometria en una conica.

Teorema 3.12. Los puntos de una cénica estan proyectivamente relacionados a las rectas
que unen a estos puntos con cualquier punto fijo O, de la cdnica, en esta proyectividad O
corresponde a la tangente de la conica en O.

Figura 3.10

Prueba. Escogiendo un sistema de coordenadas sobre la cénica, asi que O tiene las
coordenadas (0,1) (unidimensional homogéneas). Sea P un punto arbitrario de la conica
que tiene coordenadas (1, k). Las coordenadas bidimensionales de O y P son (0,0,1)y , por
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consiguiente, la ecuacion de la recta OP es kxy + lx; =0, si [ # 0. por lo tanto, si
Pi(l1, k1), Py(l5, ky)y R(cly + dl,, cky + dk,) son tres puntos sobre la conica, las
ecuaciones de OP,, OP,, OR son respectivamente

k1x0 + llxl = O, kzxo + lle = 0,
C(k1x0 + llxl) + d(kzxo + lle) = O,

Esto es, la ecuacion de OR es la misma combinacién lineal de la ecuacién de OP; y OP,
que las coordenadas de R son las coordenadas de P; y P,. Asi, la razén cruzada de cuatro
puntos sobre una conica es igual a la razon cruzada de las rectas que se interceptan en el
punto O aplicando el lema 2.3.

Para demostrar que la proyectividad en O corresponde a la recta tangente a la conica en O,
se da por el teorema 3.5 puesto que la polar de un punto sobre la conica es la recta tangente
a la conica en dicho punto por tanto O es el punto de tangencia a la conica en la
proyectividad.

Teorema 3.13. Si A,B,C,D son cuatro puntos sobre una cénica C, (AB,CD) = -1 <
AB y CD son rectas conjugadas con respecto a C.

_— T

_— ‘\
\

\

\

Figura 3.11

Prueba. " = " Supdngase que AB interceptaa CD en V, y que la tangente en A intercepta
a CD en T. Entonces, por teorema 3.12 en este caso el punto cualquiera del que se toma la
proyectividad es el punto A y puesto que por hipoétesis la razon cruzada de (AB,CD) = —1,
se preserva bajo proyectividad se tiene que (CD,VT) = —1. Similarmente, tomando B en
vez de A como el vertice de un haz, se obtiene el resultado de que la tangente a C en B
intersecta CD en el conjugado harmonico de V con respecto a C y D. En otras palabras, la
tangente a A y B intercepta a T en CD. Asi, el polo de AB esta sobre CD; y por
consiguiente AB y CD son rectas conjugadas.

"<" Si AB y CD son rectas conjugadas, el polo T de AB estd sobre CD. Luego
(CD,VT) = —1; si AC,AD,AV,AT se designan por c,d,v,t respectivamente, entonces

88

——
| —



(cd,vt) = —1 utilizando el lema 2.3 se tiene que la razén cruzada de los puntos es igual a
la de las rectas.

Teorema 3.14 En una conica C sea P; «— Q; define una proyectividad distinta a la
identidad. Supdngase que la recta P;Qy y P,Q; , j # k se interceptan en R;, . Entonces el

lugar geométrico de R, esunarecta (llamada el eje cruzado de la proyectividad).

Prueba: Casi se puede duplicar una prueba del teorema de Pappus. Tomando cualquier par
de puntos fijos P,, Q,, y formando dos haces de rectas, interceptandose en P, para todas las
Q.Y Q. paratodas las P,. Por teorema 3.12, el haz con vértice P, es proyectivo a la hilera de
puntos {Q;}; asimismo el haz con vértice Q, es proyectivo a la hilera de puntos {P;}.

Dado que las hileras {P;} y {Q;} son proyectivas por hipotesis, se puede concluir que los
dos haces en cuestion son proyectivos. Ciertamente, estos haces son perspectivos, para la
recta comdn P,Q, se corresponde asi mismo. Asi los puntos R, , Como i varia, son
colineales. Asi, para cada eleccion de a, se obtiene una recta. Para completar la prueba del
teorema se debe mostrar que todas las rectas asi obtenidas son idénticas.

En el caso la proyectividad dada sobre la cdnica tiene dos puntos fijos distintos, el
problema es inmediatamente solucionado, pues cada una de las rectas en cuestion
claramente pasa a través de ambos puntos fijos.

En el caso de la proyectividad dada sobre la cénica que tiene un Unico punto fijo, U, se
considera las dos rectas resultando de los haces perspectivos con vértices Py, Q, Yy con
veértices P, Q.. Estas rectas ambas pasan a través de U y R, , Asi las rectas son idénticas.
Por consiguiente, todas las rectas coinciden.

Mas aun en este caso, el eje cruzado debe ser tangente a la conica, para cualquier punto
comun hacia el eje cruzado y la cénica debe ser correspondiente a si misma en la
proyectividad dada.

Asi se puede establecer la siguiente caracterizacion del eje cruzado de una proyectividad
sobre una conica. Si la proyectividad es no parabodlica, con dos puntos fijos, M, N el eje
cruzado es la recta MN; si la proyectividad es parabolica con un punto singular fijo, U, el
eje cruzado es la tangente a la conica en U.

Observacion: El teorema de Pappus’ (Teorema 2.8) es un caso especial del teorema 3.14
donde la conica es degenerada y cada uno de las hileras {P;}, {Q;} estan sobre una recta
separable de la conica no degenerada.

Teorema 3.15. Si un hexagono es inscrito sobre una cénica, los tres puntos de interseccion
de pares de lados opuestos son colineales.
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Prueba: Sea el hexagono ABCDEF en la figura 3.12 Considérese los haces proyectivos
que desde Ay C proyectan los puntos de la cénica; en ellos es

A(EDFB) A C(EDFB)

Cortandose el haz de vertice A por ED y el de vértice C por EF. Se obtienen sobre estas
rectas dos rectas perspectivas, puesto que el punto E el punto interseccion. EIl centro de
perspectividad es el punto R (CD n AF) puesto que las rectas CD y AF se unen en puntos
homologos. Por otra parte P(AB N DE) y Q(BC n EF)son también puntos homdlogos,
correspondientes a las rectas homélogas AB y CB. Por lo tanto P, Q, R estan en la recta.
Como estos puntos son precisamente los puntos de interseccion de los lados opuestos del
hexagono, el teorema queda demostrado.

Teorema 3.16: Si A4, A,, A3, By, B; son cinco puntos distintos sobre una conica, y si L es la
recta tangente a A, entonces los puntos de interseccion de A,B; y AsA;,de A;B;y A;B;y
de [ y A, B, son colineales.

Prueba: como se tienen 5 puntos mas el de la recta tangente a la cénica, hacen los 6 puntos
y aplicando el teorema de pascal a estos seis puntos se tiene que la interseccion de puntos
de interseccidn de pares de lados opuestos son colineales.

Figura 3.13
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Teorema 3.17 (Inverso del teorema de Pascal). Sean A,, A,, A3, By, B, B; Seis puntos
distintos en un plano, con A,B; y A3;B, Interceptandose en L, A;B; y A{Bsen M,y A;B,
y A,B; en N. Si L, M, N son colineales, entonces esté es una conica (la cual puede estar
degenerada) que pasa a través de los seis puntos.

Figura 3.14

Prueba. Si tres de los seis puntos dados no son colineales, se mostrara que esta es una
conica no degenerada que pasa a traves de ellos mismos. Por el corolario 3.2 del teorema
3.2, esta es una Unica conica C que pasa a través de A, A,, A3, B; v B,. Desde que tres de
los cinco puntos no son colineales C es no degenerada. Sea la recta A, B; intercepta a C en
A, y B'; (Paratodo lo que conocemos, B'; podria coincidir con A,) se mostrara que B';
es el mismo B;. Por el teorema de Pascal aplicando al hexagono A, A,, A3, By, By, By
inscrito en C, se sabe de la existencia de tres puntos colineales: L' que es la interseccion de
A,B's 'y A3B,, M'lainterseccion de A;B,y A;B’5,y N.desde que A,B’; es la misma
recta como A;Bs;, M’es el mimo punto que M, ya que A, B,, B; no son colineales, M es
distinto de N. Asi L’ no esta en la recta LMN, esta recta es distinta de A;B, pero si M esta
sobre A;B,, el mismo M coincide con A; en tal caso A;, A3, B; son colineales o B, esta
sobre A;B, y esta conclusion es una contradiccién a la hipotesis que tres de los seis puntos
dados no son colineales. Asi L' coincide con L, es mas, L es distinto de A,, Asi A3, A,, B,
no son colineales. Luego las rectas A,B'; y A,B; ambas coinciden con A,L Yy, asi A; no
esta sobre estd rectay B’, coincide con Bs, asi B esta sobre C.

En el caso de la suposicion de colinealidad no se satisfacen, la conica es degenerada.

El inverso del teorema de pascal permite para las condiciones los inversos de los teoremas
el cual corresponde los casos donde no todos los vértices son colineales del hexagono son
distintos.

3.5 Correlacion y la polar reciproca

En el capitulo I1, una correlacion estaba definida como una proyectividad ideal entre los
puntos del espacio S,, y los primos del mismo espacio S,,. La relacion de punto y polar
proporciona un ejemplo importante de correlaciones en S,. Supdngase que se escoge un
punto X y una conica C que, relativo a una estructura de coordenadas dada, tiene
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respectivamente, el vector coordenado ¢ y la matriz A (simétrica). Entonces p, la polar de
X con respecto a C, tiene el vector de coordenado 7 dado por ¢ = §tA o = Aé.

Una correlacion no necesita tener una matriz simétrica. En el caso que la correlacion tenga
la matriz simétrica, La correlacion puede ser descrita como la relacion entre punto y su
polar con respecto a la conica con dicha matriz.

Definicion 3.18: El punto y la recta se llaman polar reciproca con respecto a la conica, y el
proceso de obtencion de la polar reciproca de una transformacion se conoce como la polar
reciproca.

La fraseologia de la sentencia precedente implica una relacion simétrica que hace, existe:
Segun el teorema 3.11 y el comentario que sigue a ese teorema, la polar reciproca con
relacion a C de la recta con vector coordenado u es el punto con vector coordenada n dado
por nt = uftA™, 6 n=A"1u

Teorema 3.18: El punto de la conica con matriz P reciproca, con respecto a la conica
generada por puntos con matriz N, en la recta conica (conica generada por las rectas
tangentes), la matriz del punto es MP~1M.

Prueba: la reciproca del punto X con relacién a C conduce a la recta p, y al reciproca p con
relacion a C llevan de regreso para el punto X:

§— AL —> AT (4D =<

Supdngase ahora que se considera el efecto de reciprocidad para todos los puntos de la
conica, g, con respecto a otra M, con matrices Py N, respectivamente. Cada punto de g,
EtPE =0, es llevado a la recta con vector coordenado r = M& de esto se tiene que
M lr=¢& & =rt M~ ysustituyendo en la ecuacion de la conica se tiene:

EtPE=0
rtM™PM~1r =0
Asi el punto de la conica r*M~PM~1r = 0. De esto se tiene que la matriz del punto de
la recta conica es: M~1PM~! de esto se tiene que la matriz de la conica generada por

puntos es MP~1M.

Un importante resultado es que “La relacion del polo y la polar se preservan bajo la polar
reciproca,” de forma precisa, se tiene el siguiente teorema.

Teorema 3.19: Sea el punto M, la recta p y la clnica C es reciproca con respecto a la
conica, &, en la recta m, el punto P y la cénica D, respectivamente. Entonces p es la polar
de M con respecto a C si y solo si m es la polar de P con respecto a D.

Prueba: hipétesis Sea el punto con ecuacion de ¢ ¢fAE =0, ylade § ¢&'BE=0.
Entonces por el teorema 3.18, El punto ecuaciéon de D es:
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E'BA™1BE = 0.

Sea un vector coordenado de M dado por u y un vector coordenado de m dado por .
Setieneque u' = Bu= B~y = pu.

Sea un vector coordenado de p esta dado por = y un vector coordenado de P es r".
Setienequen = B™'mr = Brn' =m.
" = "Como pes lapolar de M con respectoa C = m = Ay,
T =Au
Sustituyendo m se tiene Bm = Au
Ahora multiplicando por A~ a ambos lados A™'Brr’ = u
Sustituyendo u se tiene A=*Br' = B~y
Multiplicando por B a ambos lados se tiene BA™*Br = '
Por lo tanto m es la polar de P con respectoa® = u' = BA™'Br".

"< " Como mes lapolar de P con respectoa ® = u' = BA™'Bm".
u = BA'Brm’.
Multiplicando por B~ a ambos lados se tiene B~*u' = A~*Bn’
Ahora multiplicando por A a ambos lados AB~'u' = B’
Sustituyendo By’ por u se tiene Ay = Br'
Ahora sustituyendo Brr' por m = Au = .
De esto se tiene que p es la polar de M con respecto a C si y solo si m es la polar de P con
respecto a ©.

3.6 Aplicaciones de la polar reciproca.

Uno de los usos de la polar reciproca es la prueba de resultados generales de casos
especiales.

Figura 3.15
La ilustracion de la figura 3.15 concierne las propiedades armonicas del cuadrilatero
completo. Estas propiedades pueden ser establecidas en el dominio real de la siguiente
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manera: Se inicia con un cuadrilatero completo arbitrario ABCD, con puntos diagonales P,
Q, R. Reciprocamente esta figura con relacion a una conica central cuyo centro esta en P.
La polar de P es la recta ideal. Asi p; y p, son reciprocas en dos puntos ideales, P; y P,.

Luego Ay D se reciprocaran en dos rectas, a y d, con el punto ideal P, en comun, By C
resultaen by c, con el punto ideal P, en comdn (la Figura 3.16).

IIII !
| : |
I |

4
4

Figura 3.16

Pero ahora, las caracteristicas armonicas de paralelogramo, como un cuadrilatero, estan
evidentes por si mismo. Por lo tanto, desde que la reciprocidad polar es una transformacion
lineal (conservando razon cruzada), se obtiene las propiedades armonicas del cuadrilatero

completo por reciprocidad anterior.

Definicion 3.19:
Las pendientes de las rectas i 0 - i son llamadas rectas isotrdpicas.

(i)
(if) Una tangente a la curva de pendientes i 0 —i es Ilamado tangente isotropicas.
(iii) Un punto de interseccion (distinto de | 0 J) de dos tangentes isotrdpicas hacia una

conica es llamado el foco de la conica.
(iv) La polar con respecto a la conica C de un foco, F de C es llamado la directriz

correspondiente a F.

Figura 3.17
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Del hecho que la ecuacion de la recta de una conica es de segundo grado, se concluye que
una cénica "generalmente" tiene dos tangentes con cualquier pendiente dada. Asi una
conica "generalmente™ tiene cuatro focos y cuatro directrices. Esta situacion es simbolizada
en la figura 3.17. Pero es posible que una cdnica tenga solo una tangente de una cierta
pendiente.

Definicion3.20: Una tangente a la curva en un punto ideal sobre la curva es llamada una
asintota.

Asi, las asintotas de una circunferencia son rectas isotrdpicas.

Teorema 3.20. Las asintotas de una circunferencia se interceptan en su centro, o el centro
de una circunferencia es su (Unico) foco.

Tradicionalmente, los términos “foco” y “directriz” estan asociados con la definicion
métrica de una conica: “una conica es el lugar geométrico de un punto la razén de cuyas
distancias de un punto fijo (el foco) y una recta fija (la directriz) es constante.”

Teorema 3.21. El reciproco de un circunferencia S; con centro C con respecto a una
circunferencia S, con centro O es una conica no degenerado con O como foco y la polar de
C como la directriz correspondiente.

Prueba: Que el reciproco es una cénica no degenerada sigue del hecho de que la
circunferencia no degenerada (puesto que tiene un centro) y que el rango de la matriz no
cambia por una transformacién lineal.

El polar de C con respecto a S, es la recta ideal, en las es reciproca entre 0. Por lo tanto,
por el teorema 3.19 O es la polar de C con respecto a S, son polo y polar con respecto a
la conica.

Queda solamente probar que O es un foco de la cénica. Ahora 1y J, estan sobre S,
reciprocamente en dos rectas de la conica. Pero puesto que Iy J estan sobre S,, son
reciprocas entre las tangentesa S, en Iy J (la polar de un punto en una conica es la
tangente en ese punto). Es decir I e J son reciprocas en tangentes isotropicas a la cénica,
interceptandose en 0.

3.7 Involuciones en una conica

Definicion 3.21: Una involucién es determinada por dos pares de elementos
correspondientes, o por estos elementos fijos.

Una proyectividad que intercambia el elemento de un par es una involucion.

Teorema 3.22: En una involucidn sobre una conica, distinta de la identidad. Los pares de
puntos conjugados estan alineados con un punto fijo O llamado polo de la involucion.
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Prueba: Se considera ahora el caso en que la proyectividad sobre una conica sea una
involucion, es decir, el caso en que coincide con su inversa 0 que su cuadrado es la
identidad. Esto quiere decir que proyectando los puntos de la cénica y sus homologos desde
un punto S de la misma se obtienen haces proyectivos en involucion, para que una
proyectividad sobre una cénica sea una involucion basta que un par de puntos A, A’ se
correspondan doblemente. Una involucion queda determinada por dos pares de puntos
homologos, sean A,A’ y B, B’, pues un tercer par de puntos homdlogos es el A,A’. El gje
de colineacion e queda determinado por los puntos P(BA'n B'A) y Q(BA n B'A") Figura
3.18.

Sea C,C’ otro par de puntos homologos. Por el teorema 3.15 los puntos R(AC N A'C" y
S(BC n B'C") estan sobre e y por tanto los triangulos ABC y A'B'C’ por cortarse los pares
de lados correspondientes en puntos de una recta son homoldgicos, en consecuencia las
rectas AA’, BB',CC’ pasan por el mismo punto O. como CC' era cualquier par de puntos
conjugados se da el resultado del teorema.

La propiedad reciproca es evidente, pues si los pares (4,4, (B, B), ... estan alineados con
un punto fijo O, la proyectividad definida por (AA'B) A (A’AB") es una involucion cuyos
pares de puntos correspondientes, por el teorema 3.15, deben estar alineados con

0 (AA'n BB

Figura 3.18 ||
lo

Teorema 3.23. El haz de rectas que pasa a través de O, un punto no esta sobre la conica C,
corta a pares de puntos de una involucién en C. Inversamente, toda involucién en C se

puede pensar en como siendo generada de esta manera.

1—#" +_L ' \:“ 1

~ |
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Prueba: Se considera una cénica no degenerado Cy un punto O que no esta sobre C. Sea
el haz de rectas con vértice O que cortan a la conica en los pares; P;,P,, Q4,Q, etc. Sin
realizar ningunos de los detalles algebraicos, se puede ver que el vector coordenado de
cualquier punto X, esta relacionado linealmente con el vector coordenado de su pareja X;.
Por otra parte, la correspondencia es uno a uno y simétrica: Si X, corresponde a X;,
entonces X, corresponde a X,. Por lo tanto esta construccion define una involucion sobre
C. Por otra parte, toda involucion en una conica se puede pensar en como siendo generada
de esta manera, por si una involucion U aparea P,y P,, Q1 Y Q,, simplemente se unen los
segmentos P, P,y Q,Q, se interceptanen 0.

Entonces la involucion determinada por el haz de rectas a traves de O debe ser idéntica con
U puesto que una involucién es determinada por dos pares de puntos correspondientes.

Reafirmacion: Una condicién necesaria y suficiente que una proyectividad sobre una
conica sea una involucion es que las rectas que unen puntos correspondientes sean
concurrentes.

Claramente, los puntos fijos de la involucién sobre C determinada por el haz con vértice 0O
son los puntos del contacto de las tangentes de O

El punto O se llama el centro de la involucion, y la recta que unen los puntos fijos H, K es
el eje. El eje es el eje cruzado de la proyectividad sobre la conica (teorema 3.14). Una
involucion en una conica se determina una vez que se especifique su centro o su eje.
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Figura 3.20

Si (HK,P,P,) =—1, P, y P, se aparejan en la involucion de la cual H y Kson puntos
fijos. Por lo tanto P, P, pasan a través 0O, el polo de HK, el cual implica P;P, eso HK son
rectas conjugadas respecto a C.
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Dos clases de involucién

Los dos puntos de un par conjugado de una involucidon pueden ambos estar en el mismo
lado del centro o pueden estar en los lados opuestos del centro de la involucion.

Definicion 3.22: Se dice que una involucién es hiperbolica, si los dos puntos de un par
conjugado, estan en el mismo lado del centro; en una involucién hiperbdlica, dos puntos
son auto-conjugados, es decir cada uno es su propio conjugado, estos puntos son conocidos
como los puntos dobles

Definicion 3.23: Se dice que una involucién es eliptica si los dos puntos de dicho par estan
en lados opuestos del centro. La involucion eliptica no tiene puntos dobles.

3.8 Pares y haces de conicas

Una base de resultado significativo atiende un estudio de ciertos tipos de familias de
conicas. Uno de la mayoria de tipos interesantes de familia a considerar son los haces,
Ilamados asi en analogia con la definicion de un haz de rectas, el sistema de conicas cuyas
ecuaciones son combinaciones lineales de dos conicas base.

Pero algin andlisis preliminar es requerido. Mientras que es claro que dos rectas distintas
siempre se interceptan en un punto requiere algin trabajo para estar seguro del nimero de
puntos comunes para dos conicas.

La intersecciéon de dos conicas.

La experiencia con graficas de conicas en geometria analitica elemental conduce a suponer
que dos conicas se interceptan en cuatro puntos, con menos de cuatro, con las
intersecciones distintas que aparecen cuando algunas intersecciones son imaginarias,
ideales o multiple, o posiblemente una combinacidn de esos casos especiales. Al menos se
sabe que dos cdnicas no degeneradas no tienen mas que cuatro puntos en comun, desde que
cinco puntos, tres no colineales determinan una conica.

Para estar seguro de este resultado, se abordara el problema sistematicamente, usando
métodos algebraicos. Se comenzara con dos cénicas (distintas), C y C’, con C siendo una
conica no degenerada. De la forma paramétrica se sabe que una estructura de coordenadas
puede ser elegida tal que la ecuacion es x,x, — x2 = 0, con puntos sobre C teniendo
coordenadas (1,7,72) en términos de un parametro r. Ademas, desde que hay autonomia
en la eleccion de este sistema, el punto A de la figura 3.5 no puede estar sobre C'. La
ecuacion de C'relativo estas estructuras de coordenadas es

§EME=0
MooXa + My X2 + Mypx? + 2My 1 XoX1 + 2MyaXeX, + 2Mypx1 X, = 0

El punto R(1,7,72) de C esta sobre C’si y solo si r satisface la ecuacion cuadratica
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Myar* + 2my,r3 + (myq + 2myy)7r? + 2myr + my, = 0. (D

Desde que A(0, 0, 1) no esta sobre €', m,, # 0. por lo tanto la ecuacion (1) tiene cuatro
raices ry,1,,13,7,, NO necesariamente todas distintas. Ciertamente, hay cinco casos a
considerar:

Q) Cuatro raices simples (todas las raices distintas);
(i)  Dos raices distintas y una raiz doble;

(iii)  Dos raices daobles;

(iv)  Unaraiz triple y una raiz simple;

(V) Una raiz cuadruple;

Caso i

Caso iii Caso iv

\ Caso v

Figura 3.21

Si esta de acuerdo en contar el punto correspondiente a las raices doble, triple, o cuadruple
como dos, tres, 0 cuatro puntos de intercepcion.

Teorema 3.26: dos conicas distintas tienen a lo mas cuatro puntos comunes, con excepcién
del caso en que ambas sean degeneradas y tengan una recta coman.
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Prueba: sean C y C’' dos conicas distintas, para demostrar el teorema considérese primero
el caso de que una de ellas se degenerada. Como una de las conicas es degenerada por
hipotesis, entonces a C la forman dos rectas que son [, y l,. La recta [, corta lo sumo en
dos puntos a la cénica C' ya que si la cotara en méas de dos puntos esta perteneceria a la
conica y lo mismo sucede con [, y esto prueba el teorema en este caso particular.

Ahora consideérese el caso general.

Supdngase que dos conicas Cy €’ son no degeneradas y sean sus ecuaciones §*Aé =0y
¢tBE = 0, ahora considérese otra conica C; de ecuacion éYAE + AEEBE = 0 siendo A un
parametro no nulo. Es inmediato que los puntos comunes a C y C’ son los mismos comunes
a Cy C, por lo tanto si se determina A de forma que C, fuese una conica degenerada, el
teorema estaria demostrado.

La condicion para que C; sea degenerada es que su determinante sea igual a cero, es decir
que se tenga

a21 + lb21 azz + lbzz a23 + /’lbzg - O
asq + /1b31 as, + /1b32 ass3 + /‘{b33

Esta ecuacion de tercer grado que denomina la ecuacién en A de la cbnica; por
propiedades de determinantes se deduce que el coeficiente de A3 en la ecuacion es el
determinante de la cénica C’, y termino independiente es el determinante de C; luego por
hipétesis C y €’ no son degeneradas, la ecuacion en A tiene siempre una raiz real y distinta
de cero. Las conicas C y C, tienen a lo mas cuatro puntos comunes puesto que la conica C
es no degenerada.

En caso de que Cy C’' ambas son degeneradas, cada una consiste de un par de rectas
distintas, 0 una recta contada dos veces.

Teorema 3.27: dos conicas no degeneradas son tangentes en p si y solo si p es un punto
maultiple de interseccion de las conicas.

Prueba: otra vez, eligiendo el sistema coordenado de la forma paramétrica, tomando B(1,
0, 0) como el punto p. entonces la ecuacion de C es xyx, — x2 = 0, y la ecuacion de la
tangente en p es x, = 0; la ecuacion de C' es

M1 X2 + Mypx? + 2mg1xeX, + 2MgyXoX, + 2m,x.x, = 0 y la ecuacion de la tangente
aC'en pesmgyx; +myyx, = 0;

Igualando estas dos ecuaciones se tiene que:

My1X2 4+ Myrx? + 2My1XeX1 + 2Moa XXy + 2Mi2X Xy = XXy — X2

x2(myy + 1) + myyxs + 2mg XXy + XoX,(2mgy — 1) + 2mypxx, = 0
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Myrxs + x2(myy + 1) + 2mg XXy + Xox2(2mgy — 1) + 2myux,x, = 0
Sustituyendo el punto R(1,r,7?) se tiene:
Myt +1r2(myy + 1) + 2mgr + r2(2my, — 1) + 2mr3 =0

Mot +1r2(myy + 1+ 2mgy — 1) + 2moyr + 2myr3 =0
Reordenando

Myr* + 2my,r3 + (myy + 2myy)r? + 2mgyr = 0.
Ahora 0 es al menos una raiz doble de esta ultima ecuacion si y solo si my; = 0.
Sir =0 my,r3+2mr? + (myy + 2mgy)r + 2my; =0
= 2my, = 0.

Pero esta es precisamente la condicién que la tangente a C y C’ en p coincide.
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Figura 3.22

Definicion 3.24: se dice que dos colnicas generadas por puntos, una o ambas son
degeneradas, si son tangentes en un punto p comuan, si p es un punto multiple de la
interseccion.

Asi en la figura 3.22, la conica degenerada [;1, Yy la conica C es tangente en p. la recta t es
la tangente a C en p, esta es la Unica recta que no tiene otros puntos en comun solo p en
comun con C. Se dirad que cualquier recta pasando por P es tangente a la conica degenerada
L1,
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Haces de conicas
Sea a, B con ecuaciones
f=&4s=0, g=¢§'BE=0 (1)
Dos conicas distintas. Entonces para todo nimero complejo h, k, no todos cero,
hf + kg = hE'AE + kE'BE=E'(hRA+kB)E =0 (2)

es la ecuacion de una coénica pasando por todos los puntos comunes a a y B tales conicas,
linealmente dependientes sobre dos cdnicas, constituyen lo que es conocido como un haz.

Definicion 3.25: (a) el conjunto de todos los puntos que generan una conica cuyas
ecuaciones son combinaciones lineales de las ecuaciones de dos conicas particulares es
Ilamado un haz de cdnicas generadas por puntos.

(b) las dos coénicas particulares de la parte (a) son llamadas conicas bases del haz.

El mismo haz puede ser generado por mas de un par de coOnicas bases. Ciertamente
cualquier par en el haz sirve.

Teorema 3.28: dos coénicas cualesquiera distintas de un haz pueden ser usadas como
conicas bases del haz.

Prueba: Se considera el haz con ecuacion (2), y sean R, S, con ecuaciones
r=hf+kig=0, s=hyf+k,g=0

Dos cdnicas distintas del haz. Entonces

]

h, k,
Es no singular. Ahora cualquier cénica 7 que forma parte del haz con conicas bases Ry S,
perteneciendo al haz original, si la ecuacion de 7 es

t=mr+ns=0,
Entonces t también puede escribirse como
t = (mhy + nhy)f + (mky + nk;)g =0

Inversamente, desde que se puede despejar para f y g en términos de r y s, cualquier

combinacion lineal del par anterior es expresable como una combinacién lineal del primer
par, asi también cualquier conica del haz original es una conicadel haz R, § .
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Si las conicas a, B son fijas, cualquier par de nimeros complejos (h, k), ambos distintos de
cero, determinan una coénica del haz de la ecuacion (2). El par (ch,ck), donde c es
cualquier complejo distinto de cero, determinan la misma cénica como (h, k).

Ademaés a cualquier conica del haz le corresponde un par (h, k), o bien un conjunto de
pares (ch,ck). La cénica de un haz, entonces constituye un S;, con coordenadas
homogéneas (h, k) relativo a una estructura en que a, B son los elementos fundamentales.
Cambiando a R, § como conicas bases del haz correspondiente a un cambio de estructura
de coordenadas.

El resto de este capitulo es asignado al desarrollo de ciertas propiedades de haces que
permitira un andlisis completo de todos los tipos de haces, para ser efectuado en la siguiente
seccion.

Teorema 3.29: si P no es un punto comun a todas las cdnicas de un haz, hay precisamente
una cénica del haz que pasando por P.

Prueba: el punto P con vector coordenado m esta sobre una conica del haz con ecuacion
(2) siempre que
h(mtAn) + k(ntBm) = 0.

Si ntAn y w'Bm son ambos distintos de cero, hay una Unica razon h: k que satisface esta
ecuacion.

Si dos cénicas a, B tienen exactamente cuatro puntos distintos Py, P,, Ps, P,, entonces tres
de esos puntos no son colineales. Por lo tanto hay al menos tres conicas distintas
degeneradas en el haz determinadas por a y B, es decir,

D,, consistiendo del par de rectas P, P, y P;P,;
D,, consistiendo del par de rectas P;Ps Yy P,Py;
D5, consistiendo del par de rectas P, P, y P,P;;

O, mas brevemente, el par de lados opuestos del cuadrilatero completo con vértices
Py, P,, P, P,.

Se puede demostrar que no hay mas que tres conicas degeneradas en un haz, salvo que
todas las conicas sean degeneradas.

Teorema 3.30: si un haz de conicas generadas por puntos contiene al menos una conica no
degenerada, esta contiene a lo sumo tres conicas degeneradas.

Prueba: elija una conica degenerada como a, una de las conicas bases del haz. Entonces
det A # 0. Una conica del haz dada por la ecuacion (2) es degenerada si y solo si el
determinante es cero:

det[hA + kB] = 0.
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Es facil chequear que
det[hA + kB] = h3(det A) + h?k6 + hk?6 + k3(detB)
Donde 6 y 8" son polinomios en los elementos de las matrices Ay B.

Entonces con una ecuacién cubica a en la razon h:k, que tiene tres raices (no
necesariamente distintas) d,, d,, d,.

Para el propdsito presente no se necesita conocer la expresion para 6 y ' en términos de
los elementos de Ay B.

Teorema 3.31: si P es un punto n-ada (simple, doble, triple o cuddruple) de interseccion de
dos conicas de un haz, P es también un punto n-ada de interseccion para cualesquiera otro
par de conicas del haz.

Prueba: se asumira que el haz contiene al menos una conica no degenerada, en cuyo caso
contiene muchas semejantes (teorema 3.30).

Se eligen dos de esas coOnicas degeneradas a, B como conicas bases del haz, con ecuacion
dada como la ecuacion (1). La tangente a a, B en P tienen ecuacion

wt A& = 0; ntB¢ = 0. (4)
Si las conicas R, S tienen ecuacion
r=hf+ki9; s=h,f + kg,
Entonces las ecuaciones a las tangentes a R, § en P tienen ecuaciones
r = hywtAE + k,ntBE = 0; S = hymtAE + k,mtBE = 0. (5)

Las rectas representadas por las ecuaciones (4) son idénticas si y solo si las rectas
representadas por las ecuaciones (5) son idénticas. (Por considerar el caso donde una o
ambas R y § son degeneradas.) Por lo tanto P es un punto simple o multiple para un par de
conicas del haz acorde como P es un punto simple o maltiple de cualquier otro haz de
conicas.

Ahora debe ser mostrada que el orden de interseccion es el mismo para cada par de conicas
del haz. Esto puede estar hecho enumerar todos los casos. Supongase, por ejemplo, que las
conicas a, B se interceptan en P;, P;, P,, P5; es decir que P; es un punto doble, y que cada
uno P,, P; es una simple interseccion. Ahora se sabe que cualesquiera dos conicas R, §
tendran P;, P,, P; como el conjunto total de puntos de interseccion; y, del argumento
anterior, P, y P; son puntos simples. Esto no deja eleccidon para P; pero este es un punto
doble de interseccibnde Ry S.
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3.9 Clasificacion de los haces

Ahora se pueden describir varios tipos de haces, correspondientes a los 5 tipos de
interseccion de un par de conicas listadas en la seccion 3.8 la numeracion corresponde a la
usada en los 5 casos.

Caso (i). Cuatro puntos simples Py, P,, P5, P,. hay tres conicas distintas degeneradas en el
haz, como se describid en la seccion anterior. Dos cualesquiera de ellas pueden ser usadas
como coénicas bases del haz. Esta observacion provee un método conveniente para
encontrar la ecuacién de una cénica determinado por 5 puntos.

Si los 5 puntos determinan una conica, 4 de los 5 no son colineales; por lo tanto se pueden
escoger 4 de los 5, tal que tres de los 4 no sean colineales. Sea F =0, G =0 las
ecuaciones de dos conicas degeneradas pasando por esos 4 puntos, y determinando h, k, tal
que

hF + kG =0

es la ecuacion de una cdnica pasando por el quinto punto.

Teorema 3.32: Por propiedades de cambio de estructura de coordenadas, las ecuaciones de
cualesquiera dos conicas no degeneradas a, B interceptandose en 4 puntos distintos puede
simultanearse y ser reducida a la forma de la ecuacidn (2). El haz simbolizado por ha + kB
consiste de todas las cénicas pasando por el cuarto punto en comun a a, B. Hay tres conicas
distintas degeneradas en este haz, dadas por h: k = d, d,, d,.

Figura 3.23

Prueba: Por un adecuado cambio de estructura de coordenadas, la ecuacion de dos conicas
cualesquiera no degeneradas de este haz pueden simultanearse y reducirse a una simple
forma. Sea a, B dos conicas bases del haz pasando por Py, P,, Ps;, P,. entonces el triangulo
diagonal del cuadrilatero completo es polar por si mismo con respecto a ambas a y B (y
también es cierto para cualquier cénica no degenerada del haz). Si se elige este triangulo
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como el triangulo fundamental de la nueva estructura de coordenadas, cada una de las
matrices de a y B quedan diagonales

aoys + a1yi + ayy? =0, boy§ + biyi + byy? =0,

Donde ninguno los coeficientes son cero. Que favorece el cambio de estructura de

coordenadas:
\/;;yi =Z i = 0,1,2

Llegando a la ecuacion:
(PAT=z2+ 272+ 22 =0,
(1

(*B'{ = coz2 + c12% + c,22 = 0.

Se puede ver por el teorema 3.29 que c,, ¢4, ¢, Son iguales en algin orden, a los negativos
dy,d,,d, los valores de las razones h: k correspondientes a las tres conicas degeneradas del
haz.

Asi finalmente se tiene las formas canonicas

zé + 72+ 22 =0,

(2)
dozg + d1Z12 + d2Z22 - O

Caso (ii). Un punto doble y dos puntos simples Py, P, P5, P,. Si dos conicas a y B tienen
este tipo de interseccion, todas las conicas del haz determinado por a y B son tangentes en
P; (teorema 3.27), con recta tangente t y pasando por P;y P,. Ademas, toda conica
tangente a t en P, y pasando por P;y P, pertenece al haz, tal que cada cénica es
determinada por la condicién que pasa adicionalmente por un punto y por el teorema 3.29
hace que sea una cénica en el haz.

Se negocia con el caso donde las raices 1,15, 13,7, de la ecuacion (1) de la seccién 3.8 no
todas son distintas:r; = r, y 13,7, son distintas de r; y de cada otra. Si en caso que
dy,dy,d, expresada determinaran las conicas degeneradas del haz, en términos de
r,712,73,7, halle en este caso, que d, = d; # d,. asi hay solo dos conicas distintas
degeneradas de este haz: el par de rectas P;P; y P,P, y el par de rectas t y P;P,. ES
conveniente utilizar las cénicas degeneradas como bases del haz y determinar las constantes
de la combinacion usando el resultado que conicas pasan por cualquier punto asignado el
plano. Asi se resuelve el siguiente problema: encuentre la ecuacién de la conica tangente a
t en P,, pasando por Ps;, P,y Q.

El problema de simultaneo reduce la ecuacion de dos conicas arbitrarias no degeneradas
de un haz de tipo (ii) a la forma canonica por transformacién de coordenadas que no es
natural como los problemas analogos del tipo (i). La ecuacion particular que se obtiene en
general se reduce al simultaneo de matrices y se reduce a dos matrices.
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Supdngase que a, B son conicas no degeneradas tangentes en la recta t en P;, y pasando por

P; y P, (figura 11.3). Sea P;P, y t interceptandose en T y sea la otratangente de T a a
tocandolaen U. Sea P,UYy P;P, interceptdndose en V. por lo tanto la polar de P;, U con
respecto a a son P, T, UT, respectivamente, es inmediato que P; U es también la polar de T

con respecto a B. Se sabe que V es el conjugado armonico de T con respecto a Ps, P.
Ademés V y T son puntos conjugados arménicos con respecto a B. Desde que T esta sobre

la tangente a B en P;, se concluye que P, y T son también puntos conjugados arménicos
con respecto a B . Por lo tanto PU es la polar de T con respecto a B .
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Figura 3.24

Caso (iii) Dos puntos dobles P;, P, P;, P5. Aqui cualquier dos conicas de los haces son
tangente en P; y en P; . Sean las rectas tangentes comunesen P; y P; por t; Y ts.
Entonces cualquier conica tangente a estas rectas en P, y P; forma parte del haz, para una
conica que es determinada por la condicion que pasa a través de uno 0 mas puntos, con la
condicion de mantener fija la razon h: k. En la ecuacion 2 del tema haces de cénicas en la
seccidn 3.8. Las raices rq, 1y, 13,14, de la ecuacion 1 de la seccidn 3.8 son iguales en los

pares: r; = 1,13 =1,, 1; # 13, Por lo tanto puede determinarse que d, = d; # d,; €s
decir, hay dos conicas degeneradas distintas del haz.

Una de estas es la recta de pareja t4, t5; la otra es la recta repetida P;, P;. Estas conicas
degeneradas constituyen un par conveniente de base conica para solucionar el siguiente
problema por un método que deberia ser familiar a esta hora: Encontrar la ecuacion de la

tangente cdnica a cada uno de dos rectas dadas en los puntos asignados en estas rectas, y
de pasado a traves de un punto mas.

/ \\ L
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En la figura 3.25, el puntoT, comun a t,y t5, tiene la recta P; P; como polar con respecto a
cada una de las cénicas no degenerado de a,B.

Por otra parte, cualquier par de puntos de la involucion en P, P; la cual tiene P; y P; como
puntos fijos que son conjugados con respecto a cada uno de las conicas. Por consiguiente,
el triangulo TXY , donde X, Y, es un par de puntos de la involucién mencionada arriba, es
polar en si misma con relacion a cada una de a, B.

Esta observacion conduce a un método conveniente para encontrar las formas canénicas
para las ecuaciones de cualesquiera dos conicas no degenerado del haz.

Se usa alguno de los triangulos polares en si misma TXY como el triangulo de referencia,
con coordenadas de T tomadas como (0, 0,1). Asi la ecuacion de P; P; toma la forma

y2=0.

Entonces, justamente en la discusion del caso (i), se obtiene la ecuacion (1) como la
ecuacion de las dos conicas. Para determinar los coeficientes ¢, cq, c,, Se observa que si
h: k = d,, la combinacion lineal simbolizada por ha + kB representa la recta repetida;
z2=0ysi h:k=d,, ha + kB representar una recta par pasando a través de (0,0,1).

Por lo tanto ¢, = —d, = ¢4, Y ¢, = —d,. Asi tenemos las formas candnicas

z2+z2 422 =0,
(7
do(z8 + 2z%) + dyz5 = 0.

Caso (iv) Un punto triple y un punto simple Py, P;, P;,P,. Si a y B son dos conicas no
degeneradas con este tipo de interseccidn, se tiene que P; es un punto de triple interseccion
Yy, con mas razon, tienen la misma recta tangente t, en ese punto.

El trabajo previo nos asegura cada par de conicas del haz determinado por a y B tendran a
P; como un punto triple parte y P, como un punto simple de interseccion.

Si a es una coénica del haz, y X es cualquiera conica que tiene a P, como un punto triple, y
P, como un punto sencillo de interseccion con a, entonces X es una cénica del haz.

Figura 3.26
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En este caso, tres de las raices de la ecuacion (1) de la seccién 3.8 son iguales el uno al

otro, y la cuarta raiz es distinta. Puede ser demostrado que d, = d, = d, ; es decir, hay
justamente una cénica degenerado en el haz, consistiendo en larecta party P P,.

Si a es cualquier conica no degenerado del haz, se puede escribir al miembro tipico del haz
simbdlicamente como ha + kr. P, P,.

Las formas candnicas para las ecuaciones de a'y B son
2y0y2 +yi =0,
(8)
do(yoys +¥1) + 2y1y, =0

Caso (v) Un punto cuédruple: P, Py, Py, P;. Por un argumento parecido a del primer
parrafo del argumento de caso (iv), se concluye que el haz consta de todo punto de la
conica que no tiene a P, como un punto cuadruple de interseccién con una conica
determinada no degenerada a traves de P;.

Y
':. \ )
N S

T—

Figura 3.27

Las cuatro raices de la ecuacion (1) de la seccion 3.8 son idénticas, y d, = d, = d, el haz
contiene una conica degenerada, la tangente comun en P, contada dos veces. EI miembro
tipico del haz puede ser representado simbdlicamente como

ha + kr?.
Este caso, las formas candnicas para las ecuaciones de dos conicas no degeneradas del haz
es
2yoy1 + 3 =0,
(9)
do(2yoys +¥3) +yf =0

3.10  Algunos teoremas sobre pares y haces de conicas.

Esta seccion se dedicara a varios teoremas que tengan ramificaciones interesantes.
Teorema 3.33. Supdngase que las conicas a,B,C todas pasan a través P; y P,, con al
menos una de las conicas que contiene la recta entera P;P,. Sean las intersecciones

restantesde ay Bson P;y P,de By CestaenQ; yQ, de By aestaR;y R,.
Entonces las rectas P;P,, Q;0Q4, R3R, son concurrentes.
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Prueba. Sean las ecuaciones de a, B, C, son respectivamente a = 0,b = 0,c = 0 y sean
las ecuaciones de las rectas P;P,, P;P,, Q3Q4, R3R, SON respectivamente t = 0,u = 0,v =
0,w = 0. Entonces, para algunos numeros complejos hq, kq, h,, k, se tendra

hla + klb =t.u, y hzb + kzc =t
La eliminacion b entre de estas ecuaciones da.

hlhza - k1k2C - t(hzu - klv)
El lado izquierdo de esta ecuacion representa claramente una coOnica pasando por
P, P,,R3, R,, €l lado derecho representa una conica degenerado pasando por P;P,. Por lo
tanto h,u — k,lw, para un cierto nimero complejo L.
Teorema 3.34 (Teorema de la Involucién de Desargues). Una recta L que no pasa a través

de un punto comun a todo las cénicas de un haz de las conicas generadas por puntos corta a
ésas conicas en pares de puntos de una involucion.

Figura 3.28
Prueba. Elegir una estructura de coordenado tal que la ecuaciéon de L es x, = 0. Los
puntos de la interseccion de L con una cénica del haz,

h.ELAE + k. E'BE =0
Donde A4 = [a;;], B = [b;],i,j = 0,1,2, son determinadas por,
h(agg. x§ + 2ag1x0%; + ag1x7) + k(booxs + 2bgyx9x; + by1x7) = 0.

j=2 [aooxo + @o1%1  booXo + PorX1] _ 0

Ap1Xo + A11X1  bogXo + b11Xg
det] = (agoxo + ap1x1)(bo1xg + b11x1) — (Ap1X¢ + a11%1) (bgoXo + bg1x1) = 0

_ 2 2 2
= Agobo1X§ + Ao1bo1X1Xg + Ap1b11XT + Agob11X1X9 — Ag1bgoXs
2
—a11bgoXoX1 — Ag1bo1X1X9 — A11bo1X{

= x§(agobo1 — @o1boo) + xox1(agob11 — ay1boo) + x£(ag1b11 — ay1bg1) =0

110

——
| —



Asi este determinante representa los puntos fijos de la involucion de la recta L que no pasa
por un punto comdn a todas las conicas de un haz.

Hay dos puntos fijos de la involucién en L, correspondientes a las cénicas que son
tangentes a L en estos puntos. (Una o ambas conicas puede ser degenerada, en tal caso nos
estamos ocupando de un concepto generalizado de la tangencia.) Se obtiene asi un teorema
sobre conicas determinados por los puntos y las rectas.

Teorema 3.35 Hay dos cénicas generadas por puntos distintas que pasa a través de cuatro
puntos, ningunos de ellos tres colineales, y tangente a una recta que no contiene cualquiera
de los cuatro puntos.

Prueba: Como las dos conicas se interceptan en 4 puntos por hip6tesis pero por el teorema
3.34 se sabe que si una recta L no pasa por ningn punto comun a las conicas del haz corta
a dichas conicas en pares de puntos de una involucion y como una involucidn en una cénica
son las rectas tangentes por lo tanto la recta tangente no contiene a ninguno de los cuatro
puntos que generan las dos cénicas.

Polos y polares con respecto a los haces de conicas.

Teorema 3.36. Las polares de un punto P con respecto a las conicas de un haz de cénicas
del punto forman un haz de rectas, proyectivamente relacionado al haz de cdnicas, a menos
que P sea un punto singular de una de las conicas del haz, en tal caso las polares P con
respecto a el resto de cdnicas del haz son la misma recta.

Prueba: Supongase que se tiene dos cénicas a,B no degenerada del punto P con
ecuaciones  &fA& = 0,E'BE = 0. Si el punto P tiene vector coordenado m, la polar de P
con respecto a a es la recta p, con la ecuacion wtA& = 0, y con respecto a B es la recta
pp con la ecuacion wtBé = 0. Ahora considérese una conica arbitraria € del haz generado
por a y B: C tiene ecuacion

h&LAE + kE'BE = 0.

La polar de P con respecto a C es larecta p,. con la ecuacion

hrntA¢é + kntBé = 0.
Puesto que la ecuacion de p. es una combinacion lineal de las ecuaciones p, Y pp, Se
concluye que las polares de un punto, con respecto a las conicas de un haz, son
concurrentes y se forma asi un haz de rectas. Pero hay un caso en el cual esta conclusién no
seria justificada: Si p, y p, es la misma recta, Asi p. también seria la misma recta.

¢Como puede esto ocurrir? Si wtAé = 0, mtB& = 0 son las ecuaciones de la misma recta,
entonces hay dos nimeros complejos c,, c,, N0 ambos cero, tal que

¢yt Aé + c,mtBE = 0.

Es decir la polar P con respecto a la conica
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C1ELAE + ,¢'BE =0

No existe. Se sabe que esto sucede solamente cuando la cénica es degenerada y P es un
punto singular de la cénica.

Otro poquito se puede decir mas en el caso general. Puesto que la ecuacion de p. es la
misma combinacién lineal de las ecuaciones de p, Y pp, que la ecuacion de C es de la
ecuacion de a, B se puede concluir que esta es una relacion proyectiva entre las rectas del
haz de rectas y la conicas del haz de cdnicas (ambos se saben que son S,).

Definicion 3.23: El punto P* el cual esta en el vértice del haz de polares de P, con respecto
a las cénicas del haz, es conjugado de P con respecto a cada una de las conicas.

Se abrevia esta relacion como "P* es el conjugado de P con respecto al haz del conicas. "La
relacién es simétrica: P es conjugado de P* con respecto a las cénicas del haz, es decir las
polares de P* con respecto a las conicas del haz forman un haz de rectas con vértice en P.

En el caso de que P sea un punto singular de una de las conicas degeneradas del haz, su
punto conjugado P* no es determinado.

Teorema 3.37: Los polos de una recta p con respecto a las cénicas de un haz de la
conicas generadas por rectas forman una hilera de puntos proyectivamente relacionados con
el haz de conicas, a menos que p sea una recta singular de una de las conicas del haz, en tal
caso los polos de p con respecto a todas las otras conicas del haz son el mismo punto.

Prueba: Supdngase que se tiene dos conicas a,B no degenerada de la recta pcon
ecuaciones ETAE = 0,E'BE = 0. Si la recta p tiene vector coordenado 7, el polo de p
con respecto a a es el punto P, con vector coordenado i, y con respecto a B es el punto
P, con vector coordenado mz. Ahora considérese una cénica arbitraria C del haz generado
por a y B: C tiene ecuacion

hELAE + kEEBE = 0.

El polo de de p con respecto a C es el punto P, con vector coordenado h;m, + k,mg
Puesto que el vector coordenado de P. es una combinacion lineal de las ecuaciones P, y Py,
se concluye que los polos de una recta, con respecto a las cénicas de un haz, son colineales
y se forma asi una hilera de puntos. Pero hay un caso en el cual esta conclusion no seria
justificada: Si P, y P, es el mismo punto, Asi P. también seria el mismo punto. ;Como
puede esto ocurrir? Si m, = mg. Son los vectores coordenados del mismo punto, entonces
hay dos niumeros complejos c;, c,, ambos distintos de cero, tal que

ClﬂtAE + Czn'th = 0
Es decir el polo de p con respecto a la cénica

C1ELAE + c,¢'BE =0
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Que es P, no existe. Se sabe que esto sucede solamente cuando la cénica es degenerada y
p es una recta singular de la conica.

Otro poquito se puede decir méas en el caso general. Puesto que la ecuacion de P. es la
misma combinacién lineal de las ecuaciones de P, y P,, que la ecuacion de C es de la
ecuacion de a, B se puede concluir que esta es una relacion proyectiva entre los puntos de
la hilera de puntos y la conicas del haz de conicas (ambos se saben que son S,).

Supdngase, ahora, que se consideran los polos de una recta p con respecto a las conicas de
un haz de las conicas generada por puntos. No se debe asumir que se tiene aqui la situacion
descrita en el teorema 3.37. Aunque la configuracion consiste de una conica generada por
puntos, y esta recta tangente es la "igual” que una conica generada por rectas y de sus
puntos de contacto, un haz de las conicas generadas por puntos no es "igual" que un haz
de las cdnicas generadas por rectas.

Para ver esto geométricamente, considérese dos cénicas (la generada por puntos y la
generada por rectas) a,B, como en la figura 3.28, intersecandose en los puntos
Py, P,, P5, P,, y teniendo las cuatro tangentes comunes. t;, t,, t3, t, El haz de las conicas del
punto generado por a y B consiste en todas las cénicas a través Py, P,, P;, P,, mientras que
el haz de las conicas generada por rectas generados por a 'y B consiste en todas las conicas
tangentes a t,, t,, t3, t, N0 la misma familia para todos.

Algebraicamente, la diferencia entre los dos tipos de haces se considera del hecho de que si
A'y B son las matrices

(kA +1B)qqj # kAgaj + 1Bgg;

Figura 3.28

Teorema 3.38. Si un haz de las conicas generadas por puntos no contiene ninguna recta
repetida, los polos de una recta p con respecto a la cénica del haz constituyen una cénica
generada por puntos, la cual es no degenerada a menos que p pasa a través de un punto
singular de una de lo cénica del haz
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Prueba: Se elige a considerar el polo p con respecto a una conica C como el punto de la
interseccion de las polares de dos puntos sobre p. Sean R, S cualesquiera dos puntos sobre
p. Las polares de R, S, con respecto a la cdnicas del haz, son dos haces con vértices R*, S*.
Por teorema 3.36,

(ro,mp, 7 --) AN (a,B,C, ...)
(S, Sp»Sc )N (a,B,C, ...)

Por lo tanto los dos haces con Vvértices R*,S* son proyectivamente relacionados, y asi los
puntos de interseccion de las recta correspondientes de las dos haces estan sobre la conica,
€ (los polos deseados).

La clnica € seré& degenerada si y solamente si (a) R*y S*son distintos y la recta R*S™ se
corresponde a si misma en el proyectividad o (b) R*y S*coinciden. En el primero de estos
casos, hay alguna conica del haz D, tal que r; = s, éste ocurrird si y solamente si la recta p
pasa a través de un punto singular de D. En el caso de (b), p sea la polar de R* con
respecto a cada uno de las conicas del haz; por lo tanto, por el teorema 3.36, R* es un punto
singular de una de las conicas del haz.

Hay una manera alternativa de describir la conica € del teorema 3.38.

La prueba de ese teorema revel6 que &, el cual fue encontrado como el lugar geométrico de
los polos de p con respecto a las conicas del haz, pasando a través del punto conjugado de
cualquier punto sobre p.
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CONCLUSIONES

En conclusion se puede decir que las cuédricas con geometria proyectiva, es mucho
mas facil de estudiar cuando se utiliza el método de coordenadas homogéneas,
agregando al nuevo sistema un nuevo concepto como lo es el punto ideal, en el cual
en la Geometria Euclidiana no es posible. Y asi trabajar de manera peculiar en la

geometria proyectiva, sin tener restriccion, cuando las rectas son paralelas.

Asi si se tienen dos rectas no importa si son paralelas siempre se interceptaran en un
punto, cabe mencionar que la Geometria proyectiva relaciona teoremas, corolarios y
lemas de mucha importancia en la Geometria Euclidiana, que sus pruebas vy
resultados son mas faciles de demostrar mediante el nuevo sistema y con el

concepto de razon cruzada, proyectividad, de rectas y haces.

También que el estudio de cuadricas o conicas es muy utilizado en ciertas areas de
la arquitectura, y en las de pintura y por supuesto que en la nueva tecnologia de

lentes de camaras fotograficas entre otras.

Con este estudio se ha podido observar que es de mucha importancia conocer las
diferentes representaciones de las cuédricas y conocer un poco mas de la geometria

que es muy extensa y variada.
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RECOMENDACIONES

Se recomienda a la escuela de matematica llevar a cabo un estudio con mayor
profundidad a la Geometria proyectiva, pues es una materia muy interesante ya que
se sabe que una de las maneras de aprender en mediante la visualizacion de las

cosas y la Geometria Proyectiva facilita este aprendizaje.

Asi como también profundizar un poco mas sobre Algebra moderna ya que

facilitaria mucho mas la comprension de esta.

Ademas que se dé a conocer mucho mas este tema para que los estudiantes de
matematica se interesen por la geometria e intenten continuar con un tema

relacionado de la geometria proyectiva.
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