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INTRODUCCION

En el presente Trabajo se comenzard por estudiar la teoria basica de las
Transformaciones de Mobius, es decir  similitudes (traslacion, rotacion y
dilatacion). Por la definicién de las transformaciones de Mdébius, se puede decir

que las similitudes, que son las transformaciones de la forma S(z)=az+Db, son

casos particulares de las transformaciones de Mobius. Es por ello que se estudiara
detenidamente desde un enfoque analitico y geométrico cada una de ellas, asi
como también la inversion compleja, la inversion geométrica y la proyeccion

estereogréfica.

Se estudiaran las principales propiedades de las transformaciones de Maobius,
entre estas que las transformaciones de Mobius son transformaciones conformes
y que dejan invariante la razon cruzada, asi como también una propiedad que es
muy importante para su clasificacion; toda transformacion de Mobius no

degenerada tiene a lo sumo dos puntos fijos, a menos que sea la identidad.

Se clasificaran las Transformaciones de Mdbius segun sus puntos fijos, ilustrando
el comportamiento analitico y geométrico de cada clase resultante: parabdlicas,
hiperbdlicas, loxodromicas y elipticas. Asi mismo, se estudiara otra clasificacion
de transformaciones Mobius de acuerdo a la traza de la matriz que determina cada

transformacién de Maobius.

Y finalmente se estudiara dos de las aplicaciones mas conocidas de
transformaciones de Mdobius; el Modelo del Semiplano y el Modelo del Disco de
Poincaré, en ambos se describen las transformaciones que sirven como

isometrias; en el Modelo del Semiplano son el grupo de Transformaciones de



Mobius definidas por matrices cuadradas de orden 2 con entradas reales y en el
Modelo del Disco de Poincaré son el grupo de transformaciones de Maobius
definidas con matrices cuadradas de orden 2 pero con entradas complejas.



UNIDAD I: ESTRUCTURA DE LAS TRANSFORMACIONES DE MOBIUS.

En la unidad | se comenzara por estudiar la teoria basica de las Transformaciones
de Mobius, es decir similitudes (traslacion, rotacion y homotecias). Por la
definicidn de las transformaciones de Mdbius, se puede decir que las similitudes,
que son las transformaciones de la forma S(z) =az +b, son casos particulares de

las transformaciones de Mdbius. Es por ello que se estudiara detenidamente desde
un enfoque analitico y geométrico cada una de ellas, asi como también la
inversién compleja, la inversién geométrica y la proyeccién estereografica.

Similitudes

Una similitud es una transformacién del plano que deja invariante las razones de
la distancia.

|Zz_21| _ |23_21| _ |23_Zz| —r

‘S(ZZ)_S(Zl)‘ ‘8(23)—8(21)‘ ‘8(23)—8(22)‘

Si las razones de las distancias tienen un factor r, entonces la similitud se
denotara por S'.

Los movimientos son similitudes de razén unitaria (S)



Movimientos o isometrias

Un movimiento es una transformacion del plano que conserva la distancia entre
puntos, es decir, que la distancia entre dos puntos se conserva entre la distancia de
sus imagenes. En otras palabras, son movimientos rigidos en el plano.

Estos movimientos los clasificaremos en:
Movimientos directos: son movimientos que preservan tanto la magnitud como

la orientacion de los angulos, ejemplo de ello son traslaciones, rotaciones o
combinaciones de estas.

Teorema 1.1:
Todo movimiento directo puede expresarse como una funcion compleja de la
forma

S(z)=e"z+v
Demostracion

Sean z un nimero complejo arbitrario y z, y z, dos complejos fijos tal que

|z—zl| _ |zz—zl|

5(2)-5(2) [s(z)-S()] eg[mjg[mJ

Cuando tenemos dos numeros complejos en el cuales sus mddulos y sus
argumentos coinciden entonces no que da mas que esos nimeros complejos sean
iguales, es decir

z-z, _  1,-1,

S(z)-S(z) S(z,)-S(z)
Despejando obtenemos que
S(z)-S(z) _S(z)-5(z)
-1, z,-1,

S(z):w(z—zlﬁs(zl)

Z, =1,




Sea w=S(z,)-S(z) y w'=2,-2

W
S(z):W(z—21)+S(zl)
i0
() e (=) S (a); oi-pw
S(z)=€e""""(z-2)+S(z)
S(z)=€"z-€"2,+S(2,)
Haciendo v =S(z,)—e'“z, obtenemos que
S(z)=e“z+v

Movimientos indirectos:

Los movimientos indirectos se definen como la composicion de un movimiento
directo y un movimiento que invierte la orientacion de los angulos (reflexién), en
otras palabras son movimientos que preservan la magnitud pero no la orientacion
de los angulos.

El ejemplo de movimiento indirecto méas usual en nimeros complejos es la
funcién
J(2)=7

Por lo que un movimiento indirecto M queda definido de la forma

M(z)=M(J(z))=M(Z)=e"Z+v

1.1 Traslacién

Definiremos algebraicamente las traslaciones como t, (z)=b+z, donde b es un
namero complejo fijo. Es claro que cada punto z es movido una distancia fija 'y



una direccion fija, dado por el nimero complejo b considerado como un vector.
Si b =0 el mapeo es la identidad.

z+h

El inverso de t, se escribird como t,*, es la transformacion inversa, formalmente
t.*esta definida por t,'ot, =¢=t, ot,*, donde & es la transformacion llamada
identidad que mapea cada punto en si mismo: &(z) =z

Yaque t,(z)=b+z,yt, (z)=z-b
Esclaro que t,* =t .

A continuacion demostremos algunos resultados que seran de importancia para el
desarrollo de las transformaciones de Mdbius, para ello definimos la ecuacion de
una recta y una circunferencia en el plano complejo.

Ecuacion de una recta en el plano complejo

La ecuacion general en el plano cartesiano es ax+by+c=0

Donde a,b,ceR y a’+b?>=0. Si z=x+iy, entonces x=% y y=2-%.

2i
a(z+zj+b(2__zj+c=0
2 2
a5+a5—ib5+ib5+c=0.
2 2 2 2

Asi,




Equivalente a

_(a+ibj (a—ibj

Z +2 +c=0
2 2

a—ib

Sea a= 5 eC-{0} y B=ceR, entonces la ecuacion de la recta es

aZ+az+p=0. Q)

Se considerara una recta R del plano de ecuacion ax+by+c=0. Sea z =Xx+1iy,
el complejo que representa al punto M (x, y) del plano y w=a+bi el complejo
asociado al vectorv = (a, b) , que representa un vector normal a la recta R.

Se mostrara que al usar los complejos, se puede verificar que los puntos de la
recta satisfacen la relacion

WZ+WZ+2c=0. (2

, al sustituir

Prueba de la ecuacion cartesiana de la recta, se tiene que y =

en z=x+ly,

[ ax . . . .
z=x—|(a ;Cj ysi w=a+bi, entoncesw =a—bi sustituyendo en (1)

(a—ib)[x—i(aX;CD+(a+ib)[x+i(aXbJrCB+2c

=ax—ia ax+c —ibx-Db ax+c +ax+ia ax+c +ibx-b ax+c +2C
b b b b
:2ax—2b(axb+cj+20

=2ax—2ax—2c+2¢c
=0




c esnulo < larecta R pasa por el origen.

Si ¢ =01laecuacion de la recta es wz +wz =0, en efecto z=0 la satisface, por lo
que pasa por el origen.

Si pasa por el origen z =0, por lo que la ecuacién queda 2c =0y esto implica que
c=0.

Si en (1) se considera a a=w y [ =2c, se obtiene (2), por lo que ambas
expresiones representan a una recta.

Ecuacién de una circunferencia en el plano complejo.

La ecuacién canonica de una circunferencia es

(x—h)er(y—k)2 =r’
X2+ y> —2hx—2ky +h* +k*-r* =0

Haciendo, D =-2h, E =-2k, F =h*>+k®-r?, se tiene que la ecuacion general
de una circunferencia en el plano cartesiano es x*+y*+Dx+Ey+F =0 donde
D,E,FeR

2 2
En base que D =-2h, E=-2k, F se puede expresar como F :T+T—r2por

D? E?
lo que se puede decir que F <T+T.
Teniendo en cuenta que X = % yy= Z;—Z y |z|2 =77 = x* + y® se obtiene
i

X +y?+DX+Ey+F =0

|z|2+D(¥j+ E(%)+F =0

_ D D_ Ei Ei _
Z+—272+—7——2+—7+F =0
2 2 2 2

-10 -



zf+[D_Eljz+(D+Elj7+F =0
2 2

Tomando o = D—El eC y B =F R se tiene la ecuacién
ZZ+oaz+aZ+p=0 1)
2 2

El radio de la circunferencia se deduce de F:T+7_r2 por lo que

D> E? . —
r=1/T+T—F,yen términos de ay pes r=\aa—-pf .

Ahora que se sabe que la ecuacién (1) representa una circunferencia, se pude
sumar y restar aax que es una cantidad real, asi

ZZ+az+aZ+ =0
ZZ+oaz+aZ+pP+acx—aa=0
ZZ+oaz+aZ+oax=aa—p
(z+a)(Z+a)=r?

) ) D .E ., . ]
Si se consideraa w= 5 i > la ecuacién de la circunferencia se transforma
en (z—w)(Z-w) =|z—w|= r?
Se representa a una circunferencia con centro w y radio r.

Si en la ecuacion (1) se considera a o =W y S =c entonces la expresion de la
circunferencia se transforma en

ZZ+Wz+WZ+c=0 (2
La constante ¢ es nula si y solo si la circunferencia pasa por el origen.

Si ¢ es nula, la expresion que denota a una circunferencia es zz +wWz+wz =0,
pero z =0 satisface la ecuacion, por lo que pasa por el origen.

-11 -



Por el otro lado se tiene que si la circunferencia pasa por el origen z=0 vy al
sustituir en la ecuacion (2), se tiene como resultado que ¢=0.

e Una recta se transforma mediante una traslacién, en una recta.

La ecuacion de una recta en forma compleja es zW+7Zw+2c=0

t,(z)=b+z; 7 =t,(z) = z =b+z

Porloque z' —b=z

Sustituyendo en la ecuacién de la recta

(Z=b)W+ (2 ~bw+2c=0
Z'W—-bW+Z'wW—bw+2c=0
Z'W+7 w—(2Re(bw)—2c)=0
z'W+Z w-2(Re(bw)—c)=0

Sea ¢” =(Re(bw)—c)

Por lo que queda
I’ W+Z w+2¢ =0

Y esta es la ecuacién de una recta.

e Una circunferencia se transforma mediante una traslaciobn en una
circunferencia.

Sabemos que la ecuacion de una circunferencia en forma compleja es
77 — W —ZW+WW = r?

Ahora sustituyendo en la ecuacién de la circunferencia tenemos que

-12 -



(2 -b)Z -b)—(Z -b)W—(Z"-b)w+ww=r?

7’7" -7b -bZ" -bb - Z’W-bW—-Z"W—bw+ww = r?

7’7" —z*vT/—f*W—(z*5+bf*)—(bv_\/+5w)+wv_v: r? +bb
7’7" - z*vT/—T*W—(Z Re(z*B))—(Z Re(bv‘v))+wv‘v =r2 +|b|2

*,

7’7 — 7 W—7"W+WW = r? +|b|2 +2Re(z*5+bv_v)

. 2 *r —
Haciendo r” =r” +[o + 2Re(z'b +bw)
2’7 -7 W-7 W+WW=r?
Esta es la ecuacion de una circunferencia.

1.2 Rotacién

Analiticamente definiremos que las rotaciones RY(z) =€"z, es la representacion
de una rotacion de angulo 6 y de centro el origen.

™
v

Dondek = ¢"
Y R/(z) denota una rotacion de angulo @ y de centro a.

-13-



Teorema 1.2:

Toda rotacion R7(z)se puede representar por la traslacion inversa de a a 0
rotando @ alrededor de 0,y latraslacionde Oa a.

Demostracion
R!(z)= (ta R%tal)
t, (Ry ot.*(2))

(
ta(RQ z- a))
("

t,(e”(z-a))

=e"’(z- a)+a

a
_ a0 i0 0 _
—e z+(a—ae ) a—ae’ =v
=e%%+v

Sea ha encontrado que la rotacién alrededor de cualquier punto puede ser
expresada como una rotacion alrededor del origen, seguida de una

traslacion: R? = (tV oRJ ) Reciprocamente, una rotacién de anguloa y centro el

origen, seguida de una traslacion de w siempre puede reducirse a una sola
transformacion en este caso a una rotacion:

(t.oRs ) =t,(Rs (2))
t,(e“2)

=e“z+w, w=c-ce“=c=

ia

l-e
=R”
e Una recta se transforma mediante rotacion (centrada en el origen del plano
complejo) en otra recta.

R¢(z) =€z
7'=e%7 = z=¢"7"

Sustituyendo z en la ecuacion de la recta tenemos

-14 -



(e™z')W+(e™z'Ww+2c=0
(e“z')w+(e”z')w+2c =0
Sea z° =(e*‘92') por lo que obtenemos z'W+Z w+2c =0 que es la ecuacion de

otra recta.

e Una circunferencia se transforma mediante rotacion (centrada en el origen
del plano complejo) en otra circunferencia.

En efecto sustituyendo z en la ecuacion de la circunferencia tenemos

(e*‘gz')M—(e’igz')v_v—(e’i—@z‘)vv+wv7: r?

—*

Sea 7 =(e*‘92') sustituyendo obtenemos z'Z -z W-Z'w+ww=r? la
ecuacion de otra circunferencia.

1.3 Homotecias

Una homotecia de de razon r y centro Q, Hg es una transformacion en el mismo

plano

P, talque a imagen de un punto p es p', donde p' se determina vectorialmente

por:
Qp'=rQp=r(p-Q),

En términos de nimeros complejos H (z)=r(z-Q)
La siguiente figura, muestra que el centro es un punto (el origen) fijo y aumente el

punto A del segmento 0A por un factor r, sucede igual con cada punto del

cuadrado.

-15-



La inversa de una homotecia central es otra homotecia central

Para esto tenemos que

e Una recta se transforma mediante una homotecia en una recta.

Hemos definido algebraicamente una homotecia de la siguiente forma:
Ho(2)=r(2-Q)
2'=r(z-Q)= z :%z‘+Q

Sustituyendo en la ecuacién de la recta obtenemos

(lz'+QJv_v+(iz'+Q)w+2c=0
r r

1., . 1_, =
—Z2'W+QW+=Z'w+Qw+2c=0
r r

1z'v‘v+£7'w+2Re((§w)+2c=0
r r

Z'W+Z W+ 2(r(Re((§w)+c))=0

Sea c'= (r(Re(Qw)+ c)) sustituyendo tenemos z'W+Z'w+2c=0 quees la

ecuacion de otra recta.

-16 -



e Una circunferencia se transforma mediante una homotecia en otra
circunferencia.

Sustituyendo en la ecuacién de una circunferencia tenemos

(lz'Jer(lz#QJ—[iz'+ij‘v—[lz'+ij+wv_v: r’
r r r r

rizZ'f'—i—%z'6+Q%7'+Q(§—%Z'V_V—QV_V—%TW—@W+WV_V:I’z
1 .1, = N 1, . _, = _ _ 2
2 +F(Z Q+0Qz )_F(Z W-7'w)—(Qw+QW)+ww =r’-|Q|

« (1, . TE e Tx _
Sea z =| —z'+Q | sustituyendo tenemos z z —zW—z W+WW=r" que es la
r

ecuacion de otra circunferencia.

Hasta el momento hemos demostrado que tanto la traslacién, la rotacion y la
homotecia convierten rectas en rectas y circunferencias en circunferencias.

Teorema 1.3:

La composicion de un movimiento (directo o indirecto) y una homotecia central

S=H oM dacomo resultado una similitud.

Demostracion
En primer lugar se verifica que H oM cumple con la definicion de similitud.

Sin perdida de generalidad, se considera a la homotecia central como Hg =rz,y

al movimiento directo de la forma M (z) =e“z +v.
S(z)=(H-M)(2)

=H(M(2))

=r(e’z+v)

:(re‘9)2+rv

-17 -



Se considera a tres puntos no alineados y a sus imagenes,
S(z)=(re")z+rv
S(z,)=(re")z, +rv

S(z,)=(re”)zy+rv

S(z,)-5(z)] _[(re”)z~(re")z|

|Zz_21| - |Zz_21|

‘(re‘g)(z2 —zl)‘

A

_|r”ei9H22_21|
|2, -2

=Ir

S(z,)-5(z)|_|(re")z~(re")z|

|23_21| - |23_21|

:‘(reig)(zs—zl)‘

|z, —2)]

3 |r”e‘9H23 A
|2, -2
=|r]
De forma analoga,

S(z,)-5(z,) _|(re”)z~(re")z)

|23_Zz| - |23—22|

‘(re‘g)(z3 —zz)‘

|2,-2,

-18-



_ |r”e‘9H23 ~1,|
|2, - 2|
=|r]
por lo que cumple con la definicion de similitud, en vista de que el movimiento
es directo, a esta similitud se le denomina similitud directa (mantiene la

orientacion de los angulos tras la similitud).
Si mantiene la orientacién de los angulos, se debe probar que

arg (ﬁj —ae (%j

arg (%J =arg(S(z,)-S(z))-arg(S(z)-5(z,))
— arg (re‘922 - re‘ezl) —arg(re‘gz3 - re“’zl)
=arg(re” (z,-z,))-arg(re” (z,- z,))
= [arg(re‘9)+afg(22 - zl)}—[arg(re‘9)+arg(zg - Zl):|

=arg(z,-2z)-arg(z,-z,)
Z,-1
=arg| =—1
Z;— 7,
Al movimiento directo compuesto con una homotecia, también se le denomina
rotacion dilatativa D;'Q de centro p, razon r yangulo 9.
Si se considera que 0 es el origen de C, geométricamente la multiplicacion de un

complejo A=re"es una rotacion del plano a través de un angulo 6 y una
dilatacion del plano de razén r, por este resultado, se dice que D’ corresponde

a multiplicar por re":

D5’ (z)=(re")z= Az

-19-



Ahora se hara la composicion de una homotecia central y un movimiento
indirecto

Se consideran a tres puntos no alineados y a sus imagenes

S(z)=(re")z+rv
S(z,)=(re")z, +rv

S(z,)=(re”)zy+rv

S(2,)-5(z) [(re”)z~(re")z

|Zz_21 - |Zz_21|

) e-2)

|z, -2

S(2,)-5(z,) _|(re")z—(re")z]

|Zz_21| - |23_21|

re)(z-2)

|2, -2

-20-



S(2,)-5(z,)| _|(re”)z—(re")z)]

|Zz_21 - |23_22|

|(re")(z-2)

|22,

e

|z, -2,
:|r||23_22|
|2, -2,|

ia‘

L3—1,

=Ir

Por lo que cumple la definicion de similitud, como el movimiento es indirecto, a
esta similitud se le denomina similitud indirecta.

Para ver que cambia la orientacidn de los angulos se debe probar que
Z, -7, -S
am(§ flzam(sﬁﬂ UJJ
Z, -7, S(z)-S(z,)

ar M =ar ar z
o ot) =t - aofs (25 ) -ara(s ()51

Z

—
w

—arg(re"'z, —re"'z,) -arg(re’z, - re"z)
—arg(re 7,-7,))-arg(re’ (z,-7,))

oot 0 st

-21-



= arg(fz —Z)—afg(fs _71)

=arg[f2 - j
Z;— 1,

Por lo que toda similitud se puede expresar como la composicion de un
movimiento (directo o indirecto) y una homotecia.

N
)

Teorema 1.4:
Toda similitud directa puede ser expresada como una funcion compleja del tipo

S(z)=Az+B ABeC.
Demostracion

|z—zl| _ |zz—z1

5(2)-5(z) [5(z)-S(a) eg[mjg[mJ

S(2)-5(z) _S(%)-5(2)

S(z):w(z—zl)+8(zl)

Z, -1
$(z,)-S(z)
Z, =4,

Haciendo A= tenemos que

S(z)=Az-Az,+S(z)
Sea B=S(z,)-Az
S(z)=Az+B ABeC

Ya que las similitudes directas tienen la forma S(z)=Az+B con Ay BeC
Si A=1, entonces S es una traslacion S(z)=z+B.

Si A=1,|A|=1, A=¢", entonces S(z)=e"z+Bes una rotacion acompariada de
una traslacion.

-22-



Si A=1,entonces S(z) =|Ale“z+B es una rotacion con dilatacion acompaiada
de una traslacion.

Si A=1y B=0 entonces S(z) =z, todos los puntos son fijos.

Si w es un punto fijo de una similitud S, entonces
S(wy=w< w=Aw+B
w(l-A)=B

w:i,A;tl,
A

Donde w es un nimero complejo que representa al centro de la similitud.
Se tiene que S(z)=Az+B y S(w)=Aw+B , al efectuar la operacion

S(z)-S(w)=A(z-w),
S(2)-w=A(z-w),

Es una homotecia y rotacion de centro w.

Para un estudio algebraico de algunas propiedades importantes en las traslaciones
rotaciones y homotecias, es necesario de antemano definir la ecuacién de una
recta y una circunferencia en el plano complejo.

1.4 inversién geométrica

Diremos que dos puntos son inversos respecto de un circulo dado si

e Los puntos estan en un mismo radio.
e El producto de sus distancias al centro es igual al cuadrado del radio del
circulo.

Por ejemplo z, y z, son puntos inversos con respecto al circulo|z —a| =R si,y
solo si,

(z,-a)(z,-a)=R?
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Enefecto (z,—a)(z,—a)=R? esto implicaque z,—a y z,—a estanen la
misma recta o que z, y z, estan en el mismo radio del circulo, y tambien que el
producto de sus longitudes es R”.

Algebraicamente definimos la inversion geométrica como la funcion

1.(2) =

N||H

Ahora bien, es facil verificar que segln esta funcion, la imagen de z =re”es el
. 1, .
complejo z'==¢", en el que resulta tener el mismo argumento, pero su modulo
r

es el reciproco del modulo de z.

La inversion geométrica intercambia el interior con el exterior del circulo
unitario, mientras que los puntos sobre la circunferencia quedan invariantes por
la transformacion.

Propiedades de la inversion geométrica.

e Laimagen de unarecta R por la inversidn geométrica es también una
recta, si y solo si larecta R pasa por el origen.

En efecto.
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Sea R larecta que pasa por el origen y es de la forma zw+zZw=0.

. ., (Y 1 1

Por inversion geométrica z2'===z7=—,
4 Z

Sustituyendo en la recta se tiene que

Por lo que z'W+Z'w=0 que es también una recta.

e Laimagen por inversion geométrica de una recta R que no pasa por el

origen es una circunferencia que pasa por el origen.

Como R no pasa por el origen tiene la forma zw+zw+2c=0.

. 1
Sustituyendo z =— en la recta tenemos
Z
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_i'vT/+1'w+20=0

Z z
wz' wz'
W'FW'FZC :0

Wz '+ WZ '+ 20|z '|2 o
2

H H T ! = |2 1A
Como z #0, implica que Wz'+wz +20|z | =0, pero también se sabe que ¢ es

un real distinto de cero y |z|2 =77, al dividir por 2c, se tiene que

w w ,
Como —=| — |=w',
2c \2c
z2'7'+z'W'+Z'w'=0, Es laecuacion de una circunferencia que pasa por el

origen.

e Laimagen de una circunferencia C que no pasa por el origen segln la
inversién geométrica, es una recta que no pasa por el origen.

Como la circunferencia C pasa por el origen es de la forma 7z + zWw+zZw =0,

. 1 . -,
donde z € C, sustituyendo z=— en dicha ecuacion tenemos
Z
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(1)(1} 1_ 1
p— —'+:W+—'W:0
z z z z
1 +v_vz'+wf':
2 Rt

1+V_VZ'-;W7':0,
[a

Como z =0, implicaque 1+wz'+wz'=0, con c=1es la forma de la ecuacion
de una recta que no pasa por el origen.

e Laimagen de una circunferencia que no pasa por el origen es otra
circunferencia que no pasa por el origen.

cXe

Como C no pasa por el origen tiene la forma 7z + zWw+zZw+c=0donde zeC.

. 1 y
Sustituyendo z =— en la ecuacion tenemos
Z

(1)(1} 11
— | = |[+=W+=w+Cc=0
7' )\ z Z z
1 wz' wz' c|z'|2
Sttt T =
21 2T |2 |z
1+v‘vz'+w7'+c|z'|2 ~
.|2

0

0,
|z
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. . — __ 2 -
Como z =0, implica que 1+ Wz +WZ +¢|z| =0, considerando al numero
1 v vl H Vi 151 1|2 HF4
real ==k y kW= (kw)= W' se tiene k+W'z'+w'Z+|z|" =0es la ecuacion de
c

una circunferencia que no pasa por el origen.

1.5 Inversién compleja

Consideraremos la aplicacion | : C — C, definida por 1(z) =1.
z

La aplicacion solo esta definida sobre C*, es decir el complejo nulo no tiene
imagen.

La aplicacion es involutiva, es decir 1 o1 es la identidad de C*. Lo anterior
significaque z'=1(z) < 1(2)).

En base a la observacion, se puede demostrar que:

e Laimagen de unarecta R por la inversion compleja es también una recta,
si y solo si larecta R pasa por el origen.

En efecto.
Sea R larecta que pasa por el origen y es de la forma zw+zZw=0.
Por definicion

I(z)=%=z'e imagen(R)< 1(z") eR.

1_ 1

—'W+:W:0

Z Z

Z'W+2Z'w e,
——=0, 2'7'#0
Z7Z

z'W+7Z'w=0, es otra recta que pasa por el origen.

e Laimagen por inversién compleja de una recta R que no pasa por el
origen es una circunferencia que pasa por el origen con su respectivo
centro.
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Como R no pasa por el origen tiene la forma zw+zw+2c =0. Asi sustituyendo
tenemos

—'v_v+_i'w+ 2c=0
z Z

Z'W+z2'wW+2c2'7"

11 =51 V_V 1 W
2'Z7+7'\— |+2'|— |=0,
(ZCJ (20}

Esta es la ecuacion de una circunferencia que pasa por el origen. Y por lo
. . W
desarrollado anteriormente se tiene que su centro es ——.

e Laimagen de una circunferencia C que no pasa por el origen segln la
inversién compleja, es una recta que no pasa por el origen.

Como la circunferencia C pasa por el origen es de la forma 7z + zWw+zZw =0,
donde zeC

1 ,c imagen(C) < 1(z")eC
7

(1)(1} 1_ 1
= |[+=W+=w=0
VA YA YA YA

1+7'v‘v+z'w_

Sustituyendo tenemos

0, z2'7'#0

1+7'W+z'w=0, es la ecuacién de una recta que no pasa por el origen, donde el
vector normal es w.

e Laimagen de una circunferencia que no pasa por el origen es otra
circunferencia que no pasa por el origen.
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Como C no pasa por el origen tiene la forma 7z + zWw+zZw+c=0donde zeC.

Por inversion complejaE =2"'eimagen(C) < I(z)eC.
z

(1)(1} 11
— || =|+=W+=w+c=0
')\ Z z 4

1+Z'W+z'w+2'Z'c B

727

0, z'7'#0
1+Z'W+2z'w+2'Z'c=0, por hipotesis ¢ =0

o (w) _(w) 1 . . .
7Z+1'|— |+7'| — |[+==0, es una circunferencia que no pasa por el origen.
c c) ¢

Por inversién compleja, f(z)==,laimagende z=re"es el complejo
z

Asi, el médulo de la imagen es el reciproco del modulo de z ; mientras que su
argumento es el opuesto del argumento de z .

Si r>1 entonces l<1;
r
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Si r<1 entonces l>1;
r

Si r=1 entonces l=1;
r

Segun esta operacion, si se considera el circulo unitario centrado en el origen del
plano complejo, los puntos del interior del circulo son transformados en puntos

del exterior; los del exterior en puntos del interior, mientras que los puntos sobre
la circunferencia permanecen sobre ella.

1.6 Proyeccion estereoqrafica.

Un mapa geogréafico es una representacion en el plano de toda o solo una parte de
la superficie terrestre. Las curvas que se encuentran sobre la superficie de la
tierra (como lineas costeras, rios o lineas fronterizas) se representan en el plano
como lineas correspondientes. Por ejemplo: los angulos comprendidos en la
interseccion de rios y lineas fronterizas se representan por angulos comprendidos
en la interseccién de las curvas correspondientes del plano. Un mapa seria
perfecto si preservara cada angulo y redujera proporcionalmente a la misma
escala cada distancia medida sobre una curva. Desafortunadamente es imposible
hacer un mapa asi de perfecto. Sin embargo es posible construir un mapa
semiperfecto que, aunque distorsione distancias, preserve angulos; a un mapa de
esta clase se le llama conforme.

Empezaremos por construir un mapa conforme de la esfera; este mapa es
comunmente llamado la proyeccidn estereogréfica.

Como ya se sefialo, consideremos la tierra como una esfera perfecta y tomamos
su radio como la unidad. En términos de sus coordenadas rectangulares (£,7,¢),

la ecuacién de la esfera es:
Ean’+t=1

Consideramos el polo norte N al punto (0,0,1). Entonces el ecuador es la

interseccion de la esfera con el plano ¢ =0, al cual llamaremos plano ecuatorial.

Si pasaramos una linea recta por el polo norte N y cualquier otro punto P de la
esfera, esta recta se intersecaria en un unico punto P' con el plano ecuatorial

£=0
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Denotaremos las coordenada rectangulares de P' por (x, y,O), 0, puesto que
¢ =0para todo los puntos de este plano escribamos (x, y) para P'. De manera
que con cada punto P(&,7,¢)de la esfera, asociamos un Gnico punto P'(x,y)del

plano ecuatorial. Reciprocamente, a cada punto P'(x, y)del plano ecuatorial le

corresponde un Unico punto en la esfera, el cual encontramos uniendo P' con el
polo norte (si es necesario alargando la recta mas alla de P') y tomando la

interseccion P(g,n,g) de esta recta con la esfera (por ejemplo si P'es el origen
(0,0), P es el polo sur (0,0,-1)(mas adelante se probara analiticamente esta

biyeccion) esta transformacion o correspondencia biunivoca de los puntos de la
esfera con los puntos del plano, se llama proyeccion estereografica.

En realidad solo se obtuvo una transformacion de aquellos puntos de la esfera
que son distintos del polo norte. Es conveniente también incluir al polo norte en

nuestra aplicacion; para lograrlo, dejemos a P(g,n,g), un punto de la esfera,

aproximarse al polo norte, y observamos lo que pasa en el plano ecuatorial con la
imagen P'(x, y): cuando P se aproximaa N . En este caso, la recta que pasa por

Py N tiende a ser tangente a N, y P'tiende al infinito: cuando P(&,7,¢) se
aproxima a N, el punto P' se aproxima al punto al infinito al plano Xy,
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podemos cerrar el plano, indicando con esto que ahora a cada punto del plano
corresponde un Unico punto de la esfera cerrada y viceversa.

Este concepto de punto al infinito es un concepto extremadamente util, y la
proyeccion estereografica nos ayuda a visualizar el comportamiento de los puntos
que se encuentra alejados del origen, al considerarlos como puntos cercanos al
polo norte de la esfera.

La relacion entre P(&,7,¢) y P'(x,y) se obtiene rapidamente en términos de las

coordenadas de estos puntos, de manera que de los tridngulos semejantes de la
figura 1.4.1, obtenemos o las siguientes proporciones

x_OP'. 'y OP.

& 0Q n 0OQ
or'_¢
QP' 1’
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00+ 0P > 92, %P,

Ademas

x_y_or_ 1
¢ n 0Q 1-¢
De aqui
x=—o_ y=_T1_
1-¢ 1-¢

O asociando z = x+iy con el punto (x,y),

¢ +in
1-¢

Z=X+1y =

Con base a esta idea se define la funcion

v :S?-{(0,0,1)} > C,

g+in
(&m¢)—> ¢

(2)

Probaremos que y es una biyeccion deS? —{(0,0,1)} al plano complejo C.
1. v es inyectiva. Para demostrar esto se construye la inversa. Obsérvese que si

z=y(&1,¢), como (&,1,4)eS? se tiene que

z
1-¢
Y despejando
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También

Finalmente, como

Se sigue que

i i(|z|2 +1)
Por consiguiente, v es inyectiva, ya que z determina (5,n,§) observe también

2+7 (2-7) |z|2 -1
|z|2 +1 i(|z|2 +1) ’ |z|2 +1

que la funcion 7[(2)=[ J es inversa por la izquierda de

V.

2. v es sobreyectiva. Para ello demostramos que = es también una inversa
derecha de V.
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En efecto

w(n(z))‘w[uf (2-7) |Z|21J

21§ +1) o1

247 (z-7)
i

2 -1
1_
|z|2 +1
27
|1+
2
|z|2 +1

1

De ahora en adelante, a menudo diremos “el punto z en ves del punto P '(x, y), y
Ilamaremos al plano ecuatorial el plano z o el plano x+iy.

Teorema 1.5:

Si z, y z, son las imégenes estereograficas de los puntos de la esfera P, y P,,
respectivamente, entonces la distancia que hay entre P, y P, es

2|z, -z,

Ja+laF ) (142 )

Demostracion

2 -1
Sabemos que ——=¢
2| +1
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1- =1-
R
2
1-¢F =
|z|2+1
Por lo que
. 2z
+in =
s |z|2+1
Ahora bien
BR[| =(&-&) +(m-m) +(&-¢,)

& =&
& =&
& =&

( (=) (& &) (1)~ (& -&) (m-m,) + (6 -6, )

( [(&=&)+i(m—n,) ]+ (m—n,) | (m—n,)-i (%51_%52)]+(§1_§2)2
( [(&=&)+i(n—n,) |=i(n,—n,)]i ’71_”2)+i(§1_§2)]+(§1_§2)2
[ =&)+i(m-n,) ][ (&-&)-i(n- )] (41_52)2

(&, +in, —(& +im)|[&,—in, (& —in) ]+[(1-¢)-(1-¢,) ]

22, 27, 27, N 2 2 2
|z2 +1 |zl| +1 )|z, +1 |zl| +1) ||z +1 |z +2

4|z, —zl|

04F+gﬂqr+g

2|22—zl|

Y2 1) jf +1)

)
)
L(
L(

Obsérvese ademas que los triangulos NP, P, y NP,P, son semejantes ya que los
angulos en N son iguales. Entonces,
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INP =x*+y?+1

:1+|z|2
INP[ = &2+ % +(¢ -1)°
_ 4|z|2+4 _ 4
(1+|z|2)2 1+|Z|2
INP||NP|=2
Finalmente
INR,|= Z‘Npl‘
\/(|zz|2+1)(|zz| +1)
INB= 2\NP2‘\
\/(|zz|2+1)(|zz| +1)
D L
\/(|22|2+1)(|22|2+1)
Teorema 1.6:

Si P, yP, son puntos de la esfera y estan en los extremos opuestos de un
diametro (puntos antipodales) entonces sus imagenes estereogréficas z, y z,

satisfacen
2,z,=-1

Demostracion

Como P, yP, son los extremos de un diametro ‘Pl -PR, ‘ =2
Por consiguiente
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2.~z
(|zz|2+1)(|zz|2+1)
2| +|2," +|z.2,[ +1=|z,| +|2,[ - 2.7, - 77,
(2,7,+1)(z,Z,+1)=0
|2,Z,+1]=0

Propiedades de la proyeccidn estereogréafica

Muchas de las propiedades de la proyeccion estereografica son casi inmediatas
cuando observamos lo que ocurre con las paralelas de latitud y los meridianos de
longitud en la transformacién. Cuando los puntos de cualquier paralela de latitud
se unena N, se obtiene un cono (cuyo eje, el diametro que pasa por N, es el eje
de la esfera) de manera que la curva en el plano z que corresponde a una paralela
de latitud es la interseccion de este cono con el plano z, es decir, un circulo con
centro en el origen.

Similarmente, los meridianos de longitud son intersecciones de la esfera con
planos que pasan por el eje de la esfera (el diametro que pasa por N Yy por el
polo sur). Asi que la imagen de un meridiano de longitud es la interseccion de
dos planos que pasan por el origen, o una linea recta que pasa por el origen. De
manera que el enrejado formado por las paralelas de latitud y meridianos de
longitud se aplica sobre un enrejado formado por circulos concéntricos y lineas
rectas que pasan por el centro (idénticas a la red de rectas r=constante y
6 = constante, dadas en coordenadas polares).

Teoremal.7:
Cada circulo de la esfera se transforma sobre un circulo o una recta del plano
Demostracion

Un circulo en la esfera es la interseccién de la esfera con un plano. Si el plano
pasa por el polo norte, obtenemos un circulo que pasa por el polo norte. La linea
recta que se proyecta pasando por N y cualquier punto de uno de estos circulos,
esta en el plano que determina al circulo, por lo tanto el punto imagen esta en la
interseccion de este plano con el plano ecuatorial, es decir una recta: esta linea
recta es la imagen del circulo que pasa por el polo norte. Lo que hemos probado
comprende el caso particular de los meridianos. Por otra parte, un circulo que no
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pasa por el polo norte se aplica sobre alguna curva cerrada finita (que no pase por
el punto al infinito) y de aqui que su imagen no sea una recta.

Para ver esto analiticamente, expresemos por medio de ecuaciones el hecho de
que un circulo en la esfera es la interseccion de la esfera con algun plano: un

punto (&,7,¢) de este circulo satisface las dos ecuaciones:

& +n*+¢% =1, AE+un+ve =p

De donde suponemos que A° + u”*+v?> =1 yque p>0. Recordemos que en esta
notacion, A, u,v, son los cosenos directores de la normal al plano, y que p esla
distancia del origen al plano. En nuestro caso, p <1 para que la esfera y el plano
puedan intersecarse. Utilizando (1), tenemos:

&E=x(1-¢), n=y(1-7)
Y escribimos otra vez nuestras ecuaciones en la forma:

(Ax+uy)1-¢)+v¢=p
(1-¢) (X*+y)+¢% =1

Podemos dividir la segunda ecuacion entre (1—§ ) descartando Unicamente el

polo norte £ =1.
2, 2y, & 1
1- =
( é)(x+y)+(1_§) 7]
g*-1
=0
(1-¢)

(1-8)¢+y)-(1+¢)=0 (3)

(1-)0¢+yH)+

5

Sustituimos ¢ =1--= en la primera y segunda ecuacion se obtiene
X
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é(x2+y2)—2+£:0 é()Lx+uy)+v(1—£J=p
X X X X
%(x2+y2+1):2 %(ix+uy+v):p—v

Combinando ambas ecuaciones obtenemos
(p—v)(*+y?+1) = 2(Ax+uy—v)
que es la imagen deseada del circulo en la esfera en el plano x+iy

Esta es la ecuacion de un circulo si p #v, y es la ecuacion de una linea recta si
p =v; nuestra deduccion es completamente general y da la respuesta para todos
los casos. El significado del caso p =v se ve de la ecuacién del plano para este
caso:

AE+un+v(¢-1)=0.

Este plano pasa por el polo norte (0,0,1), es decir, determina un circulo por el

polo norte, y asi, nuestro calculo confirma lo que ya habiamos notado por medio
de un simple argumento geométrico; la imagen de un circulo de esta clase es una
linea recta.

Hemos visto que un circulo de la esfera se aplica siempre en un circulo sobre el
plano, a menos que el circulo de la esfera pase por el polo norte.
Examinaremos este caso excepcional

(p—v)(X*+y?+1) = 2(Ax+ uy—v)
22X 2uy 2v
X +y +1= + —~
(p=v) (p=v) (p-v)
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Ocupando el hecho A%+ p® +v® =1 se transforma en

75007555

De aqui se ve gque cuando (p—v)—)O, el centro y el radio del circulo tienden

ambos al infinito ( p no puede tender a 1) y el circulo se convierte en una recta.
Conviene imaginar las rectas como circulos de radio infinito, ya asi, tomando en
cuenta esta observacion, se tiene la afirmacién general: la proyeccion
estereogréfica manda circulos en la esfera sobre circulos del plano.

Ahora ya estamos en posicion de demostrar el siguiente teorema
Teorema 1.8:

Los angulos se preservan bajo la proyeccion estereografica.
Demostracion

Las curvas C, y C, en la esfera se intersecan en el punto P en un angulo « .

Esta afirmacion supone tacitamente que las curvas tienen tangentes en su punto de
interseccion y que « es el angulo formado por estas tangentes. Sean C,'y C, ",

respectivamente, las imagenes en el plano de C, y C, bajo la transformacion

estereografica, y sea o' el angulo que hay entre estas curvas imagenes en su
punto de interseccion P', la imagen de P ver la figura 4.3. Ahora bien, los
angulos o y o 'estan determinados Unicamente por las tangentes en el punto de
interseccion de las curvas en cuestion. Ademas, es intuitivamente claro que
curvas tangentes una con otra se proyectan sobre curvas tangentes una con otra.
De manera, que podemos reemplazar cualquiera de nuestras curvas C, y C,por
cualquier otra curva (por ejemplo, un circulo) que pase por su punto de
interseccion Py tenga la misma tangente en este punto P. En particular
remplazamos cada curva por un circulo que pase el polo norte. Esta es una
eleccion natural; de hecho, las tangentesa C,' y C,' en su punto de interseccion
P'(que forman un angulo «') son precisamente las imagenes estereograficas
respectivas de los dos circulos elegidos.

Ahora bien los dos circulos que pasan por N se interesan formando el mismo
angulo «a , tanto en el punto P como en el punto N, en virtud de la simetria de
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la esfera. Entonces el plano tangente a la esfera en el polo norte N es,
evidentemente, paralelo al plano ecuatorial z. Obsérvese, que estos planos
paralelos se intersecan en lineas rectas paralelas con un tercer plano no paralelo.
El plano de un circulo que pasa por el polo norte N es un tercer plano de esta
clase. Por consiguiente, los lados del angulo o con vértice en N son paralelos a
los lados del angulo «'con vértice en la interseccion P' de C,' y C,'. Esto

demuestra que « =« '; los angulos se preservan.
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UNIDAD Il. PROPIEDADES DE LAS TRANSFORMACIONES
DE MOBIUS.

En la Unidad Il se estudiaran las principales propiedades de las transformaciones
de Madbius, entre estas que las transformaciones de Mobius son transformaciones
conformes y que dejan invariante la razén cruzada, asi como también una
propiedad que es muy importante para su clasificacion; toda transformacién de
Mobius no degenerada tiene a lo sumo dos puntos fijos, a menos que sea la
identidad.

Una transformacion de Moébius es un mapeo de la forma

W=T(z)= az+b
cz+d

(2.1)

donde a,b,c,d son constantes complejas no todas nulas y con la restriccion que

A=ad-bc=0.

Al nimero A le llamaremos determinante de la de la transformacion.
Cuando ¢ # 0, la ecuacién (2.1) admite la expresion

az+b

cz+d
_c(az+b)
- c(cz+d)
_acz+ad +bc—ad
~ c(cz+d)
_a(cz+d)+(bc-ad)
- c(cz+d)

T(z)=%+[bc_adj( L j (2.2)

c cz+d
Siel A=ad-bc=0

T(2)=
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Supongamos primero que ¢ = 0 entonces T (z) se degenera a una aplicacion
constante como se puede verificar facilmente en la expresion (2.2), entonces

T@)=2.
C

Ahorasi ¢ =0de laexpresion ad —bc=0 implicaque a=0 6 d =0 es decir
T(2) =g 0 T(z) = respectivamente, lo cual nuevamente es una aplicacion

constante. Todos estos casos carecen de significado especial para nuestro interés
por lo que estudiaremos transformaciones de Mdbius no degeneradas es decir,

talesque A=ad —bc#0.

La ecuacion (2.1) revela que, cuando ¢ = 0, una transformacion de Mobius es una
composicién de varias aplicaciones, traslaciones (t,), inversiones (1),

homotecias (H ):

t,:C—>C
z—>z+9 c,deC
c
t,:C—>C
a
71>7+—
c
1:C—>C
y A -
z
H:C—>C
ad —bc
za—gz a,b,c,d eC.

CZ

La composicion que debe realizarse para llegar a la transformacion de Mdébius es:

(t,oHol otal):taz(H (I (z +%Dj
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2

z+9 ¢ z+9
C C

B (ad—bc) 1 |, 2

- : had

¢ z+9 ¢

C
bc —ad a

bc—ad +c(z+ija

cz(z+dj
C

_bc—ad +acz+ad
B c?z +cd
_c(b+az)

- c(cz+d)
_az+b

cz+d

Notemos que al despejar z de (2.1), se llega a:

az+b
W=
cz+d
(cz+d)w=az+b
—dw+b
=
cw-—a

ad—-bc=0 (2.3)

Con esto se tiene que, cuando un punto w dado es imagen de algin punto z bajo
la transformacion (2.1), el punto z se recupera mediante la ecuacion (2.3).
Sic=0,demodoque ay d sonambos no nulos, cada punto del plano w es
obviamente imagen de un punto, y solo uno, del plano z. Lo mismo es cierto si

- 46 -



a : .
c# 0, excepto cuandow =—, pues el denominador de la ecuacion (2.3) se anula.
C

Sin embargo se puede ampliar el dominio de la transformacion (2.1) con el fin de
definir una transformacion de Mdébius sobre el plano z extendido de manera tal

a .
que el punto w=—sea la imagen de z=oocuando c=0.
C

Para que T sea continua sobre el plano z extendido debe la ecuacion (2.1)
cumplir con

T(0)=w sic=0,

En efecto

T(0) =

o |l

y T(—%):oo sic=0

—+

En efecto

T (oo) =1imT (z)

71—

. az+b
=lim

2>= CZ +d
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c-C
=00

Yaque ad —bc=0 .

Cuando ese dominio de definicion se amplia de este modo, la transformacion (2.1)
es una aplicacién uno a uno del plano z extendido al plano w extendido. Es decir
T(z,)=T(z,) siempre que z, =z,, Yy para cada punto z talque w=T(z). Por lo
tanto, asociada con la transformacion T existe una transformacion inversa T "que
se define sobre el plano extendido w como

T'W=zT@)=w

De la ecuacion (2.3), se tiene
cw-a
Es claro que T "es ella misma una transformacion de Mébius, con
T (w)=w Si c=0,
a d ..
T'() =0 y THw)=— Si c=0.

C C

Por los resultados anteriores queda demostrado el siguiente teorema.

ad —bc#0

Teorema 2.1
Toda transformacion de Mobius no degenerada es una transformacion biyectiva.

Se determinara cuando una transformacion de Mobius es su propia inversa.
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Es decir, debe cumplir que T (T *(w))=T *(T(2)) =z

az+b —dz+b
cz+d cz-a

T2)=T'(2)e

Si z=0,
b__b =d=-a
d a
Asi, T(2) = 2HP _ra(yy_—82=b
cz+d —Cz+a

Sib#0, yc=0, existen dos casos:

az-b

T(2)= =T(2)= b<0
d —-a
T(Z):az+b:T,1(z):—dz+b b<0
d —-a
Mientras que si b =0, también existen dos casos:
az 3 —dz
T(2)= =T7(2)= c+0
cz+d cz—a
T@)=2-T)="2-Z ¢
d -a a

2.1 Puntos fijos

Definicion 2.1

Un punto fijo dada una transformacién cualquiera F, es tal que F(p)=p. Con
esta definicion aplicada a transformaciones de Mobius se puede ver facilmente
que:
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Teorema 2.2

Toda transformacion de Mobius diferente de la identidad tiene a lo mas dos
puntos fijos, a
menos que sea la identidad.

Demostracion.
Sea z un punto fijo, esto implica que:

az+b _,
cz+d
az+b
=7
cz+d
< cz’+(d-a)z-b=0 (2.4)

T(2)=

Esto es una cuadratica por lo tanto siempre que ¢ =0 tiene a lo sumo dos raices.
Si ¢=0 entonces la ecuacién (2.4) se convierte en la ecuacion lineal
(d—a)z—b=0 la cual tiene solucion dnicasi d —a=0.

Viendo este ultimo caso, c=0 y d —a=0, para que se cumpla (2.4) b=0, y la

. . az . . e
transformacion quedaria T(z)=—=12z, que es la identidad, que tiene infinitos
a

puntos fijos. Por lo tanto una transformacion de Mdobius tiene a lo sumo dos
puntos fijos, a menos que sea la identidad.

2.2 Razon Cruzada

Definicién 2.2:

Dados z,,z,,z, y z, cuatro puntos distintos del plano complejo extendido. Se
define su razon cruzada por:

Z,—1 Z,—1Z

1~ %2 4 43
(21,22,23,24)—(2 . j(z Zj

! 4 £2
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En la definicién anterior, si alguno de los puntos es el oo, la fraccion que lo
contiene se define por 1. Si en particular, se cuenta con el hecho de que z, =,

L Z,—1 . .
esto implica que (gj tiende a 1 cuando z, tiende a .
2,1,
Teorema 2.3:

Sea 7,,2,,z, y z, puntos distintos y sea (z,,2,,;,z,)=A entonces los valores
dados al permutar los puntos son los siguientes:

( )=( )=( )=( )
( )=( )=( )=( )
(2,24325,2,) = (24025 2,,23) = (25, 2,, 20,2, ) = (25, 235 24, 2, ) =1- 2
( )=(25232,,2,) = (2, 2532, 3,) = )
(20255240 23) = (2512325, 2, ) = (24, 25,20, 2, ) = (23, 245 2,0 2, ) =
(20243250 24) = (2412325, 2, ) = (2,1 25,20, 2, ) = (23, 255 24, 2, ) =

Demostracion

_ 2,-2, \[ 2,— 2,
A=(2,2,2512, (z—z j(z -
3 4 2

RG

_ ( (Zz B 21))(_(23 —Z ))
(_(23 - 21))(_(22 - 24))

=(

—4 j[ Z; -1, j

-7, )\ ;-1
2,232, Z5)

De forma similar se verifica que la razon cruzada permanece constante cuando

intercambiamos z, con z,, z,con z,; z,con z, y z,con z,.

z
z
2
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. 1
De forma similar se prueba que (22,24;21,23)=(z4,zz;zg,zl)=1

Para el siguiente caso tenemos que

1-1=1-(2,2,,25,2,)

=1— 4L—7 || Za— 12
2,2, \ 2, -1,
_(z-2)(% -3,)-[(z-2,)(z-1)]
(21_23)(24 _Zz)
2,2, — 1,2, — 132, + 2,2, — [ 2,2, — 1,2, — 2,7, + 7,7, |

(21_23)(24_22)

_SLL, - L7, + 142+ 2,7,

(21_23)(24_22)
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(21_24)(23_22)
(21_23)(24_22)

=(2,,24;2,,2,)

Con un calculo similar se verifica que
(24,225, 24) = (24, 2,321, 2, ) = (2,, 25,2, 2, ) =1- A

En los casos siguientes solo se verificara una de las igualdades las restantes son
triviales.

(z,-2,) (2, -2,
A _ (21_23) (24_22
A-1 (z,-2,)(z,-2
(z,-2,)(z, -2,
(
(
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_ (21_24)(22_23)
(21—22)(24—23)
=(2,,24;2,, 2,)

Teorema 2.4

Sea a y k una constantes reales entonces
1.(2,2,:23,2,)=(z,—a,2,-a;2;—-a,2,-a)
2.(2,,2,,25,2,) = (kz,, kz,, kz;, kz,)

Demostracion

(2,2,.25,2,) = (kz,,kz,, k5, kz,)

D R (e (e
i)

=(2,,2,,24,2,)
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Teorema 2.4:

Toda transformacion de Mdbius se puede expresar como la razén cruzada de una
variable z y tres puntos dados.

Demostracion
En efecto dado tres puntos z,,z,,z, € C" diferentes, una transformacion de

Mbbius que a una tripla ordenada {z,,z,,z,}la transforme en la tripla

2-2, \ 2,2,
Denotaremos a S por S(z)=(z,2,,2;,2,), diremos que S esta determinada por

{2,,2,,2,}.
Notemos que si:

ordenada{0,1, o0} es:

z-12, \[ z,-1 az+b
S(z) = 2 4~ %3 |
z-2, \z,-2,) cz+d
22,-12,-2,2,+2,Z; _az+b
22,-12,-12,2,+12,2, Cz+d

2(2,-24)+2,(2,—2,) _az+b
2(z,—2,)+2,)(z,—12,) cz+d

a= (24 _23)
b= Z, (23 - 24)
c=12(z,-1,)
d=12,(z,-2,)

Luego, toda transformacion de Mobius se puede expresar de la forma
S(z)=(2,2,,2;,2,) . Ademas, su representacion es Unica.
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Teorema 2.5:

Sean z,,2,,2, C distintos y w,,w,,w, e C también distintos. Existe una nica
transformacion T de Mdbius, tal que T(z)=w, parai=2,3, 4.

Demostracion.

Primero supongamos que z, =o, z,=0 z,=1. Busquemos una transformacion

de Mobius

w(z) = az+b, ac—bc=0
cz+d

Que cumpla con las condiciones del enunciado.
Debe cumplir:
a a+b
w =w,=—, W(0)=w,=—, w(l)=w,=— 1
() =w, = w(0)=w, O=w=—q O

Entendiéndose que algunw, =00, si y solo si se anula el denominador
correspondiente.

Primera parte

Primer caso
W, =00 W, #00 W, # 00
Entonces las igualdades (1) son equivalentes a:
c=0, d#0, b=dw,, a=d(w,—-w,)

Esto determina una y solo una transformacion de Mobius, cualquiera que sea el
valor complejo de d = 0 que se elija, pues

W=EZ+E=(W —W,)Z+W
d d 3 2 2
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Segundo caso
W, 00 W, =00 W, # 00
Entonces las igualdades (1) son equivalentes a:
d=0, c=#0, a=cw, b=c(w,—w,)

Esto determina una y solo una transformacion de Mobius, cualquiera que sea el
valor complejo de c = 0que se elija, pues

_ (ij”(g I +(w;—w,)

Tercer caso

W, #00 W, #00 W, =00
Entonces las igualdades (1) son equivalentes a:

c#0, a=cw,, d=-c, b=-cw,
Esto determina una y solo una transformacion de Mdbius, cualquiera que sea el
valor complejo de c¢ = 0que se elija, pues

(L e) i

W= =

(dj z-1
7+ —
c

Cuarto caso
W1¢OO W2 #* 00 W3¢OO
Entonces las igualdades (1) son equivalentes a:

W, — W
c#0, a=cw, d=-c—=—=, b=c
W, — W, W, — W,

Esto determina una y solo una transformacion de Mobius, cualquiera que sea el
valor complejo de c¢ = 0que se elija, pues
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Biad

C c) Wi (W, —W,)Z+W,(W,—w,)

ZJ{dj (W —w)Z+ (W — W)
C

W=

Hemos probado que cualesquiera que sean w,,W,,w, € C distintos entre si, existe
una Unica transformacion de Mobius talque

w(o) =w,, w(0)=w, w(l)=w,

Segunda parte: ahora probemos el caso general enunciado en el teorema.

Dados z,,7,,z, e Cdistintos entre si por lo demostrado anteriormente, existe una
Unica transformacion de Mobius f talque

f(o)=2, f(0)=2z, f(1) =2z

Consideremos la inversa de f . Es la Unica transformacién de Mobius que lleva
Z,,Z, Y z, respectivamente a «,0 y 1.

Por otro lado, dados w,,w,,w, € C distintos entre si, segin lo demostrado antes,
existe una unica transformacion de Mobius g talque

g(@)=w, g(0)=w, g =w; (2)
Luego la transformacién compuesta

h=gof™

(Que es una transformacién de Mdbius por ser composicion de transformaciones
de Mobius), lleva z,z,,z, a w,w,,w,respectivamente, con esto probamos la

existencia ahora probemos la unicidad de h, si h es una transformacion de
Mobius que lleva z,,z,,z, a w,, w,, w, respectivamente, entonces consideremos la
transformacion compuesta g, =h,of donde f es la transformacion que lleva
©,0y1la w,w,,w, respectivamente pero por lo visto en la primera parte esta

- 58 -



transformacion es Unica.
Luego g, =g, donde g es la construida en (2) entonces g =h,of de donde se

deduce que h =gof™. Por lo tanto h coincide con la transformacion
h=go f *construida antes, probando asf la unicidad.

Se presentara la siguiente proposicion, Gtil para el estudio geométrico de las
transformaciones de Mobius.

Proposicion 2.1:

Sea C la circunferencia determinada por tres puntos distintos z,,z,,z, de
Centonces, ze C siysolosi (z,2,,2,,2,) R, .

Demostracion
La ecuacion general de una circunferencia en C es
A7z +Bz+Cz+D=0 ADeR; B=C; AD-BC<O.

az+b .. .
Sea T (z) =——— definida por Tz =(z,2,,7,,
(2) g definida por Tz (2,2,,25,2,)

La condicion Tz e R significaque z=2, y Tz=Tz
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A=(ac-ac) D=(bd-bd)
B=(ad-bc) C=(bc-ad)
—~ADecR B=C vy
AD -BC =—[(aé—ac)(bd_—ﬁd)—(a&—ﬁc)(bﬁ—ﬁd)}
= —[|ad|2 +|be|* - adﬁc—adbc}
=—|ad —bc|" <0

Por lo tanto T (z) € R« z satisface (*) que significa que z esta en una recta

El siguiente lema sera la herramienta mas usada a lo largo de este trabajo.
Lemal:

Dados tres puntos distintos z,,z,,z, € C* y T una transformacion de Mdbius, se

tiene:
(z, Zy,13, 24) =(T (Z)aT(Zz)’T(Zs)’T(Z4))

para cualquier ze C".

Demostracion.

Sea
S(2)=(z,2,,25,2,)
Si
M(2)=(ST)(2)
Entonces
M(T(z,))=0
M (T (23)) =1
M (T (z,)) =

Ahora para cualquier we C se tiene que
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SoT™(T(z2))=SoT(w)=(W,T(z,).T(z)T(z,).
Por lo tanto

(2.2,,2,2,) =S (2) =S (T (T (z))) =(T(2),T(2,),T(z,).T(z,)

En geometria, tres puntos no colineales determinan un circulo. Si los puntos son
colineales determinan una recta que pasa por el infinito, las cuales consideraremos
como circulos.

Por lo tanto tres puntos para nosotros determinaran siempre un circulo.

Teorema 2.6.

Toda transformacion de Mobius envia circulos en circulos.

Demostracion

Sean I un circulo en C* determinado por los puntos Z,,2,,2, € C*, Tuna
transformacion de Mdobius.

T(z)=w, para i=2,3,4y I'" el circuloen C" determinado por w,,w,,w,.
Queremos ver que T(I') =T"

Si ze C", entonces, por el lema 1 tenemos:

(z,2,,25,2,) =(T(2),T(2,),T(2,),T(z,)) =(T(2), w,, w,, w,)

Ademés, si zeT", entonces (z,z,,2,,2,) € R (proposicion 2.2), luego
(T(2),w,,w,,w,) también es un nimero real, esto quiere decir que T(I')=T

Teorema 2.7:

Las transformaciones de Mébius no degeneradas forman un grupo bajo la
composicion de aplicaciones.
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Demostracion
Verifiguemos que efectivamente cumple las condiciones de grupo.
Cerradura:

Supongamos que T,(z) = az+b T,(z )— aztb
cz+d

Mo0bius no degeneradas con determinantes Al = (ad —bc) 0y

- son dos transformaciones de

A, =(a'd'-b'c") =0 respectivamente.

Entonces
T'=T, 0T,

(az+bj
+b'
cz+d

EE
)
)

_(aa'+b C (a'b+b'd)
~ (ac'+cd (bc'+dd ")

Z+
Z+

Es decir, T 'es otra transformacion de Mdbius ademas se verifica que su
determinante A =0.

En efecto
A=(aa+b'c)(bc'+dd")-(a'b+b'd)(ac'+cd")
=(a'd'-b'c")(ad —bc)
=A,A
#0

Por lo que T ' es no degenerada.
Asociativa:

La composicion de funciones cumple la ley asociativa siempre que las
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aplicaciones sean biyecctivas y por el teorema 2.1 sabemos que las
transformaciones de Mobius son biyecctivas.

Elemento inverso.

En la demostracion del teorema 2.1 se encontré la aplicacion inversa

Z= —dw+b ad —bc # 0 de una transformacion de Mébius no degenerada y se
cw-a

observo que era otra transformacion de Mobius no degenerada.

Elemento identidad:

La transformacion identidad T (z) =z también es una transformacion de Mobius

no
degenerada.

Por lo que las transformaciones Mdobius tienen estructura de grupo.
2.3 Simetria

Definiciéon 2.3:

Dado I" uncirculoen C" y z,,2,,2, puntos que determinan a I, decimos que
z,2'e C" son simétricos respecto de I' si:

(z',2,,25,2,) =(2,2,, 25, 2,) (2.1

Si I es el circulo que pasa por z, =, (es decir una recta), la ecuacion (2.1) se
convierte en:

La cual implica que |z'-z,| = |z —z,| y puesto que z, es cualquier punto sobre T,
se tiene que zy z' equidistan de cada punto de T.

Por otra parte la expresion también implica que:
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Estoessi z¢ I, entonces zy z'estan en lados opuestos en relaciona I', y el
segmento [z,z'] es perpendiculara T".

Ahora supongamos que ' = {z z-a|= R} ,con 0<R <.
Sean z,,z,,z, puntos diferentesen I".
Sabemos que dada cualquier transformacién de Mobius T, se tiene que:

(z, Zy,13, 24) =(T (Z)aT(Zz)’T(Zs)’T(Z4))

Aplicando el teorema con las transformaciones
2

T.(z)=z-a, T,(2) =R7 y T,(z)=z+a alaecuacion ( 2.1), tenemos

(z'2,,25,2,)=(2,2,,25,2,)

=(z-a,z,—a,z,—a,z,—a)

=(z-a,z,-a,z,—-a,z,—a)
— R’ R® R®
:(Z_a‘l L] L] )
z,-a z;,—a z,—a

RZ
=\——,2,—a,Z,—a,Z,—a
7-3 2 3 4

RZ
=la+——,2,,2,,1Z
7-73 2143154

. R? R?
' =a+ —a+
Z-a |z—a|

De donde

(z-a)
Esto, es z"esta sobre el rayo dirigido de a hacia z .

Ademas, también se tiene que |z —a”z* —a‘ — R’
Esto nos dice que si z estaen el interior de I',z" esta ubicado como se ilustra en
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la figura siguiente.

Teorema 2.9 : (Principio de simetria):

Sea T una transformacion de Mobius que envia el circulo T, sobre el circulo T',. Si
dos puntos son simétricos con respecto aI’,, entonces sus imagenes bajo T son
puntos simetricos respecto a T’ .

Demostracion

Sea z,,2,,2,€ C" yz' el simétrico de z con respecto a T,

(I'(z '),T(Zz),T(ZS),T(Z4)) = (Z E Zy, 23, Z4)
:(2122123124)

= (T(2),T(z,),T(2,).T(z,))

Este principio es independiente de la escogencia de los puntos z,,z,,2,:

En efecto, se I"un circulo determinado por los puntos z,,z,,z, Si W,,W,, W, son
otros tres puntos diferentesen I".

Supongamos que zy z' son simétricos respecto a I, tomando como referencia
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los puntos z,,z,,2, .
(z',2,,25,2,)=(2,2,,25,2,)
Sea T la Unica transformacion de Mdébius talque T(z) =w,, para i =2,3,4. Por el

principio de simetria sabemos que si z'y z'son simétricos respecto a I"las
imagenes de zy z'bajo cualquier transformacion de Mobius son simétricas
respecto de la imagen de T.

Entonces

(Z*’WZ’WS’W4) :(T71122123124)

=(z,W,, W,,W,)

Luego z y z'son simétricos respecto a I'tomando como referencia los puntos
W,, W,, W, , COMO queriamos probar.

2.4 Orientacion

Definicion 2.4:

sea I uncirculo en C".una orientacién para I"es una tripla ordenada
(z,,2;,2,)de puntos de I
SeaI'=R, z,,2,,z, trespuntosen I', T(z)=(z,2,,2;,2,),

T(2) = az+b
cz+d
Como R=T(R,), a,b,c y dy se pueden escoger reales
Puesto que:
T(2)=% +b _ ac|z|2 +adz +bcz +bd
cz+d |cz+d|2
Entonces

Im(adz) + Im(bcz) _ (ad —bc)

= Imz
lcz+d| lcz+d|

ImT (2) = Im(2,2,,2,,2,) =

Luego, el conjunto {z :Im(z,z,,25,2,) > 0} es el semiplano superior si
ad —bc > 00 el semiplano inferior si ad —bc < 0.
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Sea ahora I" un circulo arbitrario en C* determinado por z,,z,,2, .
Para cualquier transformacion de Mobius T, se tiene que

{z:1m(z,2,,25,2,) >0} = {z: Im(T(2),T(2,),T(2,),T (z,)) > 0}
={z:1m(z,T(z,).T(z,),T(z,)) >0}

En particular, si T se escoge de tal forma que T(I') =R", entonces
{z:1m(z,2,,2,,2,) > 0} es igual a la imagen inversa de T del semiplano superior o
inferior.

Esto sugiere la siguiente definicion:

Definicion 2.5:

Sea (z,,2;,2,) una orientacion para I", definimos el lado derecho de I' como el
conjunto {z:1m(z,z,,z,,2,) >0} y analogamente definimos el lado izquierdo de
I como el conjunto {z:1m(z,z,,2;,2,) <0} .

Teorema 2.10 (principio de orientacion)

Sea I', y I, dos circulos en C*, (z,,2,,2,) una orientacién para I',. T una
transformacion de Mobius talque T(I',) =T, .

Entonces T envia el lado derecho de T, sobre el lado derecho de T", con
respecto a la orientacion.

En caso particular
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Mapeos conformes.

Definiciéon 2.6:

Un mapeo f:A— B esllamado conforme siparatoda z, € A, f rota a
vectores tangentes a curvas a través de z,, un angulo especifico 6 y los alarga un

factor definido r.
Se utilizara el siguiente teorema para probar que las transformaciones de Mobius
son conformes.

Teorema 2.10.

Sea f:A— B analiticay f’(z,)#0 paratoda z, € A. Entonces f es conforme.

Demostracion

Consideremos una funcion f analitica en unaregion AcC,z, €Ay

71:[a1’b1]_>A
V2 :[a,.0,] > A

Curvas suaves contenidas en A tales que y, (t,) =7, (t,) =2, , donde »,(t,) =0,
7,z(tz)¢0 7,1(t1)¢7,2(t2) f'(ZO);tO,

Sean F, = f oy, F, = foy,,entonces
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Ademas, tenemos que

ArgF(t,) = Arg(f'(z5) .7, (1)) = Arg(f'(z,)) + Arg (3, (t,))-....(1)
Arng,(tz) = Arg( f,( Z, )) + Arg (7/2,(t2 )) — Arg(f ( Z, )) + Arg (71(t1)) '

Restando (1) y (2) tenemos:

ArgF; (t;) - ArgR, (t,) = Arg(f'(z,)) + Arg(, (t, )) - Arg (f'(2, )) - Arg (7 (1)
= Arg (72l(t2 )) - Arg (yll(tl )) '

Es decir, el angulo entre y, y 7, en z,, esigual al &ngulo entre foy, y foy, en
elpunto f(z,)=w,.

Entonces hemos demostrado que si f es analitica z, preserva angulos en cada
puntoz, donde f’(z,)#0, luego f esconforme.

Con este teorema se puede verificar analiticamente que tanto

Teorema 2.5
az+b

cz+d
Ya que T cumple con las condiciones del teorema primero es continua y
ad —bc

#0

(cz+d)’

es conforme.

El mapeo T definido por la ecuacién T (z) =

diferenciable y su derivadaes T '(z) =

-69 -



La conformidad de las transformaciones de Mobius también es deducible del
hecho que tanto traslaciones, rotaciones, dilataciones e inversion compleja son
conformes.

Veamos un ejemplo de como las transformadas de Mébius por ser conformes
preservan la orientacion del plano.

T(2) = —-iz+1

yA|

Esta transformacién de Mobius cumple con

T(-)=-1
T(-i)=0
T (i) =0

Luego lleva la circunferencia que pasa por —1, por—i y pori, a la recta que pasa
por —1, por Oy por oo.

Transforma entonces la circunferencia x*+y?=1 en la recta y=0. A la region
R encerrada por la circunferencia R:x*+y® <1, la transforma en alguno de los
semiplanos, bien y >0 o bien y <0, limitados por larecta y=0.

Para determinar cual de los dos semiplanos es el correspondiente de R,
orientamos la circunferencia borde de R de algiin modo por ejemplo recorriendo
en este orden los tres puntos dados -1,—i,i(quedo orientado en sentido

antihorario) la circunferencia asi orientada dejo a la region Ra la izquierda.
Entonces recorriendo los puntos imagenes en ese mismo orden —1,0,00 a la region

imagen T (R) también a la izquierda, luego T (R) ={y >0}

2.5 Transformaciones de Mdbius con Matrices.

Como ya se estuvo estudiando sobre las propiedades de las transformaciones de
Madbius. Estos resultados tienen una conexién con las matrices en algebra lineal.

VVemos que por asociatividad con cada transformacion de Mobius T (z) le
corresponde una matriz de 2x2 y la denotaremos por:
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(s}

Donde a,b,c,d son las constantes complejas de la transformacion.
Debido a que los coeficientes de la transformacién de Mdébius no son Gnicos. Si
k = 0 es cualquier constante, entonces la matriz k[T] corresponde a la misma

transformacién de Mobius que [T].

Sin embargo si [T | es normalizada por la imposicién ad —bc =1entonces hay

exactamente dos posibles matrices asociadas con una transformacion de Mdébius
dada. Si una de ellas la llamamos [T ] la otraseria —[T ]; en otras palabras, la

matriz es determinada Unicamente por el signo.

Es importante mencionar que existe la posibilidad de confundirse ya que estamos
acostumbrados en algebra lineal a pensar que una matriz de nameros reales de

orden 2x2 es una representacion de una transformacion lineal de R>.
Por ejemplo

. (0 .,
La matriz (1 0 j representa una rotacion del plano pasando por % esto es

cuando aplicamos un vector (x, y) e R? entonces obtenemos

HE DR

o _(a b -
En contraste rigido, la matriz ( d} que corresponde a una transformacion de
C

Mdbius tiene generalmente nimeros complejos como sus entradas, y asi que no

puede ser interpretada como una transformacion lineal en R?. Incluso si las
entradas son reales, tampoco debe ser interpretada como una transformacion

. . (0 -
lineal de R*. Por ejemplo, la matrlz(1 0 j corresponde a la transformacion de

s 1 o
MobiusT (z) =—=, la cual no es una transformacion lineal en C. Por lo que es
z

importante llevar mente esta diferencia.
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A pesar de esto , tenemos los paralelos siguientes entre el comportamiento de las
transformaciones de Mobius y las matrices que las representan:

1. La identidad en las transformaciones de Mobius &(z) =z corresponde a la
familia de matrices identidades
10
[]=
0 1

-, I . a b . :
2. Latransformacion de MobiusT (z) con matriz [T ] =( d} posee inversa si
c

y solo si la matriz asociada posee inversa.
[T] Es no singular si'y solo si det[T]=ad —bc =0

3. La matriz inversa de una transformacion de Mdébius [Tﬂ corresponde a la

inversa de la matriz asociada a T, es decir [T’l} =T ]71

En efecto

_ d -b
Sea T(w) = dW+b<—)( j
cw—-—a —-C a

a b)d -b) (ad-bc -ab+ab

(c d}[—c aJ_[cd—dc —cb+daJ
_(ad-bc 0
_[ 0 —cb+daj
(10
o4

. ) L. d -b
Entonces la matriz asociada a T *es la matriz inversa (
-C a

4. La composicion de transformaciones de Mdbius corresponde a la
multiplicacion de matrices.

En efecto sean T, y T, dos transformaciones de Mobius talque
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T.(2)= az+b<_)(a b}

cz+d c d
a'z+b' a' b’
T,(2) = >
(2) c'z+d' [c' d'j

(ToT) () =T 222
a'z+b'
(c 'z+d' j
a'z+b'
(c 'z+d' j
aa'z+ab'+b(c'z+d")
B (c'z+d")
ca'z+ch'+d(c'z+d")
(c'z+d")
_aa'z+ab'+b(c'z+d’)
Cca'z+ch'+d(c'z+d")

B (aa'+bc')z+ab'+bd"’
~ (ca'+dc')z+ch'+dd"

Cuya matriz asociada es

aa'+bc' ab'+bd’
ca'+dc' cb'+dd'

Haciendo el producto de las matrices asociadas a cada transformacion obtenemos

que:
a byfa' b’ B aa'+bc' ab'+bd’
¢ d/lc' d') |ca+dc' cb'+dd’

Por lo que [T,][T,] =[T,°T,]
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Coordenadas homogéneas

Este sistema de coordenadas lo que hace es completar el plano complejo.

Sea z =x+1y en términos de dos niameros reales, como la razon de dos nimeros

. z
complejos z, y z,z=—
ZZ

El par ordenado de nimeros complejos [z,z,] son llamadas coordenadas
homogéneas de z con [z,z,]#[0,0]. A cada par ordenado [z,,z,#0] le

. z
corresponde precisamente un punto z=-1, y a cada punto z le corresponde un
ZZ

conjunto de coordenadas homogéneas [kz,,kz,]=k[z,z,] donde k un nimero
complejo arbitrario es arbitrario k #0.

Ahora bien, ¢que pasa si tenemos un par de la forma [z,,0]? Es claro que [z,0]

es identificado con el punto al infinito. Todos los pares [z,z,] proveen las
coordenadas para extender el plano complejo.

Se usa el simbolo R? para denotar el conjunto de pares (x, y)de nimeros reales y
el simbolo C?* para denotar el conjunto de pares [zl, zz] de nimeros complejos.

Una transformacion lineal de R*es representada por una matriz real 2x2 y una
transformacion lineal de C* es representada por una matriz compleja 2x2.

Z, m, a bz az, +bz,
> = =
Z, m, c djz cz, +dz,
Como [z,,z,] y [m,,m,] son coordenadas homogéneas en C* de z =[ij en C
ZZ

m . .y
y w= (—1j es la imagen, entonces es una transformacion de C?
2
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z
a(1j+b
Z, m _az+bz,  \z _az+b

=2 osw=—= . = 5
z m, cz,+0dz z CZ+
2 2 1 2 C( j_i_d

g

N

2
que es la forma de la transformacién de Mobius.

Hemos explicado asi porqué las transformaciones de Mobius en C se comportan
tanto como transformaciones lineales, estas son transformaciones lineales, solo si

acttian en las coordenadas homogéneos en C?.

Valores vy vectores propios.

La representacion de las transformaciones de Mdbius como matrices provee un
elegante método de hacer los célculos préacticos y concretos. Sin embargo la teoria
de las transformaciones de Mdobius tiene un rango mayor que las ideas técnicas
que se usan en algebra lineal.

Definicion 2.5
Un vector propio de una transformacion de Mobius con matriz asociada

a b Z ., .
[T]= ] es un vector z= cuya direccion es inalterable por la
c Z,

transformacion, en el sentido la imagen es un simple multiplo A, del original; este
maltiplo es llamado valor propio del vector propio.

En otras palabras, un vector propio satisface la ecuacion.

a bz z
1 — A 1
c djgz Z,
Los puntos fijos de una transformacién de Mobius coinciden con los vectores
propios.
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Z

Segun la definicion anterior si z{ } €S un vector propio entonces es
z

2

mapeado a T(z)= (%} porlo que T(z)= (%} =z
z z

2 2

Z

z

z :Ll} es un vector propio de T(z) siy solo si z {
2

7]

Note gue un beneficio inmediato de esto es aprovechar que no son reales distintos
entre un punto fijo finito y un punto fijo infinito que corresponde a los vectores

} es un punto fijo de

Z,

propios de la forma{ﬂ

b a
Si o es un punto fijo entonces 4 a_|® al_| %
0 c dj|o cz,

Si la matriz [T] asociada ala transformacion de Mébius T (z) entonces la matriz
k[T] se obtiene multiplicando todos sus valores por k, los valores propios de la
matriz son independientes de k, si z es un vector propio de [T] (con valor propio
A) entonces es un vector propio de k[M ] de valor propio kA

{(k[M]}z=ka,

Este valor solo depende del k arbitrario, este valor propio no puede tener una
representacion geométrica natural del mapeo T(z), si [T] es normalizada

entonces los valores propios se encuentran de la siguiente forma:

Ecuacién caracteristica de una transformacién de Mobius normalizada

Los valores propios de [T] son las soluciones caracteristicas de la ecuacion
det{[T]-A[e]} =0, donde [£] es la matriz identidad.
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det{[T]-A[e]} =0
{2 SHG Sl )

=(a-24)(d-2)—cb
—ad—-atl-di+A1%—cb
— 2% 2(a+d)+1 )

La expresion (1) es llamada ecuacién caracteristica .

Encontremos los valores propios de una transformacion de Mobius normalizada a
partir de la ecuacidn caracteristica.

Esta ecuacion tiene dos valores propios A, y 4,, ellos son determinados por el
valor de (a+d) por la cuadratica obtenemos inmediatamente

A —(a+d)2+1=(A-2)(A-1,)
A —(@+d)A+1=2% —(A,+4)+ Ak,
> A4 =1 (X, +4)=(a+d)

A, =% —>(A+%}=(a+d)

Y por la cuadrética se obtiene
A —(a+d)A+1=0

A, :%[(a+d)i (a+d)2—4}
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UNIDAD I11: CLASIFICACION DE LAS TRANSFORMACIONES DE
MOBIUS

En la unidad 111 se clasificaran las Transformaciones de Mobius segun sus puntos
fijos, ilustrando el comportamiento analitico y geométrico de cada clase
resultante: parabolicas, hiperbdlicas, loxodrémicas y elipticas, asi mismo se
presentara una clasificacion por la traza de la matriz que determina la
transformacion de Mobius

En la unidad Il se analizo cuando una transformacién de Mobius tiene el
determinante ad —bc =0 en este caso se degenera a una aplicacion constante.

Para otros valores ad —bc=k =0, la transformacién

ff
N

tiene la misma regla de correspondencia que la transformacion original, sin
embargo,

NSRRI

De este hecho se sigue que todas las transformaciones de Mdobius que pueden

b
definir por matrices de la forma (: d}’ ad —bc=1

De ahora en adelante denotaremos a este grupo de marices PSL(Z,(C) si los

coeficientes de la transformacién a,b,c,d son complejos y PSL(2,R) si los
coeficientes son todos reales.

Clasificacion de las transformaciones de Mobius segin sus puntos fijos

Para empezar retomaremos el concepto de puntos fijos, tan importantes en la
clasificacion de las transformadas de Mobius.

A continuacién describimos los puntos fijos de una transformada de Mobius en
general de forma explicita.
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(a—-d)+ (a+d)2+4bc
2C

a,a, =

Ahora que pasa si M(z) es normalizada, entonces los dos puntos fijos a;,c,
estan dados por

(a—d)+y/(a+d)*—4

2C

0,0, =
Los cuales se obtienen de la siguiente manera

(a—d)=* (a—d)2+4bc
2c
(a—d)i\/a2+d2—2ad +4bc
2c

(a—d)+4/a’*+d?—2(ad —bc) + 2bc

2c
(a-d)+4/a? +d*—2() +2(-1+ad)

2c

(a—d)ty(a+d)* -4

2C

a,a, =

En el caso excepcional de que (a+ d)= +2, los dos puntos fijos «;,a, se funden

a—d
en el anico punto fijoa = ( 5 ) :
C

Analicemos a continuacién los puntos fijos al infinito

Siempre ¢ = 0 entonces los puntos fijos son finitos; ahora bien, si ¢=0 por lo
menos un punto fijo es en el infinito, ademas si ¢ =0 entonces la transformacion

de Mdbius adopta la forma T (z)=az+f3.

-79-



Ahora bien si se escribe o = peentonces esto puede ser visto como la

composicion de una rotacion O alrededor del origen, una expansion o
contraccion p en direccion del origen, y finalmente, una traslacion de f.

Mas adelante vamos a visualizar cada una de estas tres transformaciones en la
esfera de Riemann ().

Teorema 3.1

Una transformacién de Mdbius tiene como punto fijo < si, y s6lo se trata de una
similitud S(z)=az+ . Por otra parte, coes el nico punto fijo siy sélo si

S(z) esunatraslacion S(z)=(z+b).

Demostracion

az+b
SeaT(z)zchrOI

PerOT(oo):% por lo que T ()= <=0

(Z):az+b:

Por lotanto T az+f=5(z)

Por otra parte

S(z)=az+b=z<z-az=>b
b

(i-a)

=

Entonces

(i-a)

= <> a=1 por lo que se concluye que S(z)=(z+b).

Definicion 3.1

~

Sea T de Mobius, tal que fija exactamente un punto en C, entoncesa T se le
Ilama parabdlica.
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Definicion 3.2

Diremos que dos transformaciones de Mobius S y T son conjugadas si existe una
transformacion de Mdbius ¢ talque

S=¢Tg™
Lema 3.1

Sean T y ¢ transformaciones de Mobius, entonces T fija a un punto w en C (o
conserva un subconjunto Ac C)siysolosi S =gTe™ fija @(w) (o preserva

o(A)).

Demostracion.

TW=w = (peT)(W)=p(w) = (poTop p)(w)=p(w)
De ahi que

(9T o0 ) (0 (w))=(o(w))

por lo que S =¢To™ fija p(w).

Esta misma demostracion prueba la afirmacion del lema sobre un conjunto A
preservado por T .

Obsérvese que el lema anterior también se aplica en otras dimensiones y en
contextos mas generales.

Proposiciéon 3.1

Sea T una transformacién de Mdobius. Entonces:

1. SiT esparabélica, T esconjugadaen PSL(2,C) a una traslacion;

2. si T no es parabtlica, T es conjugada en PSL(2,C) a una
transformacion de la forma z > az.
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Demostracion.

Sea T parabdlica con punto fijo z, y ¢ePSL(2,C) tal que ¢(z,)=co, por
ejemplo,

1
(p(z)zz—z ’
0

entonces S =¢To " fija o, y por lo tanto es de la forma
S(z)=az+p

Se sigue del lema anterior que S no tiene otro punto fijo, por lo cual o =1
(sia #1, laecuacionaz+ B =z tendria una solucidn finita).

Para probar la segunda parte, supongamos que T fija 2 puntos distintos w,, w, y
que

(Si w, =0, setoma ¢(z)=2z-w,). Bajo estas hipotesis la funcion

S=¢Tp"
fija Oe oo, ya que

por lo cual si

se tiene b,c=0
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El resultado anterior muestra que cualquier transformacion de Mdobius es
conjugada a una transformacién candnica. El siguiente resultado examina la
conjugacidn entre estas transformaciones canonicas.

Proposicién 3.2

Sean kj,k,, complejos no nulos, supéngase también que k, = k,,k,* entonces las
transformaciones T(z)=k,;z y S(z) =k,z no son conjugadas en PSL(2,C).

Demostracion.

Si la transformaciéng € PSL(2,C)y conjuga T y S, digamos S=¢To™,
entonces se sigue del Lema 3.1 que ¢ preserva {O,oo} .

Si ¢ fija0e oo, entonces ¢ esde laforma z— az, a € C, por lo que

-3 o 2

Es decir S=T lo cual contradice las hipotesis de que k; #K,.
Por otra parte, si ¢(0)=c y ¢()=0, escribiendo

az+b
(Z)_cz+d

como (p(oo):% y (p(oo)zg, se tiene que a,d =0 y que

En este caso ¢ es una involucion, es decir, p =g y
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Ccz

st o 2)402)- -2

lo cual contradice k, = k"

Podemos ahora obtener una clasificacion de los elementos de PSL(Z,(C), en
relacién a las transformaciones candnicas actuando en la esfera de Riemann.

Definicion 3.3

Sea T que pertenece al grupo de transformaciones de Mdobius, tal que T fija
exactamente 2 puntos en C, supdngase también que T es conjugada en al

grupo de transformaciones de Mobius a la transformacion S(z)=az. Entonces:
1. sila|=1,aT sele llama eliptica;

2. siaeR",aT selellama hiperbdlica;
3. sila|#1y ae¢R",aT sele llama loxodrémica.

La proposicion anterior muestra que esta definicion no depende de la
transformacion conjugante. Méas aun, la transformacion z — —conjuga las
z

transformaciones
z
T(2)=az y Tz(z):g.
La definicién anterior no es usada de manera general en la literatura, algunos
autores denominan a las transformaciones loxodromicas o hiperbdlicas,
simplemente hiperbdlicas, otros autores en cambio, consideran a las hiperbolicas
como una subclase de las loxodrémicas.

Visualizacion geométrica

Para visualizar la accion geométrica de las transformaciones de Mdobius en la
esfera de Riemann y en el plano complejo, es util considerar ciertas familias de
“circulos”. Con este proposito se toman «,,c, € C distintos y
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Figura 3.1: configuracion de Steiner

Obsérvese que como ¢ es una transformacion de Mdobius, @ transforma los
“circulos” que pasan por o, Yy «, , en rectas por el origen ya que envia o, a 0 y

a, a «. También los “circulos” concéntricos al origen {weC:|w|=r} son la

imagen bajo @ de los conjuntos definidos por la siguiente ecuacion

e
WGCJ 1|=r
z-a,|
H 1191 ” —-1 Iy 11PN 1 7
estos conjuntos son “circulos” ya que @ “es de Mdbius. A estos “circulos” se les

llama de Apolonio con respecto a los puntos limite ¢, y «,. NOtese que estos

“circulos” estan caracterizados por la propiedad de ser el conjunto de puntos del
plano cuyas distancias a dos puntos fijos tienen una razén constante. En caso de
que r tome un solo valor, el “circulo” de Apolonio es una recta.
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|2
|2—a,|
mediatriz del segmento determinado por «, y «, que es considerada como una

circunferencia de Apolonio de didmetro infinitamente grande o lo que es lo
mMisSmo una recta.

Por ejemplo para r =1 tenemos que =1 =|z—-a|=|z—a,| esdecires la

Denotamos por C,a la familia de “circulos” que pasan por «, y «,, y por C, la

familia de los “circulos” de Apolonio con respecto a estos puntos (véase la Figura
3.1), con referencia a la figura , supongamos que p es un punto arbitrario en la

linea que atraviesa a o, ¥ «,,pero que no entran en el segmento que conecta los

puntos fijos. Si K es el circulo de radio /|p-a,||p-a,| centradoen p, o y
a,, son simétricos con respecto a K. Por lo tanto K corta a cada miembro de
C, en angulos rectos. Al variar la posicion de p obtenemos asi la familia de
circulos C, de formaque a, y a,, son simeétricos con respecto a cada miembro
de C,, y cada miembro de C, es ortogonal a cada miembro de C, .

Por lo que esta configuracion, llamada de Steiner, cumple las siguientes
propiedades:

1. Cada “circulo” en C, intersecta a cada “circulo” de C, ortogonalmente en
dos puntos.

2. Ademas, puesto que @ es conforme, dos de estas lineas deben contener el
mismo angulo en 0 como el correspondiente circulos C, en «,. Hemos

tratado de hacer esto de la manera mas facil, es por ello que en nuestra
imagen se han dibujando circulos C, que pasen por «, en las direcciones

uniformemente espaciadas, con cada uno formando un angulo de Econ el

siguiente.
Se ha considerado anteriormente que T wuna transformacion de Mdbius eliptica

si es conjugada un transformacion S(z) =@z con |a| =1, lo que significa que
S es una rotacion simple correspondiente a o =€"“.
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Como S es una rotacion si y sélo si cada circulo centrado en el origen se mapea
en si mismo, entonces T es eliptica si y solo si cada circulo de C, se mapea en

si mismo.
T . . ~
Con a = 3 el lado derecho de la figura 3.1 ilustra el efecto de S en un punto z .
Asi mismo en el lado izquierdo usted puede ver los resultados correspondientes,
el efecto inequivoco deT : z se desplaza a lo largo del circulo C, hasta que se
T

encuentra en el circulo C, tomando un angulo [3jcon el circulo original C,a

través de z.

Asimismo se considero que T es una transformacion de Mdbius hiperbolica si
es conjugada a una transformacion S (z) =az con a €R" , lo que significa que

es una expansion simple correspondiente a « .

Entonces S es una expansion si y solo si mapea cada linea que pasa por el
origen en ella misma, T es hiperbolica si y s6lo si mapea cada circulo de C, en

Si mismo.

Por altimo, si T es una transformacion de Mdbius loxodrémica entonces  se
conjuga a una transformacion S(z)=az con |a|=1ly a¢R", a=pe”
entonces S es la composicion de una rotaciény una expansion.

En este caso, ni los circulos C,, ni los circulos C, son invariantes. Las curvas que
son invariantes son espirales.

A continuacion estudiaremos mas detalladamente cada una de las clases
resultante de la clasificacion de las transformaciones de Mdbius.

3.3 Transformaciones elipticas

Sean T eliptica con puntos fijos a;,a, ¥ ¢ como en (3.1), entonces
S=¢Tp'=¢€"2
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Lema 3.2

Si C esun “circulo” de Apolonio con puntos limite y «, y «,, entonces
T(C)=C.

Demostracion.
Como S preserva ¢(C), por el lema 1, entonces T =S¢ ™ preserva

¢pp(C)=C.
Lema 3.3

Si Aes un “circulo” por o, y a,, entonces T (A) es un “circulo” por o, y a,,
que forma con Aun angulo 6 en o,,yen a,.

Demostracion.

Como T fija o, y a,, T(A) esun “circulo” por &, y a,. Ahora p(A) 'y

1

S(p(A) forman un angulo 6 en el origen y por laconformalidad de ¢ se tiene

que
A=p7p(A) Yy T(A)=p"'Sp(A).

también se intersecan en un angulo 6 en «,. Para probar la afirmacion en el
punto «,, se intercambian los papeles de o, y «a, en la expresion de ¢ (veéase la
Figura 3.2).

‘QD

o &%)
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Figura 3.2: Las transformaciones elipticas intercambian los “circulos” por
los puntos fijos (rotandolos)

En resumen, una transformacion eliptica es una rotacién en los “circulos” de

Apolonio en el plano complejo. (Véase las Figuras 3.3)

Figura 3.3: Las transformaciones elipticas rotan los circulos de Apolonio

Accidn de las transformaciones elipticas en la esfera

La accion geométrica de estas transformaciones consiste en una rotacion
alrededor de un “circulo” de puntos fijos

&

Figura 3.4
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Con « >0, la figura 3.4 pone de manifiesto que la rotacion z—e“z en C
induce igualmente a una rotacién en la > sobre el eje vertical a través de su
centro. Circulos horizontales en > giran (en la direccién de las flechas) en si
mismos; por cumplir dicha caracteristica se les llamara curvas invariante de la
transformacion.

En la misma figura también es claramente evidente que los puntos fijos de dicha
rotacion son 0y co. Tenga en cuenta también que los circulos (grandes) a través
de estos puntos fijos (que son ortogonales a los circulos invariables) se permutan
entre si.

3.4 Transformaciones hiperbdlicas

e
N

Figura 3.5: Las transformaciones hiperbdlicas intercambian los “circulos”
de Apolonio

ol
sl
=

7

T(C)

N

ol
=

Como en el caso eliptico consideramos (p(z) como en (3.1) y T hiperbdlica con
puntos fijos o, y «,, por lo cual
S=¢pTep'=kz, keR",

En este caso T preserva los “circulos” por o, y «, e intercambia los “circulos”
de Apolonio. La primera afirmacion se sigue de manera inmediata (véase la
Figura 3.6). Ahora, si C es un “circulo” de Apolonio, entonces ¢(C) y S¢(C)

son circulos distintos concéntricos al origen y
¢ 'S¢(C)=T(C)

es otro circulo de Apolonio (véase la figura 3.6 )
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a1vaz

Figura 3.6: “Circulos” fijos de las transformaciones hiperbdlicas

Obsérvese que al iterar T, si ne N, se tiene
T"(2)=(¢7Se) (2)=97'S"0(2).

Porlo cual, si k>1 y z=q,, entonces T"(z) > a,, cuando n— o, ya que se
S”(p(z) acerca a «. En este caso los puntos fluyen hacia «a, y se dice que c, es
el atractor. También, S"p(z) sealejade 0 y T"(z) de ay, se dice que «; es el

repulsor. Si k<1, es claro que se invierten los papeles, o, es ahora el atractor
(véase las Figuras 3.6 y 3.7).

Figura 3.7: Accion de las transformaciones hiperbdlicas en la esfera
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En el lado izquierdo de la figura 3.7, se ve claramente que los puntos fijos son 0
y oo, pero los papeles de las dos familias de curvas en la figura 3.4 estan al revés:
las curvas invariantes son los grandes circulos a través de los puntos fijos en los
polos y los circulos horizontales ortogonales se permutan entre si.

Transformaciones loxodrémicas

Las loxodromicas son una composicién de hiperbodlicas y elipticas, por lo que su
dinamica consiste de una rotacién de los “circulos” de Apolonio, seguida de una
traslacion a lo largo de los “circulos” por o, y «, (0 viceversa, ya que estas

funciones conmutan). De manera analoga al caso hiperbélico, uno de los puntos
fijos es un atractor y el otro un repulsor. En este caso, no hay “circulos” fijos, sin
embargo, estas transformaciones preservan espirales que se enrollan en los puntos
fijos (véase la Figura 3.8).

Si los puntos fijos son 0 e o, esto se sigue al considerar
T(z)=az, a=e"" loxodrémica y z,eC—-{0}; se tiene entonces que las
imagenes de este punto bajo las iteraciones de T son los puntos

nr+iné

Z,e , helZ,
por lo cual, la espiral
Zoenr+ix9’ X € R,

es invariante bajo T .
El caso general se sigue por conjugacién, queda como ejercicio para el lector la
verificacion de los detalles.

20 Pn’r'—}—inQ

I

T/

Figura 3.8: Espirales invariantes bajo las transformaciones loxodrémicas

-92-



Accidn de las transformaciones hiperbodlicas en la esfera

Figura 3.9

Figura 3.9 muestra el efecto combinado de la rotacion y la expansion que se
mostro en la figura 3.3 y 3.7. Aqui las curvas invariantes estan ilustradas como
"espiral”, sin embargo, las dos familias de los circulos son invariantes en su
conjunto, en el sentido de que los miembros de cada familia se permutan entre si.

Por lo que se puede decir que las transformaciones elipticas e hiperbolicas son
casos especiales de las transformaciones loxodromicas.

Transformaciones parabdélicas

Las traslaciones de la forma S (z) =7 +b tienen como familia de “circulos”

fijos a las rectas paralelas al vector b, las cuales se intersectan en « (véase
la Figura 3.10). Al iterar S los puntos de C se mueven hacia c en la direccion
del vector b.

En el caso general, si T es parabdlica y fija « , conjugando con
1
¢(2)=

-«
se tiene que la familia de “circulos” fijos cubren C vy se intersectan solamente en
o . Al iterar T algunos puntos fluyen a lo largo de estos “circulos” hacia « , otros
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se “alejan” de este punto, para posteriormente “acercarse” a él (véase las Figuras
3.10 y 3.11). Estas afirmaciones se pueden probar de manera analoga a las del
caso hiperbdlico.

Figura 3.10: Circulos fijos de las transformaciones parabdlicas

La configuracion de los “circulos” fijos de las parabélicas descrita en la Figura
3.10 se enriquece al incorporar su familia ortogonal, como se muestra en la Figura
3.12. Esta nueva configuracion describe de manera mas detallada la geometria de
las transformaciones parabdlicas y se puede pensar como un caso degenerado de
la configuracion de Steiner, que se obtiene al juntar los dos puntos limité o, y «,,

en uno solo, que es precisamente el punto « .
La familia de los “circulos” fijos, la denotamos por C,, como ya se menciono

consiste de “circulos” tangentes en « , que cubren la esfera de Riemann, es decir,
si F,F, eC,, entonces F,"F, ={a}. Esta familia se puede pensar como un caso

degenerado de los “circulos” de Apolonio que originalmente rodean los puntos
limité o, ¥y a,, y que al deformar estos en un solo punto ¢, se transforman en

“circulos” tangentes en « , que cubren la esfera de Riemann.

Figura 3.10: Accion de las transformaciones parabdlicas en la esfera
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En este sentido, las parabdlicas se pueden pensar como un caso degenerado de las
elipticas, al conservarse en el limite ese caracter rotacional por los circulos de
Apolonio.

La otra familia, que denotamos por C,, es la familia ortogonal, esto es, los
“circulos” obtenidos al rotar (por multiplicacién por i) alrededor de «, los
“circulos” de la familia C,.

Para el caso «a =00, la rotacion puede ser sobre cualquier punto del plano. Los
“circulos” de esta familia C, son intercambiados por las parabdlicas, esto es, se
rotan entre si, alrededor de « (véase la Figura 3.11). Todas estas afirmaciones

son evidentes para el caso de las traslaciones, el caso general se sigue por
biyectividad y conformalidad al conjugar.

Figura 3.12 Clasificacion de Steiner degenerada.

3.7 Clasificacion por la traza

Ahora exhibimos una caracterizacién de los elementos de en el grupo de
transformaciones de Mdbius en términos de la traza, esta clasificacion es de gran
utilidad, por ejemplo, permite detectar de manera inmediata de qué tipo es una
transformacion de Mobius dada.
Definicién 3.4
Sea T una transformacion de Mdbius distinta de la identidad.

1. Si T es parabdlica se define su multiplicador como 1.
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2. Si T esconjugada a una transformacion de la forma z — kz, k 0,1, , a

. 1 .
los nameros k y n se les llama los multiplicadores de T .

Se sigue de la clasificacion definida por la conjugacién a formas candnicas que
los multiplicadores estan bien definidos.

El grupo de matrices de 2 x 2 con entradas complejas y determinante distinto de 0
se denota por GL(2,C), se define la traza de Ae GL(2,C) como la suma de los

elementos diagonales, esta se denota por tr(A). Usaremos el siguiente resultado
béasico del &lgebra lineal.

Lema 3.4

La traza es invariante bajo conjugacion en GL(2,C).

Demostracion.

Basta probar que tr(AB)=tr(BA) ABeGL(2,C), ya que entonces

tr(ABA™)=tr(A*AB)=tr(B).
Escribiendo
ced el d
c d y 0

B acx+by ap+bo BA— aa+pc ab+ pd
“leca+dy cB+ds “|ya+sc yb+sd

Se tiene

por lo que tr (AB)=tr(BA) .
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La traza de una transformacién de Mdobius esta bien definida salvo un signo,
puesto que existen dos matrices cuyo determinante es igual 1 que la definen.

Definicién 3. 5

Dada T que pertenece a el grupo de transformaciones de Mdébius,

az+b
T(Z):cz+d’

a+d

Jad —bc

se define latrazade T como *+

Teorema 3.2

Sea T ePSL(2,C) , T #1d, entonces

1
K+=+2=y?,
K X

donde k,% son los multiplicadoresde T y y es su traza.

Demostracion.
Caso 1: T es parabdlica.
Como el cuadrado de la traza es invariante bajo conjugacion, se tiene
1t
25(T) =tr2(0 1j=4
y se sigue el resultado.

Caso 2: T no es parabolica.

Eneste caso T es conjugada a una transformacion de la forma S (z) = kz,
la cual esté definida por la matriz

Jkoo
1
-

Por lo cual

-97-



1

A%(U=ZTSF{JE+7fT:k+%+Z

Para transformaciones con dos puntos fijos finitos «, y «a,, se tiene una
expresion de los multiplicadores en términos de estos puntos. Sea
Z+
T(z)= 210
cz+d
Con esta propiedad, S (z) =kz, donde k es uno de los multiplicadores de T

y

71—
=)= :
?(2) —
Entonces,
S=¢Tp™ y Sp=¢T
Por lo cual

y evaluando en oo, se tiene

E—al 1 E—az
k= y —=

a k a

cH o T

Para el caso de una transformacion en PSL(Z,(C)que fija dos puntos, uno de los
cuales es o , es decir, de la forma T(z)=az+p, los multiplicadores se

- . 1 .
encuentran con facilidad, estos son precisamente o,—. Lo cual se sigue, ya que
a

con esta notacion el segundo punto fijo esta dado por

=

-

[

y conjugando con
B
Z)=7——"——,
(0( ) l-«a
se obtiene
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S(2)=¢Te™"(2)=¢T [z +£j:az,

(como el termino constante es cero, no es necesario efectuar mas cuentas).

Esta facilidad para detectar los multiplicadores de una transformacion que fija oo,
permite también clasificarla de manera inmediata, por ejemplo,
Z—>iz+5
es eliptica, sin embargo
Z—>72+8+i
es hiperbdlica.

El siguiente resultado es muy importante, exhibe un criterio, también sencillo,

para clasificar cualquier transformacion en que pertenece al grupo de
transformaciones de Mobius.

Teorema 3.3

Sea TePSL(2,C), T=Id y y latrazade T . Entonces

1. Tesparabdlicasiysolosiy=+2;

2. T eselipticasiysolosi ye(-2,2);

3. T eshiperbdlicasiy solosi y €(2,00)U(-2,—»);
4. T esloxodromicasiysolosi y ¢R.

Demostracion.
Probamos primero las condiciones de necesidad.
El caso parabdlico ya se probo.

Si T es eliptica, entonces T es conjugada a una transformacion de la forma
S(z)=¢€"z, 6 &(0,27), la cual esta determinada por la matriz
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Por lo tanto, J_r;((T)=J_r;((8):i2cos(%je(—2, 2).

Si T es hiperbodlica, entonces T es conjugada a una transformacién definida
por la matriz

Jk 0
 keR",
I
Jk
por lo cual
1Y 1
2(T)=2°(9) K
puesto que
l 2
\/_——j > 0.
K

Ahora, si T es loxodrémicay pe”, p#0,1, 8 (0,2r), esuno de sus
multiplicadores, se sigue del Teorema 3.2 que

p(cos0 +isend) +£(cos@ —isenf)+2=x*(T).
Jo)

Si x(T)eR, setendria x*(T)eR", y (p—ijsenezo,por lo cual
p
send =0y 6 = . Al tomar la parte real se tiene (p+£j+2 eR", lo
p

., 1
que es una contradiccion, ya que [p—l——j >2.
p

Para probar la suficiencia, obsérvese que si ;(Z(T)=4, se sigue de la primera

parte que T no es eliptica, ni tampoco hiperbdlica o loxodrémica, por lo que debe
ser parabdlica. Los otros casos se siguen de manera analoga.
El siguiente resultado, que es consecuencia del Teorema 3.2, muestra

que x* clasifica las clases conjugadas de en el grupo de transformaciones de
Mobius.
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Corolario 3.1

Dos transformaciones de Mébius complejas T, S son conjugadas en el grupo de
transformaciones de Mobius si y sélo si

Demostracion

Tenemos por el lema 3.4 que
tr ((pT(p’l) =1r ((p(p’lT ) =1r (T )
Pero como Ty S son conjugadas entonces

S=¢Te™" =tr(S)=tr(T)
Como el cuadrado de la traza es invariante bajo conjugacién se concluye que
2°(T)=x°(8)
El caso reciproco es trivial.

Damos ahora unos ejemplos, las transformaciones

22+3 2z2+9
y 72—
72+2 -z-4

son hiperbdlica y parabdlica, respectivamente.
Por otra parte, las funciones

iz-2
Z+iz

1
Z>-=y 1>
z

son eliptica de orden 2 y loxodromica, respectivamente.
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UNIDAD 1V: ALGUNAS APLICACIONES DE LAS TRANSFORMADAS DE
MOBIUS

En la unidad IV se estudiara dos de las aplicaciones mas conocidas de
transformaciones de Mdbius; el Modelo del Semiplano y el Modelo del Disco de
Poincaré, en ambos se describen las transformaciones que sirven como
isometrias; en el Modelo del Semiplano son el grupo de Transformaciones de
Mobius definidas por matrices cuadradas de orden 2 con entradas reales y en el
Modelo del Disco de Poincaré son el grupo de transformaciones de Mdbius
definidas con matrices cuadradas de orden 2 pero con entradas complejas.

El modelo del semiplano

El modelo del semiplano superior es atribuido a H. Poincaré.
Este modelo consiste de todos los puntos en el semiplano superior del plano de

coordenadas cartesianas (X, y) sin incluir los puntos del eje x.

Las rectas en este modelo son semicirculos euclidianos cuyos centros estan sobre
el eje x y las semirrectas euclidianas verticales, a las que podemos considerar
como arcos de circulos de radio infinito. En la Figura 4.1, k es un ejemplo de
tales rectas.

&

k
i
i K
Figura 4.1

En el modelo representado en la Figura 4.1, las rectas | y n se intersectan, asi
gue no son paralelas. Las rectas k, n y m son divergentemente paralelas, pues
no se intersectan ni en el semiplano ni en su frontera. Las rectas k y | son
asintéticamente paralelas, pues se intersectan en la frontera, que, por
construccion, no esté incluida en el modelo.

Algebraicamente se define el semiplano superior como

H? ={z e C:Im(z) >0}
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Mostraremos en estad unidad que este semiplano es uno de los modelos mas
importantes del plano hiperbdlico y que las transformaciones de Mdbius que lo
preservan, actlan como isometrias hiperbdlicas.

Se descrien primero las transformaciones de Moébius que describen el semiplano
superior

Teorema 4.1

Las transformaciones de Mdbius que preservan H® son precisamente aquellas
definidas por PSL(2,R)

Demostracion

Sea

T(2)= az+b’ ad—bc=1 a,b,c,deR
cz+d

Tenemos que T(R) =R . Ahora, como

ai+b (ai+b)(—ci+d)

T30) = =
M) ci+d c’+d?

se tiene que

Im(T (i) =ﬁ> 0

se sigue entonces por conexidad que T preserva H®

Por otra parte, si
T(2)= az+b’ ad-bc=1
cz+d
preserva H?, entonces la continuidad y la biyectividad implican que T también

preserva la recta real extendida R .

Ahora si
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Resultaque T y S coincidenen R, yaque si z< R, entonces
T(2)=T(z)=S(2)=S(2).
Por lo tanto, como T y S coinciden en mas de dos puntos, T =S y
a=+a, b=1b, c=+C, d==d.

Hay que probar que a, b, ¢ y d no son imaginarios puros, si asi fuera, se tendria

ai+h _(ai+b)(—ﬁ+5)
ci+d  [ci+dff

() :
ad —bc _ad-bC _
ci+d]  Jci+d|

lo cual contradice que T preserva H?.

ImT (i) =

Con el fin de desarrollar algunas propiedades del modelo del semiplano es

necesario introducir el concepto de densidad y como esta induce a una métrica asi

como también bajo biyecciones conformes se obtienen isometrias.

Densidades

Definicién 4.1

Sea A unaregién en R", una densidad en A es una funcién continua
AA->RY,

Las densidades nos permiten medir longitudes de curvas de distintas maneras.
Mas precisamente, dada una densidad A en una regibn A y y una curva

continua y con primera derivada continua (clase C') en A, se define la A-
longitud de y como

[C2(r @) ()]t
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donde y:[a,b]— A. Esta definicion se alarga a curvas de clase C*' por tramos.

Denotamos esta longitud por 1, (7). Esta medicién de curvas permite también
medir la distancia entre puntos.

Definicién4.2

Sea A una densidad en una region A 'y z,,z,€ A, se define la A -distancia de
z,a z,,COMO

inf 1, (7)
donde el infimo es sobre todas las curvas de y clase C1 por tramos que une
z,con z,. A esta distancia se le denota por p2(z;,2,).

Teorema 4.2

Sea A una densidad definida en una regién A de R", entonces la distancia pA
define una métricaen A.

Demostracion.

Verifiguemos si p posee las cuatro propiedades de una métrica

1. Evidentemente, p(x,x)=0, Vxe A.
2. p essimétrica.
Para esto, si se tiene una curva y:[a,b]— A de clase C' que une zcon z,, se

define —y :[a,b] > A como —y(t)=y(a+b—t). Obsérvese que —y une zcon
z,, Yy que usando el teorema fundamental del calculo se tiene

L (=7)= [ A(=7 (©)|-7 ' (O)]dt.= [ 2 (7 (a+b 1))y (a+bt)]dt

=["2 (2 (s))| -7 (s)|t =1, (7)

3. Ademas, se cumple la desigualdad del triangulo:

Por contradiccion, si
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p(x,2)>p(x,w)+p(w,z),

entonces existe &£ >0 , tal que
p(%.2)> p(x W)+ p(W,2)+¢,

sin embargo, en este caso se podrian tomar dos curvas, y, Y 7,, cuyas longitudes
¢

aproximaran p(x,w) y p(w,z) por una cantidad menor a > respectivamente.

Esto seria una contradiccion, ya que la curva y, +y, uniria x con z Yy tendria
longitud menora p(x,z).

4. Falta solamente probar que si x # y, entonces p(x,y)>0.

Para probar esto, sea D un disco cerrado con centro en x, radio r y tal que
y«D. Por compacidad y continuidad existe m tal que A(z)>m, VzeD.

Ahora, sea y :[a,b] — Auna curva que une x con y y t,e[a,b], tal que y(t,)
es el primer punto donde la curva sale del disco abierto D (véase la Figura 4.2).

En este caso se tiene

t ,
I, (7/) = L ﬂ,(y(t))‘y (t)‘dt >mr
puesto que cualquier curva que une X con un punto en oD tiene una longitud
mayor o igual a r. Por lo tanto p(x,y)>mr >0.

¥(to)

‘
4 y

Figura 4.2: Positividad de a métrica definida por una densidad
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La siguiente observacion es de gran utilidad para obtener espacios isométricos,
por ejemplo, al exhibir diferentes modelos del plano hiperbdlico. Sean A 'y B

dos regiones en R" y f:A— B, una biyecciéon conforme, supéngase también

que la region A esta provista de una métrica definida por una densidad A. Bajo
estas hipdtesis, se puede proveer a la region B con una densidad o de tal
manera que f sea una isometria. Esto se obtiene definiendo

ol f(x))=—-+= 4.1
donde (x) :‘f (x)‘ es el factor de conformalidad de f en x. Esto se sigue, ya

que
si y:[a,b]—> A esunacurvadeclase C', entonces se tiene

L(F()=[ o (f(r )| fr)(®)]et

_p A ()
=GO O e

Como toda curva de clase en C' en B es de esta forma, se sigue la observacion,

puesto que este analisis se puede generalizar facilmente a curvas de clase C* por
tramos.

Es importante destacar que el argumento funciona también en el sentido inverso,
es decir, si se tienen dos regiones A y B con métricas definidas por densidades
A Yy o respectivamente y una biyeccion conforme entre ellas que satisface (4.1),
entonces A y B son regiones isométricas.

En particular, si se tiene una region A en R" provista con una métrica definida
por una densidad A y una biyeccion conforme f:A— B, que satisface la

ecuacion

X
A10)=21 ag)
Entonces, f es una isometria.

Si se tiene definida una densidad A, en una regién AcR", es claro que la A -
longitud de una curva C en A no esta univocamente determinada, ya que al
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parametrizarla se puede hacer de tal manera que se recorra algun segmento de la
curva, mas de una vez. Sin embargo, si la curva C esta parametrizada por una

funcién C* por tramos, de modo que la derivada se anule solamente en un numero
finito de puntos y recorra la curva en la misma direccion; entonces la 2 -longitud
de C es Unica.

Para probar esto, obsérvese primero que se tienen dos parametrizaciones
v.:[ab]> Ay y,:[c,d] > A, declase C*, que recorren el mismo segmento de

la curva C, en la misma direccion y con derivada no nula, entonces se sigue del
teorema de parametrizacion unitaria, que existe un difeomorfismo

¢:[a,b]—>[c,d] tal que y,p=y,. Ahora, bajo estas hipétesis, se tiene por el
teorema de cambio de variable real, que

L (n) =1 (720)= [ 1(7.0) (DA (7. (o (1)) ot
= o' (o) (72 (o (1)) et

= {7 ()7, (s)ds =1, (7,

Usando este argumento se sigue facilmente la afirmacion en el caso general.

La discusion sobre densidades nos permite presentar un primer modelo del plano
hiperbdlico, donde PSL(2, IRi) actia como un grupo de isometrias.

Definicion 4.3

El plano superior H* provisto con la métrica definida por la densidad
1
Alz)=—
( ) Imz
se le llama el plano hiperbdlico y a esta métrica se le llama la métrica hiperbdlica.

En este modelo, llamado del semiplano, es intuitivamente claro que si se tiene una
curva C en H” y se traslada en direccion vertical, su longitud hiperbd6lica puede
crecer tanto como se quiera (si se mueve hacia abajo), 0 puede decrecer tanto
como se quiera (si se mueve hacia arriba); sin embargo la longitud euclidiana
siempre es la misma.
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Teorema 4.3

El grupo PSL(2,R) actlia como un grupo de isometrias en H? con la métrica
hiperbdlica.

Demostracion.

Obsérvese primero que si

T(2) = az+b
cz+d
Esta definida por la matriz
a b
[ je SL(Z,R),
c d

Entonces

Im(T(z)) = |m(az+bj: Im(a2+b)(—cf+d)
cz+d lcz+df

_ Im{adz+bcf}_ Im(z)

lcz+d|’ _|cz+d|2

También como
1

T (2)=—
(2) (cz+d)’
Se sigue de las ecuaciones de Cauchy —Riemann que

_ 1
|cz+d|2 '

,UT(Z)

Estos hechos muestran que se cumple la relacion (4.2) ya que

1 :|cz+d|2: 1 ( 1 j
Im(T(z)) Im(z) Im(z)\ 4 (2)

Por lo que se sigue del resultado.
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0
Figura 4.3

Si existen curvas que euclideanamente miden cualquier valor que se quiera, pero
que hiperbdlicamente siempre miden lo mismo, por ejemplo, los segmentos de
circulos concéntricos de la Figura 4.3. Esto se sigue del Teorema 4.3, ya que las
homotecias son isometrias hiperbdlicas, al estar definidas por matrices

enSL(2,R).

Proposicion 4.1

Elgrupo PSL(2,R) actla transitivamente en la familia de “circulos” ortogonales
al eje real.

Demostracion.

Obsérvese primero que por conformalidad cualquier transformacion en
PSL(Z,IR{) preserva esta familia. Ahora, para probar el teorema, basta mostrar
que dado cualquier “circulo” ortogonal al eje real C existe una funcién en
PSL(Z,IR{) que transforma este circulo en el eje imaginario.

Si C es una recta paralela al eje imaginario, una traslacion la mueve al eje
imaginario. Por otra parte, si C es un circulo que intersecta ortogonalmente al eje
real, este se puede transformar mediante una traslacion y una homotecia en el
circulo unitario, por lo que basta probar que existe un elemento en PSL(2, IRi) que

transforme el circulo unitario en el eje imaginario. Una opcion es mandar 1 en 0
y —1l en 1, lo cual sugiere tomar

z-1
7—>—),
z+1
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que es en efecto una transformacién en PSL(Z,IR{) que transforma el circulo
unitario en el eje imaginario.

Notese, que la transformacion

z—>Z—+i¢ PSL(2,R)
Z_

por lo que es importante checar a nivel matricial las entradas, para detectar si una
transformacion pertenece, 0 no, a PSL(2,R). Obsérvese también que la

proposicion 4.1 implica que PSL(Z,IR{) es transitivo en puntos de H?

(evidentemente lo es para los puntos de R), ya que cualquier punto puede
trasladarse al eje imaginario, y posteriormente aplicando una homotecia mandarlo
al punto i.

Se puede ahora caracterizar todas las curvas que minimizan distancias, que en este
contexto se les Illama también geodésicas. Sean z,weH?* y C el *“circulo”

ortogonal a la recta real que pasa por z y w; se tiene entonces quep(z,w) esta

dada por la longitud hiperbdlica del segmento de C que une z con w (véase la
Figura 4.4). Esto se sigue, ya que en virtud de la Proposicion 4.1, se puede
encontrar una funcion en PSL(Z,IR{) que transforme C en el eje imaginario, y
estas transformaciones, ademas de ser isometrias, tienen la propiedad de preservar

curvas que minimizan la distancia ( la ultima afirmacion se sigue de la prueba del
Teorema 4.2).

Este argumento demuestra ademas que el segmento de C, que denotaremos por
[z,w], es la Gnica curva que minimiza la distancia; esto se sigue, ya que si

hubiera otra curva de z a w, con dicha propiedad, existiria otra geodésica,
distinta de un segmento vertical, uniendo a dos puntos en el eje imaginario.

Se concluye entonces que los “semicirculos” en H?, ortogonales a la recta real,
contienen todas las geodésicas hiperbolicas. Estos ultimos razonamientos
demuestran también el siguiente importante resultado.

Teorema 4.4

Sean z, w, Vv tres puntos distintos en H*, entonces
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p(zVv)=p(z,w)+p(W,Vv) < welz,V]
Obsérvese que el teorema anterior implica que cualquier isometria hiperbolica de
H? necesariamente manda geodésicas en geodésicas. Para obtener una formula

general de la distancia hiperbdlica, entre dos puntos cualesquiera, se prueba
primero el siguiente resultado de invariabilidad de cierta expresion, bajo la accion

de elementos en PSL(2, R).

4 w Y 2
/—\ "

Figura 4.4

Lema4.l

La expresion
2
2wl
2Imzimw

es invariante bajo la accion de transformaciones en PSL(2, R).
Demostracion.
Sea T € PSL(2,R) dada por

az+b
cz+d

T(z)= ad —bc=1

se tiene entonces que
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, az+b_aw+b
‘T(Z)_T(W)‘ _lcz+d cw+d
2ImT (z)ImT (w) 2ImzIimw

B (az+b)(cw+d)—(aw+ b)(cz+d)‘2

2
|cz+d|2|cw+ d|2

2lmzimw
2
2wl
2lmzIimw
Se puede ahora exhibir una formula general de la distancia hiperbdlica en el
modelo del semiplano; esta mostrara ser de gran utilidad, debido a sus maltiples
aplicaciones.

Teorema 4.5

Sean z y w dos puntos en H?, entonces

2
Z—W
coshp(z,w):l+m.
Demostracion.
Siz=iyw=ki, k>1, entonces
k+E

cosh p(i,ki)=cosh(logk)=
1

K+—— 2
= k_2+1:(k_1) +1
2 2k
ik
~2Im(i)Im(ki)

El caso general se sigue del lema anterior y de los Teoremas 4.3y 4.1, ya que se
puede encontrar una transformacién en PSL(2,R) que mande z y w en iy

ki, k>1 . Esto ultimo se logra enviando la geodésica por z y w al eje
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imaginario, y posteriormente si es necesario aplicando una homotecia y la

., 1
funcién z » ——.
z

Figura 4.5: Circulo hiperbolico con centro en z,

Una primera aplicacion de esta formula muestra que los circulos hiperbélicos son
circulos euclidianos, donde el centro euclidiano se obtiene incrementando la parte
imaginaria del centro hiperbolico (véase la Figura 4.5).

Teorema 4.6

El conjunto de los puntos z=x+iy en H?, que equidistan Hiperbdlicamente una
distancia r de un punto z,=Xx,+iy,, estan determinados por la siguiente

ecuacion

(x=% )" +(y—y,coshr)” = yZsenh?r,

es decir, constituyen un circulo euclidiano.

Demostracion.

Sea C={zeH”:p(z,2,)=r}, entonces

y se tiene

cosh p(z,z,)=coshr =1+

(x—x0)2+y2+y§

2YY,

cosh =

Despejando y completando cuadrados se tiene
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2yy, coshr =(x—x,) +y*+y; (cosh’ r—senh’r)

(x=%)" +(y—y,coshr)” = yZsenh’r.

Se ha probado entonces que el circulo hiperbélico con centro z, = x, +1iy, y radio
hiperbdlico r es el circulo euclidiano con centro en x,+iy,coshr y radio
y.senh’r (véase la Figura 4.5).

Mostramos ahora otra manera de probar que los circulos hiperbdlicos son circulos
euclidianos.

Sean z,eH”y reR", trazando cualquier geodésica en H® por el punto z,, se
encuentra otro punto ze H*, tal que p(z,z,)=r. Ahora, si C denota el circulo
de Apolonio con respecto a z, y Z, que pasa por z, como R es también un

“circulo” de Apolonio con respecto a estos puntos limite, se tiene que cualquier
transformacion eliptica, que fije z, yz,, esta en PSL(Z,IR{) y preserva C. En

consecuencia, C consiste de puntos que equidistan hiperbdlicamente una
distancia r de z,, esto se sigue ya que las transformaciones en PSL(Z,R)son
isometrias. Finalmente, si p(ZO,W) =r, al trazar la geodesica que une z, con w,

esta intersecta C en 2 puntos y es claro que uno de ellos es w (véase la Figura
4.6).

w

LEA]

Figura 4.6 Los circulos hiperbdlicos son de apolonio
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Una consecuencia importante de esta caracterizacion de los circulos hiperbolicos
es que las métricas hiperbdlica y euclidiana definen la misma topologia en el
semiplano superior H?, es decir, los conjuntos abiertos en ambas métricas
coinciden. Esto se sigue del hecho de que dado un punto z, € H?, los circulos de

Apolonio en H* con puntos limite z, y Z, cubren H* —{z,} .

En este contexto pueden interpretarse las transformaciones de Mobius en
PSL(2,R)de manera hiperb6lica, primero introducimos dos definiciones, véase
ademas las Figuras 4.7 y 3.6.

Definicion 4.4

Un horociclo basado en un punto « € R es un circulo en H?, tangente en o a la
recta real, si « es finito, y es cualquier recta en H* paralela a la recta real (y
distinta de esta ), si o = .

Definicion 4.5

Un hiperciclo por a, S puntos distintos en R es la interseccion de cualquier
“circulo” por o y fcon H*.

Se tiene entonces que las elipticas son rotaciones hiperbdlicas en los circulos de
Apolonio contenidos en H?. Las transformaciones parabdlicas son un caso limite
de las elipticas cuando los puntos fijos z, y Z,se juntan en la recta real para

coincidir en un solo punto, digamos « ; se dice que son una rotacion limite, esto
es, son rotaciones en los horociclos (véase la Figura 4.7).

Por otra parte, si T es hiperbdlica con puntos fijos «,B R, entonces T
preserva los hiperciclos por  y f. Mas aun, al iterar T los puntos viajan en
estos hiperciclos hacia el atractor, por lo que T es una traslacion hiperbdlica
(véase la Figura 3.6). En particular, la geodésica por  y S, llamada el eje, es
uno de estos hiperciclos.

Resulta que en los casos hiperbolico y parabdlico los puntos fijos no pertenecen al
plano hiperbolico, sin embargo juegan un papel fundamental en la accion
geométrica de estas funciones, por lo que es muy importante considerar la recta
real extendida, a la cual se le llama la recta al infinito.
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Otra aplicacion fundamental del Teorema 4.5 la establece el siguiente resultado,
el cual implica que el grupo completo de isometrias de H* esta dado por

(z—>-2,PSL(2,R))

Y
\

Figura 4.7

Teorema 4.7

Cualquier isometria del plano hiperbélico H?es un elemento de PSL(Z,R), 0 €s
de la forma

donde a,b,c,d e R, ad —bc=1
Demostracion.

Sea ¢ unaisometria de H?con la métrica hiperbdlica. Usando los Teoremas 4.2,
4.4. y la Proposicion 4.1 (y si es necesario aplicando una homotecia y la funcién
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7> —l, se puede suponer, sin perder generalidad, que existe T e PSL(2,R), tal
z

que la funcion T¢ fija puntualmente el eje imaginario positivo.

Ahora, sea zeH? z=x+iy Te(z)=a+bi, se sigue entonces del Teorema
4.5

que VteR, t>0, setiene
it-To(z)  |fit—2f
2Im(it)Im(Te(z)) 2Im(it)Imz

Por lo cual

a’+(b-t)’ _ x2+(y—t)°
b y
y(a2 +(b—t)2)=b(x2 +(y—t)2)

Haciendo t tender a oo, en esta ultima ecuacién, se obtiene
b=y y a=+%x

Finalmente, como las isometrias son evidentemente continuas, se tiene que los
puntos en el primer cuadrante, donde T¢ es la funcion z — -z (o la identidad),
es un conjunto abierto y cerrado (este argumento se aplica también al segundo
cuadrante). Se sigue entonces por conexidad, y del hecho de que cualquier
isometria es inyectiva, que

To=1d 0Tep(z)=-7
Estas generalizaciones muestran que como en el caso bidimensional este grupo
estd generado por las reflexiones en “esferas” ortogonales a Rn-1. El siguiente

resultado muestra que la distancia de un punto a una geodésica se alcanza
trazando otra geodésica ortogonal.
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iz

Figura 4.8

Lema 4.2

Sea A una geodésica en H* y zeH”*-4, entonces p(z,1) se alcanza en
z, € A, donde el segmento [z, z, | corta ortogonalmente a 2.
Demostracion.

Sin perder generalidad, se puede suponer que A es el eje imaginario, se afirma
que p(z,i):p(z,i|z|) ( véase la Figura 4.8). Usando la formula de la distancia

hiperbdlica, si z=x+1y, se tiene

=it x4y 4t?
2(Imz)t 2yt

7+t |z I(I [, JZU
2yt 2y 2| ) "y

(puesto que Vx R*,X—Jrl >2). Laigualdad se obtiene si t=1z.
X

cosh p(z,it) =1+

Se deduce de la formula de la distancia hiperbdlica una interesante propiedad que
cumplen todos los tridngulos hiperbdlicos en el semiplano superior o en el disco
de Poincaré que tienen un angulo recto y dos puntos finitos. Esta propiedad
establece que la longitud hiperbdlica del lado finito esta determinada por el
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angulo de magnitud distinta de 0 y de % Explicitamente, como PSL(2,R)es

transitivo en geodésicas, se puede tomar el triangulo determinado por o, i|z| y
z;sielénguloen z es a, setiene

sena cosh p(z,i|z]) =1
(\Véase la Figura 4.9). A esta propiedad se le conoce como angulo de paralelismo.

iz o

Figura 4.9
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El modelo del disco de Poincaré

El modelo de Poincaré consiste en un disco abierto D en el que las lineas rectas se
representan mediante arcos euclidianos que intersectan perpendicularmente a la
frontera de D.

La Figura 4.10 muestra algunas rectas en el modelo de Poincareé; en esta figura: I,
n y m intersectan ortogonalmente a la frontera de D.

Las rectas m y n no son paralelas pues tienen un punto en comun. 1 y n son
divergentemente paralelas, lo que significa que estas rectas no tienen puntos en
comdn ni en D ni en la frontera de D. I y m son rectas asintéticamente
paralelas, lo que significa que tienen un punto en comdn que no esta contenido
en el modelo.

D

Figura 4.10

Algebraicamente definiremos el disco de Poincaré
A={zeC:|z|<1]

Esto es muy importante, porque este disco, llamado de Poincare, es un segundo
modelo del plano hiperbdlico, mas homogéneo que el semiplano superior, ya que
todos los puntos en la “recta” al infinito, es decir, en el circulo unitario, son
similares; en contraste con la recta real extendida, en la cual « juega un papel
muy particular.

Con objeto, describir las transformaciones de Mdobius que preservan el disco
unitario se encuentra una funcion en PSL(2,C)que transforme H? en A. Para
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esto basta mandar tres puntos distintos de la recta real extendida, a tres puntos
distintos del circulo unitario 6A. Una eleccion, que resulta muy adecuada, es
enviar —1,0,1 a i,-1,—1, .

SiTePSL(2,C)
az+b
cz+d’
tiene esta propiedad, evaluando en 0, se tiene

b

2=1y b=-d.
; y

Evaluando ahora en +1, se sigue que
-a+b . a+b
—c+d c+d

T(2)=

Por consiguiente
—a+b=i(-c+d) y a-b=-i(c+d)

sumando Yy restando estas ecuaciones se obtiene
2d =-2ic y -2a=2d

Finalmente, si d =i se obtiene la transformacién buscada

T(2)-22,

ya gque como T(i)=0 y por construccion T manda la recta real en el circulo
unitario, se sigue por conexidad que

T(H?)=A
Esta transformacién se conoce con el nombre de Cayley

Teorema 4.8

Las transformaciones de Mdbius en PSL(Z,(C) que preserva el disco unitario A
son de la forma

s@):Ziif_{, o =B =1 a,peC
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Demostracion.

Obsérvese primero que si

Z—i
T(z)=—
( ) Z+I

y S esuna funcién en PSL(2,C)que preserva A, entonces la transformacion

U =T7ST e PSL(2,R)

S=TUT

T:G _I'j y u:(: ZJESL(z,R)

basta calcular T UT

Escribiendo

Como

se tiene

TluT:%I(il f.j[i J[ J
TR b
%I[a+d+|( c; a—d+i(b+ )]

a—-d+i(b+c) a+d+i(c-b)

la cual es una matriz de la forma

[Z_ Q of —[BF =1 @ peC.

-123 -



Denotaremos por M (A) a este subgrupo de transformaciones de PSL(2,C)
que preservan A.

La funcién
az+c

cz+a

2 2
el el =1
se puede modificar a otra Util expresion, de la siguiente manera:

) _ala)
alz+—| 51¢*¢
az+c:( a):|a| a

tz+a Tz+a gZJFE
&l al

i0
_ e \z72) (_Z_ZO), z, €A (4.3)
-Z,z+1
a
g
Viceversa, se sigue por biyectividad y conexidad, que toda transformacion
de la forma (4.3) preserva A, yaque T(z,) ysi|z|=1, entonces

2
Donde e =( J (como [af ~|c[ =1, z, € A ).

Las transformaciones de Moébius que preservan Ason conformesen A,
ya que los Unicos puntos donde una funcion en PSL(2, (C) puede no ser
conforme son oo y su preimagen.

La relacidn (4.1) descrita en la seccion de densidades permite exhibir, sin gran
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dificultad, el disco unitario A como un segundo modelo del plano hiperbdlico.

La funcién de Cayley

f(2)=22!

Z+I
es una biyeccion conforme de H? en el disco unitario A.

Para encontrar la métrica hiperbdlica en A, primero hay que calcular la funcion
inversa de f y su factor de conformalidad. Se tiene que

f’l(w) W+

-w+1

.\2 - .\2
(z+i) (z+i)
Ahora, se sigue de las ecuaciones de Cauchy-Riemann que el factor de
conformalidad,

denotado en (2.1) por yi(z) esta dado por |f *(z)|, por lo cual

f'(z)=(2+i)_(z_i) 2

También
o o fwel] | (wHD)(1-w) _l—|w|2
Im| f (w)]_Re[m}—R({ ] ]_|1_W|2

Finalmente, juntando esta informacion se tiene

A(f’l(w))_ ‘f’l(w)+i‘

o W)= u(fH(w)) 2Imf(w)
_|1—W|2 iW_J:Aj+i )

2(1-f) 1wl
Estos calculos establecen una densidad en A que define la métrica hiperbdlica en
este segundo modelo (descubierto por Beltrami).
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Definicion 4.6

El disco unitario A={Z€(CZ|Z|<1} provisto con la métrica definida por la
densidad

2
O-(W): 2
1wl
se le conoce como el disco de Poincaré y a la métrica inducida se le llama
hiperbdlica.

A ambos modelos, el disco de Poincaré y el semiplano H?, se les conoce como el
plano hiperbdlico. Se sigue de las observaciones y definiciones anteriores que la
funcién f es una isometria hiperbolica entre estos dos “discos” de la esfera de

Riemann.

Es evidente de la definicidn de esta densidad que al trasladar euclideanamente una
curva en el disco unitario hacia su frontera, es decir, al circulo unitario, su
longitud hiperbdlica crece tanto como se quiera. Sin embargo, al trasladar
hiperbélicamente una curva hacia el circulo unitario, la longitud euclidiana
decrece a cero. Este Ultimo hecho se manifiesta con gran claridad y belleza en
algunas de las famosas ilustraciones de Escher, como la que reproducimos en la
Figura 2.9. Una manera rigurosa de constatar estas ideas es observando la accion
de la transformacion hiperbdlica conjugada a la homotecia z — kz, k >1, bajo la

funcion f . Si denotamos a esta funcion como g se tiene que su eje es el
intervalo [-1, 1], ya que f(w)=1y f(0)=-1. También, es claro que si
consideramos la imagen iterada bajo g de un segmento vertical

[ti,ti], su longitud euclidiana tiende a cero, mientras que la longitud hiperbélica
se mantiene constante. Esto se sigue, ya que g es composicion de isometrias
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Figura 4.11
Este modelo del disco es ciertamente mas homogéneo que el del semiplano, al ser
todos los puntos en la recta al infinito 6A similares, a diferencia de H* en el que
oo es un punto distinguido. Sin embargo, al estudiar las transformaciones
parabdlicas e hiperbdlicas, como estas son conjugadas a las traslaciones y las
homotecias que se expresan de manera muy simple con niameros reales, el modelo
del semiplano es el mas adecuado. En contraste, el &mbito donde se entiende
mejor a las transformaciones elipticas es en el disco unitario, ya que las rotaciones
se expresan en términos de complejos unitarios.

Figura 4.12: Homotecias en el disco de Poincaré

Casi todas las propiedades que se probaron para el semiplano son también validas
en el disco de Poincaré, ya que la funcion f es una isometria de Mobius y es por

lo tanto conforme y preserva la familia de todos los “circulos”.
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En primera instancia, f transforma los “circulos” ortogonales a la recta real en
los “circulos” ortogonales al circulo unitario; también se sigue de la prueba de la
relacion (4.1) que esta funcion no solamente es una isometria, sino que también
preserva la longitud de las curvas de clase C' por tramos, en particular las que
minimizan la distancia. Por lo tanto, los segmentos en A de los “circulos”
ortogonales al circulo unitario minimizan las distancias hiperbdlicas.

Se sigue también de la discusion en la seccion anterior, referente a que la Unica
curva que minimiza la distancia entre i y ki es el correspondiente segmento
vertical en el eje imaginario, que esta propiedad de unicidad también la cumplen
los segmentos de los “circulos” ortogonales al circulo unitario. En consecuencia,
las geodésicas en este modelo son los semicirculos ortogonales al circulo unitario,
asi como los didmetros (véase la Figura 4.13).

Estos argumentos muestran que el Teorema 4.6 también se cumple en este
modelo.

Figura 4.13

Otra consecuencia fundamental es que los grupos PSL(2,R)y M (A) son

conjugados bajo la transformacion f , y por consiguiente el grupo M (A) actla
como un grupo de isometrias en el disco de Poincaré, en particular, en este
modelo las rotaciones son isometrias hiperbdlicas. Por otra parte, las propiedades
descritas de la funcién f, junto con el Teorema 4.7 implican también que los
circulos hiperbdlicos en el disco de Poincaré son circulos euclidianos; mas aun,
los discos hiperbdlicos con centro en el origen son circulos euclidianos con centro
en el origen . Ademaés, como la funcion f es una isometria conforme que manda
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geodésicas en geodésicas, se sigue que el Teorema 4.9 y la propiedad del
paralelismo se cumplen también en este modelo (véase la Figura 4.9).

El siguiente resultado es el dual del Teorema 4.8 para el disco unitario.

Teorema 4.9

Cualquier isometria hiperbdlica del disco de Poincaré es un elemento de M (A), 0
es de la forma

donde [|a[ ~|¢|" =1.

Este resultado es consecuencia directa del Teorema 4.8 y del hecho de que las

transformaciones z —>7Zy z— -7 son conjugadas bajo la funcion f. En la

siguiente seccion se probara una formula general para la distancia entre dos
puntos cualesquiera en A. A continuacién probamos un caso particular.

Lema 4.3

La distancia hiperbdlica del origen a un punto z en el disco de Poincaré esta dada
por
1+

Iogl_|Z|

Demostracion.

Se sigue de las observaciones anteriores que basta calcular la longitud hiperbdlica
del segmento de geodésica [0|z|] el cual se puede parametrizar por

y:[0]z]] > A r(t)=t.
Por lo cual

Ih(7)=j"z‘—d2 = 1L g (7L at
0 1—t2 0 1+t 01—t

Lo cual implica el resultado.
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