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Introduccion

Las matematicas, como muchas otras areas del pensamiento, han sufrido en el tercio central del siglo XX el impacto de la corriente
filos6fica estructuralista. Esta tendia a desplazar el centro de atencién hacia los problemas de fundamentacién por una parte, y por otra
subrayaba la importancia de las estructuras abstractas como la de conjunto, grupo u otras, que se presentan en diversas areas de las
matematicas. En general la corriente estructuralista impregna a las matematicas de los métodos del algebra y es compafiera inevitable de
una tendencia hacia la abstraccion.

El estructuralismo ha estado lejos de ser un factor determinante en el desarrollo de la produccién matematica en el Gltimo siglo, ya
que el volumen ingente de investigacion volcada hacia las aplicaciones ha pesado de forma decisiva en el resultado global. Sin
embargo, es en el ambito de la ensefianza de las matematicas donde la influencia del estructuralismo ha sido mas profunda,
penetrando en los programas a todos los niveles educativos y provocando que al estudiar matematicas, los estudiantes se queden
con la impresion de que no hay nada nuevo en matematicas desde Euclides o Pitagoras, es decir, desde hace mas de 2000 afios.
Con un poco de suerte, algunos se cree que las matematicas dejaron de desarrollarse después de la creacién del célculo diferencial
e integral (hace unos 300 afios), en cambio no tenemos la misma impresién sobre otras ciencias como fisica, quimica o biologia.

Parte del problema es que los temas que se han investigado recientemente en matematicas requieren de conocimientos mas
avanzados que los propuestos en los Programas de Estudio y quedan fuera temas tan interesantes como geometrias no euclidianas. Los
fractales, justamente, nos dan la oportunidad de abordar algunos resultados obtenidos en estos Gltimos treinta afios que son sencillos de
entender en una primera aproximacién, nos muestran una teoria en pleno desarrollo en la que hay muchas propiedades que se sospechan
pero aun no se han podido demostrar, y que tienen aplicaciones a veces insospechables.

La geometria fractal, cuyos primeros desarrollos datan de finales del siglo XIX, ha recibido durante los Gltimos treinta afios, desde la
publicacién de los trabajos de Mandelbrot, una atencién y un auge crecientes. Lejos de ser simplemente una herramienta de generacion
de impresionantes paisajes virtuales, la geometria fractal viene avalada por la teoria geométrica de la medida y por innumerables
aplicaciones en ciencias tan dispares como la Fisica, la Quimica, la Economia o, incluso, la Informatica.

A pesar de lo anteriormente expuesto son muchas las circunstancias positivas que confluyen en esta area que pueden ser
aprovechadas para que la revolucion, que ya ha tenido lugar en la investigacién matematica, tenga una prolongacion natural en el aula.
Dentro de las cuales podemos mencionar la teoria matematica denominada sistemas de funciones iteradas, desarrollada en 1981 por
Hutchinson, se convertiria a finales de la década de los 80 con los trabajos de Barnsley en una de las técnicas mas innovadoras y
prometedoras en el campo de la compresion de imagenes; misma que llevara facilmente a las primeras nociones de fractales y que ayudaria
a analizar desde un enfoque diferente una ecuaciéon muy simple pero de una gran utilidad en muchas areas (fisica, biologia, economia, etc.)
como lo es la ecuacion logistica.

Al mundo de los fractales muchos llegan atraidos por el estallido de color de alguna representacion del conjunto de Mandelbrot o
de un conjunto de Julia. Sin embargo, una vez que se profundiza en la magia de los fractales, uno no sabe que admirar mas, si las
cascadas multicolor o la belleza de las matematicas que las engendran. Aunque este trabajo, tan solo nos permite asomarnos por
primera vez a este mundo, encontramos una introduccién desde cero a los principios elementales de la revolucion fractal. Hay
también quienes disfrutan desde hace ya tiempo generando intrincados bosques fractales o fotografias a profundidades abismales
tras iterar férmulas sencillas mediante programas confeccionados, incluso, por ellos mismos. Algunos serian los gedmetras del
siglo XXI armados esta vez de ordenadores cada vez mas rapidos que, aun asi, cuando se trata de fractales, siempre parecen
guedarse pequefios. Conceptos como los de dimension de Hausdorff o conjunto autosemejante son de vital importancia para
abordar con ciertas garantias de éxito la exploraciéon de nuevos continentes fractales, razén por la cual seran presentados en este
trabajo de investigacion con un enfoque intuitivo, dado que estd es una mera revision de los conceptos elementales de una manera
totalmente constructiva.
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Introducciéon a los sistemas dinamicos discretos

I 1.1. Iteracién de funciones

L os sistemasdinamicos que se estudiaran estan intimamenterel acionadoscon la idea de iteracidn de una funcidn, es decir, con el comportamientodel conjunta
{x0, F(X0), F2(x0), F3(X0), ... f(X0), ...}, dondexo esun punto del dominiode f y f" = f o f". Para ello es necesario conocer algunas de las funciones

predeterminadasde Mathematica que permiteniterar una funcién.

Considérese por €jemplo que se desea estudiar iteracionesasociadas con la funcién raiz cuadrada, que en Mathematica se indicapor Sqrtt. Claro esta que se
deben considerar Ginicamente nimeros no negativos. Por ejemplo, si se toma el valor inicial x = 16, se puede calcular diez iteraciones utilizando la funcién
NestList:

Nest Li st [Sqrt, 16, 10]
{16, 4, 2, \/2—, 21/4 91/8 91/16 91/32 91/64 1/128 21/256}

Tal como esta el resultado anterior no indica demasiado, ya que Mathematica trabaja en formasimbdica salvo que se le indiquelo contrario. Asi, si se desea
obtener como resultado una lista de ndimeros, tal como en una calculadora, esimprescindibleutilizar la funcion N 6 escribir 16.0 en vez de 16 paraindicar que
se estatrabajando con val oresaproximados.

Nest Li st [Sgrt, N[16], 10]
{16., 4., 2., 1.41421, 1.18921, 1.09051, 1.04427, 1.0219, 1.01089, 1.00543, 1.00271}

Sediceque estalistade nimerossonlos primerosonce el ementosdela Or bita del Valor Inicial 16.

Actividad 1:
Construyalos primerosquince el ementosde |a 6rbita para cada uno de los siguientesval oresiniciales:
a. 10, 100, 1000, y 100 000.
b. 0.1, 0.01, 0.0001 y 0.00001.
¢. ¢Observaalgunaregularidad en losresultadosobtenidos?
d. Corroboresus observacionesaumentandoel nimero deiteraciones.
e. ¢Ocurre un nuevo fendmenosi losvaloresinicia esestén cercanosa uno?
Basado en los experimentosanterioresy dado que la érbita para el valor inicial igual a uno consta tinicamente de dicho nimero (como puede comprobarse).

podria cometerseel error de afirmar que para todos|os valoresinicialesla érbita respectiva, para un nimero suficientementegrande todos | os elementosde la
orbita sonigualesa dicho nlimero, pero esto se puederefutar considerandoel valor inicial cero, yaquela érbita consisteexclusivamentede cero.

1Consulteen la ayuda de Mathematical Functions.
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Unaformade determinar estosval oreses encontrar | os puntosde cortedela funcidn y larectaidentidad, como puedeverseen el gréfico:

Plot [{vx, x}, x 0, 3}]
30

0.5 1.0 15 2.0 25 3.0

A cadauna delas abscisasde |os puntosdeintersecci de las curvas anterioresse denominanpunto fijo de la funcién raiz cuadrada

Actividad 2:
a. Realicenuevamentela actividad uno, paralafuncién elevar a cuadrado.
b. Superpongalasgréficasdelafuncién elevar a cuadradoy lafuncién identidad.
c. Determinelospuntosfijosdelafuncién elevar a cuadrado.

Otra manera de estudiar las érbitas de la funcién raiz cuadrada es graficar la sucesién de puntos que se generaal iterar una funcién dada mediantela funcién
ListPlot.

Li st Pl ot [Nest Li st [Sgrt, N[16], 10]1]
6F .

14?—
12?—

10F

2 4 . 6 . 8 . W .

Aunquela 6rbita sdlo es una sucesiin de puntos, se puede utilizar € atributo Joined de la funcidn ListPlot, con el fin de visualizar el comportamientode dicha
oOrbita.
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Li st Pl ot [Nest Li st [Sqrt, 16., 10], Joi ned -» True, AxesOrigin- {.5, .6}]

15+

10-

Actividad 3:

Verifiqueque | as conclusionesresul tantesde | as dos primeras actividadesson vaidas, graficando cada una de las érbitas para los val oresinicial esdadosen
cadaunadeellas.

1.1.1. Puntos fijos, atractivos y repulsivos

Un punto xg es punto fijodelafuncién f si f(xg) = Xg. También se puede describir como un punto para el cual su 6rbita se reducea dicho punto. Un punto fijo
Xo delafuncitn f serdaatractivo o atrayente si puntos cercanosa Xg tienen drbitas que se le aproximan. Un punto fijo X, de la funcién f serdrepulsivo o
repelente si puntoscercanosa Xg tienendrbitasque seaejanded.

Actividad 4:
Utilicelafuncién Solve para encontrar |os puntosfijosde las funcionesraiz cuadraday elevar a cuadrado.

Sugerencia: Para cada funcién f debe resolversela ecuacion f(x) = x, ya que esto significaque x es la interseccich de la curva de f y la funcién
identidad.
Actividad 5:

Utilicela funcién FindRoot para encontrar los puntos fijos de las funcionesraiz cuadrada y elevar a cuadrado. Ademds, utilice la funcién Manipulate
junto conlafuncién FindRoot, para comprobar que el punto fijo que se calculadependedel valor inicial que seconsidere.

Sugerencia: Dado que la funcién FindRoot devuelve aproximacionesa las raices de la ecuacidn o funcién que se analiza, puede utilizarse la funcian
Chop.

1.1.2. Importancia del nimero de iteraciones

Con el siguientegjemplo se pretendedestacar |aimportanciadel nimero de iteracionesque se deben hacer de acuerdo con la funcidn, el valor inicial, entre otros
aspectos, ya que se pueden hacer afirmacionesincorrectas, ademés se debetener en cuentalas limitacionesde |a computadora, etc.

Unaformade definir funcionesen Mathematica esla siguiente:
1
fIx_1:=— (2-€+x?)
3.

Observeque bastacon un valor aproximadoen el argumento dela funcién para que ningunaimagen seaun valor exacto, como se compruebaa continuacin:
f [5]
1
fl=
(5]
-40. 4711
0. 288948

A continuacin se construyenlos primerosdiez elementosde la 6rbitadel valor inicial xg = 2.904.
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x0=.; x0 = 2.904; ListPlot [NestList[f, xO, 9], Joi ned » Fal se]

3? L4 . . .
2t
1
| | | | |
[ 2 4 6 8 10
_1}
_2}

Al observar el gréfico parecerd que los valores se aproximan a dos puntos distintos, pero a aumentar el nimero de iteracionesse compruebaque realmentela
orbitaconvergea un puntofijo.

Li st Pl ot [Nest Li st [f, x0, 17], Joi ned -» Fal se]
Li st Pl ot [Nest Li st [f, x0, 17], Joi ned » True]

3? . . .

Dicho punto fijo se puede cal cular utilizandola funcién FixedPoint:
Fi xedPoi nt [f, x0]

0. 25753

Empero, algunas veces no se pueden hacer muchas iteraciones, por jemplo, si se construye la érbita para el valor inicial anterior incrementado en 0.001,
Mathematica graficarasolamenteal gunos el ementosde la misma, junto con un mensajede error.
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x0 =.; x0 = 2.905; ListPlot [NestList[f, xO, 17], Joi ned » Fal se]

General::unfl : Underflow occurred in computation. >

General::ovfl : Overflow occurred in computation. >
200

10F

_ook

El error de desbordamientotambién lo puede dar la funcién FixedPoint y para evitarlo debe buscarseuna vecindad del punto fijo que se esta buscando, como se
compruebaa continuacia:

Fi xedPoi nt [f, x0]
General::unfl : Underflow occurred in computation. >
General::ovfl : Overflow occurred in computation. >

I ndet erni nat e

Asi, una mejor manera de buscar los puntosfijos puede ser utilizar la funcién FindRoot, ya que el valor inicial no necesariamentedebe estar proximo a punto
fijo:

Fi ndRoot [f [x] ==X, {Xx, 20x0}]

{x - 0.25753}

Actividad 6:

a. Determinelos puntos fijos de las funcién g(x) = Vx+1. Luego, construyala érbita (y grafiquela) de puntosinicialespréximosa punto fijo, para
determinar si esatractivo o repulsivo.

b. Redliced gercicioanterior paralafuncicn h(x) = 7 + % Sen[%]
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1.2. Analisis de la ecuacion logistica

Suponiendoque la constantec es positivaseverificaquelafuncién f(x) = cx(1 — x) esuna pardbola.

Clear [f, c]
c=2.;

fIx_1:=cx (1-x)
Pl ot [f [x], {X, 0, 1}, AspectRati o -» Automatic]

05}t

0.4
0.3
0.2

0.1

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Teniendo en cuenta su interpretacin como fendmeno biol dgico, |0 que nosinteresaes tomar un valor de ¢ positivo, un punto xo entre0y 1, y ver que pasacon
€l conjunto de las sucesivasiteraciones, que no es mas que la érbita de X bajo la funcién f; el comportamientode todas | as érbitas es |lamado comportamiento
dindmico def.
Tomando por gemploc = 2y Xy = 0.2, losprimeros10 valoresaproximadosde la érbita, incluidod inicia, estén dadosenlalista:

Nest Li st [f, .2, 10]

{0.2, 0.32, 0.4352, 0.491602, 0.499859, 0.5, 0.5, 0.5, 0.5, 0.5, 0.5}

Se ve que después de muy poco, € valor se mantieneestacionariamenteen % Esto se puede verificar graficamentecomo sigue:

Li st Pl ot [Nest Li st [f, 0.2, 10], Joi ned - Fal se]
Li st Pl ot [Nest Li st [f, 0.2, 10], Joi ned - True]

050F

0.45 i
0.40 i
0.35 ;
0.30 i

0.25
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050 F
0.45 —
0.40 —
0.35 —
0.30 —

025F

0.5

Por supuesto % no esel Unico punto fijo, como se puede comprobar la evaluar f en cero.
f [0]
0

Al tomar otro puntoinicial, por gemploxg = 0.7, seobtine
Nest Li st [f, .7, 10]

{0.7, 0.42, 0.4872, 0.499672, 0.5, 0.5, 0.5, 0.5, 0.5, 0.5, 0.5}

Se observaque también a pocotiempolosvaloresseparecena %
Ciertamentepara cual quier parametroc+0 siemprese obtienendos puntosfijos, estosson:
c=.; Solve[f[Xx] ==X, X]

-l+c

CRUNE]

Asi, cuando ¢ = 2 lasraicesson:

% /. c-2 //Flatten

{X%O, X%%}

1.2.1. Buscando puntos fijos atractivos y repulsivos.

En general, se puede preguntar si al iterar lafuncién f los val ores se van acercando o alejando de algiin punto fijo. Hagase la prueba con distintosvaloresdec y
X. En cuyas pruebas, no hara faltaconsiderarx =06 x = % los cual es son puntosfijos, ni tampoco valores mayoresque % puestoque si % < x < 1, definiendc
y=1-x, yaenlaprimeraiteracion tenemos f(x) =cx(1 - x) =c(1 - y) y = f(y), dondey variaentre0y % (Esto, significaque f essiméricarespectode la
rectax = %). Por gemplo, a elaborar una tabla para las primeras 10 iteracionespara c = 0.3 y para distintosvaloresiniciales, parece claro que los valores se

aproximana 0, como se observaen la siguientetabla.
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Mani pul at e[
Tabl eFor m[
Rest [
Transpose[
Map[NestList[c# (1-#) & #, 10] & Vinicia = Tabl e[x0 +ax, {ax, 0, .05, .01}1111,
Tabl eHeadi ngs -» {Automatic, Vinicia },» Tabl eSpaci ng-» {2, 2}1,
{{c, .3, "Paranetro"}, 0.001, 3, .1, Appearance -» "Qpen"},
{x0, 0, .45, Appearance - "Open"}, SaveDefinitions - True]
Pararmetro J
0.3 (=)
=0 J
wve | I
0.173 0.183 0.193 0.z03 0.213 0.223
1 0.0435945 0.0457965 0.0476388 0.0494208 0.0511425 0.0528048
z 0.0125904 0.0131095 0.0136108 0.0140935 0.0145532 0.0150049
3 0.00372957 0.00388139 0.00402766 0.00416347 0.00430387 0.00443394
4 0.0011147 0.0011599 0.00120343 0.00124533 0.001ZE856 0.00132428
5 0.000334037 0.000347566 0.000360595 0.000373133 0.000385185 0.00039675%
& 0.000100177 0.000104233 0.00010814 0.0001115895 0.000115511 0.00011398
7 0.0000300502 0.0000312668  0.0000324384  0.0000335657  0.0000346493  0.0000356399
g 9,0148: 107" 9,37974x10°% 99,7312 107" 0.00001006594 0.0000103944  0.0000107066
9 2.70442x 10°%  2.8139%10°F 2.91933x10°% 3.02078%10°f  3.1183«10°F 3.21194x10°F
10 | 8.11322% 1077  &.44166:x 107 §.75797=1077 9.06231x10"7 9.35486:10" 9.63579:10°"
Actividad 1:

Observeel comportamientode la ecuacion logisticaparalossiguientesvaloresdec: 0.8; 1; 1.2; 1.5; 2y 3.

a. ¢Seaproximaa algin puntofijola érbita?

b. ¢Si aumentaa 50 el nimero deiteracionesse modificael comportamientode cada drbita?

c¢. ¢Dependeeste comportamientodel valor inicial?

d. Realizandomés experimentos infierael intervaloal cual perteneceel parametro ¢ para quela érbita se aproximea cada uno delos puntosfijos.

Con respecto a la primera pregunta tdmese por gemplo c = 3, con 15 iteracionesse observa que efectivamentelos valores (de la 6rhita) se van alejando del
punto fijo cero, aunque los val oresinicial esestén muy proximosal mismo, como se compruebaen latablasiguiente.
Mani pul at e[
Tabl eFor m[
Rest [
Transpose|
Map[NestList [c# (1-#) & #, 15] & Vinicia = Tabl e[N[lOk‘S], tk, 0, 431111
Tabl eHeadi ngs -» {Automatic, Vinicial },» Tabl eSpacing » {2, 2}],
{{c, 3, "Parametro"}, 1.001, 3, .1, Appearance - "Open"}, SaveDefinitions - Tr ue]
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Paramatro J
ca— 1
0.00001 0.0001 0.001 0.0l 0.1
1 0.00002995997 0.00029997 0.002997 o.0z297 .27
2 0.0000599984 0.00089964 0.00896405 0.0864537  0.5913
3 0. 000269965 0.00269649 0,0Z86511 0. 236935 0.724993
4 0.000809876 0.00806766 0.0778225 0. 542396 0.5958135
5 0.00z42706 0.0240077 0.215295 0. 744605 0.7211049
& 0.00726351 0.0702941 0.506535 0. 570501 0.603333
7 0.0216323 0.196055 0. 749386 0.735039 0.717967
g 0.0534329 0.472559 0.56271 0. 5542 0.507471
9 0.178385 0. 747749 0.738202 0.728731 0.71535
10 | 0.439691 0. 5655 0. 579779 0. 595046 0.610573
11 | 0.739035 0.737011 0. 730908 0.724027 0.713121
1z | 0.573851 0.551477 0. 590047 0.599435 0.513738
13 | 0.731505 0.730084 0.725674 0.720335 0.711191
14 | 0.559z1:2 0.591154 0.597213 0.604354 0.616195
15 | 0.7261z24 0.725057 0.721649 0.717331 0.709494

Como resultado del gjercicioanterior, puede suponerseque siemprese convergea un punto fijo, queesO cuandoc<lyesl-1/cpaal<c<3. Peoaln
no hemos respondido completamentela preguntade si [os puntos fijos son atractivos o repulsivos. Surgen pues |as dos preguntas siguientes: ¢Paral < c < 3,
x = 0 esatractivoo repulsivo?y ¢Para0 < c < 1, x =1 — 1/c esatractivo o repul sivo?

Mani pul at e[
Tabl eForm[
Rest [

Tr anspose[

Map[NestLi stc# (l-#%) & # 301 & Vinicia =Tab|e[1. -£+10k-6, k, 0, 4}]]]],
C

Tabl eHeadi ngs -» {Automatic, Vinicia }, Tabl eSpaci ng -» {2, 2}],

{{c, .9, "Paranetro"}, 0.001, 1, .1, Appearance - "Open"}, SaveDefinitions - Tr ue]
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Parametro
En—, =N

-0.11111 -0.111101 -0,111011 -0.110111 -0.101111
1 -0.11111 -0.1111 -0.111001 -0.110012 -0.100201
2 -0.11111 -0.1110%% -0.110%99 -0.109303 -0.0932172
3 -0.11111 -0.1110%8 -0,1109%3 -0.109754 -0.09581552
4 -0.11111 -0.1110%6 -0,110%65 -0.109653 -0.097010a
g -0.11111 -0.1110%5 -0.11095 -0.109509 -0.0957735
f -0.11110%  -0,111093% -0.110%234  -0,10%9351 -0.0944579
7 -0.11110% -0,111092  -0.110%16  -0,10917%7 -0.0930422
g -0.11110%  -0.11109 -0.110897 -0,1039287 -0.0915292
9 -0.11110%  -0,111083 -0.110876  -0,103779 -0.0399161
1o ( -0.11110% -0,111085% -0.11085%2 -0.108551 -0. 0552009
11 | -0.111108 -0.111083% -0.110826 -0.1083501 -0.0863522
1z | -0.111108 -0.11108 -0.110795 -0,108027 -0.0544597
13 (| -0.111108 -0,1110%7  -0.110767  -0.107727 -0.0524338
14 ( -0.111107%7 -0,1110%73 -0.110732 -0.107399 -0.0503063
15 | -0.111107%7 -0.11106% -0.1106%4 -0,10704 -0.0750795
lg | -0.111107 -0.111065% -0.110653 -0,1065645 -0.0757557
17 | -0.111106 -0.111061 -0.110807 -0.10621% -0.0733452
15 | -0.111106 -0.111056 -0.110557  -0.105752 -0.0705554
1% [ -0.111105 -0.11105 -0.110508 -0,105242 -0.06525583
20 [ -0.111104 -0.111044 -0.110441 -0.1046586 -0.0656564
21 | -0.111104 -0,111037 -0.110375 -0.104085 -0.0629704
22 | -0.111103 -0.11103 -0.110302 -0,103422 -0.0602421
23 [ -0.111102 -0.111022 -0.110Z221  -0.102706 -0.0574541
24 (-0.111101 -0.111013 -0.110133 -0.101929 -0.0547097
25 [ -0.1111 -0.111003 -0.110036 -0.101087 -0.05193:26
26 [ -0.11109% -0,1109%2 -0.10993 -0.100175 -0.0491666
27 [ -0.111098 -0.11098 -0.109313 -0.09%91586 -0.0464256
28 [ -0.111097%7  -0.110967 -0.109635 -0.0931243 -0.04372235
29 [ -0.111095 -0,110953 -0.109544 -0.0969774  -0.041071
30 [ -0.111094  -0,110937 -0.10933% -0.0957435 -0.0384521

Observacion: Si0O<c<1entoncesl —1/c< 0,y ladrbitadex, > 0 sempretoma valores positivos, con |o que nunca se aproximaraa punto fijol — 1/c.
Empero, paradeterminar si dicho punto fijo esrepulsivoes precisoanalizar las érbitas de val oresinicialescercanosa éste.

En la tabla anterior se puede apreciar que después de 30 iteraciones, la imagen del punto —0.11111 es aproximadamenteigual (debido a errores de aproxi-
macion) a laimagen obtenidadespués de 6 iteracionespara el punto —0.111101, por lo que d iterar 24 vecesmas laimagen del punto —0.11111 ser& aproxi-
madamente —0.110937, la cual a su vez es aproximadamenteigual a la sextaimagen del punto —0.111011, continuando de esta manera se infiere que los
vaoresdelaodrbitadel punto—0.11111, sealejandel puntofijo —0.111 ... al aumentar el nimero deiteraciones, por lo que esteesrepulsivo.
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Actividad 2:

Al observar detenidamenteel trabajo realizado previamente, puede percatarse que los valores del parametro son menoreso igual a tres. Surge pues la
preguntasiguiente;Cuando el pardmetro c aumente se obtienenresultadossimilaresu ocurre un nuevo fenémeno?

Observe el comportamiento de la Orbitay con a menos 35 iteraciones, para cada uno de los siguientes valores del parametro
c:3.01; 3.02; 3.18; 3.2; 3.32; 3.43; 3.5; 3.67y3.9.

a. ¢Ladrhita seaproximaa algun puntofijo?
b. ¢Existealgunaregularidad en el comportamiento?
Recordatorio: Losvaloresinicialesdebenvariar entreceroy un medio.

1.2.2. Ciclo de longitud dos.

Se observa en las tablas construidas anteriormente que ocurre un nuevo fendmeno. Por gjemplo para ¢ = 3.2, la tabla muestra que las érbitas se acercan
aternadamentea 0.513045 y 0.799455 y no se aproximan a un punto fijo, que en estecasosonx =0y x=1 - 1/3.2 ~ 0.6875. En este caso se dice que la
oOrbita es periddica (atractiva) de periodo dos, 0 que setieneun ciclo (atractivo) delongitud dos.

Por definicidn, paratener un ciclodelongitud dos, cada uno delos puntosu en el ciclotiene que satisfacer la ecuacién
f2(u) = f(f(u) =u (1.2
y no ser un puntofijo, esdecir no ser raiz dela ecuacion
f(u=u 1.2
UtilizandoMathematica se pueden encontrar las raicesdela ecuacién 1.1, cuandof eslafuncidn logistica:

(*C ear [f,c];f[X_]:=C x(1-X)%*)
f[f[x]]-x

FI atten[Si rrplify[SoI ve[ﬁz 0, {x}]”
1+c-+/-3-2c+c? 1+c++/-3-2c+c?
{Xe , X = }
2c 2cC

Cuando ¢ = 3.2 estosval oresson aproximadamente
% /. C-3.2

{x - 0.513045, x - 0. 799455}

que sonlosvaloresque ya se detectaronanteriormente.
Al analizar la cantidad subradical de |as raices de la ecuacién antes resuelta, suponiendoque ¢ esreal, se obtienendos puntosrealesy distintosque formanun
ciclodelongitud doscuando
-3-2c+c2>0o(c-1)?>4 |c-1] >2oc>3ve<-1
Deformatal que, si ¢ > 0 sdlo puedehaber un ciclodelongituddoscuandoc > 3.
Deigual manera se encuentraciclosde mayor longitud. Por ejemplo, para ¢ = 3.5 observaraen la tabla el aborada anticipadamenteque | os sucesivosvalores se

aproximan alternadamentea 0.38282; 0.826941; 0.500884 y 0.874997, formandoun ciclo atractivo que es de longitud cuatro, ain cuando |os puntosfijosson
X=0yXx=5/7~ 0.71428 en estecaso.

Esimportantesefialar que no esfactiblerealizar un andlisis como el elaborado para los ciclosde longitud dos a fin de encontrar los puntos de ciclosde longitud
"n" arbitraria, pero las ecuacionesresultantes, que serén en general de grado n — 2 después de simplificar, no se pueden resolver en forma cerrada salvo casos
muy particulares, por lo que esimprescindibleelaborar un andisismés cualitativo.

Nuevamentesurgela preguntasi aparecenlos mismoso nuevosfendmenosal aumentan el valor del parametro, razén por la cual se proponerealizar la siguiente
actividad.
Actividad 3:

Elaboretablasy estudieel comportamientode las Orbitas para distintosvaloresinicialesentreceroy un medio,y parac = 4; 4.01y5.

a. Para cadavalor del parametro calculelos puntosfijos.

b. Determineloselementos del ciclo(si existen)y cual essu longitud, o en el caso en el que se presenteun nuevo fendmeno describal o.
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Losresultadosdela anterior actividad parael casodec = 4, sugierenun analisismas detallado, por lo cual se deberecurrir a elaborar gréficas (lo que motivala
préxima actividad). Mientras que los resultados obtenidospara ¢ = 4.01, sirven para confirmar laimportanciadel valor ¢ = 4, pues con tan solo una variacion
en el parametro de 0.01 sepuedeafirmar que si el valor absoluto de c es suficientementegrande, "casi" todos|os puntostiene orbitas cuyosval ores son cada vez
mas negativos(aseveracin confirmadapor losresultadosparac = 5), dondeel "casi" esdebidoa casoc =5y xg = 0.2, por ggemplo, en el cua se observaque
|as preimégenesde puntosfijostienen érbitas que terminanen e puntofijo.

1.2.3. Analisis Gréfico.

Para continuar con €l estudio del comportamientode las drbitas es (til y convenientes hacer un andlisis gréfico. Para ello se sigue el proceso que a contin
uacién se describe: Un punto del gréfico def se mueve horizontalmentehastaintersecar la diagonal y = x, seguidamentese mueve verticalmentehasta intersecar
el gr&ficodef, y continla asi moviéndosehorizontal y verticalmente en formaalternada

De manera mas formal este proceso es como sigue: Dado €l punto xg, localizado en el ge horizontal, el siguiente punto X; en la drbita se obtiene como
x; = f(xg), y por lo tanto se dibujaen el gevertical. Después segraficax; en el gje horizontal, puesto que x, = f(x;). ESs necesarioentoncespasar x; deun gje
aotro, y paraello se dibuja una diagonal a 45° en el primer cuadrante, luego, trazando una Iinea horizontal se une el punto x; que estaen el gjevertical conun
punto en la diagonal, finalmentese hacela proyecci ortogonal de dicho punto sobreel eje horizontal para obtener x; sobredichoeje, y serepiteel proceso.

La siguientefuncién se basaen la descripcid del proceso antes descrito, analizando gréficamentela érbita de xp bajo la funcién f para las primerasiteracionesy
haciendoel gréficoen el intervalodelimitadopor X, Y Xmax-

trayectoria=.
trayectoria[funcion_, xO_, iteraciones_, xmn_, xmax_] : =
Bl ock[{orbita, |ineas},
orbita = Nest Li st [funci 6n, x0, iteraciones];
lineas = Line[Rest [Partition[Flatten[Transpose[{orbita, orbita}]], 2, 1]111;
Pl ot [funci 6n[x], {X, xm n, xmax},
Pl ot Range -» {{xm n, xmax}, {xmn, xmax}},
Aspect Rati o - Aut onati c,
Epilog » {Line[{{xm n, xm n}, {xmax, xmax}}],
{Absol ut ePoi nt Si ze[4], Point [{x0, funci 6n[x0]}1},
{Absol ut eThi ckness[2], Blue, lineas}}]]

Mani pul ate[trayectoria[c# (1 -#) & x0, 50, xmin, xmax],
{{c, 0.6, "Parametro"}, 0.1, 3, .1}, {x0, 0, 1.}, {xmin, O, .99},
{{xmax, 1.}, xmin+.0001, 1}, SaveDefinitions - True]
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Pararmetro J
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Actividad 4:

Realiceun andisisgréfico para cada uno de los valoresde ¢ que se presentaen las actividades1, 2 y 3. En cada caso varie d valor inicia y contrastecon
|osresultadosobtenidosmedianteel aboracién detablasal estudiar las distintasorbitas.
Suger encia: Aumenteo disminuyalosval oresdexmin y xman para obtener un acercamientoo alejamientodel gréfico.

El andlisis gréfico también sirve de ayuda para comprender qué pasa cuando €l valor inicial de x estafueradel intervalo[0, 1] , por lo que se pide: Hacer
un andisisgréfico cuando c tomalosvalores1, 2 y 3, conx negativoy x mayor que uno.

Aclaracion: Esta actividad esté disefeda para resaltar €l hecho de que en cualquiera de estos casos las érbitas toman valores cada vez més negativos
cuando el valorinicial dex estafueradel intervalo[0, 1] .
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Puesto que la deteccidn de puntosfijosy ciclosatractivosesimportante, se presentaa continuacidn el cédigo para encontrarlosutilizando Mathematica. Laidea
esla siguiente: Se generauna lista de |as iteracionessucesivasde f y otrade las de f2, ambas a partir de un punto X inicial, es decir, la segundalista“va dos
vecesmas rapido que la primera’. Se van comparandolos correspondientes val oreshasta encontrar dos val oresiguales (uno en cadalista) o exceder un nimero
Iimite de iteracionesméaximas. En caso de obtener dos valoresiguales (segin la precisién predefinida), por ejemplo en la posicién n, se habra encontrado un

ciclodelongitudn, y seprosiguea buscar un ciclo de longitud menor. El resultado de dicho programaserael ciclo de menor longitudo lalistavacia si no sehan
detectadociclos.

C ear [cicloatractivo, precision]; precision=N[10"°];
cicloatractivo[funcién_, x0_, itermax_] : =
Modul e[ {n, x1, x2, lista}, n=1; x1 =funci6n[x0]; x2 = funci én[x1];
Whi | e[ (Abs [x1 -x2] > precision) & (n <itermax),
x1 = funci 6n[x1]; x2 = funci é6n[funci 6n[x2]1]; n++1;
If[n<itermax, (xciclo de longitudsnx)lista= {x1}; x2 = funci 6n[x1];
Wi | e[Abs [x1 -x2] > precision, AppendTo[lista, x2]; x2 = funci 6n[x2]];
lista, {}1I;

Actividad 5:

Empleela funcién cicloatractivo para determinar (si es que existen) puntosfijoso ciclosatractivos, para cada uno de los valoresde ¢ que se presentaen
lasactividades1, 2y 3, y distintosvaloresiniciales.
Importante: Parac = 4, utilizando la funcién cicloatractivo se compruebaque después de mil iteracionesno se encuentran ciclos atractivos de longitud
menor que cien, paradiversosvaloresiniciales.

(*C ear [f,c];f[xX_]:=C x(1-X)%)

c =4; valoresini = Map[Nest [f, # 1000] & {.1, .2, .3, .4}1;

Map[ci cl oatractivo[f, # 100] & val oresini]

(O s {31
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1.3. Soluciones a actividades de la seccién 1.1
Solucién actividad 1:
Lasolucién del literal adel gjercicioanterior es:

Nest Li st [Sgrt, N[10], 15]

Nest Li st [Sqrt, N[100], 15]

Nest Li st [Sgrt, N[1000], 15]
Nest Li st [Sgrt, N[1000000], 15]

{10., 3.16228, 1.77828, 1.33352, 1.15478, 1.07461, 1.03663, 1.01815,
1.00904, 1.00451, 1.00225, 1.00112, 1.00056, 1.00028, 1.00014, 1.00007}

{100., 10., 3.16228, 1.77828, 1.33352, 1.15478, 1.07461, 1.03663,
1.01815, 1.00904, 1.00451, 1.00225, 1.00112, 1.00056, 1.00028, 1.00014}

{1000., 31.6228, 5.62341, 2.37137, 1.53993, 1.24094, 1.11397, 1.05545,
1.02735, 1.01358, 1.00677, 1.00338, 1.00169, 1.00084, 1.00042, 1.00021}

{1. %108, 1000., 31.6228, 5.62341, 2.37137, 1.53993, 1.24094, 1.11397,
1. 05545, 1.02735, 1.01358, 1.00677, 1.00338, 1.00169, 1.00084, 1. 00042}

A continuaci se presentala solucién del literal b del gercicioanterior:

Nest Li st [«/? & 0.1, 15]
Nest Li st [«/? & 0.01, 15]
NestLi st [V & 0.0001, 15]
NestLi st [V & 0.00001, 15]

{0.1, 0.316228, 0.562341, 0.749894, 0.865964, 0.930572, 0.964662, 0.982172,
0. 991046, 0.995513, 0.997754, 0.998876, 0.999438, 0.999719, 0.999859, 0. 99993}

{0.01, 0.1, 0.316228, 0.562341, 0.749894, 0.865964, 0.930572, 0.964662,
0.982172, 0.991046, 0.995513, 0.997754, 0.998876, 0.999438, 0.999719, 0. 999859}

{0. 0001, 0.01, 0.1, 0.316228, 0.562341, 0.749894, 0.865964, 0.930572,
0.964662, 0.982172, 0.991046, 0.995513, 0.997754, 0.998876, 0.999438, 0.999719}

{0. 00001, 0.00316228, 0.0562341, 0.237137, 0.486968, 0.697831, 0.835363, 0.913982,
0. 956024, 0.977765, 0.98882, 0.994394, 0.997193, 0. 998596, 0.999298, 0. 999649}

Baséndose en los resultadosanterioresse puedeinferir que los valoresde cada una de las érbitas se aproximan a uno, sinimportar si son préximosa cero o muy
grandes.

Con el propdsito de confirmar la observaci & hechapreviamente, se aumentael nimero de elementosde cada orbita:
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Nest Li st [«/? & N[107, 25]

Nest Li st [«/? & N[100], 25]
Nest Li st [«/? & N[1000], 25]
Nest Li st [«/F & N[10000007, 25]

{10., 3.16228, 1.77828, 1.33352, 1.15478, 1.07461, 1. 03663,
1.01815, 1.00904, 1.00451, 1.00225, 1.00112, 1.00056, 1.00028,
1.00014, 1.00007, 1.00004, 1.00002, 1.00001, 1., 1., 1., 1., 1., 1., 1.}

{100., 10., 3.16228, 1.77828, 1.33352, 1.15478, 1. 07461,
1.03663, 1.01815, 1.00904, 1.00451, 1.00225, 1.00112, 1. 00056, 1.00028,
1.00014, 1.00007, 1.00004, 1.00002, 1.00001, 1., 1., 1., 1., 1., 1.}

{1000., 31.6228, 5.62341, 2.37137, 1.53993, 1.24094, 1.11397,
1. 05545, 1.02735, 1.01358, 1.00677, 1.00338, 1.00169, 1.00084, 1.00042,
1.00021, 1.00011, 1.00005, 1.00003, 1.00001, 1.00001, 1., 1., 1., 1., 1.}

{l. x10°%, 1000., 31.6228, 5.62341, 2.37137, 1.53993, 1.24094, 1.11397,
1.05545, 1.02735, 1.01358, 1.00677, 1.00338, 1.00169, 1.00084, 1.00042,
1.00021, 1.00011, 1.00005, 1.00003, 1.00001, 1.00001, 1., 1., 1., 1. }

Nest Li st [Sqrt, 0.1, 27]
Nest Li st [Sgrt, 0.01, 27]
Nest Li st [Sgrt, 0.0001, 27]
Nest Li st [Sgrt, 0.00001, 27]

{0.1, 0.316228, 0.562341, 0.749894, 0.865964, 0.930572, 0.964662, 0.982172, 0.991046,
0. 995513, 0.997754, 0.998876, 0.999438, 0.999719, 0.999859, 0.99993, 0. 999965,
0.999982, 0.999991, 0.999996, 0.999998, 0.999999, 0.999999, 1., 1., 1., 1., 1.}

{0.01, 0.1, 0.316228, 0.562341, 0.749894, 0.865964, 0.930572, 0.964662, 0.982172,
0. 991046, 0.995513, 0.997754, 0.998876, 0.999438, 0.999719, 0.999859, 0.99993,
0. 999965, 0.999982, 0.999991, 0.999996, 0.999998, 0.999999, 0.999999, 1., 1., 1., 1.}

{0. 0001, 0.01, 0.1, 0.316228, 0.562341, 0.749894, 0.865964, 0.930572, 0.964662, 0.982172,
0. 991046, 0.995513, 0.997754, 0.998876, 0.999438, 0.999719, 0.999859, 0.99993,
0. 999965, 0.999982, 0.999991, 0.999996, 0.999998, 0.999999, 0.999999, 1., 1., 1.}

{0. 00001, 0.00316228, 0.0562341, 0.237137, 0.486968, 0.697831, 0.835363, 0.913982, 0.956024,
0. 977765, 0.98882, 0.994394, 0.997193, 0.998596, 0.999298, 0.999649, 0.999824, 0.999912,
0. 999956, 0.999978, 0.999989, 0.999995, 0.999997, 0.999999, 0.999999, 1., 1., 1.}

Para responder |a preguntaplanteadaen el Gltimo literal del gjercicioanterior se construyela érbita para algunosval oresinicial escercanosa uno, lo que permite
afirmar quelas 6rbitas se aproximana uno.

k=.; k =20;

Nest Li st [Sgrt, 0.9, K]
Nest Li st [Sqrt, 0.99, k]
Nest Li st [Sgrt, 1.001, k]
Nest Li st [Sqrt, 1.0001, k]

{0.9, 0.948683, 0.974004, 0.986916, 0.993437, 0.996713, 0.998355, 0.999177, 0.999589, 0.999794,
0.999897, 0.999949, 0.999974, 0.999987, 0.999994, 0.999997, 0.999998, 0.999999, 1., 1., 1.}

{0.99, 0.994987, 0.997491, 0.998744, 0.999372, 0.999686, 0.999843, 0.999921, 0.999961,
0.99998, 0.99999, 0.999995, 0.999998, 0.999999, 0.999999, 1., 1., 1., 1., 1., 1.}
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{1.001, 1.0005, 1.00025, 1.00012, 1.00006, 1.00003,
1.00002, 1.000O02, 1.,12.,1.,12.,1.,11,1.,1.,1,1,1,1., 1.}

{1. 0001, 1.00005, 1.00002, 1.00001, 1.00001,
,1,1,1,1,1,1,11,1,1.,1.,1.,1.,1., 1,6 1.}

Solucién actividad 2:

Lasolucién del literal adel gjerciciouno paralafunciédn elevar a cuadrado es:
k=; k=12;
Nest Li st [#? & N[10], k]
Nest Li st [nz &, N[100], k]
Nest Li st [#* & N[1000], k]
Nest Li st [nz &, N[10000007], k]

{10., 100., 10000., 1. x 108, 1. x10%6, 1. x10%%, 1. x10%,
1. x10%8 1. x 10256, 1.000000000000001 x 10°*2, 1. 000000000000002 x 10124
1. 000000000000004 x 10°°*, 1. 00000000000001 x 10%°%®}

{100., 10000., 1. x10%, 1. x10%, 1. x10%, 1. x10*,

1. x10%%8, 1. x10%°, 1.000000000000001 x 10%*?, 1. 000000000000002 x 10*%%*,
1. 000000000000004 x 10°*, 1. 00000000000001 x 10°%®, 1. 00000000000002 x 10892}

{1000., 1. x10°% 1. x10%%, 1. x10*, 1. x10%, 1. x10%, 1. x10'%,

1. 000000000000000 x 10%84, 1. 000000000000000 x 10758, 1. 000000000000000 x 10536,
1. 00000000000000 x 10%°7%, 1. 00000000000000 x 10°**4, 1. 00000000000000 x 10*228%}

{1. x10°% 1. x10%, 1. x10*, 1. x10%, 1. x10%, 1. x10'%? 1.000000000000000 x 103**,
1. 000000000000000 x 10768, 1. 000000000000000 x 10536, 1. 00000000000000 x 103°72,
1. 00000000000000 x 10°M4%, 1. 00000000000000 x 10'%%%%, 1. 0000000000000 x 10%*°7®}

A continuacién se presentala solucién del literal b del gjerciciouno paralafuncién elevar a cuadrado:

Nest Li st [#? & 0.1, k]
Nest Li st [#* & 0.01, k]
Nest Li st [#* & 0.0001, k]
Nest Li st [#* & 0.00001, k]

{0.1, 0.01, 0.0001, 1. x10°%, 1. x107'%, 1. x107%%, 1. x107%,

1. x1071?8, 1. x1072%%, 1. 000000000000055 x 10512 1. 000000000000110 x 1071024,
1. 000000000000220 x 10°°*%, 1. 00000000000044 x 10499}

{0.01, 0.0001, 1. x10°%, 1. x107'°, 1. x10°%, 1. x10°*, 1. x107%%,
1. x 10725, 1.000000000000002 x 10-°*2, 1. 000000000000005 x 101924
1. 000000000000009 x 10°%°*¢, 1.00000000000002 x 10-%%, 1. 00000000000004 x 10-51%?}

{0.0001, 1. x10°8, 1. x10°'®, 1. x10%, 1. x10%, 1. x10 "%, 1. x10 %,

1. 000000000000002 x 10°%*?, 1. 000000000000005 x 10 *°?%, 1. 000000000000009 x 10 %48,
1. 00000000000002 x 10-4%%, 1. 00000000000004 x 10-#1%2, 1. 00000000000007 x 10384}

{0.00001, 1. x10*% 1. x107?% 1. x10*°, 1. x10°%°, 1. x10°'*°, 1.000000000000006 x 10-3%°,
1. 000000000000012 x 10 %°, 1. 000000000000024 x 10 *?%°, 1. 00000000000005 x 102°°,
1. 00000000000010 x 10-°*#°, 1. 00000000000019 x 10~*°?4°, 1. 0000000000004 x 102048}
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Basandose en los resultadosanterioresse puedeinferir que los valoresde cada una de | as érbitas son cada vez més grandessi 1os valoresinicial esson grandesy
seaproximana cero, si losvaloresinicial esson proximosal mismo.

Con el propdsito de confirmar la observacié hechapreviamente, se aumentael nimero de elementosde cada 6rbita:

k =. ) k = 20;

Nest Li st [#?2 & 10., k]
Nest Li st [#* & 100., k]

Nest Li st [#* & 1000., k]
Nest Li st [#? & 1000000., k]

{10., 200., 80000., 1.28x10%, 3.2768 x 10%°,
2.14748 x 10%t, 9. 22337 x 1082, 1.70141 x 10%%®, 5.78960446186581 x 1032,
6. 70390396497131 x 10%6°, 8. 98846567431160 x 103!, 1. 61585030356556 x 102564,
5. 2219444070658 x 10%%28, 5. 4537406780972 x 100657 5. 9486574767864 x 10?1315,
7. 077305155225 x 10%2631 1. 0017649652036 x 1085254, 2. 007066091019 x 10170528,
8. 05662858743 x 10%*1%°°, 1. 298185283917 x 10°%214, 3.37057006276 x 10" 3°422%}

{100., 10000., 1. x10%, 1. x10', 1. x10%, 1. x10%, 1. x10'*®, 1. x10?°°, 1.000000000000001 x 10°*?,
1. 000000000000002 x 10'°%*, 1. 000000000000004 x 10°°*%, 1. 00000000000001 x 10%°%,
1. 00000000000002 x 10%°?, 1. 00000000000003 x 10*°%4, 1. 0000000000001 x 1032 7°8,
1. 0000000000001 x 10%%°3¢, 1. 0000000000003 x 10*31%72, 1. 000000000001 x 10252144,
1. 000000000001 x 10°#42%, 1.000000000002 x 10* #8576, 1. 000000000004 x 10?997 152}

{1000., 1. x10°% 1. x10%, 1. x10%, 1. x10%, 1. x10%,

1. x 102, 1.000000000000000 x 10%**, 1. 000000000000000 x 1078,
. 000000000000000 x 10*%%¢, 1. 00000000000000 x 10°°”2, 1. 00000000000000 x 10°*44,
. 00000000000000 x 10*22%8, 1. 0000000000000 x 10%*37®, 1. 0000000000000 x 1049152,
. 0000000000000 x 10°%3%4, 1. 000000000000 x 10*°°%%%,1.000000000000 x 10%9321°,
. 000000000000 x 107832 1.000000000000 x 10*>728%* 100000000000 x 1034728}

B R R e

. x10°% 1. x10%?, 1. x10%*, 1. x10%8, 1. x10%, 1. x10%?,

. 000000000000000 x 10%84, 1. 000000000000000 x 107%8, 1. 000000000000000 x 10536,
. 00000000000000 x 10972, 1. 00000000000000 x 10544 1. 00000000000000 x 102288
. 0000000000000 x 1024576 1. 0000000000000 x 10%°152, 1. 0000000000000 x 10%8304,

. 000000000000 x 10196%%8, 1. 000000000000 x 10393216, 1. 000000000000 x 10786432,

. 000000000000 x 10*°728%4, 1. 00000000000 x 10%*4°728, 1.00000000000 x 10°?%145°}

e

Nest Li st [#* & 0.1, k]
Nest Li st [#* & 0.01, k]
Nest Li st [#? & 0.0001, k]
Nest Li st [#* & 0.00001, k]

{0.1, 0.01, 0.0001, 1. x10°®, 1. x107'®, 1. x10°%%, 1. x10°®, 1. x10'%%, 1. x10°%%,
. 000000000000055 x 10-%'2, 1. 000000000000110 x 10-1°%4, 1. 000000000000220 x 10248,
. 00000000000044 x 10-°%¢, 1. 00000000000088 x 108192, 1. 00000000000176 x 10 16384,

. 0000000000035 x 10732768, 1. 0000000000070 x 10753%3¢, 1. 0000000000141 x 10-131072,

. 000000000028 x 1022144, 1. 000000000056 x 10 °**?%3, 1.000000000113 x 10 048576}

e
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.01, 0.0001, 1. x10°8, 1. x107*%, 1. x10°%, 1. x10°%, 1. x107*28,

. x107%%¢, 1..000000000000002 x 10-%*2, 1. 000000000000005 x 101024,

. 000000000000009 x 1072948, 1. 00000000000002 x 107409,

. 00000000000004 x 10 8192, 1. 00000000000007 x 10 €384, 1. 0000000000001 x 10 32768,
. 0000000000003 x 10°%5%¢, 1. 0000000000006 x 10 *3*°72, 1. 000000000001 x 10 262144,

. 000000000002 x 10-°42%%, 1. 000000000005 x 10-**¢57°, 1..000000000010 x 102997152}

.0001, 1. x10°%, 1. x107%, 1. x10°%, 1. x10°®, 1. x10*?8,

. x107%%¢, 1.000000000000002 x 10-%12, 1. 000000000000005 x 101024,

. 000000000000009 x 10°2°*8, 1. 00000000000002 x 10~4°%¢, 1. 00000000000004 x 108192,
. 00000000000007 x 10 €384 1.0000000000001 x 10 %2768, 1.0000000000003 x 10 °>53¢,
. 0000000000006 x 10131972, 1. 000000000001 x 10-262144 1000000000002 x 10524288,

. 000000000005 x 10194657, 1..000000000010 x 10 2°°7*2, 1.00000000002 x 10 * 194394}

.00001, 1. x107%°, 1. x10%°, 1. x10%°, 1. x1078%, 1. x10°6°,

. 000000000000006 x 10732, 1. 000000000000012 x 10-%4°, 1. 000000000000024 x 107128°,
. 00000000000005 x 1072%5°, 1. 00000000000010 x 10752°, 1. 00000000000019 x 10710240,
. 0000000000004 x 1072°48% 1, 0000000000008 x 1074°9%°, 1. 0000000000015 x 10781920,

. 000000000003 x 10716384° 1. 000000000006 x 107327680 1.000000000012 x 1065536,

. 000000000024 x 10-131°729, 1..00000000005 x 10-2°#144%, 100000000010 x 10~°242880}

Para responder |a preguntaplanteadaen el dltimo literal del gjerciciouno paralafuncién elevar a cuadrado se construyela érbita para algunosvaloresiniciales
cercanosa uno, lo que permite afirmar que las orbitas se algjan de uno si los valoresinicialesestén a la derechade éste y se aproximan a cero, s los valores
inicialesson menoresque uno y mayoresque cero.

k =. ) k = 23;

Nest Li st [nz & 0.9, k]
Nest Li st [#* & 0.99, k]
Nest Li st [#% & 1.001, k]
Nest Li st [# & 1.0001, k]

{o.
. 39008 x 10°%, 1.93233x 10712, 3.73392x 10724, 1.39421x107%, 1.94383 x10°%,

. 77849 x 107188 1, 427701207893856 x 10737, 2. 038330739021576 x 1077°°,

. 15479220164025 x 10 1°%, 1. 72622982388106 x 10 2°%, 2. 9798694048564 x 10 °%%,
. 8796216699994 x 10 119%, 7.884768100232 x 10 2991, 6. 216956799444 x 10 47981,

. 865055184616 x 10 7°%°", 1.493865158012 x 10191 %%%, 2. 231633110323 x 107383842}

W oo~ W

9, 0.81, 0.6561, 0.430467, 0.185302, 0.0343368, 0.00117902,

.99, 0.9801, 0.960596, 0.922745, 0.851458, 0.72498, 0.525596, 0.276252,
. 076315, 0.00582398, 0.0000339187, 1.15048x10°°, 1.3236x10 ' 1.75192 %1036,
.06922 x 10772, 9.42012 x 107144, 8.87387 x 107287, 7. 87455988432386 x 107573,

. 20086933718026 x 1071145, 3.84507805367823 x 107228%, 1.47846252388780 x 1074%77,

. 18585143454068 x 10 1%, 4.7779464938836 x 10 '°3%%, 2. 2828772698414 x 10 3°%1°}

. 001, 1.002, 1.00401, 1.00803, 1.01612, 1.0325, 1.06606, 1.13648,
. 29159, 1.6682, 2.78289, 7.74445, 59.9765, 3597.18, 1.29397 x107, 1.67437 x 10*,

2.80351 x 1028, 7.85965 x 106, 6. 17741 x 1013, 3.81604 x 10%?”7, 1.456219874333072 x 10%%,

. 120576322402629 x 1091°, 4. 49684393913466 x 10'%%°, 2. 02216054129321 x 10%°** }

. 0001, 1.0002, 1.0004, 1.0008, 1.0016, 1.0032, 1.00642, 1.01288, 1.02593, 1.05253,
.10782, 1.22727, 1.50618, 2.26859, 5.14651, 26.4865, 701.536, 492153., 2.42214 x 10*?,

5.86678 x 107, 3.44192x10%°, 1.18468 x 10°!, 1.40346 x 10™%?, 1. 969709176859194 x 10%**}

Lasolucién del literal b del gjercicioanterior es:
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Pl ot [{xz, x}, (x, -2, 2}]

4

De la simetria dela gréficade lafuncitn elevar a cuadrado respectodel origen se puede afirmar que las observacionesantes hechas, son védidas también para
los simétricosde cada uno delos valoresinicialesestudiadosantes.

Solucién actividad 3:

Para graficar las orbitas de los valores iniciales presentadosen el primer gjercicio, basta anteponer la funcién ListPlot a los cédigos elaborados para dicha
actividad:

Li st Pl ot [NestLi st [Sqgrt, N[10], 15], AxesOrigin - {0, .5}]

Li st Pl ot [Nest Li st [Sqgrt, N[100], 15]]

Li st Pl ot [Nest Li st [Sqrt, N[1000], 15], Pl ot Range -» Aut onati c]

Li st Pl ot [Nest Li st [Sgrt, N[1000000], 15], Joi ned -» True]

30

25[

15

1.0 B ° ° . L] . . . . . .
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Unamanerasencillade graficar | as érbitas requiereemplear la funcién Map:

Li st Pl ot /@{NestLi st [«/? & 0.1, 15], Nest Li st [«/E & 0.01, 15], Nest Li st [«/? & 0.0001, 15],
Nest Li st [«/? & 0.00001, 15]}
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L0F e L0 e LOF e LOp e
04 08 03 03
0. 06 06 06
{n 4 T4 [ [ }
02 02 02 02
' 5 10 15 ' 5 10 15 5 10 15 ' 5 10 15

Unaformadevariar €l valorinicial esutilizar lafuncién Table:

FI atten[{Table[Li st Pl ot [Nest Li st [«/? & 10", 25], AxesOrigin - {0, 0.5)], n, 1, 3}],

Li st Pl ot [Nest Li st [«/F & 1000000, 25], AxesOrigin - {0, 0}]}]

14 12 4
12 16 an
14 3
7] ST P, 12 15
{ PLOE Ttereieiieieaean 4 P2 }
L) L Il Tteessiasssesassnans
08 1o 1 "fsesieiainiannsnaas
06
' 5 10 15 0 25 3 1 15 20 a5 3 10 15 20 25 5 10 15 20 25

Si sedeseaomitir uno deloselementosde unalistase utilizalafuncién Part:
Map[Li st Pl ot, Tabl e[NestList[Sqrt, 107", 271, {n, 1, 5}1[[{1, 2, 4, 5}]11]

100 Levessusinesiaanaiae. L0 « L0 Leesmmiresessessesees 100

095 n 0.9 L 03 . 0s
090 . 08 . 06 . 06
{u.ss ,or . - * }
0.80 06f | B o4
0gsp o . 0s 0z 0.2
I U TR P w15 om0 oz T w15 om o 28 5w 15w 25

Para construir una listade un conjunto se puede utilizar la funcién List:

k =. ) k = 20;
Li st Pl ot /@List [NestList[Sqrt, 0.9, k], NestList[Sqgrt, 0.99, k], NestList[Sqrt, 1.001, k],
Nest Li st [Sqrt, 1.0001, k11

Lo ISSTRTITITIILT LOOOOF L eessessissanas L0030 100003
0.993 L 0.9995 1.00025 1.00002
0.950 0.9990 1.00020 100002
{0.985 . | 09585 : , Looo1s . , Looool . }
0.920 0.9980 100010 LoaoaL
0etsf . 09975 1.00005 LoaogL

¥ 5 wooLsow Py w15 om s w1 om s w15 om

Si seinvierteel ordende aplicacién delafuncién Map y ListPlot se graficantodaslas érbitas en un mismoplano:

Li st Pl ot [NestList[Sqrt, #, k] &/@ {.9, 0.99, 1.001, 1.0001}, Joi ned - Fal se]
Li st Pl ot [NestList[Sqrt, #, k] &/@ {.9, 0.99, 1.001, 1.0001}, Joi ned -» True]

1.0004; .

1.0002; ’
1.0000;..'°:3":30::n.--....
0.9998; ‘ . )

0.9996; ) .

0.9994; .
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1.0004 [
1.0002 -

1.0000 [

0.9998 [
0.9996
0.9994 [

15 20

Si seagregaa cadigo anterior la funcién Manipulate se puedevariar losvaloresiniciales:

Mani pul at e[

Li st Pl ot [Map[Nest Li st [Sqrt, #, 20] & Tabl e[x0 +ax, {ax, 0, .05, .01}1], Joi ned - True],
{x0, 0, 1.5}, SaveDefinitions - True]

0 J

1.0004 F

10002 |

1.0000 |

0 009 - ,."'
1 1 -II |IIII 1 1 1
5 10 15 20

Si sesustituyela funcién raiz cuadradapor elevar al cuadrado setiene:

Mani pul at e[

Li st Pl ot [Map[NestLi st [#* & #, 10] & Tabl e[x0+ax, {ax, 0, .05, .01}]], Joi ned -» True],
{x0, -2, 2, Appearance -» "Open"}, SaveDefinitions - Tr ue]
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Solucioén actividad 4:

Sol ve[«/x_ == X, x]
{({X >0}, {X—>1}}
Sol ve[x? ==X, X]

{{x->0}, {x->1}}

Solucioén actividad 5:

Paralafuncién raiz cuadrada:

Fi ndRoot [«/x_ ==X, {X, 0.6}]

(x> 1.}

Mani pul at e[Fi ndRoot [«/x_ ==X, {X, xo}], {x0, 0, 1.2, Appearance - "Cpen" }]

x0 J
o) E6E

[x +6.74136x 107" ]
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-
x0
u
=k &l =
fx—=1.1}

Paralafuncién elevar a cuadrado:
Fi ndRoot [x? -x, {x, 0.6}]

{x->1.}

Mani pul at e [Fi ndRoot [x? - x, {x, x0}], {x0, -.5, 1.3, Appearance - "Qpen"}]

=0 ]!
L
=]

[x = -5.3955x10‘”}

w0 j
B & =
fx—=1.1}

Mani pul at e[Chop [Fi ndRoot [x* - x, {x, x0}]], {x0, -.5, 1.3, Appearance - "Qpen"}]

ﬂ
=0 J
(=]

{x =0}
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i ]—

=]

fx—=1.}
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1.4. Soluciones a actividades de la seccién 1.2

Solucion actividad 1:

Parametra
Ea—, =
bl ]
0.1 SEY
0.121 0.131 0.141 0.151 0.1a6l 0.171
1 0.0850872 0.0910712 0.0965952 0.102559 0.108063 0.113407
2 0.0622779 0.0662215 0. 0700052 0.07363526 0.0771054 0.08043565
3 0.04671895 0.0434692 0. 052058356 0.0545687 0.05693502 0.0591754
4 0.03562594 0.0376176 0. 0394987 0.04127=5 0.04295135 0.0445575
5 0.027455 0.025962 0.0303494 0.0316555 0.0328552 0.0340451
& 0.0215859 0.0224956 0.0235426 0.0245227 0.0z5443 0.0z263074
7 0.0le74:8 0.0L75939 0.0183907 0.01913571 0.0198365 0.0zZ04922
g 0.013517 0.0L38275 0.0l3442 0.0150167 0.0155544 0.0160575
9 0.01035973 0.0L10909 0.01135867 0.0115329 0.0LzZ25 0.01lz64
10 | 0.00823132 0.00863202 0.009005&86  0.00935434  0.009679594 0.00995417
11 | 0.00653085 0.006546 0.00713965  0.00741347  0.0076659% 0.00790759
1z | 0.00519056 0.005439%31 0.00567054 0.00558651 0.00605515 0.00627605
13 | 0.0041308% 0.00432775 0.0045110:2  0.004658172  0.004540588  0.00495933
14 | 0.00329106 0.00344724  0.00359254  0.003727584  0.0035853594  0.00397155
15 | 0.0026241% 0.00274828  0.002863Y1  0.002597Y11s 0.00307127  0.00316d6:Z
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Parametra
L =)0
=0
sos | ERIE
0.0l6 0.026 0.036 0.048 0.056 0.066
1 0.015744 0.025324 0.034704 0.043354 0.052564 0.061l64d4d
2 0.0154961 0.0246527 0.0334996  0.04159532  0.0500694  0.057544
3 0.015256 0.0240735  0.0323774  0.0401977  0.0475625 0.0544951
4 0.0150233 0.023453%9 0.0313291 0.0385818 0.0453003 0.051528
5 0.0147976 0.0ZZ942 0.0303476  0.0370933 0.0432452 0.0485729
f 0.0145786 0.0224156 0.0294266  0,0357174  0.0413777  0.0464543
7 0.0l43661 0.0219132 0.0255607  0.03444le  0,0396656  0.0443236
g 0.0141597 0.021433 0. 027745 0.0332554 0.0380923 0.042359
9 0.0139592 0.0209736 0.02659752 0.03214%5 0.0366412 0.0405647
10 | 0.0137643 0.0205337 0.0262475 0.0311159 0.0352957 0.035919:2
11 | 0.013574% 0.0201121 0.0255586  0.0301477  0.0340527  0.0374045
12 | 0.01335906 0.0197076 0.0248054  0.029E2385 0.0328931  0.0360054
13 | 0.0132113  0.01931%2  0.0242851 0.0283839  0.0318111 0.034709
14 | 0.0130367 0.015946 0.0236953 0.0275783 0.03079%2 0.0335043
15 | 0.0125668 0.015587 0.023133% 0.0268177 0.0295506 0.0323518
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Paramnetra
Ex—l=
«0 1
0.233 =]
0.233 0.243 0.253 0.263 0.273 0.283

1 0.214453 0.220741 0.226788 0.232597  0.2381e5  0.243493
2 0.202156 0.206417  0.210427  0.214195 0.217731  0.221045
3 0.193546 0.196571 0.199377  0.201979  0.204389 0.2066:21
4 0.158%303  0.189517  0.191551 0.19342 0.195137  0.196715
5 0.152685 0.1543z2 0.185851 0.187z1 0.15547 0.159622
& 0.17915%5 0.150416 0.151557 0.182595 0.18353% 0.154393
7 0.176473  0.17743%  0.178313 0.179105 0.179823 0.180475
g 0.174396  0.175145 0.1755821 0.176432  0.176954 0.177454
] 0.172779  0.1733683  0.17389 0.174364  0.174793  0.17518

10 | 0.171511 0.17197 0.1723582 0.172754  0.173085 0.173391
11 | 6.170514 0.1708%8 0.1712 0.1714%2  0.171755 0.171992
12 | 0.169727 0.170013 0.17026%  0.170499  0.170706 0.170593
13 | 0.169104 0.16933 0.169533 0.169715 0.16%875 0.17002Z6
14 | 0.168609 0.16575%9 0.16895 0.169094 0.169224 0.169341
15 | 0.1e82le 0.16535% 0.1684537 0.168601 0.165704 0.1a3797
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Paramnetro
Ea— =T
«0 |
0261 =Y
0.z2581 0.291 0.301 0.311 0.321 0.331
1 0.303059 0.309479  0.31559% 0.321419 0.32693% 0.332159
2 0.316821 0.320552 0.323%994  0.3271e3 0.330075 0.332744
3 0.324868 0.326695 0.328533 0.330191 0.331e858 0.333035
4 0.328885 0.32995 0.330899 0.331747 0.332507 0.333186
5 0.331081 0.331624 0.332107 0.332537  0.33291% 0.333259
& 0.3322 0.332474  0.332718 0.332934 0.333126 0.333296
7 0.332785 0.332903 0.333025  0.333133  0.33323 0.333315
g 0.3330458 0.3331158 0.333179 0.333233 0.333281 0.333324
] 0.333191 0.333225 0.333256  0.333283  0.333307  0.333329
10 | 0.333262  0.33327%  0.333295  0.333308  0.33332 0.3333351
11 | 0.333298 0.333306  0.3335314 0.333321 0.333327  0.333332
12 | 0.333315 0.33332 0.333324  0.333327  0.33333 0.333333
13 | 0.333324  0.333327  0.33332%9  0,33333 0.333332 0.333333
14 | 0.333329 0.33333 0.333331 0.333332 0.333333 0.333333
15 | 0.333331 0.333332  0.333332  0.333333 0.333333  0.333333
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Pararmetro J
2. (=)l

x0 J
ot

0.281 0.291 0.301 0.311 0.321 0.331
1 0.4040%73 0.4126383 0.420793 0.423558 0.435918 0. 4428785
2 0.451593 0.434736  0.437454  0.439792 0.491787 0.493474
3 0.499323 0.499534 0.499685 0.499792 0.4995865 0.4939315
4 0.499999 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5
5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5
f 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5
7 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5
g 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5
9 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5
10 | 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5
11 | 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5
1z | 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5
13 | 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5
14 | 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5
15 | 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5
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Pararmetrao
3 (=] ()
x0
o | HRE
0.126 0.136 0.146a 0.156 0.166 0.1%a
1 0.330372 0.352512 0.374052  0.394992  0.415332  0.435072
2 0.663679 0.684742 0.702411 0.716%:2 0.728494 0.737353
3 0.66%625 0.647611 0.627089 0.608837 0.593371 0.530991
4 0.66368 0.654633 0.701545% 0.714463 0.723845 0.730322
5 0.669627  0.647732 0.62513% 0.612016 0.59965 0.590556
& 0.66368 0.654525 0.700741 0,712357  0.720192  0.725236
7 0.669627 0.647551 0.6292109 0.614714 0.604547  0.597507
g 0.66368 0.65442 0.899993 0.710522 0.71721 0.721302
] 0.66%626 0.647965 0.630009 0.617041 0.60546 0.60307%7
10 [ 0.663681 0.684317 0.699293 0.708%04 0.71471 0.718125
11 | 0.e69626 0.6430582 0.630546 0.612077 0.61169% 0.607264
12 [ 0.863681 0.684215 0.698635 0.707462 0.71257 0.715433
13 | 0.e69625 0.6453194 0.63162% 0.62087% 0.614442 0.610701
14 [ 0.663682 0.684115 0.6985021 0.706165% 0.710709 0.713236
15 [ 0.e69625 0.643305 0.632363 0.6224353 0.616805 0.6135891
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Solucioén actividad 2:

Pararmetro

301 =]

0.00001 0.0001 0.001 0.01 0.1

1 0.0000300937 0.00030097 0.00300699 0.0297399 0.2709

& 0.0000905974  0.000905547  0.00902352  0.0870222 00594515
3 0.000272a73 0.00272353 0.0Z2659164 0.239142 0.725812
4 0.0005820523 0.005817549 0.075883582 0. 547685 0. 599289
3 0.00246775 0. 024407 0.218595 0.745657 0. TZ22826
f 0.00740959 0.0716721 0.514141 0.570854 0.603049
7 0.02213%a 0.200271 0.7515895 0. 737389 0.720537
g 0.0651591 0.452039 0. 581508 0. 5582876 0.606104
9 0.133349 0.751534 0.741113 0.731826 0.718al13
10 | 0.45058594 0. 552059 0.577513 0. 590733 0.608a47
11 | 0.745183 0. 740903 0.734415 0.72772 0.716959
12 | 0.571555 0.57781 0. 5537099 0. 596412 0.6l10802
13 | 0.737083 0. 734276 0.7Z9665 0. 724521 0.715546
14 | 0.533305 0. 587295 0.593734 0.600786 0.612655
15 | 0.731611 0.7Z9562 0.726054 0.721937 0.714299
la | 0.591032 0. 593874 0. 598685 0.604239 0.6ldZ68
17 | 0.727557 0.725974 0.723185 0.719794 0.713195
13 | 0.598630 0. 598737 0.602565 0.607059 0.615685
13 | 0.724391 0.7231& 0. 720835 0.717981 0.712217
20 | 0.600943 0.602655 0.605709 0.609477 0.6l694s
£l | 0.72183 0.720781 0.7158865 0.716424 0.711337
22 | 0.6043582 0.a60573 0.608315 0.611513 0.618063
23 | 0.719704 0.71882 0.717186 0.71507 0.710544
24 | 0.607203 0.608375 0.6l10519 0.613272 0.615071
25 | 0.717905 0.717147 0.715735 0.713885 0. 709525
26 | 0.609573 0.a61057 0.6l=4l 0.614509 0.a61995

27 | 0.718358 0.715701 0. 714466 0.712825 0.70917

28 | 0.8l1l6 0.6l12454 0.614054 0.6lala3 0. 620806
29 | 0.715012 0.71443a 0.713345 0.711883 0.708572
30 | 0.613347 0.614092 0.615495 0.6l17368 0.621558
31 | 0.7135829 0.713319 0.712348 0.711037 0. 708023
32 | 0.614575 0.61553 0.616774 0.615445 0.622247
33 | 0.71278 0.712325 0.711455 0.710272 0.707515
34 | 0.6l622E 0.6l6804 0.617913 0.619415 0.622878
35 | 0.711842 0.711434 0.710651 0.709575 0.707052
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Paramnetra
e JE
0. 00001 0O.0001 o.0o1 o.01 0.1

1 0.0000301997 0.00030197 0.00301698 0.029393 n0.271s8

2 0.0000912005  0.000911673  0.00905379 0.0875924  0.597733
3 0.0002754 0.00275074 0.0271539 0.2413555 0.726154
4 0.000831479 0.00525439 0.0798636 0.552976 0.60054
5 0.00Z50595 0.02458116 0. 221926 0,746525 0.724475
& 0.0075551 0.0730719 0.521475 0.571461 0.602525
7 0.0zZ26529 0. 204552 0. 753607 0.739575 0. 723065
g 0. 0668622 0.4913585 0. 560764 0.58166 0.604727
a 0.155425 0. 754776 0. 743549 0. 734562 0.721877
10 | 0.4615817 0.55537 0. 575425 0. 555417 0. 606327
11 | 0.750597 0. 744495 0.73782 0,.7313591 0.7205855
12 | 0.565347 0. 574486 0.554194 0.533304 0.&60769

13 | 0.742104 0.738255 0.7335935 0. 7z28709 0.719977
14 [ 0.577985 0. 583571 o, 590z21z2 0.53703 0. 608863
15 | 0.736633 0. 733905 0. 730425 0.726567 0.71%209
16 | 0.5855894 0. 559787 0, 594655 0, 599975 0. 6095581
17 | 0.732719 0. 7306685 0, 727342 0,724515 0.718537
15 | 0.591442 0. 594317 0. 595085 0.602364 0.&10769
19 [ 0.729745 0.72Z5135 0.7z25344 0.7Z3355 0.717945
20 [ 0.595592 0. 597525 0. 600527 0.604339 0.61155

21 | 0.727404 0.726101 0, 724295 0.7z21z22 0.717421
22 | 0.5983829 0.600613 0.603064 0,.605999 0.512239
23 | 0.725503 0.7z24429 0,722921 0.7z21065 0.716955
24 [ 0.601425 0.6025585 0.604925 0. 607409 0.61285

25 | 0.723932 0.723031 0,721752 0,720159 0.71654
26 | 0.603561 0. 604777 0. 606495 0.6058621 0.6133935
27 | 0.722811 0.7zZ1546 0.7z075 0.7193569 0.716169
28 | 0.605342 0. 606369 0.6075834 0.60967 0.613579
29 [ 0.721487 0.72083 0. 71958585 0.718677 0.7155836
30 | 0.606549 0. 607726 0. 605955 0.610554 0.614315
31 | 0.720521 0.719955 0.719125 0.715069 0.715536
32 | 0.608135 0.6058595 0. 609359 0.61135587 0.6147035
33 | 0.719654 0.719189 0.718455 0,.717531 0.715266
34 [ 0.609251 0. 609305 0.610864 0.612095 0.615055
35 | 0.718954 0.715519 0.717882 0.717055 0.7150235
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Parametro

3.8 =

0.00001 0.0001 0.001 0.01 0.1

1 0.0000317997 0.000317963  0.0031768E2 0.031432 0.:2862

2 0.00010112 0.00101082 0.0l00702 0.096%61  0.649641
3 0.000321525 0.00321115 0.0317007 0.278439  0.72379:2
4 0.00102213 0.0101787 0.09%7al26 0.633397 0.633736
5 0.003z24706 0.0320387 0.Z80108 0.73385 0.736411
& 0.0102921 0.0336159 0.64lz24 0.6213%6 0.61727

7 0.03239:21 0.28Za8 0.731583 0.743137 0.751Za68
g 0.092a701 0.644315 0.624453 0.599202 0.594229
9 0.=28536 0.728311 0.745722 0.763706 0.756765
10 | 0.645437 0.62924 0.602993 0.573361 0.5687

11 | 0.724877 0.741884 0.76lz68 0.777es2 0.779991
12 | 0.634159 0. 603544 0.577931 0.549352 0.545704
13 | 0.737739 0.757257 0.775687 0.7870%97 0.7333585
14 | 0.al152a7 0.554544 0.553309 0.53289 0. 530533
15 | 0.752749 0.77227 0.785983 0.73156 0. 792026
la | 0.591855 0.559:283 0.534956 0.524a77  0.523813
17 | 0.7681a9 0. 783832 0.7391114 0.7930ed4 0.793197
13 | 0.566312 0. 533313 0.525503 0.521832 0.521633
1% | 0.731017 0. 730208 0.79293:2 0.793477 0.79351:2
Z0 | 0.543874 0. 527178 0. 522127 0.52111 0. 521046
Z1 | 0.738879 0.792a51 0.793443 0.793533 0.79359:2
Z2 | 0.529628 0. 52285 0.521174 0.520913 0.520837
23 | 0792209 0. 793369 0.793574 0.7936059  0.793611
24 | 0.523472 0. 521313 0. 520929 0.520364 0.52086

Z5 | 0.7932435 0.793556 0.793a07 0.793ale  0.733a6l6
Z6 | 0.521538 0. 520964 0. 5203685 0.520852  0.520851
27 | 0.793525 0. 793602 0.793a415 0.793alY  0.7934l8
Z8 | 0.521021 0. 520876 0. 520353 0.5208458 0.520345
29 [ 0.793595 0.793614 0.793617 0.793618 0.7936145
30 [ 0.520891 0. 520855 0.520342 0.520845 0.5205443
31 | 0.793612 0.793617 0.793al18 0.793al8 0.793a6l8
32 | 0.5208535 0. 5205349 0. 520545 0.5208458 0.520345
33 | 0.793618 0.7936l18 0.793al18 0.793al8 0.793a6l8
34 | 0.52085 0. 520345 0. 520545 0.5208458 0.520345
35 [ 0.793618 0. 793615 0.793615 0.793618 0.7936145
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Pararmetrao
Ea—, =
x0
iz | RE
0.11z 0.122 0.132 0.14z 0.152 0.16z
1 0.3450%6 0.374906 0.401016 0.42642Z6 0.451136 0.475146
2 0.7942358 0.82023 0.840705 0.556054 0.566643 0.8728385
3 0.571934 0.51e084 0.465714 0.43128% 0.404505 0.355471
4 0.556564 0.8374095 0.871574 0.858476 0.543082 0.531465
5 0.4292658 0.385186 0.391764  0.425232  0.463031 0.490459
& 0.557439 0.828562 0.833995 0.5855434 0.570216  0.574681
7 0.427705  0.498473 0.45456 0.432832 0.39528% 0.353649
g 0.5856707  0.874956  0.874lec 0.559:21 0.836625 0.527615
] 0.429661 0.382927 0.385 0.423359 0.478393 0.49933:2
10 [ 0.857683 0.82702% 0.828713 0.854453 0.873366 0.574993
11 | 0.42%219 0.5006583 0.496518 0.43525%  0.3587092 0.3825817
12 [ 0.85646 0.574%9953 0.574965% 0.86033 0.8303582 0.526935
13 | 0.430278  0.382817 0.382906 0.420568 0.4929%965 0.5008%9
14 [ 0.857985 0.526935 0.527011 0.852917 0.874827  0.574987
15 | 0.426464 0.50039 0.500723  0.439074  0,383267  0.358282
le [ 0.856073 0.8574%997  0.574995 0.862008 0.827307 0.526941
17 [ 0.431241 0.38282 0.352817 0.41e325 0.500046 0.500554
15 [ 0.555453 0.526%941 0.52693%  0.850495  0.575 0.574997
192 [ 0.425291 0.500854 0.50058% 0.445037  0.382813 0.35282
20 [ 0.855485 0.8574%997 0.574997 0.864427 0.8526935 0.526941
21 | 0.432757  0.38282 0.35282 0.4101%6  0.500595 0O.500854
22 [ 0.859174  0.526%41 0.526941  0.846761  0.574997  0.574987
23 [ 0.423479 0.5008354 0.500534 0.454149  0.35282 0.382582
24 [ 0.854508 0.574%997 0.574997 0.867642 0.8526%941 0.526941
25 | 0.43514 0.35282 0.35282 0.401%353 0.500554 0.500854
26 [ 0.860278 0.526%41 0.526941 0.841343 0.874%997  0.5749587
27 | 0.420704 0.5005854 0.5005884 0.467195 0.358282 0.382582




28
29
30
31
32
33
34
35

[ R e I e Y e N s N o

L352982
L A355887
LO819E5
LA16527
L350613
A7 5
L064315
LA10462
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. 374997
38282

L26941
. 500554
. 374997
38282

L26941
. 500554

[ R e I e Y e N s N o

. 374997
. 3828E

026941
. S00554
. 374997
. 3828E

026941
. 5005834

L T e R e N s Y e N s Y o B

[ R e I e Y e N s N o

LO712354
392649
. 334665
LAG29597
L 3739885
. 355465
L 329086
. A95355

[ R e I e Y e N s N o

LG26941
. 300554
. 374997
38282

LG26941
. 300554
. 374997
L 33282

[ R e I e Y e N s N o

026941
. 500534
. 3749387
35288

026941
. 500534
. 3749387
38288
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Solucioén actividad 3:

Parametro
4 =]
«0
0.138 =]
0.135 0.143 0.155 0.164 0.1748 0.158

1 0.475524 0.504354 0.532144 0.559104 0.5552a4 0.6l06z24d
2 0.997662 0.999923 0.995367 0.95a6027 0.97032 0.951049
3 0.0093295 0.0003074558 0.01l64635 0.0551115 0.112937 0.1586218
4 0.036971 0.00122957 0.08d47637 0.205297 0.400728 0.606lad
5 0.142417 0.00491=24 0.2422958 0.659637 0.96055 0.954917
& 0. 455537 0.01955:=4 0.734359 0.595064 0.1514a4d 0.172201
7 0.999474 0.0766506 0.780303 0.3661l82 0.5140% 0.5701%9:2
g 0.00210145 0.2583203 0.885721 0.928371 0.999206 0.950292
] 0.005838812 0.511996 0.882031 0.265995 0.0031737 0.0772769
10 | 0.033271 0.61l0634 0.475734 0.750966 0.0126545 0.2585221
11 | 0.128656 0.95104 0.997645 0.654233 0.0499775 0.515479
12 | 0.445415 0.156251 0.00939944  0.8564233 0.159919 0.601591
13 | 0.989356 0.a06247 0.0372444 0.4693535 0.6154 0.955473
14 | 0.04212E26 0.954545 0.145429 0.996239 0.946732 0.159211
15 | 0.1613593 0.172461 0.491425 0.0149555 0.2017235 0.55545z2
15 | 0.541381 0.570872 0.999706 0.0590451 0.544123 0.994973
17 | 0.99315 0.979909 0.001175258 0.222235 0.916914 0.0200085
15 | 0.0272111 0.0787502 0.004569559  0.691386 0.30473 0.0754327
19 | 0.1055883 0.290194 0.01586942 0.5853455 0.847475 0.2591z24
20 | 0.378686 0.523926 0.0733785 0.500193 0.517036 0.822126
21 | 0.941132 0.580287 0.271977 1. 0.993839 0.554941
22 | B.2216l1l 0.974216 0.792023 5.96407 = 10" 0.00463312 0.97114
23 | D.689997 0.100477 0.655591 Z.38563x10% 0.0154664 0.11z107
24 | 0.555604 0.361527 0.899015 9.54249x10°%  0.0725017 0.395156
Z5 | 0.494153 0.923301 0.3683515 0.00003516%96  0.265951 0.955511
26 | 0.999565 0.2583266 0.9250585 0.000152673 0.78652 0.15907
27 | 0.000541388  0.812106 0.277201 0.000510597 0.671625 0.535065




25
29
30
31
32
33
34
35
36
37
38
39
40
41
42
43
44
45
46
47
45
43
50

o o o o o o o o o o o oo o o o o o o o o o O O

00216437
LO08635875
LO342565
132332
LA59281
993365
0263532
102635
L36g404
L 230729
L 257355
L TB55EE
LT1798
.30994
LB1575
246405
20285
04655
L313706
.315391
L 063675
LAT0953
996625

o o o o o o o o o o o o o o oo o oo oo o O
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61036 0.501443 0.00z4409 1]
951282 0.636529 0.00973975 1]
185377 0.92544 0.0355796 1]

60405 0.276005 0.1453365 1]
LA56695 0.799305 0.505411 1]
L6572 0.641667 0.999555 1]
L 353027 0.919722 0.000455329 1]
L2837 53 0.295333 0.001587244 1]
0444534 0.832446 0.00747572 1]
.170018 0.55792 0.029587933 1]
. 564449 0.936531 0.115194 1]
LA53385 0.0529545 0.407a97 0.
0653547 0.200602 0.965921 1]
244354 0.641443 0.131a71 1]
. 738538 0.91933%7a8 0.457336 1]
LTTE39Y 0.294431 0.9332719 1]
LT03E 0.8310435 0.0233111 1]
L 334538 0.561a63 0.112301 1]
. 351533 0.934307 0.39587585 1]
LA5937Y 0.0593473 0.359 1]
0420392 0.225065 0.157276 1]
.161088 0.697642 0. 530162 1]
L 340553 0.843751 0.935361 1]
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88218

LA415753
87161

.110338
. 392647
.853901
175895
. 579524
974512
0993519
. 357924

919255

296391
. 334986
. 551137
.95954
0414022
158752
L 53dE
995321
LO013627
07312
271094

L995081
0195794
L7754
L283553
L812604
LB09116
LA52375
L151425
. 394045
L6462
136512
L471506
L295752
0129452
051122
.1940354
LB255d
.236959
2362635
LT21781
LB03252
LB3Z15E
L230143
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Pararnetro
401 (=i
=0 1
s R
0.z204 0.214 0.224 0.234 0.244
1 | 0.85116 0. 674495 0.697034 0.718768  0.739701
Z | 0.910874 0.880397 0.846822 0.8105833  0.7721
3 | 0.325541 0.422245 0.520158 0.615688  0.705606
4 | 0.880452 0.973258 1.00037 0.948331  0.832981
5 | 0.4zzo78 0.0852974 -0.00349548 0.194539  0.5578&5
& | 0.978152 0.3lza67 -0.0140659 0.628708  0.959064
7 | 0.0856965  0.362075 -0.0571975 0.936071  0.0433739
& | 0.314194 0.476795 -0.242431 0.239987  0.1663E5
9 | 0.864059 1.00034 -1.20812 0.731355  0.556192
10 | 0.471018 -0.0013667 -10.6974 0.7a7364  0.389838
11 | 0.39313z -0.00543734 -501.781 0.670209  0.0403352
12 | 0.00347853 -0.0221274 -1.01167x10f 0.886325  0.15522
13 | 0.0139004  -0.0905943 -4.10411 = 10% 0.404018  0.525818
14 | 0.0549658  -0.396663 -6.75432 % 10% 0.965558  0.399827
15 | 0.z08298 -2.22159 -1.82939 % 10% 0.133355  0.00069371
16 | 0.6612&8 -28.6999 -1.34202 » 10%"F 0.463443  0.00277935
17 | 0.8981&5 -3415.06 -7.22208 = 10" 0.997141  0.0111162
18 | 0.36671 -4.6E629x 107  -Z2.091552137171848:10%%  0.0114323  0.0440305
19 | 0.9312587 -8.8065: 10% -1.754210727345757 = 10%%  0.0453194  0.168971
20 | 0.25871 -3.10994:10% _1.233979365649907 . 10%%*  0.173495 0. 583083




Pararnetra

w0
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5 =)

Za— e

0.2 0.21 0.22 0.23

1 | 0.8 0.8295 0.858 0.8855

z | 0.8 0.707149 0.60918 0.5065949

3 | 0.8 1.03545 1.1904 1.24976

4 | 0.8 -0.183517 -1.13325 -1.56069

5 | 0.8 -l1.08593 -12.0878 -19.9822

& | 0.8 -11.3267 -790.982 -Z096.35

7 0.8 -698.099 -3.13222x10° -2.1984x10°

& | 0.8 -2.4402x10° -4.3054 % 10% -2.41648 x 101°

9 | 0.8 -2.9773x10% -1.20315x10% -2.91988x 10%

10 | 0.8 -4.43214x10%7 -7.23781 % 10%F -4.26228 % 10°?

11 | 0.8 -9.82195x10% -2.6193 = 1014 -9.08351 « 1017

12 | 0.8 -4.82354x10M¢ -3.43035 % 10%%9 -4.12551 x 10%%F

13 | 0.8 -1.16333x10%¢ - 5.883667653988343 » 10%?  _g§.509906604406141 » 10°
14 | 0.8 -6.766628623385892x10%%  _1.730877253129435x10%" _3.620925520785763 » 101"%°
15 | 0.8 -2.289363146341262:10%% - 1.497965032700445 « 101" _5.555550581353582  108%%7
16 | 0.8 -2.620589180791278x10%1%  _1.121954113496226x10°%%*  _z2.14876232344445  10*1F
17 | 0.8 -3.43375071184979:10%%%"  _§. 2939051639555« 107*EF -Z.30858976132725 x 1058%*
18 | 0.8 -5.8953219755645: 107 -1.98066211064329 x 1017 _2,66479334305251 « 1018 467
19 | 0.8 -1.73774105977867 = 10M%8  _1,9615111982690 < 10%7 %Y _3,5505617805885 « 1038 %%F
20 | 0.8 -1.5098719954204: 108 "%  _1,.9237630904673=10%" %" _g.3032444788879  10°° 1L

|41
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Solucion actividad 4:
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2

Introduccién a los sistemas dinamicos caoticos

I 2.1. El diagrama de Orbitas

La ecuacitn logistica se ha convertidoen la manerausua de introducir las caracteristicas del caos. Se trata de una ecuacin en diferenciasque fue formulada
por Verhulst en el siglo pasado para explicar €l crecimientode una poblacién pertenecientea la misma especiey que se reproduce en un entorno cerrado sin
ningln ti po de influenciaexterna. Pesea su aparente sencillez, constituyeun buen ejemplopara mostrar el comportamientode | os si stemascadticos. La ecuacion
se puede escribir como

X1 = Xn(1 = Xn)

dondeel parametror es una constantedenominadaparametro de crecimiento(generalmenteentre 0 y 4) y la variable x, puede verse como la fraccién méxima
de poblacién que el ambiente puede soportar en el instantet,,. Considerandoque la poblaciétn limite x,, = Lim x,, existe, queremosinvestigar laformaen la cual

N—oo
X, dependedel parametro de crecimiento r. Si estudiamos experimentalmente el sistema, observaremosque para valoresder < 3 el sistemaconvergea un
punto fijo estable, que es cero cuandor < 1. Cuando r > 3, €l punto fijo se hace inestabley el valor de x,, oscilaentre dos valores. Este fendmeno se conoce
como unaduplicacién de periodo.

Si seaumentar ligeramente, por ejemplor = 3.44 ..., e nimero de puntos sobrelos que oscilax,, escuatro. Si se sigue aumentando el valor der, apareceuna
nueva duplicacién de periodo parar = 3.544 ..., obteniendoun periodo de ocho. Y asi sucesivamentehasta |legar a obtener una sucesiin de infinitosvalores
para x,, correspondiente a caos. N6tese como losvaoresder paralosque se producenlas sucesivasduplicacionesde periodo estén cada vez més cercaunosde
otros.

El comportamientode |a ecuacién logistica en funcién der puede observarsevisualmentea través de un diagrama de orbitas o diagrama de bifurcacién. En
el gle horizontal se representaun cierto intervalo de valoresder y entoncesse dibujan los valores de x generadospor laiteracion en el gje vertical. La figura
siguientemuestrael diagramade bifurcacién dela ecuacién logisticaenel rango2 <r < 4.
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La duplicacién de periodo es un signo ineludibledel comportamientocadtico de un sistema. Son muchos, y cada dia més, los sistemasdinamicosen los que se
observaestefendmenoy que desembocan, variando alguno de sus parametros, en caos. Es més, un famoso articul o publicado en losiniciosde la teoria del caos
demostré que cualquier sistemaen el que, para algun valor de sus pardmetros, se registrarauna periodicidad de periodo tres, desembocarapara otros valoresde
sus pardmetrosen comportamiento cadtico.

Lo anterior hace pensar en una universalidad del caos todavia no muy bien conocida que hace que sistemas muy diferentes muestren pautas similares de
comportamiento. Un hecho que vino a corroborar esto y a mostrarnos que existe un cierto orden en el caos fue el descubrimientopor parte de Feigenbaum
arededor de 1975 de la constanteque lleva su nombre. Una vez obtenido el diagrama de bifurcacién de la ecuacién logistica, se puede calcular el incrementc
del pardmetro entre dos bifurcacionescontiguas

Ai=ri—ri_1
y dividiendopor € incrementoen €l siguienteintervalo

Al ri-fia
AG+D)  fia-t

Feigenbaumencontréque la fraccién anterior convergia haciaun valor determinadoal ir haciendoi mayor, demodo que en el limite se obtenia

6 =Lim éi = 4.6692016091029906718532038204662 ...

i A+D)

Feigenbaumcalcul 6 el limite anterior para otras ecuacionesen diferenciasy obtuvo el mismovalor para . Posteriormentese ha encontradoel mismovalor de §
en algunos sistemas continuos e incluso en sistemas experimentales, todos de muy diversa procedencia. Hoy sabemos que ¢, conocida como constante de
Feigenbaum, es una constanteuniversal tan fundamental comor 0 e y que ha provocadouna nuevaformade ver e mundo.

En una dimensidn, las funciones" suaves” y no linealesmés sencillasson polinomiosde grado dos, que se representancomo: P(x) = ax? + bx + ¢, a, by ¢ son
nimerosrealescona + 0. Por gemplo,si b = —ay ¢ = 0, seobtienelafuncién que se presentaen |a ecuacién logistica.

Mas aun, un poco de reflexid conducea pensar que a trasladar €l origena un punto cual quiera, estatraslacidn no tendra efecto sobreel comportamientode las
oOrbitas. Lo mismo sucede a expandir o contraer mediante una homotecia(como se apreciaa realizar el andisis gré&fico). Asi, Ilamando u a las coordenadas
resultantesde unatraslacidn, latransformacid original x — x; = ax? + b x + ¢ seescribiramedianteel cambiou = X + d, Uy = X3 + d.

Actividad 1:

a. Expreseu; entérminosdeu y desarrolledichaexpresi.

b(2-b)
4a
c. Puestoquea % 0, sepuederedizar latransformacidh v = au, v; = au; (queeshomoteciasi a > 0 0 unahomoteciay rotacion si a < 0) .

b. Hagaselasustituciond = % y después desimplificar,hagae = c +

d. Finalmente, haciendok = a e seobtienelafunciinv — v; = V2 + k equivalentealaoriginal.
El gercicio anterior permite afirmar que basta estudiar |as rbitas en el casoenquea=1y b =0, parae cual lafuncitn esx - x; = x> + ¢ dondec esun
nimeroreal arbitrario.

Dado que c esel Unico pardmetro surge la siguientepregunta: ¢coémo cambiael comportamientode las érbitas a medidaque varia el parametro c en lafuncién
f(X)=x2+c?
Para ayudar a contestar |a preguntaanterior se presentael codigo siguiente:

Mani pul ate[Pl ot [{x*+c, x}, {x, -2, 2}, PlotRange » {-1.8, 2.5}],
{c, -1.5, 1, .05, Appearance -» "Qpen"},
SaveDefinitions —)True]
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Actividad 2:

Varie el parametroc y estimelosvaloresdel mismo, paralos cual es se observaun cambio de comportamiento.
Actividad 3:

Encontrar a gebraicamentel os puntosfijosdelafuncién f(x) = X2 + ¢ y demuestreque:

a Sic< % existendos puntosfijosdistintos.

b. Sic= % el puntofijoesunico.

c.Sic> % no existendos puntosfijos(reales).

El hechode que al disminuirc desde % "aparecen” dos puntosfijoses un ejemplode un fendmeno Ilamado bifur cacion: un cambio repentinode | as condiciones

del problema. Un aspecto que es importante estudiar para cada valor del parametro ¢ es determinar €l conjunto de puntos x's cuyas Orbitas "se escapan a
infinito", esdecir, aquellosx's cuyas érbitas divergen.

Actividad 4:

M odificando apropiadamentelo realizado para la ecuacion logistica, establezcapara cada valor del pardmetro c el conjunto de X's cuyas orbitas son no
acotadasy el conjunto de érbitas no acotadas buscando medianteel uso detablas, andisisgréficoy lafuncién cicloatractivo.

Tomando en cuenta que para ¢ < % se pueden obtener dos puntos fijos mediante la formula cuadrética, denominecon p y g a los mismosy pruebe que:
—p < g < p. Estomotivala actividad siguiente:
Actividad 5:

Utiliceel andlisisgréfico para determinar que cuandoc < %, laérbitade cadavalor inicial esdivergentesi x > posi x < —p.

Actividad 6:

Haciendo el gr&icodelafuncicnf, y lasrectasy = xy y = —p, determine(si existe) el valor del parédmetro c para que la pardbola sea tangentea la recta
y = —p, en caso de que su respuestasea afirmativadeterminesi esunico.
Corroboresus resultadosanal iticamente, de la manerasiguiente:

a. Empleandodesigual dades.
b. Utilizandola derivada.
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Una forma de ver como varian las érbitas a medida que varia el pardmetro c es considerar las orbitas para un mismo punto x para todas €ellas. Por ejempla
tomando como valor inicial a cero bajo las funcionesde laformax — x? + ¢, seelaborael correspondiente gréfico parael cual se ubican sobreel gje horizontal

losvaloresdel parametroc entre—-2y %, mientrasque en el gjevertica se colocanlos distintosval oresde la érbitainiciadaen cero, se obtieneasi el denominadc
Diagramade Orbitas.

A continuacié se presentaun cddigo para hacer el diagrama de 6rbitas. Primeramentese definela funcién orbitaciclo, que para cada valor de ¢ devuelveun
conjunto de puntos en la drbita inicializadaen x = 0. Puesto que sdlo interesa estudiar el comportamiento asintético de cada érbita, primero se realizan de
itermin iteracionespara obtener un nuevo valor inicial a partir del cual serealizard el andisis. Por supuesto, dado que sdlo es posiblerealizar un nimero finito
deiteraciones, no se continuarael procesosi el nimero deiteracioneses mayor que mostrar. Ademés, dado que orbitaciclo esuna funcién que no asignaa cada
¢ un valor, sino un conjunto de puntos, no se utiliza Plot para graficar. Es pues necesario construir una tabla con los resultados de orbitaciclo para varios
valoresdec, paraluego graficar los valorestabulados. Empero, para no dibujar tantos puntosinnecesarios se utilizard una variante de cicloatractivo, la cual es
Ilamadadesdelafuncién diagramar.

Clear [orbitaociclo, itermn, nostrar, precision]
orbitaociclof[c_]: =
Modul e[{n =1, x1, x2, x3, lista}, (xTodas las 6rbitas se inician en cerox)
x1 =x3 =Nest [(f[#]) & 0., itermn]; x2 =f [x1];
Whi | e[ (Abs [x1 -x2] > precision) A (n++ <nostrar), x1 =f[x1]; x2 =f [f [x2]]1];
I f[n<nostrar, (xciclo de |longitudsnx)lista= {x1}; x2 =f [x1];
n=1;
Whi | e[Abs [x1 - x2] > preci sion, AppendTo[lista, x2]; x2 =f [x2]; n++]; lista,
(el sex)Nest Li st [ (f [#]) & x3, nostrar -1]1]

diagramar [cl_, c2_, divisiones_]:=
Flatten[Tabl e[Map[{c, #} & orbitaociclo[c]], {c, c1, ¢2, (c2-cl) /divisiones}], 1]

Ejemplo:
Construir e diagrama de drbita parala funcién x — x2 + ¢, con un nimero de iteracionesminima de 600, una precisicn de .001, en el cual se muestreno
més de 350 elementosde cada orbita, para distintosvaloresdec en el intervalo [—2, %J

Solucioén:
Primero sedefinela aplicacién.

Cear[f, c]; f[x_1:=x?+cC

Después, con la funcién diagramar se construye la tabla de valores cada drbita inicializada en cero y los distintos valores del parametro ¢. Finalmente, se
graficacada par ordenadodelatablaantesconstruida.

Mani pul at e[i term n = 600; nostrar = 350; precision=N[107];
Graphi cs[{Poi nt Si ze[0. 01], Point /edi agranar [cO, Max[cO -1, -2], Nunorbitas]},
AspectRati o - 1/ CGol denRati o,
Franme -» True, Pl ot Range » Al |l ],
{{c0, .25, "Valor paréanetro"}, .25 -2., -.01, Appearance » "Qpen"},
{{l, 1.75, "Longitud interval 0"}, 0.001, 1.75, .0001, Appearance - "Open"},
{{Nunor bi tas, 35}, 30, 200, 20, Appearance - "Open"}, SaveDefinitions » Tr ue]
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Actividad 7:
Observedetenidamente el gréfico anteriormenteel aborado e interpréel o.
Observacion: Paraconstruir unamejor aproximacid a diagramade Orbitas, aumenteel valor de Numor bitas.
Actividad 8:
Con respectoal trabajo realizado anteriormente,aumente el nimero deiteracionesminimasy cambiela precisién.
a. ¢Dependesustanciamentedel valor delaprecisian €l nivel de detalledelas gréficasgeneradas?

b. ¢Surgennuevashifurcaciones?,si esasi estimeel valor del parametroy describael fendmeno.

Otra manera de ver los detallesen el comportamientode las 6rbitas en el diagrama de 6rbitas es cambiar los extremosdel intervalo (hacer un "zoom") a que
perteneceel pardmetroc.

Dado que los valoresde c = -1.25 y ¢ = —1.75, son los valores en los que se han detectado previamente bifurcaciones es necesario hacer un estudio mas
detallado, por |o que se proponela siguienteactividad:
Actividad 9:
a. Construir el diagrama de 6rbita parala funcién x - x2 + ¢, con un nimero 500 iteracionescomo minimo, y un méximo en lalongitud de cadaciclode
300, para 300 valoresdec equiespaciadosen €l intervalo[-1.45, —1.2].
b. Construir el diagramade érbitaparalafuncién x — x2 + ¢, con un nimero 700 iteracionescomo minimo, y un méximo en lalongitud de cadaciclo de
300, para 300 valoresdec equiespaciadosen €l intervalo[-1.8, —1.74].

El primero de los gré&ficos elaborados en la actividad anterior muestra que efectivamente, cerca de aproximadamente ¢ = —1.37 se pasa de una érbita de
longitud cuatro a una érbita de longitud ocho, y que después de aproximadamente—1.39 se generauna 6rbita més complicada

Del segundo gré&fico construido en la actividad anterior permite afirmar que despué de un comportamiento "cadtico” poco antes de ¢ = —1.75, la érbita
inicializadaen cero esatraida a un ciclo delongitudtresy no una potenciade dos (como podria suponerse). Ademéds, cada uno delostresgrandesgruposen que
sedivideel gréficopor debajodec = —1.76 presentacaracteristicassimilaresal diagramade érbitasoriginal.
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Para verificar | as observaciones hechasanteriormenteseré necesariofabricar una funcidn que permitahacer tablas de érbitasen cualquier listadel parémetroc:

Cl ear [funci 6n, orbita, tablaorbitas]
funciénix_, c_1:=x%+c
orbitafc_]: =
Modul e[{x = Nest [funcién[#, c] & O, itermn]}, NestList[funcidn[#, c] & X, nostrar -17]]
tabl aorbi tas[val oresdec_List] : =
Tabl eFor m[
Transpose[
Map[orbita, val oresdec]],
Tabl eHeadi ngs -» {Aut omati c, val oresdec},
Tabl eSpaci ng » {1, 2}]

Actividad 10:
a. Elaboreunatablaparavaoresdec = —1.41, —1.401, —1.40, —1.39; comenzandocon 2000 iteracionesy mostrandolas 70 siguientes.
b. Construya una tabla para valores de ¢ = -1.7501, —1.75, —1.7499, —1.7498, —1.7497; comenzando con 2000 iteraciones y mostrando las 20
sguientes.
Observacion: Adviétase quelafuncién tablaorbitas recibeunalistade valores

La primerade las tablas anterioresmuestraque para ¢ = —1.39 la érbitade Xy = 0 esatraida hacia un ciclo delongitud 8, parac = —1.40, la ¢rbita se acercaa
un ciclo de periodo 32, por lo que paraalgin ¢ € (-1.4, —1.39), se puede suponer que se produce una bifurcacié hacia un ciclo atractivo de longitud 16 y por

supuesto habré otro valor del parametro ¢ intermedio donde se producira una bifurcacién hacia un ciclo de longitud 32. Mientras que la informacié obtenide
conc = —1.401, —1.41 no es concluyente. Esto se debe a que los valoresde ¢ se aproximana un valor importante: el punto de Myrberg-Feigenbaum,localizado
en-1.401 ... quedescribeel limite deun comportamientoregular.

En la segundatabla se puede observar que para valoresde c préximosa —1.75, efectivamentehay un cambio repentino, puesla érbita pasa a ser atraida haciaun
ciclodelongitudtres.

Otra herramientaque ayuda a confirmar las observacioneshechas con anterioridad es la funcién longitudcicloatractivo, que no es més que una variante de la
funcidn cicloatractivo y que permitecalcular lalongitud minimadel cicloo devuelved valor cerosi no hay ciclosatractivos.
Cl ear [l ongi tudcicl oatractivo, iternmin, nostrar, precision]
I ongi tudcicloatractivo[funcién_, c_]:=
Modul e[
{x1 = Nest [funcion[#, c] & 0., itermin], n=1, longitud =1, x2}, x2 = funci 6n[x1, cJ;
Whi | e[ (Abs[x1 - x2] > precision) A (n++ < nostrar),
x1 = funci 6n[x1, c]; x2 = funci én[funci 6n[x2, c], c11;
I f[n<nostrar, (xciclo de |ongitudsnx)
x2 = funci 6n[x1, cJ;
Wi | e[ (Abs [x1 -x2] > precision), longitud++; x2 =funcio6n[x2, c]]; |ongitud,
(xel sex)0]11]

Actividad 11:
Con ayuda dela funcién longitudcicloatractivo corroborelas aseveraciones hechasen la actividad 10.

Una observaci importante sobrela funcién longitudcicloatractivo es que se puede utilizar como alternativaa diagramade orbitasal hacer graficos mediante
Plot. Es por esto que se planteala actividad siguiente:

Actividad 12:
Realicelos gréficoscorrespondientesa los diagramas de drbitas que se han estudiado hastael momentoe interpretel osresultados.
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2.2. Constantes de Feigenbaum

Investiguemosun poco més sobrelas bifurcacionesy las constantesde Feigenbaum. Para ello vamosa tratar de conocer los puntosen € diagramade drbitasen
donde aparecen |as bifurcaciones en las que se duplicael periodoy determinar a partir de elloslas constantesde Feigenbaum. Pero antes es necesariodefinir un
parémetro |lamado multiplicador que permitedeterminar cuando un punto fijo o un punto periédico es atractivo o repulsivo.

Si hay unciclo{xq, X2, ..., Xn} delongitudn al iterar lafuncién f, entonces f"(x,) = f(f(...(f(X) ...)) = X, paral < k < n. Definiendola funcién g comola
n-&simaiteradadef, g= f", setiene g(x) = % paral <k =n y usando la regla de |a cadena se obtiene la derivada de g que es la pendientede la recta
tangenteen cada x, :

9' (%) = ' (%_1) T (Xe_p) oo T (X)) T/ (%) £ (Xnm2) oo 10

9(2-9(x)

es decir, g' toma el mismo valor, llamado multiplicador, en todoslos puntos del ciclo. Puesto que g'(x) es aproximadamente ——— para z suficientemente

9(2-9(x)

cercadeX, y g(X) = x paralos puntosdel ciclo, se deduce que el multiplicador es aproximadamente——— para z suficientementecercade un punto x del ciclo.

Si e multiplicador esen val or absol uto menor que uno y z esta suficientementecercadex, g(z) estamas prOXI moax quelo queestabazy el ciclo serdatractivo,
mientrasque si el valor absoluto del multiplicador esmayor que uno, g(z) estaramés alejado quelo que estabaz y €l ciclo serarepulsivo.

De ladiscusitn anterior se puede afirmar que los ciclosatractivosde longitud n estén caracterizadosporque cada punto del cicloesfijoparalafunciong = f",y
el multiplicador tiene valor absoluto menor que uno. Al dgjar n fijoy variar la constantec, los puntosfijosde g, y por lo tanto los puntos de los ciclos de
longitud n y el multiplicador correspondiente,varian suavementey ciclosde longitud n dejan de ser atractivoscuando el multiplicador correspondiente pasa de
valor absoluto menor que uno a mayor que uno. Entoncesdebemosbuscar valoresden, ¢ y x paralosquelafuncién g satisfaceg(x) = xy g'(x) = + 1.

La primeratarea es encontrar |os puntosfijosde |as iteradas f". Por gjemplosi f esla funcidn x - x? + ¢, la funcin iterada se obtienesimplementemediante
Nest:

Cear [f, fn]
fIx_, c_1:=x2+c (xla funcioén cuadréticas)
fnix_, c_,n_]1:=Nest[f[# c]& X, n] (xy n iteraciones de fx)

Dado que la composicidh duplica el exponente, g tendra 2" raices (tal vez algunas complejas, tal vez otras con multiplicidad mayor que uno), por lo que
elegiremoslos puntosinicial esde acuerdo a cdmo atraen losciclos:

Cl ear [puntofijodefn, x]
puntofijodefnfc_, n_]:=
x /. FindRoot [fn[x, ¢, n] =X, {X, fn[0., ¢, 200+n]}] (*Se hacen 200 iteraci ones conb nini Nox)

V eamosal gunosresultados. Por ejemplosi ¢ = %, seesperaun puntofijoen %:
=.25; puntofijodefn[c, 1]

0.5

y también esperamosun ciclodelongitudtresparael valor dec = —=1.75:
c=-1.75; x =puntofijodefn[c, 3]
1.30194

L a solucién obtenidaaproximadamente es correcta:
fnrs c, 31 -%
-7.10543 x1071°

Con dieziteracionesdespués del punto fijo vemosque losvaloresserepitencadatres.
Nest Li st [f [#, c] & X, 10]

{1. 30194, -0.0549581, -1.74698, 1.30194, -0.0549581,
-1.74698, 1.30194, -0.0549581, -1.74698, 1.30194, -0.0549581}
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Ahoraque ya se sabe encontrar |os puntosfijos dependiendode ¢, vamosa hacer hacer variar ¢ para obtener aquellosdondeel multiplicadortienevalor absoluto
uno. Para esto se necesitauna expresién para la derivadade g = f" en cada punto fijo (valor que no dependedel punto del ciclo en que se evallie), usando la
regladelacadenay dado que f ' (x) = 2 x en estecaso, setiene:

mul ti plicador =. ;
nmul tiplicador[c_, n_]:=2"Product [Nest [f [#, c] & puntofijodefn[c, n], i], {i, n}]
Asi, el multiplicador correspondienteal punto fijo antesencontradocuandoc = -1.75y n = 3 es:

mul tiplicador[-1.75, 3]
0. 999999

Mientrasque cambiandoun pocoel valor dec:
mul tiplicador[-1.749, 3]

-6. 10561

mul tiplicador[-1.7501, 3]

0. 859592

Actividad 13:
Determinevaloresdel parametro c, para que el multiplicador valor absolutoigual alaunidad, paralosciclosdelongitud: 1, 2, 4, 8, 16, 32, 64.

Para encontrar ahoralosc's en los que el multiplicador para un ciclodelongitudn tieneun valor dado, usamosFindRoot:

Cl ear [c, bifurcacion]
bi furcacionfvalor_, n_, ¢c0_]:=c /. FindRoot [rmul ti plicador[c, n] ==val or, {c, c0}]

(xLas versiones de Mat hematica 5,
6 y 7 dan nensajes de error, pero |os resultados son correctos.
Se elimnan | os nensajes con |as siguientes instrucciones,
para vol ver a habilitarlos canbiar
«Of f» por «On»x)
O f [Fi ndRoot: : "srect"]
O f [Repl aceAl | ::"reps"]

Actividad 14:

Utilice la funcién bifurcacion para demostrar que: Si ¢, es la constante donde se pasa del periodo de longitud 2% a 251, los cocientes % se
k2~ k1
aproximanala constante 4.66920 ...

Actividad 15:
Observar que por debajo de —1.75 en los diagramas de 6Orbitas el periodo pasade 3, a 6, a 12, etc. Estudiar los puntos donde ocurren estos cambios de

periodoy ver si la constantede Feigenbaumestapresente.

Verificar que la constante de Feigenbaum es universal, o sea vdida para toda funcién suave en la que se dupliquen los periodos analizando la funcién
logistica.

Actividad 16:

Realizar un estudio andlogo al realizado parala familiade funcionesx — d Sin[r x], dondex € [0, 1], y d € [0, 1], construyendoun gr&fico del diagrama
dedrbitasdel punto xg = 0.5 cuando varia el parametrod. ¢Esta presentela constantede Feigenbaum para este sistema?
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2.3. Teoremas de Brouwer, Liy Yorke y Sarkovsky
En esta seccidn se presentanalgunos de losteoremasmés importantesde |a Teoria de SistemasDinémicos, entrelos cual es se encuentraun teoremafundamental
endichateoriadebidoaA. N. Sarkovsky, €l cual trata sobrela existenciade puntos periédicosde diferentesperiodose implicacionesentreell os.

Teoremade Brouwer en unadimensién
Si f : [a, b] - [a, b] esunafuncién continuaentoncesexisteun x tal que f (x) = x.
Sugerencia: Parala demostraci del teoremade Brouwer, consideresela funcién g(x) = f (x) — x, y aplicar €l teoremade Bolzano.
Antesde demostrar el teoremadeLi y Y orke es necesariodemostrar varios|emas, | os cual es se enuncian a continuaci .
Lemal
Sea X cR unintervaloy f : X » X. Si @ sistemadindmico (X, f) tiene un punto periédico de periodo tres, entoncesexisteun punto a € X para el que se
cumpleque f3(@) =a< f(a) < f2(@) 6 f%a) < f(a) <a= f3a).
Lema?2
Seal c R unintervaloy g : | —» R unafuncién continua. Para cualquier intervalocompactol; c g(l) existeun intervalocompactoQ c | tal queg(Q) = I;.
Lema3
Sea J un intervalo, f : J - J una aplicacién continua, e {In}o una sucesiin de intervalos compactoscon I c J e In,g € f(ly), paratodo n = 0. Entonces
existeuna sucesi deintervaloscompactos{Qn} ;> tal que, paratodon = 0, secumpleque
a QnrcQnclo.
b. fn(Qn) = Ip.
c. f(Q) c Iy, dondeQ =4 Qn.

Lema4d

Sean J c R unintervalo,g : J - R unafuncién continua el c J unintervalocompactotal quel c g(1). Entoncesexistep € | tal queg(p) = p.
Unavez vistosestoscuatro lemas, ya setienenlas condicionespara demostrar el teoremadeLi & Y orke, € cua se enunciaacontinuacién.
TeoremadelLi & Yorke.

Sea (X, f) unsistemadindmico, X c R un intervalo, que tieneun punto periddico de periodotres. Entonces, el sistemadindmico (X, f) tiene puntos periddicos
detodoslos periodosposibles; esdecir, (X, f) tienealgin punto periddico de periodok, paratodok = 1.

Actividad 1:

Considereseel sistemadindmico ([1, 5], f) tal que laimagendef esuna lineapoligonal, mientrasque f(1) =3, f(2) =5, f(3) =4, f(4) =2, f(5) =1.

Compruebecon lasindicacionesque se sugieren, lo siguiente:

1. f tienepuntosperiddicosde periodo5 (por giemplox = 1).

2. notienepuntosperiddicosde periodo 3, paralo que debeque probarseque f 2 no tienepuntosfijosquenolo seandef o f2. Paraello pruebelo

sguiente:

a. Viendolas sucesivastransformadasde cada uno delossubintervalos( [1, 2], [2, 3], [3,4] y [4, 5]), probar que f 2 no puedetener puntosfijossalvo,
quizas, en[3, 4].

b. Probar que 3 puedetener un puntofijo p € [3, 4], pero paraello esnecesarioque p, f(p)y f2(p) estén todosen [3, 4].

c. Encontrar laférmulade f3(x) enel casodequex, f(x)y f2(x) estén todosen [3, 4]. Comprobar analiticamenteque la funcién obtenidatieneun tnico
puntofijoendichointervalo.

d. Comprobar que el tnico puntofijo de f 2, obtenidoen € literal anterior, o estambién def; luego, en realidad, no es un punto periddico de periodotres
sinoun puntofijodef.

Teorema de Sarkovsky

En €l afio 1964, el matemético ruso Alexander N. Sarkovsky hizo publicala siguienteordenacié delos nimerospositivos:
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3 5» 7> 9 11 »..0»
» 2-3»2-5»2-7»2-9» 2 .11»r.c0»
122 .3122.5,22.71,22.912% .11 »r.e0r
123 .332%3.502%3.732%3.09,2% .11 .

»21 352" . 5,20 L 727 . 932" L 11 heeen

Peeced 25> 24> 23> 22> 2> 1

donde, en la primerafila estén los nimeros impares, en la segunda el producto de dos por los impares, en la tercera el producto del cuadrado de dos por los
impares,y asi sucesivamentehastala Ultimafilaque contienetodas|as potenciasde dos ordenadasen orden decreciente.

Ademés, Sarkovsky probo el siguienteresultado:
Sea X c R unintervaloy f : X - X unafuncién continua. Si el sistemadindmico (X, f) tieneun punto periddico de periodok, entoncestambién tiene puntos

periédicosde periodom, para cualquier mconk» m.

Esclaro que el teoremade Li & Y orke, es una consecuenciainmediatadel teoremade Sarkovsky, empero, |a demostraci de este teoremaes muy técnicay no
se correspondecon € nivel de contenidosque aparecen en este trabajo de investigaci, razon por la cual se propuso demostrar el teoremade Li & Yorke de
maneraindependiente.

Asimismo, si un sistema dindmico, con las caracteristicas del teorema de Sarkovsky, tiene un punto periddico de periodo k-2™, con k # 1 impar y m= 0,
entoncestiene puntos periddicosde infinitosperiodos.
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2.4. Sistemas Dinamicos y el Conjunto de Cantor

Para terminar este capitul o se pondrade manifiesto, en estaseccitn la intimarelacién que existeentrelos sistemasdinamicosy losfractales. Esto serealizara por
medio del estudiodel comportamientodindmico de una funcién que no es suave, como por gjemplolafuncién f cuyareglade correspondenciaes

f =
fIx 1:=3x /; x<1/2
fIx 1:=3-3x /; x>1/2

Estafuncién tieneun gréfico en formade " carpa'’:

Pl ot [f [x], {X, -.2, 1.2}, AspectRatio- Automatic]

15+

10~

05~

-0.2 0.2 0.4 0.6 0.8 L 12

-05-

El gréficodef tienesimilitudescon losgré&ficosdelasfuncionesx — ¢ x(1 — x) paravaloresdec > 0, y no esde extrafiar que |as orbitas tengan comportamien
toscomparables, por o que se proponela siguienteactividad:

Actividad 1:
Empleelafuncién trayectoria al redlizar un andisisgréfico paradistintosvaloresiniciales.
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Del andlisisgréfico surge que las Orbitas que seiniciancon x > 1 o con x < 0 tomarén val orescada vez més negativos, mientrasque cuando x estdentreOy 1 a
vecesla érbita se mantieneacotaday a veces* se escapa’.

Analizando un poco més la definiciin def y los gréficos, se observaque si % <X< g entoncesf (x) > 1, y por lo tanto su 6rbita“ se escapard’ . Esto hace pensar

gue se puede desestimar esteinterval o, y lo que hara recordar a los que esten familiarizadoscon los Fractales, la construccié del conjunto ternario de Cantor:
¢puede seguirsesacandolosinterval osintermedios?

En efecto. Observese primero que por la simetria basta estudiar el caso x < % Ahoras % <X< g entoncesé <f(x)=3x< % por lo que las érbitas de x

1 2 7 8 - . . . . .1 2 1 2 . .
cuando J<X<505<X<g también “se escapan”. En fin, para corroborar las afirmacioneshechas, s 5 <X< o serac < f(x)=3x< 5 mientrasque si

7 8 <7 8 . . .
o7 SX< ZSerag < f(x)=3x< 3 y €l andlisiscontinta dela mismaforma.

En conclusién, aunque no se ha demostrado rigurosamente, se puede decir que salvo en el conjunto de Cantor las orbitas se escapan. Empero, ¢qué pasa en €l
conjuntode Cantor?, ¢cudles sonlos puntosfijos?, ¢hay ciclos?

. 1 2 11 - . .
Estudiando puntosdelaforma 5 SX< g seraz, o, etc., que sonlospuntosmés sencillosen el ternario de Cantor, se observaque

Nest Li st [f, 1/3, 3]

{% 1, 0, 0}

NestList [f, 1/9, 3]

1 1
g bl

y apartir deladefinicidh def sedemuestraquesi x = 3™, ser& f"(x) = 1y por lo tanto f™(x) = 0 param > n. De la mismaforma, cualquier punto extremode
losintervalosque se van extrayendopara construir el ternario de Cantor tieneuna 6rbita que eventualmentellegaa puntofijox = 0.
Para continuar con el estudio de otros puntos es convenienteanalizar las iteradas f2, f3, {4, etc. Paralo cual se elaboran los gréficos de cada una utilizando

Mathematica como sigue:

Tabl e[Pl ot [{x, Nest [f, x, n]}, {x, -.1, 1.1}, AspectRatio- Full]l, {n, 1, 4}]

i 02 04 06 08 10

S1sk v v V

3 3
4" 10
4. Asi de la recurrenciaanterior se infiere que en general habra 2"puntos fijos para f". Por supuesto, muchos de estos puntos (jpero no todos!) podrén ser
puntosfijospara f™ para algunosm conm < n, por emplolos puntosfijosdef y f2 son puntosfijosde f# pero de cual quier manerahabrén ciclosde longitud
arbitrariamentegrande. También puede observarseen los gré&ficos que | as pendientesde | as rectas tangentesen |os puntosfijostienen val ores absol utos mayores
que uno (recordar que los gréficosestan distorsionados,larecta tiene pendienteuno), por lo quelosciclosresultantesson repulsivos.

Actividad 2:

En los gréficosanterioresse observaque hay dos puntosfijosparaf (queson0y %), cuatro para f2 (loscualesson 0, y 19—0), ochopara f3, y diecisds para

Verifique que las trayectorias de los puntos 23—8 y 83—2 forman ciclos y determinar las longitudes minimas de estos ciclos. Estudiar puntos cercanos
(perturbaciones) para comprobar que los ciclosson repulsivos. Sugerencia: UtiliceNestL ist o lafuncién cicloatractivo.

Para terminar, esimportantesefialar que € comportamientodindmico de estafuncién essimilar a delafuncién x - 4 x(1 — x): €l conjuntode x's cuya 6rbita
esta acotadaes un conjunto con propiedadessimilaresal conjuntode Cantor y tieneciclosde longitud arbitrariamentegrande, ciclosque también son repulsivos.
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2.5. Soluciones a actividades de la seccién 2.1

Solucion actividad 2:

De los gréficosanteriores, se puede concluir que para un valor dec entreceroy uno, laparébola y = x? + ¢ seratangentea la rectaidentidad. Lo cual suceders
cuando haya un nico punto fijo de la transformacid x — x? + ¢. Mé&s alin, observando el gréfico anterior se concluye que dicho valor del parametro es
c=0.25.

Solucion actividad 4:

Como resultado de esta actividad es que para ¢ > %, todas las orbitas parecen "escaparsea infinito", para -2 < ¢ < %, hay un intervalo de valores de x's que

tienen érbitas acotadas, mientrasque para c < —2, nuevamentetodas | as érbitas parecen "escaparsea infinito", aungue en este Ultimo caso se puede afirmar que
a menoslos puntosfijosy sus preiméagenestiene Orbitas acotadas.

Solucioén actividad 5:

De acuerdo con el trabajo realizado hastael momentose puede concluir que: basta estudiar las orbitas cuyosvaloresinicialesestén entre—py p, y sdo paralos
valoresdel parametro menoresque un cuarto.

Solucién actividad 6:

De los resultados de esta actividad se puede afirmar que €l valor del parédmetro c = -2 (al igua quec = %) también es especial puesto que ocurre una bifur-

cacion y corresponde(via los cambios de variables que se hicieron al inicio) a caso de la funcién x - 4x(1 — x), para & que ya se ha mencionado que €l
conjunto de valores iniciales cuyas 6rbitas convergen es e conjunto de Cantor. Por consiguiente, es necesario hacer un estudio més detallado cuando €l

parametroc variaentre-2y 41.
Solucioén actividad 7:

Como resultado de |a actividad anterior, se puede concluir que paralosvaloresdel pardmetro entre0.25 y —0.75 (aproximadamente)y parael valor inicia cero,
cada orbita convergea un punto fijo, y por ende éste es atractivo. En el intervalode —0.75 y —1.25, ocurre una bifurcacién: ahorala érbita es atraida por un
ciclodelongitud dos; a partir de —0.75 hasta —1.25, ocurre una nueva bifurcacién, ya que la 6rbita es atraida a un ciclo de periodo cuatro. Finalmente, aunque
no se puede distinguir claramentedebido a la resolucién con la que se esta trabajando, se apreciaque poco después el comportamientoes complicadopara llegar
a un comportamientosencilloa rededor de —1.75.

Solucioén actividad 8:

Del trabajo realizado en esta actividad se puede concluir que después de la bifurcacitn hacia un ciclo de longitud cuatro cerca de —1.25, hay a menosotra
bifurcacién, para ello obsérvese que cerca de —1.37 surge un ciclo de longitud ocho. También, se confirma que alrededor de —1.75 se ve claramente como
"laguna’, y que surgen otras"lagunas' més reducidasen ancho dispersaspor todo el diagramade 6rbitas.

Solucioén actividad 10:

iterm n =2000; nostrar = 70;
tabl aorbitas[{-1.41, -1.401, -1.40, -1.39}]
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-1.41 -1.401 -1.4 -1.39

1 -0. 0605742 -0.033919 -0. 0232501 0. 0237125
2 -1.40633 -1. 39985 -1.39946 -1.38944
3 0.567766 0. 558579 0. 558487 0. 540537
4 -1.08764 -1.08899 -1.08809 -1.09782
5 -0.227036 -0.215101 -0. 216055 -0.184792
6 -1. 35845 -1.35473 -1.35332 -1. 35585
7 0. 435399 0.434298 0.431476 0. 448334
8 -1.22043 -1.21239 -1.21383 -1.189

9 0. 0794436 0. 0688787 0. 073379 0. 0237125
10 | -1.40369 -1. 39626 -1.39462 -1.38944
11 | 0.560342 0. 54853 0. 544952 0. 540537
12 | -1.09602 -1.10011 -1.10303 -1.09782
13 | -0.208747 -0.190747 -0.183332 -0.184792
14 | -1.36642 -1.36462 -1. 36639 -1.35585
15 | 0.457116 0.461175 0. 46702 0. 448334
16 | -1.20104 -1.18832 -1.18189 -1.189

17 | 0.0325082 0. 0110983 -0.00313082 0.0237125
18 | -1.40894 -1.40088 -1.39999 -1.38944
19 | 0.575121 0.561456 0. 559973 0. 540537
20 | -1.07924 -1.08577 -1.08643 -1.09782
21 | -0.24525 -0. 222109 -0. 219668 -0.184792
22 | -1.34985 -1. 35167 -1.35175 -1.35585
23 | 0.412102 0. 426005 0. 427217 0.448334
24 | -1.24017 -1.21952 -1.21749 -1.189

25 | 0.128027 0. 0862288 0. 0822715 0. 0237125
26 | -1.39361 -1. 39356 -1.39323 -1.38944
27 | 0.532146 0.541022 0.541094 0. 540537
28 | -1.12682 -1.10829 -1.10722 -1.09782
29 | -0.140276 -0.172682 -0. 174069 -0.184792
30 | -1.39032 -1.37118 -1.3697 -1.35585
31 | 0.522997 0. 479137 0.476078 0.448334
32 | -1.13647 -1.17143 -1.17335 -1.189

33 | -0.118427 -0. 0287565 -0.0232501 0. 0237125
34 | -1.39597 -1.40017 -1.39946 -1.38944
35 | 0.538746 0. 559485 0. 558487 0. 540537
36 | -1.11975 -1.08798 -1.08809 -1.09782
37 | -0.156154 -0. 217306 -0.216055 -0.184792
38 | -1.38562 -1.35378 -1.35332 -1. 35585
39 | 0.509931 0. 431715 0.431476 0. 448334
40 | -1.14997 -1.21462 -1.21383 -1.189

41 | -0.0875692 0.074307 0. 073379 0. 0237125
42 | -1.40233 -1.39548 -1.39462 -1.38944
43 | 0.556534 0. 54636 0. 544952 0. 540537
44 | -1.10027 -1.10249 -1.10303 -1.09782




45
46
47
48
49
50
51
52
53
54
55
56
57
58
59
60
61
62
63
64
65
66
67
68
69
70

-0. 199406
-1.37024
0. 46755
-1.1914
0. 00942689
-1.40991
0.577849
-1. 07609
-0. 25203
-1.34648
0. 403011
-1.24758
0. 146462
-1.38855
0.518068
-1. 14161
-0. 106737
-1.39861
0.546102
-1.11177
-0. 173963
-1.37974
0. 493674
-1.16629
-0.0497773
-1.40752
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-0. 185515
-1. 36658
0. 466553
-1.18333

-0. 000733652

-1.401
0.561799
-1.08538
-0. 222947
-1.35129
0. 424997
-1.22038
0. 0883219
-1.3932
0. 540004
-1.1094
-0. 170242
-1.37202
0.481433
-1.16922
-0. 033919
-1.39985
0. 558579
-1.08899
-0.215101
-1.35473

itermn =2000; nostrar = 20;
tabl aorbitas[{-1.7501, -1.75, -1.7499, -1.7498, -1.7497}]

-0.183332 -0.184792
-1. 36639 -1. 35585
0. 46702 0. 448334
-1.18189 -1.189
-0.00313082 0.0237125
-1. 39999 -1.38944
0. 559973 0. 540537
-1.08643 -1.09782
-0.219668 -0.184792
-1.35175 -1.35585
0. 427217 0. 448334
-1.21749 -1.189

0. 0822715 0. 0237125
-1.39323 -1.38944
0.541094 0. 540537
-1.10722 -1.09782
-0. 174069 -0.184792
-1. 3697 -1.35585
0.476078 0.448334
-1.17335 -1.189
-0. 0232501 0. 0237125
-1.39946 -1.38944
0. 558487 0. 540537
-1.08809 -1.09782
-0. 216055 -0.184792
-1.35332 -1. 35585

-1.7501 -1.75 -1.7499 -1.7498 -1.7497
1 1. 30499 1.302 -0. 62204 -0.873582 -1.74706
2 -0.0471069 -0.0547922 -1.36297 -0.986655 1.30252
3 -1.74788 -1.747 0.107777 -0.776311 -0.0531457
4 1. 30499 1.302 -1.73828 -1.14714 -1.74688
5 -0.0471069 -0.0547924 1.27173 -0.433869 1.30187
6 -1.74788 -1.747 -0. 132599 -1.56156 -0. 0548237
7 1. 30499 1.302 -1.73232 0. 688664 -1.74669
8 -0.0471069 -0.0547926 1.25102 -1.27554 1.30124
9 -1.74788 -1.747 -0.184838 -0.122792 -0.0564714
10 | 1.30499 1.302 -1.71573 -1.73472 -1.74651
11 | -0.0471069 -0.0547929 1.19385 1. 25946 1. 3006
12 | -1.74788 -1.747 -0. 324632 -0.163558 -0.0581381
13 | 1.30499 1. 302 -1. 64451 -1. 72305 -1.74632
14 | -0.0471069 -0.0547931 0.954527 1.2191 1.29993
15 | -1.74788 -1.747 -0.838779 -0.263602 -0.0598731
16 | 1.30499 1.302 -1.04635 -1.68031 -1.74612
17 | -0.0471069 -0.0547934 -0.655051 1.07366 1.29922
18 | -1.74788 -1.747 -1.32081 -0.597064 -0.0617317
19 | 1.30499 1.302 -0. 0053657 -1.39331 -1.74589
20 | -0.0471069 -0.0547936 -1.74987 0.191526 1.29843
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2.6. Soluciones a actividades de la seccién 2.2

Solucion actividad 13:

Como ya se observo anteriormente(al estudiar el diagramade érbitas), el valor del pardmetro para el cual se pasade un punto fijo a un ciclo de longitud dos es
aproximadamentec = —.75

m=1; cO=-.76; cmax = -. 74;
{mul tiplicador [cO, m], multiplicador [cnax, m]}

{-1.00998, -0.989975}

Delo cual seesperaque e multiplicadorsea—1 parac = —.75, como se compruebaa continuaci a:

m= 1, cO = -. 75,
mul ti plicador [cO, m]

-1.
Realizando un andlisissimilar para otras potenciasde dos se obtiene:

m=2; c0=-1.26;
mul ti plicador [cO, m]

-1.04

m=4; c0=-1.37;

mul ti plicador [cO, m]
-1. 03405

m=8; c0=-1.395;
mul ti plicador [cO, m]
-1. 07927

m=16; c0 = -1. 3996;
mul ti plicador [cO, m]
-0.987939

m=32; c0 = -1.4009;
mul ti plicador [cO, m]
-1.12906

mul ti plicador [cO, m]

0. 990928

Asi sepuedeinferir que los puntosen dondeseduplicael periodo convergenhaciala constante—1.401 ...
Solucion actividad 14:

Estudiando ahoralas bifurcacionesen potenciasde dos, paralosvaloresdel parémetro que se obtuvieronen la actividad anterior, setiene:

m=1; c0=-.74
cla2 = bifurcacion[-1, m cO0]

-0.75
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m= 2, cO=-1. 26,
c2a4 = bi furcacion[-1, m cO0]

-1.25

m=4; c0=-1. 37,
c4a8 = bi furcacion[-1, m cO0]

-1.3681

m=8; c0 = -1. 395;
c8al6 = bi furcacion[-1, m cO0]

-1. 39405

m= 16, cO=-1. 3996,
cl6a32 = bi furcacion[-1, m c0]

-1.39963

m=32; c0 =-1.4009;
c32a64 = bi furcacion[-1, m c0]

-1.40083

m=64; c0 = -1.40083;
c64al128 = bifurcacion[-1, m cO0]

-1.40109
Finalmentese calculan los cocientes:
(c2a4 -cla2) / (c4a8 -c2a4)

4.23374

(c4a8 - c2a4) / (c8alb - c4a8)

4.55151

(c8al6 - c4a8) / (c16a32 - c8al6)

4.64581

(c1l6a32 - c8alb) / (c32a64 - cl6a32)

4.66394

cal cul ado = (c32a64 - c16a32) / (c64al28 - c32a64)
4.6681

Se compruebapues que | os cacientesconvergenhacia la constantede Feigenbaum, la que se ha aproximado con un error menor que el 0.03%, como se observe
a continuacia:
Abs [cal cul ado - val orreal ]

val orreal =4.669201660910; * 100 (xError porcentual %)
val orreal

0. 0235104
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3

Fractales Clasicos

I 3.1. Fractales Geométricos

Aqui seiniciard el estudio de los Ilamados Fractales Geoméiricos, obtenidosmediante "infinitas" iteracionesde construccionesgeoméricas. Histéricamente, el
primer fractal es el conjunto ternario de Cantor, seguido por las curvas de Peano, curvas que aungue no estrictamentefractales (puesto que tienen dimensicn
dos), son antecesorasa su vez delas construcciones de Sierpinski'y Koch, que si sonfractales.

Un g emploimportante:

Los razonamientos que se realizan cuando se estudian los Fractales deben realizarse con cuidado, ya que por ejemplo, en general no es cierto que si una
sucesién de curvas convergehacia otra, entonceslas longitudesconverjanalalongitud de dichacurva. Considereel siguienteejemplo:

f =

1
fIx_1:=x/;, 0<sx=s —
2

fIx_]1]:=1-x/; —<xx1
2

fIx_1:=f[Md[x, 11]

Mani pul ate[Pl ot [f [2"x] /2", {x, 0, 1}, PlotRange » {{0, 1}, {0, .5}}1,
{{n, O, "lteraciones"}, 0, 7, 1, Appearance -» "Qpen"}, SaveDefinitions - True]

Otraformade definir una funcién seccionadaes:
f=; f[x_]:=Piecewise[{{X, O0<x=<1/2}, {1-%X, 1/2<x =<1}, {f[Md[x, 1]], x<O0 || 1<x}}]
Asi aunque las curvas obtenidasson "autosemejantes” y siempretienen longitud raiz cuadrada de dos, la curva limite es simplementeel segmento(0, 1], el cual

tienelongitud uno y no es semejanteen ningn sentidoa las curvasanteriores.

Surge pueslainterrogantereferentea como determinar si un objetodado esun fractal 0 no. Uno de los pardmetrosesla denominadaDimensién de Hausdorff.

3.1.1. Dibujando Arboles.

Una delas observaciones de Mandel brot es que muchas de las formasen la Natural eza muestran repeticionesen cada vez menor escala. Eslo que se puedever,
un tanto idealmente, en las ramificacionesde los arboles. No, los &rboles no son fractales, pero las ideas que se desarrollan a continuacién son una primera
aproximacin a conceptodefractal.

Para dibujar un &rbol sedebedibujar cada segmento, asi usando en Mathematica la funcién Gr aphics seobtiene
Clear [ptl, pt2]

G aphi cs[Line[{ptl, pt2}]]

A este segmentose la aplica una transformacié lineal (en el plano) a fin de rotarlo hacia la derechao izquierda, paralo cua se empleala funcién Rotation-
Transform.
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pt3=.; pt3 =RotationTransform[-»/2][pt2];

Graphi cs[Line[{ptl, pt3}]]
A fin deimitar una rama que se bifurca, se deben combinar |os efectosde rotar el segmentoa la derechay a laizquierda, desplazar |os resultadosde modo que
coincidan las puntas con la del original, y despué mostrar |os tres segmentosjuntos. Por jemplo, considereel vector (1,0). Después de rotarlo 45° hacia la
derechaeizquierdase obtienenvectoresque todavia tienen como extremoinicial a origen.

Cl ear [a, b, izquierda, derecha]

a={0, 0}; b={1, 0}

i zqui erda= RotationTransformN[Pi /4]][b]

derecha = Rotati onTransfor m[N[-Pi /4]11[b]

Gréficamentesetiene:
G aphics[{Line[{a, b}], Line[{a, izquierda}], Line[{a, derecha}]}]
Por 1o que es necesariodespl azar | os segmentosobtenidosmediantel as rotacioneshaciael puntob.

Cl ear [segl, seg2, seg3]

segl = Line[{a, b}];

seg2 = Line[{b, b+izquierda}];
seg3 = Line[{b, b+derecha}l;
Graphi cs[{segl, seg2, seg3}]

Para dibujar una rama vertical, debe comenzarsecon el vector (0,1). Ademés, con el objeto de hacer las ramas més cortas que la original, seintroduce un factor
de contracci (una homoteciade razén menor que la unidad) inmediatamente después delarotacion y antesdelatraslacion:

Cl ear [a, b, contraccion, ¢, d, segl, seg2, seg3]

a={0, 0}; b={0, 1};

contraccion =.6;

c = contraccionRotati onTransform[N[Pi /4]]1[b];

d = contraccionRotati onTransform-N[Pi /4]1][b];

segl = Line[{a, b}];

seg2 = Line[{b, b+c}];

seg3 = Line[{b, b+d}];

Graphi cs[{segl, seg2, seg3}]
Ahora bien, para imitar un &rbol es necesario combinar |as transformaciones: rotacion, homoteciay traslacion, e iterar varias veces. Asi, en Mathematica se
comienzaiterandolafuncién Line[a,b] que ssimbolizaa segmentoen dosdimensionesque unelospuntosa y b del plano.
El proceso de ramificaci puede describirsecomo el de reemplazar el segmentocon punto inicial enay punto final en b, por dos segmentoscomo seindicaa
continuacion:

Cl ear [ram ficar, factor, angul o, v]

ram ficar[Line[{a_, b_}1]1:=

{v = N[factor] (b-a); Line[{b, b+RotationTransform-N[angul 0]]1[V]}],
Li ne[{b, b +RotationTransformN[angul 01]1[Vv]}]}
ram ficar[x_List]:=Mp[ramficar, Flatten[x]] (*Se eval Ga | a funcion solo en |istasx)

Asi en el ggemploanterior, setieneque:
Cl ear [factor, angul o]
factor = 0. 6;

angul o = 45°;
ram ficar [Line[{{O, 0}, {0, 1}}11

Se tiene pues la funcidn que genera una bifurcacién de una rama, pero no eliminala base de la ramay sdlo realiza una bifurcacidn, por lo que es necesaric
utilizar lafuncion NestList. Por jemplo,a aplicar dosveceslafuncidn ramificar aLine[{{0, O}, {0, 1}}] se obtienesucesivamente:

Nest Li st [ram ficar, Line[{{0, 0}, {1, 0}}], O]

Nest Li st [ram ficar, Line[{{O, 0}, {1, 0}}], 1]



64| Propuesta Metodoldgica para elestudio de sistemas dinamicos.nb

Nest Li st [ram ficar, Line[{{0, 0}, {1, 0}}], 2]
Por supuestolo que sedeseaesdibujar un arbol hastael "el nivel" deseado, por lo cua se debenusar las funcionesGraphics y Manipulate.

Mani pul at e[angul o; factor;
Graphi cs[
Nest Li st [rami ficar, Line[{{O, 0}, {0, 1}}]1, m]1,
{{m 2, "lteraciones"}, 1, 8, 1, Appearance - "Label ed"},
{{angul o, 40°, "Rotaci6n"}, 0°, 90°, 5°, Appearance - "Label ed"},
{{factor, .5, "Contraccion"}, 0, .9, .1, Appearance - "Label ed"},
SaveDefinitions -» True]

Otrasolucién esrotar puntosal rededor de puntos.

Cl ear [a, b, contraccion, ¢, d, segl, seg2, seg3]
a={0, 0}; b={0, 1};
contraccion =.6;

3

c = RotationTransf orm[N[—], b] [(1-contraccion) b];
4
3

d = Rot ati onTr ansf or m[N[——], b] [(1-contraccion) b];
4

segl = Line[{a, b}I;

seg2 = Line[{b, c}]I;

seg3 = Line[{b, d}I;
Graphi cs[{segl, seg2, seg3}]

Cl ear [ram ficar, factor, angul o, p]
ram ficar[Line[{a_, b_}1]1:=
{p =b+N[factor] (a-b); Line[{b, RotationTransformx- N[angul 0], b]l[p]l}],
Li ne[{b, RotationTransformN[angul 0] -x, b][p]1}]}
ram ficar[x_List]:=Mp[ramficar, Flatten[x]](*Se eval Ua | a funcion solo en |istasx)

Mani pul at e[angul o; factor;
Graphics[
Nest Li st [rami ficar, Line[{{O, 0}, {0, 1}}]1, m]1,
{{m 2, "Iteraciones"}, 1, 8, 1, Appearance - "Label ed"},
{{angul 0, 40°, "Rotacion"}, 0°, 90°, 5°, Appearance - "Label ed"},
{{factor, .5, "Contraccion"}, 0, .9, .1, Appearance - "Label ed"},
SaveDefinitions » True]

Actividad 1:
Modificarlafuncién ramificar para obtener &rbolesque seramifiquenen tresen vez de dosen cadaiteracién.
Observacion: En adelantese aplicaran lasideas que se han desarrollado para obtener aproximaciones gréficasa objetosque si sonfractales.

Estructurabéasica delos codigos creados por € usuario.

Aunque para construir las funcionesque permitengeneral |os fractal esgeoméricos que se estudian a continuacin basta modificar la funcién ramificar, aqui se
presenta la estructura general de los codigos que se deben crear, donde "funcion” es el nombre de la funcidn disefiada por el usuario, "vector" es el vector
director en la direccién del vector "ab",y "Line" , puede ser reemplazadapor "Polygon, Rectangle, Cuboid, etc." , mientrasque "puntoinicial” y "puntofinal”
pueden ser pares ordenadoso ternas ordenadassegin el objeto geoméirico en consideraci.

Laestructuradel cédigo para crear funcioneseslasiguiente:
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funci on =.
funcion[Line[{a_, b_}11:=

(xDonde r (que representa el factor de contraccién) y el angulo de rotaci 6n son fijosx)
{vector =r (b-a); c = Trasl aci 6ndel punt oa + Rot aci 6ndel vertor;
d = Trasl aci 6ndel punt oc + Rot aci 6ndel vertor;
Line[{a, c}], Line[{c, d}], Line[{d, b}]}
funcion[x_List] :=funcion/eFl atten[x]

Para poder visualizar los gréficosque se construyencon la funcién antesdefinida, se necesitarael codigo siguiente:

n-=.
Mani pul at e[
Graphics[
Nest [funci én, Line[{puntoinicial, puntofinal}], n]],
{{n, 2, "Rétul o del nlnero de iteraciones"}, 0, 6, 1},
SaveDefinitions -» True]

3.1.2. Curva de Koch.

Al dibujar arboles se utilizé la idea de agregar a un segmentoa otros dos formadosa partir de é, o visto de otraforma, se reemplazaa segmentopor otros dos
obtenidosa partir del original. Unavariante de estaidea es reemplazar un segmentopor un conjunto de segmentosobtenidosa partir de d, y asi "hastael infinito"

Una de |as curvas més elemental esque se obtienen por este procedi mientoes |a denominadacurva de Koch (en honor al Matemético sueco Niels Fabian Helge
Von Kaoch) que consisteen dividir un segmentoen tres partesiguales, quitar la del medioy reemplazarlapor un tridngulo equil&ero (sin su base), quedarsecon
losdosterciosextremos,y repetir indefinidamenteesta construcci.

Actividad 2:
Para visualizar la idea antes expuestagrafique el segmentoque une en larectareal losndmeros—1y 1, utilizando Mathematica. Luego, generela figura

bésicaque permitiraformar la curva de K och, dibujando una poligonal que conlos puntos: (-1, 0), (‘% 0), (0, g) (% 0), (1,0).

Actividad 3:

Modifiquelafuncién ramificar para definirlafuncién koch, eitérela hastacincoveces. Suger encia: Reemplacela funcién NestList por la funcién Nest.

X SN P o )

Es necesariorecal car que solo se puede obtener una aproximacién a la curva de Koch, ya que ésta se obtiene cuando €l nimero de iteracionestiende a infinito.
De todas maneras|a pantalla tiene limitacionesal igual que la vista humana, asi que solo es posible observar una cantidad finita de iteraciones, con lo que se
tiene una buenaaproximacian ala curvade Koch.

Con el propdsito de descubrir algunas propiedadesde la curva de K och se presentala siguienteactividad.

Actividad 4:
Baséndoseen | os experimentos realizadossobrela curvade Koch, determinel o siguiente:
a. Lasucesitn que representael niimero de segmentosde la curvade Koch.
b. Lasucesin querepresentalalongitud de cadaintervalodelacurvade Koch.
¢. Lasucesién querepresentalalongitud dela curvadela curvade Kochen cadaiteracion.
d. El limite de cada una de estas sucesiones.

Finalmente, describal os resultadosobtenidos.
Copo de nieve de K och.

Paradibujar € copode nievede Koch, esnecesariodibujar la curva de K och sobreloslados de un triangul o equil &ero, esto selogracon el siguientecadigo:
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Clear [n, pl, p2, p3]
pl = {0, 0}; p2 = {1, 0}; p3 =RotationTransform-60°1][p2];
Mani pul at e[
Graphics[
Nest [koch, List [Line[{pl, p2}], Line[{p2, p3}], Line[{p3, pl}]1]1, nl11,
{n, 0, 6, 1}, SaveDefinitions - True]
(*Si canbia el orden de los puntos iniciales invierte la orientaci 6n de |a curvax)
Actividad 5:
A partir losgréficosanteriores, determinel o siguiente:
a. Lasucesin que representael nUmero de segmentosdel copo de nievede Koch.
b. Lasucesith que representala longitud de cadaintervalo del copo de nievede Koch.
c. Lasucesith querepresentalalongitud del copo de nievede Kochen cadaiteracion.
d. El limitede cadauna de estassucesiones.
Finalmente, describal os resultadosobtenidos.

Otraformadegenerar lacurvadeKoch.

Una manera diferente de construir la curva de Koch es iniciar con un tridngulo isdsceles cuyos angulos son: 30° y 120°. Luego, se elimina un triangulo
equild&ero cuyoladoesigua aunterciodelalongituddelabasedel triangulo original,y serepiteel proceso.

Actividad 6:

Observela siguientesucesin de transformacionesy construyauna funcién para hacer los gréficoscorrespondientes:

A g I\ e

Existen muchas curvas que siguen la mismaidea de la curva de Koch. Por ejemplosi 1a operacién bésica es ahora dividir un segmentoen cuatro partesiguales,
dejar losdos cuartos extremosfijosy cambiar |os del medio cada uno por tres segmentoscomo seindica

Otracurva.

Asi en las primerastresiteracionesla curvatomalas siguientesformas:

e e

a. Madifiquela funcién koch y definauna funcién costado que permitaobtener |osgréficosanteriores.

Actividad 7:

b. Conla ayuda de la funcién costado dibuje sobre un cuadrado la curva que esta genera, para obtener la siguientefigura (que se obtiened iterar tresy
cuatro vecesrespectivamente):
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3.1.3. Curva Dragén.

Otra curva interesantees el dragdn, en la cual se reemplazaa segmento por una "carpa’ rectangular. La diferenciacon la anterior es que se dibujan carpas
alternadamentea derechaeizquierda. A continuaci seilustran las primerasiteraciones:

— L S

Observe que en cada iteracidn se construyeun tridngulo recténgulo e isasceles, cuya hipotenusaes el segmentooriginal (la cua es removida). Ademés, debe
tenerseen cuenta que se alterna de derechaa izquierda, una formade hacer esto esincluir un signo como argumento en la funcién y otramas f&cil esinvertir la
orientacin delacurva, aprovechandoel hechode que L ine dibujadesdeel puntox a puntoy o dey haciax, € mismosegmento.

Actividad 8:
Observedetenidamentel os siguientesgraficosy construyala funcién dragon2 que permitagenerarlosen Mathematica.

— N\ LT

a. Moadifiquelafuncién koch y definauna funcién dragén2 que permitaobtener los gréficosanteriores.

Otracurvadragon.

b. Conlaayudadelafuncién dragén2 dibuje sobreun tridngulo equilé&ero la curva que estagenera, para obtener la siguientefigura:

LA

Actividad 10:
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Observela siguientesucesidn de transformacionesy construyauna funcién para hacer los gréficoscorrespondientes:

/NG EY S

3.1.4. El Ternario, la Funcién y Polvo de Cantor.

Hasta ahora se han dibujado las curvas en dos dimensiones, obteniendo conjuntos (los gréficos de las curvas) que son fractales. Pero, ¢no seria més fécil hacer
primero construccionesen una dimensih? La respuestaclaro esta es afirmativa, aunque esto no significanecesariamenteque el estudio de sus propiedadessea
mas f&cil. Asi como en |os casos anterioresse reemplazaraun segmentopor otro figura, para construir una aproximacién a conjunto de Cantor se van quitando
partes sin reemplazarlas. Fue Georg Cantor quien describidpor primeravez un conjunto "limite" con las caracteristicas de | os fractal es, formando | os cimientos
paralas construccionesde Peano, Hilbert y otros.

Conjunto de Cantor.
Para describir el [lamado Conjunto de Ternario de Cantor, seiniciadividiendoen tres partesigualesel intervalo [0, 1], empero en vez de reemplazar la parte del

medio por un objeto en dos dimensiones, esta se elimina directamente. Para tomar "€l limite" o realizar "infinitasiteraciones", es importante sacar sdlo el
interval o abierto del medio, dejando dosinterval oscerrados. Sin embargo, gréficamenteno se notaladiferencia.

Estalistade nimerosson los primerosonce elementosdela Or bita parael Valor Inicial 16.

Actividad 11:

Para visualizar |a idea antes expuestagrafique el segmentoque une en larectareal los nimerosO y 1, utilizando Mathematica. Luego, generela figura
basicaque permitiraformar el conjuntode Cantor, dibujandolos segmentoscuyos extremosson los puntos: (0, 0) y ( % 0); ( 2 0) y (1, 0), respectivamente

a. Modifique la funcién ramificar o koch y dibuje las primeras siete iteraciones del conjunto de Cantor. Sugerencia: No utilice la funcidn
RotationTransform, puesesteesun conjuntoen larectarea y observeque el factor de contracci es constante.
b. Calculelamedidadel complementodel conjuntode cantor, y luego determinela medidadel conjunto de cantor.

Funcién de Cantor.

Esimportantesefidar que a pesar que el conjuntode Cantor tienemedidanula, no esvacio, yaque al menoslospuntos%, 2 g g ... pertenecenal conjunto.

A partir del ternario de Cantor se puede construir la funcién de Cantor, cuyo dominioes el conjunto de Cantor y cuyo rango es el intervalo cerrado [0, 1], por lo
gue un conjunto de medidacero puede tener tantos puntos como un conjunto de medidauno, se tiene pues un ejemplode que no es cierto que "¢l todo es mayor
quelaspartes'. Extendiendoestafuncién como constanteen el complementodel ternario de Cantor, seobtieneunafuncién del [0, 1] a [0, 1].

Actividad 12:

Observedetenidamentel os siguientesgréficosy construyala funcién fcantor que permitagenerarl osen Mathematica.

10 10 10 10
0.8 0 o 08 __ 08 __
0.6 06 06 - 06 _—_
0.4 04 04 _ 04 _
02 ozl T ozl T ozl .
02 04 06 08 10 02 04 06 08 L0 02 04 05 08 Lo 02 04 05 08 Lo
Polvo de Cantor.

Unavariantedel conjunto de cantor es considerar como figurabasea cuadrado unidad, el cual se divideen diecisés cuadradosidénticos cuyos lados midenun
cuarto del lado original, de los cuales cuatro cuadrados son retenidosy el resto descartados, luego, serepiteel proceso antes descrito para cada uno delos cuatro
cuadradosy se continuade estamaneraindefinidamente.L as figuras que se presentaa continuaci ilustran es proceso:
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Actividad 13:

Observedetenidamentel os gréfi cosanterioresy construyala funcién cantor2D que permitagenerarl osen Mathematica.

3.1.5. El Tamiz y Tetraedro de Sierpinski.

Asi como €l ternario de Cantor se obtiene sacando interval osintermedios, en dos dimensionesse comienzacon una regién del planoy se extrae una subregidn,
de maneraque |o que queda sea una union de figuras semejantesa la original . Considéese por gjemplounaregion triangular o cuadradaen el plano.

AL A S

a. Utilicelafuncién Polygon paradibujar unaregion triangular delimitadapor un triangul o equil&ero cuyosvérticesson: (0, 0) y (1,0) y (1 F)

Actividad 14:

2

b. Determinelos puntos medios de cada lado del tridngulo y dibuje la region que se obtiene quitando al tridngulo original la regién delimitada por €l
triangulo medial.

c. Definalafuncién sierpinski eitérela.
Actividad 15:
A partir losgréficosanteriores, determinel o siguiente:
a. Lasucesiin querepresentael nimero detriangulosque formael Tamiz de Sierpinski.
b. Lasucesiéh querepresentael areade cadatriahgulo en cadaiteracién.
c. Lasucesitn querepresentael areatotal en cadaiteracin.
d. El limite de cada una de estas sucesiones.

Tetraedro de Sierpinski.
Actividad 16:
Realice nuevamentelas actividadestrecey catorce, tomandocomofigurabasea un Tetraedro.

Suger encia: Modifiquela funcién sierpinski, reemplazandola funcién Polygon con GraphicsComplex. Ademés, tomeen cuentaque para graficar en tres
dimensioneses necesarioempl ear la funcién Graphics3D.

Ad A
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3.1.6. Alfombra de Sierpinski y Esponja de Menger.

Si en vez de comenzar con un tridngulo se hace con un cuadrado y se va quitando sucesivamenteel cuadrado del centro, se obtienela denominadaAlfombrade
Sierpinski, la cual se muestraa continuaci después de cuatro iteraciones:

Actividad 17:

Observedetenidamentela secuenciade figuras siguientey realice nuevamentel as actividadescatorcey quince.

Observe detenidamentela siguiente secuenciade figurasy realice nuevamentelas actividadescatorcey quince. Sugerencia: Utilicela funcién Cuboid en
vez de Rectangle.

Esponjade Menger.

Actividad 18:

Homm Em waten em em e

[
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3.2. Dimensién de Hausdorff

Es una costumbre hablar de la dimensin de objetos geoméiricos, por €emplo: un punto tiene dimensidn cero, una recta tiene dimensién uno, un plano tiene
dimensin dos, etc., pero ¢existenfiguras geoméricas que tengan dimensién no entera?

Baséndose en |as construccionesde Cantor, Peano y otros, Hausdorff a principiosdel siglo pasado ided un concepto de dimensién y medida aplicable a estas
curvasy superficies"raras' que aparecian. Posteriormente, Mandelbrot acufié el término fractal para designar ciertos objetos geoméricos cuya dimensicn de
Hausdorff no es entera, que son autosemejantesen el sentido de que no importa cuan grande sea el aumento de la lupa que se utilice al examinar el conjunto se
veraun conjunto con formasmuy parecidasal original.

Dado €l interés (por la misma definiciédn del término fractal), a continuacién se presenta una formula que permite calcular la dimensién de las curvas y
superficiesque ya se han estudiado. Vale aclarar que estos son solo algunos casos muy especialesde la autosemejanzay que dicha férmula solo brinda una
aproximaci aladimensid de cada objeto.

Piensepor giemploen un intervalode longitud uno, si 1o divideen n partesiguales, cada una de ellasmedira % Asi viendo cada una de esas partes con una lupa
que aumente n veces, se obtieneuna figuraidéntica a intervalo original. De igual manera se puede razonar con un cuadrado de lado uno, que a dividir cada
lado en n partesigualesgeneran? cuadrados, todosde drea niz gue aumentadosen n serén idénticosal original.

Se sabe ademés, que la dimensién del segmentoes uno y la del cuadrado es dos, por lo que en el razonamiento anterior se desea rescatar precisamentelos
exponentesque aparecen. Unaformade hacerlo es utilizar unaformulacomolasiguiente:

| og (nuner o de pedazos)

di nensi 6n =
| og (aunent o)
De modo que para el segmentosetiene:
I'og (n)
di nension = ——— =
1 og (n)
y parael cuadrado
| og (n?)
dimensiéon = ——— =2
I'og (n)

Foérmulaparacalcular ladimensién de Hausdor ff

Una aternativa para e cédculo de la dimensién de Hausdorff, es observar que dado que todas |as funcionesestudiadas hasta el momento son contractivasel
"aumento" esigual al "reciproco delarazén dehomotecia’ (lacual essiemprepositivay menor que uno), por lo que laférmula es puedereescribircomo:
| og (ndrer o de pedazos) | og (ndrer o de pedazos)

di mensi 6n = =
| og (aunent o) -1 0og (razén de honot eci a)

. . .. . . 1 , - S 1 P
Por gjemplo, dado un cubo de arista uno, se divide en n® cubos iguales, cada uno con arista =, asi la razén entrelos volUmeneses: =y por consiguiente, la
n

dimensién de Hausdorff es:

I og (n3)
dinmension = ——— =3

1
-l og ( F)
Actividad 19:
Calculela dimensin de Hausdorff de losfractal esque se han estudiado previamente, e interpretel os resultados.
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3.3. Sistemas dinamicos de variable compleja.

3.3.1. Conjuntos de Julia.

Pasemosal estudio del comportamiento dinamico en dos dimensiones. En este caso es convenientepensar en términos de variables complejas, 0 sea niUmeros
“Z' delaformaa + bi, dondeay b sonreaesei es“launidad imaginaria’.

Con los cambioshechosen el caso real, se puede ver que basta estudiar la funcién z —» 72 + ¢ dondec es un niimero complejoarbitrario. Como antes, se tienen
conceptos como érbita, puntofijoy ciclo,y el propésito esestudiar las drbitas*“ que se escapan”.

Como se hizo en el caso real, nos restringiremos a estudiar sdlo los valoresdel parametro c talesque || ¢ || < 2, aungue se sabe (tomando por gemplocy z
reales, c < —2'y z un punto fijo) que hay orbitas acotadasalin cuando || ¢ || > 2 . Usandola desigualdad triangular, no es dificil ver quesi || c|| <2<]| z|l,
entonceslaorbitade z“seescapard’, por lo qued interésestaenlosz's con val or absol uto menor que 2.

Los mateméticos franceses Pierre Fatou y Gaston Julia a principiosdel siglo pasado fueron quienes comenzaronel estudio de los puntos z's que tienen una
oOrbita acotada cuando €l pardmetro c se mantienefijo. La fronteradel conjuntode estosz's, que en general esun fractal, se conocecomo conjuntode Julia. Asi,
si un punto z estéden el conjuntode Julia, habra puntosarbitrariamentecercacon érbitas no acotadas.

Por ejemplo, poniendoel caso més sencilloc = 0, esclaro que la drbita que seiniciaen z esthdacotadas y sdlo s || z|| <1, dado que paraz complejovalela
igualdad || 2 || = || z|? Asi, § ||zl <1, su Orbita se aproximaraa 0, mientrasque si || z|| > 1, su 6rbita se escapard Por lo tanto, €l conjunto de Julia
correspondientea c = 0 esla circunferencia unitaria.

Los puntos en la circunferenciatienen trayectorias siempre sobre la circunferencia(cuando ¢ = 0), pero cuando se calcula, pequefios errores numéricos haran

que la drbita se corra hacia uno u otro lado de la circunferenciay por lo tanto puede parecer que se aproximaa cero o se escapa. En otras pal abras son érbitas
inestables.

Ejercicio: Hacer una tabla de valores de la orbitade z= 0.6 + 0.8i cuando c = 0, y verificar Si estos valorestienen valor absoluto igual a uno. (Hacer por
egjemplo50 o 100 iteraciones).

Funcion Julia.
Un programa para graficar los puntos que mantienen una 6rbita acotada para cada valor de c fijo puede hacerse sencillamenteconstruyendo una tabla para
va oresde z en unaregién rectangul ar en la que se anotala cantidad de iteraci onesnecesariapara obtener un val or absoluto mayor que dos. Por jemplo,
(* Term nar si Abs[z] 2 2 %)
Cl ear [escape, julia]
escape = Conpi | e[{{z, _Conpl ex}, {c, _Conplex}, {itermax, _Integer}},
Modul e[{z1 =z, iter =0},
Wil e[ (Abs[z1] < 2) && (++iter sitermax), z1 = Chop[z1®+c]]; iter]];
juliafc_, itermax_, {{xmn_, xmax_}, {ymn_, ymax_}}, {ndivx_, ndivy_}]:=
Tabl e[escape[x +y 4, c, iternmax],
{y, ymn, ymax, (ymax -ymn) /ndivy // N},
{X, xmn, xmax, (xmex -xmn) /ndivx // N}]
Dibujandoéd circulo.

Unavez construidalatabla puedeusarse L istDensityPlot, que muestracon distintostonosla variacién en el nimero deiteraciones.

Por ejemplo, consideremosla regin definidapor -2 < x < 2, -2 < y < 2 dividiédolaen cadadireccian en 200 eiterandoalo sumo 100 veces:

c=0.; iteraciones = 100; rango = {{-2, 2}, {-2, 2}}; puntos = 200;
Tim ng[tabla=julia[c, iteraciones, rango, {puntos, puntos}];]

(0.75, Null}

Li st Densi tyPl ot [t abl a, Col or Function » (GrayLevel [Round[#]] &),
Frame -» Fal se, Mesh » Fal se, Dat aRange - rango]
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Si se desea que el circulo aparezca en negro y el resto en blanco:

ListDensityPlot[tabla, ColorFunction » (GrayLevel [1 - Round[#]] &),
Frame - True, Mesh » False, DataRange - rango]

| ' ' ' ' ' ' ' ' | ' ' ' ' ' ' ' ' |

[\9]
T

—
T

0r

O puede definirse una funcién tono, que permita resaltar el conjunto poniéndolo en negro e ir aumentando en gris:
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X+1

tono[x_] := If[x < .5,

E

ListDensityPlot[tabla, ColorFunction -» (GrayLevel [tono[#]] &),
Frame -» False, Mesh -» False, DataRange - rango]

También puede utilizarse coloraciones predefinidas como:

ListDensityPlot[tabla, ColorFunction -» "SiennaTones",
Frame - True, Mesh -» False, DataRange -» rango]

T R

|
[’}
|
—_
[=}
—
8]
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ListDensityPlot[tabla, ColorFunction -» "BrightBands",
Frame - True, Mesh -» False, DataRange -» rango]

2 S S W S R

-2 -1 0 1 2

ListDensityPlot[tabla, ColorFunction - "Rainbow",
Frame - True, Mesh - False, DataRange - rango]

T T T T T T

-2

1 L 1 L L 1 L L L L 1 L L L L 1 1 L L L 1

-2 -1 0 1

S8}

Actividad 1:

a. Obtener el grafico para ¢ = -1, en la region {(x, y) | x € [-1.7,1.7], y € [-0.9, 0.9]}, dividiéndola en 200x 200 puntos, con un maximo de 100
iteraciones, destacando en negro el conjunto y en blanco su complemento.

b. Usando la coloracion por defecto de Mathematica, obtenga el respectivo grafico para c=i (la unidad imaginaria), en la region
{(x,y) | xe[-15,15], y € [-1.5, 1.5]}, dividiéndola en 200 x 200 puntos, con un maximo de 100 iteraciones.



76| Propuesta Metodolégica para elestudio de sistemas dinamicos.nb

Utilice la coloracion por defecto de Mathematica, para obtener el grafico correspondiente a ¢ = % en la region {(x, y) | x € [-1,1], y € [-1.4, 1.4]},

dividiéndola en 200 x 200 puntos, con un maximo de 150 iteraciones.
d. Obtener el grafico para ¢ = 0.360284 + 0.1003761i, en la region {(x, y) | x € [-1, 1], y € [-1.2, 1.2]}, dividiéndola en 200x200 puntos, con un
méximo de 200 iteraciones, destacando en negro el conjunto y en blanco su complemento.

Actividad 2:
Genere los respectivos conjuntos de Julia para los siguientes valores del parametro c:
a. La constelacion: ¢ = —0.74543 + 0.11301 i
b. Conejo de Douady: ¢ = —0.122 + 0.7451i
c. Esponja:c = -0.4-0.6i
d. Remolinos:¢ = —-0.8 + 0.4i

. Cruces:.c = -1.5

(]
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3.3.2. Conjunto de Mandelbrot.

El proceso para construir el conjunto de Mandelbrot es analogo al que se sigue para construir los conjuntos de Julia, empero, en este caso el valor inicial se
mantiene fijo en cero y se varia el parametro c. Dada la funcién z —» z2 + ¢ donde ¢ es un nimero complejo arbitrario, el conjunto de Mandelbrot es el conjunto
de los puntos complejos ¢ para los cuales la drbita inicializada en cero permanece acotada.

Dado que el codigo que permite construir el conjunto de Mandelbrot es muy similar al utilizado para construir los conjuntos de Julia, se presenta la siguiente
actividad.

Actividad 3:

Tomando en cuenta que para graficar el conjunto de Mandelbrot se mantiene fijo el valor inicial en cero y se debe variar el parametro c, defina la funcion
mandelbrot que permita generar una tabla que contenga el nimero de iteraciones para que los elementos de la drbita inicializada en cero tenga mddulo
mayor que dos, y que no continde si se ha superado el nimero de iteraciones maxima prefijado.

Como antes un aspecto importante que se debe considerar es el rango de estudio, para no esperar demasiado tiempo en calcular 6rbitas que divergen, por lo que
es importante restringir la zona del grafico lo mas posible. Se ilustra este aspecto tomando el rango {(x, y) | x € [-2, 2], ¥ € [-2, 2]}, 150 divisiones en cada

eje y 125 iteraciones como maximo.

rango = {{-2., 2.}, {-2., 2.}};
Timing[man = mandelbrot[rango, 150, 125];]

(0.297, Null}

ListDensityPlot[man, Frame -» True, Mesh » False, DataRange -» rango]

2

0

Los resultados obtenidos hasta el momento permiten formular la actividad siguiente.

Actividad 4:

a. Obtener un grafico del conjunto de Mandelbrot, en la region {(x, y) | x € [-2,0.5], y € [-1.25, 1.25]}, dividiéndola en 400x400 puntos, con un
méaximo de 100 iteraciones, utilizando la coloracion por defecto de Mathematica y también, destacando en negro el conjunto y en blanco su
complemento.

b. Obtener un grafico del conjunto de Mandelbrot, en la region {(x, y) | x € [-1.2, -1.1], y € [0.24, 0.34]}, dividiéndola en 375x 375 puntos, con un
méximo de 100 iteraciones, destacando en negro el conjunto y en blanco su complemento.

c. Obtener un grafico del conjunto de Mandelbrot, en la region {(x, y) | x € [-1.192, —1.183], y € [0.298, 0.307]}.

d. Comparece el gréfico del conjunto de Mandelbrot con el Diagrama de Orbitas y establezca la relacién entre ambos.

e. Basandose en los resultados del literal anterior, determine las regiones en el conjunto de Mandelbrot en las que las drbitas son atraidas a puntos
periddicos 6 ciclos de longitud dos. Finalmente, corrobore los resultados algebraicamente.
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I 3.4. Soluciones a actividades de la seccién 3.1
Solucién actividad 1:

Cl ear [ram ficar2, angul o, contraccion, V]

ram ficar2[Line[{a_, b_}1]:=
{v =contraccion (b-a); Line[{b, b+Rotati onTransform-angul o][v]}],
Line[{b, b+v}], Line[{b, b+ RotationTransformangul o][v]}]}

ram ficar2[x_List]:=ramficar2/eFl atten[x]

Mani pul at e[angul o; contracci on;
Graphi cs[Nest Li st [ram ficar2, Line[{{O, 0}, {0, 1}}1, nl1,
{{n, 1, "lteraciones"}, 1, 6, 1, Appearance » "Cpen"},
{{angul 0, 40°, "Rotacio6n"}, 0°, 100°, 10°, Appearance - "Label ed"},

{{contraccion, .5, "Contraccion"}, 0, .8, .01, Appearance - "Label ed"},
SaveDefinitions -» True]

Iheraciones | j
G =
-

Rotacian _I 40 ¢

Contraccidn j— 071
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Clear [a, b]
a={-1, 0}; b={1, 0};
Graphi cs[Line[{a, b}]]

Clear [c, d, e, V]

b-a
Vo= ; c=za+Vv; d=c+RotationTransform60°][v]; e =b-v;
3

G'aphi.cs[{Li ne[{a, c}], Line[{c, d}], Line[{d, e}], Line[{e, b}1}]

Otrasformasde definirlospuntosdy e son:

Cl ear [d, e]
d=c+RotationTransform60°][v]; e =d+RotationTransform-60°][v];
Graphics[{Line[{a, c}], Line[{c, d}], Line[{d, e}], Line[{e, b}]}]

Clear [d, e]

d=a+2v; e =RotationTransform60°, c][d];

Li st [Graphi cs[Line[{a, b}]],

Graphi cs[{Line[{a, c}], Line[{c, e}], Line[{d, e}], Line[{d, b}]}]]

Cl ear [d, e]
d = RotationTransform-120°, c][a]; e = RotationTransform60°, d][c];
G aphi cs[Line[{a, c, d, e, b}]]
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Solucioén actividad 3:

koch =.
koch[Line[{a_, b_}1]:=

b-a
{v=

e=b-v; Line[{a, c}], Line[{c, d}], Line[{d, e}],
Li ne[{e, b}]}(*La razon de senejanza es 1/3 y el angulo de rotaci 6n es 60°x)

T
i C=za+v; d= c+RotationTransform[—][v];
3.

koch[x List]:=koch/eFlatten[x]

En lafuncién Manipulate, sedebeutilizar Nest en vez de NestList, puesto que no debegraficarsela figurabase.

n-=.
Mani pul at e[
G aphi cs[
Nest [koch, Line[{{0, 0}, {1, 0}}1, n11,
{{n, 2, "nuncurvas"}, 0, 6, 13},
SaveDefinitions » True]

nUmcurwas ]

Solucién actividad 4:
Lassucesionesson: s, = {4"} g, In = {Sin}“’ , th= {(4_)”}10. Y €l limitedecadaunaes:

Limt[4", n - o]

Lim't[:—n, n—>oo]

Limt[[g]", 1o o]

[ee)

0
[ee)

L os resultados anteriores presentan cualidades paraddjicas de la curva de Koch, pues cuando €l nimero de iteracionestiende a infinito su longitud es infinita,
aunque la curva sea acotada; ademés, esta tiene érea cero, asi que ni la longitud ni el &rea proporcionanuna descripcid adecuada de la misma. Pesea esto, la

curva es autosemenjante,ya que, la region comprendidaentre0 y % (en €l gjehorizontal) en la n-ésimaiteracién se correspondeexactamentea la curvaentre0 y

lenlan - 1-é&imaiteracién.
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Solucioén actividad 6:

Clear [a, b]
a={0, 0}, b={1, 0}; c={1/2, Sqrt [3]/6};
Graphi cs[Pol ygon[{a, b, c}]]

Clear [d, e, Vv]

b-a
V = cd=a+v;, e=b-v;
3

Gaphi'cs[{Pol ygon[{a, d, c}], Polygon[{c, e, b}]1}]

koch =.
koch[Pol ygon[{a_, b_, c_}1]:=
b-a
{v = ; d=a+v; e=b-v; Polygon[{a, ¢, d}], Polygon[{b, c, e}]}
3.
koch[x_List] :=koch/eFlatten[x]

n-=.
Mani pul at e[
Graphics[
Nest [koch, Pol ygon[{{O, 0}, {1, 0}, {1/2, Sgrt[3] /6}}], nl1,
{{n, 2, "nuncturvas"}, 0, 10, 1},
SaveDefinitions -» True]

ALY A%
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Cl ear [n, pl, p2, p3, p4, p5, pb6]
pl = {0, 0}; p2={1, 0}; p3={1/2, Sqrt[3]/6};
p4={1/2, -Sqrt[3]/2}; p5={0, -1/Sart[3.1};
p6 ={1, -1/Sqrt [3.1};
Mani pul at e[

Graphics[

Nest [koch, List [Polygon[{pl, p2, p3}], Polygon[{pl, p4, p5}1, Polygon[{p2, p4, p6}11, nll,
{{n, 2, "nuncurvas"}, 0, 10, 1},
SaveDefinitions - True]
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Solucion actividad 7:

Clear [a, b]
a={-1, 0}; b={1, 0};
Graphi cs[Line[{a, b}]]

Clear[c, d, e, f, g, h, i, v]

b-a
vV = i c=a+Vv;, d=c+RotationTransform[90. °][v]; e=d+vVv; f =cC +V;
4

g="f +RotationTransform-90. °1[v]; h=g+V; i =b-v;
G aphics[Line[{a, c, d, e, f, g, h, i, b}]]

Unaformaalternativadedefinirlospuntosc,d,ef,g, hei es:

Clear[c, d, e, f, g, h, il

3a+b a+b a+3b
C = ;d= ;e = ; f = RotationTransform90°, c][d];
4 2 4
g = RotationTransform-90°, d][c];
h = Rotati onTransform90°, d][c]; i = RotationTransform90°, e][d];

Graphics[{Line[{a, c}], Line[{c, f}], Line[{f, g}], Line[{g, d}], Line[{d, h}], Line[{h, i}],
Line[{i, e}], Line[{e, b}]}]
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cost ado =.
costado[Line[{a_, b_}]1]1:

b-a ] 7
{v: ; C=a+Vv; d=c+Rotat|onTransforrr{—][v];
4. 2.

T
e=d+v; f=c+v; g=f +RotationTransforn'{——][v]; h=g+v; i =b-v;
2.

Line[{a, c}], Line[{c, d}], Line[{d, e}], Line[{e, f}],
Line[{f, g}], Line[{g, h}], Line[{h, i}], Line[{i, b}]}
costado[x_List] :=costado/eFl atten[x]
n-=.
Mani pul at e[
G aphics[

Nest [cost ado, Line[{{0, 0}, {1, 0}}1, n11,
{n, 0, 4, 1}, SaveDefinitions > True]

“ J

Para dibujarala curvageneradacon la funcién costado sobreun cuadrado se utilizaun cédigo similar al empleadopara dibujar el copo de Nievede Kach.
Cear [pl, p2, p3, p4]
pl = {0, 0}; p2 = {1, 0}; p3 =RotationTransform90°][p2]; p4 = p2 +Rotati onTransform90°][p2];
n-=.
Mani pul at e[
G aphi cs[

Nest [cost ado, {Line[{pl, p2}], Line[{pl, p3}], Line[{p2, p4}], Line[{p3, p4}]1}, nll,
{n, 0, 4, 1}, SaveDefinitions - True]
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Solucion actividad 8:

Clear[a, b, c, v]

b-a
a=1{0, 0}; b={1, 0}; v=——; c=za+RotationTransform-45°7][v];

V2
Li st [Graphics[Line[{a, b}]], Gaphics[{Line[{a, c}], Line[{b, c}1}]]
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Un codigo paragraficar €l dragon es:
dragon =.
dragon[Line[{a_, b_}1]:=
b-a

{c=a+RotationTransform[-4i][ ]; Line[{a, c}], Line[{b, c}]}

dragon[x_List]:=Mp[dragon, Flatten[x]]

n-=.
Mani pul at e[
Graphics[
Nest [dragon, Line[{{O, 0}, {1, 0}}1, nl],
{n, 0, 15, 1}, SaveDefinitions - True]

n J
Ca— e
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Solucion 2.

Clear[a, b, c, v]
b-a

a={-1, 0}; b={1, 0}; v= ; c=a+RotationTransform-45°]1[v];

V2
Graphi cs[Line[{a, b}]]
Graphics[{Line[{a, c}], Line[{c, b}]1}]

dragon =.
dragon[Line[{a_, b_}1, signo_]:=

{c =a+R0tationTransform[signo ;][b;a] Line[{a, c}], Line[{c, b}]}

dragon[x_List] : = Thread[dragon[Fl atten[x], Tabl e[(—l)k, {k, Length[Flatten[x]1}]]]

n-=.
Mani pul at e[
Graphics[
Nest [dr agon, List [Line[{{O, O}, {1, 0}}11, nl1l,
{n, 0, 15, 1}, SaveDefinitions - True]

Solucioén actividad 9:

Primerasolucidn:

Clear[a, b, c, v]
b-a

V3
G aphics[{Line[{a, c}], Line[{c, b}]1}]

a={0, 0}; b={1, 0}; v= ; c=a+RotationTransform-30°][Vv];
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dragon2 =.
dragon2[Line[{a_, b_}1]1:=
b-a
{c = a + Rot ati onTr ansf or m[-30. °][—]; Line[{a, c}], Line[{b, c}]}
3.

dragon2[x_List] := Map[dragon2, Flatten[x]]

n-=.
Mani pul at e[
Graphics[
Nest [dragon2, Line[{{O, 0}, {1, 0}}1, n11,
{n, 0, 10, 1}, SaveDefinitions - True]

Con el cédigo siguientesedibujala curvadragén sobreun triangul o:

C ear [n, pl, p2, p3]

1 3
pl = {0, 0}; p2={1, 0}; p3= {—, —};
2 2
Mani pul at e[
G aphi cs[

Nest [dragon2, {Line[{pl, p2}], Line[{p2, p3}], Line[{p3, pl}]1}, nll,
{{n, 0, "nunturvas"}, 0, 10, 1},
SaveDefinitions » True]
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nUmcurwas o« ]

Solucioén actividad 10:

Primerasolucién:

Clear[a, b, c, d, v]
b-a

a={0, 0}; b={1, 0}; v= ; c=a+RotationTransform60°][v]; d =cC +v;

Li st [Gaphics[Line[{a, b}]], Gaphics[{Line[{c, a}], Line[{c, d}], Line[{b, d}]1}]1]

dr agonsi er pi nski =.
dr agonsi er pi nski [Line[{a_, b_}]]:=

b-a 7
{v: > ; c=a+R0tati0nTransforrr{3—][v]; d=c+v; Line[{c, a}], Line[{c, d}], Line[{b, d}]}

dr agonsi er pi nski [x_Li st] : = Map[dragonsi erpinski, Flatten[x]]
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n-=.
Mani pul at e[
G aphics[
Nest [dr agonsi er pi nski, Line[{{0, 0}, {1, 0}}], n11,
{n, 0, 8, 1}, SaveDefinitions - True]

-
o L

Segundasolucién:
Clear[a, b, c, d, v]

a={0, 0}; b={1, 0}; v=

; c=b+RotationTransform[120°][v]; d =cC -v;

G aphi cs[Line[{a, b}]]
G aphics[{Line[{b, c}], Line[{c, d}], Line[{d, a}1}]
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dr agonsi er pi nski =.
dr agonsi er pi nski [Line[{a_, b_}1, signo_] : =
b-a 2
{v-

; C=b+Rotati onTransforr{si gno —] [vil;
. 3.
d=c-v; Line[{b, c}], Line[{c, d}], Line[({d, a}]}

dragonsi erpi nski [x_List] := Thread[
dr agonsi er pi nski [Fl atten[x], Table|[ (-1)*1 (k, 1, Length[Flatten[x]] 11

n-=.
Mani pul at e[
G aphi cs[
Nest [dr agonsi er pi nski, List [Line[{{O, 0}, {1, 0}}11, nl1,
{n, 0, 8, 1}, SaveDefinitions - True]

5
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Solucion actividad 11:

Graphi cs[{Geen, Line[{{O, 0}, {1, 0}}1}]

G aphics[{Red, {Line[{{O, O}, {1/3, 0}}1, Line[{{2/3, 0}, {1, 0}}1}}1

cantor =.
cantor [Line[{a_, b_}1]:=

b-a
{v: — Line[{a, a+Vv}], Line[{b-v, b}]}

cantor [x_List] :=cantor /@Fl atten[x]

i =
Mani pul at e[
G aphi cs[

Nest [cantor, Line[{{O, O}, {1, O}}1, i], PlotRange » {{0, 1}, {-.025, .025}}1,
{{i, 3, "Nunmero de iteracién"}, 0, 6, 1}, SaveDefinitions » True]

Murnero de iteracidn J

Solucion actividad 12:

En el siguientecadigo sedefinelafuncién de Cantor.

fcantor =.
fcantor [valoresiniciales[a_, fa_, b_, fb_1]:=
b-a fa+fb o
{c:  fec = ; valoresiniciales[a, fa, a+c, fc],
3. 2

Line[{{a+c, fc}, {b-c, fc}}], valoresiniciales[b-c, fc, b, fb]}
fcantor [Line[{{a_, fa_}, {b_, fb_}}11:=Line[{{a, fa}, {b, fb}}]

fcantor [x_List] :=fcantor /eFl atten[x]
Este cédigo permitegraficar la funcién de Cantor.

n-=.
Mani pul at e[
G aphi cs[{Bl ue,
(Fl atten[Nest [fcantor, val oresiniciales[0, O, 1, 1], n]1])[[Table[2k, {k, 1, 2"-1}]111},
Axes -» ejes, PlotRange » {{x, 1/vy}, {X, 1/Yy}}],
{{n, 2, "lteraciones"}, 1, 10, 1}, {{y, 1, "Zoomvertical"}, 1, 10, 1},

{{x, 0, "Zoom hori zontal"}, 0, 1}, {{ejes, False, "Mdstrar Ejes"}, {True, Fal se}},
SaveDefinitions » True]
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Itaraciones

L

Zoom vertical

Zoom horizontal

[<] 0 )

Mostrar Ejes

10

0ar

0

04 F

02F

0.0 0.2 04 0.6 0z 1.0
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Solucién actividad 13:

Primerasolucién:

(*Una variaci 6n del conjunto de cantor, dado | os vértices di agonal mente opuest 0s*)

Clear[a, b]
a={0, 0}; b= {1, 1}; G aphics[{Oange, Rectangl e[a, b]}]

dear [v, vX, vy, pl, p2, p3, p4, p5, p6, p7, p8]

b-a
V =

; vx = Projection[v, {1, 0}]; vy =Projection[2v, {0, 1}]; pl = a+vVX;

P2 =pl+v; p3 =p2+Vx; pA=p3+Vv; pS=a+vy; p6=p5+v; p7 = pb +Vx; p8 = p7 +V;
G aphi cs[{RGBCol or [0, 1, 0, .5], Rectangl e[pl, p2], Rectangl e[p3, p4], Rectangl e[p5, p6],
Rect angl e[p7, p8]}]
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cant or 2D=.
cantor 2D[Rectangl e[a_, b_1]1:=

b-a
{v: ; vX = Projection[v, UnitVector[1], Dot]; vy = Projection[2v, UnitVector[2], Dot ];
4

pl=a+vXx; p2=pl+v; p3 =p2+vx; p4d=p3+Vv; p5=a+vy,
p6 = p5+v; p7 =p6 +vx; p8 =p7+v; Rectangl e[pl, p2],
Rect angl e[p3, p4], Rectangl e[p5, p6], Rectangl e[p7, p8]}
cantor2D[x_List] :=cantor2D/@Fl atten[x]

n-=.
Mani pul at e[
Graphi cs|
{R&BColor[1/2, 1/5, 1/4], Nest [cantor2D, Rectangle[{0, 0}, {1, 1}1, n]}],
{{n, 0, "lteraciones"}, 0, 6, 1}, SaveDefinitions > True]
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Iteraciones

| -

Segundasolucién:

dear [v, vx, vy, pl, p2, p3, p4, p5, p6, p7, p8]

b-a
V =

;o vxo= {v[[1]], O}; vy = {0, 2Vv[[2]]}; pl=a+VX; p2 =pl+yv;

P3 = p2+Vx; p4 =p3+V; p5=a+vy; p6 = p5+V; p7 = p6+VX; P8 = p7 +V;
G aphi cs [{RGBCol or [0, 1, 0, .5], Rectangl e[pl, p2], Rectangl e[p3, p4], Rectangle[p5, p6l,
Rect angl e[p7, p8]}]
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cant or 2D=.
cantor 2D[Rectangl e[a_, b_1]:=

b-a
{v: ;o vX = {V[[1]], O}; vy = {0, 2Vv[[2]]1}; pl=a+VX; p2=pl+v;
4

p3 =p2+vXx; p4d=p3+Vv; pS=a+vy, p6 =p5+v; p7 =p6+vXx; p8 = p7 +V;
Rect angl e[pl, p2], Rectangl e[p3, p4], Rectangl e[p5, p6], Rectangl e[p7, p8]}
cantor 2D[x_List] :=cantor2D/@Fl atten[x]

n-=.
Mani pul at e[
Graphics|
{RGBCol or[3/4, 1/5, 1/4], Nest [cantor2D, Rectangle[{0, 0}, {1, 1}1, n]}],
{{n, 0, "lteraciones"}, 0, 6, 1}, SaveDefinitions > True]
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Iteraciones |

L

Tercerasolucién:

Cear[l, pl, p2, p3, p4, p5, p6, p7, p8l]
Nor m[b - a]
| = ———— pl={alllll+], a[[2]11};
42
p2 = {a[[1]]1+21, a[[2]1+1}; p3 ={b[[1]1-1, a[[2]] +I};
p4 = {b[[1]], a[[2]]1+21}; p5={a[[l]l], a[[2]1]1+21}; p6 = {a[[l]1]1+], b[[2]]1-1};
p7 ={afll]1+21, b[[2]]1-11}; p8={b[[1]]1-1, b[[2]11};
Graphi cs[{RGBCol or [0, 1, 0, .5], Rectangl e[pl, p2], Rectangl e[p3, p4], Rectangl e[p5, p61,
Rect angl e[p7, p8]1}]
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cantor 2D=.
cantor 2D[Rect angl e[a_, b_]] : =
Nor m[b - a]
{' = ———— pl={a[[1]]+], a[[2]]}; p2={a[[l1]+21, a[[2]]+]};
42,
p3 = {b[[1]1 -1, a[[211+1}; p4 = {b[[11], a[[2]]1+21}; p5={a[[1]], a[[2]]+2]};

p6 = {a[[1]11+!, b[[211-1}; p7 ={al[l1]1+2l, b[[211-1}; p8={b[[11]1-1, B[[2]1};
Rect angl e[pl, p2], Rectangl e[p3, p4], Rectangl e[p5, p6], Rectangl e[p7, p8]}
cantor 2D[x_List] :=cantor2D/@eFl atten[x]

n-=.
Mani pul at e[
Graphics[
{RGBColor[1/2, 1/5, 1/74], Nest [cantor2D Rectangle[{0, 0}, {1, 1}]1, n1}1,
{{n, 0, "lteraciones"}, 0, 6, 1}, SaveDefinitions - True]
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Itaraciones

=l
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Solucion actividad 14:
Primerasolucién:
Clear[a, b, c]

a={0, 0}; b={1, 0}; c =RotationTransform60°, a][b];
Graphi cs[{Red, Pol ygon[{a, b, c}1}]

Cl ear [v, ab, bc, ac]

b-a
vV = ;ab=a+v; ac =a+RotationTransform60°][v]; bc = ac +v;
2

G aphi cs[{Bl ue, {Pol ygon[{a, ab, ac}], Pol ygon[{b, ab, bc}], Polygon[{c, ac, bc}]1}}]
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si er pi nski =.
si er pi nski [Pol ygon[{a_, b_, c_}11:=

(*Qtra ordenaci 6n de | os vértices es: {a, ab,ac}, {ab,b,bc}, {ac, bc,c}x)

b-a 7
{v = ;ab=a+v; ac =a+Rotati onTransforn{—] [V]; bc = ac +v;
2. 3.
Pol ygon[{a, ab, ac}], Pol ygon[{b, bc, ab}], Polygon[{c, ac, bc}]}

si erpi nski [x_List]:=sierpinski /eFlatten[x]

n-=.

Mani pul ate[

G aphi cs[
n2 1 n

1+n2 1s+n 5+n]'

{RGBOOI or [

Nest [si er pi nski, Pol ygon[{{o, 0}, {1, 03}, {;

{{n, 4, "iteraciones"}, 0, 8, 1},
SaveDefinitions » Tr ue]

iteraciones « ]
'y
Fvy
Lada
F Y L‘
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‘l.l FYYYYYY
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ry
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Segundasol ucidn:

Clear[a, b, c]

1 3
a={0, 0}; b={1, 0}; c = {—, —};
2 2

Graphi cs[{Red, Pol ygon[{a, b, c}1}]

Cl ear [ab, bc, ac]

a+b b+c a+c
ab = ; bc = ;ac = :
2 2 2

Graphi cs[{Bl ue, {Pol ygon[{a, ab, ac}], Pol ygon[{b, ab, bc}], Polygon[{c, ac, bc}]1}}]
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si er pi nski =.
si er pi nski [Pol ygon[{a_, b_, c_}11:=
a+b b+c a+c
{ab = . be = ;ac = ;
2. 2. 2.

Pol ygon[{a, ab, ac}], Pol ygon[{ab, b, bc}], Polygon[{ac, bc, c}]}
si erpi nski [x_List]:=sierpinski /eFlatten[x]
n-=.
Mani pul ate[
G aphi cs[
n? 1

{RGBOoIor[l+n2, 0, 1+n],

1 V3
Nest [sierpi nski, Pol ygon[{{o, 0}, {1, 03}, {E T

B}

{{n, 4, "iteraciones"}, 0, 8, 1},
SaveDefinitions » Tr ue]

iteraciones |

L

by
A h..:d- Sh

.gmi‘;@

A An oAb Ak b A, An Al
A AN AL A8 LALLM LLLLALLLLLLLLLL00
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Solucion actividad 16:

Cear[v, j]

V= {{0, 0, 0}, {1, 0, 0}, {i E 0}, {i E E
2" 2 2" 6 3

i = {{1, 2, 3}, {1, 2, 4}, {1, 3, 4}, {2, 3, 4}};
Graphi ¢s3D[ {Bl ack, Graphi csConpl ex[v, Polygon[j]1]1}, Axes - True]

0.8
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Cl ear [vl, v2, v3, v4]

vl vin VI[2 V[[n
Vl:Tab'e[M, n, 1, 4}]; V2=Tab|e[M

1, 4
2, 2.
vIIs3 vin v[[4 V[N
V3=Tab|e[wv {n! 11 4}]: V4=Tab|e[w’ {n, 1’ 4}],

G aphi cs3D[ {Bl ue, {G aphi csConpl ex[v1l, Polygon[j 11, G aphi csConpl ex[v2, Polygon[j 1],
G aphi csConpl ex[v3, Polygon[j 1], G aphi csConpl ex[v4, Pol ygon[j 11}}]
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tetraedro-=.
tetraedro[G aphi csCompl ex[v_, k_1] :=

VI[1]1] +VvI[[n]]
5 ,

{vl = Tabl e[

V[[2]1 +VI[[n]]
{n, 1, 4}]; v2=TabIe[2—,

i, 1, 43];

VI[3]]+VvIIn]] VI[4]11 +VvI[In]]
' > ,

v3 =Tab|e[ n, 1, 4}]; v4=TabIe[ n, 1, 4}];

G aphi csConpl ex[vl, k], G aphi csConpl ex[v2, k], G aphi csConpl ex[v3, kI,
G aphi csConpl ex[v4, k]}

tetraedro[x_List] :=tetraedro/eFl atten[x]

Clear [vO, i, n]

N CARCI LR I AN
vU = , U, U (L, 0,0y y -y — Uy ) —y — s
2 2 2 6 3
i = {{1, 2, 3}, {1, 2, 4}, {1, 3, 4}, {2, 3, 4}};
Mani pul at e[
Graphi ¢cs3D[

{RGBCol or [1, O, 0], Nest [tetraedro, G aphi csConpl ex[v0, Pol ygon[i 1], n]1}],
{{n, 0, "Num teraciones"}, 0, 6, 1}, SaveDefinitions -» True]

MurnIteraciones J
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Solucion actividad 17:
Primerasolucidn: Aqui se presentancodigosque utilizan Rectangle en vez de Poligon y se empleanrotaciones:

Clear [a, b]
a={0, 0}; b={1, 1}; Gaphics[Rectangl e[a, b]]

C ear [pl, p2, p3, p4, p5, p6, Vv]

b-a
vV = ; pPl=a+v; p2=pl+RotationTransform-90°]([v]; p3=p2+V; pd=Db-v;
3

p5 = pl +Rotati onTransform90°][v]; p6 = p5 +V;
Graphi cs[{Rectangl e[a, pl], Rectangl e[pl, p2], Rectangl e[p2, p3], Rectangl e[p3, p4],
Rect angl e[p4, b], Rectangl e[pl, p5], Rectangl e[p5, p6], Rectangl e[p4, p6]}]
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al fonbra-=.
al fonbra[Rectangl e[a_, b_]] :=
b-a 7
{v = ——; pl=a+vVv; p2=pl+Rotati onTransforn{-—] [vil;
3. 2.
T
p3=p2+v; pA=b-v; p5=pl+Rotati onTransforrr{z—] [V]; p6 =p5+v;
Rect angl e[a, pl], Rectangl e[pl, p2], Rectangl e[p2, p3], Rectangl e[p3, p4],
Rect angl e[p4, b], Rectangl e[pl, p5], Rectangl e[p5, p6], Rectangl e[p4, p6]}
al fonbra[x_List] :=alfonbra/eFl atten[x]

n-=.

Mani pul at e[
G aphi cs[{Orange, Nest [al fonbra, Rectangle[{0, 0}, {1, 1}1, n1}1,
{{n, 1, "lteraciones"}, 0, 5 1}, SaveDefinitions - True]

o

Iteraciones ¢ G
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Clear [a, b]
a={0, 0}; b={1, 1}; Gaphics[{Yell ow, Rectangle[a, b]}]

G ear [pl, p2, p3, p4, p5, p6]

2a+b 2b+a
pl = 3 ;P2 = 3 ; P6 = {al[11], p2[[211}; pP3 = {p2[[1]1]1, a[[211}; P4 = {b[[1]], PL1[[2]1};

{p1[[11]1, bL[211};

p5

Graphi cs[{Bl ue, Rectangl e[a, pl], Rectangl e[pl, p3], Rectangl e[p3, p4],
Rect angl e[p2, p4], Rectangl e[p2, b], Rectangl e[p2, p5], Rectangl e[p5, p6],
Rect angl e[pl, p6]1}]
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al fonbra=.
al fonbra[Rectangl e[a_, b_]]:=

2a+b 2b+a
{pl: ; P2 = 3 v P3 = {p2[[11], al[211}; p4 = {b[[1]1], P1[[2]11};

p5 = {p1[[1]11, b[[2]1}; p6 = {a[[11], P2[[211};
Rect angl e[a, pl], Rectangl e[pl, p3], Rectangl e[p3, p4],
Rect angl e[p2, p4], Rectangl e[p2, b], Rectangl e[p2, p5],

Rect angl e[p5, p6], Rectangl e[pl, p6]}
al fonbra[x_List] :=alfonbra/eFlatten[x]
n-=.

Mani pul at e[

G aphi cs[Nest [al fonbra, Rectangl e[{0, 0}, {1, 1}1, nl1,
{{n, 0, "Iteraciones"}, 0, 5 1}, SaveDefinitions-» True]

Iteraciones
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Tercera solucin: En esta solucién se determinan primero los puntos sobre la diagonal principal y luego se rotan uno arededor del otro para obtener los puntos
restantes.

a={0, 0}; b={1, 1}; Gaphics[Rectangl e[a, b]]

c

I
®
+
o
n

+b; e =RotationTransform[90°, c][d]; f = Rotati onTransform[-90°, c][d];

Rot ati onTransform[90°, d][c]; h = RotationTransform-90°, d][c];

g

G aphi cs[{Rectangl e[a, c], Rectangl e[c, e], Rectangl e[f, c], Rectangl e[f, g], Rectangl e[g, d],
Rect angl e[d, b], Rectangl e[d, h], Rectangl e[e, h]}]
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al fonbra=.
al fonbra[Rectangle[a_, b_]]:=
b-a a-b
{c=a+ ; d= +b;
3. 3.

T T
e = Rot ati onTr ansf orm[—, c] [d]; f = RotationTransf orm[— N c] [di1;
2. 2.

T T
g = Rot ati onTr ansf orn’{—, d] [c]; h = RotationTransf orm[——, d] [c];
2. 2.

Rect angl e[a, c¢], Rectangl e[c, e], Rectangl e[f, c], Rectangl e[f, g], Rectangl e[g, d]I,
Rect angl e[d, b], Rectangl e[d, h], Rectangl e[e, h]}
al fonbra[x_List] :=alfonbra/eFlatten[x]

n-=.
Mani pul at e[
Graphics[
Nest [al fonbra, Rectangl e[{0, 0}, {1, 1}1, n]],
{{n, 0, "Iteraciones"}, 0, 5 1}, SaveDefinitions > True]

Iteraciones
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Cuarta solucidn:

Clear[a, b, c, d]
a=1{0, 0}; b={1, 0}; c={1, 1}; d= {0, 1};
Graphi cs[{Brown, Polygon[{a, b, c, d}1}]

al fonbra=.
al fonbra[Pol ygon[{a_, b_, c_, d_}1]1:=
2a+b a+2b 2b+c 2c+b
{e: f = ;g = : h= :
3. 3. 3. 3.
2c+d 2d+c 2d+a 2a+d 2a+cC 2c+a
i = ) j = ; k = ; | = , M= ;o n= N
3. 3. 3. 3. 3. 3.
2b+d 2d+b
0= P = ; Polygon[{a, e, m |}], Polygon[{e, f, o, m}], Polygon[{f, b, g, 0}1,
3. .
Pol ygon[{o, g, h, n}], Polygon[{n, h, c, i}], Polygon[{p, n, i, j}], Polygon[{k, p, j, d}],

Pol ygonr¢l, m p, k31}
al fonbra[x_List] :=alfonbras/eFlatten[x]

S =.

Mani pul at e[
Graphi cs[Nest [al fonbra, Pol ygon[{{0, 0}, {1, 0}, {1, 13}, {0, 1331, s11,
{{s, 0, "lteraciones"}, 0, 5 1}, SaveDefinitions - True]
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Iteraciones
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Solucion actividad 18:

Primerasolucidn:

Clear[a, b]; a={0, 0, 0}; b={1, 1, 1}; G aphi cs3D[{Red, Cuboid[a, b]}]

Ahorasedibujapor partesel resultado para corroborar que no setienenerroresen el disefio.

b-a
Cl ear [v, vXx, pl, p2]; Vv = ; vx = RotationTransform[180°, UnitVector[3, 1]1]1[V]; pl =a+V;
3.

p2 = pl +vx;

G aphi ¢s3D[ {RGBCol or [0, 1, O, .5], Cuboid[a, pl], Cuboid[pl, p2]}, Axes -» True]
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p3=.; p3 =p2+v;

G aphi ¢s3D[ {R&BCol or [0, 1, 0, .5], Cuboid[a, pl], Cuboid[pl, p2], Cuboid[p2, p3]}, Axes -» True]

Cl ear [vy, p4]; vy = RotationTransform[180°, UnitVector [3, 2]1]1[V]; p4 = p3 +Vy;

G aphi ¢s3D[ {RGBCol or [0, 1, 0, .5], Cuboid[a, pl], Cuboid[pl, p2], Cuboid[p2, p3],
Cuboi d[p3, p4]1}, Axes » True]
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pS=.; p5=pd+v;

G aphi cs3D[ {RGBCol or [0, 1, O, .5], Cuboid[a, pl], Cuboid[pl, p2], Cuboid[p2, p3],
Cuboi d[p3, p4], Cuboi d[p4, p5]}, Axes » True]

p6 =.; p6 = pl +vy;

G aphi ¢s3D[ {RGBCol or [0, 1, O, .5], Cuboid[a, pl], Cuboid[pl, p2], Cuboid[p2, p3],
Cuboi d[p3, p4], Cuboi d[p4, p5], Cuboid[pl, p6]}, Axes -» True]
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p7=.; p7 =p6+v;

G aphi cs3D[ {RGBCol or [0, 1, O, .5], Cuboid[a, pl], Cuboid[pl, p2], Cuboid[p2, p3],
Cuboi d[p3, p4], Cuboi d[p4, p5], Cuboid[pl, p6], Cuboid[p6, p7]}, Axes - True]

10 0.0

Cl ear [vz, p8]; vz = RotationTransform[180°, UnitVector [3, 311[v]; p8 = pl +vz;

G aphi ¢s3D[ {RGBCol or [0, 1, O, .5], Cuboid[a, pl], Cuboid[pl, p2], Cuboid[p2, p3],
Cuboi d[p3, p4], Cuboi d[p4, p5], Cuboid[pl, p6], Cuboi d[p6, p7], Cuboi d[p4, p7]1}]
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p9=.; p9 =p3+vz;

G aphi ¢s3D[ {RG&BCol or [0, 1, 0, .5], Cuboid[a, pl], Cuboid[pl, p8]}, Axes -» True]

0.0
0.3

0.1

0.0

).6

0.4
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pl0=.; pl0 = p5 +vz;

G aphi ¢s3D[ {RGBCol or [0, 1, O, .5], Cuboid[a, pl], Cuboid[pl, p8], Cuboid[p3, p91}]

pll=.; pll = p7 +vz;

G aphi ¢s3D[ {RGBCol or [0, 1, O, .5], Cuboid[a, pl], Cuboid[pl, p8], Cuboid[p3, p9],
Cuboi d[p5, p10], Cuboi d[p7, pll]}, Axes -» True]

10
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pl2=.; pl2 = p8 +v;

G aphi ¢s3D[ {R&BCol or [0, 1, 0, .5], Cuboid[a, pl], Cuboid[p8, pl2]}, Axes -» True]

0.0

0.1

0.0
L0

05
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pl3=.; pl3 =p9+v;

G aphi cs3D[ {RGBCol or [0, 1, O, .5], Cuboid[a, pl], Cuboid[p8, pl2], Cuboid[p9, pl2]}]
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pld =.; pld = pll +v;

G aphi cs3D[ {RGBCol or [0, 1, O, .5], Cuboid[a, pl], Cuboi d[p8, pl2], Cuboid[p9, pl2],
Cuboi d[p9, p13]}, Axes -» True]

0.90.0
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G aphi ¢s3D[ {RGBCol or [0, 1, O, .5], Cuboid[a, pl], Cuboid[p8, pl2], Cuboid[p9, pl2],
Cuboi d[p9, pl3], Cuboi d[pl0, p1l3]}, Axes » True]

0.6 00

G aphi ¢s3D[ {R&BCol or [0, 1, 0, .5], Cuboid[a, pl], Cuboi d[p8, pl2], Cuboid[p9, pl2],
Cuboi d[p9, pl13], Cuboid[pl0, p13], Cuboi d[pl0, b]}, Axes » True]

1.0
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G aphi ¢s3D[ {RGBCol or [0, 1, O, .5], Cuboid[a, pl], Cuboid[p8, pl2], Cuboid[p9, pl2],
Cuboi d[p9, pl13], Cuboi d[p10, pl3], Cuboi d[pl0, b], Cuboid[pll, pl2]}, Axes -» True]

1.0
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G aphi ¢s3D[ {RGBCol or [0, 1, O, .5], Cuboid[a, pl], Cuboid[p8, pl2], Cuboid[p9, pl2],
Cuboi d[p9, pl3], Cuboi d[p10, pl3], Cuboid[pl0, b], Cuboid[pll, pl2],
Cuboi d[pl11, pl4], Cuboi d[pl0, pl4]}, Axes -» True]

1.0
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G aphi cs3D[{RGBCol or [1, 1, 0, .5], Cuboid[a, pl], Cuboid[pl, p2], Cuboid[p2, p3],
Cuboi d[p3, p4], Cuboi d[p4, p5], Cuboid[pl, p6], Cuboid[p6, p7], Cuboid[p4, p7],
Cuboi d[p1, p8], Cuboi d[p3, p9], Cuboi d[p5, pl0], Cuboid[p7, pll], Cuboi d[p8, pl2],
Cuboi d[p9, pl2], Cuboid[p9, pl3],
Cuboi d[p10, p13], Cuboi d[p10, b], Cuboid[pll, pl2],
Cuboi d[pl11, pl4], Cuboi d[pl0, pl4]}]

El cédigo siguientepermitegraficar la Esponjade Menger.

nenger =.
menger [Cuboid[a_, b_]]:=

b-a
{v=

vy = RotationTransform180. °, UnitVector[3, 2]]1[V];
vz = RotationTransform[180. °, UnitVector [3, 3]][V]; pl=a+V;
p2 =pl+vx; p3=p2+Vv; p4=p3+Vvy; pS5=pd+Vv; p6=pl+vy;, p7 =p6+v;
p8 = pl +vz; p9 = p3+vz; pl0 =p5+vz; pll =p7+vz; pl2 =p8+v; pl3 =p9+v; pld = pll +v;
Cuboi d[a, pl], Cuboi d[pl, p2], Cuboid[p2, p3], Cuboi d[p3, p4],
Cuboi d[p4, p5], Cuboi d[pl, p6], Cuboid[p6, p7], Cuboid[p4, p7],
Cuboi d[pl1, p8], Cuboi d[p3, p9], Cuboi d[p5, pl0], Cuboi d[p7, pll],
Cuboi d[p8, pl2], Cuboi d[p9, pl2], Cuboid[p9, pl3],
Cuboi d[p10, p13], Cuboid[pl0, b], Cuboid[pll, pl2], Cuboid[pll, pl4], Cuboi d[plO, p14]}
menger [x_List] : = menger /eFl atten[x]

; vX = RotationTransform[180. °, UnitVector[3, 1]][V];

n-=.
Mani pul at e[
G aphi cs3D[
{R&BCol or [. 2, .1, 1, .9], Nest [nenger, Cuboid[{O, O, O}, {1, 1, 1}1, n]}],
{{n, 0, "lteraciones"}, 0, 3, 1}, SaveDefinitions > True]
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Itaraciones J

Segundasolucién:

menger 2 =.
menger 2[Cuboid[a_, b_11:=

2a+b 2b+a
;P2 = 3 7 P3 = {p2[[11]1, al[2]11, a[[311};

{p1 =

p4 = {(b[[1]1, pP1[[2]11, PL[[311}; P5 = {p2[[1]], pP2[[2]], a[[l311};
p6 = {b[[1]1, b[[2]], PLI[311}; P7 = {P1[[11], b[[2]1], P1[[311};
p8 = {a[[1]1, p2[[2]1, a[[311}; P9 = {a[[1]1], all21], pP2[[311};
p1l0 = {p2[[1]1]1, al[21], P2[[311}; P11l = {a[[1]1, p2[[2]1, P2[[311};
pl2 = {pl[[11]1, b[[2]1], b[[311}; P13 = {b[[1]], pP1[[2]], b[I[311};
pl4 = {(pl[[11], p1[[21], b[[311};
Cuboi d[a, pl], Cuboi d[pl, p3], Cuboid[p3, p4], Cuboi d[p4, p5],
Cuboi d[p5, p6], Cuboi d[p5, p7], Cuboid[p7, p8], Cuboi d[p8, pl],
Cuboi d[pl1, p9], Cuboi d[p4, pl0], Cuboid[p2, p6], Cuboid[p7, pll],
Cuboi d[p2, b], Cuboi d[p2, pl2], Cuboi d[p2, pl3], Cuboid[pll, pl2],
Cuboi d[p10, p13], Cuboid[pl0, pl4], Cuboi d[pll, pl4], Cuboi d[pl4, pg]}

menger 2[x_List] : = menger2 /@Fl atten[x]
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n=
Mani pul at e[
G aphi ¢s3D]

{RGBCol or [1, 1, O, .71, Nest [nenger2, Cuboid[{0, 0, 0}, {1, 1, 1}1, n1}1,
{{n, 0, "lteraciones"}, 0, 3, 1}, SaveDefinitions > True]
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3.5. Soluciones a actividades de la seccién 3.2
Solucién actividad 19:
Parala curvade Koch, setieneque la razén de contraccit es é y €l nimero de pedazosse cuadriplica, asf:
l'og (4") log (4)

-l og (Sin) ~log (3)

di mensi 6ndel acurvade Koch =

Que aproximadamentees
Log[4]
Log(3]
1.26186

por lo que la denominadacurva de K och, no esrealmenteuna curva, aunque tampoco es una superficieplana, ya que su dimensith estaentreuno y dos. Aunque
Seasemejamas a una curva por tener dimensi mas cercanade uno que de dos.

Parala curvageneradapor la funcién costado, setieneque larazon de contraccién es % y €l nimero de pedazosse octuplica, asi:
. o | og (8") 3
di nensi 6ndel acurvacostado = — == 1.5
2
-log ( 47)
por lo que la denominadacurva costado, no esrealmenteuna curva, ya que su dimensién es 1.5, pero tampoco esuna superficie.

En cuanto a dragdn, larazén de contraccién es % mientrasque las piezasse duplican. Por lo tanto,
2

| og (2)
di nensi 6ndel Dragbn = ——m8 —— =2
-lo (—l )
N7

por lo queintuitivamenteel Dragén "lacurvalimite” ocupauna superficie.

Advertencia: El Dragon no esun fractal puessu dimensid esentera, aungque su bordesi lo es.

Al modificar la figura base que engendrala "curva dragdn” setiene, que larazon de contraccitn es % mientrasque el nimero de pedazosse duplica, por 1o
3

que
| og (2) 2109 (2)
di mensi 6ndel acurvaDragén - nodi fi cada = g = 9
o ( 1 ) I og (3)
- g —
V3

Que aproximadamentees

2Log[2.]

Log [3]

1.26186
por lo quela"curvalimite" si esun fractal, contrarioalo ocurrido conla " curvalimite" generadacon la funcién dragén.
En el ternario de Cantor setiene, que larazon de contraccitn es % mientrasque el nimero de pedazosse duplica, por lo que
I og (2M) l og (2)

— =
-|09(37) log (3)

di nensi 6ndel ternariode Cantor =



132 | Propuesta Metodoldgica para elestudio de sistemas dinamicos.nb

Que aproximadamentees
Log[2. ]
Log[3]
0. 63093

por lo que € ternario de Cantor no tiene dimensin uno, asi que no es un segmentode recta, empero, no es un punto pues no tiene dimensicn cero, aunque su
medidaseanula.

Al generar el polvode Cantor setiene, que larazon de contraccian es%, mientrasque el nimero de cuadradosse cuadruplica, por o que su dimensi es:
l'og (4" log (4)

1) log (4
-log (47) 0g (4)

di nensi 6n del pol vode Cantor =

Asi, intuitivamenteel polvo de Cantor esunacurvay no esun fractal puessu dimensicn esentera.

En el cdculo deladimensiéh del tridngulo de Sierpinski, se tiene que la razén de homoteciaes % mientrasque el nimero de tridngulos setriplica, asi enlan-
ésimaiteracitn, el factor de contraccit seréde(%)n, mientrasque el nimero de pedazosseincrementaraen 3". Asi utilizandolaférmula setiene:

I og (3M) | og (3)

di mensi én Tam z Si er pi nski = =
—Iog(zin) log (2)

Que aproximadamentees
N[ W]
Log[2]
1. 58496

Se puededecir pues que (intuitivamente) el Tamiz de Sierpinski ocupamas espaci o que una curva, pero no llegaa ser una superficie.

En el cdculo dela dimensiédh de Hausdorff del Tetraedro de Sierpinski, se tiene que la razén de homoteciaes % mientrasque el nimero de tetraedrosen cada

iteracion se cuadruplica, asi en la n-&ima iteracién, €l factor de contraccicn sera de (2)” mientras que el nimero de pedazos se incrementaraen 4". Asi

utilizandolaformulasetiene:

| og (4™) 2109 (2)
di nensi 6n Tet raedrode Si er pi nski = = =
—Iog(zin) log (2)

por lo queintuitivamenteel Tetraedro de Sierpinski "el sdlido limite" esuna superficie.

Advertencia: El Tetraedro de Sierpinski no esun fractal puessu dimensit esentera.

En el cdculo dela dimensiéh dela Alfombrade Sierpinski, se tiene que la razén de homoteciaes % mientrasque el nimero de cuadrados en cada iteracién se

multiplicapor ocho, asi en lan-&imaiteracidn, el factor de contracci serade ( g)n mientrasque el nimero de pedazosse incrementarden 8". Asi utilizandola

formulasetiene:

| og (8M) 310g (2)
di nensi 6n Al f onbrade Si er pi nski = =
—Iog(si") log (3)

Que aproximadamentees
N[ 3 Log[2] ]
Log[3]
1.89279

Se puededecir puesque (intuitivamente) la Alfombrade Sierpinski no esunalineay escasi una superficie.



Propuesta Metodolégica para elestudio de sistemas dindmicos.nb |133

En el cdculo deladimensid dela Esponjade Menger, setiene que la razén de homoteciaes % mientrasque el nimero de cubosen cada iteracion semultiplica

por veinte, asi en lan-é&imaiteracidn, el factor de contraccién serade ( %)n mientrasque el nimero de pedazosseincrementaraen 20". Asi utilizandolaférmula
setiene:

| og (20™) | og (20)
di nensi 6n Esponj ade Menger = =
—Iog(sin) log (3)

Que aproximadamentees
Log[20]
N[ Log[3] ]
2.72683

Se puededecir pues que (intuitivamente)la Esponjade Menger no esuna superficiey escasi un sdlido.
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3.6. Soluciones a actividades de la seccion 3.3
Solucién actividad 1:
Como resultado de la actividad anterior se tiene que:
c=-1

rango = {{-1.7, 1.7}, {--9, -9}}; puntos = 200;
Timing[tabla = julia[-1., 100, rango, {puntos, puntos}];]
{0.969, Null}

ListDensityPlot[tabla, ColorFunction » (GrayLevel [1-#] &),
Frame - True, Mesh » False, DataRange -» rango]

N B L B By o s s s s B L R

0.5

0.0

ol b ey by e e e by e by b by

-1.5 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 1.5

Haciendo un "zoom", es decir, dibujando sobre la region {(x, y) | x € [-0.53, -0.41], y € [-0.19, 0.31]} y manteniendo los otros valores constantes, se obtiene
figuras similares a la original lo que muestra la naturaleza fractal de este conjunto.
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rango = {{-1.5, 1.5}, {-1.5, 1.5}}; puntos = 300;
Timing[tabla = julia[i // N, 100, rango, {puntos, puntos}];]

(0.672, Null}

ListDensityPlot[tabla, Frame » True, Mesh -» False, DataRange - rango]

1.55““‘ e e 7
1.0}
0.5}
o.o:—
—05}

-1.0

g M s sseesreees e ———
-1.5 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 1.5

Si se desea resaltar el contorno se puede agregar el atributo ColorFunction.

ListDensityPlot[tabla, ColorFunction » (GrayLevel [-Round[#]] &),
Frame - True, Mesh » False, DataRange -» rango]

1.57““‘ L N L N L N L S O
1.0:
0.5:
0.0:

-0.5
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c=1/2.
A este tipo de tipo de fractal se le denomina polvo fractal.

rango = {{-1., 1.}, {-1.4, 1.4}}; puntos = 300;
Timing[tabla = julia[.5, 150, rango, {puntos, puntos}];]

{0.735, Null}

ListDensityPlot[tabla, Frame » False, Mesh -» False, DataRange - rango]

a2 &
A
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¢ =0.360284 + 0.100376 i.

c =0.360284 +0.100376 1; rango = {{-1., 1.}, {-1.2, 1.2}}; puntos = 300;
Timing[tabla = julia[c, 200, rango, {puntos, puntos}];]

(2.422, Null)

ListDensityPlot[tabla, ColorFunction » (GrayLevel [1 - Round[#]] &),
Frame - True, Mesh » False, DataRange - rango]

T T T T T T T T T T

1.0
0.5

0.0 -

-1.0

1 L L L L 1 L L L L 1 L L 1 1 1 L L L L 1

-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0

Haciendo un "zoom", es decir, dibujando sobre la region {(x, y) | x € [0.55, 0.74], y € [0.53, 0.82]} y manteniendo los otros valores constantes, se obtiene
figuras que presentan la misma complejidad de la anterior, lo que muestra la naturaleza fractal de este conjunto.

Solucién actividad 2:
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¢ =-0.74543 + 0.11301i.

Cc=-0.74543 +0.113014i; rango = {{-1.5, 1.5}, {-0.9, 0.9}}; divisiones = {300, 200} ;
Timing[tabla = julia[c, 3000, rango, divisiones];]

(2.937, Null)

ListDensityPlot[tabla, Frame -» False, Mesh » False, DataRange - rango]

Obsérvese que en ninglin caso se necesito realizar 3000 iteraciones, como se comprueba a continuacion:

t = Flatten[tabla];
{Min[t], Max[t]}

(1, 2034}

Esto indica que los puntos fijos y/o ciclos son repulsivos.
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c=-0.122 + 0.7451.

c=-0.122+0.74514; rango = {{-1.4, 1.4}, {-1.2, 1.2}}; divisiones = {300, 300};
Timing[tabla = julia[c, 100, rango, divisiones];]

(1.984, Null)

ListDensityPlot[tabla, Frame -» False, Mesh » False, DataRange - rango]
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c=-04-061.

c=-0.4+0.61; rango = {{-1.5, 1.5}, {-1.2, 1.2}}; divisiones = {350, 300};
Timing[tabla = julia[c, 300, rango, divisiones];]

(2.11, Null}

ListDensityPlot[tabla, Frame -» False, Mesh » False, DataRange - rango]
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c=-08+041i

c=-0.8+0.41; rango = {{-1.6, 1.6}, {-1.1, 1.1}}; divisiones = {400, 350} ;
Timing[tabla = julia[c, 300, rango, divisiones];]

(1.265, Null}

ListDensityPlot[tabla, Frame » False, Mesh -» False, DataRange - rango]

b




142 | Propuesta Metodolégica para elestudio de sistemas dinamicos.nb

c=15.

c=-1.5;rango = {{-1.9, 1.9}, {-.7, .7}}; divisiones = {500, 250} ;
Timing[tabla = julia[c, 100, rango, divisiones];]

(1.016, Null}

ListDensityPlot[tabla, Frame » False, Mesh -» False, DataRange - rango]
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Solucién actividad 3:

(» 100 iteraciones maximas por default x)
Clear [escape, mandelbrot]
escape = Compile[{{c, _Complex}, {itermax, _Integer}},

Module[{cl = c, iter =1},

While[ (Abs[cl] < 2) && (iter++ < itermax), cl = cl?+ cl; iter]];
mandelbrot[ {{xmin_, xmax_}, {ymin_, ymax_}}, npuntos_, itermax_: 100] :=
Table[escape[x +Yy I, itermax],
{y, ymin, ymax, N[ (ymax - ymin) / npuntos]},
{X, xmin, xmax, N[ (xmax - xmin) / npuntos]}]

Solucién actividad 4:
Como resultado de la actividad anterior se tiene:

man=.; rango = {{-2., .5}, {-1.25, 1.25}};
Timing[man = mandelbrot[rango, 400, 125];]

(4.219, Null}

ListDensityPlot[man, Frame -» True, Mesh » False, DataRange -» rango]
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ListDensityPlot[man, Frame -» True, ColorFunction -» (GrayLevel[1 -Round[#]] &),
Mesh - False, DataRange -» rango]

I e e B Ly B S S B S

1.0+ s 4

0.5

0.0 -

-0.5

-1.0 L 4
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-2.0 =15 -1.0 -0.5 0.0 0.5

ListDensityPlot[man, Frame -» True, ColorFunction -» (GrayLevel[1 -#] &),
Mesh - False, DataRange -» rango]

T T F T T &1 T T

1.0 % =

0.5

0.0
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La solucidn del literal b) de la tercera actividad es:

rango = {{-1.2, -1.1}, {-24, .34}};
Timing[man = mandelbrot[rango, 250, 125];]

(1.891, Null)

ListDensityPlot[man, Frame -» True, ColorFunction -» (GrayLevel[1 -#] &),
Mesh - False, DataRange -» rango]
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0.32 - 4@ i

030 - . e o gt

0.26 -

024 L [
-1.20 -1.18 -1.16 -1.14 -1.12

|
-1.10

ListDensityPlot[man, Frame -» True, ColorFunction -» (GrayLevel[1 -Round[#]] &),
Mesh - False, DataRange -» rango]

0.34 - .

032~ - i

0.26 -

-1.16

La solucidn del literal ) de la tercera actividad es:

rango = {{-1.192, -1.183}, {-298, .307}};
Timing[man = mandelbrot[rango, 200, 175];]

(1.859, Null)
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ListDensityPlot[man, Frame -» True, ColorFunction » (GrayLevel [1-#] &),
Mesh - False, DataRange - rango]

0.306 - ~
0.304 - &
L . .
0.302 - A ~
0.300 - ~
L p: "o 1 ,'.“ 4
| ' ": y 4 .
0298
-1.192 -1.190 —1.188 —1.186 —1.184

ListDensityPlot[man, Frame » True, ColorFunction - ""DarkBands",
Mesh - False, DataRange - rango]
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0.300
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ListDensityPlot[man, Frame » True, ColorFunction - "TemperatureMap",

0.306

0.304

0.302

0.300

Mesh - False, DataRange - rango]




Conclusiones

El objetivo de esta investigacién es de doble naturaleza: por una parte pretende proporcionar al lector un acceso elemental a la teoria de
sistemas dinamicos en general, y a los sistemas con dinamica cadtica en particular. Por otra parte, lo hace con la intencion explicita de
aportar material al debate sobre la reforma del curriculo de matematica en la universidad, ya que busca sistematicamente la exposicion a
través de la experimentacion y mediante el software Matematica y del analisis de ejemplos muy sencillos, en muchos casos surgidos de la
investigacion aplicada, préximos a la intuicion de los alumnos y aptos para el trabajo en el aula. Es por esta razén que asistimos hoy en dia
a una revision critica de esta influencia, que se traduce en un intento de renovacién del curriculo de matematicas. Inevitablemente si tal
renovacion se quiere llevar a cabo, debe apoyarse en los mismos elementos que han servido para superar el estancamiento estructuralista;
debe apoyarse en las aportaciones que desde el campo de la matematica aplicada, han irrumpido con fuerza en el panorama matematico de
los Gltimos cincuenta afios. Una de las &reas protagonistas de esta revolucion es la que se centra en el estudio del movimiento: la teoria de
los sistemas dindmicos. Los progresos realizados en esta area, cuyos origenes se remontan a la teoria de las ecuaciones diferenciales,
iniciada por Newton y Leibnitz, permiten hoy en dia comenzar a entender la conducta de sistemas dinamicos con conducta cadtica, es
decir, que prosiguen perpetuamente en un movimiento sin pauta aparente.

Otra caracteristica mas a destacar, es el hecho de construir una matematica actual proxima a problemas relevantes de la investigacion
reciente. Mediante el uso del ordenador, maquina de iterar por excelencia, es posible simular y experimentar los problemas planteados en
términos de sistemas dinamicos, ganando asi en viveza y plasticidad, y haciendo posible el acercamiento a la complejidad generada por
problemas simples, a plantear otros nuevos y a hacer con ello una matematica interactiva muy lejana a la vision de ciencia estancada que
frecuentemente se tiene de la matematica. Empero, los tépicos abordados en esta investigacion al alumnado a investigar un poco mas en
temas que por cuestiones diversas no estan presentes en el curriculo de la carrera y que resultan muy interesantes.

Estas razones hacen de los sistemas dindmicos y de la teoria del caos una mina a explotar también en el campo educativo. ¢Seremos
capaces de aprovechar estos factores para llevar a las aulas los nuevos tesoros aportados por las matematicas de la actualidad?

En mi opinion una de las grandes deficiencias actuales en todo el sistema educativo es la poca familiaridad que tenemos con la
computadora y su uso como herramienta para hacer calculos, graficos y resolver ecuaciones en el estudio de matematicas. Es por ello que
mi trabajo tendra como método principal el experimental.

La geometria fractal y la teoria del caos han obligado a muchos cientificos a observar con otros ojos la complejidad del mundo. Los
fractales es toda una teoria aun en pafiales que no se debe admirar quiza solo por la belleza superficial, sus forma, su dimension, el
color que se le pueda dar, etc. sino también es de destacar la belleza matematica que estos encierran; es facil observar que ideas tan
simples como las de iterar funciones que todos lo podemos por medio de un software tan eficiente como lo es el Mathematica nos
construye desde una ramificacion sencilla de un arbol hasta curvas extremadamente complicadas de predecir su comportamiento.

Los fractales demuestran que alin sabemos muy poco, quiza creamos vivir en una época de esplendor cientifico y es asi, pero todavia
nos falta saber muchisimas cosas. El caos esta presente en la naturaleza, es mas, esta intrinsicamente relacionado con nuestra realidad.
No es, pues, asombroso que los fractales sean un ejemplo de como se puede “controlar” lo incontrolable.

Otro aspecto que cabe destacar son las numerosas imagenes de belleza muy asombrosa. El conjunto de Mandelbrot es enorme y bello,
también el conjunto de Julia es muy curioso y con infinitas posibilidades.



Estudios Futuros

Al nivel que estd este trabajo debo de reconocer que no se me han presentado demasiadas dificultades a pesar de que he
profundizado en aspectos como el Sistema de Funciones Iteradas o la demostracion de muchos teoremas con los que me he
enfrentado durante la investigacion. Todo esto se debe a los conocimientos matematicos necesarios para abordar todas estas
problematicas, lo que motiva al continuar investigando mucho mas, entre algunos tépico se pueden mencionar los siguientes:

1. Estudiar los conjuntos de Mandelbrot para la funcién f (z)=2"+c,zeC,ceCyneZ, n>2.
2. Construir los conjuntos de Julia para las funciones, E, (z)=2e’, S, (z) = Asen(z).
3. Investigar sobre la teoria de bifurcacion, considerando familias uniparamétricas de funciones de variable real que son suaves

respecto del parametro.

4, Reflexionar sobre los conceptos, dimensién topolégica y dimensién fractal.
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