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Resumen

En el presente trabajo se plantea la relaciéon entre el Algebra Conmutativa
y la Topologia, desarrollando una topologia particular sobre el conjunto de
todos los ideales primos de un anillo conmutativo cualquiera. Y haciendo
un estudio del espectro primo del anillo. Para ello hacemos uso tanto de las
nociones de Algebra como las de Topologia. Luego se estudia el subespacio
maximal del espectro primo para ver la relacién que hay entre un espacio
topoldgico compacto Hausdorff y el subespacio maximal del anillo de todas
las funciones continuas reales sobre dicho espacio.

El trabajo esta dividido en los siguientes capitulos:

Capitulo 1. Nociones Bdsicas de Algebm. Definiciones y resultado sobre anil-
los, homomorfismos de anillos ,ideales primos y maximales (que son una parte
fundamental para el desarrollo del trabajo),operaciones con ideales, nilradi-
cal y radical, extension , contraccién y otros.

Capitulo 2. Espacios Topologicos. Definicion de espacio topoldgico y sube-
spacios, axiomas de separacién, conexidad, compacidad , homomorfismos de
espacios topoldgicos.

Capitulo 3. Topologia de Zariski. Se dota a un anillo A de una topologia,
definiendo en primer lugar los conjuntos cerrados. La topologia resultante es
llamada Topologia de Zarisky, y el espacio topoldgico se denomina espectro
primo de A, luego se hace un estudio de la topologia, definiendo: la base,
cierre, compacidad, axiomas de separacién, irreducibilidad, conexidad.

Capitulo 4. El subespacio Max(A) de Spec(A) Si tomamos un espacio com-
pacto y Hausdorrf, podemos reconstruirlo a través del anillo de todas las
funciones reales continuas sobre dicho espacio.
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Introducciéon

El Algebra Conmutativa es de creacién relativamente reciente, pero su
desarrollo puede comprenderse sélo en funcion de la teoria de los Numeros
Algebraicos y de la Geometria Algebraica, que le dieron origen.

Se pudo conjeturar sin demasiada inverosimilitud que la famosa demostracion
que pretendia poseer Fermat de la imposibilidad de la ecuacion aP + y? = 2P
para p primo impar y x,v, 2, enteros distintos de cero, habria reposado en la
descomposicién

(z+y)(@+Cy)..(z+ P ly) =27

en el anillo Z[¢](donde ¢ # 1 es una raiz p-ésima de la unidad), y sobre un
raciocinio de divisibilidad en este anillo, suponiéndolo principal.

Euler y Gauss demuestran el teorema de Fermat para p = 3, Gauss y Dirich-
let para p = 5, y Dirichelet la imposibilidad de la ecuacién ' +y'* = z'4; en
sus primeras busquedas sobre la Teoria de los Niimeros, Kummer habia creido
que él conseguia de esa manera una demostracién general, y es sin duda este
error (que le fue senalado por Dirichlet) que le orienté a sus estudios sobre
la aritmética de los cuerpos ciclotémicos. Los progresos ulteriores del Agebra
Conmutativa van sobre todo a provenir de problemas bastante diferentes,
nacidos de la Geometria Algebraica (que por otra parte influird de modo di-
recto de la Teoria de los Numeros, hasta antes de los desarrollos abstractos
de la época contemporanea). No tenemos aqui que hacer la historia detal-
lada de la Geometria Algebraica. Basta con recordar que tenia por objeto
sobre todo el estudio de las curvas algebricas en el plano proyectivo complejo,
abordado la mayoria de las veces por los métodos de la Geometria Proyec-
tiva. Paralelamente se habia desarrollado, con Abel, Jacobi, Weierstrass y
Riemann, la teoria de las «Funciones Algebraicas» de una variable comple-
ja y de sus integrales; es evidente el lazo entre esta teoria y la Geometria
de las curvas algebraicas planas, pero los métodos utilizados para el estudio
de las funciones algebraicas eran sobretodo de naturaleza «transcendente»
; este caracter todavia se acentia en los trabajos de Riemann, con la in-
troducciéon de superficies de Riemann y de las funciones analiticas definidas
sobre tal superficie. Pero hasta para los contemporaneos, los métodos tran-
scendentales de Riemann (particularmente su uso de nociones topoldgicas
y del principio de Dirichlet) aparecian reposar en fundamentos inciertos; y
aunque Brill y M. Noether sean mas bien mas cuidadosos que la mayoria
de los gedmetras «sintéticos» contempordaneos , sus raciocinios geometrico-
analitico no estan libres de todo reproche. Esencialmente es para dar a la
teoria de las curvas algebraicas planas una base solida que Dedekind y We-
ber publica en 1882 su gran informe sobre este sujeto: «tienen por objeto
de asentar los fundamentos de la teoria de las funciones algebraicas de una



variable, creaciones principales de Riemann, de modo simples, rigurosos vy
totalmente generales. En las busquedas anteriores sobre este sujeto, hacemos
en general hipdtesis restrictiva sobre las singularidades de las funciones con-
sideradas, y los casos supuestos de excepcion som, o bien mencionados en
concurrido como caso limite, o bien totalmente descuidados. También, ad-
mitimos ciertos teoremas fundamentales sobre la continuidad o el andlisis ,
cuya evidencia se apoya en intuiciones geométricas de naturaleza variada».
La idea esencial de su trabajo es calcar la teoria de las funciones algebraicas
de una variable sobre la teoria de los nimeros algebraicos tal, como acababa
de desarrollarlo Dedekind; para hacerlo, deben primero colocarse hasta el
punto de vista «Afin» (al contrario de sus contemporaneos, que considera-
ban invariablemente las curvas algebraicas como submersiones en el espacio
proyectivo complejo); parten pues de una extensién algebraica finita K del
cuerpo C(X) de las fracciones racionales, y del anillo A de «funciones alge-
braicas enteras» en K, i.e. elementos de este cuerpo sobre el anillo C[X] de
polinomios; su resultado fundamental, que obtienen sin utilizar ninguna con-
sideracién topolégica , es que A es un anillo de Dedekind (y hasta, como lo
observa Dedekind y Weber sin ver todavia claramente la razén, de modo més
simple). Esto hace,que ellos prueben que sus teoremas no dependen del cuer-
po K y en particular no dependen de la eleccién de «recta al infinito» como
punto de partida. Lo que es todavia mas interesante sin duda para nosotros es
que, queriendo definir los puntos de la «superficie de Riemann» correspondi-
ente a K (y en particular «puntos al infinito», que no le podian corresponder
a ideales de A), son llevados a introducir la nocién de «sitio» del cuerpo K;
se encuentran delante de la situacién que reencontrara Gelfand en 1940 para
fundar la Teoria de las Algebras Normales, a saber que un conjunto K de
elementos que no son dados como funciones, los que sin embargo se pueden
considerar como tales; y, para obtener el conjunto de definiciéon de estas fun-
ciones hipotéticas, tienen por primera vez la idea (que repetird Gelfand, y
que se volvié comun a fuerza de ser utilizada a cada paso en matemaética
moderna) de asociar con un punto z de un conjunto E y a un conjunto F'
de aplicaciones de E en un conjunto G la aplicacién f — f(x) de F en G
es decir de considerar, en la expresién f(z),f como variable y = como fijo.
Por fin, no les cuesta, a partir de la nocién de «sitio», definir los «divisores
positivos» («Poligono» en su terminologia) que comprenden los ideales de A
como casos particulares y corresponden a «sistemas de puntos» de Brill y
M. Noether; pero, aunque escriben los divisores principales y los divisores
de diferenciales como «cocientes» de divisores positivos, no dan la defini-
cién general de divisores, y es solamente en 1902 que Hensel y Landsberg
introduciran, por analogia con los ideales fraccionarios esta nocion que les
estorbaba siempre a los poseedores de los métodos puramente «geométricos».



El mismo ano 1882 también aparece el gran informe de Kronecker esper-
ado después de 20 anos. Mucho méas ambicioso que el trabajo de Dedekind-
Weber.Su tema central es el estudio de los ideales de una algebra finita inte-
gral ! sobre uno de los anillos de polinomios C[z1, ..., X,,] o Z[X1, ..., X,.];
Kronecker se limita a priori a estos ideales que son de tipo finito ( seri-
an probados solamente (para los ideales de C[Xj, ..., X,]) algunos anos mas
tarde por Hilbert en el curso de sus trabajos sobre los invariantes). En cuanto
a C[Xy,...,X,] o Z[ X1, ..., X,,], es natural asociar con todo ideal de uno de
estos anillos con una «Variedad Algebraica» formada por los ceros comunes
a todos los elementos del ideal; y los estudios de geometria en dimensiones
2 v 3 hechos en el curso del siglo XIX debian conducir intuitivamente a la
idea que toda variedad es unién de variedades «irreducibles» en ntimero finito
cuyas dimensiones necesariamente no son las mismas.

El movimiento de ideas que acabara en el Algebra Conmutativa moderna
comienza a tomar forma a finales 1910. Si la nocién general de cuerpo es
adquirida desde el principio del siglo XX, en cambio el primer trabajo donde
sea definida la nocién general de anillo es sin duda el de Fraenkel en 1914 . En
aquella época ya tenfamos ejemplos de anillos, no solo anillos enteros de la
Teoria de Numeros y de la Geometria Algebraica, sino que también los anil-
los de series (formales o convergentes), y por fin las dlgebras (conmutativas
0 no) sobre un cuerpo de base. No obstante, tanto para la teorfa de anillos
como para la de cuerpos el papel catalizador parece haber sido la teoria de
los ntiimeros p-adicos de Hensel, que Fraenkel tanto como Steinitz mencionan
muy especialmente como punto de partida de sus busquedas.

La idea de introducir en un cuerpo p-adico? nociones topoldgicas no
aparece en Hensel antes de 1905; y es solamente en 1907, después de haber
escrito totalmente el libro donde reexpone segin sus ideas la Teoria de los
Numeros Algebraicos que llegue a la definicion y a la propiedad esencial de los
valores absolutos p-adicos, a partir de los cuales podra desarrollar, calcandola
sobre la teoria de Cauchy, todo un anélisis «p-adico» que sabra aplicar con
resultados tedricamente nimericos (particularmente con la utilizacién del ex-
ponencial y del logaritmo p-adico).

Sea f : A — B un homomorfismos de anillos. Sia € Ay b € B, se define un
producto ab = f(a)b.Esta definicién de multiplicacién escalar convierte el anillo B en un
A-médulo.Asi B tiene una estructura de A-médulo y también una estructura de anillo.
El anillo B dotado de esta estructura de A-médulo, se denomina una A-algebra.Asi una
A-algebra es por definicién un anillo B junto con un homomorfismo de anillos f: A — B

2Si p es un primo finito en un cuerpo numérico k, la complecién kp se conoce como
cuerpo de los niimeros p-adicos.
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Los primeros trabajos importantes en el estudio de los anillos conmuta-
tivos generales son los dos grandes informes de E. Noether® sobre la teoria
de los ideales; el de 1921, consagrado a la descomposicién primaria?, que
prosigue sobre el plano mas general y completa sobre muchos puntos los re-
sultados de Lasker y Macaulay; y el de 1927 que caracteriza axiomaticamente
los anillos de Dedekind.

A E. Noether, le debemos la formulacién general del lema de normal-
izacién® (de donde emana entre otras cosas el teorema de los ceros de Hilbert)
as{ como el primer criterio general (transcripcién de los raciocinios clasicos
de Kronecker y Dedekind) que permite afirmar que el cierre integral de un
anillo integro es finito sobre este anillo.

La nocion de espectro. El teorema espectral de Hilbert que introduce
conjuntos ordenados de proyecciones ortogonales de un espacio de Hilbert,
forma una dlgebra booleana (o una red booleana), en correspondencia bi-
univoca con una red booleana de clases de partes mensurables (para una
medida conveniente) de R. Son sin duda sus trabajos anteriores sobre los
operadores en los espacios de Hilbert que, hacia 1935, traen M. H. Stone a
estudiar de modo general las redes booleana, particularmente a buscar rep-
resentaciones por partes de un conjunto . Observamos que una red booleana
se hace un anillo conmutativo (de un tipo muy especial por otra parte),
cuando se define alli la multiplicaciéon por xy = inf(z,y) y la adicién por

3Emmy Noether (Erlangen, Alemania 23 de marzo de 1882 - Bryn Mawr, Estados
Unidos, 14 de abril de 1935), hija de Max Noether: distinguido matematico y profesor de
la Universidad de Erlangen. Es conocida por haber establecido un resultado béasico en fisica
matematica, el teorema de Noether, que relaciona simetrias y magnitudes conservadas en
un sistema fisico, resultado que es aplaudido fervorosamente por Albert Einstein. También
se le conoce como la madre del dlgebra moderna, por la creacién de las estructuras de
anillos y de ideales (los anillos noetherianos estan bautizados en su honor). Cuando muere
en Bryn Mawr en 1935, el propio Albert Einstein escribié una nota necrolégica.

4La descomposicién de un ideal en ideales primarios(q es primario si 2y € ¢ = z €
qoy™ € q) es un pilar tradicional de la teorfa de ideales.Proporciona el fundamento alge-
braico para la descomposicién de una variedad algebraica en sus componentes irreducibles.
Desde otro punto de vista la descomposicién primaria proporciona una generalizacion de
la factorizacién de un entero como producto de potencias de primos

En la Geometria Algebraica cldsica las curvas se estudian frecuentemente
proyectandolas sobre una recta y considerando la curva como un recubrimiento de la rec-
ta.Esto es completamente andlogo a la relacién entre un cuerpo de nimeros y el cuerpo de
los ntimeros racionales , y la caracteristica algebraica comun es la nocién de dependencia
entera en donde aparece el Lema de normalizacion: “Sea k un cuerpoy A # 0 una k-algebra
con generacién finita. Entonces existen elementos y, ...,y € A que son algebraicamente
independientes sobre k y tales que A es entero sobre k[y, ..., y,]”

11



7 +y = sup(inf(z, ), in f (', )).

Stone precisamente obtiene su teorema general de representacién de red
booleana considerando también el conjunto de los ideales maximales del anillo
correspondiente, y asociando con todo elemento de la red booleana el con-
junto de los ideales maximales que le contienen. Por otra parte, conociamos,
como ejemplo clasico de red booleana, el conjunto de las partes a la vez
abiertas y cerradas por un espacio topoldgico. En un segundo trabajo, Stone
mostré que de hecho toda red booleana es isomorfa a una red booleana de
esta naturaleza. Naturalmente hacia falta para esto definir una topologia so-
bre el conjunto de los ideales maximales de un anillo booleano; lo que se hace
simplemente tomando por conjuntos cerrados, para cada ideal a, el conjunto
de los ideales maximales que contienen a a.

Tenemos que hablar aqui de la influencia de estas ideas en Anadlisis fun-
cional, donde desempenaron un papel importante en el nacimiento de la teoria
de las algebras normadas desarrollada por I. Gelfand y su escuela. Pero en
1945, Jacobson observa que el procedimiento de definicion de una topologia,
imaginado por Stone, puede de hecho aplicarse a todo anillo A (conmuta-
tivo 0 no) con tal que se tome como conjunto de ideales no el conjunto de
los ideales maximales, pero el conjunto de los ideales primos bilaterales (i.e.
los ideales bilaterales b tales que A/b sea un domino entero); para un anillo
conmutativo, reencontramos desde luego los ideales maximales. Por su parte,
Zariski, en 1944, utiliza un método analogo para definir una topologia sobre
el conjunto de los sitios de un cuerpo de funciones algebraicas. No obstante,
estas topologias se quedaban como curiosidades simples, razon del hecho de
que comuinmente son separadas. Esta desconfianza fue disipada sélo cuando
A. Weil mostro, en 1952 que toda variedad algébraica puede ser proveida
de modo natural de una topologia del tipo precedente y que esta topologia
permite definir, en analogia perfecta con el caso de las variedades diferencia-
bles o analiticas, la nocién de espacio fibrado; poco después, Serre tuvo la
idea de entender estas variedades asi topologizadas en la teoria de los haces
fibrados, gracias a la cual la topologia devuelve en el caso de las variedades
abstraidas los mismos servicios que la topologia usual cuando el cuerpo de
base es C', particularmente en cuanto a la aplicacion de los métodos de la
Topologia Algebraica. Desde entonces era natural utilizar este lenguaje ge-
ométrico en toda el Algebra Conmutativa. Pero la consideracién de los ideales
maximales es comunmente insuficiente para obtener enunciados comodos, y
que la nociéon adecuada es la del conjunto de los ideales primos del anillo,
topologizado de la misma manera. Con la introduccién de la nocién de espec-
tro, disponemos ahora de un diccionario que permite expresar todo teorema
de Algebra Conmutativa en un lenguaje geométrico muy proximo del de la

12



Geometria Algebraica de la época de Weil - Zariski; lo que por otra parte
trajo, en seguida a extender el marco de esta ultima, de modo que el Alge—
bra Conmutativa no es mas, desde este punto de vista, que la parte mas
elemental.
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Capitulo 1

Nociones Basicas de Algebra

1.1. Anillos y homomorsfismos de anillos

Definicién 1.1.1 Un anillo es un conjunto A con dos operaciones binarias
(adicion y multiplicacion) tales que:

1. A es un grupo abeliano respecto a la adicion.

2. La multiplicacion es asociativa ((zy)z = x(yz)) y distributiva respecto
a la adicion (z(y + 2) = xy + xz, (y + 2)r = yx + 22).

Se consideraran sélo anillos conmutativos cuando:

3. xy = yx para cada T,y € A,

y que tengan elemento identidad (que se indica por 1):

4. 31 € A tal que x1 = 1x = = para todo x € A .
El elemento identidad es unico.

A lo largo de este trabajo la palabra anillo significa un anillo conmutativo
con elemento identidad, es decir, un anillo que satisface los axiomas de (1)
al (4). No se excluye en (4) la posibilidad de que 1 puede ser igual a 0. Si es
asi, entonces para cada x €A se tiene

r=x1=20=0

con lo cual A tiene un solo elemento, 0. En este caso A es el anillo cero, que
se indica por 0.

14



Definicién 1.1.2 Un subconjunto S de un anillo A es un subanillo de A si
S es cerrado respecto a la adicion y la multiplicacion y contiene el elemento

1dentidad de A.

Definicién 1.1.3 Un homomorfismo de anillos es una funcion f de un anil-
lo A en un anillo B tal que

1. flx +y) = f(x) + f(y) es decir f es un homomorfismo de grupos
abelianos y por tanto f(x —y) = f(x)— f(y), f(—z) = —f(z), f(0) =0

2. f(xy) = f(x)f(y)
3. f(1) =1

En otras palabras, f respeta la adicion, la multiplicacién y el elemento iden-
tidad.

Observaciones
1. Llamamos nicleo de f a Ker(f)={a € A/ f(a) =0};
2. y la imagen de f aImf ={be€ B/ b= f(a) para algin a € A};

3.1 f:A— B, g: B — C son homomorfismos de anillos, también lo es
su composicion go f: A — C.

Proposicién 1.1.1 ¢ : A — B es inyectiva < Ker(yp) = {0}

i) es inyectiva, tenemos que p(a) = ¢(b) = a = b.

Sea a € Ker(yp), entonces ¢(a) = ¢(0) ,luego
a = 0

por tanto Ker(y) =0
ii) Si Ker(p) = {0} probemos que ¢ es inyectiva.

St p(a) = ¢(b) = ¢la—b)=0
= a—0be Ker(yp) ={0}
= a—b=0
= a=2b

por lo que ¢ es inyectiva.

15



1.2. Ideales. Anillo cociente

Definicién 1.2.1 Un ideal a de un anillo A es un subconjunto de A que
es un subgrupo aditivo y tal que Aa C a (es decir, x € A ey € a implica
xy € a), y lo denotamos por a < A.

En particular a es un anillo con las mismas operaciones de A. Ain mas, al
ser subgrupo de A, tiene sentido construir el grupo cociente A/a ya que en
este caso, al ser conmutativa la operacion +, las clases laterales izquierdas y
derechas coinciden.

Recordemos que:

Ala={z +a;z € A}
Ademas:
l.z4+a+y+a=xz+y+a
2.zx+a=y+tasr—ycEca
.siz€a,x+a=a;04+a=a

4. luego:  +a+a = x4+ a o lo que es lo mismo a es el cero del grupo
cociente A/a

Al grupo cociente A/a podemos dotarlo de una estructura de anillo definien-

do:
Alax AJla — Ala

(r+ay+ta) — ayta=(z+a)(y+a)
Es necesario comprobar que esta operacion es efectivamente una funcién,
o lo que es lo mismo:

1. Que todo elemento del dominio tiene imagen en el conjunto de llegada
y

2. Que esta imagen es unica.

Para 1) tenemos que: Es claro que si (z + a,y + a) € A/a x A/a entonces
xy+a € A/a, por el simple hecho que zy € Ay todo elemento de A pertenece
a una clase de equivalencia en A/a.

Para 2) tenemos que:
Sean 1, Y1, %2, Y2 € A
c=(r1+a,p+a)—xy +a
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d:(m2+uyy2+a)l—>x2y2+a

si ¢ = d entonces:
rn+a=x9+alAy+a=1y+a

CcOomo
T1+a=Ty+0a = T —To€Q
= yl(:vl — ZL’Q) ca
= (71 —yir2) €a (1)
y

NMt+a=y+a = Yy —Y2€a
To(y1 —y2) € a
(2y1 — w232) €0 (2)

oy

de (1) y (2) obtenemos que:
(1121 — 122 + Tay1 — Toyo) € a
entonces
(Y171 — 22y2) € @ = Y171 + 0 = Toys + @

por lo que la imagen es tnica.

Si definimos:

p: A— Ala
r — pr)=r+a

es un homomorfismo de anillos ya que:

elx+y) = z+y+a
= r+at+y+a
= ¢(z)+9¢y)

17



p(ry) = zy+a
= (r+a)(y+a)
= »(@)p(y)

o(l) = 1+a

= 1A/a

A este homomorfismo le conocemos como la suryeccién canoénica 6 el epimor-
fismo canénico.

Proposicion 1.2.1 FEziste una correspondencia biyectiva que conserva el or-
den entre los ideales b de A que contienen a, y los ideales b de A/a, dada
por:

p'(b) =D
Demostracién:
Sean: o
I={b/b < Ala}
J={e/e<AeDa}
y definamos:
v [— J

b — W(b) = '(b)

Sabemos que: ¢ ' (b) ={z € A / ¢(z) € b}
Probemos que ¢~ !(b) es un ideal

1. gp‘l([_a)jé ¢ ya que : ) B
OA/a €eby QD(OA) = OA/a €eb=0,¢ (,Dfl(b)
2. 7,y € 7 (b) = p(z),¢(y)

= o(r) — oY) = v(x —y)
=1z -y € '(b)
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3. Sear e Ayye€e 90_1(_5) entonces
o(x) € AJa; o(y) € by como:
o(x)p(y) = ¢(zy) € b, por ser ideal

= zy € ¢ (b)

Por lo tanto »~1(b) es un ideal de A.

Veamos que: a C ¢~ 1(b)

Sea x € a entonces:

o(r)=r+a=acb (yaqueaes el cero del cociente)
z € e (b)

= a C ¢ '(b)

luego o~ '(b) € J

Probaremos que W(b) = ¢~'(b) es inyectiva.

Si W(b,) = ¥(b,) entonces p~1(b,) = ¢ 1(b,)

como ¢ es el epimorfismo candnico, tenemos que:
P (71(61) = ¢ (p7'(b2))
=b,=b,

por lo tanto ¥ es inyectiva.

Veamos ahora que WU es sobreyectiva, para ello sea C € J. C es un ideal
de AyaCC. B B
Necesitamos encontrar b < A/a de modo que ¢~!(b) = C
Veamos que ¢ (C) es un ideal de A/a y que ¢! (¢ (C)) = C.
Sabemos que ¢ (C) es un subanillo de A/a; sean z+a € A/a,y+a € ¢ (C)

tenemos que y € C'y como ¢ es sobre, existe z € A tq ¢(z) = = + a por ser
C ideal tenemos

zy € C
= o(zy) € ¢ (C)
=zy+ac (0

de p(z) = x+ a tendremos que z +a = x + a por la definicién de ¢ entonces:

(z+a)y+a)=(z+a)(y+a)€p(0)
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= (z+a)(y+a) v (C)
tenemos entonces que ¢ (C) es un ideal de A/a.

Nada més nos resta probar que

ya que:
p(C) = ¥(pC)=C

Primero sabemos que: C C ¢! (¢ (C)) (se cumple para cualquier funcién).
Ahora sea z € o~ (¢ (O))

= ¢(z) € ¢ (C)

=z+acye(C)

=JyecCtqely) =x+a

=zr+a=y+ayecC

tenemos que r —ycaC C=zx—yecC

entonces t —y =z € Cyy € C

=z€C=¢(p(C)CC

= ¢ (p(0)=C
por lo tanto ¥ es sobreyectiva.

Veamos que respeta el orden, para ello sean b, y b, ideales de A/a tales que
b, C b,. Veamos que ¥(b,) C ¥(b,).

Sea € U(b,) = ¢ (b)) = ¢(x)€b,
= o(z)€b,
= z€ ¢ '(b)
= 1z € U(b,)
por lo que ¥(b,) C U(b,).

1.3. Divisores de cero. Elementos nilpotentes.
Unidades

Definicién 1.3.1 : Sea A un anillo. x es divisor de cero ssi Jy # 0 en A tq
zy = 0.

Definicién 1.3.2 :A es Dominio Entero ssi no tiene divisores de cero y

14 0.
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Definicién 1.3.3 :x es nilpotente ssi dn > 0 tq ™ = 0.

Un elemento nilpotente es un divisor de cero (salvo si A = 0), pero no
reciprocamente (en general).
Ejemplo: el elemento
10
0 0
es un divisor de cero ya que:
10\/00) (00
0 0 01/ \0O0
1o\ (10
0 0 -\ 00

Definicién 1.3.4 :Una unidad en A es un elemeto que «divide 1», es decir,
un elemento x tal que xy = 1 para algin y € A.

pero para todo n

El elemento y estd univocamente determinado por x, y se escribe 1.
Las unidades en A forman un grupo abeliano (multiplicativo).

Los multiplos ax de un elemento x € A forman un ideal principal, que se
indica por (z) o Ax.

x es unidad & (z) = A = (1).

El ideal cero (0) se acostumbra a indicar por 0.

Definicién 1.3.5 : Un cuerpo es un anillo A en el que 1 # 0 y cada elemento
no nulo es una unidad.

Cada cuerpo es un dominio de integridad (pero no reciprocamente: Z no es
un cuerpo).

Proposicién 1.3.1 : Sea A # 0 un anillo. Las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

1. A es un cuerpo;
2. los unicos ideales de A son 0y (1);

3. cada homomorfismo de A en un anillo no nulo B es inyectivo.
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Demostracion.
1. = 2.5i A es un cuerpo, sea a un ideal de A; a # 0
= Jz € a tq x es unidad, tendremos que: () C a, por tanto a = (1).

2. = 3. Sea ¢ : A — B un homomorfismo de anillos. Entonces Ker (¢) es un
ideal de A y Ker (¢) # (1) pero por hipdtesis los tinicos ideales de A son 0
y (1)= Ker (p) = 0 por tanto ¢ es inyectiva.

3. = 1.Supongamos que todo homomorfismo es inyectivo. Sea x € Ay x
no unidad, tenemos que (z) # (1) entonces A/(x) es un anillo diferente del
anillo cero. Definamos ¢ : A — A/(z) por : ¢(y) = y + (x) entonces el
Ker(p) = (z) pero como ¢ es inyectiva = Ker(p) = (z) =0=2 =0

1.4. Ideales primos e ideales maximales

Definicién 1.4.1 :Un ideal p en A es primo sip # (1) ysizyEp=>x € P
0y EDp.

Definicién 1.4.2 : Un ideal m en A es mazimal si m # (1) y no eziste
ningun ideal a tal que m C a C (1).

Se puede dar una definicién equivalente: m es maximal si m # (1) y si
m C a C (1) entonces m = a 6 a = (1), para cualquier ideal a de A.

Esto equivale a decir:
1. p es primo < A/p es un dominio de integridad;

2. m es maximal < A/m es un cuerpo

Demostracién:
1. p es primo < A/p es un dominio de integridad.

Primero probemos que: p es primo = A/p es un dominio de integridad. Para
ello sea p primoy x +p, y +p € A/p de modo que:

(z+p)y+p) = p
Ty+p = p

= xYy € p, como p es primo tenemos que t €EP o Y EP
=x+p=p o y+p=p,portanto A/p es un dominio de integridad.
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Ahora probemos que: A/p es un dominio de integridad = p es primo.
Sean z,y € A de manera que xy € p entonces:

Ty +p =

p
(z+p)y+p) = »p
por ser A/p dominio de integridad =z +p=p o y+p=p
=T EP 0 YEP,entoncesp es primo.

2. m es maximal < A/m es un cuerpo.

Primero m es maximal = A/m es un cuerpo. Supongamos m maximal y sea
r+me A/my x+ m diferente de cero, es decir x + m # m entonces x ¢ m,
tenemos que:

mCm+ (z)=m+ (z)=A= (1)

=dmem, yec Atqgm+yr=1

syr—1l=—-mem

syr+m=1+m

= (y+m)(z+m)=1+m € A/m , es decir, todo elemento de A/m diferente
de m, tiene inverso multiplicativo = A/m es campo.

Ahora probemos que: A/m es campo = m es maximal.
Supongamos que a es ideal de Aym Z a
Sear€a,r¢dm=x+m#m

= Jy+mtal que (x +m)(y+m)=1+m

tenemos que zy+m=14+m&Szy—1emCa
=zy—l€aycomoreazyca=1¢€a

Orden en A Un conjunto A es parcialmete ordenado si Vx,y,z € A se
cumple:

1. 2 <z
2.z <yNy<zrz=zx=y
. r<yANy<z=z<z

Cota Superior. Sea B C A, se dice que a € A es una cota superior de
Bsia>bVbe B

Cadena en A. El conjunto C' C A se llama cadena si dados z,y € C se
cumple que z <y oy <z
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Elemento maximal en A. Un elemento m € A es un elemento maximal
sivneA:-m<n=m=n

Lema de Zorn: Sea A un conjunto parcialmente ordenado. Si en A toda
cadena tiene cota superior (en A) entonces A tiene al menos un elemento
maximal.

Teorema 1.4.1 .Cada anillo A # 0 tiene por lo menos un ideal mazximal.

Demostracion

Sea I = {i:i < A} el conjunto de todos los ideales de A distintos de (1).
I # ¢ ya que (0) € I; ahora tomemos una cadena en .

Sea € una cadena de ideales en I. Se tiene que C;,C; € € = C; C C}
6C; C .

Tomemos todos los ideales en € y efectuemos la uniéon de estos:

J=Jc

Cec

Vamos a probar que:
i) J es un ideal de A

i) Jel
i) J es un ideal de A. Veamos que J es subgrupo de A.

Sean ji,jo € J

jh€J=3C; €l/jeC

j2 eJ= 30]'2 - I/jeCjz

Digamos que:

le - Cjz

= j1 € C}, y como j, € Cj,

= j1 — j2 € C}, y luego estd en la unién porque estd en alguno de ellos.
Entonces J es subgrupo de A.

Probemos que J es ideal, ahora tomemos j; € Jy a; € A
Ya que j; € J = 3C), € I/j1 € C}, luego a1j; € C;;, C J = ayjy € J, por
tanto J es ideal de A.

ii) J € I. Demostremos que 1 ¢ J. Si 1 € J, entonces estuviera en algunos
de los elementos de € lo que es contradictorio.Por tanto J € [

24



Luego J es cota superior de la cadena, por el lema de Zorn hay elemento
maximal en el anillo A

Corolario 1.4.1 . Si a # (1) es un ideal del anillo A # 0, en A existe un
tdeal mazimal que contiene a a.

Demostracion
Sea ¥ ={I#(1)/I < A,aCI}; ¥ +# ¢ porque a € ¥.

Sea € una cadena en ¥ y sea J = U T

Tee
Jesidealde Ay 1 ¢ J,luego J € ¥y ademas VI € € : T C J, luego a C J.

Por el lema de Zorn, en ¥ hay elementos maximales
Por tanto existe al menos un ideal m maximal que contiene al ideal a.

Otra Prueba: Tenemos que A/a # 0 ya que a # (1) aplicando el teorema an-
terior en A/a hay elementos maximales m, por el teorema 1.1 existe ¢ ~!(m)
ideal de A que contiene a a.

Corolario 1.4.2 . Cada elemento de A que no es unidad estd contenido en
un tdeal mazimal.

Demostracion
Sea x € A, x no es unidad entonces (x) # (1), por el corolario 1.4.1, existe
un ideal maximal m que contiene a (), entonces = € m.

Definicién 1.4.3 Un anillo A que tiene exactamente un ideal mazrimal m
se denomina anillo local.

Proposicién 1.4.1 .i) Sea A un anillo y m # (1) un ideal de A tal que cada
r € A—m es una unidad en A. Entonces A es un anillo local y m su ideal
maximal.

i1) Sea A un anillo y m un ideal mazimal de A tal que cada elemento de
1+ m (es decir, cada 1 + x, donde x € m) es una unidad en A. Entonces A
es un anillo local.
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Demostracion.

i) Si y no es unidad, entonces hay un ideal maximal que lo contiene m.

Si existe a tal que m C a C (1) entonces existe z € a 'y = ¢ m luego z es
unidad, entonces (1) = (z) Ca=a= (1) = A.

Como m es maximal y todo elemento que no es unidad estd en m, entonces
m es el Gnico maximal de A.

ii)Sea z € A —m ya que m es maximal m C (2) + m luego
(z)+m=A=JycAytemtqyz+t=1luegoyz=1—-t€l+m
entonces yz es unidad, por lo que Ir € A tq r(yz) =1 = (ry)z = 1, entonces
z es una unidad por i) A es un anillo local.

1.4.1. Anillos de Boole

Definicién 1.4.4 Un anillo A es un anillo de Boole si x> = x para cada
xe A

Proposicién 1.4.2 Sea A un anillo de Boole.
1. 2z =0 Ve € A;

2. cada ideal primo p es mazimal, y A/p es un cuerpo con dos elementos;

3. cada ideal con generacion finita en A es principal.
Demostracion

1.2r=0Vze A
Tenemos que:
(x+2)? = o402
>+ 222 +2° = x4+ pero ¥ ==z
r+2x+r = z+x
r+2r+r—ax—2 = 0
20 = 0
2. Cada ideal primo p es maximal, y A/p es un cuerpo con dos elementos.
Como p es primo = A/p es dominio entero, tenemos que probar que A/p es

un campo para que p sea maximal.
Sabemos que:

¢ = x
-z = 0
z(r—1) = 0
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porloquez €pé (z—1) €p.

Sea x + p # p, es decir,

rg¢p=(r-1)€p

=z+p=1+p= A/p tiene dos ideales 0 y (1 + p) por lo que A/p es un
cuerpo = p es maximal.

1.5. Nilradical y radical de Jacobson

Proposicién 1.5.1 . Sea A un anillo. Entonces el conjunto X de todos los
elementos nilpotentes de A, es un ideal de A, y A/R no tiene ningin elemento
nilpotente # 0.

Demostracion. Primero X # ¢ ya que 0 € N

Ahora probemos que R es subgrupo de A.

Sean z,y € N, se tendra que existen m,n € N* tales que 2™ =0y 3" = 0,
luego en (z — y)mm, al desarrollar el binomio todo elemento tiene ademas del
respectivo coeficiente los productos de la forma 2%y’ en donde i +j = m +n
y si i < m por fuerza j > n (o viceversa j < n =i > m). Luego serd z' = 0
6 37 = 0 por lo que  — y es nilpotente. Por tanto N es sugrupo de A.
Ahora sea x € XNy a € A entonces dn > 0 tal que 2" = 0 luego (ax)"” =
a”x™ =0 = ax € N. Absorbe el producto por elementos de A.Por tanto R es
un ideal de A.

Ahora probemos que: A/X no tiene ningun elemento nilpotente # 0.
Siz e A/XN es tal que

(z)" =N
= (x+N)" =R
= 2"+ N =R
=2"eN=3Im>0")"=0=2xer
Luego = 0.

El ideal N se denomina el nilradical de A.

Lema 1.5.1 Si f € A es tal que f™ € p : primo, entonces f € p
Demostracion

Por induccioén.
Paran=2,si f2cp=fe€p
Supongamos que se cumple para n — 1, es decir:
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fftep=fep

verifiquemos que se cumple para n.
Si frep= f"Lfcp, yaquep es primo, entonces 1 € po f € p, por
lo que f € p.

La siguiente proposicion da una nueva definiciéon de N:

Proposicién 1.5.2 5i X es el nilradical de A entonces :

N:ﬂp

p<A
p:primo
Demostracion
iRC (] »
p<A
p:primo

Sea f € N = dn € Ntal que f" =0 € p; Vp : primo y p < A, por el lema
anterior f € p,Vp : primo, por lo que .

fe)w

p<A
p:primo

ii. (] pCR
p:primo
Probaremos que:

Vf e ﬂ p = f es nilpotente

p<A
p:primo

lo que es equivalente a:

f mno nilpotente = f ¢ ﬂ p

p<A
p:primo

Sea
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i={a ideal/n>0= f"¢&a};

i es no vacio, ya que i continene al ideal 0( ya que si f no es nilpotente
Vn >0, f"#0= f"¢0).

Ahora sea C una cadena en %

7= c

f™ ¢ J puesto f" ¢ C

= J es una cota superior de la cadena por el lema de Zorn hay un elemento
maximal (I).

Probaremos que ‘B es primo.

Como P € i y sean x,y ¢ P tenemos que P+ (z) ¢ i y P+ (y) ¢ i ya
que P < P+ (), B C P+ (y) luego In,m € N tales que f* € P+ (z) y
freP+(v)

= [ e P+ (vy)

= P+ (zy) ¢

=ay ¢ P

por tanto ‘B es primo.

Ya que ‘B es primo y ‘P € ¢

= ["EP

=f¢ () p

p<A
p:primo

De i) y ii) obtenemos la igualdad

N:ﬂp

p<A
p:primo

El radical de Jacobson R de A se define como la interseccién de todos los
ideales maximales de A. Se puede caracterizar como sigue:

Proposicién 1.5.3 . x € R < 1 — zy es una unidad en A para todo y € A.

Demostracién:
)z € R=1— a2y es una unidad en A para todo y € A
Sea x € R, y supdéngase que 1 — xy no es unidad, Im maximal tal que
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1 — 2y € m(por el corolario 1.5) y como x € R Cm
= ry € m = 1 € m lo que es contradictorio.
= 1 — xy es unidad.

i)l — zy es una unidad en A para todo y € A = x € R, lo que equivale
a probar que: x ¢ it =1 — ¢tz no es unidad para algin t € A
Sea © ¢ R = existe m maximal tq z ¢ m entonces m C m + (z) = (1)
=dmnemy te Atal que
m+tr=1
=1—-trem
= 1 — tx no es unidad para algun t € A

1.6. Operaciones con ideales

Suma Si a, b son ideales en un anillo A, su suma a+ b es el conjunto
de todos los x + y donde x € a e y € b. Es el menor ideal que contiene a
y b. De manera més general, se puede definir la suma Z a; de una familia

el

cualquiera (que puede ser infinita) de ideales a; de A; sus elementos son todas
las sumas »_ z;, donde x; € a; para todo i € I y las x; son casi todas cero (
es decir, todas salvo un conjunto finito).Es el menor ideal de A que contiene
todos los ideales a;.

Interseccidén. La interseccién de una familia cualquiera (a;);e; de ideales
es un ideal. Asf los ideales de A forman un reticulo ! completo respecto a la
inclusion.

Producto. El producto de dos ideales a, b en A es el ideal ab generado
por todos los productos xy, donde x € a e y € b. Es el conjunto de todas las
suma finitas ) z;y; donde cada z; € a'y cada y; € b (es claro que ab C a 'y
ab C b). Andlogamente se define el producto de cualquier familia finita de
ideales. En particular las potencias a®(n > 0)es el ideal generado por todos
los productos xixs...x, en los que cada factor x; pertenece a a.

Las tres operaciones que se han definido son todas conmutativas y asociati-
vas. Se tiene también la ley distributiva

Un reticulo es un conjunto parcialmente ordenado (L, <) en el que todo par de ele-
mentos a,b € L tiene una maxima cota inferior y una minima cota superior.
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a(b+c¢) =ab+ac

Prueba:
Sean a, b, cideales, tenemos que:

ab+¢) = {ixlyz Jr; €a, y; € (b+c)}

= {sz(vz—i—wz) /l‘l ca, v € b, w; € C}

i=1

n n
= {levz—l—Z:vlwz /ZL'Z ca, v b, w; € C}
=1 =1

(ab+ac) = {x+y/recab, yecac}
= {Zviwi—i-ZU;zi Jvi, Vi € a, w; € b, ZiGC}
i=1 i=1

por lo que para cualquier elemento de a(b + ¢) se tiene

Z ;05 + inwi € ab + ac, entonces a(b +¢) C ab + ac
=1 =1

Por otro lado:

i=1 i=1

Za;bi = Za; 0+ ¢)

i=1 i=1

por lo que:

ab+ac = {ZGZ (bz‘i‘O) —l—Za; (0—1—01) /ai,a; S a;bi,O € b;Ci,O € C}
i=1 i=1

por lo tanto

Sorai(bi+0)+>" ai(0+¢)€a(b+e)

Entonces a(b + ¢) = ab + ac.
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Definicién 1.6.1 . Dos ideales a, b se dice que son primos entre si (o co-
mazimales) si a+b = (1).

Para ideales primos entre si se tiene a Nb = ab. Evidentemente dos ideales
a, b son primos entre si, si y sélo si existen x € a e y € b tales que x +y = 1.

Definicién 1.6.2 Sea a un ideal del anillo A y a,b € A. Diremos que el
elemento a es congruente con b mddulo a (denotado por: a =b (mod a))
sia—bea. Asi

a=b (mod a) a—-bceasat+a=b+a

Definicién 1.6.3 . Sean Ai, ..., A, anillos. Su producto directo

es el conjunto de todas las sucesiones = = (1, ...,x,) con z; € A;(1 <i<n)
y la suma y producto componente a componente. A es un anillo conmutati-
vo con elemento unidad (1,1, ...,1). Se tienen las proyecciones p; : A — A;
definidas por p;(x) = x; son homomorfismo de anillos.

Sea A un anillo y a,, ..., a, ideales de A. Se define un homorfismo
b:A— H(A/ai)
i=1

por la regla ¢ (z) = (x + a4, ...,z + a,.)

Proposicién 1.6.1 1. Si a;, a; son primos entre si cuando i # j, en-
tonces [] a; = Na;.

2. ¢ es suprayectiva <= ai, a; son primos entre si cuando i # j
3. ¢ es inyectiva <= Na; = (0).

Demostracion
1. Por induccién respecto a n.
Para n = 2 sabemos que si a,, a, son primos entre si cuando ¢ # j entonces

a,a, = a, m a,
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supongamos cierto para n — 1:
n—1

s SN DAY T lyseab—l_lal— (]a1

i=1
Puesto que a;+a, = (1); (1 § i < n—1) tenemos que x; +y; = 1 ;

T; € a; Y; € a, entonces x; =1 —y;
por lo que

r1.292..Tp—1 — (1 — yl)(]- — y2)(1 — yn—l)
= 1—kkea,

entonces:

T1.29...Tp_1 + k=1
b+a, = 1

la ultima igualdad implica:

b.a,=bnNa,

pero

b.a, = ﬂ aiﬂan

n—1
b.a, = (Hai> an
i=1

obtenemos la conclusion deseada.

2. Primero probaremos que si ¢ es sobreyectiva entonces a;, a; son primos
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entre si .
Si ¢ es sobreyectiva entonces existe x € A tal que:

o(x) = (0,0,...,1,...,0) 1 en la i-esima posicién y 0 para j # i
= O0+a,04+a,..,1+a,..,0+a,)

(x+a,,z +a,,...,x + a,) por definicién de la funcién.

tenemos que:
r4+a;,=0+4+a, -x=0(mod a,) = x € a,

r+a=14+a—z=1(mod o)) =z —1€q
T4y, =0+ a,, > 2 =0(mod air,) = T € aiy,

r+a,=0+a, — x=0(mod a,) =z € a,

entonces:

l=(1—-2)+z€ai+a;=a; y a; son primos relativos.

Ahora probaremos que si a; y a; son primos relativos entre si entonces
existe x € A tal que ¢(x) = (0,0,...,1,...,0) con 1 en la i-ésima posicién.
Como a; y aj son primos relativos entonces:

ai—i—aj = (1)

= u+v;=1u; €a,yv; €q

sea : T = H vkéx:H(l—uk)zl—U;Ueai
=1k

=z = 1(mod a;)

y también:

T = H v, =V;V eay=2=0 (moda)
k=1j2;
= ¢(x) = (0,0,...,1,...,0) con 1 en la i-ésima posicion.
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3. ¢ es inyectiva < Na; = (0)
Sea x € Ker (¢) entonces:

¢p(x) = 0
= (r+a,z+d,..,c+a,)

== (ala Aayeery an)

=z €Ny
= Ker (¢) C Na;.

Ahora sea x € Na;

pr) = (x+a,r4+0a,...,0+ ay)
= (a,,0,,...,0,)
=0
= € Ker (¢)
= Na; C Kerg.
tenemos entonces:
Ker (¢) = Nag;

pero sabemos que:
¢ es inyectivas ker (¢) = {0}
de ahi que:
¢ es inyectiva < Na; = (0)

Proposicién 1.6.2 . i)Sean p,, ..., p, ideales primos y sea a un ideal con-
tenido en |J;—_, pi. Entonces a C pi, para algin i.

i) Sean a, ..., a, ideales y sea p un ideal primo que contiene (), a;. Entonces
p 2O a; para algun i. Sip =()a; entonces p = a; para algun i.

Demostracion.
i) Por induccidn respecto a n en la forma

agZp (1<i<n)=aZ|Jp

=1
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Paran=1

1
i=l=aZp=ag|Jp="p.

i=1
supongamos que se cumple paran — 1,n > 1.

n—1

aZp (1<i<n-1)=aZ|Jm
1=1

= para cada i Jz; € a tal que x; ¢ p; para j # i.
Vi sea pj, i # j,n — 1 ideales, como a Z p;, Vi # j
:>E|'.T26ay.73z¢p],l7éj

n
Sizi¢p; = $Z¢Upz

i=1

n
= a¢ U pi

i=1

Si para algin z; ¢ p;,i # j, ya estd demostrado.
Si no, entonces x; € p;, Vi, considérese el elemento

n

Y= ZIl.xz...xi_lxi+lxi+2...$n tenemos que:
i=1

Ty € P Py,  F#1

Ty € Po,To & Pj,J F# 2

T € P1, 7 E 95, £

por lo que y € ay y ¢ p; pot tantanUpi

=1

ii) supongamos que a; Z p Vi, entonces 3x; € a;talquez; ¢ p (1 <i<n)
Seay =[xz, =21 X 22 X ... x ¥, € []a; C Nay pero [[x; ¢ p

=p D Na.

Finalmente si p = Na;, p C a; Vi, pero también p O a; para algtin 7, por lo

tanto p = a; para algun j.

Teorema 1.6.1 Teorema Chino del resto. Sean a,,a,,a;,...,a, ideales de A
tales que ai +a; = A, i # j. Entonces, dados by, by, ...,b, € A exister € A

tal que r = b;(mod ;) para cada i <i<n
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Demostracion.

Consideremos la relacién:
a+a=A=1=uz+y;, x; €ay,y € a; por lo que:

1= JJ@i+u), i#J

7=1
= (i +y) (@i +y2) - (2 + yim1) (@i + Yig1) - (Ti + Yn)

= U+ yiy2-Yi-1Yit1.--Yn € O + Hﬂj, i F
j=1

= ElziGAtalquezi—lEa@yzi—OEHanaj, 1<j<nji#j
j=1

:>zi—1€aiyzi€aj,w7éj.

Entonces el elemento r = b2y + by2zs + ... + b, 2, cumple que:

bizi + bazo ... + bi(zi — 1) +... + bz,
~— =~ —_——— ~~

ca; cay ca; caq;

=r—20b € ai,Vi%j
= r = bi(mod ;).

Corolario 1.6.1 Sean a,,a,,qa;,...,a, ideales de A tales que a;+a; = A,
1 # j. Entonces:

n

n

A/((New) = [](A/a)

=1 =1
Demostracion

Tenemos el homomorfismo: ¢ : A — H(A/ai), definido por: ¢ (z) = (z + ay, ...,z + a,.)
i=1
donde, Ker(¢) = a; Na, N ...Nay, por lo que ¢ inuduce el homomorfismo

Q: A/(m a;) — H(A/ai), definido por: ¢(x +Nay) = (2 + a,, 4+ a,, ..., a,),
i=1 i=1
veamos si ¢ es sobreyectiva.

Sea (b1 +ay,by +a,,....b, +a,) € H(A/ai), por el teorema anterior existe
i=1
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r € A tal que r = b;(mod a;) para todo i. Asi,

olr+Na;) = (r+a,r—+a,..,7r+a,)
= (b1+ala62+a27"'7bn+an)

por lo que ¢ es sobreyectiva, aplicando el primer teorema de ismomorfia 2
n n

tenemos que: A/(m a;) = H (A/ay).

=1 i=1

Definicién 1.6.4 . Si a, b son ideales en el anillo A, llamaremos ideal co-
ciente al conjunto

(a:b)={zre€A:2bCa}

que es un ideal. En particular (0 : b) se denomina el anulador de b y se indica
por Ann(b): es el conjunto de todos los € A tales que zb = 0. Con esta
notacién el conjunto de todos los divisores de cero en A es

D= U Ann(z).
x#0

Propiedades.
i)aC (a:b)

ii)(a:b)b Ca
iii)((a:b):c)=(a:bc)=((a:c):b)
iv) (ﬂ a; b) = ﬂ(ai . b)

V) (a : Zbi> = m(ai bi)

Prueba.
i)aC (a:b)

Sabemos que: (a:b) ={zr € A:2bCa}yzb={ay:ye€ b}
Seax €a, yeb=xyecaporloquexzbCa.

ii)(a:b)bCa

2Si f : A — B es un homomorfismo de anillos, entonces f induce un isomorfimo
A/Ker(f) = Imf
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Sabemos que (a:b)b ={>". 2y, : x; € (a:b) Ay; € b}
Es suficiente probar que para xy con z € (a: b) Ay € b, 2y € a
Siz € (a:b)AVy € b= 2y € a, entonces para cualquier ) . z;y; € a

iii)((a:b):¢c)=(a:bc)=((a:c):b)

Probaremos primero que ((a:b):¢) = (a: bc)

a)Sea x € ((a:b):¢)= (zc)b C a, entonces V ¢ € ¢, b € b, (xc)b € a ya que
estamos trabajando con anillos conmutativos tenemos que

z(bc) € a

=z € (a: be)

= ((a:6):¢) C (a:be)

b)sea x € (a: bc) = {z € A/x(bc) C a} entonces Vbe b A c€c, z(bc) € a
= (xzc)b€a

= xc € (a:b)

=z € ((a:b):c)

= (a:bc) € ((a:b):0).
De a) y b) obtenemos ((a:b) : ¢) = (a: bc).

Ahora probemos ((a:b):¢)=((a:¢):b)

c) Sea x € ((a:b):c), entonces Ve € ¢ A b € b tenemos
(xe)b € a
= (zb)c € a
=zxzb€ (a:c)
=z € ((a:c):b)
b) : (

= ((a:b):¢) S ((a:¢):b)

d)Sea xz € ((a:¢):b) entonces Ve € ¢ A b€ b tenemos (zb)c € a
= (ze)bca=xzce(a:b)=zc((a:b):0)
por lo que ((a:¢):b) C ((a:b):¢)

) (Oai: b) = ("\(ai: b)

i
Notese que:

(ﬂiai : b) = {iIZ’ cA: zb - ﬁiai}
Ni(a;: b) Ni{reA: 2b Ca;}
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Sea z € (Mia;: b) < zb C Ny
& b Cay, Vi
& ze(a:b), Vi
& xeNa:b)

V) (a : Z:bi> =()(a:b)

7

Sea x € (a:Zbi> = beiQa

= a(bi+byt .. +b)€EaVy b€ b

=1 7

= (l’bl + xby + ...+ l‘bn) ca
Pero Vj, Vb; € b; C ). b; tendremos que:

xb; €a = xb;Ca
= x€(a:b),Vi
= I'Eﬂi(aibi)

por lo que (a: ). b)) C);(a: b

Ahora sea = € ﬂ(a: b)) = zb;Ca, Vi

= Vi N Vb €b;, b €a

= Vibiezm,xzﬂ:biea
= x§bi§az h

= JJEI(a:Zbi)

por lo que [,(a:b;) C (a: ). by)

Definicién 1.6.5 . Si a es un ideal de A, el radical de a es
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r(a) ={z € A: 2™ € a para algin n > 0}

El radical de a es un ideal de A, ya que:

Sip:A:— Ala es el homomorfismo candnico, entonces:

Ngfe={r+a/ In>0tq. (x+a)"=a}

pero
(r+a)"=a & 2"4+a=a
& 2" €a
& zer(a)
por lo que:

gpfl(NA/a) = {J'EA/(,D(.T)ENA/G}
= {xGA/x+a€NA/a}

{rea/ a" €a}

= r(a)

ya que Ny /q es un ideal, por el teorema (1.2.1) r(a) es un ideal de A.

Propiedades
i)a C r(a)

ii)r(r(a)) = r(a)

iii)r(ab) = r(a N b) = r(a) Nr(b)
iv)r(a + b) = r(r(a) + (b))
vir(a) = (1) < a=(1)

vi)si p es primo, r(p") = p para todo n > 0.

Demostracion

i)a C r(a)

Seaz€a = zleca
= ze€r(a)
= aCr(a)
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ii)r(r(a)) =r(a)

Por i) tenemos que r(a) C r(r(a))

Sea x € r(r(a)) = IneN tqg. 2" € r(a)
= dneNtg (z")"€a
=

x €r(a)
por lo que r(r(a)) C r(a)
iii)r(ab) = r(anb) =r(a) Nr(b)
1. r(ab) = r(a) Nr(b)

Sea x € r(ab) = dn €N tqg. 2" € ab
= 2"c€aya"€b
= zer(a)y xer(b)
= ze€r(a)nr(b)

por lo que r(ab) C r(a) Nr(b)

Sea z €r(a)Nr(b) = zer(a)y xerb)

= dn,m €N talesque z" €ay 2™ €b
= 2'z" cay "z eb

= """ €ab

=

x € r(ab)

por lo que r(a) Nr(b) C r(ab).

2r(anb) =r(a)Nr(b)

Sea x €er(a)Nr(b) = zer(a)y xecr(b)
= dn,m €N talesque 2" €ay 2™ €b
= 2"z €anb
= zer(anb)
por lo que r(a) Nr(b) Cr(anb)
Sea x €r(anb) = dIneNitg z"€anb
" €aya"€b
rer(a)y xer(b)
x €r(a)Nr(b)

R
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por lo que r(anb) C r(a) Nr(b)

iv)r(a+b) =r(r(a) + r(b))

Sabemos que a C r(a) y b C r(b) entonces a +b C r(a) + r(b), luego por
i) r(a+b) Cr(r(a)+rb))

Sea x € r(r(a) + (b)) = In € N tq. 2" € r(a) + r(b)
=2"=y+zcony€r(a)y z€r(b) por loque Im,t € N tales que y™ €
ay 2 eb.

Pero

(y+z)m+t — ym+t+Clym+t_1z+02ym+t_222—|—...—l—C’tymzt—l—C'tHym_lel+
C’t+2ym72zt+2 + o+ Ot+m2t+m

¥ YOy Cyy™ 2224 1 Cy™2t € a, Cragy™ 2 £ Oy g™ 22142 4
e Ct+m2t+m €b

entonces (y + 2)"" €a+b= (2")" = (y+2)"" ca+b

=z er(at+b)

por lo que r(r(a) + r(b)) C r(a+ b)

v)r(a) = (1) & a= (1)

Sir(a) = (1) entonces 1" €ca=1€ca=a=(1)

Sia= (1) pori) (1) Cr(a)=r(a)=1

vi)Si p es primo, r(p™) = p para todo n > 0.

Por induccion.
Para n = 1 veamos que 7(p) = p, sabemos por i) que p C r(p).
Ahoraseaxz €r(p) =IneNtqa"ep=zecp=r(p)Cp

por lo que r(p) = p
Supongamos que se cumple para n — 1 es decir

r(pm ) =p

probemos que es cierto para n

r(e") = r("p)
= r(p" ' Nr(p) por iii
= pNp
=P
Por lo que r(p™) = p paran > 0

Proposicién 1.6.3 . El radical de un ideal a es la interseccion de los ideales
Primos que contienen a.
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Demostracion.

Sea A/a y x + a un elemento nilpotente = 3In € N tal que
" +a=a
S eca
x €r(a)

Y sabemos que Ry/q = (p; con p; ideal primo de A/a

por (1.2.1) tenemos que :

o~ (Raja) = r(a)
o <m ﬁz) = ﬂpz’
por lo que 7 (a) = [ p;.

En general, se puede definir el radical r (E) de cualquier subconjunto E de
A de la misma forma. Generalmente no es un ideal.

Se tiene 7 U E,| = U r (E,), para cualquier familia de subconjuntos FE,,

«

de A.
Ya que:

rer(UaEs) & 2"e|JE,

& 2" e B, ;para algin i
& zer(EB,)

& el Jr(E)

Proposicién 1.6.4 . D =conjunto de divisores de cero A = U r(Ann(z)).
z#0

Demostracion

Sea D el conjunto de todos los divisores de cero en A, D = U Ann(z).
z#0
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Entonces A/D no tiene divisores de cero = D es primo

=D = r(D)

Proposicién 1.6.5 Sean a,b ideales de un anillo A tales que r(a),r(b) son
primos entre si. Entonces a,b son primos entre si.

Demostracion

Sabemos que:

r(a+b) = r(r(a)+r(b))

I
<

_ —~
—_
~—

por tanto a 4+ b = (1) por v).

1.7. Extensién y Contraccion

Sea f : A —— B un homomorfismo de anillos. Si a es un ideal en A,
el conjunto f(a) no es necesariamente un ideal en B (por ejemplo, sea f la
inyeccion de Z en Q, el cuerpo de los racionales, y sea a cualquier ideal no
nulo de Z.

Definicién 1.7.1 Sea f : A —— B un homomorfismo de anillos y a un ideal
en A, la extension de a es el ideal Bf(a) generado por f(a) en B, y se
denota por a®.

En forma més explicita se puede definir a® como el conjunto de todas las
sumas Y y;f(z;) donde z; € a, y; € B.

Definicién 1.7.2 Sib es un ideal de B, entonces f~'(b) es siempre un ideal
de A, llamado la contraccion b¢ de b.
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Si b es primo, entonces b® es primo. Si a es primo a® no ha de ser necesaria-
mente primo (por ejemplo, f : Z —— Q, a # 0; entonces a® = Q, que no es
un ideal primo).

Proposicién 1.7.1 Sea f : A —— B un homomorfismo de anillos, a es un
ideal en A y b un ideal de B. Entonces:

1. a Ca®, b D be;
2. bC — bCE(/" ae — aece}.

3. 51 C es el conjunto de los ideales contraidos en A y si E es el con-
Junto de los ideales extendidos en B,entonces C = {ala*“ =a}, E =
{b]b® =b} y a — a® es una aplicacion biyectiva de C' sobre E,
cuya inversa es b — b°

Demostracion

1. i) a C a®. Sabemos que a® = {>_ vy f(z;) : x; € a;y; € B}.
Seaxe€ay

f:A— B
v — f(x)=y;yeB

1

entonces Z 1.f(x) = f(z) € a® = x € a*.
i=1

Por lo que a C a*.

ii) b D b®. Sea a € b* entonces o = ) .y f(x;);v; € B,x; € b° asi f(z;) €
b= > vif(x;)) eb=ach.
Por lo que b D b®.

2.1)b° = b, de 1. sabemos que b 2 b por lo que b® D b°‘, ademas b° es
un ideal de A, si hacemos a = b¢ de 1. obtenemos que b¢ C b°“.
Por lo que b® = b,

ece

ii)a® = a®c, de 1. sabemos que a C a® por lo que a® C a®*, si hacemos b = a°

en 1. tenemos que a®*“ C a®por lo que a® = a®*.

3.ParaC:Siae C = a="0b°=0b=0aysia=a’= aesuna contraccion
de a®

Para E: Sib e EF = b =a°=a° = b, ysi b =0b° = b es una extension
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de b°.

Por lo que las aplicaciones

o1 C—FE
a — a
y
g B—C
b — b€

son tales que: w100y =1y Yoo = 1¢
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Capitulo 2

Espacios Topoloégicos

2.1. Definicion de espacio topolégico

Definicién 2.1.1 : Dado un conjuntoX, & es una topologia de X si satis-
face:

- ICP(X)={AC X}

0, X €S

{Atoeptal queVa € B: A, €= | 4, €9
aEB

{Aj}?zltalqueV1§j§n:AjES:HAJe%
j=1

Notacion:
= Si A € § diremos que A es abierto.
» (X, ): espacio topoldgico.

Definicién 2.1.2 Sea E subconjunto de X, E es cerrado si y solo si E° €

3.

Definicién 2.1.3 : Sea x € X, U es un wecindario de v si 3V € § tal
quex €V CU.

Definicién 2.1.4 : Un punto x € X es un punto interior de S si S es un
vecindario de x.
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El conjunto de puntos interiores de S es llamado el interior de S y es deno-
tado por int(S), es evidente que int(s) C S.

Teorema 2.1.1 . Un subconjunto S de un espacio topoléogico X es abierto
siy solo si S = int(S), esto es, si y sdlo si S es un vecindario de cada uno
de sus puntos.

Teorema 2.1.2 . 57 S es un subconjunto de un espacio topolégico X, en-
tonces int(S) es un subconjunto abierto de X. En otras palabras, int(int(S)) =

int(9S).

Definicién 2.1.5 : Sea x € X , S C Xy (X,S) diremos que x es adherente
a S siVV : wvecindario de x: VNS # ¢, es decir, S contiene a cada vecindario
de x.

El cierre de S, denotado por S, es el conjunto de puntos en X que son ad-
herentes a .S, evidentemente S C S.

Teorema 2.1.3 .Un subconjunto S de un espacio topoldgico X es cerrado si
y solo si S = S.

Teorema 2.1.4 i S es un subconjunto de un espacio topoldgico X entonces

S es cerrado, esto es, S = S.

Definicién 2.1.6 Una definicion alternativa de cierre de un conjunto es la
stguiente:

Sea S C X el cierre de S es el conjunto cerrado mas pequeno que contiene a

S. i.e.,
S=N{D:cerrado y S C D}

Prueba

i. SCND.

Supongamos que x € Sy x ¢ D, desde que cada conjunto D es cerrado, (] D
es un conjunto cerrado

=2 ¢ (D= x€ (D) donde (D) es un conjunto abierto

3G :vecindario de z tal que:

Gn(OD)=¢
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=GNS=¢
=z¢S
lo que es contradictorio por lo que z € () D.

i.NDCcsS
Si x ¢ S = 3N: vecindario de x tal que

NNS ¢

= N¢ es uno de los conjuntos D, desde que x ¢ N°¢ también = ¢ [ D.

Definicién 2.1.7 :Una sucesion de puntos {z;} en un espacio topoldgico
Xconverge a x € X si, para cada vecindario abierto U de x, existe un entero
N tal que x; € U para i > N.

Teorema: Si S es un subconjunto de un espacio topologico X y si una suce-
sion {x;};-, en S converge a x € X, entonces z € S.

2.2. Subespacio Topolégico

Sea (X, J) un espacio topoldgico y sea S un subconjunto de X .Entonces
la familia

p={SNA:AeS}

de subconjuntos de S es una topologia de S
En efecto:

s A=0eI=>SNd=¢cop
s A=XeI=>SNX=S€cyp

» V3 € B;Us € ¢ es de la forma Ug = S N Az con Az € I entonces
tenemos que:

Uuvs = Usn4,

B B
= Sn|J4sep
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#UU/@?GQ&
B

» Vi < j <n Uj € ptenemos que U; = SN A; con A; € S entonces:

N = NSy

J

~eol(e)

vaque [);4; € S=),U; €

Dicha topologia es llamada topologia relativa inherente de (X, <).Los con-
juntos V' € ¢ son subconjuntos relativamente abiertos de S y los conjuntos
Ve V € ¢ son subconjuntos relativamente cerrados de S.

El espacio (5, ¢) es llamado sub-espacio de (X, <)

2.3. Funciones Continuas

Definicién 2.3.1 Sean (X,Sx) y (Y, Sy) dos espacios topoldgicos, y sea
f (X, Qx) — (Y,SQy), f es continua en un punto x € X si VYV € Sy,
flx) eV eziste U € Sx tal quex € U y f(U) CV

Propiedades de separacion de funciones continuas

Definicién 2.3.2 Dos subconjuntos disjuntos E y W disjuntos de un espacio
topologico X son:

1. separables por conjuntos abiertos,si exiten dos conjuntos abiertos
disjuntos U y V que satisfacen: E CU y W C V.

2. separables por una funcion continua, si existe una funcion con-
tinua f : X — [0,1] tal que f(a) = 0 pra cada a € Ey f(b) = 1 para
cada b e W.

Homeomorfismos

Definicién 2.3.3 Sean (X, )y (Y, ) dos espacios topologicos,y sea f :
X =Y, f es un Homeomorfimo si:

1. f es continua.
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2. f es biyectiva.

3. f~! es continua.

2.4. Base de una topologia

Sea B = {U,},,c4 tal que Va € A: U, € Sie. B C I es llamada base de
la topologia S si VV € S,
v=J U

Un€B
U, CV

2.5. Axiomas de separacién

Espacio T;. Un espacio topologico X es un espacio Tj si para cada par
de puntos distintos x,y € X, existe un conjunto abierto U que contiene a y
tal que = # U.

Lema 2.5.1 : El espacio topolégigo X es Ty si y solo si Vx € X : x es
cerrado.

Epacio T5. El espacio topolégico X es Ty o espacio Hausdorff, si para
cada par de puntos distintos x,y € X, existen conjuntos abiertos disjuntos
UyVitalquex € Uyy € V. Evidentemente un espacio 75 es un espacio
T;.

Espacio regular. El espacio X es reqular si para cada subconjunto cer-
rado F de X y cada punto x € E°, existen conjuntos abiertos U y V tal que
EcUyzxelV.

Espacio T3. El espacio X es T3 si es un espacio regular y 7. Evidentemente
un espacio T3 es un espacio 71;.

Espacio normal. El espacio X es normal si para cada E y F' subcon-
juntos disjuntos cerrados de X, existen conjuntos abiertos disjuntos U y V
talque ECUy FCV.
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Espacio 7). Un espacio X es T} si es un espacio 77 y normal, cada espa-
cio Ty es un espacio T5.

Lema 2.5.2 (Lema de Uryshon) Sea X un espacio topoldgico. Las siquientes
condiciones son equivalentes:

1. X es espacio normal.

2. 8i A es un subconjunto cerrado y V' un subconjunto abierto de X que
satisfacen A C'V, entonces un abierto W t¢ ACW CW CV.

3. Cada par de conjuntos cerrados disjuntos pueden ser separdos por una
funcion continua.

4. S1 C es un subconjunto cerrado de X y f : C' — [0,1] es una funcion
continua entonces existe una extension continua de f para todo X con
valores en [0, 1]

2.6. Compacidad

Definicién 2.6.1 Sea {Ua},c4 tal que Voo € A, U, € § - X = U U, es
llamada una cubierta del espacio X
Definicién 2.6.2 Sea {Us.} 4 una cubierta de X, el conjunto {Us,; .., Un, } 4. e

tal que X = U U,, es llamada subcubierta finita de X

=1

Definicién 2.6.3 Un espacio X es compacto si V{U,},c, cubierta de X
existe {Uays -+ Uny Yo,ca” una subcubierta finita de X.

Teorema 2.6.1 Sea X un espacio topologico compacto y S C X, S cerrado
= S es compacto.

Demostracion

Consideremos una cubierta de S, {U,}

Sc |V

acl
Ahora definamos para todo o € I, V, == U, U S € &, por lo que si

SQUUQ:»XQUVQ.

acl a€el

wcr tal que Va € It U, € Sy
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n
Ya que X es compacto = IV,,, V,,, ..., Va, tal que X C U Ve, -
i=1
Entonces tenemos que:

S=X-5 C OV%—SC

N
=
x

= S es compacto.

Teorema 2.6.2 Si X es un espacio topologico compacto y Hausdorff en-
tonces X es un espacio normal.

Sean S, T cerrados tales que SNT =¢ =t €T :Vse€ S, s #t,yaque X es
Hausdorff existen Uy, Vi subconjuntos abiertos de X tales que UsNV, = ¢ con
t € Usy s € V. Lo que implica que para todo s € S existe V; abierto en X tal
que s € Vs = s CJV;, ya que X es compacto existe una subcubierta finita,

es decir S C U Vs, = Vi, ademas t € m Us, = Uy, tenemos que: V; UU; = ¢.

=1 i=1
Por lo que para todo t € T 3U; y V, abiertos en X tales que: V; N U; =
¢p;cont € Uyy S CV, =T C JU;, ya que X es Hausdorff entonces
n

Tc|Ju, =UySC(\Vu=V=UnV =06
i=1
Hemos probado que para S y T' conjuntos cerrados disjuntos existen U y V

abiertos tales que SCV yT CU yUNV = ¢, por lo que X es un espacio
normal.

Teorema 2.6.3 Sea f : X — Y una funcion continua y biyectiva. St X es
compacto y'Y es Hausdorff entonces f es un homeomorfismo.
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2.7. Irreducibilidad

Definicién 2.7.1 Un espacio topolégico X se dice que es irreducible si X #

¢ y si para cada par de conjuntos abiertos no vacios en X se cortan, o si
X =FUGcon F,G cerrados F =X ¢ G =X.

Diremos que una parte £ de un espacio topolégico X es irreducible si el sube-
spacio E/ de X es irreducible. Para que esto sea asi es necesario y suficiente
que, para todo par de conjuntos U,V abiertos en X que corten a £, U NV
corte tambien a F, o que, para todo par de conjuntos, F,G cerrados en X
tales que £ C FUG ,entonces E C FFo E CG.

Proposicién 2.7.1 Sea (X,S) un espacio topoldgico no vacio. Las
siguientes condiciones son equivalentes:

1. X es irreducible;
2. todo conjunto abierto no vacio en X es denso en X;

3. todo conjunto abierto de X es conexo

Demostracion

1. = 2. Sea U € S, ya que X es irreducible VV € S UNV # ¢ = U es
denso.

3. = 1. Probemos que si X no es irreducible entonces 3U no conexo.
Si X no es irreducible 3U;, U, abiertos tales que U N Uy = ¢ entonces
U = U; U U, es no conexo.

1. = 3. Probemos que si 3U € &, U no conexo entonces X no es irreducible
3U no conexo = IV, Vo € Sy C Stal que U = ViU Vo y ViNV, = ¢ =
AV;, V; € S tal que V; NV = ¢, por lo que X no es irreducible.

Proposicién 2.7.2 Sea X un espacio topoldgico.

1. Y es un subespacio irreducible de X < la clausura Y de' Y en X es
irreducible.

2. Cada subespacio irreducible de X estd contenido en un subespacio
maximal irreducible.
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Demostracion

Sea T ={Y/Y C X :Y irreducible en X}y C una cadena de partes de T
tal que Ci,Cj cC= Cl - Cj 0 Cj - Cz

Sea J = U C' mostraremos que J es irreducible.

ceC
Sean U,V abiertos en X tales que: UNJ # ¢y VN .J # ¢ (dos conjuntos

abiertos no vacios en J).

= JFeCtq. UNVNEF+#¢
= UNVNJ#¢
= UnJ)Nn(VnJ)#¢

Por lo que dos conjuntos abiertos en J se cortan = J es irreducible.
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Capitulo 3

La Topologia de Zariski

3.1. Definiciéon de la Topologia de Zariski

Sea A un anillo y sea X el conjunto de todos los ideales primos de A.
Para cada subconjunto E de A, se indica por V(FE) el conjunto de todos los
ideales primos que contienen a F.

Tenemos que:

1. Si a es el ideal engendrado por E, entonces V (E) =V (a) =V (r(a)).
2. V(0)=X,V(1) = ¢.

3. Si (E;),c; es una familia cualquiera de subconjuntos de A, entonces

1% (U E> =V (E).

icl icl
4. V(anb) =V (ab) =V (a) UV (b) para cualesquiera ideales a,b de A .

Demostracion.

LV (a) =V (r(a)).

Sea p € V (a) entonces a C p,pero sabemos que a C r(a) y que r(a) = ﬂ pi;
aCp;

p; primo, tenemos que a C ﬂ p, Cp=>peV(r)
aCp;

Sea p € V (r(a)) entonces 7 (a) C p; pero sabemos que a C r(a) = a C
p=p €V (a) tenemos que V (r(a)) C V(a).

Por tanto V(a) = V(r(a))
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2.V(0)=X,V(1) = ¢.

Por definicién sabemos que V(0) = {p : primo/0 € p} pero todo ideal de A
contiene al elemento 0, entonces V' (0) = X.

V(1) = {p: primo/1 € p} pero ningun ideal primo contiene al elemento 1
por tanto V(1) = ¢.

3. Primero probemos que V' (U Ez) C ﬂ V(E
iel iel
SeapeV (U EZ>

i€l
= | JEiCp
el
=Viel ;E;Cp
=Viel ;peV(E)
=pe[|V(E
el

Ahora probaremos que ﬂ V(E)CV (U E; )

il el
Sea p € ﬂV(E
i€l
=Viel;peV(E)
=Viel;E; Cp

:>UE Chyp.

:>p€V<UEZ->.

iel
Por tanto V (U El> = ﬂV (E
iel el
4. Primero probemos que:V (ab) =V (a) UV (b).
Seap € V(ab) = abCp

= Vr € a AVy € b tenemos que zy € p ya que p es primo = € p
6y € p; Ve € aAVy € b, entonces a C péb Cp=p € V(i
6peV(b)=peV(a)UV(b) entonces V(ab) C V(a) UV (b).

Sea q € V(a) UV(b)
=qeV(a)dqeV(b) perocomoab CaCqyabCbCq
=q€ V(ab) = V(a)UV(b) C V(ab).
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Ahora probemos que V (aNb) =V (ab).
Seap € V(aNb)
= anb C ppero ab C anNb entonces ab C p = p € V(ab) entonces
V(anb) C V(ab)

Seaqe V(ab) =V (a)UV (b)) =qe V(a) 6qe V(b)
=aCqobCq
=anbCaCpoéanbCbCq=qec V(anb) entonces V(ab) C V(aNb).

Estos resultados muestran que los conjuntos V (E) satisfacen los axiomas
de los conjutos cerrados en un espacio topoldgico. La topologia resultante
se denomina la topologia de Zariski. El espacio topolégico X se denomina el
espectro primo de A, y se indica por Spec(A).

Definicién 3.1.1 Para cada f € A, se indica por Xy el complemento de
V(f) en X = Spec(A), X; son los conjuntos abiertos de la topologia de
Zariskz.

Proposicién 3.1.1 Los conjuntos abiertos Xy forman una base para la topologia

de Zariski.

Demostracion Probaremos que todo conjunto abierto puede ser escrito como
la unién finita de los Xj.
Sea U un conjunto abierto entonces U = V¢ (E) para algin £ C A. Asi:

U = VC<U{6}>

eeE

= (ﬂ V({e})>c

ecE

= JVvedeh

eckE

:UXe

eck

Por lo que B = {X} ., forman una base.

Proposicién 3.1.2 Los conjuntos abiertos Xy cumplen las siguientes propiedades:

1. XfﬂXg:ng
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2. Xy = ¢ < [ es nilpotente;
3. Xy =X & f es una unidad;
4. Xp =Xy < r((f)) =r((g))

Demostracion.
1.

X;nx, = V¢

Xp=¢ = Vi()=9¢

e
=
=

I
>

& fe [) p=N
p:primo

f es nilpotente

¢

Ve(f) =X
V(f)=¢
Ve X;fédp

f es una unidad

S I

Xp=X, & V() =V09)
< V() =V
< V() =V(9)

< todo ideal primo que contenga a f contiene a g y viceversa

e 1 e= (1w
(f)ce (9)<Sa;
pi:primo q;:primo

< 7r((f)) =r((g)) en virtud de (1.6.2)
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3.2. Compacidad del espectro primo
Proposicién 3.2.1 X = SpecA es compacto

Demostracion.
Sea { Xy, },.; una cubierta de X, entonces

X = Ux;

X = ch(fi)
X = (ﬁv«fi»)

vy
Pero X =V <U(fi)>c sV (U(ﬁ)) =0

i€l el

- (Us)-a-0)

icl

=1= Y f

jeJCI
J: finito

=X= ] Xy
JjeJCI
J: finito

Entonces {X i }je , s una subcubierta finita de X, por tanto X es compacto.

Proposicién 3.2.2 Cada conjunto Xy es compacto
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Demostracion.
Sea { X, },.; una cubierta de Xy, entonces

Xf - UXfi
Ve(f) = UW(fa
Ve(f) = <DV<fi>>
Ve(f) = V(Uﬁ)

=V(f)=V (Uﬁ) sr(f)=r (Uﬁ)

el

pero sabemos que (f) Cr(f) =7 (Ufz)
= f ecr (U]%)

i€l
:>E|n>0talquef”EUfj
i€l
= fn = Z aj; a; € Ufl
jeJcI iel
J: finito
= (M= >, ()
jeJcI
J: finito

VM=V Y )

jeJCclIl
J: finito

Pero sabemos que V (U MZ> =V (Z Mz> = ﬂ V' (M;) para cualquier fa-

icl
milia (M;);e; de conjuntos de A.

=V = () V)

jeJCcl
J: finito

i€l i€l
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Ahora observemos que V(™) = V(f) ya que:
Sipe V(f")= f™€p por ser p primo = f € p.

YsipeV(f)=fep=frep.
= V(M= ) V)

jeJCI
J: finito

=V =1 ) V)

jeJCI
J: finito

=Vve(MmH= U vmy
jeJCI
J: finito
=>Xf: U ij
jeJCr
J: finito

Entonces {X fj}je ; €s una subcubierta finita de Xy, por tanto X; es com-
pacto.

3.3. Cierre

Por razones de conveniencia designaremos un ideal primo de A por letras
como x o y cuando sea considerado como un punto de X = Spec(A). Cuando
se considere como un ideal primo de A, se indicara por p,.

Proposicién 3.3.1 Sea X = Spec(A)

1. el congunto {z} es cerrado (se dice que = es un punto cerrado) en
X = Spec(A) < p, es mazimal.

2. {z} = V(p.)

3. yec{x}<p, Cp,
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Demostracion

1.Probemos primero que si el conjunto {z} es cerrado en X = Spec(A) en-
tonces p, es maximal.

Si {z} es cerrado entonces {z} = {z}

= Vy # x,3U vecindario de y tal que y e U y © ¢ U
=yeX; CUyxeU°porloquex¢ X;

va que Xy =V (f)*y V(f) ={p:primo /f € p}

= fep,y f¢&p, porloque p,  p, para todo p, ideal primo de A,
entonces p, es maximal

Ahora probemos que si p, es maximal entonces el conjunto {z} es cerra-
do.
Si p, es maximal entonces el unico ideal primo que lo contiene es él mismo
por lo que V(p,) = {p.} = {z}, ya que V(p,) es cerrado entonces {x} es
cerrado en X = Spec(A).

2. {z} = V(p.)
Sabemos que el cierre de {z} es el conjunto cerrado mas pequeno que lo
contiene y también que {z} C V(p,).

Supongamos que hay otro cerrado que contiene a {x}, es decir {x} C V(N),
mostremos que V(p,) C V(N).

Sear € V(p,)

= p, C r pero como = € V(N)

NCp, Cr

=r e V(N)

= V(pa) S V(N)

Por lo que V(p,) es el conjunto cerrado mas pequeno que contiene a {z}
entonces {z} = V(p,).

3.i)y € {2} = p. Cp,

Si y € {x} por 2. tenemos que y € V(p,) por lo que p, C p,
i) p, C py =y € {a}

Si p, Cp, = y € V(p,) por 2. tenemos que y € {x}
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Definicién 3.3.1 Para toda parte Y de X = Spec(A), definimos 3(Y') como
la interseccion de los ideales primos de A que pertenecen a'Y, es decir:

V)= ) »

pey
p:primo

Es claro que J(Y') es un ideal de A, y que se cumplen las siguientes relaciones:

)J(¢) = A

i) J (U YA> A RELD

AEL AEL

Proposicién 3.3.2 Sea A un anillo, Y una parte de X = Spec(A). Entonces
V(3(Y)) es la adherencia deY en X.

Demostracion
Sabemos que Y C V(J(Y)) yaquesip €Y
= (] a<p

qey’
q:primo

=peV(OY))
Probaremos que V(J(Y')) es el menor cerrado que contiene a Y.

Sea V(M) un conjunto cerrado tal que Y C V(M )(M C A), entonces M C p
para todo p € Y ideal primo, por lo que M C J3(Y) = V(3(YV)) C V(M).
Por lo que Y = V(3(Y)).

3.4. Irreducibilidad

Proposiciéon 3.4.1 Sea A un anillo. Para que una parte Y de X sea irre-
ducible, es necesario y suficiente que el ideal J(Y) sea primo.

Demostracion
Supongamos que J(Y') = ¢, notemos que para un elemento f € A, la relacién
f € q es equivalente a Y C V(f) ya que:

fea= () pevpeY,fepe,peV(f)

pey
p:primo
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Supongamos que Y es irreducible, y sean f, g € A tales que fg € q. Entonces

Y cV(fg)=V(f)uVig);

como Y es irreducible, V(f) v V(g) son cerrados, entonces Y C V(f) o
Y C V(g), de donde f € q 0 g € g, por tanto ¢ es primo.

Ahora supogamos que J(Y') = p, p primo, sabemos que Y = V(J(Y)) = V(p)
y {p} = V(p) entonces Y = {p} como un conjunto unitario es irreducible en-
tonces Y es irreducible, por lo que Y es irreducible.

Proposicién 3.4.2 FEl espacio topolégico X = Spec(A) es irreducible si y
solo st el nilradical de A es un ideal primo.

Demostracion

i) X = Spec(A) es irreducible = el nilradical de A es un ideal primo.
Sean z,y € A tales que x ¢ Ny y y & Ny

= Jq1,02 € X talesque z ¢ q1 vy = € qo

= ¢ Vr)ya¢V(y)

= e€X,yqe €Xy

pero por hipotesis X es irreducible tenemos entonces que:
X, NX, # ¢ pero X,NX, =X,
Xy # 0
= Jdp € X tal que zy ¢ p = zy ¢ Ny4.

Por tanto N4 es primo.

ii) Si el nilradical de A es primo entonces X = Spec(A) es irreducible.
Sean Xy # ¢y X, # ¢ con f,g € A dos conjuntos abiertos en X y
supongamos que
X;rNX, = ¢ pero X;NX, =Xy,
Xpg = @
=VpeX;fgep=fgeRy

pero por hipotesis R4 es un ideal primo de A entonces tenemos que: f € Ny
0g€ENy

= Xy = ¢ 6 X, = ¢ lo que es una contradiccién, por lo que Xy N X, # ¢.
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Por tanto X = Spec(A) es irreducible.

Definicién 3.4.1 Los subespacios maximales irreducibles de X que son cer-
rados y recubren a X se denominan Componentes Irreducibles de X

Ejemplo: Componentes irreducibles de un espacio Hausdorff.

Proposicién 3.4.3 Si A es un anillo y X = Spec(A), entonces las com-
ponentes irreducibles de X son los conjuntos cerrados V(p), donde p es un
ideal primo minimal de A

Sea F = {F C X, F cerrado, irreducible maximal} y la aplicacién:

v X— [F
p = Y(p)="V(p)

Probaremos que ¥ es una biyeccion.

Inyectividad. Si p # q entonces p € V(p) y q € V(q) entonces V (p) # V(q)
Si p C q entonces p € V(p) pero p ¢ V(q) por lo que V(p) # V(q).
Hemos probado que si p # q entonces V(p) # ¥(q).

Sobreyectividad. Recordemos que V (p) es irreducible < J(V(p)) es primo,
pero

V@)= () a=»

acV (p)
g:primo

entonces para cada V(p) € F Ip € X tal que ¥(p) = V(p).

Entonces toda componente irreducible Y es igual a un V' (p), probaremos que
p es minimal.

Sea q C p entonces V(p) C V(q) pero como V(p) es maximal
= V(p) =V (q) = p = q, por lo que p es minimal.
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3.5. Homeomorfismos

Sea ¢ : A — B un homomorfismo de anillos.

i)Si J es un ideal de B, entonces ¢! (J) = {a € A: ¢ (a) € J} es un ideal
de A.

Prueba:
» o (J)£dpyaque € Ay ¢(0)=0€ J entonces 0 € o' (J)

= o !(J) es un subgrupo de A
Seanz,yc ot (J)=p(x)eJypy) e
ya que J es un ideal de B tenemos que ¢(x) —p(y) € J = p(z—y) € J
porlo que x —y € o1 (J)

= Absorve el producto.
Seana € Ay x € ¢! (J) entonces tenemos que ¢(z) € J y ¢(a) € B,
como J es un ideal de B = p(z)p(a) € J = p(zy) € J por lo que
ax € o (J)

ii) Si p es un ideal primo de B entonces ¢! (p) es un ideal primo de A.
Prueba:

Siay € o™ (p) = p(zy) €p = p(r)p(y) € P
ya que p es primo tenemos que ¢(z) € p 6 p(y) € p = = € o L(p)
Sy € (p)

Por tanto ¢! (p) es un ideal primo de A.
De i) y ii) tenemos que ¢ induce una aplicacién natural
¢* Y = Spec(B) — X = Spec(A) definida por ¢*(p) = ¢~ !(p)

con (X,SQx) y (Y,Sy)

Teorema 3.5.1 :La aplicacion inducida en los espectros por cualquier ho-
momorfismo de anillos es continua.

Demostracion.

Sea ¢ : A — By ¢*: Y = Spec(B) — X = Spec(A) definida por
0" (p) = ¢~ (p).

Basta probar que para cualquier X; en la base de Sy entonces ¢* 1 (X;) €
Sy
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Sea X abierto en X y sea

y € (Xy) yeY ' (y) € Xy
Sp_l (py) € Xy

fé 30_1 (py)

o(f) ¢ py

y €Yo

S

Por lo que ¢*~! (X;) = Y,(y), por tanto ¢* es continua.

Proposicién 3.5.1 )Si a es un ideal de A, entonces *" (V(a)) = V(a°)
i1)Si b es un ideal de B, entonces p* (V (b)) = V(b°)

Demostracion
i)
Sea y e ! (V(a))

R
"
©

Por lo que ¢* 1 (V(a)) = V(a®)

ii) Tenemos que ¢* (V (b)) = {p € Spec(A)/p~(p) 2 ¢ *(b)}, pero recorde-
mos que b¢ = o 1(b) por lo que ¢*(V (b)) = V(b) por la proposicion
" (V(a) = V().

Teorema 3.5.2 Si ¢ es sobreyectiva, entonces ©* es un homeomorfismo de
Y sobre el subconjunto cerrado V (Ker(p)) de X.[En particular, Spec(A/Ry)
son homeomorfos en el homeomorfismo natural.]

Demostracion

Sean:
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" Y— V(Ker(y))
P @i(p) =9 (p) € V(Ker(p))
Para que ¢* sea un homeomorfimo debe cumplir con:

1. ¢*:continua

2. p*Lcontinua

3. ¢*: biyectiva.
p*:continua, por la proposicion

©*~L:continua, ya que probamos que la imagen directa de un cerrado es cer-

rado ¢* (V (b)) = V(b°)

Probemos que ¢*: es biyectiva.

Inyectiva:
Sean ¢* (V(p)) = ¢"(V(q)) p,qprimosen B
V(p?) = V()
Vieg™p) = V(e '(a)
SrleHp) = (¢ )
o Hp) = o q), yaque ¢ '(p),» *(q) son ideales primos de A
= olp (@) = ¢lp H(q)
=p = (, yaque ¢ es sobreyectiva

=V(p) = Vi)
por lo tanto ¢* es inyectiva.

Sobreyectiva
Sabemos que :

{0}Cp,VpeY = ¢ ({0})C<P Y(p) = ¢*(p)
= Ker(p) Cplp)eX

= ¢ (p) € V(Ker(w))

=Vqe V(Ker(p)) Ip ey, tqg. o*(p) =q, por lo que ¢* es sobreyectiva.

Teorema 3.5.3 Si @ es inyectiva, entonces p* (Y') es denso en X .De manera
mdas precisa, p* (Y') es denso en X < Ker(yp) C N.
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Primero probemos que si ¢ es inyectiva, entonces ¢* (Y) es denso en X.
Sabemos que: ¢* (V(b)) = V(b¢) Vb ideal de B, y Op es un ideal de B,

= ¢*(V(05)) = V(03); pero V(0p)=Y y 0f=Ker(p)
= p* EY) = V(Ker(y)); vaque ¢ esinyectiva Ker(p) =04
= ¢ (Y) = V(0a)
= (Y) = X

por tanto ¢* (V) es denso en X.
Ahora veamos que ¢* (Y) es denso en X < Ker(yp) C .

©*(Y) esdensoen X < ¢*(Y) =X, pero ¢* (V) =V (Kery)
& V(Ker(p)) =X
& VpeX, Ker(p)Cop
& Ker(p) C ﬂp =N
& Ker(p) CX

Teorema 3.5.4 Sea A un anillo cualquiera, las siguientes condiciones son
equivalentes:

1. X = Spec(A) es no conezo.
2. A= A, x Ay donde ninguno de los anillos Ay, Ay es el anillo cero.
3. A contiene un elemento idempotente distinto de 0 y 1.

Demostracion

1= 28Si X es no conexo = dF, F C A tales que:
X =V(E)UV(F)y V(E)NV(F) = ¢
pero,
V(E)=V((E) =V (r(E)yV(F)=V(F)=V((F)
hacemos a =V (r ((E))) y b=V (r ((F)))

entonces,

X =V(@UV(b)y V(a) N V(b) = ¢
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Se presentan 2 casos.

Caso I: r(A) =0 Si r(A) = 0 tenemos que:
X=V(a)UV(b)=V(anb)

=anb=0

y V(@)NnV(b)=V(aUub) =¢

= (aUb)=a+b=A

por lo que a y b son primos entre si, por el corolario 1.6.1 , tenemos que:

A4 .4 X A Nb=0
>~ — X — pero ya que =
anb g ~p PEOYRAEE ’
A = é X é
a b
Caso II: r(A) # 0.
Consideremos A’ = T(’Z). Si X = Spec(A) es no conexo entonces X' =

Spec(A’) también es no conexo ya que:

X' ={p+r(A)=p’pe X}

Si X es no conexo X = V(E)UV(F) = V(a)UV(a), E,F € Ay a=
Vir(E)yb=V(r({(F)),ysipe X=pecV(a)dpeV(b),es decir
aCpbébCyp

Por lo que:
r(A)CaCpoér(4) CbCp,
de donde,

p'eV(ad)op e V(L)

por tanto

X' = V() UV (b

/

N ' _r4)

pero r(A) = () p' = (ﬂp> = =0
peXx’ peX

por lo que para A’ podemos aplicar el argumento del caso 1, de manera que:

A = AL x A
2 = 3 Sea
U:A— A x Ay, A # ¢, Al # ¢, U biyectiva
Sabemos que (1,0) € A; x Ay es un elemento idempotente ya que

(1,0).(1,0) = (1-1,0-0)
= (1,0)

ademas tenemos que (1,0) # (0,0) € A; x Ay y (1,0) # (1,1) € A; x A,
entonces U~ ((1,0)) € A es un elemento idempotente de A diferente de 0 y
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1.

3=18Seax € A—{1,0} un elemento idempotente, es decir:
=z

por lo que

x(r—1)=0€p VpeX = z€poax—1€p
= {z}Cpo{r-1}Cp
= peV{z}) opeV{zx—-1}); WpeX

=V{zhuV({zr -1} = Xy
V{zhnV({z-1}) = ¢

ya que de lo contrario si V ({z}) NV ({z — 1}) # ¢ entonces dp € X tal que
peV{zh)NV{zx—-1})=zepyxr—1E¢€p, tendriamos que 1 € p lo que
es contradictorio.

Por tanto X es no conexo.

Teorema 3.5.5 Sea A un anillo de Boole, y sea X = Spec(A).
1. Para cada f € A, el conjunto Xy es a la vez abierto y cerrado en X.
2. Sea f1,..., fn € A, entonces Xy, UXU...UX;, = X; para algin f € A.

3. Los conjuntos Xy son los unicos subconjuntos de X que son a la vez
abiertos y cerrados.

Demostracion

1. Para cada f € A, el conjunto X; es a la vez abierto y cerrado en X.
Sabemos que (z) = (z + ) Vo € A, pero ya que A en un anillo de boole
tenemos: z + x = 2x = 0. Sea f € A:

V() =



Ya que X es abierto y cerrado, V(f) es abierto y cerrado, por lo que X son
abiertos y cerrados a la vez.

2.5ea fi,..., fn € A, entonces Xy, U Xy, U...UX; = Xy para algin f € A.

n

U = UV

=1
n

= (V)

i=1

= V<U )"

= V(U

ya en un anillo de Boole cada ideal de generacién finita es principal,

df € A tal que (o fn) = (f), por lo que

Uxn = v
1= _ Xf

3.Los conjuntos X son los tinicos subconjuntos de X que son a la vez abiertos
y cerrados.

Sea W C X a la vez abierto y cerrado.
Ya que W es abierto

w= ] X,
fel
X, CW

Y como W es cerrado y X es compacto = W es compacto.

Por lo que W = U Xr=3{Xy, Xp, ..., Xy, } tal que

fel
X CW
n
W = Usz'
=1

= X paraalginf € A (por 2)
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Capitulo 4

Aplicacion: El subespacio
Max(A) de Spec(A)

Sea A un anillo. El subespacio de Spec(A) formado por los ideales maz-
imales de A, con la topologia inducida, se denomina el espectro mazimal de
Ay se designa por Maz(A).

Para anillos conmutativos arbitrarios no tienen las propiedades functoriales
de Spec(A), porque la imagen inversa de un ideal maximal en un homomor-
fismo de anillos no es necesariamente maximal.

Teorema 4.0.6 Sea X un espacio Hausdorff compacto y sea C(X) el anillo
de todas las funciones continuas reales sobre X. Para cada x € X, sea m, el
conjunto de todas las f € C(X) tales que f(x) = 0.El ideal m, es mazimall.
Si X designa Maxz(C(X)) se tiene por tanto una aplicacion i : X — X tal
que x — my. Entonces ju es un homeomorfismo de X sobre X.

Demostracion
1. Probemos que m, = {f € C/ f(z) =0} es maximal.
Sea U : C(X) — R que aplica f a f(x), entonces

CX) o ¢X)
m,  Ker¥U

ya que:

Ker(W) = {f/¥(f) =0}
= {f/ f(x) =0}

= m,.

I0)



C(X)

er

estd formado por las f # 0, por lo que todos los elementos
C(X)

T

Pero

son unidades (el inverso de f es %), por lo que si es un campo entonces

m, es maximal.

2. Ahora sea X un espacio topolégico compacto y Hausdorff y X = Maz(C(X))
y definimos p : X — X tal que x — m,. Probaremos que x es un homeo-

morfismo de X sobre X
i) Probemos que p sobreyectiva, es decir Vm € X, 3z € X tal que: () = m.

Sea m un ideal maximal cualquiera de C'(X), y sea V' = V(m) el conjunto de
los ceros comunes de las funciones en m es decir,

V={x € X : f(x) =0Opara todo f € m}.

Supdngase que V es vacio. Entonces para cada x € X existe f, € m tal que
fa(x) #0.
Puesto que f, es continua, existe un vecindario U, de x € X en el que f, no
se anula.

Todos los U, cubren a X en virtud de la compacidad un nimero finito de
entornos cubren a X es decir:

Sea
2 2 2
f=fn+fn+ -+ /[, em

Ya que cada f,, # 0 entonces f:?i > 0, por lo que f > 0, no se anula en ningin
punto de X, por lo que f tiene inverso (%), por tanto es unidad en C(X),
por lo que f ¢ m. Pero esto contradice que f € m, por lo que V(m) # ¢.

Sea r € V(m) = m C m,, ya que m es maximal = m = m,, por lo que

Vm e X, 3z € X tal que: p(z) = m.
ii. Probemos que 1 es inyectiva, es decir para cada x # y = m, # m,,.

Sean x # y, x,y € X, son puntos cerrados, ademas cada f es continua,
podemos aplicar el Lema de Uryshon. Entonces si para cada f, f(z) = 0
entonces f(y) # 0, por lo que:

m, = {f € C(X)/f(z) =0} #m, = {f € C(X)/f(y) = 0}
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3. Ahora probaremos que p~ ! es una funcién continua, es decir la imagen

directa de un conjunto abierto es un conjunto abierto.

Ses f € C(X), definamos:

Up = {zeX/f(x)#0} vy

Uy = {mef(/fgém}

Los conjuntos Uy y U 7 son conjuntos abiertos ya que son los complementos
de conjuntos cerrados. Probaremos que p (Uy) = Uy.

n(Us) = {u(x);x €Uy}
= {mx;erf}
= {m,; f(x) # 0}

_ 7,

entonces ;! es una funcién continua.

Ahora probemos que p es continua, para ello veamos que la imagen inversa
de un cerrado es cerrado.

Sabemos que: p~ ! : X — X, tomemos U cerrado en X, como X es compacto,
entonces U es compacto, ya que ! es continua, ;fl(U ) es compacto en X,
pero como X es Hausdorff entonces p=1(U) es cerrado. Por lo que la imagen
inversa de un cerrado es cerrado. Asi u es continua.

Por lo que i es un homeomorfismo de los espacios X y X. Asi X puede
ser reconstruido a partir del anillo de funciones C'(X).
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