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“La matemática es el trabajo del esṕıritu humano que
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darme en los momentos más dificiles y por cruzar en mi camino personas
maravillosas.

A la Universidad de El Salvador, y en especial a la Facultad de Ciencias
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Resumen

En el presente trabajo se plantea la relación entre el Álgebra Conmutativa
y la Topoloǵıa, desarrollando una topoloǵıa particular sobre el conjunto de
todos los ideales primos de un anillo conmutativo cualquiera. Y haciendo
un estudio del espectro primo del anillo. Para ello hacemos uso tanto de las
nociones de Álgebra como las de Topoloǵıa. Luego se estudia el subespacio
maximal del espectro primo para ver la relación que hay entre un espacio
topológico compacto Hausdorff y el subespacio maximal del anillo de todas
las funciones continuas reales sobre dicho espacio.
El trabajo está dividido en los siguientes capitulos:

Caṕıtulo 1. Nociones Básicas de Álgebra. Definiciones y resultado sobre anil-
los, homomorfismos de anillos ,ideales primos y maximales (que son una parte
fundamental para el desarrollo del trabajo),operaciones con ideales, nilradi-
cal y radical, extensión , contracción y otros.

Caṕıtulo 2. Espacios Topológicos. Definición de espacio topológico y sube-
spacios, axiomas de separación, conexidad, compacidad , homomorfismos de
espacios topológicos.

Caṕıtulo 3. Topoloǵıa de Zariski. Se dota a un anillo A de una topoloǵıa,
definiendo en primer lugar los conjuntos cerrados. La topoloǵıa resultante es
llamada Topoloǵıa de Zarisky, y el espacio topológico se denomina espectro
primo de A, luego se hace un estudio de la topoloǵıa, definiendo: la base,
cierre, compacidad, axiomas de separación, irreducibilidad, conexidad.

Caṕıtulo 4. El subespacio Max(A) de Spec(A) Si tomamos un espacio com-
pacto y Hausdorrf, podemos reconstruirlo a través del anillo de todas las
funciones reales continuas sobre dicho espacio.
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1.1. Anillos y homomorsfismos de anillos . . . . . . . . . . . . . . . 14
1.2. Ideales. Anillo cociente . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16
1.3. Divisores de cero. Elementos nilpotentes.

Unidades . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20
1.4. Ideales primos e ideales maximales . . . . . . . . . . . . . . . 22

1.4.1. Anillos de Boole . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26
1.5. Nilradical y radical de Jacobson . . . . . . . . . . . . . . . . . 27
1.6. Operaciones con ideales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30
1.7. Extensión y Contracción . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45

2. Espacios Topológicos 48
2.1. Definición de espacio topológico . . . . . . . . . . . . . . . . . 48
2.2. Subespacio Topológico . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50
2.3. Funciones Continuas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51
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Introducción

El Álgebra Conmutativa es de creación relativamente reciente, pero su
desarrollo puede comprenderse sólo en función de la teoŕıa de los Números
Algebraicos y de la Geometŕıa Algebraica, que le dieron origen.
Se pudo conjeturar sin demasiada inverosimilitud que la famosa demostración
que pretend́ıa poseer Fermat de la imposibilidad de la ecuación xp + yp = zp

para p primo impar y x, y, z, enteros distintos de cero, habŕıa reposado en la
descomposición

(x + y)(x + ζy)...(x + ζp−1y) = zp

en el anillo Z[ζ](donde ζ 6= 1 es una ráız p-ésima de la unidad), y sobre un
raciocinio de divisibilidad en este anillo, suponiéndolo principal.
Euler y Gauss demuestran el teorema de Fermat para p = 3, Gauss y Dirich-
let para p = 5 , y Dirichelet la imposibilidad de la ecuación x14+y14 = z14; en
sus primeras búsquedas sobre la Teoŕıa de los Números, Kummer hab́ıa créıdo
que él consegúıa de esa manera una demostración general, y es sin duda este
error (que le fue señalado por Dirichlet) que le orientó a sus estudios sobre
la aritmética de los cuerpos ciclotómicos. Los progresos ulteriores del Ágebra
Conmutativa van sobre todo a provenir de problemas bastante diferentes,
nacidos de la Geometŕıa Algebraica (que por otra parte influirá de modo di-
recto de la Teoŕıa de los Números, hasta antes de los desarrollos abstractos
de la época contemporánea). No tenemos aqúı que hacer la historia detal-
lada de la Geometŕıa Algebraica. Basta con recordar que teńıa por objeto
sobre todo el estudio de las curvas algebricas en el plano proyectivo complejo,
abordado la mayoŕıa de las veces por los métodos de la Geometŕıa Proyec-
tiva. Paralelamente se hab́ıa desarrollado, con Abel, Jacobi, Weierstrass y
Riemann, la teoŕıa de las ((Funciones Algebraicas)) de una variable comple-
ja y de sus integrales; es evidente el lazo entre esta teoŕıa y la Geometŕıa
de las curvas algebraicas planas, pero los métodos utilizados para el estudio
de las funciones algebraicas eran sobretodo de naturaleza ((transcendente))
; este carácter todav́ıa se acentúa en los trabajos de Riemann, con la in-
troducción de superficies de Riemann y de las funciones anaĺıticas definidas
sobre tal superficie. Pero hasta para los contemporáneos, los métodos tran-
scendentales de Riemann (particularmente su uso de nociones topológicas
y del principio de Dirichlet) aparećıan reposar en fundamentos inciertos; y
aunque Brill y M. Noether sean más bien más cuidadosos que la mayoŕıa
de los geómetras ((sintéticos)) contemporáneos , sus raciocinios geometrico-
anaĺıtico no están libres de todo reproche. Esencialmente es para dar a la
teoŕıa de las curvas algebraicas planas una base sólida que Dedekind y We-
ber publica en 1882 su gran informe sobre este sujeto: ((tienen por objeto
de asentar los fundamentos de la teoŕıa de las funciones algebraicas de una
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variable, creaciones principales de Riemann, de modo simples, rigurosos y
totalmente generales. En las búsquedas anteriores sobre este sujeto, hacemos
en general hipótesis restrictiva sobre las singularidades de las funciones con-
sideradas, y los casos supuestos de excepción son, o bien mencionados en
concurrido como caso ĺımite, o bien totalmente descuidados. También, ad-
mitimos ciertos teoremas fundamentales sobre la continuidad o el análisis ,
cuya evidencia se apoya en intuiciones geométricas de naturaleza variada)).
La idea esencial de su trabajo es calcar la teoŕıa de las funciones algebraicas
de una variable sobre la teoŕıa de los números algebraicos tal, como acababa
de desarrollarlo Dedekind; para hacerlo, deben primero colocarse hasta el
punto de vista ((Af́ın)) (al contrario de sus contemporáneos, que considera-
ban invariablemente las curvas algebraicas como submersiones en el espacio
proyectivo complejo); parten pues de una extensión algebraica finita K del
cuerpo C(X) de las fracciones racionales, y del anillo A de ((funciones alge-
braicas enteras)) en K, i.e. elementos de este cuerpo sobre el anillo C[X] de
polinomios; su resultado fundamental, que obtienen sin utilizar ninguna con-
sideración topológica , es que A es un anillo de Dedekind (y hasta, como lo
observa Dedekind y Weber sin ver todav́ıa claramente la razón, de modo más
simple). Esto hace,que ellos prueben que sus teoremas no dependen del cuer-
po K y en particular no dependen de la elección de ((recta al infinito)) como
punto de partida. Lo que es todav́ıa más interesante sin duda para nosotros es
que, queriendo definir los puntos de la ((superficie de Riemann)) correspondi-
ente a K (y en particular ((puntos al infinito)), que no le pod́ıan corresponder
a ideales de A), son llevados a introducir la noción de ((sitio)) del cuerpo K;
se encuentran delante de la situación que reencontrará Gelfand en 1940 para
fundar la Teoŕıa de las Álgebras Normales, a saber que un conjunto K de
elementos que no son dados como funciones, los que sin embargo se pueden
considerar como tales; y, para obtener el conjunto de definición de estas fun-
ciones hipotéticas, tienen por primera vez la idea (que repetirá Gelfand, y
que se volvió común a fuerza de ser utilizada a cada paso en matemática
moderna) de asociar con un punto x de un conjunto E y a un conjunto F
de aplicaciones de E en un conjunto G la aplicación f → f(x) de F en G
es decir de considerar, en la expresión f(x),f como variable y x como fijo.
Por fin, no les cuesta, a partir de la noción de ((sitio)), definir los ((divisores
positivos)) (((Poĺıgono)) en su terminoloǵıa) que comprenden los ideales de A
como casos particulares y corresponden a ((sistemas de puntos)) de Brill y
M. Noether; pero, aunque escriben los divisores principales y los divisores
de diferenciales como ((cocientes)) de divisores positivos, no dan la defini-
ción general de divisores, y es solamente en 1902 que Hensel y Landsberg
introducirán, por analoǵıa con los ideales fraccionarios esta noción que les
estorbaba siempre a los poseedores de los métodos puramente ((geométricos)).
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El mismo año 1882 también aparece el gran informe de Kronecker esper-
ado después de 20 años. Mucho más ambicioso que el trabajo de Dedekind-
Weber.Su tema central es el estudio de los ideales de una álgebra finita ı́nte-
gral 1 sobre uno de los anillos de polinomios C[x1, ..., Xn] o Z[X1, ..., Xn];
Kronecker se limita a priori a estos ideales que son de tipo finito ( seri-
an probados solamente (para los ideales de C[X1, ..., Xn]) algunos años más
tarde por Hilbert en el curso de sus trabajos sobre los invariantes). En cuanto
a C[X1, ..., Xn] o Z[X1, ..., Xn], es natural asociar con todo ideal de uno de
estos anillos con una ((Variedad Algebraica)) formada por los ceros comunes
a todos los elementos del ideal; y los estudios de geometŕıa en dimensiones
2 y 3 hechos en el curso del siglo XIX deb́ıan conducir intuitivamente a la
idea que toda variedad es unión de variedades ((irreducibles)) en número finito
cuyas dimensiones necesariamente no son las mismas.

El movimiento de ideas que acabará en el Álgebra Conmutativa moderna
comienza a tomar forma a finales 1910. Si la noción general de cuerpo es
adquirida desde el principio del siglo XX, en cambio el primer trabajo donde
sea definida la noción general de anillo es sin duda el de Fraenkel en 1914 . En
aquella época ya teńıamos ejemplos de anillos, no sólo anillos enteros de la
Teoŕıa de Números y de la Geometŕıa Algebraica, sino que también los anil-
los de series (formales o convergentes), y por fin las álgebras (conmutativas
o no) sobre un cuerpo de base. No obstante, tanto para la teoŕıa de anillos
como para la de cuerpos el papel catalizador parece haber sido la teoŕıa de
los números p-ádicos de Hensel, que Fraenkel tanto como Steinitz mencionan
muy especialmente como punto de partida de sus búsquedas.

La idea de introducir en un cuerpo p-ádico2 nociones topológicas no
aparece en Hensel antes de 1905; y es solamente en 1907, después de haber
escrito totalmente el libro donde reexpone según sus ideas la Teoŕıa de los
Números Algebraicos que llegue a la definición y a la propiedad esencial de los
valores absolutos p-ádicos, a partir de los cuales podrá desarrollar, calcándola
sobre la teoŕıa de Cauchy, todo un análisis ((p-ádico)) que sabrá aplicar con
resultados teóricamente númericos (particularmente con la utilización del ex-
ponencial y del logaritmo p-ádico).

1Sea f : A → B un homomorfismos de anillos. Si a ∈ A y b ∈ B, se define un
producto ab = f(a)b.Esta definición de multiplicación escalar convierte el anillo B en un
A-módulo.Aśı B tiene una estructura de A-módulo y también una estructura de anillo.
El anillo B dotado de esta estructura de A-módulo, se denomina una A-álgebra.Aśı una
A-álgebra es por definición un anillo B junto con un homomorfismo de anillos f : A → B

2Si p es un primo finito en un cuerpo numérico k, la compleción kp se conoce como
cuerpo de los números p-ádicos.
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Los primeros trabajos importantes en el estudio de los anillos conmuta-
tivos generales son los dos grandes informes de E. Noether3 sobre la teoŕıa
de los ideales; el de 1921, consagrado a la descomposición primaria4, que
prosigue sobre el plano más general y completa sobre muchos puntos los re-
sultados de Lasker y Macaulay; y el de 1927 que caracteriza axiomáticamente
los anillos de Dedekind.

A E. Noether, le debemos la formulación general del lema de normal-
ización5 (de donde emana entre otras cosas el teorema de los ceros de Hilbert)
aśı como el primer criterio general (transcripción de los raciocinios clásicos
de Kronecker y Dedekind) que permite afirmar que el cierre ı́ntegral de un
anillo ı́ntegro es finito sobre este anillo.

La noción de espectro. El teorema espectral de Hilbert que introduce
conjuntos ordenados de proyecciones ortogonales de un espacio de Hilbert,
forma una álgebra booleana (o una red booleana), en correspondencia bi-
uńıvoca con una red booleana de clases de partes mensurables (para una
medida conveniente) de R. Son sin duda sus trabajos anteriores sobre los
operadores en los espacios de Hilbert que, hacia 1935, traen M. H. Stone a
estudiar de modo general las redes booleana, particularmente a buscar rep-
resentaciones por partes de un conjunto . Observamos que una red booleana
se hace un anillo conmutativo (de un tipo muy especial por otra parte),
cuando se define alĺı la multiplicación por xy = inf(x, y) y la adición por

3Emmy Noether (Erlangen, Alemania 23 de marzo de 1882 - Bryn Mawr, Estados
Unidos, 14 de abril de 1935), hija de Max Noether: distinguido matematico y profesor de
la Universidad de Erlangen. Es conocida por haber establecido un resultado básico en f́ısica
matemática, el teorema de Noether, que relaciona simetŕıas y magnitudes conservadas en
un sistema f́ısico, resultado que es aplaudido fervorosamente por Albert Einstein. También
se le conoce como la madre del álgebra moderna, por la creación de las estructuras de
anillos y de ideales (los anillos noetherianos están bautizados en su honor). Cuando muere
en Bryn Mawr en 1935, el propio Albert Einstein escribió una nota necrológica.

4La descomposición de un ideal en ideales primarios(q es primario si xy ∈ q ⇒ x ∈
qoyn ∈ q) es un pilar tradicional de la teoŕıa de ideales.Proporciona el fundamento alge-
braico para la descomposición de una variedad algebraica en sus componentes irreducibles.
Desde otro punto de vista la descomposición primaria proporciona una generalización de
la factorización de un entero como producto de potencias de primos

5En la Geometŕıa Algebraica clásica las curvas se estudian frecuentemente
proyectándolas sobre una recta y considerando la curva como un recubrimiento de la rec-
ta.Esto es completamente análogo a la relación entre un cuerpo de números y el cuerpo de
los números racionales , y la caracteŕıstica algebraica común es la noción de dependencia
entera en donde aparece el Lema de normalización: “Sea k un cuerpo y A 6= 0 una k-álgebra
con generación finita. Entonces existen elementos y, ..., yr ∈ A que son algebraicamente
independientes sobre k y tales que A es entero sobre k[y, ..., yr]”
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x + y = sup(inf(x, y′), inf(x′, y)).
Stone precisamente obtiene su teorema general de representación de red
booleana considerando también el conjunto de los ideales maximales del anillo
correspondiente, y asociando con todo elemento de la red booleana el con-
junto de los ideales maximales que le contienen. Por otra parte, conoćıamos,
como ejemplo clásico de red booleana, el conjunto de las partes a la vez
abiertas y cerradas por un espacio topológico. En un segundo trabajo, Stone
mostró que de hecho toda red booleana es isomorfa a una red booleana de
esta naturaleza. Naturalmente haćıa falta para esto definir una topoloǵıa so-
bre el conjunto de los ideales maximales de un anillo booleano; lo que se hace
simplemente tomando por conjuntos cerrados, para cada ideal a, el conjunto
de los ideales maximales que contienen a a.

Tenemos que hablar aqúı de la influencia de estas ideas en Análisis fun-
cional, donde desempeñaron un papel importante en el nacimiento de la teoŕıa
de las álgebras normadas desarrollada por I. Gelfand y su escuela. Pero en
1945, Jacobson observa que el procedimiento de definición de una topoloǵıa,
imaginado por Stone, puede de hecho aplicarse a todo anillo A (conmuta-
tivo o no) con tal que se tome como conjunto de ideales no el conjunto de
los ideales maximales, pero el conjunto de los ideales primos bilaterales (i.e.
los ideales bilaterales b tales que A/b sea un domino entero); para un anillo
conmutativo, reencontramos desde luego los ideales maximales. Por su parte,
Zariski, en 1944, utiliza un método análogo para definir una topoloǵıa sobre
el conjunto de los sitios de un cuerpo de funciones algebraicas. No obstante,
estas topoloǵıas se quedaban como curiosidades simples, razón del hecho de
que comúnmente son separadas. Esta desconfianza fue disipada sólo cuando
A. Weil mostró, en 1952 que toda variedad algébraica puede ser provéıda
de modo natural de una topoloǵıa del tipo precedente y que esta topoloǵıa
permite definir, en analoǵıa perfecta con el caso de las variedades diferencia-
bles o anaĺıticas, la noción de espacio fibrado; poco después, Serre tuvo la
idea de entender estas variedades aśı topologizadas en la teoŕıa de los haces
fibrados, gracias a la cual la topoloǵıa devuelve en el caso de las variedades
abstráıdas los mismos servicios que la topoloǵıa usual cuando el cuerpo de
base es C, particularmente en cuanto a la aplicación de los métodos de la
Topoloǵıa Algebraica. Desde entonces era natural utilizar este lenguaje ge-
ométrico en toda el Álgebra Conmutativa. Pero la consideración de los ideales
maximales es comúnmente insuficiente para obtener enunciados cómodos, y
que la noción adecuada es la del conjunto de los ideales primos del anillo,
topologizado de la misma manera. Con la introducción de la noción de espec-
tro, disponemos ahora de un diccionario que permite expresar todo teorema
de Álgebra Conmutativa en un lenguaje geométrico muy próximo del de la
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Geometŕıa Algebraica de la época de Weil - Zariski; lo que por otra parte
trajo, en seguida a extender el marco de esta última, de modo que el Álge-
bra Conmutativa no es mas, desde este punto de vista, que la parte más
elemental.
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Caṕıtulo 1

Nociones Básicas de Álgebra

1.1. Anillos y homomorsfismos de anillos

Definición 1.1.1 Un anillo es un conjunto A con dos operaciones binarias
(adición y multiplicación) tales que:

1. A es un grupo abeliano respecto a la adición.

2. La multiplicación es asociativa ((xy)z = x(yz)) y distributiva respecto
a la adición (x(y + z) = xy + xz, (y + z)x = yx + zx).

Se considerarán sólo anillos conmutativos cuando:

3. xy = yx para cada x, y ∈ A,

y que tengan elemento identidad (que se indica por 1):

4. ∃1 ∈ A tal que x1 = 1x = x para todo x ∈ A .
El elemento identidad es único.

A lo largo de este trabajo la palabra anillo significa un anillo conmutativo
con elemento identidad, es decir, un anillo que satisface los axiomas de (1)
al (4). No se excluye en (4) la posibilidad de que 1 puede ser igual a 0. Si es
aśı, entonces para cada x ∈A se tiene

x = x1 = x0 = 0

con lo cual A tiene un solo elemento, 0. En este caso A es el anillo cero, que
se indica por 0.
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Definición 1.1.2 Un subconjunto S de un anillo A es un subanillo de A si
S es cerrado respecto a la adición y la multiplicación y contiene el elemento
identidad de A.

Definición 1.1.3 Un homomorfismo de anillos es una función f de un anil-
lo A en un anillo B tal que

1. f(x + y) = f(x) + f(y) es decir f es un homomorfismo de grupos
abelianos y por tanto f(x− y) = f(x)− f(y), f(−x) = −f(x), f(0) = 0

2. f(xy) = f(x)f(y)

3. f(1) = 1.

En otras palabras, f respeta la adición, la multiplicación y el elemento iden-
tidad.

Observaciones

1. Llamamos núcleo de f a Ker(f) = {a ∈ A/ f(a) = 0};

2. y la imagen de f a Imf = {b ∈ B/ b = f(a) para algún a ∈ A};

3. si f : A → B, g : B → C son homomorfismos de anillos, también lo es
su composición g ◦ f : A → C.

Proposición 1.1.1 ϕ : A → B es inyectiva ⇔ Ker(ϕ) = {0}

i)ϕ es inyectiva, tenemos que ϕ(a) = ϕ(b) ⇒ a = b.

Sea a ∈ Ker(ϕ), entonces ϕ(a) = ϕ(0) , luego

a = 0

por tanto Ker(ϕ) = 0

ii) Si Ker(ϕ) = {0} probemos que ϕ es inyectiva.

Si ϕ(a) = ϕ(b) ⇒ ϕ(a− b) = 0

⇒ a− b ∈ Ker(ϕ) = {0}
⇒ a− b = 0

⇒ a = b

por lo que ϕ es inyectiva.
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1.2. Ideales. Anillo cociente

Definición 1.2.1 Un ideal a de un anillo A es un subconjunto de A que
es un subgrupo aditivo y tal que Aa ⊆ a (es decir, x ∈ A e y ∈ a implica
xy ∈ a), y lo denotamos por a < A.

En particular a es un anillo con las mismas operaciones de A. Aún más, al
ser subgrupo de A, tiene sentido construir el grupo cociente A/a ya que en
este caso, al ser conmutativa la operación +, las clases laterales izquierdas y
derechas coinciden.
Recordemos que:

A/a = {x + a; x ∈ A}

Además:

1. x + a + y + a = x + y + a

2. x + a = y + a ⇔ x− y ∈ a

3. si x ∈ a, x + a = a; 0 + a = a

4. luego: x + a + a = x + a o lo que es lo mismo a es el cero del grupo
cociente A/a

Al grupo cociente A/a podemos dotarlo de una estructura de anillo definien-
do:

A/a× A/a −→ A/a
(x + a, y + a) 7→ xy + a = (x + a)(y + a)

Es necesario comprobar que esta operación es efectivamente una función,
o lo que es lo mismo:

1. Que todo elemento del dominio tiene imagen en el conjunto de llegada
y

2. Que esta imagen es única.

Para 1) tenemos que: Es claro que si (x + a, y + a) ∈ A/a × A/a entonces
xy+a ∈ A/a, por el simple hecho que xy ∈ A y todo elemento de A pertenece
a una clase de equivalencia en A/a.

Para 2) tenemos que:
Sean x1, y1, x2, y2 ∈ A

c = (x1 + a, y1 + a) 7−→ x1y1 + a
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d = (x2 + a, y2 + a) 7−→ x2y2 + a

si c = d entonces:
x1 + a = x2 + a ∧ y1 + a = y2 + a

como

x1 + a = x2 + a ⇒ x1 − x2 ∈ a

⇒ y1(x1 − x2) ∈ a

⇒ (y1x1 − y1x2) ∈ a (1)

y

y1 + a = y2 + a ⇒ y1 − y2 ∈ a

⇒ x2(y1 − y2) ∈ a

⇒ (x2y1 − x2y2) ∈ a (2)

de (1) y (2) obtenemos que:

(y1x1 − y1x2 + x2y1 − x2y2) ∈ a

entonces

(y1x1 − x2y2) ∈ a ⇒ y1x1 + a = x2y2 + a

por lo que la imagen es única.

Si definimos:

ϕ : A−→ A/a
x 7→ ϕ(x) = x + a

es un homomorfismo de anillos ya que:

1.

ϕ(x + y) = x + y + a

= x + a + y + a

= ϕ(x) + ϕ(y)
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2.

ϕ(xy) = xy + a

= (x + a)(y + a)

= ϕ(x)ϕ(y)

3.

ϕ(1) = 1 + a

= 1A/a

A este homomorfismo le conocemos como la suryección canónica ó el epimor-
fismo canónico.

Proposición 1.2.1 Existe una correspondencia biyectiva que conserva el or-
den entre los ideales b de A que contienen a, y los ideales b̄ de A/a, dada
por:

ϕ−1(b̄) = b

Demostración:
Sean:
I =

{
b̄/b̄ < A/a

}
J = {ε/ε < A, ε ⊇ a}

y definamos:

Ψ : I−→ J
b̄ 7→ Ψ(b̄) = ϕ−1(b̄)

Sabemos que: ϕ−1(b̄) ={x ∈ A / φ(x) ∈ b}
Probemos que ϕ−1(b̄) es un ideal

1. ϕ−1(b̄) 6= φ ya que :
0A/a ∈ b̄ y ϕ (0A) = 0A/a ∈ b̄ ⇒ 0A ∈ ϕ−1(b̄)

2. x, y ∈ ϕ−1(b̄) ⇒ ϕ(x), ϕ(y) ∈ b̄

⇒ ϕ(x)− ϕ(y) = ϕ(x− y) ∈ b̄

⇒ x− y ∈ ϕ−1(b̄)
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3. Sea x ∈ A y y ∈ ϕ−1(b̄) entonces
ϕ(x) ∈ A/a ; ϕ(y) ∈ b̄ y como:
ϕ(x)ϕ(y) = ϕ(xy) ∈ b, por ser ideal
⇒ xy ∈ ϕ−1(b̄).

Por lo tanto ϕ−1(b̄) es un ideal de A.

Veamos que: a ⊆ ϕ−1(b̄)
Sea x ∈ a entonces:
ϕ(x) = x + a = a ∈ b̄ (ya que a es el cero del cociente)
x ∈ ϕ−1(b̄)
⇒ a ⊆ ϕ−1(b̄)
luego ϕ−1(b̄) ∈ J

Probaremos que Ψ(b̄) = ϕ−1(b̄) es inyectiva.
Si Ψ(b̄1) = Ψ(b̄2) entonces ϕ−1(b̄1) = ϕ−1(b̄2)
como ϕ es el epimorfismo canónico, tenemos que:

ϕ
(
ϕ−1(b̄1)

)
= ϕ

(
ϕ−1(b̄2)

)
⇒ b̄1 = b̄2

por lo tanto Ψ es inyectiva.

Veamos ahora que Ψ es sobreyectiva, para ello sea C ∈ J . C es un ideal
de A y a ⊆ C.
Necesitamos encontrar b̄ < A/a de modo que ϕ−1(b̄) = C
Veamos que ϕ (C) es un ideal de A/a y que ϕ−1 (ϕ (C)) = C.
Sabemos que ϕ (C) es un subanillo de A/a; sean x + a ∈ A/a , y + a ∈ ϕ (C)
tenemos que y ∈ C y como ϕ es sobre, existe z ∈ A tq ϕ(z) = x + a por ser
C ideal tenemos

zy ∈ C

⇒ ϕ(zy) ∈ ϕ (C)

⇒ zy + a ∈ ϕ (C)

de ϕ(z) = x+ a tendremos que z + a = x+ a por la definición de ϕ entonces:

(x + a)(y + a) = (z + a)(y + a) ∈ ϕ (C)
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⇒ (x + a)(y + a) ∈ ϕ (C)

tenemos entonces que ϕ (C) es un ideal de A/a.

Nada más nos resta probar que

ϕ−1 (ϕ (C)) = C

ya que:
Ψ : I −→ J

ϕ(C) 7→ Ψ(ϕ(C)) = C

Primero sabemos que: C ⊆ ϕ−1 (ϕ (C)) (se cumple para cualquier función).
Ahora sea x ∈ ϕ−1 (ϕ (C))
⇒ ϕ(x) ∈ ϕ (C)
⇒ x + a ∈ ϕ (C)
⇒ ∃y ∈ C tq ϕ(y) = x + a

⇒ x + a = y + a, y ∈ C
tenemos que x− y ∈ a ⊆ C ⇒ x− y ∈ C
entonces x− y = z ∈ C, y ∈ C
⇒ x ∈ C ⇒ ϕ−1 (ϕ (C)) ⊆ C
⇒ ϕ−1 (ϕ (C)) = C
por lo tanto Ψ es sobreyectiva.

Veamos que respeta el orden, para ello sean b̄1 y b̄2 ideales de A/a tales que
b̄1 ⊆ b̄2. Veamos que Ψ(b̄1) ⊆ Ψ(b̄2).

Sea x ∈ Ψ(b̄1) = ϕ−1(b̄1) ⇒ ϕ(x) ∈ b̄1 ⊆ b̄2

⇒ ϕ(x) ∈ b̄2

⇒ x ∈ ϕ−1(b̄2)

⇒ x ∈ Ψ(b̄2)

por lo que Ψ(b̄1) ⊆ Ψ(b̄2).

1.3. Divisores de cero. Elementos nilpotentes.

Unidades

Definición 1.3.1 : Sea A un anillo. x es divisor de cero ssi ∃y 6= 0 en A tq
xy = 0.

Definición 1.3.2 :A es Dominio Entero ssi no tiene divisores de cero y
1 6= 0.
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Definición 1.3.3 :x es nilpotente ssi ∃n > 0 tq xn = 0.

Un elemento nilpotente es un divisor de cero (salvo si A = 0), pero no
rećıprocamente (en general).
Ejemplo: el elemento (

1 0
0 0

)
es un divisor de cero ya que:(

1 0
0 0

)(
0 0
0 1

)
=

(
0 0
0 0

)
pero para todo n (

1 0
0 0

)n

=

(
1 0
0 0

)
Definición 1.3.4 :Una unidad en A es un elemeto que ((divide 1)), es decir,
un elemento x tal que xy = 1 para algún y ∈ A.

El elemento y está uńıvocamente determinado por x, y se escribe x−1.
Las unidades en A forman un grupo abeliano (multiplicativo).

Los múltiplos ax de un elemento x ∈ A forman un ideal principal, que se
indica por (x) o Ax.
x es unidad ⇔ (x) = A = (1).
El ideal cero (0) se acostumbra a indicar por 0.

Definición 1.3.5 : Un cuerpo es un anillo A en el que 1 6= 0 y cada elemento
no nulo es una unidad.

Cada cuerpo es un dominio de integridad (pero no rećıprocamente: Z no es
un cuerpo).

Proposición 1.3.1 : Sea A 6= 0 un anillo. Las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

1. A es un cuerpo;

2. los únicos ideales de A son 0 y (1);

3. cada homomorfismo de A en un anillo no nulo B es inyectivo.

21



Demostración.

1. ⇒ 2.Si A es un cuerpo, sea a un ideal de A; a 6= 0
⇒ ∃x ∈ a tq x es unidad, tendremos que: (x) ⊆ a, por tanto a = (1).

2. ⇒ 3. Sea ϕ : A → B un homomorfismo de anillos. Entonces Ker (ϕ) es un
ideal de A y Ker (ϕ) 6= (1) pero por hipótesis los únicos ideales de A son 0
y (1)⇒ Ker (ϕ) = 0 por tanto ϕ es inyectiva.

3. ⇒ 1.Supongamos que todo homomorfismo es inyectivo. Sea x ∈ A y x
no unidad, tenemos que (x) 6= (1) entonces A/(x) es un anillo diferente del
anillo cero. Definamos ϕ : A → A/(x) por : ϕ(y) = y + (x) entonces el
Ker(ϕ) = (x) pero como ϕ es inyectiva ⇒ Ker(ϕ) = (x) = 0 ⇒ x = 0

1.4. Ideales primos e ideales maximales

Definición 1.4.1 :Un ideal p en A es primo si p 6= (1) y si xy ∈ p ⇒ x ∈ p

o y ∈ p.

Definición 1.4.2 : Un ideal m en A es maximal si m 6= (1) y no existe
ningún ideal a tal que m ( a ( (1).

Se puede dar una definición equivalente: m es maximal si m 6= (1) y si
m ⊂ a ⊂ (1) entonces m = a ó a = (1), para cualquier ideal a de A.

Esto equivale a decir:

1. p es primo ⇔ A/p es un dominio de integridad;

2. m es maximal ⇔ A/m es un cuerpo

Demostración:
1. p es primo ⇔ A/p es un dominio de integridad.

Primero probemos que: p es primo ⇒ A/p es un dominio de integridad. Para
ello sea p primo y x + p, y + p ∈ A/p de modo que:

(x + p)(y + p) = p

xy + p = p

⇒ xy ∈ p, como p es primo tenemos que x ∈ p o y ∈ p

⇒ x + p = p o y + p = p , por tanto A/p es un dominio de integridad.

22



Ahora probemos que: A/p es un dominio de integridad ⇒ p es primo.
Sean x, y ∈ A de manera que xy ∈ p entonces:

xy + p = p

(x + p)(y + p) = p

por ser A/p dominio de integridad ⇒ x + p = p o y + p = p

⇒ x ∈ p o y ∈ p , entonces p es primo.

2. m es maximal ⇔ A/m es un cuerpo.

Primero m es maximal ⇒ A/m es un cuerpo. Supongamos m maximal y sea
x + m ∈ A/m y x + m diferente de cero, es decir x + m 6= m entonces x /∈ m,
tenemos que:
m ( m + (x) ⇒ m + (x) = A = (1)
⇒ ∃ m ∈ m, y ∈ A tq: m + yx = 1
⇒ yx− 1 = −m ∈ m

⇒ yx + m = 1 + m

⇒ (y +m)(x+m) = 1+m ∈ A/m , es decir, todo elemento de A/m diferente
de m, tiene inverso multiplicativo ⇒ A/m es campo.

Ahora probemos que: A/m es campo ⇒ m es maximal.
Supongamos que a es ideal de A y m 6⊆ a

Sea x ∈ a, x /∈ m ⇒ x + m 6= m

⇒ ∃y + m tal que (x + m)(y + m) = 1 + m

tenemos que xy + m = 1 + m ⇔ xy − 1 ∈ m ⊆ a

⇒ xy − 1 ∈ a y como x ∈ a; xy ∈ a ⇒ 1 ∈ a.

Orden en A Un conjunto A es parcialmete ordenado si ∀x, y, z ∈ A se
cumple:

1. x ≤ x

2. x ≤ y ∧ y ≤ x ⇒ x = y

3. x ≤ y ∧ y ≤ z ⇒ x ≤ z

Cota Superior. Sea B ⊆ A, se dice que a ∈ A es una cota superior de
B si a ≥ b, ∀b ∈ B

Cadena en A. El conjunto C ⊆ A se llama cadena si dados x, y ∈ C se
cumple que x ≤ y ó y ≤ x
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Elemento maximal en A. Un elemento m ∈ A es un elemento maximal
si ∀n ∈ A : m ≤ n ⇒ m = n

Lema de Zorn: Sea A un conjunto parcialmente ordenado. Si en A toda
cadena tiene cota superior (en A) entonces A tiene al menos un elemento
maximal.

Teorema 1.4.1 .Cada anillo A 6= 0 tiene por lo menos un ideal maximal.

Demostración

Sea I = {i : i < A} el conjunto de todos los ideales de A distintos de (1).
I 6= φ ya que (0) ∈ I; ahora tomemos una cadena en I.
Sea C una cadena de ideales en I. Se tiene que Ci, Cj ∈ C ⇒ Ci ⊆ Cj

ó Cj ⊆ Ci.
Tomemos todos los ideales en C y efectuemos la unión de estos:

J =
⋃
C∈C

C

Vamos a probar que:
i) J es un ideal de A

ii) J ∈ I

i) J es un ideal de A. Veamos que J es subgrupo de A.

Sean j1, j2 ∈ J
j1 ∈ J ⇒ ∃Cj1 ∈ I / j1 ∈ Cj1

j2 ∈ J ⇒ ∃Cj2 ∈ I / j∈Cj2

Digamos que:
Cj1 ⊆ Cj2

⇒ j1 ∈ Cj2 y como j2 ∈ Cj2

⇒ j1 − j2 ∈ Cj2 y luego está en la unión porque está en alguno de ellos.
Entonces J es subgrupo de A.

Probemos que J es ideal, ahora tomemos j1 ∈ J y a1 ∈ A
Ya que j1 ∈ J ⇒ ∃Cj1 ∈ I/j1 ∈ Cj1 luego a1j1 ∈ Cj1 ⊆ J ⇒ a1j1 ∈ J , por
tanto J es ideal de A.

ii) J ∈ I. Demostremos que 1 /∈ J . Si 1 ∈ J , entonces estuviera en algunos
de los elementos de C lo que es contradictorio.Por tanto J ∈ I
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Luego J es cota superior de la cadena, por el lema de Zorn hay elemento
maximal en el anillo A

Corolario 1.4.1 . Si a 6= (1) es un ideal del anillo A 6= 0, en A existe un
ideal maximal que contiene a a.

Demostración
Sea Σ = {I 6= (1)/I < A, a ⊆ I}; Σ 6= φ porque a ∈ Σ.

Sea C una cadena en Σ y sea J =
⋃
T∈C

T

J es ideal de A y 1 /∈ J , luego J ∈ Σ y además ∀T ∈ C : T ⊆ J , luego a ⊆ J .
Por el lema de Zorn, en Σ hay elementos maximales
Por tanto existe al menos un ideal m maximal que contiene al ideal a.

Otra Prueba: Tenemos que A/a 6= 0 ya que a 6= (1) aplicando el teorema an-
terior en A/a hay elementos maximales m̄, por el teorema 1.1 existe ϕ−1(m̄)
ideal de A que contiene a a.

Corolario 1.4.2 . Cada elemento de A que no es unidad está contenido en
un ideal maximal.

Demostración
Sea x ∈ A, x no es unidad entonces (x) 6= (1), por el corolario 1.4.1, existe
un ideal maximal m que contiene a (x), entonces x ∈ m.

Definición 1.4.3 Un anillo A que tiene exactamente un ideal maximal m

se denomina anillo local.

Proposición 1.4.1 .i) Sea A un anillo y m 6= (1) un ideal de A tal que cada
x ∈ A − m es una unidad en A. Entonces A es un anillo local y m su ideal
maximal.

ii) Sea A un anillo y m un ideal maximal de A tal que cada elemento de
1 + m (es decir, cada 1 + x, donde x ∈ m) es una unidad en A. Entonces A
es un anillo local.
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Demostración.

i) Si y no es unidad, entonces hay un ideal maximal que lo contiene m.
Si existe a tal que m ( a ⊆ (1) entonces existe x ∈ a y x /∈ m luego x es
unidad, entonces (1) = (x) ⊆ a ⇒ a = (1) = A.
Como m es maximal y todo elemento que no es unidad está en m, entonces
m es el único maximal de A.

ii)Sea z ∈ A−m ya que m es maximal m ( (z) + m luego
(z) + m = A ⇒ ∃y ∈ A y t ∈ m tq. yz + t = 1 luego yz = 1 − t ∈ 1 + m

entonces yz es unidad, por lo que ∃r ∈ A tq r(yz) = 1 ⇒ (ry)z = 1, entonces
z es una unidad por i) A es un anillo local.

1.4.1. Anillos de Boole

Definición 1.4.4 Un anillo A es un anillo de Boole si x2 = x para cada
x ∈ A.

Proposición 1.4.2 Sea A un anillo de Boole.

1. 2x = 0 ∀x ∈ A;

2. cada ideal primo p es maximal, y A/p es un cuerpo con dos elementos;

3. cada ideal con generación finita en A es principal.

Demostración

1. 2x = 0 ∀x ∈ A
Tenemos que:

(x + x)2 = x + x

x2 + 2x2 + x2 = x + x pero x2 = x

x + 2x + x = x + x

x + 2x + x− x− x = 0

2x = 0

2. Cada ideal primo p es maximal, y A/p es un cuerpo con dos elementos.

Como p es primo ⇒ A/p es dominio entero, tenemos que probar que A/p es
un campo para que p sea maximal.
Sabemos que:

x2 = x

x2 − x = 0

x(x− 1) = 0
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por lo que x ∈ p ó (x− 1) ∈ p.
Sea x + p 6= p, es decir,
x /∈ p ⇒ (x− 1) ∈ p

⇒ x + p = 1 + p ⇒ A/p tiene dos ideales 0 y (1 + p) por lo que A/p es un
cuerpo ⇒ p es maximal.

1.5. Nilradical y radical de Jacobson

Proposición 1.5.1 . Sea A un anillo. Entonces el conjunto ℵ de todos los
elementos nilpotentes de A, es un ideal de A, y A/ℵ no tiene ningún elemento
nilpotente 6= 0.

Demostración. Primero ℵ 6= φ ya que 0 ∈ ℵ
Ahora probemos que ℵ es subgrupo de A.
Sean x, y ∈ ℵ, se tendrá que existen m, n ∈ N+ tales que xm = 0 y yn = 0,
luego en (x− y)m+n, al desarrollar el binomio todo elemento tiene además del
respectivo coeficiente los productos de la forma xiyj en donde i + j = m + n
y si i < m por fuerza j > n (o viceversa j < n ⇒ i > m). Luego será xi = 0
ó yj = 0 por lo que x− y es nilpotente. Por tanto ℵ es sugrupo de A.
Ahora sea x ∈ ℵ y a ∈ A entonces ∃n > 0 tal que xn = 0 luego (ax)n =
anxn = 0 ⇒ ax ∈ ℵ. Absorbe el producto por elementos de A.Por tanto ℵ es
un ideal de A.

Ahora probemos que: A/ℵ no tiene ningún elemento nilpotente 6= 0.
Si x̄ ∈ A/ℵ es tal que

(x̄)n = ℵ

⇒ (x + ℵ)n = ℵ
⇒ xn + ℵ = ℵ
⇒ xn ∈ ℵ ⇒ ∃m > 0 (xn)m = 0 ⇒ x ∈ ℵ
Luego x̄ = 0.

El ideal ℵ se denomina el nilradical de A.

Lema 1.5.1 Si f ∈ A es tal que fn ∈ p : primo, entonces f ∈ p

Demostración

Por inducción.
Para n=2, si f 2 ∈ p ⇒ f ∈ p

Supongamos que se cumple para n− 1, es decir:
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fn−1 ∈ p ⇒ f ∈ p

verifiquemos que se cumple para n.
Si fn ∈ p ⇒ fn−1.f ∈ p, ya que p es primo, entonces fn−1 ∈ p o f ∈ p, por
lo que f ∈ p.

La siguiente proposición da una nueva definición de ℵ:

Proposición 1.5.2 Si ℵ es el nilradical de A entonces :

ℵ =
⋂
p<A

p:primo

p

Demostración

i.ℵ ⊆
⋂
p<A

p:primo

p

Sea f ∈ ℵ ⇒ ∃n ∈ N tal que fn = 0 ∈ p; ∀p : primo y p < A, por el lema
anterior f ∈ p,∀p : primo, por lo que .

f ∈
⋂
p<A

p:primo

p

ii.
⋂
p<A

p:primo

p ⊆ ℵ

Probaremos que:

∀f ∈
⋂
p<A

p:primo

p ⇒ f es nilpotente

lo que es equivalente a:

f no nilpotente ⇒ f /∈
⋂
p<A

p:primo

p

Sea
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i = {a ideal/n > 0 ⇒ fn /∈ a} ;

i es no vaćıo, ya que i continene al ideal 0( ya que si f no es nilpotente
∀n > 0, fn 6= 0 ⇒ fn /∈ 0).
Ahora sea C una cadena en i

J =
⋃

C∈ C

C

fn /∈ J puesto fn /∈ C
⇒ J es una cota superior de la cadena por el lema de Zorn hay un elemento
maximal (∃P).
Probaremos que P es primo.
Como P ∈ i y sean x, y /∈ P tenemos que P + (x) /∈ i y P + (y) /∈ i ya
que P ( P + (x), P ( P + (y) luego ∃n, m ∈ N tales que fn ∈ P + (x) y
fm ∈ P + (y)
⇒ fm+n ∈ P + (xy)
⇒ P + (xy) /∈ i
⇒ xy /∈ P

por tanto P es primo.
Ya que P es primo y P ∈ i

⇒ fn /∈ P

⇒ fn /∈
⋂
p<A

p:primo

p

De i) y ii) obtenemos la igualdad

ℵ =
⋂
p<A

p:primo

p

El radical de Jacobson < de A se define como la intersección de todos los
ideales maximales de A. Se puede caracterizar como sigue:

Proposición 1.5.3 . x ∈ < ⇔ 1− xy es una unidad en A para todo y ∈ A.

Demostración:
i)x ∈ < ⇒ 1− xy es una unidad en A para todo y ∈ A
Sea x ∈ <, y supóngase que 1 − xy no es unidad, ∃m maximal tal que
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1− xy ∈ m(por el corolario 1.5) y como x ∈ < ⊆ m

⇒ xy ∈ m ⇒ 1 ∈ m lo que es contradictorio.
⇒ 1− xy es unidad.

ii)1 − xy es una unidad en A para todo y ∈ A ⇒ x ∈ <, lo que equivale
a probar que: x /∈ < ⇒1− tx no es unidad para algún t ∈ A
Sea x /∈ < ⇒ existe m maximal tq x /∈ m entonces m ( m + (x) = (1)
⇒ ∃m ∈ m y t ∈ A tal que:
m + tx = 1
⇒ 1− tx ∈ m

⇒ 1− tx no es unidad para algún t ∈ A

1.6. Operaciones con ideales

Suma Si a, b son ideales en un anillo A, su suma a + b es el conjunto
de todos los x + y donde x ∈ a e y ∈ b. Es el menor ideal que contiene a

y b. De manera más general, se puede definir la suma
∑
i∈I

ai de una familia

cualquiera (que puede ser infinita) de ideales ai de A; sus elementos son todas
las sumas

∑
xi, donde xi ∈ ai para todo i ∈ I y las xi son casi todas cero (

es decir, todas salvo un conjunto finito).Es el menor ideal de A que contiene
todos los ideales ai.

Intersección. La intersección de una familia cualquiera (ai)i∈I de ideales
es un ideal. Aśı los ideales de A forman un ret́ıculo 1 completo respecto a la
inclusión.

Producto. El producto de dos ideales a, b en A es el ideal ab generado
por todos los productos xy, donde x ∈ a e y ∈ b. Es el conjunto de todas las
suma finitas

∑
xiyi donde cada xi ∈ a y cada yi ∈ b (es claro que ab ⊆ a y

ab ⊆ b). Análogamente se define el producto de cualquier familia finita de
ideales. En particular las potencias an(n > 0)es el ideal generado por todos
los productos x1x2...xn en los que cada factor xi pertenece a a.

Las tres operaciones que se han definido son todas conmutativas y asociati-
vas. Se tiene también la ley distributiva

1Un ret́ıculo es un conjunto parcialmente ordenado 〈L,≤〉 en el que todo par de ele-
mentos a, b ∈ L tiene una máxima cota inferior y una mı́nima cota superior.
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a(b + c) = ab + ac

Prueba:
Sean a, b, c ideales, tenemos que:

a(b + c) =

{
n∑

i=1

xiyi /xi ∈ a, yi ∈ (b + c)

}

=

{
n∑

i=1

xi (vi + wi) /xi ∈ a, vi ∈ b, wi ∈ c

}

=

{
n∑

i=1

xivi +
n∑

i=1

xiwi /xi ∈ a, vi ∈ b, wi ∈ c

}
y

(ab + ac) = {x + y /x ∈ ab, y ∈ ac}

=

{
n∑

i=1

viwi +
n∑

i=1

v′izi /vi, v
′
i ∈ a, wi ∈ b, zi ∈ c

}
por lo que para cualquier elemento de a(b + c) se tiene

n∑
i=1

xivi +
n∑

i=1

xiwi ∈ ab + ac, entonces a(b + c) ⊆ ab + ac

Por otro lado:

n∑
i=1

aibi =
n∑

i=1

ai (bi + 0)

n∑
i=1

a′ibi =
n∑

i=1

a′i (0 + ci)

por lo que:

ab + ac =

{
n∑

i=1

ai (bi + 0) +
n∑

i=1

a′i (0 + ci) / ai, a
′
i ∈ a; bi, 0 ∈ b; ci, 0 ∈ c

}
por lo tanto∑n

i=1 ai (bi + 0) +
∑n

i=1 a′i (0 + ci) ∈ a (b + c)

Entonces a(b + c) = ab + ac.
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Definición 1.6.1 . Dos ideales a, b se dice que son primos entre śı (o co-
maximales) si a + b = (1).

Para ideales primos entre śı se tiene a ∩ b = ab. Evidentemente dos ideales
a, b son primos entre śı, si y sólo si existen x ∈ a e y ∈ b tales que x + y = 1.

Definición 1.6.2 Sea a un ideal del anillo A y a, b ∈ A. Diremos que el
elemento a es congruente con b módulo a (denotado por: a ≡ b (mod a))
si a− b ∈ a. Aśı

a ≡ b (mod a) ⇔ a− b ∈ a ⇔ a + a = b + a

Definición 1.6.3 . Sean A1, ..., An anillos. Su producto directo

A =
n∏

i=1

Ai

es el conjunto de todas las sucesiones x = (x1, ..., xn) con xi ∈ Ai(1 ≤ i ≤ n)
y la suma y producto componente a componente. A es un anillo conmutati-
vo con elemento unidad (1, 1, ..., 1). Se tienen las proyecciones pi : A → Ai

definidas por pi(x) = xi son homomorfismo de anillos.

Sea A un anillo y a1, ..., an ideales de A. Se define un homorfismo

φ : A →
n∏

i=1

(A/ai)

por la regla φ (x) = (x + a1, ..., x + an.)

Proposición 1.6.1 1. Si ai, aj son primos entre śı cuando i 6= j, en-
tonces

∏
ai = ∩ai.

2. φ es suprayectiva ⇐⇒ ai, aj son primos entre śı cuando i 6= j

3. φ es inyectiva ⇐⇒ ∩ai = (0).

Demostración
1. Por inducción respecto a n.
Para n = 2 sabemos que si a1, a2 son primos entre śı cuando i 6= j entonces

a1a2 = a1

⋂
a2
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supongamos cierto para n− 1:

a1, a2, ..., an−1 y sea b =
n−1∏
i=1

ai =
n−1⋂
i=1

ai.

Puesto que ai + an = (1); (1 ≤ i ≤ n − 1) tenemos que xi + yi = 1 ;
xi ∈ ai yi ∈ an entonces xi = 1− yi

por lo que

x1.x2...xn−1 = (1− y1)(1− y2)...(1− yn−1)

= 1− k; k ∈ an

entonces:

x1.x2...xn−1 + k = 1

(b) + (an) = 1

b + an = 1

la ultima igualdad implica:

b.an = b ∩ an

pero

b.an =
n−1⋂
i=1

ai

⋂
an

=
n⋂

i=1

ai

y

b.an =

(
n−1∏
i=1

ai

)
an

=
n∏

i=1

ai

obtenemos la conclusión deseada.

2. Primero probaremos que si φ es sobreyectiva entonces ai, aj son primos
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entre śı .
Si φ es sobreyectiva entonces existe x ∈ A tal que:

φ(x) = (0, 0, ..., 1, ..., 0) 1 en la i-esima posición y 0 para j 6= i

= (0 + a1, 0 + a2, ..., 1 + ai, ..., 0 + an)

= (x + a1, x + a2, ..., x + an) por definición de la función.

tenemos que:
x + a1 = 0 + a1 → x ≡ 0(mod a1) ⇒ x ∈ a1

.

.

.
x + ai = 1 + ai → x ≡ 1(mod ai) ⇒ x− 1 ∈ ai

x + ai+1 = 0 + ai+1 → x ≡ 0(mod ai+1) ⇒ x ∈ ai+1

.

.

.
x + an = 0 + an → x ≡ 0(mod an) ⇒ x ∈ an

entonces:

1 = (1− x) + x ∈ ai + aj ⇒ ai y aj son primos relativos.

Ahora probaremos que si ai y aj son primos relativos entre śı entonces
existe x ∈ A tal que φ(x) = (0, 0, ..., 1, ..., 0) con 1 en la i-ésima posición.
Como ai y aj son primos relativos entonces:

ai + aj = (1)

⇒ ui + vj = 1; ui ∈ a1 y vj ∈ aj

sea : x =
n∏

k=1k 6=i

vk ⇒ x =
∏

(1− uk) = 1− U ; U ∈ ai

⇒ x ≡ 1(mod ai)
y también:

x =
n∏

k=1k 6=i

vk = V ; V ∈ aj ⇒ x ≡ 0 (modaj)

⇒ φ(x) = (0, 0, ..., 1, ..., 0) con 1 en la i-ésima posición.
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3. φ es inyectiva ⇔ ∩ai = (0)
Sea x ∈ Ker (φ) entonces:

φ(x) = 0

= (x + a1, x + a2, ..., x + an)

= (a1, a2, ..., an)

⇒ x ∈ ∩ai

⇒ Ker (φ) ⊆ ∩ai.

Ahora sea x ∈ ∩ai

φ(x) = (x + a1, x + a2, ..., x + an)

= (a1, a2, ..., an)

= 0

⇒ x ∈ Ker (φ)
⇒ ∩ai ⊆ Kerφ.
tenemos entonces:

Ker (φ) = ∩ai

pero sabemos que:

φ es inyectiva⇔ ker (φ) = {0}

de ah́ı que:

φ es inyectiva ⇔ ∩ai = (0)

Proposición 1.6.2 . i)Sean p1, ..., pn ideales primos y sea a un ideal con-
tenido en

⋃n
i=1 pi. Entonces a ⊆ pi, para algún i.

ii) Sean a1, ..., an ideales y sea p un ideal primo que contiene
⋂n

i=1 ai. Entonces
p ⊇ ai para algún i. Si p =

⋂
ai entonces p = ai para algún i.

Demostración.
i) Por inducción respecto a n en la forma

a 6⊆ pi (1 ≤ i ≤ n) ⇒ a 6⊆
n⋃

i=1

pi
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Para n = 1

i = 1 ⇒ a 6⊆ p1 ⇒ a 6⊆
1⋃

i=1

pi = p1.

supongamos que se cumple para n− 1,n > 1.

a 6⊆ pi (1 ≤ i ≤ n− 1) ⇒ a 6⊆
n−1⋃
i=1

pi

⇒ para cada i ∃xi ∈ a tal que xi /∈ pj para j 6= i.
∀i sea pj, i 6= j, n− 1 ideales, como a 6⊆ pj,∀i 6= j
⇒ ∃!xi ∈ a y xi /∈ pj, i 6= j

Si xi /∈ pi ⇒ xi /∈
n⋃

i=1

pi

⇒ a 6⊆
n⋃

i=1

pi

Si para algún xi /∈ pj, i 6= j, ya está demostrado.
Si no, entonces xi ∈ pi,∀i, considérese el elemento

y =
n∑

i=1

x1.x2...xi−1xi+1xi+2...xn tenemos que:

x1 ∈ p1, x1 /∈ pj, j 6= 1
x2 ∈ p2, x2 /∈ pj, j 6= 2
...
xi ∈ p1, xi /∈ pj, j 6= i

por lo que y ∈ a y y /∈ pi pot tanto a 6⊆
n⋃

i=1

pi

ii) supongamos que ai 6⊆ p ∀i, entonces ∃xi ∈ ai tal que xi /∈ p (1 ≤ i ≤ n)
Sea y =

∏
xi = x1 × x2 × ...× xn ∈

∏
ai ⊆ ∩ai pero

∏
xi /∈ p

⇒ p 6⊇ ∩ai.

Finalmente si p = ∩ai, p ⊆ ai ∀i, pero también p ⊇ aj para algún j, por lo
tanto p = aj para algún j.

Teorema 1.6.1 Teorema Chino del resto. Sean a1, a2, a3, ..., an ideales de A
tales que ai + aj = A, i 6= j. Entonces, dados b1, b2, ..., bn ∈ A existe r ∈ A
tal que r ≡ bi(mod ai) para cada i ≤ i ≤ n
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Demostración.

Consideremos la relación:
ai + aj = A ⇒ 1 = xi + yj, xi ∈ ai, yi ∈ aj, por lo que:

1 =
n∏

j=1

(xi + yj) , i 6= j

= (xi + y1)(xi + y2)...(xi + yi−1)(xi + yi+1)...(xi + yn)

= U + y1y2..yi−1yi+1...yn ∈ ai +
n∏

j=1

aj, i 6= j

⇒ ∃zi ∈ A tal que zi − 1 ∈ ai y zi − 0 ∈
n∏

j=1

aj ⊆ aj, 1 ≤ j ≤ n, i 6= j

⇒ zi − 1 ∈ ai y zi ∈ aj, ∀i 6= j.
Entonces el elemento r = b1z1 + b2z2 + ... + bnzn cumple que:

r − bi = b1z1 + b2z2 + ... + zibi + ... + bnzn − bi

= b1z1︸︷︷︸
∈ai

+ b2z2︸︷︷︸
∈ai

+... + bi(zi − 1)︸ ︷︷ ︸
∈ai

+... + bnzn︸︷︷︸
∈ai

⇒ r − bi ∈ ai,∀i 6= j
⇒ r ≡ bi(mod ai).

Corolario 1.6.1 Sean a1, a2, a3, ..., an ideales de A tales que ai + aj = A,
i 6= j. Entonces:

A/(
n⋂

i=1

ai) ∼=
n∏

i=1

(A/ai)

Demostración

Tenemos el homomorfismo: φ : A →
n∏

i=1

(A/ai), definido por: φ (x) = (x + a1, ..., x + an.)

donde, Ker(φ) = a1 ∩ a2 ∩ ... ∩ an, por lo que φ inuduce el homomorfismo

ϕ : A/(
n⋂

i=1

ai) →
n∏

i=1

(A/ai), definido por: ϕ(x + ∩ai) = (x + a1, x + a2, ..., an),

veamos si ϕ es sobreyectiva.

Sea (b1 + a1, b2 + a2, ..., bn + an) ∈
n∏

i=1

(A/ai), por el teorema anterior existe
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r ∈ A tal que r ≡ bi(mod ai) para todo i. Aśı,

ϕ(r + ∩ai) = (r + a1, r + a2, ..., r + an)

= (b1 + a1, b2 + a2, ..., bn + an)

por lo que ϕ es sobreyectiva, aplicando el primer teorema de ismomorf́ıa 2

tenemos que: A/(
n⋂

i=1

ai) ∼=
n∏

i=1

(A/ai).

Definición 1.6.4 . Si a, b son ideales en el anillo A, llamaremos ideal co-
ciente al conjunto

(a : b) = {x ∈ A : xb ⊆ a}

que es un ideal. En particular (0 : b) se denomina el anulador de b y se indica
por Ann(b): es el conjunto de todos los x ∈ A tales que xb = 0. Con esta
notación el conjunto de todos los divisores de cero en A es

D =
⋃
x6=0

Ann(x).

Propiedades.
i) a ⊆ (a : b)

ii)(a : b)b ⊆ a

iii)((a : b) : c) = (a : bc) = ((a : c) : b)

iv)

(⋂
i

ai : b

)
=
⋂
i

(ai : b)

v)

(
a :
∑

i

bi

)
=
⋂
i

(a : bi)

Prueba.
i) a ⊆ (a : b)

Sabemos que: (a : b) = {x ∈ A : xb ⊆ a} y xb = {xy : y ∈ b}
Sea x ∈ a, y ∈ b ⇒ xy ∈ a por lo que xb ⊆ a.

ii)(a : b)b ⊆ a

2Si f : A → B es un homomorfismo de anillos, entonces f induce un isomorfimo
A/Ker(f) ∼= Imf
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Sabemos que (a : b)b = {
∑

i xiyi : xi ∈ (a : b) ∧ yi ∈ b}
Es suficiente probar que para xy con x ∈ (a : b) ∧ y ∈ b, xy ∈ a

Si x ∈ (a : b) ∧ ∀y ∈ b ⇒ xy ∈ a, entonces para cualquier
∑

i xiyi ∈ a

iii)((a : b) : c) = (a : bc) = ((a : c) : b)

Probaremos primero que ((a : b) : c) = (a : bc)

a)Sea x ∈ ((a : b) : c) ⇒ (xc)b ⊆ a, entonces ∀ c ∈ c, b ∈ b, (xc)b ∈ a ya que
estamos trabajando con anillos conmutativos tenemos que
x(bc) ∈ a

⇒ x ∈ (a : bc)
⇒ ((a : b) : c) ⊆ (a : bc)

b)sea x ∈ (a : bc) = {x ∈ A/x(bc) ⊆ a} entonces ∀b ∈ b ∧ c ∈ c, x(bc) ∈ a

⇒ (xc)b ∈ a

⇒ xc ∈ (a : b)
⇒ x ∈ ((a : b) : c)
⇒ (a : bc) ⊆ ((a : b) : c).

De a) y b) obtenemos ((a : b) : c) = (a : bc).

Ahora probemos ((a : b) : c) = ((a : c) : b)

c) Sea x ∈ ((a : b) : c), entonces ∀c ∈ c ∧ b ∈ b tenemos
(xc)b ∈ a

⇒ (xb)c ∈ a

⇒ xb ∈ (a : c)
⇒ x ∈ ((a : c) : b)
⇒ ((a : b) : c) ⊆ ((a : c) : b)

d)Sea x ∈ ((a : c) : b) entonces ∀c ∈ c ∧ b ∈ b tenemos (xb)c ∈ a

⇒ (xc)b ∈ a ⇒ xc ∈ (a : b) ⇒ x ∈ ((a : b) : c)
por lo que ((a : c) : b) ⊆ ((a : b) : c)

iv)

(⋂
i

ai : b

)
=
⋂
i

(ai : b)

Nótese que:

(∩iai : b) = {x ∈ A : xb ⊆ ∩iai}
∩i(ai : b) = ∩i {x ∈ A : xb ⊆ ai}
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Sea x ∈ (∩iai : b) ⇔ xb ⊆ ∩iai

⇔ xb ⊆ ai, ∀i
⇔ x ∈ (ai : b), ∀i
⇔ x ∈ ∩i(ai : b)

v)

(
a :
∑

i

bi

)
=
⋂
i

(a : bi)

Sea x ∈

(
a :
∑

i

bi

)
⇒ x

∑
i

bi ⊆ a

⇒ x(b1 + b2 + ... + bn) ∈ a ∀
n∑

i=1

bi ∈
∑

i

bi

⇒ (xb1 + xb2 + ... + xbn) ∈ a

Pero ∀j, ∀bj ∈ bj ⊆
∑

i bi tendremos que:

xbj ∈ a ⇒ xbj ⊆ a

⇒ x ∈ (a : bj),∀i
⇒ x ∈ ∩i(a : bi)

por lo que (a :
∑

i bi) ⊆
⋂

i(a : bi)

Ahora sea x ∈
⋂
i

(a : bi) ⇒ xbi ⊆ a, ∀i

⇒ ∀i ∧ ∀bi ∈ bi, xbi ∈ a

⇒ ∀
n∑

i=1

bi ∈
∑

i

bi, x

n∑
i=1

bi ∈ a

⇒ x
∑

i

bi ⊆ a

⇒ x ∈ (a :
∑

i

bi)

por lo que
⋂

i(a : bi) ⊆ (a :
∑

i bi)

Definición 1.6.5 . Si a es un ideal de A, el radical de a es
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r(a) = {x ∈ A : xn ∈ a para algún n > 0}

El radical de a es un ideal de A, ya que:

Si ϕ : A :→ A/a es el homomorfismo canónico, entonces:

ℵA/a = {x + a/ ∃n > 0 tq. (x + a)n = a}

pero

(x + a)n = a ⇔ xn + a = a

⇔ xn ∈ a

⇔ x ∈ r(a)

por lo que:

ϕ−1(ℵA/a) =
{
x ∈ A / ϕ(x) ∈ ℵA/a

}
=

{
x ∈ A / x + a ∈ ℵA/a

}
= {x ∈ a / xn ∈ a}
= r(a)

ya que ℵA/a es un ideal, por el teorema (1.2.1) r(a) es un ideal de A.

Propiedades
i)a ⊆ r(a)

ii)r(r(a)) = r(a)

iii)r(ab) = r(a ∩ b) = r(a) ∩ r(b)

iv)r(a + b) = r(r(a) + r(b))

v)r(a) = (1) ⇔ a = (1)

vi)si p es primo, r(pn) = p para todo n > 0.

Demostración

i)a ⊆ r(a)

Sea x ∈ a ⇒ x1 ∈ a

⇒ x ∈ r(a)

⇒ a ⊆ r(a)
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ii)r(r(a)) = r(a)

Por i) tenemos que r(a) ⊆ r(r(a))

Sea x ∈ r(r(a)) ⇒ ∃n ∈ N tq. xn ∈ r(a)

⇒ ∃m ∈ N tq. (xn)m ∈ a

⇒ x ∈ r(a)

por lo que r(r(a)) ⊆ r(a)

iii)r(ab) = r(a ∩ b) = r(a) ∩ r(b)

1. r(ab) = r(a) ∩ r(b)

Sea x ∈ r(ab) ⇒ ∃n ∈ N tq. xn ∈ ab

⇒ xn ∈ a y xn ∈ b

⇒ x ∈ r(a) y x ∈ r(b)

⇒ x ∈ r(a) ∩ r(b)

por lo que r(ab) ⊆ r(a) ∩ r(b)

Sea x ∈ r(a) ∩ r(b) ⇒ x ∈ r(a) y x ∈ r(b)

⇒ ∃n, m ∈ N tales que xn ∈ a y xm ∈ b

⇒ xnxm ∈ a y xnxm ∈ b

⇒ xn+m ∈ ab

⇒ x ∈ r(ab)

por lo que r(a) ∩ r(b) ⊆ r(ab).

2.r(a ∩ b) = r(a) ∩ r(b)

Sea x ∈ r(a) ∩ r(b) ⇒ x ∈ r(a) y x ∈ r(b)

⇒ ∃n, m ∈ N tales que xn ∈ a y xm ∈ b

⇒ xnxm ∈ a ∩ b

⇒ x ∈ r(a ∩ b)

por lo que r(a) ∩ r(b) ⊆ r(a ∩ b)

Sea x ∈ r(a ∩ b) ⇒ ∃n ∈ N tq. xn ∈ a ∩ b

⇒ xn ∈ a y xn ∈ b

⇒ x ∈ r(a) y x ∈ r(b)

⇒ x ∈ r(a) ∩ r(b)
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por lo que r(a ∩ b) ⊆ r(a) ∩ r(b)

iv)r(a + b) = r(r(a) + r(b))

Sabemos que a ⊆ r(a) y b ⊆ r(b) entonces a + b ⊆ r(a) + r(b), luego por
i) r(a + b) ⊆ r(r(a) + r(b))

Sea x ∈ r(r(a) + r(b)) ⇒ ∃n ∈ N tq. xn ∈ r(a) + r(b)
⇒ xn = y + z con y ∈ r(a) y z ∈ r(b) por lo que ∃m, t ∈ N tales que ym ∈
a y zt ∈ b.
Pero
(y +z)m+t = ym+t +C1y

m+t−1z +C2y
m+t−2z2 + ...+Cty

mzt +Ct+1y
m−1zt+1 +

Ct+2y
m−2zt+2 + ... + Ct+mzt+m

y ym+t+C1y
m+t−1z+C2y

m+t−2z2+...+Cty
mzt ∈ a, Ct+1y

m−1zt+1+Ct+2y
m−2zt+2+

... + Ct+mzt+m ∈ b

entonces (y + z)m+t ∈ a + b ⇒ (xn)m+t = (y + z)m+t ∈ a + b

⇒ x ∈ r(a + b)
por lo que r(r(a) + r(b)) ⊆ r(a + b)

v)r(a) = (1) ⇔ a = (1)

Si r(a) = (1) entonces 1n ∈ a ⇒ 1 ∈ a ⇒ a = (1)

Si a = (1) por i) (1) ⊆ r(a) ⇒ r(a) = 1

vi)Si p es primo, r(pn) = p para todo n > 0.

Por inducción.
Para n = 1 veamos que r(p) = p, sabemos por i) que p ⊆ r(p).
Ahora sea x ∈ r(p) ⇒ ∃n ∈ N tq. xn ∈ p ⇒ x ∈ p ⇒ r(p) ⊆ p

por lo que r(p) = p

Supongamos que se cumple para n− 1 es decir

r(pn−1) = p

probemos que es cierto para n

r(pn) = r(pn−1.p)

= r(pn−1 ∩ r(p) por iii

= p ∩ p

= p

Por lo que r(pn) = p para n > 0

Proposición 1.6.3 . El radical de un ideal a es la intersección de los ideales
primos que contienen a.
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Demostración.

Sea A/a y x + a un elemento nilpotente ⇒ ∃n ∈ N tal que

xn + a = a

⇔ xn ∈ a

x ∈ r(a)

Y sabemos que ℵA/a =
⋂

p̄i con p̄i ideal primo de A/a

por (1.2.1) tenemos que :

ϕ−1
(
ℵA/a

)
= r (a)

ϕ−1
(⋂

p̄i

)
=

⋂
pi

por lo que r (a) =
⋂

pi.

En general, se puede definir el radical r (E) de cualquier subconjunto E de
A de la misma forma. Generalmente no es un ideal.

Se tiene r

(⋃
α

Eα

)
=
⋃
α

r (Eα), para cualquier familia de subconjuntos Eα

de A.
Ya que:

x ∈ r (∪αEα) ⇔ xn ∈
⋃
α

Eα

⇔ xn ∈ Eαi
; para algún i

⇔ x ∈ r (Eα)

⇔ x ∈
⋃
α

r (Eα)

Proposición 1.6.4 . D =conjunto de divisores de cero A =
⋃
x 6=0

r(Ann(x)).

Demostración

Sea D el conjunto de todos los divisores de cero en A, D =
⋃
x 6=0

Ann(x).
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Entonces A/D no tiene divisores de cero ⇒ D es primo

⇒ D = r(D)

= r

(⋃
x 6=0

Ann (x)

)
=

⋃
x 6=0

r (Ann (x))

Proposición 1.6.5 Sean a, b ideales de un anillo A tales que r(a), r(b) son
primos entre śı. Entonces a, b son primos entre śı.

Demostración

Sabemos que:

r(a + b) = r(r(a) + r(b))

= r(1)

= (1)

por tanto a + b = (1) por v).

1.7. Extensión y Contracción

Sea f : A 7−→ B un homomorfismo de anillos. Si a es un ideal en A,
el conjunto f(a) no es necesariamente un ideal en B (por ejemplo, sea f la
inyección de Z en Q, el cuerpo de los racionales, y sea a cualquier ideal no
nulo de Z.

Definición 1.7.1 Sea f : A 7−→ B un homomorfismo de anillos y a un ideal
en A, la extensión de a es el ideal Bf(a) generado por f(a) en B, y se
denota por ae.

En forma más expĺıcita se puede definir ae como el conjunto de todas las
sumas

∑
yif(xi) donde xi ∈ a, yi ∈ B.

Definición 1.7.2 Si b es un ideal de B, entonces f−1 (b) es siempre un ideal
de A, llamado la contracción bc de b.
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Si b es primo, entonces bc es primo. Si a es primo ae no ha de ser necesaria-
mente primo (por ejemplo, f : Z 7−→ Q, a 6= 0; entonces ae = Q, que no es
un ideal primo).

Proposición 1.7.1 Sea f : A 7−→ B un homomorfismo de anillos, a es un
ideal en A y b un ideal de B. Entonces:

1. a ⊆ aec, b ⊇ bce;

2. bc = bcec, ae = aece;

3. Si C es el conjunto de los ideales contráıdos en A y si E es el con-
junto de los ideales extendidos en B,entonces C = {a|aec = a}, E =
{b|bce = b} y a 7−→ ae es una aplicación biyectiva de C sobre E,
cuya inversa es b 7−→ bc

Demostración

1. i) a ⊆ aec. Sabemos que ae = {
∑

yif(xi) : xi ∈ a; yi ∈ B}.
Sea x ∈ a y

f :A−→ B
x 7→ f(x) = y; y ∈ B

entonces
1∑

i=1

1.f(x) = f(x) ∈ ae ⇒ x ∈ aec.

Por lo que a ⊆ aec.

ii) b ⊇ bce. Sea α ∈ bce entonces α =
∑

i yif(xi); yi ∈ B, xi ∈ bc asi f(xi) ∈
b ⇒

∑
yif(xi) ∈ b ⇒ α ∈ b.

Por lo que b ⊇ bce.

2.i)bc = bcec, de 1. sabemos que b ⊇ bce por lo que bc ⊇ bcec, ademas bc es
un ideal de A, si hacemos a = bc de 1. obtenemos que bc ⊆ bcec.
Por lo que bc = bcec.

ii)ae = aece, de 1. sabemos que a ⊆ aec por lo que ae ⊆ aece, si hacemos b = ae

en 1. tenemos que aece ⊆ ae,por lo que ae = aece.

3.Para C: Si a ∈ C ⇒ a = bc = bcec = aec y si a = aec ⇒ a es una contracción
de ae

Para E: Si b ∈ E ⇒ b = ae = aece = bce, y si b = bce ⇒ b es una extensión
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de bc.

Por lo que las aplicaciones

ϕ1 : C−→E
a 7→ ae

y
ϕ2 : E−→C

b 7→ bc

son tales que: ϕ1 ◦ ϕ2 = 1E y ϕ2 ◦ ϕ1 = 1C
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Caṕıtulo 2

Espacios Topológicos

2.1. Definición de espacio topológico

Definición 2.1.1 : Dado un conjuntoX, = es una topoloǵıa de X si satis-
face:

= ⊆ P (X) = {A ⊆ X}

φ,X ∈ =

{Aα}α∈B tal que ∀α ∈ B : Aα ∈ = ⇒
⋃
α∈B

Aα ∈ =

{Aj}n
j=1 tal que ∀1 ≤ j ≤ n : Aj ∈ = ⇒

n⋂
j=1

AJ ∈ =

Notación:

Si A ∈ = diremos que A es abierto.

(X,=): espacio topológico.

Definición 2.1.2 Sea E subconjunto de X, E es cerrado si y solo si Ec ∈
=.

Definición 2.1.3 : Sea x ∈ X, U es un vecindario de x si ∃V ∈ = tal
que x ∈ V ⊆ U .

Definición 2.1.4 : Un punto x ∈ X es un punto interior de S si S es un
vecindario de x.
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El conjunto de puntos interiores de S es llamado el interior de S y es deno-
tado por int(S), es evidente que int(s) ⊂ S.

Teorema 2.1.1 . Un subconjunto S de un espacio topológico X es abierto
si y sólo si S = int(S), esto es, si y sólo si S es un vecindario de cada uno
de sus puntos.

Teorema 2.1.2 . Si S es un subconjunto de un espacio topológico X, en-
tonces int(S) es un subconjunto abierto de X. En otras palabras, int(int(S)) =
int(S).

Definición 2.1.5 : Sea x ∈ X , S ⊂ Xy (X,=) diremos que x es adherente
a S si ∀V : vecindario de x: V ∩S 6= φ, es decir, S contiene a cada vecindario
de x.

El cierre de S, denotado por S̄, es el conjunto de puntos en X que son ad-
herentes a S, evidentemente S ⊆ S̄.

Teorema 2.1.3 .Un subconjunto S de un espacio topológico X es cerrado si
y sólo si S = S̄.

Teorema 2.1.4 Si S es un subconjunto de un espacio topológico X entonces
S̄ es cerrado, esto es, ¯̄S = S̄.

Definición 2.1.6 Una definición alternativa de cierre de un conjunto es la
siguiente:

Sea S ⊆ X el cierre de S es el conjunto cerrado más pequeño que contiene a
S. i.e.,

S̄ =
⋂
{D : cerrado y S ⊂ D}

Prueba
i. S̄ ⊆

⋂
D.

Supongamos que x ∈ S̄ y x /∈ D, desde que cada conjunto D es cerrado,
⋂

D
es un conjunto cerrado
⇒ x /∈

⋂
D ⇒ x ∈ (

⋂
D)c donde (

⋂
D)c es un conjunto abierto

∃G :vecindario de x tal que:

G ∩ (
⋂

D) = φ
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⇒ G ∩ S = φ

⇒ x /∈ S̄

lo que es contradictorio por lo que x ∈
⋂

D.

ii.
⋂

D ⊆ S̄
Si x /∈ S̄ ⇒ ∃N : vecindario de x tal que

N ∩ S 6= φ

⇒ N c es uno de los conjuntos D, desde que x /∈ N c también x /∈
⋂

D.

Definición 2.1.7 :Una sucesion de puntos {xi} en un espacio topológico
Xconverge a x ∈ X si, para cada vecindario abierto U de x, existe un entero
N tal que xi ∈ U para i > N .

Teorema: Si S es un subconjunto de un espacio topologico X y si una suce-
sion {xi}∞i=1 en S converge a x ∈ X, entonces x ∈ S̄.

2.2. Subespacio Topológico

Sea (X,=) un espacio topológico y sea S un subconjunto de X.Entonces
la familia

ϕ = {S ∩ A : A ∈ =}

de subconjuntos de S es una topoloǵıa de S
En efecto:

A = φ ∈ = ⇒ S ∩ φ = φ ∈ ϕ

A = X ∈ = ⇒ S ∩X = S ∈ ϕ

∀β ∈ B; Uβ ∈ ϕ es de la forma Uβ = S ∩ Aβ con Aβ ∈ = entonces
tenemos que:

⋃
β

Uβ =
⋃
β

S ∩ Aβ

= S ∩
⋃

Aβ ∈ ϕ
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⇒
⋃
β

Uβ ∈ ϕ

∀i ≤ j ≤ n Uj ∈ ϕ tenemos que Uj = S ∩ Aj con Aj ∈ = entonces:

⋂
j

Uj =
⋂
j

(S ∩ Aj)

= S ∩

(⋂
j

Aj

)

ya que
⋂

j Aj ∈ = ⇒
⋂

j Uj ∈ ϕ

Dicha topoloǵıa es llamada topoloǵıa relativa inherente de (X,=).Los con-
juntos V ∈ ϕ son subconjuntos relativamente abiertos de S y los conjuntos
V c, V ∈ ϕ son subconjuntos relativamente cerrados de S.

El espacio (S, ϕ) es llamado sub-espacio de (X,=)

2.3. Funciones Continuas

Definición 2.3.1 Sean (X,=X) y (Y,=Y ) dos espacios topológicos, y sea
f : (X,=X) → (Y,=Y ), f es continua en un punto x ∈ X si ∀V ∈ =Y ,
f(x) ∈ V existe U ∈ =X tal que x ∈ U y f(U) ⊆ V

Propiedades de separación de funciones continuas

Definición 2.3.2 Dos subconjuntos disjuntos E y W disjuntos de un espacio
topológico X son:

1. separables por conjuntos abiertos,si exiten dos conjuntos abiertos
disjuntos U y V que satisfacen: E ⊆ U y W ⊆ V .

2. separables por una funcion continua, si existe una función con-
tinua f : X → [0, 1] tal que f(a) = 0 pra cada a ∈ Ey f(b) = 1 para
cada b ∈ W .

Homeomorfismos

Definición 2.3.3 Sean (X,=)y (Y, ϕ) dos espacios topologicos,y sea f :
X → Y , f es un Homeomorfimo si:

1. f es continua.
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2. f es biyectiva.

3. f−1 es continua.

2.4. Base de una topoloǵıa

Sea B = {Uα}α∈A tal que ∀α ∈ A: Uα ∈ = i.e. B ⊆ = es llamada base de
la topoloǵıa = si ∀V ∈ =,

V =
⋃

Uα∈B
Uα⊆V

Uα

2.5. Axiomas de separación

Espacio T1. Un espacio topológico X es un espacio T1 si para cada par
de puntos distintos x, y ∈ X, existe un conjunto abierto U que contiene a y
tal que x 6= U .

Lema 2.5.1 : El espacio topológigo X es T1 si y solo si ∀x ∈ X : x es
cerrado.

Epacio T2. El espacio topológico X es T2 o espacio Hausdorff, si para
cada par de puntos distintos x, y ∈ X, existen conjuntos abiertos disjuntos
U y V tal que x ∈ U y y ∈ V . Evidentemente un espacio T2 es un espacio
T1.

Espacio regular. El espacio X es regular si para cada subconjunto cer-
rado E de X y cada punto x ∈ Ec, existen conjuntos abiertos U y V tal que
E ⊂ U y x ∈ V .

Espacio T3. El espacio X es T3 si es un espacio regular y T1.Evidentemente
un espacio T3 es un espacio T1.

Espacio normal. El espacio X es normal si para cada E y F subcon-
juntos disjuntos cerrados de X, existen conjuntos abiertos disjuntos U y V
tal que E ⊆ U y F ⊆ V .
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Espacio T4. Un espacio X es T4 si es un espacio T1 y normal, cada espa-
cio T4 es un espacio T3.

Lema 2.5.2 (Lema de Uryshon) Sea X un espacio topológico. Las siguientes
condiciones son equivalentes:

1. X es espacio normal.

2. Si A es un subconjunto cerrado y V un subconjunto abierto de X que
satisfacen A ⊆ V , entonces un abierto W tq A ⊆ W ⊆ W̄ ⊆ V .

3. Cada par de conjuntos cerrados disjuntos pueden ser separdos por una
función continua.

4. Si C es un subconjunto cerrado de X y f : C → [0, 1] es una función
continua entonces existe una extensión continua de f para todo X con
valores en [0, 1]

2.6. Compacidad

Definición 2.6.1 Sea {Uα}α∈A tal que ∀α ∈ A, Uα ∈ = : X =
⋃
α∈A

Uα es

llamada una cubierta del espacio X

Definición 2.6.2 Sea {Uα}α∈A una cubierta de X, el conjunto {Uα1 , ..., Uαn}αi∈A

tal que X =
n⋃

i=1

Uαi
es llamada subcubierta finita de X

Definición 2.6.3 Un espacio X es compacto si ∀ {Uα}α∈A cubierta de X
existe {Uα1 , ..., Uαn}αi∈A: una subcubierta finita de X.

Teorema 2.6.1 Sea X un espacio topológico compacto y S ⊆ X, S cerrado
⇒ S es compacto.

Demostración

Consideremos una cubierta de S, {Uα}α∈I tal que ∀α ∈ I: Uα ∈ = y

S ⊆
⋃
α∈I

Uα.

Ahora definamos para todo α ∈ I, Vα := Uα ∪ Sc ∈ =, por lo que si

S ⊆
⋃
α∈I

Uα ⇒ X ⊆
⋃
α∈I

Vα.
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Ya que X es compacto ⇒ ∃Vα1 , Vα2 , ..., Vαn tal que X ⊆
n⋃

i=1

Vαi
.

Entonces tenemos que:

S = X − Sc ⊆
n⋃

i=1

Vαi
− Sc

=

(
n⋃

i=1

Vαi
− Sc

)

⊆
n⋃

i=1

Uαi

⇒ S es compacto.

Teorema 2.6.2 Si X es un espacio topológico compacto y Hausdorff en-
tonces X es un espacio normal.

Sean S, T cerrados tales que S ∩ T = φ ⇒ t ∈ T : ∀s ∈ S, s 6= t,ya que X es
Hausdorff existen Us, Vs subconjuntos abiertos de X tales que Us∩Vs = φ con
t ∈ Us y s ∈ Vs. Lo que implica que para todo s ∈ S existe Vs abierto en X tal
que s ∈ Vs ⇒ s ⊆

⋃
Vs, ya que X es compacto existe una subcubierta finita,

es decir S ⊆
n⋃

i=1

Vsi
= Vt, además t ∈

n⋂
i=1

Usi
= Ut, tenemos que: Vt ∪ Ut = φ.

Por lo que para todo t ∈ T ∃Ut y Vt abiertos en X tales que: Vt ∩ Ut =
φ; con t ∈ Ut y S ⊆ Vt ⇒ T ⊆

⋃
Ut, ya que X es Hausdorff entonces

T ⊆
n⋃

i=1

Uti = U , y S ⊆
⋂

Vti = V ⇒ U ∩ V = φ.

Hemos probado que para S y T conjuntos cerrados disjuntos existen U y V
abiertos tales que S ⊆ V y T ⊆ U y U ∩ V = φ, por lo que X es un espacio
normal.

Teorema 2.6.3 Sea f : X → Y una función continua y biyectiva. Si X es
compacto y Y es Hausdorff entonces f es un homeomorfismo.
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2.7. Irreducibilidad

Definición 2.7.1 Un espacio topológico X se dice que es irreducible si X 6=
φ y si para cada par de conjuntos abiertos no vaćıos en X se cortan, o si
X = F ∪Gcon F, G cerrados F = X ó G = X.

Diremos que una parte E de un espacio topológico X es irreducible si el sube-
spacio E de X es irreducible. Para que esto sea aśı es necesario y suficiente
que, para todo par de conjuntos U, V abiertos en X que corten a E, U ∩ V
corte tambien a E, o que, para todo par de conjuntos, F, G cerrados en X
tales que E ⊂ F ∪G , entonces E ⊂ F o E ⊂ G.

Proposición 2.7.1 Sea (X,=) un espacio topológico no vaćıo. Las
siguientes condiciones son equivalentes:

1. X es irreducible;

2. todo conjunto abierto no vaćıo en X es denso en X;

3. todo conjunto abierto de X es conexo

Demostración

1. ⇒ 2. Sea U ∈ =, ya que X es irreducible ∀V ∈ =, U ∩ V 6= φ ⇒ U es
denso.

3. ⇒ 1. Probemos que si X no es irreducible entonces ∃U no conexo.
Si X no es irreducible ∃U1, U2 abiertos tales que U2 ∩ U2 = φ entonces
U = U1 ∪ U2 es no conexo.

1. ⇒ 3. Probemos que si ∃U ∈ =, U no conexo entonces X no es irreducible
∃U no conexo ⇒ ∃V1, V2 ∈ =U ⊆ = tal que U = V1 ∪ V2 y V1 ∩ V2 = φ ⇒
∃Vi, Vj ∈ = tal que Vi ∩ Vj = φ, por lo que X no es irreducible.

Proposición 2.7.2 Sea X un espacio topológico.

1. Y es un subespacio irreducible de X ⇔ la clausura Ȳ de Y en X es
irreducible.

2. Cada subespacio irreducible de X está contenido en un subespacio
maximal irreducible.
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Demostración

Sea T = {Y/Y ⊆ X : Y irreducible en X} y C una cadena de partes de T
tal que Ci, Cj ∈ C ⇒ Ci ⊆ Cj ó Cj ⊆ Ci.

Sea J =
⋃

C∈C

C mostraremos que J es irreducible.

Sean U, V abiertos en X tales que: U ∩ J 6= ϕ y V ∩ J 6= ϕ (dos conjuntos
abiertos no vacios en J).

⇒ ∃F ∈ C tq. U ∩ V ∩ F 6= φ

⇒ U ∩ V ∩ J 6= φ

⇒ (U ∩ J) ∩ (V ∩ J) 6= φ

Por lo que dos conjuntos abiertos en J se cortan ⇒ J es irreducible.
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Caṕıtulo 3

La Topoloǵıa de Zariski

3.1. Definición de la Topoloǵıa de Zariski

Sea A un anillo y sea X el conjunto de todos los ideales primos de A.
Para cada subconjunto E de A, se indica por V (E) el conjunto de todos los
ideales primos que contienen a E.
Tenemos que:

1. Si a es el ideal engendrado por E, entonces V (E) = V (a) = V (r(a)).

2. V (0) = X,V (1) = φ.

3. Si (Ei)i∈I es una familia cualquiera de subconjuntos de A, entonces

V

(⋃
i∈I

Ei

)
=
⋂
i∈I

V (Ei).

4. V (a ∩ b) = V (ab) = V (a)∪V (b) para cualesquiera ideales a, b de A .

Demostración.

1.V (a) = V (r(a)).

Sea p ∈ V (a) entonces a ⊆ p,pero sabemos que a ⊆ r(a) y que r(a) =
⋂
a⊆pi

pi;

pi primo, tenemos que a ⊆
⋂
a⊆pi

pi ⊆ p ⇒ p ∈ V (r)

Sea p ∈ V (r (a)) entonces r (a) ⊆ p; pero sabemos que a ⊆ r (a) ⇒ a ⊆
p ⇒ p ∈ V (a) tenemos que V (r(a)) ⊆ V (a).

Por tanto V (a) = V (r(a))
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2. V (0) = X,V (1) = φ.
Por definición sabemos que V (0) = {p : primo/0 ∈ p} pero todo ideal de A
contiene al elemento 0, entonces V (0) = X.
V (1) = {p : primo/1 ∈ p} pero ningún ideal primo contiene al elemento 1
por tanto V (1) = φ.

3. Primero probemos que V

(⋃
i∈I

Ei

)
⊆
⋂
i∈I

V (Ei).

Sea p ∈ V

(⋃
i∈I

Ei

)
⇒
⋃
i∈I

Ei ⊆ p

⇒ ∀i ∈ I ; Ei ⊆ p

⇒ ∀i ∈ I ; p ∈ V (Ei)

⇒ p ∈
⋂
i∈I

V (Ei).

Ahora probaremos que
⋂
i∈I

V (Ei) ⊆ V

(⋃
i∈I

Ei

)
.

Sea p ∈
⋂
i∈I

V (Ei)

⇒ ∀i ∈ I; p ∈ V (Ei)
⇒ ∀i ∈ I; Ei ⊆ p

⇒
⋃
i∈I

Ei ⊆ p.

⇒ p ∈ V

(⋃
i∈I

Ei

)
.

Por tanto V

(⋃
i∈I

Ei

)
=
⋂
i∈I

V (Ei).

4. Primero probemos que:V (ab) = V (a) ∪ V (b).
Sea p ∈ V (ab) ⇒ ab ⊆ p

⇒ ∀x ∈ a ∧ ∀y ∈ b tenemos que xy ∈ p ya que p es primo x ∈ p

ó y ∈ p; ∀x ∈ a ∧ ∀y ∈ b, entonces a ⊆ p ó b ⊆ p ⇒ p ∈ V (a)
ó p ∈ V (b) ⇒ p ∈ V (a) ∪ V (b) entonces V (ab) ⊆ V (a) ∪ V (b).

Sea q ∈ V (a) ∪ V (b)
⇒ q ∈ V (a) ó q ∈ V (b) pero como ab ⊆ a ⊆ q y ab ⊆ b ⊆ q

⇒ q ∈ V (ab) ⇒ V (a) ∪ V (b) ⊆ V (ab).
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Ahora probemos que V (a ∩ b) = V (ab).
Sea p ∈ V (a ∩ b)
⇒ a ∩ b ⊆ p pero ab ⊆ a ∩ b entonces ab ⊆ p ⇒ p ∈ V (ab) entonces
V (a ∩ b) ⊆ V (ab)

Sea q ∈ V (ab) = V (a) ∪ V (b) ⇒ q ∈ V (a) ó q ∈ V (b)
⇒ a ⊆ q ó b ⊆ q

⇒ a∩ b ⊆ a ⊆ p ó a∩ b ⊆ b ⊆ q ⇒ q ∈ V (a∩ b) entonces V (ab) ⊆ V (a∩ b).

Estos resultados muestran que los conjuntos V (E) satisfacen los axiomas
de los conjutos cerrados en un espacio topológico. La topoloǵıa resultante
se denomina la topoloǵıa de Zariski. El espacio topológico X se denomina el
espectro primo de A, y se indica por Spec(A).

Definición 3.1.1 Para cada f ∈ A, se indica por Xf el complemento de
V (f) en X = Spec(A), Xf son los conjuntos abiertos de la topoloǵıa de
Zariski.

Proposición 3.1.1 Los conjuntos abiertos Xf forman una base para la topoloǵıa
de Zariski.

Demostración Probaremos que todo conjunto abierto puede ser escrito como
la unión finita de los Xf .
Sea U un conjunto abierto entonces U = V c (E) para algún E ⊆ A. Aśı:

U = V c

(⋃
e∈E

{e}

)

=

(⋂
e∈E

V ({e})

)c

=
⋃
e∈E

V c ({e})

=
⋃
e∈E

Xe

Por lo que B = {Xf}f∈A forman una base.

Proposición 3.1.2 Los conjuntos abiertos Xf cumplen las siguientes propiedades:

1. Xf ∩Xg = Xfg
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2. Xf = φ ⇔ f es nilpotente;

3. Xf = X ⇔ f es una unidad;

4. Xf = Xg ⇔ r((f)) = r((g)).

Demostración.
1.

Xf ∩Xg = V c(f) ∩ V c(g)

= (V (f) ∪ V (g))c

= (V (fg))c

= Xfg

2.

Xf = φ ⇔ V c(f) = φ

⇔ V (f) = X

⇔ ∀p ∈ X; f ∈ p

⇔ f ∈
⋂

p:primo

p = ℵ

⇔ f es nilpotente

3.

Xf = X ⇔ V c(f) = X

⇔ V (f) = φ

⇔ ∀p ∈ X; f /∈ p

⇔ f es una unidad

4.

Xf = Xg ⇔ V c(f) = V c(g)

⇔ V (f) = V (g)

⇔ V ((f)) = V ((g))

⇔ todo ideal primo que contenga a f contiene a g y viceversa

⇔
⋂

(f)⊆p

pi:primo

pi =
⋂

(g)⊆qj

qj :primo

qj

⇔ r((f)) = r((g)) en virtud de (1.6.2)
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3.2. Compacidad del espectro primo

Proposición 3.2.1 X = SpecA es compacto

Demostración.
Sea {Xfi

}i∈I una cubierta de X, entonces

X =
⋃
i∈I

Xfi

X =
⋃
i∈I

V c(fi)

X =

(⋂
i∈I

V ((fi))

)c

X = V

(⋃
i∈I

fi

)c

Pero X = V

(⋃
i∈I

(fi)

)c

⇔ V

(⋃
i∈I

(fi)

)
= φ

⇒

(⋃
i∈I

fi

)
= A = (1)

⇒ 1 =
∑
j∈J⊆I

J :finito

fj

⇒ X =
⋃

j∈J⊆I

J :finito

Xfj

Entonces
{
Xfj

}
j∈J

es una subcubierta finita de X, por tanto X es compacto.

Proposición 3.2.2 Cada conjunto Xf es compacto

61



Demostración.
Sea {Xfi

}i∈I una cubierta de Xf , entonces

Xf =
⋃
i∈I

Xfi

V c(f) =
⋃
i∈I

V c(fi)

V c(f) =

(⋂
i∈I

V (fi)

)c

V c(f) = V

(⋃
i∈I

fi

)c

⇒ V (f) = V

(⋃
i∈I

fi

)
⇔ r (f) = r

(⋃
i∈I

fi

)

pero sabemos que (f) ⊆ r (f) = r

(⋃
i∈I

fi

)

⇒ f ∈ r

(⋃
i∈I

fj

)
⇒ ∃n > 0 tal que fn ∈

⋃
i∈I

fj

⇒ fn =
∑
j∈J⊆I

J :finito

aj; aj ∈
⋃
i∈I

fi

⇒ (fn) =
∑
j∈J⊆I

J :finito

(fj)

⇒ V ((fn)) = V

 ∑
j∈J⊆I

J :finito

(fj)


Pero sabemos que V

(⋃
i∈I

Mi

)
= V

(∑
i∈I

Mi

)
=
⋂
i∈I

V (Mi) para cualquier fa-

milia (Mi)i∈I de conjuntos de A.

⇒ V ((fn)) =
⋂

j∈J⊆I

J :finito

V ((fj))
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Ahora observemos que V (fn) = V (f) ya que:
Si p ∈ V (fn) ⇒ fn ∈ p por ser p primo ⇒ f ∈ p.

Y si p ∈ V (f) ⇒ f ∈ p ⇒ fn ∈ p.

⇒ V ((f)) =
⋂

j∈J⊆I

J :finito

V ((fj))

⇒ V c ((f)) =

 ⋂
j∈J⊆I

J :finito

V ((fj))


c

⇒ V c ((f)) =
⋃

j∈J⊆I

J :finito

V ((fj))
c

⇒ Xf =
⋃

j∈J⊆I

J :finito

Xfj

Entonces
{
Xfj

}
j∈J

es una subcubierta finita de Xf , por tanto Xf es com-
pacto.

3.3. Cierre

Por razones de conveniencia designaremos un ideal primo de A por letras
como x o y cuando sea considerado como un punto de X = Spec(A). Cuando
se considere como un ideal primo de A, se indicará por px.

Proposición 3.3.1 Sea X = Spec(A)

1. el conjunto {x} es cerrado (se dice que x es un punto cerrado) en
X = Spec(A) ⇔ px es maximal.

2. ¯{x} = V (px)

3. y ∈ ¯{x} ⇔ px ⊆ py
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Demostración

1.Probemos primero que si el conjunto {x} es cerrado en X = Spec(A) en-
tonces px es maximal.

Si {x} es cerrado entonces {x} = ¯{x}
⇒ ∀y 6= x, ∃U vecindario de y tal que y ∈ U y x /∈ U

⇒ y ∈ Xf ⊆ U y x ∈ U c por lo que x /∈ Xf

ya que Xf = V (f)c y V (f) = {p : primo /f ∈ p}
⇒ f ∈ px y f /∈ py por lo que px 6⊆ py para todo py ideal primo de A,
entonces px es maximal

Ahora probemos que si px es maximal entonces el conjunto {x} es cerra-
do.
Si px es maximal entonces el único ideal primo que lo contiene es él mismo
por lo que V (px) = {px} = {x}, ya que V (px) es cerrado entonces {x} es
cerrado en X = Spec(A).

2. ¯{x} = V (px)

Sabemos que el cierre de {x} es el conjunto cerrado mas pequeño que lo
contiene y también que {x} ⊆ V (px).
Supongamos que hay otro cerrado que contiene a {x}, es decir {x} ⊆ V (N),
mostremos que V (px) ⊆ V (N).

Sea r ∈ V (px)

⇒ px ⊆ r pero como x ∈ V (N)

N ⊆ px ⊆ r

⇒ r ∈ V (N)

⇒ V (px) ⊆ V (N)

Por lo que V (px) es el conjunto cerrado mas pequeño que contiene a {x}
entonces ¯{x} = V (px).

3. i)y ∈ ¯{x} ⇒ px ⊆ py

Si y ∈ ¯{x} por 2. tenemos que y ∈ V (px) por lo que px ⊆ py

ii) px ⊆ py ⇒ y ∈ ¯{x}
Si px ⊆ py ⇒ y ∈ V (px) por 2. tenemos que y ∈ ¯{x}
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Definición 3.3.1 Para toda parte Y de X = Spec(A), definimos I(Y ) como
la intersección de los ideales primos de A que pertenecen a Y , es decir:

I(Y ) =
⋂
p∈Y

p:primo

p

Es claro que I(Y ) es un ideal de A, y que se cumplen las siguientes relaciones:

i)I(φ) = A

ii) I

(⋃
λ∈L

Yλ

)
=
⋂
λ∈L

I(Yλ)

Proposición 3.3.2 Sea A un anillo, Y una parte de X = Spec(A). Entonces
V (I(Y )) es la adherencia de Y en X.

Demostración

Sabemos que Y ⊂ V (I(Y )) ya que si p ∈ Y

⇒
⋂
q∈Y

q:primo

q ⊆ p

⇒ p ∈ V (I(Y ))

Probaremos que V (I(Y )) es el menor cerrado que contiene a Y .

Sea V (M) un conjunto cerrado tal que Y ⊂ V (M)(M ⊂ A), entonces M ⊆ p

para todo p ∈ Y ideal primo, por lo que M ⊆ I(Y ) ⇒ V (I(Y )) ⊂ V (M).

Por lo que Ȳ = V (I(Y )).

3.4. Irreducibilidad

Proposición 3.4.1 Sea A un anillo. Para que una parte Y de X sea irre-
ducible, es necesario y suficiente que el ideal I(Y ) sea primo.

Demostración
Supongamos que I(Y ) = q, notemos que para un elemento f ∈ A, la relación
f ∈ q es equivalente a Y ⊂ V (f) ya que:

f ∈ q =
⋂
p∈Y

p:primo

p ⇔ ∀p ∈ Y, f ∈ p ⇔, p ∈ V (f)
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Supongamos que Y es irreducible, y sean f, g ∈ A tales que fg ∈ q. Entonces

Y ⊂ V (fg) = V (f) ∪ V (g);

como Y es irreducible, V (f) y V (g) son cerrados, entonces Y ⊂ V (f) o
Y ⊂ V (g), de donde f ∈ q o g ∈ q, por tanto q es primo.

Ahora supogamos que I(Y ) = p, p primo, sabemos que Ȳ = V (I(Y )) = V (p)
y ¯{p} = V (p) entonces Ȳ = ¯{p} como un conjunto unitario es irreducible en-
tonces Ȳ es irreducible, por lo que Y es irreducible.

Proposición 3.4.2 El espacio topológico X = Spec(A) es irreducible si y
sólo si el nilradical de A es un ideal primo.

Demostración
i) X = Spec(A) es irreducible ⇒ el nilradical de A es un ideal primo.

Sean x, y ∈ A tales que x /∈ ℵA y y /∈ ℵA

⇒ ∃q1, q2 ∈ X tales que x /∈ q1 y x /∈ q2

⇒ q1 /∈ V (x) y q2 /∈ V (y)

⇒ q1 ∈ Xx y q2 ∈ Xy

pero por hipótesis X es irreducible tenemos entonces que:

Xx ∩Xy 6= φ pero Xx ∩Xy = Xxy

Xxy 6= φ

⇒ ∃p ∈ X tal que xy /∈ p ⇒ xy /∈ ℵA.

Por tanto ℵA es primo.

ii) Si el nilradical de A es primo entonces X = Spec(A) es irreducible.

Sean Xf 6= φ y Xg 6= φ con f, g ∈ A dos conjuntos abiertos en X y
supongamos que

Xf ∩Xg = φ pero Xf ∩Xg = Xfg

Xfg = φ

⇒ ∀p ∈ X; fg ∈ p ⇒ fg ∈ ℵA

pero por hipótesis ℵA es un ideal primo de A entonces tenemos que: f ∈ ℵA

ó g ∈ ℵA

⇒ Xf = φ ó Xg = φ lo que es una contradicción, por lo que Xf ∩Xg 6= φ.
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Por tanto X = Spec(A) es irreducible.

Definición 3.4.1 Los subespacios maximales irreducibles de X que son cer-
rados y recubren a X se denominan Componentes Irreducibles de X

Ejemplo: Componentes irreducibles de un espacio Hausdorff.

Proposición 3.4.3 Si A es un anillo y X = Spec(A), entonces las com-
ponentes irreducibles de X son los conjuntos cerrados V (p), donde p es un
ideal primo minimal de A

Sea F = {F ⊂ X, F cerrado, irreducible maximal} y la aplicación:

Ψ :X−→ F
p 7→ Ψ(p) = V (p)

Probaremos que Ψ es una biyección.

Inyectividad. Si p 6= q entonces p ∈ V (p) y q ∈ V (q) entonces V (p) 6= V (q)
Si p ⊂ q entonces p ∈ V (p) pero p /∈ V (q) por lo que V (p) 6= V (q).
Hemos probado que si p 6= q entonces Ψ(p) 6= Ψ(q).

Sobreyectividad. Recordemos que V (p) es irreducible ⇔ I(V (p)) es primo,
pero

I(V (p)) =
⋂

q∈V (p)

q:primo

q = p

entonces para cada V (p) ∈ F ∃p ∈ X tal que Ψ(p) = V (p).

Entonces toda componente irreducible Y es igual a un V (p), probaremos que
p es minimal.

Sea q ⊆ p entonces V (p) ⊆ V (q) pero como V (p) es maximal
⇒ V (p) = V (q) ⇒ p = q, por lo que p es minimal.
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3.5. Homeomorfismos

Sea ϕ : A → B un homomorfismo de anillos.

i)Si J es un ideal de B, entonces ϕ−1 (J) = {a ∈ A : ϕ (a) ∈ J} es un ideal
de A.
Prueba:

ϕ−1 (J) 6= φ ya que 0 ∈ A y ϕ(0) = 0 ∈ J entonces 0 ∈ ϕ−1 (J)

ϕ−1 (J) es un subgrupo de A
Sean x, y ∈ ϕ−1 (J) ⇒ ϕ (x) ∈ J y ϕ (y) ∈ J
ya que J es un ideal de B tenemos que ϕ(x)−ϕ(y) ∈ J ⇒ ϕ(x−y) ∈ J
por lo que x− y ∈ ϕ−1 (J)

Absorve el producto.
Seana ∈ A y x ∈ ϕ−1 (J) entonces tenemos que ϕ(x) ∈ J y ϕ(a) ∈ B,
como J es un ideal de B ⇒ ϕ(x)ϕ(a) ∈ J ⇒ ϕ(xy) ∈ J por lo que
ax ∈ ϕ−1 (J)

ii) Si p es un ideal primo de B entonces ϕ−1 (p) es un ideal primo de A.
Prueba:
Si xy ∈ ϕ−1 (p) ⇒ ϕ(xy) ∈ p ⇒ ϕ(x)ϕ(y) ∈ p

ya que p es primo tenemos que ϕ(x) ∈ p ó ϕ(y) ∈ p ⇒ x ∈ ϕ−1 (p)
ó y ∈ ϕ−1 (p).
Por tanto ϕ−1 (p) es un ideal primo de A.

De i) y ii) tenemos que ϕ induce una aplicación natural

ϕ∗ : Y = Spec(B) −→ X = Spec(A) definida por ϕ∗(p) = ϕ−1(p)

con (X,=X) y (Y,=Y )

Teorema 3.5.1 :La aplicación inducida en los espectros por cualquier ho-
momorfismo de anillos es continua.

Demostración.
Sea ϕ : A → B y ϕ∗ : Y = Spec(B) −→ X = Spec(A) definida por
ϕ∗(p) = ϕ−1(p).

Basta probar que para cualquier Xf en la base de =X entonces ϕ∗−1 (Xf ) ∈
=Y
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Sea Xf abierto en X y sea

y ∈ ϕ∗−1 (Xf ) ⇔ y ∈ Y : ϕ∗ (y) ∈ Xf

⇔ ϕ−1 (py) ∈ Xf

⇔ f /∈ ϕ−1 (py)

⇔ ϕ (f) /∈ py

⇔ y ∈ Yϕ(f)

Por lo que ϕ∗−1 (Xf ) = Yϕ(f), por tanto ϕ∗ es continua.

Proposición 3.5.1 i)Si a es un ideal de A, entonces ϕ∗−1 (V (a)) = V (ae)
ii)Si b es un ideal de B, entonces ¯ϕ∗ (V (b)) = V (bc)

Demostración
i)

Sea y ∈ ϕ∗−1 (V (a)) ⇔ y ∈ Y : ϕ∗ (y) ∈ V (a)

⇔ ϕ−1 (py) ∈ V (a)

⇔ a ⊆ ϕ−1 (py)

⇔ ϕ (a) ⊆ py

⇔ Bϕ (a) ⊆ py

⇔ y ∈ V (ae)

Por lo que ϕ∗−1 (V (a)) = V (ae)

ii) Tenemos que ϕ∗ (V (b)) = {p ∈ Spec(A)/ϕ−1(p) ⊇ ϕ−1(b)}, pero recorde-
mos que bc = ϕ−1(b) por lo que ϕ∗ (V (b)) = V (bc) por la proposicion
ϕ∗−1 (V (a)) = V (ae).

Teorema 3.5.2 Si ϕ es sobreyectiva, entonces ϕ∗ es un homeomorfismo de
Y sobre el subconjunto cerrado V (Ker(ϕ)) de X.[En particular, Spec(A/ℵA)
son homeomorfos en el homeomorfismo natural.]

Demostración

Sean:
ϕ :A−→ B

y
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ϕ∗ : Y−→ V (Ker(ϕ))
p 7→ ϕ∗(p) = ϕ−1(p) ∈ V (Ker(ϕ))

Para que ϕ∗ sea un homeomorfimo debe cumplir con:

1. ϕ∗:continua

2. ϕ∗−1:continua

3. ϕ∗: biyectiva.

ϕ∗:continua, por la proposición

ϕ∗−1:continua, ya que probamos que la imagen directa de un cerrado es cer-
rado ϕ∗ (V (b)) = V (bc)

Probemos que ϕ∗: es biyectiva.

Inyectiva:

Sean ϕ∗ (V (p)) = ϕ∗ (V (q)) p, q primos en B

V (pc) = V (qc)

V (ϕ−1(p)) = V (ϕ−1(q))

⇔ r(ϕ−1(p)) = r(ϕ−1(q))

ϕ−1(p) = ϕ−1(q), ya que ϕ−1(p), ϕ−1(q) son ideales primos de A

⇒ ϕ(ϕ−1(q)) = ϕ(ϕ−1(q))

⇒ p = q, ya que ϕ es sobreyectiva

⇒ V (p) = V (q)

por lo tanto ϕ∗ es inyectiva.

Sobreyectiva
Sabemos que :

{0} ⊆ p, ∀p ∈ Y ⇒ ϕ−1({0}) ⊆ ϕ−1(p) = ϕ∗(p)

⇒ Ker(ϕ) ⊆ ϕ−1(p) ∈ X

⇒ ϕ−1(p) ∈ V (Ker(ϕ))

⇒ ∀q ∈ V (Ker(ϕ)) ∃p ∈ Y, tq. ϕ∗(p) = q, por lo que ϕ∗ es sobreyectiva.

Teorema 3.5.3 Si ϕ es inyectiva, entonces ϕ∗ (Y ) es denso en X.De manera
más precisa, ϕ∗ (Y ) es denso en X ⇔ Ker(ϕ) ⊆ ℵ.
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Primero probemos que si ϕ es inyectiva, entonces ϕ∗ (Y ) es denso en X.
Sabemos que: ¯ϕ∗ (V (b)) = V (bc) ∀b ideal de B, y 0B es un ideal de B,

⇒ ¯ϕ∗ (V (0B)) = V (0c
B); pero V (0B) = Y y 0c

B = Ker(ϕ)

⇒ ¯ϕ∗ (Y ) = V (Ker(ϕ)); ya que ϕ es inyectiva Ker(ϕ) = 0A

⇒ ¯ϕ∗ (Y ) = V (0A)

⇒ ¯ϕ∗ (Y ) = X

por tanto ϕ∗ (Y ) es denso en X.

Ahora veamos que ϕ∗ (Y ) es denso en X ⇔ Ker(ϕ) ⊆ ℵ.

ϕ∗ (Y ) es denso en X ⇔ ¯ϕ∗ (Y ) = X, pero ¯ϕ∗ (Y ) = V (Kerϕ)

⇔ V (Ker(ϕ)) = X

⇔ ∀p ∈ X, Ker(ϕ) ⊆ p

⇔ Ker(ϕ) ⊆
⋂

p = ℵ
⇔ Ker(ϕ) ⊆ ℵ

Teorema 3.5.4 Sea A un anillo cualquiera, las siguientes condiciones son
equivalentes:

1. X = Spec(A) es no conexo.

2. A ∼= A1 × A2 donde ninguno de los anillos A1, A2 es el anillo cero.

3. A contiene un elemento idempotente distinto de 0 y 1.

Demostración

1 ⇒ 2 Si X es no conexo ⇒ ∃E, F ⊆ A tales que:

X = V (E) ∪ V (F ) y V (E) ∩ V (F ) = φ

pero,

V (E) = V ((E)) = V (r ((E))) y V (F ) = V ((F )) = V (r ((F )))

hacemos a = V (r ((E))) y b = V (r ((F )))
entonces,

X = V (a) ∪ V (b) y V (a) ∩ V (b) = φ
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Se presentan 2 casos.

Caso I: r(A) = 0 Si r(A) = 0 tenemos que:
X = V (a) ∪ V (b) = V (a ∩ b)
⇒ a ∩ b = 0
y V (a) ∩ V (b) = V (a ∪ b) = φ
⇒ (a ∪ b) = a + b = A
por lo que a y b son primos entre śı, por el corolario 1.6.1 , tenemos que:

A

a ∩ b
∼=

A

a
× A

b
pero ya que a ∩ b = 0,

A ∼=
A

a
× A

b

Caso II: r(A) 6= 0.
Consideremos A′ = A

r(A)
. Si X = Spec(A) es no conexo entonces X ′ =

Spec(A′) también es no conexo ya que:
X ′ = {p + r(A) = p′; p ∈ X}.
Si X es no conexo X = V (E) ∪ V (F ) = V (a) ∪ V (a), E, F ∈ A y a =
V (r ((E))) y b = V (r ((F ))), y si p ∈ X ⇒ p ∈ V (a) ó p ∈ V (b), es decir
a ⊆ p ó b ⊆ p

Por lo que:
r(A) ⊆ a ⊆ p ó r(A) ⊆ b ⊆ p,
de donde,
p′ ∈ V (a′) ó p′ ∈ V (b′)
por tanto
X ′ = V (a′) ∪ V (b′)

pero r(A′) =
⋂

p′∈X′

p′ =

(⋂
p∈X

p

)′

=
r(A)

r(A)
= 0

por lo que para A′ podemos aplicar el argumento del caso 1, de manera que:

A′ ∼= A′
1 × A′

2

2 ⇒ 3 Sea

Ψ : A −→ A1 × A2, A1 6= φ, A1 6= φ, Ψ biyectiva

Sabemos que (1, 0) ∈ A1 × A2 es un elemento idempotente ya que

(1, 0).(1, 0) = (1 · 1, 0 · 0)

= (1, 0)

ademas tenemos que (1, 0) 6= (0, 0) ∈ A1 × A2 y (1, 0) 6= (1, 1) ∈ A1 × A2,
entonces Ψ−1 ((1, 0)) ∈ A es un elemento idempotente de A diferente de 0 y
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1.

3 ⇒ 1 Sea x ∈ A− {1, 0} un elemento idempotente, es decir:

x2 = x

por lo que

x (x− 1) = 0 ∈ p ∀p ∈ X ⇒ x ∈ p o x− 1 ∈ p

⇒ {x} ⊆ p o {x− 1} ⊆ p

⇒ p ∈ V ({x}) o p ∈ V ({x− 1}) ; ∀p ∈ X

⇒ V ({x}) ∪ V ({x− 1}) = X y

V ({x}) ∩ V ({x− 1}) = φ

ya que de lo contrario si V ({x})∩ V ({x− 1}) 6= φ entonces ∃p ∈ X tal que
p ∈ V ({x})∩ V ({x− 1}) ⇒ x ∈ p y x− 1 ∈ p, tendriamos que 1 ∈ p lo que
es contradictorio.

Por tanto X es no conexo.

Teorema 3.5.5 Sea A un anillo de Boole, y sea X = Spec(A).

1. Para cada f ∈ A, el conjunto Xf es a la vez abierto y cerrado en X.

2. Sea f1, ..., fn ∈ A, entonces Xf1∪Xf2∪...∪Xfn = Xf para algún f ∈ A.

3. Los conjuntos Xf son los únicos subconjuntos de X que son a la vez
abiertos y cerrados.

Demostración

1. Para cada f ∈ A, el conjunto Xf es a la vez abierto y cerrado en X.
Sabemos que (x) = (x + x) ∀x ∈ A, pero ya que A en un anillo de boole
tenemos: x + x = 2x = 0. Sea f ∈ A:

V (f) = V ((f))

= V ((f + f))

= V ((2f))

= V (0)

= X
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Ya que X es abierto y cerrado, V (f) es abierto y cerrado, por lo que Xf son
abiertos y cerrados a la vez.

2.Sea f1, ..., fn ∈ A, entonces Xf1 ∪Xf2 ∪ ... ∪Xfn = Xf para algún f ∈ A.

n⋃
i=1

Xfn =
n⋃

i=1

V (fn)c

= (
n⋂

i=1

V (fn))c

= V (
n⋃

i=1

fn)c

= V ((
n⋃

i=1

fn))c

ya en un anillo de Boole cada ideal de generación finita es principal,

∃f ∈ A tal que (
n⋃

i=1

fn) = (f), por lo que

n⋃
i=1

Xfn = V ((f))c

= Xf

3.Los conjuntos Xf son los únicos subconjuntos de X que son a la vez abiertos
y cerrados.

Sea W ⊆ X a la vez abierto y cerrado.
Ya que W es abierto

W =
⋃
f∈I

Xf⊆W

Xf

Y como W es cerrado y X es compacto ⇒ W es compacto.

Por lo que W =
⋃
f∈I

Xf⊆W

Xf ⇒ ∃{Xf1 , Xf2 , ..., Xfn} tal que

W =
n⋃

i=1

Xfi

= Xf para algúnf ∈ A (por 2)
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Caṕıtulo 4

Aplicación: El subespacio
Max(A) de Spec(A)

Sea A un anillo. El subespacio de Spec(A) formado por los ideales max-
imales de A, con la topoloǵıa inducida, se denomina el espectro maximal de
A y se designa por Max(A).
Para anillos conmutativos arbitrarios no tienen las propiedades functoriales
de Spec(A), porque la imagen inversa de un ideal maximal en un homomor-
fismo de anillos no es necesariamente maximal.

Teorema 4.0.6 Sea X un espacio Hausdorff compacto y sea C(X) el anillo
de todas las funciones continuas reales sobre X. Para cada x ∈ X, sea mx el
conjunto de todas las f ∈ C(X) tales que f(x) = 0.El ideal mx es maximal.
Si X̃ designa Max(C(X)) se tiene por tanto una aplicación µ : X → X̃ tal
que x → mx. Entonces µ es un homeomorfismo de X sobre X̃.

Demostración

1. Probemos que mx = {f ∈ C/ f(x) = 0} es maximal.
Sea Ψ : C(X) → R que aplica f a f(x), entonces

C(X)

mx

∼=
C(X)

KerΨ

ya que:

Ker(Ψ) = {f/ Ψ(f) = 0}
= {f/ f(x) = 0}
= mx.
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Pero
C(X)

KerΨ
está formado por las f 6= 0, por lo que todos los elementos

son unidades (el inverso de f es 1
f
), por lo que si

C(X)

mx

es un campo entonces

mx es maximal.

2. Ahora sea X un espacio topológico compacto y Hausdorff y X̃ = Max(C(X))
y definimos µ : X → X̃ tal que x → mx. Probaremos que µ es un homeo-
morfismo de X sobre X̃

i) Probemos que µ sobreyectiva, es decir ∀m ∈ X̃, ∃x ∈ X tal que: µ (x) = m.

Sea m un ideal maximal cualquiera de C(X), y sea V = V (m) el conjunto de
los ceros comunes de las funciones en m es decir,

V = {x ∈ X : f(x) = 0para todo f ∈ m} .

Supóngase que V es vaćıo. Entonces para cada x ∈ X existe fx ∈ m tal que
fx(x) 6= 0.
Puesto que fx es continua, existe un vecindario Ux de x ∈ X en el que fx no
se anula.

Todos los Ux cubren a X en virtud de la compacidad un número finito de
entornos cubren a X es decir:

X =
n⋃

i=1

Uxi
.

Sea

f = f 2
x1

+ f 2
x2

+ ... + f 2
xn
∈ m

Ya que cada fxi
6= 0 entonces f 2

xi
> 0, por lo que f > 0, no se anula en ningún

punto de X, por lo que f tiene inverso ( 1
f
), por tanto es unidad en C(X),

por lo que f /∈ m. Pero esto contradice que f ∈ m, por lo que V (m) 6= φ.
Sea x ∈ V (m) ⇒ m ⊆ mx, ya que m es maximal ⇒ m = mx, por lo que
∀m ∈ X̃, ∃x ∈ X tal que: µ (x) = m.

ii. Probemos que µ es inyectiva, es decir para cada x 6= y ⇒ mx 6= my.

Sean x 6= y, x, y ∈ X, son puntos cerrados, ademas cada f es continua,
podemos aplicar el Lema de Uryshon. Entonces si para cada f , f(x) = 0
entonces f(y) 6= 0, por lo que:

mx = {f ∈ C(X)/f(x) = 0} 6= my = {f ∈ C(X)/f(y) = 0}
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3. Ahora probaremos que µ−1 es una función continua, es decir la imagen
directa de un conjunto abierto es un conjunto abierto.

Ses f ∈ C(X), definamos:

Uf = {x ∈ X/f(x) 6= 0} y

Ũf =
{

m ∈ X̃/f /∈ m
}

Los conjuntos Uf y Ũf son conjuntos abiertos ya que son los complementos
de conjuntos cerrados. Probaremos que µ (Uf ) = Ũf .

µ (Uf ) = {µ (x) ; x ∈ Uf}
= {mx; x ∈ Uf}
= {mx; f(x) 6= 0}
= {mx/f /∈ mx}
= Ũf

entonces µ−1 es una función continua.
Ahora probemos que µ es continua, para ello veamos que la imagen inversa
de un cerrado es cerrado.
Sabemos que: µ−1 : X̃ → X, tomemos U cerrado en X̃, como X̃ es compacto,
entonces U es compacto, ya que µ−1 es continua, µ−1(U) es compacto en X,
pero como X es Hausdorff entonces µ−1(U) es cerrado. Por lo que la imagen
inversa de un cerrado es cerrado. Aśı µ es continua.

Por lo que µ es un homeomorfismo de los espacios X y X̃. Aśı X puede
ser reconstruido a partir del anillo de funciones C(X).
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3. N. Bourbaki: Eléments de mathématique: Algebre Commutative, chapitre
1 y 2, Editorial Hermann, Paŕıs 1961
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