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INTRODUCCION.

Han transcurrido mas de dos mil afios desde que la matematica se estructur6 como

una disciplina cientifica. Desde entonces hasta la época actual ha evolucionado enormemente
y cada vez que realiza una mirada retrospectiva sobre el espejo de la historia o que reflexiona
sobre su propia préaxis, afloran conclusiones que le van dando la capacidad de alcanzar
mayores hiveles de comprension sobre si misma y sobre su pasado, su adecuacion al momento
historico, sus proyecciones al futuro, sus formas de reproducirse en una sociedad

determinada, su propia epistemologia, etc.

Esta rigueza de pensamiento y reflexion, propia de las ciencias que han alcanzado un
alto grado de madurez va dando resultados concretos que permiten reorientar el rumbo a
seguir e introducir innovaciones curriculares tendientes a hacer mas efectivos los procesos de

ensefianza-aprendizaje.

Como un valioso fruto de tales reflexiones puede afirmarse que la comunidad
internacional de matematicos, especialmente los investigadores en educaciéon matematica, han
concluido que la RESOLUCION DE PROBLEMAS, es la actividad matematica mas
importante, si es que esta ciencia ha de servir para cultivar la inteligencia: desarrollar la
capacidad de establecer relaciones, de enfrentar situaciones nuevas y de “saber-hacer” mas

que de adquirir conocimientos como un “saber” que no sea capaz de aplicarse.

G. Polya sostenia, ya en 1945, que “la resoluciéon de problemas es el corazén de la

actividad matematica™*

. Con esta afirmacion estamos totalmente de acuerdo, dado que en ella
el sujeto que aprende entra en interaccién directa con los objetos matematicos y adquiere la

motivacion que necesita para encontrarle interés a lo que esta estudiando y aprendiendo.

"POLYA, G.(1945). How to Solve it. Princenton University Press.



No podemos extendernos mucho, por razones de espacio y tiempo, en esta breve
introduccion, sélo queremos agregar que la resolucién de problemas se puede plantear en una
gran variedad de objetivos y situaciones didacticas: para motivar, para desarrollar
capacidades, para aplicar el conocimiento adquirido, para introducir nuevos conceptos, etc.,
lo que la sitia como un recurso primordial para la formacién inicial de los alumnos y en

muchos casos para consolidar la formacién de los mas avanzados.

En el enfoque moderno de la educacion matematica, los investigadores de mayor
autoridad y prestigio, tales como Poincare, G. Polya, Miguel de Guzman, J. Kilpatrick, Maria
Luz Callejo de La Vega y otros, coinciden en que la formacion matematica debe concebirse

como un proceso de encontrar el conocimiento y no como una ensefianza a impartir.

En tal sentido la matematica puede considerarse como una ciencia experimental , ya
que al igual que las ciencias naturales comienza utilizando los métodos empiricos del
conocimiento: la observacion, el ensayo (experimentacion) y no es hasta después de
comprobar y verificar las hipotesis iniciales que se procede (mediante la practica-tedrica) a la
fase de elaboracion de leyes y teorias que consolidan el movimiento del pensamiento de lo
empirico a lo tedrico, en analogia con los métodos que utilizan las ciencias naturales para
construir y desarrollar el conocimiento cientifico. O como afirma Mostowski:

“El resultado (de Gddel) y otros resultados negativos confirman el aserto de la filosofia
materialista de que la matematica es, en Ultima instancia, una ciencia natural, que sus
nociones y métodos tienen sus raices en la experiencia y que los intentos de establecer los
fundamentos de la matematica sin tener en cuenta su origen en las ciencias naturales estan

condenados al fracaso’”?

? Citado por Imre Lakatos en Matematica, Ciencia y Epistemologia. (Pag. 46)
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El gran matematico y filésofo Imre Lakatos considera a la matemética como una
ciencia cuasi-empirica. Para algunos matematicos estas consideraciones filosoficas podrian
parecer irrelevantes, no asi para los que, de alguna manera, comprendemos la gran
responsabilidad de hacer docencia en esta area del conocimiento. De la concepcion filoséfica
que se tenga de la ciencia y de la matematica en este caso particular dependera la metodologia
que se siga, tanto en su desarrollo como en su ensefianza.

“La metodologia de una ciencia depende en gran medida de que dicha ciencia aspire a
un ideal euclideo o cuasi-empirico. La regla basica de una ciencia que adopte el primer
objetivo es la busqueda de axiomas auto-evidentes — la metodologia euclidea es puritana y
antiespeculativa. La regla basica del segundo tipo de ciencia es la basqueda de hipotesis
imaginativas y audaces con una gran potencia explicativa y “heuristica” y, en realidad, este
tipo de ciencia invoca una proliferacion de hipdtesis alternativas para ser escardadas por una

3 \éase

critica severa — la metodologia cuasi-empirica es irreprimiblemente especulativa
también Teorias cuasi-empiricas versus teorias euclideas*

El gran matematico espafiol Miguel de Guzman (recientemente fallecido), a quien los
estudiantes de la maestria en didactica de la matematica de la UES le recordamos con mucho
carifio y agradecimiento por haber sido profesor en uno de nuestros cursos, opina:

“La matematica es, en mucha mayor medida de lo que normalmente se piensa, una
verdadera ciencia experimental. No sucede solamente que esté ligada a las ciencias
experimentales, como la astronomia entre los mesopotamios y la agricultura entre los egipcios,
sino que es ella misma, en su modo de proceder y de progresar, una ciencia empirica™

Esta concepcion heuristica de la matematica permite que sea el alumno el que vaya

creando el conocimiento matematico en situaciones semejantes a las que se encontraban los

3 Lakatos, I. Matematica, Ciencia y epistemologia(1978). Alianza Editorial. Madrid.

4 Op. C: (Pags. 47-57).

> Guzman, M. (1985). Enfoque Heuristico de la Ensefianza de la Matematica. Aula Abierta N° 57. ICE de la
Universidad de Zaragoza.
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investigadores al momento de crear el conocimiento, es decir, incubando y desarrollando las
ideas que fueron la génesis del conocimiento actualmente establecido. Si lograramos, en base a
esta concepcién, una metodologia adecuada de la matematica en nuestro medio, pronto
veriamos el surgimiento de verdaderos investigadores aportando en las areas de ensefianza,
aplicacion y engrandecimiento de esta valiosa ciencia.

Es claro que entre las diferentes areas de la mateméatica hay algunas que se
prestan mejor que otras para una actividad heuristica. A nivel universitario (en el que se
desempenia el autor de este trabajo de graduacion) es evidente que la parcela de las ecuaciones
diferenciales es una de las que mejor se prestan para desarrollar esta actividad heuristica,
justamente porque a través de la historia de las ciencias naturales y la ingenieria se puede
comprobar que la resolucion de problemas de estas areas y algunos problemas matematicos
han tenido una fuerte componente heuristica en su solucion y, en consecuencia, no es de
extrafiar que el desarrollo histérico (desde la época del gran maestro Euler) de las ecuaciones
diferenciales esté impregnado de métodos heuristicos, conocidos por otros como métodos de
ensayoy error.

La motivacion personal de realizar este trabajo de graduacion en el area de resolucion
de problemas enfocados a la ensefianza de las Ecuaciones Diferenciales obedece a nuestro
deseo de aportar modestamente, al menos, a la discusion en nuestro medio de los fundamentos
de un area importante de la ensefianza de las matematicas universitarias sobre la cual no ha
habido hasta el momento muchos trabajos de investigacion. En la segunda mitad del siglo XX
se realizaron una gran cantidad de trabajos de investigacion en diferentes areas de la
didactica de las matematicas y en particular, inspirados en las obras de G. Polya, tales como
How to Solve it (1945), Mathematics and Plausible Reasoning (1954, 2 volumenes),
Mathematical Discovery (1962, 2 volumenes), se han llevado a cabo muchos trabajos en el

area de resolucién de problemas; sin embargo, muy poco o casi hada se ha hecho para
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investigar la posibilidad de ensefiar las Ecuaciones Diferenciales con el enfoque de Resolucion
de Problemas.

En lo personal nos desempefiamos en la ensefianza de la Fisica y de la Matematica-
Fisica (conocida generalmente como métodos matematicos de la fisica), donde es enorme la
cantidad de problemas que se resuelven mediante la utilizacion del Célculo diferencial e
Integral, Andlisis Vectorial y Tensorial, Algebra Lineal, Teoria de Grupos, Series Infinitas,
Variable Compleja, Ecuaciones Diferenciales (Ordinarias y Parciales), Teoria de Sturm-
Liouville de las Funciones Ortogonales, Transformadas Integrales, Ecuaciones Integrales,
Andlisis Variacional, etc.

Después de mas de veinticinco afios de estar dedicado a esta labor hemos adquirido
una modesta experiencia en la resolucién de problemas y en los Gltimos afios hemos aplicado
algunos aspectos de la metodologia de ensefianza basada en la Resolucion de Problemas que
estudiamos en el curso del mismo nombre impartido magistralmente por la Dra. Maria Luz
Callejo de la Vega, a quien siempre le estaremos agradecidos por habernos introducido en la
reflexién y préactica de esta metodologia.

La mayoria de los problemas que presentamos a lo largo de este trabajo los hemos
puesto en préactica en diferentes cursos de la licenciatura en fisica tales como Mecénica,
Termodinamica, Teoria Electromagnética y, por supuesto, en los diferentes cursos de la
Matematica-Fisica. Queremos aclarar, para evitar confusiones o falsas expectativas que nunca
hemos impartido un curso de Ecuaciones Diferenciales y que nuestra experiencia en este tema
esta relacionada con la resolucion de problemas cuando dichas ecuaciones aparecen como
consecuencia natural de la aplicacion de conceptos y leyes de la fisica. De esta manera surgio
el deseo de compartir algunas de estas experiencias con los colegas que ensefian Ecuaciones
Diferenciales en los cursos universitarios de matematicas.

Los dos primeros capitulos de este trabajo de graduacion se dedican a algunos

aspectos conceptuales y pueden, en mi opinién, considerarse como pequefios desarrollos del
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Marco Teorico o Marco Conceptual. En el Capitulo | se presenta un breve resumen del
contexto histérico de las Ecuaciones Diferenciales y del area de la Didéactica de las
Matematicas conocida como Resolucién de Problemas. El Capitulo 11 se refiere a la definicion
y clasificacion de las Ecuaciones Diferenciales. El interés de presentar este capitulo es mas que
todo por la necesidad de orientar el desarrollo de este trabajo; sin embargo, el lector
familiarizado con estos conceptos puede omitir la lectura de los articulos I11.1 y 11.2, pero se
sugiere observar el enfoque didactico implicito en los articulos 11.3 y 11.4. El Capitulo 11 se
dedica a las ecuaciones diferenciales de primer orden y el Capitulo IV a las ecuaciones
diferenciales de segundo orden y orden superior. El Capitulo V contiene una seleccién de
problemas en diferentes areas: Fisica, Economia, Biologia, Quimica y otras. En el Capitulo
VI se presentan algunas experiencias personales acumuladas a lo largo de varios afios de labor
docente en los cursos de Matematica-Fisica impartidos en la Escuela de Fisica de nuestra

Facultad.
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OBJETIVOS.

e Realizar una lectura critica de la bibliografia basica sobre el tema “RESOLUCION

DE PROBLEMAS” y analizar sus incidencias en el curriculum universitario.

e Aplicar los conceptos, métodos y técnicas investigados, en la resolucion de problemas

que involucren ecuaciones diferenciales.

o Elaborar guias didacticas para cada uno de los problemas propuestos y experimentar

con estudiantes estas guias didacticas.

e Involucrar algunos profesores que imparten los cursos de ecuaciones diferenciales y
profesionales conocedores del tema y tomar en cuenta sus criticas, comentarios y

sugerencias.

15



MARCO TEORICO.

La mayoria de los trabajos de investigacion o de graduacion presentan explicitamente
un Marco Teérico o Marco Conceptual. Consideramos que no solo es conveniente sino
también necesario redactar al menos unos parrafos dedicados a enmarcar conceptualmente el
trabajo realizado. En realidad todo trabajo de este tipo contiene, al menos implicitamente, un
Marco Teérico que responde a las referencias conceptuales o ideas que guian a su autor en la
realizacion del mismo, incluyendo los pasos metodoldgicos seguidos para su ejecucion. Los
trabajo mas sencillos, generalmente limitados a un caracter descriptivo no necesitan presentar
explicitamente ni siquiera un marco de referencia. En nuestro caso sucede todo lo contrario.
Un Marco Tedrico completo constituiria en si mismo un enorme trabajo de investigacion (u
otro trabajo de graduacion). La Alternativa de una presentacion breve (en unas pocas
paginas) de un Marco Tedrico acerca de la Resolucién de Problemas y las Ecuaciones
Diferenciales tampoco es viable porque implicaria un arduo trabajo de sintesis de multiples
generalidades relacionadas con todos los aspectos o facetas de ambos temas. Por tanto, nos
limitaremos a seflalar algunos de los aspectos mas relevantes implicados y luego
delimitaremos el alcance de este trabajo que no pretende mas que ser considerado como un

pequefio aporte al inmenso océano que constituyen los temas mencionados.

ASPECTO HISTORICO. “Con frecuencia, la solucion de problemas en la ciencia exige

grandes esfuerzos de muchas generaciones de cientificos”®

La historia de la ciencia confirma que la investigacion experimental y el desarrollo de
la ciencia progresaban lentamente, al menos, hasta el siglo XVII. Sin embargo, la época del
Renacimiento, que ponia fin al oscurantismo de la humanidad, propicio el desarrollo del arte

y abrié el camino para el futuro desarrollo de las ciencias experimentales. Con el
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aparecimiento posterior de los sistema de produccion capitalista, la investigacion
experimental comienza a desarrollarse con un ritmo mas acelerado. La comprension tedrica
de los procesos productivos exigia una comprension cada vez mas elaborada y completa del
proceso del conocimiento, en especial del conocimiento cientifico. Este proceso comprende, al
menos, la interaccion de varios elementos: la accion cognoscitiva del hombre; los medios del
conocimiento, los objetos del conocimiento y los resultados de la actividad cognoscitiva. Entre
los principales medios se pueden mencionar: los medios materiales, los légico-linglisticos y los
medios matematicos del conocimiento.

Los investigadores comenzaron a distinguir los cambios en su propia actividad
cognoscitiva de los que tienen lugar en los objetos estudiados. Los medios antes sefialados
desempefian un papel importante en la distincion y estudio de los objetos y en la formulacién
y comprobacién empirica de los conocimientos.

Las investigaciones experimentales en las ciencias naturales crearon el ambiente y la
necesidad de explicar muchos fendmenos en términos de un lenguaje adecuado: el lenguaje
matematico y especialmente el del Calculo Diferencial e Integral. El advenimiento de la
revolucién industrial, cuyos pilares cientificos se basaron en la Fisica y la Quimica, motivaron
un amplio desarrollo de las Ecuaciones Diferenciales.

En la actualidad, las Ecuaciones Diferenciales continGan siendo objeto de
investigacion y el contenido de las mismas contintia incrementandose en areas muy variadas
tales como sistemas no lineales, Teoria de las bifurcaciones, Métodos numéricos de solucion,
Modelado con Ecuaciones Diferenciales y nuevos enfoques para su ensefianza. El avance
computacional de nuestros dias esta exigiendo nuevos planteamientos metodoldgicos para la

ensefianza y aplicacion de las Ecuaciones Diferenciales.

% Academia de Ciencia y Filosofia de la Habana (1989). Metodologia del Conocimiento Cientifico (Pag. 187).
Ediciones Quinto Sol, La Habana.
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ASPECTO FILOSOFICO. No pretendemos, ni mucho menos, plantear aqui un enfoque

epistemoldgico de las matematicas. Nos limitaremos a mencionar que desde aproximadamente
el afio de 1930 se han venido discutiendo diferentes corrientes de interpretacion filosofica de
las matematicas, entre las que podemos mencionar las corrientes logicista, formalista e
intuicionista, apoyada esta Ultima por Imre Lakatos y otros que consideran a la matematica
como una ciencia empirica o cuasi-empirica. Como lo hemos sefialado anteriormente, de la
concepcién que se tenga de la matematica depende la metodologia que se adopte para su
progreso y enseflanza. Aqui radica el aspecto mas importante de la concepcién de la
matematica como ciencia.

“El hecho de que el formalismo matematico se establecié mucho antes de que resultara
clara su interpretacién fisica demuestra las grandes capacidades heuristicas de las
matematicas en las ciencias contemporaneas. Esta circunstancia estd condicionada por el
hecho de que en la actualidad la matematica ha alcanzado tal grado de generalidad, que su
objeto de estudio lo son las diferentes estructuras abstractas, y no solo las conocidas
actualmente, sino en general, cualquier estructura posible. Debido a la gran generalidad de las
estructuras matematicas abstractas, con su ayuda resulta posible describir la sujecion a leyes
de los maés diferentes procesos fisicos. Todo esto no hace méas que confirmar la tesis acerca de
la unidad material de la naturaleza, que encuentra su manifestacion en la coincidencia de la
estructura matematica de los diferentes fenémenos estudiados. Ya en la aurora de la nueva
fisica, cuando algunos cientificos utilizaban ampliamente las ecuaciones diferenciales y se
hablaba de la “desaparicion de la materia”, Lenin escribia: La unidad de la naturaleza se
manifiesta en la asombrosa analogia de las ecuaciones diferenciales que se refieren a

diferentes ordenes de los fenémenos”’

18



ASPECTO DIDACTICO-METODOLOGICO.

“La educacion matematica debe por tanto proporcionar a los alumnos: a) contextos de
aprendizaje adecuados para que los estudiantes construyan sus conocimientos matematicos en
interaccion con sus compafieros y con el profesor y b) situaciones problematicas que les den
la oportunidad de experimentar, conjeturar, refutar, comprobar, generalizar resultados,
inventar nuevos problemas™®

Todos sabemos acerca del “fracaso escolar” en las asignaturas de matematicas en todo
nuestro sistema educativo. A nivel universitario también es critico. Basta mencionar que en
los tres ultimos afios en el primer examen parcial de la asignatura Geometria I, impartida por
la Escuela de Matematica de nuestra Facultad han reprobado, en promedio, un 70% de los
estudiantes de dicho curso, segun investigacion realizada por estudiantes de la Licenciatura en
Estadistica y Computacion que cursaron la asignatura de Metodologia de la Investigacion el
ciclo recién finalizado (Ciclo I, 2004), impartido por el autor de este trabajo.

Para intentar resolver este problema del fracaso escolar en matematicas se han hecho
muchas investigaciones en varios paises desarrollados y se han presentado varios informes
relevantes que nos describen esta situacion patética. Talvez uno de los informes maés
mencionados sea el informe Cockcroft (1982, Gran Bretafia). También se han realizado
muchos congresos sobre educacion matematica (el autor de este trabajo tuvo la oportunidad
de participar en RELME 16, Habana 2002) tratando de resolver esta critica situacién. Cada
congreso propone una lista de recomendaciones orientadas a tal fin, pero desde hace unos

cuarenta afos se da una constante en tales recomendaciones, pues siempre aparece al menos

una, que con pequefias diferencias en su redaccién es muy parecida a la siguiente:

7 Metodologia del Conocimiento Cientifico (Pag. 286). Op. C.
¥ Maria Luz Callejo de la Vega (1992). (SUMA N° 10).
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“El Consejo Nacional de Profesores de Matematicas recomienda que la SOLUCION
DE PROBLEMAS sea el principal objetivo de la ensefianza de las matematicas” (NCTM:
National Council of Teachers of Mathematics, 1980).

Para finalizar con este importante aspecto del Marco Te6rico, queremos sefialar que el
método por excelencia de las ciencias naturales es el METODO HIPOTETICO-
DEDUCTIVO. En este método la construccion de hipotesis desempefia varias funciones,
siendo la mas importante su contribucion al engrandecimiento de la ciencia (Véase LA
HIPOESIS, Péags. 274-296 en Metodologia del Conocimiento Cientifico, Op. C). Si la
matematica ha de considerarse una ciencia experimental (como opina Miguel de Guzman) o
una ciencia cuasi-epirica (segun la tesis de Imre Lakatos), bien hariamos los que ensefiamos
matematicas en preocuparnos por conocer mejor los fundamentos filoséficos de este método.

“El método de la Hipdtesis Matematica se utiliza fundamentalmente en la Fisica
Teobrica contemporanea. Esto se explica en primer lugar, por el hecho de que los conceptos y
teorias de la nueva fisica resultan muy abstractos y estan considerablemente alejados de la
experiencia. Es por esto que para su clara interpretacién, como indica el fisico inglés P. Dirac,
no son suficientes nuestras imagenes habituales. Realmente no es dificil representarnos las
particulas y ondas materiales de la fisica clasica, pero es extremadamente dificil, si no
imposible, crear una imagen visual de una microparticula, que cuenta con propiedades tanto
corpusculares como ondulares y cuya unién no es mecanica, si tenemos en cuenta que en la
representacion habitual los corpusculos y las ondas aparecen como polarmente
contradictorios. Por tal razon, en este caso se trata de una sintesis dialéctica de propiedades
antipodas. De aqui resulta claro que si la fisica clasica podia formular sus hipétesis en

términos mas o menos comunes a las imégenes visuales, la fisica contemporanea, cada vez en
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mayor medida, se ve obligada a apelar al auxilio de los métodos de la matematica y la Idgica.
Precisamente, uno de dichos métodos es el de la Hipotesis Matematica’™

Existe bastante bibliografia de muy buena calidad que trata detenidamente estos tres
aspectos, aunque dificilmente los encontraremos en el mismo texto. Con frecuencia puede
encontrarse, aunque dispersos, breves ensayos en las revistas cientificas sobre matematica y
en particular sobre educacion matematica. Recomendamos al lector interesado leer algunas
de las obras que hemos citado.

Dentro de este gran Marco Teodrico el autor se limita a presentar: Un breve contexto
historico de las Ecuaciones Diferenciales y la Resolucién de Problemas en el Cap. I; Un breve
marco definitorio en el Cap.I1 (11.1 y 11.2); algunos elementos para la reflexion de estrategias
didacticas en el mismo Cap. Il (11.3 y 11.4). Pero principalmente se presenta a la
consideracion de profesores que imparten los cursos de Ecuaciones Diferenciales algunos
elementos para la ensefianza de éstas mediante el enfoque de RESOLUCION DE
PROBLEMAS, basados en nuestra experiencia en los cursos de Fisica y Matematica-Fisica.
Aclaramos que no es nuestra pretensidn proponer una metodologia completa para la
enseflanza de las Ecuaciones Diferenciales; Unicamente queremos compartir algunas
experiencias ya comprobadas en el aula a través de los cursos mencionados y talvez iniciar

una discusion o motivar otras investigaciones tendientes a construir la DIDACTICA DE LAS

ECUACIONES DIFERENCIALES.

? Metodologia del Conocimiento Cientifico (Pag. 284), Op. C.
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JUSTIFICACION.

En un trabajo de graduacion es frecuente que aparezca en forma explicita la

justificaciéon del mismo, es decir, el autor debe expresar en forma clara su opinion acerca de la
necesidad de realizar dicho trabajo, o la contribucién que pretende aportar en la solucién de
algun problema especifico. En este trabajo parte de dicha justificacion se encuentra implicita

en la INTRODUCCION (Pag. 9).

En el caso particular de este trabajo consideramos que una verdadera justificacion no
se puede expresar en un contexto aislado, razén por la cual el lector podra encontrar una
mejor descripcion de la misma en el Capitulo I. (Véase el Articulo 1.3: RESOLUCION DE

PROBLEMAS, P4g.30).

En nuestro medio es lamentable que algunos cursos de ecuaciones diferenciales se
tomen como un simple requisito para satisfacer una exigencia del plan de estudio o se
impartan de una manera mecanicista, pasando de lejos la oportunidad de consolidar una
formacion y actitud matematica en estudiantes que ya son casi profesionales y, por tanto, esta
en juego la conducta que adoptaran en su proximo ejercicio profesional. En tal sentido, hemos
solicitado la colaboracion de algunos profesores de reconocido prestigio que imparten cursos
de ecuaciones diferenciales y de profesionales conocedores del tema para plantear (en base a
las criticas , comentarios y sugerencias de los mismos) variantes de los problemas propuestos
a fin de hacerlos més atractivos, mas interesantes y que se puedan adaptar para resolver

situaciones reales de las ciencias naturales o de las ciencias sociales y la economia.

A pesar del impresionante desarrollo del conocimiento de las Ecuaciones Diferenciales
y de los esfuerzos realizados en la sistematizacion de su teoria, hace falta mucho trabajo para
construir y desarrollar “la Didactica de las Ecuaciones Diferenciales”. Esta claro que esta

tarea requiere de muchos esfuerzos y recursos y de la participacién de investigadores en
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varios paises. Nuestro objetivo es solamente contribuir desde la perspectiva de la resolucion

de problemas. Retomamos este aspecto en el Capitulo | de este trabajo de graduacion.

Probablemente algunos profesores de Ecuaciones Diferenciales se preocupan muy
poco por el fracaso escolar a este nivel de los estudios universitarios (4° o 5° ciclo en nuestro
medio) dado que siempre se puede apelar a la “responsabilidad” del estudiante. Talvez ni
siquiera exista el problema del fracaso escolar en términos de reprobaciones masivas,
superiores al 50 %. En nuestra opinion el problema debe considerarse de otra manera y

trataremos de plantearlo.

Supongamos, por ejemplo, que un estudiante adquiere las habilidades y destrezas
necesarias para resolver las ecuaciones diferenciales que se le presentan ya dadas en cierto
contexto de clasificacién de las mismas pero descontextualizadas de cualquier aplicacion
préactica y por tanto carentes, en cierto modo, de significado; supongamos también que el
mismo estudiante al enfrentarse a la situacion de resolver un problema concreto en algin area
de la ciencia de la que conoce sus diferentes leyes (por ejemplo las leyes de los circuitos
eléctricos) no sea capaz de plantear correctamente la ecuacion diferencial que debe resolver
para solucionar dicho problema. Esta claro, entonces, que dicho estudiante no esta
adquiriendo las competencias necesarias para desempefiarse posteriormente en la vida
profesional. Podra decirse que no se trata mas que de un ejemplo hipotético; sin embargo, con
frecuencia encontramos casos similares al descrito en el ejercicio profesional de muchos
graduados de las carreras de ciencias o de ingenieria e incluso de la misma licenciatura en
matematicas. La pregunta es la siguiente: ¢Estamos entonces ensefiando algoritmos de
solucién de ecuaciones diferenciales o estamos contribuyendo a elevar el nivel de
razonamiento de nuestros estudiantes y a mejorar sus competencias en la resolucion de
problemas que involucran estas ecuaciones? Recordemos que las Ecuaciones Diferenciales

constituyen una parte importante de la estructura de los medios matematicos del
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conocimiento cientifico, como ya ha sido sefialado en el Marco Tedrico. Consideramos que
bastan estos elementos aqui planteados para justificar un trabajo de esta naturaleza que
busque contribuir a la solucién de un problema especifico, pero de gran relevancia por estar

relacionado con muchas areas del conocimiento y de las investigaciones cientificas.
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CAPITULO I

CONTEXTO HISTORICO: LAS ECUACIONES
DIFERENCIALES Y LA RESOLUCION DE PROBLEMAS.

Los descubrimientos de un gran matematico como era Newton
no pasan casi nunca automaticamente a formar parte de la
tradicion matematica general. Pueden muy bien permanecer
perdidos largo tiempo para el mundo, a no ser que otros sabios
los entiendan y se tomen ademds el suficiente interés para
estudiarlos desde diversos puntos de vista, clasificarlos y
generalizarlos, asi como mostrar sus consecuencias

CARL B. BOYER.

1.1 ECUACIONES DIFERENCIALES.

Es muy dificil hablar con precision de los origenes del calculo (diferencial e integral) y de
las ecuaciones diferenciales. Muchos autores estdn de acuerdo en reconocer a Newton y a
Leibnitz la paternidad del célculo; otros en cambio, sostienen que las ideas bésicas del
concepto de limite eran ya conocidas por los antiguos griegos. El gran matematico francés
Blaise Laplace sostenia a finales del siglo XVIII que Fermat fue el verdadero inventor del
célculo infinitesimal. Pierre de Fermat fallecié en 1665, mientras que la mayor produccion
matematica de Newton fue posterior a ese afio.™

Al margen de las anteriores consideraciones puede afirmarse que después de Newton el
Célculo no se desarroll6 en forma rapida, sino méas bien durante ciertas épocas y debido a la
contribucion de otros matematicos. Con el desarrollo del calculo surgieron las Ecuaciones
Diferenciales (tan pronto como se reconoci6 la relacion inversa existente entre los procesos de
diferenciacion y de integracion) a cuyo engrandecimiento tedrico contribuyé grandemente
Jacques Bernoulli (1654-1705), con el estudio de las ahora conocidas como “ecuaciones de

Bernoulli”!:

' Boyer, C.(1969). Historia de la Matematica (CAP XVII). Alianza Universidad, Madrid.
1
Op. C.
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y + PX)y = Qx)y"
A principios del Siglo XVIII el “arsenal” de procedimientos de soluciones de ecuaciones
diferenciales era aun pequefio. En él se incluian la se separacion de variables, casos
particulares de busqueda de factor integrante y la resolucion de ecuaciones homogéneas de

primer orden mediante sustituciones de la forma y = xt.

En la época en que Jean Le Rond d’Alembert (1717-1783) publicé su famoso “traité de
dynamique” (1743) la teoria de las ecuaciones diferenciales ordinarias ya se habia
desarrollado considerablemente, pero el problema mas dificil de las ecuaciones en derivadas
parciales era entonces un campo abierto para los pioneros. El estudio de la cuerda vibrante

condujo a d’Alembert a la siguiente ecuacion diferencial parcial:

o’u o’u
W = 8_2 para la que obtuvo la solucién u= f(x +t) + g (x-1t) donde fy g son funciones
X

arbitrarias pero continuas.

El gran matematico suizo Leonhard Euler (1707-1783) propuso para la ecuacion mas

general:

o’u 52 o’u

lasolucionu = f(x+ at) + g(x— at).

ot ox’
Por tanto, puede afirmarse que el origen de las ecuaciones en derivadas parciales se

encuentra en el estudio de la cuerda vibrante.

Alexis Claude Clairaut, uno de los matematicos mas precoces de la historia (a los 18
afos fue nombrado miembro de la Académie de Sciences) observé que, en general, las
derivadas parciales de segundo orden f,, y f,x de una funcion f(x,y) son iguales (Ahora se
sabe que es cierto si estas derivadas son continuas en el punto en cuestion). Clairaut utilizd
este hecho en el familiar criterio M y = N, en la teoria de las ecuaciones diferenciales, para

el caracter de diferencial exacta de la expresion M (x,y) dx + N (x,y) dy =0.
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Una de las ecuaciones diferenciales mas interesantes que se estudiaron durante el siglo
XVIII es laecuacion de Riccati:

Y = pX) Yy + Ay + r(x).

Esta interesante ecuacion fue estudiada por muchos matematicos de la época, entre
ellos varios de los hermanos Bernoulli, d’Alembert, Jacopo Riccati (1676-1754) y su hermano
Vincenzo. Euler observo el hecho de que si se conoce una solucion particular v = f (x),
entonces el cambio de variable y = v + 1/z convierte la ecuacién de Riccati en una ecuacion

diferencial en z, de tal manera que se puede hallar una solucién general.

A pesar de las dificultades para establecer con precision el origen histérico de las
Ecuaciones Diferenciales, puede asegurarse con certeza que éstas tuvieron un enorme

desarrollo a lo largo del Siglo XVII1.

.2 ORIGEN FISICO.

La historia del desarrollo del Célculo y de las Ecuaciones Diferenciales a partir del
siglo XVII es un tema apasionante, pero nos vemos obligados (por razones de espacio) a dejar
hasta aqui tan interesante tema; sin embargo, consideramos necesario sefialar que las
Ecuaciones Diferenciales no solamente tienen un origen historico sino también un origen en
las ciencias naturales, especialmente en la Fisica, donde surgen en forma “espontanea” a
partir del intento de resolver problemas propios de esta ciencia o problemas de aplicacion en

ingenieria.

Dennis G. Zill expresa: “No seria nada presuntuoso afirmar que las ecuaciones diferenciales

son la piedra angular de disciplinas como la fisica y la ingenieria eléctrica, e incluso
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proporcionan un importante instrumento de trabajo en areas tan diversas como la biologia y

la economia”*?

A pesar de que el desarrollo histérico de las ciencias naturales y de las ecuaciones
diferenciales (de la matematica en general) se encuentra suficientemente documentado en una
extensa bibliografia nos limitaremos, por las razones expuestas, a presentar una breve lista de

ecuaciones diferenciales que surgen a partir de problemas de la Fisica.

1. d_p =-ap Modelo simplificado de la variacion de la presion atmosférica con
y
respecto a la altura.
d dT . - .
2 q_ —kA— Flujo de calor unidimensional.
dt dx
d’y
3. e =—g Ecuacion de la caida libre de cuerpos u objetos cercanos a la
superficie de la tierra.
d’x Kk y .
4, --=——X Ecuacion de un sistema masa-resorte.
dt m
Esta ecuacion a menudo se escribe en la forma siguiente:
X
e +w’Xx=0 con @ = k/m. En esta forma es mas conocida
como la ecuacion del oscilador arménico simple.
d’6 ¢ g . . .
5. e + I—sené’ =0  Ecuacion que describe las oscilaciones de un péndulo

simple.

12 7ill, D.(1982) Ecuaciones Diferenciales Con Aplicaciones(Pag. 13 ). Wadsworth
Internacional/Iberoamérica, Santiago, Chile.
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_ . d?q) | o dat) | )
Et)=L e +R ot + c

2
10. x2d y+xﬂ+(x2—n2):0
dx

d’y . dy
11. (l—xz)dx2 -2 &+n(n+1)y:0
12. —h—2V2w+V1/j—lha—l//
2m ot
h* _,
-—Vy +Vy =Eh
2m

Ecuacidén de un circuito RLC (de

corriente alterna) en serie.

Ecuacion de Laplace.

Ecuaciéon de onda de Helholtz.

Ecuacién de onda electromagnética.

Ecuacion de Bessel. De mayor aplicacion

en problemas fisicos de geometria

cilindrica.

Ecuacion ordinaria de Legendre. De

mayor aplicacion en problemas fisicos

de geometria esférica.

Ecuacién de Onda de Schrédinger

y ecuacion de onda independiente del

del tiempo. Ambas ecuaciones son

fundamentales para el estudio de la

Mecénica Cuantica.
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1.3 RESOLUCION DE PROBLEMAS.

Un gran descubrimiento resuelve un
gran problema, pero en la solucién de
todo problema hay un cierto
descubrimiento.

G. Polya.

Es frecuente leer en articulos (o escuchar en conferencias magistrales en el marco de
congresos sobre matematica educativa) de revistas sobre didactica de las matematicas que
hasta hace relativamente poco tiempo (primera mitad del siglo XX) la comunidad
internacional de matematicos consideraba que para ensefiar matematicas era suficiente con
saber matematicas. Eran verdaderas excepciones las opiniones que diferian de esta acepcion
generalizada; sin embargo, el fracaso escolar en matematicas era (y sigue siendo) un problema
comun para todos los paises, especialmente para aquellos que, como el nuestro, no tienen una

verdadera tradicion en esta ciencia.

Afortunadamente, en la época actual son cada dia mas numerosas las opiniones que
consideran que para ensefiar matematicas no basta con “saber” matematicas, es decir, que no
basta con ser un profesional en esta ciencia, sino que ademas se necesita ser profesional en la
ensefianza de la misma. Por tal razén los planes de estudio de una maestria en didactica de las
matematicas incluyen cursos o modulos tales como: historia de la matematicas, psicologia de
las matematicas, sociologia de las matematicas, recursos matematicos, epistemologia
matematica y muchos cursos mas en las diferentes didacticas: del algebra, la aritmética, el
namero, la geometria, probabilidades y estadistica, el céalculo infinitesimal y Ia
RESOLUCION DE PROBLEMAS. Todas estas disciplinas son de mucha importancia para la
formacion de profesores de matematicas en los diferentes niveles del sistema educativo:
primaria, educacion media y nivel universitario. Este gran esfuerzo, de caracter internacional,

por construir y desarrollar la “ensefianza de la matematica” como una verdadera profesion y
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como una disciplina de estudio y de investigacion ha comenzado a retribuir frutos cada vez
mas significativos; sin embargo, la RESOLUCION DE PROBLEMAS (a partir del gran
maestro Polya con su famosa obra *“How to solve it”) se ha venido convirtiendo en una
disciplina cada vez mas esencial e importante en la ensefianza de esta ciencia, lo cual se refleja
no so6lo en revistas y congresos sino también en el creciente interés por participar en los
diferentes eventos de Olimpiadas de Matematicas, ya sean éstas de caracter local, regional o

internacional.

Todo matematico estard de acuerdo en que las matematicas presentadas a la manera
euclideana aparecen como una ciencia sistematica, deductiva. De hecho, la mayoria de los
autores de textos sobre metodologia del conocimiento cientifico toman la matematica como un
ejemplo de una ciencia deductiva; obviamente que no puede negarsele este caracter una vez
gue se ha estructurado un sistema axiomatico. Por el contrario, las matematicas en vias de
formacion aparecen como una ciencia experimental, inductiva. Histéricamente puede
afirmarse que la casi totalidad del conocimiento matematico se ha formado (construido) en el
proceso de solucion de una gran variedad de problemas. Por tanto, parece evidente la
conclusion de que se puede aprender mucho de matematicas aprendiendo a resolver

problemas. Tal era la vision de Polya.

En “How to solve it” (Traduccion al espafiol: “Como plantear y resolver problemas™)

Polya sostiene que para resolver un problema se necesita:

. Comprender el problema
1. Concebir un plan
1. Ejecucidn del plan

V. Examinar la solucién obtenida.
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Naturalmente, no es nuestro objetivo hacer un analisis detallado de la obra de este
gran maestro. La bibliografia actual es rica en analisis y propuestas para desarrollar las ideas
generadoras de este hombre que contribuy6 grandemente a crear una vision adecuada a la
problemética de la ensefianza de esta ciencia tan importante para la humanidad. Nos
limitaremos a sefialar el siguiente aspecto de la concepcion de Polya acerca de la labor del

maestro:

“EIl maestro debe ayudarle (al alumno), pero no mucho ni demasiado poco, de suerte

gue le deje asumir una parte del trabajo”

DEBE PROPONERSE:

1° Ayudar al alumno a resolver el problema en cuestion.
2° Desarrollar la habilidad del alumno de tal manera que pueda resolver por si
mismo problemas ulteriores.
Nos parece que esto resume magistralmente la labor que puede desempefiar un
maestro que tiene siempre la disposicion de reflexionar sobre su propia practica docente a fin
de realizarla cada dia con mayor eficiencia. Nuestro propésito es extender estas ideas a la

ensefianza de las Ecuaciones Diferenciales.

Las Ecuaciones diferenciales se desarrollaron por la necesidad de resolver problemas
relacionados principalmente con la fisica y la ingenieria. En la actualidad estas ecuaciones
aparecen de manera natural en la solucion de problemas en areas tan diversas como la
biologia, la quimica, la economia, la astrofisica, la geofisica, la meteorologia y también en

problemas relacionados con la salud, las ciencias sociales y las humanidades.

Dado que mediante el estudio de las ecuaciones diferenciales se resuelve en la

actualidad una gran cantidad de problemas cientificos, tecnoldgicos, culturales y en general de
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la vida real, es importante tomar en cuenta los aspectos didacticos relacionados con la

ensefanza de las mismas.

Las Ecuaciones Diferenciales, como disciplina de estudio, se ha construido a lo largo
de la historia con el esfuerzo de grandes pensadores, entre los que puede mencionarse una
lista de genios de la talla de Euler, los hermanos Bernoulli, d’Alembert y muchos otros.
Algunos dedicaron su tiempo y sus esfuerzos en la busqueda de soluciones matematicas a
situaciones préacticas (como el problema de la cuerda vibrante) y como resultado encontraron
y desarrollaron métodos y procesos empiricos de soluciones a Ecuaciones Diferenciales de

diversos tipos y clasificaciones. Todos estos procesos revelan un fuerte contenido heuristico

Posteriormente, como resultado de muchas experiencias acumuladas fueron
apareciendo las diferentes “técnicas” de solucion de las Ecuaciones Diferenciales y sobre todo
la necesidad de organizar y sistematizar este conocimiento, es decir, de elaborar la teoria de
las Ecuaciones Diferenciales. Actualmente el campo de aplicacion de las mismas es tan extenso
y especializado que su conocimiento se ha vuelto indispensable para la realizacion de una gran

cantidad de proyectos de investigacion de caracter cientifico.

Como sefialamos en la parte introductoria de este trabajo de graduacion, la
sistematizacion del conocimiento y la teoria de las Ecuaciones Diferenciales ha alcanzado un
desarrollo impresionante; sin embargo, hace falta mucho trabajo para desarrollar la
“Didéctica de las Ecuaciones Diferenciales”.

Una propuesta de trabajar en la construccion de esta didactica especial se sustenta en

varias razones que la justifican. Basta con mencionar las siguientes:

e  Su caracter estructural como parte importante del desarrollo cientifico
contemporaneo.

e  Su extension y aplicacién a nuevas areas del conocimiento
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e La creciente poblacion estudiantil que demanda este conocimiento. No es raro
encontrar planes de estudio a nivel de pre-grado, en paises subdesarrollados, de
carreras como licenciatura en biologia que incluyen un curso de ecuaciones

diferenciales. (Ej: Universidad de Costa Rica).

e Actualmente contintan las investigaciones acerca de las Ecuaciones Diferenciales ya
sea con la finalidad de incrementar su acerbo teérico o de ampliar su campo de
aplicaciones. El aparecimiento de sofwares cada vez mas capaces de resolver
ecuaciones matematicas plantea la exigencia de postular nuevas metodologias de

ensefianza de esta disciplina y las Ecuaciones Diferenciales no seran la excepcion.

Estamos seguros que algunos profesores de matematicas universitarias, en diferentes
paises, estaran comenzado a trabajar en este sentido. A nosotros nos parece propicio
contribuir modestamente a la ensefianza de las Ecuaciones Diferenciales mediante la solucién
de problemas adecuados, teniendo siempre presente las ideas fundamentales del gran maestro

G. Polyay algunos de sus continuadores.
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CAPITULO 1.

DEFINICION Y CLASIFICACION DE LAS ECUACIONES
DIFERENCIALES.

1.1 INTRODUCCION.

A pesar de que el aspecto definitorio y la clasificacién de las ecuaciones diferenciales
no desempefia, en mi opinién, un papel trascendente para la ensefianza de las ecuaciones
diferenciales a través de la solucién de problemas, consideramos que es de mucha utilidad
para que el profesor puede orientar su trabajo, en la medida que se desempefie como guia o
asesor en el aprendizaje de los estudiantes que se inician en el tema. Por esta razon hemos
preferido presentar aqui Unicamente los aspectos méas fundamentales acerca de las
definiciones y clasificaciones que corresponden a la estructura tedrica de las ecuaciones

diferenciales. Pretendemos hacer de esto un capitulo lo mas breve posible.

DEFINICION 2.1

Si una ecuacioén contiene las derivadas o diferenciales de una o mas variables
dependientes con respecto a una o0 mas variables independientes, se dice que es una ecuacion

diferencial.

112 CLASIFICACION.

Las ecuaciones diferenciales se clasifican de acuerdo a tres propiedades: 1) el tipo, 2)

el ordeny 3) la linealidad

11.2.1 DE ACUERDO AL TIPO:

Las ecuaciones diferenciales pueden ser de dos tipos: 1) Ecuaciones Diferenciales

Ordinarias y 2) Ecuaciones Diferenciales Parciales.
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Ecuacién Diferencial Ordinaria (EDO).

Si una ecuacion contiene solo derivadas ordinarias de una o mas variables

dependientes, con respecto a una sola variable independiente, se dice que es una ecuacion

diferencial ordinaria.

Las siguientes ecuaciones:

dy
= _5y=
dx y
(x+y)dx—4ydy =0
du dv X son ejemplos de ecuaciones diferenciales ordinarias.
dx dx
d’y dy
-2—+6y=0
dx? dx y

Ecuacidn Diferencial Parcial (EDP).

Si una ecuacion contiene las derivadas parciales de una 0 mas variables dependientes,

respecto de dos o mas variables independientes, se llama ecuacion diferencial parcial o

ecuacion en derivadas parciales

Las siguientes ecuaciones:

22 02 0(x,1) _00(x.t)
ox* ot

o’'u 1ou 1 d%u

op> pop p* oo’

2 2
0 V/+%a‘//+ ! i(sent?aw)ﬁL ! oy

+k’y=0
or’ r or r’senf@ 06 00 rzser1249é’¢2 v

son ejemplos de ecuaciones en derivadas parciales.
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11.2.2 DE ACUERDO AL ORDEN.

El orden de la més alta derivada en una ecuacion diferencial se llama orden de la
ecuacion.

EJEMPLOS:
d’ d’
1) q 2/ +5( q 2/)2 +3y=2X es una EDO de tercer orden.
X X

2) Como la ecuaciéon x°dy + ydx=0,

Puede escribirse en la forma
dy

x? =L
dx

+y=0 es una EDO de primer orden

2 2 2
a"VJFL&'//JFLGV/+8W+41,//:0 es una EDP de segundo orden

3
)8p2 pop p’og’ a’

11.2.3 DE ACUERDO A LA LINEALIDAD.

Se dice que una ecuacion de la forma:

L dn—ly

n

y dy
a, (X +a X)——+....+a,(X)—+a,(X = X
n( )dx” n1( )dx”—l 1 )dx 0 (X)y=9(x)

es una ecuacion diferencial lineal de orden n, si satisface las siguientes propiedades:

i) La potencia de la variable dependiente Yy y de todas sus derivadas es 1, es
decir, de primer grado.

ii) Cada coeficiente a,(X) depende Unicamente de la variable x.

Si una ecuacion no cumple ambas propiedades se dice que es NO LINEAL.

Las siguientes ecuaciones:

xdy + ydx = 0 Son ejemplos de ecuaciones diferenciales

LINEALES de primero, segundo y tercer

2
d’y - zﬂ +y=0 orden, respectivamente
dx*>  dx
3 2
x3u—x2d—+3xﬂ+5y =0

dx? dx? dx
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Mientras que las ecuaciones:

d’ d . . . . .
y? d_y + 4d_y =X Son ejemplos de ecuaciones diferenciales ordinarias NO
X X

LINEALES. La primera tiene un coeficiente que no es
4

dle +xy’ =0

funcién de x y la sequnda contiene el término y* que no

es de primer grado.

1.3 SOLUCIONES DE LAS ECUACIONES DIFERENCIALES.

DEFINICION 2.2

“Cuando una funcién ¢, definida en el intervalo I, se sustituye en una ecuacion

diferencial y transforma esa ecuacion en una identidad, se dice que es una solucion

de la ecuacion en el intervalo™®

Como nuestro objetivo se enmarca en el aprendizaje de las Ecuaciones Diferenciales
mediante la resolucién de problemas, es claro que para este propdsito serd no solo
indispensable sino también estratégico que el estudiante se acostumbre en comprobar que una

funcion ¢ es 0 nd solucion de una ecuacion diferencial dada.

Por tanto proponemos ejercicios similares a los siguientes:

Ejercicio 1.

Dada la ecuacion y’(x) + o?(x) = 0, comprobar que las siguientes funciones son

soluciones de la ecuacion dada.

a) y(x) = acos(mx)

b) y(x) = bsen(wx)

13 7ill, D. (1997). Ecuaciones Diferenciales (Pag. 4). Thomson Editores, México.
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c) y(x) = acos(wx) + b sen(wx)

Con ejercicios como éste el maestro puede aprovechar para que el estudiante obtenga
conclusiones. Que comience a darse cuenta, por ejemplo, que puede haber méas de una

solucion y que la combinacion lineal de soluciones es también una solucién.

Ejercicio 2.

Comprobar que x> + y* = ¢ es una solucion de la ecuacion diferencial:

ﬂ_x

dx y
Este ejercicio nos muestra que pueden existir comprobaciones implicitas.

Derivamos, implicitamente, respecto de x la ecuacién dada y obtenemos:

d

2x+2y Y _

dx

Si ahora despejamos dy/dx obtenemos la ecuacién diferencial mencionada.

Sin embargo, queda otro problema: ¢Para qué intervalo de la variable x es valida

dicha solucion? Si x es una variable real, el maestro puede inducir al estudiante a que

observe que tal solucion no es valida para todo el rango finito de la variable: - o < x < oo, sino

s6lo para el intervalo —Jec<x<lc.

Es claro que un problema tan sencillo como éste puede marcar la diferencia entre dos
maneras distintas de conducir o guiar el aprendizaje de los estudiantes. La primera ocurre
cuando el maestro realiza todos los pasos hasta llegar al resultado previsto, lo que
generalmente sucede cuando se tiene prisa 0 ansiedad por terminar el programa de la
asignatura. En la segunda, el maestro permite la méaxima participacion del estudiante de tal
forma que sea éste quien realice todos o la mayoria de los pasos necesarios para llegar al

mismo resultado. La experiencia nos muestra que el estudiante consolida mucho mejor su
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aprendizaje cuando se le permite una participacion mas activa y paradéjicamente el tiempo

adicional invertido se recupere con creces.

Ejercicio 3.
)] Para cada una de las siguientes ecuaciones, encuentre una solucion
a) y(x) = ayx)
a) y(x) = -ay(x)
i) Encuentre dos soluciones de la ecuacion
y'(x) = a’y

iii) Encuentre dos soluciones de la ecuacion
y'(x) -3y -4y =0
Este tipo de ejercicio motiva y prepara al estudiante para asumir una actitud de
basqueda constante de soluciones, especialmente cuando tenga que enfrentarse a la solucién

de problemas.

También es necesario aclarar al estudiante que no toda ecuacién diferencial que se nos

ocurra tendra una solucion.

-y -7z e 2
¢ Cudl es la solucion la solucién de y'(x) = e* ?

Sabemos que no existe una funcién “primitiva” sencilla que al derivarla de como

X2

resultado e La Unica solucion posible es una serie infinita de la forma
0 2n+l1
X . g . x2
y(X) = Z—+C, cuya derivada da la expansion en serie de € .
= (2n+1D)n!

Las soluciones también pueden clasificarse en soluciones generales, soluciones

particulares, soluciones singulares, soluciones por tramos, etc., pero no es nuestro interés
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detenernos en todos estos detalles que se encuentran bien explicados en muchos textos

excelentes sobre ecuaciones diferenciales.

1.4 PLANTEAMIENTO DE UN PROBLEMA.

Algo sumamente importante (sin lo cual este trabajo no tendria sentido) es el
planteamiento de problemas. Este aspecto sera desarrollado a lo largo de todo el trabajo; sin
embargo, para finalizar este capitulo queremos introducir, a manera de ejemplo, la resolucién
de un problema. Es necesario tomar en cuenta que para describir un fendmeno fisico en
términos matematicos se parte de un modelo que tome en cuenta las principales
caracteristicas del fendmeno. Una descripcién completa o exhaustiva podria implicar muchas
complicaciones matematicas, por tal razon es frecuente simplificar el modelo para evitar tales
complicaciones. Debemos estar claros que los modelos simplificados nos pueden conducir a
resultados aproximados y no a valores exactos; afortunadamente, en muchas situaciones es
suficiente con tener buenas aproximaciones y cuando se desean resultados mas exactos pueden
obtenerse experimentalmente. A continuacion presentamos la solucion aproximada de un

problema mediante un modelo simplificado.

PROBLEMA. Vaciado de un tangue conico.

La figura representa un tanque conico inicialmente lleno
de agua hasta una altura h. El tanque esta provisto
de un pequefio agujero de salida, en la parte inferior,

de area A, Se trata de encontrar la altura "y" del

<

agua en cualquier momento, despreciando (en un

modelo simplificado) la friccion del agua en las paredes

del tanque y a través del agujero de salida. Ao
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EL MODELO.

Existe una relacion entre la altura y del tanque en cualquier instante y la velocidad

(instantanea) de salida del agua a través del area inferior A, del cono trucado que constituye
el tanque. El problema puede simplificarse aun maés si se considera que el area de salida A, es
despreciablemente pequefia en comparacion con el &rea A de la superficie superior del agua.
Notese que el modelo sera valido Unicamente si se cumple la condicidn anterior; esto significa
gue no sera valido cuando al altura del agua en el tanque sea muy pequefia de manera que la
diferencia entre las areas superior e inferior sea también pequefia. En otras palabras el
modelo no considerard un cono truncado, como seria la situacién real, sino un cono
geométrico (con vértice puntual). En todo caso, el interés primordial en este ejemplo es

mostrar una forma didactica de plantear un problema.

LA SOLUCION

Para plantear la solucion de un problema es aconsejable tener en cuenta tres
elementos: 1) Qué informacion tenemos, 2) Con qué instrumentos tedricos contamos y 3) A
donde queremos llegar. Teniendo una visién clara de estos elementos se procede a plantear

una estrategia de solucion.

La informacién basica se encuentra en el enunciado del problema y en el modelo
simplificado que hacemos del mismo. Los instrumentos tedricos los proporciona la

hidrodindmica que en este modelo se reduce al teorema de Torricelli que establece que la
velocidad Vde salida del agua a través de A, es V =./209y Yy que esta velocidad multiplicada

por A, nos proporciona el caudal de salida, es decir, el volumen (de agua) por unidad de

tiempo que abandona el tanque

A gy

e
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La estrategia consiste en visualizar que existe una relacion entre el volumen V del

agua en el tanque y la altura y de la misma. En este modelo simplificado el volumen se puede

Vs .
expresar como el volumen de uncono V = Erzy; donde r y Yy son valores (variables)

. , . . r
Instantaneos que se relacionan aproxmadamente por r = Fl Yy

2
P/ ST

Por tanto, V = Eh_z y~, de donde se obtiene la solucién buscada:

dy Ah’ Ah’
Yo Dl gy =-"21
at 7r|’12y2 gy A1y2 gy

(El problema finaliza integrando la ecuacion anterior)

COMENTARIQOS. Si en este problema el tanque se tratara como un cono truncado (lo cual

corresponde mas a la realidad) aparecerian algunas dificultades adicionales. Tendriamos que
considerar dos velocidades: la velocidad de salida y la velocidad con que desciende el nivel
superior del agua. En este caso habria que considerar una ley mas general de la
hidrodinamica: la ecuacién de Bernoulli y ademas la ecuacién de continuidad, para encontrar
una expresion que relacione ambas velocidades. Naturalmente que el problema se vuelve mas
complicado tanto en el manejo matematico como en la busqueda de la estrategia de solucion;
sin embargo, nuestro objetivo en este momento era solamente el de presentar un ejemplo de

planteamiento de un problema.
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CAPITULO IlIl.

ECUACIONES DIFERENCIALES DE PRIMER ORDEN.

1.1 INTRODUCCION.

En este capitulo nos proponemos ilustrar o mejor dicho introducir algunos de los
métodos mas importantes para resolver ecuaciones diferenciales de primer orden, mediante

algunos problemas escogidos de la Fisica y de la Ingenieria.

Tales problemas, a modo de ejemplos, pueden ser de mucha ayuda para motivar
previamente al estudiante respecto al tema que el profesor va a exponer de una forma mas
rigurosa y sistematica y, por supuesto, para desarrollar conceptos que corresponden a un

mayor nivel de abstraccion.

Iniciaremos con algunos problemas que pueden resolverse mediante uno de los
métodos mas sencillos: la separacion de variables y luego tomaremos un caso especial de la
termodinamica (un proceso adiabético) para introducir el concepto de “ecuaciones exactas”.
Para las ecuaciones diferenciales lineales veremos un problema tomado de la mecanica y
aprovecharemos para trabajar el concepto de variacion de parametro. También queremos
aclarar que no pretendemos tratar el tema en forma exhaustiva, ya que nuestro objetivo no es
elaborar un texto de Ecuaciones Diferenciales, sino mostrar el papel estratégico que

desempenia la resolucién de problemas.
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111.2  VARIABLES SEPARABLES.

A pesar de que este tema es relativamente sencillo y que la mayoria de los libros de
texto de ecuaciones diferenciales comienzan por él, consideramos conveniente introducirlo de

manera que el estudiante se vea inmerso en una problemética de tipo heuristico.

Existe una cantidad grande de problemas que pueden utilizarse para introducir este
tema de separacion de variables, pero por razones de espacio y tiempo nos limitaremos a
presentar tres problemas de aplicacion (relacionados con la fisica y la ingenieria) con sus
respectivas GUIAS DIDACTICAS e intercalaremos después del primer problema dos

dificultades de tipo conceptual.

Aprovechamos también para aclarar que en estos primeros problemas las guias
didacticas seran desarrolladas un poco mas extensas que las correspondientes a los demas
problemas, evitando de esa manera ser muy repetitivos y tomando en consideracion que

siempre perseguimos los mismos objetivos generales.

PROBLEMA N°1.

conductividad k (constante), que llena completamente el

Considere  un  material  sdlido, homogéneo, de /‘//\\\
.
\r

espacio comprendido entre dos esferas concéntricas de
radios ry (interior) y r, (exterior). Si la esfera interior se

mantiene a la temperatura constante T, y la esfera
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exterior a la temperatura constante T, (T, > T»), encuentre el flujo de calor (H) a través del

material.

GUIA DIDACTICA.
En un problema como éste el profesor puede comenzar por recordarle a los
estudiantes que con la expresion “flujo de calor” (H) los fisicos y los ingenieros se refieren a la

rapidez con que fluye el calor a través de un cuerpo:

)
dt

Luego, para hacer que el estudiante participe se puede formular la siguiente pregunta:
¢ qué se requiere para que el flujo de calor a través de un cuerpo sea constante?

Se trata de que el estudiante llegue a la conclusién que H depende de las condiciones
en que ha de fluir el calor, es decir, de la diferencia de temperaturas ( T; — T,), de la
naturaleza del material y de su forma geométrica. Si estas condiciones permanecen
constantes, el flujo de calor H serd también constante. Tal es el caso del problema
propuesto.

Tenemos la informaciéon y sabemos a donde queremos llegar. Necesitamos los
instrumentos tedricos y las estrategias de solucion; sin embargo, el problema planteado puede
ofrecer més dificultad de lo que aparenta a primera vista. Como recomendaba el gran
maestro G. Polya, en estos casos puede comenzarse por plantear un problema con
caracteristicas similares pero de mayor sencillez.

El grado de dificultad se reduce grandemente cuando nos planteamos el problema del
flujo de calor a través de un bloque rectangular de espesor | cuyas caras perpendiculares al
gje x tienen un area A y se encuentran a temperaturas diferentes; las otras cuatro caras se

encuentran térmicamente aisladas mediante materiales adiabaticos.
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La ley termodinamica de Fourier nos dice que el flujo de calor (H) a través de una
lamina rectangular delgada de espesor Ax, cuyas caras perpendiculares al eje x tienen un area
A y se encuentran a una diferencia de temperatura AT, se expresa mediante la siguiente
ecuacion:

H= —kA£ (ec. 3.1)
AX

k: constante de conductividad térmica (propia de cada material)

El signo menos se debe a que el calor fluye de la cara de mayor temperatura (T + AT)
hacia la cara de menor temperatura (T). El cociente AT/AX recibe el nombre de “gradiente
de temperatura”

En cuanto al aspecto geométrico es de observar que el calor fluye en la direccién
perpendicular a las caras de la ldmina. Esta observacion puede parecer trivial; sin embargo,
serd importante para la solucion del problema inicial, de mayor complejidad.

Otro aspecto tedrico a considerarse es el principio de conservacién de la energia. Si en
lugar de la lamina delgada tenemos el bloque de espesor |, entonces éste podra considerarse
como constituido por una sucesion infinita de laminas de espesor infinitesimal dx y que el
mismo flujo de calor atraviesa todas las laminas de la sucesién. Para una lamina de espesor

infinitesimal la ec. 3.1, toma la forma siguiente:

H =-kA— (ec. 3.2)
dx

Supongamos, ahora, que las caras del bloque perpendiculares al eje x se encuentran a
las temperaturas constantes T, y T,, respectivamente (T, > T,). Ubiquemos la cara 1 (a la
temperatura T,) en el plano x = 0 y la cara 2 (a la temperatura T,) en el plano x = I.

Expresemos ahora la diferencia de temperaturas T, - T, en términosde H, k, Ay I.
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Como punto de partida tenemos la ec. 3.2. ¢Cuales son la variables de esta ecuacion?
El estudiante deberd reconocer que las Unicas variables en este caso son la temperatura T:
T, < T < T,y lavariable x (que posiciona las laminas de espesor infinitesimal) : 0< x < |.
¢Es posible separar estas variables escribiendo de otra forma equivalente la ec. 3.2? Se trata
de que el estudiante llegue a la conclusidn que esta ecuacion se puede escribir asi:

Hdx = - kAdT (ec. 3.3)

| T2
Integrando esta ecuacién tenemos: H jdx = —kAJ. dT

0 T
Portanto, HI =-kA(T,-T)) (ec. 3.4)
. HI
Y finalmente: T,-T, = A (ec. 3.5)

Notese como la idea de la “separacion de variables” aparece en este problema de una
manera natural y espontanea. Es claro que ésta es la idea basica que sustenta el método de
separacion de variables.

A fin de evitar falsas expectativas el profesor podra indicar a los estudiantes que no
siempre las cosas son tan sencillas (como veremos en los proximos problemas) y que hay casos
en que la separacidon de variables no es posible y por tanto, habré que buscar otros métodos de
solucion de ecuaciones diferenciales.

VVolvamos al problema inicial. Con todos los antecedentes analizados podemos ahora
enfrentar el problema del flujo de calor a través del material comprendido entre las esferas de
radios ry y r,. En este caso el area de la seccion transversal a través de la cual fluye el calor no
es constante; sin embargo, dado que el calor fluye en la direccion radial, podemos considerar
el material de forma esférica como constituido por una sucesion infinita de cascarones de
espesor infinitesimal dr y que el flujo de calor, por el principio de conservacién de la energia,

sera el mismo a través de cada uno de los cascarones de la sucesion.
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Ya que todas las condiciones estan dadas, podemos ahora aplicar la ley de Fourier

escribiendo la ec. 3.2 de la siguiente manera:

H=-kA— (ec. 3.6)
dr

En este caso A = 4nr?, es decir, el &rea de una superficie esférica de radio r. Por tanto,

H=—kdrr? ar (ec. 3.7)
dr

Recordemos que el objetivo es encontrar una expresion que nos permita determinar la

cantidad H. Si ahora aplicamos la separacion de variables e integramos, obtenemos:

T, r
[dT = —ijd—g (ec. 3.8)
I 47 K . T
4z knr
y finalmente H= u(ﬂ -T,) (ec. 3.9)
nL-nh
. . . T, -T, .
COMENTARIO. Si la ec. 3.5 la hubiéramos escrito como H = kAli podriamos

opinar que éste era el resultado esperado en base a la ec. 3.1 y por tanto, no habia necesidad
de separar variables ni de realizar ninguna integracién; sin embargo, no puede negarse que
didacticamente era un paso necesario para facilitar la comprension del estudiante en el
proceso de solucion del problema inicial. Notese que en la ec. 3.5 se asume H como una
cantidad conocida, mientras que en el problema inicial H es justamente la incognita del

problema que hay que encontrar en base a los demas parametros.

Dificultades Conceptuales.

Sabemos, por nuestra propia experiencia y por las conclusiones de los especialistas en
didactica que un concepto puede responder a una idea sencilla 0 a toda “una estructura

conceptual” dindmica que se desarrolla a medida que se aplica a diferentes situaciones y se
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incorporan (por el estudiante o el investigador) méas experiencias relacionadas con dicha
estructura. Atendiendo a lo anterior, sugerimos que el docente plantee a los estudiantes las

siguientes dificultades (en forma de preguntas) de tipo conceptual.

A. Siy = f(x) es una funcién continua, desconocida pero diferenciable, de tal manera que

su derivada dy/dx = u(x) es conocida, ¢coémo haria usted para encontrar y?

Guia Didéactica. Después que el estudiante ha comprendido la solucion del problema

anterior, el procedimiento para resolver esta dificultad es muy sencillo; sin embargo, es
conveniente inducirlo a resolverla integrando de la siguiente manera:

Como y = f(x) se tiene que dy/dx = f'(x). Integrando en ambos lados de la ecuacion

(se asume que u(x) es una funcion continua) se tiene:

J£') dx = [Ju(x) dx (ec. 3.10)
6 fdy = Ju(x) dx (ec. 3.11)
y finalmente y =UX + C (ec. 3.12)

donde U(x) es la antiderivada de u(x).

Es claro que éste es el tipo de ecuacion diferencial mas sencilla que podemos
encontrar, pero es necesario que el estudiante observe la ec. 3.11 y concluya que las variables
han sido separadas.

El siguiente nivel de dificultad que puede proponerse al estudiante es un caso de
mayor generalidad.

B. Si y = f(x) es una funcién de x, ;coOmo procederia para encontrar y a partir de la

siguiente ecuacion diferencial de primer orden:
d
& uxv(y) ? (ec. 3.13)
dx

se asume que las funciones u(x) y v(y) son conocidas.
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Guia Didactica. Noétese que la derivada es el producto de dos funciones de “x” y de

“y”, respectivamente. Como dy/dx =f'(x) puede inducirse al estudiante para que plantee

una ecuacion con integrales en cada uno de sus miembros, de manera que cada integral
contenga una sola variable de integracion x 0 .

El estudiante puede comenzar por escribir laec. 3.13 de la siguiente manera:

b f'(X) =u(x) (ec. 3.14)
v(y)

Por comodidad hagamos g(y) = 1/v(y); entonces, g(y) f'(x) = u(x) que también

puede escribirse como g(f(x)) f'(X) = u(x). Integrando ahora a cada lado de la ecuacion, se

tiene:
Fg(f(x) f'(x) dx = [u(x) dx (ec. 3.15)

6 Ta(y)dy = Ju(x)dx (ec. 3.16)

Obteniendo finalmente G(y) = U(x) + C (ec. 3.17)

Donde, por supuesto, G(y) y U(x) son las antiderivadas de g(y) = 1/iv(y) vy u(x),
respectivamente.

Obsérvese que la dificultad esta resuelta pero con un nivel de mayor abstraccion. Si
gly) y u(x) son conocidas, en principio sus respectivas antiderivadas también seran
conocidas y la variable y = f(x) podra obtenerse al despejarla de la ec. 3.17.

Una vez superadas estas dificultades de tipo conceptual esperariamos que el estudiante

tenga ahora mayor disponibilidad para resolver los siguientes problemas propuestos.

R
PROBLEMA N° 2. /\/\/\/
La figura representa un circuito RC, es decir, un circuito
formado por un resistor R en serie con un capacitor C, vy —__
conectado a una fuente de fuerza electromotriz que
S
o

51



proporciona un voltaje (V) de salida constante. Se trata de encontrar la corriente I(t) que
circula por el resistor Ry lacarga Q(t) que se acumula en el capacitor a partir del instante
t=0en que se cierra el circuito, conectando el interruptor S.

Considere las condiciones iniciales 1(0)=1, y Q(0)=0

GUIA DIDACTICA.

Este es un ejemplo tipico de aplicacion fisica de las ecuaciones diferenciales del tipo de
variables separables. El profesor puede recordar a los estudiantes que en los cursos basicos de
electricidad y magnetismo se estudian las leyes (de Kirchhoff) de los circuitos, una de las
cuales establece que:

“La suma algebraica de las diferencias de potencial en una trayectoria (0 malla)
cerrada es igual a cero”

Para el caso del circuito mostrado, la aplicacion de la ley anterior nos conduce a la
siguiente ecuacion diferencial:

V- IR -Q/C = 0, donde: (ec. 3.18)

V: es el voltaje (constante) suministrado por la fuente.

IR: representa la diferencia de potencial (variable) a través del resistor R.

Q/C : esladiferencia de potencial (variable) en el capacitor C.

Dado que la intensidad de la corriente | se define como I(t) = dQ/dt, laec.3.18 se

puede expresar de la siguiente manera:

V = Rd—Q+9 (ec. 3.19)
dt C

donde V,R y C sonconstantes y Q = Q(t) es una funcion del tiempo. De esta forma

hemos obtenido una ecuacion diferencial de primer orden.
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Naturalmente que en vista de las preguntas que plantea el enunciado del problema se
debera seguir alguna estrategia. Por tanto, es aconsejable encontrar primero la carga Q(t) y
luego, derivando respecto al tiempo se podra encontrar la intensidad de corriente I(t).

Obsérvese que a este momento las condiciones y conceptos fisicos del problema ya han
sido tomados en cuenta. El resto del problema consiste en resolver la ecuacién diferencial. Por
tanto, se puede decir que ha llegado el momento de dejar que el estudiante (en forma
individual o formando pequefios grupos) intente resolver por si mismo la ecuacion diferencial.

En caso que se considere necesario el profesor podra sugerir que se intente el
procedimiento de separar variables. Es claro que este problema presenta un poco mas de
dificultad que el anterior, pero ésta se limita al proceso algebraico de separar las variables.
Por tanto, insistimos en que sea el estudiante el que encuentre una sucesion de pasos
algebraicos semejante a la que presentamos a continuacion:

Escribamos la ec. 3.19 como:

Rd—Q =V —9 (ec. 3.20)
dt C
- dQ
Multiplicando por C: RC ot =VC-Q (ec. 3.21)
Transponiendo términos: ! d—Q = L (ec. 3.22)
VC-Q dt RC
© 1 doQ 1§
Integrando respecto al tiempo: j Ldt, = J'dt1 (ec. 3.23)
. VC -Q, dt, RC
De donde se obtiene la separacion de variables:
IO 1t
———dQ, =——|dt, (ec. 3.24)
, VC-Q, RC+

Obsérvese el cambio de limites en la integral del miembro izquierdo. Resolviendo las

integrales de la ec. 3.24, se obtiene:
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- anC_Q(t) = t (ec. 3.25)
VC RC

Despenando Q(t) de esta ecuacion, se obtiene la carga en el capacitor:
Q(t) =VC(1-e V%) (ec. 3.26)
Para encontrar la intensidad de corriente I(t) en el circuito basta ahora con derivar

Q(t) respecto al tiempo:

dQ(®) =1(t) = \ée‘/RC (ec. 3.27)

dt
Es importante que el profesor cuestione a los estudiantes acerca de las condiciones
iniciales del problema: ¢las ecs. (3.26) y (3.27) satisfacen las condiciones iniciales de este
problema? Es evidente que la primera de ellas si satisface su propia condicién, pero entonces
¢como determinamos 1p?  Una pequefia observacién en la ec. (3.27) nos conduce a la
conclusion de que el cociente V/R (una constante) representa la corriente inicial l,. Por tanto,

dicha ecuacion puede ser escrita de la siguiente manera: 1(t) = I, eR€.

RECOMENDACION. La mayoria de estudiantes se dan por satisfechos con llegar a la
solucion del problema, comprobando, en el mejor de los casos, que su respuesta satisface la
ecuacion diferencial correspondiente; sin embargo, es recomendable inducir al estudiante
para que analice sus resultados y obtenga conclusiones acerca de los mismos. Esta practica,
ademas de ser motivacional, es muy provechosa dado que proporciona al estudiante ventajas
metodoldgicas y desarrolla su capacidad de andlisis, es decir, también es formativa. En
nuestro caso, las graficas de las ecuaciones 3.25 y 3.26 ayudaran mucho para tal propésito.
El estudiante debe observar los valores iniciales, los valores finales, la pendiente inicial, el
comportamiento asintético, etc. Todo esto prepara al estudiante para enfrentar problemas de

valor inicial o de condiciones de frontera.
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PROBLEMA N°3. DESINTEGRACION RADIACTIVA.

Para finalizar con este tema de variables separables presentaremos el problema de la
desintegracion radiactiva. Pero antes queremos aclarar que como problema de encontrar la
solucién de una ecuacion diferencial es relativamente sencillo; sin embargo, lo presentamos
aqui no tanto por su dificultad sino mas bien por la importancia de sus aplicaciones y porque
puede servir de base para “modelar” otros fenémenos de la naturaleza.

A principios del siglo XX se descubri6 el fendémeno de la radiactividad. Rutherford y
otros fisicos demostraron que, cuando en una sustancia se presenta este fenémeno, la
intensidad radiactiva de la misma es proporcional al nimero de nucleos presentes en ella, es
decir, que si N(t) es el nimero de nacleos que contiene una muestra radiactiva en el tiempo t,
entonces el nimero de nudcleos que se desintegran por unidad de tiempo dN/dt es

proporcional a N, seguin la siguiente ecuacion diferencial:

dN(t) _
e AN (1) (ec. 3.28)

donde A es una constante (A > 0), propia de cada sustancia radiactiva, conocida como
constante de decaimiento.

El profesor puede preguntar al estudiante el porqué del signo menos en la ec. 3.28.
(Podria ser necesario recordar al estudiante que los nucleos de un material radiactivo emiten
particulas y que por tanto el nimero de ndcleos “activos” va disminuyendo con el tiempo).
Obsérvese también que al eliminar el signo menos en dicha ecuacién ésta podria representar
(en condiciones adecuadas) el crecimiento poblacional de una especie.

Después de este predmbulo el profesor puede proponer a los estudiantes la dificultad
de encontrar una funcion N(t) que satisfaga la ec. 3.28, suponiendo la siguiente condicién

inicial: N(tp) = No.
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Con las experiencias previamente acumuladas se espera que el estudiante realice
algunos pasos que comienzan por transformar la ecuacion dada en las siguientes ecuaciones
equivalentes:

LaN® (ec. 3.29)
N(t) dt

Y ahora, es claro, que ésta ecuacion puede escribirse como:

d
—InN@t)=-1 .3.30
) (ec. 3.30)

Integrando esta ecuacion respecto al tiempo, se tiene:

t t

jiln N(z)dz =—/1J‘d2' (ec. 3.31)
0 d 0
N (t) t
Y por tanto, Id InN = —/1J. dr (ec. 3.32)
N, 0

Con lo que se obtiene la separacidn de variables. Obsérvese el cambio de los limites de
integracion en la integral del miembro izquierdo de esta Gltima ecuacion. Realizando las
integrales y después de algunos pasos algebraicos se obtiene la solucion:

N(t) = N,e "™ (ec. 3.33)

Como siempre, las graficas pueden ser de gran ayuda para interpretar los resultados.
Por ejemplo, puede proponérsele al estudiante que construya la grafica de la ec. 3.33 para el

caso particular de to =0 y que exprese algunas de sus conclusiones.

Problema Complementario. ¢Cuanto tiempo habra de transcurrir para que una muestra

radiactiva que en el instante inicial ty tiene Ng ndcleos, reduzca esté nimero a la mitad
(Suponiendo conocida la constante A)
Consideramos que debido a la sencillez del problema no es necesario escribir una guia

didactica formal. Basta con escribir la siguiente ecuacién:
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N
70 =N,e " (ec. 3.34)

1
y —=e (ec. 3.35)
2
In2
de donde se obtiene t-t, = n7 (ec. 3.36)

Resulta motivante saber que este tiempo, conocido como la “semivida” de la sustancia
(algunos autores le llaman vida media) es la base tedrica del método radiactivo que se utiliza

para determinar la “edad” de algunos objetos tales como fosiles o piezas arqueolégicas.

111.3 ECUACIONES DIFERENCIALES EXACTAS.

INTRODUCCION. Veremos ahora un tipo particular de ecuaciones muy interesantes, las
Ilamadas ““ecuaciones diferenciales exactas”. Muchos autores introducen este tema mediante
una definiciéon y después de algin(os) ejemplo(s) contindan con la demostracion de algun(os)
teorema(s) con lo cual completan el formalismo matematico de la presentacion del tema.
Sinceramente creemos que esta forma de iniciar el tema de las ecuaciones diferenciales
exactas no es muy motivante. Es claro que no negamos la importancia de las definiciones y la
demostracion de los teoremas; sin embargo, compartimos con los especialistas en didactica de
las matematicas que el estudiante se motiva mucho més cuando se enfrenta al reto de resolver,
por si mismo, una dificultad que despierte su interés por conocer mas acerca del tema
correspondiente. En los congresos de matematica educativa es frecuente escuchar ponencias
que presentan experiencias muy ilustrativas acerca de esta forma alternativa de introducir un
tema. En consecuencia introduciremos el tema presentando una ecuacion diferencial tomada

de la termodinamica.
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PROBLEMA N°4.

En los cursos de Termodindmica se estudia como un caso muy importante el
comportamiento de los gases ideales en diferentes procesos. En un proceso adiabatico el
sistema termodinamico no intercambia calor (energia) con su ambiente. Este proceso se
caracteriza por una funcion de la presion y el volumen w(p,V) que satisface la siguiente

ecuacion diferencial:
V7dp + ¥ pvV’'dV =0 (ec. 3.37)

Encuentre la funcion y(p,V).

GUIA DIDACTICA.

Los estudiantes de manera individual u organizados en pequefios grupos deben
intentar resolver la ecuacion anterior. Si el maestro observa que se tardan mucho puede
ayudar con algunas preguntas sencillas similares a las siguientes: ¢como es la regla para
encontrar el diferencial de un producto de dos variables?, ¢puede aplicarse dicha regla a la
ecuacion anterior?

Se trata de que el estudiante pueda expresar la ec. 3.37 asi:

d(pV") = 0 (ec. 3.38)

y por tanto, pV' = C  (unaconstante) (ec. 3.39)

Entonces, y(p,V) = pV' = C es la funcion que satisface la ecuacion diferencial.

Esta forma de introducir el tema puede parecer “simplista”; sin embargo, al pedir al
estudiante que compruebe que la ec. 3.39 es solucion de la ec. 3.37 se tienen que seguir los
siguientes pasos:

y(p,V) = pV' = C (ec. 3.40)
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oy oy
d V)=—dp+—dV =0 .3.41
w(p,V) o P>y (ec. 3.41)

de donde se tiene: V7dp + y pvV’'dV =0, la ecuacion dada. Con esto el

estudiante comprende mejor que existe un método (;sencillo?) de resolver una ecuacion
diferencial, siempre que dicha ecuacidon se pueda escribir como la diferencial de una funcién.
A este momento del desarrollo del tema consideramos conveniente hacer algin(os)

ejercicio(s) sencillo(s). Proponemos el siguiente ejercicio:

EJERCICIO. Resuelva la ecuacion 2xy dx + x?dy = 0, escribiéndola como la
diferencial de una funcién f(x,y).

Obsérvese que esta ecuacion se puede resolver por simple inspeccion al escribirla
como

dx®y) = 0

De donde resulta que f(x,y) = x% = C es la solucién.

Después de esta experiencia acumulada es pertinente plantear al estudiante la
siguiente pregunta: ¢Qué es una ecuacion diferencial exacta?

Se espera que el estudiante pueda responder que una ecuacién diferencial es exacta si
se puede escribir como la diferencial de una funcion f(x,y) = C vy por tanto df(x,y) = 0. Por

supuesto que esto requiere que:

df (x,y) = ?;dx +2‘;dy =0 (ec. 3.42)

..Como saber si una ecuacion diferencial es exacta?

Los ejemplos que hasta ahora hemos visto son tan sencillos que se pueden resolver por
simple inspeccion, pero en general los problemas de ecuaciones diferenciales exactas no

siempre son tan faciles y con frecuencia resulta dificil expresar este tipo de ecuaciones como la
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diferencial de una funcién. Por tal razon es conveniente disponer de un criterio que nos

permita saber de antemano si una ecuacién dada corresponde o no a una diferencial exacta.

f
Volvamos a la ec. 3.42 y hagamos M(X,y) = gf y N(x,y) = Zy Entonces, dicha
X

ecuacion se podré escribir como:
M(x,y)dx + N(x,y)dy = 0 (ec. 3.43)
gue corresponde a una forma mas general.
Si M(x,y) v N(x,y) poseen derivadas parciales continuas en una regién rectangular

R, definidapor a <x<b, c¢<y<d,entonces se tiene que:

0 o (of
—MXY)=—| = .3.44
2wy - 2[%) 200
0 o(of o f o (of 0
7N X, = == —|[ — =7M X,

Yo x &Y ax(ayJ dyox W(@xj oy %)

y por tanto se cumple que ﬂ:@ (ec. 3.45)

oy  OX

Este es precisamente el criterio que se utiliza para decidir si una ecuacion es 0 n6 una
diferencial exacta. Si se cumple la condicion dada por la ec. 3.45 entonces la ec. 3.43 es una
ecuacion diferencial exacta, caso contrario no lo es.

Formalmente la ec. 3.45 expresa una condicion necesaria y suficiente para que la ecuacion
3.43 sea una diferencial exacta. La demostracion de esta proposicion constituye un
importante teorema; sin embargo, dado que nuestro objetivo no es demostrar teoremas,
sugerimos al lector interesado que consulte el Anexo A.

Por nuestra propia experiencia sabemos que no basta con que el estudiante disponga de la
ec. 3.45 para decidir si una ecuacion dada es o no una diferencial exacta. Resolver una

ecuacion de este tipo puede requerir cierta destreza que sélo se adquiere mediante la solucién
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de ejercicios y problemas. En tal sentido proponemos otro problema tomado de la teoria

electromagnética.

PROBLEMA N°5.

Una esfera conductora cargada eléctricamente se coloca en un campo eléctrico
inicialmente uniforme (E0 ). La carga eléctrica se redistribuye en la superficie de la esfera y
junto con el campo eléctrico inicial producen, en la region exterior a la esfera un potencial
eléctrico que se expresa mediante una funcién V(r,0). Se escoge un sistema de coordenadas

polares esféricas (r,0,9). Si el origen del sistema de coordenadas lo ubicamos en el centro de la
esfera y tomamos el eje polar 0 = 0 en la direccion del campo eléctrico uniforme EO,
entonces la funcion de potencial V(r,0) es independiente del &ngulo azimutal . Manteniendo

fijo el angulo ¢ se define un plano de coordenadas polares (r, 6). En este plano una “curva

equipotencial” viene definida mediante la siguiente ecuacion diferencial:

3 3
- Lkz + (zra; + le0 cos H}dr + (1 - ;JEorsene dg =0 (ec. 3.46)
Donde K es una constante.

Encuentre la funcion de potencial V(r, 0).

GUIA DIDACTICA.
Resolviendo la ec. 3.46 encontraremos la funcion V(r, 0). En primer el lugar el
estudiante deberd confirmar, utilizando el criterio dado por la ec. 3.45 que la ec. 3.46

corresponde a una diferencial exacta, es decir;

) 2a’ 0
—M(r,0)=| —+1 |E,send = — N(r,0 . 3.47
PY: (r.,0) [H jo e (r,0) (ec. 3.47)
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Notese que en la ec. 3.46 se ha identificado M(r,0) como el coeficiente de dr y N(r,0)
como el coeficiente de dO. A pesar de que ya estamos seguros que se trata de una diferencial
exacta, creemos que puede ser muy dificil encontrar por simple inspeccion la funcion
correspondiente; sin embargo, la informacién disponible nos provee de otro camino para
encontrar la funcion que buscamos y que presentamos a continuacion.

Como se trata de una ecuacion diferencial exacta entonces debe existir una funcién V(r,0)
tal que:

ﬂ:M y 67V:N (ec. 3.48)
or 06

Aqui es conveniente cuestionar al estudiante de la siguiente manera: ¢Se pueden
utilizar las ecs. 3.48 para encontrar la funcion V(r,0)? Se trata de que el estudiante se de
cuenta que integrando primero una de las dos ecuaciones disponibles y luego utilizando la
otra para “afinar detalles” podemos encontrar la funcién buscada. Podemos, por ejemplo,

comenzar integrando la segunda ecuacion:

v _

=N ec. 3.49
20 ( )
V= j N(r,0)do + f(r) (ec. 3.50)
Efectuando la integral, se tiene:
a3
V= —(1 —P] E,rcosf + f(r) (ec. 3.51)

¢Porqué la funcion f(r)? Notese que la ec. 3.50 se refiere a una “integracién parcial”
indefinida y por tanto f(r) debe ser una funcién que solo depende de la variable r. Si ahora
derivamos la ec. 3.50 parcialmente respecto a 6 obtenemos de nuevo la ec. 3.49.

Es claro que aun queda pendiente un detalle: la funcion f(r). Es necesario determinar

f(r) para encontrar en forma completa la funcion que buscamos: V(r,0).
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¢Qué sugerencias puede aportar el estudiante?  Es aqui donde entra en accion la

primera de las ecs. 3.48 que al igualarse con la derivada parcial respecto a r de la ec. 3.51, se

tiene:
2a’ . k 2a’

— rT'Fl EO COS@ + f(r) = - r‘2 - rT'Fl EO COS@ (ec352)
de donde resultaque  f(r) = - — (ec.3.53)

r

K
y por tanto: f(ry=— (ec. 3.54)

r

Una vez determinada f(r) se debe volver a la ec. 3.51 para completar la funcién que
buscamos. Finalmente tenemos el resultado deseado:

3

V(r,0) = 1;—[1—";‘

3

jEOr cosd =C (ec. 3.55)

COMENTARIO. En realidad, como autor de este trabajo tenia un problema: buscaba un
problema “original” para ilustrar este tema de las Ecuaciones Diferenciales Exactas. El
PROBLEMA N° 4 me parecia adecuado para introducir el tema, pero es obvio que no llena
las expectativas para tratar este tema de manera completa. Posteriormente, en un texto de
Teoria Electromagnética encontré propuesto (al final de un capitulo titulado SOLUCION DE
PROBLEMAS ELECTROSTATICOS) el problema de encontrar el potencial eléctrico (en
cualquier punto del espacio) debido a una esfera conductora inicialmente cargada con una
carga g, que después se coloca dentro de un campo eléctrico inicialmente uniforme (es claro
que las condiciones iniciales cambiaran drasticamente debido a la interaccion de la carga de la
esfera con el campo eléctrico inicial). Un problema de este tipo se puede resolver con
procedimientos que involucran la solucién de la ecuacion de Laplace, que implica aplicar el
método de separacion de variables para resolver ecuaciones diferenciales parciales y, ademas,

el conocimiento de los polinomios de Legendre. Una vez obtenida la solucion se me ocurri6 la
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idea de efectuar una “transposicion didactica” para adaptar dicho problema al contexto del
presente trabajo. Creo con esto, haber logrado las expectativas de presentar un problema
“original” y que didacticamente sirviera para mostrar un ejemplo de un procedimiento
completo de soluciéon de una Ecuacion Diferencial Exacta. Ambas versiones del problema
fueron posteriormente presentadas (en diferentes contextos) a estudiantes de los cursos de

Teoria Electromagnética.

EJERCICIOS.

A continuacion proponemos dos ejercicios que tienen por finalidad preparar el
concepto de “factor integrante” que sera mas ampliamente utilizado en el siguiente apartado.
Por razones de espacio y tiempo las guias didacticas que acompafian a estos ejercicios no
ofrecen muchos comentarios (especialmente en el primero), pero siempre se espera que sea el
estudiante el que realice el solo o con una pequefia asistencia del maestro los pasos necesarios

para resolverlos.

1. Deduzca una funcion M(x,y) tal que la siguiente ecuacion diferencial sea exacta:

M (X, y)dx + [xeXy +2Xy + 1jdy =0 (ec. 3.56)
X
GUIA DIDACTICA.
Identificamos N(X,Yy) = (xeXy +2Xy + lj (ec. 3.57)
X
Aplicando el criterio de exactitud 6—M = 882 se tiene:

M 1
a—:exy +xye” +2y - — (ec. 3.58)

oy X

Integrando esta ultima ecuacion obtenemos el resultado deseado.
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M(x,y)=ye” +y’ —lﬁ h(x) (ec.3.59)
X

Comentario. Para integrar la ec. 3.58 puede requerirse la técnica de integracion por partes;
sin embargo, en nuestra opinidn, esta técnica es conceptualmente sencilla y puede el profesor
explicarla en cualquier momento o, preferiblemente, inducir a los estudiantes para que ellos

mismos la “descubran”

2. Resuelva la ecuacion (2y* + 3x)dx + 2xy dy = 0, mediante el siguiente
procedimiento:
a) Verifique que no corresponde a una diferencial exacta.
b) Suponga que multiplicando la ecuacién dada por una funciéon u(x) se

transforma en una ecuacion exacta. Encuentre la funcién u(x).

GUIA DIDACTICA.
a) Para esta primera parte identificamos:

M=2y*+3x y N = 2xy.

oM oN -
Portanto —— =4y # 2y=—. Laecuacién dada no es exacta.
X

b) Al multiplicar por el factor u(x) tendremos una nueva ecuacion:
(2y* + 3x) u(x) dx + 2xy u(x)dy =0
y ahora se tiene que M= (2y?+3x)u(x) y N= 2xy u(x)
Dado que se asume (por hipoétesis) que esta nueva ecuacion si es exacta, entonces
aplicando el criterio de exactitud (ec. 3.45), se obtiene:
u(x) = xu'(x) vy, portanto: u(x) = x.

¢ Qué conclusién obtiene el estudiante?
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Naturalmente se espera que el estudiante pueda concluir que existen ecuaciones que
no son exactas pero puede ocurrir que al multiplicarlas por un factor p(x,y), que llamaremos
“factor integrante” se transformen en una ecuacion diferencial exacta.

NOTA. Por sencillez (para introducir el tema) el factor integrante de esta ecuacion
era simplemente una funcion de x, pero en general el factor integrante puede ser una funcion

de “X” y de “y”.

1.4  ECUACIONES LINEALES

INTRODUCCION. Ahora presentamos un problema tomado de la Mecéanica a partir del cual
se pretende desarrollar un procedimiento para resolver ecuaciones diferenciales lineales de
primer orden. El concepto de factor integrante desempefiara aqui un papel importante. El
factor integrante en este caso serd el resultado de otro concepto conocido como “variacion de
pardmetro”. No queremos extendernos en el surgimiento histérico de este nuevo concepto
pero si queremos sefialar que se trata de una estrategia con un gran contenido de creatividad
y que en su momento histdrico constituyé un logro importante en el desarrollo de las
Ecuaciones Diferenciales. El aspecto didactico relacionado con la “variacion de parametro”
no es tan sencillo como los casos anteriores de separacion de variables y ecuaciones exactas;
por tal razén opinamos que es mas conveniente que la participacién del estudiante en la
construccion de este concepto sea mas bien dirigida por el maestro, pero siempre tratando de

mantener una participacion activa por parte del alumno.

PROBLEMA N°6.

Considere un objeto de masa m que cae verticalmente sujeto a la fuerza de gravedad
y a una fuerza de resistencia debida a la friccién con el aire, proporcional a la velocidad

instanténea, que se opone al movimiento del objeto.
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a) Escriba la ecuacion diferencial que describe la velocidad (v) de dicho objeto en
funcion del tiempo.

b) Resuelva la ecuacion obtenida tomando en cuenta la condicidn inicial v(0) = vq.

GUIA DIDACTICA.
a) Es casi seguro que todos los estudiantes que hacen un curso de Ecuaciones
Diferencias conozcan la segunda ley de Newton, por tanto se trata de que el

estudiante pueda escribir por su propia cuenta la siguiente ecuacion:

dv
m— =mg — kv .3.60
dt g (ec )

donde k es una constante de proporcionalidad y el signo menos se debe a que la fuerza de
resistencia se opone al movimiento.

Ahora conviene preguntar al estudiante: ¢Es ésta una ecuacion diferencial lineal?,
¢de que orden? Naturalmente que se trata de una ecuacion diferencial lineal de primer orden
(véase el capitulo I1).

b) Si solamente pedimos al estudiante que resuelva la ec. 3.60, sin indicarle ningun
procedimiento, lo méas probable es que la resuelva por separacion de variables o que intente
resolverla transformandola en una diferencial exacta.

Por ejemplo si se resuelve por separacion de variables (lo cual constituye un ejercicio

para practicar este método) se obtiene como resultado la siguiente expresion de la velocidad:
mg mg ), !
V=—"+ (vo - je m (ec. 3.61)

Ahora es conveniente que el estudiante trate de resolver la ec. 3.60 transformandola
primero en una ecuacion exacta. El primer paso sera escribir esta ecuacion en la forma dada
por laec. 3.43:

mdv + (kv—-mg)dt = 0 (ec. 3.62)
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Ya que es evidente que esta ecuacion no es una diferencial exacta el maestro podra
indicar (para evitar complicaciones innecesarias en esta etapa del aprendizaje) que intente
transformarla en una ecuacion exacta multiplicandola por un factor integrante que dependa
solo del tiempo: u(t). Con esto la ecuacién anterior se transforma en:

mu(t) dv + (kv—-mg)u(®)dt = 0 (ec. 3.63)
¢Se modifica con esto el caracter lineal de la ecuacion? El estudiante debe concluir
que la ec. 3.63 continta siendo lineal.

Entonces se identifica M(v,t) =mu(t) y N(v,t) = (kv-mg) u(t).

El criterio de exactitud aplicado a la ec. 3.63 toma la forma

M N
oM _oN (ec. 3.64)
ot ov
LY
Resolviendo la ec. 3.64, se obtiene u(t)= e™ (ec. 3.65)
Y la ec. 3.63 se transforma en:
L L
me™ dv+(kv—mg)e™ dt =0 (ec. 3.66)

Como la ec. 3.66 es una ecuacién diferencial exacta, entonces tiene que existir una

funcion f(v,t) = C, tal que sus derivadas parciales cumplan las siguientes condiciones:

of K

of & m
2 menm y E = (kv—mg)e™ (ec. 3.67)

ov
Para determinar la funcién f(v,t) podemos partir de cualquiera de las dos ecuaciones

3.67, por ejemplo, de la primera:
— =me" (ec. 3.68)
Integrando respecto a v, obtenemos:

k
f(v,t) = mve™ +h(t) (ec. 3.69)
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donde h(t) es un funcién que solo depende de t. Para determinar explicitamente h(t) el
estudiante debera derivar parcialmente respecto de t la ec. 3.69 e igualar este resultado con

el miembro derecho de la segunda de las ecuaciones 3.67, con lo cual se obtiene:

k 2 k

h'(t) = —mgeHt y por tanto h(t) = _mk geEI (ec.3.70)

Sustituyendo h(t) en la ec. 3.69, se tiene:

k 2 ht

f(v,t) = mvem - mk gem =C (ec. 3.71)

La constante C se puede evaluar facilmente a través de la condicidn inicial: v(0) = v,.

. . m?
Aplicando esta condicién tenemos: C =mvy, T g (ec. 3.72)

Combinando las dos tltimas ecuaciones y despejando la variable v, se tiene:

k
m mg | .t ,
V= kg + (VO —nge ™ que es lamisma ec. 3.61.

El procedimiento que se ha seguido para resolver este problema de caida vertical de
un cuerpo sujeto a una fuerza de resistencia puede ser muy valioso si se considera que es una
oportunidad para ejercitar los métodos anteriormente aprendidos, pero su principal
importancia radica en que mentalmente prepara al estudiante para comprender mejor el

concepto de “variacion de parametro”.

Variacion de parametro.

dv

Volvamos a la ec. 3.60: m at =mg —kv Escribdmosla ahora como
dv k
—+—V=g (ec. 3.73)
dt m

Supongamos, por un momento, que estuviéramos en una region del espacio en donde

no existiera la gravedad, es decir: g=0. Laec.3.73 quedaria asi:
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gjtkv =0 (ec. 3.74)
dt m

Planteadas asi las cosas al estudiante le sera mas facil comprender que la solucion
general de la ec. 3.73 es la suma de dos soluciones : la solucion general de la ec. 3.74 mas una
solucién particular de la ec. 3.73 (que es la misma 3.60 escrita de una manera mas
conveniente). Es decir,

V=V + Vp
El estudiante puede resolver facilmente la ec. 3.74 separando variables y obtendra el

siguiente resultado:

v,=ce " (ec 3.75)

k
—t
Por comodidad hagamos v, = cv,, dondeesclaroque v, =¢e¢ ™. 14 (ec. 3.76)

(Si ahora incorpordramos la condicién inicial encontrariamos que la constante es
€ = Vp, por tanto la velocidad inicial decaeria exponencialmente ante la ausencia de la fuerza
de gravedad).

Ahora que ya se tiene la solucion de la ec. 3.74 , se debe construir “heuristicamente”
un procedimiento para obtener una solucion particular v, de la ec. 3.73, a partir de la
ec. 3.75;

La experiencia nos dice que es muy dificil (aunque no imposible) que a un estudiante
se le ocurra algun procedimiento que conduzca a dicha solucion; sin embargo, es conveniente
invitarlos a que participen aportando sugerencias. En caso que no hubiera alguna sugerencia
adecuada, el maestro podria hacer un planteamiento similar al siguiente: establezcamos como
hipotesis que la solucion y, existe y que sea el producto de v; por una funcion u(t) que solo

dependa del tiempo; es decir: v, = viu(t). Siahora se compara la hipotesis propuesta con la

' Por comodidad llamamos v, a esta expresion, pero en realidad es adimensional.
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ec. 3.75 podré observarse que la constante (el parametro) ¢ ahora se cambia por una funcién
u(t). (Esto justifica el término “variacién de parametro™).

¢Como podemos comprobar que la hipétesis anterior es correcta? El estudiante podra
expresar (0o al menos comprender) que la Unica manera de comprobar esta hipotesis es

sustituyendo v por v, = vyu(t) en laec. 3.73. Haciendo esto se tiene:

d k
—(V,u)+—Vv,u= ec. 3.77
dt(l ) .y g ( )
dv
Entonces, u—>r+v, OI—u+£vlu =g (ec. 3.78)
dt dt m
Reordenando esta ecuacion se tiene:
dv, Kk du
u —+—v, |[+V,— = ec. 3.79
R IR (. 379)
cero

El estudiante debe observar la expresion entre paréntesis de esta ecuacion y concluir
gue se anula. Con esto se logra el importante paso de encontrar la funcion u(t). Laec. 3.79 se
reduce ahora a lo siguiente:

du

Vv, a =g (ec. 3.80)

como ya se conoce vy, la solucion de esta ecuacion es inmediata:

k
m
u=-—gen" (ec.3.81)

k
Por tanto, la solucion particular que buscabamos v, = viu(t), es:

V. =—( (ec. 3.82)

que claramente satisface la ec. 3.73. Entonces la solucién general de la ec. 3.60 es la

suma de las ecuaciones 3.75 y 3.82, con lo cual se obtiene:
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k
—t m
vit)=ce ™ + M g (ec. 3.83).
Facilmente se comprueba que la ec. 3.83 es una solucién de la ec. 3.60. Sin embargo,
aun hace falta incorporar en esta solucion la condicion inicial v(0) = v,. Esta condicién nos

permite evaluar la constante c:

C=V,— r; g (ec. 3.84)

Finalmente, sustituyendo este valor de la constante en la ec. 3.83 obtenemos la solucion

del problema propuesto:
mg mg ')
V=—=+ [vo - )e m que es la misma ec. 3.61.

Comentario. Probablemente algin estudiante opine en el sentido de que no era necesario
hacer tanto procedimiento para llegar a este resultado que se puede obtener més facilmente
por el método de separacion de variables. Por experiencia sabemos que ésta es una situacion
didéctica interesante y que ocurre con frecuencia cuando se trata de introducir un nuevo
método o procedimiento de resolver algo cuya solucion ya se conoce. En este caso el profesor
debe recordarle al estudiante que no siempre es aplicable el método separacién de variables y
que el hecho de llegar a un resultado ya conocido es muy bueno, precisamente porque nos da
confianza en el nuevo método. Este nuevo puede ser aplicable a situaciones en las cuales el
anterior no se pueda aplicar.

Sistematizacion.

¢Como se justifica este procedimiento de variacion de parametros?. Esta pregunta es
casi obligada por parte de un estudiante critico y no se debe tratar de esconder o restarle
importancia al caracter heuristico de este procedimiento. Se justifica en si mismo dado que
nos provee de una solucién adecuada que se puede comprobar. Nuestra opinién al respecto es

que se debe aprovechar una pregunta como esta para explicar al estudiante que una parte
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considerable del desarrollo de la matematica se debe a la resoluciébn de problemas
especialmente cuando éstos requieren de estrategias creativas para su solucion (que en
muchos casos pueden considerarse como “el arte” de crear conjeturas exitosas). De nuevo
podra insistirse en comparar la funcion u(t) con la constante ¢ de la ec. 3.74. Nétese que v, =
cv; es solucion de la ec. 3.74 y que la “conjetura” consiste en suponer que una funcion v, =
u(t)v, sea solucién particular de la ec. 3.73. Es como que estuviéramos imponiendo una
solucién condicionada a encontrar la funcién u(t) adecuada, lo cual (como puede observarse)
se obtiene como una consecuencia logica del mismo proceso.

A este nivel del desarrollo conceptual de este procedimiento de variacion de
pardmetros el maestro puede preguntar a sus estudiantes si consideran que ¢vale la pena
sistematizar dicho procedimiento? y después de una respuesta afirmativa proponerles que
sean ellos mismos los que establezcan los pasos a seguir.

En forma de una guia resumida presentamos el siguiente proceso, pero para obtener
mejores resultados es conveniente describirlo en términos mas generales. Por tanto

comencemos por escribir en forma estdndar una ecuacidn diferencial de primer orden.
dy
al(x)& +3,(X)y=9(x); con a(x)=0 (ec. 3.85)
1.  dividiendo ahora por a,(x) * laecuacion anterior toma la forma siguiente:
dy
dx +P(X)y = f(x) (ec. 3.86)
X

(compare esta ecuacién con la ec. 3.73)

2.  Tomemos ahora la ecuacion “asociada’:

ﬂ +P(X)y =0, (ec. 3.87)
dx
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., . . - d
cuya solucion es inmediata: y, =ce Jrooos =Cy, (ec. 3.88)

—J.P(x)dx
con y1 =

3. Lasolucion general (y) delaec. 3.86 seralasumade y. y de una solucion particular
de lamisma ecuacion: y =y, + Yy, Paraobtener y, serecurre a la variacion de
parametros:

Yp = U(X)y1

4. Sesustituye y, en laec. 3.86 y se obtiene (despues de reagrupar términos) :
d
( dyl + P(x)y1]+ v o) (ec. 3.89)
X

Como y; essolucion de la ec. 3.87, la ultima ecuacion se reduce a:

du

— = f(x
Y i (X)
y por tanto, u(x) = J. ) dx (ec. 3.90)
5. Escribimos la solucion general de la ec. 3.86 (que el la misma ec. 3.85), asi:
y = ¢yr + u(Xy:
—IP(x)dx —jP(x)dx J.P(x)dx
y(X)=ce +e Ie f (x)dx (ec. 3.91)

Una vez que el estudiante ha comprendido este proceso se le puede mostrar otroo mas

facil y mas rapido (mas mecénico) para resolver una ecuacion diferencial lineal de primer

. . .y P(x)dx
orden. Para ver en que consiste se comienza por multiplicar la ec. 3.91 por eI y se
obtiene:

"y () = C+JeI " (x)dx (ec. 3.92)

' Las soluciones de las ecuaciones diferenciales son validas dentro de algun intervalo de la variable X,
por tanto deberéa tenerse el cuidado de que @,(X) no se anule dentro de ese intervalo.
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Derivando esta ecuacion se obtiene:
P(xdx O P(x)d P(x)d
elPO AY | pyal POy _ P00 (ec.3.93)
dx
R [Pooax -

Si dividimos ahora por e obtenemos nuevamente la ec. 3.86. (Este ultimo paso
se hizo solo para mostrar que el método rapido puede partir directamente de la ec. 3.86).

Es claro que el lado izquierdo de la ec. 3.93 puede escribirse como la derivada de un

producto (esta es la esencia del método rapido):

s(ef PO y) N (ec.3.94)
X

Integrando a ambos lados de esta ecuacidn obtenemos la solucién buscada.

. L P(x)dx
El estudiante debe observar que la expresion eI

en la ec. 3.93 constituye “el
factor integrante” que nos permite encontrar una solucion rapida.

Para finalizar proponemos el siguiente ejercicio.

EJERCICIO.

Resuelva la siguiente ecuacién:

xy'+(1+X)y = e *sen2x (ec. 3.95)

El estudiante podra comprender mejor la estrategia del factor integrante si se le pide
que observe las ecuaciones 3.86, 3.93 y 3.94 y luego se le pregunta ¢cudl es la funcion del
factor integrante?

Deberé tratarse que los estudiantes en forma individual u organizados en pequefios
grupos resuelvan el ejercicio, pero de todas maneras proporcionamos una guia resumida.

Escribimos la ec. dada en la forma de la ec. 3.86:
-X

ay + (Hx]y = e—sen2x
dx X X
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1+ X . -
Por tanto con P(x)=-—— el factor integrantees pu(x) = xe*. Multiplicando
X

la Gltima ecuacion por este factor se tiene:

xe* dy +(1+ Xx)e”y = sen2x
dx

d x O\
y dX(xe y)—sen2x

Integrando en ambos lados de esta ecuacion se obtiene la solucién de la ec. 3.95:

y—i o COS2X
X 2

Deberd insistirse en la funcién del factor integrante como un elemento que sirve para

expresar el lado izquierdo de una ecuacion (diferencial lineal de primer orden) como la
derivada de un producto facilitando de esta forma la integracion y la solucién de la ecuacion

dada.

1.5 BERNOULLI Y RICCATI. ECUACIONES NO LINEALES.

INTRODUCCION.

Hasta ahora, en este capitulo hemos cubierto los siguientes temas: variables
separables, Ecuaciones Diferenciales Exactas (factor integrante), Ecuaciones lineales y
variacion de parametro. Hemos considerado seis problemas, dos dificultades conceptuales y
varios ejercicios, todos ellos con sus respectivas guias didacticas. Notese que no es nuestro
propoésito presentar una gran cantidad de ejercicios, dado que esto no es parte de nuestros
objetivos fundamentales. Los pocos ejercicios que se han seleccionado para este trabajo han
sido atendiendo a consideraciones didacticas. Los profesores pueden encontrar cantidades de
egjercicios en los libros de texto, sin embargo, no es frecuente encontrar guias didacticas para

la solucion de problemas.
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Debemos aclarar que no es nuestra pretension “agotar” todo lo relacionado con las
Ecuaciones Diferenciales de primer orden, pero no queremos finalizar este capitulo sin
mencionar dos casos histéricos de Ecuaciones Diferenciales NO LINEALES: la ecuacién de
Bernoulli y la ecuacién de Riccati.

Hemos observado que algunos textos de Ecuaciones Diferenciales no consideran estos
dos casos y los que lo hacen talvez no les conceden la importancia que se merecen tanto en el
aspecto histérico como en el metodolégico. Nosotros queremos retomarlos como
PROBLEMAS a los cuales deben enfrentarse los estudiantes y como amantes de la Historia de
la Ciencia sugerimos a los colegas que imparten esta asignatura que no dejen pasar la(s)
oportunidad(es) de cultivar la cultura (con los estudiantes), en este caso la que corresponde al
conocimiento, amor y respeto por la Historia de la Ciencia y en particular de la Matemética.
Recordemos que el nivel profesional de las personas se acrecienta cuando conocen mas de la

Historia de su propia profesion, de su pais y de la Historia en general.

A ECUACION DIFERENCIAL DE BERNOULLI.

La siguiente ecuacion es conocida como la ecuacion diferencial de Bernoulli:
dy PP ,
& +P(X)y=f(X)Y"; n:namero real. (ec. 3.96)

El estudiante debe observar que si n=0 o si n =1, laecuacién de Bernoulli se
reduce al caso lineal y por tanto, puede resolverse por los procedimientos planteados en el
articulo I11.4; si n# 0 y n = 1, laecuacion 3.96 es una ecuacion no lineal.

El profesor puede preguntar a los alumnos: ¢se podra linealizar una ecuaciéon no
lineal? Después de escuchar algunas participaciones de los alumnos podra sugerir a través de

otra pregunta: ¢haciendo un cambio de variable se podra linealizar la ecuacién de Bernoulli?
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Por experiencia sabemos que los estudiantes tienden a “mistificar” los cambios de
variable (con excepcién de los mas sencillos). No dudamos que algunas veces encontrar el
cambio de variable adecuado requiere de alguna estrategia agresiva, de algin tipo de
clarividencia (o de un *“chispazo” para decirlo en el lenguaje coloquial de nuestro medio); sin
embargo (afortunadamente), en muchas situaciones el cambio de variable adecuado no es més
gue una consecuencia ldgica del proceso, como veremos a continuacion: si la ec. 3.96 se divide
entre y" se obtiene:

yy"+ PO)Y'" = f(x) (ec. 3.97)

Talvez asi sea mas facil que algin estudiante (o un pequefio grupo de ellos, trabajando
en equipo) proponga que se ensaye el siguiente cambio de variable: u = y'". Nuestra
sugerencia es que el profesor deje que los estudiantes comprueben que, con dicho cambio de

variable, la ecuacion de Bernoulli toma la forma siguiente:
dy
d—+(1—n)P(x)u =(1-n)f(x) (ec. 3.98)
X

Como esta ecuacion ES LINEAL se puede resolver mediante los procedimientos ya
vistos. A continuacion el profesor puede proponer algunos ejercicios para que los estudiantes,
trabajando en pequefios grupos resuelvan, en forma completa, algunas ecuaciones de
Bernoulli. Para iniciar con un caso sencillo proponemos que los estudiantes resuelvan en

forma completa la siguiente ecuacion de Bernoulli con coeficientes constantes:

ﬂ—aerbyz =0 (ec. 3.99)
dx

Para este ejercicio no consideramos que sea necesario proponer una guia didactica y
nos limitamos a sugerir que el profesor deje que los estudiantes lleguen por su propia cuenta a
la siguiente solucion:

a

=— (ec. 3.100)
b+Ce™

y
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COMENTARIO. Veamos, como ejemplo, lo que hace el autor Denis G. Zill en su texto
ECUACIONES DIFERENCIALES (Op. C., 62 Ed.), Pag. 65. El autor se limita a decir que la
sustitucion u = y'" reduce cualquier ecuacion de Bernoulli a una ecuacion lineal y luego
resuelve un ejemplo en este contexto didactico. Consideramos que al proceder de esta manera
(profesores y los libros de texto) se pierde la oportunidad, en nuestra opinién, de desarrollar
competencias en los estudiantes limitdndolos a la realizacion de un simple ejercicio.

B. ECUACION DIFERENCIAL DE RICCATI.

Jacopo Riccati (1676 — 1754) es el matematico italiano méas conocido de su época. La

siguiente ecuacion consagra su nombre:

¥ ~RXY* +QUOY + P(X) (ec. 3.10)

Evidentemente, se trata de una Ecuacion Diferencial no lineal. (Véase CAP. I, Pag. 19).

Esta ecuacién fue estudiada por muchos matematicos de la época, incluyendo a Euler.
En realidad, no es facil que un estudiante la resuelva por su propia cuenta. Se puede linealizar
con un cambio de variable adecuado, pero en este caso se necesita mucha experiencia para
encontrar el cambio “exitoso”. Anteriormente opinamos que los cambios o sustituciones de
variables son consecuencia légica del proceso y lo sostenemos; sin embargo, algunas veces
(permitanme la comparacion) al matematico se le podra comparar con el maestro de ajedrez,
cuya vision estratégica alcanza a ver varias jugadas por delante. COmo se menciona en el
CAP. |, fue precisamente Euler (el genio con la mas grande actitud matematica de su época)
quien observo que si se conoce una solucion particular y;(x) de la ec. de Riccati, entonces la
sustitucion y(x) = y1(x) + 1/v(x) la convierte en una ecuacion diferencial lineal en v(x).

Tampoco queremos, en este caso, detenernos en todos los detalles, pero sugerimos que
el profesor permita que los estudiantes ensayen la sustitucion propuesta por Euler y que

vayan obteniendo los siguientes resultados:
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V00 _2R0Y() Q0 R(Y
Vo v v0 Vi)

(ec. 3.102)

Portanto,  —V'(X) = [2R(X)Y,(X) + Q(X) M(X) + R(x) (ec. 3.103)
Ahora, haciendo  2R(X)Y,(X)+ Q(X) = a(x) la ecuacion anterior toma la forma:
—V'(X) = a(X)v(X) + R(X) gue es una ecuacion diferencial lineal.
Ahora creemos que es el momento oportuno de formular a los estudiantes la siguiente

pregunta: ¢cudl es la consecuencia logica de este proceso que justifica dicha sustitucion?

EJERCICIO. Resuelva en forma completa la siguiente ecuacion:

ay _ y> +3y+2 (ec. 3.104)
dx

No pretendemos hacer una guia didactica para este ejercicio, Unicamente indicamos
algunos detalles. EI estudiante debe encontrar primero una solucién particular. El
profesor puede preguntar ¢Qué se requiere para que la derivada se anule? Y luego,
permitir que los estudiantes concluyan que 0 = K?+ 3K + 2. Por tanto, una solucién
particular es y;(x) = -1. Entonces, el cambio de variable requerido es:
y(x) = -1 + 1/v(x), con el que se obtiene la siguiente ecuacidn lineal:
V(X) + v(x) =-1 (ec. 3.105)

Dado que el factor integrante de esta ecuacion es €, la podemos escribir como:
d X X
d—(e V(X)) =—e (ec. 3.106)
X

Cuya solucion viene dada por v(x) = Ce™ - 1 (ec. 3.107)

Por tanto, se concluye que la solucién general de la ec. 3.106 es:

1
X)=— -1 ec. 3.109
Y= (ec. 3.109)

Para finalizar este capitulo insistimos en que el estudiante debe comprobar las

soluciones que obtenga.
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CAPITULO IV.

ECUACIONES DIFERENCIALES DE SEGUNDO ORDEN

IV.1 INTRODUCCION.

En este capitulo trabajaremos primordialmente las ecuaciones diferenciales lineales de
segundo orden. Como los métodos de solucion de estas ecuaciones facilmente se extienden a
ecuaciones de orden superior, eventualmente veremos algunos ejemplos de ecuaciones
diferenciales de tercer orden.

Aclaramos que no nos detendremos a profundizar en la deduccién y demostracion de
aspectos teoricos (tales como teoremas y otros). Estos serdn tratados o mencionados
superficialmente y los casos que se consideren muy importantes podran desarrollarse en los

correspondientes anexos. (Véanse los objetivos de este trabajo de graduacion.)

IV.2 ECUACIONES HOMOGENEAS.

En correspondencia con el apartado 11.2.3, una ecuacién diferencial lineal, de orden n,

de la forma:

d n-1 y
an—l

d"y
dx"

a, (x) +a, ,(X) + oot al(x)g+a0(x)y:0 (ec. 4.1)

se llama homogénea porque cada término de la ecuacion contiene a la funcién y, o0 a una de

sus derivadas. En cambio la ecuacion:

d n-1 y
dxn—l

dy
dx

dn
an<x>dxny+am<x) ra,(0y=9(x)  (ec.42)

donde g(x) no es idénticamente cero, se llama no-homogénea.
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IV.3 ECUACION DIFERENCIAL LINEAL HOMOGENEA DE
SEGUNDO ORDEN CON COEFICIENTES CONSTANTES.

De igual forma que en el capitulo Ill, comenzaremos con el caso més sencillo: una

ecuacion diferencial lineal homogénea de segundo orden con coeficientes constantes. Si en la
(ec. 4.1) tomamos n = 2 y hacemos que todas las @, (X)sean constantes reales, tendremos este

caso, el cual lo ilustraremos con el siguiente problema.

PROBLEMA N°1.

Considere un circuito RLC que se conecta repentinamente a un voltaje V constante (al
cerrar el interruptor S), seglin se muestra en la figura, donde R es un resistor, L un inductor y
C un capacitor.

Asumiendo que los pardmetros R, L y C permanecen constantes, encuentre una
funcién I(t) que exprese el comportamiento temporal de la intensidad de la corriente eléctrica

en el circuito.

GUIA DIDACTICA.

Aclaramos que para los objetivos de este trabajo

no es necesario que el estudiante conozca en detalle

la teoria de los circuitos eléctricos. EI profesor puede R
proporcionar una breve explicacion de las leyes de
L
Kirchhoff para circuitos eléctricos (Véase el problema
’ - - C
N°2 del capitulo I11). Aplicando la misma ]

ley de Kirchhoff mencionada en el capitulo 111, se tiene

la siguiente ecuacion diferencial.
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di) 1 _
RI@O+L= +C_[I(t)dt_v (ec. 4.3)

to
La integral en esta ecuacion corresponde a la carga Q(t) que, en el instante t después
de haberse cerrado el interruptor (S), posee el capacitor C y Q(t)/C es el voltaje que en el
mismo instante tiene dicho elemento. Por simplicidad asumamos que el capacitor esta
inicialmente descargado y que el interruptor se cierra en el instante t; = 0.

Recordamos que lo que se pretende es que el estudiante desarrolle su capacidad de buscar
y encontrar estrategias de solucion para resolver ecuaciones diferenciales. En tal sentido este
problema es muy interesante dado que involucra una serie de estrategias adecuadas para
enfrentar las dificultades que se presentan en el proceso de solucién del mismo, incluyendo la
manera de evaluar algunas constantes.

Es claro que la ec. 4.3 (dada su naturaleza integrodiferencial) no tiene la apariencia de
corresponder a un “caso sencillo” y ademas, no es de segundo orden. Sin embargo, una
estrategia relativamente facil la convierte en una ecuacion adecuada para iniciar el estudio de
las ecuaciones diferenciales de segundo orden con coeficientes constantes.

¢ Qué sucede si ahora derivamos la ec. 4.3?

El profesor debe permitir que el estudiante obtenga la siguiente ecuacion:

2
Ld |
dt

) dit)y 1, .-
—+R at +Cl(t)—0 (ec. 4.4)

y ademas, que elabore algunas conclusiones. Obsérvese que al derivar se pierde la
informacidn acerca del voltaje V (posteriormente sera necesario recurrir a esta informacion;
ver ec. 4.15). Otro procedimiento podria ser sustituir 1(t) por dQ(t)/dt, pero en este caso se
obtendria una ecuacion diferencial lineal de segundo orden NO homogénea. Este tipo de

ecuaciones las veremos luego en este capitulo.
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Se trata ahora de que el estudiante proponga la forma de una posible solucion de la
ec. 4.4. (en este momento seria Gtil volver a considerar el ejercicio 3, parte iii, de la Pag. 32.
Esto, ademas esta de acuerdo con las sugerencias del gran maestro Polya).
Seria un éxito que el estudiante, por si mismo o trabajando en pequefios grupos, llegara a
la conclusién de que una posible forma de solucién de la ec. 4.4 es la funcién:
I(t) = ke™, k: una constante (ec. 4.5)
El siguiente paso consiste en que el estudiante “ensaye” si esta funcion es 0 no una

solucion de la ec. 4.4. Para esto, la idea mas simple es sustituir la “posible solucion” en la

ecuacién dada, con lo que se obtiene:

Lm? ke™ + Rm ke™ + ke™ /C = 0 (ec. 4.6)
Simplificando esta ecuacion se tiene:

Lm? + Rm + 1/C = 0 (ec. 4.7)
Por tanto, la funcion ke™ sera una solucion de la ec. 4.4 si m satisface la “ecuacion

caracteristica” dada por la ec. 4.7. Resolviendo para m en esta ecuacion se tienen dos

R _JR-4L/C

soluciones: m, =— (ec. 4.8a)
2L 2L
A 2 —
2L 2L

Entonces, la forma “concreta” de las soluciones depende del discriminante R? - 4L/C.
Por simplicidad llamemos p a dicho discriminante . Tendremos tres casos:
1) Sipu > 0, tendremos dos soluciones reales y distintas.
2) Sip < 0, habra dos soluciones complejas, una de ellas sera la conjugada compleja
de la otra.
3) Sipu =0, tendremos dos soluciones iguales. En este caso suele decirse que es una

solucién de multiplicidad dos.
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Consideramos que en este momento se puede hacer un paréntesis para obtener el
maximo provecho de la discusion acerca de este problema; luego, analizaremos cada uno de
los tres casos mencionados, pero haciendo énfasis en el segundo caso (que ocurre con mas
frecuencia) y en el tercero (que nos conducird a nuevas estrategias de solucién). EIl primer
caso se aprovechara para que el estudiante desarrolle sus observaciones y elabore algunas
conclusiones de validez general.

Previamente escribamos la ec. 4.4 en una forma matematicamente equivalente pero mas
estdndar. Se trata de una ecuacién diferencial lineal homogénea de segundo orden con

coeficientes constantes y positivos

2

ag—¥+ng+cy:0; a,b,c>0 (ec. 4.9)

dx*  dx
En la ec. 4.4 cada uno de los parametros L, Ry C™ tiene un significado fisico, pero
cuando estos parametros permanecen constantes matematicamente equivalen a las constantes

a,bycde laec.4.9y las variables I e t de aquella ecuacién corresponden a las variables x Ay

de esta ultima.

En realidad, hemos considerado la ec. 4.9 no solamente por su sencillez sino también
por tener un mayor grado de generalidad, lo que permite “modelar” otros sistemas fisicos,
como veremos en el Problema N°2.

Si ahora suponemos una solucion de la forma y = e™ tendremos:

am’ +bm+c=0 (ec. 4.10)
como la ecuacion caracteristica que corresponde a la ec. 4.9.

Las dos soluciones de esta ecuacion caracteristica tienen la siguiente forma:

_£+\/b2 —4ac

m, = ec. 4.11a
' 2a 2a ( )
2
m, =P _ /b’ —dac (ec. 4.11b)
2a 2a
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casoi) b*—4ac>0 (u>0). En este caso tendremos dos soluciones reales distintas: m; # m.,.

El estudiante debe comprobar ahora varias cosas:

a) que lafuncion y,(x)=e™ es una solucion de la ec. 4.9

b) que la funcion y,(X)=e™"es también solucion de la ec. 4.9

¢) que cualquiera de las soluciones anteriores multiplicada por una constante es
también solucién de la ec. 4.9

d) que la combinacién lineal y(X) = Cyyi(x) + Cuy2(X), siendo C; y C, constantes
cualesquiera es una solucién de la ec. 4.9. Esta combinacién lineal se dice que es la
“solucion general” de la ec. 4.9

e) que las dos soluciones y;(x) A Ya(x) se anulan cuando x - o debido al factor e ™%

Aplicando esta solucién general, mencionada en el literal d), al circuito RLC (Ver
ecuaciones 4.8a y 4.8b) vemos que la corriente en dicho circuito se amortigua rapidamente

(por lo general los valores de L son muy pequefios comparados con los de R y los de C son

—Rt/2L

muy pequefios comparados con los de L), debido al factor e . Por esta razon se dice que

el circuito es sobreamortiguado.

caso ii) b*—4ac>0 (1 < 0). En este caso tendremos dos soluciones complejas, siendo una de
ellas la conjugada compleja de la otra. Apliguemos de inmediato este resultado al circuito
RLC. En este caso el estudiante debe observar que es méas conveniente escribir las ecuaciones

4.8a y 4.8 b en sus formas complejas:

R .
m=—-——+lo,, conw = |————— (ec. 4.12 a)
2L

(ec. 4.12 b)
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Por tanto, la solucion general de la ec. 4.4 puede escribirse de la manera siguiente:

R
I(t)=e 2t (Ae'" +Be ) (ec. 4.13)

donde A y B son constantes complejas que deben ser evaluadas de modo que se satisfagan las
condiciones iniciales. El significado fisico exige que la solucion de la ec. 4.13 sea real; por
tanto, B debe ser la conjugada compleja de A. Si el estudiante ain no ha tomado un curso
béasico de variable compleja esto constituird una nueva situacion problematica, en el sentido
que plantea Maria Luz Callejo de la Vega (Ver MARCO TEORICO, Pag. 11). En

consecuencia, la ec. 4.13 toma una forma sinusoidal:

R
I(t)=e - (Dcosw,t + Esena,t) (ec. 4.14)

Ahora, D y E son constantes reales. Si el lector desea ver un andlisis méas detallado de
esta conclusion le sugerimos que consulte el ANEXO B. Tenemos ahora la situacion
problematica de evaluar estas nuevas constantes D y E. Para ello seran utiles las condiciones
iniciales. Como el interruptor (S) se cerro6 ent =0 y Q(0) = 0, la ec. 4.3 podra satisfacerse

agregando otras condiciones iniciales (deducidas) :

aim

1(0)=0
0) &l

=V (ec. 4.15)

El maestro debe permitir que los estudiantes elaboren sus propias conclusiones.

Aplicando las condiciones de la ec. 4.15, el estudiante debe concluir que:

1) D=0 vy 2 E= v
o, L

Finalmente, la solucion (particular) que resuelve la ec. 4.3. tomando en cuenta todas

las condiciones iniciales: Q(0) =0 y las “deducidas” (ec. 4.15), es:
R

I(t)= YV easen w,t (ec.4.16)
o, L

n
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La gréfica de esta funcion (ec. 4.16) nos muestra el comportamiento del circuito RLC

respecto al tiempo.

I(1)

En ella puede observarse que la corriente del circuito I(t) oscila (cambia de sentido)

periddicamente y que la amplitud (magnitud) de la misma decae exponencialmente debido al

—Rt/2L

factor e . Se dice que se trata de un circuito RLC con oscilaciones amortiguadas o

simplemente subamortiguado.

caso iii) b*—4ac=0 (u = 0). En este caso tendremos dos soluciones iguales o una solucion
(real) de multiplicidad dos. El estudiante debe observar que en los casos i) y ii) se obtuvieron
dos soluciones distintas. EI maestro podra preguntar la opinion de los estudiantes en el sentido
de la existencia de una segunda solucién “distinta” para este caso. Dado que este caso requiere
un poco mas de tratamiento, por simplicidad lo veremos primero desde la “ptica” de la

ec. 4.9. El estudiante debe comprobar que la funcion

L
Y, (X)=Ae % (ec. 4.17)

es una soluciéon de la ec. 4.9. Llamaremos a esta la “primera solucion”. A es cualquier
constante; por tanto, cambiar la constante A por otra constante no nos conduce a otra
solucion cualitativamente distinta. Por comodidad tomemos A = 1. Necesitamos entonces una

segunda solucion y,(x) “linealmente independiente” de y;(x). Se dice que y,(x) es linealmente

M = constante, pero si M

dependiente de y;(x) cuando el cociente
Y, (X) Y, (X)

=u(x), donde u(x)
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es una funcioén continua en un intervalo se dice que y,(x) es linealmente independiente de y;(x)
en dicho intervalo. Ahora, el maestro debe proponer a los estudiantes la busqueda de una
segunda solucion de la ec. 4.9, que sea linealmente independiente de la primera. Asumiendo su
existencia, en vista de las aclaraciones anteriores, el maestro debe permitir que sean los
estudiantes los que propongan la sustitucion y,(x) = u(x)y:1(x) en la ec. 4.9 para encontrar u(x)
y, por tanto, la segunda solucion linealmente independiente. Los estudiantes deberan llegar al
siguiente resultado:
ay,u”+(2ay, +by,u’'+(ay, +by/ +cy )u=0 (ec. 4.18)
Obsérvese que el ultimo término entre paréntesis se anula ya que y;(x)

satisface la ec. 4.9; por tanto, nos queda: ~ ay,u” +(2ay; +by,)u’'=0, (ec. 4.19)

como la ecuacién que hay que resolver para encontrar u(x).

REDUCCION DE ORDEN.

El maestro podra proponer, para facilitar la soluciéon de la ec. 4.19 una “reduccion
de orden”, es decir, reducir el orden de la ecuacion diferencial. Se espera que los mismos
estudiantes razonen en el sentido de que si u(x) es una funcion derivable, u'(x) es también una
funcién que podriamos identificar de alguna otra manera, por ejemplo haciendo u'(x) = v(x) y
por tanto u*'(x) = v'(x). Sustituyendo estas expresiones en la ec. 4.19, se tiene:

ay,v'+(2ay, +by,)v=0 (ec. 4.20)
Dividiendo esta ecuacion entre el producto ay,v se puede expresar de la siguiente manera:

g+2%+9dx=0 (ec. 4.21)
a

v Yi

Integrando la ec. 4.21 se obtiene:
by

V(X)y; (X)=ce a (ec. 4.22)

Como v(x) = u'(x), se tiene:
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b
7x

u(x)=c I dx+c (ec. 4.23)

Si ahora tomamos ¢; =1 y ¢, = 0, entonces la segunda solucién linealmente

independiente vendra dada por la siguiente expresion:

by
v, (0= ¥, 00[ 5 —dx (ec. 4.24)
yi (%)
b, b
Con Yy, (X)=e 22 se tiene: Y,(X)=xe 22 (ec. 4.25)

Finalmente, la solucion general de la ec. 4.9 ( para el tercer caso, con p = 0) viene dada

por la combinacion lineal y(x) =k, y,(x) +k,y,(x) y, por tanto:

b
y(x)=e % (k, +k,X) (ec. 4.26)

Dejaremos que el lector aplique este resultado al circuito RLC. En este caso se dice
gue el circuito es “criticamente amortiguado” porque una pequefa variacion de alguno de sus
parametros lo reduciria a cualquiera de los dos primeros casos. S6lo agregaremos que en este
caso el comportamiento del circuito es parecido al caso sobreamortiguado.

Para aprovechar aliin mas este tercer caso, propondremos un ejercicio, pero planteado

en términos de una situacion problematica.

EJERCICIO.

Considere una ecuacion diferencial lineal homogénea de segundo orden en su forma estandar:
y'(x) + PXY'(x) + QX)y(x) = 0, (ec. 4.27)

siendo P(x) y Q(x) funciones continuas en algun intervalo I. Supongamos que el estudiante

conoce una primera solucién y;(x) de la ec. 4.27. Ahora se trata de encontrar una segunda

solucidn linealmente independiente y la solucién general de dicha ecuacién.
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Sugiriendo el procedimiento anterior (empleado en el caso iii) el maestro debe

permitir que el estudiante (trabajando en forma individual o en pequefios grupos) obtenga:
e—jP(x)dx
= dX
[y, (0]

y por tanto, la solucion general de 4.27 es y(X) = ciyi(X) + Caya(X).

Y200 =¥, (0 (ec. 4.28)

COMENTARIO. El lector podra objetar (con justa razon) que este ejercicio se aparta del
caso de las ecuaciones con coeficientes constantes; sin embargo, el procedimiento es siempre

adecuado y estara disponible cuando en las clases se haya visto el caso mas general planteado

en laec. 4.1 cuando las a,;(X) (i =0,1,2) son funciones continuas. En todo caso nos limitamos a

proponer el ejercicio (de validez mas general) como una situacion problematica que el

maestro podra retomar cuando lo considere méas conveniente.

PROBLEMA N°2.

Tomaremos ahora un problema muy conocido en Mecanica que consiste en describir
las oscilaciones de un sistema resorte-masa, es decir de una masa M ligada al extremo de un
resorte, de constante de elasticidad K, que oscila alrededor de una posicion de equilibrio,
mientras el otro extremo permanece fijo (atado) en la misma posicion. Un modelo idealizado
de este sistema considera que el resorte no tiene masa y que la masa (M) ligada a uno de sus
extremos no experimenta ningun tipo de friccion cuando se desplaza a uno y otro lado se su
posicion de equilibrio. En este caso se dice que el resorte oscila libremente. De este modelo
solo podemos esperar resultados aproximados. Estas aproximaciones son mejores cuando la
masa propia del resorte es muy pequefia comparada con la masa ligada (M) y cuando la
fuerza de friccidn con el aire es despreciablemente pequefa.

El punto x = 0 (Ver figura) se conoce como punto de equilibrio, dado que en este punto

la fuerza restauradora del resorte y la fuerza gravitatoria estan en equilibrio. Si la masa M se
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coloca en reposo en x = 0, permanecera en reposo en dicha posicion. En esta posicién el

resorte estd alargado respecto a su longitud natural (l,)y su longitud es |=I,+Mg/K,

siendo g la aceleracion de la gravedad. Por conveniencia, el punto que determina la posicion

de equilibrio se escoge como el origen del sistema de referencia.

. A

Por experiencia se sabe que si la masa M, debido a la accién de un agente externo, se
separa una distancia x de la posicion de equilibrio y luego se le deja en libertad, el sistema
oscilaré con un movimiento conocido como Movimiento Arménico Simple (MAS).

Aplicando la segunda ley de Newton, se tiene:

2
maX_ Mg—K(x+ng (ec. 4.29)
d K

t2

M o .
X+Kg es el estiramiento total del resorte, respecto a su longitud natural, pero una

parte de este estiramiento (Mg/K) se encarga de equilibrar la fuerza gravitatoria. Por tanto,

d?x

la ec. 4.29 se reduce a: M e

+Kx=0, (ec.4.30)
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y para ponerla en una forma mas estandar la escribimos asi:

2
K
((jjt;( +’x=0 donde o’ = " (ec.4.31)

Como K y M son constantes, @ también lo serd. La interpretacion fisica nos hace
concluir que @ es la frecuencia angular con que oscila el sistema y ademds es una constante
no-negativa.

Sin detenernos en muchos detalles, por todo lo que hasta hoy hemos visto, el estudiante

puede concluir (asesorado por el maestro) que la solucion general de la ec. 4.31 es:
x(t)=C,e* +C,e"* (ec.4.32)
donde C; y C, son constantes complejas. De nuevo, dado que x(t) solo puede ser

real, C, debe ser la conjuga compleja de C;. En tal caso, la tltima ecuacién toma la forma:
X(t) = A coswt + A, senwt (ec.4.33)

siendo A; y A, constantes reales.

Si el sistema se dejo en libertad en la posicion x = A en el instante t = 0; entonces, la
condicion inicial par este problema se expresa asi:  x(0) = A. El estudiante debe observar
que esta condicion se cumplesi Ai=A y A,=0.

Finalmente, la solucién del problema de describir las oscilaciones libres de un sistema
resorte-masa, que cumpla la condicion inicial mencionada, viene dada por la funcion:

X(t) = Acosat (ec.4.34)

donde A es conocida como la “amplitud” de la oscilacion. Observe también que -A y A son
los limites (extremos) de la oscilacién conocidos también como puntos de retorno.

Finalizamos haciendo la siguiente observacién: Sien laec. 4.3, hacemosV=0y R=0
(tendremos un sistema LC: inductor-capacitor); entonces, la ec. 4.4 corresponde a laec. 4.30 y
en tal caso se producirdn oscilaciones electromagnéticas libres. Este caso también es

idealizado ya que en la practica los inductores reales poseen, al menos, resistencias muy
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pequefias. En electronica los sistemas LC tienen multiples aplicaciones, entre ellas, la de

constituir la unidad de sintonia en receptores de radio y television.

PROBLEMA N°3.

En otro modelo mas real (menos idealizado) la masa M ligada al resorte experimenta
una fuerza de friccién con el aire (que se opone al movimiento) y que es proporcional a alguna
potencia de la magnitud de su velocidad. Asumamos, por ejemplo, que es directamente
proporcional a la velocidad (como ocurre en forma aproximada en muchos casos
comprobados experimentalmente). EI problema consiste en describir el movimiento de este
sistema (amortiguado), cuando un agente externo separa la masa M una distancia x de su

posicion de equilibrio y luego la suelta en reposo. Entonces, al aplicar la segunda ley de

2
Newton, se tiene: M ((j:Jt;( +kx + /1(;); =0 (ec. 4.35)

donde A es una constante de proporcionalidad entre la fuerza de friccion y la velocidad. El
lector habréa observado ya que la ec. 4.35 tiene la misma estructura que las ecuaciones 4.9 y
4.4. Por tanto, tendremos los mismos casos que en el problema N°1, pero esta vez aplicados a
un sistema mecanico. Con esto se ha mostrado que una misma ecuacién diferencial puede
servir para modelar varios sistemas fisicos y alin de naturaleza distinta (como veremos en el
Capitulo V).

EJERCICIO. Ecuacion Diferencial de Tercer Orden.  Con el objetivo de extender estas

ideas al caso de una ecuacion diferencial lineal homogénea de tercer orden, proponemos que
el maestro propicie la discusion de los estudiantes para que obtengan la solucién general de la
siguiente ecuacion:
y'" =by"+3y'+9y =0 (ec. 4.36)
No presentaremos una guia didactica para este ejercicio; s6lo indicaremos,

brevemente, un procedimiento. La ecuacion caracteristica de la ecuacién dada es:
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m -5m’+3m+9 =0
1) Observe que m = -1 es una raiz de la ec. caracteristica.
2) Escriba la ec. caracteristica como (m + 1)(m?-6m+9) = 0
3) Las raices de la ec. caracteristica son: m; = -1, m, = mz = 3 (una raiz de
multiplicidad dos).

Por tanto, la solucion general de la ec. 4.36 es:

y(x)=c,e* +c,e”* +c,xe™ (ec. 4.37)

IV.4 ECUACION DE SEGUNDO ORDEN. COEFICIENTES VARIABLES.

Hasta el momento hemos visto que se puede resolver con relativa facilidad, mediante

procedimientos heuristicos, ecuaciones diferenciales homogéneas de segundo orden con

coeficientes constantes; sin embargo, cuando los coeficientes de la ec. 4.1, las &;(X) son

variables (funciones continuas de x) las soluciones no se consiguen con la misma facilidad. Nos
restringimos al caso n = 2.
..... cuando una ecuacion diferencial lineal tiene coeficientes variables, lo mejor que
podemos esperar, por lo general, es determinar una solucién en forma de serie infinita”.'®
Esto no significa que no se puedan emplear procedimientos heuristicos para estos
casos, Unicamente se esta afirmando que conllevan mayor dificultad para obtener, al menos,
la primera solucién, como veremos en el Capitulo VI al aplicar el método de solucién por
series infinitas.
Existen, sin embargo, algunas excepciones de casos relativamente sencillos que se
pueden tratar con métodos parecidos a los de las ecuaciones con coeficientes constantes, que

incluyen un tipo de ecuaciones conocidas como ecuaciones equidimensionales o ecuaciones de

Cauchy-Euler. No pretendemos analizar todos estos casos; Unicamente presentaremos un

16 7ill, D (1997). Ecuaciones Diferenciales (Pag. 169). Op. C.
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problema (que ilustre un caso sencillo) y un par de ejercicios que sean resueltos por los

estudiantes siempre dentro del contexto de situaciones problematicas.

PROBLEMA N°4.

Antes de presentar un nuevo problema que ilustre el caso que estamos tratando,
haremos un paréntesis para comentar una experiencia didactica, vivida en el aula, en un curso
de Teoria Electromagnética, impartido por el autor. Se trataba de resolver la Ecuacion de
Laplace en coordenadas esféricas:

V’ep(r,0)=0, O:4ngulopolar. (ec.4.38)
donde ¢(r,8) significaba el potencial electrostatico debido a cierta configuracion de

cargas eléctricas, que por razones de simetria se reducia a dos variables: ry @, es decir, era
independiente del &ngulo azimutal ¢ .

La ecuacion de Laplace, como se sabe, es una ecuacion diferencial, lineal, parcial,
homogénea, de segundo orden. Para resolver esta ecuacion se puede aplicar el procedimiento
de “separacion de variables” que consiste en suponer que la funciéon ¢(r,68) es igual al
producto de dos funciones que dependen cada una de ellas de una sola variable:

o(r,0)=P(G)R(r) (ec. 4.39)

Si ésta se sustituye en la ecuacién anterior, después de algunos pasos se obtiene:

ld(rz dR(r)j __ 1 7( seng — %) dP(©) -y (ec.4.40)
R(r) dr dr P(6)send dé& dé

donde A es una constante. ;Como se justifica la constante A ? Para responder esta
pregunta basta observar que la ec. 4.40 iguala dos funciones que dependen de variables
diferentes para todos los valores der (0<r<w) y de € (0< 6 < ).

Por razones de convergencia de series A se restringe a valores enteros de la forma A = n(n + 1).
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Con esto, la ecuacién de Laplace se separa en dos ecuaciones, siendo cada una de ellas funcién

de una sola variable:

1) d(rz dR(r)j —n(n+1R(r) =0 (ec. 4.41)
dr dr
1 d dP(0) 3
2) <ond dd (sen@ d0 j+ n(n+1)P@)=0 (ec.4.42)

La ec. 4.42 es conocida como la ecuacion diferencial ordinaria de Legendre.

La solucion de la ec. 4.39 es el producto de las soluciones de las ecuaciones 4.41 y 4.42.
Pasaremos de inmediato a mostrar como los alumnos de dicho curso resolvieron la ec. 4.41
(usualmente, la ec. 4.42 se transforma mediante el cambio de variable x = cos@ vy la ecuacién
resultante se resuelve por el método de series).

El curso mencionado no tenia mas de seis estudiantes, lo que permitia una
participacion mas activa de todos ellos. Entonces, preguntamos: ¢codmo resolvemos la
ecuacion en r? Uno de ellos propuso que comenzaramos por desarrollar la derivada del
producto, con lo que la ec. 4.41 toma la forma:

dr?

+2r3$—n(n+l)R:0 (ec. 4.43)

Otros alumnos dijeron que este tipo de ecuaciones nunca las habian visto. Por
experiencia sabemos que, algunas veces, este tipo de afirmaciones no son mas que excusas
(blogueos mentales) para no enfrentar el problema; sin embargo, daba la impresion de que
ninguno de ellos sabia como resolverla. Por tanto, les propuse: ¢Porqué no elaboramos una
hipétesis acerca de la forma posible de la funciéon R(r) que sea solucion de la ecuacion?, pero
observemos primero el orden de cada una de las derivadas de la ecuacion y el grado de la
potencia de r de su respectivo coeficiente. Entonces alguien propuso que ensayaramos una
solucién de la forma R(r) = r". Naturalmente aceptamos dicha propuesta, pero ain

preguntamos: ¢y como se justifica? Otro estudiante opiné que si R(r) = r™, cada vez que se
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deriva esta funcion la potencia de r disminuye una unidad, pero que el coeficiente respectivo
“restituye” dicha potencia y al final los tres términos de la ecuacién estaran expresados por la
misma potencia de r: r™ vy, por tanto, al sustituir R(r) = r" en la ecuacién dada, se podria
encontrar los valores apropiados de m. Continuando, entonces, con el desarrollo de la
propuesta se obtuvo (después de algunos pasos)
[m(m + 1) — n(n+ DJr"™ = 0, (ec. 4.44)
cuyas solucionesson m=n y m=-(n+1). Por tanto, la solucion general de la

ec. 4.43 viene dada por:
R(r)=Ar"+Br ™ (ec. 4.45)
(A'y B son constantes reales)

Por Gltimo pedimos a los estudiantes que comprobaran que r" y r™*% son ambas

soluciones de la ec. 4.43 y por tanto, la funcion dada por la ec. 4.45 es la solucion general.

EJERCICIO 1.

Encuentre la solucién general de la ecuacion:
ax’y" +bxy’+cy=0 (ec. 4.46)
suponiendo que al aplicar el “método de Cauchy-Euler” encuentra dos raices reales,
iguales. Sélo indicaremos algunos pasos para la solucién:

1) Con y(x) = x™ el estudiante debe obtener, después de un breve proceso, la siguiente

ecuacion auxiliar:
am*+(b-a)m+c=0 (ec. 447)

Como la dos raices son iguales, el discriminante se anula y se obtiene una solucion

a . L
(doble) de laec. 447 m, = o ; por tanto, la primera solucion de la ec. 4.46 es
a

de laforma y,(x)=x", es decir:
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b-a

y(x)=x 2 (ec. 4.48)
2) Para obtener la segunda solucién linealmente independiente el estudiante debera

escribir la ec. 4.46 en la forma estandar de la ec. 4.27:

y' () +PX)Y' +Q(x)y =0

donde P(Xx)= b y QX)) = % (ec.4.49)
ax ax

3) aplicar la solucién dada por la ec. 4.28 con lo que, después de seguir el procedimiento

indicado, encontrara:

y,(X) =x" InXx y la solucién general es:

b-a
y(X) = [xza j(c1 +¢, Inx) (ec.4.50)

EJERCICIO 2. Ecuacién Diferencial de Tercer Orden con Coeficientes Variables.
Encontrar la solucién general de la ecuacién:
Xy + Xy -2y =0 (ec. 4.51)

asumiendo que dicha solucion debe ser real.
De nuevo, sélo indicaremos un par de pasos:

1) Comenzando por y(x) = x" obtenemos la siguiente ecuacién auxiliar:

(M-2)(M?+1)=0

Por tanto, tendremos tres soluciones cuyas formas son, respectivamente x%, x' y x'.

2) Dado que se asume la condicién de que la solucion sea real, el maestro debe permitir

gue los estudiantes obtengan por su propia cuenta la siguiente solucion general:
y(X) = C,x* +C, cos(In x) + C,sen(In X) (ec. 4.52)

donde C;, C, y C; son constantes reales.
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Finalizaremos este capitulo recordando que existen ecuaciones diferenciales lineales de
segundo orden no homogéneas que aun no hemos considerado en este trabajo. Por supuesto
que este caso también se puede resolver de manera general empleando el mismo
procedimiento que se utilizé en el Capitulo Ill, pero adaptado al caso de una ecuacién de

segundo orden.

IV.5 METODO DE VARIACION DE PARAMETROS.

Por experiencia también podemos afirmar que este método (especialmente cuando ya
se ha aplicado al caso de una ecuacion diferencial de primer orden) se puede plantear a los
estudiantes como una “situacion problematica” que ellos deben resolver. Los colegas que
imparten los cursos de ecuaciones diferenciales habran observado que hasta el momento no
hemos hablado del Wronskiano y sus propiedades aplicadas a la determinacion de funciones
linealmente independientes. El lector que desee ver un planteamiento mas detallado de este
método le sugerimos que consulte el ANEXO C, dado que también aqui nos limitaremos a
sugerir un minimo de pasos para que el maestro conduzca a los estudiantes por la via de
encontrar (o “construir”) ellos mismos el conocimiento (procedimiento) adecuado para este
caso.

SITUACION PROBLEMATICA.

Encuentre la solucién general de la siguiente ecuacion diferencial:
a,(xy"+a,(X)y +a,(X)y =9(x) (ec. 4.53)
1. Escribir la ecuacion en su forma estandar
Y'(X)+ P(X)Y +Q(X)y = f(X) (ec. 4.54)
2. Encontrar la solucién general de la ecuacién homogénea asociada:
y(X) = ¢y, (X) +C, ¥, (X).

3. Suponer la existencia de una solucion particular de la ec. 4.54 de la forma:
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Yo (X) =u;(X) Y, (X) + U, (X)y,(X)

4. Sustituir y,(X) en la ec. 4.54 para obtener, con la guia del maestro:

ty,(s)f(s)ds
W[y, (s),y,(s)]

b yefeds
=My enye] Y

(ec. 4.55)

donde W[yl (x), yz(x)] es el Wronskiano de y1(X) A y.(X) que se define mediante el

i Y»

siguiente determinante: W=~ "
i ¥

Para que yi(X) A VYy2(X) sean linealmente independientes deberd ocurrir que

W[yl(x), yz(x)] # 0 entodoel intervalo (1) de validez de la solucion. (Ver ANEXO C).
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CAPITULO V.

SELECCION DE PROBLEMAS DE DIFERENTES AREAS.

INTRODUCCION.

En este capitulo presentamos ocho problemas de areas muy variadas tales como el
area social, economia, biologia, fisica, quimica, criminologia, ingenieria y geometria. En
realidad, salvo alguna excepcidn la mayoria de estos problemas no ofrecen mucha dificultad,
aunqgue siempre requieren la utilizacion de estrategia adecuadas. En todos estos problemas
aparecerd como una situacion problematica la determinacién de constantes y por tal razén
podemos considerar que siempre son formativos, especialmente para aquellos estudiantes que
se inician en el aprendizaje de las Ecuaciones Diferenciales.

El autor presenta esta seleccién de problemas motivado por el interés de mostrar
explicitamente que las Ecuaciones Diferenciales tienen muchas aplicaciones. En nuestro
medio, sin &nimos de criticar, observamos que nuestra facultad en su carrera de Licenciatura
en Biologia no le presta mucha importancia a la educacion matematica (como puede verse en
el plan de estudios); sin embargo, creemos que las aplicaciones matematicas a la Biologia
podrian potenciar grandemente el nivel investigativo en esta ciencia y generar importantes
proyectos de investigacion en nuestra facultad en los cuales participen matematicos y bidlogos
y de preferencia que sean proyectos interdisciplinarios. La creacion del Instituto de Ciencias
del Mar sera una brillante oportunidad en este sentido.

Historicamente es interesante, como veremos en el PROBLEMA N°3, que en el afio de
1837 Verhulst (un biélogo y matematico holandés) como producto de sus investigaciones
establecio, por primera vez en la historia de la ciencia, una ecuacion diferencial muy util para
describir el crecimiento poblacional de una especie. En la actualidad, las aplicaciones
matematicas a la biologia y en general a las ciencias naturales han alcanzado un

impresionante nivel de desarrollo.
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Esperamos que estas consideraciones puedan motivar y hacer reflexionar a nuestra
Facultad acerca de la conveniencia de apostarle a la educacion matematica, en especial para
las carreras de ciencias naturales brindandoles un mejor servicio en esta area. Las ventajas
serian muchas, basta mencionar que con esto se lograria un mayor nivel de integraciéon de
nuestras escuelas y de nuestras ciencias que fue, quiza, la motivacion mas importante que
propicio la lucha para crear la Facultad de Ciencias Naturales y Matematica.

Antes de presentar los problemas que hemos seleccionado para este capitulo queremos
recordar, como lo mencionamos anteriormente, que las guias didacticas serian mas detallada
solo para los primeros problemas; por tanto, ahora nos limitaremos a indicar, brevemente,
algunos pasos para que los estudiantes, con la guia del maestro, puedan resolver estos
problemas y en los problemas N°2 y N° nos limitamos a escribir su enunciado (Ver
comentarios al problema N°2, aplicables al N°4); sin embargo, si algunos maestros desean
llevar al aula los problemas de este capitulo, les sugerimos que siempre piensen en una guia
didéctica (o al menos en un arbol de dificultades para cada problema). Este recurso es de gran
beneficio para el maestro, ya que le ayuda a orientar al estudiante en la construccion de su

propio conocimiento.

LA ECUACION LOGISTA.

Esta importante ecuacion puede servir para resolver problemas de diferente
naturaleza. La utilizaremos para considerar los tres primeros problemas de este capitulo. El
orden de estos problemas obedece mas a razones didacticas que a razones histéricas. El
cardcter histérica se retoma en el Problema N° 3.

En el Capitulo 111 (Problema N°3) mencionamos que si el nimero N(t) de individuos
en una poblacion sigue una ley de crecimiento exponencial, entonces N(t) = Noe' donde k >0 y
N(0) = No. Esta ley supone que en el tiempo t la razén de crecimiento dN/dt es directamente

proporcional al nimero de individuos que tiene la poblacion en ese momento:
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dN(t)
7dt =kN(t) (ec.5.1)

En realidad esta forma de crecimiento poblacional no es mas que un modelo que
puede funcionar en condiciones adecuadas. Con este modelo la poblacion llegaria a tener un
namero infinito de individuos, no es mas que una “cuestion de tiempo”; sin embargo, cuando
una poblacién llega a ser suficientemente grande aparecen factores ambientales que retardan
su razén de crecimiento, tales como la disponibilidad de alimentos, la region donde dicha
poblacién esta confinada (su limitado espacio vital), la competencia con otras especies que
habitan en la misma region, etc. Como consecuencia de estos factores dN/dt decrece. En estas
circunstancias es légico suponer que el tamafio de la poblacion esta limitado a un ndmero
méximo (M) de individuos: 0 <N <M y que cuando N > M, entonces dN/dt - 0 vy el
tamario de la poblacion tiende a estabilizarse.

En resumen se quiere encontrar un modelo de poblacion que inicialmente (para
poblaciones pequefias) tenga un crecimiento exponencial y que también tome en cuenta la
resistencia ambiental a poblaciones de gran tamafo. EI maestro puede presentar este caso
como una situacion problematica. Se espera que los estudiantes puedan proponer el siguiente

modelo de crecimiento:

dN M —-N
——=kN (ec.5.2)
dt M

El estudiante debe observar qué sucede para valores pequefios de N y para valores de
N cercanos a M. Como K/M es una constante podemos reemplazarla por C y tendremos:

dN

E_CN(M ~N) (ec. 5.3)

Esta ecuacion se conoce como la “ecuacion logistica” y la solucion de ella como la

funcion logistica.
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Aclaramos, para evitar falsas expectativas, que la ecuacion logistica es también un
modelo que funciona para condiciones adecuadas y que existen modelos mas elaborados que
toman en cuenta, en forma detallada, algunos factores tales como la existencia de
depredadores. La ecuacién logistica no toma en cuenta este factor. En la actualidad el modelo
logistico se aplica en la solucién de diversos problemas tales como el limite de produccion de
una determinada empresa, la rapidez con que se propaga un rumor y en algunos casos se
puede aplicar para obtener soluciones aproximadas, pero utiles, para planificar (por

ejemplo)el desarrollo de una institucién educativa, como veremos en el primer problema.

PROBLEMA N°1. UNA APLICACION SOCIAL EN LO EDUCATIVO.

Suponga que en una universidad estatal latinoamericana, debido a diversas
limitaciones tales como su espacio fisico y la pobre asignacion presupuestaria por parte del
estado, el nimero maximo de estudiantes que podra atender sea de 60000. Hace 3 afios
contaba con 15000 estudiantes y ahora cuenta con 24000. ¢ Cuantos estudiantes tendra dentro
de 15 afios suponiendo que la poblacién estudiantil crece como una funcién logistica?

Estrictamente hablando la ecuacion logistica no es aplicable en este caso ya que la
poblacién estudiantil no crece en forma continua sino en determinados periodos que
corresponden principalmente al inicio del afio lectivo; sin embargo, como mencionamos

anteriormente, aplicando el modelo logistico podemos obtener resultados aproximados.

SOLUCION. Para obtener la solucién de este problema sugerimos los siguientes pasos:
1. Resuelva la ec. 5.3 como una ecuacién de Bernoulli. Comparela directamente con
la ec. 3.99 y su correspondiente solucion:

a

= ec.5.4
b+Ce™ ( )

y

2. Compare las variables y observe el papel que juegan las constantes, para obtener:
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M
Nt)=—— . 5.
) L+be) (ec. 5.5)

gue es la funcién logistica general, donde b y ¢ son constantes indeterminadas.

3. Para resolver el problema se necesita previamente determinar las constantes b y c.

Para ello escogemos el origen del tiempo tres afios atras, es decir, hace tres afios t =0 y

N(0) = 15000. Con M = 60000, al hacer t=0 en laec. 5.5 se tiene que b = 3. Por tanto, ahora

tenemos: N(t) = L_H (ec. 5.6)
1+3(™)

Haciendo t = 3 en la Gltima ecuacion y N(3) = 24000, podemos ver que:

—In2 , .
C= (Obsérvese que este valor es positivo).

En realidad es mas practico calcular el valor de e* que resulta ser aproximadamente
igual a 0.7937, con lo que la ec. 5.5 toma su forma definitiva:

M (ec.5.7)

Nt = 143(0.7937)'

Ahora, para tener un estimado de la poblacion que habra dentro de 15 afios (sino
aparecen factores extrafios tales como guerras, terremotos o intervenciones militares),

basta con sustituir t = 15 en la Gltima ecuacion, con lo que se tiene el siguiente valor

estimado de la poblacion estudiantil para ese afio : 54857 estudiantes.

La siguiente grafica representa la forma general de una funcién logistica. En ella es

notable su forma de “S”. Aqui se presenta una bonita oportunidad para que el estudiante

desarrolle su capacidad de observacion.

NI
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En el curso sobre RESOLUCION DE PROBLEMAS que nos impartié la Dra. Maria
Luz Callejo de la Vega, con frecuencia nos recomendaba que habia que obtener el maximo
provecho de cualquier problema resuelto, analizando qué pasaria al modificar alguno de sus
datos, elaborando problemas parecidos o aplicando los mismos resultados generales en
diferentes contextos. Es precisamente por eso que este capitulo lo iniciamos con problemas
relacionados con la ecuacion logistica. Para finalizar con el problema N°1 proponemos un
pequefio ejercicio.

. Cuando ocurre la maxima razén de crecimiento?

De la ec. 5.3 vemos que la razén de crecimiento es: CN(M - N) y por tanto
. . d .
resolviendo la derivada m[CN (M- N)]: 0 se encuentra que ocurre en N = M/2, es decir,

cuando se tenga la mitad de la maxima poblacién.
¢En qué momento ocurrird?

Si sustituimos t=t, y N(tn) = M/2 enlaec. 5.7 y luego despejamos t,, obtendremos
que t, = 4.75 afios a partir del momento inicial, es decir, comenzando hace tres afos. Por
tanto ocurrira aproximadamente dentro de 1 afio y nueve meses; pero si tomamos en
cuenta que el ingreso de estudiantes a la universidad no es una funcién continua es

preferible decir que el méximo crecimiento estudiantil ocurrird dentro de dos afios.

PROBLEMA N°. AREA ECONOMICA (ADMINISTRACION DE EMPRESAS)

La administracion de una empresa ha estimado que la produccion de cierto articulo,
con sus instalaciones actuales, tendra un crecimiento logistico. Actualmente se producen 200
unidades diarias y esa cantidad crecera (de acuerdo a la curva logistica correspondiente) a
300 unidades por dia dentro de 1 afio. Si la produccidn esta limitada a 500 unidades por dia,

¢ Cudl es la produccidn prevista para dentro de dos afios?
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COMENTARIO. En realidad, en términos del aprendizaje matematico este problema no
tendria nada que agregar y por tanto se convertiria en un simple ejercicio. El objetivo del
autor de este trabajo al presentarlo es mostrar la diversidad de aplicaciones que se pueden
tener a partir de una misma ecuacion diferencial. En este caso particular queda claro que con
la ecuacion logistica se puede “modelar” problemas de diferente naturaleza que en términos
generales tienen el mismo comportamiento respecto al tiempo. En este caso nos limitamos a
presentar el problema y que sea el estudiante quien encuentre la solucion; sin embargo, ahora
el estudiante se enfrentard a una nueva situacion probleméatica: ¢cémo saber que la solucion
que él ha obtenido es la solucion correcta? Desde una vision didactica esto constituye un
aspecto importante y por tanto, consideramos que merece, al menos, que le dediquemos unas
lineas.

La mayoria de autores de texto presentan una lista numerada de problemas al final de
cada capitulo, de los cuales s6lo proporcionan la respuesta de los problemas que corresponden
a numeros impares. Muchos estudiantes se niegan a trabajar los problemas que no traen la
respuesta en dicho texto. Las explicaciones para esta manera de actuar son variadas, pero en
lo personal hemos podido constatar que la mayoria de las veces los estudiantes opinan que no
trabajan tales problemas porque al final de cuentas no sabran si han obtenido o no la
respuesta correcta. Por otro lado, el lector podra preguntarse ¢qué actitud toman los docentes
en este caso? Nosotros consideramos que los problemas que no traen respuesta se pueden
aprovechar como oportunidades para estimular al estudiante a fin de que desarrolle sus
propios métodos de comprobacion, la confianza en si mismo y su capacidad de analisis. En
algunas ocasiones hemos detectado un error en la respuesta que proporciona el texto y
posteriormente, en una nueva edicion del mismo texto, hemos visto una respuesta distinta,

coincidente con la que nosotros habiamos obtenido. ¢ Qué opina el lector?
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PROBLEMA N°3, UNA APLICACION A LA BIOLOGIA.

Como ya lo hemos mencionado son muchas las aplicaciones de la ecuacion logistica,
pero creemos que con tres problemas es suficiente para mostrar su utilidad; sin embargo,
consideramos conveniente, antes de abandonar esta importante ecuacion, presentar al menos
brevemente su caracter histérico. Como un paréntesis recordamos que como resultado del
curso de Historia de la Matematica impartido por el Doctor Mariano Martinez Pérez, los
estudiantes de la maestria en Did4ctica de las Matematicas incrementamos nuestro interés por
el estudio de esta area y cada vez mas somos conscientes de su importancia.

En 1837 el bidlogo y matematico Verhulst planted por primera vez la ecuacion
logistica. Verhulst habia observado que el modelo de crecimiento exponencial dado por la
ecuacion 5.1 no podia ser exacto especialmente para grandes poblaciones (por la razones antes

expuestas). En honor al caracter histérico escribimos dicha ecuacion asi:

dp _

a .58
q 2P (ec. 5.8)

d , - .
donde df representa la razon de crecimiento poblacional y a es una constante de

proporcionalidad.

Verhulst plante6 como hipo6tesis de trabajo la necesidad de agregar a la ecuacién 5.8
un término de oposicion a grandes crecimientos poblacionales y concluy6é que el término
adecuado debia ser - bp? ya que el promedio estadistico del nimero de encuentros de los
individuos de una poblacion aislada (no hay depredadores) que compiten, entre otras cosas,

por el alimento es proporcional a p>. Por tanto, la ecuacion logistica de Verhulst es:

dp )
—=ap-b .5.9
it p—Dbp (ec.5.9)
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d , - .
donde se asume que dFtJ > 0. Verhulst lamoé a las constantes a y b coeficientes vitales de la

poblacion.”’

En general la constante b (que se puede determinar experimentalmente) es muy
pequefia comparada con a, por lo que para valores pequefios de p, el término bp? << apy el
crecimiento es aproximadamente de tipo exponencial. Si se compara la ecuacion 5.3 con la
ec.5.9 da la impresion que son diferentes; sin embargo, al resolver esta Gltima veremos que
ambas tienen como solucion la funcién logistica.

El protozoario PARAMECIUM CAUDATUM. EIl biélogo y matematico G. F. Gause
comprobé experimentalmente la ec. de Verhulst. Coloc6 5 paramecia en un tubo de ensayo al
que agregd un nutriente adecuado. Encontr6 que los paramecia se reproducian al principio
con una tasa de crecimiento de 230.9% diaria (cuando la poblacion era pequefia) pero
posteriormente, hacia el cuarto dia, la poblacion habia alcanzado un méximo de 375
paramecia con el tubo de ensayo saturado.

SITUACION PROBLEMATICA.

Que los estudiantes (trabajando individualmente o en pequefios grupos) encuentren la funcion
p(t) que describe el crecimiento de los paramecia en dicho tubo de ensayo. EI maestro puede
asesorar (sin hacerles el trabajo) para que los estudiantes concluyan a partir de los datos
experimentales de G. F. Gause que tal funcién viene dada por:

375

PO = 4e 2

(ec. 5.10)

Comparese esta ecuacion con la ec. 5.6. Es claro que ambas representan una ecuacion
logistica, aunque la forma de llegar a ella haya sido planteada de manera diferente.

Ejercicio de observacion. Derive respecto a t la ec. 5.9 para obtener:

7 Braun, M (1990) Ecuaciones Diferenciales y sus Aplicaciones (P4g.28). Grupo Editorial Iberoamérica,
México.

110



d’p
el p(a—2bp)(a—bp) (ec. 5.11)

El estudiante debe observar esta ecuacion y obtener de ella algunas conclusiones:

i) a—bp>0

i) si p(t)<i entonces ap es creciente
2b dt '

i) si p(t)>i entonces dp es decreciente.
2b dt

PROBLEMA N°, APLICACION A LA FISICA (AREA DE MECANICA)

La resistencia que experimenta un objeto de masa m que cae (de cierta altura) cerca
de la superficie de la tierra, donde la aceleracién de la gravedad g se puede considerar
constante, es proporcional al cuadrado de su velocidad instantanea (v) siendo b la constante
de proporcionalidad.

i) escriba la ecuacidn diferencial correspondiente.

i) Resuelva dicha ecuacion diferencial tomando en cuenta la siguiente condicién

inicial v(0) = v

iii) ¢ Cudl es la velocidad limite (terminal) de dicho objeto?

Dado que este otro problema es una variante del problema N°6 del capitulo IlI,
tampoco presentaremos los pasos a seguir, ni daremos la solucion; sin embargo, esperamos
que el estudiante lo pueda resolver y en caso de que tenga dudas, que consulte con su
maestro, con algun docente de fisica o en algun texto de fisica (en el area de mecanica) para

verificar la validez de la solucién que ha obtenido.
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PROBLEMA N°. APLICACION A LA QUIMICA (RAPIDEZ DE REACCIONES)

Supongamos que se combina una sustancia A con una sustancia B, las cuales al
reaccionar quimicamente dan una sustancia C. Experimentalmente se ha comprobado que la
rapidez instantanea con que se forma la sustancia C es directamente proporcional a cada una
de las masas de las sustancias A y B que aun quedan sin reaccionar, segun lo establece
la ley de accion de masas.

Situacion problematica N°1. Se combinan a gramos de la sustancia A con b gramos de la

sustancia B. Ahora suponga que para formar P(t) gramos de la sustancia C, la sustancia A
contribuye con n; partes y la sustancia B con n, partes. ¢Cual es la ecuacion diferencial que
describe la rapidez con que se forma la sustancia C?

El maestro, siguiendo las sugerencia de Polya debe asegurarse que los estudiantes
hayan comprendido el enunciado del problema, para que después de discutir algun

planteamiento concluyan que:

dP@®) _ k{a LU P(t)](b M p(t)j (ec.5.12)

dt n, +n, LN,

donde k es una constante de proporcionalidad.

Situacion problematica N°2. Dos sustancia A y B se combinan para formar la sustancia C. La

rapidez de la reaccion esta determinada por la ley de accion de masas. Al principio hay 40
gramos de A y 50 gramos de B y por cada gramos de B se consumen dos de A. En los primeros

cinco minutos se han formado 10 gramos de C.

i) ¢,Cuantos gramos de C se forman en los primeros 20 minutos?

i) ¢ Cudl es la cantidad limite de C al cabo de mucho tiempo?

iii) ¢ Cuantos gramos de a y cuantos de b quedaron al final de la reaccién?
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Ahora, indicaremos unos pocos pasos para resolver esta situacion probleméatica:
1. Resuelva la ec. 5.12 tomando en cuenta los datos del problema y obtenga la

siguiente funcion:

150(1-e?)

P(t) =
® 25—

(ec. 5.13)

donde el valor de [ = 0.022665737 . Esta claro que este valor debera

limitarse al niUmero de cifras significativas con que el observador haya tomado los

datos.

2. Si ahora, hacemos t = 20 en la ec. 5.13, tendremos que en los primeros 20
minutos se han formado 29.32 gramos de la sustancia C.

3. Sitomamos el limite cuando t tiende a infinito en la misma ecuacién podemos
ver que al final de la reaccion se habran formado 60 gramos de la sustancia C
y si tomamos en cuenta las partes que aportan cada una de las sustancias A y
B concluimos que quedan cero gramos de A y 30 gramos de B al final de la

reaccion.

PROBLEMA N°. UNA APLICACION A LA CRIMINOLOGIA.

Una noche fria un hombre muy rico fue asesinado y la policia encontré el cadaver a las
3.15 a.m. En ese momento la temperatura del cadaver era de 32°C y una hora después era de
30°C. La oficina meteoroldgica determiné que la temperatura promedio, en el lugar del
crimen, entre las 0 horas y las 5 am era de 10°C. ;A qué hora ocurri6 el crimen?

Del problema N°1 del Capitulo Il podemos concluir que la rapidez con que fluye calor
entre dos cuerpos a diferentes temperaturas es proporcional a la diferencia de temperaturas
entre dichos cuerpos. Por otro parte, podemos asumir que la disminucion de temperatura del

cadaver del hombre asesinado es proporcional a la cantidad de calor que pierde. Por tanto, la
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rapidez instantanea de enfriamiento del cadaver (dT/dt) debera ser proporcional a la

diferencia (instantanea) entre su temperatura (T) y la temperatura ambiente (), es decir;

dT
W k(T —a) (ec. 5.14)

donde k es una constante de proporcionalidad.
Indicaremos brevemente algunos pasos para la solucién del problema.
1. Resuelva laec. 5.14 hasta obtener:
In[T 10 =kt +C (ec. 5.15)
2. cuandot=0, T =232; portanto, C =In 22y la ecuacion anterior puede escribirse

T-10
22

como : In =kt (ec. 5.16)

20
3. cuantot=1, T=30; luego k= lni . Por tanto, solo queda preguntarnos ¢En qué

momento la temperatura del cuerpo era de 37°C? Asumimos que la temperatura del
cuerpo humano (vivo) es de 37°C y que esa era la temperatura del cadaver en el
instante en que fue asesinado.  Finalmente, haciendo T = 37 en la ec. 516 y
despejando t de esa ecuacion, se tiene:

. n(27/22),

= ; t =-2.15horas
In(20/22)

Se concluye, entonces, que el hombre fue asesinado alrededor de la 1:00 a.m.

PROBLEMA N°7. APLICACION A INGENIERIA.

En el curso de ANALISIS MATEMATICO Il el profesor Dr. Emilio de la Rosa (a
quien agradecemos por sus valiosas ensefianzas) nos planted un dia el problema que ahora

presentamos para que lo asumiéramos como un reto. Al autor de este trabajo le pareci6 un
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problema interesante y de inmediato asumio el reto de trabajar en la solucion del mismo y en
sus archivos personales lo tiene registrado como:

EL PROBLEMA DE LA NIEVE. Esta nevando regularmente. Al mediodia sale una maquina

quitanieve que en la primera hora recorre el doble de espacio que en la segunda hora. La
rapidez con que avanza la maquina es inversamente proporcional a la altura de la nieve.

¢A qué hora comenz6 a nevar?

SOLUCION. Si esta nevando en forma regular entonces la altura h(t) de la nieve que se

va acumulando es directamente proporcional al tiempo que ha transcurrido desde el momento
en que comenzo a nevar.

h (t)

T 12m

Si escogemos el origen del tiempo que coincida con el instante en que la maquina comenzé a
desplazarse, es decir, si hacemos que el mediodia (las 12 horas) corresponda a t = 0, entonces
la grafica anterior viene descrita por la ecuacion:

h(t) =hy + mt (ec. 5.17)
donde m es la pendiente de la gréfica.

Si llamamos x(t) a la distancia recorrida por la maquina quitanieve, entonces tenemos
la siguiente condicion inicial : x(0) = 0 y las condiciones de frontera x(1) =L y x(2) = 3L/2,
es decir, que se asume que en la primera hora la maquina recorre una distancia L.

1. Escribimos primero la ecuacion diferencial que hay que resolver:

dx kK
dt h,+mt

(ec. 5.18)
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2. Resolvemos esta ecuacion para obtener:

KU:EthHM+C (ec. 5.19)
m

3. Aplicando la condicién inicial se tiene: C =——1Inh,, con lo que la ecuacion anterior
m

puede escribirse asi:

h, + mt

xt)=Fn
m

(ec. 5.20)

0

4. Aplicando ahora las condiciones de frontera, tenemos:

k

X(2):§L :—lnM
2 m

hO

k

y x(1)= L= Kpphotm
m

0

De estas condiciones se obtiene:

3

2
h0+2m=(h0+mJ (ec. 5.21)
hy h,

5. [Esta ecuacion puede escribirse:

2 3
@+2”q :[L+m] (ec. 5.22)
hO hO

6. Sillamamos t al instante en que comenz6 a nevar, entonces h(t) =0y de laec. 5.17 se

tiene que t = - ho/m. Sustituyendo esta expresion en la ec. 5.22, se tiene:

[l—zj = [l—lj (ec. 5.23)
T T

de donde se obtiene 72 —7—1=0. Al resolver esta cuadratica tenemos:

rT="—: 7=-0.618 horas.
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Lo anterior se interpreta diciendo que comenz6 a nevar 0.618 horas (aproximadamente
37 minutos) antes del mediodia (las doce horas). Por tanto se concluye que:
iCOMENZO A NEVAR A LAS 11 HORAS 23 MINUTOS!

COMENTARIO. El estudiante debe observar que en la solucién de este problema Unicamente
se empled una ecuacion diferencial cuya solucion era practicamente inmediata. El resto del
problema se ha podido resolver mediante recursos algebraicos. Este no es un caso aislado y
con frecuencia encontramos que para resolver ECUACIONES DIFERENCIALES se hace
muy necesario el recurso ALGEBRA. Concluimos este problema recordando una frase de un

famoso matematico del Siglo XV111.

El Algebra es generosa, a menudo
da més de lo que se le pide.

D’ Alembert.

PROBLEMA N°8. APLICACION GEOMETRICA (LA CATENARIA).

La figura muestra un cable que cuelga de dos postes,
sujeto a la acciéon de su propio peso (fisicamente
podria ser un cable del tendido eléctrico). ¢ Qué forma

geomeétrica adopta el cable colgante?

Algunos estudiantes que ven por primera vez este

problema piensan que se trata de una parabola.
Esta es una oportunidad para darse cuenta que muchas cosas de la vida tienen apariencia

engafiosa y por tanto, el cientifico debe ser cuidadoso en sus andlisis.
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SOLUCION. Para resolver este problema es conveniente establecer un sistema de referencia

adecuado. Escogemos el origen del sistema de referencia de manera que esté ubicado en un

punto en el suelo que pertenezca a la vertical que pasa por el punto méas bajo del cable y

escogemos esta vertical como el eje y A la horizontal que pasa por el origen, como el eje x.

Llamemos P; (0,hg) al punto mas bajo del cable; por tanto, h, es la altura (sobre el nivel del

suelo) del punto mas bajo (Ver figura).

La estrategia de solucion de este
problema consistird en plantear el equilibrio
estatico de un segmento del cable de longitud
(s) comprendido entre P, y un punto cualquiera
P,.

Sea p el peso especifico del cable.

s

T,

T,cos8

T>seng

De la figura puede observarse que dicho segmento del cable esté en equilibrio estatico

sujeto a la accion tres fuerzas: Las tensiones T, y T, y su propio peso ps(—]). Aplicando la

condicion de equilibrio, tenemos: T,=T,cos0 y ps=T,send
Dividiendo obtenemos:  tangéd = /;s
1
Por tanto tenemos: ﬂ -
dx T,

(ec. 5.24)

(ec. 5.25)

En principio esta es la ecuacion diferencial que hay que resolver, pero una pequefia

observacién nos muestra que tal ecuacién relaciona tres variables. Para resolver esta

dificultad recordemos que para los elementos diferenciales ds, dx, dy existe la siguiente

relacion ds® = dx* +dy?

(ec 5.26)
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2
Que también puede escribirse como E = 1+ ﬂ (ec. 5.27)
dx dx

Ahora, para relacionar las ec. 5.25 y 5.27, derivamos la ec.5.25 respecto a x y luego

sustituimos el resultado obtenido en la ec. 5.27:

2 2
dy_p 1+(dy} (ec. 5.28)

Esta es una ecuacion diferencial NO LINEAL de segundo orden, pero es claro que se
trata de la ecuacion que hay que resolver para determinar la forma geométrica especifica de
la curva que adopta el cable colgante. Tal curva recibe el nombre de CATENARIA y tambien
queda claro que no corresponde a ninguna parabola.

Para resolver esta ecuacién se haréa uso de la siguiente estrategia: sustituimos u =y".

Con lo que la ec. 5.28 se transforma en:

d—u:E«/Hu2 (ec. 5.29)

dx T,

Al separar variables se tiene:

j dx (ec. 5.30)

IMT

Integrando tenemos: senh'u = TB x+C (ec. 5.31)
1

La solucion completa de este problema pasa por determinar el valor de las constantes.
Para tal fin disponemos de dos condiciones iniciales (para la catenaria):
1) y(0)= ho, 2)y'(0)=0.

Aplicando la segunda condicion se tiene que C =0, por tanto:

, d .
u=senh?x 6 Y —_senhPx. Integrando se tiene:

T, dx T,
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y(X) = Tlcoshfx+c1 (ec. 5.32)
P

1

Aplicando la primera condicion inicial se tiene: C,=h,—". Por altimo,
Yo,

sustituyendo esta constante en la ec. 5.32, tenemos la funcién que buscabamaos:

y(X) lecosh_/I_OX+ h, (ec. 5.33)
Yo,

1 P
COMENTARIO. Para finalizar este problema (y este Capitulo) nos gustaria transcribir un
parrafo del texto HISTORIA DE LA MATEMATICA. Boyer, C. (Op. C. Pag. 414):

“Es un hecho sorprendente que se estudiaran las secciones conicas casi durante 2000 afios
antes que dos de ellas encontrasen, casi de manera simultanea, aplicacion a la ciencia, la elipse
a la astronomia y la parabola a la fisica. Galileo crey6 equivocadamente que habia encontrado
otra aplicacién de la parabola en la curva de suspensién libre de una cuerda o de un cable
flexible o de una cadena (catena), pero los matematicos posteriores de este mismo siglo
demostraron que esta curva, la catenaria, no s6lo no es una parabola, sino que no es ni

siquiera una curva algebraica”.

ACLARACION. En el parrafo anterior (copia textual de la obra citada) cuando se menciona
“... los matematicos posteriores de este mismo siglo.. ~ debe entenderse como los
matematicos posteriores del mismo siglo XVII.

La CATENARIA fue estudiada por Huygens y Leibniz.

120



CAPITULO VI.

ALGUNAS EXPERIENCIAS EN EL AULA.

INTRODUCCION.

En este Capitulo presentaremos algunos problemas interesantes que se han resuelto en
los cursos de Matematica Fisica que imparte el autor de este trabajo. Tales problemas han
sido propuestos a los estudiantes y hemos tratado que sean ellos mismos los que encuentren la
solucion. Nosotros nos hemos limitado a brindar alguna asesoria o a estimular la participacion
de ellos mediante preguntas generadoras que den inicio a la discusion. En este sentido
contamos con una lista grande de problemas en diferentes areas de la Matematica Fisica, pero
por razones de extension de este trabajo seleccionamos Unicamente seis problemas. Los cuatro
primeros corresponden al area de las Ecuaciones Diferenciales y los dos ultimos al area de las
Ecuaciones Integrales.

Los tres primeros problemas estan relacionados con la Ecuacion Diferencial de Bessel,
por tal razén, presentaremos primero una manera de obtener esta ecuacion y luego, un

método para resolverla.

ECUACION DIFERENCIAL DE BESSEL.

“Bessel functions and closely related functions form a rich area of mathematical
analysis with many representations, many interesting and useful properties, and many
interrelations”®

La separacién de la ecuacion de Helmholtz en coordenadas cilindricas conduce a la

ecuacion diferencial de Bessel. Por tanto, veremos primero la ec. de Helmholtz:

Vi (p,0,2)+ Ky (p,0,2)=0 (ec. 6.1)
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donde V? es el conocido operador Laplaciano. En coordenadas cilindricas la ec. de

Helmholtz toma la siguiente forma:

2 2
pop\" Op ) p Op° oz

Ahora asumimos una forma factoral de v :

w(p,0,2) =P(p)p(p)Z(2) (ec. 6.3)

Al sustituir este producto en la ec. 6.2, se obtienen 3 ecuaciones diferenciales

ordinarias.
1) ZZ =1’z (ec. 6.4)
2) g;f =-n’¢ (ec. 6.5)
3) p’ 3;f+pgz+(m2p2—n2)l3=0 (ec. 6.6)

La tercera de estas ecuaciones es conocida como la Ecuacion Diferencial de Bessel, que

se clasifica como una ecuacién diferencial lineal homogénea de segundo orden y cuya solucion

generalmente se obtiene por el método de series infinitas. La solucion de esta ecuacion se
conoce como la funcién de Bessel y generalmente se representa por J,(mp). En esta funcion
debe observarse dos cosas: el subindice n y el argumento mp de la funcion. Con frecuencia
nos referimos a esta funcion como “la funcion de Bessel de orden n” y de argumento mp.

Esto podria dar lugar a confusion, pero estamos claros que el orden de la ecuacion diferencial
es 2 (segundo orden), mientras que el “orden n” se refiere al subindice que la identifica, que

no necesariamente tiene que ser entero.

' ARFKEN, G(2001). Mathematical Methods for Physicists. Fifth Ed. (Pag. 669). Harcourt Academic Press,
San Francisco, Cal.
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Es claro que hemos suprimido algunos pasos para llegar a la formas explicitas de estas
tres ecuaciones. Solamente sefialaremos que para una ecuacion diferencial parcial de tres

variables, como la ecuacion de Helmholtz se necesitan dos constantes de separacion. Tales

constantes son | y n. Laconstante m se relaciona con ellas asi: k* +1> =m®. Debido a esta
relacion la constante m, sin ser estrictamente una constante de separacién puede desempefar
ese rol en sustitucion de |. En principio las constantes pueden tomar cualquier valor; sin
embargo, en general, las condiciones de los problemas fisicos restringen dichas constantes a
valores discretos y en algunos casos a valores enteros. Por todo lo anterior, la solucion general

de la ecuacion de Helhholtz tiene la forma siguiente:

Y (p,0.2) =Y 8y, P (0), (9)Z,,(2) (ec. 6.7)

Es decir, que esta solucion general es el producto de las soluciones de las tres
ecuaciones diferenciales anteriores, tomando en cuenta todos los posibles valores de las
constantes my n y el principio de superposicion.

Ahora enfocaremos nuestra atencion en la solucion de la ecuacion diferencial de
Bessel. Como ya se ha dicho se hara por el método de series, conocido también como método
de Frobenius. No pretendemos en este trabajo presentar este método en forma exhaustiva.
Brevemente, mostraremos los aspectos esenciales del mismo. Para trabajar la ec. de Bessel en
una forma mas estdndar haremos el siguiente cambio de variable en la ec. 6.6: mp =X.
Generalmente esta sustitucion se la presentamos a los estudiantes como una situacién

problemética dado que la misma afecta también a las derivadas. El estudiante debe

comprobar que con tal sustitucién o cambio de variable, la ec. de Bessel toma la forma:

X’ d’y() +X di/j(xx) +(X>=n*)y(x)=0 (ec. 6.8)

ax’
y ahora preguntamos: ¢Cémo resolver esta ecuacion? Y escuchamos las opiniones de los

estudiantes, quienes después de observar la ec. 6.8 terminan afirmando que puede ser muy
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dificil obtener una solucién de la misma. Luego preguntamos ¢Y si utilizamos otros métodos?
por ejemplo, el método de sustitucion por series. En algunos casos mencionan que ese método
nunca lo vieron y que ni siquiera saben que existe. Otras promociones de estudiantes dicen
gue vieron un poquito de ese método pero que no lo comprendieron bien, etc. Por experiencia
propia creemos que puede haber cierto escepticismo respecto a este método, por tanto, dado
gue en el primer curso de Matematica Fisica se hace un estudio muy completo sobre series
infinitas, les recuerdo que todas la funciones se pueden expresar por series y que si existe una
funcién que sea solucion de la ec. 6.8, también podra expresarse mediante una serie infinita.
Después de algunos minutos de discutir al respecto y de escuchar propuestas llegan a la

conclusion que lo mejor es “ensayar” la siguiente propuesta de solucion:
yo) =Y a,x (ec. 6.9)
A=0

donde las @, son constantes ain indeterminadas con a, # 0 y k una constante que se utiliza

para fijar la potencia méas baja de la serie de potencias dada por la ec. 6.9. Para evitar
confusiones aclaramos que esta constante no es la misma que la que aparece en la ec. de

Helmholtz. Luego, derivando dos veces la ec. 6.9 y sustituyendo en la ec. 6.8 se tiene:

Da,(k+ DK+ A-Dx* +> a, (k+ )X+ a,x“*?—n’> a,x“* =0 (ec. 6.10)
A=0

A=0 A=0
Haciendo A = 0 se obtiene el coeficiente de x*, la potencia mas baja de x. Los
estudiantes ya saben aplicar el teorema de unicidad de series de potencia, razén por la cual no

tienen dificultades en encontrar el coeficiente neto de dicha potencia:
a,[k(k—1)+k-n*]=0 (ec. 6.11)
Como a, # 0, entonces esta ecuacion nos lleva a lo que en este método se conoce como

la “ecuacion indicial” : k’-n® = 0. (ec. 6.12)
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Con dos soluciones k = +n. EI método de Frobenius no siempre funciona (Teorema
de Fuch) y a veces, como en este caso, s6lo nos permite obtener la primera solucion
linealmente independiente. La segunda solucion habra de obtenerse por otros métodos.
Afortunadamente muchos problemas fisicos se pueden resolver con solo la primera solucion,
la cual, cuando el método de Frobenius lo permite, es la solucién que resulta de tomar el
mayor valor de la ecuacién indicial, para nuestro caso: k = n. Ahora, con el propoésito de
encontrar una “relacién de recurrencia” mediante la utilizacion del teorema de unicidad de
series de potencia, hacemos A = j + 2 en el primero, segundo y cuarto términos de la ec. 6.10

y A =jen el tercer término. Con esto se obtiene la siguiente relacién de recurrencia:

aj+2:_ . : . aj
(J+2)2n+ j+2)

(ec. 6.13)

Con a, =0 todos los coeficientes impares se anulan : a, =a;, =a, =....=0.

Es claro que por razones de extensidn de este trabajo no podemos considerar todos los
detalles de este proceso y de algunos razonamientos que puedan ser interesantes. Al lector que
desee realizar una lectura mas detallada del método de Frobenius le sugerimos consultar el
texto de METODOS MATEMATICOS PARA FISICOS que aparece en la Bibliografia, al
final de este trabajo.

Dandole a j diferentes valores pares j: =0, 2, 4, 6, ... podemos obtener todos los
coeficientes pares de la serie de potencias de la ec. 6.9. Después de un detallado trabajo con la
ecuacion de recurrencia, obtenemos el término general de tales coeficientes:

n!

m ao (eC. 614)

aZp = (_l)p

Una vez determinados los coeficientes de la serie tenemos la solucion (la primera):

~ ) 0 ~ j 1 i n+2j
y(x)=a,2 n!JZ:(;( 1) j!(n+j)!(2j (ec. 6.15)
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Dado que la ec. 6.15 es solucion de una ecuaciéon homogénea puede entonces
multiplicarse por cualquier constante y sigue siendo solucion. En tal caso se dice que podemos
normalizar la ec. 6.15 escribiendo la primera solucién de la ecuacidn diferencial de Bessel (ec.
6.8) de la siguiente manera:

= L1 x )"
3,003 J,(nﬂ),@ (ec.6.16)

La funcion dada por la ec. 6.16 se conoce como la funcién de Bessel de orden n.

Ju(x)

(33 0
("]
Ln
=]
-~
o0
o

La funcion de Bessel tiene muchas propiedades. Una de ellas, que se utiliza con
frecuencia es el hecho que esta funcién tiene muchas “raices” es decir tiene muchos ceros
(\VVéase la grafica anterior). Se llama cero de la funcion de Bessel a un valor de su argumento
para el cual esta funcion se anula. Los ceros de las funciones de Bessel se encuentran
tabulados en Handbooks de Mateméticas o de Matematica-Fisica. A continuacion mostramos

una pequefia tabla de los primeros ceros de las funciones de Bessel de menor orden. Se

acostumbra representar por «,,, al n-ésimo cero de la funcion de Bessel de orden m, de tal

modo que J,(a,,)=0.

Ceros de las funciones de Bessel

3‘;‘ mero Jo(x) I1() 32(x) I3(x) JA(X) I5(x)
1 2.4048 3.8317 5.1356 6.3802 7.5883 8.7715
2 55201 7.0156 8.4172 9.761 11.0647 12.3386
3 86537 101735  11.6198  13.0152 143725  15.7002
4 117915 133237 147960  16.2235  17.6160  18.9801
5 149309 164706  17.9598 104094 208269 222178
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PROBLEMA N°1. LA MEMBRANA CIRCULAR VIBRANTE.

La amplitud U(p,@,t) de una membrana circular vibrante de radio asatisface la ecuacion

2
de onda: VU - iz %tg =0 (ec. 6.17)
v

donde v es la velocidad de fase de la onda determinada por las constantes elasticas de la
membrana y el amortiguamiento impuesto.

SITUACION PROBLEMATICA. Encontrar las longitudes de onda permitidas.

SOLUCION. Fisicamente este problema podria representar las vibraciones de la

membrana de un tambor. En este caso toda la orilla de la membrana (de radio a) es un nodo,
es decir, toda la orilla de la membrana esta desprovista de movimiento. U (a,¢,t) =0 es, por

tanto, una condicion de frontera.

En coordenadas cilindricas, la ec. 6.17 toma la siguiente forma:

2 2
Lo,uy, 1ou 10U_, (ec. 6.18)

pop ot p’op> Vv ot
Para aplicar, ahora, el método de separacién de variables hacemos:
U(p,9,1) = P(p)d(p)z(1) (ec. 6.19)
Sustituyendo este producto en la ec. 6.18, dividiendo el resultado entre este mismo

producto y transponiendo términos tenemos:

2 2
Lodpy, Ldy  Ldr (ec. 6.20)
Poop " dp p¢gde vor dt

- k% es una constante de separaciéon que nos permite separar esta ecuacién en dos

ecuaciones: 1) T k=0 (ec. 6.21)
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y y L 0,Wy, 1 dY

= —k2. (ec. 6.22)
Poop  dp  p’pde

El término kv de la ec. 6.21 tiene unidades inversas de tiempo y fisicamente se interpreta

como la frecuencia angular @ ; por tal razén hacemos @’ =k’v* y la ec. 6.21 puede ahora

- d’r
escribirse asi: —+ @’t=0 (ec. 6.23)
dt
Cuya solucién general es 7(t) =be'* +h,e™ (ec. 6.24)

multiplicando por p2 en la ec. 6.22 y reordenando términos se tiene:

p 0 dP 5y 1d?
Pap(pdp) p " hdo

=m’ (ec. 6.25)

donde m? es la otra constante de separacion, que nos permite separar otras dos ecuaciones,

siendo cada una de ellas funcion de una sola variables:

2
d f+m2¢=o (ec. 6.26)
do
cuya solucion general es d(p)=ae™ +ae™ (ec.6.27)
., 8 dP 2 2 2
y laecuacionen p: p—(p—)+ Kk p"—m )P =0 (ec. 6.28)
op " dp

Esta ultima ecuacion también puede escribirse en la forma:

2
20 P+pd—P+(k -m*)P=0 (ec. 6.29)
op’ do

Cuya solucién es la funcién de Bessel de orden my de argumento kp: J, (kp) y que se

define mediante la serie dada por la ec. 6.16

m+2j
J_(kp) = Z( 1) '(mﬂ)'(kpj (ec.6.30)
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Por tanto la solucion general de U (p,,t) es la combinacion lineal de las soluciones de las
ecuaciones 6.23, 6.26 y 6.29:

U(p,p.t) =D J, (ko) (ae™ +a,e ™™ )(be™ +be™™) (ec. 6.31)
m.k

Para determinar cudles son las longitudes de onda permitidas, debemos hacer uso de
la condicién de contorno: U(a,p,t)=0. Observando la ecuaciéon 6.31 vemos que tal

condicién (de Dirichlet) queda establecida de la siguiente manera: J . (ka)=0, donde aesel

radio de la membrana circular. Por tanto kadebe interpretarse como un cero de la funcién de

Bessel de orden m, es decir:  ka=¢,,,. Como fisicamente k es el “ndmero de onda” que se

2
define en relacién con la longitud de onda (1): k= 7” , finalmente se tiene:

A=—"— (ec. 6.32)

Y por tanto, vemos que las longitudes de onda permitidas estan relacionadas con los
ceros de la funciéon de Bessel. Tenemos, pues, un problema de valores discretos que se

resuelve exitosamente en base a las propiedades de las funciones de Bessel.

PROBLEMA N°. APLICACION A ECUACIONES DIFERENCIALES

Resuelva la siguiente ecuacion diferencial: xy"+y'+ay=0 (ec. 6.33)

Con este problema Unicamente se quiere mostrar que el conocimiento de la ecuacion de Bessel
puede ser util, con un poco de creatividad, para resolver otras ecuaciones diferenciales que se

puedan adaptar a la forma de una Ecuacién Diferencial de Bessel.
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SOLUCION. Primero multiplicamos por x la ec. 6.33, para tener:
X’y +xy' +axy =0 (ec. 6.34)
Ahora se propone el siguiente cambio de variable: x = u?. Naturalmente, este cambio

tendra consecuencias en las derivadas de la ec. 6.34. Veamos :

Como u=x"?, d—u:lx‘”2 _ L (ec. 6.35)

dx 2 2u
Por tanto: i :id—u :Li (ec. 6.36)

dx dudx 2udu
2

a :d[ld} :d{ld}d“ (ec. 6.37)

dx® dx[2udu| dul2udu]dx

2 2

de donde: o __1.d L d (ec. 6.38)

= 4
dx> 4u0° du  4u? du?

Sustituyendo, ahora, estas derivadas en la ec. 6.34 y simplificando, tenemos:

uz(;juzzy(u)+u;|uy(u)+[(2\/5u)2 —O]y(u) =0 (ec. 6.39)

Dado que esta ecuacion se identifica como una ecuacion diferencial de Bessel de orden

CERO vy argumento 2J5u se tiene que la solucion general de la ecuacién 6.33 viene dada
por: y(x) = AJ,(2-/ax)+ BN, (2-/ax) (ec. 6.40)

Donde N0(2ﬁx) es la segunda solucion linealmente independiente conocida

frecuentemente como la funcion de Newmann o como la funcién de Bessel de segunda clase.
La funciéon de Newmann es divergente en el origen, razén por la cual si el problema fisico que
se esta considerando incluye el origen y alli no hay ninguna fuente que pudiera producir una
singularidad, tal funcion deberd ser descartada de la solucién, haciendo B =0 en la ecuacion

6.40.
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TRANSFORMADAS DE LAPLACE.

En los tres problemas que siguen seran utilizadas transformadas de Laplace. Por tal
razon, antes de presentar el Problema N°3, dedicaremos un breve espacio a las
Transformadas de Laplace.

Las transformadas de Laplace tienen muchas propiedades interesantes, pero nos
limitaremos, por razones de extension de este trabajo, a presentar la definiciéon y un nimero
minimo de propiedades que serdn utilizadas para la resolucion de los siguientes tres
problemas.

DEFINICION. La transformada de Laplace f(s) de una funcion F(t) se define por:

0

f(s) = £{F(1)}= [ F(0dt (ec. 6.41)

0

Transformada de una derivada. Aplicando la definicion 6.41 a la derivada de una funcion

F'(t), se tiene:

(= [ IO
£{F (t)}—'[e ” dt (ec. 6.42)

0
Integrando por partes se obtiene: E{F '(t)}: SE {F (t)} - F(0) (ec. 6.43)
Extendiendo el procedimiento anterior se puede obtener:

eFP ) = £l (1)) -sFO) - F(0) (ec. 6.44)

y generalizarse para la transformada de una derivada de mayor orden.

Derivada de una transformada. Cuando F(t) es al menos parcialmente continuay s se escoge

de tal manera que e*'F(t) converja exponencialmente para valores grandes de s, la integral

o0

Ie‘S‘F(t)dt converge uniformemente y puede derivarse (dentro del signo integral) con
0

respecto as. Entonces:
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f’(s)=T(-t)e'S‘F(t)dt = £{-tF(t)} (ec. 6.45)

y en general, continuando con este proceso se obtiene:
() = £{(~t)"F(1)} (ec. 6.46)

PROBLEMA N°3. APLICACION DE LAS TRANSFORMADAS DE LAPLACE.

Resuelva la siguiente ecuacion diferencial utilizando transformadas de Laplace.
Xy'(x) + xy'(x) + xy(x) = 0 (ec. 6.47)
El objetivo de presentar este problema es mostrar las ventajas que se obtienen al utilizar las
transformadas de Laplace para resolver ecuaciones diferenciales.

Observando la ec. 6.47 vemos que se trata de la ecuacion diferencial de Bessel de
orden cero. Dividamos la ec. 6.47 entre x , luego sustituyamos t=x A F(t) = y(x) para
tenerla en una forma méas adecuada a las definicion de transformada. Entonces la ec. 6.47
toma la forma: tF'(t) + F'(t) + tF@) = 0. (ec. 6.48)

Necesitamos una solucién regular, en particular, F(0) = 1. De esta ultima ecuacion
puede verse que si t =0, entonces: F'(0) = 0. También asumimos que existe la transformada
de F(t).

Transformando la ec. 6.48 y utilizando las ecs: 6.43, 6.44 y 6.45, se tiene:
—i[szf(S)—S]-l-Sf (s)—l—g f(s)=0 (ec. 6.49)
ds ds

Reordenando términos se obtiene:

(s +1)f'(s) + sf(s)=0 (ec. 6.50)
, df sds
0 T:_sz e (ec. 6.51)

Una ecuacion diferencial de primer orden. Integrando tenemos:

C

2

f(s)=

(ec. 6.52)

s°+1
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De la definicién de transformada (ec. 6.41) tenemos:

el )= Sn! (ec. 6.53)

Para utilizar esta ultima expresion, expandimos la ec. 6.52 en una serie de potencias

negativas de s, convergente para s> 1:

1
f(s)= C(l + lzj ’ (ec. 6.54)
S S
C 1 1-3 (=DH"2n)!
f(s)=—|1-—+ SEPPPNER ' LA .6.55
®) s| 25 2728 (2"nN2s*" (ec. 6.59)

Invirtiendo (aplicando la transformada inversa) mediante la ec. 6.53, tenemos:

2 1 (t)!

Ft)=CY (-1’ (J (ec. 6.56)
o0 JIP2
Comparese con laec. 6.16 con n=0. Cuando C =1 en la ecuacion anterior, como lo

requiere la condicion F(0) = 1, justamente se tiene la funcidn de Bessel de orden cero: Jo(t).
Por tanto, se ha obtenido con éxito y con algunas ventajas la solucion de la ec. 6.47. Como
observacidn adicional, n6tese que:

1
s +1

ET (D))= (ec. 6.57)

PROBLEMA N° ., OSCILADOR FORZADO Y AMORTIGUADO.

Consideremos nuevamente el Problema N°3 del Capitulo IV, ec. 4.35, pero ahora
accionado mediante una fuerza que también oscila periédicamente. Se trata de una masa m
ligada a un resorte de constante de elasticidad Kk, sujeta a una fuerza de friccion con el aire
directamente proporcional a su velocidad y accionada por la fuerza periédica F(t) = FoSenaot.

Por tanto, tendremos que resolver la siguiente ecuacion diferencial:
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2
m d Xz(t) +A ax() + kX
dt dt

(t) = F,senat (ec. 6.58)
donde X(t) es la posicion instantanea de la masa ligada al resorte y A es la constante de
proporcionalidad que relaciona la fuerza de friccion con la velocidad instantanea de dicha
masa. La situacion problematica consiste ahora en resolver la ec. 6.58 mediante la utilizacion
de las transformadas de Laplace y sus propiedades.

Para comodidad de nuestros lectores, presentamos las transformadas de Laplace de

las funciones seno y coseno que seran utilizadas en el desarrollo de la solucién de este

problema:
S a
£icosat|= £isenat = ec. 6.59
Cosat}= "~y lsenatj= 5y (ec. 6.59)
Consideremos, por simplicidad, las siguientes condiciones iniciales:

X(©0)=0 y X'(0)=0
La transforma de Laplace de la ecuacién 6.58 es:
2 Fo

MS”X(S) + ASX(S) + kx(S) = ——— (ec. 6.60)
S"+w

donde X(S) es la transformada de Laplace de X(t). Despejando X(S) de la ecuacién

anterior se tiene:

X(s) = F,o 1

m A
(s? +w2{32 +s+a)02j
m

Para facilitar el trabajo posterior de aplicar transformadas inversas, expandamos la

k
con a)o2 =— (ec. 6.61)
m

fraccién anterior en fracciones parciales.

X(8)=

Foa){(as+b N cs+d } (e.6.62)

m (s +0’) (s+i/2m)’+0])
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k 2
Donde a)lz =—=— 4/1
m

S Evaluando las constantes se tiene:

Am m (a)o - )

a

l/lza)z + mz(a)o2 ~o’ )2J

Las constantes c y d pueden ignorarse dado que el segundo término de la derecha de
la ecuacién 6.62 conduce a una exponencial decreciente y por tanto, corresponde a una fase
transitoria que se anula una vez que el sistema se haya estabilizado. Esto se explica debido a
la siguiente férmula de transformada de Laplace:

S+y

£ {e’yt cosat}= (54‘}’)—24‘02

(ec.6.64)

Por tanto sustituyendo las constantes & y b en la ec. 6.62 y aplicando las

transformadas inversas de las funciones seno y coseno, se tiene:

Ao m(w,” —»?)
Xt)=F—+ 1cosat + f 0 1senot ec. 6.65
(t) 0{ l/Iza)2+m2(a)02—a)2)2J l/Iza)2+m2(a)02—a)2)2J ( )
haciendo: tan ¢ :’7;7”2 (ec. 6.66)
m(w,” —o")
se tiene:
X(t) = Fo 5 sen(ot — @) (ec. 6.67)

[ﬂfa)2 +m*(w, — a)z)z]l

Aplicando el método de maximos y minimos se encuentra que la maxima amplitud (la

. A
resonancia) ocurre cuando o’ = 0)02 - o (ec.6.68)
m
. . L. F,
Para esta frecuencia la amplitud méaxima toma el valor de : (ec. 6.69)

Ao,

Lo cual muestra que en ausencia de amortiguamiento (A =0) la amplitud creceria

hasta que el sistema se rompa (en teoria creceria sin limite hasta alcanzar valores infinitos).
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En una situacién mas real 4 podria tomar valores muy pequefios y si los materiales del
sistema lo permiten, éste oscilard con amplitudes muy grandes. Tal fendmeno es conocido
como resonancia.

Finalizamos este problema mencionando que la ec. 6.58 también puede “modelar” un
circuito RLC en serie con un generador de voltaje que oscile periédicamente. En tal caso la

ec.4.4 toma la siguiente forma:

Ldzlgt)+RdI(t)+l(t)

=V, senwt ec. 6.70
dt dt 0 ( )

Dado que matematicamente tiene el mismo comportamiento regido por la ec. 6.58

dejamos este caso a la consideracion del estudiante.

ECUACIONES INTEGRALES.

Para finalizar este Capitulo presentaremos dos problemas relacionados con
ECUACIONES INTEGRALES. No nos detendremos en exponer la teoria de estas ecuaciones,

Gnicamente mostraremos un ejemplo de una ecuacion integral:
f(x) = J.K(x, g(t)dt (ec. 6.71)
a

donde se asume que f(x) y K(xt) son funciones conocidas y ¢(t) es una funcién

desconocida. En pocas palabras, una Ecuacién Integral se caracteriza por tener una funcion
desconocida bajo el signo integral. Resolver una ecuacion de este tipo significa encontrar
dicha funcion desconocida.

El problema N°5 que presentaremos a continuacion es con el objetivo de mostrar que
las transformadas de Laplace se aplican en la solucién de Ecuaciones Integrales. En el

desarrollo de la solucién de este problema utilizaremos el Teorema de Convolucion de las
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Transformadas de Laplace, razon por la cual presentaremos primeramente el enunciado (sin
demostracion) de este teorema a manera de tenerlo listo al momento de su aplicacion.

Sean fi(s) y fx(s) las transformadas de las funciones Fi(t) y F,(t), respectivamente.
Se define la CONVOLUCION de las funciones Fi(t) y Fy(t) : F*F, como la siguiente

integral:
t
F *F, = J.Fl (t—2)F,(2)dz (ec. 6.72)
0

El Teorema de la Convolucion establece que la transformada de la Convolucion es

igual al producto de las transformadas de las funciones originales, decir:
f,(s)-f,(s) = £{F, *F, } (ec. 6.73)

PROBLEMA N°. APLICACION DE LA CONVOLUCION DE LAPLACE.

La siguiente ecuacion integral:

RZ0)
f(x)=[——="—dt, 0O<a<l’
o (X=1)“
se conoce como la ecuacién generalizada de Abel. Se asume que f(x) es una funcién conocida y

gue @(t) es una funcién desconocida.
Para el caso particular en que f(x) = 1,

a) Encuentre la funcion ¢(t) que satisface la ecuacion.

b) Compruebe que la funcion ¢(t) que ha encontrado es una solucion de la ecuacion

dada.
SOLUCION
a) En primer lugar observamos que la integral de la ecuacion de Abel tiene la forma de

una convolucion de dos funciones: gi(x) =x* 'y  ga(X) = ¢(x).

Aplicando el Teorema de la Convolucion a la integral de Abel (con f(x) = 1), se obtiene:

£l =£{x}-£{px) (ec. 6.74)
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—)!
Entonces: E{I}:l y £{x‘°‘}:( li)' (ec. 6.75)
s S
. I (—o)!
Por tanto, de 6.74 y 6.75 se tiene: —=-—.£ {go(x)} (ec. 6.76)
s s
1
Entonces: £{g0(x)}= (ec. 6.77)
5" (-a)!
Pero: L :#£{X‘H} (ec. 6.78)
s (a=1)!
Sustituyendo esta expresion en la ec. 6.77, se tiene:
o)=L ¢ et (ec. 6.79)
(a=1)!(—a)!
Aplicando la formula de Weierstrass:
(a-Di(-a) = "
Senza
Se tiene: £ {(p(x)} = Senzrx £ {X‘H} (ec. 6.80)
T

Ahora, basta aplicar la transformada inversa de Laplace para obtener:

o(X) = Senza !

Y se concluye que la solucion a la ecuacion generaliza de Abel, con f(x) =1, es:

o(t) = Senza -l (ec. 6.81)

b) Es razonable que se tenga alguna duda (o cierto grado de escepticismo) respecto a la

solucidn obtenida en a). Por tanto, se vuelve una exigencia comprobar dicha solucién.

Se requiere, entonces, comprobar que:

Senza J)Et“‘l(x—t)‘“dt _ (ec.6.82)

0
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Esta comprobacion resulta sencilla utilizando una forma particular de la funcion Beta,

que establece:

m!n! (ec. 6.83)

1
Itm(l—t)ndt =
0 (m+n+1)!

Para ello es conveniente el cambio de variable t = xu, con lo cual la (ec.6.82) se

convierte en:

Senza

1
Ser‘ﬂjua-l(1_u)*“du =" (a-Di(-a)! =1
0 VA

Resultado que se obtiene aplicando la (ec. 6.83) y la formula de Weierstrass.

COMETARIOS.

Las transformadas de Laplace, en las cuales se fundamentan las soluciones de tres
problemas presentados en este Capitulo, son muy importantes en varias areas de la
matematica puray aplicada. Con un poco de creatividad se pueden aplicar a la solucion de
una gran variedad de problemas que incluyen: ecuaciones diferenciales (ordinarias y
parciales), ecuaciones integrales, etc. En la actualidad contindan las investigaciones acerca de
la aplicacion de estas transformadas en la solucién de sistemas dinamicos, electromagnéticos y

otras parcelas de la gigantesca area conocida como MATEMATICA APLICADA.

PROBLEMA N°6. POLINOMIOS DE LEGENDRE.

Para aprovechar esta incursion en el area de las Ecuaciones Integrales presentamos
este ultimo problema que estd relacionado con los Polinomios de Legendre, su funcién
generatriz y su ortogonalidad. De igual manera que en ocasiones anteriores, mencionaremaos
brevemente, sin entrar en detalles, algunos elementos que se utilizaran en la solucién de este

problema.
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Los Polinomios de Legendre constituyen, debido a sus multiples aplicaciones, una de
las funciones mas importantes de la Matematica-Fisica. Se relacionan con su funcién

generatriz g(x,t) de la siguiente manera:
g(x,t) = (1-2xt+x*)™"* = Z:Pr(‘[)xr (ec. 6.84)
r=0

Los Polinomios de Legendre satisfacen la siguiente propiedad de ortogonalidad:

1 25
j P (P (t)dt=——m (ec. 6.85)
e 2n+1
I sim=n
Donde o, es la delta de Kronecker: Oy = ,
0 sim#n
SITUACION PROBLEMATICA. Resuelva la siguiente ecuacion integral:
1
) = | AC— (6¢.6.86)
1

(1-2xt+x*)"?
para la funcion desconocida ¢(t) si:

a) f(x)=x"; b) f(x)=x>"

SOLUCION.
a) Dado que la integral de la ec. 6.86 contiene la funcion generatriz de los Polinomios
de Legendre y que ademas los limites de la integral corresponden al intervalo de
ortogonalidad de estos polinomios, usaremos la siguiente estrategia de solucion:

Asumimos que ¢@(t) es una funcién continua que se puede expandir en una serie

infinita de Polinomios de Legendre:
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p(t) = Zolan P (t), donde las constantes a, son aun indeterminadas y habra que
n=|

calcularlas en base a las mismas propiedades de ortogonalidad. Entonces, la

ec. 6.86 toma la forma:

XZS —

— —

nZ:(;an P.()D P (tH)x"dt (ec. 6.87)

r=0

1

Ahora, por unicidad de series de potencia: si hacemos r = 2s, entonces, se tiene:

2
Boay o X (ec. 6.88)
2(2s)+1
. . ) 4s+1
debido a la propiedad de ortogonalidad. Por tanto: a,, = 2
4s+1
y P(t) = P, (t) (ec. 6.89)

2

b) Aplicando el mismo procedimiento, con r=2s+ 1, se tiene:

4s+3
p(t) = 5 Poet (D) (ec. 6.90).
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ANEXO A.

ECUACIONES DIFERENCIALES EXACTAS.

TEOREMA.

Sean M(x,y) ¥ N(x,y) funciones continuas y con derivadas parciales

continuas con respecto a x y a y en el rectdngulo R formado por los puntos (x,y) con

a<x<b yc<y<d. Entonces existe una funcion ¢(x,y)tal que M(X,y)=0¢4/0X vy
N(X,y)=0¢/0y siy sdlosi

™M = N (ec. 1)
oy oX

DEMOSTRACION.

Obsérvese que M (Xx,Y) = aa¢ si 'y solo si
X
px.y) = MO y)dx + h(y) (ec. 2)

donde h(y) es una funcion arbitraria de y. Derivando parcialmente ambos lados de la ec.2,

respecto a y se obtiene:

3¢ (OM(%Y) ,

ay _j ay dx + h'(y) (ec. 3)
Por lo tanto, 0@/ 0y esigual a N(x,y) siy sélo si

M (x,Y) :
N(Xx,y)=|——=dx + h ec. 4

=] 5 ) (ec. 4)

0 bien h'(y) = N(x, y) —jwdx (ec. 5)
oy
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Ahora bien, h'(y) es una funcion sélo de y mientras que el lado derecho de la (ec.5) pareciera
ser una funcion tanto de x como de y. Pero una funcion que solo depende de y no puede ser
igual a una funcién que depende de x y de y. Asi pues, la (ec.5) tiene sentido Gnicamente si su

miembro derecho es solo funcién de y, lo cual sucede si y sélo si.

{N(x y)— jaM(X ) g }:%T—‘i;\y/'zo (ec. 6)

Por lo tanto, si 2\]7&%’\; , entonces no existe una funcion @(x,y) tal que M _0¢ y

X
o . 0 . .
N =—". Por otro lado, si =——, entonces es posible resolver para determinar:
oy ox oy
oM (X,
h(y) = I[N(x y)— j ( y) dx}dy (ec. 7)
Como consecuencia M = o9 y N= o9 con:
OX oy
oM (X,
P(X,y) = J.M(x y)dx+I{N(x y)— J' ( y) dx}dy (ec. 8)
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ANEXO B

COMPROBACION DE FUNCION REAL.

Dada la funcion de variable compleja:
Ae™ +Be ™" | (ec. 1)

donde A y B son constantes complejas, se quiere demostrar que cuando B se toma
como la conjugada compleja de A, entonces dicha funcion se vuelve real. Por tanto tomemos
A=A +iA, y B=A - iA,.

Recordemos las formulas de Euler:

e'" = Cosa,t +iSenm, t y e = Cosw,t —iSenam, t (ec. 2)
Sustituyendo las expresiones de las constantes A 'y B y las formulas de Euler en la ec. 1,

tenemos:
(A +iA, )Cosam,t +iSenw,t)+ (A —iA, (Cosw,t —iSena,t) (ec. 3)
Al simplificar términos esta expresion se reduce a:
2ACosw,t —-2A,Senw, t (ec. 4)
Finalmente, haciendo 2A =D 'y -2A, =E, donde es claro que D y E son ahora
constantes reales, la expresion dada por la ec.4 (y por supuesto, la ec. 1) se reduce a:

D Cosa,t + E Senw, t (ec.5)

Que es lo que se queria comprobar.
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ANEXO C

METODO DE VARIACION DE PARAMETROS.

Una vez escrita la ecuacion diferencial lineal no homogénea de segundo orden en su

forma estandar

y'(X)+P(X)y" +Q(x)y = f(x) (ec. 1)

1. Se procede a encontrar la solucién general de la ecuacion homogénea asociada:

y(X) =C,y,(X)+C,Y,(X). (ec.2)

2. Se supone (hipétesis) la existencia de una solucién particular de la ec. 1 de la forma:

Yo (X) = U (X)Y; (X) + U, (X) Y, (X) (ec.3)

3. Derivando la ec.3, tenemos:

Yp' = Uyr' + ul'yr Uyt +oug'ys

yp = U]_yl" + ullyll + ullyll + U]_"yl + u2y2|| + u2|y2| + u2|y2| + U2"y2
4. Ahora, sustituyendo y,(X) y sus derivadas en la ec.1, se tiene:

” "

ul|:yl +Pyl +lej|+u2|:y2 +Py2 +Qy2:|+ylul +u1 yl +y2u2

CERO CERO

+P|:ylul +Y,U, :|+yl u +y,u, = f(x

Como los dos primeros paréntesis se anulan y los primeros cuatro términos después

del segundo pareéntesis se pueden compactar, se tiene:

dx

roor
T Y,

d ' ' ' 1 ror ror
[Y1u1 +Y,U, :|+P|:y1u1 +Y,U, }+Y1 u +y,u, = f(x (ec. 4)

145



5. Nuestro objetivo es encontrar las dos funciones u;(x) y u,(x). Por tanto, es logico que
esperemos encontrar estas dos funciones a partir de dos ecuaciones linealmente

independientes. Entonces, podemos establecer una hipdtesis adicional que sea:

!

y,u, +y,u, =0 (ec. 5)

Esta hipdtesis responde a una buena estrategia (de tipo heuristico) y es pertinente

! !

porquesi YU, +Y,u, =0, entonces laec.4 se reduce, drasticamente, a:

yiu +y,u, = f(x) (ec. 6)

Con esto se logra el sigiente sistema de ecuaciones:

! !

y,u, +y,u, =0,

! 1 ’ 1
y yu +y,u, = f(x)
Que nos permite, al menos, determinar las derivadas u;" y u,'. Este sistema se puede

resolver mediante la regla de Cramer, para obtener:

W W
Yi Y, 0 Y, y, 0
Donde W= , |, = i, W, = (ec. 8)
Yi Y» fx) v, y, ()

W se conoce como el “Wronskiano” de las funciones que aparecen dentro del

determinante. Para méas comodidad también se puede representar asi:
Wy, (X),y,(x)] esel Wronskiano de y;(x) A y(X)

6. Ahora, integrando las ecs. 7 y sustituyendo estos resultados en la ec. 3, se tiene:

y,(s) f (s)ds
W[y, (s),y,(9)]

Y,(s)f(s)ds (ec. 9)

MWy, ()., (5]

Yo (¥)=Y,(X)

Para que y;(X) A y2(x) sean linealmente independientes debera ocurrir que

W[yl(x), yz(x)] # 0 en todo el intervalo (1) de validez de la solucion.
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CONCLUSIONES Y TRABAJOS FUTUROS.

I. INTRODUCCION.

El lector que haya leido con atencidn este trabajo estara de acuerdo que a partir de los
aspectos historicos, filosoficos, metodoldgicos y experimentales, asi como las reflexiones
personales del autor y la forma como se ha estructurado, se pueden obtener muchas
conclusiones interesantes y sugerencias para trabajos futuros; sin embargo, atendiendo a
nuestro proposito de no excedernos en la extension del mismo, nos limitaremos a presentar
algunas conclusiones de caracter general y otras que corresponden a los aspectos

experimentales y metodoldgicos.

Il. CONCLUSIONES GENERALES.

Para la elaboracion de este trabajo de graduacion se han realizado varios esfuerzos en
diferentes sentidos. Esto es una consecuencia de las ideas del autor respecto a la estructura
conceptual de las disciplinas involucradas en el mismo, tales como: La Historia, La Filosofia,
La Metodologia del Conocimiento Cientifico y mas especificamente las concepciones
modernas acerca de la Resolucion de Problemas como un Recurso Did4ctico en la ensefianza y
el aprendizaje de las diferentes ramas de la Matematica y de la Ciencia en general.

En tal sentido se ha invertido tiempo y esfuerzo en la revision bibliografica de textos
con tematicas muy diferentes, pero que de una u otra forma utilizan las Ecuaciones
Diferenciales o los aspectos historicos, filos6ficos y metodoldgicos mencionados en el parrafo
anterior, lo cual se hace méas notable al observar la Bibliografia presentada en la ultima

pagina de este trabajo.
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Por otro lado, desde que el autor recibi6 los cursos de Resolucién de Problemas y de
Ecuaciones Diferenciales de la Maestria en Didactica de la Matematica ha venido practicando
los conocimientos adquiridos en dichos cursos con estudiantes de diversas asignaturas de la
Licenciatura en Fisica. En este sentido podemos mencionar que se han tenido experiencias
valiosas y que en la mayoria de los casos los estudiantes con un poco de orientacion han
podido “construir” su conocimiento o al menos han puesto mucho empefio en discutir los
procedimientos l6gicos adecuados para enfrentar las situaciones que se les han presentado, al
estilo de lo que se conoce como “una situacién problemética” para que sea asumida por
pequefios grupos en calidad de reto.

También comprendemos que llevar a la practica la metodologia de la Resolucién de
Problemas no es nada facil; sin embargo, en nuestro caso hemos contado con la ventaja de
tener grupos pequefios de estudiantes y darles, por tanto, una atencion mas personalizada. De
todas maneras consideramos que la experiencia que hemos obtenido es muy valiosa y estamos

dispuestos a compartirla con otros colegas.

I11. CONCLUSIONES METODOLOGICAS.

El presente trabajo contiene un total de 25 problemas y 12 ejercicios; ademas, se han
incluido problemas conceptuales, problemas y ejercicios complementarios y ejercicios de
observacion para que los estudiantes obtengan de inmediato las conclusiones pertinentes.

Se elaboraron GUIAS DIDACTICAS para los problemas del Capiulo Il y para
algunos ejercicios de este mismo capitulo. En los Capitulos IV, V y VI (con excepcidon del
problema N°1 del capitulo 1V) no se presentaron de manera formal las guias didacticas, por
razones de espacio y tiempo, pero aclaramos que es conveniente que los maestros elaboren sus

propias guias.
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Los problemas que se han presentado en este trabajo de graduacién fueron
seleccionados en base a dos aspectos: 1) la clasificacion de las ecuaciones diferencialesy 2) las
ensefianzas que se pueden obtener de cada problema o, mejor dicho, lo que el estudiante
puede aprender en el proceso de solucién de los mismos.

Para comprender mejor la significacion del parrafo anterior, consideremos como caso
hipotético que el lector de este trabajo sea un estudiante, por ejemplo de nuestro medio
universitario, que haya tomado cursos de calculo diferencial e integral pero que aun no haya
hecho el curso de ecuaciones diferenciales. Ahora preguntémonos: ;Cuanto puede aprender
este personaje hipotético si lee atentamente este trabajo tratando de entender y resolver cada
uno de los problemas y ejercicios aqui propuestos?

Naturalmente que la pregunta anterior no es facil de contestar; sin embargo la misma
ha estado subyacente en la elaboracidon y estructura que se le ha dado al presente trabajo y ha
sido tomada muy en cuenta en la seleccion de los problemas y ejercicios que aqui se han
expuesto.

El lector atento podré observar multiples relaciones entre los diferentes problemas y
ejercicios, por ejemplo la ecuacion de Bernoulli (especificamente el ejercicio de la ec. 3.99) y
su relacion con la ecuacion logistica en los problemas N°1 (ec. 5.3) y N°3 (ec. 5.9) del
Capitulo V.

En el Capitulo 111 se cubre casi todo lo relacionado con la separacion de variables y se
complementa con el Capitulo V. La nocidn de “factor integrante” se desarrolla bajo la vision
de una estructura conceptual y las ecuaciones de Bernoulli y de Riccati se tratan (brevemente)
en su dimension historica y metodoldgica.

En el Capitulo 1V, con solo tres problemas se cubre casi todo lo que un estudiante debe
saber acerca de las ecuaciones diferenciales lineales de segundo orden con coeficientes
constantes y se incursiona en ecuaciones de tercer orden. En este mismo capitulo con el

problema N°4 vy ejercicios seleccionados en base a criterios didacticos se cubre el caso
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“equidimensional” de las ecuaciones diferenciales lineales de segundo orden con coeficientes
variables, se retroalimenta la blsqueda de la segunda solucion linealmente independiente, se
incursiona en ecuaciones diferenciales lineales de tercer orden (equidimensionales) y se
presenta el procedimiento para obtener soluciones reales a partir de raices imaginarias de una
ecuacion caracteristica.

En el Capitulo V se ha pretendido mostrar una pequefia ventana de toda la
panoramica del campo de aplicaciones de las ecuaciones diferenciales. EI modelado y la
busqueda de estrategias de solucion estan implicitos, pero presentes a la vista de quien tenga
ojos para realizar una lectura critica (la segunda lectura filos6fica).

Con el Capitulo VI se ha querido mostrar, aunque sea brevemente, que las ecuaciones
diferenciales son una base fundamental para alcanzar mayores niveles de conocimiento del
Analisis Matematico y se aprovecha para mostrar un método se solucion (separacion de
variables) de ecuaciones diferenciales parciales y el método de solucién por series infinitas
(método de Frobenius) para ecuaciones diferenciales lineales de segundo orden con
coeficientes variables cuando éstas no son susceptibles de resolverse mediante procedimientos
mas sencillos. También se pretende abrir una pequefia ventana que nos permita visualizar el
enorme potencial de las transformadas de Laplace en la solucion de problemas de diferente
indole. Con los problemas 5 y 6 de este Ultimo capitulo se quiere hacer del conocimiento de
algunos lectores que también existen las Ecuaciones Integrales. Por Gltimo, con este capitulo,
como se sugiere en la introduccidn de estas conclusiones, se ha querido presentar una pequefia
muestra de la capacidad que pueden desarrollar los estudiantes mediante la utilizacion
adecuada de este valioso recurso didactico conocido como RESOLUCION DE PROBLEMAS.

Si algunos de nuestros lectores son capaces de sorprenderse de lo que se puede
aprender con solo 25 problemas y algunos ejercicios estructurados con los criterios

metodolégicos de la resoluciéon de problemas nos daremos por satisfechos y los exhortamos
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para que pongan en practica esta forma alternativa de ensefiar no solo las ecuaciones

diferenciales sino también otras areas importantes de la Matematica.

IV. CONCLUSIONES EXPERIMENTALES.

A pesar de que son varios afios de experiencia (a partir de haber recibido los cursos
antes mencionados) de estar poniendo en practica esta forma alternativa de orientar el
trabajo de los estudiantes de la licenciatura en fisica, nos limitaremos a sefialar que toda
nuestra actividad docente ha estado orientada a lograr un nivel de participacion cada vez
mayor por parte de los estudiantes y que nos sentimos satisfechos por los logros alcanzados, lo
cual se refleja en las mismas clases cuando los estudiantes motivados a participar van
construyendo los aspectos conceptuales de manera natural, casi espontanea.

Casi todos los problemas aqui presentados, como se ha indicado en varias ocasiones a
lo largo de este trabajo, han sido resueltos por los estudiantes, en las tareas, en las sesiones de
discusion de problemas y en los exdmenes. En varias ocasiones hemos puesto problemas de
dificil solucién en los exdmenes parciales y hemos presenciado como los estudiantes con un
poco de orientacidn han sido capaces de obtener éxito en la solucién de los mismos, con lo cual
adicionalmente se mejora su autoestima, la confianza en si mismo, y principalmente la
motivacion necesaria para asumir los retos que les demanda su propia formacion profesional.
En las sesiones de discusion de problemas hemos dejado que se organicen en uno o varios
grupos y que surja de ellos mismos, en forma esponténea, el estudiante que asuma como

coordinador de cada grupo. En algunas ocasiones el autor ha asumido el papel de moderador.

IV. TRABAJOS FUTUROS.

En la actualidad, el autor ha tomado la iniciativa de formar un Club de Matematicas,

especialmente en el area de la Matematica aplicada, con el objeto de crear conocimientos que
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puedan ser Utiles para investigaciones posteriores en el area de las Ciencias Naturales, las
cuales dentro de nuestra Facultad (a excepcién de Fisica) se han descuidado en lo que respecta
a la educacién matematica. El autor esta dispuesto a realizar esfuerzos en este sentido, dado
que lamentablemente se percibe una tendencia a eliminar, o al menos a reducir el contenido
matematico de algunas carreras de nuestra Facultad.

Como miembro y actual coordinados de la Comision Curricular de nuestra Facultad
estoy en platicas con algunos compafieros docentes de las Escuelas de Biologia y de Quimica
para discutir esta situacion y principalmente para tomar iniciativas tendientes a proporcionar
capacitacion en matematicas para estas carreras.

También hemos platicado con el Dr. Simén Pefia acerca de la posibilidad de realizar
conjuntamente trabajos de investigacion en el &rea de las Ecuaciones Diferenciales. En los
préximos dias hablaremos formalmente acerca de la elaboracidn de proyectos en este sentido.
Ademas, manifiesto mi disposicion de trabajar con otros colegas en el modelado de diferentes

tipos de problemas, especialmente en el area de las Ciencias Naturales.

V. RECOMENDACION.

Para finalizar recomendamos a las autoridades de la UNIVERSIDAD DE EL
SALVADOR y de nuestra FACULTAD DE CIENCIAS NATURALES Y MATEMATICA
que se hagan los esfuerzos necesarios para darle continuidad a los planes de estudio de la
Maestria en Didactica de la Matematica, dado que esto contribuiria grandemente a la
formacion de profesionales en la ensefianza de la Matematica que puedan ayudar a formar los
cuadros docentes para atender con mas eficiencia la ensefianza de esta ciencia tan importante

para el futuro desarrollo de nuestro pais.
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