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INTRODUCCION

Durante muchos afios la Ley de Benford no ha sido mas que una simple curiosidad
estadistica sin fundamento matematico alguno ni aplicaciones reales. Hoy en dia,
la Ley esta firmemente basada en la Teoria de la Probabilidad, goza de un gran
interés del publico y presenta importantes aplicaciones a la vista de la estadistica.
La Ley se ha propuesto como un posible test de evaluacién de los resultados
obtenidos, ya sea por medios analiticos o de simulacién, mediante modelos
matemdticos en los que intervienen datos que verifiquen la distribucion
logaritmica, como por ejemplo: En los resultados de elecciones presidenciales y
datos fiscales como la declaracién de impuesto sobre la renta. En este sentido se ha

utilizado para detectar posibles situaciones de fallos e irregularidades.

La Ley de Benford que también es conocida como la Ley de los ntimeros anémalos
asegura que, en toda coleccion de nimeros de la vida real, los digitos iniciales de
los nameros no son equiprobables, es decir aquellos nameros que empiezan por el
digito 1 ocurren con mayor frecuencia, seguidos de los que empiezan por el 2, etc.
hasta el 9 que es el menos frecuente, esto indica que a medida crece el valor del
primer digito, mas improbable es que éste forme parte de un namero. Este hecho,
que se admite como Ley, se puede aplicar a datos relacionados con el mundo

natural o con elementos sociales.

Sin duda la aplicaciéon mas llamativa e importante de la Ley, consiste en su
utilizacién como posible medio para ayudar a la deteccion de datos “errdneos” o
“fraudulentos”. Si se detecta que un gran conjunto de datos, tienen un
comportamiento contrario a lo esperado, no verifica la Ley, puede ser debido a la
. . o " " s
presencia de datos inexactos o quizas inventados o "retocados" lo que posibilita
aplicaciones tales como la detecciéon de fraude fiscal y de manipulaciones contables,

por mencionar algunas.
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Evidentemente la no satisfactibilidad de la Ley de Benford en un conjunto
determinado de datos no es prueba suficiente de la existencia de irregularidades,
pero, sin embargo, constituye un buen indicio para justificar una inspecciéon mas
detallada. Una aplicacion real es la auditoria contable en la que se han desarrollado
sistemas basados en el andlisis de los digitos como ayuda en la basqueda de

patrones repetitivos y extrafios en los datos.

En muchos paises, como por ejemplo Venezuela y México; se ha utilizado como
principal herramienta en la deteccién de fraudes electorales. En las pasadas
elecciones Presidenciales de México de 2006, se encontraron ciertos distritos con
anomalias en el conteo de voto, es decir, que la distribucion de los primeros digitos,
especialmente la del segundo, no se ajustaba satisfactoriamente a la Ley de
Benford, lo cual llev6 a las autoridades a un recuento de los votos para verificar

los datos proporcionados por el Instituto Federal Electoral (IFE).

En este sentido, el objetivo principal del siguiente documento es presentar
detalladamente la teorfa matematica y estadistica concerniente a la Ley de
Benford; en el capitulo 1 deducimos las férmulas de distribucién de los digitos
significativos, ademas de dar las principales caracteristicas que los datos deben de
cumplir para poder someterlos a un escrutinio con la Ley de Benford; en el capitulo
2 demostramos los principales teoremas y lemas que fundamenten la ley y
algunos ejemplos de ellos; en el tercer capitulo sefialamos como aplicar las
formulas y a la vez como interpretar los resultados obtenidos mediante la Ley

utilizando para ello, los datos de la Eleccién Presidencial El Salvador 2004.

X



CAPITULO1
INTRODUCCION A LA
LEY DE BENFORD



1.1 Introduccion.

En este capitulo se presenta una breve introduccién a la Ley de Benford, su
descubrimiento, sus campos de aplicacion, los datos en los cuales se esperan que se
cumpla dicha Ley, y en cuales no, ademds se presenta la derivaciéon de las
principales férmulas de distribucion para los primeros digitos significativos y la

generalizacion de la Ley a datos continuos.

En la primera seccién se presenta un breve resumen del descubrimiento de la Ley
de Benford; en la seccién segunda, se muestran algunos aportes de varios autores
en su intento de dar una explicacién matematica de la Ley; en la tercera y cuarta
seccién se presentan una breve nocion sobre el significado de Escala Invariante
mediante un ejemplo ilustrativo; en la quinta secciéon se dan algunos ejemplos de
variables que satisfacen o no la Ley de Benford; en la sexta seccién se presentan
algunas campos de aplicacién recientemente descubierto de de para la Ley; en la
séptima seccion se presentan la derivacion estadistica de las principales férmulas
de distribucién de los primeros digitos significativos, la distribucién conjuntas y
condicionadas de lo digitos; en la octava y tultima seccién se introduce la
Distribucién Mantisa y la generacién de la Ley de Benford a datos mediante ésta

funcion.

1.2 Descubrimiento de la Ley de Benford.

El descubrimiento de la Ley de Benford se da en el afio de 1881 por el matematico
y astronomo Simon Newcomb. Un dia, él consultaba una tabla de logaritmos para
realizar unos cdlculos y se dio cuenta; que las primeras pédginas se encontraban
mas viejas y desgatadas que las finales, ;A qué se debia esto? Al parecer para

realizar sus célculos la gente utilizaba con mayor frecuencia el logaritmo de



nameros que suelen empezar por digitos pequefios que los que empiezan por

digitos altos.

Este astronomo dedujo que los digitos iniciales de los nimeros (al menos los
utilizados en su trabajo que provenian principalmente de la observacién de los
astros) no son equiprobables; sino que el 1 aparece como digito inicial mas
frecuente, seguido del 2, etc. hasta el 9 que es el menos probable. Mediante un
breve e ingenioso razonamiento, aunque sin presentar realmente un argumento
formal ni férmula matemética, Newcomb enuncié verbalmente una relacién o ley
logaritmica: “la ley de probabilidad de ocurrencia de ntiimeros es tal que las
mantisas de sus logaritmos son equiprobables”. Ademdas concluyé que la
probabilidad de los dos primeros digitos significativos (base 10) satisfacen las

siguientes relaciones:

(1) Prob( primer digito significativo=d,)=1log,,(1+d,”"), d=1,...,9
9
2 Prob(segundo digito significativo =d,) = 210g10(1 +(10d,+d,)™"), d,=0,1,...,9
=1

Ademas él dio la siguiente tabla de probabilidad para los primeros dos digitos:

Tabla 1.1. Frecuencia de aparicién de los primeros dos digitos significativos dado por

Newcomb.
d 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
P(d1=d) 0.3010 | 0.1761 | 0.1249 | 0.0969 | 0.0792 | 0.0669 | 0.0580 | 0.0512 | 0.0458

P(d2=d) 0.1197 | 0.1139 | 0.1088 | 0.1043 | 0.1003 | 0.0967 | 0.0934 | 0.0904 | 0.0876 | 0.0850



Figura 1.1. Frecuencia de aparicion de los primeros dos digitos significativos dada por Newcomb.
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Newcomb puntualizé que la distribucién de un digito converge a la distribucién

uniforme asi como su posicién crece en la mantisa, es decir; en el caso de la

distribucién del tercer digito, la probabilidad sera casi la misma para cada digito, y

para las distribuciones del cuarto y de los siguientes digitos, las diferencias seran

menos apreciables.

Aunque Newcomb no aporté ninguna explicacion matemdtica para su

descubrimiento. Lo anot6 como una simple curiosidad, y frente a una falta de

interés general, fue rapidamente olvidada hasta 1938, cuando el Fisico Frank

Benford de la compania

General Electric, se dio cuenta del mismo patrén.

Entusiasmado por el descubrimiento, estudié 13,779 ntiimeros provenientes de 17

muestras de todo tipo: areas fluviales, constantes y magnitudes fisicas y quimicas,

funciones matematicas e incluso nameros de direcciones de personas y nameros

tomados de portadas de revistas. A partir de esa basta coleccién de ntmeros,

calcul6 las frecuencias de aparicion del primer digito en cada una de las muestras,

y también el promedio de todas juntas. El resultado se resume en la siguiente

tabla:




Tabla 1.2. Frecuencia de aparicién del primer digito significativo en los experimentos de Frank

Benford.
Titulo/Digitos | 1 ‘ 2 ‘ 3 ‘ 4 ‘ 5 ‘ 6 ‘ 7 | 8 | 9 ‘ Muestras
Area de Rios 31 164 | 107 | 113 72 8.6 55 438 5.1 335
Poblacién 339 | 204 | 142 8.1 7.2 6.2 41 37 22 3259
Constantes 413 | 144 4.8 8.6 10.6 5.8 1 29 10.6 104
Articulos de Periédicos 30 18 12 10 8 6 6 5 5 100
Golpes Espectrales. 24 | 184 | 162 | 146 | 106 | 41 32 48 41 1389
Presion 296 | 183 | 128 9.8 8.3 6.4 5.7 44 47 703
Pérdida H.P. 30 184 | 119 | 108 8.1 7 51 51 3.6 690
Mol. Wgt. 267 | 252 | 154 | 108 6.7 51 41 28 32 1800
Drenaje 271 | 239 | 138 | 126 8.2 5 5 25 19 159
Peso atémico 472 | 187 5.5 44 6.6 44 3.3 44 55 91
Digest 334 | 185 | 124 7.5 7.1 6.5 55 49 42 308
Datos de costo 324 | 188 | 101 | 10.1 9.8 55 47 55 3.1 741
Voltios de rayos X 279 | 175 | 144 9 8.1 74 51 5.8 4.8 707
Liga Americana 327 | 176 | 126 9.8 74 6.4 49 5.6 3 1458
Cuerpo negro 31 173 | 141 8.7 6.6 7 52 47 54 1165
Direcciones 289 | 192 | 126 8.8 8.5 6.4 5.6 5 5 342
Tasa de muertes 27 186 | 15.7 9.4 6.7 6.5 7.2 438 41 418
Promedio 314 | 188 | 123 9.7 8.0 6.1 4.8 4.5 44
Error Probablel 1.31 1.19 0.19 0.03 | 006 | 056 | 1.02 | 0.60 | 0.13

1.El Error Probable se ha calculado mediante la siguiente expresion:

promedio —100*log,, (1 + 5)




Benford observé que incluso usando tal mezcla de datos, los ntimeros encajaban
bastante bien en la ley que Newcomb habia descubierto medio siglo antes.
Alrededor del 30% empezaban por 1, el 18% por 2, etc. (obsérvese la figura 2). Su
analisis era una prueba de la existencia de la ley, pero Benford tampoco fue capaz

de explicar bien por qué era asi.

Figura 1.2. Frecuencia de aparicion de los primeros dos digitos significativos dada por Newcomb
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Benford observé ademds que la Ley logaritmica era bastante ajustable en la
mayoria de muestras seleccionadas por él en su experimento. A partir de los
resultados empiricos Benford postul6 una ley llamada “Ley de Benford” o "Ley de
los Niimeros Anémalos” para la probabilidad de que el primer digito sea d. Segin
dicha ley, la probabilidad que en una serie de datos su primer digito significativo
sea igual al nimero 1 es alrededor del 30%, 17.6% para el 2, 12.5% para el 3 y
continua decreciendo hasta llegar a 4.58% la cual corresponde al 9. El andlisis de

Benford era una prueba mas de la existencia de la Ley.



1.3 Primeros Pasos para Explicar la Ley de Benford.

Benford mismo intent6é explicar el fenémeno investigando el conjunto de los
nameros enteros naturales, en una tentativa para probar que éstos vienen
naturalmente de nuestro sistema numérico. En un inicio, traté de probar que el
conjunto de los enteros que tiene al nimero uno como primer digito, es decir,
{D=1}={1, 10, 11, 12, ..., 19, 100, 101, 102, ...,199, 1000, 1001, ..., 1999, ...}
tienen una “probabilidad” de log,,(2) entre los enteros. El problema que encontré
(y que muchos encontraron antes que él) es que este conjunto no tiene una

frecuencia asintética natural, es decir que el limite:

3 limtcard {{D =1} N {1,2,3,4,...,n}} No Existe

n—o

Dado que el limite de (3) no existe, pero a medida que crece el valor de n, esta

oscilando en una escala logaritmica entre dos extremos que no son siempre
. .y 1 o
constantes (ver figura 3), con un valor minimo de 5 0.1111... y un méximo de

é=0.5555....
9

Figura 1.3. Frecuencia de aparicion del primer digito (d=1)
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Existen varias vias para definir un limite para (3), y varias de ellas tienden al valor
deseado log,, (2) El problema es primeramente que los métodos de integracion

no son Unicos y por supuesto que la mayoria de ellos no tienden a la Ley de
Benford y la aproximacién misma es un poco dudosa ya que ésta quiere probar
que la Ley es valida para el sistema completo (es decir que es completamente
universal), y por supuesto muchos conjuntos de datos incluso los naturales no

verifican la Ley de Benford.

Roger Pinkham; un matematico de New Jersey en 1961, contribuy6 para resolver
este problema. El razonamiento de Pinkham fue el siguiente. Supongamos que
realmente existe una Ley de frecuencias de digitos. En tal caso, dicha Ley deberia
ser universal. Tanto si calculamos los precios en Délares, Euros, Colones o Yenes, o
si medimos la longitud en centimetros, pulgadas, metros o kilémetros, la
frecuencia de apariciéon de los digitos deberia permanecer inalterada. Es decir,
Pinkham afirmaba que la distribucién de frecuencias de los digitos debia ser

invariante frente a cambios de escala.

Con este razonamiento, Pinkham fue el primero en observar que la Ley de Benford
era invariante frente a la escala. Luego demostré que si una ley de frecuencias de
digitos era invariante frente a cambios de escala, entonces se trataba de la Ley de
Benford. La prueba aportada iba confirmando que la Ley de Benford realmente

existe.

Habia todavia algunos problemas enormes en este razonamiento, sin embargo, la
hipétesis basica fue “existe una ley universal”, y por supuesto que es bastante
dificil o imposible de admitir. Sin embargo fue Raimi en 1969, quien demuestra
finalmente la independencia de la unidad de medida de la Ley de Benford, Raimi

no s6lo aporta el fundamento matematico de esta independencia de escala, sino



que ademds en un intento divulgativo, afiade explicaciones intuitivas de la

invariabilidad.

El principio de los 90 parece ser un periodo de renovacién para la Ley de Benford.
Esto es quizd debido al descubrimiento de un nuevo campo importante de
aplicacion, es decir, la deteccion de fraude. Uno de los papeles claves escritos sobre el
tema fue la tesis doctoral de Mark Nigrini (en 1992 en el Departamento de

Contabilidad, Universidad de Cincinatti).

En los 90, una de las principales contribuciones al andlisis de la Ley de Benford es
ciertamente debido al teorema de Theodore Hill, quien fij6 un marco de trabajo
correcto de probabilidad para la Ley de Benford, extendi6 la idea de invarianza de
escala a invarianza de base (;Por qué dependeria una ley universal de la base en la
que lo ntiimeros son escritos?), e introdujo un nuevo camino para considerar la Ley
de Benford. Sin embargo, esta Ley no ha podido ser probada en forma total. Una
aproximacién mas natural y de hecho tan natural que sorprendentemente nadie la
ha estudiado antes que Hill en 1995, es pensar en que los datos son una mezcla de
distribuciones diferentes. Actualmente ésta aproximacion parece ser relevante al
experimento de Benford, dénde los datos provienen de mas de 20 distribuciones
variadas. Hill enlaz6 esta idea con invarianza de escala (y de base) para hacer una

explicacion consistente (pero ain no completa) de la Ley de Benford.

1.4 Los digitos equiprobables no son invariantes de escala.

La mayoria de la gente tiene la intuicién de que cada uno de los digitos del 1 al 9
tiene la misma probabilidad de aparecer como primer digito significativo en
cualquier cifra. Supongamos que este es el caso y veamos qué ocurre con un

conjunto de cantidades que se convertirdn de Euros a Délares con el valor (ficticio)



de 2 Délares por Euro. Es bastante facil averiguar qué ocurrira observando cada
digito uno por uno. Si el primer digito significativo es 1, entonces al multiplicar por
2 se obtendra un nuevo primer digito 2 6 3 con la misma probabilidad. Pero si el
primer digito significativo es 5, 6, 7, 8 6 9 el nuevo primer digito sera 1. Se
desprende que en el nuevo conjunto de datos, el primer digito 1 es diez veces mas

probable que cualquier otro primer digito (véase la figura 4). En el diagrama de la

Figura 4 la notacion [a,b) indica la gama de ntimeros mayores o iguales que a

pero estrictamente menores que b.

Figura 1.4. Ilustracién grafica de la invarianza de escala.

Distribucion Uniforme Inicial

1 2 3 4 5 6 7 8 9

X2 [1,1.5) Mapea a 2
[1.5,2) Mapea a 3
[2,2.5) Mapea a 4
[2.5,3) Mapea a 5
[3,3.5) Mapea a 6
[3.5,4) Mapea a 7
[4,4.5) Mapea a 8
[4.5,5) Mapea a 9

Tendencia a 1

O 0 9 N AW N =

La intuicién nos fallé: la distribuciéon uniforme original se orienta con fuerza hacia
el digito 1. Asi que si la invarianza frente a la escala es necesaria, la distribucion

uniforme no es la respuesta acertada.
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1.5 Invarianza de escala.

Tal y como argument6 Pinkham, el hecho de que encontremos todo tipo de datos
en el mundo real que parecen encajar en la Ley de Benford, sugiere que esa ley
debe ser invariante frente a la escala. ;Por qué? Porque podemos medir nuestros
datos con una gama de escalas distintas (Pies/Metros, Euros/Ddlares,
Galones/Mililitros, etc.). Si la ley de frecuencia de digitos es real, deberia serlo para
todas (no hay razén para que sélo una escala de medidas, la que elijamos al azar,

sea la correcta).

Asi que si hay una ley de distribucion de los primeros digitos significativos,
deberia mantenerse independientemente de las unidades usadas. ;Pero que
significa realmente la invarianza frente a la escala de distribucién del primer
digito significativo? Quiere decir que si multiplicamos todos los nimeros por una
constante arbitraria (como hacemos cuando cambiamos de Libras a Yenes, o Pies a
Metros), la distribucion de frecuencia del primer digito deberia permanecer
inalterada. Como estamos interesados en la distribucién de los primeros digitos
significativos, tiene sentido expresar los niimeros en notacién cientifica xx10",
donde 1<x<10y n € Z (Esto es posible con todos los numeros excepto el cero). El
primer digito significativo d es, sencillamente, el primer digito de x. Podemos
derivar facilmente una distribucién invariante frente a la escala para d cuando

hayamos encontrado una distribucién invariante frente a la escala para x.

1.6 Ejemplos de variables que satisfacen la Ley de Benford

En este punto podriamos sentirnos tentados a revisar la forma en que elegimos los
ntmeros de la loterfa. Adiés a las fechas de los cumpleafios y bienvenido Benford.

¢ Notaremos la diferencia?

11



Lamentablemente, la respuesta es negativa. El resultado de la loteria es totalmente
aleatorio, de forma que cada ntimero tiene la misma probabilidad de aparecer. A
largo plazo, la frecuencia del primer digito deberia permanecer, por tanto, en
proporciéon exacta con respecto a la cantidad de nameros de la loteria que

empezaran por ese digito.

Por otro lado, consideremos los tiempos de los 400 metros olimpicos en segundos.
iNinguno comienza por 1! De la misma manera, pensemos en los mandatos, en
afos, de los politicos mundiales. Igualmente, muy pocos empiezan por 1. Al
contrario que la loteria, estos datos no son aleatorios, sino que estan muy
condicionados. El abanico de posibilidades es muy limitado como para permitir

que se cumpla una ley de frecuencia de digito.

En otras palabras, la Ley de Benford necesita datos que no sean totalmente
aleatorios ni muy condicionados, sino que estén mas o menos en medio. Los datos
pueden ser de una gran variedad y suelen ser el resultado tipico de diversos
procesos, con muchas influencias. Por ejemplo, las cifras de poblaciéon de pueblos y
ciudades pueden variar desde decenas o cientos a miles o millones, y les afecta un

gran abanico de factores.

En general las principales caracteristicas que deben de cumplir los datos numéricos
en los cuales se verifica la Ley de Benford son las siguientes:
e Escala Invariante

e Base Invariante

(Posteriormente en el capitulo 2 se presentaran las demostraciones de los teoremas

relacionados a las caracteristicas mencionadas).
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1.6.1

Datos que satisfacen la ley

Los siguientes conjuntos de datos numéricos que se presentan a continuacién,

seglin experimentos realizados por Benford satisfacen la Ley ya que cumplen las

caracteristicas anteriores (escala y base invariante).

1.6.2

Areas de rios.

Estadisticas de Baseball,

Constantes y Magnitudes Fisicas y Quimicas.

Poblaciones en Diferentes Municipios.

Pagos de Impuestos sobre la Renta.

La ley de Exponenciaciéon a* o el producto o divisién de un elevado ntimero
de datos aleatorios uniformemente distribuidos o sus reciprocos que en el
limite presentan la distribucién logaritmica.

En el campo de la fisica se ha hallado la distribuciéon logaritmica en la vida
media de las desintegraciones radiactivas de particulas alfa y en las
constantes fisicas mas usuales.

En economia recientemente se ha observado que determinados indices
bursétiles también siguen la Ley de Benford al igual que una gran cantidad

de magnitudes econémicas y sociales.

Datos que no satisfacen la ley

A continuacién se presentan algunas bases de datos que segun experimentos

realizados por Frank Benford, no satisfacen la Ley.

e Datos procedentes de distribuciones uniformes (por ejemplo; ntimeros de

loteria): por no cumplir el requisito de invariante de escala (véase la seccion

1.3).
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e Datos procedentes de distribuciones normales (por ejemplo: edades de

personas).

e Datos que tienen limitado el valor del digito inicial (por ejemplo: los precios de

muchos productos suelen restringirse a unos pocos valores, muchas veces uno
solo, por razones comerciales y de mercado).

e Numeros telefénicos (de un municipio) o documentos de identidad, pues se

asignan arbitrariamente no para medir una determinada caracteristica de un
objeto sino con el propodsito de identificarlo y distinguirlo de otros objetos
semejantes.

e Numeros procedentes de evaluar funciones como x°,x"*, 6 1/x.

1.7 Aplicaciones con la Ley de Benford.

A principios del siglo pasado la ley de de Benford fue vista como una clase de
fisura matematica sin algin entorno practico, en los afios 70 con la llegada de las
computadoras se pensé en algunas aplicaciones; una de ellas fue el Diserio de
computadoras cuando se disefia una computadora o se escribe una rutina, se deben
de considerar las distribuciones de los operadores. Codificar los nimeros reales
requiere por ejemplo decidir con qué ntiimero de bits se describird la mantisa (esto
es enlazado con intervalos de confianza). Un cierto patron en la mantisa conducira
a diferentes elecciones, para optimizar los procesos de velocidad 'y

almacenamiento.

Otra aplicacion que se realizo con la Ley de Benford fue en la Modelacion
matemdtica, aparentemente imaginada por Varian en 1972. La cual est4 basada en
la siguiente idea: “Si un cierto conjunto de valores siguen la Ley de Benford,

entonces los modelos para los correspondientes valores predictivos también
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seguiran la Ley”. Hill califico este tipo de aplicaciones como “Benford-in-

Benford-out”.

Pero sin duda alguna en la actualidad el campo mas importante de aplicacion de
la ley, es la deteccion de fraude. En 1992 se descubrié que los datos financieros
encajan en la Ley de Benford. Este hecho resulta tremendamente importante para
detectar fraudes en las finanzas, como por ejemplo, en la declaraciéon de

impuestos.

El Dr. Mark Nigrini, un profesor de contabilidad de Dallas, lo ha utilizado con
bastante éxito. Si alguien trata de falsificar, por ejemplo, su declaracién de la renta,
irremediablemente tendrd que inventar algtin dato. Al intentarlo, la tendencia de la
gente es utilizar demasiados ntiimeros que comienzan por digitos a mitad de escala
como por ejemplo; 5, 6, 7, y pocos que comiencen por 1. Esta violacion de la Ley de

Benford hace resaltar la alarma.

El Dr. Nigrini ha creado un programa informatico para detectar en qué medida
algunos datos suministrados encajan con la Ley de Benford. El resultado ha sido
increiblemente exitoso. Recientemente la oficina del Fiscal del Distrito de Brooklyn
ha tratado siete importantes casos de fraude y el programa del Dr. Nigrini fue
capaz de detectar los siete casos. También se utiliz6 dicho programa para analizar
la declaracion de la renta de Bill Clinton. Aunque, revelé que probablemente habia

varios redondeos en lugar de cifras exactas, no hubo indicios de fraude.

El método de Benford, tiene a su vez algunas limitaciones en la detecciéon de
fraude. De hecho, a menudo los datos pueden alejarse de la Ley de Benford por
motivos perfectamente inocentes. A veces las cifras no pueden darse de forma
precisa, y es entonces cuando aparece el redondeo, lo cual puede modificar al

primer digito de un nimero. Asimismo, sobre todo cuando se trata de precios, las
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cifras 95 y 99 aparecen demasiado, debido a estrategias de marketing. En estos
casos, la Ley de Benford podria indicar un fraude cuando realmente no sea el caso.

El método no es infalible.

Sin embargo, el uso de esta ley no se cifie a la caza de fraudes. Con la Ley de
Benford es posible detectar un cambio significativo en las cifras reportadas por
parte de empresas y/o personas en afios consecutivos. Demasiado cambio
indicaria que algo anda mal. Se podria ahorrar tiempo, dinero y medios si los

sistemas informaticos se manejaran de forma mas eficaz.

En paises de Latinoamérica, especificamente en Venezuela y México; se ha
utilizado como principal herramienta en la deteccién de fraudes electorales. En
las pasadas elecciones Presidenciales de México de 2006, se encontraron ciertos
distritos con anomalias en el conteo de voto, es decir, que la distribucién de los
primeros digitos, especialmente la del segundo, no se ajustaba satisfactoriamente
a la Ley de Benford, lo cual llev6 a las autoridades a un recuento de los votos para

verificar los datos proporcionados por el Instituto Federal Electoral (IFE).

Mientras que un equipo de Friburgo estd trabajando en la idea de distribuir
espacio del disco duro segtn la Ley de Benford. Cientificos belgas investigan si la
Ley de Benford puede usarse para detectar irregularidades en casos clinicos.
Mientras tanto, la buena correlacion existente entre las estadisticas poblacionales y
la Ley de Benford significa que puede usarse para verificar modelos demograficos.
(Quién sabe en qué mas casos seria atil? El Dr. Nigrini comenta: Preveo muchas
aplicaciones, pero para mi es fascinante en si misma. Considero a Benford un gran héroe.

Su ley no es mdgica, pero a veces lo parece.
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1.8 Ley de distribucién de los digitos.

En esta secciéon se presentarda la deducciéon formal de los primeros digitos
significativos, es decir; la ley de distribuciéon del primer digito significativo, la ley
de distribucion del segundo digito significativo, la ley de distribucién del k ésimo
digito significativo, la ley de distribucién conjunta de los dos primeros digitos

significativos, la ley de distribucién conjunta de los dos k digitos significativos, etc.
1.8.1 Ley de distribucién del primer digito significativo.

Proposicion 1.8.1.1 La Distribucion del primer digito significativo d, se define de

la siguiente manera:

P(d)=10g10(1+$j de{l,2,..,9}

Demostracion.

Todo fenémeno que sigue la Ley de Benford cumple que es invariante frente a
cambios de escala, es decir, que la distribucién de probabilidad de una variable

aleatoria x es independiente de la escala de medicién.
Como los valores numéricos de los datos dependen de las unidades de medicion,

segin como Roger Pinkham estariamos interesados en encontrar una distribucion

Universal P(x) sobre tales numeros, talque esta probabilidad permanezca

invariante bajo cambios de escala, es decir;

4) P(kx) = f(k)P(x); con k constante
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Si kx es el resultado de un cambio de escala de la variable x entonces la

probabilidad de dicho cambio de escala es igual al producto de la P(x) por una

constante f(k).

Para que P(x) y P(kx) sean funciones de distribucién de probabilidad, estas tienen

que cumplir que

[ Pwc=1 y [ Pk =1
[ Pler)d () =1

[ foP)d ()
I : f(k)P(x)kdx por ecuacion (4)

kf (k) j ‘1 P(x)dx

= kf (k)| P(x)dx =1
= kf (k) =1 ; ya que _f: P(x)dx =1

1
= fk)=—
S =—

Ahora si derivamos parcialmente respecto a k en la ecuacion (4) tendremos que
P(kx) = f (k) P(x)
Pl = P

0 o 1
— P(kx)=— (=P
o LU0 == (- P(x)
-1
xP' (kx) = FP(x)
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u=rkhx

%P’(u) =—k—12 P((%C u)
1 1
=57 |[PW
A

L P =—(P@)

xP'(x)=—-P(x)

N %P’(u):—

Si hacemos y=P(x) y azp '(x) y las sustituimos en la ecuacion anterior,

entonces

x@—_

dy Y

o _ O
y X
y X

ZIQ:‘ x
y X

= In(y) =—In(x)

=In(y)= In(i)

—>y=—
X

1
Por tanto P(x)=— con x€[1,10)
X
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Puesto que ya conocemos la distribucién de probabilidad que es invariante en
escala tendremos que; la probabilidad de que el primer digito significativo sea

igual a d, esta dada por:

f P(x)dx
P=P(X =d)=h——
JP(x)dx

1 . . :
Sustituyendo P(x) por — en la formula anterior se tiene.
X

d+1

de
P(X=d)=-2>—
dx

5&'—'+

._.'—.
= [—

d+1
d

~ In(x)
[

_In(d +1)-1In(d)
"~ In(10) - In(1)

ln(1+1j
N d)

In(10)

=log,, (1 + %j

1
Por tanto P(X =d) =log,, (1 + EJ Con d= 1, 2, 3..., 9, como queriamos

demostrar
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Otra forma de probar:

Si una distribucién para x es invariante frente a la escala, la distribucién de
y=log,,(x) deberia permanecer inalterada cuando sumdramos un valor

constante a y . ;Por qué? Porque multiplicariamos a x por una constante a .

y entonces log,,(ax) =log,,(a)+log,,(x) =log,,(a)+y

Ahora bien, la tnica distribucion de probabilidad de y €[0,1) que permanecera
invariada después de sumar una constante arbitraria a y, es la distribucion

uniforme. Para convencernos de esto, pensemos en la forma de la funcién de

densidad de probabilidad para la distribucién uniforme.

Figura 1.5. Ilustracién grafica de la distribucién de ).
10

567

Y0 01 02 (3 04 05 06 07 08 09 1.0
LOG(1) LOG(1) LOC(10)

En la Figura 1.5 y se distribuye uniformemente entre loglo(l)ZO y

log,, (10) =1. Si queremos encontrar la probabilidad de que d sea 1 debemos
calcular.
P(d=1)=P(1<X <2)
= P(O < y<log, (2))
Con lo que

logy(2)

P(d=1)= | ldy=log,(2)

(=)
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En general,
P(dzn) :P(nSX<n+1)
=P(10g10(n) Sy<10g10(n+1))

Con lo que obtenemos

log,o(n+1)
P(d = n) = I ldy

log,o(n)

=log,,(n+1)—log,(n)
n+1
= 10g10( j
n

n+l
La formula log,, (—j fue precisamente la férmula aportada por Newcomb y
n
mas tarde por Benford para la proporciéon de nameros cuyo primer digito es n. Asi
que podemos demostrar que la invarianza frente a la escala para la distribucién de
las frecuencias del primer digito de x implica que dicha distribucién debe ser la

Ley de Benford.

En el figura 1.6 se presenta la forma en que se comporta la distribucién del primer
digito significativo, La Ley de Benford establece que en una lista de hechos o
fenémenos de la vida real, la frecuencia que el primer digito significativo sea igual
a uno es cerca del 30%, que sea dos de aproximadamente 17%, asi, los digitos
mayores tienen una menor probabilidad de ocurrencia en comparacion con la de

los digitos més pequefios.

22



Figura 1.6. Distribucion del primer digito significativo

35+

30+

25

20+

15+

10+

Probabilidad acumulada del primer digito significativo.

Proposicién 1.8.1.2. La distribucién a cumulada del primer digito significativo se

define de la siguiente forma:
) P(x<d)=log,(d+1);cond=1,23...9

Sabemos que la distribucién acumulada de una variable discreta se define
como la suma de la funcién de densidad desde -« hasta el valor de x:
P(X <x)= ) P(i)
Utilizando el concepto anterior para el caso de la distribucién acumulada del

primer digito significativo, se tiene:
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Demostracion.

P(x<d)= iP(i) - iloglo("ﬂj

1

d d d
= Z[loglo(i + 1) - 10g10(i)] = Zlogm (@(+h- Zlogm (@)
i=1 i=1 i1
d+l

d d d
= Zloglo(i) — 2 log, (i) =log,,(d +1) +Zlog10(i) - {logm(l) + Zloglo(i):|
i i1 i=2 i=2

=log,o(d +1)—log,, (1) =log,,(d +1)

Por tanto P(x<d) = log10 (d +1), como queriamos demostrar

1.8.2 Distribucién conjunta de los primeros k digitos significativos.

De una forma andloga con la que obtuvimos la ley de distribucién del primer
digito significativo, podemos obtener una ley que proporcione la distribucion

conjunta de los k primeros digitos significativos.

Proposicién 1.8.2.1 La distribucion logaritmica conjunta de los k primeros digitos

significativos d,,d,,---,d, (siendo k un entero positivo) se define de la siguiente

manera:

i -1
(6) Pd,.d,, --,d,)=log,| 1+ (zdi-lok_lj ; para todo entero positivo k

i=l

o =129
j >
420129 7%
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Demostracion.

Notemos que la sumatoria interna, es simplemente la representacién en base
decimal del namero z cuyos primeros k digitos significativos son respectivamente
d,,d,,.,d,, yd, con loquela probabilidad de ocurrencia de esos k digitos es
simplemente log,,(1+1/z).

k
Donde: = Zdi-lok_l

i=1

Para la deduccién de la ecuacién, hagamos el ntmero z = dd,..d,.

Entonces
z = d,d,...d, puedeescribirse de la siguiente manera:

z=dd,-d, =d10" +d, 107 +---+d,_ 107" +d,

o

z:idilo’”'
i=1

Luego usando el mismo razonamiento empleado para la obtencién de la

distribucién del primer digito obtenemos lo siguiente:

1+z

[ P(2)d(2)
P(d,,...d,) =%
[ P(2)d(z)
1 1+z
= P(d,,....d, :&
1n(2)“0
= P(dy.....d) = 20 +1nz()1;)1n(z)
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1n|:1+ Zﬁl]
= P(dl,...,dk) :W

= P(,,...,d,) =log,, ':1+Z_1] ; justo lo que queriamos demostrar

vy finalmente obtenemos que

X -1
Pd,,...,d,) =log,, 1+(Zdi10"")

i=l1

Obsérvese que los limites de integracion inferior y superior son, respectivamente, z

y z +1; ya que con esto estarfamos obteniendo la proporcion de ntmeros en los

cuales sus primeros digitos significativos sean d,,d,,...,d, .

Por ejemplo, la funcién de distribucién conjunta para los primeros dos digitos

significativos es:

) -1
P(d,,d,)=1log,,| 1+ (Z dl.102-fj

i=1

En la ecuacion anterior puede apreciarse que a medida que crecen los valores para

d, ¥ d, se tendrd una mayor probabilidad conjunta, es decir, la funcion de

distribucién es monoétona decreciente, en la siguiente tabla y figura se ilustra, tal

comportamiento.
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Tabla 1.3. Probabilidad conjunta para los primeros dos significativos.
d | d, | Pd,d,) | d | d, | P(d.d,) | d | d, | P(d.,d,) |

0.006
0.006
0.006
0.006
0.006
0.006
0.006
0.006
0.006
0.005
0.005
0.005
0.005
0.005
0.005
0.005
0.005
0.005
0.005
0.005
0.005
0.005
0.005
0.005
0.005
0.005
0.005
0.004
0.004
0.004

0
1
2
3
4

7

0.011 |

4
4
4
4

0.041

0

1

0.038
0.035

0.032

2
3

5
6
7
8
9
0
1
2
3
4

4
4
4
4
4
5

0.028
0.026
0.025
0.023
0.022

5
6

7
7
7
7
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
9
9
9
9
9
9
9
9
9
9

0.009

0.009

0.009

0.009

0.009

0.021

0

0.008

0.008

5
5
5
5
5
5
5
5
6
6
6
6

0.019

2

0.008
0.008

0.018

0.018

5
6
7
8
9
0

0.008

0.017

0.008

0.016

6
7

0.008

0.016

0.007

0.015

0.007

0.015

0.007

0.014

0.007

0.014

0.007

0.013

0.007

0.013

0.007

0.013

5
6
7

0.007

0.012 6

5
6

0.007

6
6

0.012

0.006
0.006
0.006

0.012

0.011

0.011
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Figura 1.7. Distribucién conjunta de los primeros dos digitos significativos.

1 4 7 1013 16 19 22 25 28 31 34 37 40 43 46 49 52 55 58 61 64 67 70 73 76 79 82 85 88

0.045
0.04

0.035 A

0.03

0.02 A
0.015
0.01 A

0.025 A i
0.005 A ‘

o,

Mientras que la funciéon de distribucién conjunta para los primeros tres digitos

significativos viene dada por:

3 -1
P(dl’d2ad3) = loglo 1+ (Zdi103_ij

i=1

Es de mencionar que, si la distribucién de los digitos significativos obedece una ley

logaritmica, entonces los digitos significativos no son independiente entre si.

Ejemplo 1.8.2.2: La probabilidad de que el primer digito significativo sea 1y que el

segundo digito significativo sea 2 es:

Por una parte, la probabilidad conjunta del primer y segundo digito tomando

respectivamente los valores de 1y 2.

pld =1, d,=2)= logm(gj 0.035,
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Mientras que la probabilidad de que el primer digito significativo sea 1 por la

probabilidad de que el segundo digito sea 2 es la siguiente.

13 23 93
p(d, =D)*p(d, =2)=log,,(2) *(log10 (EJ +log ) (Z) +...+log, (QB =0.033.

Se observa claramente que el valor de ambas probabilidades es ligeramente

diferente.
1.8.3 Ley del segundo digito significativo.

Proposicion 1.8.3.1 La distribucion de probabilidad para el segundo digito

significativo es:

9
) p(d,) = Zloglo(l +(10d, + dz)_l); d,=0,1,2,..,9

d,=1

Donde ¢ 'y d, representan el primero y segundo digito significativo,

respectivamente.
Demostracién:
10+d+1 20+d+1 90+d+1
[ Pede | Pd) [ PG
P(d, =d)=-2 + 2 ot 2L
[Pod() [P [ Peod(x)
1 1 1
10+d+1 1 20+d+1 1 90+d+1 1
[ —dx [ —dw [ ~dx
_ _10+d X 20+d X 90+d
0 1 10 1 10 1
[Zde  [~d [~d
X 1 X X

1 1

90+d+1
90+d

In(x)

10+d+1 20+d+1
oy FIn(x) 5005 4.+ In(x)

In(10)
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_Inl1+d)~In(10+d) InQ21+d)-In20+d)  Ol+d)-In(90+d)
- In(10) In(10) In(10)

" [11+dj+10 (21+a’j+ o (91+dj
B0l 101a ) B0\ 2014 ) TR0 90+

~log,, [l+(10+d)_l}+loglo [1+0+d)" J+...+log, [ 1+(90+d) ]

= ilogw [1+(10d, +d,)" |

d=1

Que es precisamente lo que queriamos demostrar.

Notese que el primer cociente de integrales es precisamente la proporcion de
numeros, cuyos primer y segundo digitos son respectivamente 1 y d. El segundo
cociente, que el primer y segundo digito sean 2 y d, y asi sucesivamente hasta
llegar al noveno cociente el cual representa la proporciéon de nameros cuyo primer

digito sea 9 y su segundo digito sea d.

En la siguiente tabla se muestra la probabilidad de ocurrencia para el primer y
segundo digito significativo, utilizando las ecuaciones de las proposiciones 1.7.1.1

y 1.7.3.1, respectivamente.

Tabla 1.4. Probabilidad de los dos primeros digitos significativos
d 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

P(d1=d) 0.3010 | 0.1761 | 0.1249 | 0.0969 | 0.0792 | 0.0669 | 0.0580 | 0.0512 | 0.0458
P(d2=d) 0.1197 | 0.1139 | 0.1088 | 0.1043 | 0.1003 | 0.0967 | 0.0934 | 0.0904 | 0.0876 | 0.0850

Observemos que la distribucion de las probabilidades para el segundo digito

tiende ser un poco més uniforme que la presentada para el primer digito. En la

siguiente figura se muestra la distribucién del segundo digito.
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Figura 1.8. Distribucion del segundo digito significativo.

0.12+

0.104

0.08

0.06

0.04+

0.021

0.00-

Verificacién de los axiomas de probabilidad de la distribucién del segundo digito

significativo.

a) Primer axioma:

0<P(d,)<1

Demostracion. De la figura anterior se observa que las probabilidades para los

diferentes valores que puede tomar d, son todas positivas y a la vez son todas
menores que 1, el cual también se puede comprobar muy facilmente de la ecuacion
que no importa que valor tome d, siempre se estaria sumando el logaritmo de
valores cercanos pero mayores a uno, los cuales como ya sabemos son siempre

mayores que cero 'y que a su vez éstos son menores a uno.

b) Segundo axioma:

9
P(dy) =1
0

d,=
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Demostracion. Tenemos que

S Pd) =YY log,,(1+(10d, +d,)")

;=0 d,=0d =1
= ;P(@):go;logm I?zldeZjlj

22013(612 =§010g1{§:1 1(izldl+f;2+1 |
:dziop(dZ)ZIOgmLﬁoi l(icéldeZdjl _

Y ahora el trabajo se reduce a demostrar que los dos productorios involucrados en

la tltima expresion son iguales a 10.

Se obtiene que:

o 0 (10d +d,+1) % (11+d,)(21+d,)-(91+d,)
HH( J dH 2 2

sooa-\ 10d, +d, 10+d,)(20+d,)---(90+d,)

ﬁﬁ 10d,+d, +1 11.--91 |4 12.-.92 1 1 20---100
10d, +d, 10---90 J| 11---91 19---99

dy=0 d;=1

U

Al simplificar obtenemos que:

ﬁﬁ[lOdl +d, +1j _{20x30x40---90x100}

Loaa\ 10d, +d 10%20x30---80% 90
H 10d, +d, +1)_100 _ o
Lol 10d, +d, 10

justo lo que se queria demostrar.

Con lo cual, se comprueba que Z P (dz) =1
d,=0
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Y que la distribucién logaritmica del segundo digito significativo, efectivamente es

una distribucién de probabilidad.
Distribucion acumulada del segundo digito.

Proposicion 1.8.3.2: La distribucién a cumulada del segundo digito significativo se

define de la siguiente forma:

k k 9
) 3 P(d, < Z Zlog10(1+ (10d, +d, ) )
d,=0 ~0d, =1

De manera similar a la demostracion del segundo axioma de probabilidad,
podemos determinar la distribucion acumulada para el segundo digito
significativo, es decir, determinar la probabilidad de que el valor del segundo

digito significativo sea menor o igual a un k, esto es.

ZP(d <k) :ﬁ 9 10g10(1+(10d1+d2)_1)
d; =1

d,=0 ~0
La cual se reduce a:

4 11+k)---(O1+k
Zp(dzgk)zlogm‘:(lo )l ):|
420 x20x---x90

1.8.4 Ley del k-ésimo digito significativo.

Proposicién 1.8.4.1: La funcion de distribucién del k-ésimo digito significativo,

viene dada por la siguiente férmula:

®  pw@,)-= Z ZZloglo 1+[Zd 10’”j_

dy =0  d,=0d,=
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Con un razonamiento muy similar al utilizando en la proposicién 1.7.3.1, podemos

obtener la funcién de distribucién para el k-ésimo digito significativo.
1.8.5 Probabilidades condicionadas de los digitos.

1.8.5.1 Probabilidad condicionada del segundo digito. Al igual que en toda

distribucién de probabilidad conjunta podemos, en este caso, determinar la

probabilidad de que el segundo digito significativo tome el valor d, dado que el

primero ya ha tomado el valor de d,.

Para eso usamos simplemente la definiciéon de probabilidad condicionada para el

caso de dos variables, la cual es la siguiente:

Py/x)= 02 N .
Yix)= PX) ; Probabilidad condicionada de y dado el valor de x

Donde:

P(y,x) esla probabilidad conjunta de las variables x e y

y P(X) esla distribucion marginal de la variable x

Asi, se tiene:

P(d,.d,
P(dz/dl):(P(d))

Como
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PRIMER
DIGITO

1
2
3
4
5
6
7
8
9

P(d,,d,)=1og,, 1+[

0
0.1375
0.12033
0.11398
0.11066
0.10861
0.10723
0.10623
0.10547
0.10488

= loglo

=log,|1

= log,,

Ing(
P(dz /dl): d +1
oe, 4,

En la siguiente tabla se muestra las probabilidades correspondientes.

Tabla 1.5. Probabilidad condicionada del segundo digito.

1
0.12553
0.11473
0.11036
0.10799

0.1065
0.10548
0.10474
0.10418
0.10373

i=1

1

+7
d, *10+d,
d *10+d, +1

=log,,

Obtenemos finalmente que

d, *10+d,

1+
d,

) -1
> d, *10”)

1+ (d, *10+d,)"]

|
|

P(d,) =log,,(1+d;")
d,

10-d1+d2+1J

10-d, +d,

2
0.11548
0.10963
0.10696
0.10545
0.10448

0.1038
0.1033
0.10291
0.10261

3
0.10692
0.10496
0.10377
0.10303
0.10252
0.10216
0.10189
0.10168
0.10151

|

SEGUNDO DIGITO
4 5
0.09954 | 0.09311
0.10068 | 0.09673
0.10076 | 0.09792
0.10071 | 0.0985
0.10064 | 0.09883
0.10058 | 0.09904
0.10052 | 0.09919
0.10048 | 0.0993
0.10044 | 0.09939

6
0.08746
0.09308
0.09524
0.09638
0.09708
0.09755

0.0979
0.09815
0.09836

7
0.08246
0.08969

0.0927
0.09435
0.09539
0.09611
0.09663
0.09703
0.09735

8
0.078
0.08655
0.09029
0.0924
0.09376
0.0947
0.0954
0.09594
0.09636
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9
0.074
0.08361
0.08801
0.09054
0.09218
0.09334
0.0942
0.09486
0.09539



1.8.5.2 Probabilidad condicionada del k-ésimo digito. De una manera muy
similar a la utilidad para la obtencién del la probabilidad condicionada del
segundo digito podemos determinar la probabilidad que el k-ésimo digito

significativo tome el valor de d, dado que los primeros (k- 1) digitos han tomado

los valores dladzs"',dk_l.

Para obtener dicha probabilidad hacemos uso de la probabilidad condiciona

generalizada, la cual es bastante similar para el caso de dos variables:

De esta manera tendremos que

_PUypdynd)
P(d,,dy,....d )

P(d,/d,,...d,)

J

De los resultados anteriores sabemos que

1

Tt
> d*10"
i=1 _

1+idi *104

i=1

>d, *10
L =l

Pd,,d,,....d,)=log,| 1

=log,,

Y también que

1
P(dlgd2a"‘7dk_1):10g10 1+k—1—
di lo(k—l)—i
2
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k-1
1+ d, 10
1

=log,, k_iz
d, 107

i=1

Con lo que obtenemos finalmente que

k
1+> d, 10"
log,,| —= .
> d, 10"
P(d,/d,,....d, ) =———— -
1+> d, 1040
log,,| ——
d, 104
L =l |

1.9  Generalizacion de la Ley de Benford: la distribucién mantisa.

Ya hemos probado que la distribucion logaritmica conjunta de los primeros k

digitos significativos d,, d,,...,d, (Vk € N) se define por:

k -1
P(d,....d,) = log,, 1{2% _lokij o

i=1

para todo entero positivo k, todo dle{l,...,9}, y todo dje{O,l,...,9},
j=2,..k

Sin embargo, en su forma mas general, la Ley de Benford es una declaracién acerca
de las distribuciones de las mantisas; la cual, evidentemente, pertenece al campo

de los nimeros reales:

(10) Pr(mantisa < x) =log,, x; x<[l,10)
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Donde la mantisa de un ntimero real x es el nimero obtenido de x cambiando el
punto decimal al lugar inmediato siguiente al primer digito significativo (diferente
de cero). Ejemplos:

M(@©O)=M(0.09)=M(90)=9

M(3.1)=M(0.0031) =M (3100)=3.1

MA.1)=M11)=M(11000)=1.1

Definicién 1.9.1. La funcién mantisa M es la funcion M :R" — [1,10) tal que

M(x)=r, donde r es el tnico namero en [1,10) que cumple x = r-10" para algiun

nel.
Es facil visualizar la equivalencia de las ecuaciones (10) y (6).

Proposicién 1.9.2. La distribucion logaritmica conjunta de los primeros k digitos

significativos d,, d,,...,d, (VkeN) se puede generalizar al caso continto

mediante la distribucién de probabilidad de la mantisa M de la siguiente forma:
P(M(x)<r)=log,(r), donde r€[1,10) (10)

Demostracion:

Consiste en probar la equivalencia de las ecuaciones (6) y (10). Asi:

1. (6) = (10) . Probaremos que (10) es valida; asumiendo que (6) se cumple.

i) Supongamos que r tiene solamente un digito significativo, es decir r =d,:

P(M <ry=10 sid =1
log,,(d,); si 1<d, <10
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Asi: Si d; =1 entonces P(M <r)=P(M <1)=P(M =1)=0 , porque la
distribucién de probabilidad de M es una funcién de densidad. La probabilidad de

que una variable continua tome un valor en particular es cero.

Si 1<d, <10 entonces P(M <r)=P(D, <d,-1)=log,,(d,) =log,,(r), utilizando

la férmula de la funcién acumulada para el primer digito significativo.

ii) Supongamos que r tiene mas de un digito significativo. Ast: 7 =d,.d,d;...d,
En notacién decimal:
k
r=d,+107"d, +107d, +..+10""d, =>710"""d,, con d, >1,d, >0,....d, >0
i=1
Luego,
P(M<r)y=P(M <d, +107'd, +107%d, +...107""d )
=P(D, <d 1)
+P(D,=d,,D,<d,-1)
+P(D1 :dlsDz :d29D3 Sd3 _1)

+P(D,=d,,D, =d,,..,D, <d, —1)
P(M <r)=P(D,<d,-1)
+ ZP(Dl =d,,D, =d})

0<dj<d,-1

+ ZP(D1 =d,,D,=d,,D,=d!)

0<d}j<d;-1

+ Y P(D,=d,,D,=d,,...,D, =d))

0<dj<d,—1

Seguin la hipétesis de la distribuciéon conjunta de los k digitos tenemos:
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P(M <r)=log,(d,)

+ Z loglo(l +;J

0<d}=d,-1 10d, +d;

+ > 1og]{1 ! j

+
2
0<d}<d;-1 10°d, +d, + d3,

0<dj<d,-1 i=1

k-1 -l
+ > 1og]{1 + (Z 10"d, + d,;j J
Analicemos separadamente cada sumatorio de la ecuacién anterior, asi:

1 10d, +d) +1
log, | 1+— |= log, | ——2—
Z glo( 104, +d£J Z gw( j

0<d}<dy~1 0<dy<dy-1 10d, +d;
i (10d,+1) (10d, +2 10d, +d,
g“’_ 10d, )\ 10d, +1 10d, +d, -1
10d, +d
=log,| ——*
gio 104, ]

Ahora, siguiendo el mismo razonamiento con los sumandos de la expresion

anterior, se llega al resultado esperado. Por ejemplo, para el tltimo sumando de

P(M <vr),

k
k-1 1 Zl 0t d,
Z 10&{”(210“% +d1;j J=10g10 ,1;11—

0=d; <d; —1 i=1 k=i
sy 1044,
i=l
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Por lo que:

| 14,

10°d, +10d,

ilo"—" d,

+d,

PM<r)= logw(dl)"'loglo(

L +10
10d, gio

10d, +d, | (10°d, +10d, +d,

10°d, +10d,

+tlogg| S

] D107'd,
i=1

107'd, +10°°d, +...+10d,_, +d,

=log,

o ()28

10d, 10°d, +10d, 10°1d, +10°2d, +...+10d,_,
1 _(d)- 10d, +d, | (10°d, +10d, +d, | (10'd, +10"7d, +..+10d,, +d,
S0 oy ) 10004, +4,) 10102d, +10°d, +..+d,,)

10'd, +107°d, +..+10d_, +d,

1 Ok -1 ]

=log,(d, +10"d, +..+10"2d,  +10*"d, )

k
- logm(Zl 0 d,)

i=1

=log,

= 10g10(r)

Sin embargo, si uno o varios de los d,(j >1) son nulos o si d, =1 el resultado

sigue siendo valido.

2. (10) = (6) . Probaremos que (6) es vélida; asumiendo que (10) se cumple.

Es decir, podemos deducir la férmula de la distribucién logaritmica conjunta de los

primeros k digitos significativos d,, d,,...,d; (Vk € N') a partir de la distribucién

de probabilidad de la funcién mantisa. Asi
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P(D,=d,,D, =d,.,...D, =d,)=P(d, +10"d, +10°d; +..+10""d, <M <
d, +10"d, +107d, +..+10*" (d, +1))
=log,(d, +107'd, +107d, +..+10™*" (d, +1))
~log,y(d, +10"d, +107d; +..+10™*d, |

d, +10"d, +107d; +..+107" (d, +1)
= l0g10

d +10"d, +107d, +...+10""4d,

10—k+1
=log, | 1+ = =) T
d+10"d, +10°d, +..+10""d,

1 1076
=log,| 1+
ol T 107, +10%d, +.. 41074,

1 1
+ = 1 ) —f+1
107 (d,+10"d, +10%d, +..+10*"d)

=log, |1

:10g10 I+ k-1 k-2 !
(107 d, +107d, +..+10d,_, +d, )

k -1
=log,, 1+(210k"‘ d,.j ]
i=1

Como queriamos demostrar.

Finalmente, la distribuciéon logaritmica conjunta de los primeros k digitos

significativos d,, d,,....d, se puede generalizar al caso contindo mediante la

distribucién de probabilidad de la mantisa M.
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CAPITULO II
EXPLICACION DE
LA LEY DE BENFORD
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21 Introduccion

En este capitulo se explica el fundamento matematico y estadistico de la Ley de
Benford, principalmente el de definir el espacio propio de probabilidad, ya que es
una de las claves principales para entender la Ley, también, estudiaremos los
aportes desarrollado por algunos autores en su intento de explicarla, tales como;

Theodore Hill, Roger Pinkhan, Mark Nigrini, entre otros.

En la primera seccion se define y se dan algunos ejemplos de la Funcién Mantisa y
la Sigma Algebra, ademés de presentar una breve relacién de éstas; en la seccién
segunda, se estudian y se demuestran algunos lemas de interés sobre la Sigma
Algebra los cuales estaran ligados a las secciones siguientes; en la tercera seccion se
presentan las funciones de distribucién para los primeros digitos en cualquier base;
en la cuarta seccion se presentan la Escala Invariante, algunos ejemplos de estas
distribuciones y se finaliza con un teorema muy importante que trata sobre la
unicidad de la Escala Invariante; en la quinta seccion se presenta la Base invariante,
algunos ejemplos y definiciones claves; en la sexta y tltima seccion se presentan
dos teoremas muy fuertes sobre la Base Invariante y algunas definiciones y

proposiciones necesarias para la demostracion de éstos.

2.2 LaFuncién Mantisa y la Sigma Algebra

Antes de pasar a definir formalmente la funcién mantisa y la sigma algebra

presentamos la siguiente definicion.
Definicion 2.2.1: El trio (€2,901,P) recibe el nombre de espacio probabilistico o

espacio de probabilidad, donde Q es un espacio muestral, 9t es una

o—d 1g ebra de sucesos sobre Q y P es la medida de probabilidad sobre 1.
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Siguiendo la definicién de espacio probabilistico en este punto es importante

definir el conjunto 9 (o —dlgebra), ya que se tiene una nocién sobre el resto de
los elementos (€2, P) del espacio de probabilidad para todo fenémeno que sigue la

Ley de Benford, el espacio muestral, generado por un fenémeno de Benford es R”
y la medida de incertidumbre del espacio probabilistico, es la funcién de
distribucién del primer, segundo, ..., k-ésimo digito significativo, de un namero

determinado.

Definicién 2.2.2: Para cada entero b > 1, la funcién mantisa (base b) M, es la
funcion M, R” —>[1,b) de tal manera que M, (x) =7, donde r es un unico

numero que esté en el intervalo [1,b) con X =7 b" para algin n € Z.

. ., . . + , . .
Nota: La restriccion del dominio de M p a R™, es solo por conveniencia y este

puede extenderse a todos los reales por medio de M,(0)=0y M,(-x)=M,(x),

pero este caso no se abordara ya que hemos visto con anterioridad que si algin
fenémeno sigue la Ley de Benford es imposible que se observen valores negativos,
pero esto dependera que tipo de interpretaciones les demos a éstos (una ganancia
de -3 también puede interpretarse como una pérdida de +3), por el momento
trabajaremos Unicamente con valores positivos. Obsérvese ademdas que la

definicién 1.9.1 es un caso particular cuando b =10.

Definicion 2.2.3: Para £ C [l,b), sea

(E), =M, (E)= W b"ECR"
nez
Siendo esta la mantisa o-algebra y cominmente denotada por M, vy es la

o-algebra sobrelos R" generada por M.
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Donde W implicara la union finita (infinita) de elementos disjuntos dos a dos.

Ejemplos 2.2.4 (Funcion Mantisa)
1) M,,(9)=9=M,,(9), 9 [1,10)=[1, 100); dado que 9=9%10° =9*100°, 0 e Z

2) M,(9)=1.001,1.001¢[1, 2) dado que 9=§*23, 3eZ
3) M ,(21.14)=2.114, dado que 2.114=2.114*10', 1€ Z
4) si E=[1,5)c[1,10),  b5=10,  neZ:(—oo,%), entonces,
(E),, =My (E)=10"[15)
= ...5[0.01,0.05)w[0.1,0.5) w[1,5) ¥ [10,50) & [100,500) &...

5) ({1}), ={10":nez}, porque ({1}) =M, ({1})=10"{1}={10"} cR*

nez

6) ([Lb)) =R', porque ([1.b)) =M, ([1b))=tp"[L.b)=R",Vb>1, beZ;

nez

La interpretacion que podemos darle a la definicién 2.2.3 podria ser la siguiente: la

o —algebra mantisa es en realidad el conjunto de todos los niimeros reales cuyo

primer digito significativo se encuentra en el intervalo £, o més bien el conjunto

de todos los numeros reales tales que su mantisa se encuentra en E.

Observacion: se verifica que la o —dlgebra mantisa es en realidad una sigma

algebra, para ello debemos probar las siguientes propiedades.

) Qc M,
ii) VSeM, e SeM,

iy V{S}, €M, es [JS, em,

keN



Donde M, = (E), ={ & Eb":E<[1,0)|

nez
Verificacion
i (Qc M,?

Notemos primeramente que ) =R", esto es debido a la definicion 2.1.3

= R" < [0,40)=[0,1)W[L,+o0)

Pero

[0,1)=---0[1,)b” W[L,b)b7 W[Lb)b™ =|4[Lb)b"
[1,400) =[1,6) 1" W[L,b) b W[1,b)b* W---=H[1,b)b"
:>[0,1)U[1,+oo):(H_J[l,b)b”jw(@[l,b)b”j

= w[Lb)b> W[10)b™ W[1.6)" W[Lb)B W[Lb)F -

:nLeﬂZ[l,b)bn
=R C W b'[1,h) =M,
R,

Que es justo lo que queriamos demostrar.

i) (VSeM, es SeM,?
SeaA=[a1,bl);conlﬁa1<blﬁb

Por A e gﬁb se tiene que
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M, (A) =M ([avb ))

= [a,h)b" cR"

nez

Entonces A° =[1,a1)&J[b1,b) por otra parte AW A° Z[l,b) y puesto que
m, ([l,b)) =", obtendremos lo siguiente:

=M, ([1,5))
=W [L,b)d"

net

WilLa)W[a.b)w[b.b)jb"
- U[lal)b”} | wlab)b o) 6 [n.0)0" ]

| neZ

= wlta)o || ln.0)0" Jo] la.b )0

- neZ{[lal)U[bl,b)}b”J [U[al, )b }

[ w A%”}&J[ " Abn]

| neZ net
= &t jwam,(4)
~R*

Esto se cumplira siempre y cuando ﬂﬁb (Ac) = L-UZ Acbn, lo cual implica que

A eIM,

Que es justo lo que queriamos demostrar.

i) (V{S}, . €M, es |JS, eMm,?

keN
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Tomemos £ C [l,b) y hagamos una serie de particiones infinitas y disjuntas del
intervalo E , es  decir (E19E23E3a'°-EK cEc [I,b)) tal que
EVE,VE,U...UE,=E para ke N

=S =WbE,S,= W b'E,S,=WbE..S,=bE cybE
nez nez

neZ neZ neZz

Es decir que {Sk }keN € E)ﬁb

Al realizar las uniones de los S, tendremos:

S, =S us,us;-us,

keN
= UPECSHEL BE U U
= nErJZ(El UE,UE,U---UE,)
= nL—ga"E e,
U S, <,
Pt

Que es justo lo que queriamos demostrar.

Por tanto 9, es una o —dlgebra en R".

k
Nota Aclaratoria: el significado de S eIM , €s que Mm b (S ) = kL-HZb S

Observacion: es facil verificar que 21, esla o-algebra generada por M, .
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i) Primero verifiquemos que 91, G(M b)
Si E= [l,b) entonces
M, (E)=mm,([Lb))
- [Lo)p’

neZ

_ Hj[bn’bnﬂ)

neZ

~R*

La cual también es equivalente a la siguiente expresion.

M, (E)=lr; rn<n<nr<r<--<r<r

n+l
ieN

< oo

Usando la notacion cientifica podemos escribir cada 7, de la siguiente forma

r,= ri+b” para algtin 5 € 7, ¥ Vl-+ = [1’[9), ahora si nos damos cuenta la

notacion cientifica concuerda exactamente con la definiciéon de la funcién mantisa y

por tanto podemos asegurar que

mb(E):H_JMb(ri)

ieN

_ H_Jr;+bn

ieN

Es decir, que M, < G(Mb)

Si F [],b) entonces
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M ( E)= I+ Eb" — R* - €l procedimiento seria el mismo al del caso
b

neZz

anterior, teniendo en cuenta Unicamente que en esta ocasiéon los re Eb" y

reescribiendo los I”l = I”l+bn

ii) Ahora verifiquemos que M, C o (Dﬁb)
Sea X € R" conlo que M(X) =rb" para algin 7 € ZY re [l’b)

:>Mb(X):r

La ultima de las igualdades es cierta debido a que si nos ponemos a realizar la

interseccion de o — dlgebra mantisa tales que contengan el mismo intervalo inicial

E pero con diferentes bases (potencias de b ) al final llegaremos a obtener el mismo

intervalo de partida E, es decir;

Oer), A ),

:{ ChoA (r—l,r+lj}ﬂ{w (bz)n (r—l,rwtl}ﬂ- . ﬂ{ O] (bk)n (I"—l,l"-l-l
neZ n n neZ n n nel
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:{--b‘l(r—l,r+ljLﬂbo(r—l,r+ljwbl(r—l r+ lju }

n n n n n

ﬂ{---b2(r—l,r+ljudb°(r—l,r+ljubz(lf——,r—klju }
n n n n n

ﬂ{---bk(r—l,r+ljhﬂbo(r—l,r+ljubk[}”—l,r+lju }
n n n n n n
=)
=|r——,r+—

n n

En la préxima seccién presentamos algunas propiedades muy interesantes que la

o0 —dlgebra mantisa cumple, propiedades que estan estrechamente relacionadas

a la escala invariante y ala base invariante.

2.3  Lemas sobre la Sigma Algebra

En el siguiente lema se presentan cuatro propiedades importantes que tiene que

cumplir la o —dlgebra mantisa (9M,).

Lema 2.3.1: Para todo b>1.

n—1

) (E),=W(p'E),
i) M, = {<E>b Ee B[l,b)} donde B es un conjunto de Borel
iii) M, < fmb,, C B para todo ne N

iv) 9N, es cerrada bajo la multiplicacion escalar, si § € M, ,a >0 entonces

aS M,
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Prueba de la propiedad i)

Sabemos por la definicién 2.1.3 que <E >b - H_J b'E , por lo tanto

n—1 n—1

Hiv'e) =8 W) (5')

~

(Lﬂ b"fE) . (Lﬂ b”j“E) > (EFJ b”f”E) ...
Je JeZ Jjez
H—J bl1j+(l1—2)E) H—J (H—J bl1j+(n—l)E)
JEL
b’

E

o
JEZL

H
Jje

Z

E

Il
7

E)

b

La igualdad se cumple debido a que si nos ponemos a pensar detenidamente
(observando exclusivamente los exponentes de b ) en la primera unién se
encuentran todos los multiplos de n, en la segunda los multiplos de n suméndoles
1, y asi sucesivamente, hasta que en la dltima se encuentran los multiplos de n
restindoles 1, por lo que al unirlas se tendran todos los exponentes enteros, es

decir, la definicién original.

n—1

Con lo que <E> :L-I_J<bkE>bn

b =0

Justo lo que queriamos demostrar.
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Prueba de la propiedad ii)

San - {<E>b .EeB [l,b)} donde B es un conjunto de Borel.

_ n
Sabemos por los resultados anteriores que <E >b - n:Zb E es una sigma

algebra, por lo que basta probar que EeB [1, b) .

Donde B [1, b) no es més que la o —dalgebra de Borel engendrada por la clase

de intervalo [1, b) )

Observemos ademas que [l,b) también esta en el conjunto de Borel (B [1, b )) , s

decir que: [1, b) eB [1, b) , esto debido a lo siguiente

[L.b)= U[l,b—%) = ﬂ{l,b%)

keN keN

Pero sabemos que £ C [l,b), por la definicion de la o — dlgebra mantisa entonces
tendremos que:

Ec [1,b) € B[l,b)

= E € B[L,b)

Con lo que M, = {<E>b Ee B[l,b)}

Justo lo que queriamos demostrar.
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Prueba de la propiedad iii)

EUQC Dﬁb” C B Para todo neN;

Donde Besla o —dlgebrade Borel sobre R”

M, =(E), = & b"E; Ec[1,b)

mez.

M, =(E') =wb"E; E c[Lb')

b meZ

Ec[l,b)cE* c[l,b”);‘v’neN

Multiplicando por o™ a la anterior expresion y luego aplicando unién numerable

de disjuntos, obtenemos los siguientes resultados

— W b"Ec ¥ b"E

meZ. meZ,

= M, < I,

Con lo que mc mtbn c B

Justo lo que queriamos demostrar.

Prueba de la propiedad iv)

SeIM,, a>0 entonces, aS € M, .

Primero veamos un caso particular para notar lo que sucede.

Sea E = [1,5), b=10y a=0.3, entonces

M, ([L5))= W 10"[1,5), asi

neZ
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0.3*M,,([1,5))=0.3* & 10"[1,5)

nez

= W10"0.3%[1,5)

nel

5 10"[0.3,1.5)

nel

= 510" {[0.3,1) w[1,1.5)]

neZ
_ {’210" [3,10)} o {nL;_LJZlO” [1,1.5)}

=M, ([3,10)) w M, ([1,1.5))

Ahora tomemos la misma base y el mismo intervalo pero con a =3, tendremos

que

3%, ([1,5))=3* & 10"[1,5)

nez

= & 10"3%[1,5)

nez

= &/10"[3,15)

nez

= ¥ 10"{[3,10) w[10,15)}

neZ
_ {nL;_LJZlO” [3,10)} N {nL;_rJZlO” [1,1.5)}

=M, ([3,10)) w M, ([1,1.5))

De la anterior expresiéon podemos darnos cuenta que al multiplicar una constante
por un elemento de mb se obtiene la unién de dos elementos siempre de 9n,,

observemos que la restriccion de as e mb no restringe a tener el mismo
intervalo inicial, si no mas bien se restringe a la union de dos intervalos reescritos

de tal forma que se encuentre en el intervalo deseado ([1,10) para nuestro caso),

56



ademas observemos que cuando tengamos distintas constantes pero que difieren

Unicamente en una potencia de la base se obtendra el mismo resultado.

Con esto en mente la prueba toma el siguiente rumbo.

S=wWb"EeIM,; Ec[l,b)

meZ

aS=W ab"E

neZ

Sea

Supongamos que E= [19 49) con 8<b

aS= W ab"E= W b"aE

meZ meZ

Sea E- =aE = [a,aﬁ)

aS= W b"E’

nez

. . . * .
Ahora como hicimos en el caso particular partamos £ en dos subintervalos y

llamémosle E1 y E2 , los cuales tendran la siguiente forma:

E, [abk,b), paraalgin k€Z y

E, |:1, afb™ ), para algin m € Z

Notemos que para el caso particular

E,=[0.3%10',10), paraalgin k=1€Z y

E, =|:1,O.3*5*100),para algin m=0€Z
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Con lo que obtenemos que

aS=w b"E

nez

=y b" [a,aé’)

neZ

= v b"{[ ab*,b)W[1,a06" )}
b ab',b) [ 1.ab")

= pr[ab' b)j 8| w b [1,a00" )

neZ nes

= 0, ([ ab*,b))w 0, ([1,a00™))
saSeIn,
Justo lo que queriamos demostrar.
Definicién 2.32. Para b€ N/{l1} yie N, D;”(x) es el iésimo digito
significativo del namero x (en la base b). Donde N / {1} representa el conjunto

de los ntimeros naturales a excepcién del nimero 1.

Ejemplos 2.3.3
Dl((l)) (7)=3, Dl(g)(ﬂ) =1, Dl(g) (r)=4
Dy (z)=1, Dy (m)=1, D)’ (1)=0

Mas formalmente D 7D RT > {0 l,.b— 1} y se define por D(l) (gb )l. M,

donde M, es la funcion mantisa y g, eslafuncion g, :R" — [l,b) tal que:

g, (iy51,0y,...) Z;ik para iy €{1,2,.b-1} ei, €{0,1,2,.b-1} parakeN

k=0
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Ejemplo 2.3.4

1
Calcular el primer digito significativo del nimero 7 en base 10 (DI(O) () )

20(3,1,4,1,5,1,6..) =Y
im0 10
=0 a b b Ly Ls lg
= 10° +101 +102 +103 +104 +105 +106
3,01 4 1 5 1 6
10° 100 107 107 10° 10° 10°
=3+0.1+0.04+0.001+0.0005 + 0.00001 +0.000006 +....

=7

La inversa de la funciéon g, es:

g0 (7)=(3,1,4,1,5,1,6,....)

Usando la definicién 2.3.2 tendremos que:
1 -1
Dl(O) ()= (glo (Mlo(ﬂ')))l

= (g (™),
- 3

Lema 2.3.5. Para cada entero b>1, M , es la o-dlgebra generada por

{Dlﬁi) L Qe N}

Prueba del lema

. e P ‘s (@)
Para ello veamos si M, puede escribirse en términos de la funcion {Db } y
viceversa.

Sabemos que M, (x)=r por la definicién de la funcién mantisa con 7 € [1, b)
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M, (x)=r (r puede expresarse como un sumatorio de términos)

0
k
Z—k ara todo i,,, =0

k=0

=g,(iy,1,,5,,.-4,_,i,...) porla definicion de funcion g,
=g ({D;i)}) paraieN

= M,(x)=g, ({Dlgi)})

M , puede escribirse en términos de la funciéon {D 151) }

Ahora veamos si {D,fl)} puede escribirse en términos de M, , utilizando la

definicion del i-ésimo digito significativo para un nimero x en la base b

tendremos que:
{D(l)} {(gb )l_ oM,, i€ N} ; es el conjunto de todos los digitos significativos de

un ndmero x en la base 5.

Vemos que los {D lfi)} puede expresarse en términos de los M, , por tanto M, es

la o-algebra generada por {D;i) RS N}
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24  Ley General del Digito Significativo.

En el primer capitulo deducimos las leyes de distribucion de los digitos
significativos en la base b =10, ahora, en esta seccion procedemos a generalizar
las expresiones anteriormente encontrados a cualquier base distinta de 10, la cual

es conocida como la Ley General del Digito Significativo que esta tinicamente en

Funcién de los le’) (el i-ésimo digito significativo en la base b).

Para la deduccion de las férmulas se procede igual que para el caso de la base

b =10, s6lo que esta vez estamos en una base general b (b >1) siguiendo los

mismos pasos realizados anteriormente se llega a las siguientes expresiones.

Definicion 2.4.1. La probabilidad de que el primer digito significativo en la base b

tome un valor igual a “ d " viene dada por la siguiente expresién matematica.
P(DYY =d)=1log,(1+d™")

Definicién 2.4.2. La probabilidad de que los primeros k digitos significativos en la
base b tome respectivamente los valores de dl,dz,d3,---,d ; viene dada por la
siguiente expresion matematica.

k k -1
P(ﬂ Do = dl.]J = log,| 1+ (Z dib’”)

i=1 i=1

keN
d =1,2,..,9
d;=0,1,2,.,9; j=2

Para todo
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Definicion 2.4.3. La probabilidad de que el segundo digito significativo en la base

b tome un valor igual a “ d,” viene dada por la siguiente expresion matematica.

P,))= bi:logb (1+(bd, +d,)™")

=1

Notemos que cada una de las correspondientes expresiones obtenidas en la base 10,

son casos especiales de las correspondientes que acabamos de encontrar.

Para facilitar un poco la notacién, muy a menudo es conveniente identificar una

medida de probabilidad sobre ), (la sigma mantisa) con su representacion

canénica como una probabilidad de un B[1,b).

Para tal efecto mostramos a continuacion el siguiente lema.

Lema 2.4.4. La siguiente relacion

P((E),)=P(E): E e B[Lb)
Define una correspondencia entre la medida de probabilidad P en (R+,9ﬁb) y

una medida de probabilidad P en [1,b)

Antes de realizar la demostracién es necesario dar la siguiente definicion

Definicién 2.4.5. Un Isomorfismo es una correspondencia biunivoca entre dos
conjuntos con la misma estructura. Cada elemento del primer conjunto se puede
poner en relacion con un elemento del segundo mediante una operacién. Por
ejemplo, la multiplicacién por una constante entera relaciona un conjunto de
enteros con otro conjunto de enteros. Una relaciéon que no se cifie a esto, por
ejemplo, el conjunto de ntimeros obtenidos a partir de la extracciéon de la raiz

cuadrada de otro conjunto no forman un isomorfismo.
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Prueba del Lema 2.4.4

Verifiquemos que efectivamente < E >b y E forman un Isomorfismo.

Es trivial, pues una vez que se fija £, se obtiene un tinico elemento < E >b , para

z 20 2 .z . n
ser més especificos se obtendra la unién numerable de Isomorfismos (b"E).

Ahora por ser < E >b ¥ E o-élgebras, existira una medida de probabilidad

definida en ellas, sean p j, p, respectivamente. Por otra parte < E >b vy E

forman un isomorfismo, con lo cual se completa la prueba.

25 Escala Invariante

La Escala Invariante es una de las asunciones mas fuertes de la Ley de Benford. Este
aporte fue gracias a Roger Pinkham, su idea fue la siguiente; de existir una ley de
frecuencia de los digitos esta ley deberia de ser independiente del sistema de
unidades, es decir, que multiplicando todos los nimeros por una constante no
afectaria la medida de probabilidad. Esta propiedad es llamada Escala Invariante

(algunos autores suelen llamarla también como Invarianza de Escala), es decir, si

S eI, y recordando el lema 2.2.1 tenemos que &S € M, para todo a >0, dado

que Sy aS son subconjuntos M, , el espacio de medida para ambos es

(R+ , mb ) esto nos lleva a que la medida de probabilidad sobre S y @S deberian

de ser igual, es decir, que P(S) = P(aS).
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Definicién 2.5.1. Una medida de probabilidad P en (]R*’S)j’tb) es escala

invariante para ¢ > (0 si P(S) = P(OtS) para todo S e E)ﬁb, siempre que O/

no sea una potencia racional de b.

Ejemplo 2.5.2: Es facil verificar que P, (<[1 ,,)> ) =log, (r) satisface la definicion
> b

de escala invariante.

Solucidn:

Sea P, ([Lr)=~ (<[1,r)>b) =log, (r)

Hagamos b*=r
Y ademds notemos que P, (<[1 ,,)> ) = log, (,,) ~log, (1), con lo cual tiene sentido
’ b

plantear que p (<[a,r)>b) = log, (,,) ~log, (a)' paratodo a <r

Por tanto,

A a((r),)= A (e{),)

-]

-1 plean)|

Ay ool

R CHER TR
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Reescribiremos cada subintervalo de tal forma que se obtenga siempre un intervalo
en [1,[9).
Asi

( b'| ab’ bﬁ {g b”[b“’,arb”)}j
<ab9,b ) ) (<[b“’ arba’)>b)

Donde [abg bg [bw,a’rbw) C [1 b)

Con lo que finalmente, se tiene.

P, (a<[1,r)>b) =log, (bg) —log, (ab9)+ log, (arb“’) —log, (b“’)

Que es justo lo que queriamos verificar.

I; silekE

Ejemplo 2.5.3. Es facil verificar que P (< E>b ) = {O
; en otro caso

no satisface la definicion de escala invariante.

Solucién:
Tomemos F — [1,2) conlo que p (<E>b) =1

Hagamos ¢ =2
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Con lo que se comprueba que no satisface la definicion de escala invariante.

Ejemplo 2.5.4. Es facil verificar que 0, (<[1, 7‘)> ) _T -1 no satisface la
b7 bh—-1
definicion de escala invariante.
Solucidon:
Es de notar lo siguiente Q (<[a r)> ): r—a , para toda @ < r, con lo que la
b ) h—qa

prueba toma el siguiente rumbo y ademds tomando en cuenta las consideraciones
realizadas en la prueba de la propiedad iv del Lema 2.2.1 (que siempre es posible

reescribir el intervalo tal que éste se encuentre entre 1y b);

0,(a([1.r),)=0, (0{ b [u)}

nez

=0, (@b” [a,ar)]

neZ
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=0,| Wb {[a,bk)ud[bk,ar)}j

neZ

=0,| " {[ab‘g,be) O] [b“’,arb”’ )}j

=0, {@b" [abg,bg)} s {@b" [b”,arb“’)}]

-0, (<[ab9,b9 ), ) 10, (<[b“’,arb“’ )>b)

b —ab’ | arb® — b
b—ab’ b-b"

B b’ —ab’ N arb? —b”
b—ab’ b—-b"

Y se observa claramente que no se obtiene el resultado deseado, por lo tanto

Qb (<[], r)> ) no es de escala invariante.
b

Teorema 2.5.5. Pb es la tnica medida de probabilidad de escala invariante en

(=)

Demostracion:

Del resultado del ejemplo 2.5.2 sabemos que Pb es de escala invariante, ahora

verifiquemos que efectivamente es la tinica.

En esta prueba usaremos la siguiente notaciéon X E[Cl,b) moédulo 1, lo cual
significa que 0 <a<b<1, es decir, el maximo valor que puede tomar el limite

derecho es 1, 0 méas bien ‘X‘ <1,
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Supongamos para esto que existe una medida de probabilidad P en (R+ R )
la cual es de escala invariante para algin « <R, con lo que también la

correspondiente medida P lo serd, ahora tomemos P como la medida de

probabilidad en la escala logaritmica B[0,1), es decir,

P(<[1,b“ )>b) = P([16"))
([log” (1).log, (ba ))) 2.5.5.1
([0.a)):a<[0.1]

I
!

I
!

En este punto tiene sentido plantear lo siguiente P(<[1,b" )>) = ﬁ([O,a)) =a, por el

hecho de que si nos damos cuenta cuando a=1 , tendremos que

P<<[1,b)>b) = ﬁ([O,l)) =1 (por ser <[1,b)>b una sigma algebra).

Para comprender mejor la demostracion, tomemos el siguiente caso particular.

Sea & =3, b=10 y tomemos el intervalo [1,5) , entonces

P(3<[1 5), ) ( [3.15)) )

P(<{[3 10) [10,15)}>b)

P(<[3*10°,101>*<10°)>b)+13(<[101 *101,3*5*101)>b)
(I

P 3*10",10*100))+ﬁ([10*10-‘,3*5*10-‘))
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Ahora tomemos el mismo intervalo pero con & =30, (obsérvese que 30 = 3*10' )

con lo que tendremos:

plaofs), )= ({0150

:30*10—1,100*10-1))+?)([100*10—2,150*10-2))

(
(
(
= f’(:loglo (30 *107 ) log,, (100* 107! )))+ f’([logm (100 " 10—2)’10&0 (150 £107 )))
([102,0(30) +1og,, (10™"),log,, (100) + log,, (107)))

(

(

Sin embargo, recordemos que 30=3*10" y que 150 =3*5*10',
P(30<[1,5)>10) = ﬁ([loglo (3) +log,, (10) +(—1),log10 (3) +log,, (5) +log,, (10) —1))

= P([togi, (3).log, (3) +log,y (5)))

Es decir, obtenemos el mismo resultado
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Con esto en mente la demostracion toma el siguiente rumbo, multiplicando por «

a la expresion 2.5.5.1 tendremos lo siguiente.

P(a<[1,b“ )>b) = P(<[“’“ba )>b)

(
(
([1og, (
= P([log, ()+log, (5°).log, ("))
([logb (bg*l)alogb (@) +log, (ba ) +log, (bg] )))
([log, (
(

Escribiendo todo en un solo intervalo, obtenemos que

P(a<[1,b“ )>b) = f’([logb (a)+60+60-1,0+log, (a)+a+(9—1))

Hagamos a'=log, (0!)+9+9—1, con base a los resultados de los dos casos

particulares vistos anteriormente, es facil notar que & '= logb (f ) ; para e [1, b)

y kEZ,conlo que 0<a'<ly P(a<[l,b“)>b):}_)([0[',0['+a)) modulo 1.
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Por otra parte observemos que podemos hacer lo siguiente
P(R,[0,a))=P([a",a'+a))

= F([O,a)) =a

Lo cual nos lleva a decir con toda confianza que el hecho de multiplicar por la

constante  en P equivale via logaritmo log, (') a una rotacion irracional en el

circulo médulo 1 (esto debido a que «' dificilmente serd un ntimero racional).

En otras palabras, tomemos un punto X € [O,Cl) cuya medida de probabilidad en

X

— 2 . . .

P es a, ( je R , vy mediante el proceso descrito anteriormente obtenemos un
a

nuevo punto xe[a,a+a)m(’)dulo 1 el cual también tiene la misma medida «,

x+ao' x
[ je R?, lo cual significa que equivale a rotar el punto original [aj en un
a

z ' 2 . .
angulo de o € [0,1] , recuérdese que un punto en una circunferencia es

determinado o se determina exclusivamente por su angulo (puesto que el radio es

constante) .

Ahora bien la invarianza de P con respecto a la multiplicacién por «, equivale a
la invarianza de P con respecto a la rotacién irracional, esto como ya sabemos

indica que P debe ser la medida de Lebesgue (constltese el Apéndice), de este

modo por 2.4.5.1 se tiene
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ﬁ([O,a)) =a-0
=log, (b”)—logb(l)

p([ur)

Por el lema 2.3.4 tendremos que

P([or))=r({16)),)
=log, (b“)—logb (1)

Que es justo lo que queriamos demostrar
2.6 Base invariante

Antes de pasar a formalizar la definicién de Base Invariante, veamos un pequeno

ejemplo ilustrativo para tener mayor claridad de lo que queremos dar a conocer.
Consideremos el conjunto de todos los ntmeros reales positivos cuyo primer

digito significativo es menor a 5 y llamemos a dicho conjunto S, es decir,

tendremos que S es.
s =--Wo.01,005)H 01,05 [1,5)W [10,50) W - - -

Que con ayuda de la primera propiedad del lema 2.3.1, se puede escribir como

sigue.
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$=([L3)),
- <[1’5)>100 Hj <[10’50)>100
=([15)

) ([10,50)) & {[100,500))

1000 1000

Sin embargo, es facil verificar que si hacemos a=1log,(5), S puede ser

representado de cualquiera de las siguientes formas.

s =([1.6°)), ;b =10
_ <|:1’ba/2 )>b H.J <|:b1/2’b(1+a)/2 )>b b =100
_ <|:1’ba/3 )>b L_|__J <[b”3,b(l+a)/3 )>b L_|__J <|:b2/3,b(2+a)/3 )>b b =1000

Es de facil comprobacion que al sustituir el valor de @ =10g,,(5) en cada una de

las expresiones anteriores con el correspondiente valor de b se obtiene el mismo

resultado que en la expresion anterior de S.

Asi, si la medida de probabilidad P en (R+9mb) es base invariante, las tres

medidas de las correspondientes representaciones de S subconjuntos en [1,b)

deberian ser las mismas, es decir,

ﬁ[l,b”) 1’5 [l,b”/z ) n }\)[bl/Z,b(l+a)/2)

1’5 [Lba/z ) n 1’5 |:b1/3,b(l+a)/3 ) " 1’{, [b2/3,b(2+“)/3)

Y de una manera similar para potencias mayores de base ", donde recordemos

que P es la restriccién de P hacia una B[1,b) dada en la expresion del lema 2.3.1.

Ahora estamos en condiciones de dar la siguiente definicion clave.
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Definicién 2.6.1 Una medida de probabilidad P en (R*,?)ﬁb) es base invariante si

la correspondiente medida de probabilidad P en [1,b) satisface la siguiente

relacion.
ﬁ[l,b“) :nz_j (ﬁ[bk/”,b(““)/” )) para toda ne N y a e (0,1)
k=0

Comentario: obsérvese que al utilizar la propiedad 1 del lema 2.3.1 se tiene:

P([1e))=r

Ahora al dividir por " cada uno de los [bk,b(km)) se obtienen nuevas sigmas

mantisas correspondientes a una tnica base b con lo que:

P (<[bk/n ,b(k+a)/n )> )
b
i)\ ([bk/n ’b(k+a)/n ))

El significado de Base Invariante es el siguiente: si los primeros digitos

—_

n—

P([100)-

M

s =

=0
-1

B

=0

significativos de un conjunto de datos tienen una distribucién de probabilidad
particular, ésta deberia permanecer inalterada independiente de la base numérica
en la cual estos datos han sido escritos, por ejemplo; si los digitos mds pequefios
son mas (menos) comunes que los altos, entonces este mismo comportamiento

deberia seguirse presentando al cambiar de un sistema decimal a uno hexadecimal.
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La definiciéon de base invariante es mucho mads general, ya que involucra bases
enteras que no corresponda exclusivamente a potencias de 4. Por otra parte, la
definicion es bastante fuerte como para garantizar la invarianza con respecto a

cualquier base simple 5.

Ejemplo 2.6.2 Sea Pb la medida de probabilidad en <R+ : gﬁb ) definida por

P, (<[1,r)>b) =log, (r); parar e [l,b)

Es facil verificar que satisface la definicién de base invariante.

Solucién:

Sea P, ([l,r)) =P (<[1,I’)>b) =log, (”)

Hagamos b =r
Y ademds notemos que P, (<[1 ,,)> ) = log, (,,) ~log, (1), con lo cual tiene sentido
’ b

plantear que p (<[a,r)>b) = log, (,,) ~log, (a), paratodo 4 < r

Lo que realmente queremos demostrar o a lo que pretendemos llegar es a la

siguiente expresion.

—_

n—

f’b ([1, r)) = [10gb (b(k+a)/n ) ~log, (bk/n )]

bl
S

3
_—

I/Sb (|:bk/n ’b(k+a)/n ))

k=

(=]

Con esto en mente y utilizando la primera propiedad del lema 2.2.1 la prueba toma

el siguiente rumbo.
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k=0 n n

=57 Liog, (1) Liog (b“”“))}
2 3, %% 08

_ n—1 —1Ogb (bk/n ) _ logb (b(k+a)/n )]
k=0~

_ & 131; ([ b pikra ))
=0

)

Que es justo lo que queriamos verificar.

Ejemplo 2.6.3 Sea P, la medida de probabilidad en (R TN , ) definida por

()]

I; sileE

0; en otro caso

Para todo F € B[l,b)
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AN

Entonces la correspondiente medida de probabilidad de Borel P+ en [1,b) es la

medida dirac-delta 51, y precisamente P. es base invariante

Solucién:
Utilicemos un procedimiento bastante similar al aplicado en el ejemplo anterior, es

decir
Sea B‘(<E>b) Zf)(E)
Entonces
n-l1
= L_J bk )
n—1
=Y P((b'E
2R(('E), )
Y ahora notemos que si 1 € E entonces 1 € b’E y que ademas 1 ¢ b" E para
I; sik= O
0; sik# O

cualquier k # 0, con lo cual, obtendremos que p ( < bt > ) {
bn

con lo que finalmente:

p(<E>b) =1+0+0+---+0
(8] () (58

Al

._.

n—

0

Que es justo lo que queriamos verificar

b
Il

77



Ejemplo 2.6.4 Sea Qb la medida de probabilidad en (]RJr , f))’tb ) definida por

0, (<[1, r )>b) = [};:1 Para todo 7 € [l,b) , es la distribucion “Uniforme” en

ﬁﬁb. Y ademas, es de darnos cuenta que la correspondiente medida de

probabilidad Q pen [1, b) no satisface la definicién de base invariante.

Es de notar lo siguiente 0, (<[a r)> ) _I'74 paratoda @ <1
") h—q

Solucidn:

Lo que deseamos verificar es lo siguiente:

@b ([l,r)) = g@b ([bk/n’b(kJra)/n ))

n—1 b(k+a)/n _bk/n

Partamos de lo siguiente.

o,((nr),)=a (([v ),
o (s,
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k=0
ol plk+a) _ pk

o pors b — bt

_& e b0l
& _pt

Se observa claramente que no llegamos al resultado esperado, con lo cual Qb no

es base invariante.
2.7  Teorema Principal

En esta seccion presentamos la demostracion de dos teoremas muy importantes
concernientes a la Ley de Benford, presentados en 1995 por Theodore Hill, los
cuales relacionan la escala invariante con la base invariante, sin embargo, antes

necesitamos introducir algunos conceptos nuevos de teoria ergoédica.

Definicion 2.7.1: Sea 7:3 — J una transformacion medible en un espacio

(X ,3) . Una medida p se dice que es invariante por 7 si

1(T7(4))=p(4) vAe3.

Observacion: para la demostracion del teorema 2.4.5 observamos que la invarianza
de escala correspondia a la invarianza ante las rotaciones irracionales en el circulo
(x > x+a') moédulo 1, en este punto nos daremos cuenta que la invianza de base

equivale a la invarianza bajo la multiplicacién (x — nx) médulo 1, siendo ne N.
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Verifiquémoslo

Sea Tn (x) = nx una transformacién medible tal que |nx| <1, con lo que es facil

o (e -1 Y . .
verificar que T (x) =—Xx, ahora por la definicion de base invariante sabemos
n

que:

Pl1,b)= :Z::;ﬁ[b“”,b“”“””)

Al igual que en la demostracién del teorema 2.5.5 utilicemos la escala logaritmica

en lugar de la lineal, es decir.

P[0,a) = nzl F[logb (b’”” ),logb (b“‘”’)/" ))
k=0

_ nz—l F‘:i’ k + a j

k=0 n n

S F(r Tk )

Se observa que la base invariante corresponde efectivamente a la invarianza de P
con respecto a la multiplicacién (nx) moédulo 1, para ser mas especificos se obtiene
la sumatoria de medidas de probabilidad invariantes por 7, de esto nace la

siguiente definicion.

Definicion 2.7.2. Si una medida de probabilidad de Borel P en [0,1) es invariante

bajo la transformacioén nx para todo n e N entonces

P[0,a) = i F({ﬁ’ k+a jj;para a(0,1)

k=0 n n

80



Antes de pasar a la prueba del teorema principal, presentamos la siguiente

proposicion la cual sera la clave para su demostracion.

Proposicion 2.7.3 Una medida de probabilidad de Borel P en [0,1) es invariante

bajo la transformacién nx para todo neN siy sélo si
P=q65,+ (1-9) A para g €[0,1] 2.7.31
Donde: 4 esla medida de Lebesgue en [0,1); i[a,b) =b—-aja<b<l

I; Oe[a,b)

0, es la medida Dirac (Borel) en 0; 9, [a’b) - {0 0¢ [ b)
) a,

Prueba

i) Si P= qo, + (1 - q) A entonces P es una transformacién invariante ante nx

Es facil observar la invarianza de P, simplemente apliquemos la definicion 2.7.2,

k=0
“k+a k
=qgi1+0 0 1- —
g{1+0+---+0} +( q)kzo( . nj
n—1
=q+(1-9) 2
k=0
:q+(1—q)a

= P([0.0)

Que es justo lo que queriamos demostrar.
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ii) Si P es una transformacién invariante ante nx entonces P = ¢J, + (1 - q)/1

Sabemos que la medida de probabilidad para una medida de probabilidad de

Borel en B[O,l) estd determinada tnicamente por sus coeficientes de Fourier, es

decir;

¢, =[ & P(x); dP(x)=P(x)dx

2 winx

e <1

=1, con lo que los coeficientes de Fourier se

Por otra parte notemos que

reducen a:
! 2rxinx 3 D
= P
4, =] &"d P(x)
1 —
< =
<[ dP(x)=1
Por ser P, la funcién de probabilidad definida en [0, 1) , y en la expresién anterior

no interviene n, podemos decir que cada @, esta acotada porun g € [0, 1] y con lo

que ademds podemos inferir que aproximadamente todos los ¢, son

aproximadamente iguales a ¢ , es decir, ¢n (.

Por otra parte, obsérvese que

82



Ahora utilicemos el teorema de descomposiciéon de Jordan, el cual nos dice que

existira la medida de probabilidad atémica P. y la medida de probabilidad

continda ﬁc en [0,1) tales que P= qﬁﬁ-(l—q)ﬁc;para qe [0,1].

Sin embargo, por ser P= q Pa+ (1 —-q ) Pc invariante ante la transformacion nx,

debe cumplirse lo siguiente

P ([0.0))=5 7. (_5, ks "D

ln n

Pe([0.a))=% pc(_ﬁ,k”j]

'n n

Puesto que P4 es atémica y las expresiones anteriores se cumplen para todo ne N

y toda a € ( , no queda més alternativa que P4 sea atémica en 0, es decir,

0; O0gFE
I; Oe E

La explicacion de la afirmacion anterior es muy simple, supongamos que P es

k k+aj

n n

atomica para algtin & € (O,a) entonces nétese que dificilmente & E{

paratodo 7 € N yalgan kK € N, en consecuencia se cumple la ecuacion 2.7.3.1
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Por el otro lado

- < (| k k+a -
Pc ([Oaa)):kZP ¢ (l:;: ; )J, esto implica légicamente que Pc debe ser
=0

una medida de lineal (las funciones lineales son las tnicas que se pueden

descomponer como sumas), supongamos que Pc ([981, ¢ )) = x(egz - & ) + Y para

x,y € R (la razén por la cual tomamos la diferencia de los valores extremos del

intervalo es sencillamente porque ésta nos estaria proporcionando como una

especie de “medida” o “magnitud” del intervalo), pero como

I
g

+ny
=Pc ([O a )
=x(a—-0)+y
Esto se cumplira si y s6lo si

ny=y< y=0
xa:x(a—O)

Como la segunda de las expresiones anteriores es cierta para cualquier valor de x,

podemos tomar la medida lineal de probabilidad cuya pendiente es igual a 1, es
Pc ([O,a)) =a-0

- 4([0.)

Con lo cual se completa la prueba.

decir,
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También pudimos haber hecho lo siguiente;
P({0)=g+1+(1-q)+0
g Pa({0})+(1-9)*Pc {0})
q=q+Ps({0})=Pi({0})=4,=1
(1-4)0=(1-g)Pe({0]) = - ({0})=A({0}) =0

Que es justo lo que queriamos demostrar.

Teorema 2.7.4 La medida de Probabilidad P en (R, ,) es base invariante si
y s6losi para q € [0,1]
P=qPR +(1-q)F,

Donde F. y B, corresponde a los ejemplos 2.5.2y 2.5.3

Prueba:

i) si P=qP.+(1—-¢q)P,, entonces P es base invariante.
Por la solucién de los ejemplos 2.6.2 y 2.6.3, sabemos que ambas medidas de
probabilidad son de base invariante, ahora por ser P una combinacién lineal
convexa de medidas de base invariante resultara ser también una medida de
probabilidad de base invariante.

Luego P es base invariante

ii) si P es base invariante, entonces P =¢gPF. +(1-¢q)F,.

Supongamos que P es base invariante y sea P la medida de probabilidad
correspondiente en la escala logaritmica, la cual como observamos anteriormente

es.
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P[0,a) = Zl P(1, "' [k.k+a))

k=0

Por ser P base invariante resulta que P es invariante ante la transformacién nx

modulo 1, utilizando la proposicién 2.6.3, se tiene que

P([a.b") =45 ([a.6)+(1-9) A([a:2"))
=45([a.6))+(1-q)(b'-a)

Sin embargo, notemos por un lado que al utilizar la relacion 2.5.5.1,
AM[a,b"))=b"-a

=log, (b")-log, (5*)

)

=P{{[r#),)

Mientras que por el otro lado

5. ([a,b'))z {1; 0e [a,b')

0; 0¢[a,b)
Jn Le|log, (b*),log, (b"))
0; le [1ogb( “)log, ("))
=P*([logb ).log, (b") ))
(<[1ogb log, (b)) )
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Es decir, 0, y 4, son respectivamente las medidas de probabilidad de 2.6.2y 2.6.3

en la escala logaritmica, de lo cual se deduce inmediatamente que
P=¢qP.+(1-q)B,, que es justo lo que queriamos demostrar. Con lo cual se

completa la prueba.

Teorema 2.7.5 (Escala invariante implica base invariante) Si la medida de

Probabilidad P en (R",901,) es escala invariante entonces P es base invariante.

Demostracion:

La prueba es inmediata de los teoremas 2.5.5 y 2.7.4

Recuérdese que la inversa no es cierta, pues en los ejemplo 2.5.3 y 2.6.3 observamos

claramente que P. es base invariante pero no escala invariante.
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CAPITULO III
APLICACION DE LA
LEY DE BENFORD
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1.1 Introduccion.

En la actualidad, la Ley de Benford se utiliza con frecuencia en la deteccién de
datos “fraudulentos” o “inventados”, muchos investigadores la han utilizado con
éxito en detectar algunas irregularidad o anomalias en los datos, algunos ejemplos
de tales aplicaciones son los siguientes: identificaciéon de fraude en declaraciéon de
renta, irregularidades en datos financieros, fraudes fiscales, procesos de auditorias,

y altimamente en la deteccién de fraude electoral, por mencionar algunos.

En este capitulo nos enfocamos principalmente en los fraudes electorales como
campo de aplicacion, ya que como bien sabemos las elecciones “fraudulentas” y
disputas sobre los resultados de una elecciéon no son nada nuevo, generando en
muchos casos un gran descontento y/o violencia en aquellos sectores en los cuales
el candidato “perdedor” presenta una apelacion de los resultados, donde no se da

la credibilidad a la veracidad de los datos.

En esta investigaciéon aplicamos la Ley de Benford como un método estadistico
basado en la frecuencia de aparicion de los digitos del recuento de votos que
puede ser util para detectar fraude u otras anomalias, muchos autores han puesto
aprueba la Ley en el recuento de votos, obteniendo muy buenos resultados, incluso

el Dr. Nigrini, indica que este fenémeno se ajusta claramente a la Ley de Benford.

En la primera seccién se presenta brevemente dos pruebas planteadas por el Dr.
Nigrini que serviran para determinar que también se ajustan el conjunto de datos
en estudio a la Ley de Benford, que son conocidas mas bien como pruebas de
bondad de ajuste; en la segunda seccion se presentan algunos comentarios
concerniente a conteo de votos y la Ley de Benford; en la tercera seccién se muestra
una aplicacion préactica de la Ley de Benford en las Elecciones Presidenciales de El

Salvador en el afio 2004, se describe primeramente la base de datos empleada y
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algunas limitantes sobre la misma, luego se proceden a analizar el comportamiento
de los dos primeros digitos significativos; y por ultimo se presentan las

conclusiones de la aplicacion.

1.2 Prueba de bondad de ajuste de una distribucion observada a la Ley de

Benford.

La Ley de Benford como ya mencionamos en los capitulos anteriores especifica
que en una coleccién de nimeros los digitos no deben ocurrir con igual frecuencia,
sino que el 1 aparece como digito inicial méas frecuente, seguido del 2, etc. hasta el 9
que es el menos probable, un comportamiento muy similar se presenta para el
segundo y  demds digitos s6lo que en esta vez la diferencia entre las

probabilidades de dichos digitos son menos apreciables.

Sin embargo, podriamos plantearnos la siguiente interrogante ;Cémo podriamos
detectar o saber si una colecciéon de ntimeros se ajusta o no a la Ley de Benford?, en
vista que la Ley de Benford no es mas que una distribucién de probabilidad la
respuesta que se esperaria en muchas persona es simplemente graficar la
frecuencia de aparicion de los digitos y compararlas con la Ley de Benford y luego
observar que tan alejados o cercanos estén ambas distribuciones, sin embargo,
realizar tal actividad podria no ser lo conveniente debido a que personas con
diferentes puntos de vista podrian llegar a diferentes conclusiones; por otra parte
existen estadisticos que nos brindan una serie de test o pruebas de bondad de
ajuste capaces de indicarnos si una coleccién de niimeros se ajusta o no a la Ley de
Benford; de hecho aunque no se especifique formalmente que la deteccion de datos
“inventados” es una prueba de hipoétesis (en la cual la hipétesis nula es que no

existe manipulacién), en base a ello se decide si a existido o no “manipulaciéon”.
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Estos test simplemente se encargan de examinar que también se ajusta (alejan) los
datos observados a la distribucién teérica de Benford, el Dr. Mark Nigrini, el cual
es uno de los expertos y pioneros en el tema propone las siguientes pruebas:

Z, y* (Chi-Cuadrado).

En el caso del estadistico Z,la prueba de bondad de ajuste recoge las desviaciones

de los datos observados vs. La Ley de Benford para cada uno de los digitos. De este
modo, permite comprobar si la frecuencia de aparicion de cualquier digito

(0,1,2,...9) en una posiciéon dada (primero, segundo, etc.), es mayor de la esperada.

El estadistico Z proporcionado por Nigrini estd definido por:

Donde: P, denota la proporciéon esperada para el i-ésimo valor del digito en

estudio.

P, denota la proporcion observada para el i-ésimo valor del digito en

estudio.

n el nimero de observaciones.

1
El término P es una correccion de continuidad que tnicamente se utiliza cuando
n

su valor es menor que el primer término del numerador. Las proporciones
esperadas y observadas deben obtenerse a partir de la correspondiente funciéon de
distribucién obedeciendo al tipo de prueba que se realiza (primer digito, segundo,

etc.) presentadas anteriormente en el capitulo primero.
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En la actualidad, se considera que la correcciéon de continuidad es excesivamente

conservadora y la mayoria de trabajos desaconsejan que se aplique para muestras

grandes [npg y n(l- p8)25] (Haviland, 1900). Es por ello que es preferible no

realizar esta correcciéon de continuidad y aplicar la siguiente ecuacion.

‘pio_ [e

Z = (3.2.2)
1-p',
n

Ademas el Dr. Nigrini propone el estadistico y* (Chi-Cuadrado), para calcular la

bondad de ajuste de todos los digitos respecto a lo esperado por la Ley de Benford.

Asi, las desviaciones de todos los digitos se sumarian y el valor de este sumatorio

es comparado con el valor critico y(, , ., - La formula para el calculo del

estadistico es la habitual:

OE)

= (
Z::O (3.2.3)

Donde: O, es la frecuencia observada que el digito tome el valor i-ésimo.
E, es la frecuencia esperada que el digito tome el valor i-ésimo.

Para el caso de la prueba del primer digito los valores O, ¥ Ej seran iguales a

cero.

El Dr. Nigrini propone utilizar una u otra prueba de conformidad en funcion de si

se examina la conformidad respecto a la distribucion teérica de un digito (prueba

Z) o del conjunto de ellos (prueba y?), el estadistico Z, es un caso particular del
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x°para 1 grado de libertad. La primera permitiria detectar sobre apariciones de un

digito concreto mientras que la segunda localizara patrones desajustados. Es de
observar que las pruebas no son excluyentes sino complementarias; hallar
desajustes en los datos respecto a los valores esperados nos haria sospechar del

conjunto del registro, se haya utilizado un test u otro.

3 LaLey de Benford en el recuento de votos y algunas limitantes.

El método estadistico que se describe en esta seccion es utilizado para ayudar a
descubrir “fraude” en una eleccion electoral. Este método se distingue de otros ya
que no requiere que tengamos covariantes para las cuales podemos asumir
razonablemente que los votos estén relacionados por jurisdicciones politicas. Este
método estd basado en las pruebas de distribucién de los digitos en el recuento
de votos reportados, de esta manera todo lo que se necesita es el recuento mismo
de los votos. Siendo que el método estd basado en poca informacién, no puede en
si diagnosticar que la presencia de una anomalia ha sido el resultado o
consecuencia de “fraude” o “irregularidad”. Asi que el método se entiende maés
bien como un indicador para llevar una investigacion mdas exhaustiva en los
lugares donde se ha encontrado la anomalia; por ejemplo, el conteo manual de

boletas.

Una pregunta fundamental es ;por qué debemos esperar que la Ley de Benford
sea aplicable para los datos del recuento de votos?, un resultado fundamental es
que en general la Ley de Benford no se lleva a cabo para datos que son
absolutamente aleatorios ni muy condicionados (Raimi 1976; Hill 1995). Esta
propiedad es una base para su uso propuesto en el descubrimiento de fraude
financiero. Si alguien usa ntiimeros tomados directamente de una tabla de niimeros
aleatorios para rellenar registros financieros falsificados, entonces los digitos

ocurrirdn con igual frecuencia violando el principio de la Ley de Benford. El caso
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positivo para usar la Ley de Benford con datos financieros confia en los origenes

supuestamente complicados de datos financieros.

Conjuntos de datos que siguen la Ley de Benford cuando los elementos son el
resultado de las variables aleatorias tomadas de diversas fuentes que se han
multiplicado, dividido, o elevado a una potencia. Esto ayuda a explicar porque
ciertos conjuntos de numeros en contabilidad parecen a menudo seguir
estrechamente una distribucién de Benford. Los recuentos numéricos de conteo
son a menudo el resultado de un proceso matematico. Un ejemplo simple podria
ser una cuenta por cobrar que es el nimero de articulos vendidos (que provienen
de una distribucién) multiplicado por el precio del articulo (que viene de otra

distribucién). (Durtschi et al. 2004, 20-21).

Volviendo al caso del nimero de votos obtenidos por un candidato se observa que
efectivamente se encuentra esa escala intermedia, de hecho para que un candidato
se declare como ganador no puede obtener aleatoriamente votos en cada
municipio, es decir, no puede ganar una eleccién teniendo la misma probabilidad
de obtener pocos o mucho votos; por otra parte el total de votos obtenidos se
encuentra condicionado a tomar el valor minimo de cero y un maximo al total de

la poblacion empadronada (suponiendo que todos voten).

Ademads como ya es conocido la Ley es aplicable a Censos Poblacionales; de este
modo el nimero de votos obtenidos por un candidato en una eleccién en realidad
representa un “Censo Poblacional” donde simplemente se registra su poblacion
(votos obtenidos) en el territorio. Por lo que podemos asegurar que el conteo de
votos obtenidos por un cierto candidato en una eleccion debera seguir
cercanamente el comportamiento de la Ley de Benford ya sea en el primer o

segundo digito.

94



La clase de complejidad que puede producir recuentos con digitos que siguen la
Ley de Benford se refiere a procesos que son mezclas estadisticas (por ejemplo,
Janvresse y de la Rue (2004)), las que significan que porciones aleatorias de los
datos vienen de diferentes distribuciones estadisticas. Sin embargo, hay algunas
restricciones que se aplican a la dimensién de las mezclas. De esta manera, si
deseamos creer que en general debe esperarse que la Ley de Benford describa los
digitos del recuento de votos, necesitamos tener un proceso realista de
comportamiento que involucre mezclas entre un numero pequefio de

distribuciones.

El método de Prueba del digito estd basado en la perspectiva de que los segundos
digitos para el recuento de votos deben satisfacer la Ley de Benford (Hill 1995).
Aunque algunos han propuesto usar la Ley de Benford de la distribuciéon del
segundo digito para probar votos fraudulentos (el ej., Pericchi y Torres 2004),
prominentes monitoreos de eleccion han disputado fuertemente tales propuestas
(Carter Center 2005). Se sugiere que un enfoque cercano sobre el acto de votar
sugiere un modelo estadistico que muy a menudo produce recuentos con
segundos digitos que tiene la distribuciéon especificada por la Ley de Benford. Lo
que tenemos a menudo en los recuentos de datos de una votacion no es
precisamente la Ley de Benford sino un proceso que se parece fuertemente a la

distribucién de la Ley del Benford producido en los segundos digitos.

Otro problema importante de interés es que “si debe esperarse que la Ley de
Benford sea aplicable a todos los digitos en el recuento de votos informados”. En
particular, para los datos a nivel de municipio hay buenas razones para dudar que
los primero digitos del recuento de votos vayan a satisfacer la Ley de Benford.
Brady (2005) desarrolla una versién de este argumento. El punto bésico es que a
menudo los municipios se disefian para incluir aproximadamente el mismo

numero de votantes. Si un candidato tiene aproximadamente el mismo nivel de
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apoyo en todos los municipios, lo cual significa que parte de los votos de los
candidatos es aproximadamente el mismo en todos los municipios, entonces el
recuento de los votos tendrd como primer digito el mismo en todos los municipios.
Asimismo debido a que el nimero de votos obtenido por un candidato en una
Urna o Centro de Votaciéon nunca puede ser mayor al total de la poblacion
empadrodanada limitando de esta manera el valor del primer digito, por lo que en
estos casos se recomienda utilizar el analisis del segundo digito para determinar la

presencia de supuestas anomalias.

Generalmente se acostumbra realizar tnicamente las pruebas del primer y/o
segundo digito para la detecciéon de anomalias, debido a que en naciones pequefas
o grandes se contard con muy poca informacién, es decir, su divisién politica es de
muy pocos municipios por lo que el andlisis no seran del todo significativo
independientemente que digito se utilice, recordemos que en el caso de los dos
primeros digitos se observan 90 casos posibles por lo que es necesario que se
dispongan una amplia cantidad de informacién, la cual es inicamente disponible

para votos a nivel de urna .

Para que la Ley de Benford sea satisfecha por los digitos del namero de votos,
claramente depende de la ocurrencia de una distribuciéon fortuita de tamanos de
los municipios. De esta manera, resulta mas conveniente utilizar los segundos
digitos significativos del recuento de votos, para que por lo menos no haya

ningdn golpe bajo similar que contradiga los argumentos de la Ley.
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3.4.4 Aplicacion de la Ley de Benford en las Elecciones Presidenciales de El

Salvador en el 2004.

Para la realizacién de esta aplicacion hemos tomando como guia de trabajo,
analisis de los resultados electorales a partir de la Ley de Benford desarrollado por
Emilio Calderén de La Facultad de Ciencias de la UNAM (entre otros), para
realizar un breve analisis de la Ley de Benford en el conteo de votos en las
Elecciones Presidenciales de El Salvador 2004, dicha informaciéon se encuentra

disponible en la Junta de Vigilancia Electoral en el siguiente sitio www.jve.gob.sv,

en tal sitio se puede encontrar informacién referente a elecciones presidenciales de

afos anteriores incluso referente a las elecciones de diputados y alcaldes del Pais.

Nuestro andlisis se centra en el estudio del patréon de los dos primeros digitos
significativos del resultado del conteo de votos para las elecciones presidenciales
tanto a nivel nacional como a nivel de departamento; los candidatos que
participaron para las elecciones presidenciales en el 2004 fueron: Héctor Silva,
Shafick Handal, Rafael Machuca y Antonio Elias Saca, los cuales pertenecen
respectivamente a los siguientes partidos politicos: La coalicion CDU-PDC, FMLN,
PCN y ARENA. Los resultados aqui mostrados son por partido politico y no como

candidato, pues en nuestro pais se manejan asi las elecciones.

3.4.1 Descripcién de los Datos.

Decidimos trabajar con la base de datos correspondiente a las Elecciones
Presidenciales de 2004, debido a la importancia de la misma y en vispera a que
estamos a las puertas de nuevos comicios, ademas que como todos recordaran el
enorme descontento que se gener6 cuando el Tribunal Supremo Electoral (TSE) dio

a conocer los resultados.
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Cabe mencionar que tenemos una limitante con respecto al tamafio y calidad de la
informacién disponible, lamentablemente s6lo disponemos con informacién a nivel
de municipio (total de votos) nos resulté imposible contar con informacién a nivel
de centro de votacién o mejor atin a nivel de urna por lo que los resultados y
analisis aqui mostrados son a nivel de departamento y no a nivel de municipio
como deberia ser, es por eso que los resultados que a continuacién se muestran
podria parecer un “Insulto” para algunas personas, por lo que mas bien nuestro
trabajo es un ejemplo ilustrativo de aplicaciéon de la Ley de Benford y no un

experimento cientifico.

Vale la pena mencionar que trabajamos con esos datos suponiendo la veracidad de
los mismos, es decir, no podemos verificar de ninguna manera si esos datos son
reales. Los resultados que se muestran son votos vélidos y no sabemos si la
cantidad de votos anulados fue significativamente, ni tampoco en que condiciones
o criterios fueron anulados, en resumen no hay forma de garantizar la
transparencia de la informacién, al menos con la informacién con la que contamos,

en la tabla 3.1 se muestra un resumen de la informacién:

Como puede apreciarse contamos con el consolidado del escrutinio de votos
validos de cada partido politico que participé en los comicios electorales de 2004,
por departamento. Nosotros estamos interesados en estudiar dnicamente el
consolidado del escrutinio de votos vélidos por cada partido politico de los 262

municipios del pais.
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Tabla 3.1. Resumen del Escrutinio Final de las Elecciones Presidenciales del 2004.
VOTOS VALIDOS

DEPARTAMENTO

AHUACHAPAN
SANTA ANA
SONSONATE

CHALATENANGO
LA LIBERTAD

SAN SALVADOR
CUSCATLAN
SAN VICENTE

CABANAS
LA PAZ
USULUTAN
SAN MIGUEL
MORAZAN
LA UNION
TOTAL

PORCENTAIJE DE VOTOS OBTENIDOS
POR PARTIDO

NUMERO DE
MUNICIPIOS POR
DEPARTAMENTO

12
13
16
33
22
19
16
13
9
22
23
20
26
18
262

ARENA

66,942
123,521
91,103
44,300
162,648
388,684
56,797
33,083
35,140
66,322
71,314
87,262
37,060
49,760
1314,436

58%

FMLN

33,142
66,912
54,039
26,359
86,087
301,328
28,769
23,288
14,166
38,046
47,390
56,136
18,896
17,961
812,519

36%

PCN

5,772
4,154
8,143
1,866
4,780
7,942
2,952
2,374
2,057
4,627
2,597
4,031
2,667
7,819

61,781

3%

CDU-PDC

4,186
8,443
8,847
1,835

10,615

33,599
2,408
1,409
1,256
3,941
2,170
5,320
2,682
2,026

88,737

4%

TOTAL

110,042
203,030
162,132
74,860
264,130
731,553
90,926
60,154
52,619
112,936
123,471
152,749
61,305
77,566
2277,473

100%

Como podemos observar en la tltima fila de la tabla 1, el partido ARENA gano las

elecciones Presidenciales del 2004, con el 58% del total de votos vélidos, su

principal rival el FMLN

obtuvo un 36% del total de votos validos, la diferencia

entre ambos partidos fue de 22% de los votos a favor de ARENA, lo cual lo

adjudica como claro vencedor en las elecciones presidenciales del 2004, de hecho

un dato curioso de la eleccién es que el partido ARENA gané en 242 municipios, es

decir, en el 92.3% del territorio nacional obtuvo la mayor cantidad de votos.
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Al observar con un poco més de detalle cada dato presentado en la tabla 1, nos
damos cuenta que el partido ARENA dominé la elecciéon en todos los
departamentos al obtener por lo menos el 561 % de los votos de cada
departamento, solamente en los departamentos de San Salvador y San Vicente
obtuvo respectivamente el 53% (388,684) y 54.9% (33,083), el departamento de
Cabartias fue donde obtuvo el mayor apoyo pues recibi6 el 66.7% (35,140) del total
de votos por departamento; por su parte el partido FMLN obtuvo menos del 37
por ciento del total de votos de cada departamento con excepciéon de los
departamentos de San Salvador y San Vicente con el 41.1% (301,328) y 38.7%
(23,288) del total de votos, en el departamento de La Unioén fue en el que obtuvo el
peor apoyo pues obtuvo a penas el 23.1% (17,961) de los votos; los restantes
partidos politicos no obtuvieron méas del 5.5% del total de votos en cada uno de los
departamentos, a excepciéon del PCN que obtuvo el 10.08% (7,819) del total de

votos registrados en el departamento de La Union.

3.4.2 Analisis del primer digito significativo del recuento de votos para las

Elecciones Presidenciales del 2004.

Al obtener la frecuencia de aparicion del primer digito significativo del recuento de
votos en las Elecciones Presidenciales del 2004, obtenemos los resultados
presentados en la tabla 3.2, en ella se muestran la frecuencias observadas y

esperadas del primer digito significativo por cada partido politico.
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Tabla 3.2. Frecuencias Esperadas y Observadas del Primer Digito Significativo
del recuento de votos por Partido Politico y del Total de Votos Validos

DIGITO TEORICA | ARENA FMLN PCN CDU-PDC TOTAL
1 79 91 71 82 70 70
2 46 52 49 45 41 61
3 33 32 33 29 31 38
4 25 19 21 24 30 24
5 21 14 24 19 15 17
6 18 15 17 18 21 12
7 15 21 21 14 20 18
8 13 8 13 15 20 10
9 12 10 13 15 14 12

Notese que la frecuencia observada por parte de ARENA que mejor se ajustan a las
frecuencias esperadas, corresponde a los digitos d =3, 6 y 9 con un diferencia de
1 y 2 municipios respectivamente, por otra parte los digitos que peor se ajustan
corresponden a d =1 y 5con una diferencia de 12 y 7 municipios, las diferencias
para los restantes digitos son de no mds de 6 municipios; mientras las frecuencias
observadas que mejor se ajustan con las esperadas para el FMLN, son la de los
digitos d =3, 6, 8 y 9 con una diferencia de un municipio para los digitos 6 y 9,
para los digitos 3 y 8 es perfecta, mientras que los digitos que peor se ajustan son
d=1, 4 y 7 con una diferencia de 8, 4 y 6 respectivamente, en los restantes digitos
el ajuste no es del todo mal pues la diferencia es de exactamente 3 municipios (uno
mas que los que considerdbamos un buen ajuste para ARENA); por parte del PCN
obtenemos que las frecuencias observadas que mejor se ajustan a las esperadas son
las que corresponden a los digitos d =2, 4, 6, y 7 con una diferencia de 1
municipio para todos los digitos a excepcién del 6 el cual es perfecta, mientras que
para los restantes digitos el ajuste no es tan malo pues presenta diferencia maxima
de 4 municipios para el 3, 3 para el 1y 2 en el resto (5 y 8), podriamos decir que
son los datos que mejor se ajustan a la Ley Benford; mientras que para el CDU-

PDC los digitos que mejor se ajustan son los d =3 y 9 con una diferencia de 2
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municipios, el resto tiene diferencias mayores o iguales a 3 pero menores a 10;
finalmente el total de votos es el peor ajuste, la diferencia minima corresponde a 9

(ajuste perfecto) y la méxima para el 2 (15 municipios).

De la tabla 3.2 también podemos observar que el digito uno es el que peor ajuste
tiene para todos los partidos politicos, mientras que el tres es uno de los que ha
obtenido menores errores o que cuyas frecuencias observadas se encuentran lo

suficientemente cercanas a las esperadas.
En la tabla 3.3 se muestra el estadistico Z (obtenido a partir de la ecuacién 3.2.2)
para cada digito, si recodamos este estadistico recoge las desviaciones de los datos

observados vs. la Ley de Benford para cada uno de los digitos.

Tabla 3.3. Estadistico Z Para el Primer Digito Significativo.

DiGITO ARENA FMLN PCN CDU-PDC TOTAL
1 1.634 1.060 0.422 1.195 1.195
2 0.951 0.465 0.184 0.833 2411
3 0.137 0.050 0.698 0.324 0.984
4 1.335 0.917 0.290 0.963 0.290
5 1.543 0.745 0.399 1.315 0.857
6 0.628 0.133 0.114 0.855 1.369
7 1.535 1.535 0.316 1.270 0.742
8 1.515 0.113 0.448 1.850 0.954
9 0.588 0.299 0.890 0.595 0.003

Hemos senalado de color rojo aquellos valores mayores a la unidad, nos indican
que los digitos correspondientes por cada partido politico, no se ajustan muy bien
debido a una mayor desviacion entre los datos observados y los esperados por la
Ley de Benford. Notemos que el partido ARENA tiene cinco digitos con valores Z
mayores a la unidad y corresponden a los valores 1, 4, 5, 7 y 8, también el valor de

2 es bastante proximo a la unidad; para el FMLN se tienen tinicamente dos valores
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mayores a la unidad los cuales corresponde a los digitos 1y 7; el PCN no presenta
ningun valor grande, esto confirma el buen ajuste que se mencionaba y mostraba
en la tabla 2; el CDU-PDC presenta cuatro valores mayores a la unidad que
corresponden a los digitos 1, 5, 7 y 8; en cambio en el total de votos validos se
presenta tres valores mayores a la unidad que corresponden a los digitos 1, 2y 6, el

segundo con un valor mayor a 2.

Por otra parte notemos que para el caso del primer digito presenta valores mayores
a la unidad para todos los partidos politicos a excepciéon del PCN; el digito 7
también presenta valores mayores a la unidad para los tres partidos politicos; el
digito 2 no presenta valores mayores a la unidad para ningtn partido a excepcion
del total de votos validos donde obtiene un valor de 2.41, un comportamiento
bastante similar lo presenta el digito 6; los digito 3 y 9 son los que presentan un
mejor ajuste. En la tabla 3.4 se muestran las distribuciones teéricas para el primer

digito significativo del escrutinio de votos s6lo para recordar.

Tabla 3.4. Distribucién del Primer Digito Significativo (Esperadas)
d 1 2 3 4 5 6 7 8 9

P(d1) | 0.3010 | 0.1761 | 0.1249 | 0.0969 @ 0.0792 | 0.0669 & 0.0580 | 0.0512 | 0.0458

Con el estadistico Z, podemos ver la conformidad respecto a la distribucién tedrica
de un digito en particular, hemos visto que el conjunto de digito por parte del
PCN se ajustan bastante bien a los esperados, para confirmar esto utilizamos el

estadistico y” ( Chi-Cuadrado) el cual nos permite ver la conformidad de la bondad

de ajuste de todos los digitos respecto a lo esperado por la Ley de Benford.

En la tabla 3.5 se muestran los estadisticos Chi-cuadrado para la distribuciéon del
primer digito en el recuento de votos a nivel de departamento y también a nivel

nacional, estas estadisticas pueden compararse con el valor critico 7, , 4 -
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Entonces se podréd concluir a un nivel de significancia del 5% y (9-1) grados de

libertad que los valores observados seran confiables si »” (Chi-Cuadrado) es menor

al valor critico de 15.5.

Tabla 3.5. Estadistico Chi-Cuadrado Para el Primer Digito.

VOTOS VOTOS VOTOS VOTOS CONSOLIDADO
DEPARTAMENTO | AReNA | FMIN | PCN CDU-PDC DE VOTOS
Ahuachapan 10.21 6.57 13.58 10.17 13.73
San Salvador 1.33 2.94 6.21 5.32 6.87
Cabafias 15.25 7.67 5.54 34.38 6.97
Chalatenango 4.25 10.27 5.58 14.03 2.72
Cuscatlan 6.96 7.32 7.73 15.66 5.46
La Libertad 12.48 9.76 5.67 8.03 7.06
La Paz 5.97 2.39 8.83 9.54 4.22
La Unidn 7.21 3.21 12.59 3.35 3.55
Morazan 4.38 10.70 11.30 6.74 6.68
San Miguel 13.78 3.48 17.84 4.10 12.69
San Vicente 7.82 16.94 4.24 10.82 19.43
Santa Ana 6.11 4.12 6.94 8.92 5.50
Sonsonate 4.18 13.37 4.14 1.89 10.02
Usulutan 4.90 10.23 5.44 1.27 5.79
Nivel Nacional 11.52 4.57 1.85 9.88 10.52

Si se realizara un analisis a nivel de pais, podriamos concluir que aparentemente
no se presenta ninguna anomalia o alteracién en el conteo de votos, pues ninguno
de los valores Chi-Cuadrado resulta ser mayor al valor critico de 15.5 para todos
los partidos politicos como para el total de votos validos, de hecho se encuentran

en un margen bastante aceptable.
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En cambio si nos concentramos a nivel de departamento nos damos cuenta que: el
departamento de Cabafias presenta el valor de Chi-Cuadrado igual a 34.38 (mas
que el doble del valor critico) para el CDU-PDC y un valor bastante proximo al
valor critico para ARENA; en los departamentos de Cuscatlan, San Miguel y San
Vicente presentan un valor Chi-Cuadrado mayor al valor critico correspondiente a
los partidos CDU-PDC, PCN y FMLN con valores 15.66, 17.84 y 16.94
respectivamente, en este tltimo departamento también el total de votos presenta

un valor Chi-Cuadrado de 19.43.

Tanto el PCN como el FMLN presentan en un departamento el valor y°

calculado mayor al valor critico, en los restantes departamentos ambos partidos
obtienen valores bastante bajos con lo que podriamos pensar que el ajuste en ellos
es muy bueno, sin embargo, para el PCN, 10 de sus 14 valores son menores a 10,
mientras que para el FMLN son 5 y uno bastante préximo; ARENA no presenta
ninguno mas, sin embargo, existe un valor bastante proximo al valor critico; el
CDU-PDC presenta dos valores mayores y uno de los cuales es mas que el doble
del valor critico; en el total de votos solamente hay un valor Chi-Cuadrado mayor

al valor critico.

En los siguientes graficos se muestran las curvas de las distribuciones observadas
vrs la tedrica del primer digito significativo para cada partido politico y del total de
votos validos, esto con el fin de visualizar graficamente los resultados hasta ahora

mostrados.
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Graficos: Distribuciones observadas y teéricas de la Ley de Benford, para el primer
digito significativo, del recuento de votos por Partidos Politico.

Figura 3.1. Figura 3.2.
Proporciones Esperadas(Teorica) y Observadas, de |a Aparicion del Proporciones Esperadas(Teorica) y Observadas, de la Aparicion del
Primer Diglta Signiticativo del recuento de votos del Pen. Primer Digito Significativo del recuento de votos para el Fmln.
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Figura 3.4.

Figura 3.5.

0.35

0.30

0.25

0.20

0.15

0.10

Proporciones Esperadas(Teorica) y Observadas, de la Aparicion del
Primer Digito Significativo del recuento de votos para Arena.

Q

AN

—e=—Teorica =—#=Arena

0.35

0.30

0.25

0.20

0.15

0.10

0.05

0.00

Proporciones Esperadas(Teorica) y Observadas, de |a Aparicion del
Primer Digito Significativo del Total del recuento de votos.

A\

—#=Teorica =+=Total

En todas las curvas se observa claramente que la distribucién del primer digito

correspondiente para el partido PCN, es la que mejor se ajusta a la Ley de Benford,

el ajuste para el FMLN a simple vista no podria considerarse tan malo, mientras

que las curvas correspondiente a ARENA, CDU-PDC vy total de votos presentan

mayor diferencia a la presentada por Benford, estos resultados estan bastante

proximos con los expuestos anteriormente.

El analisis que hemos realizado hasta el momento es el resultado de estudiar el

escrutinio de votos obtenidos por cada partido politico, del total de los 262

municipios que hay en el pais. Pero como lo mencionamos anteriormente la

prueba del primer digito significativo, no nos indica en si

presentado

realmente se ha

un fraude o alguna irregularidad en las elecciones para esos

departamentos, pero como también ya lo mencionamos nos da un indicio, para

llevar un estudio mas exhaustivo en esos departamentos, quien sabe tal vez sea

necesario comparar el porcentaje de votos nulos con los vélidos y los obtenidos en

los departamento por cada partido politico y asi poder observar con mas detalle

que es lo que realmente estd ocurriendo, quien sabe tal vez podria ser
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indispensable realizar un nuevo conteo de los votos para estos departamentos, y

asi confirmar o rechazar la posibilidad de fraude.

3.4.3 Analisis del segundo digito significativo del recuento de votos para las

Elecciones Presidenciales del 2004.

Para confirmar o fortalecer los resultados obtenidos con la  prueba del primer
digito significativo realizamos un analisis bastante similiar s6lo que en esta ocasiéon
para el segundo digito significativo en el recuento de votos de las elecciones

presidenciales del afio 2004.

Las proporciones observadas del segundo digito significativo del recuento de
votos de las Elecciones Presidenciales de 2004 de nuestro pais, se muestran en la
tabla 3.6 para cada partido politico, ademas se muestra la proporcion esperadas del

segundo digito significativo, obtenidas a través de la siguiente ecuacién.
9
P(d,) =) log, (1 +(10d, +d, )‘1 ); d=0,1,2,....9 (3.4.3.1)
d)=1

Tabla 3.6. Proporciones Esperadas y Observadas del Segundo Digito Significativo
del recuento de votos por Partido Politico y del Total de Votos Validos

DIGITOS | TEOGRICA | ARENA | FMLN PCN CDU-PDC TOTAL
0 0.120 0.080 0.160 0.141 0.103 0.141
1 0.114 0.099 0.088 0.107 0.095 0.095
2 0.109 0.107 0.130 0.084 0.122 0.076
3 0.104 0.103 0.092 0.122 0.107 0.134
4 0.100 0.103 0.092 0.115 0.111 0.107
5 0.097 0.122 0.122 0.103 0.084 0.115
6 0.093 0.115 0.073 0.076 0.073 0.088
7 0.090 0.092 0.080 0.057 0.103 0.092
8 0.088 0.103 0.092 0.069 0.050 0.092
9 0.085 0.076 0.073 0.073 0.080 0.061
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Notese que las proporciones observadas por parte de ARENA que mejor se ajustan

a las proporciones esperadas, corresponde a los digitos d =2, 3 y 7 con una

diferencia de 0.002, 0.001 y 0.002, las cuales equivalen a 1, 0 y 0 municipios
respectivamente, por otra parte los digitos que peor se ajustan corresponden a

d=0 y5con una diferencia de 0.04 y 0.025, los cuales también equivalen

respectivamente a 10 y 7 municipios, las diferencias para los restantes digitos no
resulta ser mayor a 0.022 la cual también equivale a 6 municipios; mientras las
proporciones observadas que mejor se ajustan con las esperadas para el FMLN, son

la correspondientes a los digitos d =4 y 8 con diferencias de 0.008 y 0.004, las

cuales equivalen a 2 y 1 municipio, mientras que los digitos que peor se ajustan

son d=0,1 y5 con diferencias de 0.04, 0.026 y 0.025 que equivalen a 11, 7 y 7

respectivamente, en los restantes digitos el ajuste no es del todo mal pues la
diferencia maxima es de 0.021 y la minima de 0.01 que equivale a 5 y 3 municipios
respectivamente; por parte del PCN obtenemos que las proporciones observadas
que mejor se ajustan a las esperadas son las que corresponden a los digitos

d=1y5 con diferencias de 0.007 y 0.006 respectivamente que equivale a 2

municipios, para los restantes digitos observemos que ahora el ajuste no es tan
bueno como el que se presentaba para el primer digito, pues la diferencia maxima
la cual corresponde al valor de 7 es de 0.033 que corresponde a 9 municipios,
mientras que la minima es el digito 9 con un valor de 0.012 (equivale a 3
municipios); mientras que para la coalicion CDU-PDC los digitos que mejor se

ajustan son los d=3 y 9 (que también fueron en el primer digito) con una

diferencia de 0.003 y 0.005 que equivalen a 1 municipio, en el resto de digitos se
tienen diferencias mayores o iguales a 0.013 (digitos 5 y 7) pero menores a 0.038
(digito 8), que equivalen respectivamente a 2 y 10 municipios; finalmente en el
total de votos validos se observa al igual que en el primer digito que el ajuste a
Benford no es tan bueno, la diferencia minima corresponde a 7 (ajuste perfecto) y

la méxima para el 2 (9 municipios).
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De la tabla 6 también podemos observar que el digito cero es el que peor ajuste
tiene en todos los partidos politicos, para los restantes valores las diferencias han

tenido un valor bastante significativo en algunos partidos mientras que en otros no.
En la tabla 3.7 se muestra el estadistico Z (obtenido a partir de la ecuacién 3.2.2)
para cada digito, si recordamos este estadistico recoge las desviaciones de los datos

observados vrs. La Ley de Benford para cada uno de los digitos.

Tabla 3.7. Estadistico Z Para el Segundo Digito Significativo.

DiGITOS ARENA FMLN PCN CDU-PCN TOTAL
0 1.971 2.026 1.074 0.829 1.074
1 0.747 1.330 0.358 0.941 0.941
2 0.101 1.089 1.292 0.692 1.689
3 0.068 0.674 0.943 0.135 1.549
4 0.148 0.469 0.765 0.559 0.354
5 1.395 1.395 0.349 0.696 0.976
6 1.175 1.160 0.948 1.160 0.311
7 0.071 0.576 1.869 0.717 0.071
8 0.887 0.231 1.080 2.173 0.231
9 0.503 0.724 0.724 0.281 1.389

Hemos sefialado nuevamente de color rojo aquellos valores mayores a la unidad,
nos indican que los digitos correspondientes para cada partido politico, no se
ajustan muy bien debido a una mayor desviacion entre los datos observados y los
esperados por la Ley de Benford. Notemos que el partido ARENA tiene tres digitos
con valores Z mayores a la unidad (2 menos que para el primer digito) y
corresponden a los valores 0, 5 y 6, y ademas no se encuentran valores proximos a
la unidad; el FMLN ahora tiene cinco valores mayores a la unidad (3 més que en el
primer digito) los cuales corresponde a los digitos 0, 1, 2, 5 y 6, de hecho uno de
esos valores es mayor a 2 (para 0); el PCN que en el primer digito no presentaba

valores mayores a la unidad ahora tiene cuatro y corresponden a los digitos 0, 2, 7
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y 8, esto confirma que ahora el ajuste no es del todo bueno, ademas de tener dos
valores bastantes proximos a la unidad; el CDU-PDC presenta dos valores mayores
a la unidad (uno de ellos mayor a 2) que corresponden a los digitos 6 y 8, y uno
bastante proximo a la unidad; en cambio en el total de votos validos se presenta
cuatro valores mayores a la unidad que corresponden a los digitos 0, 2, 3 y 9,

ademas de dos valores bastante cercano a la unidad.

Por otra parte, notemos que el digito cero presenta valores mayores a la unidad en
todos los partidos politicos a excepcion del CDU-PDC, de hecho para el FMLN
presenta un valor mayor a 2; el digito 6 también presenta valores mayores a la
unidad para todos los partidos politicos a excepcion del PCN y también para el
total de votos vélidos; para cada uno de los digitos 2, 5 y 8 presentan exactamente
valores mayores a la unidad para dos partidos politicos, en ellos dos corresponden
al FMLN y al PCN y uno para ARENA y el CDU-PDC que tiene un valor igual a
2.17, podriamos decir que el ajuste en general para todos los digitos no es bueno
porque presenta valores relativamente grandes, en algunos casos bastante
préoximos a la unidad, para ser mas exactos 18 de los 50 valores mostrados en la

tabla son mayores a la unidad, y dos de ellos mayores a dos.

En la tabla 3.8 se muestran los estadisticos Chi-cuadrado para la distribucién del

segundo digito, en el recuento de votos a nivel de departamento y también a
nivel nacional, estas estadisticas pueden compararse con el valor critico 7¢, ,_; 4 -
Entonces se podra concluir a un nivel de significancia del 5% y (10-1) grados de

libertad que los valores observados seran confiables si »” (Chi-Cuadrado) es menor

al valor critico de 16.92.

111



Tabla 3.8. Estadistico Chi-Cuadrado Para el Segundo Digito Significativo.

DEPARTAMENTO VOTOS | VOTOS | VOTOS VOTOS CONSOLIDADO

ARENA | FMLN PCN CDU-PDC DE VOTOS
Ahuachapan 6.03 9.14 10.89 4.92 7.35
San Salvador 7.87 12.78 6.15 11.01 8.97
Cabaias 8.54 11.11 14.45 3.77 3.41
Chalatenango 10.49 6.27 12.37 12.23 17.88
Cuscatlan 8.10 4.13 18.44 14.07 7.00
La Libertad 7.69 12.31 4.43 1.70 7.43
La Paz 24.15 1.54 13.38 4.64 10.69
La Unién 9.78 10.37 6.38 2.93 2.39
Morazan 9.79 2.99 11.16 3.77 17.00
San Miguel 8.68 16.38 5.79 20.11 9.15
San Vicente 11.82 5.38 8.86 5.99 13.05
Santa Ana 6.83 15.00 4.40 10.70 10.96
Sonsonate 11.32 5.22 5.42 5.33 7.00
Usulutan 23.27 4.20 7.83 8.09 5.86
Nivel Nacional 7.91 10.65 9.59 8.62 9.37

Si se realizara un andlisis a nivel de pais, podriamos concluir que aparentemente
no se presenta ninguna anomalia o alteracién en el conteo de votos, pues ninguno
de los valores Chi-Cuadrado resulta ser mayor al valor critico de 16.9 para todos
los partidos politicos como para el total de votos vélidos, de hecho se encuentran

en un margen bastante aceptable.

En cambio si nos concentramos a nivel de departamento nos damos cuenta que: el
departamento de Chalatenango presenta el valor de Chi-Cuadrado igual a 17.88
para el total de votos vélidos y ningtan valor lo suficientemente cercano al valor
critico; en los departamentos de Cuscatlan, La Paz, Morazan, San Miguel vy
Usulutan presentan valores Chi-Cuadrado mayor al valor critico que corresponden

respectivamente a los partidos PCN, ARENA, del total de votos validos, FMLN y
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PDC (para el departamento de San Miguel) y ARENA con valores 18.44, 24.15,
17.0,16.38, 20.11 y 23.27 respectivamente.

Tanto el PCN, FMLN y el CDU-PDC presentan exactamente en un departamento
el valor y? calculado mayor al valor critico, en los restantes departamentos esos
partidos obtienen valores bastante bajos con lo que podriamos pensar que el ajuste

en ellos es muy bueno, sin embargo, para el PCN y FMLN 6 de sus 14 valores son

menores a 10, mientras que para el PDC-CDU son 5; ARENA presenta dos valores

x? mayores al valor critico en los departamentos de La Paz y Usulutéan; en el total
de votos se encuentran dos valores y° mayores al valor critico (en los

departamentos de Chalatenango y Morazan).

En los siguientes gréficos se muestra las curvas de las distribuciones observadas
vrs. la tedrica para el segundo digito significativo para cada partido politico y del
total de votos validos, esto con el fin de visualizar graficamente los resultados

hasta ahora mostrados.
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Figura 3.8
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En todas las curvas se observa claramente que la distribucién del segundo digito
observado para el conteo de votos difiere con las esperadas segin la Ley de
Benford en cada uno de los partidos politicos que participaron en los comicios asi,
pero mantienen la tendencia, con base a dichos gréficos sefialamos que no es
conveniente realizar una investigacion mas exhaustiva con el fin de determinar si
realmente existi6 o no manipulaciéon en el conteo de votos de las Elecciones

Presidenciales del afio 2004.
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Los resultados que se han obtenido por la prueba del primer y segundo digito
significativo sugieren unos leves problemas en el recuento de votos de las
elecciones presidenciales del 2004 en algunos departamentos del pais,
principalmente en San Miguel, sin embargo, se necesita un anélisis mas fino para
obtener conclusiones mds claras, pero la impresion general es que una

investigaciéon mas intensiva de los resultados de la eleccién no es necesaria.

3.4.4 Conclusiones de la aplicacion.

e Con ayuda del estadistico Z hemos encontrados una serie de datos
curiosos que llaman la atencién, pues no presentan un ajuste adecuado a la
Ley de Benford en el primer digito significativo en el recuento de votos de
las Elecciones Presidenciales de 2004, especialmente el partido ARENA es el
que mas desajustes presenta, pues de los 14 anomalias encontradas 5
corresponden a dicho partido; mientras que para el FMLN soélo se
encontraron dos anomalias; la coalicion CDU-PDC es el segundo partido
con mas anomalias encontradas pues se le encontraron 4; el PCN por su

parte no presenta ninguna.

e Con ayuda del estadistico y* hemos encontrados una serie de datos

curiosos que llaman la atencion, pues no presentan un ajuste adecuado en el
primer digito significativo en el recuento de votos de las Elecciones
Presidenciales de 2004, especialmente el partido ARENA, FMLN y PCN
presenta tinicamente una anomalia, la coalicion CDU-PDC mostr6 tener dos
anomalias en el patron de los digitos, solo que en esta ocasién se tiene 6

anomalias en total y no 14 como era el caso de la prueba Z.

e Con ayuda del estadistico Z hemos encontrados una serie de datos que

presentan desajustes a la Ley de Benford, pues no presentan un ajuste
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adecuado en el segundo digito significativo en el recuento de votos de las
Elecciones Presidenciales de 2004, especialmente el partido FMLN es el que
mads presenta, pues de las 18 anomalias encontradas 5 corresponden a dicho
partido; mientras que para el PCN se encontraron 4 desajustes; ARENA es el

tercer partido con mas anomalias encontradas pues se le encontraron 3.

A través del estadistico y* hemos encontrado muy pocos datos curiosos que

llaman la atencion, es decir, que no presentan un ajuste adecuado en el
segundo digito significativo en el recuento de votos de las Elecciones
Presidenciales de 2004, especialmente ARENA es el partido con mas
anomalias encontradas pues tiene dos; el resto de partidos tiene solamente

una anomalia.

En general no existe suficientes indicios para dudar de la veracidad de los
resultados de las Elecciones Presidenciales de 2004, esto debido a que como
ya mencionamos anteriormente el analisis del patron de digitos solamente
es un indicador, el cual permite llevar un estudio mas exhaustivo para
verificar la presencia o ausencia de fraude; ademas de existir un buen

margen de ganancia por parte del partido ganador.
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APENDICE

Teoria de la Medida y Teoria Ergddica.

A.1. Colecciones de subconjuntos.

Definicién A.1.1: Dado el espacio total 2 una clase 3 c p(Q)tiene estructura de o-

Algebra si y s6lo si.

a) Qe

by V AeJ es A€ 3
c) V sucesion {A,} .y <3 es U A4, €3
n=1
Cuando Q=R y 3=(a,b] con a y beR se denomina o-algebra de Borel y se

representa por B(R), ésta o-dlgebra no s6lo estd engendrada por I sino que esté

engendrada por cualquier de las siguientes clases de intervalos

3, :(a,b), 3, =(—00,b], 3, =[a,00), 3, :[a,b], 3 :(a,oo), I =[a,b), 3, :(—oo,b)

La o-algebra de Borel contiene a todos los intervalos abiertos, semiabiertos o

cerrados, y es la menor o-Algebra que los contiene.

A.2 Medida de Lebesgue en R
Sea v el dlgebra de todas las uniones finitas de intervalos semiabiertos de R, es

decir, todos los conjuntos de la forma

k
4 :Ul[af’bf)
s
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Definimos una funcion £ :v — R mediante

=3 (b,-a)

J=1

Definicion A.2.1: Dado un conjunto A c R y x € R, definimos el conjunto

trasladadoA(x) = {x +y:ye A}
Lema A.2.2: [nvariancia bajo traslacion. ,u(A) = ,u(A(x))

B.1 Dinamica que preserva medida.

Definicion B.1.1: sea f:/ — J, la funcion f(x) es un homorfismo si f(x) es uno

a uno, sobreyectiva y continua, y f~'(x) es también continua.

Sea (X ,S) un espacio medible y sea 7': X — X una transformacién medible, es

decir 7' (4)eI VA€ I
Definicion B.1.2: Sea T medible en un espacio (X ,S). Una medida use dice que

es invariante por 7, o que T preserva f , se dice también que T es un

automorfismo del espacio de medida (X , 3, U ) , si

1(T7(4))=p(4) v4e3

118



Teorema B.1.3: Si X es un espacio métrico compacto, J es la sigma-algebra de
Borel y 7' es CONTINUA, entonces existe (frecuentemente infinitas) medida de

probabilidad invariante.

La medida de Lebesgue m en R induce una medida m_ en S' dada por
m_ (A) = m(l“[f1 (A) ) [0,1]). Esta medida m_ se llama medida de Lebesgue en el

circulo. Como m en R es invariante por traslaciones, m_ es invariante por las

rotaciones.

Definicion B.1.4: Ergodicidad

Sea (X , 3, ,u) un espacio de medida de probabilidad y 7": X — X medible que
preserva 4. Se dice que 7T es ergodica respecto a la medida 4, o que g es una
medida ergddica para 7, si todo conjunto medible A que sea invariante por 7 (es

decir T~ (A) = A) tiene o bien medida nula o bien medida 1.

Teorema B.1.5: La rotacion irracional del circulo es ergédica respecto a la medida

de Lebesgue.
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Conteo de votos a nivel de municipio Elecciones Presidenciales 2004

DEPARTAMENTO ‘ MUNICIPIO ‘ ARENA ‘ CDU.PDC ‘ FMLN ‘ PCN ‘ TOTAL ‘
VALIDOS
AHUACHAPAN | AHUACHAPAN | 26139 | 1228 | 11,286 | 3,017 | 41,670 |
AHUACHAPAN | ATIQUIZAYA | 7846 | 312 4421 | 363 | 12,942 |
AHUACHAPAN | SANFRANCISCOMENENDEZ | 7568 | 666 | 3239 | 463 | 11,936 |
AHUACHAPAN | TACUBA | 4894 | 249 . 3071 | 628 | 8,842 |
AHUACHAPAN | CONCEPCION DE ATACO | 3494 | 77 . 1784 | 73| 5,428 |
AHUACHAPAN | JUJUTLA | 31% | 708 | 2042 | 213 | 6,159 |
AHUACHAPAN | GUAYMANGO L2734 | 498 2423 | 216 | 5,871 |
AHUACHAPAN | APANECA | 2630 | 87 916 | 135 | 3,768 |
AHUACHAPAN | SAN PEDRO PUXTLA 1,908 | 116 1182 | 75| 3,281 |
AHUACHAPAN | SAN LORENZO L1872 | 63 928 | 206 | 3,069 |
AHUACHAPAN | TURIN | 2295 | 9% | 1055 | 71 | 3,514 |
AHUACHAPAN | EL REFUGIO | 2366 | 89 795 | 312 | 3,562 |
SANTA ANA | SANTA ANA | 57733 | 4268 | 38441 | 1,665 | 102,107 |
SANTA ANA | CHALCHUAPA | 18,030 | 927 | 10176 | 621 | 29,754 |
SANTA ANA | METAPAN | 13861 | 1,062 | 6520 | 341 | 21,784 |
SANTA ANA | COATEPEQUE | 7536 | 376 L2712 | 335 | 10,959 |
SANTA ANA | EL CONGO | 6800 | 442 2287 | 143 | 9,672 |
SANTA ANA | TEXISTEPEQUE | 4915 | 665 1568 | 240 | 7,388 |
SANTA ANA | CAND. DE LA FRONTERA | 6292 | 334 1795 | 408 | 8,829 |
SANTA ANA | SAN SEBASTIAN SALIT. | 2385 | 109 1228 | 63 | 3,785 |
SANTA ANA | SANTA ROSA GUACH. L1332 | 49 185 | 65 | 1,631 |
SANTA ANA | SANTIAGODELA FRONTERA | 1472 | 64 46 | 72| 2,084 |
SANTA ANA | EL PORVENIR L1647 | 84 . 879 | 58 | 2,668 |
SANTA ANA | MASAHUAT | 598 | 34 . 316 | 114 | 1,062 |
SANTA ANA | SAN ANTONIO PAJONAL | 920 | 29 329 | 29 | 1,307 |
SONSONATE | SONSONATE | 17904 | 1672 | 12004 | 852 | 32,432 |
SONSONATE | 1ZALCO | 16244 | 865 | 6709 | 1,108 | 24,926 |
SONSONATE | ACAJUTLA | 8236 | 2249 | 7814 | 401 | 18,700 |
SONSONATE | ARMENIA 9859 | 446 3199 | 335 | 13,839 |
SONSONATE | NAHUIZALCO | 7405 | 422 7260 | 2327 | 17,414 |
SONSONATE | JUAYUA | 6510 | 291 3022 | 643 | 10,466 |
SONSONATE | SANJULIAN | 3712 | 258 | 1854 | 546 | 6,370 |
SONSONATE | SONZACATE | 5421 | 589 2586 | 320 | 8,916 |
SONSONATE | SAN ANTONIO DEL MONTE | 4485 | 655 | 332 | 204 | 8,670 |
SONSONATE | NAHUILINGO | 2186 | 272 . 1153 | 90 | 3,701 |
SONSONATE | CUISNAHUAT . 1778 | 109 1177 | 278 | 3,342 |
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SONSONATE ‘ SANTA CATARINA. ‘ 1,519 ‘ 312 ‘ 871 ‘ 457 ‘ 3,159 ‘
MASAHUAT
SONSONATE | CALUCO L1242 | 144 | 1,083 | 286 | 2,755 |
SONSONATE | SANTA ISABEL ISHUATAN \ 1727 | 97 649 | 138 | 2,611 |
SONSONATE | SALCOATITAN | 1556 | 141 630 | 87 | 2,414 |
SONSONATE ‘ SANTO DOMINGO DE ‘ 1,319 ‘ 325 ‘ 702 ‘ 71 ‘ 2,417 ‘
GUZMAN
CHALATENANGO | CHALATENANGO | 8148 | 323 | 5092 | 137 | 13,700 |
CHALATENANGO | NUEVA CONCEPCION L6729 | 327 | 3412 | 253 | 10,721 |
CHALATENANGO | LA PALMA | 2795 | 243 . 1246 | 150 | 4,434 |
CHALATENANGO | TEJUTLA L3112 | 128 L1652 | 192 | 5,084 |
CHALATENANGO | LA REINA L2099 | 83 o917 | 123 | 3,222 |
CHALATENANGO | ARCATAO | 355 | 7 o751 | 4| 1,117 |
CHALATENANGO | SAN IGNACIO | 1,768 | 50 . 1153 | 100 | 3,071 |
CHALATENANGO | DULCE NOMBRE DE MARIA | 1306 | 47 595 | 74 | 2,022 |
CHALATENANGO | CITALA 1,097 | 24 o502 | 191 | 1,814 |
CHALATENANGO | AGUA CALIENTE | 2086 | 151 o623 | 42 | 2,902 |
CHALATENANGO ‘ CONCEPCION ‘ 1,713 ‘ 52 ‘ 781 ‘ 91 ‘ 2,637 ‘
QUEZALTEPEQUE
CHALATENANGO | NUEVA TRINIDAD 152 | 9 . 58 | 3 | 750 |
CHALATENANGO | LASVUELTAS | 78 | 7 595 | 2| 682 |
CHALATENANGO | COMALAPA . 958 | 37 636 | 29 | 1,660 |
CHALATENANGO | SAN RAFAEL | 1331 | 44 . 536 | 43 | 1,954 |
CHALATENANGO | LASFLORESOSAN]. | 19 | 7 o673 | 1| 700 |
CHALATENANGO | OJO DE AGUA | 854 | 7 406 | 13| 1,280 |
CHALATENANGO | NOMBRE DE JESUS L 794 | 10 . 815 | 10 | 1,629 |
CHALATENANGO | POTONICO L399 | 4 29 | 6 | 708 |
CHALATENANGO | SANFRANCISCOMORAZAN | 380 | 22 | 557 | 22 | 981 |
CHALATENANGO | SANTA RITA 1288 | 47 461 | 62 | 1,858 |
CHALATENANGO | LALAGUNA L1179 | 13 49 | 32 | 1,673 |
CHALATENANGO | SAN ISIDRO LABRADOR | 28 | 7 177 | 3 215 |
CHALATENANGO | SAN ANTONIO DE LA CRUZ | 403 | 26 o204 | 11| 644 |
CHALATENANGO | EL PARAISO | 2592 | 83 990 | 213 | 3,878 |
CHALATENANGO | SAN MIGUEL DE MERCEDES | 595 | 41 o388 | 11| 1,005 |
CHALATENANGO | SAN LUIS DEL CARMEN 2 6 o133 | 4| 514 |
CHALATENANGO | CANCASQUE | 346 | 6 29 | 19 | 667 |
CHALATENANGO | SAN ANTONIO LOS RANCHOS | 2 | 3 460 | 1| 490 |
CHALATENANGO | EL CARRIZAL 645 | 5 366 | 10 | 1,026 |
CHALATENANGO | SAN FERNANDO | 553 | 7 o2 |9 | 865 |
CHALATENANGO | AZACUALPA . 357 | 8 138 | 5| 508 |
CHALATENANGO | SAN FRANCISCO LEMPA 244 | 1 204 | 0 | 449 |
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LA LIBERTAD | SANTA TECLA | 36017 | 3724 | 24189 | 511 | 64,441 |
LA LIBERTAD | QUEZALTEPEQUE | 12,003 | 588 | 8498 | 418 | 21,507 |
LA LIBERTAD | CIUDAD ARCE | 13775 | 616 | 5688 | 335 | 20,414 |
LA LIBERTAD | SANJUAN OPICO | 15589 | 791 | 6758 | 468 | 23,606 |
LA LIBERTAD | COLON | 23777 | 1307 | 10137 | 550 | 35,771 |
LA LIBERTAD | LA LIBERTAD | 8935 | 557 | 5450 | 326 | 15,268 |
LA LIBERTAD | ANTIGUO CUSCATLAN | 11,260 | 1419 | 5537 | 99 | 18,315 |
LA LIBERTAD | COMASAGUA | 2403 | 0 | 1558 | 73 | 4,119 |
LA LIBERTAD | SAN PABLO TACACHICO | 3965 | 120 2786 | 256 | 7,127 |
LA LIBERTAD | JAYAQUE | 3401 | 97 . 1745 | 107 | 5,350 |
LA LIBERTAD | HUIZUCAR 2567 | 69 . 1,045 | 280 | 3,961 |
LA LIBERTAD | TEPECOYO | 3141 | 115 L1014 | 149 | 4,419 |
LA LIBERTAD | TEOTEPEQUE 2752 | 81 o9 | 47| 3,659 |
LA LIBERTAD | CHILTUIPAN | 2240 | 47 1220 | 64 | 3,571 |
LA LIBERTAD | NUEVO CUSCATLAN | 235 | 149 | 1005 | 86 | 3,596 |
LA LIBERTAD | TAMANIQUE | 2698 | 76 1341 | 158 | 4,273 |
LA LIBERTAD | SACACOYO 37| 157 1404 | 88 | 5,420 |
LA LIBERTAD | SANJORGE VILLANUEVA | 2570 | 108 1540 | 74| 4,292 |
LA LIBERTAD | ZARAGOZA | 5140 | 259 | 2637 | 349 | 8,385 |
LA LIBERTAD | TALNIQUE | 1765 | 56 . 531 | 40 | 2,392 |
LA LIBERTAD | SAN MATIAS . 1173 | 63 943 | 269 | 2,448 |
LA LIBERTAD | JICALAPA | 1350 | 126 o287 | 33 | 1,796 |
SANSALVADOR | SANSALVADOR | 98586 | 11,027 | 69542 | 1,822 | 180,977 |
SANSALVADOR | CIUDAD DELGADO | 25314 | 2123 | 20161 | 523 | 48,121 |
SANSALVADOR | MEJICANOS | 32548 | 3666 | 34431 | 599 | 71,244 |
SANSALVADOR | SOYAPANGO | 63091 | 5123 | 55850 | 1,071 | 125,135 |
SANSALVADOR | CUSCATANCINGO | 15965 | 1289 | 13435 | 268 | 30,957 |
SANSALVADOR | SAN MARCOS | 15181 | 1432 | 13586 | 283 | 30,482 |
SANSALVADOR | ILOPANGO | 25885 | 2158 | 19639 | 453 | 48,135 |
SANSALVADOR | NEJAPA | 5673 | 295 3552 | 157 | 9,677 |
SANSALVADOR | APOPA | 31808 | 2095 | 22611 | 630 | 57,144 |
SANSALVADOR | SAN MARTIN | 18052 | 1,030 | 10453 | 456 | 29,991 |
SANSALVADOR | PANCHIMALCO | 8714 | 379 | 5218 | 202 | 14,513 |
SANSALVADOR | AGUILARES 4827 | 408 | 3364 | 435 | 9,034 |
SANSALVADOR | TONACATEPEQUE | 14450 | 968 | 9083 | 278 | 24,779 |
SANSALVADOR | SANTO TOMAS 6615 | 293 | 4054 | 148 | 11,110 |
SANSALVADOR | SANTIAGO TEXACUANGOS | 5238 | 170 L2232 | 110 | 7,750 |
SANSALVADOR | ELPAISNAL | 2151 | 97 2161 | 70 | 4,479 |
SANSALVADOR | GUAZAPA 4787 | 298 | 3535 | 157 | 8,777 |
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SANSALVADOR | AYUTUXTEPEQUE | 7025 | 675 7073 | 177 | 14,950 |
SANSALVADOR | ROSARIO DE MORA L2774 | 73 1348 | 103 | 4,298 |
CUSCATLAN | COJUTEPEQUE | 1489 | 915 7297 | 540 | 23,645 |
CUSCATLAN | SUCHITOTO | 2957 | 117 | 5273 | 46 | 8,393 |
CUSCATLAN | SAN PEDRO PERULAPA | 10861 | 349 | 4589 | 554 | 16,353 |
CUSCATLAN | SANJOSE GUAYABAL | 2476 | 66 | 1038 | 84 | 3,664 |
CUSCATLAN | TENANCINGO 1254 | 61 | 1135 | 66 | 2516 |
CUSCATLAN | SAN RAFAEL CEDROS | 4515 | 109 | 2016 | 148 | 6,788 |
CUSCATLAN | CANDELARIA | 3125 | 99 687 | 160 | 4,071 |
CUSCATLAN | EL CARMEN | 3199 | 131 L1234 | 159 | 4,723 |
CUSCATLAN | MONTE SAN JUAN | 2672 | 84 . 5% | 191 | 3,537 |
CUSCATLAN | SAN CRISTOBAL | 1870 | 88 Co702 | 245 | 2,905 |
CUSCATLAN | SANTA CRUZ MICHAPA | 2635 | 112 | 1143 | 355 | 4,245 |
CUSCATLAN | SAN BARTOLOME PERULAPIA | 2,006 | 112 1441 | 57 | 3,616 |
CUSCATLAN | SAN RAMON L1632 | 8 | 751 | 60 | 2,526 |
CUSCATLAN | EL ROSARIO 9% | 51 o281 | 159 | 1,481 |
CUSCATLAN | ORATORIO . 8% | 19 o332 | 114 | 1,361 |
CUSCATLAN | SANTA CRUZ ANALQUITO . 816 | 12 260 | 14 | 1,102 |
SAN VICENTE | SAN VICENTE 11,582 | 705 7288 | 924 | 20,499 |
SAN VICENTE | TECOLUCA | 299 | 146 4458 | 111 | 7,710 |
SAN VICENTE | SAN SEBASTIAN | 3,658 | 77 2108 | 48 | 5,891 |
SAN VICENTE | APASTEPEQUE | 4173 | 110 2445 | 131 | 6,859 |
SAN VICENTE | SAN ESTEBAN CATARINA | 748 | 28 L1277 | 22 | 2,075 |
SAN VICENTE | SAN IDELFONSO | 1260 | 32 . 986 | 532 | 2,810 |
SAN VICENTE | SANTA CLARA |75 | 21 6% | 29 | 1,501 |
SAN VICENTE | SAN LORENZO L1411 | 42 . 758 | 35| 2,241 |
SAN VICENTE | VERAPAZ | 1433 | 70 789 | 86 | 2,378 |
SAN VICENTE | GUADALUPE L1442 | 39 . 365 | 253 | 2,099 |
SAN VICENTE | SANTO DOMINGO L1788 | 87 o784 | 43| 2,702 |
SAN VICENTE | SAN CAYETANOISTEPEQUE | 1,183 | 34 . 807 | 24 | 2,048 |
SAN VICENTE | TEPETITAN 655 | 18 532 | 136 | 1,341 |
CABANAS | SENSUNTEPEQUE | 10,025 | 476 3522 | 444 | 14,467 |
CABANAS | ILOBASCO | 15401 | 457 | 5323 | 871 | 22,052 |
CABANAS | VICTORIA 2763 | 49 1817 | 64 | 4,693 |
CABANAS | SANISIDRO 1967 | 100 795 | 51 | 2,913 |
CABANAS | JUTIAPA L1332 | 23 636 | 122 | 2,113 |
CABANAS | TEJUTEPEQUE | 1446 | 48 . 8% | 56 | 2,446 |
CABANAS | DOLORES 1,021 | 42 351 | 143 | 1,557 |
CABANAS | CINQUERA L 144 | 14 B2 | 14| 534 |
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CABANAS | GUACOTECTI 1041 | 47 464 | 292 | 1,844 |
LA PAZ | ZACATECOLUCA | 15118 | 838 | 10907 | 381 | 27,244 |
LA PAZ | SANTIAGO NONUALCO | 7A75 | 443 | 4136 | 1372 | 13,426 |
LA PAZ | SAN JUAN NONUALCO | 3520 | 398 2411 | 174 | 6,503 |
LA PAZ | SAN PEDRO MASAHUAT | 4868 | 251 3193 | 124 | 8,436 |
LA PAZ | OLOCUILTA | 5852 | 223 | 3167 | 600 | 9,842 |
LAPAZ | SAN PEDRO NONUALCO 2316 | 144 | 97 | 102 | 3,529 |
LAPAZ | SAN FRANCISCO CHINAMECA | 1,858 | 30 | 574 | 149 | 2,611 |
LA PAZ | SANJUAN TALPA L1852 | 118 | 84 | 82 | 2,936 |
LA PAZ | EL ROSARIO | 319 | 177 1655 | 112 | 5,140 |
LA PAZ | SAN RAFAEL OBRAJUELO L2309 | 176 1435 | 119 | 4,039 |
LA PAZ | SANTA MARIA OSTUMA 1511 | 27 o436 | 91 | 2,065 |
LAPAZ | SAN LUIS TALPA | 4655 | 254 2377 | 105 | 7,391 |
LA PAZ | SAN ANTONIO MASAHUAT .77 325 485 | 103 | 1,670 |
LAPAZ | SAN MIGUEL TEPEZONTES | 1373 | 26 . 501 | 271 | 2,171 |
LA PAZ | SANJUAN TEPEZONTES 985 | 36 o291 | 27| 1,339 |
LAPAZ | TAPALHUACA | 664 | 40 | 600 | 92 | 1,396 |
LA PAZ | CUYULTITAN | 1356 | 69 700 | 67 | 2,192 |
LAPAZ | PARAISO DE OSORIO 903 | 27 22 | 28 | 1,180 |
LA PAZ | SAN EMIGDIO . 785 | 44 198 | 62 | 1,089 |
LA PAZ | JURUSALEN | o584 | 9 o255 | 80 | 948 |
LA PAZ | MERCEDES DE CEIBA . 307 | 2 o126 | 2| 437 |
LAPAZ | SAN LUIS LA HERRADURA | 4078 | 284 | 2506 | 484 | 7,352 |
USULUTAN | USULUTAN | 18258 | 623 9586 | 609 | 29,076 |
USULUTAN | JIQUILISCO | 7316 | 182 L7811 | 132 | 15,441 |
USULUTAN | BERLIN | 3580 | 110 | 2652 | 470 | 6,812 |
USULUTAN | SANTIAGO DE MARIA | 3798 | 134 . 3270 | 301 | 7,503 |
USULUTAN | JUCUAPA | 4268 | 140 2422 | 133 | 6,963 |
USULUTAN | SANTA ELENA 4282 | 75 2707 | 81 | 7,145 |
USULUTAN | JUCUARAN | 1628 | 84 1367 | 157 | 3,236 |
USULUTAN | SAN AGUSTIN o921 | 18 o821 | 9 | 1,769 |
USULUTAN | OZATLAN | 2208 | 44 . 2075 | 30 | 4,357 |
USULUTAN | ESTANZUELAS | 2225 | 22 1371 | 18 | 3,636 |
USULUTAN | MERCEDES UMANA 2927 | 62 1561 | 39 | 4,589 |
USULUTAN | ALEGRIA 1,887 | 40 | 1466 | 53 | 3,446 |
USULUTAN | CONCEPCION BATRES | 2534 | 43 1121 | 81| 3,779 |
USULUTAN | SAN FRANCISCO JAVIER L1275 | 23 o752 | 28 | 2,078 |
USULUTAN | PUERTO EL TRIUNFO | 3,660 | 307 L1702 | 83 | 5,752 |
USULUTAN | TECAPAN 1258 | 29 1380 | 111 | 2,778 |
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USULUTAN | SAN DIONICIO L1207 | 21 o421 | 36 | 1,685 |
USULUTAN | EREGUAYQUIN | 1480 | 30 . 760 | 26 | 2,296 |
USULUTAN | SANTA MARIA 2271 | 75 1162 | 54| 3,562 |
USULUTAN | NUEVA GRANADA | 1429 | 9 85 | 17| 2,310 |
USULUTAN | EL TRIUNFO | 1346 | 54 | 946 | 109 | 2,455 |
USULUTAN | SAN BUENAVENTURA 995 | 32 o801 | 13 | 1,841 |
USULUTAN | CALIFORNIA 561 | 13 o381 | 7| 962 |
SAN MIGUEL | SAN MIGUEL | 43546 | 3310 | 30,008 | 1,919 | 78,783 |
SAN MIGUEL | CHINAMECA | 5638 | 161 | 3166 | 91 | 9,056 |
SAN MIGUEL | EL TRANSITO 4621 | 63 2594 | 128 | 7,406 |
SAN MIGUEL | CIUDAD BARRIOS 4362 | 223 2570 | 224 | 7,379 |
SAN MIGUEL | CHIRILAGUA | 3537 | 136 1570 | 345 | 5,588 |
SAN MIGUEL | SESORI | 1720 | 85 o901 | 37 | 2,743 |
SAN MIGUEL | SAN RAFAEL ORIENTE | 2905 | 76 2073 | 182 | 5,236 |
SAN MIGUEL | MONCAGUA | 4172 | 156 | 2894 | 328 | 7,550 |
SAN MIGUEL | LOLOTIQUE 2491 | 557 197 | 95| 5,110 |
SAN MIGUEL | SANJORGE | 2808 | 25 | 1067 | 94 | 3,994 |
SAN MIGUEL | CHAPELTIQUE | 1865 | 98 . 1295 | 108 | 3,366 |
SAN MIGUEL | SAN GERARDO L1245 | 16 o624 | 13 | 1,898 |
SAN MIGUEL | CAROLINA | 1474 | 7 . 1004 | 56 | 2,541 |
SAN MIGUEL | QUELEPA L1317 | 89 | 625 | 48 | 2,079 |
SAN MIGUEL | SAN LUIS DE LA REINA | 1366 | 65 450 | 19 | 1,900 |
SAN MIGUEL | NUEVO EDEN DE SAN JUAN . 743 | 12 358 | 35| 1,148 |
SAN MIGUEL | NUEVA GUADALUPE | 1245 | 125 1484 | 9% | 2,950 |
SAN MIGUEL | ULUAZAPA . 750 | 38 472 | 54| 1,314 |
SAN MIGUEL | COMACARAN 727 | 25 . 550 | 19 | 1,321 |
SAN MIGUEL | SAN ANTONIO DEL MOSCO . 730 | 53 | 464 | 140 | 1,387 |
MORAZAN | SAN FRANCISCO GOTERA | 6074 | 660 2044 | 294 | 9,072 |
MORAZAN | JOCORO 2623 | 84 1623 | 63 | 4,393 |
MORAZAN | CORINTO | 2931 | 82 . 845 | 201 | 4,059 |
MORAZAN | SOCIEDAD | 2149 | 83 L1099 | 172 | 3,503 |
MORAZAN | CACAOPERA 1411 | 63 | 1407 | 527 | 3,408 |
MORAZAN | GUATAGIAGUA . 1877 | 152 | 128 | 30 | 3,342 |
MORAZAN | EL DIVISADERO L1752 | 109 | 906 | 55 | 2,822 |
MORAZAN | JOCOAYTIQUE 507 | 36 91 |21 | 1,515 |
MORAZAN | OSICALA L2622 | 102 571 | 164 | 3,459 |
MORAZAN | CHILANGA | 2058 | 121 850 | 98 | 3,127 |
MORAZAN | MEANGUERA 624 | 52 1865 | 26 | 2,567 |
MORAZAN | TOROLA 467 | 15 461 | 30 | 973 |
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MORAZAN | SAN SIMON | 1314 | 197 895 | 304 | 2,710 |
MORAZAN | DELICIAS DE CONCEPCION | 1686 | 58 o222 | 7| 2,087 |
MORAZAN | JOATECA L1122 | 13 o212 | 73| 1,420 |
MORAZAN | ARAMBALA | 691 | 34 525 | 10 | 1,260 |
MORAZAN | LOLOTIQUILLO o779 | 351 | 364 | 29 | 1,523 |
MORAZAN | YAMABAL o797 41 o227 | 20 | 1,085 |
MORAZAN | YOLOAYQUIN L1191 | 45 | 28 | 29 | 1,503 |
MORAZAN | SAN CARLOS 1,037 | 100 o321 | 34| 1,492 |
MORAZAN | EL ROSARIO | 363 | 21 o247 | 21 | 652 |
MORAZAN | PERQUIN L9927 | 16 o617 | 18 | 1,578 |
MORAZAN | SENSEMBRA | 566 | 77 o204 | 23 | 870 |
MORAZAN | GUALOCOCTI . o701 | 60 o272 | 209 | 1,242 |
MORAZAN | SAN FERNANDO .32 | 17 | 280 | 60 | 709 |
MORAZAN | SANISIDRO | 439 | 93 317 | 85| 934 |
LA UNION | LA UNION | 7785 | 568 | 3516 | 704 | 12,573 |
LA UNION | SANTA ROSA DE LIMA | 6052 | 213 3567 | 1382 | 11,214 |
LA UNION | PASAQUINA | 3651 | 80 | 1853 | 145 | 5,729 |
LA UNION | SAN ALEJO | 2353 | 104 | 1240 | 1553 | 5,250 |
LA UNION | ANAMOROS | 3656 | 29 | 1061 | 80 | 4,826 |
LA UNION | EL CARMEN | 3075 | 75 725 | 490 | 4,365 |
LA UNION | CONCHAGUA | 629 | 306 1847 | 1315 | 9,764 |
LA UNION | ELSAUCE 1882 | 13 . 533 | 9% | 2,524 |
LA UNION | LISLIQUE L2129 | 17 183 | 751 | 3,080 |
LA UNION | YUCUAYQUIN L1297 | 223 493 | 436 | 2,449 |
LA UNION | NUEVA ESPARTA | 2414 | 43 | 528 | 168 | 3,153 |
LA UNION | POLOROS L2073 | 19 | 346 | 141 | 2,579 |
LA UNION | BOLIVAR | 1145 | 24 2% | 183 | 1,648 |
LA UNION | CONCEPCION DE ORIENTE | 1648 | 12 o481 | 157 | 2,298 |
LA UNION | INTIPUCA 1613 | 47 603 | 80 | 2,343 |
LA UNION | SAN JOSE LAS FUENTES . 812 | 18 o224 | 11| 1,065 |
LA UNION | YAYANTIQUE | 1198 | 232 | 439 | 9 | 1,968 |
LA UNION | MEANGERA DEL GOLFO 681 | 3 2% | 28 | 738 |
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