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1. Introduccion.

El estudio de las series temporales data de 1662 cuando J. Graunt hace una
interpretacion de los movimientos monograficos y de la conducta social, a partir de las
cantidades brutas de nacimientos y muertes por causas, en Londres. La fuente de datos
utilizada fue las tablas semanales de compafia de Sacristanes Parroquiales, estas tablas
contenian la cantidad de muertes por causas, y la cantidad de nacimientos ocurrida en
cada parroquia londinense, durante el periodo de 1604 a 1661. Se cree que este fue el
primer analisis realizado de series temporales. En los afios posteriores se continua el
desarrollo de las tablas de vida, dejando abandonado el modelaje de series temporales a
través de funciones matematicas.

En 1920, W. M. Pearson propone las ideas basicas del enfoque clasico en el tratamiento
de las series temporales. Este método se desarrollo para el analisis de series economicas.
En 1932, Collins estima la tasa semanal de muertes esperadas como un promedio de
tasas de muerte observadas para esa semana durante los afios no epidémicos anteriores.
En 1962, T. C. Eickoff utiliza una ecuacion de autorregresion, sobre una serie de tasas
semanales de muertes, con la omision de las tasas correspondientes a las semanas
epidémicas, para determinar la tasa de muertes usual esperada para cada semana del
afio.

Luego en los afios 60 los britanicos G. E. P. Box y G. Jenkins fueron los encargados de
formalizar el estudio y analisis de las series temporales, ya que con sus investigaciones
sobre el problema de la prediccion y control de series industriales, demostraron que los
métodos de alisado exponencial eran dptimos para un tipo especial de proceso ARIMA.
Fruto de sus investigaciones es su célebre libro “Time Series Analysis: Forecasting and
Control” que marca un hito en el analisis de las series temporales al presentar una
metodologia unificada para estudiar series estacionarias y no estacionarias, estacionales
0 no, y aplicar estos modelos en la practica. Una de sus contribuciones fundamentales
fue la introduccién de los procesos integrados, que se convierten en estacionarios
tomando diferencias. Ademas, estos autores desarrollaron los fundamentos estadisticos
de los sistemas de control.

El analisis de series de tiempo se concentra en el comportamiento historico de los datos,
buscando identificar caracteristicas en la secuencia que resulten consistentes y permitan
su proyeccion al futuro mediante una funcion matematica. Las caracteristicas que suelen
estar presentes en una serie de tiempo son cuatro: tendencia, ciclos, estacionalidad y
variacion aleatoria. Cada uno de estos factores genera un “movimiento” caracteristico a
lo largo del tiempo.

En general, una serie temporal se refiere a un periodo natural que tan solo es una parte
de la historia de un proceso estocastico o del que procede dicha serie. No obstante si las
circunstancias sociales o naturales del periodo muestral al que se refiere la serie
considerada se mantienen relativamente estables después de dicho periodo, entonces se
espera que las conclusiones obtenidas del analisis sean aplicables también a momentos
posteriores al menos a corto plazo.

El estudio, analisis y aplicacion de series temporales es muy extenso, sin embargo en
nuestro pais solo se cuenta con estudios e investigaciones de series temporales
univariantes. Entre los estudios de series temporales que se han realizado en el pais
estan:
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En el 2007, se realizo la tesis de Maestria en Estadistica titulada “Ajuste de un
modelo ARIMA a la emanacion de gas (C'(), del volcan de San Vicente”, en la

cual se presentd un andlisis y aplicacion de series temporales univariantes
utilizando la metodologia Box-Jenkins a la serie emanacion de gas (7(),. La
tesis se estructurd en 3 capitulos, en el primer capitulo se abordo la descripcidn,
depuracion y analisis de los datos de emanaciones de (C'(),. En el segundo

capitulo se hizo una sintesis de los diferentes modelos ARIMA univariantes y
sus principales caracteristicas de cada modelo. Y finalmente en el tercer capitulo

se ajusto un modelo ARMA(2,2) a la emanacion del gas (T'(), del volcan de

San Vicente.

En el 2008, se realizo la tesis de Licenciatura en Estadistica titulada “Analisis de
Series Temporales con Outliers e intervenciones y sus aplicaciones”, en la cual
se presentd un analisis y aplicacion de series temporales univariantes con datos
atipicos (outliers) e intervenciones que es el caso donde una serie presenta
movimientos bruscos o de importancia. La aplicacién se realizo a la serie
temporal de Indice del Volumen de la Actividad Econémica (IVAE) en
Comida, Restaurantes y Hoteles, la base de datos fue obtenida del Banco
Central de Reserva consta de 206 datos con periodicidad mensual desde enero de
1990 a febrero de 2007, donde se ajustaron modelos ARIMA utilizando la
metodologia de Box-Jenkins, como resultado se obtuvo que el modelo que mejor
se ajusta a la serie es el IMA(1,2)xIMA(1,1),,, luego a este modelo se le

incorpord las intervenciones y se obtuvo como resultado que el modelo ARIMA
con intervenciones que mejor se ajusta a la serie es /(1)xARI(1.1),, .

En el 2007, se comenzo a realizar la tesis de Licenciatura en Estadistica titulada
“Modelo para Series Temporales de Valores Enteros”, la cual tiene como fin
modelar series de tiempo de datos enteros y pequefios, de forma analoga a las
series temporales para datos continuos (ARIMA), el principal objetivo de los
modelos de series temporales para valores enteros es pronosticar un suceso con
base a un comportamiento de un fenémeno en estudio previamente observado.
La aplicacion de estos modelos se realizara en el area de salud, con una base de
datos proporcionada por el Hospital Amatepec. Las series de tiempo con las que
se trabajara son: numero de pacientes confirmados con la enfermedad de
dengue en los afios 2004 y 2005, partos atendidos en el 2007. Actualmente la
tesis sigue en proceso.

En el 2008, se realizo la tesis de Maestria en Estadistica titulada “Ajuste de un
modelo ARIMA para la precipitacion diaria en la zona oriental de El Salvador”,
en la cual se presentd un andlisis y aplicacion de las series temporales
univariantes a la serie de tiempo precipitacion diaria en El Salvador. La
medicion de esta serie temporal conté con la ayuda del personal del servicio
Meteorologico Nacional (SMN) y del Servicio Nacional de Estudios
Territoriales (SNET). Las mediciones se enfocaron en los meses de abril a
octubre del afio 2003, en 19 estaciones en la zona oriental del pais. Se ajusto un
modelo ARI (1,1) a esta serie utilizando la metodologia de Box-Jenkins, con
analisis de datos atipicos e intervencion.

En el 2009, se publica un articulo titulado “Analisis econométrico del impacto
del incremento del desempleo en EEUU sobre las remesas familiares en El
Salvador”, en el cual se presenta un andlisis y aplicacion de los modelos de
regresion dinamica donde se relacionan las series temporales remesas,
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desempleo hispano, indice de volumen de la actividad econémica (IVAE) en
El Salvador. Se ajusté un modelo econométrico de evolucion de las remesas
familiares en El Salvador, en funcion de un componente tendencial vy
autorregresivo, de la tasa de desempleo hispano en EEUU, del IVAE y dos
variables ficticias estacionales correspondientes a los meses de mayo y
diciembre. Se tomaron dos escenarios en el primero la tasa de desempleo
hispano de EEUU sube de 9.2% en diciembre de 2008 a 12% en diciembre de
2009, y permanece a ese nivel por dos afios mas, mientras que el IVAE mantiene
su nivel de noviembre de 2008 hasta diciembre de 2011, los resultados obtenidos
para este escenario fueron que las remesas caen 6% en 2009, 3.8% en 2010 y
suben 2% en 2011. En el segundo escenario es igual al primero, excepto que se
asume una reduccion de 1% mensual del IVAE para el periodo diciembre 2008 a
diciembre 2011, los resultados obtenidos para el segundo escenario fueron que
las remesas caen 6% en 2009, 2.7% en 2010 y suben 3.9% en 2011. En este
trabajo no se incluyen los modelos ARIMA, a pesar de ser los modelos mas
confiables para el analisis de Series Temporales Multivariantes.

En nuestra investigacion haremos un estudio, analisis y sistematizacion de temas
innovadores en el pais como son los modelos de regresion dindmica y los modelos
multivariantes de series temporales; se investigard la dependencia de la tasa de interés
nacional de las tasas de interés internacionales, para ello, se utilizard la base de datos
“Tasas de interés bancario” que contiene las variables: FED (Tasa de interés que los
bancos se cargan unos a otros por créditos overnight con fondos estatales),
LIBOR-180 (London Interbanking Offered Rate: tasa promedio de interés, dia a
dia, en el mercado interbancario de Londres), PRIME (Tasa de interés basica que
aplican los principales bancos en EEUU para préstamos corporativos), TIBP-180
(Tasa de interés basica pasiva ofrecida por bancos a sus depositantes), TPH1 (Tasa
de Préstamo hasta un 1 afio plazo nacional), Inflacion (Indice de crecimiento de
precios), IVAE (Indice de volumen de la actividad econémica nacional).

El problema que se plantea es encontrar un modelo que explique el comportamiento de
una serie temporal en funcidn del resto de series temporales consideradas en el estudio.
El abordaje es el siguiente:

1- Estudio de los modelos de series temporales unidimensionales, modelos de
regresion dinamica para series temporales estacionarias y modelos vectoriales o
multivariantes de series temporales.

2- Ajustar un modelo multivariante para las series temporales contenidas en la base
de datos “Tasas de interés bancario”.

En este estudio se establece la relacion entre las diferentes tasas de interés bancario, por
ejemplo, ver que tanto influye la variable LIBOR-180 (Tasa promedio de interés, dia a
dia, en el mercado interbancario de Londres) sobre la TIBP-180 (tasa de interés basica
pasiva ofrecida por bancos a sus depositantes nacional), en otras palabras queremos ver
si la tasa de interés impuesta internacionalmente por el banco de Londres influye en las
tasas de interés que imponen los bancos nacionales, o si las tasas de interés son
actualizadas a nivel nacional por un cambio de nivel internacional. También se realizara
una aplicacion de series temporales multivariantes, con el fin de generar modelos que
nos puedan ayudar a definir un comportamiento y prediccion de dichas series
temporales en nuestro pais.
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2. Objetivos.

2.1. General.

» Sistematizar la teoria estadistica de los modelos multivariantes de series
temporales y  su aplicacion a las tasas de interés bancario nacional e
internacional.

2.2. Especificos.

» Estudiar la teoria estadistica de las series temporales univariantes y
multivariantes.

» Estudiar la regresion dinamica entre variables estacionarias, asi como en las no
estacionarias.

» Sistematizar la teoria de la regresion dinamica y de series temporales
multivariantes.

» Establecer modelos explicativos sobre cada una de las series temporales de tasas
de interés bancarias nacional e internacional.

» Ajustar un modelo multivariante de series temporales, para predecir la

explicacion de las tasas de interés internacionales sobre las tasas de interés
nacionales.
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Capitulo 1.
Modelos univariantes y
Regresion Dinamica de

Series Temporales.
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1.1. Introduccion.

En las ultimas décadas hemos podido percibir la aparicion de modelos y métodos
estadisticos de gran importancia para el trabajo con datos de series temporales. La
necesidad de disponer de predicciones lo mas precisas posibles, asi como el interés en
conocer la dinamica de las distintas variables, ha originado que los métodos de analisis
de series temporales hayan pasado a ocupar un lugar central en el estudio de disciplinas
muy diversas.

La metodologia actual para analizar las series temporales es en estadistica el desarrollo
de varias lineas de trabajo en distintos campos cientificos. Los campos en el que se
desarrollan las series temporales son cinco principalmente. El primero tiene sus raices
en los estudios de series astronomicas y climaticas, la cudl es la razon del origen de los
procesos estocasticos estacionarios, desarrollada por los matematicos Kolmogorov,
Wiener y Cramer en la primera mitad del siglo XX. El segundo desarrollo es el método
de alisado la cual se desarrolld para prever series de produccion y ventas entre 1960-
1970 en donde ya se aprovecharon los calculos de las primeras computadoras. El
tercero, la teoria de prediccion y control de sistemas lineales, desarrollada en ingenieria
en los afios 70 y estimulada por el desarrollo de la ingenieria aeronautica y espacial. El
cuarto, es la teoria de procesos no estacionarios y no lineales, desarrollada por
estadisticos y econdmetras en los ultimos 20 afios del siglo XX. Finalmente, el altimo
campo son los modelos multivariantes y métodos de reduccion de la dimensidon en
sistemas dindmicos, que se encuentra todavia en fase de desarrollo.

Los métodos disponibles en la actualidad para el analisis de series temporales son
investigaciones de matematicos, estadisticos, ingenieros, fisicos y economistas; los
cuales tuvieron su auge durante el siglo XX para resolver problemas de prediccion y
control de variables y sistemas dinamicos.

Box y Jenkins en su texto publicado en 1970, sistematizaron el conocimiento existente
sobre procesos estacionarios y lo generalizaron permitiendo procesos evolutivos,
causados por la presencia de raices unitarias autorregresivas. Esta caracterizacion del
nivel evolutivo de las Series Temporales es todavia la dominante en muchas ciencias,
como la Economia con la Teoria Econométrica de la Cointegracion. Una de las
contribuciones fundamentales de Box y Jenkins fue la introduccion de los procesos
integrados, que se convierten en estacionarios tomando diferencias. La teoria de estos
procesos se desarrolla posteriormente en las décadas de los 80 y 90.

Un trabajo pionero sobre las series temporales multivariantes fue debido a Quenouille
que introdujo un método para estimar el sesgo de un estimador (posteriormente recibiria
el nombre de jackknife) mediante su calculo en conjuntos que se forman a partir de la
muestra original omitiendo una observacion. Quenouille con sus métodos de remuestreo
y datos omitidos en series temporales desarrolld técnicas muy avanzadas en este tipo de
analisis para su época. En 1980 Tiao y Box proponen usar un método general para
construir modelos ARIMA vectoriales a través de los modelos de funcion de
transferencia, como son conocidos en ingenieria, modelos econométricos dindmicos en
economia o regresion dinamica, que permiten medir como se transmiten los efectos
entre variables.

Este capitulo, se divide en dos partes, en la primera se presentan las definiciones
necesarias e importantes para el completo entendimiento de los modelos de series
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temporales univariantes, asi como las propiedades mas importantes para su analisis,
como lo son: la funcién de autocorrelacion, el correlograma simple, y correlograma
parcial. Los modelos que estudiaremos son: AR, MA, ARMA, y ARIMA. Y en la
segunda parte estudiaremos la relacidén entre series temporales estacionarias con el fin
de construir modelos de regresion dinamica, donde la metodologia a utilizar para la
construccion de dichos modelos se dividird en 3 etapas que son: identificacion,
estimacidn y diagnosis.

1.2. Modelos Univariantes de Series Temporales.
Introduccion.

A comienzo de los afios 70, G.E.P Box, profesor de Estadistica de la Universidad de
Wisconsin, y G.M. Jenkins, profesor de Ingenieria de Sistemas de la Universidad de
Lancaster, introdujeron una pequefia revolucion en el enfoque del analisis de series
temporales, con el propdsito de establecer mejores mecanismos de prondstico y control.
Su libro (1976) se convirtio rapidamente en un clasico, y sus procedimientos se utilizan
ampliamente desde entonces en diferentes ramas de la ciencia, conociéndose como
modelos ARIMA y también como modelos Box-Jenkins.

Para este tipo de modelos, el primer paso consiste en convertir nuestra serie de
observaciones en una serie estacionaria, que es aquella en la que ni la media, ni la
varianza, ni las autocorrelaciones dependen del tiempo. Una vez “estabilizada” la serie
mediante las transformaciones adecuadas, se procede a estudiar la presencia de
regularidades en la serie, para identificar un posible modelo matematico. Para ello se
calculan la funcién de autocorrelacion simple y parcial, y se compara su forma con un
catalogo de patrones graficos, que son tipicos de los diferentes modelos propuestos,
seleccionando el modelo que mas se adecue a la forma de las funciones de
autocorrelacion que hemos obtenido con nuestros datos.

Una vez elegida la forma del modelo, se estiman los coeficientes del mismo, y
finalmente se procede a efectuar un andlisis de los residuos (diferencia entre el valor
realmente observado y el valor previsto por el modelo), con el fin de comprobar si el
ajuste del modelo a nuestros datos es adecuado. Si no lo fuera repetimos el proceso
buscando otros modelos, pero si el modelo supera la etapa de validacion se comprueba
si los prondsticos son adecuados con nuestros datos, volviendo a comenzar la busqueda
de otro modelo si no fuera el caso. Puede por tanto tratarse de un proceso iterativo de
mejora del modelo.

En el modelo, cada valor tomado por la variable en un instante dado, esta influido por
los valores de la variable en momentos anteriores, y se expresa como una relacion
lineal, funcion de:

1. Valores recientes de la variable.
2. Ruidos en valores recientes de la variable.
3. Valores remotos de la variable.

4. Ruidos en valores remotos de la variable.
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El esquema general de un modelo ARMA es:

Y=y +tdy . +Py,  tu +O0u  +0u, ,+. . +0u,

Los modelos ARMA, estan constituidos por una combinacion de p términos AR
(proceso autorregresivo), y ¢g términos MA (proceso de medias moviles). La parte AR
modela la influencia de los valores anteriores de la serie (y, , hacia atrés), y la parte
MA modela la influencia del ruido en valores anteriores de la serie (#, , hacia atras),
junto con el termino #, que corresponde al ruido esperado en el mismo momento 7 en
el que se estima el nuevo valor de la variable Y.

Una de las ventajas de estos modelos es su gran simplicidad (suma de términos), frente
a los modelos propuestos en la formulacidn clasica.

La letra I que aparece en el nombre del modelo completo ARIMA, corresponde al
proceso ultimo a realizar, una vez definido el tipo de modelo y estimados los
coeficientes de éste, ya que entonces hay que restablecer las caracteristicas originales de
la serie de datos, que fue transformada para inducir estacionariedad. A ese proceso
inverso se denomina en general Integracion y aporta esa letra que completa el nombre.

1.2.1. Definiciones relacionadas con series temporales.

’ . 1
Procesos Estocasticos .

Un proceso estocdstico es una secuencia de variables aleatorias, ordenadas y
equidistantes cronoldgicamente, referidas a una (proceso univariante o escalar) o a
varias (proceso multivariante o vectorial) caracteristicas de una unidad observable en

diferentes momentos. Algunas representaciones son las siguientes ..V .V, .Y.Y,..;
(Y,:t=0x1,%2,..); (¥,), donde ¥, es una variable aleatoria escalar referida a la unidad

observable considerada en el momento t.
’ . . . 2
Procesos estocasticos estacionarios”.

Un proceso estocastico (¥,) es estacionario cuando las propiedades estadisticas de
cualquier secuencia finita ¥,,Y,,,...,Y, (n>1) de componentes (¥,) son semejantes a

las de la secuencia ¥, ,,.Y,,.,,...,Y, ., paracualquier numero entero #==+1,42, ...

Existen dos tipos de estacionariedad, la estacionariedad en sentido estricto o fuete y
estacionariedad en sentido amplio o débil.

! Mauricio, José Alberto. “Introduccion al Analisis de Series Temporales”, 2007,
Universidad Complutense Madrid.
> Mauricio, José Alberto. “Introduccion al Analisis de Series Temporales”, 2007,
Universidad Complutense Madrid.
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- Estacionariedad en sentido estricto o fuerte:

Diremos que un proceso es estacionario (en sentido estricto) cuando su
funcién de distribucion conjunta es invariante respecto de un desplazamiento
en el tiempo.

- Estacionariedad en sentido amplio o débil:

A partir del concepto de estacionariedad en sentido estricto, se derivan tres
propiedades. Estas son:

1) Las esperanzas matematicas de las variables aleatorias no dependen
del tiempo; es decir son constantes:

E(y)=EWy,.,) Vm
o bien:
M,o=u Vi
2) Las varianzas tampoco dependen del tiempo y son finitas, es decir:

v(y)=v(y,,)<e Vk
o bien:
ol =0 Vi.

3) Las covarianzas entre dos periodos de tiempo distintos solamente
dependen del lapso de tiempo transcurrido entre estos dos periodos. Esto
es:

COV(Y;, Vi) = COV(Y > Vi) <0 Tk

. 3
Procesos de ruido blanco".

El proceso de ruido blanco es un proceso estacionario muy importante el cual cumple
con tres condiciones que son:

a) Su esperanza es siempre constante e igual a cero: £[y,]=0, t=1,2,..

b) Su varianza es constante: Var(y,) = 02, t=1,2,..

c¢) Las wvariables del proceso estan incorreladas para todos los retardos:

Cov(y,,y,,)=0, k= %1, £2,...

® Pefia, Daniel. “Andlisis de Series temporales”, 2005, Alianza Editorial.
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Si este proceso ademas de cumplir con las 3 condiciones anteriores y cada variable
aleatoria esté distribuida normalmente se le llama proceso de ruido blanco gaussiano.

’ . . . 4
Procesos estocasticos no estacionarios .

Un proceso estocastico (Y;) es no estacionario cuando las propiedades estadisticas de

al menos una secuencia finita Y,,Y,,....Y, (n>=1) de componentes de (¥,), son

Y

tn

diferentes de la secuencia Y, ,.Y,

o Yigins ., para al menos un nimero entero 2> 0.

En general, una condicion suficiente para que un proceso sea no estacionario es que la

esperanza marginal de algunos de sus componentes sea distinta de la de otros.

Serie temporal’.

Una serie temporal es una secuencia de N observaciones (datos) ordenadas y
equidistantes cronoldégicamente sobre una caracteristica (serie univariante o escalar) o
sobre varias caracteristicas (serie multivariante o vectorial) de una unidad observable
en diferentes momentos.

Estimadores de las autocovarianzas y autocorrelaciones.

Si la media del proceso fuese conocida, el estimador de las autocovarianzas de orden h
es:

Th= 7 hZ(yz Y,y — 1)

Sin embargo, cuando x es desconocida y se sustituye en la férmula anterior por su

estimador, y, el estimador resultante no es centrado. Un estimador alternativo, que
tiene mejores propiedades es:

Z 0= =),

z k+1

Aunque también es un estimador sesgado de la autocovarianza poblacional, tiene menor
error cuadratico de estimacion que el anterior. En particular la varianza del proceso se
estima mediante 7, .

* Mauricio, José Alberto. “Introduccion al Analisis de Series Temporales”, 2007,
Universidad Complutense Madrid.
> Mauricio, José Alberto. “Introduccion al Analisis de Series Temporales”, 2007,
Universidad Complutense Madrid.
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P « 16
Autocorrelacion parcial’.

El concepto de autocorrelacion parcial entre y, e y, ,es similar al de coeficiente de

autocorrelacion entre dichos valores de la serie temporal, salvo porque mide dicha
correlacion ajustada por el efecto de los retardos intermedios. Es decir al obtener la
correlacion entre y, e y,, se elimina la influencia que, sobre ambas, tienen vy, ,

Yiaso Yikr-

La funcion de autocorrelacion (FAS) y la funcion de autocorrelacion parcial (FAP) son
herramientas graficas de mucha importancia en el analisis univariante de series
temporales ya que a partir de ellas se puede concebir en primera instancia la idea de un
modelo especifico.

1.2.2. Modelos ARIMA(p,d,q) .

Los modelos ARIMA estan constituidos por una combinacion de p términos AR
(proceso autorregresivo), y g términos MA (proceso de medias moviles). Donde la parte
AR modela influencia de los valores anteriores de la serie (y, , hacia atrés) y la parte
MA modela la influencia del ruido en valores anteriores de la serie (#, , hacia atras),
junto con el término u, que corresponde al ruido esperado en el mismo momento 7 en el
que se estima el nuevo valor de la variable y,. Una de las ventajas de estos modelos es

su gran simplicidad (sumas de términos), frente a los modelos propuestos en la
formulacion clasica.

Un modelo mixto que tiene parte autorregresiva y parte de medias moviles ARMA(p,q)
se representa como:

Y=y oy . +py, ,+6+u,—6u —6u, ,—.—60u, , puede expresarse
simplificadamente, usando los polinomios de retardo como: ¢(L)y, = +6(L)u,. Dado

que este modelo contiene una parte AR y una parte MA, deberd cumplir las condiciones
de estacionariedad como de invertibilidad. O sea que diremos que es estacionario si su
parte AR lo es y diremos que es invertible si su parte MA lo es.

Este modelo es estacionario e invertible si tanto las raices de
p(L)y=1-¢L—.—¢ " =0 como las de O(L)=1-6L—-...—6,L"=0 caen fuera del
circulo unitario.

Una condicion necesaria pero no suficiente, para que un modelo mixto autorregresivo-

medias moviles de cualquier orden sea estacionario e invertible es la siguiente:

® Pefia, Daniel. “Analisis de Series temporales”, 2005, Alianza Editorial.

7 Pefia, Daniel. “Anélisis de Series temporales”, 2005, Alianza Editorial.
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6,+6,+..+6,<1
$+o,+. .+, <1

Adicionalmente a la estacionariedad e invertibilidad supondremos que las p raices de
@(L)=0 y las raices de 8(L)=0 no se cancelan, esto es, no hay raices comunes. Bajo

estas condiciones, la esperanza matematica y la varianza del modelo ARMA(p,q) se
definen asi:

Esperanza matematica:

_ 5
[ ———

7,

Varianza:

_0,(1+07+..+0, - 24,0, — ..~ 24,0,)
-4 -..—¢;

Yo

Funcidn de autocovarianzas:

By, + b7, +~~~+¢p7p71 _‘9165 _QZE(J’;z—luz—z)_"'_qu(j;z—luz—q) para j =1
Gy, + .7, +~~~+¢p7p72 _‘9265 _QSE(.)’;z—luz—S)_"'_qu(j;z—luz—q) para j =2

¢17¢1+¢27472+~~~+¢p7p74_9465 para j=q
¢17/j—1 +¢27]>2 +"'+¢p7/p—q para j>q

Funcidn de autocorrelaciones:

1 - - .
¢1 + ¢2,01 ot ¢ppp—l + 7/_|:_9161,12 - ‘92E(y172uz72) T QqE(yl—lulfq :| para j = 1

0

1 - - .
4o, + 0,0, +~~~+¢ppp72 +7/_[_‘9265 _QSE(yz—Zuz—S)_"'_QqE(yz—Zuz—q :| paraj=2

0

1 .
Pt Pyt B, + 79465 paraj=q

0

$p;, oot D0, para j>q
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Propiedades del modelo ARMA(p,q):

Funcion de autocorrelacion: La funcion de autocorrelacion no se anula, si bien tiende
a cero a medida que aumentan los desfases temporales considerados.
Consecuentemente, la memoria de este modelo es finita. La presencia del término de
medias moviles en el modelo ARMA(p,q) afecta la determinacion de las g primeras
autocorrelaciones (o, 0,,...,0,) estando el resto de autocorrelaciones afectadas

unicamente por la parte de medias moviles del modelo y, a continuacidon, su forma
coincide con los del modelo AR(p), es decir, un comportamiento amortiguado hacia cero
sin llegar a anularse, si las raices reales, o comportamiento sinusoidal, pero también
amortiguado hacia cero, si las raices son complejas.

Correlograma Simple: la funcion de autocorrelacion parcial no se anula, como
consecuencia de que el modelo ARMA(p,q) contiene el modelo AR(p) como un caso
especial, y la funcidén de auto correlacion parcial del modelo AR(p) nunca se anula. La
representacion grafica de la autocorrelacion, tendra g autocorrelaciones, en los que
influye tanto la parte autorregresiva como el de las medias méviles del modelo, y
después de las q autocorrelaciones solo influye el modelo AR.

Correlograma Parcial: la funcion de autocorrelacion parcial no se anula, como
consecuencia de que el modelo ARMA(p,q) contiene el modelo MA(g) como un caso
especial. La representacion grafica de la funcién de autocorrelacidon parcial tendra
también un comportamiento amortiguado hacia cero.

Los modelos ARMA permiten una méxima flexibilidad de representaciéon con muy
pocos parametros y rara vez los ordenes p y ¢ sobrepasan el valor de 2.

Modelos ARIMA:

La letra I que aparece en el nombre completo ARIMA corresponde al proceso ultimo a
realizar, una vez definido el tipo del modelo y estimados los coeficientes de éste, ya que
entonces hay que restablecer las caracteristicas originales de la serie de datos que fue
transformada para inducir la estacionariedad. A ese proceso inverso se denomina en
general Integracion y aporta esa letra que completa el nombre.

Dada una serie temporal que no cumple con los requisitos de estacionariedad en media y
en varianza. Para obtener un modelo ARIMA sera necesario aplicar ciertas
transformaciones para convertir dicha serie en estacionaria.

Estas transformaciones se concretan en diferenciaciones sucesivas en la serie (la
determinacion del parametro d).

Si diferenciamos una vez y,, se obtiene un modelo transformado de la serie:
W=V Ve
donde:

w, :Ayz =V = Vs :(I_L)yz; donde Lyz =V
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Al diferenciar la serie temporal se pasa de y, al proceso w,. Ahora considérese el caso
inverso de obtener y, a partir del proceso w, . Por sustituciones sucesivas se obtiene que

V=Wt Y sW AWt Y, =W AW AW Y, = EW AW W, W
obteniéndose asi:

V=W, AW W W,

Como puede notarse, que el proceso y, se obtiene sumando, o lo que es lo mismo

“integrando” el proceso w, .

A este proceso integrado, y, se le denomina proceso autorregresivo-medias moviles

integrado o mas abreviadamente ARIMA(p,d,q), si tomando diferencias de orden d se
obtiene un proceso estacionario w, del tipo ARMA(p,q).

La forma general del modelo ARIMA(p,d,q) es:

w,=gw, , +...+¢pwlfp +u, —6u, , —...—Qqulfq
El modelo ARIMA(p,d,q) representa un modelo estocastico general. Asi, si p=d=0
tenemos un modelo ARIMA(0,0,q). Por otro lado si g=d=0 el modelo ARIMA(p,0,0) es
el mismo AR(p). Ademas si d=0 se tiene el modelo ARIMA(p,0,q) o bien ARMA(p,q).

La mayoria de las series temporales presentan tendencia creciente o decreciente. La
eliminacion de esta tendencia (no estacionaria en media) de la serie se puede conseguir
mediante las diferenciaciones implicitas en los modelos ARIMA. También puede
observarse en la varianza, es decir, la dispersion de las observaciones respecto a la
media no es constante a lo largo del tiempo. Este tipo de tendencia no se elimina
mediante el proceso de diferenciacion, siendo lo adecuado transformar la serie
aplicando logaritmos naturales.

Esta posibilidad de transformar la serie puede concretarse de la forma mas general
mediante la transformada de Box-Cox. De esta forma el modelo ARIMA mas general
puede anunciarse como:

LAy, =5 +0(Lyu,
Donde 4 es la media de y;', siendo:

A
P Yol para A #0
Vi =

Iny,  para A#0

Restringiéndonos a los casos A=1y A=0, tendremos respectivamente la serie sin
transformar (la serie original) o la serie transformada aplicando logaritmos neperianos.
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1.2.3. Modelos ARIMA Estacionales.

Hemos visto que podemos convertir series no estacionarias en estacionarias tomando
diferencias regulares, es decir, entre periodos consecutivos. En la seccién anterior
hemos visto también que podemos eliminar la estacionalidad mediante diferencias
estacionales. Uniendo ambos resultados, concluimos que podemos convertir una serie
con estacionalidad en estacionaria mediante la transformacion:

__ ~v7Dvd
w, =V Viz,

donde D es el nimero de diferencias estacionales (si hay estacionalidad casi siempre
D=1,y si no hay estacionalidad D=0) y d el nimero de diferencias regulares (d <3).

Cuando exista dependencia estacional podemos generalizar el modelo ARMA para series
estacionarias incorporando ademas de la dependencia regular, que es la asociada a los
intervalos de la dependencia estacional, que es la asociada a las observaciones
separadas por s periodos. Vamos a estudiar como modelar estos dos tipos de
dependencias.

La primera solucion es incorporar la dependencia estacional a la regular, afiadiendo a
los operadores AR o0 MA en el operador B términos B, para representar la dependencia
entre observaciones separadas por s periodos muy largos en la parte AR y MA. Por
ejemplo los datos mensuales, s=/2, si un mes esté relacionado con el mismo mes en tres
afios anteriores necesitamos un AR o MA de orden 36 para representar esta dependencia.
Un enfoque mas simple, y que funciona bien en la practica, es modelar de forma
separada la dependencia regular y la estacional, y construir el modelo incorporando
ambas de forma multiplicativa. Se obtiene asi el modelo ARIMA estacional
multiplicativo que tiene la forma:

CD(BS)ngp(B)Vdezl =0,(B)0,(B*)a,, (1.1)

Donde ®,(B)=(1-® B —..—-®,B") es el operador AR estacional de orden P,
¢,=(1-¢B—-..—¢,B") es el operador AR regular de orden p, VP =(1-B%)’
representa las diferencias estacionales, y V?=(1-B)? las diferencias regulares,
O,(B)=(1-6,p —...—G)QBSQ) es el operador media movil estacional de orden Q,

0,=(1-6B-..-6,B") es el operador media movil regular de orden g y a, es un

proceso de ruido blanco. Esta clase de modelos, introducidos por Box y Jenkins en
(1976) representan bien muchas series estacionales que encontramos en la practica y se
escriben de forma simplificada como el modelo ARIMA(P,D,Q), x(p,d, q).
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1.3. Regresion dinamica entre variables estacionarias.
1.3.1. Introduccion.

Un modelo de regresion dindmica es una representacion de la relacion existente entre
dos o mas series temporales. El modelo de regresion lineal simple supone dos variables
X,, ,, que siguen procesos de ruido blanco y expresa la media condicionada de la

variable dependiente y,, en funcion de los valores de la explicativa, x,, mediante:

v, =B, +Px +u, (1.2)

donde las variables #, que no son observadas, son las innovaciones del modelo que

siguen también un proceso de ruido blanco. Al intentar aplicar este modelo a variables
que no son ruido blanco pueden tener dependencia temporal y nos encontremos con tres
problemas principales.

El primero es que la ecuacion (1.2) supone que la relacidén entre las dos variables es
instantanea, cuando entre variables dinamicas la relacion puede ser mas compleja y
transmitirse con ciertos retardos: el valor de y, puede depender no de x, sino de x, ,,

con un retardo 4 desconocido, o depender de todas las variables (x,,x, ,....x, ,). Por

ejemplo, los lectores habran seguramente advertido que si tratamos de aumentar la
temperatura del agua caliente, la respuesta del sistema suele ser gradual, de manera que
la temperatura de salida del agua tarda unos segundos en alcanzar el nivel deseado. Esto
ocurre especialmente cuando existe cierta distancia entre la ducha y la caldera que

calienta el agua. Si llamamos y, a la temperatura del agua que sale de la ducha en el
momento 7 y x, a la apertura de la llave en ese instante, un aumento de x, en =1,
produce efectos en la respuesta y, en los segundos, aumentando la temperatura
gradualmente durante 4 hasta un cierto nivel.

En consecuencia y, depende no solo de la apertura de la llave en 7, si no de la apertura
en los segundos previos de x,, es decir, de las variables x, ,...,x, ,. Como segundo
ejemplo, si y, representa los pasajeros transportados en un vuelo el dia 7 y x, es el
precio del billete en ese dia, un aumento del precio hoy tendra poco efecto sobre los
pasajeros transportados hoy, ya que la gran mayoria habran comprado su billete antes de
la subida. El incremento del precio, x,, afectard a los pasajeros futuros y,.,,¥,.,,...
ocasionando una disminucién de la demanda en los proximos dias. Esto es equivalente a
decir que la variable y,,, dependerd no solo x,, sino también de los valores previos

xl+h—1 2"

.x,. El efecto dinamico serd tanto mas complejo cuanto mas intervalos de
tiempo sean necesarios para la transmision completa del efecto. Por ejemplo, si
trabajamos con datos anuales, todos los efectos que se transmitan en pocos dias o meses
apareceran como efectos instantaneos, es decir todo el efecto de una subida de precios
en el afio 7 se observard en la respuesta ese afio, ya que todos los efectos quedan

incluidos en el periodo de observacion de la serie.
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El segundo problema de (1.2) es que este modelo supone implicitamente que la relacion
va de la variable x, ala y,, pero que la variable y, no influye sobre la x,. Decimos que
la variable y, es endogena, influenciada por x,, pero que x, es exogena o explicativa,
lo que implica que no hay relacion entre y, , y x, para cualquier ~> 0. Por ejemplo, la
cantidad de lluvia influye sobre el crecimiento de una planta, pero no es esperable que el
crecimiento de una planta afecte la lluvia futura. Aunque en muchas aplicaciones fisicas
o técnicas el caracter exdgeno de la variable x, es evidente por el mecanismo generador

de los datos. Por ejemplo, los gastos en publicidad, x,, es probable que influyan sobre
las ventas futuras y,,, sino que exista realimentacion o causalidad bidireccional entre

ambas variables de manera que y, también influye sobre x

... En este capitulo

supondremos que conocemos la direccion de causalidad, y por tanto, que el modelo de
regresion dinamica es adecuado para las variables. Cuando sospechamos que la variable
»y, puede también influir sobre la x,  tendremos que utilizar los métodos de

causalidad bidireccional.

El tercer problema de la ecuacion (1.2) es suponer que la parte de la variable respuesta
no explicada por la variable independiente x,, es un proceso u, de variables
independientes. Esta hipotesis es natural para datos estaticos, pero no suele verificarse
con datos dindmicos. Si pensamos de nuevo en el ejemplo de la temperatura del agua en
la ducha, la ecuacion (1.2) indica que cuando x, (apertura de la llave) permanece
constante, la temperatura del agua debe variar aleatoriamente de forma imprevisible. Sin
embargo nuestra experiencia diaria, nos indica que, afortunadamente la temperatura
evoluciona siempre con inercia, de manera que la temperatura en un instante, y,sera

proxima en el instante anterior, y, , y €staa y, ,, etc. Lo que supone relacion entre las

innovaciones. De la misma forma si, el nimero de pasajeros transportados en un vuelo
depende del dia de la semana, las innovaciones estaran autocorreladas, por el efecto de
la estacionalidad semanal.

En éste capitulo vamos a estudiar modelos para relacionar series estacionarias. Los
modelos que vamos a estudiar se conocen en las ciencias fisicas, naturales y de
ingenieria como modelos de funcion de transferencia y en las ciencias econdmicas
como modelos econométricos dindmicos. Describen como se transmiten los efectos
desde una variable x, a otra y, cuando no existe realimentacion o causalidad
bidireccional y es un instrumento muy utilizado en todos los campos cientificos para
evaluar respuestas dinamicas. Si las variables explicativas son controlables estos
modelos permiten simular y evaluar politicas alternativas. Si no lo son ofrecen la
posibilidad de estudiar como ciertos “escenarios” (definidos por posibles evoluciones de
la variable explicativa) que afectan a la variable respuesta.

La utilidad de estos modelos para la prediccion depende del intervalo entre
observaciones. Si es grande por ejemplo datos anuales, la relacion entre la variable

explicativa y la respuesta no suele contener retardos y para prever y, es necesario
conocer x,, en el caso mas general en que la variable x, es estocéstica, para preverla es

necesario haber establecido su modelo ARIMA univariante y con esto es posible
mejorar las predicciones futuras del modelo de regresion dinamico establecido para y,,

y el modelo puede ser muy adecuado para la prediccidén condicional de la respuesta en
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funcion de posibles valores de la variable explicativa. La situacion es distinta cuando el
periodo de observacion es corto, por ejemplo diario o cada minuto, donde es frecuente
que existan retardos en la relacion entre las variables, de manera que x, , afecta a y,

(h>0). En este caso diremos que la variable x, es un indicador avanzado de la

respuesta y como el regresor que necesitamos para prever la respuesta en el instante 7 es
conocido, el modelo de regresion dinamica suele proporcionar mejores predicciones de
¥, que el univariante.

1.3.2. Relaciones entre dos series estacionarias.
1.3.2.1 Funcion de covarianzas cruzadas.

Supongamos que tenemos dos procesos estacionarios X,, y,, con medias g, /.

Vamos a introducir medidas de su dependencia lineal para distintos retardos. Se define
la funcion de autocovarianzas cruzadas, mediante:

y/xy(t,lJrh):E[(xl—,ux)(th—,uy)]. (1.3)

Esta funcion depende del orden en que se toman las variables y de los instantes en que
se consideran cada una de ellas. La definicidén establece que la variable que aparece en
primer lugar en el subindice, x, se supone en 7 y la segunda, y, en 7+Ah. Por tanto

¥, (¢,1+h) mide la relacion lineal entre las dos variables x, y y,.,. El valor de 4 puede
ser positivo o negativo. Se verifica que 7, (l,l+h) es idéntica a y,, (l +h, l) y diremos

que dos procesos estacionarios X,, y,, son conjuntamente estacionarios si cada uno de

ellos es estacionario y las covarianzas cruzadas solo dependen del retardo entre las
variables, 4, y no del instante inicial considerado. Entonces, escribimos la funcion de
covarianzas cruzadas como:

Vo (tt+h)=y (h), h=0%1,%2,

En adelante, para simplificar la exposicion, diremos normalmente que dos variables son
estacionarias para indicar que son conjuntamente estacionarias. La funcidén de
covarianzas cruzadas para procesos estacionarios no varia si intercambiamos las
variables y el signo del retardo simultaneamente:

7o (M) =7 (=h)

En efecto:

7o ()= E[(x =) (= 18,) |
=E| (%~ 1) (v, 1,) | = 7, (D)

ya que, por la estacionariedad, la covarianza solo depende del retardo.
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Concluimos que la funcion  y,, (h), (h=0,£1,£2,...)) resume toda la dependencia

lineal entre ambas variables y no es necesario calcular la funciény, .

La funcion y,, (h) no es simétrica respecto al retardo %, y se verifican las propiedades

siguientes:

1. Para 7> 0 los coeficientes y,, (/) representa como los valores de x, influye en
los valores futuros y,,,, lo que interpretamos diciendo que la parte positiva de
esta funcion representa la relacion “causal” de x, hacia y,,, .

2. Para h<0 los coeficientes 7, (h) representa como los valores de y, influye en
los valores futuros x

t+h>

esta funcion representa la relacion “causal” de y, hacia x, .

lo que interpretamos diciendo que la parte negativa de

Diremos que existe relacion contempordnea o instantdnea entre dos variables si
Y (O) #0. De la misma forma que las autocovarianzas permiten identificar el orden del

modelo ARMA, podria pensarse en utilizar la funcion de covarianzas cruzadas para
identificar si la relacion es en una direccion o bidireccional y también obtener el nimero
de retardos distintos de cero en la relacion entre dos variables. Sin embargo no es asi, ya
que esta funcion tiene muchas limitaciones, como se ilustra a continuacion.
Supongamos que la relacion entre dos variables estacionarias de media cero es:

Ve =VX, VX, +a,, . (1.4)

Multiplicando por x, , y tomando esperanzas, resulta:

Vo (M) =E(x_,y,) = v li(x,_,x,) + v E(x,_x,_ )+ E(x,_,a,)
=V (M) +vy (h-1). (1.5)

Vemos que la funcion de covarianzas cruzadas es una mezcla de los coeficientes v, de
la relacion entre las dos variables y de la estructura de autocovarianzas de x,, con lo que
sera complicada interpretar. Supongamos que la variable x, sigue un proceso AR(1), de
manera que y, (h)=0. Entonces si existe correlacion contemporanea, v, =0, las
correlaciones cruzadas 7,,(4) seran no nulas para 4> 0, indicando relacion desde x,_,
hacia y,, aunque segun (1.4) ésta relacion existe para ~#=0,1. Ademas, también seran no
nulas para /< 0, indicando una relacion desde y, , haciax,, que no existe. Por ésta

razén no podemos utilizar las covarianzas cruzadas para determinar ni la direccion ni la
relacion, ni el nimero de retardos de la ecuacion. Sin embargo, si la serie x, fuese ruido

blanco, entonces este problema desaparece, ya que y (#)=O0para ~=0, y las unicas
covarianzas cruzadas no nulas son 7, (0)y 7,,(1)con valores proporcionales a los

coeficientes v, de la relacion.
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En resumen, si #< 0, todas las covarianzas cruzadas y,, (h) son cero, podemos concluir

que no hay relacion desde y, , hacia x,, pero lo contrario no es cierto: es posible que la

causalidad sea unidireccional, y que encontremos coeficientes distintos de cero en esta
funcion. Solo cuando x, es ruido blanco podemos interpretar simplemente esta funcion.

Estas propiedades hacen que las covarianzas cruzadas no se utilicen para identificar el
modelo, aunque tienen otra utilidad para su diagnosis, como veremos posteriormente.

Funcion de autocorrelacion cruzada.

Definimos la funcion de correlacion cruzada, p, (h), de dos procesos estocasticos

conjuntamente estacionariosx,, y,, por:

)

h=0,£142,..,)
0.0,

Xy

Esta funcion es la estandarizacion de y,(h) y, en consecuencia, tiene propiedades
analogas. Se verifica que:

1. ‘pw(h)‘gl;

2. p,(h)=p,(-h), esto se cumple por la estacionariedad de las variables, ya que
la covarianza solo depende del retardo y,_ (h) =y, (-h). Pero en general
Py (M) = p, (=h), y la funcion no es simétrica alrededor del origen. Para

h> 0 mide la relacion desde x hacia y, mientras que para # <0 la relacion que
mide de y hacia x.

La funcion de correlacion cruzada, al ser la estandarizacion de la covarianza tiene los
mismos problemas que ésta para identificar los retardos que existen en la relacion entre
dos variables: mezcla los coeficientes de la relacion con los de autocorrelacion.

Estimacion de las funciones de covarianzas y correlaciones cruzadas.

Sabemos que las autocovarianzas teodricas de un proceso y,se estiman mediante las
muestrales, definidas por:

7,(h) = %Tzlh(y ) (en-v).

De la misma forma, todas las series temporales, x,, y,, estimaremos sus covarianzas
cruzadas mediante las muestrales :
T-h

o) =5 2.5, ~F) (3~ 7).
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y las correlaciones cruzadas muestrales por:

v (h
="
5,8,

donde s, =7,%(0), s, =7,°(0).

Las propiedades muestrales de las funciones de correlacion cruzadas son complicadas.
Sin embargo, podemos utilizar esta funcioén para contrastar la causalidad unidireccional
de manera simple en el caso particular en que uno de los dos procesos es ruido blanco.
En este caso particular, puede demostrarse que si ambos procesos estan incorrelados, las
varianzas de los coeficientes de autocorrelacion cruzada muestrales entre un proceso y,

y un ruido blanco a, son:

1

Var [ray (h)] s

(1.6)

Es decir, podemos aproximar las desviaciones tipicas de las estimaciones de los
coeficientes de correlacion cruzada de manera idéntica a las de las autocorrelaciones

mediante 1/+/7 . Por tanto, si x, es ruido blanco podemos construir bandas 2/ JT' sobre
las autocorrelaciones y si 7, () =0 para #<0 concluimos que no hay relacion desde
¥, hacia x,,,. La parte de ésta funcion para 4> 0 nos permitira investigar si existe o no
relacion desde x, , hacia y,. Sila variable x, no es ruido blanco, este contraste puede

aplicarse utilizando los residuos del modelo univariante de x, .

Para interpretar la funcién de correlacién cruzada hay que tener en cuenta que las
estimaciones para distintos retardos estan correladas, y para valores moderados de 4 las

covarianzas entre los coeficientes de correlacion muestrales 7, (h)y r,,(h+k) pueden

calcularse aproximadamente por:

P, (k)
T'-h

2

Cov| r, (h).r,,(h+k) | =

y utilizando (1.6) se obtiene que:

plr.(r., (h+k)] = p,(k), (1.7)

es decir, aunque y, y a, no estén correlados entre si (por tanto p,, (h)=0), los
coeficientes estimados r,,(h) si lo estaran. La funcion de correlacion cruzada estimada
variard alrededor de cero con varianza dada por (1.6) pero, segin (1.7), x, y a,al estar
sus coeficientes relacionados de la misma forma que las autocorrelaciones de y,,

tendera a reproducir el correlograma de y, .
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Esta propiedad hace que la funcion de correlacion cruzada no sea facil de interpretar,
incluso en el caso mas simple donde una de las series es ruido blanco existe
independencia.

1.3.3. Modelo dinamico entre dos series estacionarias.

Los modelos que se estudiaran en éste capitulo suponen que existe la relacidon
unidireccional de la serie x hacia la serie y pero no al contrario. Una relacidén
unidireccional de x, hacia y, entre dos procesos estocasticos estacionarios de media

cero puede representarse mediante:

Y, = VX, VX, +V,X, , +..+h, (1.8)

donde los coeficientes v, de la funcion de transferencia describen la relacion dindmica
entre las dos series y el proceson,, que es también estacionario, recoge el efecto de
todas las otras variables que pueden tener efecto sobre y,, y se le denomina el proceso

de perturbacion o de inercia, o simplemente perturbacion, de la relacion. Esta ecuacion
puede escribirse de forma mas compacta utilizando el operador retardo, de la siguiente
manera:

Y, =v(B)x, +n, (1.9)
donde

v(B)=v,+vB+v,B* +...

se denomina la funcion de fransferencia y a los coeficientes v, se les denomina funcion
de respuesta a impulsos.

La ganancia de la funcién de transferencia es:
g=v()= Z Vi
i=0

y representa el efecto a largo plazo que experimenta y, cuando x, aumenta en una
unidad y permanece constante a continuacion.

El proceso de perturbacion, 7,, seguira un proceso ARMA estacionario:
¢(B)n, =6(B)a,, (1.10)

donde a,es un proceso de ruido blanco. El modelo formado por las ecuaciones (1.8) y

(1.9) se conoce como modelo de regresion dinamica o modelo de funcion de
transferencia entre las dos variables.
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Representacion de la funcion de transferencia como cociente de polinomios.

La expresion (1.8) de la funcion de transferencia no es util para ser estimada en la

practica. Si el proceso x, tiene alta autocorrelacion, las variables x, x, | x, ,... estaran

muy correladas entre si y serd muy dificil separar sus efectos por el problema de la
multicolinealidad. Ademds si la relacién es larga tendremos que estimar muchos
parametros, con lo que el problema se complica.

Una forma alternativa de escribir la funcidon de transferencia, es utilizar la idea de
aproximar una funcion infinita como cociente de polinomios y, como hicimos en los
modelos ARMA, representar la funcion mediante:

V(B) = _»;m((g)) B’

2

z : b . .
Donde el término B’ tiene en cuenta que la relacion puede establecerse con un retardo
inicial b y:

w, (B)=w,+wB+..+w B",

Es el numerador de la funcion de transferencia que juega un papel similar a la parte AMA
de un modelo ARMA, y:

5. (B)=1-6B+..+5 B,

es el denominador, que juega el papel de la parte AR. Los factores de esta ecuacion
deben ser menores que la unidad para que el sistema proporcione una modificacion

finita de la x,. Es decir, si escribimos o, (B) = (1-9,B)...(1-0_B), entonces ‘51] <1.

En la practica, los 6rdenes m y a son pequefios, no mayores que 3. La ganancia de la
funcién de transferencia se calcula como antes:

Una ventaja de esta representacion es separar la funcidn de transferencia el efecto inicial
de la pauta de decrecimiento, y al ser estos dos factores independientes podemos
estimarlos mejor. Consideremos el caso mas simple:

v(B) =w,(1+SB+05°B* +..) (1.11)

_ 0
(1-6B)
donde |§ | <1. Esta funcion representa una relacion donde six, aumenta en una unidad y
luego vuelve a su valor inicial, la respuesta tiene un aumento instantdneo de w,,
seguido de un aumento en el siguiente periodo de w.,0, y en los periodos siguientes
w,0*, con decrecimiento con tasa |§|<l, hasta acumular el efecto total que es la

ganancia g =w,/(1-0).
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Por ejemplo, si 6 =0.7y w, =2, un impulso en x,, es decir un incremento en 7 de una
unidad que desaparece en el instante 7+/ produce aumentos en y, de 2, en y, de

(2)(7)=14, en y,, de 098 yen y,, de (2)(.7)". Si sumamos todos estos efectos,
obtenemos la ganancia, 2/0.3=6.667.

Si la verdadera relacion es del tipo (1.11) con ¢ no muy pequefio con la representacion
(1.8) tendriamos que estimar muchos coeficientes v, y ademas independientes, con lo

que podremos hacerlo con precision.
Otro modelo muy util en la practica es:

_ W +w,B

a—oB) +(w, +w,0)B+(w, +w,8)B> + .. (1.12)

v(B)

donde partimos que el efecto inicial sea distinto del que aparece en el decrecimiento
gobernado por ¢ .

Representacion de la funcion de transferencia como efectos a corto y a largo plazo.

Un método alternativo de escribir la funcion de transferencia es separando la respuesta a
largo plazo, o ganancia, de los efectos a corto plazo. Toda funcion de transferencia de
orden maximo 4 puede escribirse como:

k-1

vi(B)=g+> VB (1.13)
i=0

donde: V=1-5.

Utilizando esta representacion, en lugar de la ecuacion (1.9), podemos escribir:

Y, = gx, +kzl:aiVxH +n,, donde Vx, ,=(1-B)x, , (1.14)
i=0

Que separa el efecto a largo plazo, medido por g =v(1), de los efectos a corto, medidos
por los coeficientes «,. Observemos que, en ambos casos, tenemos, k+/ coeficientes.
Los v, (i=0,...,k) en la izquierda y en la derecha los k coeficientes «, (i=0,....k-1) mas
el g. La ventaja de la formulacion (1.14) frente a (1.9) es que las variables Vx,
estaran mucho menos correladas entre si que las x,, con lo que sus efectos se estimaran
mejor. Por ejemplo, supongamos que x, sigue un proceso AR(l) con alto coeficiente.
Entonces Vx, es casi ruido blanco y los términos Vx, , estaran muy pocos correlados
entre si y con x,. La estimacion de (1.14) sera mucho mas eficiente que la de (1.9).

Otra forma alternativa de separar los efectos a corto y a largo plazo es escribiendo la
relacién como:

k .
y =gy, +> BV'x+n, donde Vix,=(1-B) x, (1.15)
i=0
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donde, de nuevo, hemos separado el efecto a largo plazo, g, de las fluctuaciones a mas

corto plazo dadas por las diferencias V'x,. Se demuestra a continuacion, que como en el

caso anterior, cualquier polinomio en el operador de retardo de orden k puede escribirse
como:

v, (B) = V(l)+ZﬁiV", donde V' =(1—B)i (1.16)

Verificacion de (1.16):

Dado un operador v, (B) =v, +v,B+...+v,B* de orden finito k, vamos a demostrar que
siempre puede escribirse como:

v.(B)=v(1)+ iaiVﬂi, donde V = (1-B)

y también como (1.16).

La demostracion de esta propiedad es inmediata igualando términos con los dos
miembros. Por ejemplo para k=2, tenemos para la primera ecuacion:

v, +vB+v,B> = (v, +v,+v,)+ o (1- B)+a,B(1- B)

de donde resulta, igualando las potencias mas altas, en B”:
o, =—v,.

Igualando ahora las potencias de B en ambos miembros, tenemos v, = -, +«,, que
conduce a:

& ==V =V,

Apliquemos el mismo método en el segundo caso para obtener los coeficientes B .
Entonces:

v, +vB+v,B> =, +v,+v,)+ B (1-B)+ B,(1-2B+B?).

Es inmediato que ahora £, =v,, y como tenemos v, en el primer miembroy —f -2/,
en el segundo resulta:

B=—(v +2v,).
Puede demostrarse por induccidn que, el resultado general es:

_Cy
il

B, v (),

Donde v’(1) es la derivada i-ésima de v, (B) respecto a B particularizada luego para

B=1.
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Por ejemplo, si k=2 e i=1, entonces v\"(B)=v, +2v,B, y también v{"(1)=v, +2v,.
Sustituyendo estas expresiones se obtiene que S =(-1)(v, +2v,), como obtuvimos
directamente. La formula es también valida para i =0 y entonces B, =vi”(1)=v,(1),
con lo que se verifica la expresion (1.16).

La expresion (1.16) indica que en la ecuacion (1.15) el coeficiente de x, es la ganancia,
y los coeficientes de V'x, representan efectos a corto plazo. Los coeficientes f,
representan los efectos sobre la respuesta de los incrementos de x, o velocidad de
cambio de x,, de la aceleracion en el cambio de x, (medida por V?x, ), etc. Es facil
Vx

1, tienen

comprobar que si x, tiene alta autocorrelacion las variables x,, Vx, ,,

menos autocorrelacion que las variables x,, x

1> X_,. Por tanto la ecuacion (1.15)

resulta mucho mas conveniente que la (1.9) cuando la serie x, tenga alta
autocorrelacion.

Las dos representaciones (1.14) y (1.15) tienen el mismo objetivo: separar los efectos a
corto plazo de los efectos a largo plazo y escribir la relacion utilizando variables
explicativas tan poco correladas como sea posible para estimar mejor los efectos. Cual
de estas dos representaciones sea mas eficaz depende de la estructura de la variable x, .

1.3.4. Construccion de modelos de regresion dinamica en variables estacionarias.

Las etapas para el ajuste de un modelo de regresion dinamica entre dos variables
estacionarias contempla tres fases igual que en la estimacion de cualquier otro modelo
las cuales son: identificacidn, estimacion y diagnosis.

1.3.4.1. Identificacion.

Supone decidir la estructura de la funcion de transferencia y del modelo para la
perturbacion, que serd ARMA(p,,q,).

Podemos utilizar como modelo de la perturbacion el de la variable y,, suponiendo
P,=P, Y 4,=9, Lajustificacion de esta eleccion es que, si no hay relacion entre las

variables y los coeficientes de la funcion de transferencia son cero, entonces y, seguird
el proceso de la perturbacion.

En general, el modelo final para n, sera mas simple que el de y,, ya que es muy
posible que x, explique gran parte de la dinamica de la respuesta, y una posibilidad
alternativa es tomar un modelo AR(1)xAR(1),, para captar la autocorrelacion regular y
la estacional.

El método para identificar la funcién de transferencia depende del grado de
autocorrelacion en la variable x,. Si esta variable sigue un proceso de ruido blanco o

tiene una estructura de correlacion muy pequefia, podemos estimar el modelo:
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k
v, =P, +Zvl.xH. +n,, (1.17)
i=0

y estudiar la estructura de los coeficientes v,,...,v, para decidir el orden del numerador y

del denominador de la funcion de transferencia. El orden £ se elige teniendo en cuenta el
tamafio muestral y procurando incluir todos los retardos posibles donde pueden existir
efectos. En general £ <7'/4 . Por ejemplo, con datos anuales & sera pequefio £ <2, pero
con datos horarios puede ser alto. Pondremos siempre en la ecuacion un modelo con
autocorrelacion para n, el cual se utilizard para evitar los problemas de regresion

espuria que se comentan posteriormente.

Esta formulacién de la ecuacion de transferencia (1.17), no es conveniente cuando la
serie x, tenga fuerte autocorrelacion, ya que entonces los coeficientes v, seran dificiles

de estimar por la alta multicolinealidad entre las variables explicativas. Es mejor estimar
directamente modelos del tipo:

w, +w,B B

,th
(1-6B)

e

Vo= Pyt (1.18)

y comprobar si encontramos coeficientes significativos que nos indican la forma de la
respuesta. Si la correlacion de la x, es fuerte, una solucion simple es estimar un modelo

que nos separe los efectos a largo y a corto plazo, del tipo (1.14) y (1.15). Con los
coeficientes significativos determinamos qué forma de la funcion de transferencia
parece mas adecuada, y si es posible, la escribimos como cociente de polinomios, como
indica la ecuacion (1.18).

En esta fase de exploracion no conviene seguir reglas estrictas al eliminar coeficientes,
y mantener aquellos que sean grandes aunque no sean formalmente significativos. Si se
estiman varios coeficientes (k >2) siempre existira cierta multicolinealidad en la
estimacion y ademas los errores estandar que utilizamos s6lo serdn aproximados, ya que
el modelo es también una aproximacién al correcto. Por tanto recomendamos mantener
todos los coeficientes con valores de 7 mayores que uno. Escribiendo el modelo
estimado en la forma v(B) podemos decidir la estructura de la funcion de transferencia
de forma similar a como se hizo en el correlograma o FAS de un proceso ARMA. En
Concreto:

a) Si los primeros b coeficientes v, parecen iguales a cero, entonces la funcion

empieza en el retardo b.

b) Si hay m coeficientes aparentemente significativos sin una pauta caracteristica
de variacion, tomar ese grado para el numerador de la funcion.

c) Si se observa una estructura de decrecimiento geométrico en los coeficientes,
incluir un término de orden uno en el denominador, a=1. Si el decrecimiento es
sinusoidal suponer a=2.
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De esta manera se establece la forma provisional para la funcion:

w,(B) B
6.(B)

que pasaremos a estimar eficientemente en la etapa siguiente.

1.3.4.2 Estimacion y seleccion del modelo.

Una vez establecida la funcion de transferencia y el modelo para la perturbacion y la
hipotesis de normalidad, la funcion de verosimilitud puede escribirse siguiendo el
mismo procedimiento que en el caso univariante. Por ejemplo si el modelo para el ruido
es AR(p) y en la funcion de transferencia a=0, llamando hA=max(p,m+b),

y=0py ) Y, =0,...y,), el logaritmo de la verosimilitud o funcién soporte
puede escribirse como:

L) =Y Ly |yrsei )+ L(3) (1.19)

t=h+1

Esto es porque si se considera el proceso AR(1) de media u, y,=c+¢y, , +a,, con
c=u(l-¢) y f(y,) tiene una distribucion normal. En este caso, LE(y)=u ¥y

2

O
1-¢>

Var(y) =

Con lo anterior y,, = u y v, =(1-¢*)". Para y, los momentos de la distribucion condicionada

a v, son y, =E(y,|y)=ctey y Var(y,|y)=E(y, -c-¢»)']=Eld]=c> con lo que
vy =1

De la misma forma se demuestra:
Via =EW |y )=c+dy,, t=2,..T.
Var(yl |yl—l)262‘}m,1 :GZ; ZZZ,,T

En consecuencia, la funcion de verosimilitud es:

l Z(yz _c_¢yzl)2}

20° <

SO =5 )H o' (2m) " exp {—

Tomando logaritmos y utilizando que f(y,) es normal, con pardmetros E(y,)=u y
2
Var(y,) = 167, resulta la funcion soporte:
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(=) -y 1

T 1
L(¢,0% | y,) =——In(c?) + —In(1- ¢*) -
(¢.07 | yr) 5 n(o”) 5 n(1-¢°) . =

Z(yz _c_¢yz—l)2

La expresion anterior muestra que, si prescindimos del primer término, la funcidén
soporte tiene la expresion habitual de un modelo lineal. Si condicionamos a la primera
observacion tenemos que:

FOnysnye )=o) eXp{— 1 Z(yz —c—¢y”)2}

2
=2 207

La funcidn de verosimilitud condicionada asociada a esta funcidn es:

G e XU I,

L(¢762|yl):_T o2 2

En consecuencia, todas las distribuciones condicionadas para 7=p+1,....,7 son

normales, con media igual a la prediccion a un paso y varianza ¢”. Y su funcion de
verosimilitud es:

f(yl,yz,yg,...,yT)=H61(27r)”e><p{— 1 Z(yz—u—Zflcé(y”—u))z}

2
t=p+1 20 t=p+1

La funcidn soporte condicionada a la expresion anterior es:

L(u,¢,0° |y1,...,yp):—(T;p) ln(Gz)—2;2 Z 62 _N—Z;Q(VH - )’

Ahora prescindiendo de constantes y despreciando el segundo término en la ecuacion
(1.19), 1a funcion soporte condicional para el vector de parametros £ que incluye todos
los del modelo, sera:

T'-h

1 T
2 a

Ino’ ——
26 t=h+1

L(Bly)=

donde a, son los residuos. La estimacion condicional equivale, como en el caso

univariante, a la minimizacion de la suma de cuadrados generalizados. Para ilustrar el
procedimiento vamos a suponer el caso mas simple:

y, =B, +vx, +n, (1.20)
donde la perturbacion sigue el proceso AR(1)
n =pn  +a,

y a, es ruido blanco. Si conociésemos el valor de p, multiplicando (1.20) por el
operador (1— pB), tendriamos que:

(= pB)y, = (A= pB)f, +v,(1- pB)x, +a,
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y definiendo las nuevas variables, y, =y, —py,,, X, =x, —px,,, podriamos aplicar
minimos cuadrados a la regresion:

Vy=Cc—VX, ta,

EntreX, e y, y obtener v,. Esto equivale a aplicar a las variables la transformacion:

J~/1 1 0 - M
J72 _ —-p I - Y2
: : o - 0 :
J7T 0 0 —-P 1 Yr

Que, es aproximadamente el resultado de aplicar el método de minimos cuadrados
generalizados y se justifica a continuacion.

Minimos Cuadrados Generalizados.

Para explicar el procedimiento escribimos el modelo de regresion lineal en su forma
general:

Y=Xp+N

donde Y es un vector de dimension 7x/ de la variable dependiente, X es una matriz 7xp
de variables explicativas y £ es un vector px/ de parametros. La primera columna de X

contiene un vector de unos y las siguientes los valores de las variables dependientes,
que incluyen valores actuales y retardos de cada una de las variables. Veremos que el
estimador minimo cuadratico es:

B=(X'X)'X'Y

Sin embargo, con series temporales es esperable que las perturbaciones, N, no sean
ruido blanco y tengan una estructura de dependencia definida por su matriz de varianzas
covarianzas:

o 0,
0 1 -0,

E[NN'=0°G = >

O, 0., !

Supongamos que la matriz G fuese conocida. Entonces podriamos transformar el
problema en otro con nuevas perturbaciones incorreladas y aplicar después minimos
cuadrados a la ecuacion transformada. Toda la matriz definida positiva admite una
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representacion como G = LL’; donde la matriz L es triangular, que se conoce como
descomposicion de Cholesky, y podemos transformar el modelo mediante:

L'Y=L'XB+L'N

y llamando ¥, =LY y X, =L"X alas variables transformadas y £ =L"'N al nuevo
de perturbaciones, que tendran matriz de varianzas covarianzas:

E[EE'|=E[L'NN'L"|=L'EINN'L"'=L"'c*GL™""
=0’L'GL ' =c*L'LL'L" ' =5’

y tendra perturbaciones incorreladas. Aplicando minimos cuadrados a las variables Y,
X, , el estimador para [, sera:
G b

Bs = (Xc';XG)ilXc';YG
y sustituyendo las variables transformadas por las originales:
B, =(X'G'X)'X'GY

que llamaremos estimador de minimos cuadrados generalizados o simplemente
estimador MCG.

Por ejemplo, supongamos que el ruido sigue el proceso ARMA:

N =Y4
donde:
1 0 - 0 O
v W, 1 - 0 O
0 - 1 O
v, ¥,y 1

es la matriz triangular de coeficientes de la representacion AA(w) del proceso y
A=(a,...,a,)" esun proceso ruido blanco. Entonces:

IN=A4
donde TT=¥" es la matriz autoregresiva. La matriz de covarianzas de N sera:
E[NN'1=¥Y¥'c’

y la inversa de W es II. Por tanto, la transformacién requerida para un proceso AR(1)
utiliza su matriz de coeficientes AR que tendra unos en la diagonal, el coeficiente ¢ en
la siguiente subdiagonal y el resto seran ceros. Ya que en este caso nuestra matriz
G=YY', donde ¥ es conocida y es diagonal, entonces podemos reescribir nuestro
modelo como:
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YY=¥'Xp+¥Y'N
-V, =X,f+IIN=X_[+A4

Donde tendremos nuevas variables transformadas y A sera ruido blanco.

Y aplicando el MCG a este nuevo modelo tendremos:

J~/1 1 0 - M
J72 _ —pP I - Y2

: : o - 0 :
J7T 0 0 —pP 1 Yr

El analisis anterior es aproximado para los primeros valores, ya que la ecuacion
N =W¥A4 no genera exactamente el proceso, sino solo después de los primeros retardos.
Por ejemplo, para un MA(1) todos los ¥, son cero para j>2 y la ecuacion que resulta
para u, =a, y solo a partir de j=2 obtenemos u, =a, +ya,. Por tanto, la matriz de
varianzas y covarianzas tedrica de un MA(I) no es exactamente WW¥'c’, pero si
aproximadamente, si despreciamos la primera observacion.

En general, el proceso de las perturbaciones es desconocido, pero el procedimiento
anterior puede aplicarse iterativamente: (1) estimados por minimos cuadrados una

regresion entre ambas variables y obtenemos los residuos 71, =y, — B, +v,x,; (2) con
estos residuos estimados el AR(I), n,=pn, . (3) con el coeficiente estimado

transformamos las variables en y, =y, —py,, v X, =x,—px,,, y con las nuevas

variables repetimos (1), (2) y (3) hasta que los residuos de la regresion sean ruido
blanco.

Este proceso puede generalizarse como sigue. Supongamos el modelo:

(1.21)

2

1
=v(B)x, +——a
Y, =v(B)x, B

Entonces la estimacion puede llevarse a cabo en las siguientes etapas:

1. Estimar una ecuacion entre y, y x,, obtener los residuos, 7, y estimar el
modelo A =72”(B)al” con estos residuos. Alternativamente, podemos
suponer como modelo para n, el modelo univariante de y,. Tomar i=0, y
definir y¥ =y, xV=x,,y A” =22(B)a", que es el modelo inicial para la
perturbacion.

2. Hacer i=i+1. Aplicar el modelo 7#“(B) a la ecuacion (1.21) para que tenga
residuos incorrelados, mediante:

7%(1'71) (B)yl _ V(B)ﬁ'(ifl)(B)xl + |:7%(H)(B) / E(B)] a,

Llamar:
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2%,

Como
obtendran a partir de la matriz de segundas derivadas en el maximo. La maximizacion
de la
Normalmente se estiman varios modelos modificando los parametros y se elige el mas
adecuado con el criterio BIC (Criterio de Informacion Bayesiana).

() _ AG-D i) _ G- _ AG-D 6D £(i-1) | (1)
=7 (B)yz - -7 1 T Ve s
O — 20D D S 2 (i-1) BY/ 7(B) | ~ ; 1
y, x”=7x""(B)x"’. Suponer que |z ’(B)/zn(B)|~ly estimar los

parametros de la funcion de transferencia v(B) por regresion y y x por

minimos cuadrados. Sea y” =v"(B)x" la regresion estimada. Con estos

valores obtener el proceso de inercia i =y -3 (B)x® .

Estimar los parametros de la nueva serie del proceso de inercia. Sea
" =79(B)a” el modelo estimado. Si el modelo 7% (B) es practicamente el
mismo obtenido para £#"”(B), finalizar la estimacion.

En otro caso, hacer i =i+1 eir a (2).

El algoritmo itera las dos etapas (2) y (3) hasta la convergencia. Si en la etapa
(2) los parametros de la funcion de transferencia no pueden obtenerse mediante
regresion, porque tenemos términos en el denominador, esta etapa se sustituye
por:

Calcular recursivamente los residuos del modelo, 4,, obteniendo primero el

proceso de ruido y, a continuacion, sus residuos. Por ejemplo, si
b=0,m=0,a=1y p=1, ¢g=0,ytenemos el modelo:

- M,
Y a=sB) T (1—gB) "

entonces:
a=y,—@y,  +wx, +(S+P)x,_ +(5>+P> +5d)x,_, +...

que permite obtener los resultados a partir de unos valores iniciales. Sea [ el

vector de parametros del modelo y ,5’0 el valor inicial, utilizado en los calculos
anteriores. Sea:

S(B)=Ya (P

y S (,@0) el valor inicial de esta funcion. Calcularemos un nuevo valor de los

parametros que disminuya la suma de cuadrados mediante un algoritmo tipo
Gauss-Newton e iteraremos hasta obtener convergencia.

en el caso univariante, las varianzas y covarianzas de los estimadores se

funcién de verosimilitud exacta se efectia con estos mismos principios.

BIC =Tno;, +kInT.
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Donde 7 es el tamafio muestral, o, el estimador MV de la varianza y & el nimero de
parametros.

El criterio BIC se utiliza en la seleccion de modelos para elegir el mejor entre un
conjunto de modelos admisibles. Un modelo es mejor que otro si tiene un valor BIC
menor. El BIC se basa en una verosimilitud integrada en la teoria Bayesiana. Tomando
en cuenta también la parsimonia la cual consiste en seleccionar el modelo con menor
numero de parametros.

1.3.5 Contrastes diagnosticos.

Una vez seleccionado un modelo, antes de aceptarlo conviene efectuar contrastes
diagnosticos para comprobar que no presenta deficiencias detectables que pueden
sugerir reformulaciones. Clasificaremos los contrastes que pueden aplicarse en: (a)
sobre los parametros estimados, y (b) sobre los residuos.

1.3.5.1 Contrastes sobre los parametros.

Debe comprobarse que la ganancia concuerda con el comportamiento esperado del
sistema. Conviene también examinar:

1. Si el modelo puede simplificarse eliminando operadores con valores proximos
en el numerador y en el denominador.

2. Si las raices de los polinomios autorregresivos cumplen las condiciones de
estabilidad o estacionariedad.

3. Si los efectos de los distintos operadores del ruido y de la funcion de
transferencia ofrecen una interpretacion coherente con el comportamiento
cualitativo del sistema que estamos modelando.

Comenzaremos comprobando que no tenemos raices comunes que pueden simplificarse,
o en un cociente de polinomios o en ambos miembros de la ecuacion. Por ejemplo, el
modelo:

5-2.88B 1-0.38
Y= X, + zaz:
1-0.6B 1-1.1B+028

Puede simplificarse, cancelando raices muy préximas, como (1-0.568) en el
numerador y (1-0.6B) en el denominador de la funcion de transferenciay (1-0.3B) y
(1-0.31B) en el ruido, a:

Y, =5x 1

Tt —————q,.
1-031B

La presencia de raices comunes o préximas puede a veces mostrarse por correlaciones
altas entre los parametros estimados, lo que sugeriria buscar una forma de parametrizar
el modelo de separar mejor los distintos efectos.
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Comprobaremos también que todos los parametros incluidos son significativamente
distintos de cero, comparando el valor obtenido con la desviacion estdndar estimada.
Hay que recordar que estos contrastes son solo validos asintéticamente, por lo que
conviene fijar el nivel de significacion en funcion de la interpretacion logica del
modelo, especialmente para los parametros de la funcidn de transferencia: si su signo y
magnitud coinciden con lo esperado conviene mantenerlos, aunque el valor de su
estadistico 7 asociado no sea exactamente significativo al 95%.

1.3.5.2 Contrastes sobre los residuos.

Consisten como siempre, en comprobar si los residuos son una secuencia de variables
aleatorias normales con varianza constante e independientes.

Esto supone realizar contrastes para confirmar:

1. Normalidad.
2. Que su media es cero.
3. Que estan incorrelados entre si.

Estos contrastes son analogos al caso univariante.

Para disefiar contrastes de errores de especificacion, veamos las consecuencias de una
especificacion incorrecta. Supongamos que el modelo verdadero es:

Y. =v(B)x, +y(Ba,
pero erroneamente estimamos:

Y, =V (B)x, +y,(Ba,,
concluimos que los residuos estimados &, verificaran el modelo:

G YB)-V(B) - wB)
CowB) T B

En esta expresion podemos encontrarnos en los casos siguientes:

1. Hemos especificado mal tanto la funcion de transferencia como el modelo para
la perturbacion, es decir, w(B) = y,(B) y w(B)#v,(B). Entonces, los residuos
a, estaran tanto autocorrelados entre si, ya que tienen estructura dinamica, como
correlados con los valores de x,. La autocorrelacion de los residuos se detectara
con su correlograma y la dependencia con la variable x, estudiando la funcion

de correlacion cruzada entre los residuos del modelo y la variable explicativa.

2. Si la funcién de transferencia es incorrecta, aunque el modelo del ruido sea
adecuado, también observaremos correlacion cruzada entre los residuos y x, y
autocorrelacion entre los residuos. En efecto, si la funcion de transferencia no es
correcta pero esta bien especificado el modelo del ruido, los residuos pueden
escribirse como:
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a, = —V(Bz —1(B) X, +a,
v,(B)

y esta ecuacion implica autocorrelacion entre los residuos estimados @, .

3. Si la ecuacion de transferencia es correcta, es decir aproximadamente
v(B)=v,(B), pero el modelo del proceso de perturbacion o de inercia es

equivocado /(B)# y,(B)habra autocorrelacion en los residuos &,, pero no
existira correlacion cruzada entre @, y x,.

4. Si tanto la funcion de transferencia como el modelo del proceso de inercia son
correctos, no habra ni autocorrelacion, ni correlacion cruzada.

En resumen, la funcion de correlacion cruzada entre los residuos estimados a, y la
variable explicativa x, es muy util para detectar posibles errores en el modelo. Si
encontramos correlaciones cruzadas entre los residuos estimados y la x, esto sugiere

que la funcion de transferencia no esta bien especificada. Ademas en este caso es
posible que necesitemos también reformular el modelo del ruido. Si no hay
correlaciones cruzadas entre los residuos estimados y la variable x, concluimos que la

funcién de transferencia es correcta y miraremos el correlograma de los residuos. Si hay
autocorrelacion, el modelo de la perturbacion debe modificarse. En otro caso el modelo
es correcto.

Dado que la funcion de correlacion entre a, y x, puede no ser muy clara debido a la
propia estructura de dependencia de x,, como ya comentamos en el caso general, es mas
operativo estudiar la correlacion entre a, y «,, siendo «, los residuos del modelo

univariante de x,, ya que, al ser el proceso «, ruido blanco, la imagen sera mucha mas
clara.

1.3.6 Relaciones espurias entre variables dinamicas.

La metodologia presentada para construir modelos de regresion entre variables
temporales evita el problema que se conoce como regresion espuria y que consiste en
que al relacionar con un modelo de regresion clasico de series temporales
independientes podemos encontrar facilmente relaciones significativas.

1.3.6.1 Relaciones sin dinamica.

Consideremos el caso mas simple, aunque poco frecuente con series temporales, de un
proceso de perturbacion, n, =a,, que sea ruido blanco normal con E(a)=0o’ vy, por
tanto sin dindmica, y una relacion simple del tipo:

Y= 180 +,lel +a,
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Donde la serie x, es estacionaria. Los parametros f3,, £, y o, pueden estimarse

utilizando la normalidad de las distribuciones condicionadas por méxima verosimilitud,
que equivale a minimos cuadrados. La estimacion de la pendiente es:

B=—, (1.22)

T
Donde 7,,(0) = Z (¥, = Y)(x,—X)/T eslacovarianza cruzada muestral de orden cero
t=1
T
definida en la seccion anterior y s; =7,(0)=>_(x,—X)*/T, la varianza de la serie
t=1

estacionaria x,. La varianza de la estimacion de la pendiente es:

2

Var(,@l):%. (1.23)

Observemos que esta varianza depende del cociente entre la varianza del ruido, o, y la

varianza de la sefial, que es la varianza del proceso estacionario x, dada por s.. Cuanto
mayor sea la magnitud de la sefial con relacion encontrada es significativa necesitamos
un estimador de o . El estimador centrado habitual es:

Y

Bor-2

y el contraste de que el parametro £, es distinto de cero utiliza el estadistico:

psANT

(=20 (1.24)

S
Que si ,5’1 es cero sigue una 7 de Student con 7'—2 grados de libertad. Rechazaremos
que no existe relacion cuando este estadistico esté significativamente alejado de cero.

1.3.6.2 Perturbaciones autocorreladas.

Supongamos ahora que la perturbacion tiene estructura dinamica, es decir, el proceso »,
de (1.9) es un proceso estacionario general, y la relacién es:

Y= 180 +,lel +n,

Si estimamos este modelo como en el caso anterior, suponiendo que la perturbacion es
ruido blanco, tendremos un estimador muy ineficiente y sesgado a encontrar relaciones
entre procesos independientes. La razon es que la varianza del estimador de la pendiente
(1.22) puede ser mucho mayor que la calculada por la férmula (1.23), por lo que si
utilizamos el estadistico (1.24) para el contraste podemos concluir que existe una
relacion inexistente en realidad.
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Se demuestra a continuaciéon que cuando relacionamos variables estacionarias y la
perturbacion tiene estructura dindmica, la varianza del estimador de minimos cuadrados
(1.22) de la pendiente de la recta es:

m@ﬁ%*ﬂZ@mwwwm}ﬂﬂ)

X

Donde o es la varianza de la perturbacion y p, (¢) y r.(¢f) son los coeficientes de
autocorrelacion de orden 7 de la perturbacion y de la variable x, respectivamente.

Demostracion:

Supongamos el modelo y, = §, + f,x, +n,. Sumando para todos los datos y dividiendo

2

por 7, tenemos que: y=/f,+pBX+n, y restando estas dos ecuaciones podemos
escribir: y, =y + f,(x,—X)+n,—n.

Vamos a ver las consecuencias de estimar los parametros por minimos cuadrados
cuando la perturbacion no es ruido blanco. El estimador de la pendiente es:

P (x,—X) —
b= 0= 7)
y sustituyendo en la ecuacion y, =y + f,(x, —X)+n, —71, se obtiene que
A (x, —¥)
Bi=h+ X

Supongamos que n, es independiente de x, y tiene esperanza cero. Tomando

esperanzas en esta expresion comprobamos que E(f)= S, y el estimador es centrado.
Para calcular su varianza, escribamos:

A 2 ( l__) ?
(181_181) —{Z%nlj .

Vamos ahora a tomar esperanzas en esta ecuacion condicionando a 7s_ . Entonces:

7-1

E|:(,6A)1 _181)2 ‘Tsj:| = le E(i (xlz?s;)z nlz +2Z (xl — f)(xm — f)n n..+..+

— TSj t" T+l
Zx,-xX)x,, —X) (x, —X)(x, —X)
2y TsZHk nn,, +.+2-—- TsZT nn, |.
t=1 x X

Esta expresion indica que esperanza condicionada depende de toda la dinamica de
Tk

ambas variables. Llamando rx(k):Z(xl—f)(ka—f)/ Ts: a los coeficientes de
t=1
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autocorrelacion muestral de la variable estacionaria x, y p, (k) a los coeficientes de

autocorrelacion tedricos del proceso #,, como:

{Z x)(ka } ZE{ x)(ka x)}E( ")

:qmmwmw»

tenemos que:

E[( bR \Tst - ;:2 [1+2(7 1) p, DE@, (D)) +...+ 2, (T ~DE. (T ~1)].

Tomando esperanzas ahora respecto a 7s. y utilizando que E(y)=FE, y‘x(y)
obtenemos finalmente que:

2

var(3) = 2[1+2(T Dp,(DEF, D) +...+2p,(I' -DE(r, (I'-1))].

Por ejemplo, supongamos para simplificar que ambos procesos siguen procesos AR(1)
independientes:

X, =¢x, , +e,

n=pn  +&.

Entonces p, (k)= p"ytomando E(r,(k))~¢"* tenemos que:

2

A o
var(f) =

X

{1 +2§ (T—k)pkgzﬁk}.

Los términos del sumatorio forman una suma progresion geométrica, a+a’ +...+a’,
con a = p@, y puede comprobarse que:
T-1

k 1 T
> (T-k)a :m[a(l—a)—(l—a )]

y despreciando para simplificar el término p’¢", resulta que:
5 I+
var(f) = 2o 1100
T 1-pg |

Por ejemplo, si p=¢=0.9 la varianza real del estimador de minimos cuadrados es 9.5

veces la calculada sin tener en cuenta la autocorrelacion. El estimador es muy
ineficiente y podemos facilmente encontrar relaciones que no existen.
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Entonces de la ecuacion (1.25) obtenemos las conclusiones siguientes:

1. Si la perturbacion es ruido blanco, sustituyendo en (1.25) p (¢) por cero y
haciendo o =0 se obtiene la expresion (1.23), y el estimador es eficiente.

como la perturbacion, n,, tiene

2. Si tanto la variable explicativa, x -

'
autocorrelacion positiva, la varianza del estimador de la pendiente puede ser
mucho mayor que la calculada con la formula (1.23) bajo la hipdtesis de
independencia. En efecto, al calcular la varianza de los residuos tendremos una
estimacion de o, la varianza del proceso estacionario, pero no tendremos en

cuenta el resto de los términos, subestimando la varianza.
3. Un caso especial aparece cuando la variable x, es ruido blanco incorrelado con

la perturbacion n,. Entonces sustituyendo en (1.25) E(r (f) por cero tenemos

que:

62

var(fB) =—%.

1Is;
En este caso, estimamos bien la varianza del estimador, por lo que evitamos el
riesgo de la regresion espuria, pero utilizamos un estimador ineficiente, que
podriamos mejorar estimando por minimos cuadrados generalizados.

La implicaciéon de este resultado es que al relacionar series temporales con
autocorrelacion, como es esperable que la perturbacion, n,, también la tenga, no
debemos estimar una regresion clasica y utilizar las férmulas habituales, ya que
podemos facilmente encontrar una relacién significativa entre las dos variables
independientes. En efecto, el estimador (1.22) tendra una varianza que puede ser mucho
mayor que la dada por la formula (1.23), y al contrastar la relacion mediante el
estadistico # con (1.24), como la varianza estd muy subestimada, podemos concluir
tacilmente que existe relacion entre dos variables aunque esta no exista.

1.3.7 El modelo con varias variables explicativas.

La metodologia que hemos descrito en las secciones anteriores se generaliza sin
dificultad para p variables explicativas. El modelo serd entonces:

bP
_wBB  w,(B)B

e p— ot ——x_+n,. 1.26
Y é‘l(B) Xt 51(B) t t ( )

Con varias series explicativas que pueden estar correladas entre si en lugar de intentar
identificar la funcion de transferencia para cada una conviene pasar a estimar
directamente el modelo conjunto y reformularlo a la vista del resultado. Un
procedimiento simple es tomar como modelo inicial para la perturbacion el modelo
univariante para la serie y, y suponer estructuras simples iniciales para todas las

variables, del tipo:

w, +w,B
1-0B
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En funcién de los coeficientes significativos encontrados iremos reformulando el
modelo hasta obtener la estructura adecuada.

Cuando las variables explicativas tengan alta autocorrelacion, o estén altamente
correladas entre si, no conviene estimar el modelo inicial del tipo:

Vo= WX D VX, (1.27)

ya que existira multicolinealidad muy alta y los coeficientes se estimaran muy
ineficientemente. Es mejor reescribir las funciones de transferencia separando la
ganancia de los efectos a corto plazo como vimos para una variable. Por ejemplo,
podemos estimar como modelo inicial:

r r

Y = Z :Boz'xiz + Z :Blivxi,z +n,
i=1

i=1

que separa los efectos a largo plazo, medidos por S, de los a corto plazo, dados por
p,, . Para las p, < p variables donde se observen efectos significativos a corto plazo
podemos aumentar la dinamica a corto plazo afiadiendo un término en la variable V’x,,

y asi sucesivamente hasta obtener el modelo:

P b .
Y= Z :Boz'xz'z + Z :Blivxz‘,z + Z ﬂimlem,l +n,
j=l

La estimacion, seleccion y diagnosis de estos modelos se realiza con los mismos
principios que hemos visto anteriormente.

1.3.8 Prediccion.

Las predicciones de un modelo de regresion dinamica se calculan con los mismos
principios que en el caso univariante. Se demuestra que la prevision que minimiza el
error cuadratico medio de los errores es la esperanza condicionada a la informacion
disponible. En consecuencia:

J;z(k):E[ka |yzn"'7yl;x17"'ﬂxl]

Las previsiones se obtienen recursivamente como en el caso univariante. Escribiendo el
modelo como:

Y, =v(B)x, +y(B)a, (1.28)
tenemos que, para el horizonte k:

yt+k = (V0x1+k + Vl xz+k—1 ot meHk—m) + az+k + l//lawk—l tot l//mawk—m

y tomando esperanzas condicionales a la informacion en t y suponiendo que conocemos
los parametros y, por tanto, las perturbaciones a, hasta el origen de la prediccion:

~ _ . aU
yvk)y=vx + . +vx +. +tya+.+y, a .,
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donde las previsiones ¥, , son las de esta variable dada su historia y se obtendran con el
modelo univariante para esta serie x,. Vemos que, en general, la prediccion con un

modelo de regresion dinamica requiere conocer no solo la funcion de transferencia sino
también el modelo univariante para y, .

Para calcular la varianza de la prediccion, supongamos que x, sigue el modelo:
x, =y (B, (1.29)
Sustituyendo (1.29) en (1.28) tenemos:
Y, =v' (B)a, +y(B)a,
donde v'(B) = v(B)w (B). La prediccion puede entonces escribirse también como:
yk)y=via, +v, o, +. . twa -ty ,a  +.

y Su varianza sera:

k-1 k-1
var(3,(k) = E(y,,, — 3,(k)) =a2> v +a>> y?
j=0 Jj=0
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Capitulo I1.
Modelos Multivariantes de

Series Temporales.
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2.1. Introduccion.

A menudo se toman observaciones de manera simultanea en dos o mas series de
tiempo. Por ejemplo, podemos observar diversas medidas de la actividad economica en
un determinado pais, a intervalos regulares de tiempo, digamos cada mes. Las variables
podrian incluir el indice de precios al por menor, el nivel de desempleo y un indice
ponderado de precios de las acciones. Teniendo en cuenta estos datos multivariantes,
puede ser conveniente tratar de desarrollar un modelo multivariado para describir las
interrelaciones entre las series, en este capitulo se estudiaran este tipo de modelos para
hacer previsiones o prondsticos. Con series cronologicas de datos, el proceso de
modelizacion se complica por la necesidad de un modelo, no sélo en la
interdependencia entre las series, sino también por la dependencia entre sus
componentes.

En este capitulo se presenta una variedad de modelos de series temporales
multivariantes y los métodos de prediccion que se basan en ellos. Los modelos incluyen
la funcion de transferencia, matrices de autocorrelacion simple y parcial, las versiones
multivariantes de los modelos AR, MA y ARMA, que son los modelos VAR, VMA y
VARMA.

El Ajuste de los modelos de series temporales multivariante aun no es facil a pesar de
las enormes mejoras en los programas informaticos en los ultimos afios. Hay muchas
investigaciones en curso, en parte estimulada por la mejora de los recursos
computacionales, pero aiun queda mucho por hacer.

Los modelos univariantes pueden ser utiles para muchos propoésitos, incluyendo la
prevision de un gran niamero de series temporales, y proporcionar un punto de
referencia en estudios comparativos de prevision, pero, parece claro que los modelos
multivariantes también tienen mucho que ofrecer para obtener una mejor comprension
de la estructura subyacente de un determinado sistema y con suerte obtener mejores
prondsticos. Los modelos multivariantes pueden darnos un mejor ajuste que los
modelos univariantes, aunque existen varias razones por las cuales no necesariamente
tiene que ser asi (aunque, por supuesto, a veces lo hacen). Las razones son las
siguientes:

(1) Hay que estimar mas parametros, con esto existen mas posibilidades de
variacion de la muestra para aumentar la incertidumbre de los parametros y
afectar a los pronosticos.

(i) Con mas variables a medir, hay mas oportunidades para que los errores y
valores atipicos puedan entrar silenciosamente.

(i) Los datos multivariantes observados no necesariamente puede ser
adecuados para ajustar un modelo multivariado.

(iv) El calculo de los pronosticos de una variable dependiente puede requerir los
valores futuros de las variables explicativas, y estos pueden no estar disponibles
en el momento de la prevision en que se deben hacer. Luego, las variables
explicativas deben ser predichas de alguna manera antes de que las previsiones
de la variable dependiente se hayan encontrado, y esto conduce inevitablemente
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a una reduccion en la precision. Si las predicciones de las variables explicativas
tienen una exactitud pobre, entonces las predicciones resultantes de la variable
dependiente puede tener una peor precision que las establecidas por su modelo
univariante.

(v) El calculo de las predicciones de multiples variables depende de tener un
modelo multivariante bueno, pero esto no puede ser garantizada. A diferencia de
los modelos univariantes, un modelo multivariante se puede establecer de forma
incorrecta o puede cambiar durante el periodo de ajuste o en el futuro. Parece
que los modelos de series temporales multivariantes, son mucho mas
complicados, y son mas vulnerables a los errores de especificacion, en
comparacion de los modelos univariantes.

La experiencia en la busqueda de un modelo multivariado casi corrobora la importancia
de obtener informacion de fondo suficiente como para comprender el contexto y
determinar todas las variables explicativas correspondientes. Esto puede ser dificil y es
vital para hacer muchas preguntas y ver, por ejemplo, si existen relaciones empiricas
anteriormente conocidas entre las variables medidas. Se requiere generalmente un
enfoque iterativo para la construccion de estos modelos. Por otro lado siempre se tiene
la incertidumbre de la inclusion de variables explicativas incluidas innecesariamente en
el modelo, que parecen mejorar el ajuste, pero en realidad llevan a predicciones
erroneas, o la omision de variables cruciales que se necesitan. Dicho de otra manera, es
conveniente buscar un modelo parsimonioso (de modo que menos parametros deben ser
estimados), pero garantizando que las variables importantes estén dentro de nuestro
modelo. Sin embargo, cualquiera que sea el modelo que se establezca finalmente, la
inferencia estadistica se realiza normalmente supeditada al modelo ajustado, bajo el
supuesto de que el modelo es “verdadero”.

En resumen, en este capitulo vamos a estudiar la modelacion conjunta de las relaciones
entre los componentes de un vector de series temporales. Veremos que la metodologia a
utilizar es una generalizacién de las series temporales univariantes y que podemos
utilizar herramientas similares para identificar el modelo, estimarlo y realizar contrastes
de hipotesis.
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2.2. Procesos vectoriales estacionarios y sus autocorrelaciones.

A menudo varias perturbaciones y fendémenos de ruido simultaneos influyen en un
sistema dado. Esto hace necesario introducir procesos estocasticos vectoriales valuados
(o valorados).

Un proceso estocastico es una familia de funciones temporales. Cada funcion la
llamaremos: una realizacion del proceso. Supongamos que v,(f),v,(?),....,v (), son n

procesos estocasticos escalares que pueden ser mutuamente dependientes.

Entonces llamaremos a: v(¢) =[v,(¢),v,(¢),....,v,(t)]", un proceso estocastico vectorial,
supondremos que cada componente de v(f) toma valores reales y que 7 >7,con 7, dado.

Estudiaremos las propiedades que deben cumplir los procesos vectoriales para ser
estacionarios, los cuales son una generalizacion de los procesos univariantes y para los
cuales se utilizaran herramientas similares para describir su estructura, es por ello que se
debe tener una relacion muy estrecha con la teoria de procesos escalares, ya que son de
vital importancia para la comprension de la teoria vectorial que continuacion se
presenta.

2.2.1. Procesos vectoriales estacionarios.

Dado un vector de k series temporales Z, =(z,,,...,z,,)" definiremos su esperanza como

el vector obtenido tomando las esperanzas en cada uno de los componentes. Diremos
que este vector de series, o este proceso vectorial, es estacionario si el vector de medias

E(Z)=pu
es constante, y sus matrices de autocovarianzas definidas por:
Lmy=E[(Z.,~u)(Z,~n)']
=E[(Z,~1)(Z0n—1)']
={y,(m)},

solo dependen del retardo. Hemos llamado y,(m)al elemento /j de la matriz I'(m) de

autocovarianzas de orden m.
Yy (m) = E[(Zil —H )(Zﬁ*m B ’uf)]
# E|:(ij - uj)(ZiHm —H ):| =7V (m)

Por ejemplo, para un vector bivariante, Z, =(z,,,z,,)" las matrices I'(m) son cuadradas

de orden dos y contienen en la diagonal la autocovarianza de orden m de cada
componente y, fuera en la diagonal, las covarianzas cruzadas de orden m que se
describen en el capitulo I. El término y,,(m) de esta matriz mide el efecto lineal de la
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primera componente en 7 sobre la segunda en  + m. Analogamente, y,,(m)mide el
efecto lineal de la segunda componente sobre la primera con retardo m. La covarianza
cruzada y,(m) representa como afecta el componente z;, hoy al componente z, en m

periodos posteriores, es decir mide la relacion que va de la variable z, a la z

jttm
mientras que y ,(m) mide la relacion de la causalidad del componente j sobre el 7, que
puede ser muy diferente al y,(m). Concluimos que las matrices I'(m) incluyen las

covarianzas cruzadas entre los componentes del vector y no son, en general, simétricas
para m=0 . En particular, la matriz I'(0) si es simétrica, ya que representa las varianzas

de los componentes y las covarianzas instantaneas y serd ademas definida positiva. Para
las restantes matrices sus términos verifican, como vimos en el capitulo I, que:

yy(m) =y, (=m),

Por lo que solo es necesario calcular las matrices I'(m) para retardos positivos, ya que
existe la relacion:

I'(-m)=T"(m).

Por otra parte, se define el proceso de ruido blanco vectorial a, como un proceso de

media cero de variables incorreladas con matriz de varianzas y covarianzas instantaneas,
Y, definida positiva. Observemos que esta definicion permite correlaciones
contemporaneas entre los componentes del vector de ruido blanco, pero que no pueden
existir ni autocorrelaciones en un componente, ni correlaciones cruzadas entre dos que

no sean instantdneas. Si ademds, las variables a, siguen un proceso normal

multivariante, la incorrelacion garantiza la independencia de las variables y hablaremos
de un proceso de ruido blanco normal.

2.2.2. Matrices de autocorrelacion simple y parcial.

Las matrices de autocorrelacion del proceso vectorial se definen por:
R(m) ={ p, (m)}
donde los términos de esta matriz vienen dados por:

p,.(m) = _ LW ()
! J7:(0)y,(0)

Las matrices de autocorrelacion generalizan las autocorrelaciones al caso vectorial y
veremos que juegan un papel similar al caso univariante en la construccion del modelo.
De la misma forma, podemos introducir las matrices de autocorrelacion parcial del
proceso. Definimos la matriz de autocorrelacion parcial de orden m de un proceso
estacionario vectorial:
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de esperanza cero como la matriz P(m) obtenida ajustando por minimos cuadrados del
modelo lineal multivariante:

Z,=®7Z +. .+® 7  +PmZ_ +u,. (21)

t-m-1

En este modelo cada serie se explica por una regresion sobre sus m valores pasados y
los m pasados de las otras series. Como en el caso escalar, P(m) representa la relacion
lineal existente entre el vector Z, y el vector Z, = cuando eliminamos de ambos el

efecto de las variables explicativas intermedias, Z, ,,...,Z, , ,. La forma de (2.1) es la

de un modelo lineal de regresion multivariante. Por ejemplo, tomemos m=1. La
primera fila de la matriz P(1), que denotaremos por p,'(l), se obtiene estimando por

minimos cuadrados la regresion multiple:
~ _ ' ad
Z,=pn'DZ_, +u,,

en donde si m=1se ve en la ecuacién (2.1) que conlleva a la ecuacion anterior, ya que
solo nos queda la parte de la matriz de autocorrelacion con la variable retardada m
periodos mas el ruido blanco correspondiente.

Transponiendo la ecuacion anterior, premultiplicando el resultado por Z, , y tomando
esperanzas, se tiene:

p(V=E(Z_Z' )'E(Z_2,)=T(0)" 50,

donde y,(1) es el vector de covarianzas cruzadas entre el primer componente y todos los

demas retardados un periodo, y coincide con la primera columna de la matriz . En
consecuencia, para todas las columnas:

P()'=T(0)"'T(Q),

Que es similar a la ecuacion para estimar el parametro en un AR(1), pero sustituyendo
las varianzas y autocovarianzas de orden uno por las matrices de autocovarianzas.

2.2.3. Estimacion de las matrices simples y parciales.

Los elementos de las matrices de autocorrelacion se estiman por la siguiente expresion:

~ in(ziz —Z.)(Z].Hm _Ej)
pl](m) - \/ Tl:1 >

>(5-2) Yz, -2)

t=1 t=1

n
donde z =77 z,. Como en el caso univariante. Si tenemos un proceso de ruido
t=1

blanco vectorial, los coeficientes estimados p,(m), para m>0, tienen una distribucion

asintoticamente normal, con media cero y varianza 7. Por lo tanto consideraremos no

Pégina | 53



significativamente distintos de cero aquellos coeficientes menores, en valor absoluto,

que 2/NT

Al aplicar minimos cuadrados a la ecuacion (2.1) se estiman los valores de las matrices
de autocorrelacion parcial. Llamando P(m) a las estimaciones de estas matrices,

podemos construir un contraste de que las matrices poblacionales son iguales a cero,
para ello, se comienza con P(1) y se contrasta si es igual a cero. Si no lo es, se contrasta

que P(2) es igual a cero, condicionada a que P(1) es distinta de cero, y asi
sucesivamente. Vamos a estudiar este contraste. Sea:

el,m = Z~l _q,\)lzl—l _"'_qA)m—IZ _ﬁ(m)Zz—mﬂ

t—-m-1

los residuos del ajuste al estimar el coeficiente de autocorrelacion parcial de orden m, y
sea

T
S(m) = Z el,me 'l,m ?

t=m+1

la matriz de suma de cuadrados de estos residuos. El contraste de razon de verosimilitud
de que la matriz de correlacion parcial de orden m es nula, condicionada a que esta
matriz de orden m-/ no lo sea, depende de la matriz de varianzas y covarianzas de los
residuos y que viene dada por:

__[S(m)
‘S(m -1)

2

donde S(m) es la matriz de sumas de cuadrados de los residuos al ajustar un modelo de
regresion multivariante con m regresores y S(m—1) la obtenida si el orden maximo

incluido es m—1. El contraste analiza si la reduccion en la suma de cuadrados de los
residuos es significativa. Bajo la hipotesis de que P(m) es cero, la distribucidn de este

estadistico puede aproximarse a una X central mediante la transformacion:
2 l
X =- T—E—mk log A,

. . . ;. 2 . ,

que se distribuye asintoticamente como una X’ con k” grados de libertad, el nimero
de términos en la matriz P(m), lo que nos permite hacer un contraste de que esta matriz
es cero.

2.3. Modelos ARMA vectoriales.

La generalizacion multivariante del teorema de Wold nos indica que todo proceso
vectorial estacionario sin componentes deterministas admite una representacion:

Z,=¥Y(Ba,=> ¥a

i=1

(2.2)

t-i2
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donde Z, = Z, —u, siendo uel vector de medias de Z,, B es el operador de retardo,
que aplicado a vectores se define por BZ, =Z, |, ¥, son matrices cuadradas k x k, con
Y, =17, la matriz unidad y a, un vector de ruido blanco de media cero y matriz de

covarianzas X definida positiva. Andlogamente al caso univariante los modelos ARMA
vectoriales surgen como representaciones libres del operador infinito W(B).

Supondremos que esta matriz puede aproximarse por el producto de las matrices finitas:
Z,=® (B)'0O,(B)a, (2.3)
donde:
o (B)=0,-P,B-..—D B’
Es un operador en B y los términos ®, matrices cuadradas de orden k£ que contienen

los coeficientes autorregresivos del proceso. Ademas que las raices de la ecuacion
‘QD p(B)| =0 deben estar fuera del circulo unitario para que el proceso sea estacionario.

El operador de media movil es:
0,(8)=0,-0,B-..-0_B*

Y los ceros de la ecuacion ’G) q(B)‘ =0 deben estar fuera del circulo unitario para que el

proceso sea invertible. Con esto se obtiene la representacion ARMA multivariante:
® (B)Z,=0,(B)a, (2.4)

Las matrices de un modelo ARMA vectorial deben cumplir determinadas condiciones
para que el modelo sea identificable, es decir, exista una equivalencia uno a uno entre la
representacion (2.4) y la funcion de covarianzas del proceso. Por ejemplo los procesos:

Zt =4a, _®1at—1
Z,=Mu,-0,u,

donde a, =Mu,, ® =M ' son indistinguibles para cualquier matriz M no singular.

Es necesario introducir condiciones para definir la estructura ARMA vectorial de manera
unica.

Las condiciones necesarias y suficientes son las siguientes:

a. ®, =0, =7 (matriz unidad ) y X cualquiera.
b. ®, cualquiera, ®, =7 y T diagonal.
c. ©, cualquiera ®, =7 y X diagonal.

d X=1y @,y 0O, cualquiera.
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Estas formulaciones difieren en donde establecen la correlacion contemporanea: en el
caso (a) se pone en X ; en el caso (b) en la matriz @ ; en el caso (c) en la matriz Q; y

en el caso (d) se permite en ambas matrices @, y ®,, pero se exige una condicion de
normalizacion, X =1 .

En resumen si permitimos generalidad en la matriz de covarianzas del ruido, X,
entonces las matrices @, y ®, deben ser unitarias, mientras que si restringimos la

matriz de covarianzas a ser diagonal, una de las matrices @, o ®, puede ser cualquiera.
En adelante supondremos, por analogia con el caso univariante, que ®, =0, =17 y que

la matriz ¥ es definida positiva. A continuacion estudiamos algunos casos particulares
de estos procesos.

2.4. Proceso VAR (1).

Se define el proceso VAR(1), autorregresivo vectorial de orden uno, mediante:
Z,—pu=0Z_ - p)+a,
En adelante, para simplificar la exposicion, supondremos k=2,y 4 =0.

Entonces, podemos escribir el proceso como:

1 0 _ ¢11 ¢12 B le — all

0 1 ¢21 ¢22 ZZZ aZZ

Esta ecuacion matricial da lugar a las dos ecuaciones:

2y = ¢11Z11—1 +¢12Z21—1 +a,

Zoy =Pzt Only T,
La condicion de estacionariedad es que los ceros de la ecuacion:
|1 -®B|=0,
Estén fuera del circulo unitario. Como:

|[ - ®B|=—B|®-B'I|=—B|®- AI|=0

Con A=B"', tenemos que el proceso sera estacionario si los valores propios de la
matriz ® estan dentro del circulo unitario. En particular, si @ es diagonal, tenemos dos
procesos univariantes AR(1) con ruidos correlados y el proceso sera estacionario si

|¢ﬁ| <1, que es la misma condicidén que en el caso univariante.
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El modelo VAR(1) determina los modelos univariantes de las series.

Escribiendo:
Z,=(I-DB) 'a,,

Y utilizando que la inversa de una matriz se calcula obteniendo la matriz adjunta y
dividiendo por el determinante de la matriz, tenemos que para k =2:

2y _ 1 l_¢22B ¢12B a,
Iy _E ¢B 1-¢,B ]| a, ’

donde a(B) =((1-¢,,B)(1—¢,,B)—4.4,B°) que conduce a la siguiente ecuacion, por
ejemplo, para z;,:

((1 - ¢1 1B)(l - ¢223) - ¢12¢21B2 )le = (1 - ¢223)alt + ¢12a2¢71~

Vemos que cada componente tiene la misma estructura AR, que serd un polinomio de
orden igual al nimero de componentes del vector: AR(2) en este caso y un AR(K) en
general. La parte MA de cada componente sera la suma de un ruido blanco y tantos
proceso MA de orden igual al maximo de los o6rdenes de los sumandos, en el caso
bivariante, la parte de la izquierda sera MA(1) y los componentes del proceso bivariante
seran ARMA(2,1). Este es el orden maximo del proceso, porque es posible que exista
cancelacion entre los operadores y el modelo univariante sea de orden menor.

En el caso en que uno de los coeficientes ¢, i # j, sea cero, por ejemplo €l ¢, =0,y
2 sea diagonal, entonces no existe relacion desde el componente dos hacia el uno.

La variable z,, se denomina exdgena y la variable z,, es la dependiente o enddgena, y el
modelo VAR(1) puede escribirse como:

(l_(éllB)le =4a, (2.5)
@ a
Zyy =T (2.6)
1-¢,B 1-¢,B

Vemos que el modelo VAR proporciona tanto el modelo de regresion dindmica entre las
dos variables como el modelo univariante para la variable exdgena.

Las funciones de autocovarianzas de un VAR(1) se obtienen con:

T()=E[(Z,~ i)(Z,, ~10)]
= E[(Z, - u)(@(Z, - 1) +2,)] =T (0)®'

y aplicando la definicion se obtiene:

I'm)=T(m-1)®',
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Que es la generalizacion del resultado univariante. De la definicion de matrices de
correlacion parcial es inmediato que este proceso sélo tendrd la matriz de orden uno
distinta de cero.

2.4.1 Proceso VAR (p).

El modelo generalizado es:

Z,—pu=0/(Z, _ﬂ)+"'+®p(ztfp —H)+a,

y diremos que es estacionario si las raices de la ecuacion |®(B)| =0 estan fuera del

circulo unitario. Tomando la transpuesta de esta ecuacién y multiplicando por la
derecha por Z,  — u se obtiene:

(Z, =t NZ =) =(Z, ) (Z, — 1) @\ +..+(Z,, —u)(Z, ,— 1) ®' +(Z,_,,— p)a’,

y tomando esperanzas, concluimos que las matrices de correlacion verifican la relacidn:
b4
F(m):ZF(m—i)d)'i m=123,.. (2.7)
i=1

donde I'(m)=T"'(—m), en efecto, para los retardos positivos, hacemos lo anterior,
solamente que ahora multiplicamos por la derecha por Z,, — u y transponemos toda la

ecuacion, y bajo el supuesto de que es un proceso vectorial estacionario, tomando el
valor esperado obtenemos:

1—"(_’n) = E[(Zt+m _.u)(Zt _‘U)']' = E[(Zt _n‘u)(ZHm _ﬂ)'] = E[(Zt—m _.u)(Zt _ﬂ)'] = F(I’I’I)

Para un proceso AR general las matrices I'(m)seran distintas de cero para cualquier

retardo, y su relacién de dependencia temporal es la generalizacién natural de los
procesos AR univariantes. Andlogamente a dichos procesos un JVAR(P) tendra las p
primeras matrices de correlacion parcial distintas de cero y el resto seran nulas.

2.5. Proceso VMA (q).

La expresion de un modelo de media movil vectorial es:
Z,=(-0©B-..-0 B)aq,

Por ejemplo si k=2 y g=1, el modelo MA(1) bivariante es:
|:le}:|:1_‘911 _‘912B }|:a1z:|
Zyt 0,8 1-0,B || a,
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y cada serie seguira un modelo univariante que es un MA(1), ya que sera la suma de un
ruido blanco y un proceso MA(1). La condicion de invertibilidad es que los ceros de la

ecuacion |] —®B| estén fuera del circulo unitario y es facil comprobar que esta

condicion equivale para el VMA(1) a que los autovalores de la matriz ® estén dentro
del circulo unitario.

Las matrices de autocovarianzas se calculan con:

) =E[(Z~u1)(Z.,,—1)']
:E[(al -Qa, , -.-0.qa )x(a'Hm—a' Q\-.-a.,,, G)'q)]

q " t—q t+m—1
Que conducira al resultado:
I(m)=-X0' +010' +.+0 20" m<q
I'm=0 m>gq (2.8)

Por lo tanto, un proceso MA multivariante tendrd unicamente ¢ matrices de
autocovarianzas distintas de cero. De nuevo encontramos el paralelismo entre los
modelos univariante y multivariante, que va a darse también para las matrices de
autocorrelacidon parcial. Por ejemplo, consideremos el caso mas simple MA(7). En la
hipdtesis de que Z, es invertible, la serie seguira el proceso:

(I-©,B)'Z =a,
Y utilizando la serie de Neumann del operador inverso, dada por:
(I-©,B)'=1+®B+@®°B’ +._,
El VMA(1) puede también escribirse:

Z,=-07,  -0°Z, ,-0’Z .. .+a,

Este es un proceso VAR(«) y hemos generalizado el resultado de que un proceso AMA

equivale a un AR infinito. En consecuencia, sus matrices de autocorrelacion parcial,
P(m) seran distintas de cero para cualquier retardo.

2.6. Procesos VARMA (p,q).

Hemos visto que las propiedades de los procesos ARMA univariantes se generalizan
inmediatamente para sus representaciones multivariantes.

Un proceso vectorial VAR(p) tiene Unicamente p matrices de autocorrelacidén parcial
distintas de cero y un proceso JVMA(q) tiene g matrices de autocorrelacion simple
distintas de cero. En el caso de procesos mixtos VARMA estas matrices, igual que el
caso univariante, no tienen un corte en el orden del proceso.

Vamos a obtener la funcion de covarianzas para el proceso ARMA general:
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Z,=0Z +.+90,Z ,+a,-0qa, , —.—0a (2.9)

q7t-q°

donde a, es un proceso de ruido blanco con matriz de covarianzas X .

Transponiendo esta ecuacion, premultiplicando el resultado por Z, vy tomando
esperanzas, se tiene:

I'(m) = Zp:r(m — i) i Zq:E(Zz—ma'z—j ®'j) con ®0 =—1 (2.10)
i=1 i=0

Para calcular el segundo miembro, observemos que, al ser el proceso estacionario,
puede escribirse:

Z,=®(B) 'O(B)a, =¥(B)a, (2.11)

donde a, es ruido blanco con matriz de covarianzas X , implica que:

0 j>m
E(Zlfma 'l—j) = E(T(B)azfma 'lfj) = Z _] =mg. (2 12)
‘P].fmZ j<m

Sustituyendo en la expresion (2.10), obtenemos que:

b 9
I(m)=>T(m-iy®'-> ¥, 30", 0<m<gq
i=1 j=1

F(m):Zp:F(m—i)q)'i. m>q

Que generalizan los resultados anteriores para modelos VAR y VMA.

2.7. Construccion de modelos VARMA para series estacionarias.

Dado un vector de £ series estacionarias Z, se quiere construir un modelo VARMA que

describa su estructura de dependencias dindmicas. Supondremos que a priori, no
especificamos que algunas variables son endogenas y otras exdgenas y que se permite
en consecuencia la existencia de realimentacion entre todas ellas.

El método que se propone a continuacion es similar al caso univariante y consta de las
etapas siguientes:

1. Identificar la estructura del modelo, entendiendo por ello el orden del modelo
VARMA estacionario.

2. Estimar los parametros mediante maxima verosimilitud y seleccionar el mejor
modelo entre los estimados.

3. Realizar contrastes para comprobar si el modelo seleccionado no tiene
deficiencias detectables.
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2.7.1 Identificacion.

El objetivo de esta etapa es determinar el conjunto de modelos posibles que se ajustan al
comportamiento de las variables en estudio. Cuando tengamos muchas series, la
identificacion requiere, en primer lugar, comprobar que la dimension del sistema es
realmente %, es decir, que tenemos & series independientes y que ninguna de ellas se ha
construido como combinacion lineal de las demés. Por ejemplo si tenemos un sistema
trivariante con ingresos, z,,, costes, z,, y beneficios, z, =z,—z,, no tenemos

3t 2t

realmente tres series temporales sino dos.

Supongamos que existen / relaciones contemporaneas entre las series:
——
(Z,-Z)'¢c, =0,

entonces tendremos Unicamente k-4 componentes independientes. Esta situacion exacta
es poco frecuente con pocas series, pero con muchas series podemos encontrarnos con
combinaciones lineales que son casi constantes o con muy poca variabilidad. Para

contrastar este punto, comenzaremos calculando la matriz °(0) . Como:
. 1 _ .
I'(0)= ?Z(Zz —ZNZ,~Z)

tendremos que:

PO =37~ )2 - 2)'¢, =0,

lo que significa que la matriz I'(0) debe tener k-h autovalores iguales a cero. Si la

relacion es (Z, —Z)'c, =u,, para h series u, que tienen media cero y una varianza muy

pequefia, tendremos que la matriz I'(0) tendra / autovalores muy pequefios. En lugar de
modelar el vector de & series podemos tomar los vectores y valores propios de la matriz
[(0) y modelar las k-h combinaciones lineales que tienen alta varianza. Un aspecto a
tener en cuenta es que cuando los componentes de las series no van en las mismas
dimensiones conviene estandarizar desde el principio cada serie dividiéndola por su
desviacion tipica para evitar problemas de escala. Esto equivale a obtener los
componentes de la matriz de correlaciones estimadas, en lugar de las covarianzas.

Para determinar la estructura de matrices ®(B) y ®O(B) de un vector de series

estacionarias utilizamos las matrices estimadas de correlacion simple y parcial. Si el
orden m de las matrices de autocorrelacion simple es tal que para #>m las matrices

}Ai(h) tiene todos los elementos nulos y ‘]Ae(h)‘ es alto (mayor que 3 6 4), esto indica un

proceso AR. Si el orden 4 es bajo (1,2 6 3), la hipotesis mas simple es que el proceso es
MA(h). Por lo tanto, la funcidén de correlacion simple nos permitira diferenciar, en una
primera instancia, entre procesos AR y MA. Las matrices de correlacion parcial tienen la
propiedad opuesta. Si hay unas pocas distintas de cero, lo que contrastaremos con el test
de verosimilitudes, esto indica un proceso AR, mientras que matrices con coeficientes
distintos de cero hasta retardos elevados sugieren un proceso MA.
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Una informacion adicional importante para este analisis es el estudio de las matrices de
autocorrelacidon simple de los residuos estimados en cada etapa, que pueden indicar la
existencia de un modelo mixto. Por ejemplo, supongamos que el verdadero modelo, es
ARMA(L1):

(I -®PB)Z, =(I-0B)a,,
y erroneamente especificamos un AR(1), dado por:
({-D*B)Z =¢,

Entonces, los residuos &, tendran estructura multivariante, indicando la posible
existencia de un modelo mixto.

2.7.2 Estimacion.

Una vez determinados los posibles ordenes p y q de las partes AR y MA, pasaremos a
estimar el modelo:

(I -®B~-.~® B)Z=(-0B-.-0 B,

Sea m = max(p,q) . La funcion de verosimilitud condicionada a los valores iniciales del
proceso Z,...,Z, , de innovaciones a a,,es:

mlo o T

L 1 1 _
fo@,,..a)=]] —eXp{_E(a'tE lat)},

1/2 k2
t=m+1 |2| 2

dado que a,es N, (0,2). Tomando logaritmos y llamando £ al vector de parametros
que incluye todos los AR y MA podemos escribir:

log|Z|—- % i (a‘tE’lat )

2 t=m+1

T—m

log f.(f) =~

1 . . e
En donde el valor de la constante S se ha quitado de la funcidn de verosimilitud ya
T

que no es significativa en la misma.

Utilizando que un escalar es igual a su traza, y #(ABC)=tr(BCA)=tr(CAB),
tendremos que:

T T
ry arla =Y tr(a'tZ’lat)

t=m+1 t=m+1
=tr [21 i ata'tj
t=m+1
=1r (27'S(B)).
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El procedimiento operativo para maximizar esta funcion es utilizar un algoritmo no
lineal y seguir los mismos principios que el caso univariante. La matriz de covarianzas
estimada vendra dada por:

Para decidir entre varios modelos estimados utilizaremos el criterio BI/C. Si ajustamos
un VAR(p), el nimero de parametros estimados es pk’ y si ajustamos un VARMA(p,q)

es (p+q)k*, con lo que en este caso el criterio es:
BIC = log|§)|+%(p+q)k2 log 7.

En las experiencias de Monte Carlo, (es una técnica que combina una distribucion de
probabilidad con una serie de nameros pseudo-aleatorios para determinar el
comportamiento futuro de una variable) el criterio B/C suele dar mejores resultados que
el AIC, que tiende a sobreparametrizar. El criterio A/C viene dado por:

A]Czlog‘i‘Jr%(erq)kz.

2.7.3 Diagnosis.

Los diagnosticos del modelo estan disefiados para identificar posibles errores en la
formulacion del mismo y consisten en el analisis de los residuos estimados a, para

comprobar si siguen un proceso de ruido blanco, lo que implica:

1. Cada componente a, debe ser ruido blanco. Esto lo comprobaremos

analizando las fas y fap de cada componente y utilizando los contrastes
estudiados en el caso univariante.

2. Conjuntamente el vector a, solo debe tener correlacion contemporanea, lo
que implica que tanto las matrices de autocorrelacion R (/), como las
parciales P _(/), deben tener los elementos no significativamente distintos

de cero para />1. Para fijar ideas , supongamos el modelo
®(B)Z, =0O(B)a, y observamos que a, tiene estructura dinimica, del
tipo:

at = T(B)at )
reformularemos el modelo mediante:
O(B)Z, =O(B)D(B)a,,

y volvemos a la etapa de estimacion.
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2.7.4. Contrastes en los modelos.
Contrastes de raices unitarias.

En muchas ocasiones, el orden de integracion de un proceso estocastico se puede
determinar de manera bastante fiable a la vista del grafico temporal y del correlograma
de una serie generada por el proceso considerado.

En los casos en los que el orden de integracion de un proceso no esta claro a la vista de
dichos instrumentos graficos, los contrastes formales de raices unitarias son el
contraste de Dickey Fuller- DF o el de Dickey Fuller Aumentado- DFA de forma
que puede ayudar a decidir el orden de integracion en un modelo.

En cualquier caso, la determinacién fiable del orden de integracion de un proceso es
importante en relacion con la forma correcta de hacer inferencias.

2.7.4.1 Contraste de Dickey Fuller (DF) y Dickey Fuller Aumentado (ADF).

El primero de estos dos contrastes fue propuesto por Dickey Fuller (1979) Para el caso
en que el proceso sea un paseo aleatorio bajo la /, y un proceso AR(I) estacionario

bajo la alternativa. Posteriormente, en el afio 1981 lo amplian para el caso en que el
proceso siga un esquema AR(p) estacionario bajo la hipotesis alternativa. Esta
generalizacion del anterior se conoce como contraste Dickey Fuller Aumentado.

Supongamos que x, sigue un proceso AR(p) sin término constante:

X, =D $x. , +¢&,
i=1

La ecuacion caracteristica del polinomio autorregresivo de x, es:
p .
r p—t __
Y P
i=1

Siendo A4, 4,,...,4, las raices caracteristicas del proceso. Si |/11.|<1 entonces X,

converge a un proceso estacionario.

El contraste de dicha hipdtesis en el caso de un AR(1) se puede plantear mediante la
estimacion de:

X, =@x, | +¢ (2.13)

Estableciendo la H,: 4, =1 como ¢ =1, es decir, que x, ~ (1) es integrada de orden 1,

frente ala /_ :¢ <1.Es, por tanto, un contraste a una cola.

Dicho contraste puede efectuarse con dos estadisticos: 1) el sesgo normalizado,
T (45—1), obtenido a partir de la estimacion MCO (Minimos Cuadrados Ordinarios )
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y 2) con un contraste de la 7 de la estimacion MCO de ¢, siendo la H, el valor unitario
de este parametro.

En la practica es habitual utilizar este ultimo, aunque al ser mas directa y comoda el
contraste de la hipdtesis de significancia de un pardmetro, se puede estimar por MCO.
El modelo equivalente al anterior es el siguiente:

Ax, =ax,  +e,  (2.14)
donde o = (¢—l) .

Por tanto, contrastar la hipdtesis nula de existencia de una raiz unitaria (¢:1) en

(2.13) equivale a contrastar & =0 en (2.14).

La hipotesis alternativa seria /_:a <0. Por tanto, los valores criticos seran negativos,

por lo que si se obtiene un valor inferior a esos valores criticos del estadistico de prueba
se rechazard la hipotesis nula.

La estimacion del parametro ¢ (o equivalentemente « ) es consistente pero sesgada.
Sin embargo, la distribucion de dicho estimador es distinta segin el parametro; la
distribucidon del estimador es asintdticamente normal si |¢|<l. Debido a ello no

podremos utilizar las tablas de la distribucion 7 de Student, ya que bajo la H,:¢=1, ¢,
no sigue una distribucion estandar. Se deberan utilizar las distribuciones empiricas de
este estadistico tabuladas en Fuller (1976). En la misma referencia se encuentra
tabulada la distribucion del sesgo normalizado bajo la misma H,.

Ademas, la distribucion del estimador de o no es independiente de la presencia de un
término constante y/o de una tendencia determinista en la especificacion de la ecuacidon
del contraste. Por lo tanto, se deben considerar separadamente estas posibilidades. Asi
tendremos:

a) Ax, =ax,  +eg,
b) Ax, = u+ax, , +¢, (2.15)
c) Ax, = u+ pt+ax, | +e,

Contrastandose la hipotesis nula H,: « =0 con los valores de 7 asociados a & en cada

especificacion: 7, 7,

para distintos tamafios muestrales, aparece en Fuller (1976). En Dickey y Fuller (1981)
se presentan los valores criticos sobre la significacion individual de los parametros u y

7, respectivamente, cuya distribucion, tanto asintdtica como

F en las especificaciones b) y ¢).

La especificacion (2.15¢) plantea la hipdtesis nula de integrabilidad de primer orden
frente a una hipotesis alternativa de proceso AR(/) estacionario.

Por otro lado, la expresion (2.15¢) es la forma reducida del modelo:
X, =0, +o,f+u,
ul = ¢u171 + 81
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con u=0,(1-¢)+o0¢ vy f=0,(1-¢). Asi, bajo la H :¢=1, tenemos que p=9, y
L =0, por lo que se constata la irrelevancia de este ultimo parametro bajo la H. El

mismo tan solo se introduce en el contraste para hacerlo consistente frente a una
hipotesis alternativa de estacionariedad sobre una tendencia determinista. A tal tipo de
parametros se les denomina parametros molestos. Ademas las estimaciones de los tres
parametros del modelo (2.15¢) estaran fuertemente correladas, al ser combinacion de los

parametros estructurales (J,,5,,4).

El modelo (2.15b) plantea la hipdtesis nula de paseo aleatorio sin constante frente a una
alternativa de esquema AR(1) estacionario sin tendencia. Seria la forma reducida de:

X, =0, +u,

ul = ¢u171 + 8[

donde u=0,(1-¢). También en este caso el parametro u es irrelevante bajo la

hipotesis nula. El mismo se introduce para permitir que bajo la hipotesis alternativa el
proceso autorregresivo tenga media no nula. Es, por tanto, un parametro molesto.

Finalmente, el modelo (2.15a) contrasta la hipotesis nula de paseo aleatorio con x, =0

frente a una alternativa de proceso autorregresivo estacionario con media nula. Dicha
hipotesis nula es poco realista para la mayoria de las series temporales economicas.

Para efectuar el contraste conjunto de parametros en las ecuaciones (2.15a) y (2.15¢),
Dickey y Fuller (1981) proponen la construccion de un test de la F que nos permite
contrastar las hipdtesis nulas.

en (2.15b)

0

<

™ R X
I

H a=0
H =0

p=a }en(Z.lSc)
H a=0

0

Dichos contrastes de la F se denominan ¢, @ y ¢, respectivamente. De nuevo el

problema se plantea cuando estos estadisticos no siguen distribuciones estandar. Para
ello se tabulan valores criticos correspondientes mediante simulaciones, es decir se
tienen valores propios para dicho contraste.

Debe tenerse en cuenta que los valores criticos en muestra finita de los distintos
contrastes se han tabulado bajo el supuesto de que las perturbaciones se distribuyen
normalmente con media cero y varianza constante. En cambio, los valores criticos
asintoticos son validos con caracter general. Por ello es mejor usar valores asintéticos e
interpretar los resultados con precaucion.

Por otro lado, la inclusion de variables ficticias estacionales en (2.15b) y (2.15¢) no
cambia la distribucion asintotica de los estadisticos debido a que las mismas son del
mismo orden que la constante introducida en las regresiones también sefialan que las
distribuciones asintoticas de los estadisticos no dependen de la asuncidén de que la
varianza del término de perturbacion sea constante.
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Debido a las distintas implicaciones de los tres modelos sobre el comportamiento de la
variable, algunos autores proponen seguir la estrategia de partir del modelo mas general:

Examinar la ecuacién (2.15¢), el modelo mas general. Si no rechazamos la hipotesis de
raiz unitaria y [ es no significativa, entonces examinar la ecuacion (2.15b). Si la

hipotesis nula de raiz unitaria no es rechazada y u es no significativa entonces
examinar la ecuacion (2.15a).

Al plantear este contraste se esta suponiendo que &, no esta autocorrelado. Pero este

supuesto no tiene porqué cumplirse, por lo que la inferencia en cualquiera de las tres
ecuaciones planteadas se vera afectada. Se han propuesto dos tipos de solucion a este
problema:

1. Solucion paramétrica. Sugerida por Dickey Fuller (1981) consiste en la inclusion en
el test DF de una estructura de retardos de la variable dependiente que nos permita
capturar la estructura autorregresiva de ¢&sta, quedando la perturbacion lo mas
incorrelada posible. Este contraste se conoce como test de dickey Fuller Aumentado
(ADF) y consiste en estimar:

p-1
Ax, = u+ pt+ax, +Z 7 Ax, | +e,

i=1

con p lo suficientemente grande para garantizar que &, sea aproximadamente ruido

blanco. La distribucion asintética de los parametros fz, ,é y @ es la misma que en el
DF e independiente de los parametros 7,, los cuales siguen asintoticamente una
distribucion normal bajo la . La inclusion de los citados retardos dependera de su
significancia segun el estadistico 7 contrastado.

Debe tenerse en cuenta también que un numero excesivo de retardos reducira la
potencia del contraste, mientras que si no se especifican suficientes no se recogera toda
la autocorrelacidn residual, por lo que los valores criticos tabulados no seran aplicables.

2. Solucion no Paramétrica: Propuesta por Philips (1897) y Philips Perron (1998).
Sugieren transformar los estadisticos del test de DF para hacerlos compatibles con la
presencia de autocorrelacion y heterocedasticidad (varianza constante a lo largo del
tiempo) en el término de perturbacion. La idea es utilizar los residuos estimados &, en
la regresion de DF para corregir el estadistico 7 asociado a los parametros. De esta
forma obtenemos unos nuevos estadisticos z(¢), z(f,) y z(¢;) que tienen las mismas

distribuciones que los estadisticos tabulados en Fuller.

Finalmente cabe mencionar que, la sobrediferenciacion de una serie temporal llevara
normalmente a valores altos y positivos del contraste de DF acompafiado por un

elevado R’ de la regresion del contraste.
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Capitulo 111.
Aplicacion de los modelos
Univariantes, Regresion
Dinamica y Multivariantes
de Series Temporales a

tasas de intereées Bancarias.
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3.1. Introduccion.

En este capitulo se hard un estudio de la base de datos “Tasas de interés bancario”, la
cual es de uso publico y ha sido obtenido de la pagina web del Banco Central de
Reserva de El Salvador (BCR), esta base de datos contiene 174 observaciones de 7
variables temporales, las cuales tienen un inicio en enero del afio 1995 y finalizan en
Junio del afio 2009. Las observaciones pertenecen a 5 tasas de interés bancario, las
cuales son: FED (Tasa de interés que los bancos se cargan unos a otros por créditos
overnight con fondos estatales), LIBOR-180 (London Interbanking Offered Rate:
tasa promedio de interés, dia a dia, en el mercado interbancario de Londres),
PRIME (Tasa de interés basica que aplican los principales bancos en EEUU para
préstamos corporativos), TIBP-180 (Tasa de interés basica pasiva nacional
ofrecida por bancos a sus depositantes), TPH1 (Tasa de Préstamo hasta un 1 afio
plazo nacional); donde cada tasa estd dada en porcentajes. Y las otras dos series
temporales son: IGInflacién (indice de crecimiento de precios o indice general de
inflacién) e IVAE (indice de volumen de la actividad econémica nacional).

El estudio de las variables antes descritas se ha realizado de acuerdo al siguiente orden:

a) Analisis de series temporales univariantes, en donde ajustaremos un modelo
ARIMA a cada una de las series temporales en estudio, haciendo uso de las
funciones de autocorrelacion simple (FAS) y parcial (FAP). Se establece el
mejor modelo a cada una de las series utilizando el paquete estadistico SPSS.

b) Relacion entre las series temporales con el fin de construir modelos de regresion
dinamica, donde la metodologia a utilizar para la construccion de dichos
modelos se dividird en 3 etapas que son: identificacion, estimacidn y diagnosis.

¢) Modelos de series temporales multivariantes, los cuales nos sirven para realizar
una modelacion conjunta de las relaciones entre los componentes de un vector
de series temporales. La metodologia a utilizar es una generalizacion de las
series temporales univariantes y que podemos utilizar herramientas similares
para identificar el modelo, estimarlo y realizar contrastes diagnosticos.

Los programas o software que se utilizardn para realizar los analisis planteados
anteriormente son: SPSS version 15.0 y EViews version 6.0.
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3.2. Analisis de Series Temporales Univariante.
3.2.1 Analisis de Estacionariedad y estacionalidad.

Como habiamos visto en el capitulo uno, el primer paso para establecer un modelo
univariante de una serie temporal en estudio, es verificar la Estacionariedad de dicha
serie, es decir, que ni su media, ni la varianza, ni las autocorrelaciones dependen del
tiempo. En caso de que la serie no sea estacionaria, entonces procedemos a estabilizarla
mediante transformaciones adecuadas.

A continuacion se presentan los graficos de secuencias de las 7 series temporales en
estudio:

Grafico 1. Series temporales tasas de interés bancario.
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En el gréafico anterior, observamos que las tasas de interés bancarias tienen bastante
similitud a lo largo del tiempo, aparentemente, no son estacionarias en media debido a
que presentan valores aleatorios con crecimiento y decrecimiento en ciertos periodos; la
variabilidad es constante a lo largo del tiempo, por lo que se conjetura la
estacionariedad en varianza; esto es esperable, ya que las tasas de interés que establecen
los bancos en todo el mundo tienen una cota superior e inferior, por ejemplo, una tasa
de interés nunca puede tener un valor negativo o ser cero, ya que los bancos estarian
perdiendo sus ganancias, por tanto la serie siempre sera positiva; y tampoco puede ir
teniendo un crecimiento rapido hacia valores muy grandes, ya que entonces nadie
utilizaria los bancos para realizar prestamos ni depositos con tasas de interés altisimas.

Grifico 2. Series temporales Indice General de Inflacién(IGInflacion) e IVAE.
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En el gréafico de secuencia de los 2 indices en estudio, se observa que tienen una clara
tendencia de crecimiento, por lo tanto, podemos decir que las series no son estacionarias
en media, pero sus valores no varian mucho con respecto al anterior a €l, entonces
podriamos pensar que los 2 indices son estacionarios en varianza.
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A partir de los graficos de secuencias de las series de tiempo en estudio, podemos
suponer que ninguna de las series presenta estacionalidad, ya que en ninguno de los
graficos se observa que la serie se comporte de forma similar cada cierto periodo de
tiempo; ademas supondremos que nuestras series poseen raices unitarias, ya que no son
estacionarias en media, y necesitan una diferenciacion, para comprobar esta hipotesis
realizamos el test aumentado de Dickey-Fuller, utilizando el programa EViews, se
obtuvieron los siguientes resultados:

Tabla 1. Test de Dickey-Fuller aumentado para la serie TIBP180.

Null Hypothesis: TIBP180 has a unit root
Exogenous: None
Lag Length: 10 (Automatic based on AIC, MAXLAG=13)

t-Statistic Prob.*

Augmented Dickey-Fuller test statistic -1.463255 0.1337
Test critical values: 1% level -2.579226
5% level -1.942793
10% level -1.615408

*MacKinnon (1996) one-sided p-values.

Los resultados del test de raices unitarias de Dickey-Fuller aumentado nos dice que
todas las series en estudio presentan una raiz unitaria, por ejemplo, para la serie
temporal TIBP180 se obtuvo un valor del estadistico t(-1.463255) mayor a los valores
criticos de la distribucion DF(-2.579226, -1.942793, -1.615408), por lo tanto, aceptamos
H, a un nivel de confianza del 1%, 5% y 10%, es decir que la serie posee una raiz
unitaria. Para las demads series temporales en estudio, el resultado es similar, con lo cual
podemos decir que todas las series no son estacionarias en media, entonces necesitamos
diferenciarlas una vez para transformarlas en estacionarias, pero, en la practica a veces
esto no es necesario, como veremos mas adelante.

3.2.2 Identificacion de los posibles modelos.

Después de haber realizado el analisis de estacionariedad y estacionalidad de cada una
de las series, pasaremos a la identificacion de cual es el mejor modelo ARIMA
univariante para cada una de ellas, para efectos de comparacion y prediccion, nosotros
dejaremos el 5% de los datos originales, es decir que ahora todas las series constan de
165 observaciones, que corresponden al periodo de enero de 1995 hasta septiembre del
2008.

Para la identificacion de los posibles modelos, se comenzard analizando las funciones
de autocorrelacion simple y parcial, para las series diferenciadas, ya que segun el test de
Dickey-Fuller las series presentan raices unitarias con lo cual no eran estacionarias en
media. A continuacidon presentamos los graficos de la FAS y la FAP de las series con
una diferenciacion:

Pégina | 72



Grafico 3. Serie temporal TIBP180 con una diferencia.
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Grafico 4. FAS de la serie temporal TIBP180 con una diferencia.
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Grafico 5. FAP de la serie temporal TIBP180 con una diferencia.
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Después de realizarle una diferencia a la serie TIBP180, podemos ver en su grafico de
secuencia que ahora es estacionaria en media y varianza, con respecto a su FAS tiene 2
picos significativos en los primeros retardos y 2 en su FAP, con lo que podemos pensar
que los posibles modelos son: ARIMA(1,1,0), ARIMA(2,1,0), ARIMA(O,1,1),
ARIMA(0,1,2), ARIMA(1,1,1), ARIMA(1,1,2) o ARIMA(2,1,2). Se realizé el mismo
analisis para el resto de las series, en donde, para TPHI y el IGInflacion, sus modelos
son obvios, ya que en sus FAS y FAP no presentan picos significativos, por tanto,
podemos decir que los posibles modelos son procesos de ruido blanco; las demas series
presentan en su FAS un decrecimiento amortiguado hacia cero y en su FAP se observan
uno o dos picos significativos, a continuacion se presentan los posibles modelos para
cada una de ellas:
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Tabla 2. Resumen de los posibles modelos ARIMA para ser ajustados a las series TPH1,
LIBOR180, PRIME, FED, IGInflacion e IVAE.

Modelo
lo1 ifi
Modelo Identificado Reducido
ARIMA(1,0,0) AR(1)
TPHI1
ARIMA(0,1,0) (1)
ARIMA(1,1,0) ARI(1,1)
LIBOR180
ARIMA(2,1,0) ARI(2,1)
ARIMA(1,1,0) ARI(1,1)
PRIME
ARIMA(2,1,0) ARI(2,1)
ARIMA(1,1,0) ARI(1,1)
FED
ARIMA(2,1,0) ARI(2,1)
ARIMA(1,0,0) AR(1)
1GInflacion
ARIMA(0,1,0) (1)
IVAE ARIMA(1,1,0) ARI(1,1)

Como podemos ver en la tabla 2, varias de las series presentan la misma estructura
ARIMA en sus posibles modelos a establecer, el proceso a seguir para ajustarlos es
parecido, por lo tanto, seguiremos la metodologia de comparacion de modelos
estimados solamente para la serie TIBP180, ya que en su FAS y FAP es la que presenta
mas picos significativos. Para las series THP1 y IGInflacion por lo visto en sus FAS y
FAP sabemos cudl es el mejor modelo ARIMA que se les ajustard, y para el resto de las
series solo se presentard el mejor modelo que se ajustd a cada una de ellas. Todas las
estimaciones se hardn con la ayuda del programa o software SPSS.

3.2.3 Estimacion de los parametros de los modelos identificados, diagnosis de
modelos y prediccion.

Una vez identificados los tipos de modelos que pueden tener cada una de nuestras series
temporales, primero estimaremos los pardmetros de los modelos, luego haremos un
diagnosis de cuél es el mejor haciendo uso de los estadisticos BIC y R’ el cual nos
indica el porcentaje que explica cada uno de los modelos ajustados a la serie, ademas
utilizaremos los graficos de la FAS y FAP residuales para saber que tan bien explica el
modelo estimado a la serie en estudio, y ver si sus residuos estan incorrelados;
finalmente haremos predicciones con cada modelo estimado para verificar su idoneidad.
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3.2.3.1 Ajuste de un modelo ARIMA a la serie TIBP180.

Estimacion de los parametros de los modelos identificados.

Los modelos identificados anteriormente para esta series eran del tipo ARIMA(p,d.q),
en donde d=1, p=1,2, y q=1,2. Después de hacer un analisis previo de los posibles
modelos a estimar, realizaremos la comparacion solamente para los 2 mejores modelos
encontrados de todos los posibles, que son: ARIMA(1,1,0), ARIMA(1,1,2).

Pasaremos a estimar los coeficientes para cada uno de los modelos antes mencionados:

Modelo ARIMA(1,1,0).

Tabla 3. Parametros del modelo ARIMA(1,1,0) ajustado a la serie TIBP180.

Estimacidn ET t Sig.

TIBP180-Modelo_1  TIBP180  Sintransformacion  Constante -004 022 -200 842
AR Retardo 1 445 Al 6,242 000
Diferencia 1

Analizando la tabla 3 podemos decir que la estimacion de la constante en el modelo no
es significativa ya que tiene un p-valor = 0.842 que es mayor a 0.05, por otro lado el
primer retardo AR del modelo diferenciado ajustado si es significativo en el modelo ya
que su nivel de significancia es menor que 0.05, y el valor de |¢ |5/ 0.445|<1 con lo

cual podemos decir que el modelo es estacionario, e invertible ya que una de las
caracteristicas de los modelos AR es que siempre son invertibles, entonces el modelo
ajustado para la serie es:

w, =0.445w, | +1,

=y, -y, ,=0445y —0445y , +u,
y, =1.445y 0445y, +i,
(1-1.445L +0.4451%)y, = &

Modelo ARIMA(1,1,2).

Tabla 4. Parametros del modelo ARIMA(1,1,2) ajustado a la serie TIBP180.

Estimacidn ET t Sig.

TIBP180-Modelo_1  TIBP180  Sintransformacidn  Constante 015 042 351 T2
AR Retarda 1 903 069 13.046 000

Diferencia 1

NA Retarda 1 462 112 4118 000

Retardo 2 193 096 2009 046

Observando la tabla 4 podemos ver que la estimacion de la constante en el modelo no es
significativa ya que tiene un p-valor = 0.726 que es mayor a 0.05, mientras que las
estimaciones tanto del retardo 1 de la parte autorregresiva como los dos retardos de la
parte de medias moéviles son significativos, ya que cada uno tiene un valor de
significancia menor que 0.05, ademdas el modelo es estacionario e invertible, pues los
parametros estimados cumplen con: | ¢ [=0.903 |<1 y |6, |=|0.462|<1, |6, |5 0.193 |<1,
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6,+6,=0462+0.193=0655<1, 6 -6,=0462-0.193=0.269<1;, entonces el
modelo ajustado es:

w, =0.903w,_, +ii, —0.462u,_ —0.193u, ,
—>y,—y,,=0903y,, —0.903y, , +ii, —0.462u,_, —0.193u,_,
y, =1.903y, ,—0.903y, , +ii, —0.462u, , —0.193u, ,

Diagnosis de los modelos.

Utilizando el criterio BIC, el estadistico R’ y los graficos FAS y FAP residuales, se
encontro que el mejor modelo era el ARIMA(1,1,0), a continuacion se presentan dichos
estadisticos:

Modelo ARIMA(1,1,0).

Tabla S. Estadisticos del modelo ARIMA(1,1,0) ajustado a la serie TIBP180.

Estadisticos de ajuste del modelo Ljung-Box Q(18) Nimero de

Mimero de R-cuadrado BIC valores

Modelo predictores estacionaria | R-cuadrado | normalizado | Estadisticos GL Sig. atipicos
TIBP180-Modela_1 0 145 492 -3.584 reA 17 003 0

En la tabla 5 podemos ver que el modelo ARIMA(1,1,0) explica el 99.2% de la tasa de
interés ofrecida por bancos nacionales a sus depositantes, ya que el valor de su

estadistico R* =0.992, por otro lado su estadistico BIC es bastante pequefio y negativo
con un valor de -3.584, mientras que los estadisticos del modelo ARIMA(1,1,2) son:

R’ =0.992 y BIC = -3.538, por lo tanto, podemos concluir que el mejor modelo que
ajusta a la serie TIBP180 es el ARIMA(1,1,0).

Grafico 6. FAS y FAP residual del modelo ARIMA(1,1,0) ajustado a la serie TIBP180.
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En la FAS y FAP residuales podemos observar que el 95% de los retardos no son
significativos, ya que solamente dos son significativos, con lo cual podemos decir que
los residuos estan incorrelados, y se aproximan a un comportamiento de ruido blanco.

Prediccion de los modelos.

En la etapa anterior de diagnostico se establecié que el mejor modelo para la serie
TIBP180 es un ARIMA(1,1,0), entonces haremos predicciones con este modelo para
corroborar que ajusta bien a nuestra serie en estudio, a continuacidn se presenta la tabla

de predicciones, asi como su grafico:

Tabla 6. Predicciones del modelo ARIMA(1,1,0) ajustado a la serie TIBP180.

Prevision

Modelo Oct2008 | Nov2008 | Dic2008 | Ene2009 | Feb2009 | Mar2009 | Abr2009 | May2009 | Jun2009
Valor Observado 4.86 4.58 5.38 5.3 5.18 5.08 5.02 4.86 475

TIBP130-Modelo_1 Previsidn 459 4 66 468 469 469 4,69 469 468 468
LCS 491 521 544 562 578 591 6.03 f.14 f.24
LCI 428 410 3193 376 161 147 134 122 n

Para cada modelo, las predicciones comienzan después del Gitimao valor no perdida del rango del periodo de estimacion salicitado v finalizan en el Gitimo periodo para el que hay disponibles

Grafico 7. Predicciones del modelo ARIMA(1,1,0) ajustado a la serie TIBP180.
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Podemos observar en la tabla y grafico de prediccion, que los valores predichos no
distan mucho de los valores originales, y ademdas estos siempre caen dentro de los
limites (LCS y LCI) que se han calculado con un 95% de confianza, con lo cual
podemos confirmar que este modelo es el que mejor ajusta a la serie TIBP180.

3.2.3.2 Ajuste de un modelo ARIMA a las series restantes.

La metodologia que se utilizo para establecer los modelos univariantes de series
temporales para las series restantes, fue el mismo que ya se presentd para establecer el
mejor modelo ARIMA a la serie TIBP180, como habiamos visto en la tabla 2, los
modelos que se ajustaron son bastante similares en su estructura ARIMA, y se presentan
a continuacion:

Tabla 7. Resumen de los modelos ARIMA ajustados a las series TPH1, LIBOR180,
PRIME, FED, IGInflacion e IVAE,

Modelo
Modelo 1 ificad . E i¢
odelo Identificado Reducido Xpresion
y,=9.815+0.991y, , +d,
TPHI ARIMA(1,0,0) AR(1) A
—(1-0.991L)y, =9.815+4,
w, =0.608w, |+,
LIBOR180| ARIMA(1,1,0) ARI(1,1) ) N
—> (1-1.608L +0.6081%)y, =i,
w, =0.628w, |+,
PRIME | ARIMA(1,1,0) ARI(1,1) e
—> (1-1.628L +0.6281%)y, =i,
w, =0.64Tw, | +1u,
FED ARIMA(1,1,0) ARI(1,1) e
— (1-1.647L+0.6471)y, =,
IGInflacion| ARIMA(0,1,0 1(1 Wi =0.397 44
fHacion ©,1,0) M —(1-L)y, =0.597 +4,
w, =0.902w, | +u,
IVAE ARIMA(1,1,0) ARI(1,1) e
— (1-1.902L +0.9021%)y, =,
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3.3. Analisis de Modelos de Regresion Dinamica.

El analisis de los modelos de regresion dinamica se hard con el fin de establecer
modelos dinamicos a las tasas de interés bancarias nacionales (TIBP180 y TPH1) en
funcién de las tasas de interés internacional (LIBOR180, PRIME, FED) y los dos
indices en estudio (IVAE e IGlInflacion), para establecer este tipo de modelos entre
variables estacionarias se contemplan tres fases al igual que en la estimacion de
cualquier otro modelo, las cuales son: identificacién, estimacion y diagnosis.

La fase de identificacion nos ayudard a decidir la estructura de la funcion de
transferencia que utilizaran las wvariables independientes y el modelo para la
perturbacion. En la estimacion una vez establecida la funcion de transferencia y el
modelo para la perturbacién asumiendo hipotesis de normalidad, pasaremos a estimar
los parametros de los modelos identificados, y finalmente se hard un diagnostico con los

estadisticos BIC y R’para establecer si el modelo aun se puede mejorar, o tiene
variables sobrantes.

3.3.1 Identificacion de los posibles modelos de regresion dinamica.

Para comenzar el analisis de los modelos de regresion dindmica, es importante que
nosotros tengamos en cuenta la colinealidad que existe entre las series de tiempo en
estudio, ya que esto podria suponer que las variables tiene una relacion instantanea y
simple, lo cual podria afectarnos en los modelos de regresion dinamica que nosotros
esperamos probar, entonces previamente haremos un andlisis de la funcion de
transferencia entre las series en estudio con la ayuda de la funcion de correlacion
cruzada.

3.3.1.1 Analisis de funcion de correlacion cruzada.

El analisis de las Funciones de covarianzas cruzadas entre pares de series estacionarias,
depende del orden en que se toman las variables y de los instantes en que se consideran
cada una de ellas. La definicion® establece que la variable que aparece en primer lugar se
supone en el instante 7 y la segunda en ¢+A, cuando />0 mide la relacion que va desde la
primera variable hacia la segunda, mientras que para /2 <0 la relacion que mide es la que
va desde la segunda variable hacia la primera, una de las limitaciones de esta funcion es
que no nos permite identificar directamente si la relacién es en una direccién o
bidireccional, pero si nos puede dar una nocion de la relacion. Ya que esta funcion utiliza
series estacionarias, nosotros usaremos nuestras series con una diferencia a excepcion de
la serie TPH1 ya que como vimos en el ajuste de los modelos ARIMA esta serie no
necesita ser diferenciada para ser estacionaria, para facilitar el analisis de esta funcidn se
llamara a las series de la siguiente manera: L/BOR180=wl,, TPH1,, LIBOR180 =w3,,

PRIME = w4, FED =w5,, IGInflacion =w6,, ¢ IVAE =w’l,, donde el subindice t indica

el instante en el que se encuentra cada una de las variables, los resultados que se
presentan a continuacion fueron obtenidos con el SPSS:

¥ Para mas detalles del tipo de relacion que existe entre variables, puede revisar el apartado 1.3.2.1
Funcién de covarianzas cruzadas.
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Grafico 8. Funcion de Correlacion Cruzada entre las series TIBP180 y TPH1.
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Analizando el grafico anterior podemos ver que las series TIBP180 y TPHI1 no tienen
una relacion instantanea, es decir que wl, no esté relacionado con 7PH1,, con un valor

de Ppppisorpm (B =0)=0.058 y es el que posee el menor valor de correlacion, ademas

vemos que a medida h aumenta o disminuye, los retardos van creciendo lentamente pero
no llegan a ser significativos, ya que, ninguno sale de las bandas de confianza estimadas
a un nivel del 95%, por lo que podemos decir que estas dos series no tienen relacion de
causalidad. Este mismo comportamiento presenta la serie TPH1 en su funcién de
correlacion cruzada con el resto de variables, por lo que descartamos que se pueda
establecer un buen modelo de regresion dindmica para dicha serie. Por otro lado la serie
TIBP180 presenta una relacion instantanea con las series LIBOR180, PRIME y FED, es

decir que wl, tiene relacion con w3,, w4, ,y w5,, de igual forma con los primeros 2

. mientras

retardos de la serie LIBOR180, o sea wl, tiene relacion con w3, | y w3, ,;

que con las series PRIME y FED tiene relacién con sus primeros 4 retardos; esto se
puede ver mas claramente, por ejemplo, con el grafico de la funcion de correlacion
cruzada TIBP180 con PRIME:
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Grafico 9. Funcion de Correlacion Cruzada entre las series TIBP180 y PRIME.
DIFF(TIBP,1) con DIFF(PRIM,1)

[0 coeficients
1.0 Limite de confianza
superior
Limite de confianza
inferior
0.5
wool | [ImomEmf=
S
-0.5-
-1.0

T T T T T T T T T T T T
-F -6 -5 4 3 -2 - 0 1 2 3 4 3 =1

NdOm. de retardos
Por otra parte, la serie LIBOR180 posee una relacidn instantanea con las series PRIME
y FED, ademas tiene una relacion bidireccional con sus primeros 3 retardos, es decir
que w3, tiene relacion con w4, , w4, _, w4 , w5, w5, ,,y w5, ,; mientras que w4,

- =4

t-3»
esta relacionado con w3, ,,w3, ,, w3, , vy w5 con w3, ,w3,,,w3, ,; de igual forma las
series PRIME y FED estan relacionadas instantaneamente, y de forma bidireccional en
sus primeros 10 retardos, esto lo podemos observar claramente en el grafico de
correlacion cruzada de estas dos series:

Grafico 10. Funcion de Correlacion Cruzada entre las series PRIME y FED.
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Para los demés pares de series no existe relacion causal segun la funcion de
autocorrelacion cruzada. El estudio de los modelos de regresion dindmica se hara con el
fin de establecer modelos dindmicos a las dos tasas de interés bancario nacional
TIBP180 y TPHI, después del analisis de las funciones de autocorrelacion cruzadas, se
descarto establecer un modelo a la TPH1 debido a que no tienen ninguna relacién con el
resto de las variables, mientras que para la serie TIBP180 vimos que tiene relaciones
instantaneas y en los primeros retardos con las series LIBOR180, PRIME y FED, esto
nos da la pauta para pensar que podemos establecer modelos de regresion dindmica a
esta serie en funcidén de una, dos o las 3 series anteriores. Haciendo un analisis de la
funcién de autocorrelacion cruzadas observamos que tienen fuerte colinealidad, sobre
todo las series PRIME y FED, por lo tanto, solo ajustaremos modelos con una sola de
las variables, los modelos propuestos de regresion dindmica a ajustarle a la serie
TIBP180 son:

Tabla 8. Resumen de los posibles modelos de regresion dinimica para ser ajustados a las
serie TIBP180.

Modelo de Regresion Dindmica sin parte autorregresiva

en la variable dependiente

Modelo de Regresion Dinamica con parte
autorregresiva en la variable dependiente

wl, =0 +v,w3, +n,

(- 6,B)ywl, =0 +v,w3, +n,

LIBOR180 wl =0 +vw3, +vw3,_ +n, A-p,Bwl, =6 +v,w3, +vw3,_ +n,
wl =0 +v,w3, +vw3,  +v,w3, _, +n, A-8,Bwl, =0 +v,w3, +vw3,_ +v,w3, _, +n,
wl, =0 +v,wl, +n,
wl, =0 +v,w4, +vwd,  +n,
PRIME wl, =0 +v,w4, +vw4,  +v,wd, , +n,

wl =0 +v,wd +vwd,  +v,wd,  +v,wd, +n,

wl =0 +v,wd +vwd,  +v,wd,  +v,wd +vwd  +n,

FED

wl, =0 +v,wS5, +n,
wl =0 +v,wS, +vwS,  +n,
wl =0 +v,wS, +vwS,  +v,w5,_, +n,
wl =0 +v,wS, +vwS,  +v,w5 _, +v,w5, +n,

wl =0 +v,wS, +vwS,  +v,wS,, +v,w5, ,+v,w5, , +n,
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3.3.2 Estimacion de los parametros de los modelos identificados, diagnosis de
modelos y prediccion.

Identificados los posibles modelos de regresion dinamica para la variable dependiente
TIBP180, se inicia con la estimacion de los parametros, para ello, haremos uso de los
modelos ARIMA univariantes ajustados a cada una de las variables independientes para
definir la estructura que tendran en su funcion de transferencia; ademas, tomaremos el
modelo ARIMA de la variable dependiente como el modelo que sigue el proceso de
perturbacion (7, ), en caso que éste no siga un proceso de ruido blanco. Luego haremos

un diagndstico de cual es el mejor modelo haciendo uso de los estadisticos BIC y R*,
también utilizaremos los graficos de la FAS y FAP residuales para saber que tan bien
explica el modelo estimado a la serie en estudio, y ver si sus residuos estan incorrelados,
y finalmente haremos predicciones con cada modelo estimado para verificar su
idoneidad.

3.3.2.1 Ajuste de un modelo de regresion dinamica a la serie TIBP180.

Estimacion de los parametros y diagnosis de los modelos identificados.

Los tres mejores modelos de regresion dindmica cuya estructura en sus funciones de

transferencia para las variables independientes son: (1- S, B)wl, =6 +v,w3, +vw3, , +n,

A-8,Bwl, =0 +vywd, +vwa,_ +n vy (1-L,B)wl, =5 +vwS, +vwS,_, +n,.

2

Modelo de regresion dinamica ajustado a la variable dependiente TIBP180 por LIBOR180.

Tabla 9. Parametros del modelo (1- S, B)wl, =6 +v,w3, +vw3,_, +n, ajustado a la serie

TIBP180.

Estimacion ET t Sig.
TIBP180-Modelo_1  TIBP180  Sintransformacion  Constante -005 07 - 286 J75
AR Retardo 1 312 077 4071 000

Diferencia 1
LIBOR180  Sintransformacidn  Numerador Retardo 0 082 072 1138 257
Retardo 1 -228 072 -3174 02

Diferencia 1

Tabla 10. Estadisticos del modelo (1- £, B)wl, =5 +v,w3, +v w3, _, +n, ajustado a la serie

TIBP180.

Estadisticos de ajuste del modelo Ljung-Box Q(18) MNimero de

MNimero de R-cuadrado BIC valores

Modelo predictores estacionaria | R-cuadrado | normalizado | Estadisticos GL Siag. atipicos
TIBP180-Modelo_1 1 169 993 -3.670 20467 17 251 0
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Grifico 11. FAS y FAP residual del modelo (1- 4,B)wl, =0 +v,w3, +vw3, , +n, ajustado a la

serie TIBP180.
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La tabla 9 muestra que la constante y el coeficiente del retardo O de la variable
LIBOR180, no son significativos; mientras que los coeficientes de los primeros retardos
de las dos variables son significativos, por otra parte, este modelo explica el 99.3% de la
serie TIBP180, y tiene un estadistico BIC = -3.67 que es un valor pequefio y negativo,
ademas su FAS y FAP residual no presenta algin comportamiento determinado, con lo
cual los residuos estan incorrelados y se aproximan a un ruido blanco, por tanto,
podemos pensar que este modelo ajusta bien a la serie dependiente, y la expresion del
modelo de regresion dinamica es:

(1-0.312B)(1-B)TIBP180, = —0.228(1- B)LIBOR180, , +n,
Modelo de regresion dinamica ajustado a la variable dependiente TIBP180 por PRIME.

Tabla 11. Parametros del modelo (1-5,B)wl, =0 +v w4, +vw4,_, +n, ajustado a la serie

TIBP180.

Estimacidn ET t Sig.
TIBP180-Modelo_1  TIBP180  Sintransformacion  Constante -004 015 - 248 B804
AR Retardo 1 240 078 3.065 003

Diferencia 1
PRIME Sintransformacidn ~ Numerador Retardo 0 21 076 2796 006
Retardo 1 -188 074 -2.559 01

Diferencia 1
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Tabla 12. Estadisticos del modelo (1- £, B)wl, =6 +v,w4, +v,w4,_, +n, ajustado a la serie

TIBP180.
Estadisticos de ajuste del modelo Ljung-Box Q(18) Mimera de
Nimero de R-cuadrado BIC valores
Modelo predictores estacionaria | R-cuadrado | normalizado | Estadisticos GL Sig. atipicos
TIBEP180-Modela_1 1 204 994 -3714 26.590 17 (64 0

Grifico 12. FAS y FAP residual del modelo (1- 4,B)wl, =6 +v,w4, +vw4, _, +n, ajustado a la

serie TIBP180.
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La tabla 11 muestra que la constante no es significativa; mientras que los tres
coeficientes estimados de los retardos de las dos variables son significativos, por otra
parte, este modelo explica el 99.4% de la serie TIBP180, y tiene un estadistico
BIC = -3.714 que es un valor pequefio y negativo, ademds su FAS y FAP residual no
presenta algun comportamiento determinado, con lo cual los residuos estan incorrelados
y se aproximan a un ruido blanco, por tanto, podemos pensar que este modelo ajusta
bien a la serie dependiente, y la expresion del modelo de regresion dinamica es:

(1-0.240B)(1- B)TIBP180, = (0.211-0.188B)(1— B)PRIME, +n,
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Modelo de regresion dinamica ajustado a la variable dependiente TIBP180 por FED.

Tabla 13. Parametros del modelo (1- 4,B)wl, =0 +v,w5, +v,w5,, +n, ajustado a la serie

TIBP180.

Estimacion ET t Sig.
TIBP180-Modelo_1  TIBP180  Sintransformacion  Constante -003 015 -208 835
AR Retardo 1 255 078 3.255 001

Diferencia 1
FE Sin transformacian ~ Numerador Retardo 0 122 076 1.592 113
Retardo 1 =303 075 -4.041 000

Diferencia 1

Tabla 14. Estadisticos del modelo (1- £, B)wl, =6 +v w5, +v,w5, | +n, ajustado a la serie

TIBP180.
Estadisticos de ajuste del modelo Ljung-Box Q18) Nimero de
Mumero de R-cuadrado BIC valores
Modelo predictores estacionaria | R-cuadrado | normalizado | Estadisticos GL 3ig. atipicos
TIBP180-Modelo_1 1 227 994 -3.742 30.403 17 024 0

Grifico 12. FAS y FAP residual del modelo (1- £,B)wl, =6 +v,w5, +vw5, | +n, ajustado a la
serie TIBP180.
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La tabla 13 muestra que la constante no es significativa; mientras que los dos
coeficientes estimados de los primeros retardos de las dos variables son significativos,
por otra parte, este modelo explica el 99.4% de la serie TIBP180, y tiene un estadistico
BIC = -3.742 que es un valor pequefio y negativo, ademds su FAS y FAP residual no
presentan algun comportamiento determinado, con lo cual los residuos estan
incorrelados y se aproximan a un ruido blanco, por tanto, podemos pensar que este
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modelo ajusta bien a la serie dependiente, y la expresion del modelo de regresion
dinamica es:

(1—0.255B)(1— B)TIBP180, =—0.303(1— B)FED, , +n,
Prediccion de los modelos.
En la etapa de diagnostico no pudimos establecer cuél era el mejor modelo de los 3

ajustados, por tanto, se hicieron predicciones con cada uno, a continuacion se presenta
el grafico y tabla de las mejores predicciones:

Tabla 15. Predicciones del modelo (1-0.312B8)(1- B)7IBP180, =-0.228(1- B)LIBOR180, | +n,
ajustado a la serie TIBP180.

Prevision
Wodelo Oct2008 | Mov2008 | Dic2008 | Ene2009 | Feb2009 | Mar2009 | Abr2009 | May2009 | Jun2009
Valor Observada 486 488 5.38 53 518 5.08 502 486 475
TIBP180-Modelo_1 Prevision 473 476 513 495 489 440 495 488 487
LCS 489 4199 549 543 550 564 5.80 585 5.96
LCl 462 453 478 446 428 417 409 381 379
Para cada modelo, las predicciones comienzan después del Uitima valor no perdido del rango del periodo de estimacion solicitado y finalizan en el (timo periodo para el que hay disponibles

Grafico 13. Predicciones del modelo
(1-0.312B)(1-B)TIBP180, = —0.228(1- B)LIBOR180, , +n, ajustado a la serie TIBP180.
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Con los resultados obtenidos anteriormente podemos concluir que el mejor modelo ajustado a la
serie TIBP180 es: (1-0.312B)(1-B)7IBP180, = -0.228(1- B)LIBOR180, , +n,, donde n, se
comporta aproximadamente como un ruido blanco.
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3.4. Analisis de Modelos Multivariantes de Series Temporales.

El analisis de los modelos multivariantes se desarrollara con el fin de establecer un
modelo que describa de mejor manera la tasa de interés bancaria nacional TIBP180 con
la tasa de interés bancaria internacional LIBOR180 explicadas entre ellas. Las variables
se han tomado de esa forma ya que el mejor modelo de regresion dinamica que
explicaba las tasas de interés bancario nacional TIBP180 es la variable LIBOR180. El
estudio de las series conjuntas de series temporales establece inicialmente la
estacionariedad de las mismas asi como también contempla las tres fases que cualquier
modelo estimado establece las cuéles son la identificacién, estimacion y diagnosis, las
cudles se describen a continuacion.

3.4.1 Identificacion del modelo para las series temporales TIBP180 y LIBOR 180.

Para empezar a trabajar se debe tener principalmente la certeza que estamos con series
independientes, es decir que ninguna de ellas puede escribirse como combinacion lineal
de otra o de otras, si ese fuese el caso nos quedariamos con una serie menos.

Independencia de variables

Con la prueba de Granger determinaremos el grado de exogeneidad o de independencia
de las variables. El grado de independencia es importante ya que de esa forma se
introduciran los datos en el programa EVIEWS6.

Tabla 16. Prueba de Exogeneidad de Granger.

Pairwise Granger Causality Tests
Date: 11/23/09 Time: 20:04

Sample: 1 174

Lags: 2

Null Hypothesis: Obs F-Statistic Prob.
DIFLIBOR180 does not Granger Cause DIFTIBP180 171 417117 0.0171
DIFTIBP180 does not Granger Cause DIFLIBOR180 1.73246 0.1800

En la tabla 16 se presenta la prueba de independencia Granger; en esta prueba podemos
observar que la variable TIBP180 tiene relacion de causalidad con la LIBOR180 lo cuél
es ilogico pensarlo ya que en la realidad no tienen nada que ver las tasas de interés
bancario nacional sobre las tasas de interés bancario internacional. Esta relacion se debe
a situaciones del azar, por tanto, no debe considerarse en el analisis.

En el andlisis univariante se establecidé que las series LIBOR180 y TIBP180 no son
estacionarias en media y en consecuencia era necesario hacer una diferencia. Por lo
tanto en el analisis bivariado se verificara si existen vectores de cointegracion, para ello,
se aplica el test de los Rangos:

Pégina | 89



Tabla 17. Prueba de Existencia de Vectores de Cointegracion.

Date: 11/23/09 Time: 20:13

Sample (adjusted): 4 174

Included observations: 171 after adjustments
Trend assumption: Linear deterministic trend
Series: DIFTIBP180 DIFLIBOR180

Lags interval (in first differences): 1 to 1

Unrestricted Cointegration Rank Test (Trace)

Hypothesized Trace 0.05
No. of CE(s) Eigenvalue Statistic Critical Value Prob.**
None * 0.327018 102.3454 15.49471 0.0001
Atmost 1* 0.183293 34.62321 3.841466 0.0000

Trace test indicates 2 cointegrating eqn(s) at the 0.05 level
* denotes rejection of the hypothesis at the 0.05 level
**MacKinnon-Haug-Michelis (1999) p-values

Unrestricted Cointegration Rank Test (Maximum Eigenvalue)

Hypothesized Max-Eigen 0.05
No. of CE(s) Eigenvalue Statistic Critical Value Prob.**
None * 0.327018 67.72218 14.26460 0.0000
Atmost 1* 0.183293 34.62321 3.841466 0.0000

Max-eigenvalue test indicates 2 cointegrating eqn(s) at the 0.05 level
* denotes rejection of the hypothesis at the 0.05 level
**MacKinnon-Haug-Michelis (1999) p-values

Unrestricted Cointegrating Coefficients (normalized by b™S11*b=l):

DIFTIBP180 DIFLIBOR180
-6.686010 2.799977
-2.473488 -4.362052

Unrestricted Adjustment Coefficients (alpha):

D(DIFTIBP180) 0.095228 0.022783
D(DIFLIBOR180) -0.021719 0.096929
1 Cointegrating Equation(s): Log likelihood 100.2017

Normalized cointegrating coefficients (standard error in parentheses)
DIFTIBP180 DIFLIBOR180
1.000000 -0.418781
(0.08405)

Adjustment coefficients (standard error in parentheses)
D(DIFTIBP180) -0.636693

(0.07585)
D(DIFLIBOR180) 0.145215

(0.11824)
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La prueba indica que hay 2 vectores de cointegracion con un nivel de 0.05. La hipdtesis
nula es no existen vectores de cointegracion y la alterna es existen vectores de
cointegracion. En este caso se observa que existen dos vectores de cointegracion segun
los dos primeros test que son: el de maximo eigenvalor (Maximum eigenvalue) y traza
(trace), con un p-valor menor que 0.05, por lo tanto, rechazamos la hipotesis nula, en
consecuencia, hay dos vectores de cointegracion.

Después de haber verificado la independencia, estacionariedad y la existencia de
cointegracion procedemos a la identificacion del modelo multivariante.

En la parte univariante se verificd que la variable TIBP180 la predice bastante bien un
ARI(1,1), asi como también la variable LIBOR180. Siguiendo la misma logica es
posible que un modelo VAR prediga de buena manera una serie temporal conjunta
Y =[TIBP180,, LIBOR180,]". La identificacion del modelo puede obtenerse a partir de

los modelos univariantes elaborados a partir de y,, ya que cada variable se explicaba asi

misma de buena manera. Asi como también nos sirven como herramienta los criterios
de informacion AIC y BIC para determinar el orden del modelo entre varios modelos
estimados con oOrdenes distintos y con la misma muestra efectiva, tomando como
criterio el menor valor de AIC y BIC de entre los modelos estimados con diferente
orden.

Tabla 18. Orden del criterio de seleccion de los retardos.

VAR Lag Order Selection Criteria

Endogenous variables: DIFTIBP180 DIFLIBOR180
Exogenous variables: C

Date: 11/23/09 Time: 20:17

Sample: 1 174

Included observations: 165

Lag LogL LR FPE AIC SC HQ

0 79.38027 NA 0.001342 -0.937943 -0.900295 -0.922660
1 107.3414 54.90540 0.001004 -1.228380 -1.115437* -1.182532*
2 110.0534 5.259751 0.001019 -1.212769 -1.024530 -1.136356
3 118.8072 16.76480* 0.000962* -1.270390* -1.006855 -1.163412
4 122.5934 7.159329 0.000965 -1.267798 -0.928968 -1.130255
5 123.2634 1.250671 0.001005 -1.227435 -0.813309 -1.069327
6 123.9303 1.228838 0.001047 -1.187034 -0.697613 -0.988361
7 126.1044 3.952751 0.001070 -1.164901 -0.600184 -0.935663
8 128.4518 4211171 0.001093 -1.144870 -0.504857 -0.885067

* indicates lag order selected by the criterion

LR: sequential modified LR test statistic (each test at 5% level)
FPE: Final prediction error

AIC: Akaike information criterion

SC: Schwarz information criterion

HQ: Hannan-Quinn information criterion
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En la tablal8 se presentan los valores de los estadisticos de criterio de informacion que
tienen como finalidad seleccionar el mejor modelo tomando el menor valor que
presenten los mismos. Se puede observar que para el retardo 1 los valores de los
estadisticos del BIC=-1.115437, HQ=-1.182532 son los mdas pequefios aunque
también se puede optar por pronosticar un modelo con retardo 3 ya que tiene los
estadisticos de comparacion entre los modelos mas pequefios, sin embargo, en el
analisis de regresion dinamica se determino que existe relacion entre las variables hasta
retardos de orden 1, por lo cual trabajaremos con el primer modelo.

3.4.2 Estimacion y diagnosis de un modelo VAR para TIBP180 y LIBOR 180.

Después de haber verificado los errores para un VAR(1) y revisado algunos estadisticos
para determinar el mejor modelo que se utilizara para la estimacion de los datos que
corresponden a la serie conjunta Y,, determinamos que el mejor modelo es un VAR(1).

A continuacion se presenta la estimacion del modelo VAR(1).

Tabla 19. Modelo VAR(1).

Vector Autoregression Estimates

Date: 11/23/09 Time: 19:52

Sample (adjusted): 3 174

Included observations: 172 after adjustments
Standard errors in ( ) & t-statistics in [ ]

DIFTIBP1 DIFLIBOR

DIFTIBP1(-1) 0.355552 -0.118030
(0.06665) (0.09157)

[ 5.33473] [-1.28900]

DIFLIBOR(-1) 0.095111 0.464560
(0.05056) (0.06946)

[ 1.88118] [ 6.68797]

C -0.006790 -0.017338

(0.01175) (0.01614)

[-0.57792] [-1.07411]

R-squared 0.179212 0.209296
Adj. R-squared 0.169498 0.199939
Sum sq. resids 3.939513 7.435973
S.E. equation 0.152679 0.209761
F-statistic 18.44979 22.36679
Log likelihood 80.71618 26.08276
Akaike AIC -0.903676 -0.268404
Schwarz SC -0.848778 -0.213506
Mean dependent -0.012326 -0.031221
S.D. dependent 0.167536 0.234511
Determinant resid covariance (dof adj.) 0.000982
Determinant resid covariance 0.000948
Log likelihood 110.5312
Akaike information criterion -1.215479
Schwarz criterion -1.105683

Pégina | 92



En este despliegue se incluyen las ecuaciones que integran el modelo VAR(1),
apareciendo en primer lugar los resultados individuales para cada uno de los
coeficientes estimados (primera linea), acompaifiados de su desviacion tipica (segunda
linea) y el estadistico t asociado (tercera linea), ambos incluidos entre paréntesis.

En la parte inferior se recogen los estadisticos conjuntos de cada una de las ecuaciones,
para finalizar con cuatro estadisticos globales del modelo, incluyendo el determinante
de la matriz de covarianzas de los residuos el cual nos muestra un valor muy cercano a
cero, por lo que podemos decir que el modelo es una buena estimacién del vector

conjunto Y, el logaritmo de verosimilitud conjunto y los criterios informativos de

Akaike y Schwarz son los mas pequefios de todos los modelos estimados.

En nuestro caso hemos seleccionado un VAR(1), ya que el segundo valor minimo de los
criterios informativos (que sefiala el mejor modelo) se alcanza, precisamente con 1
retardos, al menos en el criterio de Schwartz, por lo que nos quedaremos con dicha
especificacion. La evaluacion de los modelos VAR es bastante compleja, ya que la
significatividad individual de los parametros estd muy condicionada por la necesaria
correlacion entre los regresores, precisamente por ese motivo el analisis individual de
los coeficientes no es demasiado util en proceso de seleccion de tamafio del modelo, y
las posibilidades de wvalidacion a priori se limitan, casi exclusivamente, a los
coeficientes de determinacion, y el analisis de los residuos del modelo.

Tabla 20. Test de autocorrelaciones de Portmanteau.
Este test nos sirve para determinar la autocorrelacion residual entre los retardos
posteriores al retardo del modelo estimado.

VAR Residual Portmanteau Tests for Autocorrelations
Null Hypothesis: no residual autocorrelations up to lag h
Date: 11/23/09 Time: 20:21

Sample: 1 174

Included observations: 172

Lags Q-Stat Prob. Adj Q-Stat Prob. df
1 3.513901 NA* 3.534451 NA* NA*
2 6.901664 0.1412 6.962069 0.1379 4
3 19.47349 0.0125 19.757086 0.0113 8
4 27.10207 0.0075 27.56728 0.0064 12
5 28.57529 0.0270 29.08460 0.0234 16
6 34.68715 0.0218 35.41738 0.0180 20
7 36.43871 0.0497 37.24325 0.0414 24
8 40.31389 0.0620 41.30745 0.0503 28
9 47.15538 0.0411 48.52670 0.0307 32
10 59.35015 0.0085 61.47423 0.0051 36
11 65.85711 0.0062 68.42577 0.0034 40
12 67.66032 0.0125 70.36421 0.0070 44

*The test is valid only for lags larger than the VAR lag order.
df is degrees of freedom for (approximate) chi-square distribution
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La prueba de Portmanteau nos indica que entre los residuos existe autocorrelacion en
los distintos periodos de tiempo a partir del retardo 2 ya que todos los valores
posteriores a ese retardo son significativos, 1o que nos indica que los residuos no son
buenos en la estimacion del modelo.

Tabla 21. Prueba de normalidad de los residuos.

Con esta prueba determinamos la existencia de normalidad entre los residuales de cada
serie, asi como los residuales de las series de forma conjunta.

VAR Residual Normality Tests

Orthogonalization: Cholesky (Lutkepohl)

Null Hypothesis: residuals are multivariate normal
Date: 11/23/09 Time: 20:24

Sample: 1 174

Included observations: 172

Component Skewness Chi-sq df Prob.
1 0.012136 0.004222 1 0.9482
2 -2.512525 180.9664 1 0.0000
Joint 180.9706 2 0.0000
Component Kurtosis Chi-sq df Prob.
1 6.089521 68.40683 1 0.0000
2 18.65924 1757.351 1 0.0000
Joint 1825.758 2 0.0000
Component Jarque-Bera df Prob.
1 68.41105 2 0.0000
2 1938.318 2 0.0000
Joint 2006.729 4 0.0000

Para determinar la normalidad de los residuos utilizamos el estadistico de Jarque-Bera;
se observa que los valores del p-valor son menores a 0.05 los cudles se asume que no
hay normalidad de los residuos de forma conjunta, asi como también de forma
individual para las series TIBP180 y LIBOR180.
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Tabla 22. Funciones de respuesta a impulsos.

Response of DIFTIBP180:

Period DIFTIBP180 DIFLIBOR180
1 0.152679 0.000000
2 0.058397 0.019522
3 0.020959 0.016010
4 0.006888 0.009687
5 0.001951 0.005120
6 0.000385 0.002490
7 -2.82E-05 0.001139
8 -9.11E-05 0.000495
9 -6.97E-05 0.000205
10 -4.11E-05 8.08E-05

Response of DIFLIBOR180:

Period DIFTIBP180 DIFLIBOR180
1 0.043228 0.205259
2 0.002062 0.095355
3 -0.005935 0.041994
4 -0.005231 0.017619
5 -0.003243 0.007042
6 -0.001737 0.002667
7 -0.000852 0.000945
8 -0.000393 0.000305
9 -0.000172 8.31E-05
10 -7.15E-05 1.44E-05

Cholesky Ordering: DIFTIBP180 DIFLIBOR180

En la funcion respuesta a impulsos se observa un comportamiento de efectos positivos y
negativos en las dos variables; es decir que un incremento en cualquiera de las variables
puede causar un efecto negativo o positivo segun sea el caso, aunque con crecimientos y
decrecimientos pequefios en diferentes periodos. Esto se debe a que las tasas se
mantienen oscilando entre ciertos valores los cuales a medida que pasa el tiempo surgen
cambios pero dichos cambios son minimos ya que no pueden ser susceptibles; si asi
fuese hubiesen comportamientos explosivos en los periodos, los cuales no son notables
en nuestro caso.
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Grifico 14. Errores de Autocorrelacion.

Autocorrelations with 2 Std.Err. Bounds
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Observamos que la mayoria de los errores se encuentran correctamente dentro de la
banda de confianza, solo hay un error significativo en las correlaciones, por lo que
esperariamos que el modelo haga buenas predicciones para los valores de la serie

conjunta ¥, = [7/BP180,, LIBOR180,]'.
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3.4.3 Predicciones para el modelo VAR de la serie TIBP180 y LIBOR 180.

En el siguiente grafico se presenta la prediccion del modelo VAR(1) que se ha
establecido para la serie conjunta ¥,.

Grafico 15. Predicciones del modelo.
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Tabla 23. Predicciones del modelo VAR(1).

Valores Originales

Valores Predichos

TIBP| LIBOR | LIBOR_D TIBP_D
7.88 6.40 6.141256 7.195129
2.00 6.12 6.019157 7.193792
793 591 5.930334 7.170799
208 526 5.860090 7.141568
207 593 5799754 7.110869
205 528 5744681 7.079943
210 529 5692532 7.048985
820 574 5.642169 7.017944
817 562 5.693053 6.986756
838 543 5544932 6.955383
8.80 517 5497684 6923815
8.38 539 5451246 6.892061
8.37 554 5.405584 6.860136
843 5.60 5360673 6.822061
8.31 75 5.316495 B.795260
8.37 584 5273034 6.763552
8.26 570 5230273 6.731161
819 582 5128199 6.692706
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En la tabla anterior observamos que los valores predichos estan cerca de los valores
reales, aunque deben de tomarse con cautela, pues los residuos no son exactamente un
ruido blanco y en el modelo para la serie conjunta Y, =[7/BP180,,LIBORI180,]'

aparecen dos tipos de errores que podrian estar correlacionados.

El modelo vectorial que describe la serie conjunta Y, =[77BP180,,L/BOR180,]' es un
VAR(1), el cual viene dado de la siguiente manera:

1-B 0 ][ 77BP180, |_[-00068| [ 03556 00951][1-B 0 | 7IBPISO,, | [a,
= +
0 1-B| LIBORI8O,| |-0.0173| |-0.1180 0.4645|| 0 1-B| LIBORISO,, | |a

2t

En los resultados anteriores se esperaba que el modelo VAR(1) que describe la serie

conjunta Y, =[77BP180,,LIBOR180,]' tuviese relacion con el modelo de regresion

dinamica ajustado por las series TIBP180 y LIBOR180 lo cuél no siempre se cumple,

ya que, si por ejemplo, en el modelo vectorial anterior tomamos ¢, =0 y despreciando

las constantes, tenemos:

(1-0.3556B)(1— B)TIBP180, =0.0951(1—- B)LIBORISO, , +a,  (3.1)

(1-0.4645B)(1- B)LIBOR180, =a,,  (3.2)

Las ecuaciones (3.1) y (3.2) nos muestran que la variable L/BOR180, no depende del
pasado de la serie 77/BP180,, en consecuencia tenemos una relacion causal unidireccional

de LIBOR180 hacia TIBP180, que es la relacion establecida en los modelos de regresion
dinamica, pero, podemos observar que los coeficientes estimados de la ecuacion (3.1)
difieren con los obtenidos en el modelo de Ila seccion anterior que es:

(1-0.312B)(1-B)TIBP180, = —0.228(1- B)LIBOR180, , +a, (3.3), esto se debe a que,
en general las ecuaciones (3.1) y (3.2) no representan modelos de funcion de
transferencia ya que sus residuos a,, y a,, podrian estar correlados, como vimos en los
resultados obtenidos en el ajuste del modelo VAR(1). Para obtener una aproximacion a la

funcién de transferencia del modelo (3.3) se necesita ortogonalizar los residuos del
modelo VAR(1) para que estos sean incorrelados.
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4. Conclusiones.

» En el estudio de los modelos univariantes de series temporales, se establece que
el modelo ARIMA(1,1,0) es el que mejor ajusta a las series: TIBP180,
LIBOR180, PRIME, FED, e IVAE, mientras que el ARIMA(0,1,0) y
ARIMA(1,0,0) son los que mejor ajustan a las series IGInflacion y THP1
respectivamente.

» Al analizar los modelos de regresion dinamica, mediante la funcion de
correlacion cruzada, obtuvimos que la tasa de interés bancarias nacional TPH1
asi como los dos indices IGInflacion e IVAE no poseen ninguna relacion causal
con el resto de series en estudio, por lo tanto, se descartd ajustar un modelo de
regresion dinamica o incluir en alguno de los estimados, mientras que la serie
TIBP180 posee relacion instantanea con las 3 tasas internacionales en estudio
(LIBOR180, PRIME y FED). La serie que mejor explica a la tasa de interés que
los bancos nacionales ofrecen a sus depositantes (TIBP180) es la tasa promedio
de interés que impone el banco interbancario de Londres dia a dia (LIBOR180),
con lo que confirmamos que las tasas que se imponen a nivel nacional tienen
relacion con las internacionales, y la expresion de este modelo estd dada por:
(1-0.312B)(1— B)TIBP180, = —0.228(1— B)LIBORI80, , +n, .

» El analisis multivariante de series temporales para la variable conjunta

Y. =[TIBP180,, LIBOR180,]" establece que puede ser modelado con un VAR(1).
Cabe mencionar que el mejor modelo establecido para Y, no cumple con las
condiciones minimas para considerarlo como el idéneo para predecir la serie

conjunta Y,, ya que la LIBOR180 de ninguna forma puede ser explicada por la

TIBP180, unicamente se cumple en el caso inverso. El modelo VAR(1) viene
dado por:

1-B 0 |[ 7IBP180, | [-0.0068] [ 03556 0.0951][1-B 0 ][ 7IBP180,, | [a,
= + +
0 1-B| LIBORI8O,| |-0.0173| |-0.1180 0.4645|| 0 1-B| LIBORISO,, | |a

2t
» Para efectos de hacer predicciones de la serie TIBP180, se recomienda el modelo
de regresion dinamica dado por:

(1-0.312B)(1- B)TIBP180, = —0.228(1— B)LIBORI80, , +n,
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5. Recomendaciones.

» Se recomienda el estudio de los modelos de regresion dinamica y modelos
multivariantes de series temporales, cuando se desee estudiar las relaciones
que podrian existir entre dos o mas series de tiempo, ya que permiten
establecer modelos bastante fiables y determinan el nivel de relacion
existente entre las series.

» En futuros trabajos de investigacion sobre modelos de regresion dinamica y
modelos multivariantes de series temporales, se sugiere que no se tomen
variables estrictamente economicas o que posean mucha colinealidad, ya que
¢sta impide que se estimen modelos no tan simples y se haga un mejor
estudio entre variables.
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