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PROLOGO

Nadie ha tenido tanto impacto en el uso de los métodos estadisticos en el Diseno
Experimental como el estadistico Sir Ronald Aylimer Fisher; nacido en Londres Inglaterra el
17 de Febrero de 1890 y muridé en Adelaide Australia el 20 de Julio de 1962.

En octubre de 1919, Fisher fue contratado por la Estacion Agricola Experimental
Rothamsted en Londres, Inglaterra para estar a cargo de la estadistica y analisis de datos;
por cerca de seis meses a un afo, pero permanecié hasta el afio de 1933, desarrollando vy
consolidando los principios basicos de Disefio y Analisis que hasta la fecha son practicas
necesarias para llegar a resultados de investigacion validos. Y fue Fisher el que uso por
primera vez el analisis de varianza como herramienta primaria para el analisis estadistico en
el Disefio Experimental. Por lo tanto, el Disefio experimental tuvo su inicio teodrico a partir
de 1935 por Sir Ronald Aylimer Fisher, quien sentd la base de la teoria del Disefio
Experimental y que a la fecha se encuentra bastante desarrollada y ampliada.

Otros que han contribuido de manera significativa a las publicaciones sobre el Disefio
Experimental, son: F. Yates, G.E.P. Box, R.C. Bose, O. Kempthorne y W. G. Cocran.

El Disefio Experimental es considerado dentro de la estadistica como una rama; en la
cual se desarrollan métodos para analizar procesos o sistemas.

Los métodos del Disefio Experimental juegan un papel importante en el desarrollo y
depuracion de procesos para mejorar el rendimiento. En muchos de los casos, el objetivo
puede ser desarrollar un proceso consistente o robusto; esto significa un proceso que es
afectado minimamente por fuentes de variabilidad externas que puedan intervenir en el
proceso.

Los estadistas ven el Disefio Experimental como una herramienta muy eficaz y eficiente
para obtener conclusiones validas y objetivas de un proceso o sistema en particular.

Muchas de las primeras aplicaciones de los métodos del Disefio Experimental se dieron en el
area de la agricultura y las ciencias biolégicas, como resultado de ello, gran parte de la
terminologia usada proviene de estos antecedentes agricolas.

En los afios recientes en Estados Unidos hubo un interés muy grande por el Disefio
Experimental, llegando asi a utilizar experimentos disefiados por muchos afios; y esto ha
sido un factor importante en su éxito competitivo.

Los campos de aplicacion de los métodos del Diseno Experimental son muy amplios y
se utilizan en muchas disciplinas. Tal es asi, que es posible considerar a la experimentacion
como parte del proceso cientifico y es una de las formas en las cuales aprendemos acerca

de como funcionan los sistemas o procesos.



Las primeras aplicaciones se dieron en el area de la agricultura y ciencias bioldgicas;
mientras que las primeras aplicaciones industriales se hicieron en la década de 1930, en la
industria textil y de la lana britanica.

Los métodos del Disefio Experimental también se introdujeron en las industrias
quimicas para el desarrollo de productos y procesos.

La industria de los semiconductores y la electrénica ha utilizado por muchos afios y
con considerable éxito los métodos Experimentales.

El experimento comparativo es el tipo de experimento que utilizan los investigadores
en areas como : Biologia, Medicina, Agricultura, Ingenieria, Psicologia y otras
Ciencias Experimentales. En este experimento se establece mas de un conjunto de
circunstancias y se comparan entre si, las respuestas a las diferentes circunstancias.

En la ingenieria el Disefio Experimental es un medio de importancia critica para mejorar
el rendimiento del proceso de manufactura; también los métodos del Disefio Experimental
son muy importantes, en los cuales se desarrollan nuevos productos y se mejoran otros ya
existentes.

En estas areas el uso del Disefo Experimental puede dar como resultado productos con
mayor confiabilidad y mejor funcionamiento en el campo, menores costos y menor tiempo
de disefo y desarrollo del producto.

Al aplicar las técnicas de un Disefio Experimental al inicio del desarrollo de un proceso,
se pueden obtener los siguientes resultados:

1) Mejorar el rendimiento del proceso.

2) Menor variabilidad y mayor cumplimiento de los requerimientos u objetivos.
3) Menor tiempo de desarrollo.

4) Menores costos globales.

Considerando que el Disefo Experimental es una parte de la Estadistica; la cual es
aplicada en todas las Disciplinas Cientificas Experimentales como Medicina, Agronomia,
Quimica, Biologia, Fisica, etc. Se pretende que el desarrollo de estos contenidos ayuden
de mucho para llevar a cabo el Andlisis y obtener conclusiones validas de los diferentes
Disefios Experimentales que se obtienen al llevar a cabo Experimentos en cada una de
estas disciplinas. En el area experimental es muy importante la aplicacién de los Disefios
Experimentales; ya que ayudan a obtener conclusién validas y ademas proporcionan una
guia del principio al final del desarrollo del Experimento y dependiendo de lo que se
quiera investigar; asi sera el Disefio a utilizar y el Analisis que se debe realizar.

También, con el desarrollo de estos contenidos se pretende proporcionar una guia
sistematizada y un conocimiento mas amplio de los Disefos Experimentales a los

Estudiantes de la Carrera de Licenciatura en Estadistica y Computacion; ya que se



observa una carencia de bibliografia en esta area de la Estadistica para el desarrollo de
los contenidos, a pesar de su gran importancia en la experimentacion.

En el presente Desarrollo de estos contenidos se dara un enfoque tedrico practico de
los Disefios Experimentales, ya que los investigadores realizan experimentos en todos
los campos del saber, con el objetivo de descubrir algo acerca de un proceso o sistema
en particular. También se pondra en practica la utilizacién de un software estadistico,
con el objetivo de facilitar los cdlculos matemadticos de cada uno de los disefios
estudiados (que se describe al final de esta guia en detalle).

En esta guia programatica se desarrollan cinco unidades. Iniciandose con un enfoque
tedrico de conceptos basicos que se utilizan en todo el desarrollo de los contenidos, se
continua con el Analisis de los Experimentos mas Simples que son los Disefios
Unifactoriales llamados asi; porque en ellos intervienen un sélo factor en el Experimento
que es el de interés en el analisis. Luego se lleva a cabo el desarrollo del estudio de los
Disefios por Bloques Completos y los Disefios por Bloques Incompletos; considerando en
cada uno, otros Disefios que se estudian tomando en cuenta los mismos criterios de
éstos.

En la siguiente Unidad Programatica se desarrollan los contenidos de los Disefos
Factoriales considerando los de dos factores, tres factores y una generalizacion del
estudio de éstos (k factores). Por uUltimo, se da un enfoque del desarrollo de los Disefios
Factoriales 2k considerando los Disefios dos al cuadrado, dos al cubo y una

generalizacion del estudio de lo que son los Disefios 2.
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1. DEFINICION DE UN DISENO EXPERIMENTAL.

El disefio de un experimento es la secuencia completa de los pasos que se deben
tomar de antemano, para planear y asegurar la obtenciéon de toda la informacién relevante y
adecuada al problema bajo investigacion, la cual sera analizada estadisticamente para obtener
conclusiones validas y objetivas con respecto a los objetivos planteados.

Un Diseifio Experimental es una prueba o serie de pruebas en las cuales existen
cambios deliberados en las variables de entrada de un proceso o sistema, de tal manera que
sea posible observar e identificar las causas de los cambios que se producen en la respuesta de
salida.

Esquema de un proceso o sistema:

Factores Controlables

X1 X2 iiiiiiiennns Xp
Caja Negra
Entradas Salidas

1T 1

Z1  Z2 ciiiiininninnnnZp
Factores Incontrolables

Un proceso suele visualizarse como una Caja Negra en donde existe una
transformacion de lo que entra al proceso, y que se observa en las salidas que produce.

Este proceso puede ser una combinacién de maquinas, métodos, personas y otros recursos
que transforman las entradas (a menudo un material) en las salidas que tienen una o mas
respuestas observables. Algunas de las variables del proceso digamos Xi, X2, ....,Xp Son
controlables, mientras que otras como zi, 22, .....,zp son incontrolables (no controlables).
Cuando se realiza un disefio experimental es necesario tener en cuenta los siguientes
objetivos:

1. Determinar cuales variables tienen mayor influencia en la respuesta o variable

dependiente ( y).
2. Determinar el mejor valor de las (x) que influyen en (y), de modo que (y) tenga casi

siempre un valor cercano al valor nominal deseado.
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3. Determinar el mejor valor de las (x) que influyen en (y), de modo que la variabilidad de
(v) sea pequefia.
4. Determinar el mejor valor de las (z) que influyen en (y), de modo que se minimicen los

efectos de las variables incontrolables zi, z»,....,zp.

2. PROPOSITOS DE UN DISENO EXPERIMENTAL

El propdsito de cualquier Disefio Experimental, es proporcionar una cantidad maxima de
informacion pertinente al problema que se estd investigando. Y ajustar el disefo que sea lo
mas simple y efectivo; para ahorrar dinero, tiempo, personal y material experimental que se va
ha utilizar. Es de acotar, que la mayoria de los disefios estadisticos simples, no sélo son faciles
de analizar, sino también son eficientes en el sentido econdmico y en el estadistico.

De lo anterior, se deduce que el disefio de un experimento es un proceso que explica

tanto la metodologia estadistica como el analisis econémico.

3. CONCEPTOS BASICOS

Los siguientes conceptos que se definen a continuacion se utilizaran en el desarrollo de las
unidades posteriores; los cuales fueron retomados de Douglas C. Montgomery , afio 1991 y de
Robert O. Kuehl , afio 2001.

» DISENO: Consiste en planificar la forma de hacer el experimento, materiales y métodos a

usar, etc.

» EXPERIMENTO: Conjunto de pruebas o ensayos cuyo objetivo es obtener

informacion, que permita mejorar el producto o el proceso en estudio.

» TRATAMIENTO:
e Es un conjunto particular de condiciones experimentales definidas por el investigador.
e Son el conjunto de circunstancias creadas por el experimento, en respuesta a la

hipdtesis de investigacién y son el centro de la misma.

» FACTOR: Es un grupo especifico de tratamientos. (Ejemplo, Temperatura, humedad, tipos

de suelos, etc.).
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NIVELES DEL FACTOR: Son diversas categorias de un factor. ( Por ejemplo, los niveles
de temperatura son 20°C, 30°C, etc.). Un factor Cuantitativo tiene niveles
asociados con puntos ordenados en alguna escala de medicién, como
temperatura; mientras que los niveles de un factor cualitativo representan
distintas categorias o clasificaciones, como tipo de suelo, que no se puede acomodar

conforme a alguna magnitud.
REPLICA: Son las repeticiones que se realizan del experimento basico.

UNIDAD EXPERIMENTAL:

e Es el material experimental unitario que recibe la aplicacién de un tratamiento.

e Es la entidad fisica o el sujeto expuesto al tratamiento independientemente de las
otras unidades. La unidad experimental una vez expuesta al tratamiento constituye
una sola réplica del tratamiento.

e Es el objeto o espacio al cual se aplica el tratamiento y donde se mide y analiza la
variable que se investiga.

e Es el elemento que se estd estudiando.

UNIDAD MUESTRAL: Es una fraccion de la unidad experimental que se utiliza

para medir el efecto de un tratamiento.

ERROR EXPERIMENTAL: Es una medida de variacion que existe entre dos o
mas unidades experimentales, que han recibido la aplicaciéon de un mismo tratamiento de

manera idéntica e independiente.

FACTORES CONTROLABLES: Son aquellos parametros o caracteristicas del
producto o proceso, para los cuales se prueban distintas variables o

valores con el fin de estudiar cdmo influyen sobre los resultados.

FACTORES INCONTROLABLES: Son aquellos parametros o caracteristicas del
producto o proceso, que es imposible de controlar al momento de

desarrollar el experimento.

VARIABILIDAD NATURAL: es la variacion entre las unidades experimentales,

que el experimentador no puede controlar ni eliminar.

VARIABLE DEPENDIENTE: es la variable que se desea examinar o estudiar en

un experimento. (Variable Respuesta).
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» HIPOTESIS:

Es una suposicidn o conjetura que se plantea el investigador de una realidad
desconocida.
Es el supuesto que se hace sobre el valor de un parametro (constante que caracteriza

a una poblacion) el cual puede ser validado mediante una prueba estadistica.

4. TIPOS DE TRATAMIENTOS

A continuacion se presentan ejemplos de tratamientos en algunas areas, tales como:

1) Experimentaciones Agricolas, un tratamiento puede referirse a:

L4

L4

L4

L4

Marca de Fertilizante.

Cantidad de Fertilizante.

Profundidad del Sembrado.

Variedad de Semilla.

Combinacion de Cantidad de Fertilizante y Profundidad de Sembrado;
esto es una combinacién de tratamientos.

etc.

2) Experimentaciones de Nutricion Animal, un tratamiento puede referirse a:

*

*

*

Cria de Ganado Lanar

Sexo de los Animales

Padre del Animal Experimental

Tipo de Alimento

Racién Particular de Alimento de un Animal.
Raza del Animal

etc.

3) Estudios Psicolégicos y Sociolégicos, un tratamiento puede referirse a:

¢

*

*

Edad

Sexo

Grado de Educacion
Estatura

etc.
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4) En una investigacion de los efectos de varios Factores en la eficiencia del lavado
de ropa en casa, los tratamientos pueden ser varias combinaciones:
+ Tipo de Ropa (dura y suave)
¢+ Temperatura del Agua
+ Tipo de Detergente
+ Duracién del tiempo de Lavado
+ Tipo de Lavadora
+ Duracion del Agente Limpiador

¢+ etc.

5) En un Experimento para estudiar el Rendimiento de cierto Proceso quimico, los
tratamientos pueden ser todas las combinaciones de:
+ La temperatura a la cual se ejecuta el Proceso
+ La cantidad de Catalizador Usada

¢ etc.

6) En un estudio de investigacion y desarrollo concerniente a Baterias, los
tratamientos podrian ser varias combinaciones:
+ La cantidad de Electrolito
+ La Temperatura a la cual fue Activada la Bateria

¢+ etc.

Es muy importante que cuando se elijan los tratamientos, éstos deben dar respuesta a
una hipotesis de investigaciéon. La hipotesis de investigacion establece un conjunto de
circunstancias y sus consecuencias. Los tratamientos deben ser una creacion de las
circunstancias para el experimento. Asi, es necesario identificar los tratamientos con el papel
que cada uno tiene en la evaluaciéon de la hipétesis de investigacion. Por lo tanto, el
investigador debe asegurarse que los tratamientos elegidos concuerden con la hipdtesis de
investigacion.

A continuacion se presentan algunos experimentos reales; planteandose las hipotesis de
investigaciéon de cada uno de ellos y sus respectivos tratamientos, que dan respuesta a dicha

hipotesis.
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La hipoétesis es: La velocidad del transito depende del ancho de los carriles en las calles.
Para responder a esta hipétesis, los tratamientos se deben definir seleccionando carriles

con diferente anchura y se mide la velocidad de los automoviles en cada uno de ellos.

La hipotesis es: La reproduccion de los microbios del suelo depende de las condiciones de
humedad.
Para responder a esta hipétesis, se establecen tratamientos con distintos niveles de

humedad para medir la reproduccion de los microbios.

La hipoétesis es: El método para medir retrasos del transito depende del tipo de
configuracion usada en la sefializacion.

Para responder a esta hipétesis, los tratamientos deben ser en relacion a la evaluacion
de varios métodos para medir los retrasos del transito en intersecciones con diferentes tipos

de configuraciones en los semaforos.

La hipoétesis es: Ciertas caracteristicas demograficas familiares afectan de manera
favorable el desarrollo de un nifio.

Para responder a esta hipotesis, los tratamientos deben ser en relacidon con el
desarrollo de la adaptacién social en nifos pequefios segun su relacién con: 1) Educacion de

los padres, 2) Ingreso de los padres, 3) Estructura familiar y 4) Edad del nifio.

La hipotesis es: La energia requerida al reunir comida para la colonia de las abejas
productoras de miel es independiente de la temperatura.
Para responder a esta hipotesis, los tratamientos deben ser en relacion al estudio de la

cinética de bebida de las abejas productoras de miel a diferentes temperaturas ambientales.

La hipotesis es: La temperatura ambiental en la cual las baterias son activadas altera su
vida util.
Para responder a esta hipoétesis, el tratamiento sera temperatura y se debe probar un

numero determinado de baterias a diferentes niveles de temperatura.
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5. TIPOS DE ERROR EXPERIMENTAL

Todos los experimentos estdn sujetos a posibles errores; los cuales se pueden disminuir

pero no controlar totalmente y pueden ser de los siguientes tipos:

a)
b)
c)
d)
e)
f)

Errores de experimentacién.

Errores de observacion.

Errores de medicidn.

Variacion natural en las unidades experimentales.

La interaccién de los tratamientos con las unidades experimentales.

Factores extrafios que pueden influir en las caracteristicas de la investigacion.

Para reducir el Error Experimental se debe tomar en cuenta:

a)
b)

)
d)
e)

Usar material experimental mas homogéneo.

Usar informacion proporcionada por variables aleatorias relacionadas con la variable
respuesta de interés.

Tener cuidado de dirigir el experimento.

Usar un niumero optimo de replicaciones.

Utilizar un disefio experimental mas eficiente.

La metodologia estadistica y un planeamiento adecuado del experimento permitira reducir

el error experimental, y esto hara posible que sean detectables las diferencias significativas

entre los tratamientos que han sido usados. Si el investigador no hace el planeamiento del

experimento en forma correcta, el error experimental del experimento va a ser grande y no se

podrd detectar las diferencias significativas en el experimento. Por lo tanto, el investigador

concluird de manera equivocada que todos los tratamientos tienen el mismo efecto y que

ningun tratamiento es ni mejor ni peor que los otros tratamientos.

6. PRINCIPIOS BASICOS

Los tres principios basicos del Disefio de un Experimento son:

1.

Replicacion (Obtencion de Réplicas).

Este principio se refiere al nimero de veces que se aplica un tratamiento a las unidades
experimentales. El cual tiene dos propiedades importantes, la primera permite al
experimentador obtener la estimacion del error experimental;, esta estimacion se

convierte en la unidad basica para determinar si las diferencias observadas en los datos
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son estadisticamente significativas o para determinar la amplitud de un intervalo de
confianza, y la segunda permite al experimentador calcular una estimaciéon mas precisa
del efecto medio de cualquier factor en el experimento, si se usa la media de la

muestra, como una estimacion de dicho efecto. Lo que significa que la varianza de la

2
(@2

media de la muestra se define como Jé =——; donde &2 es la varianza de los datos y n
’ n

el nimero de réplicas.

La implicacién practica de esto es que si el nUmero de réplicas es pequefia
(n=1) probablemente no se podria obtener inferencias satisfactorias con respecto al
efecto del tratamiento; es decir, que la diferencia observada podria ser resultado,
exclusivamente, del error experimental. El nimero de réplicas afecta la precision de las
estimaciones de las medias de tratamientos y la potencia de las pruebas estadisticas
para detectar las diferencias entre las medias de los grupos en los tratamientos. Pero
puede ser muy costoso econdmicamente la incorporacion de una réplica en el

Experimento.

Las razones mas notables para hacer réplicas en un Experimento son:

1) Se demuestra que se puede reproducir los resultados, al menos bajo las
condiciones experimentales actuales.

2) Proporciona cierto grado de seguridad contra resultados anormales en el
experimento, debido a accidentes no previstos.

3) Proporciona las medias para estimar la varianza del error experimental. A un
cuando la experimentacién previa proporcione estimaciones de la varianza, la
estimacidon a partir del experimento en curso puede ser mas exacta porque refleja
el comportamiento actual de las observaciones.

4) Proporciona la posibilidad de aumentar la precision en la estimacion de las medias

de los tratamientos. Al incrementar las réplicas (n), disminuye la varianza muestral

2
. S .
que esta definida como sé =, donde s? es la varianza de la muestra y n el
’ n

numero de réplicas, lo que aumenta la precisién de y.

En conclusidn se puede decir, que el nimero de réplicas dependera que tan costoso
sea economicamente el introducir una nueva réplica en el experimento; pero se
recomienda que sea un numero lo mas razonablemente posible; para poder asi obtener
inferencias estadisticas satisfactorias con respecto al efecto de los tratamientos que se
estan estudiando. Entonces, el numero de réplicas estd determinado por las

restricciones que se pueden asignar al problema.

9
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2. Aleatorizacion.

La aleatorizacidn garantiza el uso de los métodos estadisticos de Disefos de
Experimentos, y consiste en el método por el cual las unidades experimentales reciben
las aplicaciones de los tratamientos en forma aleatoria; es decir, que tanto la
asignacion del material experimental como el orden en que se realizan las pruebas
individuales o ensayos se determinan aleatoriamente.

Al realizar la aleatorizacién adecuadamente en el experimento, se ayuda a
"cancelar" los efectos de factores extrafios que pudieran estar presentes; ademas simula
el efecto de independencia y permite proceder como si las observaciones fueran
independientes y con distribucion normal; es decir, asegura el cumplimiento del
supuesto de independencia del analisis de varianza. El método de aleatorizacidon
depende del Disefo de Experimento que sera usado.

Para llevar a cabo la aleatorizacion de los tratamientos, se puede utilizar un
programa de computadora o una tabla de nimeros aleatorios; pero si no se cuenta con
ello, se puede utilizar el siguiente método:

1) Asignar numeros a las unidades experimentales.

2) Elaboran tarjetas de papel con los mismos numeros de las unidades

experimentales y colocarse en un recipiente.

3) Sacar al azar una por una las tarjetas del recipiente.

4) Los primeros 1 numeros son las unidades experimentales asignadas al primer
tratamiento.

5) Los segundos 7 numeros corresponden a las unidades experimentales que se
asignan al segundo tratamiento. Y asi sucesivamente, hasta sacar todas las

tarjetas de 1 en n.

3. Control Local: Consiste en el uso de técnicas de bloqueo, balanceo y agrupamiento de
las unidades experimentales para asegurar que el disefio usado sea eficiente; ya que los
objetivos de la mayoria de los experimentos son las comparaciones claras y exactas
entre los tratamientos a través de un conjunto apropiado de condiciones. Estos
objetivos requieren estimaciones precisas de las medias y poderosas pruebas
estadisticas, lo cual se puede obtener reduciendo la varianza del error experimental. El
uso adecuado del control local describe las acciones que emplea un investigador para
reducir o controlar la magnitud de la estimacion del error experimental; incrementando

la exactitud de las observaciones y estableciendo la base de la inferencia del estudio.

10
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En este principio se hacen las comparaciones entre las condiciones de interés del

experimento dentro de cada bloque.

Las técnicas utilizadas en este principio se describen a continuacién:

> El Bloqueo
La bloquizacién proporciona control local del ambiente para reducir la variabilidad
natural. Las unidades experimentales se distribuyen en grupos de unidades
similares, con base en un factor o factores que se espera o se sabe que tienen
alguna relacién con la variable respuesta o con la medicion que se supone
responde de manera diferente a los diversos tratamientos. Es decir, que consiste
en la distribucién de las unidades experimentales en bloques de tal manera que
las unidades dentro de un bloque sean relativamente homogéneas; ya que
unidades experimentales heterogéneas producen valores grandes en la varianza
del error experimental, es asi que la mayor parte de la variacion predecible entre
las unidades queda confundida con el efecto de los bloques.
Los cuatro criterios que se usan con mas frecuencia para llevar a cabo el
bloque en las unidades experimentales son:
1) Proximidad (parcelas vecinas).
2) Caracteristicas Fisicas (edad o peso).
3) Tiempo (Tiempo de desarrollo).

4) Administracion de tareas en el experimento.

> Por Balanceo
Es el bloqueo y la asignacién de los tratamientos a las unidades experimentales
de modo que resulte una configuraciéon balanceada. La comparacién precisa entre
los tratamientos requiere la seleccidon de unidades experimentales uniformes para
reducir el error experimental. La naturaleza del experimento sefiala el equilibrio
entre la variedad de las condiciones y la uniformidad de las unidades
experimentales. Por ejemplo, si se trata de un experimento con vacas lecheras,
la uniformidad de las unidades experimentales requiere elegir vacas de la misma

cria, en la misma etapa de lactancia y con un namero similar de lactancia.

11
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> Por Agrupamiento
Es la colocacion de un conjunto de unidades experimentales homogéneas en
grupos, de modo que los diferentes grupos puedan sujetarse a distintos
tratamientos. Estos grupos pueden constar de diferente nimero de unidades

experimentales.

En los tres principios analizados anteriormente el objetivo principal es disminuir en gran
medida la Variabilidad Natural o error experimental, a continuacién se presenta un ejemplo en

el cual se evidencia este objetivo.

Ejemplo
Se hace una investigacion sobre el efecto de administrar 10 mg. de vitamina B12 por libra de
racion a cerdos en crecimiento, se tomaron ocho lotes de seis cerdos, cada uno tratados por
pares. Los lotes se separaron por la administracién de diferentes niveles de aureomicina. Se
mide el aumento diario promedio del peso de tres cerdos (libras).
Tratamientos : Sin B12

Con B12
Unidades experimentales: Cerdos

Variable Respuesta : Aumento de peso.

Para llevar a cabo este experimento se deben agrupar los cerdos de la misma raza, edad
y sexo, de forma aleatoria; ya que estas tres situaciones afectan significativamente en el peso
de los cerdos. Y es asi como se obtiene una muestra lo mas homogénea posible, y que en el

experimento sélo intervenga la variabilidad natural, reduciendo asi el error experimental.

7. EJEMPLO DE UN DISENO EXPERIMENTAL.

Se llevé a cabo un experimento para determinar la eficacia de 6 fertilizantes de
nitrogeno para una cierta variedad de maiz. Se contaba con 24 parcelas experimentales.
Considerando que puede existir mucha variabilidad entre las parcelas experimentales, se
decidié usar un disefio de experimento que pudiera tener la capacidad de controlar esta
variabilidad. Cada uno de los seis fertilizantes fue aplicado a cuatro parcelas experimentales,
siguiendo el método de aleatorizaciéon del disefio utilizado y cada parcela experimental tenia
cinco surcos de plantas de maiz. Luego se obtuvo la cosecha de plantas, de cada una de las

parcelas se tomaron solamente tres surcos y fueron los centrales. Las plantas cosechadas se

12
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llevaron al laboratorio para determinar el rendimiento por medio del peso de las semillas,

haciendo esto separadamente para cada una de las parcelas.

COMENTARIOS DEL EJEMPLO

En el ejemplo planteado se puede observar:

Hay seis tratamientos que son los seis fertilizantes.

Hay veinticuatro unidades experimentales, que son las parcelas experimentales.

La unidad muestral no es la totalidad de la unidad experimental sino una parte de ella (las
4 parcelas).

El investigador toma la decision de cosechar tres surcos centrales en cada unidad
experimental; ya que considera que de esta manera se puede evitar cualquier efecto del
fertilizante que se aplica a una parcela y que pueda influir el resultado de las parcelas
vecinas.

El nimero de replicaciones (réplicas) es igual a cuatro por cada tratamiento.

Existe un control local ya que el investigador habrd usado un disefio (por ejemplo: El
Disefio de Bloques Aleatorios; el cual se estudiara en el detalle en las siguientes unidades
programaticas), que controla la variabilidad entre las parcelas en el campo experimental.

La variable respuesta en este experimento es el rendimiento.

8. FORMA DE ALEATORIZAR ESTE EXPERIMENTO

1) Asignar niumeros a cada una de las parcelas experimentales de 1 a 24.

2) Elaboran tarjetas de papel con los mismos nimeros de las parcelas (1 a 24) y luego
colocarlos en un recipiente.

3) Sacar al azar una por una las tarjetas del recipiente.

4) Existen 6 tratamientos, que son los seis fertilizantes y como el niumero de réplicas es
igual a cuatro entonces los primeros cuatro nimeros sacados que corresponden a las
primeras cuatro parcelas seran asignadas al fertilizante nUmero uno.

5) Los segundos cuatro nimeros sacados que corresponden a las segundas cuatro parcelas
seran asignadas al fertilizante nUmero dos.

6) Y asi sucesivamente hasta obtener los Ultimos cuatro nimeros que corresponden a las
cuatro parcelas que seran asignadas al fertilizante nimero seis.

En general, un experimento de este tipo puede tener simultdneamente otras variables

respuestas como por ejemplo: altura de plantas, grosor de las plantas, determinacién del

13



UNIDAD PROGRAMATICA I:” INTRODUCCION A LOS DISENOS EXPERIMENTALES”

contenido de humedad de los granos, etc. Pero en el analisis del experimento el rendimiento es

la variable de interés para el investigador.

A pesar de haber tomado todas las precauciones necesarias en la conduccion del
experimento, se podra decir que siempre existira el Error Experimental en cualquier
experimento, no importa que tan bien sea planteado y conducido el experimento. Basta con
observar y comparar los valores del rendimiento para dos 6 mas parcelas que han recibido la
aplicacion de un mismo fertilizante. Estos valores no seran iguales y por lo tanto el error
experimental no es nulo y existe.

Algunas de las razones por las cuales puede surgir el Error Experimental en este
experimento son las siguientes:

1) Las parcelas experimentales en el campo deben tener variacion en la fertilidad del suelo,
textura del suelo, Ph del suelo, pendiente, la cantidad de luz solar que puede recibir cada
planta, etc.

2) El namero total de plantas por cada parcela podria no ser igual. Esto puede ocurrir por
defectos en la calidad de las semillas y el método de siembra utilizado.

3) Puede existir pérdida del material experimental cosechado que se lleva al laboratorio para
determinar el peso.

4) Puede existir limitacion y defectos en la maquina que se usa para determinar el peso del
material que se ha cosechado.

5) Puede existir variacion de criterios y técnicas que usan diferentes personas que han

trabajado en la conduccidon del experimento.

9. DIRECTRICES O PROCEDIMIENTO PARA EL DISENO EXPERIMENTAL.

Se considera necesario que todos los participantes que realizan un enfoque estadistico en el
cual se disefia y analiza un experimento tengan de antemano una idea clara de lo qué es
exactamente lo que se va a estudiar; es decir, como se van ha recopilar los datos, y como se

van a analizar.

A continuacion se presenta una guia del procedimiento a seguir; descrita en el libro

de Disefo y Analisis de Experimentos de Douglas C. Mongomery:

Primero: Reconocimiento y Planeamiento del problema.
Es necesario desarrollar todas las ideas sobre los objetivos del experimento. Una clara
comprension y planteamiento del problema con frecuencia contribuye sustancialmente a

un mayor entendimiento del fendmeno y a la solucion final del problema.
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Suele ser importante solicitar la opinion de todas las partes implicadas; ya que

normalmente saben mucho del problema.

Segundo: Eleccién de Factores y Niveles.
Se deben seleccionar los factores que van a ser investigados en el experimento, los
intervalos de variacion y los niveles especificos a los cuales se hard el experimento.
Ademas debe considerarse la forma en que se controlaran estos factores para

mantenerlos en los valores deseados y como se les medira.

Tercero: Seleccion de la Variable Respuesta.

El experimentador debe seleccionar la variable respuesta o variable dependiente de tal
forma que esté seguro que la respuesta, que se va a medir, realmente proporcione
informacion util a cerca del problema en estudio.

Las respuestas en un problema pueden ser multiples y ademas con mayor frecuencia, el
promedio o la desviacion estandar (o ambas) de la caracteristica medida seran la
variable respuesta. Por ejemplo, en el experimento de eficacia de seis fertilizantes de
nitrégeno para cierta variedad de maiz (analizado anteriormente), la variable respuesta
es el rendimiento. En general, un experimento de este tipo puede tener
simultdneamente otras variables respuestas; como por ejemplo altura de plantas,
determinacion del contenido de humedad de las semillas, color de las semillas, etc. Pero
en este momento se habla solamente del rendimiento, el cual se considera que es la

variable de interés mas importante para el investigador.

Cuarto: Eleccion del Diseiio Experimental.

Para definir o determinar el disefio experimental a utilizar se debe considerar el tamafio
muestral (niumero de repeticiones), seleccionar un orden adecuado para los ensayos
experimentales y determinar si hay implicaciones de bloque u otras restricciones de
aleatorizacion. Ademas tener presente los objetivos experimentales.

El investigador debe decidir qué constituye una unidad experimental, cuantas réplicas de
las unidades experimentales exige cada tratamiento y qué tratamiento asignar a cada
una de ellas. También, debe determinar si agrupara por bloques las unidades
experimentales en grupos homogéneos para controlar el error experimental.

Con base al Disefio Experimental debe proponerse un Modelo Matematico adecuado.
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Quinto: Ejecucion del Experimento.
En esta fase se lleva a cabo la recoleccién de los datos. Se debe observar
cuidadosamente el proceso para asegurar que todo se realice conforme lo planteado; ya

que los errores en el procedimiento suelen anular la validez del experimento.

Sexto: Analisis de los Datos.
Se deben utilizar métodos estadisticos para analizar los datos, para que los resultados y
conclusiones sean objetivos mas que apreciativos. Si todo se ha realizado correctamente
los métodos estadisticos que se necesitan no son complicados.
El andlisis de residuos y la verificacion de la idoneidad del modelo son también técnicas

de analisis de gran utilidad.

Séptimo: Conclusiones y Recomendaciones.
Consiste en la interpretacion de las inferencias estadisticas. Y para llevar a cabo la
presentacion de los resultados son muy Utiles los métodos graficos, en especial cuando
se presentan a otros personas. Es bien importante también realizar corridas de
seguimiento y pruebas de confirmacion para llevar a cabo la validacién de las

conclusiones del experimento.

El procedimiento a seguir para el Diseiio y Anadlisis de un Experimento descrito por
otros autores es el siguiente: Descrito en Unidad Didactica/Diseiio de Experimentos y
Teoria de Muestras, preparado por Miguel Martin Davila (Universidad Nacional de

Educacion a Distancia) y otros libros de Disefio de Experimentos.

a) Definicién del Experimento.
1) Definir el problema.
2) Seleccionar las variables aleatorias dependientes e independientes.
3) Seleccion de los factores.
4) Eleccion de los niveles de estos factores. Estos niveles pueden ser:
i) Cuantitativos o Cualitativos.
ii) Fijos o Aleatorios.
5) Determinar la forma de combinar los niveles de dichos factores.
b) Diseno.
1) Namero de observaciones a tomar.
2) Orden del experimento.
3) Método de aleatorizacion a utilizar.

4) Obtener un modelo matematico que represente el experimento a realizarse.
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c) Analisis.
1) Coleccidn y reduccién de la informacién.
2) Calculo de pruebas estadisticas.

3) Interpretacidon de resultados por el experimentador.

10. UTILIZACION DE LOS METODOS ESTADISTICOS EN LA EXPERIMENTACION.

La mayoria de las investigaciones que se realizan en el campo de la ingenieria, ciencia e
industria es empirica y utiliza mucho la experimentacion.
El uso de los métodos estadisticos puede incrementar la eficiencia de los experimentos
y, ayudar a justificar las conclusiones que se obtienen.
La utilizacion de las técnicas estadisticas en la experimentacion requiere que el investigador

considere los siguientes puntos:

a) Uso del conocimiento no estadistico del problema.

Se debe tomar en cuenta que los investigadores conocen a fondo su campo de
especialidad; ya sea porque tienen una considerable experiencia practica o una
formacién académica. Muchas veces se puede utilizar una gran cantidad de teoria para
explicar las relaciones que hay entre los factores y la variable respuesta.

Este tipo de conocimiento no estadistico se debe tomar en cuenta para elegir los
factores y las respuestas, también al decidir el nUmero de réplicas que se quieren
realizar, al analizar los datos, etc. Es por tanto que la estadistica no puede sustituir el

hecho de reflexionar sobre el problema.

b) Mantener el Disefo y el Analisis tan simple como sea posible.
Casi siempre, lo mas adecuado son los métodos de disefio y andlisis estadistico mas
simples. Por lo tanto, es recomendable el uso de técnicas estadisticas poco complejas y
muy refinadas. Si se realiza el disefio cuidadosamente y correctamente, el analisis se
espera que sea relativamente sencillo. Sin embargo, es poco probable que aun la
estadistica mas compleja y elegante corrija la situacion si se ha actuado indebidamente

en la elaboracion del disefio.

c) Reconocer la diferencia entre la significaciéon practica y estadistica.
No hay seguridad de que una diferencia sea suficientemente grande, desde el punto de
vista practico, por el sdlo hecho de que dos condiciones experimentales producen

respuestas medias, estadisticamente diferentes. Por ejemplo, un ingeniero puede
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determinar que una modificacién en el sistema de inyecciéon de gasolina de un automovil
mejora el rendimiento medio en un 0.1mi/gal. Este es un resultado estadisticamente
significativo. Sin embargo, esta diferencia es demasiado pequefia desde el punto de

vista practico si el costo de la modificacion es de 1,000 délares .

d) Usualmente los experimentos son iterativos.
En las primeras etapas de un estudio no es conveniente diseflar experimentos
demasiado extensos; ya que sélo se requiere que se conozcan los factores importantes,
los intervalos en que estos factores van a ser investigados, el nUmero apropiado de
niveles para cada factor y las unidades de medicidon adecuadas a cada factor y la
respuesta. Por lo general, al principio de un experimento no se estd en capacidad de
definir estos aspectos, pero es posible conocerlos a medida que se avanza la
experimentacion. Esto favorece al empleo del enfoque iterativo o secuencial; pero por

regla general, la mayoria de los experimentos son iterativos.

11. IMPORTANCIA DEL ANALISIS DE VARIANZA.

En el caso que nos encontremos con experimentos en donde hay que realizar varias
pruebas de hipdtesis a la vez, y se trabaje con el mismo nivel de confianza (a); es decir,
aquellos experimentos en los cuales es necesario hacer la comparacién de mas de dos
tratamientos simultdneos, podria utilizarse PRUEBA DE HIPOTESIS MULTIPLES
(Comparacion por pares), pero es recomendable aplicar el ANALISIS DE VARIANZA; que es
la técnica estadistica que sirve para analizar la variacidon total de los resultados experimentales
de un diseno en particular, descomponiéndolo en fuentes de variacién independientes
atribuibles a cada uno de los efectos en que se constituye el disefio experimental. Esta técnica
tiene como objetivo identificar la importancia de los diferentes factores o tratamientos en

estudio y determinar como interacttan entre si.

Al llevar a cabo la prueba de hipdtesis pueden cometerse dos tipos de errores, que son:
a) Error tipo I: Se da cuando la hipdtesis nula (Ho) es rechazada siendo verdadera.
b) Error tipo II: Se comete cuando la hipétesis nula (Ho) no es rechazada siendo falsa.
Las probabilidades de cometer estos tipos de errores generalmente se denotan por:
o = P(Error tipo I)
B = P(Error tipo II)
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En el siguiente cuadro se presentan las diferentes situaciones que se pueden dar con la

hipétesis nula (Ho).
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Decision Ho es cierta Ho es Falsa
Aceptar Ho Decision Correcta Error(;;po 1
Rechazar Ho Erro(rat)lpo I Decision Correcta

La utilizacion del analisis de varianza justifica la disminucién de la Probabilidad de
Cometer el Error Tipo I en el experimento.
Por ejemplo: Supongamos que se desea probar la igualdad de cinco medias usando la prueba
de hipotesis multiple.

Las hipoétesis a probar son:

Ho: p1 = p2=p3s = pa = ps
Hi: i # o o #ps w3 # us
pur # w3 e #HF us e # ops
pi # pa p2 # ps
pr # ps ops # pa
5!
Como se puede observar el nimero de comparaciones de Hi, es: (J = ﬁ= 10

Es decir existen 10 posibles pares de medias, y si la probabilidad de aceptar

correctamente la hipotesis nula (Ho) en cada una de las Pruebas Individuales es 1 -
o= 095 (5 %
correctamente la hipdtesis nula en las 10 pruebas es (0.95)!° = 0.6 (40% de probabilidad

de probabilidad de rechazar Ho), entonces la probabilidad de aceptar
para rechazar Ho) si estas son independientes. Es asi como se produce un incremento
sustancial del error tipo I, al utilizar la prueba de Hipdtesis multiple.

Por lo tanto, el procedimiento apropiado para probar la igualdad de varias medias es el
Analisis de Varianza. Probablemente esta es la técnica mas util en el campo de la inferencia

estadistica.
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DISENO UNIFACTORIAL
1. DESCRIPCION

En el anadlisis de los resultados de los experimentos se pueden observar diferentes
aplicaciones de los Disefos Experimentales. Hay experimentos muy Utiles en los cuales existe
un soélo factor de interés; el cual se analiza por medio de la comparacion de dos condiciones
que intervienen en el Experimento (a menudo llamadas tratamientos o niveles del factor); a
este tipo de experimentos se le denomina Experimentos de Comparacion Simple,
estudiados en los cursos de Estadistica basica. El anadlisis de los datos de este tipo de
Experimentos resulta ser sencillo, ya que se utilizan técnicas de la Inferencia Estadistica,
llamada Prueba de Hipétesis (o pruebas de significancia) que son las que ayudan al
experimentador a comparar estas condiciones.

Si en el tipo de Disefio Experimental planteado anteriormente se requiere mas de dos
niveles del factor que se analiza, éstos son considerados como "Disefos Unifactoriales".
Teniendo en cuenta que para el andlisis de éstos se utiliza el Analisis de Varianza, ya que se
requiere probar la igualdad de varias medias, la cual se explicarad posteriormente.

En los experimentos de los Disefos Unifactoriales, el nimero de observaciones
recolectadas en cada tratamiento pueden ser iguales o diferentes. Cuando el numero de
observaciones sea diferente se dice que el Disefio estda Desequilibrado o Desbalanceado; en

caso contrario el Disefio esta Equilibrado o Balanceado.

Ejemplo 1
Se sospecha que la temperatura ambiental en la cual las baterias son activadas, altera su vida
atil. Treinta baterias homogéneas fueron probadas, seis en cada una de 5 temperaturas. La

vida util de las baterias se mide en segundos.

Interpretacién del Ejemplo 1

El ejemplo anterior es considerado como un Disefio de Experimentos de un sélo factor,
con 5 niveles del factor. El factor en estudio es la temperatura, en el cual intervienen 5 niveles
del factor que son los diferentes valores de la temperatura en que son probadas las treinta
baterias; esto significa que para cada valor de la temperatura se deberan probar seis baterias
que es el niumero de observaciones o réplicas que se aplican a cada tratamiento. Se puede
observar que para cada temperatura se aplica el mismo nimero de réplicas (seis); por lo tanto,
es un Disefio Balanceado.

El analisis de la informacion obtenida en este tipo de Disefio de Experimentos se debe

realizar utilizando el " Analisis de Varianza".
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Si en este ejemplo s6lo probamos dos valores de temperaturas, manteniendo el
numero de réplicas para cada uno de los valores de la temperatura entonces es considerado un
"Disefio de Comparacién Simple", ya que existe un sélo factor y dos niveles del factor; por
tanto, el analisis de la informacion en este tipo de Disefio de Experimentos se debe realizar

utilizando la prueba de hipétesis.

2. REPRESENTACION SIMBOLICA DE LOS DATOS

Bajo el supuesto que se tienen "a" niveles o “a” tratamientos de un Unico factor, la

respuesta que se observa en cada uno de los "a@" tratamientos es una variable aleatoria. La

representacion tipica de los datos para un experimento Unifactorial, se presenta a continuacion:

Tratamiento Observaciones Totales (yi) Promedios ()_}i.)
(Nivel)
1 Yii VI2 o Yin yi. »
2 Yau o Y2 Yon ya. Vs
3 V3l Y32 eeeeennn Vin V., Vs
a Val Va2 ceeeennn. Van Va v,
Y- Y.

Un dato en la tabla, por ejemplo yij , representa la j-ésima observacién tomada bajo el

tratamiento i. En general habran, 1 observaciones en el tratamiento i. En la tabla se encuentra
considerado el caso en que hay un numero igual de observaciones, n en cada tratamiento.

Sea vyi. la representacién del total de las observaciones bajo el tratamiento i-ésimo y

v, la representacion del promedio de las observaciones bajo el tratamiento i-ésimo.
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De manera similar considérese que y.. representa el gran total de todas la

observaciones y, y la gran media de todas las observaciones. Matematicamente se expresan

como sigue:
Caso Balanceado.
Vi=Yr . v=YYy 6 yv=Yy . ow=2 .y =l
J=1 i=l j=1 i=1 n N
1=1,2,...,0
]=12,..,n

siendo a : nimero de tratamientos
7 : numero de observaciones
N = an, nimero total de observaciones.

Caso Desbalanceado.

Q

_ N _ Y\ Lo = -~ _W - _)

yi._zyij > Y—ZZJ’U 0Yy.= Yios Vi =— » V. =

=l =1 j=1 i-1 n; N
i=1,2,...a
j=1,2,....ni

siendo ni : nimero de observacion del tratamiento i,
a

N=>'n,
i=l1

En las expresiones anteriores la notacion del subindice "punto", representa la sumatoria

del subindice que él reemplaza.

3. MODELO ESTADISTICO

Sea "y" la variable que se va a medir en las distintas unidades experimentales y yj el
valor de la j-ésima observacion del tratamiento i.
Se pueden describir las observaciones de la tabla anterior por medio del siguiente Modelo

Estadistico Lineal:

i=12....,a
Vi = Ht Ut g .
j=12,...n

donde:
Yij : Es la observacion ij-ésima

p : Es un pardmetro comun para todos los tratamientos, llamado media general.
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i : Es un pardmetro asociado con el tratamiento i-ésimo denominado efecto del tratamiento
i-ésimo.
&ij : Es la componente del error aleatorio (variabilidad natural).

i : Variando de 1 hasta el nUmero de Tratamientos (a).
j : Variando de 1 hasta el nUmero de réplicas de cada tratamiento (71).

El objetivo sera probar hipdtesis adecuadas con respecto a los efectos del tratamiento y
hacer estimaciones de ellos.

Para llevar a cabo esta prueba de hipédtesis, se debe suponer que los errores del modelo
son variables aleatorias independientes con distribucion normal, con media cero y varianza c2.
Se supone que o2 es constante para todos los niveles del factor.

El Modelo Estadistico recibe el nombre de "Andlisis de Varianza de Clasificacidén
Unidireccional", debido a que se investiga un sélo factor.

Se debe realizar el experimento en orden aleatorio, es decir, que tanto la asignacion del
material experimental como el orden en que se realizan las pruebas individuales se determinan
aleatoriamente, con el objetivo de que el medio ambiente en el que se usan las unidades
experimentales sean lo mas uniformemente posible; por lo anterior este disefio es un disefio
completamente aleatorizado.

Este modelo describe dos situaciones con respecto al efecto de los tratamientos,

que son:

% Si el experimentador selecciona especificamente los "a" tratamientos que intervienen en el

experimento, entonces este Modelo se denomina "Modelo de Efectos Fijos". En este tipo
de Modelos se desea probar hipdtesis en relacién a las medias de los tratamientos y las
conclusiones so6lo se aplicaran a los niveles del factor considerados en el andlisis. Las

conclusiones no pueden extenderse a tratamientos similares que no se consideraron.

< La seleccion de los "a" tratamientos para el experimento pueden hacerse utilizando una
muestra aleatoria de una poblacion de tratamientos, este modelo se denomina "Modelo de
Efectos Aleatorios". En este caso es conveniente generalizar las conclusiones (basadas en
la muestra de tratamientos), a todos los tratamientos de la poblacién, sin que importe que
se hayan o no considerado dentro del andlisis. Se supone que la poblacion de niveles del
factor es infinita o lo suficientemente grande para ser considerada infinita. Los casos en que
la poblacién de niveles del factor es suficientemente pequefna, para emplear un enfoque de
poblacién finita no se encuentra muy seguido. Los efectos de los tratamientos (i) son

variables aleatorias, y se considera que no es necesario conocer sus valores particulares
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para los tratamientos a investigar. En vez de ello se debe probar hipotesis acerca de la

variabilidad de los i y se tratara de estimar esta variabilidad.

4. SUMAS Y MEDIAS DE CUADRADOS

El término "Analisis de Varianza" consiste en la descomposicién de la variabilidad total de
los datos, en sus partes que la forman.
Sea:
SSt : Suma Total de Cuadrados Corregida.
SStratamientos : Suma de Cuadrados debida a los Tratamientos (entre Tratamientos).
SSe : Suma de Cuadrados debida al Error (dentro de los tratamientos).
La suma total de cuadrados corregida, que es considerada como una medida de

variabilidad total de los datos, puede ser escrita de la siguiente forma:

a n

SSr=22.(y,-».)

i=l j=1

Al descomponer esta sumatoria queda:

SS1=3 3, =y = 0> (3,-y )+ 33 (3, —y,)? (Ver Apéndice (1))
i=1

i=1 j=I i=1 j=1

Esto indica que la variabilidad total de los datos, medida por la suma total de cuadrados
corregida (SSt), puede descomponerse en la suma de los cuadrados de las diferencias entre las
medias de los tratamientos y el promedio general, y en la suma de cuadrados de las diferencias
entre las observaciones dentro del tratamiento y el promedio del mismo.

La diferencia entre las medias de tratamientos observadas y el promedio general, miden la
diferencia entre las medias de tratamientos, y las causas de las diferencias de las
observaciones dentro de los tratamientos, con respecto al promedio del tratamiento, puede ser
solamente el error aleatorio.

Por lo tanto:

SST = SSTratamientos + SSE

donde:

SSr : Tiene N-1 grados de libertad porque existe un total de N = an observaciones, y un

sblo parametro a estimar que es L .
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SStratamientos : Tiene a4 - 1 grados de libertad porque existen “a” niveles del factor (y “a” medias
de tratamientos) y sélo un parametro a estimar que es 1;.

SSe : Tiene N - a grados de libertad porque existe “n” réplicas dentro de cada tratamiento, las
cuales proporcional n-1 grados de libertad para estimar el error experimental. Como hay
“a” tratamientos, se tiene a(n-1) = an-a =N-a.

Las férmulas matematicas para obtener las sumas de cuadrados son:

Caso Balanceado.

a n 2 a n
_ y . _ — -
SSt= ZZylf - N 0 SSr = ZZ‘(yi/ —y )? (Ver Apéndice (2))
i=1 j= i=l j=
<y, oy ,

SSTratamientos = Y - W 0 SSTratamientos = l’lz (;i‘—;“)z (Ver Apéndice(3))
i=1 i=l

SSe= 33 (3, -3,

i=1 j=1
Caso Desbalanceado.

a
Sea N = Zni
i=1
donde ni es el nimero de observaciones realizadas del tratamiento /.

a n

2 a_ _
SSr= 332 - i\/ 6 SSt=2>,-»)

i=l j=1 i=1 j=I

a 4,2 2 a
— Yii V. o« — = Ty2
SS Tratamientos = Z o= 0 SStratamientos = Z n(y,—vy.)
i=1

i=1 n,‘ N
SSe= Y3 (5, -,)?

i=1 j=I

En ambos casos otra forma de obtener la Suma de Cuadrados del Error es por diferencia, es
decir:

SSg =SSt - SSTratamientos

Las Medias de Cuadrados no son mas que la suma de cuadrados divididos por sus
respectivos grados de libertad.

Matematicamente las medias de cuadrados se definen de la siguiente manera:

SS i iomi SS
Tratamient os , MSE — E
a—1 N —a

MStratamientos =
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donde :
MSratamientos : Suma de Cuadrados Medios entre Tratamientos

MSEe : Suma de Cuadrados Medios del Error

En el libro de Diseno y Analisis de Experimentos de Douglas C. Montgomery, Pag. 52 se,

llega a determinar que los valores esperados de las medias de cuadrados son:

-
E(MStratamientos) = o2 4+ =

a—1
E(MSE) = 62

5. ANALISIS ESTADISTICO

En este apartado se plantearan las bases estadisticas para lograr la fiabilidad en las
conclusiones que se obtengan en el experimento. Considerando separadamente los modelos
antes planteados (Modelo de Efectos Fijos y Modelo Efectos Aleatorio), ya que poseen ciertas

diferencias en su analisis.

Modelo de Efectos Fijos.

En este tipo de Modelo interesa probar la igualdad de las medias de los "a" tratamientos; o

sea las hipdtesis a probar son:

Hi @ i #Y , para al menos un par (i,j)
Cuando Ho es verdadera significa que todos los tratamientos tienen la media comdn "u".

También se pueden expresar las hipdtesis anteriores en funcidon de los efectos de los

tratamientos 1 , de la siguiente forma:
Ho 111 = 12 = ........ =1.a=0
Hi @ 1j# 0, para al menos un i

Esto significa que es posible hablar de probar la igualdad de las medias de los tratamientos,

o bien de probar que los efectos de los tratamientos son iguales a cero.
Para poder llegar a probar la igualdad del nivel medio de "a" tratamientos debemos utilizar

el Analisis de Varianza.
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Como los errores &j son NID(0,c%) (NID: variable aleatoria Normal e Independientemente

Sr

Distribuida), las observaciones yi son NID (u+u ,0%); se puede demostrar que 5

se

distribuye como ji-cuadrada con N-1 grados de libertad, ya que SSt es una suma de cuadrados

SE
2
O

de variables aleatorias normalmente distribuidas. Si Ho es verdadera, y tiene una

Tratamient os

2
(@2

distribucién ji-cuadrada con N-a grados de libertad, entonces tiene una distribucion

ji-cuadrada con a-1 grados de libertad.

Uno de los teoremas Uutiles para realizar el Analisis de la Varianza es el Teorema de

Cochran.

Teorema de Cochran.

Sean Z; variables aleatorias NID(0,1) para i=1,2,..,.v y Z:Zi2 = Q1 +Qao+........ +Qs donde

i=1
s < v y Qi tiene vi grados de libertad (i=1,2,.....,s). Entonces Q: ,Q2 ,........ ,Qs son variables
aleatorias independientes con distribucion ji-cuadrada con vi, vz, ..., Vs grados de libertad,

respectivamente, siy sélosiv =vi + vz +.... + Vs

Aplicando las hipdtesis y conclusiones del teorema enunciado anteriormente a las sumas de

cuadrados se tiene:

Como SSt = SStratamientos + SSe Y l0s grados de libertad de SStratamientos €5 4 — 1, los grados
de libertad de SSe son N - a entonces la suma de los grados de libertad de SStratamientos Yy de

SSe es igual a N - 1; que es el total de los grados de libertad, por lo tanto por el Teorema de

Tratamient os

SS SS .
Cochran > y zEson variables aleatorias independientes con distribucion ji-
o o

cuadrada.
Por lo tanto, si la hipotesis nula de igualdad de medias de los tratamientos es verdadera, se

tiene la siguiente estadistica:

SSTratamientos
_ MS..
F, = a—1 = Tratamientos " |3 cual tiene una distribucién F con a-1 y N-a grados de
SS, MS,
N—-a
libertad.
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En general se observa que el valor esperado de la media de cuadrados MSe es un estimador

insesgado de o?; mientras que si la hipdtesis nula es verdadera (Ho: u= 1© = ... .= 1a=0),
MSrratamientos Fesulta ser un estimador insesgado de o?; de lo contrario, el valor esperado de
Por lo tanto, si la hipdtesis alternativa es verdadera

MStratamientos €S Mayor que o2

(Hi:i = 0, para al menos un 1) el valor esperado del numerador de la estadistica, es mayor que

el valor esperado del denominador, entonces debe rechazarse Ho si el valor de la estadistica es

demasiado grande. Esto, significa una regién critica unilateral superior.

Zona de
Aceptacion Zona de
de H, Rechazo

de H,

!

Frabla

De tal modo la hipétesis nula (Ho) se rechazara si:

Fo > Fu(a-1),(N-a)
Donde F, se obtiene a través del Anadlisis de Varianza y F,(a-1),(N-a) S€ Obtiene a través de la

tabla F; con a - 1 grados de libertad en el numerador y N - a grados de libertad en el

denominador.
En la siguiente tabla se resume el Analisis de Varianza de un Disefio Unifactorial.

Tabla de Analisis de Varianza

Fuente Suma Grados Media
de de de de Fo
Variacién Cuadrados Libertad Cuadrado
Entre Tratamientos | SS MS Fo= M trmenes
. . 6]
Tratamientos a—1 Tratamientos M. SE

Error (Dentro de
Tratamientos) SSe N-a MSe
Total SSt N-1
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Ejemplo 2

El Ministerio de Educacién esta interesado en implementar tres programas de estudio; con el
objetivo de medir la habilidad de lectura en los alumnos. Para ello, se eligen alumnos del sexto
grado de un Colegio de San Salvador, de los cuales fueron asignados al azar 27 alumnos, a
cada uno de los tres grupos. Se utilizé un programa diferente en cada grupo, se llevé a cabo un
examen al inicio y al final de la implementacién de los programas, los valores obtenidos
representan la diferencia que hay entre la nota del examen que se hizo al inicio y al final de la

implementacion del programa, obteniéndose los siguientes datos, en base 100:

Tratamiento
(nivel)
Programa 1 20 18 18 23 22 17 15 13 21
Programa 2 15 20 13 12 16 17 21 15 13
Programa 3 12 15 18 20 18 17 10 24 16

Observaciones

Solucion.
Antes de realizar los calculos matematicos, se definird la variable de estudio y las hipdtesis
que se desean probar.
Variable de estudio: Habilidad de Lectura
Ho : u1 = p2 = p3 (No existe diferencia entre los grupos)

Hi : w1 # pu2 # us (Existe diferencia entre los grupos)

El significado verbal de las hipoétesis es:
Ho : Con la implementacién de los tres programas de estudio, no existe diferencia
significativa en la habilidad de lectura entre los grupos de alumnos del sexto grado.
H: : Con la implementacidn de los tres programas de estudio, existe diferencia significativa
en la habilidad de lectura entre los grupos de alumnos del sexto grado.

Datos

Tratamientos: a =3

NUumero de observaciones por grupo 71 = 9
Numero total de observaciones: N = an = 3x9 = 27
1=1,2,3 j=1,2,..9
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Calculos Matematicos

Totales

9
Yi. = Zyi/
Jj=1

9 9
yi = ) y; = 20+18+...421 = 167  yz2. = Dy, = 15+20+....+13 = 142
J=1 j=1
9 3 9
ys. = )y, = 12415+...416 =150  y.= D > y, = 20+18+18+...+24+16 = 459
I=| i=l j=I
Medias de los Tratamientos
- :yi.
1. n
167 — 142
| =0 2% 1855 v, =Y L% 1577
9 -9 9
150 — 459
y3:&=—=16.66 % Y Y gy
9 9 27 27
Sumas de Cuadrados
39 2 2
459
Sst=> >y — Y [ (20)24+(18)2+(18)2+.....+(24)2+(16)?] - (459)
=1 j=1 N 27
= 8141 - 7803
SSt = 338

3

2
2. P _ (167 +(142)° +(150)° _ (459)°
n N 9 27

= 7839.22 - 7803

SSTratamientos = 36.22
SSE = SST - SSTratamientos
SSe = 338 - 36.22

SStratamientos =

SSe = 301.78
Medias de Cuadrados
SSTmtamientm 3622 3622
MStratamientos = —= = = 18.11
a—1 3-1 2

SS, _ 30178 _ 301.78
N-a 27-3 24

MSe = =12.57

Estadistica
MS 18.11 _

— Tratamientos —
FO - - 1

MS, 12.57
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Fuente Suma Grados Media
de de de de Fo
Variacion Cuadrados Libertad Cuadrado
Programas de Estudios 36.22 2 18.11 1.44
Error (Dentro de 301.78 24 12.57
Tratamientos)
Total 338.00 26

Utilizando un nivel de significancia del 5% (a = 0.05), para encontrar el Frabias (Tablas
Fisher) con 2 grados de libertad (a-1) en el numerador y 24 grados de libertad (N-a) en el

denominador.
Fo,a-1,N-a =Fo0.05,2,24 = 3.40
Comparando el Fo calculado en el analisis de varianza y el Frabias , Se puede observar que:
Fo < Frablas
1.44 < 3.40

Por tanto, se acepta la hipdtesis nula (Ho) y se rechaza la hipétesis alternativa (H1).

También, se puede observar graficamente, de la siguiente manera:

Zona de
Aceptacion Zona de
de H, Rechazo

de H,

ﬂ Fo = 1.44

Limite minimo de aceptacién
(FTabIas = 340)

Se observa que el valor de Fo cae en la zona de aceptacion de Ho.

Conclusién
Con la implementacion de los tres programas de estudio, no existe diferencia

significativa en la habilidad de lectura entre los grupos de alumnos del sexto grado.
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6. ESTIMACION DE LOS PARAMETROS DEL MODELO

Usando el método de minimos cuadrados se pueden obtener los estimadores de p y  del

modelo: Yij = pu + i + &jj.
a
Se debe tomar en cuenta la restriccion que Zi,. = 0; ya que los 1 son desviaciones de la
i=1

media general; por lo tanto, las estimaciones son: (Ver Douglas C. Montgomery, afio 1991,
Paginas 57 y 58).

H=y. =y, -y i=1.2,..,3a

Esto significa que la media general puede ser estimada usando el promedio total de las
observaciones, y que cualquiera de los efectos de los tratamientos son sélo la diferencia entre
el promedio del tratamiento y el promedio total.

En algunas ocasiones es importante determinar un intervalo de confianza para la media del

tratamiento i-ésimo. Por lo tanto, la media del tratamiento i-ésimo viene dada por:
Wi =p+ i=1,2,...,a

A A A

Un estimador puntual de pi es: u,=u+7, = }l Suponiendo que los errores estan

2
s - o . . -
normalmente distribuidos, y y, son NID(pi , — ), entonces si se conociera o2, se utiliza una
n

distribucién normal para construir un intervalo de confianza. Si se utiliza MSe como un
estimador de o2, el intervalo de confianza se basaria en una distribucién t. Entonces un
intervalo de confianza del 100%(1-a) para la media del i-ésimo tratamiento, p estd

determinado por:

— MS
y, T, \ £ Caso Balanceado
: — N-a n
2

Un intervalo de confianza del 100%(1-a) para la diferencia de las medias de dos

tratamientos cualesquiera, digamos wi - pj, seria:

— - 2M.
y, -y, ¢ S Caso Balanceado
i. J- %,Nfa\ n

En el caso desbalanceado utilizar la misma formula, solamente tomar n =

a

S
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Ejemplo 3
Al usar los datos del ejemplo 2, para encontrar las estimaciones de la media general y los

efectos de los programas de estudio se tiene:

yz;” = 17 (Media General)
Significa que si se implementan los tres programas de estudio en toda la poblaciéon de sexto
grado de El Salvador se espera que la media general sea igual a 17 puntos.

7 :;i. _;4. (1=1,2,3

A

7, :;1‘ —;“ = 18.55 - 17 = 1.55 (Efecto del programa 1)

Significa que la habilidad de lectura en los alumnos de sexto grado aumenta un 1.55 puntos

con la implementacion del programa 1.

A

7, z;z‘ —}__ = 15.77 - 17 = -1.23 (Efecto del programa 2)

Significa que la habilidad de lectura en los alumnos de sexto grado disminuirad en 1.23 puntos

con la implementacion del programa 2.

AN

7, =;3' —;‘_ = 16.66 - 17 = -0.34 (Efecto del programa 3)

Significa que la habilidad de lectura en los alumnos de sexto grado disminuira en 0.34 puntos
con la implementacion del programa 3.
Un intervalo de confianza del 95% para el efecto medio del programa 2, en el grupo 2, se

obtiene de la siguiente manera:

Datos

MSe = 12.57 , N=27 , y, =16.66 ,n=9 ,a=3 , a=0.05, y, =15.77

v, t1, [
E,N—a n
— MS
V2 005 573 9 :
12.57

15.77 + (2.064) (1.1818)

15.77 + 2.439
Por tanto, el intervalo buscado es: 13.33 < u2 < 18.21; es decir, que se tiene el 95% de

confianza que en 100 muestras del mismo tamafio tomado anteriormente (n = 9); 95 de esas

muestras la media del programa 2 caera dentro del intervalo de [13.33, 18.21].
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Para la diferencia del efecto medio de los programas de estudio 1 y 3, en los grupos 1y 3

respectivamente, el intervalo de confianza del 95% es:

- 2MS,
Yi =V, T tﬁ,N—a\ n
2

iy 2MS
- + 7E
Y- Vi & toéﬂ,ﬂ%\ 9
18.55 - 16.66 + to.025,24\ 2(12957)
18.55 - 16.66 + (2.064) (1.67)

1.89 £ 3.45
Por lo tanto, el intervalo buscado es: -1.56 < p1 - u3 < 5.34; es decir, que se tiene el 95%

de confianza que en 100 muestras del mismo tamafio (n=9), en 95 de ellas la diferencia de la

media poblacional del programa 1 y programa 3 caera dentro del intervalo de [-1.56 , 5.34].

7. COMPARACION ENTRE TRATAMIENTOS

Si al efectuar el Analisis de Varianza para un Modelo de Efectos Fijos, la hipotesis nula es
rechazada. Se llega a la conclusién que existe diferencia entre las medias o que hay diferencia
entre los tratamientos. En muchas situaciones en la industria, este resultado es de poco
interés; ya que no se especifica exactamente cuales tratamientos son diferentes y el
experimentador espera hallar diferencias, y estd mas interesado en investigar que tratamientos
difieren entre si, o dicho de otra manera, en investigar contrastes entre los tratamientos.

Cuando se da esta situacidon puede ser Util realizar comparaciones adicionales entre grupos

de medias de los tratamientos. Las comparaciones entre medias de tratamientos se realizan en

términos de los totales de tratamientos yi. o de los promedios de tratamientos y,. Los

procedimientos para efectuar esta comparacion se conocen como Métodos de Comparaciéon

Multiple o Pruebas a Posteriori.
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7.1 COMPARACION DE MEDIAS DE TRATAMIENTOS INDIVIDUALES

7.1.1 Contrastes Ortogonales

Los contrastes se utilizan mucho en métodos de comparaciéon multiple; el cual se estudiara
a continuacion.

Supongamos que el factor que se esta estudiando tiene cinco niveles (tratamientos) vy al
llevar a cabo el Andlisis de Varianza se rechaza Ho, con base a esta informacion es posible
suponer que el tratamiento uno y dos producen la misma diferencia.

Esto implica que es necesario probar las siguientes hipoétesis:
Ho : 1 = p2
Hi:p# 2

Estas hipotesis pueden ser probadas investigando una combinacién lineal apropiada de los
totales de los tratamientos, por ejemplo:

yi. - y2.=0

Por otro lado, si se suponen que el promedio de los tratamientos 1 y 3 no difieren del
promedio de los tratamientos 4 y 5, las hipdtesis que deben probarse son:

Ho : w1 + w3 = pa + ps
Hi:p1 + p3#pa + ps
y esto implica la combinacién lineal:
Yi. + Y3 -VYa -Yys5. =0
De acuerdo a este andlisis se puede generalizar que la comparacién de medias de

tratamientos conlleva a una combinacion lineal de totales de tratamientos de la forma:
a
c= Zc[yi' tomando en cuenta que al formarse esta combinacion lineal, los ci pueden tomar

i=1
cualquier valor; dependiendo de las comparaciones de medias que se estan investigando,

a
siempre y cuando se tome en cuenta la restriccion Zci =0
i=1

Por ejemplo, si deseo comparar tres veces la media del tratamiento dos con la suma de

las medias de los tratamientos uno, tres y cuatro

La hipétesis a probar sera: Contraste
Ho : 3p2 = n1 + ps + 4 C = VY1 +y3. + ya. — 3y2.
Hi: 3p2#p1 + pus + pa
Tales combinaciones lineales se conocen como Contrastes. Las suma de cuadrados de un

contraste viene dada por:
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2
(Zciyi.j
SS,= VT )
n3 e
i=1

Si el disefio es desbalanceado, la comparacion de las medias de tratamientos requiere que

y tiene un sélo grado de libertad.

a
Znici = 0, en este caso la suma de cuadrados de un contraste se transforma en:

i=l1

2
[Zciyi.j
SS. = 7i:l
z:nici2
i1

Para probar un contraste se debe comparar su suma de cuadrados con la media de

cuadrados del error.
La estadistica que resulta tiene una distribucion F con 1 y N - a grados de libertad, la
hipotesis nula se rechazara si:
Fo>Fo.iNa
Donde F, se obtiene a través del Analisis de Varianza de los contrastes y Fq,1,n-a S€ Obtiene
por medio de la tabla F con 1 grado de libertad en el numerador y N - a grados de libertad en

el denominador.
Un caso especial de lo planteado anteriormente son los Contrastes Ortogonales.

Se dice que dos contrastes con coeficientes {ci} y {di} son ortogonales si,

a
Zcidi = 0 en el caso de un Disefio Balanceado,
i=1

0o

a
Znicidl. = 0 en caso de un Disefo Desbalanceado.
i=l1

El conjunto de a - 1 contrastes ortogonales de “a” tratamientos descomponen la suma de

cuadrados debido a los tratamientos en a-1 componentes independientes de un soélo grado de

libertad. Por lo tanto, las pruebas realizadas sobre los contrastes ortogonales son
independientes.

Hay muchas formas de elegir los coeficientes de los contrastes ortogonales para un
conjunto dado de tratamientos. Por lo general, la naturaleza del experimento debe sugerir las
comparaciones que resulten de interés.

Los coeficientes de los contrastes deben ser elegidos antes de realizar el experimento y

analizar los datos. La razoén de ello es que si las comparaciones son seleccionadas después de
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analizar los datos, la mayoria de los investigadores construirian pruebas que corresponderian a
grandes diferencias observadas en los promedios y el error tipo I tiende a incrementarse.
El procedimiento para llevar a cabo la comparacion de medias de tratamientos individuales

por medio de contraste es el siguiente:
e Se asumen (a-1) hipdtesis nulas.

e En base a dichas hipdtesis, se establecen los contrastes.

e Se calculan los contrastes.

e Se calcula la suma de cuadrados para los contrastes.

e Se realiza el Analisis de Varianza incluyendo los contrastes.

e Se analizan los resultados de los contrastes.

Ejemplo 4

Se supone que la cantidad de carbon usada en la produccion de acero tiene un efecto en su
resistencia a la tension. En la tabla se muestran los valores de la resistencia a la tension del
acero para cada uno de los 4 diferentes porcentajes de carbon. Con estos datos efectle el

analisis apropiado e interprete sus resultados.

% de Carbodn Observaciones
0.10 23 28 28 30
0.20 31 29 36 38
0.30 36 40 42 44
0.40 48 45 40 40

Solucion.
Variable Respuesta: Resistencia a la tension.
Las hipotesis que se desean probar son:
Ho : w1 = p2 = u3 = ua  (Las medias son iguales)

Hi:pi#p2#p3=ps  (Las medias son diferentes)

El significado verbal es:
Ho : La cantidad de carbdn usada en la produccion de acero no tiene efecto significativo en
la resistencia a la tension.
H: : La cantidad de carbon usada en la produccion de acero tiene efecto significativo en la

resistencia a la tension.

Datos

a=4, n=4,N=16,1=1,234 ,j=1,2,3,4
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Calculos Matematicos

Totales
4
yi. = zylj
Jj=1
4 4
yi.= Dy, = 23+28+28+30 = 109 Y2.= Dy, = 31429+36+38 = 134
J=1 =
4 4
y3. = zyﬁ = 36+40+42+44 = 162 V4. = Zyl,j = 48+45+40+40 = 173
J= J=
4 4
y. ZZZylj =23428+28+....+404+40=578 ¢ y..ZZyiA =109+134+162+173 = 578

=1 j= Jj=1

Medias de los Tratamientos.

- N
Vi =
n
Y. 109 - Yo _
-1 =27.25 =7~ =-——=33.50
. 4 4 Ya 4
— )y, _162 — _Va_
=73 = = 40.50 =2 =——=43.25
— 578
y =2 = 36.125
N 16

Sumas de Cuadrados

N (578)°
Ssr= Y>>y, vl (23)2 + (28)2 + (28)2 +.....+ (40)2 + (40)?] - i
i=l j=1
= 21664 - 20880.25
SSt = 783.75
oS Ly2 y? (109)2 +(134)7 +(162)7 +(173)>  (578)°
Tratamientos = - - =

= n N 4 16
21502.50 - 20880.25

SStratamientos = 622.25
SSe = SSt - SStratamientos
SSe = 783.75 -622.25
SSe = 161.50

Medias de Cuadrados
SSTratamientos — 622 25 — 622 25
a—1 4-1 3

SS, _ 16150 _ 161.50
N-a 16-4 12

M STratamientos =

= 207.417

MSEe =

= 13.458
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Estadistica

MS ) 207.417
FO — Tratamientos — — 1541
MS, 13.458
Tabla de Analisis de Varianza
Fuente Suma Grados Media
de de de de Fo

Variacion Cuadrados Libertad Cuadrado
% de Carbon 622.25 3 207.417 15.41
Error (Dentro de 161.50 12 13.458
Tratamientos)
Total 783.75 15

Utilizando un nivel de significancia del 5% (o = 0.05), para encontrar el Frabias (Tablas

Fisher) con 3 grados de libertad (a-1) en el numerador y 12 grados de libertad (N-a) en el

denominador.
Fo,a-1,N-a =Fo0.05,3,12 = 3.49
Comparando el Fo calculado en el andlisis de varianza y el Frabias , S& puede observar que:
Fo > Frablas
15.41 > 3.49
Por tanto, se Rechaza la hipdtesis nula (Ho) y se acepta la hipdtesis alternativa (Hi); es
decir, que las medias de los tratamientos difieren.
También se puede observar graficamente, de la siguiente manera:

Zona de
Aceptacion
de H,
\ Zona de
Rechazo
de H,

|
Fo = 15.41
Limite minimo de aceptacion
(FTabIas = 3.49 )

Se observa que el valor de Fo cae en la zona de rechazo de Ho.
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Conclusion
Se concluye que la cantidad de carbéon usada en la produccion de acero tiene efectos

significativos en la resistencia a la tension.

Como se ha rechazado Ho, existe diferencia entre las medias de los tratamientos, pero no
se especifica entre que medias de tratamientos existen las diferencias.

Se podria estar interesado en querer saber entre que medias de tratamientos existe
diferencia, para ello se utilizard el método de contrastes ortogonales para contestar esta

inquietud.

1. Se definen las 4 - 1 = 3 hipétesis.
Ho @ p1 = o Ho : pu3 = pa Ho: p1 + p2 = p3 + pa
Hi:pn = Hi: ps # pa Hi: pa + p2 # ps + pa

2. Un conjunto de comparaciones entre medias y los contrastes ortogonales son:

Hipotesis Contrastes (c = Zciyi' )
i=1
Ho: p1 = 2 Ci = vyi1. -y
Ho: us = pa C2 = y3. - ya.
Ho: p1 + pu2 = pu3 + pa Cs=vyi+ Y2 -Yy3 - vya

3. Calculo de los contrastes.
Ci=vy1 —-vy2 =1(109) - 1(134) = -25
C2=vy3 —-ys =1(162) - 1(173) = -11
C3=vyi+ y2. -y3 —-vya =1(109) + 1(134) -1(162) - 1(173) = -92

4. Calculo de la Suma de cuadrados de los contrastes.

e’

SSc = - ( Por ser balanceado)
anf
i=1
-25)?
= U gg0s
417 +(=D")
-11)?
L= L T P
417 +(=D")
-92)°
SS = (=92) = 529.000

A1 A1 (<) 4 (1))
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Fuente Suma Grados Media
de de de de Fo
Variacion Cuadrados Libertad Cuadrados

% de carbon 622.250 3 207.417 15.41
Contrastes ortogonales
Ci =y - vy 78.125 1 78.125 5.81
C2 =vys3 - vya 15.125 1 15.125 1.12
C3=vVyi.+ Y2 -Vy3 —ya 529.000 1 529.000 39.31
Error 161.5 12 13.458
Total 783.75 15

6. Analisis de los resultados de los contrastes.
Utilizando un nivel de significancia del 5% (a = 0.05), para encontrar el Frabias (Tablas
Fisher) con 1 grado de libertad en el numerador y 12 grados de libertad (N-2) en el
denominador.
Fo,1,N-a =Fo0.05,1,12 = 4.75
Al comparar el Fo obtenido en cada uno de los contrastes del andlisis de varianza
con el Frabias; se llega a las siguientes conclusiones:
a) El valor del Fo del contraste 1 es mayor que el Frabas (5.81 >4.75) entonces se Rechaza
Ho, y por lo tanto, hay diferencia significativa entre los porcentajes de carbdn uno y dos.
b) Como el Fo del contraste tres es menor que Frabias (1.12 < 4.75) se acepta Ho; y por lo
tanto, no hay diferencia significativa entre los porcentajes de carbodn tres y cuatro.
c) Al comparar el valor de Fo del contraste dos con el Frabias Se observa que el Fo es mayor
(39.31 > 4.75) entonces se Rechaza Ho; y por lo tanto, se dice que el promedio de los
porcentajes de carbon uno y dos difieren significativamente del promedio de los

porcentajes de carbdn tres y cuatro.

7.1.2 Método de Scheffé para comparar todos los contrastes.

Existen situaciones en que el investigador no sabe de antemano los contrastes que desea
comparar, o le interesa llevar a cabo mas de a-1 posibles comparaciones. Estas comparaciones
de interés en muchos experimentos son descubiertas sélo hasta después de hacer un examen
preliminar de los datos.

Scheffé hizo una propuesta de un método para comparar cualquier contraste, o los posibles
contrastes entre medias de tratamientos. Con este método en cualquiera de las posibles
comparaciones el error tipo I es cuando mucho igual a a.

Supongamos que existe un conjunto de m contrastes de interés de las medias de tratamientos.
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Wk = Cikpr + Cokpz + Cakps +..eenees 4+Cakpa , con k = 1,2,....,m, estos contrastes usando los
promedios de tratamientos y, son:
Ck = Cwky, + Ck ¥, + C3k ¥y +Fovorrrns +Cay, conk=1,2,..,m

El error estandar de estos contraste viene dado por:

MS, &
S, = £ ci Caso Balanceado.
o \ n e ik

a
— Ch . .
S, = \MSE E . Caso Desbalanceado, donde ni es el numero de observaciones del
-1

i-ésimo tratamiento.

El valor critico con el que Ck debe ser comparado es:

Sak =S, J(@=DF,, .

Para llegar a probar la hipotesis de que el contraste Ck difiere significativamente de cero, es
necesario comparar Ck con el valor critico. Si |Ck| > Sk, la hipdtesis nula de que el contraste
Wk es igual a cero debe rechazarse.

Este método de Scheffé se puede utilizar para construir intervalos de confianza para todos
los posibles contrastes de las medias de tratamientos; los cuales pueden ser construidos como
Ck - So,k € Wk < Ck + Sok , estos son intervalos de confianza simultaneos; en el sentido de que
la probabilidad de que todos ellos sean simultdneamente verdaderos es al menos 1 - a.

El procedimiento para llevar a cabo la comparacién de medias por medio del método de
Scheffé es el siguiente:

e Definir los contrastes de interés.

e Calcular los valores numéricos de los contrastes.
e Calcular el error estandar para cada contraste.

e Encontrar los valores criticos.

e Realizar las conclusiones.

Ejemplo 5
Considerando los datos del ejemplo del porcentaje de carbdon (Ejemplo 4), ya que se
rechazé Ho.

Se aplicara el Método anterior:

Datos

y, =2725 , y,=3350 , y,=4050, y,=43.25
MSe = 13.458, n=4, a=4
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Definicion de los contrastes.

Si suponemos que los contrastes de interés el, dos y el tres son los mismos que se
definieron en el Método de los contrastes ortogonales, tenemos:

Wi=2u + p2-u3-2 pa

W2 = pus-ps4

W3 =1+ p2 - us - 4

El calculo de los valores numéricos de estos contrastes son:

Ci=2p, + y,- ¥y -2y, =2(27.25) + 33.50 - 40.50 - 2(43.25) = -39

Co= y, - y, =40.50 - 43.25 = -2.75

Ci=y, + y, - V3 - y, =27.25+ 33.50 - 40.5 - 43.25 = -23

Calculo de los errores estandares de los contrastes.

g = MS; < - :\/13.458
c \ 4 p= il 4

M .
b \/ X \/g(l2 +(=D*) =2.59

i=1

4

S%: \/MjE chz?’ — \/13:-58 (12+12+(_1)2+(_1)2 ) = 3.67
i=1

(2 +(1)* +(=1)* +(-2)*) = 5.80

n

Utilizando el 5% y encontrando los valores criticos tenemos:

Soost = Set \(a=1)Fygs, 1y, =580, 3F,, =5.80./(3)(3.49) = 18.77
Soos2 = Sez J(@=DFyg, 1y, =259 3Fy50 = 2.59./(3)(3.49) = 8.38
S0.053 = Sc3 \/(a_l)FOOS,afl,Nfa = 3.67 \/3F0,05,3,12 =3.67./(3)(3.49) = 11.87

Conclusiones

a) Como |Ci|> So.0s1 (|39|> 18.77) entonces se rechaza Ho y se concluye que
Wi = 2mu1 + p2 - u3z -2 p4 es diferente de cero; es decir, que el doble del promedio del
porcentaje de carbdon uno y el promedio del porcentaje de carbdn dos, difieren del

promedio del porcentaje de carbdén tres y el doble del promedio del porcentaje de
carbdn cuatro.
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b) Como [Ca|l< Soos2 (|-2.75/< 8.38) entonces se acepta Ho y se concluye que
W2 = p3 - psa es igual a cero; es decir, que no existe diferencia significativa entre los
porcentajes de carbdn tres y cuatro.

c) Como |C3|> Soos3 (|-23|> 11.87) entonces se rechaza Ho y se concluye que
Ws = u1 + p2 - u3 - pa es diferente de cero; es decir, que el promedio de los porcentajes

de carbdn uno y dos difiere del promedio de los porcentajes de carbon tres y cuatro.

7.2 COMPARACION DE PAREJAS DE MEDIAS DE TRATAMIENTOS.

En un experimento el investigador puede estar interesado en comparar todas las parejas
de “a” medias de tratamiento y que la hipotesis nula que se desea probar es Ho: pi = pj y la

alternativa Hi:: wi # pj para toda i#j, para llevar acabo estas comparaciones existen muchos

métodos, a continuacion se estudiaran los mas utilizados.
7.2.1 Método de la Minima Diferencia Significativa (LSD)

Supongamos que se desea probar la hipdtesis nula Ho: pi = pj para toda iz#j. Para llegar a

probar esta hipétesis se debe utilizar la estadistica t :

, Si se supone una hipotesis nula bilateral, la pareja de medias pi y pj se

consideran diferentes si |y, —y | > LSD; donde LSD, se encuentra de la siguiente manera:

Caso Desbalanceado Caso Balanceado
2MS,
LSD =1,
E,Nfai\ n

Se deben comparar las diferencias observadas entre cada par de promedios con el

valor correspondiente de la LSD. Si |}i_—;].'| > LSD se concluye que las medias poblacionales i

y u son diferentes.
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Procedimiento
e Encontrar el valor del LSD.

e Calcular el valor absoluto de las diferencias de los promedios y hacer las comparaciones
con el LSD.

e Hacer las conclusiones .

Ejemplo 6
Si en el ejemplo 4 del porcentaje de carbdn se desea saber cuales son las parejas de medias

que difieren, se hace de la siguiente manera:

Datos
a =0.05 , MSe=13.458 , N=16 , =4 , a=4
y,=27.25, y,=33.50 , y,=40.5, y,=43.25

e Encontrando el valor del LSD, con la formula establecida.

2(13.458
LSD =1, (4)=t0'025 127/6.729 = (2.179)(2.594)
22 16-4 ’
2
LSD = 5.65

e Calculando la diferencia de los promedios.
1vrs2:|y, - y,|= [27.25 - 33.50, = |-6.25| > LSD *

1vrs3: |y, - y,|=127.25-40.50 = |-13.25/ > LSD *
1vrs4:|y, - y,|=127.25 - 43.25 = |-16.00] > LSD *
2vrs3: |y, - ¥,|=133.50 - 40.50| = |-7.00] > LSD *
2vrs4: |y, - ¥,| =133.50 - 43.25/ = |-9.75] > LSD *

3vrs4: |y, - y,|=140.50 - 43.25/ = |-2.75| < LSD

Se dice que una pareja de medias difieren significativamente si el valor absoluto de las

diferencias de los promedios de los tratamientos correspondientes es mayor que LSD = 5.65.

¢ Conclusiones.

a) Se observa que la pareja de medias que no difieren significativamente son: la media
tres y la media cuatro, ya que |-2.75 |< 5.65, por lo tanto, no existe diferencia
significativa entre el porcentaje de carbdn tres y cuatro.

b) En las demas parejas de medias (*) el valor absoluto de las diferencia de los promedios
a resultado ser mayor que el valor encontrado del LSD; por lo tanto, los demas

porcentajes tomados como parejas difieren significativamente.
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7.2.2 Prueba de Intervalos Miiltiples de Duncan

Con este método se prueban las verdaderas diferencias que existen entre los pares de
medias. Este método es muy eficiente para detectar diferencias entre medias cuando estas
diferencias en realidad existen; es por esta razén que es muy utilizado.
Primero se colocan los “a” promedios de tratamiento en orden ascendente y se determina el

error estandar de cada promedio.

IMS
s = |—£ para el caso balanceado y en caso desbalanceado se debe reemplazar "n"
n

. L a .
por la media armonica nn de los {ni}, en donde nh = ———; es decir, que S
4 1 Yi.

i=1 n,‘

Luego se calculan los intervalos significantes r. (p,f), para p=2,3,...,a, para ello existen
tablas (Ver Apéndice:Tabla de Intervalos Significativos para la Prueba de Intervalos Mdltiples
de Duncan, Douglas C. Montgomery, afio 1991); en donde o es el nivel de significancia y f es el

numero de grados de libertad del error.

Estos intervalos se convierten en un conjunto de (a-1) minimos intervalos significativos

(Rp) para p= 2,3,...,a, y se calculan de la forma siguiente: Rp = ro (p,f) S
Vi,

Las diferencias observadas entre las medias se prueban, comenzando por el valor mas
alto contra el mas pequeno, esta diferencia deberd ser comparada con el intervalo minimo
significativo Ra. Después se calcula la diferencia entre el valor mas alto y el segundo mas
pequefio y se compara con el intervalo minimo significativo Ra-1. Este proceso se continua hasta

. . : : Lo ala-1) .
que han sido consideradas las diferencias entre todas las po&blesT pares de medias. Se
concluye que el par de medias en estudio es significativamente diferente si la diferencia

observada es mayor que el intervalo minimo significativo correspondiente.

Procedimiento
e Se colocan las medias en orden ascendente.
e Se calcula el error estandar.
e Se obtienen los intervalos significativos.
e Se obtienen los minimos intervalos significativos.
e Calcular la diferencia de las medias y realizar las comparaciones con los minimos
intervalos significativos correspondientes.

e Hacer las conclusiones.
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Ejemplo 7
Considerando la informacién obtenida en el ejemplo del porcentaje de carbon, deseamos saber
que parejas de medias son significativamente diferentes.

Datos
a=0.05, MSe=13.458 , a=4 , N=16 , n =4 , grados de libertad del error = 12

y,=27.25, y,=3350, y,=4050, y,=43.25

Solucion

¢ Medias de tratamientos ordenadas ascendentemente.

y,=27.25 , y,=3350, y,=405, y,=43.25

e Obtencion del error estandar de cada media.
¢ - /MSE _ /13.458
i \ n \

¢ Tomando un a = 0.05 y 12 grados de libertad (f), de las tablas de intervalos significativos

=1.834

de Duncan, se obtienen los siguientes valores de los intervalos significativos, para p=2,3,4.
ro.os(2,12) = 3.08 ro.os(3,12) = 3.23 ro.os(4,12) = 3.33

e Calculando los minimos intervalos significativos para p = 2,3,4.

R2 = roos (2,12) S = (3.08)(1.834) = 5.65

Rs = roos (3,12) S = (3.23)(1.834) = 5.92
Yi.

Re = roos (4,12) S = (3.33)(1.834) = 6.11
Yi.

¢ Realizando las comparaciones y las diferencias de las medias (vrs:versus).

4vrs1:y, -y, =43.25-27.25

16.00 > 6.11 (R4) *

4vrs2:y, -y, =43.25-33.50

9.75 > 5.92 (R3) *

4vrs3: y, -y, =43.25-40.50 = 2.75 < 5.65 (R2)

3vrs1: y, -y =40.50-27.25

13.25 > 5.92 (Rs3) *

3vrs2: y, -y, =40.50-233.50

7.00 > 5.65 (Ra) *

2vrsl:y, -y

33.50 - 27.25 =6.25 > 5.65 (R2) *
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Un par de medias es significativamente diferente si la diferencia observada es

mayor que el intervalo minimo significativo correspondiente.

e Conclusiones

a) Como el valor de las diferencias de las medias tres y cuatro resulté ser menor que el
minimo intervalo significativo correspondiente; entonces se dice que no existe diferencias
significativas entre los porcentajes de carbon tres y cuatro.

b) Por el contrario las demas diferencias de medias (*) resultaron ser mayores que el minimo
intervalo significativo correspondiente; entonces se dice que existe diferencias significativas

entre sus medias.

7.2.3 Prueba de Tukey
Este método esta basado en el de intervalos. El procedimiento consiste en el uso de qa(a,f)
para encontrar el valor critico de todas las comparaciones por pares, sin importar cuantas
medias estén en el grupo.
Por lo tanto, se declaran dos medias significativamente diferentes si:

. MS
|y.,=»,|>Ta, donde Tu = qu(a,f)S con § = E
: i i n

Se debe observar que en todas las comparaciones sélo se usa un valor critico.
Para calcular el valor critico qu(a,f), existen tablas (Ver Apéndice: Tabla de puntos
Porcentuales de la Estadistica de Amplitud Studentizada, Douglas C. Montgomery, afo 1991);

en donde o es el nivel de significancia para valores de 0.01 y 0.05, "a" es el nimero de

tratamientos yfes el numero de grados de libertad del error.

Procedimiento
e Se calcula el valor critico de todas las comparaciones por pares.
e Se obtiene el error estdandar de cada promedio.
e Obtener el T..
e Calcular la diferencia de las medias y realizar las comparaciones con el valor critico.

e Hacer las conclusiones.
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Ejemplo 8
Considerando la informacién obtenida en el ejemplo del porcentaje de carbdn, se desea saber

que parejas de medias son significativamente diferentes.

Datos

a=0.05, MSe=13458 ,a=4 , N=16 , n

4, grados de libertad del error = 12

y, =27.25, y,=3350, y, =40.50 , y,

43.25

Solucion

e Se calcula el valor critico de todas las comparaciones por pares.
du(a,f) = qo.0s(4,12) = 4.20

¢ Se obtiene el error estandar de cada promedio.

_[MSs,  13.458
S = =, /—=1.834
Yi. \ n \ 4

e Obtener el T..

To = qu(a,f)S = (4.20)(1.834) = 7.70

e Calcular la diferencia de las medias y realizar las comparaciones con el valor

critico.

1vrs2: |y, -y, |=127.25-33.50| = | -6.25| = 6.25 < 7.70 (To)
1vrs3: |y, -y, |=127.25-40.50 | = | -13.25 | = 13.25 > 7.70 (Ta) *
1vrs4: |y, -y, |=127.25-43.25| = | -16.00 | = 16 > 7.70 (Ta) *
2vrs3: |y, -y, | =133.50-40.50 | = | -7.00| = 7 < 7.70 (Ta)
2vrs4: |y, -y, | =133.50-43.25|=]-9.75| =9.75 > 7.70 (Ts) *
3vrs4: |y, -y, | =140.50-43.25| =|-2.75| = 2.75< 7.70 (Ta)

Dos medias son significativamente diferentes si |}i_—}i'| > To.

e Conclusiones
a) Como el valor absoluto de las diferencias de las medias uno y tres, uno y cuatro, dos y
cuatro resulté ser mayor que el T, (7.70) (*); entonces se dice que existe diferencias

significativas entre las medias uno con la tres y la cuatro , la dos con la cuatro.
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b) Por el contrario, el valor absoluto de las demas diferencias resultaron ser menor a T.,
entonces se dice que no existe diferencias significativas entre las medias uno y dos, dos

y tres, tres y cuatro.

7.3 COMPARACION DE TRATAMIENTOS CON UN CONTROL.

Si en un experimento el analista o experimentador le interesa comparar una media

especifica con las a-1 medias del experimento, esta media especifica se llama control y por lo

tanto, so6lo debe realizarse a-1 comparaciones. Existe un procedimiento para llevar a cabo esta
comparacion y fue desarrollado por Dunnett.
Si suponemos que el tratamiento “a” es el control, entonces las hipdtesis que se desean

probar son:
Ho: wi = pa
Hi: wi#paparat =1,2,.,a-1
Este procedimiento es una modificacion de la prueba t. Para cada hipotesis se deben

calcular las diferencias que se observan en las medias muéstrales; de la siguiente manera:

Vi = Vo

La hipétesis nula Ho:pi = pa se rechaza con un nivel a, si:

| y.= v, | > du(a-1,f) \ MSE(1+ 1] Caso Desbalanceado
n. n

1 a

- 2MS,
| Vi=ya |> da(ﬂ-l,f)\ . Caso Balanceado

donde d«(a-1,f) se encuentra en la tabla de Dunnett (Ver Apéndice: Tabla de Valores Criticos
para la Prueba de Dunnett de Comparacion de Tratamientos con un Control, Douglas C.

Montgomery, afio 1991), con a que constituye el nivel de significancia conjunta asociado a las

a-1 pruebas yf los grados de libertad del error.

Procedimiento
e Encontrar el factor de comparacion en la tabla Dunnett.
e Calcular las diferencias de las medias de tratamiento con el tratamiento control y
realizar las comparaciones con el factor de comparacion.

e Hacer conclusiones.

51



UNIDAD PROGRAMATICA II:” DISENOS UNIFACTORIALES”

Ejemplo 9
Supongamos que nos interesa comparar la media del tratamiento cuatro (control) con las

demas medias del ejemplo del porcentaje de carbdn.

Datos
a=0.05, MSe=13458 , N=16 ,a=4 ,n=4,f=12 ,a-1=3

y,=27.25 , y,=3350, y,=40.5, y,=43.25

Solucion

¢ Tomando un o = 0.05 yf = 12 se obtiene el factor de comparacion de la tabla de

Dunnett.

da(a-1,f) = do.os(4-1,12) = do.os(3,12) = 2.68 entonces

2MS, 2(13.458)
da(a-1,f) = 2.68\ - 2.68(2.59) = 6.95
n

e Calculando la diferencia de las medias con la media del tratamiento control y

realizando las comparaciones con el factor de comparacion.
1vrs4:|y, -y, |=127.25-43.25|=|-16.00| > 6.95 *
2vrs4: |y, -y, | =133.50 - 43.25/ = |-9.75| > 6.95 *

3vrs4: |y, -y, |=140.50 - 43.25| = |-2.75| < 6.95
2MS,

Dos medias se consideran significativamente diferentes si: |)_/l.'—y_a. | > do(a-1,f)

. Conclusiones
a) Como el valor absoluto de la diferencia de las medias uno con cuatro y dos con cuatro
(tratamiento cuatro es el tratamiento control) son mayores que el factor de
comparacion, entonces se concluye que existe diferencia significativa entre el porcentaje
de carbdn uno y cuatro, y entre el dos y cuatro; es decir, pi # p4 Yy p2 # pa.
b) Ademas, el valor absoluto de la diferencia de la media tres y cuatro resulté ser menor
que el factor de comparacién, entonces se concluye que no existe diferencia significativa

entre el porcentaje de carbdn tres y cuatro; es decir uz = pa.
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8. MODELO DE EFECTOS ALEATORIOS

El modelo estadistico lineal es:
{i =1,2,....a _ _
Yi= R 4Tt og . donde u Yy &j son variables aleatorias.
j=12,...n
En este modelo carece de sentido probar las hipdtesis que estan relacionadas con los
efectos de los tratamientos individuales; por lo tanto, se deben probar las siguientes hipotesis.
Ho:c% =0
Hi: 62> 0
Esto quiere decir, que si Ho es verdadera todos los tratamientos son idénticos y que si H1 es
verdadera, existe variabilidad entre los tratamientos.

Para probar estas hipotesis se requiere que las {eij} sean NID(0,52), que las {u} sean
NID(O, O'f) y ademas 1, &ij sean variables aleatorias independientes.

La suma total de cuadrados aun es valida SSt = SStratamientos + SSe ; es decir, que la
variabilidad total en las observaciones se descompone en la variacion entre los tratamientos

(SStratamientos) Y €n la variacidén dentro de los tratamientos (SSk).

Si 1 tiene una varianza O'f y es independiente de & , la varianza de cualquier observacién
viene dada por:

V(yi) = af + o2 donde af y o2 se conocen como componentes de varianza y por lo tanto,

el modelo lineal descrito anteriormente recibe el nombre de Modelo de Efectos Aleatorios.

SS
Recordando que —ZE tiene una distribuciéon ji-cuadrada con N-a grados de libertad y si
o

Tratamient os

2
O

la hipodtesis nula es verdadera tiene una distribucion ji-cuadrada con -1 grados de

libertad; ademdas que ambas variables son aleatorias independientes. Y si la hipotesis nula

2 ‘
o, = 0 es verdadera entonces la razon:

SS Tratamient os
_ a—1 _ MSTratamientos
Fo = -
S5, MS,
N—-a

tiene una distribucién F con a-1 y N-a grados de libertad.
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Otro aspecto de interés es conocer los valores esperados de las medias de cuadrados para

poder describir completamente el procedimiento de prueba. Los cuales estan dados por:
E(MStratamientos) = c? + I'IO'T2

E(MSE) = ¢?

(Ver Duglas C. Montgomery, afio 1991, Pagina 73).

Al analizar el valor esperado de las medias de cuadrados, se observa que si: Ho es
verdadera, tanto el numerador como el denominador de la estadistica de prueba (Fo) son
estimadores insesgados de ¢ y si Hi es verdadera, el valor esperado del numerador es mayor
que el del denominador.

Por lo tanto, se debe rechazar Ho para valores grandes de Fo. En consecuencia hay que
rechazar Ho, si Fo > Fg,a-1,N-a.

El procedimiento para realizar los calculos matematicos y la Tabla de Analisis de Varianza es
idéntico al Modelo de Efectos Fijos. Sin embargo, existe diferencia al momento de plantear las
hipétesis y al llevar a cabo las conclusiones; ya que éstas son aplicadas a toda la poblacién de

tratamientos.
. R . . 2
Se considera importante estimar las componentes de varianza (o, y o?), y el

procedimiento utilizado se conoce como "Método de Analisis de Varianza", ya que utiliza los
renglones de la tabla de Analisis de Varianza; y consiste en igualar los valores esperados de las
medias de cuadrados con su correspondiente valor observado en la Tabla de Analisis de
Varianza, para luego despejar las componentes de varianza; por lo tanto, se tiene:

MStratamientos = 62 + N Grz

MSe = &2

" "2 MS _
entonces o = MSe y o Tratamient os E

, para el caso desbalanceado, debe tomarse

7. como no = Z”i -

<
T
.MQ
=

i=1

Si alguna estimacién de las componentes de varianza es negativa, se debe tomar en cuenta
las siguientes opciones:
a) Aceptar la estimacién y utilizarla como evidencia de que el valor verdadero de la
componente de varianza es cero.
b) Volver a estimarla usando algin método que siempre produzca estimaciones positivas.
c) Considerarla como evidencia de que el Modelo Lineal propuesto es incorrecto y

reexaminar el problema.
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Ejemplo 10
Se llevé a cabo un experimento en el cual se seleccionaron cinco tipos de gasolinas de forma
aleatoria (A,B,C,D y E) y se les midié el nUmero de octanos que poseian, obteniéndose de cada

tipo cuatro observaciones. A continuacion se presentan los datos obtenidos:

Gasolina Observaciones Yi.
A 91.7 91.2 90.9 90.6 364.4
B 91.7 91.9 90.9 90.9 365.4
C 92.4 91.2 91.6 91.0 366.2
D 91.8 92.2 92.0 91.4 367.4
E 93.1 92.9 92.4 92.4 370.8
y.. = 1834.2

Solucion

Por tratarse de un experimento de Modelo de Efectos Aleatorios, las hipotesis a probar son:

Ho: o’ =0 No existe variabilidad en los tratamientos.

:

Hi: o} >0 Existe variabilidad en los tratamientos.

Variable Respuesta: Efecto de las gasolinas.

El significado verbal es:

Ho : No existe diferencia en el efecto que produce cada tipo de gasolina en relacién al nUmero

de octanos que contienen.

Hi: Existe diferencia en el efecto que produce cada tipo de gasolina en relacién al nUmero de
octanos que contienen.

Los calculos de sumas de cuadrados para formar la tabla de Analisis de Varianza son similares

al Modelo de Efectos Fijos.
Datos

a=5,n=4,N=20,1=1,234,5,]=1,23,4

Calculos Matematicos
Medias de los Tratamientos

j}i, _ i

n
- 3644 - 3652 - 366.2
Yo~ 4 91.10 , y, = =91.35 , y, = 4 91.55
- _ 3674 91.85 - _ 3708 _ 92.70 - _ 18342 91.71
y4. 4 ' ! ys, 4 . ! y 20 .
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Sumas de Cuadrados

5 .4 2 :
SSt=> > _y_]\} = [(91.7)4(91.2)24(90.9)*+.....+(92.4)*+(92.4)?] - %
i=l j=1
(1834.2)°
= 168223.96 - —————

20
168223.96 - 168214.48

SSt = 9.478
5

2
;y "yl (364.4)° +(365.4)° +(366.2)° +(367.4)° +(370.8)°  (1834.2)°

n N 4 20
(1834.2)

SStratamientos =

168220.59 -

168220.59 - 168214.48
SSTratamientos 6.11

SSE = SST = SSTratamientos
SSe =9.478 - 6.11
SSe = 3.368

Medias de Cuadrados

SSTralamientm — 6 1 1 — 6 1 1
MSTratamientos = — = - =1.5275
a—1 5-1
SS 3.368 3.368
MSe = £ = = = 0.224
N-a 20-5 15
Estadistica
MS . 1.5275
Fo — Tratamient 0s = 6.82
MS, 0.224
Tabla de Analisis de Varianza
Fuente Suma Grados Media
de de de de Fo
Variacion Cuadrados Libertad Cuadrado
Gasolinas 6.11 4 1.5275 6.82
Error 3.368 15 0.224
Total 9.478 19
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Utilizando un nivel de significancia del 5% (o = 0.05), para encontrar el Frabias (Tablas
Fisher) con 4 grados de libertad (a-1) en el numerador y 15 grados de libertad (N-a) en el
denominador.

Fo,a-1,N-a =Fo.05,4,15 = 3.06

Comparando el Fo calculado en el Analisis de Varianza y el Frabias , S€ puede observar que:

Fo > Frablas

6.82 > 3.06

Por tanto se rechaza la hipdtesis nula (Ho) y se acepta la hipotesis alternativa (Hi).

También se puede observar graficamente, de la siguiente manera:

Zona de
Aceptacion

de Ho Zona de
\ Rechazo

de H,

ﬂ Flo = 6.82

Limite minimo de aceptacion
(FTabIas = 3.06 )

Se observa que el valor de Fo cae en la zona de rechazo de Ho.

Conclusion

Existe diferencia en el efecto que produce cada tipo de gasolina en relaciéon al nimero de
octanos que contienen.

La estimacion para los componentes de varianza y la estimacion de la variacidon de cualquier
observacién de la muestra son:

67 = MSe
= 0.224
6—2 = MSTratamientas _MSE — 1.5275-0.224
n 4
= 0.326

V(y;)= 61+6° =0.326 + 0.224
= 0.549
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Ademas, se puede encontrar un intervalo de confianza para 2. Si las observaciones son
(N—-a)MS§,

2
O

independientes y estédn normalmente distribuidas, tiene una distribucién y» ..

N —-a)MS
Por lo tanto: P( y° , < # <yl )=1l-a
1—(5),N—a o E,N—a

Luego un intervalo de confianza para o2 a un nivel del 100(1 - o )% es:
(N—-a)MS, 5 (N—-a)MS,
zig fe] < 27

Xa x

a
—,N—-a 1-(=),N—a
2 (2)

(Ver apéndice (4))

« . . . 2
Por otra parte, no es posible construir un intervalo de confianza para o ., por no poderse

obtener una expresion cerrada para la distribucion de la combinacidén lineal de variables
aleatorias que se forman.

Pero es muy facil encontrar una expresion exacta para un intervalo de confianza para la

2
T

expresion - Esta expresion indica la proporcidon de la varianza de una observacion; ya
o.+0
T

que V(yi) = af + o2, que resulta de la diferencia entre los tratamientos.

En el disefio balanceado para desarrollar este intervalo, se debe notar que MStratamientos Y

MSe son variables aleatorias independientes. Ademas se puede demostrar que :

MS Tratamient os
l’lO'2 + O'2
—— = R FoaiNa
MS,
O_Z
Luego
2
P( < MSTratamiento o < ) = 1-
F, = 2 » = F, - a
1-%.a-1.N-a MS, no. +o 2a-l.N=a

Al reordenar esta expresion se obtiene: (Ver apéndice (5)).

2
o
P(L <2 <U) =1-a , donde
(o2
L = l MSTmtamientos 1 _ 1
n MS, 5
7,0—1,]\7—11

58



UNIDAD PROGRAMATICA II:” DISENOS UNIFACTORIALES”

1| MS

U - = Tratamient os

n|  MS, F

1-% a-1,N-a
2

1
—1]|; es decir, L y U son limites inferior y superior de

2
o

confianza al 100(1-a)% respectivamente, para —-.
o

no se encuentra directamente en la tabla F; por lo tanto, se

o

1 —j,a—l,N—a
2

El valor de F [

debe calcular de la siguiente manera: I, =
17[5],a71,N7a F

Z,N—a,a—l
2

2
T

En consecuencia, el intervalo de confianza del 100(1-a)% para esta dado por:

cl+o’
L o’ U
< ¢ < Ver apéndice (6
1+1L ocl+o’  1+U ( P (62)

Ejemplo 11
Para llevar a cabo una aplicacion de las formulas antes planteadas, consideremos el ejemplo

10, el de tipos de gasolina.

Datos
a=5,n=4, N=20 , Zoos = Xowsis = 27.49
—,20-5 T
2
MSe=0.224 , a=0.05 , %’ 005 = Xoosis— 6.27
1-(—2),20-5 7
2
Intervalo de confianza para 2.
(N —-a)MS, , (N—-a)MS§,
27§ fe] < 27
Xa X a
—N-a 1-(=),N—-a
2 2

Sustituyendo

(20-5)(0224) _ , _ (20-5)(0.224)

2 s 0= 2
x@,zofs Zl—(%),ZO—S
2 2
3.36 5 3.36
7 < c < 2
X0.025,15 Xo.975,15
3.36 , 3.36
ST <62 < T
27.49 6.27
0.122 < o2 < 0.536

Significa que la variabilidad del efecto total de los tipos de gasolina se encuentra entre el
12% y el 53.6%.
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2

. o
Intervalo de confianza para — - es:
o +o
2
L o
< < v

I+L ol+0> 1+U

Datos
a=5,n=4, N= 20 , MSE = 0.224 , o = 0.05 , MSrtratamientos = 1.5275
Ff,ml,qu: F@,sfl,zofsz F0‘025’4’15 - 3.80
2 2
F =F = F = ! = ! 0.115473441
& - 0.05 = L0975415 - = U
1=())a-1.N=a 1-=0-5-1,20-5 Fo.025,15,4 8.66

Calculando los limites inferior y superior de confianza

Mms, .. .
= N Mmoo 1 2 L5275 1) L gy = 1o 7045
n MS, F, 41 0.224 3.80 4 4
E,a—l,N—a
L = 0.1986
MS, . .
— 1 tratamient o 1 _1 :l 1 5275 1 _1 21(5905445_1)
n MS, F 41 0.224 0.115473 4

-2 a-1,N-a
2

=i(58.05445) = 14.51
U= 14.51

Obteniendo el intervalo
2
L < o, < U
I+L ol+0® 14U
Sustituyendo se tiene:

0.1986 o’ 14.51
< <

T

1+0.1986  o’+0’  1+1451
0.1986 o’ 14.51
< <

T

1.1986 ol +o’ 1551

2

o
0.1657 < — < 0.9355
o.+0o

Significa que la variabilidad de la proporcién de una observacién entre los tipos de

gasolina se justifica entre 16% y 93% de la varianza observada en el efecto que produce.
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Cuadro Comparativo del Modelo de Efectos Fijos y el Modelo de Efectos Aleatorios

Aspecto Modelo de Efectos Fijos Modelo de Efectos
Aleatorios
YiTH Tt Ej Yi=H Ut Ej
Modelo a 7i ~ N(0,5.)
ZTi =0
i=1
Efecto de 1 Contrastes desconocidos Variables aleatorias
Forma de seleccion de | El experimentador || 5  seleccién de los “a”

los tratamientos a|selecciona especificamente tratamientos se hace

considerar en elllos “a” tratamientos que|muestreando al azar dentro
Experimento.

intervienen en el |de cierta poblacion de
experimento. tratamientos.
Ho : p1 = p2 =......= pa
Hi @ wi =y, para al menos
Planteamiento de un par (i,j) Ho: 62 =
Hipdtesis 0
Hoit1 = 12=..=1a = 0 Hi: 62 > 0
Hi:i = 0 para al menos un i
i=1,2,..,a
Se pretende estimar 1 o2,
Anélisis de Varianza Igual Igual
Se hacen solamente para|Se hacen para todos los
los tratamientos | tratamientos que conforman
involucrados en el | la poblacion de donde fueron
Conclusiones experimento; es decir, las|tomados los tratamientos; es

conclusiones son validas|decir, que las conclusiones
respecto a los niveles del |pueden extenderse a la
factor considerados de|poblacién de los niveles del
manera especifica en el |factor.

analisis.

9. SELECCION DEL TAMANO MUESTRAL

La seleccién del tamafio de la muestra es una decision muy importante en todo
problema de disefo experimental; es decir, determinar el numero de réplicas que deben
hacerse en el experimento para cada tratamiento.

Si al experimentador le interesan los efectos pequefios en lugar de grandes,
generalmente se requiere mas réplicas por cada tratamiento. Esta metodologia se puede
aplicar en general a situaciones mas complicadas, en que aqui se plantee para disefios de un
solo factor.

A continuacion se discutirdn algunos métodos para determinar el tamafio adecuado

de la muestra.
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9.1 MODELO DE EFECTOS FIJOS

9.1.1 Curvas Caracteristicas de Operaciones

Las curvas caracteristicas son herramientas Utiles para seleccionar el niumero de réplicas,
de tal manera que su disefio sea sensible a diferencias potenciales entre los tratamientos.

Concretamente, las curvas caracteristicas de operacion es una grafica de la probabilidad del
error tipo II de una prueba estadistica, para un tamano de muestra particular, contra el
parametro que refleja la extension en la cual la hipétesis nula es falsa.

La probabilidad de error tipo II en el caso de muestras del mismo tamafio en cada
tratamiento (caso balanceado); estd reflejado en el poder de la prueba, que se define de la
siguiente manera:

1 - B = P {Rechazar Ho / Ho es falsa}
= P{Fo > Fo,a-1,v-a / Ho es falsa}
Para evaluar la probabilidad establecida, se necesita conocer la distribucion de la

estadistica Fo, en el caso que la hipdtesis nula sea falsa. Se puede demostrar que, si Ho es

Tratamient os

M.
falsa, la estadistica Fo = T se distribuye como una variable aleatoria F no centrada
E

con a-1 y N-a grados de libertad y un pardmetro de centralizacién &. Si =0, la distribucién F

no centrada se transforma en la usual distribucién F (centrada).
Las graficas de las curvas caracteristicas se utilizan para calcular la probabilidad del poder
de la prueba. En las cuales se encuentra la probabilidad de error tipo II (B) contra el parametro

o, el cual esta definido de la siguiente manera:

a
2
ny.,
(p2 = izliz, en donde el valor ¢? esta relacionado con el parametro de descentralizacion §.
aoc

Las Curvas Caracteristicas tienen valores disponibles de o = 0.01 y o = 0.05, y para
diversos valores de los grados de libertad del numerador (V1) y del denominador (V2).

Para utilizar las Curvas Caracteristicas de Operacién, el experimentador debe especificar
el valor de ¢; para el Modelo de Efectos Fijos. Esto a menudo resulta dificil, pero una forma de
determinar ¢ es elegir los valores de las medias de tratamiento para los cuales se desea
rechazar Ho con una probabilidad alta.

Es decir, que p1, p2, ... , pa son las medias de los tratamientos propuestos, el valor de ¢ se

A . . - - 1 .
encontrara utilizando la ecuacion anterior, en donde i = Ui- ¢ y u = —Z,ui es el promedio
i=1
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de las medias individuales de tratamiento. También, se necesita una estimacion para s?, la cual
puede obtenerse en base a experiencias pasadas, una estimacién propuesta o en experimentos
previos se deberd usar MSe.

Si no se tiene seguridad del valor de 2, se toman valores posibles de 52 en un intervalo y
se determina el tamafio de la muestra estudiando el efecto que tiene el pardmetro o2 sobre el

tamano de la muestra antes de tomar una decision final.

Procedimiento
e Definir el a.
e Encontrar el promedio de las medias individuales de tratamiento.
e Encontrar los efectos de los tratamientos.
e Encontrar 2.

e Encontrar la aproximacién de n utilizando las curvas caracteristicas.
e Hacer conclusion.

Ejemplo 12

Supongaque i1 =50 , 2=60 , w3 =50 y pi= 60 son las medias de cuatro poblaciones
normales. ¢Cudntas observaciones deben tomarse de cada poblacidon para que la probabilidad
de rechazar la hipdtesis nula de igualdad de medias sea al menos de 0.90?. Suponga que

o = 0.05 y que una estimacion razonable de la varianza del error es ¢ = 25.

Solucion

Datos
w =50, w=60, u3=50, w=60, aa=0.05, ¢>2=25 , 1-=0.90

¢ Encontrando el promedio de los tratamientos.

Su, Zi,u[=50+60+50+60 = 220

i=1 i=1

4
- 1
U= Zy,.:z(zzo):ss

e Calculando los efectos de los tratamientos.

u=u- U
W=p- 4 =50-55=-5 L=w-u=60-55=5
13=u3-/_1=50—55=-5 14=p4-/_1=60—55= 5

4
Por lo tanto er = (-5)2 + (5)2 + (-5)2 + (5)2 = 100
i=1
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4
2
O _ ooy _

2 =l —
4(25) 100

¢

Se utilizara la curva caracteristica de operacion con los siguientes datos:

a-1=4-1= 3 (grados de libertad del numerador Vi)
N - 4 = 4 (n-1) (grados de libertad del denominador V2)

¢>=n, a=005, a=4
Tomando una primera aproximacién para el numero de réplicas de n=3, entonces se
obtiene:

Vi=3, V2=4(3-1)=4(2)=8 ,¢>=3 , ¢ =1.73

Los valores que se van ha utilizar en la grafica de esta primera aproximacion para encontrar
la probabilidad de error tipo II (B) son:

a=005 , Vi=3 , V2=8 , o =173

La grafica para estos valores es la siguiente:

] I
§§ NN

£ NN

: o g“,‘m‘;‘ \\ \\\\\\\\\ N

: :2: AW \\ WAMAAMAMA N
AN \\\\\\ \
AN

1. 2 ! 3 «— Pparaa = .05)

dlparaa = .01)—> 1 2 3 4 5

64



UNIDAD PROGRAMATICA II:” DISENOS UNIFACTORIALES”

De la grafica anterior se obtiene que B ~ 0.38, lo cual se concluye que 1n=3 réplicas no son

suficientes, porque la potencia de la prueba es aproximadamente 1 - B = 1-0.38 = 0.62, lo cual
resulta menor a la requerida que es de 0.90.

Utilizando el procedimiento anterior se obtiene la siguiente tabla.

n o ¢ V2 =a(n-1) B Poder (1-B)
3 3 1.71 8 0.38 0.62
4 4 2 12 0.18 0.82
5 5 2.24 16 0.09 0.91

¢ Conclusiéon
Para n= 5 se obtiene que el poder de la prueba es 0.91 y se establecié que 0.90 era

aceptable; por lo tanto, se requiere al menos 5 réplicas para tener una prueba con la potencia
deseada.

Ejemplo 13
Suponga que cinco medias han sido comparadas en un Analisis de Varianza con o = 0.01.

Al experimentador le gustaria conocer cuantas réplicas debe correr, si le parece importante
2

5
T.
rechazar Ho con una probabilidad de al menos 0.90, si Z 12 = 5.0.
=1 O
Solucién
Datos

5
T
«=0.01 , a=5 , > - =50
e Calculando ¢?

N 2

n T.
2 _ ;l_5n
¢P= ="0=n

ao

o Se utilizara las curvas caracteristicas de operacion del Modelo de Efectos Fijos con
los siguientes datos:
a-1=5-1=4(grados de libertad del numerador Vi)

N -5 =5 (n-1) (grados de libertad del denominador V2)
o°=n , a=0.01, a=5

Tomando una primera aproximacién para el niumero de réplicas de n=4, entonces se

obtiene:
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Vi=4 , V2=5(4-1)=53)=15 ,¢*=4 ,¢=2

Los valores que se van ha utilizar en la grafica de esta primera aproximacion para encontrar
la probabilidad de error tipo II (B) son:

a=001 , vi=4 , \L,=15, =2

La grafica para estos valores es la siguiente:

1.00

gofe1 "4
70 - e .
N <
A @5 O \\\N
§ 20 ?fo ) 4
- .08 \ WALV WY N
5 AL R A S 0 W W W R W .Y
= 5 AW AL R A W AR R WA
3 % LR VEIL R AL RS
2 os WU Y ARV R YV VN
g o ALV A VLV VNN NN
o NN PAMA Y\
A AVANIARY

2 3 €— ¢(paraa = .05)
& (parag = .01) — 1 2 3 4 5

De la grafica anterior se obtiene que B ~ 0.38, lo cual se concluye que n=4 réplicas

no son suficientes, porque Ila potencia de la prueba es aproximadamente

1-B=~1-0.38 = 0.62, lo cual resulta menor a la requerida que es de 0.90.

Utilizando el procedimiento anterior se obtiene la siguiente tabla.

n ¢? ¢ V2 =a(n-1) B Poder (1-8)
4 4 2 15 0.38 0.62
5 5 2.24 20 0.18 0.82
6 6 2.45 25 0.06 0.94
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e Conclusién
Para 1 = 6 se obtiene que el poder de la prueba es 0.94 y se estableci6 que 0.90 era

aceptable; por lo tanto, se requiere al menos 6 réplicas para tener una prueba con la potencia
deseada.

El inconveniente de este enfoque es que resulta dificil obtener el conjunto de medias de
tratamiento sobre el cual se basara la decisidn sobre el tamafio de la muestra.

Para solucionar este inconveniente se debe seleccionar el tamafo de la muestra, de
manera que la hipdtesis nula se rechace; si la diferencia entre cualquier par de medias de
tratamiento excede a un valor especifico y cuando mucho sea D, se puede demostrar que el

nD?

5
2a0

valor minimo de ¢2? es. ¢? =

Ya que éste es el valor minimo de ¢?, el tamafio de las muestras que se obtienen
con las curvas caracteristicas toma un valor conservador; es decir, que proporciona una

potencia igual, al menos a la especificada por el experimentador.

Ejemplo 14
Del ejemplo anterior, el experimentador desea rechazar la hipdtesis nula con una probabilidad
de 0.90 como minimo, si la diferencia entre cualquier par de medias de tratamiento es a lo

sumo igual a 10. Suponiendo que c? =25.

10)°
El valor minimo de ¢? es: (p2 = 2’2;)(;5)2 0.51 y al realizar el analisis como en el ejemplo

anterior se concluye que 71n=6 réplicas son necesarias para obtener el nivel de sensibilidad

deseado cuando a = 0.01.

9.1.2 Especificacion de un incremento en la Desviacion Estandar.

La desviacion estandar de una observacion escogida al azar es o; si no existen
diferencias entre las medias de tratamiento.

Pero si las medias de tratamiento son diferentes, la desviacién estdandar de una observacion

seleccionada al azar, viene dada por:

Si se toma p como el porcentaje de que no debe sobrepasar la desviacion estandar de una

observacion; es decir, que equivale a tomar
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=1+ 0.01p , donde p = porcentaje.

después de hacer calculos algebraicos en la ecuacién anterior se tiene:

2
a 7

1

VEa _ ivooipio1 (Ver Apéndice (7))

o

Ahora, multiplicando por \/;
a 2

Jn \(‘7" z(A/(1+0.01p)2—1)ﬁ

2
a 7

1

Entonces ¢ = \izlia = . [(1+0.01p)> =1 -/n
o

N

Se calcula ¢ para un valor especifico de p; y se utilizan las Curvas Caracteristicas de
Operacion (Modelo de Efectos Fijos), para determinar el valor de B y luego encontrar el poder

de la prueba para establecer el tamafio de muestra requerido que cumpla con la probabilidad

establecida.

Procedimiento.
e Encontrar el valor de ¢
e Encontrar la aproximacién de n utilizando las curvas caracteristicas.

e Hacer conclusion.

Ejemplo 15
Supongamos que en el ejemplo de los programas de estudio se desea detectar un incremento
del 25% en la desviacion estandar con probabilidad minima de 80% y que a = 0.05. éCudl es el

tamafio de muestra requerido?.

Solucion.

p=25 , a=3, N=an , N-a=an-a=a(n-1)

e Encontrar el valor de ¢
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@ = /1+0.01p)> —1/n = [(1+0.01(25))> =1 -/n = -/0.5625 /n = 0.75/n

e Se utilizara la curva caracteristica de operacion con los siguientes datos:

a-1=3-1=2(grados de libertad del numerador V1)
N - 3 = 3 (n-1) (grados de libertad del denominador V2)

©=0.75n , a=0.05, a=3
Tomando una primera aproximacion para el nimero de réplicas de n=5, entonces se
obtiene:
Vi=2, Va=3(5-1) =3(4) =12 , ¢ = 0.75-/5 = 1.68
Los valores que se van ha utilizar en la grafica de ésta primera aproximacion para
encontrar la probabilidad de error tipo II (B) son:
a=005 , Vi=2 , V2=12 , ¢ =1.68
La grafica para estos valores es la siguiente:

"o [ 22 ,
.70 ; 07
.60 e o

.50 O3 \\\

.40

30 NN
M N\ \\\\\\\\g\

.20

§§ ‘@é‘;ﬁ* 5“&?\*\\\&\ X,
| NN UARARARNVAN
o R\ MV

yEEE | W

Probabilidad de aceptar la hipotesis

Grados de libertad para el numerador (v Grados de libertad para el denominador (v;)
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De la grafica anterior se obtiene que B ~ 0.40, lo cual se concluye que 1= 5 réplicas

no son suficientes, porque Ila potencia de la prueba es aproximadamente
1-pB=~1-0.40 = 0.60, lo cual resulta menor a la requerida que es de 0.80.

Utilizando el procedimiento anterior se obtiene la siguiente tabla.

n ® V2= a(n-1) p Poder (1-B)
5 1.68 12 0.40 0.60
6 1.84 15 0.25 0.75
7 1.98 18 0.18 0.82

¢ Conclusion
Para n=7 se obtiene que el poder de la prueba es 0.82 y se establecié que 0.80 era

aceptable; por lo tanto, se requiere al menos 7 réplicas para tener una prueba con la
potencia deseada.

9.2 MODELOS DE EFECTOS ALEATORIOS

9.2.1 Curvas Caracteristicas de Operacion.

La probabilidad de error tipo II en el caso de muestras del mismo tamafo en cada
tratamiento, esta reflejado en el poder de la prueba, que se define de la siguiente manera:
B =1 - P {Rechazar Ho / Ho es falsa}

2
=1-P{Fo > Fuaina/ O, >0}
Para llevar acabo la evaluacion de esta probabilidad, es necesario saber la distribucién de

Tratamient os

M,
la estadistica Fo = T cuando la hipdtesis alternativa es verdadera. Ademas, se
E

puede demostrar que si Hi1 es verdadera (af2 > 0), el Fo tiene una distribucién F, con a-1 y N-a

grados de libertad.

La sensibilidad de la prueba puede determinarse utilizando las Curvas
Caracteristicas de Operacion para el Analisis de Varianza del Modelo de Efectos Aleatorios.
Estas curvas estan elaboradas para diversos valores de grados de libertad del numerador y
denominador, y para valores de a = 0.01 y a = 0.05.

En estas curvas se encuentra graficada la probabilidad de error tipo II, contra el

parametro %, el cual esta definido por:

2
no
A
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Este parametro contiene los dos parametros desconocidos O'f y o2, pero pueden ser
estimados. Al tener una idea de cuanta variabilidad es importante detectar en la poblacién de

tratamientos se puede estimar 0,2 y o2 a través de un juicio o experiencias anteriores. Algunas

2
. - L, , O

veces es conveniente definir 0,2 en funciéon de la razén —;; porque c? suele conocerse.
o

Procedimiento.
o Definir el a
e Encontrar A
e Encontrar la aproximacién de n utilizando las curvas caracteristicas.

e Hacer conclusion.

Ejemplo 16

Retomando el ejemplo planteado de los tipos de gasolinas. Si suponemos que la diferencia
entre los tipos de gasolina es lo suficientemente grande, como para producir un incremento en
la desviacién estandar del doble de la varianza del error en cualquier observacion. éCual debe

ser el tamafo de la muestra para detectar este aumento con probabilidad minima de 0.852.

Solucion

Datos

a=5 , 0> =2¢®> , 1-p=0.85,N=an

T

e Definirel a = 0.01

e Encontrar A

A= \/1+no-; = \/1+n(2€)=  1+2n

(o3 (o2

¢ Se utilizara la curva caracteristica de operacion con los siguientes datos:
a-1=5-1 =4 (grados de libertad del numerador Vi)
N -5 =5 (n-1) (grados de libertad del denominador V2)

A= A 142n

Tomando una primera aproximacion para el nimero de réplicas de n=2, entonces se obtiene:

Vi=4 , Va=5(2-1)=51)=5, A= .1+2n = [1+2(2)=./5

Los valores que se van ha utilizar en la grafica de esta primera aproximacion para encontrar
la probabilidad de error tipo II (B) son:
a=001 , Vi=4 , V2=5 , L= 2.24

La grafica para estos valores es la siguiente:
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De la grafica anterior se obtiene que B ~ 0.80, lo cual se concluye que 1 = 2 réplicas

no son suficientes, porque la potencia de la prueba es aproximadamente

1-pB~1-0.80 =0.20, lo cual resulta menor a la requerida que es de 0.85.

Utilizando el procedimiento anterior se obtiene la siguiente tabla.

n A V2 =a(n-1) B Poder (1-B)
2 2.24 5 0.8 0.2
3 2.64 10 0.5 0.5
4 3.00 15 0.3 0.7
5 3.32 20 0.2 0.8
6 3.60 25 0.12 0.88

e Conclusion

Para n= 6 se obtiene que el poder de la prueba es 0.88 y se establecié que 0.85 era

aceptable; por lo tanto, se requiere al menos 6 réplicas para tener una prueba con la

potencia deseada.
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9.2.2 Especificacion de un incremento en la Desviacion Estandar.

De manera similar el de efectos fijos, la desviacién estandar de una observacion
escogida al azar es o; si no existen diferencias entre las medias de tratamiento.
Pero si las medias de tratamiento son diferentes, la desviacion estandar de una observacion
seleccionada al azar, viene dada por: Jo? +0'f . Si se decidiera rechazar la hipdtesis nula para
un incremento superior a un porcentaje fijado p, en la desviacion estandar de una observacion,

\/c72+0'2 o’

" =1+ 0.01p por lo tanto, —= (1 + 0.01p)2 - 1 (Ver Apéndice(8)),
O O

2 —
luego sustituyendo en la ecuacion del parametro y utilizando el método de las curvas

2 2
caracteristicas | A =] 1+ no-; se tiene A = \ l+% = \/ 1+n[(1+0.01p)> —1]
o) o

Se calcula A para un valor especifico de p; luego se utilizan las Curvas

entonces:

Caracteristicas de Operacién del Analisis de Varianza del Modelo de Efectos Aleatorios para
determinar el valor de B, y luego encontrar el poder de la prueba para establecer el tamafio de

muestra requerido que cumpla con el poder de la prueba establecida.

Procedimiento
e Encontrar el valor de A
¢ Encontrar la aproximacién de n utilizando las curvas caracteristicas.

e Hacer conclusion.

Ejemplo 17
Si suponemos que en el ejemplo de los tipos de gasolina se desea observar un incremento del
25% en la desviacion estdndar con una probabilidad minima de 80% y que a = 0.05. {Cudl es

el tamafio de la muestra requerido?.

Solucion.

Datos
p=25, a=5 aa=0.05,1-B=0.80 ,N=an
¢ Encontrando el valor de )

A= 1+a[(1+0.01p)* —1]= ./ 1+n[(1+0.01(25))> —1]= ./ 1+n(0.5625)

e Se utilizara la curva caracteristica de operacion con los siguientes datos:

a-1=5-1 =4 (grados de libertad del numerador Vi)

N-5 =5 (n-1) (grados de libertad del denominador V2)

A= ./1+n(0.5625), o =0.05, a=5
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Tomando una primera aproximacion para el nimero de réplicas de n=4, entonces se

obtiene:

Vi=4 , V2=5(4-1) = 5(3) =15, A= ./ 1+n(0.5625) =,/ 1+4(0.5625) = 1.80

Los valores que se van ha utilizar en la grafica de esta primera aproximacién para encontrar la
probabilidad de error tipo II (B) son:
a=005 , Vi=4 , V2=15 , A=1.80

La grafica para estos valores es la siguiente:
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g .30
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3 .07 A\ 2 ,A\Q\ &Q\\ N
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Aiparaa = .01) —>» 1 2 3 4 5

8 7 8 9 10 1 12

De la grafica anterior se obtiene que B ~ 0.50, lo cual se concluye que 1 = 4 réplicas no

son suficientes, porque la potencia de la prueba es aproximadamente 1 - g = 1-0.50 = 0.50,
lo cual resulta menor a la requerida que es de 0.80.
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Utilizando el procedimiento anterior se obtiene la siguiente tabla.

n A V2= a(n-1) B Poder (1-B)
4 1.80 15 0.50 0.50
5 1.95 20 0.35 0.65
6 2.09 25 0.30 0.70
7 2.22 30 0.25 0.75
8 2.34 35 0.18 0.82

e Conclusién
Para 1= 8 se obtiene que el poder de la prueba es 0.82 y se establecido que 0.80 era

aceptable; por lo tanto, se requiere al menos 8 réplicas para tener una prueba con la

potencia deseada.

9.3 METODO DE ESTIMACION POR INTERVALO DE CONFIANZA.

El método supone que los resultados finales que el experimentador desea reportar
aparecen en términos de intervalos de confianza y que estd dispuesto a especificar de
antemano la anchura de estos intervalos.

Para ello, se debe utilizar la ecuacion que determina el error estandar de cada
promedio y la distribucion t, encontrandose la precision del intervalo de la siguiente manera.

2MS,

a
—N-a
5 n

+ ¢

Ejemplo 18

Retomando el ejemplo 4, del porcentaje de carbdn.

Encontrar el nimero de réplicas necesarias si se desea que el intervalo de confianza del 95%
para la diferencia de la resistencia media a la tension entre dos tratamientos sea de + 5, y que

una estimacion a priori de ¢ es 3.

Solucion

Datos

a=005, N=16 , a=4 , MSe~x062=9 , =3, N-a=an-1)

- 2MS,
5,N—a\ n

209)

SR

2
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18
E Lo05n-a W

Puesto que N - @ = a (n - 1) y suponiendo que se propone 11 = 6 réplicas , se tiene la precisidn
del intervalo:

N -a = 4(6-1) = 4(5)=20

18
t ¢ —
0.025,20 \/;

+ (2.086)-3
+ 3.61 este valor es mas preciso que el propuesto (+5)

Suponiendo ahora n=5 réplicas, la precisién del intervalo es:

N -a = 4(5-1) = 4(4) = 16

18
E Lomsis \/;

T (2.120)+/3.6
+ 4.02 este valor es mas preciso que el propuesto (+5)

Suponiendo ahora n= 4 réplicas, la precision del intervalo es:

N -a=4(4-1) = 4(3) = 12

18
t0.025,12‘\ 4

+ (2.179) /4.5

4.62 este valor es mas preciso que el propuesto (£5)

-+

H+

Suponiendo ahora n= 3 réplicas, la precision del intervalo es:

N-a=43-1)=412)=8

18
t¢ —
0.025,8 \/Z

+ (2.306)-/6
+ 5.65
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Conclusion

Con n= 3 réplicas el intervalo calculado sobre pasa el valor de precisidn establecido

(£5), entonces el minimo de tamafio de muestra que debe tomarse es de n= 3 ; ya que

conduce a la precisién deseada.

10. CODIFICACION DE LAS OBSERVACIONES

Existen problemas de Disefo de Experimento en donde los resultados que se obtienen
(valores de las observaciones) suelen ser demasiado grandes o son valores con punto decimal,
etc; y los célculos Matematicos para llevar acabo el Analisis de Varianza suelen ser tediosos o
complicados en el caso que realicen manualmente, en este tipo de problemas se deben
codificar los datos para simplificar los calculos Matematicos que se llevan acabo en el Analisis
de Varianza. Esta codificacidén consiste en restar, sumar, dividir o multiplicar un valor constante
a cada una de los valores de las observaciones o realizar cualquier operacién aritmética que el
experimentador o analista estime conveniente; en esta codificacion puede combinarse una o
mas codificaciones a la vez, siempre y cuando se cumpla el objetivo de simplificar los calculos
Matematicos. Es facil comprobar que cualquier codificacion que se realice en las observaciones

no hace variar los resultados que se obtienen en la Tabla de Andlisis de Varianza.

Ejemplo 19

En el ejemplo 10 se presenté la tabla siguiente:

Gasolina Observaciones
A 91.7 91.2 90.9 90.6
B 91.7 91.9 90.9 90.9
C 92.4 91.2 91.6 91.0
D 91.8 92.2 92.0 91.4
E 93.1 92.9 92.4 92.4

Si a esta tabla de datos se codifica restando 90 a cada una de las observaciones, nos queda la

siguiente tabla:

Gasolina Observaciones Yi.
A 1.7 1.2 0.9 0.6 4.4
B 1.7 1.9 0.9 09 5.4
C 2.4 1.2 1.6 1.0 6.2
D 1.8 2.2 2.0 1.4 7.4
E 3.1 2.9 2.4 2.4 10.8
y.. = 34.2
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Ahora se realizan los célculos Matematicos para llevar a cabo el Analisis de
Varianza, de la misma forma como se hizo anteriormente:

Datos

a=5,n=4, N=20,1=1,2345,]=1,234

Calculos Matematicos
Medias de los Tratamientos

j’f,:yi'

n
- :4.4_11 - :5.4_135 - :6.2_155
Y1 4 . s Vo 4 . Y 4 .
- =7.4_185 - :10.8_27 —=34.2_171
Ya, 4 . Vs 4 Lo V. 20 .

Sumas de Cuadrados

2
= 67.96 (34.2)
20
= 67.96 - 58.482
SSt = 9.478
5 2
Yiio V.
SStratamientos = ——
Trat t ; Y N
_ (44 +(54)° +(62) +(74) +(10.8)°  (34.2)
4 20
= 64.59- 58.482

SStratamientos = 6.108
SSE = SSt - SStratamientos

= 9.478 - 6.108
SSe = 3.37

Medias de Cuadrados

SSTratam[emos — 6108 — 6108
a-1 5-1 4

SS, _ 337 _ 337
MSe = = =

N-a 20-5 15

M STratamientos =

= 1.527

= 0.224
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Estadistica

MS . 1.5275
FO — Tratamientos — - 6 82
MS, 0.224
Tabla de Analisis de Varianza
Fuente Suma Grados Media
de de de de Fo
Variacion Cuadrados Libertad Cuadrado

Gasolinas 6.108 4 1.5275 6.82
Error 3.37 15 0.224
Total 9.478 19

Como puede observarse los valores obtenidos en la Tabla de Analisis de Varianza anterior
coinciden a los obtenidos en el ejemplo desarrollado sin codificar los datos; por lo tanto, la
codificaciéon de los datos no afecta los resultados de la Tabla de Anadlisis de Varianza;
solamente facilita los calculos Matematicos que se utilizan para llevar a cabo la elaboracion de

la Tabla de Analisis de Varianza.
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11. PROBLEMAS RESUELTOS

PROBLEMA 1

En un proceso quimico de fabricacién de sinter (un aglomerado), se cuenta con tres diferentes
tipos de maquinas: A: manual , B: semiautomatica y C: automatica.
Se mide el contenido de impureza (%) de los productos de una semana y se obtienen los

siguientes resultados.

Tratamiento

Observaciones
(nivel)

Maquina A 3.09, 3.18, 0.92, 2.10, 1.95, 3.27

Maquina B 2.19,192,4.65,2.16 ,3.15,2.88,4.23,4.85,3.90, 3.13 ,4.02

3.16 ,4.92,3.01,4.38,5.04,3.59,4.62,2.21,3.69, 2.83 ,4.17

3.62,3.81,4.65,3.97, 3.61

Maquina C

Pruebe con un nivel de significancia del 5%, si existe diferencia en el contenido de impureza del

sinter fabricado en cada maquina.

Solucion

Variable de estudio: Porcentaje de Impureza en el sinter
Ho : pa = pe = pc (No existe diferencia entre las tres maquinas)
H: : pa = pus # uc (Existe diferencia entre las tres maquinas)
El significado verbal de las hipétesis es:
Ho : No existe diferencia significativa en el contenido de impureza del sinter
fabricado en cada una de las maquinas.
H: : Existe diferencia significativa en el contenido de impureza del sinter
fabricado en cada una de las maquinas.
Este experimento es un ejemplo de un Disefio Unifactorial Desbalanceado; porque cada

tratamiento tiene un ndmero diferente de observaciones.
Datos
Tratamientos: a = 3

Numero de observaciones: n1=6 , n2 =11 ns =16
NUmero total de observaciones: N = ni+n2+n3 = 6+114+16 = 33

1=1,2,3 j=1,2,..1i

80



UNIDAD PROGRAMATICA II:” DISENOS UNIFACTORIALES”

Calculos Matematicos

Totales

V=20,
j=1
6

yi = Y.y, =3.09 + 3.18 + ....+3.27 = 14.51
j=1
11

y2.= Dy, = 2.19 + 1.92 + ...+4.02 = 37.08
Jj=1
16

ys. = ). y; =3.16 + 4.92 +...+3.61 = 61.28
j=1
3

y.= >y, =14.51+ 37.08 + 61.28 = 112.87

i=1

Medias de los Tratamientos

o = Vi
1. nl
A]. _ 14.51 545 v, = Vo _ 37.08 337
6 6 11 11
;3. _ Vs _ 61.28 - 383 } Y. 112.87 = 3.47
16 16 33 33

Sumas de Cuadrados

3.
SSr=33 - 2 =1(3.09)2+(3.18)2+(0.92)%+..

2
N

i=l j=l

= 418.99 - 386.05
SSt = 32.937

..+(3.97)2+(3.61)?] -

(112.87)°
33

3 .2 2 5 5
i 14.51 37.08
SSTratamientos = ZL - Y. = |:( ) + ( )

i=1 I’li N

= 294.78 - 386.05
SSTratamientos = 8.73

6 11

SSE = SST - SSTratamientos
= 32.937 -8.73
SSg = 24.207
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Medias de Cuadrados

SS ratamient os 873
MSTratamientos = Jra LB = 4.365
a—1 2
SS 24.207
MSk = £ = = 0.8069
N-a 30
Estadistica
MS ) 4.365
FO — Tratamientos — — 577
MS, 0.756
Tabla de Analisis de Varianza
Fuente Suma Grados Media
de de de de Fo
Variacion Cuadrados Libertad Cuadrado
Maquinas 8.73 2 4.365 5.41
Error (Dentro de 30 0.8069
Tratamientos) 24.207
Total 32.937 32

Utilizando un nivel de significancia del 5% (a = 0.05), para encontrar el Frabias (Tablas

Fisher) con 2 grados de libertad (a-1) en el numerador y 30 grados de libertad (N-a4) en

denominador.
Fo,a-1,N-a =F0.05,2,30 = 3.32
Comparando el Fo calculado en el analisis de varianza y el Frabias , S& puede observar que:
Fo > Frablas
5.77 > 3.32
Por tanto, se rechaza la hipétesis nula (Ho) y se acepta la hipétesis alternativa (Hi).
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También, se puede observar graficamente, de la siguiente manera:

Zona de
Aceptacion Zona de
de H, Rechazo

de H,

U U

Limite minimo de aceptacion  Fo = 5.41
(FTabIas = 332)

Se observa que el valor de Fo cae en la zona de rechazo de Ho.
Conclusién
Existe diferencia significativa en el contenido de impureza del sinter fabricado en cada una

de las maquinas.

PROBLEMA 2

Como en el problema 1, la hipétesis nula fue rechazada; lo cual significa que existe diferencia
significativas entre las tres maquinas.

Entonces se podria ser interés saber cuales son las parejas de medias que difieren. Para ello se
utilizara el Método de comparacion de Parejas de Medias de Tratamientos Ilamado Método de

la Minima Diferencia Significativa (LSD).

Solucion

Por ser un Disefio Desbalanceado se aplicara la siguiente formula para encontrar el LSD

Datos.

a =005, MSe=0.756, N=33 , ni=6 , n2 =11, n3=16 , a=3

=242 , y, =337 , y,=3.83, tEN_ = L5 3 3= Looas 30— 2.042
Ph 2

83



UNIDAD PROGRAMATICA II:” DISENOS UNIFACTORIALES”

¢ Encontrando el valor del LSD para cada una de las parejas de medias, con la

formula establecida.

Para J, y ¥, el LSD es: (2.042)\ 0.756[é+111j = (2.042)(0.441278936) = 0.901

Paray, y 7, el LSD es: (2.042) 0.756(é+1j= (2.042)(0.4162329) = 0.849

16

|

Para y, y y, el LSD es: (2.042)\/0.756(111+

b

16)= (2.042)(0.3405542)= 0.695

e Calculando la diferencia de los promedios.
1vrs2:|y, - y,|= |2.42 - 3.37/=-0.95 > 0.901
1vrs3:|y, - ¥,|=12.42-3.83 = |-1.41] > 0.849
2vrs3:|y, - ¥,|=13.37 - 3.83 = |-0.46| < 0.695

Se dice que una pareja de medias difieren significativamente si el valor absoluto de las
diferencias de los promedios de los tratamientos correspondientes es mayor que LSD

encontrado para cada pareja de medias.

e Conclusiones

Cc) Se observa que la pareja de medias que no difiere significativamente son la media dos
y la media tres; ya que |-0.46 | < 0.695; por lo tanto, no existe diferencia significativa
entre la maquina semiautomatica y la maquina automatica.

d) La pareja de medias que difieren significativamente son la uno y la dos; como también
la uno y la tres; ya que el valor absoluto de las diferencia de los promedios a resultado
ser mayor que el valor encontrado del LSD correspondiente ; por lo tanto, existe
diferencia significativa entre la maquina manual y la maquina semiautomatica y también

entre la maquina manual y la maquina automatica.
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PROBLEMA 3
Retomando los resultados del problema 1, se desea encontrar un intervalo de confianza del

95% para el contenido medio de impureza del sinter fabricado en la maquina automatica.

Solucién
Por ser un Disefio Desbalanceado vy tratarse de un intervalo de confianza para una sola media

se utilizard la siguiente formula:

— IMS
v, i, £ tomando el valor de 11 = —
. EJ\/—a\ n Za: 1

Datos
a =0.05, MSe=0.756, N=33 , ni=6 , n2 =11, n3=16 , a=3

y,=242 , y, =337 , y,=383 , t 7a=t%33 3= Loonszo — 2042
233

31 I 1 1 0.320075757
> +—+
“n 6 11 16

Sustituyendo

MS
— ”
Vs = t?gsa\ 9

0.756

025,30 9
3.83 £ (2.042) (0.289827534)

3.83 = ¢

3.83 +0.592

Por tanto, el intervalo buscado es: 3.238 < uc< 4.422; es decir, que se tiene el 95%

de confianza que en 100 muestras del mismo tamafo tomado anteriormente (1n=9) ; 95 de

esas muestras la media del contenido de impureza del sinter fabricado en la maquina

automatica caera dentro del intervalo de [3.238 , 4.422].
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PROBLEMA 4
Si en el Disefio Experimental del Problema 1; se contara con nueve maquinas, tres de cada tipo
y se seleccionaran aleatoriamente una de las tres de cada uno de los tipos para medir el
contenido de impureza del sinter fabricado en cada maquina.
a) Escriba el nombre del Disefio Experimental a que se refiere el problema 1; asi
planteado.
b) Realizar el analisis del experimento detallando las diferencia de cdmo fue analizado en el

Problema 1.

Solucion
a) El problema 1, asi planteado se refiere a un Modelo de Efectos Aleatorios.
b) Como es un Disefio de Experimentos de Modelo de Efectos Aleatorios su analisis tendra

algunas diferencias como fue analizado en el problema 1.

Las diferencias son las siguientes:

i) El planteamiento de las hipdtesis.
Las hipdtesis en este caso se deben plantear en relacién a la variabilidad entre las
maquinas. Es decir.
Ho : o2 = 0 ( No existe variabilidad entre las maquinas),
H: : % > 0 (Existe variabilidad entre las maquinas)

ii) En la conclusidn ya que son aplicadas a todas maquinas de esos tipos.
Como el anadlisis de varianza nos indica que se rechazar Ho; entonces en este
sentido se concluye que. Existe diferencia significativa en el contenido de impureza

del sinter fabricado en cada uno de los tipos de maquinas.

PROBLEMA 5
Considerando el problema 1, como un Modelo de Efectos Aleatorios. Encontrar:
a) La estimacién de los componentes de varianza y la estimacion de la variacién de
cualquier observacion de la muestra.
b) Un intervalo de confianza para o2 del 99%.
Datos.

a=3 ’ N= 33 5 }(3'01 3 3= Z(?.OOS,}O = 53.67 ’ MSe = 0.756 ’ MStratamientos = 4.365
-3

2 - .2 —
a=0.01 , ¥ oo .. .= Xoswsz 1379
(5333
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Solucién a)

Estimacion de los Componentes de Varianza.

6% = MSe
= 0.756
6_2 — MSTratamientas _MSE

T

n
Como se trata de un Disefio Desbalanceado debe tomarse 7 como

a

1 a Z nl?

i=l1

a-1 ; ' i”

i=1

Sustituyendo

mo= L (33413 l[33 ~12.515151] = 1 (20.484849) = 10.2424 ~ 10
3-1 33] 2 2

4.365-0.756 _ 3.609
10

Gl= = 0.361
V(y;)= 61+6° =0.361 + 0.756
=1.117

Solucién b)

El Intervalo de confianza para o? se encuentra de la siguiente manera.
(N —-a)MS, (N—-a)MS,
Xa ) 1.
—N-a 1-(=),N—a
2 2
Sustituyendo

(33-3) (0.756)

G2

(33-3)(0.756)

2 s 0= 2
X 0‘%,3373 Zlf(o'zﬂ),ssfz;

22.68 5 22.68
— < o < —
X0.005,30 X0.995,30
22.68 , 22.68
—— < o < —
53.67 13.79
0.422 < o> < 1.645

Significa que la variabilidad del efecto total del contenido de impureza del sinter fabricado en
los tipos de maquinas se encuentra entre el 42.2% vy el 164.5%.
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DISENOS POR BLOQUES
1. DESCRIPCION

En todo Disefio de Experimento se desea que el Error Experimental sea lo mas pequefio
posible, ya que refleja tanto el Error aleatorio como la variabilidad entre las unidades
experimentales o grupos de Unidades Experimentales; es decir, se trata de sustraer del Error
Experimental la variabilidad producida por las unidades experimentales o grupos de Unidades
Experimentales.

Para lograr lo anterior, las unidades experimentales se deben distribuir aleatoriamente
en grupos o bloques, de tal manera que dentro de un bloque sean relativamente homogéneas y
que el numero de ellas dentro de un bloque sea igual al nUmero de tratamientos por investigar.
A esta forma de organizar y distribuir las unidades Experimentales se le denomina Diseio por
Bloques.

El principio de bloqueo se basa en que las unidades experimentales dentro de cada
bloque o grupo deben ser parecidas entre si (que exista homogeneidad dentro del bloque) y
que los bloques debieran ser diferentes entre si (que exista heterogeneidad entre los bloques);
y ademas que las unidades experimentales se deben distribuir aleatoriamente en los grupos o
bloques de tal manera que dentro de un bloque sean relativamente homogéneas; lo que
significa que el bloqueo o agrupamiento del material experimental debe hacerse de tal forma
que las unidades experimentales dentro de un bloque sean tan homogéneas como sea posible y
que las diferencias entre las unidades experimentales sean explicadas, en mayor proporcion,
por las diferencias entre los bloques. Esta técnica es una generalizacion de la prueba de
comparacion de medias de muestras apareadas, donde cada pareja es un bloque. Para la
validez del analisis, se supone que no existe interaccién entre los bloques y los tratamientos.

En experimentos de campo, cuando no se tenga informacién segura sobre la uniformidad
del terreno, siempre es preferible introducir bloques, que servirdn para separar la variabilidad
debido a dicha heterogeneidad.

Los Disefios que cumplen estas caracteristicas y que seran objeto de estudio en esta unidad, se
clasifican en:
1) Disefios Aleatorizados por Bloques Completos.

2) Disefios Aleatorizados por Bloques Incompletos Balanceados.
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2. DISENOS ALEATORIZADOS POR BLOQUES COMPLETOS
DESCRIPCION

Este Disefio se da cuando cada bloque tiene tantas unidades Experimentales como
Tratamientos, y todos los tratamientos son asignados al azar dentro de cada bloque.

En este tipo de Disefio la palabra "Completo” significa que todos los tratamientos son
probados en cada bloque, y los bloques forman una unidad experimental mas homogénea con
la cual se comparan los tratamientos, y "Aleatorizado” porque dentro de cada bloque los
tratamientos son asighados de forma aleatoria a las unidades Experimentales; es decir, que
todas las Unidades Experimentales de un mismo bloque tienen la misma probabilidad de recibir
cualquiera de los tratamientos. Esta estrategia de Disefo mejora efectivamente la precision en

las comparaciones al eliminar la variabilidad en los tratamientos.

El procedimiento general para este Disefio consiste en seleccionar “b” bloques y ejecutar

una réplica completa del experimento en cada bloque, por lo tanto, habrd “a” observaciones

(una por nivel del factor) en cada bloque. Se realiza una observacién por tratamiento en cada
bloque y el orden en que los tratamientos son asignados a las unidades experimentales dentro
de cada bloque se hace aleatoriamente.

Este Disefio en la practica se aplica en situaciones muy numerosas y su utilidad se
puede detectar con mucha facilidad; es por ello, que es uno de los Disefios mas ampliamente
utilizados.

Entre algunas situaciones que pueden ser controladas sistematicamente mediante el
analisis por bloques, son las unidades de equipo de prueba o maquinaria; ya que tienen
diferencias en sus caracteristicas de operacidon y constituyen un factor tipico que es necesario
controlar, y ademas lotes de materia prima , personas o tiempo, también constituyen fuentes

de variabilidad en un experimento.

Ejemplo 1

En la Escuela Nacional de Agricultura (ENA) se llevo a cabo un experimento para indicar
los efectos relativos de tres fertilizantes diferentes en el rendimiento de una cierta variedad de
frijol de soya. Para lo anterior se dispuso de 18 parcelas diferentes y debido a la localizacién de
éstas se considerd ventajoso agruparlas en bloques de tres parcelas cada uno. Después los
tratamientos se asignaron al azar a las parcelas dentro de cada bloque. Al final de la época de
la cosecha se obtuvieron los rendimientos promedios en quintales (qq.) por parcela dentro de

cada bloque.
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Interpretacion del Ejemplo 1

El ejemplo planteado anteriormente es considerado como un Disefio Aleatorizado por
Blogues Completos, ya que se dispone de 18 parcelas diferentes y por su localizacién se
realizaron 6 grupos de tres parcelas cada uno, los cuales constituyeron los bloques, luego se
distribuyen los tres tipos de fertilizante (tratamientos) de una forma aleatoria en las tres
parcelas de cada uno de los bloques y de esta forma fue posible hacer un estudio del efecto de
los tres fertilizantes en el rendimiento de frijol de soya, disminuyendo asi, el error experimental

y la variabilidad de las parcelas en el experimento.

2.1 REPRESENTACION SIMBOLICA DE LOS DATOS

En el supuesto que se tienen "a" tratamientos y se han seleccionado “b” bloques y
llevado a cabo una réplica completa del experimento en cada uno de los bloques. La

representacion tipica de los datos para este tipo de Disefio es la siguiente:

Bloques
Tratamientos '
1 2 30 | b
1 Y11 Y12 Y13 | e Yib \%8
2 Y21 y22 y23 | Y2b ya.
a Ya1 Ya2 Yaz | ... Yab Ya.
Y. Y.1 Y.2 Y3 | Y.b Y..

Un valor de la tabla yi; representa la observacién del tratamiento i en el j-ésimo bloque.
En general habran "b" observaciones en el tratamiento /.
donde:

yi. :Totales por renglones (tratamientos) o total de observaciones del tratamiento 1.

y.j :Totales por columna (Bloques) o total de observaciones del bloque ]
y.. :Total General o total de todas las observaciones.

v, : Promedio del Renglén(tratamiento) o promedio total de las observaciones

del tratamiento 1.
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y; : Promedio de columnas (Bloques) o promedio de las observaciones del bloque ]

y . Promedio general (Promedio de todas las observaciones)

Matematicamente se expresan de la siguiente manera:

b a a b , a b o ) _ y
yivzzyij > Y-jzzyg/ 5 yu:ZZy[j Y yuzzyi.: Zyja yzx:yk > yj:_j
j=1 i=1 i=1 =1

i=1 j=1 b ’ a

donde N = ab, nimero total de observaciones.

2.2 MODELO ESTADISTICO

Se pueden escribir las observaciones de la tabla anterior por medio del siguiente Modelo
Estadistico Lineal:

i=12,...,a

Yij - “ —"_ li + Bj +8ij {j =1’29---)b

donde:

Yij - Es la observacién de la variable respuesta medida en el i-ésimo tratamiento y j-ésimo
bloque.

W : Es la media general.

1 : Es el efecto del i-ésimo tratamiento.

Bi : Es el efecto del j-ésimo bloque

&jj . Es el término usual NID(0,c?) del error aleatorio.

1 : Variando de 1 hasta el nUmero de Tratamientos (a).

j : Variando de 1 hasta el nimero de Bloques (b).

Inicialmente se considera que los tratamientos y los bloques son factores fijos. Ademas,

los efectos de tratamiento y de bloque se consideran como desviaciones de la media general,

a b
porlotanto: » £,=0 y > j3,=0.
i-1 =
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2.3 SUMAS Y MEDIAS DE CUADRADOS

El Andlisis de Varianza consiste en el estudio de la descomposicion de la variabilidad
total de los datos en sus partes que estd compuesta.
Sea:

SSt : Suma total de cuadrados corregida.
SStratamientos : Suma de cuadrados debida a los tratamientos.
SSgiques : Suma de cuadrados debida a los bloques.

SSk : Suma de cuadrados debida al error

La suma total de cuadrados corregida se puede expresar de la siguiente forma:

SS1= 3>y, - y.)

i=1 j=I
Al descomponer esta sumatoria y después de hacer algunos pasos algebraicos vy

considerar que los tres términos que contienen productos cruzados son iguales a cero (Ver

Douglas C. Montgomery, afio 1991, Paginas 121 y 122) se obtiene lo siguiente:

a b a b a b
SSr= 22@ -y =b Z@,.—?)Z +a 2(5.,-—5..)2 + 221(%,- —y, =ty

i=l j= i= j= i=l j=

Esta expresion representa una descomposicion de la suma total de cuadrados y esta
formada por la suma de cuadrados de las diferencias entre los promedios de los tratamientos y
el promedio general, que constituye una medida de la diferencia entre las medias de
tratamiento. El siguiente término es la suma de cuadrados de la diferencia entre los promedios
de los bloques y el promedio general, lo cual constituye una medida de la diferencia entre las
medias de bloques, y el ultimo término que es la doble sumatoria de las observaciones vy la
media general restando los promedios de los tratamientos y los de los bloques; constituye el

error aleatorio.

Por lo tanto:
SSt = SStratamientos T SSBloques T SSE
donde
SSt : Tiene N-1 grados de libertad, porque existen N observaciones en total y un sélo

pardmetro a estimar que es p .

SStratamientos : Tiene -1 grados de libertad, porque existen * a ” niveles del factor y un sélo

parametro a estimar que es 1; .
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SSeloques : Tiene b-1 grados de libertad, porque existen “ a4 ” bloques y un sélo

parametro a estimar que es f3;.

SSe : Tiene (a-1)(b-1) grados de libertad, porque existen ab celdas que proporcionan

ab-1 grados de libertar y la suma de cuadrados del error no es mas que la suma

de cuadrados entre las celdas, menos la suma de cuadrados de tratamiento y la

suma de cuadrados de bloques; entonces los grados de libertad del error seran:
ab-1-(a-1)-(b-1) = (a-1)(b-1).
Los grados de libertad de la suma total debe ser igual a la suma de los grados de

libertad de SStratamientos , SSBloques Y SSE; es decir, N-1 = (a -1)+( b-1)+( a-1)( b-l) = ab-1.

Matematicamente estas sumas se obtienen de la siguiente manera:

a b 2 a b
Y. . - P
SSt = ZZy; N 6 SSt = ZZ(yi/ -y )’ (Ver Apéndice 1)
i=l j=1 i=l j=I
Syiov! iy
SSTratamientoszz bl - N o) SStratamientos = bZ(yl._—y_')z (Ver Apéndice 2)
i=l i=1
by, y? Lo -
SShloques = Z—‘j— N o SShloques = aZ(ij—y“)2 (Ver Apéndice 3)
=1 a

Jj=1
La suma de cuadrados del error se encuentra por diferencia:

a b o o o
SSe = SSt - SStratamientos = SSsloques O SSE =Zz(yij_y-j_yi-+y--)2

i=l j=1

Las medias de cuadrados o cuadrados medios, que se definen en funciéon de las sumas de

cuadrados y los grados de libertad; es decir, cada suma de cuadrados dividida entre sus grados
de libertad es igual a una media de cuadrados.

Matematicamente se expresan de la manera siguiente:
SS SSB/aques SSE

MSratamientos = 5 MSsioques = ——— 5 MSEe =

a1 b1 T @-1b-1)

Tratamient os

donde :

MStratamientos : Suma de Cuadrados Medios entre Tratamientos.
MSeloques : Suma de Cuadrados Medios entre Bloques.

MSe : Suma de Cuadrados Medios del Error.
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Si se usa la suposicion de normalidad de los errores y el resultado del teorema de

Tratamient os Bloques
2 ! 2
G O O

independientes con distribucion ji-cuadrada.

COCHRAN es posible demostrarse que ZE son variables aleatorias

Igualmente que en la Unidad anterior, puede mostrarse que los valores esperados de las

medias de cuadrados pueden definirse asi:

a b
by i ay B;
E(MSTratamientos) = g% + Ll 5 E(MSBquues) =5+ ;;1—1 5 E(MSE) =2
a— —

2.4 ANALISIS ESTADISTICO

A continuacion se plantearan las bases estadisticas para el estudio de este tipo de
Disefio.

En un Experimento donde se utilice el Disefio Aleatorizado por Bloques, puede darse el
caso que los tratamientos y los bloques sean factores fijos o que ambos sean factores

aleatorios; las diferencias para su estudio son minimas.

Tratamientos y Bloques Fijos

El Andlisis Estadistico comienza definiendo la hipdtesis que se desean probar, en este
modelo se desea comparar las medias de tratamiento, por lo tanto las hipétesis son:

Ho : p1 = w2 =...= pa
Hi: wi # pj, para i#j.

Una forma equivalente de expresar las hipétesis anteriores en funcion de los efectos de
tratamiento, es la siguiente:

Ho:u= 1 =...=1a=0
Hi : =0 , para al menos un i

1 b
Ya que la media del i-ésimo tratamiento es [l; = EZ(y+ri +,Bj)= n+
j=1

Luego para llevar a cabo la prueba de las hipodtesis planteadas anteriormente, es

necesario realizar el Andlisis de Varianza y para la cual se debe usar la estadistica siguiente:

S S Tratamient os
_ MS .
F, = a-1 = Tratamientos |5 cual tiene una distribucion Fo (a-1).(a-1)b-1) Si 1a hipdtesis
0 SSE MSE s a,(a-1),(a-1)(b-1) P
N-—-a

nula es verdadera. Por lo tanto, la regién critica es el extremo superior de la distribucion F,

como se observa a continuacion.
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Zona de
Aceptacion Zona de
de H, Rechazo

de H,

’ﬂrabla

De tal modo la hipétesis nula (Ho) se rechazard si:  Fo > Fo a-1),@a-1)0-1)

Donde F, se obtiene a través del Anadlisis de Varianza y Fo,(a-1),(a-1)(b-1) por medio de la

tabla F. La siguiente tabla Resume el Analisis de Varianza.

Tabla de Analisis de Varianza

Fuente Suma Grados Media
de de de de Fo
Variacion Cuadrados Libertad Cuadrado
Tratamientos |SStratamient _ MSratamient
ratamientos a 1 ratamientos FO _ MSTmmWemOS
Blogues SShaioques b-1 MSaioques MSE
Error SSE MSe
(a-1)(b -1)

Total SSt N-1

En este tipo de Disefio como se ha estudiado existen dos fuentes de variacion
controlables (Tratamientos y Bloques) y una incontrolable (Error).

Las hipotesis que se han planteado es para comparar las medias de tratamientos; pero
puede resultar de interés la comparaciéon de las medias de los bloques; ya que si no hay
gran diferencia entre ellas, el analisis por bloques quiza no es necesario en el experimento.

Si se analizan los valores esperados de las medias de cuadrados, puede parecer que la

S Bloques

hipdtesis Ho : B; = 0, puede ser probada utilizando Fo=
MS,

Yy  Fo,(b-1),(a-1)(b-1). Pero la

aleatorizacion fue realizada s6lo a los tratamientos dentro de los bloques, no asi los bloques
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a los tratamientos; es por eso que los bloques representan una restriccion para la
MS

Blogues

MS,

aleatorizacién, en consecuencia éQué efecto tiene esto sobre la estadistica Fo = ?.

Hay diversos argumentos a esta pregunta
< Box, Hunter y Hunter (1978)
Concluye que la prueba para comparar bloques no puede ser incluida bajo este

argumento a consecuencia de la aleatorizacidn; pero que si los errores son NID(0,5?), la

Blogques

estadistica F, = puede usarse para comparar las medias de los bloques.

E

< Anderson y Mcean (1974)
Argumentan que la restriccion de aleatorizacion impide que esta estadistica puede ser
util para comparar las medias de los bloques, y que la estadistica F, en realidad es una
prueba para la igualdad de las medias de los bloques mas la restriccion de
aleatorizacién.

Como la restriccidon de aleatorizacion queda en tela de juicio, ¢Qué hacer en la practica?.
MS

Bloques

En general no es conveniente tomar F, = como una prueba F exacta. Es por

E

eso que no aparece en la tabla de Andlisis de Varianza. Pero el examen de la razdn entre
MSsioques Y MSE se puede utilizar para investigar de forma aproximada el efecto de la variable
bloque. Un valor grande de esta razoén, indica que el factor bloque tiene un efecto grande y que
la reduccién de ruido obtenida al analizar por bloques posiblemente fue util al mejorar la

precision de las comparaciones entre las medias de tratamiento.

Ejemplo 2

Se probaran 5 raciones respecto a sus diferencias en el engorde de novillos. Se dispone de 20
novillos para el experimento, que se distribuyen en 4 bloques (5 novillos por bloque) con base
a sus pesos, al iniciar la prueba de engorde. Los 5 tratamientos (raciones) se asignaron al azar
dentro de cada bloque. Los novillos mas pesados se agruparon en un bloque, en otro se
agruparon los 5 siguientes mds pesados y asi sucesivamente. Se obtuvieron los siguientes

datos:
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Tratamientos Blogues

(Raciones) 1 2 3 4
1 0.9 1.4 1.4 2.3
2 3.6 3.2 4.5 4.1
3 0.5 0.9 0.5 0.9
4 3.6 3.6 3.2 3.6
> 1.8 1.8 0.9 1.4

Solucién

Antes de realizar los calculos matematicos, se definirdn las hipétesis que se desean probar.
Ho : w1 = n2 = u3 = wa = ps (No existe diferencia entre las Raciones)

Hi:p#p2 #p3 # pse = ps (Existe diferencia entre las Raciones)

Variable Respuesta: Engorde de los Novillos.

El significado verbal es:
Ho : La cantidad de racion no influye en el engorde de los novillos.

Hi: La cantidad de racion influye en el engorde de los novillos.

Datos

Tratamientos: @ = 5 , Bloques : b = 4

NUmero total de observaciones: N = 5x4 = 20 , i=1,2345 , j=1,23,4

Para que los calculos matematicos resulten mas faciles, la siguiente tabla muestra los

datos de la tabla anterior codificados (restandoles 1 y multiplicando el resultados por 10).

Tratamientos Blogues Yi.
(Raciones) 1 2 3 4

1 -1 4 4 13 20

2 26 22 35 31 114

3 -5 -1 -5 -1 -12

4 26 26 22 26 100

5 8 8 -1 4 19

Y. 54 59 55 73 y.= 241
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Calculos Matematicos

Totales Tratamientos Totales de Bloques
4 5
Yi. = Zyzj Yi = Zyi/
j=1 i=1
4 5
yL= > y,=-1+ 4 +4 +13 =20 yi= D y,=-1+26+(-5)+26+8 =54
j=1 i=1
4 5
yz.=2y2_].=26+22+35+31=114 y2 = V,=4+22+ (1) +26 + 8 =59
= 1

= i

P

L
™M

o

|

~
I
Il

= -5 4 (-1) + (-5) + (-1) = -12 ys3=

M-
=

=4+ 35+ (-5) + 22 + (-1) = 55

ya.= DV, =26 + 26 + 22 + 26 = 100 ya = = 134314 (-1)+26+4=73

.Mm
<
I

~.
Il
Il

4 4
ys.= D s, =8+8+(-1)+4=19 y. =2 ¥ y =(-1)+ 4+ 4+ 13 +..+ (-1) + 4 = 241

5
y
Jj=1 i=l j=I1

Medias de Tratamientos Medias de Bloques
i b -J a
Y _20 - Y, _54
V=<V _ ¢ =-1=""-10.8
TSy Y175 s
Y, _114 — ¥, _59
=-2=___—-255 =-~=__—=11.8
Yo 4 4 Yo 5 5
V. _(_12) - Vi, 55
= — = —3 = "= 11
T4 4 Y35 s
y,. 100 — Y, _73
7L =""" =95 =-"=-—=14.6
“T 4 4 V4T 5 s
— »n_19 — y 241
=-L="7-4.75 =--=-——=12.05
sS4y 720 20
Sumas de Cuadrados
5 4 2 2
241
Ssr= > >y e [(1)2 4 (4)2 4 (8)2 4t (1)2 4 ()] - @4n”
-1 j=1 N 20

= 6257 - 2904.05
SSt = 3352.95
2
;y“ Y7 (207 +(114)° +(100)* +(19)*  (241)°
b N 4 20
= 5975.25 - 2904.05

SStratamientos =
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SStratamientos = 3071.2

;y‘f V(547 +(59) +(55)° +(73)° _ (241)°

a N 5 20
= 2950.20 - 2904.05

SSkloques = 46.15

SSe = SSt1 - SStratamientos = SSBlogues
SSe = 3352.92 - 3071.20 - 46.15
SSe = 235.6

SSBquues =

Medias de Cuadrados

SS ) 3071.20 3071.20
MSratamientos = Tratamientos — = = 767.8
a-—1 5-1 4
SS pogues _ 46.15 _ 46.15
MSBquues = - - = 15.38
b-1 4-1 3
SS . 2356 235.6
MSEe = = = = 19.63
(@a=DGB-1)  (BHEA) 12
Estadistica
MSTratamient 05 — 767 . 8
Fo = = = 39.1136 ~ 39.11
MS, 19.63
Tabla de Analisis de Varianza
Fuente Suma Grados Medias
de de de de Fo
Variacion Cuadrados Libertad Cuadrados
Raciones 3071.20 4 767.8 39.11
Novillos 46.15 3 15.38
Error 235.60 12 19.63
Total 3352.95 19
Utilizando un nivel de significancia del 5% (o = 0.05) para encontrar el Frablas

(Tablas Fisher) con 4 grados de libertad (a-1) en el numerador y 12 grados de libertad

(a-1)(b-1) en denominador.

Fo,a-1,(a-1)(b-1) =Fo0.05,4,12 = 3.26
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Comparando el Fo calculado del Analisis de Varianza y el Frabias , S& puede observar que:
Fo > Frablas
39.11 > 3.26

Por tanto, se rechaza la hipdtesis nula (Ho) y se acepta la hipdtesis alternativa (H1).

También puede observarse graficamente, de la siguiente manera:

Zona de
Aceptacion | Zona de
de H, Rechazo
de H,
[T, |
Limite minimo Fo = 39.11

de aceptacién (Frablas = 3.26)

Se observa que el valor de Fo cae en la zona de rechazo de Ho.

Conclusion
Las cinco raciones no son igualmente efectivas en el engorde de novillos o la cantidad de

racion influye significativamente en el engorde de los novillos.

2.5 ESTIMACION DE LOS PARAMETROS DEL MODELO

Al utilizar el método de minimos cuadrados se pueden obtener los estimadores de p, u y Bj

del modelo:

Yi=Htut B + e

i=1
las estimaciones siguientes: (Ver Douglas C. Montgomery, afio 1991, Pagina 135).

a b
Se deben tomar en cuenta las restricciones Zfi =0y Zﬂj = 0, por lo tanto se obtienen
j=1
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Lo que significa que la media general puede ser estimada usando el promedio total de las
observaciones, que cualquiera de los efectos de los tratamientos son solo la diferencia entre el
promedio del tratamiento y el promedio total, y cualquiera de los efectos de los bloques son
solo la diferencia entre el promedio del bloque y el promedio total.

Estas estimaciones encontradas se pueden utilizar para encontrar los valores estimados o

ajustados de vyi; sustituyendo la ecuacion del modelo de la siguiente manera:
Py=h+t + B

Vi~ j’ +( j}i. _)7/“)—'—( )_/, _)_/)

=yt y.-y t oy, -y
es decir

Vi = j/i. + j},j_y..

Ejemplo 3
Al usar el ejemplo 2; en el cual se prueban cinco raciones respecto a sus diferencias en el
engorde de novillos, para encontrar las estimaciones de la media general, los efectos de las

raciones (tratamientos) y la distribucién de los novillos (bloques) se tiene:

Datos

y, =50, y, =285, y, =-3.0, y, =25, y, = 4.75 (Promedios de Tratamientos)

y, =108, y, =118, y,=11, y,= 14.6 (Promedios de Bloques)

y =12.05, 1=1,234,5, j= 1,2,3,4

Solucion
A

{=y = 12.05 (Media general)
Estimacion de los Efectos de los Tratamientos

7 :5)1'. _)_’“
7,=y, -y =5-12.05 = -7.05 (Efecto de la racién 1)
Significa que el engorde de los novillos disminuird en 7.05 con la aplicacién de la racién

ndmero 1.

AN —

r,=y, —y = 28.5-12.05 = 16.45 (Efecto de la racién 2)
Significa que el engorde de los novillos aumentard en 16.45 con la aplicacién de la racién

ndmero 2.
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A —

r,=y, —y =-3-12.05=-15.05 (Efecto de la racién 3)
Significa que el engorde de los novillos disminuird en 15.05 con la aplicacién de la racion

numero 3.

A —

r,=y, -y =25-12.05 = 12.95 (Efecto de la racién 4)
Significa que el engorde de los novillos aumentard en 12.95 con la aplicaciéon de la racién

ndmero 2.

A —

=y, —y =4.75-12.05 = -7.3 (Efecto de la racién 5)
Significa que el engorde de los novillos disminuirda en 7.3 con la aplicacion de la racién

ndmero 5.

Estimacion de los Efectos de los Bloques

ﬂj =j},j _j}..

By =y,-y =10.8-12.05=-1.25 (Efecto del bloque 1)
Significa que el engorde de los novillos disminuird en 1.25 al haber agrupado los novillos en el

bloque 1. (Novillos mas pesados).
B,=y, -y =11.8-12.05 = -0.25 (Efecto del bloque 2)
Significa que el engorde de los novillos disminuird en 0.25 al haber agrupado los novillos en el

bloque 2. (Novillos menos pesados que los del bloque 1).

By=y,—y =11-12.05=-1.05 (Efecto del bloque 3)
Significa que el engorde de los novillos disminuird en 1.05 al haber agrupado los novillos en el
bloque 3. (Novillos menos pesados que los del bloque 2).

B.=y,—y =14.6-12.05=2.25 (Efecto del bloque 4)

Significa que el engorde de los novillos aumentara en 1.25 al haber agrupado los novillos en el

bloque 4. (Novillos menos pesados que los del bloque 3).
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2.6 COMPARACION ENTRE TRATAMIENTOS

Si en un Disefio Aleatorizado por Bloques los tratamientos son fijos y el Analisis de
Varianza indica que existe una diferencia significativa entre las medias de tratamiento, el
experimentador estara interesado en realizar comparaciones adicionales en grupos de medias
de tratamiento, para determinar cuales son las medias que difieren. Cualquier método
estudiado en el Disefio Unifactorial (Unidad II) puede ser utilizado para este fin; con algunas
variantes.

Para llevar a cabo las comparaciones entre grupos de tratamiento para un Disefio

Aleatorizado por Bloques se debe sustituir el nUmero de réplicas o repeticiones (71) por el

numero de bloques (b) en las férmulas utilizadas en cada uno de los métodos estudiados en la
Unidad anterior y ademas se debe utilizar los grados de libertad del error que estan definidos
por (a-1)(b -1) para un Disefio Aleatorizado por Bloques.

A continuacion se presentaran los métodos descritos en la Unidad II, expresando
solamente las variantes que se deben incorporar para llevar a cabo la comparacion de medias
de tratamiento para un Disefio Aleatorizado por Bloques. Las hipodtesis a probar, el

procedimiento y conclusiones se haran de igual manera que en la Unidad II.

1) Comparacién de Medias de Tratamientos Individuales
a) Contrastes Ortogonales

La suma de cuadrados de un contraste viene dada por:

2
(Z ciy,g]
§S, = v/

La estadistica de prueba (Frabias) que se debe utilizar para rechazar la hipétesis tiene una

, con un soélo grado de libertad.

distribucion F con 1y (a-1)(b-1) grados de libertad, es decir Fa 1 a-1y0-1).

b) Método de Scheffé para comparar todos los contrastes.

El error estandar del contraste sera:

MS, &
S = £ cr
Cr \ b IZ:IZ ik

El valor critico con el que Ck serd comparado esta dado por:
Sok = S, x/(a - l)Fa,a—l,(afl)(bfl)
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2) Comparacion de Parejas de Medias de Tratamientos.

a) Método de la Minima Diferencia Significativa (LSD)
2MS
a1 b-1) b

El LSD estara dado de la siguiente manera: LSD = ¢

b) Prueba de Intervalos Miiltiples de Duncan

El error estandar de cada promedio se calcula de la siguiente forma:

g = MS,
Vi b

Para encontrar los intervalos significativos ra(p,f), para p=2,3,...,4, o sigue siendo el

nivel de significancia yfel numero de grados de libertad del error que son (a-1)(b-1).

De igual manera para encontrar los minimos intervalos significativos Rp = rq (p,f) S
Yi.

con p= 2,3,..,, 4, se tomara f como el nimero de grados de libertad del error (a-1)(b-1).

c) Prueba de Tukey

El valor critico de todas las comparaciones vendra dado por: T.= qa(a,f)Sf donde S
Vi Yi

, ) , MS,
es el error estédndar de cada promedio y estd dado por § = T yf= (a-1)(b-1),

Yi.

los grados de libertad del error, o el nivel de significancia y " a " el nUmero de

tratamientos.

3) Comparacion de Tratamientos con un control.

o . 2MS,
La hipétesis nula se rechaza si |y, -y, | > da(a-l,f)\T, donde du(a-1,f) se

encuentra en la tabla de Dunnett con a que es el nivel de significancia yf los grados
de libertad del error, que estan dados por (a-1)(b-1).

Ejemplo 4
Como en el ejemplo de las raciones, se rechazo la hipdtesis nula (Ho); es necesario determinar
que medias son significativamente diferentes; para observar esas diferencias entre las medias

se utilizara la Prueba de Intervalos Mdltiples de Duncan.

Datos
a=0.05, MSe=19.63,a=5,b=4,N=20,
Grados de libertad del error: (a-1)(b-1) = (5-1)(4-1)= 4x3 = 12

;1‘ :5.0';2‘ = 25.5, ;34 =-3.0, ;4, =25.0, ;5, =4.75
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Solucion

Medias de tratamientos ordenadas ascendentemente:

y, =-3.0 , ;5. =4.75 , }1. =5.0 , Vs =250 , Yy, =255

e Obtencion del error estandar de cada media.

S :\/MSE _ /19.63=2_22
; b 4

¢ Tomando un a = 0.05 y 12 grados de libertad (f), de las tablas de Intervalos

Significativos de Duncan, se obtienen los siguientes valores de los intervalos
significativos, para p=2,3,4,5.

ro.os(2,12) = 3.08 , ro.os(3,12) = 3.23 , ro.os(4,12) = 3.33 , roos(5,12) = 3.36
¢ Calculando los minimos intervalos significativos para p = 2,3,4,5.

R2 = ro.os (2,12) § = (3.08)(2.22) = 6.84
Vi

R3 = ro.os (3,12) S = (3.23)(2.22) = 7.17
Vi

Ra = roos (4,12) S = (3.33)(2.22) = 7.39

Rs = ro.05 (5,12) S = (3.36)(2.22) = 7.46

¢ Realizando las comparaciones y las diferencias de las medias.

2vrs3: y, - y, =255 - (-3.00) = 28.50 > 7.46 (Rs )*
2vrs5: y, -y, =255-4.75 = 20.75 > 7.39 (R4) *
2vrs1:y, -y =255-500 =20.50 > 7.17(R3)*

2vrsd iy, -y,

25.5-25.00 =0.50 < 6.84 (R2)

4vrs3: y, -y, =25.0-(-3.00) =28.00 > 7.39 (Ra) *

4vrs5: y, - ys =25.0-4.75 =20.25 > 7.17 (R3) *
4vrs1:y, -y, =2500-500 = 20.00 >6.84 (R2)*
1vrs3:y, -y, =500 -(-3.00) =8.00 >7.17 (R3)*

lvrs5: y, -y, =500 -4.75

0.25 < 6.84 (R2)

5vrs3: ys - s

4.75 - (-3.00) 7.75 > 6.84 (R2)*

Dos medias son significativamente diferentes si la diferencias observada es mayor que el

intervalo minimo significativo correspondiente.
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Conclusiones

a) Como el valor de las diferencias de las medias dos y cuatro, una y cinco resulté ser menor
gue el minimo intervalo significativo correspondiente; entonces se dice que no existe
diferencias significativas entre las raciones dos y cuatro, una y cinco.

b) Por el contrario las demas diferencias de medias (*) resultaron ser mayores que el minimo
intervalo significativo correspondiente; entonces se dice que existe diferencia significativa

entre ellas.

2.7 TRATAMIENTOS Y BLOQUES ALEATORIOS

Cuando se lleva a cabo un Experimento de un Diseno Aleatorizado por Bloques, al
momento de seleccionar los tratamientos y los bloques se pueden dar los siguientes casos:
1) Tratamientos y Bloques sean Fijos.
2) Tratamientos Fijos y Bloques aleatorios.
3) Tratamientos Aleatorios y Bloques Fijos.

4) Tratamientos y Bloques Aleatorios.

El primer caso, ya fue estudiado; sin embargo si se dan los demdas casos el
procedimiento de Analisis de Varianza se lleva a cabo como el primer caso, sélo existen unas
pequefias variantes; que es en la interpretacién de los resultados obtenidos del Analisis; ya que
las conclusiones pueden ser generalizadas a toda la poblacién de tratamientos y bloques de
donde fueron seleccionados aleatoriamente y el planteamiento de las hipétesis, dependiendo si
los tratamientos o bloques son aleatorios o fijos.

Ademas, si los bloques son aleatorios se espera que las comparaciones entre los
tratamientos sean las mismas en toda la poblacién de bloques de la que se eligieron

aleatoriamente los que se usaron en el experimento, y la esperanza de la media de cuadrados

estara definida por E(MSasioques) = o2 + aaé, en dondeaz, es la componente de varianza del

efecto de los bloques; y en cualquier caso E(MStratamientos) Siempre es independiente del efecto

de los bloques y por lo tanto, el estadistico de prueba para estudiar la variabilidad entre los

. . - _ MSTratamientoS
tratamientos siempre sera: Fo =
MS
Puede suceder que el efecto del tratamiento i afecte adversamente al bloque j,

produciendo un rendimiento extraordinariamente bajo, pero no afecta a los otros tratamientos,
entonces se dice que ha ocurrido una iteracion entre los tratamientos y los bloques. La iteracién
también se puede dar cuando la respuesta se mide en una escala equivocada; pero esto no

afecta la prueba para las medias de los tratamientos, ya que si los bloques son aleatorios, tanto
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el valor esperado de la media de cuadrados de tratamiento y la media de cuadrados del error
contienen el efecto de la iteracidon; y por esta razon que la prueba para la diferencia en el nivel
medio de los tratamientos se realiza comparando la media de cuadrados de tratamientos y la

media de cuadrados del error.

2.8 SELECCION DEL TAMANO MUESTRAL

En un Diseno Aleatorizado por bloques la seleccion del tamafio de la muestra o del
numero de blogues debe ser una decision muy importante, ya que al aumentar el nUmero de
bloques, también aumenta el nimero de réplicas y los grados de libertad de la media de
cuadrados del error, haciendo el Disefio mas sensible.

En este tipo de Disefio no tiene sentido hablar o encontrar el nimero de réplicas, sélo el
numero de bloques, ya que debe cumplir que el tratamiento se debe aplicar una sola vez en
cada uno de los bloques, y por consecuencia al encontrar el nimero de bloques se esta
determinando el nimero de réplicas en el Experimento.

Cualquier método estudiado en el Disefio Unifactorial (Unidad II) es valido, solamente
que se deben tomar en cuenta algunas variantes.

Para llevar a cabo la seleccidon de la muestra o nimero de bloques en cada una de las

formulas utilizadas en los métodos estudiados en la Unidad anterior, se debe cambiar el

numero de réplicas (1) por el nimero de bloques (b) y se deben utilizar los grados de libertad
del error (a-1) (b-1).

A continuacion se presentan los métodos estudiados en la Unidad II, expresando
solamente las variantes que se deben realizar. El procedimiento y conclusiones se haran de

manera similar.

1) FACTOR FIJO

a) Curvas Caracteristicas de Operaciones

bz T}

El valor de ¢ se calcula de la siguiente manera: (|)2 = ’:172

ac
grados de libertad del numerador y (a-1)(b-1) los grados de libertad del denominador.

, en donde a-1 son los
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En caso que resulte dificil obtener el conjunto de medias de tratamientos, el valor de (p2
, bD*
vendra dado por: (|)2 =2 = donde a-1 son los grados de libertad del numerador y
ao

(a -1)(b-1) los grados de libertad del denominador.

b) Especificacion de un Incremento en la Desviacion Estandar.

El valor de ¢ viene dado por: ¢ = x/(l"'O-OlP)Z -1 ﬁ, donde a-1 son los grados de

libertad del numerador y (a -1)(b-1) los grados de libertad del denominador.

2) FACTOR ALEATORIO

a) Curvas Caracteristicas de Operaciones

bo?
El valor de A se calcula de la siguiente manera: A = \ 1+—2T , donde a-1 son los grados
o

de libertad del numerador y (a -1)(b-1) los grados de libertad del denominador.

b) Especificacion de un Incremento en la Desviaciéon Estandar.

El valor de A viene dato por A = \/1+b(1+0.01p)2 —1, donde a-1 son los grados de

libertad del numerador y (a -1)(b-1) los grados de libertad del denominador.

3) Método de Estimacion por Intervalo de Confianza
. . . 2MS,
La precision del intervalo viene dada por: * t,
L@\ b

Ejemplo 5

Retomando el ejemplo de las raciones para Novillos.
Encontrar el nimero necesario de bloques si se desea que el intervalo de confianza del 95%,

para la diferencia media de las raciones sea + 3 y que una estimacion a priori de ¢ es 2.

Solucién
Para solucionar este ejemplo se pondra en practica el método de Estimacién por Intervalo de
Confianza.

Datos

=005, a=5, MSgexc? , 6=2 , o2 =4
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Precision del intervalo

+ ¢ %
%ma—l)(b—l) \ b

2(4)
22 sne-n\ b

8
* tvozs,(4)(b71) \/;

Suponiendo que se propone b= 6 bloques , se tiene la precisidn del intervalo:

8
Tt 0.025,(4)(6-1) \E

L0.005.(4)(5) 1.333333
£0.025,20 1.333333

+ (2.086)(1.154700538)

+ 2.41 este valor es mas preciso que el propuesto (+3)

- t005

H— -+

+

Suponiendo ahora b= 5 bloques, la precisién del intervalo es:

Tt Lo.025 (H(5- 1)\f

Lo.025 J(4)(4) A1
Lo.025,16 1.6

+(2.120)(1.264911064)
+ 2.68 este valor es mas preciso que el propuesto (+3)

H+ -+

Suponiendo ahora b= 4 bloques, la precisién del intervalo es:

Tt L0.025,(4)4-1) \f

Tt 0.025 (4)(3)

t0‘025,12 \/5

+(2.179)(1.414213562)

+ 3.08 este valor se aproxima mas a la precision establecida.

-+

+

Conclusion

Con el valor de b= 4 bloques el intervalo calculado sobrepasa el valor de precisién establecido

(+ 3), entonces el minimo nimero de bloques que deben tomarse es b= 4; ya que conduce a la

precision deseada.
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2.9 EFICIENCIA RELATIVA DE UN DISENO ALEATORIZADO POR BLOQUES

El analisis o estudio de un Experimento puede ser llevado a cabo a través de un Diseno
Unifactorial o por un Disefio Aleatorizado por Bloques. Sin embargo, se puede dar el caso que
no se obtenga la misma sensibilidad. En general al utilizar un Disefo Unifactorial la MSe podria
ser mayor que al utilizar un Disefio Aleatorizado por Bloques; ya que el Disefio Aleatorizado por
Bloques reduce suficientemente la cantidad de ruido para lograr detectar diferencias
significativas entre los tratamientos.

En un Diseno Aleatorizado por Bloques resulta Gtil estimar la eficiencia relativa, para
compararlo con el Disefo Unifactorial. El valor que resulta de esta estimacidon se puede
interpretar como el incremento del nimero de réplicas necesarias que hay que llevar a cabo en
un Disefio Unifactorial para que pueda ser usado en lugar de un Disefio Aleatorizado por
Bloques, y asi mantener la misma sensibilidad en ambos Disefios.

La forma de definir la eficiencia relativa es mediante la siguiente formula:
R_ @40, +3) o]

(df, +3)(df, +1) o,
donde:

o .. Es la varianza del error experimental del Disefio Unifactorial .

o, : Es la varianza del error experimental del Disefio Aleatorizado por
Bloques.

df, . Los grados de libertad del error del Disefio Unifactorial

df, . Los grados de libertad del error del Disefio Aleatorizado por Bloques.

es decir, df, = N-a y df, = (a-1)(b-1)

Como puede observarse para calcular la eficiencia relativa, se deben llevar a cabo

estimaciones para O'f y a,f , las cuales es posible estimarlas de la siguiente forma:

(b-DMSy,,... +b(a—1)MS
6, ~ MSE del Disefio Aleatorizado por Bloques y & = Bloa P £ es un
a —
estimador insesgado de la varianza del error de un Disefio Unifactorial.
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Ejemplo 6

Para poner en practica este procedimiento, se retomara el ejemplo de las raciones para
encontrar la eficiencia relativa de este Disefio Experimental y determinar el nimero de réplicas
en caso de hacer su analisis como un Disefio Unifactorial y mantener la misma sensibilidad en
ambos Disefios.

Datos

MSe=19.63 , a=5, b=4 , MSsoqes = 1538 , N =20

df, =N-a=20-5=15
df, = (a-1)(b-1) = (5-1)(4-1) = (4)(3)= 12

Solucion

Estimacion de las varianzas
2

éb ~ MSg = 19.63
(;2 _ (b=DMSy,,., +bla—DMS, _ (4-1)(15.38) + 4(5-1)(19.63) _ 3(15.38)+4x4(19.63)

I3

ab—1 5x4-1 201
_ 46.14+314.08
19
~? 36022
;= = 18.96

Calculando la Eficiencia Relativa del Disefo Aleatorizado por Bloques.

R @D, +3) 6] _ (124D (15+3) 1896 _ (13)(18)
df, +3)(df, +1) 62 (12+3)(15+1)19.63  (15)(16)

_ 234
240

(0.965868568)

(0.965868568) = 0.941721854 =~ 1

Conclusion

Significa que se debe usar una réplica mas si se utiliza un Disefio Unifactorial para lograr la
misma sensibilidad que la obtenida al analizar el experimento de las raciones por medio de un
Disefio Aleatorizado por Bloques.

En este ejemplo, es independiente utilizar un Disefio u otro, porque no se necesitan
muchas réplicas mas, al utilizar el Diseno Unifactorial. Pero existen experimentos en los cuales
se debe tomar en cuenta la eficiencia Relativa, ya que se puede tomar una decisién incorrecta

al hacer un analisis por bloques. La diferencia esta en la perdida de grados de libertad del error.
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En un Disefio Aleatorizado por Bloques el error tiene (a-1)(b-1) grados de libertad y un
Disefio Unifactorial con b réplicas, el error tendrd a(b-1) grados de libertad. Por consiguiente
tomar una decision incorrecta al analizar por bloques tiene un costo de a(b-1)-(a-1)(b-1) = b-1

grados de libertad para el error; es decir se pierden b-1 grados de libertad para el error.

2.10 ESTIMACION DE VALORES FALTANTES

Algunas de las observaciones en uno de los bloques puede hacer falta, cuando se utiliza
un Disefio Aleatorizado por Bloques Completos; esto puede suceder debido a algin descuido o
error, o por razones fuera de control del experimentador, como la pérdida de alguna unidad
experimental. Una observacién faltante genera un problema en su analisis, ya que hace que el
Disefio este desbalanceado, y se dice que los tratamientos y los bloques no son ortogonales,
porque todos los tratamientos no ocurren en todos los bloques.

Existen varias formas de solucionar este problema, una de ellas es realizar un analisis
aproximado en el que se estima la observacién faltante y luego se lleva a cabo el Anadlisis de
Varianza tomando la observacion estimada como si fuera un dato real. Este analisis aproximado
consiste en hacer estimaciones de los valores faltantes, de manera que se minimice la media de
cuadrados del error.

Supdngase que falta la observacién yij que corresponde al tratamiento / y al bloque j; y
se representa por X.
El procedimiento que se lleva a cabo para estimar yjj , es el siguiente:
1) Se calcula el gran total con la observacion faltante y se representa por y' .
2) Se obtienen los totales del tratamiento y del bloque con el dato faltante que se
representa por y;, y )/, respectivamente.

3) Se calcula el estimador de la observacion faltante de la siguiente forma:
o - ay; +by’, = y!
’ (a-1)(b-1)

Para mas detalles (Ver Douglas C. Montgomery, afio 1991, Paginas 133 y 134)
Puede suceder que falte mas de una observacién en el experimento. Existen dos formas

para encontrar estas observaciones:
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Primera
Utilizar el procedimiento descrito anteriormente iterativamente. Por ejemplo, supdngase que
hacen falta dos observaciones, la forma de llevar a cabo la estimacion de las dos observaciones,
es estimando arbitrariamente el primer valor faltante y se usa este valor como un dato real
para estimar el segundo, luego se hace una segunda estimacién para el primer dato faltante
utilizando la estimacion del segundo; con la estimaciéon encontrada para el primero se vuelve a
estimar el segundo.

Este procedimiento contintia hasta obtener la convergencia en los valores estimados; es

decir, hasta que resulten valores parecidos en cada iteracién.

Segunda.
Escribir la suma de cuadrados del error en funciéon de los datos faltes, derivar con

respecto a cada uno, igualar a cero y resolver las ecuaciones que resultan.

En general, para cualquier problema que falten datos, el nimero de los grados de

libertad del error se debe reducir en uno por cada dato que es estimado.

Ejemplo 7

Un ingeniero industrial realiza un experimento para estudiar el tiempo que tarda el ojo en
enfocar. Esta interesado en la relacién que existe entre la distancia del objeto al ojo y el tiempo
que el ojo tarda en enfocar. Cuatro diferentes distancias resultan de interés (4,6,8 y 10).
Existen cinco sujetos disponibles para el experimento. Como puede haber diferencia entre los
sujetos, él decide aplicar un Disefio Aleatorizado por Bloque. Supongamos que por algin motivo
el ingeniero industrial no pudo recopilar los datos correspondientes a la distancia 6, sujeto 3y a

la distancia 8, sujeto 5. Los datos recopilados se muestran a continuacion.

Distancias Sujetos
(pies) 1 2 3 4 5 3
4 10 6 6 6 6 34
6 7 6 x 1 6 20
8 5 3 3 2 X 13
10 6 4 4 > 3 19
Y, 28 19 13 11 15 y' =86

Solucién
Como puede observarse en este ejemplo se supone que faltan dos observaciones de la tabla,
que son y23 y y3s. Se utilizard el procedimiento de analisis aproximado iterativamente para

estimar estos valores faltantes.
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Datos
a=4 , b=5

Primera iteracion.

Supongamos arbitrariamente que y23 = 8, sustituimos este valor en la tabla y entonces

y' =94; yaque y' = 86 con los dos valores faltantes (86+8 = 94).

Luego se estima yss, con la férmula.

ay; +by', = y' , :
.= ,con i=3vyj=5, =13 =15
j)l] (a—l)(b—l) Y] y3. y.S
_ Ay 45y =y (A3 +(5)(A5)-94 _ 33 _
Py = = = =275
A4-D(i5-1) 3)4) 12

Segunda iteracién.

88.75, y, = 20 y

Tomando y3s = 2.75, sustituyendo este valor en la tabla, entonces y'

¥’y = 13. Luego se estima y23, con la férmula.
_ 4y, +5y5 —y' _ (D(20) +(5)(13)-88.75 _ 56.25

T2 T 4y (3)(4) -
Tomando y23 = 4.69, sustituyendo este valor en la tabla, entonces y' = 90.69 , y;. =13y
¥'s=15. Luego se estima yss, con la férmula.
5o = 4y, +5y —y' _ HA3)+(5)(15)-90.69 _ 36.31 - 3.02
» (4-1)(5-1) (3)(4) 12
Tomando yss = 3.02, sustituyendo este valor en la tabla, entonces y' = 89.02 , y;. =20y

¥’y = 13. Luego se estima y23, con la férmula.
_ 4y, +5y, -y’ _ (H(20)+(5)(13)-89.02 _ 55.98
4-Di5-1) 3)4) 12

Tomando y23 = 4.665, sustituyendo este valor en la tabla, entonces y' = 90.66 , y;_ =13y

Do = 4.665

»'s=15. Luego se estima yss, con la férmula.

Ay +5y5 =y (H(A3)+(5)(15)-90.66  36.34
ERCEEE (3)4) o
Si se vuelve a tomar p,,= 3.02 se llegara a obtener aproximadamente el mismo valor

= 3.028

Vs

encontrado de y23 = 4.66.
Por lo tanto, ;s = 3.02y p,;= 4.66 son las estimaciones de los valores faltantes y la

tabla con las estimaciones encontradas se muestra a continuacion.
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Distancias Sujetos
(pies) 1 2 3 4 5 !
4 10 6 6 6 6 34
6 7 6 4.66 1 6 50
8 5 3 3 2 3.02 16.02
10 6 4 4 5 3 19
A 28 19 17.66 11 15 y' =93.68

3. DISENOS QUE SE BASAN EN EL PRINCIPIO DE ANALISIS POR BLOQUES COMPLETOS

3.1 DISENO DE CUADRADO LATINO.

Este Disefio es una extensién del Disefio por Bloques Completos, puesto que en él se
imponen las mismas restricciones que se han visto para los Disefios por Blogues Completos;
agregandose éstas en las columnas; es decir, que cada tratamiento seleccionado al azar es
aplicado una vez en cada bloque y cada columna. Ademas el nimero de bloques debe ser igual
al nimero de columnas y tratamientos en estudio. A este tipo de Disefio se le conoce con el
nombre de "Disefio de Cuadrado Latino", porque los tratamientos estan representados en el
Disefio por las Letras Latinas. El cual permite agrupar las unidades experimentales en mas de
un factor o fuente de variacion independiente de los tratamientos y se usa para eliminar dos
fuentes de variabilidad problematicas; es decir, que permite analizar sistematicamente por
bloques en dos direcciones en donde intervienen dos factores de agrupamiento cominmente

Ilamados factores renglén y columnas.

Algunas consideraciones que se deben tomar en cuenta en un Disefio de Cuadrado

Latino son:

e En numero de repeticiones es impuesto, ya que tiene que ser igual al numero de
tratamientos, rengléon y columnas.

e No se debe usar cuando hay mas de 8 tratamientos, ya que se requiere un costo elevado
de la experimentaciéon por la restriccion que el numero de tratamientos = numero de
renglones = NUmero de columnas = nimero de repeticiones.

e No es conveniente usarlo cuando el niumero de tratamientos es menor de 4, ya que el
Disefio tendra relativamente un nimero de grados de libertad muy pequefio y no se puede
estimar el error experimental, pero se puede repetir un cierto nimero de veces para hallar
la estimacién del error experimental.

e Presenta complicaciéon en los céalculos del Analisis de Varianza cuando faltan datos.
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e En general este Disefio se aplica cuando:
Existen tres factores en estudio.
El nimero de niveles para cada factor es el mismo.

No son esperables interacciones entre los factores.

Ejemplo 8

Se desean probar 4 maquinas con el objetivo de observar si existe diferencia en la capacidad de
produccion de una cierta pieza manufacturada. Se conoce que diferentes trabajadores y
diferentes periodos de tiempos en un dia de trabajo tendra un efecto sobre la produccién. Se
eligen a 4 operadores (columnas) y 4 periodos de tiempo (renglones) y se asignan al azar las
magquinas correspondientes a cada una de las celdas del cuadrado respetando la restriccion que

cada maquina se usa por un sélo operador en cada periodo de tiempo.

Interpretacion del Ejemplo 8

Para determinar si existe diferencia en la capacidad de produccién de las 4 maquinas, se
observa que existen dos fuentes de variabilidad extrafias que afectan la produccion de las
maquina que son los operadores y los periodos de tiempo en que se elabora la pieza, los cuales
son independientes de las maquinas. Por lo tanto, debemos hacer el analisis en dos direcciones
tanto para los operadores como para los periodos de tiempo; y asi lograr eliminar estas dos
fuentes de variabilidad que intervienen en el Disefio. Para llevar a cabo el experimento se
toman 4 operadores y 4 periodos de tiempo y las maquinas son asignadas al azar al cuadrado
que forman los operadores y los periodos, cumpliendo que una maquina es usada por un

operador en cada periodo de tiempo.
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3.1.1 REPRESENTACION SIMBOLICA DE LOS DATOS

En general un Cuadrado Latino contiene p tratamientos, p columnas y p renglones, por
lo tanto tendrd p unidades experimentales, de tal manera que haya sélo una representacion de
cada tratamiento en cada columna y en cada fila.

La representacion de los datos para este tipo de Disefio es la siguiente:

Columnas
Renglones | 4 2 30 | p yi
1 A=vi1| B=vyi22 | C=vVy133 | ..ies P = Yipp Vi..
2 B=yxai| C=vy22 | D=vya23 | ......... A = ya1p y2..
C=y331| D=y32 | E=y353 | ........ B = ys32p y3..
p P=vypp1| A=Yp12 | B=yp2z | (p-1) = ype-1p | VYo
Y.k Yy..1 Y.2 Y.3 | Y.p Y.

Como puede observarse de la tabla general de datos, un Cuadrado Latino es un

cuadrado "pxp"; es decir, que contiene "p" renglones y " p" columnas.

Cada una de las p? celdas contiene una de las p letras del alfabeto latino que

corresponden a los tratamientos, y cada letra aparece una sola vez, en cada fila y en cada

columna.

Un valor de la tabla yix representa la observacion correspondiente al i-ésimo renglén, la
k-ésima columna y el j-ésimo tratamiento.

Puesto que hay solamente una observacion en cada celda, solamente dos subindices
(i,k) o (i,j) de las tres restricciones (i,j,k) son necesarias para denotar una observacién en
particular.
En general habran "p" observaciones en cada renglén y cada columna.

Sea.

yi.. : Totales por renglones.

y.j. : Totales de tratamientos (Letras Latinas).
y.k : Totales por columnas.

y.. :Total general.
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¥ i .: Promedio de Renglén.

j.» Promedio de Tratamiento.

< |

y .k: Promedio de Columna.

_: Promedio General.

< |

Matematicamente se expresan de la siguiente manera:
La notacién de paréntesis en los subindice de las féormulas significa que no importa dicho

subindice que se encuentra entre el paréntesis para obtener los totales.

P P p )4 P P
Yio = lyy‘(k) = ;yi(_i)k > Vi =Zy;7(k> = ;J’m./k > Yok = Z,yi(j)k - Z;yﬁ)jk
= - i- = i= =
PP
- _ )i U y~j- - _ YV - _ ).
Y. = Vi s Vi T s> VT o VkT T V.7
Z‘,Z:‘ /o p P P N
P P P ,
Y.= Yi. = Zy,j. = Zy..k donde N = pxp =p
=1 /

i j=1 k=1

3.1.2 CUADRADO LATINO ESTANDAR

En general un Cuadrado Latino consta de las Letras Latinas del alfabeto que representan
los tratamientos, si éstas se escriben en orden alfabético; el Disefio se conoce como Cuadrado
Latino Estandar. Siempre es posible obtener un cuadrado latino estandar si el primer renglén se
escribe en orden alfabético, y cada rengldén siguiente se escribe como el anterior, desplazando

un lugar hacia la izquierda. Existe la tabla general de Cuadros Latinos y a la vez se describe
cuantos Cuadrados Latinos estandar existen por cada cuadrado pxp. (Ver Douglas C.

Montgomery, afo 1991, Pagina 143).

Ya que en este Disefo se aplica el principio de la aleatorizacién, se debe seleccionar en
forma aleatoria el cuadrado en particular a utilizar. Pero existe un nimero muy grande de
cuadrados latinos de un tamafo particular, esto significa que es muy tedioso estar numerando
todos los cuadrados y seleccionar uno al azar. Para llevar a cabo la aleatorizacidon se debe
seleccionar un cuadrado latino de una tabla de estos Disefios, que proporciona Fisher y Yates, y
luego acomodar el orden de los renglones, columnas y letras aleatoriamente. A continuacion se

presenta un procedimiento para seleccionar aleatoriamente un Cuadrado Latino.
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Procedimiento
1) Tomar al azar un Cuadrado Latino cualquiera de los presentados en la tabla.
2) Mediante numeros aleatorios permutar al azar el orden de las filas y columnas.

3) Asignar al azar los tratamientos a las letras.

Ejemplo 9
1) Si se tiene un Cuadrado Latino de p = 4 y se elige al azar el segundo Cuadrado Latino

de orden cuatro de la tabla. Es decir:

O WO >
O>»Nw
>0 w0
wO>»0

2) Uti

las columnas de (3,1,4 y 2). El cuadrado resultante de reordenar las filas sera:

izando los nimeros aleatorios se obtiene el orden para las filas de (2,3,1 y 4) y para

O
(@]
o)
>

O monNn

e ermutando las columnas se tiene el cuadrado.

>O0m <O>w
c
wmon>» §S»00

OQwm>»0n

3) Por ultimo, asignando al azar los tratamientos a cada una de las letras, se tendra el
Disefio de Cuadrado Latino buscado.

3.1.3 MODELO ESTADISTICO

El modelo estadistico Lineal que resulta de un Disefio de Cuadrado Latino es el

siguiente:
i=12,...,p
Yijk = “, + Ol + lj + Bk +Sijk ] = 1,2,...,p
k=12,..p
donde:

Vijk - Es la observacion ijk-ésima.

W : Es la media general.

O : Es el i-ésimo efecto del rengldn.

lj : Es el j-ésimo efecto del tratamiento.

Bk : Es el k-ésimo efecto de columna.

&jjk . Es el término usual NID(0,0?) del error aleatorio.
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Este modelo es completamente Aditivo, es decir, no existe iteracidon entre los renglones,
las columnas y los tratamientos.

Ademas los efectos de los renglones, columnas y los tratamientos se consideran como

)4 P )4
desviaciones de la media general; por lo tanto deben cumplir: Zdi =0 ,ij =0y Zﬁk =0.

i=1 j=1 k=1

3.1.4 SUMAS Y MEDIAS DE CUADRADOS

Como en todo Disefio el Analisis de Varianza consiste en descomponer la suma total de
cuadrados de las N= p? observaciones en sus componentes que las forman:
Sea:
SSt : Suma total de cuadrados corregida
SSRrenglones  : Suma de cuadrados debida a los renglones.
SScolumnas  : Suma de cuadrados debida a las columnas.
SStratamientos : Suma de cuadrados debida a los tratamientos
SSk : Suma de cuadrados debida al error

La suma total de cuadrados corregida, que es la medida de variabilidad total de los
datos, puede ser escrita como:

V4 V4

Z Z(yyk

i=1 j=1 k=l
Al descomponer esta sumatoria como se hizo en el Disefio Aleatorizado por Bloques

M'w

N

Completos, nos queda que:

SST=p2i(,—y) +pZ(y,—y) +p2(yk v )+

Jj=1

WA}

i=1 1 k=1

i=

Por lo tanto
SST = SSRenglones + SSTratamientos + SSColumnas + SSE

Donde estas sumas se expresan matematicamente de la siguiente manera:

p P D 2 y2 L yzj y
SSt= Z Z Z Vg = ) SSTratamlentos Z T
i=l j=1 k=1 N j=t P N
b 2 ) ) 2
— Yio Y. Yo Y.
SSrengl = - > SSca N
englones IZ::, » N olumnas ; p N

y el SSg se obtiene por diferencia, de la siguiente forma:
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SSE = SST - SSRenglones - SSTratamientos - SSColumnas

donde

SSt : Tiene p? - 1 grados de libertad, porque existen un total de N = p? observaciones
en total y un sélo parametro a estimar que es p .

SSrengiones  : Tiene p-1 grados de libertad, porque existen p renglones y un sélo parametro a

estimar que es Q; .

SScoumnas  : Tiene p-1 grados de libertad, porque existen p columnas y un sélo parametro a
estimar que es P .

SStratamientos : Tiene p-1 grados de libertad, porque existen p tratamientos y un sélo parametro
a estimar que es 1; .

SSe : Tiene (p-2)( p-1) grados de libertad, porque existen p? celdas que proporcionan

p?-1 grados de libertad, y como la suma de cuadrados del error es igual a la suma

de cuadrados entre las celdas menos la suma de cuadrados de renglones, la suma

de cuadrados de columnas y la suma de cuadrados de tratamientos; entonces los

grados de libertad del error sera: p-1-(p-1)-(p-1)-(p-1) = p?- 3p+2=(p-1)(p -2).

Las Medias de Cuadrados igual que en cualquier Disefio Experimental estdn determinadas
por las sumas de cuadrados divididas por sus respectivos grados de libertad;es decir, cada

suma de cuadrados dividida entre sus grados de libertad es igual a una media de cuadrados.

Matematicamente se expresan de la manera siguiente:

SS SS

MSTratamientos = —Tratamientos R MSRenglones — " Renglones
p-1 p-1
55 SS
MSCOlurnnas = Columnas , MSE N
p-1 (p=2)(p-1)
donde :

M S1ratamientos : Suma de Cuadrados Medios entre Tratamientos.
MSRenglones . Suma de Cuadrados Medios entre Renglones.
MScolumnas . Suma de Cuadrados Medios entre las Columnas.
MSg : Suma de Cuadrados Medios del Error.
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3.1.5 ANALISIS ESTADISTICO

Las hipdtesis que se prueban siempre tienen que hacerse en relacion a los tratamientos
(Letras Latinas); o sea en la igualdad de las medias de tratamientos, con la diferencia que en
este Disefio intervienen en el estudio otras dos fuentes de variaciéon extrafias que son los de
renglones y columnas.

Las hipotesis a probar seran:
Ho:pi=p=.=p
Hi : wi #w para al menos un par (i,j)

6 de forma equivalente
Ho:tu=u=.=up
Hi : 1 #y4 para al menos un par (i,j)

Aungue se podria plantear las hipdtesis relacionadas con los renglones y columnas; pero
sin embargo, posiblemente estas hipdtesis no sean apropiadas porque los renglones y las
columnas no han sido asignadas aleatoriamente; es decir, tienen restricciones de
aleatorizacién.

Se debe utilizar el Analisis de Varianza para probar estas hipdtesis y tomando en cuenta
las suposiciones usuales de que cijx es NID(0,62) y que cada una de las sumas de cuadrados
al dividirlas entre 2, son variables aleatorias independientes con distribucion ji-cuadrada.

La hipotesis Ho es frecuentemente la de interés central; por lo tanto, para probarla se

utiliza el siguiente estadistica:

MS o
Fo = %, la cual tiene una distribucion Fa,(p-1),(0-2)p-1) Si la hipotesis nula es
E

verdadera. Por lo tanto, la regién critica es el extremo superior de la distribucién F, como se

observa a continuacion.

Zona de
Aceptacion de
Ho

Rechazo de
Ho

q:Tablas
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De tal modo la hipétesis nula (Ho) se rechazara si:

Fo > Fo,p-1),(0-22(p-1)

Donde Fo, se obtiene a través del Andlisis de Varianza y Fq,(p-1),(p-2)(p-1) S€ Obtiene a través de
la tabla F.

La tabla siguiente resume el Andlisis de Varianza para el Disefio de Cuadrado Latino.

Tabla de Analisis de Varianza

Fuente Suma Grados Medias
de de de de Fo
Variacién Cuadrados Libertad Cuadrados
. M ST ratamient os
Tratamientos SStratamientos p -1 MSrratamientos Fo = MS
(Letras Latinas) E
Renglones SSrenglones p- 1 MSrRenglones
Columnas SScolumnas p- 1 MScolumnas
Error SSE (p-2)(p-1) |mse
Total SSt p?-1
Ejemplo 10

Retomando el ejemplo 8.

Se desean probar 4 maquinas con el objetivo de observar si existe diferencia en la capacidad de
producciéon de una cierta pieza manufacturada. Se conoce que diferentes trabajadores y
diferentes periodos de tiempos en un dia de trabajo tendra un efecto sobre la produccién. Se
eligen a 4 operadores (columnas) y 4 periodos de tiempo (renglones) y se asignan al azar las
magquinas correspondientes a cada una de las celdas del cuadrado respetando la restriccién que
cada maquina se usa por un solo operador en cada periodo de tiempo. Los datos que se

obtuvieron son los siguientes:

Periodo de Operadores

Tiempo 1 2 3 4 Yi..
1 C=31 D =43 A =67 B =36 177
2 D =39 A =96 B =40 C =48 223
3 B =57 C=33 D =40 A =84 214
4 A =85 B =46 C =48 D =50 229
Y.k 212 218 195 218 y.= 843
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Solucidén
Antes de realizar los calculos matematicos, se definiran las hipotesis que se desean probar.
Ho : w1 = n2 = w3 = ua (No hay diferencia entre las maquinas)
Hi : 1 # p2 # ps # pa (Existe diferencia entre las maquinas)
Variable Respuesta: Produccion de piezas
El significado verbal es:
Ho: En la produccién de una cierta pieza manufacturada no existe diferencia significativa
en la capacidad de las cuatro maquinas.
Hi: En la produccién de una cierta pieza manufacturada existe diferencia significativa en la
capacidad de las cuatro maquinas.
Datos

p = 4, Nimero total de observaciones: N = p? = (4)? = 16

Calculos Matematicos

Calculo de los totales de tratamientos (Letras Latinas)

Tratamientos Y.i.
A 67 + 96 + 84 + 85 = 332
B 36 +40 + 57 + 46 =179
C 31 +48 + 33 + 48 = 160
D 43 +39+40+50 =172
Sumas de Cuadrados
4 4 4 4 2
= ZZZy,,k —=—= =(31)2+ (43)* + ... + (50)? - (43" _ 5959.44
i=1 j=1 k=1 X
L y2 y (177)2 +(223)2 +(214)2 +(229)2 (843)2
SSRengIone Z_,__ = = = 40819
Py /) N 4 16
4 2 2 2 2 2 2 2
SScormnas = Zy_k_L: (212)° +(218)" +(195)" +(218) ) (843) _ 88.69
4 N 4 16
2 2 2 2 2 2
; 332)° +(179)" +(160)° + (172 843
SStratamientos= Zy—j—y—: ( ) ( ) ( ) ( ) - ( ) = 4946.69
= p N 4 16

SSe = SSt - SSRengIones - SSCqumnas - SSTratamientos
SSe = 5959.44 - 4946.69 - 408.19 - 88.69
SSe = 515.87
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Tabla de Analisis de Varianza.

Fuente Suma Grados Medias
de de de de Fo
Variacion Cuadrados Libertad Cuadrados

Maquinas 4946.69 3 1648.90 19.18
Periodos de Tiempo 408.19 3 136.06
Operadores 88.69 3 29.56
Error 515.87 6 85.98
Total 5959.44 15

Utilizando un nivel de significancia del 5% (a=0.05), para encontrar el Frabias (Tablas Fisher)

con 3 grados de libertad en el numerador (p-1) y 6 grados de libertad en denominador

(p-2)(p-1).
Fo,p-1,(p-2)(p-1) =F0.05,3,6 = 4.76

Comparando el Fo calculado en el Andlisis de Varianza y el Frabias , S& puede observar que:
Fo > Frablas
19.18 > 4.76

Por lo tanto, se rechaza la hipdtesis nula (Ho) y se acepta la hipotesis alternativa (Hi);

También puede observarse graficamente, de la siguiente manera:

Zona de
Aceptacion Zona de
de H, Rechazo
de H,
¥ I
Limite minimo Fo =19.18

de aceptacién (Frablas = 4.76)

Se observa que el valor de Fo cae en la zona de rechazo de Ho.
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Conclusion
En la produccion de una cierta pieza manufacturada existe diferencia significativa en la

capacidad de las cuatro maquinas.

3.1.6 VALOR FALTANTE

En alguna ocasién puede suceder que ocurra que falte una observacién en un Disefo de
Cuadrado Latino pxp; lo cual no es conveniente porque se vuelve un Disefio Desbalanceado y
ya no podria ser estudiado como un Disefio Completo; por lo tanto, para estimar esta

observacion se debe utilizar la siguiente férmula:

YY) =2y
Vi = PUL Y+ V)= 2) , dondey; , y7, y y, son los totales del renglon, tratamiento y
(p=2)(p-1 |
columna respectivamente con la observacion faltante y »° es el total general con el valor
faltante.

El procedimiento es el mismo que se utilizdé en el Disefio por Bloques Aleatorios
Completo para encontrar un valor faltante.
De igual forma que se hizo para el caso anterior se pueden encontrar dos observaciones

faltantes utilizando esta formula reiteradamente.

3.1.7 DESVENTAJAS DE LOS CUADRADOS LATINOS PEQUENOS

Los cuadrados latinos con un nimero pequeno de tratamientos, columnas y renglones,
por ejemplo menores o iguales que cuatro (4x4) proporcionan un numero relativamente
reducido de grados de libertad del error que es la desventaja que ellos poseen.

Pero esta desventaja puede corregirse repitiendo el cuadrado Latino n veces, con el
objetivo de aumentar los grados de libertad del error.

Las formas en que se pueden llevar a cabo las n repeticiones es en relacion a los factores
extrafos del experimento, de la siguiente manera:
1) Utilizando los mismos Renglones y Columnas en cada réplica.
2) Usando los mismos Renglones pero diferentes Columnas en cada réplica o de manera
equivalente, los mismos Renglones pero diferentes Columnas.
3) Utilizando diferentes Renglones y diferentes Columnas.
El Analisis de Varianza para cada caso es diferente; ya que se debe tomar en cuenta la

forma en que fue realizada la repeticion.
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La observacion yiu corresponde a el Renglén i, Tratamiento j, la Columna k y la réplica [, y

existe un nimero total de N=np? observaciones; donde n es el nimero de réplica.

La Tabla de Analisis de Varianza a utilizar en este caso es la siguiente:

Tabla de Analisis de Varianza

Fuente Suma Grados Media F
de de de de °
Variacion Cuadrados Libertad Cuadrados
MS tamient os

Tratamientos ii - yz p_l SSTratamientos Fo = ]T\ZSE -

= np N p-1

N 2 ’ SS € nglones
Renglones Yo e p-1 Re ngl

i=1 P N p -1

Lyh v SS
Columnas Zy—"- P p-1 98 Colummnas

im np N p—1

2oyl vl SS.
RepliCaCioneS Zy_zl - y_ n'l Re plicaciones

= P N p—1

SS,
Error Resta (p-1)[n(p+1)-31 | (p—D[n(p+1)-3]
a b n 2
2 y
Total Vi = ==
i1 ; SN Np2-1
donde
a b n 2 p 2 P 2 2 P 2 2 P 2
Resta = Z yzyz‘kz_yw } zyj Y +Zyl,.._y +ZYk Y +ZY.;_Y
i=1 j=1 k=1 N mnp N SFnp N Snp N TFp N

Para el caso 2
Existe p nuevos renglones en cada réplica.
La fuente de variacion para los renglones miden en realidad, la variabilidad entre los renglones

dentro de las n réplicas.
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La Tabla de Analisis de Varianza a utilizar en este caso es la siguiente:

Tabla de Analisis de Varianza

Fuente Suma Grados Media F
de de de de ©
Variacion Cuadrados Libertad Cuadrados
P 2, 2 SS . Fo = MS Tratamient os
Tratamientos Zy—’_ e p-1 99 Fratamientos 0 S,
j=1 np N p -1
n 2 y? n o2 SS
yi..l ) Re nglones
Renglones — =, n(p-1
Hg p G (p-1) n(p—1)
P 2 2 SS ‘
C0|umnas Z_k_ y_ p-l Columnas
o np N p-1
P 2 2 SS ) )
Replicaciones 2—2’— Lo n-1 Re plicaciones
=1 P N n—1
E Rest (p-1)(np-1) B
rror esta -1)(np-
pronp (p—D)np —1)
a b n 2
Y
Total y,% -
i=ljz=1:k=1 jkl N sz'l
donde
a b n 2 P v? n p n P 2 P2 2
yz/ y 1 Y. Y.
Resta = J ) —+ el + -
(z— /Z_ll -1 e J [; np =ltZ=1: p T /; = p’ NJ

Para el caso 3.
La variabilidad que producen tanto los Renglones como las Columnas, mide la variaciéon de
estos factores dentro de las réplicas.

La Tabla de Analisis de Varianza a utilizar en este caso es la siguiente:

Tabla de Analisis de Varianza

Fuente Suma Grados Media F
de de de de °
Variacion Cuadrados Libertad Cuadrados
MS .
H L y 2] y 2 SSTratamientos FO = Tratamient o5
Tratamientos e e p-1 T MS,
anp N p—1
n P2 n g2 SS
yi..l ! Re nglomv
Renglones —==) n(p-1)
=1 ; p I=1 P2 P n(p—1)
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Continuacion de la tabla de Analisis de Varianza.

C | c i y_zkl _ C h SSColumnas
olumnas =1 k=1 P I=1 P2 n(p-1) n(p-1)
R I i C Zp: & _ - y_2[ S S Re plicaciones
eplicaciones il ar pz n-1 n—1

Resta SS.
Frror (P11 (p—Dln(p 1) ~1]
a b n 2
2 Y
TOtal = 12:1: — ijkl N sz-l
donde
a b n y2
Resta= v, Sy
( i=1 ; k=1 jkl N
p oyl 2 noop 4,2 noo1,2 nop 4,2 no1,2 P 2 2
Z Yi. Y. + Z Vi _Zy%+ Z Yo _ y721+ Z Y.él Y.
Snp N T35 p 4o =l k=t P 1= P =1 P N

3.1.8 ESTIMACION DE LOS PARAMETROS

Al igual que los Disefios estudiados anteriormente se puede utilizar el método de

minimos cuadrados para obtener las estimaciones de p, ai, 1 Y Bk del modelo:

i=12,...,p
Yijk = W + o4+ 1 + Bk +8ijk ] = 1,2,...,p
k=12,....p

Al utilizar el método de minimos cuadrados se debe tomar en cuenta las restricciones:

P P P

ZOZ,. =0, ij =0 vy Z,Bk = 0, por lo tanto, las estimaciones de los parametros son:
i=1 j=1 k=1

A=y ., =y, -y , t, =y -y L, B=y.-v.

Lo que significa que la media general puede ser estimada por el promedio total de las
observaciones, que los efectos de los tratamientos son sélo la diferencia entre el promedio del
tratamiento y el promedio total, y cualquiera de los efectos de los renglones son sélo la
diferencia entre el promedio de los renglones y el promedio total; mientras que el efecto de las

columnas son solo la diferencia entre el promedio de renglones y el promedio total.
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Estas estimaciones encontradas se pueden utilizar para encontrar los valores estimados o
ajustados de yijk sustituyendo en la ecuacion del modelo de la siguiente manera:
P =R+0,+2, + B,
vu= Y.y =y )Ty, -y )t (y,i-v)

- )_’ + Ji/i“_j/“.—’_ )7’._1'._)7’..._{— ;;,.k_y“.
es decir

A _ _ _ _
Y = Vi + Y Ty.-2y.
Si se desea obtener las estimaciones mencionadas, utilizar las formulas planteadas

anteriormente.

3.2 DISENO DE CUADRADOS GRECO-LATINOS

Si se tiene un cuadrado Latino pxp, y se le sobrepone otro Cuadrado Latino en el cual

los tratamientos se representan con las letras griegas como «, B, v, §, ¢, etc, este Disefio se
denomina Diseflo de Cuadrado Greco-Latino. Estos dos cuadrados deben ser ortogonales; es
decir, que cada letra griega aparezca una sola vez con cada Letra Latina.

Este Disefo se puede utilizar para controlar sistematicamente tres fuentes extranas de
variabilidad que estan representadas en los renglones, columnas vy letras griegas; es decir, que
el analisis se hace por bloques en tres direcciones, y nos permite analizar el factor renglén,

columna, letras griegas y Letras Latinas cada uno con p niveles, usando solamente p? ensayos.

Ejemplo 11
Un ingeniero lleva a cabo un experimento para comparar cinco procedimientos de fabricacion
de ladrillo de concreto, en el cual usa material de cinco mezclas preparadas cada una de ellas

en cada uno de cinco dias consecutivos, y preparadas en cinco maquinas diferentes.

Interpretacion del Ejemplo 11

Como puede observarse este ejemplo corresponde a un Disefio de Cuadrado Greco-Latino; ya
que el ingeniero con este experimento pretende investigar que factores intervienen en la
fabricacion de ladrillo de concreto; para ello utiliza cinco tipos de mezclas (renglones), los cinco
dias consecutivos en que se preparan dichas mezclas (columnas). Si el ingeniero toma
primeramente las cinco maquinas denotadas por las Letras Latinas (A,B,C,D y E) y las relaciona
con los tipos de mezclas y los cinco dias consecutivos de preparacidon se forma un Cuadrado
Latino 5x5.
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Pero si después toma los cinco procedimientos denotados por las letras griegas (o,B, 7,
o, €), Y los relaciona con los cinco tipos de mezclas y los cinco dias consecutivos de preparacidon
también se forma un Cuadrado Latino 5x5.

En cualquiera de los casos existen dos factores extrafios en estudio (mezclas y dias), en
cada renglén y columna aparece un sola vez una Letra Griega o Latina.

Pero para hacer el estudio completo el ingeniero sobrepone o traslapa estos dos
Cuadrados Latinos formando asi un Disefio de Cuadrado Greco-Latino; el cual cumple que a
cada Letra Latina le corresponde una Letra Griega, y asi ya puede estudiar los cuatro factores
que son fila, columna, Letras Griegas y Letras Latinas o poner tipos de mezclas, dias de

preparacion, procedimiento y efecto de maquinas.

3.2.1 REPRESENTACION SIMBOLICA DE LOS DATOS.

Un cuadrado Greco-Latino tendra la misma representacion de los datos de un Cuadrado
Latino, con la diferencia que cada Letra Latina ira acompafiada de una Letra Griega. Ejemplo de
un cuadrado Greco-Latino 4x4.

Columnas
Renglones
1 2 3 4 Total (yi...)

1 Aa. BB Cy D5 Yi..

2 Bd Ay Dp Ca Y.

3 Cp Da Ad By Y3...

4 Dy Cs Ba AB Ya..
Total (y...1) Y.1 y.2 Y.3 y..a y..

Como puede observarse en la tabla de datos un cuadrado Greco-latino es un cuadrado
pxp; con p renglones y p columnas cada una de las celdas p? contiene una de las letras del
Alfabeto y una Letra Griega.

En general un valor de la tabla yi« es la observacién que corresponde al renglén 1, la

columna [, la Letra Latina ] y la Letra Griega k; y por tanto, habran p observaciones en cada

renglén y cada columna.

Sea:
yi..: Total por renglén

y..1 : Total por Columna

y.j.. : Total de Letras Latinas
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y.k.: Total de Letras Griegas
y... : Total General
v,

: Promedio por renglon.

y ,: Promedio por columna.

}'i": Promedio de Letras Latinas.

;“k‘: Promedio de Letras Griegas.

y . Promedio General.
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donde yj.y Y.k se obtiene de la siguiente manera:

Letra Latina | Total (y;.) | Letra Griega | Total (y.x.)
A Y.1.. o Y..1.
B y.2. 5 y..2.
C Y.3.. B Y..3.
p Y.p.. p y..p.

Sélo dos de los cuatro subindices son necesarios para identificar completamente

cualquier observacion; matematicamente se expresan de la siguiente manera:

Total de renglones

»
Yi.. = Zyi(jk)l 0 vy =
=

Total de columnas

P
y.1= Zyl.(jk), 6 y.=
i=1

)4 P
Z YViwy O Vi.= Z Yithkw
j=1 k=1

p P
Zya)j(k)z 0 Yu= Z Ypw
j=1 k=1

Total de Letras Latinas
p

Yi. = zywm
i=1

Total de Letras Griegas

)4 )4
Yok = kam 0 Yk = nyi(kl) 0
i=1 i=1

V4 V4
o Vi = Zy<,->,-<k>z 0 Yi. = Zyuwk(l)
= pam

)4
Yok = Z OYI0)
=

Total General
P
=1

PP P
y.= Zzyi(jk)l 6 y.= ZZZ%-,-W) 6

p p P P
i=l [=1 i j= I=

P
33 3 R

Jj=1 k=1 i=l1 1 k=1 1 i=1

133



UNIDAD PROGRAMATICA III:” DISENOS POR BLOQUES”

O
<
1l
M
<
O~
~<
I
D1
~
=
O

Y= 2.

P
=1

<
I
=~
i

Nota: Los subindices que se encuentra entre paréntesis en las formulas anteriores significan

que no se toman en cuenta para encontrar cada uno de los totales.

— _ Vi -

_ Y
Vi~ D Y. 2

Yy Jy.— p’;

_ Y Y. _ Y
p p

’ ;, - > ;..k._
p

3.2.2 MODELO ESTADISTICO

El Modelo Estadistico que resulta de un Disefio de Cuadrado Greco-latino es el siguiente:

i=12,...,p
j=12,...,p
Yik=ptopt+yt Bk +o) t+ &jjkl k=12,....p
[=12,...,p

donde:
Vijkl : Es la observacion que corresponde al renglon 1, la columna I, la Letra Latina ] y la Letra

Griega k.
W : Esla Media General.
Qi . Es el efecto del i-ésimo Rengldn.
lj : Es el efecto del tratamientoj de las Letras Latinas.
Bx : Es el efecto del tratamiento k de las Letras Griegas.
| : Es el efecto de la Columna [.

€ijkl - Es el componente del Error Aleatorio con Distribucién NID(0,s2).

3.2.3 SUMAS Y MEDIAS DE CUADRADOS

Igualmente que cualquiera de los Disefios estudiados el Analisis de Varianza trata de la
descomposicién de la suma de cuadrados total en sus componentes que la forman:
Sea.
SSt : Suma total de cuadrados corregida.
SSrengiones: Suma de cuadrados debida a los Renglones.
SS. : Suma de cuadrados debida a los tratamientos de las Letras Latinas.
SSac : Suma de cuadrados debida a los tratamientos de las Letras Griegas.

SScolumnas : Suma de cuadrados debida a las Columnas.
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SSe : Suma de cuadrados debida al error.

La SSt es la medida de la variabilidad total de los datos y puede escribirse como:
P

SSr = ZZZ (y;‘jkl _;.“.)2

i
~.
i
(N
-
I
(N
-
i

) NIPETREET N CAESIRITD Y CHEEIR RS Y CHEE I

i=1

p
SSr=)_

Al descomponer esta sumatoria, nos queda que:
SSt = SSrenglones + SSL + SSc + SScolumnas + SSEe

Matematicamente se expresan como:

P2 2 P y2' 2 po,2 2
SSrenglones = zyl —L ) SS. = Zij—y— , SSg = Zyik_yi
=1 P N =1 P N k=1 P N
P42 2 P P P D 2
Y. Y. > V.
SSCqumnas = — SST = yi‘ -
;p N ’ HEEZW N

El factor representado por las Letras Griegas es ortogonal a los Renglones, Columnas y
los tratamientos de la Letra Latina; porque cada letra griega ocurre una sola vez en cada
Renglén, en cada Columna y para cada Letra Latina. Por lo tanto, la suma de cuadrados debida

al factor Letra Griega puede calcularse usando los totales de la Letra Griega.
SSt : Esta suma tiene p? -1 grados de libertad; porque existen N = p? observaciones en
total y un sélo pardmetro a estimar p.

SSL : Tienen p-1 grados de libertad; porque existen p Letras Latinas (tratamientos) y sélo
hay un parametro a estimar L.

SSa : Tienen p-1 grados de libertad; porque existen p Letras Greco-latinas (tratamientos)
y sélo hay un parametro a estimar Bk.

SSrenglones : Tienen p-1 grados de libertad; porque existen p renglones y sélo hay un parametro
a estimar Q,; .

SScolumnas : Tienen p-1 grados de libertad; porque existen p columnas y sélo hay un parametro

a estimar @y .
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SSE : Esta suma tiene (p-3)( p-1) grados de libertad; porque existen p? celdas que

proporcionan p? - 1 grados de libertad, y como la suma de cuadrados del error es

igual a la suma de cuadrados entre las celdas, menos la suma de cuadrados de las

letras latinas, la suma de cuadrados de letras griegas, la suma de cuadrados de los

renglones y la suma de cuadrados de columnas; entonces los grados de libertad de

la suma de cuadrados del error sera:

p*-1-(p-1)-(p-1) - (p-1)-(p-1)=p>-1-p+1-p+1-p+1-p+1

=p?-4p + 3 = (p-3)(p-1).

Las Medias de Cuadrados igual que cualquier Disefio Experimental estan determinadas por

las sumas de cuadrados divididas por sus respectivos grados de libertad;es decir, cada suma de

cuadrados dividida entre sus grados de libertad es igual a una Media de Cuadrados.

Matematicamente se expresan de la manera siguiente:

M SRengIones =

MScolumnas =

Donde

MSRengIones .
. Suma de Cuadrados Medios de las Letras Latinas.

: Suma de Cuadrados Medios de las Letras Griegas.
: Suma de Cuadrados Medios de las Columnas.
: Suma de Cuadrados Medios del Error.

MS,

MSc
MScolumnas
MSe

SSRe nglones MS, = SSL MSe = SSG
p-1 ’ p-1 ’ p-1
SSColumnas MSe = SSE
p-1 (p=3)(P-1

Suma de Cuadrados Medios de Renglones.

3.2.4 ANALISIS ESTADISTICO

En realidad en este tipo de Disefio pueden probarse hipétesis de igualdad de renglones,

columnas, Letras Latinas y Letras Griegas. Pero las hipdtesis de los Renglones y Columnas

posiblemente no sea apropiado probar; porque los renglones y las columnas no han sido

asignadas aleatoriamente (representan restricciones de aleatorizacién). Por lo tanto, las

hipotesis mas apropiadas de probar son:
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Igualdad de Tratamientos asignados a las Letras Latinas

Ho:u=uwu=...=p

Hi:u #y , para al menos un par (i,j)

Igualdad de Tratamientos asignados a las Letras Griegas

Ho : B1 = P2 =...= Bp
Hi : Bi #B;j , para al menos un par (i,j)

Se debe utilizar el Analisis de Varianza para probar estas hipdtesis, y tomando en cuenta
las suposiciones usuales de que &jju es NID(0,5?), que cada una de las sumas de cuadrados
al dividirlas entre 2, son variables aleatorias independientes con distribucién ji-cuadrada.

La hipdtesis Ho es la de interés central; por lo tanto, para probar las hipdtesis antes
descritas se deben utilizar los siguientes Estadisticos:

MS, _ MS, .
Fo = (Letra Latina) y Fo = —- (Letra Griega)
MS, MS,

El Fo tiene una distribucidn F,(p-1),p-3)(p-1) Si 1@ hipdtesis nula es verdadera. Por lo tanto

la region critica es el extremo superior de la distribucién F, como se observa a continuacion.

Zona de
Aceptacion de
Ho Rechazo de
Ho
FTabIas

De tal modo la hipdtesis nula (Ho) se rechazara si:
Fo > Fo,(p-1),(p-3)(p-1)

Donde Fo, se obtiene a través del Analisis de Varianza y Fa,(p-1),(0-3)(p-1) S€ Obtiene a través de
la tabla F.
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La tabla siguiente resume el Analisis de Varianza para el Disefio de Cuadrado Greco-latino.

Tabla de Analisis de Varianza

Fuente Suma Grados Media
de de de de Fo
Variacion Cuadrados Libertad Cuadrado
MS SS, . MS,
Tratamientos de SSL -1 L= o=
Letra Latina P p-1 MS,
SS. MS,;
Tratamientos de SSec p-1 MSc = 1 Fo = S
Letra Griega p E
SSRenglones
Renglones SSrenglones p -1 MSRenglones=
p—1
Columnas SScolumnas p -1 MScolumnas = SSa’w
p—1
SS
Error SSe (p-3)(p-1) |MSe = E
(p=3)(p-1)
Total SSt pz -1

3.2.5 ESTIMACION DE LOS PARAMETROS DEL MODELO

Al igual que los Disenos estudiados anteriormente se puede utilizar el método de
minimos cuadrados para obtener las estimaciones de y, ai, 1, kY o del Modelo:

i=12,..,p
j=12,...,p
yijk1=u+0ci+1j+Bk+031 + &jjki k=12,...,p
[=12,...,p

Al utilizar el método de minimos cuadrados se debe tomar en cuenta las restricciones:

r )4 P
zai =0 , ij =0 , Z,Bk =0y Zd)] = 0; por lo tanto, las estimaciones de los
i=l Jj=1 k=1 I=1

parametros son:

a=y. a, =y, -y, t;, = ;.j.,- Y. Bi=y .-y D=y, -V
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Lo que significa que la media general puede ser estimada por el promedio total de las
observaciones, cualquiera de los efectos de los renglones son sélo la diferencia entre el
promedio de los renglones y el promedio total, que los efectos de los tratamientos (Letras
Latinas) son sdlo la diferencia entre el promedio del tratamiento (Letras Latinas) y el promedio
total, que los efectos de los tratamientos (Letras Griegas) son soélo la diferencia entre el
promedio del tratamiento (Letras Griegas) y el promedio total, mientras que el efecto de las
columnas son sélo la diferencia entre el promedio de columnas y el promedio total.

Estas estimaciones encontradas se pueden utilizar para encontrar los valores estimados o
ajustados de yju sustituyendo en el ecuacién del modelo de la siguiente manera:

j>_ijkl =pa+q, +f; +ﬁk +é)/

A

Yip = ;+( ;i“.' ;) + (}.j..- ;) + (;k-;) +( a ;)
+ -

<

<

Yo

< |
+
=
1
<
+
=
vl
< |
+
< |
>V\l
< |

es decir

N

Vi = Vi.. + ;/ Tyt y.-3y.

Ejemplo 12

Un experimento podria usarse para comparar 5 procedimientos (a,B, y, o, €) para fabricar
ladrillos de concreto, usando material de 5 mezclas preparadas cada una de ellas en cada uno
de 5 dias consecutivos, y preparada en 5 maquinas diferentes (A,B,C,D,E). Los dados se

presentan en la siguiente tabla:

Renglones Columnas (Dias)

(Mezclas) 1 2 3 4 5 Yi...
1 Au=1| By=0 | Ce=4 |Dp=0] E5=1 6
2 BE=3| C6=4 | Da=1 |Ey=5| Ac =3 16
3 Cy=2| De=5 | EB=0 |A5=0]|Bo=-1 6
4 Di=-1| Ea=2 | Ay=-1 |Be=1|Cp=4
5 Ee = AB=1 | Bs=-2 [Ca=-3]| Dy=1 -3
Y.l 5 12 2 3 8 Y..=30

Solucién
Antes de realizar los calculos matematicos, se definiran las hipétesis que se desean probar.

Para las letras Latinas

Ho : w1 = p2 = w3 = e = ps  (No hay diferencia entre las Maquinas)

Hi i =#p2 #u3 #ue = ps  (Existe diferencia entre las Maquinas)
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Para las letras Griegas
Ho : 1 = p2 = u3 = wa = pus (No hay diferencia entre los procedimientos)
Hi:pa#p2 #u3s #us = ps  (Existe diferencia entre los procedimientos)

Variable Respuesta: Fabricacion de Ladrillos de concreto.

El significado verbal de las hipotesis de Letras Latinas es:
Ho: En la fabricacion de ladrillos no influye significativamente el tipo de Maquina que los
produce.
Hi: En la fabricacion de ladrillos influye significativamente el tipo de Maquina que los

produce.

El significado verbal de las hipotesis de Letras Griegas es:
Ho: En la fabricacion de ladrillos no influyen significativamente los procedimientos que
utilizan para fabricarlos.
Hi: En la fabricacién de ladrillos influyen significativamente los procedimientos que

utilizan para fabricarlos.

Datos.

p=5 , Numero total de observaciones: N = p? = (5)? = 25

Calculos Matematicos
Calculo de los totales de tratamientos (Letras Latinas y Letras Griegas)

Letras Total y .= iyij(kl) Letras Total y.x. = Zp:yl.].(kl)
Latinas P Griegas =
A 1+3+0-1+1 =4 o 1+1-1+42-3 =
B 0+3-1+1-2 =1 B 0+3+0+4+1 =8
C 4+4+2+4-3 =11 v 0+5+2-1+1 =7
D 0+1+5-1+1 =6 5 1+4+40-1-2 =2
E 1+5+0+2+0 = 8 € 4+3+5+1+0 = 13
Sumas de Cuadrados
5 5 5 5 (30)2
SST = ZZ;ZMM === (124 (0 + .. + (1)%- s T 110.0

1

>4

J=1

_ @D O’ +®) G0 _
25

SSL y—
N 5

"G‘\%N
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5 2 2 2 2 2 2
Ss. Zy__y_ _ O @ (D)@ (13 B0 L,
=1 P N 5 25
5 2 2
6)"+(16)  +(6)"+(5)" +(-3 30
SSrenglones = ZL—L ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) = 36.4
i=1 p N 5 25
5 2 2 2 2 2 2 2 2
SScolumnas = y——y— (5) +(12) +(2) +(3) +(8) - (30) = 13.2
=1 P N 5 25
SSe = SSt - SSL - SSe - SSRengIones - SScolumnas
SSe = 110-11.6-21.2-36.4-13.2
SSe = 27.6
Medias de Cuadrados
SS, _ 11.60 SS. _ 21.20
MSL = = ——=29 , MSc = = — =53
p—1 4 p—1 4
SS ve ngiones _ 36.40 SS 13.20
MSrengiones = Re gl = 9.1 , MScolumnas = Columnas = 3.3
p—1 4 p—1 4
SS 27.60
MSg = L = = 3.45
(p-3)(p-D 8
Estadisticas de prueba
MS, 2.90 . MS. 5.30 .
Fo = = ——= 0.84 Letras Latinas , Fo= =——=1.54 Letras Griegas
MS, 3.45 MS, 3.45
Tabla de Analisis de Varianza.
Fuente Suma Grados Media
de de de de Fo
Variacion Cuadrados Libertad Cuadrado
Maquinas (Letras 11.60 4 2.90 0.84
Latinas)
1.54
Procedimientos 21.20 4 5.30
(Letra Griega)
Mezclas 36.40 4 9.10
(Renglones)
Dias (Columnas) 13.20 4 3.30
Error 27.60 8 3.45
Total 110.0 24
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Utilizando un nivel de significancia del 5% (a = 0.05), para encontrar el Frabias (Tablas
Fisher) con 4 grados de libertad (p-1) en el numerador y 8 grados de libertad (p-3)(p-1) en
denominador.

Fo,p-1,(p-3)(p-1) =Fo0.05,4,8 = 3.84

Comparando el Fo calculado de el Andlisis de Varianza y el Frabias , S& puede observar que:
Fo < Frablas
0.84 < 3.84 Letras Latinas (Maquinas)
1.54 < 3.84 Letras Griegas (Procedimientos)
Por tanto, en ambos casos se acepta la hipétesis nula (Ho) y se rechaza la hipoétesis
alternativa (Hi).

También puede observarse graficamente, de la siguiente manera:

Zona de

Aceptacion

de Ho Zona de
Rechazo
de H()

4

Limite minimo de aceptacion (Frablas = 3.84)
FLatinas=0.84 FGriegas=1.54

Se observa que ambos valores de Fo caen en la zona de Aceptacién de Ho.

Conclusiones
1) En la fabricacion de ladrillos no influye significativamente el tipo de Maquina que los
produce.
2) En la fabricacién de ladrillos no influyen significativamente los procedimientos que se

utilizan para fabricarlos.
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3.2.6 SELECCION ALEATORIA DE UN CUADRADO GRECO-LATINO

Para llevar a cabo la seleccion aleatoria de un Cuadrado Greco-latino se debe realizar el

siguiente procedimiento:

1)

2)
3)

4)
5)

Escoger al azar dos de los Cuadrados Latinos de la tabla que son ortogonales y del
mismo orden.

Al primer Cuadrado Latino cambiarle las letras A,B,C,D,..., por las letras «,B,y,9,....,

Luego superponerlos, obteniendo como resultado un sdélo cuadrado, que es el Cuadrado
Greco-latino.

Permutar las filas y las columnas al azar como en el Cuadrado Latino.

Asignar también al azar las letras Griegas y Latinas a los tratamientos.

Ejemplo 13

1)

2)

3)

4)

Si se escogen los Cuadrado Latino de p=3, Yy se elige al azar el Primero y segundo

cuadrado Latino de orden tres de la tabla. Es decir:
Primero Segundo

A BC A BC
B CA CAB
CAB B CA

Al primer Cuadrado Latino se cambia a las letras griegas «,B,y; obteniéndose el siguiente
cuadrado Latino.

Primero Segundo

By A BC
Y o CAB
o B B CA

= ™Q

Superponiendo los dos Cuadrados Latinos, se obtiene el siguiente Cuadrado Greco-
latino:

oA BB +C

BC YA oB

vB  oC BA
Utilizando los nimeros aleatorios se obtiene el orden para las filas de (1,3 y 2) y para
las columnas de (2,1 y 3). El cuadrado resultante de reordenar las filas sera:

oA BB yC
yB  aC BA
BC YA oB
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Y luego permutando las columnas se tiene el cuadrado.

BB oA C
YA BC oB
oaC vB BA

5) Por ultimo asignando al azar las Letras Latina y Letras Griegas a los tratamientos, y asi

se tendra el Disefio de Cuadrado Grecolatino buscado.

4. DISENOS POR BLOQUES INCOMPLETOS BALANCEADOS
DESCRIPCION

Puede darse el caso que en algunos experimentos que usan Disefios Aleatorizados por
Blogues no se puedan llevar a cabo los ensayos de todas las combinaciones de tratamientos
dentro de cada bloque; ya sea por la escasez de los recursos del experimento, por la situacion
econdmica, o por el tamano fisico de los bloques. Para analizar estos tipos de experimentos se
usa el Disefio Aleatorizado por Blogues en los que cada tratamiento no estad presente en cada
bloque; y a este tipo de Disefio se conocen como Disefio Aleatorizado por Bloques Incompletos.

Un Disefio particular de ellos son los Disefios por Bloques Incompletos Balanceados; el
cual consiste en un Disefio por Bloques Incompleto en el que cualquier par de tratamientos

ocurren juntos el mismo nimero de veces.

Si se tienen "a" tratamientos y se pueden probar k (k<a) tratamientos en cada bloque

entonces un Diseno Balanceado por Blogues Incompletos puede ser construido tomando

a
[kaloques y asignandose una combinacién de tratamientos diferentes a cada bloque. Sin
. - ~ a
embargo frecuentemente es posible obtener un Disefio Balanceado con menos de i bloques.

Ejemplo 14

Siete diferentes concentraciones de madera estan siendo estudiadas para determinar su efecto
sobre la resistencia del papel producido. Sin embargo, la planta piloto sélo puede producir tres
ensayos diarios. Como puede existir variacién a causa de los dias, el analista observa el

experimento siete dias consecutivos.

Interpretacion.
Este ejemplo es un Disefio Aleatorizado por Bloques, en donde los dias se toman como bloques

(7 dias) y las concentraciones de fibra como los tratamientos (7 concentraciones).
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Pero existe un problema, es que en la planta piloto sdlo pueden llevarse a cabo tres ensayos
diarios; es decir, que sélo se pueden probar tres concentraciones por dia (bloque) y como son
siete concentraciones quedaran cuatro sin probar cada dia; de las concentraciones se
seleccionan tres al azar de las siete para probarse. Es por este motivo que el Disefio
Aleatorizado por Blogue se convierte en un Disefio Aleatorizado por Bloques Incompletos
Balanceado.

4.1 REPRESENTACION SIMBOLICA DE LOS DATOS

Como se han seleccionado "b" bloques y se tienen "a" tratamientos de los cuales se

prueban k en cada bloque. La representaciéon de los datos para este tipo de Disefio es la

siguiente.
Blogues
Tratamientos 1 2 3 b Yi.
1 Yi1 EE—— | E— — Yi.
2 — Y22 Y23 Y2b y2.
3 Y31 — Y33 — Y.
A — Ya2 — Yab Ya.
Y.j y.1 y.2 y.3 Y.b y..

Como se observa en la tabla se prueban k tratamientos en cada bloque, que cada

tratamiento ocurre r veces en el Disefio (0 se repite r veces) y que hay un total de N = ar= bk

observaciones. Entonces el nimero de veces que cada par de tratamientos ocurre a la vez en
los bloques viene dado por:
r(k-1)

a—1

7\4=

, donde A < 7 < b y debe ser un nimero entero.

La deduccion de A, se da cuando se toma cualquier tratamiento; este ocurre en r
bloques, y hay otros k-1 tratamientos en cada uno de estos bloques, existen r(k-1)
observaciones en un bloque que contienen a este tratamiento. Estas r(k-1) observaciones

deben representar al resto de los a -1 tratamientos L veces. Por lo tanto, A(a-1) = r(k-l).
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Las medias de tratamiento observadas no proporcionan estimadores sesgados de
Wi = W + 1, debido a que los efectos de tratamientos y bloques no son ortogonales en el

Disefio de Bloques Incompletos; porque no aparecen todos los tratamientos en cada bloque.
Por lo tanto, se utilizardn los estimadores de los efectos de tratamiento como

estimadores de las medias de los tratamientos.

También no seria correcto para el Disefio Incompleto calcular la particion de suma de
cuadrados para los tratamientos igual que para los Disefios de Bloques Completos.

Sea:

yi. : Total de observaciones del tratamiento i.
Yy, -Total de observaciones del bloque j.
y.. . Total de todas las observaciones.

y_ . Promedio de todas las observaciones.

Matematicamente se expresan de la siguiente manera:

b a a b a b o
V=D Vi Yy, YEXYy 0y =Xy = Yy, v =
j=1 i=1 i=1 J=1

i=1 j=1 N
i=1,2,...,4a
j=12,..,0b

donde N = ar = bk, niimero total de observaciones.

Nota: El valor faltante del rengldn o columna numéricamente se toma como cero en las

sumatorias para encontrar los totales.

4.2 MODELO ESTADISTICO

Las observaciones de la tabla anterior se pueden escribir por medio del siguiente Modelo
Estadistico Lineal:

. +B e i=12,...,a
ML o j=12,...,b

donde:

yij : Es la i-ésima observacion del j-ésimo bloque.
W : Es la media general.

1; : Efecto del i-ésimo tratamiento.

B : Efecto del j-ésimo bloque.

&jj : Componente el error aleatorio NID(0,c?).
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Los tratamientos y los bloques se consideran que son factores fijos. Ademas, los efectos

de los tratamientos y de bloques se consideran como desviaciones de la media general, por lo

a

tanto: » 7, = y Zb:,ﬁj =0

i=1 j=1

4.3 SUMAS Y MEDIAS DE CUADRADOS

En este tipo de experimento se debe corregir (o0 ajustar) la suma total de cuadrados,
mediante la suma de cuadrados de tratamiento, con el objetivo de separar los efectos de
tratamiento y de bloque; ya que cada tratamiento ocurre en un conjunto diferente de r bloques.
Y por esta razon las diferencias entre los totales de tratamiento no corregidos vyi., y2. , ...., Ya.
también son afectadas por las diferencias entre los bloques.

El Andlisis de Varianza trata sobre la descomposicidon de la variabilidad total de los
datos, la cual estara expresada mediante la suma total de cuadrados corregida ( o ajustada) de
la siguiente manera:

SSr=33 (3, - ».)

i=l j=1
Al igual que el Disefio por Bloques Completo esta variabilidad total puede descomponerse

como:
SSt = SStratamientos(ajustada) + SSslogques + SSE
La suma de cuadrados de tratamiento corregida(o ajustada) se lleva a cabo de la siguiente
forma:
Se debe calcular el total corregido del i-ésimo tratamiento (Qi) utilizando la siguiente

formula:

1 1,sieltratamienb i ocurreenelbloquej )
Qi=yi- Ez;nlyy,j , con nij = { i=1,2,...,4
J=

0,encasocontrario

1 b
Entonces EZn,.jyj es el promedio de los totales de los blogues en los que se aplica el
Jj=1

tratamiento i. Y la suma de los totales de tratamiento corregidos siempre saran igual a cero.
Matematicamente las sumas de cuadrados en que estd descompuesta la variabilidad total se

obtienen de la siguiente manera:

a

kD0 y

a b 2 b

_ 2 ). = _
SST - Z z Yi =7 > SSTratamientos(ajustada) - T SSBloques - z
-1 j=1 N Aa =l

., N

v
kN
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SSE se obtiene por diferencia de igual forma que los anteriores Disefios Experimentales, de la

siguiente forma: SSg = SSt - SSTratamientos(ajustada) - SSBloques
donde

SSt : Esta suma de cuadrados corregida tiene N-1 grados de libertad, porque
existen N observaciones en total y un sélo pardmetro a estimar p .
SStratamientos(ajustada) : Tiene d-1 grados de libertad porque existen “a” tratamientos y un sélo

parametro a estimar 1; .

SSeioques : Tiene b-1 grados de libertad por haber “b” bloques y un sélo pardmetro a
estimar [3;.
SSk : Tiene N-a-b+1 grados de libertad; porque existen N celdas que

Proporcionan N-1 grados de libertar, y como la suma de cuadrados del

error es igual a la suma de cuadrados entre las celdas menos la suma de
cuadrados de tratamientos ajustada y la suma de cuadrados de los
bloques; entonces los grados de libertar de la suma de cuadrados del error

serd: N-1-(a-1)-(b-1) = N - a- b +1.

Si en algunas ocasiones se desea evaluar los efectos de los bloque, la variabilidad total

de los datos puede ser descompuesta como:

SST = SSTratamientos + SSBloques(ajustada) + SSE

En este caso se observa que SStratamientos NO @aparece corregida si no que la de bloques.
La suma de bloques (corregida) se puede encontrar de la siguiente forma:

Primeramente se debe obtener el total corregido del j-ésimo bloque (Q;), utilizando la
siguiente formula

1¢ 1,sielbloquej ocurreeneltratamienb i
=Vi- 2> noy. con nij=1< "~ . ji=1,2,.... b
Q=i r; iYio J {O,encasocontrarlo J e

1¢ ) . -
Entonces —Zny‘ylz es el promedio de los totales de los tratamientos en los que se aplica
i=1

el bloque j. Por ser a=b el Disefio Balanceado por Bloques Incompletos se dice que es

Simétrico.
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Matematicamente las sumas de cuadrados en que estd descompuesta la variabilidad

total se obtienen de la siguiente manera:

b
2
b y2 a y,2 y2 VZI Qj
SST - ZZJ’; _ﬁ 5 SSTratamientos: ZITI' W , SSBquueS(ajustada) :]_7

SSE se obtiene por diferencia de igual forma que los anteriores Disefios Experimentales, de la

i=1 j=I

siguiente forma: SSE = SSt - SStratamientos - SSBloques(ajustada)

Porque los tratamientos y los bloques no son ortogonales SSt # SSTratamientos(ajustada) +
SSBloques(ajustada) + SSE .

Las medias de cuadrados se definen en funcidon de las sumas de cuadrados y sus

respectivos grados de libertad de la siguiente forma:

MS _ SSﬁ‘atamientos(ajustada )
Tratamientos(ajustada) — 1
a —
SSBI D Y SS
MSBloques = 2 ) MSE = __"E
b—-1 N—-a-b+1
donde :

MSTratamiento(ajustada) : Suma de cuadrados medios ajustada entre tratamientos.
MSB]OqueS : Suma de cuadrados medios entre bloques.
MSk : Suma de cuadrados medios del error.

4.4 ANALISIS ESTADISTICO

En este tipo de Disefio Experimental el analisis estadistico también inicia plantedndose
las hipotesis que se desean probar; éstas se deben hacer en relacidon a las medias de los
tratamientos.

Ho : 1 = p2 = ... = la
Hi : w = para cuando menos un par

Luego de haber planteado las hipétesis se debe llevar a cabo el Andlisis de Varianza para

aceptar o rechazar dichas hipétesis.

Y la estadistica apropiada para probar la igualdad de los tratamientos, viene dada por:
MS

F _ Tratamient os (ajustada )
0=

MS,

, donde Fo tiene una distribucién Feu,a-1,n-a-b+1 Si la hipdtesis nula es

verdadera.
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De modo que la hipotesis nula se debe rechazar si Fo > Fa,a-1,n-a-b+1

Fo se obtiene por medio del Analisis de Varianza y Fq,a-1,8-a-b+1 por medio de la tabla F.

La tabla siguiente resume el Analisis de Varianza.

Tabla de Analisis de Varianza

Fuente Suma Grados Media
de de de de Fo
Variacion Cuadrados Libertad Cuadrado
) M STmtamient os (ajustada )
Tratamientos SSTratamientos(ajustada) a-1 MSTratamientos(ajustada) Fo =
(corregidos) MS,
B|0C|U€S SSBquues b -1 MSBquues
Error SSe N-a-b +1 |MSe
Total SSt N-1
Ejemplo 15

Un horticultor experimentd con la germinacién de semillas de tomate a cuatro temperaturas
diferentes (25°c, 30°c, 35°c y 40°c) en un Disefio de Bloques Incompleto Balanceado, porque
solo disponia de dos camaras de cultivo para el estudio, cada corrida del experimento fue un
bloque que consistia en dos camaras de cultivo como unidades experimentales y se asignaron
al azar dos temperaturas a las camaras para cada corrida. Los siguientes datos son las tasas de

germinacion de las semillas de tomate.

Tratamientos Corridas (Bloques)

Temperaturas 1 2 3 4 5 6 Yi.
25°c 24.65 | ___ 29.17 | 2890 | ____ 82.72
30°c —_— | 2438 | 21.25 | o | | 25.53 71.16
35°c — | — | — 5.90 18.27 8.42 32.59
40°c 1.34 2.24 — 1.83 — | — 5.41

Y. 25.99 | 26.62 50.42 7.73 47.17 33.95 | y.=191.88
Solucion

Antes de realizar los calculos matematicos, se definiran las hipétesis que se desean probar.
Ho : w1 = p2 = u3 = wa (No existe diferencia entre las temperaturas).
Hi @ u1# p2 = us = use (Existe diferencia entre las temperaturas).

Variable Respuesta: Tasa de Germinacién de la Semilla de Tomate.
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El significado verbal es:

Ho : El nivel de temperatura no influye significativamente en la tasa de germinacion de la
semilla de tomate.

H: : El nivel de temperatura influye significativamente en la tasa de germinacion de la semilla
de tomate.

Datos

G=4 b=6k=2 =3, Near=bk=(@)3) =12 , r="*=D_3C=D_3
a—1 4-1 3

Calculos Matematicos

Sumas de Cuadrados

4 6 3?2 2
SS1= Zzyu A = (24.65)%2 +(29.17)% +....4+(1.83)? - w
41.

— 12
= 4441.1106 - 3068 1612
SSt =1372.95
6 yz_ y2
SS =y Lo
Bloques 12—1: 2 N
_(25.99)° +(26.62)* +(50.42)* +(7.73)° +(47.17)* +(33.95)> _(191.88)°

2 12
= 3681.8226 - 3068.1612

SSBloques= 613.66

Para calcular la suma de cuadrados de tratamientos corregida. Primero hay que

encontrar los totales de tratamientos corregidos de la siguiente manera:
1 6

Qi :}’i. - —Z”,-,-y,- D i=11213l4
k j=1 ’ ’
1

Qi =vyi- 5(25.99+5o.42+47.17) = 82.72 - 61.79 = 20.93
1

Q2 =va - 5(26.62+50.42+33.95) = 71.16 - 55.495 = 15.66
1

Qs=ys3 - 5(7.73+47.17+33.95) = 32.59 - 44.425 = -11.83
1

Q4 =y - 5(25.99+26.62+7.73) = 5.41 - 30.17 = -24.76
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]
2
k;:Qf _ 2[(20.93)* +(15.66)> +(~11.83)° +(-24.76)* |
Aa ®HA)
2(1436.307)
= 20436307
S STratamientos(ajustada) = 718.15

SSTratamiento s(ajustada) —

SSE =SSt - SSTratamientos(ajustada) - SSBquues
= 1372.95 - 718.15 - 613.66
SSE = 41.14
Estadistica
FO — MSTratamienlas(ajustada) — 23938 =17.46
MS, 13.71
Tabla de Analisis de Varianza
Fuente Suma Grados Media
de de de de Fo
Variacion Cuadrados Libertad Cuadrado
Temperaturas 718.15 3 239.38 17.46
(corregidos)
Bloques 613.66 5 122.73
(No ajustados)
Error 41.14 3 13.71
Total 1372.95 11

Utilizando un nivel de significancia del 5% (a = 0.05), para encontrar el Frabias (Tablas
Fisher) con 3 grados de libertad (a2 -1) en el numerador y 3 grados de libertad N- a- b +1 en
denominador.

Fo,a-1,N-a-b+1 =F0.05,3,3 = 9.28

Comparando el Fo calculado en el analisis de varianza y el Frabias , S€ puede observar que:

Fo > Frablas

17.46 > 9.28

Por tanto, se rechaza la hipétesis nula (Ho) y se acepta la hipétesis alternativa (Hi).
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También se puede observar graficamente, de la siguiente manera:

Zona de
Aceptacion Zona de
de H, Rechazo

de Ho

] I
Limite minimo Fo = 17.46
de aceptacién (Frablas = 9.28)

Se observa que el valor de Fo cae en la zona de rechazo de Ho.

Conclusion
Por lo tanto, el nivel de temperatura influye significativamente en la tasa de germinacién de

la semilla de tomate.

4.5 ESTIMACION DE LOS PARAMETROS DEL MODELO

Como el Modelo Estadistico Lineal para el Disefio por Bloques Incompletos Balanceado es:
yii = p + u + Bj + &ij; también es posible obtener los estimadores de los pardmetros del Modelo.

En este tipo de Disefios por ser los tratamientos y los bloque no ortogonales, para obtener
los estimadores insesgados de minima varianza de cada parametro, es necesario hacer un
analisis intrabloques e interbloques para obtener por medio del Método de Minimos Cuadrados
los estimadores de los parametros de cada andlisis y luego realizar la combinacion de ellos,
obteniendo asi los verdaderos estimadores insesgados de minima varianza de los parametros
del modelo.

El analisis que se ha efectuado anteriormente se conoce como Intrabloque, porque se
eliminan las diferencias entre los bloques, y todos los contrastes de los efectos de tratamientos
pueden expresarse en forma de comparaciones entre las observaciones en el mismo bloque.

Luego de utilizar las ecuaciones normales de minimos cuadrados se obtienen las
estimaciones de los parametros del analisis intrabloques siguientes(Ver Douglas C.
Montgomery, afio 1991, Pagina 161).

e i

k
A=Yy (Media General) t. = fa (Efecto de los Tratamientos)
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Los Disefios de Bloques Incompletos son no ortogonales debido a que no todos los
tratamientos aparecen en todos los bloques, y las comparaciones entre bloques contienen cierta
informacion sobre las comparaciones de tratamiento. Al método para obtener esta informacién
adicional Yates le denomino Analisis Interbloques.

Los estimadores del analisis interbloques para p y 1 se determinan utilizando el método
de Minimos Cuadrados; los cuales son los siguientes (Ver Douglas C. Montgomery, afio 1991,
Pagina 162).

b
znijyj —k7)7“
fi=y Media General 7 ="
) r—A2
Se puede demostrar que los estimadores del Analisis Interbloques {#, } y los del

,1=1,2,.,a Efecto de los Tratamientos

Analisis Intrabloques{ 7; } no estan correlacionados.

Para obtener un sélo estimador insesgado de minima varianza para cada 1, se debe

combinar los estimadores del Analisis Interbloque y los estimadores del Analisis Intrabloque.

Se puede demostrar que ¢, y 7; son insesgados; y las varianzas de cada uno de ellos viene

dada por:
V(t, ) = k(za_zl)az (Analisis Intrabloques)
V(7)) = M(az +koy) (Analisis Interbloques)

a(r—2)

Y después de efectuar la combinacion lineal de ambos se obtiene el mejor estimador

combinado para r,.* es: ( Ver Douglas C. Montgomery, ano 1991, Pagina 163).

b
in(é-z +ko’\-/25’)+(zn[jy4j _k”y‘)otz
Jj=1

(r—A)6* +a(6” +k&2)

, G5 >0

1
Vi —()y.
—4 . 5;,=0

r

donde o2 puede ser estimada por la media de cuadrados del error del Analisis de Varianza

intrabloques o error intrabloques. Es decir: 62=MSg

La estimacion de 0'; se encuentra usando la media de cuadrados de bloque corregida

por los tratamientos. En general, para un Disefio Balanceado por Bloques Incompletos, la media

de cuadrados de bloque corregida es:
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M SBquues(ajustada) =

y su valor esperado (deducido por Graybill) es el siguiente:
a(r—1)
b-1

Para obtener la estimacion de aé se deben tomar en cuenta las siguientes

E(MSBquues(ajustada)) = 62 +

2
O-,b"

consideraciones:

1) Si MSBioques(ajustada) > MSE entonces el estimador de aées:

6'2 _ (MSBloques(ajmtada) - MSE)(b - l)
r a(r—1)

Ejemplo 16
Retomando los datos del ejemplo 15; se llevara a cabo la estimacion de los parametros del

Modelo que representan estos datos:

Datos

k=2 , a=4 , b=6, r=3,1r=1, N=12 ,y.=191.88 , y =1599
Q:=2093 , Q=1566 , Q3=-11.83 , Qa=-24.76 , MSe=13.71

yi.=82.72 , y2.=71.16 , ys3. =32.59 , ys =5.41

y1=2599 , y2=26.62 , y3=5042 , ya=7.73 , ys=47.17 , ye=33.95

Estimacion de los Parametros de Analisis Intrabloques

a=y.

[ =15.99 (Estimacién de la media general)
kQO.

£ = /i’ (Estimacion de los Efectos de los Tratamientos)

.k 2(20.93 41.86 i

7, = Q9 _X ) = = 10.46 (Estimacién del efecto de la Temperatura a 25°C)
Aa (H4) 4

.k 2(15. 31.32 ,

T, = 0, = (15.66) = = 7.83 (Estimacion del efecto de la Temperatura a 30°C)

N C)) 4

.k —11. —23.66
7, = O, = 2(-11.83) = = - 5.91 (Estimacién del efecto de la Temperatura a 35°C)
Aa (]G] 4
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7, = kQ, _2(24.76) _ —49.52 _ -12.38 (Estimacioén del efecto de la Temperatura a 40°C)
Aa M4 4

Estimacion de los Parametros de Analisis Interbloques

H=y.
1 =15.99 (Estimacién de la media general)
b
Znyy.j - kl’j7
.= /- ) ,i=1,2,.,a (Efecto de los Tratamientos)
l/'_
Estimacién del efecto de la Temperatura a 25°C
b
n.y.—kry
- ]Z; SIS _ [25.99+50.42 +47.17]- (2)(3)(15.99) _ 123.58-95.94 _ 13,89
‘ r—2 3-1 2 '
Estimacidn del efecto de la Temperatura a 30°C
b
n.y.—kry
= ]Z:; 77 . _ [26.62 +50.42+33.95]—(2)(3)(15.99) _110.99-9594 _ 262
P -2 3-1 2 '
Estimacion del efecto de la Temperatura a 35°C
b
n.y.—kry
~ ,z; SN _[7.73+47.17+33.95]-(2)(3)(15.99) _88.85-95.94 _ 355
’ r—A 3-1 2 '
Estimacion del efecto de la Temperatura a 40°C
b
n.y.—kry
= ]Z:; 77 . _ [25.99+26.62 + 7.73]—(2)(3)(15.9988) _60.34-9594 _ - 17.80
= .

r—A 3-1 2
Estimacion de los Parametros Reales del Modelo
b

kQ, (6 +k6 )+ (D nyy , —kiy )6*
Jj=1

(r=)6* +a(6? +k&;)

., 6,>0

1
yi -y,
—a’ 5—2 =0

r
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Calculando la Media de Cuadrados de Bloques Ajustada.

M SBquues(ajustada) =

El primer término del numerador de esta expresion es la suma de cuadrados de

Tratamientos corregida; que fue calculada en ejercicio 15, es decir:

4

kY O}

—= = 718.15
Aa

Y el segundo término del numerador es una parte de la suma de cuadrados de bloques no

corregida; es decir:

6 yzA
>~ =13681.8226
Jj=1
Calculando la ultimo término del numerador se tiene:

4 .2 2 2 2 2
z&=(82.72) +(71.16)" +(32.59)" +(5.4) =129937.72 — 4332.5733 entonces

-1 7 3
[718.15 +3681.8226 — 4332.5733]  67.399
MSBquues(ajustada) = =
5 5
= 13.48

Como MSgioques(ajustaday < MSE entonces el valor de 0[23= 0

1
R — ().
Por lo tanto, 7, = ——%—
B

I !
noCy.  8212=CHUN8Y) gy 99 4797 3475

r 3 3
Significa que la tasa de germinacién de la semilla de tomate tendra un aumento de 11.58 al

7= =11.58

aplicar la temperatura de 25°C.

I 1
Lo THSTQIOLE g116-4797 2319
2

r 3 3 3
Significa que la tasa de germinacién de la semilla de tomate tendra un aumento de 7.73 al

7.73

aplicar la temperatura de 30°C.

I 1
(I mQIWLE) sasear9r  isas_
r 3 3 '

T3—
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Significa que la tasa de germinacion de la semilla de tomate tendra una disminucién de 5.13 al

aplicar la temperatura de 35°C.

1 1
Yoy, SAL=COUOLES) 54y 4707 4256 _
_ _ - =-14.19
, 3 3 y

Significa que la tasa de germinacion de la semilla de tomate tendra una disminucion de 14.19

Ty—

al aplicar la temperatura de 40°C.

Comparando los valores de los estimadores de los tratamientos intrabloques (7, ) con

- . . * .
los estimadores de los tratamientos combinados ( 7, ), se observa que son aproximadamente

iguales; porque la varianza de las estimaciones del analisis interbloques es relativamente

grande.

4.6 COMPARACION ENTRE TRATAMIENTOS

Si en un Disefio Aleatorizado por Bloques Incompletos los tratamientos bajo estudio son
fijos y el Analisis de Varianza indica que existe diferencia significativa entre las medias de
tratamiento (se rechaza Ho), el experimentador estard interesado en realizar comparaciones
adicionales en grupos de medias de tratamientos, para determinar cuales son las medias que
difieren; cualquier método estudiado en el Disefio Unifactorial puede ser utilizado para este fin,
con algunas variantes.

Para llevar a cabo las comparaciones entre grupos de tratamiento para un Disefio

Aleatorizado por Blogues Incompletos, se debe sustituir el nimero de réplicas o repeticiones

(n) por el nimero de tratamientos multiplicado por el nimero de veces que cada par de

tratamientos ocurre en el mismo bloque (A1), en las férmulas utilizadas en cada uno de los
métodos estudiados en la Unidad II y ademas se debe utilizar los grados de libertad del error
que estdn definidos por (N-a-b+1) para un Disefio Aleatorizado por Bloques Incompletos.

En los métodos en los cuales intervienen o se realizan las comparaciones, con los promedios de

tratamientos; dichos promedios deben ser sustituidos por las medias de tratamientos

kQ,

corregidos (£,), los cuales se obtienen de la siguiente forma: #,=

,1=1,2,3,..., a; es decir,

qgue las conclusiones seran siempre con respecto a los promedios de tratamientos sélo que en
los célculos se tomaran los valores de los tratamientos corregidos; ya que los tratamientos y los

bloques no son ortogonales.
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A continuacién se presentaran los métodos descritos en la Unidad II, expresando solamente
las variantes que se deben incorporar para llevar a cabo la comparacion de medias de
tratamientos para un Disefio Aleatorizado por Bloques Incompletos. Las hipdtesis a probar, el

procedimiento y conclusiones se haran de igual manera que en la Unidad II.
1) Comparacion de Medias de Tratamientos Individuales.

a) Contrastes Ortogonales.

a
El valor numérico de los contrastes se encuentra de la siguiente manera: C = ZciQi .
i=1
Los contrastes deben basarse en los totales de tratamiento corregidos (los Qi en lugar de los
Yi.).

k> ¢,0,)°

La suma de cuadrados de los contrastes viene dada por: SS. = %, donde Qi
ﬂaz c’
i=1
son los totales de tratamientos corregidos.
La estadistica de prueba (Frabias) que se debe utilizar para rechazar la hipdtesis tiene una

distribucién F con 1 y N- a-b+1 grados de libertad, es decir: Fu,1, N-a-b+1.

b) Método de Scheffé para comparar todos los contrastes.

kMS . &
El error estandar del contraste es: S. = £ th‘k

“ \ Aa 5

El valor critico con el que ck serd comparado estd dado por: Sex = S, X/(a_l)Fa L N—abl

2) Comparacion de Parejas de Medias de Tratamientos.

a) Método de la Minima Diferencia Significativa (LSD)

El LSD estara dado de la siguiente manera:

b) Prueba de Intervalos Miltiples de Duncan

El error estandar de cada promedio corregido se calcula de la siguiente forma:
kMS,
Yi. \ Aa
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Para encontrar los intervalos significativos rq(p,f), parap = 2,3, ..,4; o sigue siendo el

nivel de significancia yfel numero de grados de libertad del error que son N- a-b+1.

De igual manera para encontrar los minimos intervalos significativos Rp = ru(p,f) S; ,

conp=2,3,..,ase tomara f como el nimero de grados de libertad del error N- a-b+1.

c) Prueba de Tukey

El valor critico de todas las comparaciones vendra dado por : To = qu (a,f) S5,

. . , kMS
donde Sy es el error estandar de cada promedio y esta dado por S; = \T R yf los grados
3 i a
de libertad del error N- a-b+1, o el nivel de significancia y “a” el niimero de tratamientos.

3) Comparacion de Tratamientos con un Control.

2kMS
> doga-1,9 TE’ donde doga-1, se

La hipotesis nula se rechaza si |fl.—z°a

encuentra en la tabla de Dunnett con a que es el nivel de significancia y f los grados de

libertad del error que estan dados por N- a-b+1.

Ejemplo 17
Como en el ejemplo 15, se rechazo Ho entonces se aplicara la Prueba de Intervalos Multiples de

Duncan para determinar que medias son diferentes.

Datos
MSe=13.71 ,a=4 ,b=6, k=2, r=3, N=12, o =0.05,

Ordenando las medias de tratamientos corregidas calculadas anteriormente (interbloques), en

orden de menor a mayor (ascendente).

A A

£, =-12.38 £, =-5.91 £, =7.83 £, =10.46

Solucién

Calculando los intervalos significativos

P=23,4 ,f=12-4-6+1 = 3 grados de libertad del error
ro.os(2,3) =4.50 , roos(3,3) =450 , roos(4,3) =4.50
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Error estandar de un tratamiento corregido.

¢ \/kMSE :\/2(13.71):\/27.42 Jo85=2.62
" Aa M) (4)

Calculando los Minimos Intervalos Significativos
Rp = ru(p,f) S5 ,conp =2, 3,4

Rz = roos(2,3) S, = (4.5) (2.62) =11.79
R3 = ro.05(3,3) SL= (4.5) (2.62) =11.79
ro.os(4,3) S?,;: (4.5) (2.62) =11.79

Ra

Realizando las comparaciones Miiltiples
1vrs4: 7, -7, =10.46 - (-12.38) = 22.84 > 11.79 *

1vrs3: 7, -7, =10.46 - (-5.91) 16.37 > 11.79 *
lvrs2:7 -7, =10.46 -7.83 = 2.63 <11.79
7.83 - (-12.38) =20.21 > 11.79 *
7.83 - (-5.91) = 13.74 > 11.79 *
-5.91 —(-12.38) = 6.47 < 11.79

2vrs4: 17, -7,

2vrs3: 17, -7,

3vrs4: 17, -7,

Las diferencias se comparan solamente con un solo valor; ya que los Minimos

Intervalos Significativos resultaron tener el mismo valor.

Conclusion
Las medias de las temperaturas uno y cuatro, uno y tres, dos y cuatro, dos y tres son
significativamente diferentes (*); sin embargo entre las medias de las temperaturas uno y dos,

como las medias de las temperaturas tres y cuatro no existe diferencia significativa.

5. CUADRADO DE YOUDEN

Existen experimentos en los cuales se necesita eliminar dos fuentes de variabilidad
problematica y puede darse el caso que el nimero de unidades experimentales exceda las
restricciones del material experimental o el nUmero de tratamientos puede exceder el tamafio
de los bloques disponibles. En este caso se debe utilizar un Disefio de Cuadrados Latinos
"Incompletos".

Los Disenos de Cuadrados Latinos Incompletos son aquellos en los que el nimero de
columnas no es igual al nimero de renglones y tratamientos; es decir, es un Disefo de
Cuadrado Latino que le falta un renglén, una columna o una diagonal.

Youden (1937-1940) desarrollé arreglos de Cuadrados Latinos Incompletos, es por ello

que se conocen como Cuadrados de Youden.
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En general un Cuadrado de Youden es un Disefio Balanceado por Bloques Incompletos,
simétrico, en el que los renglones corresponden a los bloques y cada tratamiento ocurre
exactamente una vez en cada columna o "posicion" del bloque. Asi, es posible construir
Cuadrados de Youden de todos los Disefios de Bloques Incompletos Balanceados Simétricos.

La supresion arbitraria de mas de una columna, renglén o diagonal de un Cuadrado
Latino puede ocasionar que se destruya su balance. Por lo tanto, un Cuadrado de Youden es
siempre un Cuadrado Latino del cual al menos una columna, renglén o diagonal falta; pero no
siempre es necesariamente cierto que un Cuadrado Latino con mas de una columna, renglén o

diagonal removida es un Cuadrado de Youden.

, . r(k—1
Los parametros del Disefioson:a=b, r=kya = ( 1)
a_

Los grados de libertad seran:
Para la suma de Tratamientos son: a- 1
Para la suma de Bloques son :b-1
Para la suma de posiciones son :p -1
Para el total sera : N -1
Para el error sera : N-1-(a-1)-( b-1)-(p-1) = N- a-b-p+2
Ejemplo 18

Se realiz6 un experimento para asegurar las resistencias relativas al desgaste de cuatro tipos
de pieles: Caballo, Vaca, Conejo y Cabra.

Se usdé una maquina en la cual se probaron las muestras en una de cualquiera de tres
posiciones. Puesto que se conoce que diferentes ejecuciones del experimento dan resultados

variables, se decidié hacer cuatro ejecuciones del mismo. Se obtuvieron los siguientes

resultados.
o Ejecucién
Posicion
1 2 3 4
1 A=118 B=127 C=174 D=130
2 B=136 C=141 D=173 A=170
3 C=168 D=129 A=126 B=125

Interpretacion

Este ejemplo es considerado como un Cuadrado de YOUDEN, ya que en él se analizan las
resistencias relativas al desgaste de 4 tipos de pieles (caballo, vaca, conejo y cabra), que son
considerados como los tratamientos.
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Se conoce que las diferentes ejecuciones del experimento dan resultados variables, por
lo tanto las 4 ejecuciones se toman como columnas y las 3 posiciones en que se prueban las
muestras son tomadas como filas. Se pueden observar que en el experimento cada tratamiento
ocurre exactamente una vez en cada columna y cada fila; pero no posee igual nimero de filas y
columnas, es por eso que es un Cuadrado Latino que le falta una fila; por lo tanto es un Disefio

k-1
de Bloques Incompletos, en donde se cumpleque :a=b, r=kyxr = r(—l); yaque :a=4

Tratamientos (Letras Latinas) , : b = 4 Nimero de bloques, : ¥ = 3 Nimero de veces que dos

tratamientos aparecen juntos, k = 3 NUmero de tratamientos que se aplican en cada bloque.

5.1 MODELO ESTADISTICO

El modelo Lineal que representa los datos de un Cuadrado de YOUDEN esta dado por:
Yijh = LT o T4+ B+ g
en donde:

W : Esla media general.

O : Es el i-ésimo efecto de bloque.

lj : Es el j-ésimo efecto de tratamiento (Letra Latina).
Bh : Es el h-ésimo efecto de posicidn.

€jjh : Es el término usual de error aleatorio NID(0,5?).

Para este Disefio no se va ha describir todas las partes del analisis en detalle como en
los anteriores Disefios Experimentales; ya que el andlisis es similar a lo realizado en el Disefio
de Cuadrados Latinos y el Disefo de Bloques Incompletos. Por ser una combinacién de ambos,
sélo se estudiaran la forma de calcular el total corregido del i-ésimo tratamiento y los totales de

bloque corregido (Q; yQ,.') para observar su diferencia; como se detalla a continuacion.

La suma de Cuadrados de tratamientos corregida viene dada por:

k2.0;
i=1

SSTratamientos(ajustada) = , en donde Qj se obtiene mediante la siguiente férmula:

1 & )
Q =y - EZnﬁy,H ,j=1,2,..,b
i=1

Los Qj representan los totales corregidos de los tratamientos de la Letras Latinas.
Por ser simétrico el Cuadrado de YOUDEN es posible obtener la suma de Cuadrados de Bloques

corregida la cual es:

163



UNIDAD PROGRAMATICA III:” DISENOS POR BLOQUES”

b
ry (0
SSBloques(ajustada) ==t , en donde Ql.' se obtiene mediante la siguiente formula:
, 1
0, =yi.- *Z”i;‘)’./‘. (1=1,2,..,2
pei

Los Q; representan los totales corregidos de los bloques.
1, sieltratamienbiocurrerreenelbloquej

Para los Q; 'se debe tomar nj; = :
Qy o ! 0 , enelcasocontrario

Ejemplo 19

Para ilustrar lo planteado anteriormente se retomara los datos del ejemplo 18:

Posicién Ejecucién
1 2 3 4 Y..h
A=18 B=127 C=174 D=130 549
B=136 C=141 D=173 A=170 620
3 C=168 D=129 A=126 B=125 548
Yi.. 422 397 473 425 y.=1717
Y.
414 (A)
388 (B)
483 (C)
432 (D)
Datos
a=4 ,b=4,r=3 ,k=3 ,r= =D _6_,
4-1 3

Totales de tratamientos corregidos
13 )
Qj =VYi - ?anjyl ’ J=1121314
i=1
1 & 1 1
Qi=vy.1 - 3 Znily,." =414 - 5(422+473+425) =414 - 5(1320) =414 - 440 = -26
i=1

1 & 1 1
Q=vya - 3 > n,y, =388 - 5 (422+4397+425) = 388 - (1244) = 388 - 414.66 = -26.67

i=1
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1 1 1
Qs =vya3.- D .n,y, =483 - 5 (422+4397+473) = 483 - (1292) = 483 - 430.67 = 52.33

1 4

1 1
— > n,y, =432 - —(397+473+425) = 432 - —(1295) = 432 - 431.67 = 0.33
3 p= i4.70.. 3 3

Qs =vVya -

k;Qf _ 3[(-26)° +(-26.67)> +(52.33)° +(0.33)*] _ 3(4125.8267)

Aa 2(4) 8
= 1547.18

SSTratamientos(ajustada) =

Totales de Bloques Corregidos

, 1
0, = vi.- —anjy'j' ,i=1,2,3,4

, 1 1
0, =vy1. - anjyj 422 - g(414+388+483) =422- o (1285) = - 6.33

—

\ 1
0, =vya. - , =397 - - (388+483+432) = 397 - 3 (1303) = - 37.33

W

1
3
1

—

(1329) = 30

—_ W2

0,

| A
3 2
, 1<

0, =vys. - 3 Zn3jyj =473 - —(414+483+432) = 473 -
) A
Ya.. - Z
345

n,y,; =423 - —(414+388+432) = 423 - 3 (1234) = 11.67

(98]
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6. PROBLEMAS RESUELTOS

PROBLEMA 1. (Diseio Aleatorizado por Bloques Completos)

Un ingeniero de control de calidad para manufacturas de componentes electronicos,
intuitivamente siente que hay mucha variabilidad entre los 36 hornos usados por la compania
manufacturera para la cual trabaja, en las pruebas de duracidén de los diversos componentes.
Para determinar si tiene razoén, escoge un soélo tipo de componente y obtiene los siguientes
datos para las 2 temperaturas (T) normalmente usadas en las pruebas de duraciéon de estas
unidades; T1 = 550°F y T> = 600°F. El componente se pone a funcionar en un horno hasta que
falla. En este experimento se utilizaron 3 hornos (H) seleccionados aleatoriamente y se midid
los minutos de duracién del componente electrénico. Con un 5% de significancia, pruebe si el
ingeniero tiene razén en su creencia de la diferencia entre los 36 hornos. Los datos obtenidos

son los siguiente:

Temperaturas
Hornos
550°F 600°F
Hi1 246 180
H2 191 144
Hs 187 134

Solucién
Antes de realizar los célculos matematicos, se definiran las hipotesis que se desean probar; ya
que hay dieciséis hornos y solo se toman tres aleatoriamente es un Modelo de Efectos

aleatorios.
Ho: 2= 0 (No existe variabilidad entre los Hornos)
Hi: o2 >0 (Existe variabilidad entre los Hornos)

Variable Respuesta: Duracién del componente electrénico.

El significado verbal es:

Ho : La variabilidad entre los Hornos no influyen significativamente en la duracién del
componente electrénico probado.

H:: La variabilidad entre los Hornos influyen significativamente en la duracién del componente

electronico probado.

Datos.

a=3,b=2 ,N=3x2=6, i=123 , j=1,2
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Totales Tratamientos
2

yi. = Yij
J=1

2
yi = )y, =246 +180 = 426

=

2
y2=) y,; = 191 + 144 = 335

J=1

4
ys. =)y, = 187 + 134 = 321

J=1

Medias de Tratamientos
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Calculos Matematicos

Totales de Bloques

Yi =

1P
=

Y.1

Il
.Mm

y, = 246 + 191 + 187 = 624

i=1

y,, = 180 + 144 + 134 = 458

<

N]

Il
-

=1

2
Zyif = 246 + 180 + 191 +....+ 134 = 1082

j=1

:II
.Mw

i=

Medias de Bloques

- W _
Yi =" g
b a
— Y. _426 — _ Y1024
2L ="""=213 ——="""=208
v, _Y2.=335_ 4675 Az_y =H8 _ 15266
: 2 2 3 3
— _ 321 — _y. _1082
=23 =221~ 160.5 = 180.33
Sumas de Cuadrados
2 2 2 2 2 2 (1082)2
SSt = ZZylj = [(246)2+ (180)2+ (191)2 +(144)2+ (187)2 + (134)?] - e

i=l j=1

= 203058 - 195120.66
SSt = 7937.34

SStratamientos =

Yi.
= _i= (426)* +(335)% +(321)* _ (1082)°

2 N 2 6
= 198371 - 195120.66
SSTratamientos = 3250.34
Zy,
_ = _ (624)* +(458)>  (1082)°
SSBquues - -
3 N 3 6

= 199713.33 - 195120.66

SSBquues = 4592.67

SSE = SST = SSTratamientos = SSBquues
7937.34 - 3250.34 - 4592.67

SSe
SSe = 94.33
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Medias de Cuadrados

SSTratamientos — 3250.34 — 3250.34

MStratamientos = = 1625.17
a—1 3-1 2
SS
MSBquues _ Bloques __ 4592.67 — 4592.67 — 459267
b-1 2-1
SS
MSe = Eo 9433 9433 _ o .

(a-D(B-1) @O 2
Estadistica.

MSTmtamientos _ 1625.17

Fo = = 34.46
MS, 47.16
Tabla de Analisis de Varianza
Fuente Suma Grados Medias
de de de de Fo

Variacion Cuadrados Libertad Cuadrados
Hornos 3250.34 2 1625.17 34.46
Temperaturas 4592.67 1 4592.67
Error 94.33 2 47.16
Total 7937.34 5

Utilizando un nivel de significancia del 5% (a = 0.05) para encontrar el Frabias (Tablas

Fisher) con 2 grados de libertad (a-1) en el numerador y 2 grados de libertad (a-1)(b-1) en

denominador.

Fo,a-1,(a-1)(b-1) =Fo.05,2,2 = 19.00

Comparando el Fo calculado de el Analisis de Varianza y el Frabias , S& puede observar que:

Fo > Frablas
34.46 > 19.00

Por tanto, se rechaza la hipdtesis nula (Ho) y se acepta la hipdtesis alternativa (H1).
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También puede observarse graficamente, de la siguiente manera:

Zona de
Aceptacion | Zona de
de H, Rechazo

de H,

il |

Limite minimo Fo = 34.46

de aceptacidon (Frablas = 19.00)
Se observa que el valor de Fo cae en la zona de rechazo de Ho.

Conclusion

Los tipos de hornos influyen significativamente en la duracion del componente
electronico probado.

PROBLEMA 2. ( Comparacion de Medias de Tratamientos)

Como en el Problema 1, fue rechazada la hipdtesis nula. Supongamos que se desea

saber cuales son las parejas de medias que son diferentes; para ello se utilizard el Método de la
Minima Diferencia Significativa.

Datos.
a =0.05 , MSe=47.16 , N=6 , a=3 ,b=2
y, =213, y,=167.5, y,=160.5

e Encontrando el valor del LSD, con la formula establecida.

2MS
LSD =1, JRE = 2ATI6) = 2 JAT16 = (4.303)(6.867)
Soa=o-D b = G-he- 2

LSD = 29.55

e Calculando la diferencia de los promedios.
1vrs2:|y, - y,|=[213-167.5 = |45.5] > LSD
1vrs3:|y, - y,|= [213-160.5| = |52.5| > LSD

2vrs3:|y, - y,| = |167.5 - 160.5/ = |7.00] < LSD
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Se dice que una pareja de medias difieren significativamente si el valor absoluto de las

diferencias de los promedios de los tratamientos correspondientes es mayor que LSD = 29.55.

e Conclusiones

a) Se observa que la pareja de medias que no difieren significativamente son la media dos
y la media tres; ya que |7.00 |< 29.55; por lo tanto, no existe diferencia significativa
entre el Horno dos vy tres.

b) Las parejas de medias uno y dos, uno y tres el valor absoluto de las diferencias de los
promedios a resultado ser mayor que el valor encontrado del LSD; por lo tanto, las dos
parejas de medias difieren significtivamente; es decir que existe diferencia significativa
entre el Horno uno con los Hornos dos y tres.

PROBLEMA 3. (Diseiio Aleatorizado por Bloques Completos)

Retomando los datos del problema 1, se desea encontrar la eficiencia relativa de este
Diseflo Experimental y determinar el nimero de réplicas en caso de hacer su analisis como un
Disefio Unifactorial y mantener la misma sensibilidad en ambos Disefios.

Datos.
MSeE=47.16, a =3, b =2, MSsioques = 4592.67 , N=6

df. =N-a=6-3=3

df, = (a-1)(b-1) = (3-1)(2-1) = (2)(1)= 2

Solucion

Estimacion de las varianzas
A 2
o, ~ MSg = 47.16

A2

_ (b=DMS gy +b(@=DMS;_ (2_1)(4592.67) + 2(3-1)(47.16) _ (4592.67) + 4(47.16)

O, —
ab—1 3x2-1 6-1
_ 4592.67+188.64
5
AP 478231
o, = ’ = 956.46

Calculando la Eficiencia Relativa del Diseio Aleatorizado por Bloques.

(df, +1) (df, +3) 8] _ (2+1)(3+3) (95646) _ (3)(6) (956.46) _ 18 (956.46)
df, +3) (df. +1) 62 Q@+ B+]) (4716  (5)@) (47.16) 20 (47.16)
1721628
T 943.20

= 18.25 ~ 18
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e Conclusion
Significa que se debe usar dieciocho réplicas mas si se utiliza un Disefio Unifactorial para
lograr la misma sensibilidad que la obtenida al analizar el experimento por medio de un Disefio

Aleatorizado por Bloques.

PROBLEMA 4. (Cuadro de Youden)

Un ingeniero industrial estd estudiando el efecto de cinco niveles de iluminacion, para
analizar la ocurrencia de defectos en una operacion de ensamble. Porque el tiempo puede ser
un factor en el experimento, él ha decidido correr el experimento en cinco bloques, donde cada
bloque es un dia de la semana. Sin embargo, el departamento en el cual el experimento es
conducido tiene cuatro estaciones de trabajo, estas estaciones representan una fuente potencial
de variabilidad. El ingeniero decidié correr un cuadrado de YOUDEN con cinco filas (Dias o
bloques) cuatro columnas (Estaciones de trabajo) y cinco tratamientos (niveles de iluminacién).

Los datos codificados son mostrados en la siguiente tabla:

Dia Estacion de Trabajo

Bloques 1 2 3 4 Yi..
1 A=3 B=1 C=-2 D=0 2
2 B=20 C=0 D=-1 E=7 6
3 C=-1 D=0 E=5 A=3 7
4 D=-1 E=6 A=14 B=20 9
5 E=5 A=2 B=1 C=-1 7
Y.k 6 9 7 9 y.= 31

Analice estos resultados con un nivel de significancia del 1%.

Solucién

Antes de realizar los calculos matematicos, se definiran las hipétesis que se desean probar.

Ho : m1 = m2 = w3 = na = us (No existe diferencia entre los niveles de iluminacion).

Hi i #p2 #p3 # s = ps (Existe diferencia entre los niveles de iluminacion)

Variable Respuesta: Ocurrencia de defectos.

El significado verbal es:

Ho: Los niveles de iluminacién no influyen significativamente en la ocurrencia de los efectos
en una operaciéon de ensamble.

Hi: Los niveles de iluminacién influyen significativamente en la ocurrencia de los efectos en
una operacion de ensamble.
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Datos

a=5,b=5,r=4,k=4,p=4y;="ED=230"D_12_5

a-1 5-1 4

Y.j.
414 (A)
388 (B)
483 (C)
432 (D)

Calculos Matematicos
Calculo de los totales de tratamientos (Letras Latinas)

Tratamientos Y.
342+4+3 =12
B 0O+1+1+0 =2
C -1+0-2-1 =-4
D -1+40-1+40 =-2
E 5+6+5+7 =23

Calculo de la suma de cuadrados corregidos de los tratamientos.

1< .
Qj =VYi - EZ”,-,-)’,-" I]=11213I5
i=l1

5
Qi=yui - % ny, =12 - %(2 +74+947)=12- %(25) =12 - 6.25 = 5.75
i=1
1 < 1 1
=vyo - — oy, =2--(2+6+9+7) =2-_-(24) =2-6=-4
Q=y. 4Zy 4 ¢ ) R
1 < 1 1
=vy3 - — Ly =-4-_(2+6+7+7)=-4-_(22)=-4-55=-95
Qs =vys3 42”13” 4 ( ) ;22

5
Q4=y.4.-% n,-4y,-“=-2-%(2+6+7+9)=-2-%(24)=-2-6=-8
1

i

1
Qs =ys. - 1 Z”myzz.

i=1

Sumas de Cuadrados

vl

23 - %(6+7+9+7) 23 - %(29)=23—7.25=15.75

S 2 2
SSt= > > > vk —yﬁ =(3)2+ (1)2+ ..+ (-1)? - (3213 = 183.00 - 48.05 = 134.95
i=1 j=1 k=1

1
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2 L A0m2 a0 L@ M2 2
S tamenontasmnce) — (5.75)% + (~4.00)" + (-9.50)" +(-8.002 +(15.75)%] _ 4(451.375)
Aa 3)65) 15
= 120.37
5 2 2 2 2 2 2 2 2
SSpae= 3 Ve Yo = QLHOFOFOX AN GDT _ 21948 05 = 54,75 - 48.05 = 6.70
Zp N 4
4 2 2 2 2 2 2 2
SSestaciones = 3 LYo = (N FOV AN +OF GD” _ 247 _ 48.05 = 49.40 - 48.05 = 1.35
2 N 5 5

SSe = SSt - SSTratamientos(ajustada) - SSpias - SSkstaciones

SSe 134.95 - 120.37 - 6.70 - 1.35
SSe = 6.53

Medias de Cuadrados

SSTratamientos(ajustada) — 120.37 — 120.37

MSTratamientos(ajustada) = = 30.09
a—1 5-1 4
MSoie = SSpias — 670 — 670 _ 4 0
b-1 5-1 4
MSeEstaciones= SSvaciones = 135 = 133 = 0.45
p—1 4-1 3
MSe = SS _ 6.53 = 653 _ g
N-a-b-p+2 20-5-5-4+2 8
Estadistica.
MS .
Fo — Tratamient os _ 3009 - 3669
MS, 0.82
Tabla de Analisis de Varianza.
Fuente Suma Grados Medias
de de de de Fo
Variacion Cuadrados Libertad Cuadrados
Niveles de Iluminacion 36.69
(Ajustados) 120.37 4 30.09
Dias (Sin ajustar) 6.70 4 1.675
Estaciones de trabajo 1.35 3 0.45
Error 6.53 8 0.82
Total 134.95 19
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Utilizando un nivel de significancia del 1% (o = 0.01), para encontrar el Frablas

(Tablas Fisher) con 4 grados de libertad en el numerador (a-1) y 8 grados de libertad en

denominador N-a-b-p+2.

Fo,a-1,N-a-b-p+2 =Fo.01,4,8 = 7.01
Comparando el Fo calculado en el Analisis de Varianza y el Frabias , Se puede observar que:
Fo > Frablas
36.69 > 7.01

Por lo tanto, se rechaza la hipdtesis nula (Ho) y se acepta la hipotesis alternativa (H1);

También puede observarse graficamente, de la siguiente manera:

Zona de
Aceptacion Zona de
de H, Rechazo
de H,
|
Limite minimo Fo = 39.69

de aceptacién (Frabas = 7.01)

Se observa que el valor de Fo cae en la zona de rechazo de Ho.
e Conclusidén

Los niveles de iluminacién influyen significativamente en la ocurrencia de los efectos en

una operacion de ensamble.
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PROBLEMA 5. (Diseio de Cuadrado Latino, valor faltante)

Un instructor de Ingenieria Quimica esta interesado en la medicion de la tensién artificial
entre Kerosene y Aceite. Decide correr la prueba con cinco estudiantes del laboratorio en cinco
dias consecutivos de tal forma que un mismo estudiante no realiza la prueba dos veces el
mismo dia. El instructor cree que existe variacidén de ésta tensién a distintos niveles de aceite y

con tal propdsito considera cinco de tales porcentajes. Los resultados son los siguientes:

ESTUDIANTES
DIA
1 2 3 4 5

1 A=21 D =38 E =50 B =28 C=37
2 D =40 B =230 C=38 A=24 E =43
3 Hokok ok ok ok ok A =20 B =230 E =49 D =41
4 E =45 C=33 A =28 D =37 B =235
5 B =27 E =40 D =43 C=34 A =33

Las letras latinas representan el porcentaje de aceite de la siguiente manera:
A...90% ,B....80% ,C....70% ,D .... 20% Yy E .... 40%.

Supongamos que al llevar a cabo el experimento por algun motivo no fue posible
obtener la observacién que corresponde al dia 3, estudiante 1, y porcentaje de aceite 70% (C).

Con los datos de la tabla anterior obtener la estimacion del valor faltante.

Solucién

Datos

P=5

Calculo de los totales con el valor faltante.
ESTUDIANTES
DIA Yi.
1 2 3 4 5

1 A=21 D =38 E =50 B =28 C=37 174
2 D =40 B =30 C =38 A=24 E =43 175
3 A =20 B =30 E =49 D =41 140
4 E =45 C=33 A =28 D =37 B =35 178
5 B =27 E =140 D =43 C=34 A =33 177
Vil 133 161 189 172 189 y. =844
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Porcentajes Vi
A 21 + 20+ 28 + 24 + 33 =126
B 27 + 30 + 30 + 28 + 35 = 150
C 33+33+38+ 34+ 37 =142
D 40 + 38 + 43 + 37 + 41 = 199
E 45 + 40 + 50 + 49 + 43 = 227

Como se trata de un Disefio de Cuadrado Latino y el valor que se desea estimar es el

933, se debe utilizar la siguiente férmula:

LAY Y ) =2y
Vi = POLHY, +7) =Y , dondey; , y’, y y) son el total de renglén, tratamiento y

(p=2(p-1)

columna respectivamente con la observacion faltante y »° es el total general con el valor

faltante.

Sustituyendo se tiene:

PO+ V)72V Sy, 4y +y)—2y _ S(140+142+133)—2(844) _ 5(415)—2(844)

i = (p-2)(p-1) (5-2)(5-1) 3x4 12
_ 2075-1688 _ 382 _ o5 ¢
12 12
Py = 32.25

Por lo tanto, 93;, = 32.25 es la estimacion del valores faltante de la observacién de la tabla.
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INTRODUCCION A LOS DISENOS FACTORIALES

1. DESCRIPCION

En muchas situaciones experimentales resulta de interés estudiar los efectos producidos
por dos o mas factores simultdneamente; esto se logra con la ayuda de los Disefios Factoriales.

En general los Disefios Factoriales producen experimentos mas eficientes, ya que cada
observacién proporciona informacion sobre todos los factores, y es posible ver las respuestas
de un factor en diferentes niveles de otro factor en el mismo experimento. Por lo tanto, se
entiende por Disefo Factorial a aquel disefio en el cual se pueden estudiar los efectos de dos
o mas factores de variaciéon a la vez; es decir, que se puede investigar todas las posibles
combinaciones de los niveles de los factores en cada ensayo completo o réplica del
experimento.

Cada uno de los factores en estudio varian en su aplicacion, a esta variacion se le llama
Niveles del Factor. Las combinaciones de los niveles de cada factor, forman los respectivos
tratamientos.

En un disefo factorial, los factores en estudio se representan por letras mayusculas
(A,B,C,......) y los niveles de cada uno por sus respectivas letras minusculas (a,b,c,......). Los
cuales pueden tomar valores de 2,3,4, ......

Existen experimentos factoriales Balanceados y Desbalanceados; diremos que es
balanceado cuando el nimero de réplicas es igual para cada uno de los tratamientos usados en
el experimento; en caso contrario es Desbalanceado; también se puede dar el caso en que sélo
exista una sola réplica para cada tratamiento. Los Disenos factoriales se pueden combinar con
los Disefios Completamente al Azar (Unifactoriales), o con el Disefio de Bloques Aleatorios, etc.,
dependiendo de la naturaleza del experimento.

Entre las Ventajas de usar un disefio Factorial, se pueden mencionar las siguientes:

1) Ahorro y economia del recurso experimental; ya que cada unidad experimental provee
informacion acerca de dos o mas factores, lo que no sucede cuando se realiza con una serie
de experimentos simples.

2) Da informacién respecto a las interacciones entre los diversos factores en estudio.

3) Permite realizar estimaciones de las interacciones de los factores, ademas de los efectos
simples.

4) Permite estimar los efectos de un factor en diversos niveles de los otros factores,
produciendo conclusiones que son validas sobre toda la extensién de las condiciones

experimentales.
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La Unica desventaja es que si el nimero de niveles de algunos de los factores o el nimero
de factores es demasiado grande, entonces el nimero de todas las combinaciones posibles de
tratamientos de factores llega a ser un nimero grande, en consecuencia la variabilidad en el
experimento podria ser grande. Estas dos situaciones, pueden hacer dificil detectar los efectos
significativos en el experimento.

Se entiende por efecto de un factor al cambio en la respuesta media ocasionada por un

cambio en el nivel de ese factor.

En los disefos factoriales existen tres efectos, los cuales son:

1) Efecto Simple: son comparaciones entre los niveles de un factor a un sélo nivel del otro
factor.

2) Efecto Principal: son comparaciones entre los niveles de un factor promediados para
todos los niveles del otro factor.

3) Efecto de Interaccion: Miden las diferencias entre los efectos simples de un factor a
diferentes niveles de otro factor; es decir, la diferencia en la respuesta entre los niveles de
un factor no es la misma en todos los niveles de los otros factores.

En un experimento factorial se puede estimar y contrastar hipotesis acerca de las
interacciones y los efectos principales.

Existe interaccidon entre los factores, si la diferencia en la respuesta entre los niveles de
un factor no es la misma en todos los niveles de los otros factores.

Una interaccion puede ser doble, triple, cuadruple, etc. segin el nimero de factores que
sean considerados en el experimento.

En general, el numero de efectos principales y las interacciones se pueden determinar

. . k! . .
por el combinatorio: =-—————donde k: es el numero de factores en el experimento, y
m) m!(k—m)!

para obtener los efectos principales m=1, se escribe m=2 para una interaccién doble, m=3

para una interaccion triple, etc. Considerando m < k.
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También se puede utilizar el Tridngulo de Pascal para encontrar el nUmero de efectos

principales y las interacciones:

1 Puede observarse que en el caso de un experimento
1 1 factorial de cinco factores (linea sefialada con la flecha),
1 2 1 se tienen:
1 3 3 1 5 Efectos principales
1 4 6 4 1 10 Efectos Dobles
) 1 5 10 10 5 1 10 Efectos Triples
1 6 15 20 15 6 1 5 Efectos Cuadruples

Lrrniiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiios 1 Efecto Quintuple

La interaccidon en la cual intervienen tres o mas factores se considera una interaccion de
orden superior. Por ejemplo: ABC, ABD, BCD,ADCE...., etc.

La notacién que se utiliza para indicar el nimero de niveles y el nUmero de factores de
un experimento factorial es sencilla; y podria simbolizarse en general de la siguiente manera:
MXNXOXPX...vvnn... , en donde las letras indican el numero de niveles de los factores y el niumero
de veces que aparecen las letras indican el nimero de factores. En el siguiente cuadro se

presentan algunos ejemplos de ésta notacion:

Notacion del | Numero Niveles de los Factores
Experimento de
Factorial Factores Factor 1 | Factor 2 | Factor 3| Factor 4
3x4 2 3 P
2x4x3 3 2 2 3
2x3x4 4 2 > 3 2
24 = 2x2x2x2 4 2 > >
3% = 3x3x3x3 4 3 3 3 3

En los disefios factoriales se pueden estudiar los efectos de dos, tres y mas factores a la
vez, en esta unidad se estudiaran los efectos de dos factores en detalle, tres factores y se hara

un planteamiento general para el estudio de los disefios de mas de tres factores.
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2. DISENO FACTORIAL DE DOS FACTORES

El disefio factorial mas simple o sencillo es aquel que involucra en su estudio sélo dos
factores o conjunto de tratamientos; es decir, que sélo se esta interesado en los efectos que
producen estos dos factores. A este tipo de disefio se le lama Bifactorial.

Si Ay B son los factores que se van ha estudiar en un disefio factorial, el factor A tendra
"a niveles" y el factor B tendra "b niveles", entonces cada repeticidén o réplica del experimento
contiene todas las "ab" combinaciones de los tratamientos y en general hay "n" repeticiones, es
necesario tener al menos dos réplicas (n>2), para poder obtener la suma de cuadrados del
error.

El orden en el cual se toman las "abn" observaciones es aleatorio; de modo que este es
un disefio completamente aleatorizado.

Si se considera que los niveles del factor A son ai, a2 y los del factor B son bi, b2
entonces se tiene:

Factor B
Factor A
b1 b>
ai aibi aib>
az axbi axb>

Los tratamientos estaran formados por las combinaciones de los niveles de ambos
factores; es decir, que existen cuatro tratamientos los cuales son:
Tratamiento 1: aib: Tratamiento 2: aib>

Tratamiento 3: azb: Tratamiento 4: azxb>
Interpretacion de los efectos principales y la interaccion.

e El efecto simple del Factor A cuando el Factor B toma el nivel bi: es igual al cambio en
la variable respuesta y; cuando se cambia del tratamiento aib: al tratamiento azbs.

e El efecto simple del Factor A cuando el Factor B toma el nivel bz: es igual al cambio en
la variable respuesta y , cuando se cambia del tratamiento aib2 al tratamiento azbo.

e El efecto principal del factor A: es el promedio de los efectos simples del factor A

e El efecto principal del factor B: es el promedio de los efectos simples del factor B

e La interaccion del factor A y el factor B: es la diferencia del efecto simple del factor A

cuando el factor B toma el nivel b menos el efecto simple del factor A cuando el factor

B toma el nivel bi.
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Es decir, si el efecto sobre la variable respuesta (y) debe cambiar del nivel a1 al nivel a2
del factor A es igual para los dos niveles del factor B, entonces la interaccién es cero (no
hay interaccién o los factores operan independientemente).

Si el efecto simple del factor A depende del nivel del factor B, entonces existe

interaccion entre el factor A y el factor B.

Si el signo que resulta de la interaccion es positivo se dice que existe "efecto

sinergizante" o "potencializacion"; sin embargo si es negativo se dice que existe "efecto

antagonico” o "interferencia".
Forma Grafica de observar la Interaccion.

Para observar la interaccion entre el factor A y el factor B, se debe realizar una grafica
de la respuesta de los datos, contra los niveles del factor A, para ambos niveles del factor B, de

la siguiente manera:

; Figura 2
Figura 1
b,
Respuesta Respuesta B b,
b1 b 1
2
b
b, b, 1
a, a, a, a,
Factor A Factor A

En la Figura 1, podemos observar que las rectas que se forman son aproximadamente
paralelas lo cual indica que no existe interaccion entre el Factor A y el Factor B; mientras que
en la Figura 2, las dos rectas que se forman no son paralelas y se intersectan, lo que significa

que existe interaccion entre el Factor A y el Factor B.
Los "a" niveles del factor A y los "b" niveles del factor B, pueden ser elegidos

aleatoriamente de poblaciones mas grandes, entonces se dice que el factor A y el factor B son
aleatorios; en este caso las inferencias pueden generalizarse a todos los niveles de las

poblaciones bajo estudio, porque los niveles de los factores se eligieron al azar. También el
experimentador puede elegir especificamente los " 4" niveles del factor A y los " b" niveles del

factor B usados en el experimento, entonces se dice que el factor A y el factor B son fijos; por
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lo tanto las inferencias hechas con base en el Analisis de Varianza pueden aplicarse solamente
a los niveles especificos del factor A y el factor B que se probaron.
En consecuencia de lo anterior, se pueden dar los siguientes casos:
1) El factor A y factor B son fijos, entonces el Modelo que resulta es el Modelo de Efectos
Fijos.
2) El factor A y factor B son aleatorios, entonces el Modelo que resulta es el Modelo de
Efectos Aleatorios.
3) El factor A es aleatorio y el factor B es fijo, o viceversa, el Modelo que resulta es el
Modelo Mixto.

Ejemplo 1

Un agrénomo desea planear un experimento usando el disefio de bloques al azar con 4
replicaciones. El ha decidido usar 2 factores en el experimento: el factor Tipo de Suelo con
4 niveles y el factor Variedades de Maiz con 3 niveles. El sabe gue el disefio de bloques al
azar tendra 12 tratamientos, pero no ha tomado la decisién si debe usar un Modelo factorial
fijo, aleatorio o mixto. Para tomar esta decision, él enumera el siguiente listado de las

alternativas posibles para este experimento.

Situacion 1

El agronomo selecciona 4 Tipos de Suelo y 3 Variedades de maiz seglin el objetivo del
experimento.

Las conclusiones que se obtengan de este experimento solamente seran validas para los 4
Tipos de Suelo y las 3 Variedades de maiz.

Decisién: Usar un Modelo de Efectos Fijos

Situacién 2

El agronomo selecciona 4 Tipos de Suelo al azar a partir de un listado de todos los tipos de
suelos que existen en la zona donde se va a hacer este experimento. Asimismo la seleccion
de 3 Variedades de maiz se hace en forma aleatoria usando un listado que contiene todas
las posibles variedades de maiz que existen en la zona.

Las conclusiones que se obtengan de este experimento solamente seran validas para todos
los Tipos de Suelo y todas las Variedades de maiz que existen en la zona experimental.

Decision: Usar un Modelo de Efectos Aleatorios

Situacion 3
El agronomo selecciona 4 Tipos de Suelos al azar a partir de todos los tipos de suelos que
existen en la zona donde se va a hacer este experimento, pero usa 3 Variedades de maiz

que fueron nombradas en el objetivo del experimento.

183



UNIDAD PROGRAMATICA IV:” DISENOS FACTORIALES”

Las conclusiones que se obtengan de este experimento seran validas para todos los Tipos
de Suelo que existen en la zona de experimentacion, pero solamente para 3 Variedades de
maiz que fueron usadas en el experimento.

Decisiéon: Usar un Modelo Mixto tomando Variedad de maiz como Factor Fijo y Tipos de

Suelo como Factor Aleatorio.

Nota: Obsérvese que existe también la posibilidad de usar otro Modelo Mixto en el cual se
puede tomar el Factor Tipo de Suelo como Factor Fijo y el Factor Variedad de maiz

como Factor Aleatorio.

A medida se vaya profundizando en el estudio de los disefios Bifactoriales, se iran
enfatizando las diferencias que existen en su analisis para cada uno de los Modelos planteados
anteriormente y siempre que se refiera al Modelo Mixto se considera al factor A como aleatorio

y el factor B fijo.

Ejemplo 2

Se realiz6é un estudio para comparar las duraciones de escritura de cuatro marcas de plumas de
primera calidad. Se pensd que la superficie de escritura podria afectar la duracidn, por lo que
se seleccionaron tres superficies diferentes. Se utilizd una maquina de escribir para asegurar
que las condiciones fueran homogéneas (por ejemplo, presidon constante y un angulo fijo). Para
el estudio se obtuvieron dos duraciones (en minutos) para cada combinacién de marcas de
superficie.

Interpretacion.

En el ejemplo, se puede observar que existen dos factores de interés el factor A que es la
marca de la pluma; y como son cuatro marcas de plumas las que compara su duracion
entonces el factor A tiene 4 niveles. Mientras que el factor B son las superficies donde se
prueba cada marca de las plumas y se utilizan tres superficies, por lo tanto el factor B tiene 3
niveles.

El objetivo del experimento es determinar si la superficie de la escritura afecta la duracion de
las plumas.

Este experimento asi como esta planteado corresponde a un Modelo Mixto; ya que el
Factor A es fijo, porque so6lo hay cuatro marcas de interés para los experimentadores y todas
estan representadas en el experimento. El factor B, sin embargo es aleatorio, porque las tres
superficies fueron seleccionadas de varias superficies y no son las tres superficies escogidas

especificas en realidad las que son de interés.
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2.1 REPRESENTACION SIMBOLICA DE LOS DATOS

Suponiendo que existen dos factores, el factor A con "a" niveles y el factor B con "b"

niveles y cada nivel con “n“ réplicas o repeticiones en el experimento; por lo tanto, la

representacion de los datos observados para un disefio Bifactorial sera de la siguiente forma:

Factor B
Factor A 2 b
1 Yi11,Y112, ... ,Y1iin Y121,Y122,... /Y12n Yib1,Y1b2, ... ,Y1ibn
Y211,Y212, ... ,Y21in Y221,Y222,... ,Y22n Y2b1,Y2b2, ... ,Y2bn
a Yai1,Ya12, ... ,Yain Ya21,Ya22,... ,Ya2n Yabi,Yab2, ... ,Yabn

Sea yik la respuesta observada cuando el factor A se encuentra en i-ésimo nivel
(i=1,2,..,a), el factor B en el j-ésimo nivel (j=1,2,....,b) y la k-ésima observacién (k=1,2,....,1).
El nimero total de observaciones en el experimento serd: N = abn, porque se realizan n
réplicas.

Sea:

yi.. : El total de las observaciones bajo el i-ésimo nivel del factor A.
y.j. : El total de las observaciones bajo el j-ésimo nivel del factor B.

yij. + El total de las observaciones de la ij—ésima celda.
y... : El total general de todas las observaciones.

Vis Vo )71, y »_ :los promedios de renglén, columna, celda y general respectivamente.

Matematicamente se expresan de la siguiente manera:

Totales Promedios
b n
— - _ )i .
Yi. = ZZ)@M Vv, = , 1i=1,2,.,a
=1 k=l bn
_ a - n - B y/
YJ - Zzyg‘jk y/ - — L ]= 1/2/-- rb
i=l k=1 an
L~ - _ Yy i=12,...a
Vi kz:;yijk Vi n ’ {] =12,....b
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2.2 MODELO ESTADiSTICO

Las observaciones descritas en el cuadro anterior, pueden ser representadas mediante

el Modelo Lineal siguiente:

i=12,....a
Yik =R+ ut P+ Py tep (/=125

k=12,...n
donde:
Yijk . Esla ijk-ésima observacién de la variable respuesta.
il : Es el efecto medio general.
li : Es el efecto del i-ésimo nivel del Renglén (Factor A).
B3 . Es el efecto del j-ésimo nivel de la Columna (Factor B).

(1B)ij : Es el efecto de la interaccién entre v y B (interaccién del Factor A y el Factor B).
€ijk : Es el componente del error aleatorio

A continuacion se presentan las suposiciones de los parametros del Modelo Lineal, para

cada uno de los Modelos en estudio:

Modelo de Efectos Fijos

Como ambos factores son fijos y se supone que los efectos de tratamiento se definen

a b
como desviaciones de la media general, por lo tanto Zfi =0y Zﬁj = 0; también los efectos
i=1 Jj=1

a A b A
de interaccion son fijos y se definen de manera que: Z(rﬂ)ij =0,j=1,2,..,by Z(rﬂ)i/ =0,
j=1

i=1
i =1,2,..,4. El ttrmino del error aleatorio &jjk ~ NID(0,52).
Modelo de Efectos Aleatorios

En este caso ambos factores son aleatorios entonces los pardmetros del Modelo 1, Bj,
(1B)ij vy &k son variables aleatorias; es decir, 1 es NID(0, o) ,Bj ~ NID(O, o} ),

(1B)ij ~ NID (O, Gfﬂ) y €ijk ~ NID(0,62). Y la varianza de cualquier observacion es.:

V(yi) = o + G; +afﬂ + o2,
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Modelo Mixto

Se toma un factor como fijo y el otro aleatorio, suponiendo que el factor A es fijo y el
factor B es aleatorio entonces 1; es un efecto fijo, B; es un efecto aleatorio, se supone que la

interaccion (1p)ij es un efecto aleatorio. Por lo tanto fo =0y P ~ NID(O,az). El efecto de
i=1

la interaccion (1B8); es una variable aleatoria con distribuciéon normal con media cero y varianza

a—1 ) . . .
{( )}Gfﬂ. Sin embargo, la suma del componente de la interaccion sobre el factor fijo es
a

igual a cero. Es decir, Z(rﬁ)y_ = (B); =0 j=1,2,..,Db. Esto significa que a diferentes niveles
i=1
del factor fijo ciertos elementos de la interaccion no son independientes. Ademas puede

1 ..
mostrarse que: Cov((1B)ij ,(1B)ij) = -—o.,, 1= ylacovarianza entre (1\p)ij v (1B)%, es
a

igual a cero, para j =]’ . El término del error aleatorio &ijx ~ NID(0,c2).

2.3 SUMAS Y MEDIAS DE CUADRADOS

Del estudio de la descomposicion de la variabilidad total de los datos, en sus partes que
esta compuesta; es de lo que se encarga el Analisis de Varianza.
Sea:
SSt : Suma total de cuadrados corregida
SSa : Suma de cuadrados debida a los renglones o al factor A
SSe : Suma de cuadrados debida a las columnas o al factor B.
SSae : Suma de cuadrados debida a la interaccion entre el factor A y el factor B.
SSe : Suma de cuadrados debida al error.
La suma total corregida puede expresarse como:
a b n
SSt=22>u-».)
i=1 j=1 k=1
Al descomponer esta sumatoria y después de hacer algunos pasos algebraicos; y
considerar que los seis productos cruzados son iguales a cero (Ver Douglas Montgomey, afio
1991, Pagina 181), se obtiene:
a b a b
SSt=bn Z(i. ~y ) +an ZI(E,,—. —y ) AR Yy v )
i= j=

=1 j=1
b n

+ iZZ(yijk _}ijx)z

i=l j=1 k=1
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Se observa que la suma total de cuadrados se ha descompuesto en la suma de
cuadrados debida a los renglones o al factor A, en la suma de cuadrados debida a las columnas
o factor B, en una suma de cuadrados debida a la interaccidon entre el factor A y el factor B, y
una suma debida al error.

Al analizar el ultimo término del miembro derecho de la expresidon se puede observar
gue es necesario tener al menos dos réplicas (n>2) para poder obtener la suma de cuadrados
del error.

Por lo tanto, SSt se puede expresar simbdlicamente como:
SST = SSA + SSB + SSAB + SSE

donde

SSt : Tiene abn-1 grados de libertad; porque existen N = abn observaciones y un sélo
parametro a estimar que es L.

SSa :Tiene a-1 grados de libertad, porque el factor A tiene "a" niveles y sélo hay un
parametro a estimar que es ;.

SSe : Tiene b-1 grados de libertad, porque el factor B tiene "b" niveles y sélo hay un
parametro a estimar que es f3j.

SSas : Tiene (a-1)(b-1) grados de libertar; ya que los grados de libertad de la interaccidn
simplemente corresponde a los grados de libertad de cada celda (los cuales son ab-1)

menos los grados de libertad de los dos efectos principales del Factor A y Factor B; es

decir, ab-1- (a-1)-(b-1) = (a-1)( b-1).
SSe : Tiene ab(n-1) grados de libertad; porque dentro de cada una de las ab celdas existen

n-1 grados de libertad entre las 1 réplicas.

Matematicamente estas sumas de cuadrados se obtienen de la siguiente manera:

a b n 2

SSr=3332- 2 (Apendice 1)

il j=1 k=1 abn

Sumas de cuadrados para los efectos principales.
2

« .2
SSa = Vi o (Apendice 2)
= bn abn

2

b y? y
SSg = z T . Z- (Apendice 3)
‘o an abn
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Para obtener SSas, se hace en dos etapas.
Primero: Se calcula la suma de cuadrados entre los totales de las “ab” celdas, llamada suma

de cuadrados debido a los "subtotales", la cual contiene a la SSa y SSs.

2

a b 2
Sssubtotales = Zzy”' _ L

o n abn

Segundo: Se calcula SSap

SSAB = Sssubtotales - SSA - SSB

La suma de cuadrados del error se encuentra por diferencia.

SSE =SSt -SSaB-SSA-SSg 0 SSg=SSt- SSaubtotales

Las medias de cuadrados se definen como la suma de cuadrados dividida entre sus
correspondientes grados de libertad.
Sea:
MSa : Media de cuadrados del factor A.
MSg : Media de cuadrados del factor B.

MSaB : Media de cuadrados de la interaccidn del factor A y el factor B.
MSEe : Media de cuadrados del error.

Las cuales vienen dadas por:

MSa = SS, . MSs = SS, . MSas = SS Se = SS.
a-1 b-1 (a—=D(B-1) ab(n—1)

Los valores esperados de cada una de las medias de cuadrados para los Modelos anteriores

b

son:

Modelo de Efectos Fijos

bnza: ] anz B

E(MSa) = 02 + — E(MSs ) = c? + ———

a-1 h-1

a b

ny Y (h);
E(MSas) = o2 + L E(MSE) = 2

(a-D(®b-1)
Modelo de Efectos Aleatorios
E(MSa) = o> + n o+ bn o} E(MSe) =2+ n o+ an o,
E(MSwe) = 02 + n oy E(MSE) = o2
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Modelo Mixto (Factor A fijo y Factor B aleatorio)

anZ‘iz
E(MSa) =c? + n Grzﬁ + =
a-1

E(MShs) = 02 + n 0 E(MSe) = o2

E(MSg ) = 6% + an (72

2.4 ANALISIS ESTADISTICO

En un disefio Bifactorial, tanto los factores (o tratamientos) de renglén como de columna
tienen la misma importancia. A continuacidon se presentan las bases estadisticas para estos
disefos.

Las hipdtesis se prueban acerca de la igualdad de los efectos de tratamiento de renglén
(Factor A), la igualdad de los efectos de tratamiento de columna (Factor B) y también es
interesante determinar si los tratamientos de renglén y columna interaccionan (interaccién AB).

El procedimiento para obtener la tabla de Analisis de Varianza de cada uno de los
Modelos descritos es similar, la diferencia radica en el calculo del estadistico (Fo). A
continuacion se presenta la tabla de Analisis de Varianza, detallando tal diferencia para cada
uno de los Modelos y considerando en el de efecto mixto al factor A como fijo.

Tabla de Analisis de Varianza

Fuente Suma Grados Media Fo
de de de de
Variacién Cuadrado | Libertad | Cuadrado | Efecto Fijo | Efecto Aleatorio IIEV'I:'ectto
ixto
MS, MS, MS,
Factor A SSa a-1 MSa Fo= Fo= Fo=
MS, MS ,, MS ,,
MS, MS, MS,
Factor B ss - MS Fo=—= |Fo=—*- Fo=—+
actor i b-1 ° MS, MS, MS,
MS ,; MS MS
I i6n AB -1)(b- M Fo= Fo= Fo=
nteraccion SSas (a-1)(b-1) Sas MS, MS, MS,
Error SSEe ab(n-1) MSe
Total SSt abn-1

Para determinar el estadistico (Fo) de los efectos, se deben observar los valores esperados de
las medias de cuadrados definidas anteriormente; y evaluar el efecto que tiene la hipotesis
nula.

El Fo adecuado para probar la respectiva hipdtesis sera el numerador su respectiva media de
cuadrados y el denominador una de las restantes que tenga igual valor esperado que la del

numerador; cuando la hipdtesis nula sea verdadera.
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En la siguiente tabla se presentan los Modelos con sus hipdtesis a probar y sus

respectiva Regién de rechazo de la Hipdtesis nula, con el Frabias que corresponden

distribucién F con sus grados de libertad del numerador y denominador para cada caso.

Efectos Fijos

Modelos Hipdtesis Region de Rechazo
Ho:u=1,=...=1,,=0
Fo > Foa1,abn-1
H:cuando menos un 1; # 0 o,a-1,ab(n-1)

HO:BIZBZZ e BbZO

:cuando menos un fB; # 0

H,

Fo > Fop-1,ab(n-1

Ho: (1B)ij= 0, para todo ij
H]Z

cuando menos un (1f3);j # 0

Fo > Fa,a-1)0-1),a0(0-1)

Efectos Aleatorios

H()Z
Hll

cl=0

c:>0

Fo> Faa-1,(a-1)0b-1)

H()Z
H]I

2:
aﬂO

2
0ﬁ>0

Fo > Fap-1,(a-1)b-1

. 2 —
co,=0

. 2
to,>0

Fo > Fa,a-1)0-1),ab(0-1)

Efecto Mixto

u=u=...=1=0

: cuando menos un ; # 0

Fo> Faa-1,(a-1)0b-1)

. 2
.aﬁ()

. 2
.0ﬁ>0

Fo > Fob-1,ab(n-1)

. A
.Grﬁ—O

. 2
e 0

Fo > Fa,a-1)0-1),ab(0-1)

Lo cual la hipdtesis Ho: 1] = 1 =

a

la

...= 13 = 0, significa que la diferencia de niveles del

factor A no tienen efecto significativo sobre la variable respuesta y Ho: crf =0, significa que la

variabilidad en los niveles del factor A no tienen efecto significativo sobre la variable respuesta.

Para llevar a cabo las pruebas de hipotesis planteadas en la tabla, se deben tomar en

cuenta las estadisticas correspondientes (Fo); las cuales tienen una distribucion F, con sus

respectivos grados de libertad como se muestra en la tabla (Frabias) Y un nivel de significancia a,

si la hipotesis nula es verdadera.
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Por lo tanto, la regién critica es el extremo superior de la distribucion F, como se observa a

continuacion.

Zona de
Aceptacion | 7ona de
de Ho Rechazo

de H,

|

FTabla

La hipdtesis nula (Ho) se rechazard si, Fo > Fraplas, que es la region de rechazo que se

presenta en la tabla para cada una de las hipétesis a probar en cada uno de los casos.

Donde Fo se obtiene a través del Analisis de Varianza y Frabia Se obtiene por medio de la tabla F.

Ejemplo 3

Se llevé a cabo un estudio del efecto de la temperatura sobre el porcentaje de encogimiento de
telas tefiidas, con dos réplicas para cada uno de cuatro tipos de tela en un disefo totalmente
aleatorizado. Los datos son el porcentaje de encogimiento de dos réplicas de tela secadas a

cuatro temperaturas; los cuales se muestran a continuacion.

Factor A Factor B (Temperatura)
(Tipos de tela) [ >10oF [ 215°F | 220°F 225°F
) 1.8 2.0 4.6 7.5
2.1 2.1 5.0 7.9
5 2.2 4.2 5.4 9.8
2.4 4.0 5.6 9.2
3 2.8 4.4 8.7 13.2
3.2 4.8 8.4 13.0
4 3.2 3.3 5.7 10.9
3.6 3.5 5.8 11.1

Solucién

En este ejemplo el analisis se hard como un Modelo de Efectos Fijos; ya que el
investigador define con su propio criterio las temperaturas y los tipos de telas que va ha utilizar
para llevar a cabo este experimento.

Variable Respuesta: Porcentaje de encogimiento de la tela tefiida.
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Planteamiento de las Hipétesis a probar:
Con el objetivo de ejemplificar el Analisis de Varianza de este tipo de Modelo, se plantearan

las tres hipotesis en forma Estadistica que se desean probar.
a) Ho:uu=w=13=u=0

Hi: Cuando menos un u =0
b) Ho : B1 = B2 =3 =pa =0

Hi : Cuando menos un B; =0
C) Ho : (1B)5 = O, para todo ij

H: : Cuando menos un (1) =0

Forma verbal de las Hipétesis
a) Ho : El tipo de tela no influye en el porcentaje de encogimiento de la tela tefiida.
H: : El tipo de tela influye en el porcentaje de encogimiento de la tela tefiida .
b) Ho : Los niveles de temperatura no influyen en el porcentaje de encogimiento de
la tela tefida.
Hi: : Los niveles de temperatura influyen en el porcentaje de encogimiento de la
tela tefiida.
c) Ho : La combinacién del tipo de tela tefiida y la temperatura no influye significativamente
en el porcentaje de encogimiento de la tela.
Hi: La combinacién del tipo de tela tefiida y la temperatura influye significativamente en

el porcentaje de encogimiento de la tela.
Datos
=4 , b=4 , n =2, N=abn=4x4x2 = 32

Calculos Matematicos

Totales de Celdas

Yii. = 2 Vi
k=1
yi1. = 3.9 , Y. =4.1 , VYi3.

9.6 , Ya. = 15.4
11.0 , y2a. =19.0
17.1  , ysa. = 26.2
11.5 , ya. = 22.0

y21. = 4.6 ,  Y22.=8.2 , Y23.

y3r.= 6.0 , vy32. =9.2 , Y33,

yai. = 6.8 , vya. =6.8 , Va3,
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A continuacién se presenta la tabla de datos con sus respectivos totales por celda que se

calcularon anteriormente:

Factor A Factor B (Temperatura)
(Tipos de tela) | 210°F | 215°F | 220°F | 225°F Yi..
1 3.9 4.1 9.6 15.4 33.0
2 4.6 8.2 11.0 19.0 42.8
3 6.0 9.2 17.1 26.2 58.5
4 6.8 6.8 11.5 22.0 47.1
Y.i. 21.3 28.3 49.2 | 82.6 | y.=181.4

Sumas de Cuadrados.

4 4 2

SS; = T
TS 2220

2

[(L.8)? + (2.1)2 + (2.0 + (2.1)% +..+(10.9)2 + (11.1)2] - LA

32

1370.78 - 1028.31
SSt

342.47

Sumas de Cuadrados para los Efectos Principales
4 2

. _ yl2 ) ).
SST1pos de tela ; BH2) DHDQ)

_ [(33.0)2 +(42.8)> +(58.5)° +(47.1)2] _(181.4)°
8 32
=1070.19 -1028.31

SSipos de tela = 41.88

IR
T2 DO

_ 13 + 283 +992) +82.6)] (1814’

8 32
= 1312.25 - 1028.31

2

SSTemperatura =

S STemperatura = 283.94
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Calculo de Subtotales
sS i v
Subtotales — ,Z_;; " - (4)(4)(2)
397 + @17 +(9.6) +.....+(22.0°]  (181.4)°

2 32
= 1369.98 - 1028.31

2

SSSubtotales = 341.67
Calculo de Interaccion

SSInteracci(’)n = SSSubtotales - SSTipos de tela ~ SSTemperatura
= 341.67 - 41.88 - 283.94
SSInteracci(’)n = 15.85

Calculo de la Suma de Cuadrados del Error.
SSE = SSt - SSsubtotales

= 342.47 - 341.67
SSE=10.8

Tabla de Analisis de Varianza

Fuente Suma Grados Medias Fo
de de de de
Variacion Cuadrados Libertad Cuadrados

Tipos de telas 41.88 3 13.96 279.20
Temperaturas 283.94 3 94.65 1893.00
Interaccion 15.85 9 1.76 35.20
Error 0.8 16 0.05

Total 342.47 31

Tomando o = 0.05, encontrando para cada hipotesis a probar sus respectivos Frabias, S€ tiene:

a) Foa-1,a000-1) = Fo.05.4-1.44)2 - 1) = Fo.053,16 = 3.24
b) Fop-1.ab0m-1) = Fo.05.4 -1.44)2 - 1) = Fo.05.3,16 = 3.24

¢) Fo,a-1)b-1),ab(n-1) = F0.05,4 -1)@ -1).4@)2 - 1) = Fo.05,0,16 = 2.54
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Conclusiones

Se tiene:
Respecto a _la hipotesis a (Factor A(Tipo de Tela))

Se observa de la tabla de Analisis de Varianza que el Fo > Frablas (279.20 > 3.24); por lo tanto,
se rechaza Ho; es decir, el tipo de tela tefida influye significativamente en el porcentaje de

encogimiento de ella.

Respecto a_la hipotesis b (Factor B(Temperatura))

Se observa de la tabla de Andlisis de Varianza que el Fo > Frabias (1893 > 3.24); por lo tanto, se
rechaza Ho; es decir, los niveles de temperatura influyen significativamente en el porcentaje de

encogimiento de la tela tefida.

Respecto a la hipétesis ¢ (Interaccion(Tipo de tela y Temperatura))

Se observa de la tabla de Andlisis de Varianza que el Fo > Frablas (35.2 > 2.54); por lo tanto, se
rechaza Ho; es decir, la combinacion de el tipo de tela tefiida y los niveles de temperatura

influyen en el porcentaje de encogimiento de la tela tefiida.

2.5 ESTIMACION DE LOS PARAMETROS DEL MODELO

El Modelo Lineal de un Disefio Bifactorial esta dado por yix = L+ ti + B + (1B);j + €ijk ,

es posible encontrar las estimaciones de los parametros de dicho Modelo, para los diferentes

tipos de Modelos que se estan estudiando.

Modelo de Efectos Fijos
Es posible utilizar el método de minimos cuadrados para obtener las estimaciones de L,
i, Bjy (1B)ij que representan los parametros del Modelo.

Al utilizar este método es importante tomar en cuenta las siguiente restricciones

a b a A b A
dYe,=0 , Y B =0, D(@P,=0;=12..b , D@P),=0,i=12,...4a por
i=l J=1 i=1 j=1

ser desviaciones de la media general.

Al aplicar estas restricciones, las ecuaciones normales se simplifican considerablemente

y se obtienen las estimaciones siguientes:

po=y. ¢, =y, - vy i=12..a

_ — A _ _ _ |li=12,.....a
B, = vy, -y j=12..b @By =y -vi-y, Ty, {._
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Por lo tanto, la media general puede ser estimada por el promedio total de las
observaciones, los efectos de los tratamientos que se forman en los renglones (Factor A) se
estiman mediante la diferencia entre el promedio de renglén y el promedio general, los efectos

de tratamientos que se forman en las columnas (Factor B) se estiman por medio de la
diferencia entre el promedio de la columna y el promedio general; y la ij-ésima interaccién
(Factor A y Factor B) se estima restando a la suma del promedio general el promedio de la
ij-ésima celda el efecto del renglén i y el de la columna j. Las estimaciones encontradas se

pueden utilizar para encontrar los valores estimados o ajustados de vyijk sustituyéndolos en la

ecuacion del Modelo de la siguiente manera.

Pp =pTE S+ (TAﬂ)ij+ Eijk-
=y My -y )t -v) (- v- v, Ty
=yv.tyi- vty sy oty -y vty
P = ¥y
es decir, que el Modelo puede ser estimado por el promedio de la ij-ésima celda.
Modelo de Efectos Aleatorios.

Al igualar las medias de cuadrados observadas con los valores esperados
correspondientes y resolviendo para los componentes de varianza; es posible obtener las

estimaciones de los componentes de varianza (Ver Douglas Montgomery, afio 1991, Pagina

199); los cuales son:
_ MS,-MS,, . MS,-MS, , _ MS,, - MS,
T 6T o Oy i ’

bn an n
También es posible realizar una estimacion del intervalo de confianza para o2 utilizando
ab(n—1)MS, . o,
#tlene una distribucién y_

O E,ab(n—l)

6,2

6= MS,

la distribucion ji-cuadrada, considerando que

CabOIMS,
o E,ah(n—l)

esdecir:  P(y?,

1-% ab(n-1)
2
entonces un intervalo de confianza para s? a un nivel de confianza del 100(1 - «)% viene dado
ab(nz— DMS,. < o < ab(iz—l)MS -
Xa X

S-ab(n-1) 1—%,ab(n—1)

por:

Modelo de Efectos Mixtos
En un Modelo mixto, se supone que el factor A es fijo y el factor B es aleatorio; por lo
tanto, se pueden estimar los parametros del factor fijo del Modelo mixto, los cuales seran

similares a los del Modelo fijo, por ser el factor A fijo; es decir:
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.
Z; _;i“ -y i=L2,...a

También se deben estimar los componentes de varianza del factor aleatorio (Factor B) y
la interaccion de ambos factores, la interaccion sera aleatoria por ser el factor B aleatorio,
entonces las estimaciones son similares a las del Modelo de Efectos Aleatorios; es decir:

6‘2: MSB _MSE 6‘2: MSAB_MSE

9 9
A an # n

67= MS,

3. DISENO FACTORIAL DE TRES FACTORES

Estos tipos de Disefios experimentales son aquellos en los cuales se involucran en su
estudio tres factores; es decir, que se esta interesado en los efectos que producen los tres
factores en la variable respuesta en forma individual y conjunta (interaccién). A los cuales se
les llama Disefos Trifactoriales.

Sean, A,B y C los factores que se van a estudiar en un experimento; el factor A tiene

“a” niveles, el factor B tiene “b” niveles y el factor C tiene “¢” niveles; por lo tanto, cada
repeticion del experimento tiene todas la “abc” combinaciones de tratamiento y en general hay

“n" repeticiones (n > 2). El orden en que se toman las “abcn” observaciones en el experimento

debe ser aleatorio, de modo que este es un Disefio completamente aleatorizado.

Existen tres efectos principales (A,B y C), tres efectos dobles (AB,AC y BC) y un efecto
triple (ABC).

Los niveles de cada uno de los factores pueden ser elegidos de forma aleatoria, si es asi
los factores son aleatorios o ser elegidos especificamente por el experimentador; es decir, los
que a él le interesan estudiar, entonces los factores son fijos.

Por lo tanto, de acuerdo a la forma en que son elegidos los niveles de los factores, asi es

el Modelo que resulta y el Andlisis de Varianza que se lleva a cabo.
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La tabla siguiente muestra los Modelos que se obtienen en cada uno de los casos.

Tabla de Modelos del Disefo Trifactorial.

Forma de elegir los
Combinacién | niveles de los Factores Modelo
Fijo Aleatorio

1 ABC Efecto Fijo
2 ABC Efecto Aleatorio
3 A BC Efecto Mixto
4 AB C Efecto Mixto
5 AC B Efecto Mixto
6 BC A Efecto Mixto
7 B AC Efecto Mixto
8 AB Efecto Mixto

De la tabla anterior se observa que:
1) Si al menos uno de los factores es aleatorio resulta un Modelo Mixto.
2) Cuando los tres factores son fijos el Modelo que resulta es de Efectos Fijos.
3) Cuando los tres factores son aleatorios resulta un Modelo de Efectos Aleatorios.
4) En tres factores en estudio, resultan 8 combinaciones.
Igual que en los Disefios Bifactoriales a medida se vaya profundizando en su estudio, se
irdn enfatizando las diferencias que existen en su analisis para cada uno de los Modelos que se

presentaron en la tabla anterior.

3.1 REPRESENTACION SIMBOLICA DE LOS DATOS.

Ya que existen tres factores, el factor A con “a” niveles, el factor B con “b”niveles y el

factor C con “¢” niveles y “n” réplicas en el experimento. Por lo tanto, la representacién de los

datos observados para un Disefio Trifactorial tiene la siguiente forma:
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Factor B
1 2 b
Factor A Factor C Factor C Factor C
1 2 c 1 2 c 1 2 c
1 X111 | X112 v | X11c X121 X122 v | X12¢ e | X1b1 X1b2 o | X1be
2 Xo11 X212 e | X21c X221 X222 | X22¢ . | X2b1 X2b2 . | X2be
a Xa11 Xa12 Xaic Xa21 Xa22 Xa2c . | Xab1 Xab2 Xabc
donde:
X111 = Y1111,Y1112,...,Y111n X121 = VY1211,Y1212,.++,Y121n Xib1 = Yib11,Y1b12,.+,Y1b1n
X211 = Y2111,Y2112,...,Y211n X221 = Y2211,Y2212,.++,Y221n Xob1 = Y2b11,Y2b12,.+-,Y2b1n
Xa11 = VYai11,Ya112,...,Yaiin  Xa21 = Ya211,Ya212,...,Ya21n Xabt = Yabi1,Yabi2,...,Yabin

X112 = Y1121,Y1122,...,Y112n X122 = Y1221,Y1222,...,Y122n X1ib2 = VY1b21,Y1b22,-..,Yb12n
X212 = Y2121,Y2122,...,Y212n X222 = Y2221,Y2222,...,Y222n Xob2 = Y2b21,Y2b22,...,Y2b2n
Xa12 = VYa121,Ya122,...,Yai2n  Xa22 = Ya221,Y2a22,...,Ya22n  Xab2 = VYab21,Yab22,...,Yab2n

Xiic = Yiic1,Y11c2,.--,Y1ten X12¢ = Yi2c1,Y12¢2,-.-,Y12¢en Xibe = VYibel,Y1ibe2,-..,Y1iben
X21c = Y21c1,Y21c2,...,Y21cn X22¢ = Y22¢1,Y22¢2,-++,Y22¢en Xobe = Yoabel,Y2bc2, .-+, Y2ben
Xaic = Yaici,Ya1c2,...,Yatlcen Xaze = Ya2ci,Ya2c2,...,Ya2en Xabe = Yabci,Yabc2,...,Yaben

Una observacion de la tabla yiu significa que el factor A se encuentra en el i-ésimo nivel
(i=1,2,...,a), el factor B se encuentra en el j-ésimo nivel (j=1,2,..,b) y el factor C se encuentra
en el k-ésimo nivel (k=1,2,...,¢) y la [-ésima réplica (I=1,2,...,n) de los niveles de los factores

A,B y C. Por ejemplo, la observacion Y2321, es la observacion de la primera réplica del nivel 2
del factor C, el tercer nivel del factor B y el segundo nivel del factor A.
El nimero total de observaciones en el experimento serd N = abcn ya que se realizan

“n" réplicas.
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Sea:

Vi... : Total de las observaciones bajo el i-ésimo nivel del factor A.
Y. - Total de las observaciones bajo el j-ésimo nivel del factor B.
Y.k. : Total de las observaciones bajo el k-ésimo nivel del factor C.
Yij.. . Total de las observaciones de la ij-ésima celda.

Vik. . Total de las observaciones de la ik-ésima celda.

Y.k - Total de las observaciones de la jk-ésima celda

Yiik. - Total de las observaciones de la ijk-ésima celda

y.... : Total general de las observaciones.

Vis Vs Vus Vi Yiks Y s Yy ¥ los promedios de los totales, respectivos descritos

anteriormente.

Matematicamente se expresan de la siguiente manera:

b ¢ a ¢ n a b ¢ n
:ZZZ)’W s Y-j~~zzzzyz'jkl s y.-k-:zzzyW 5 yij--zzzyijkl

j=1 k=1 I=1 i=l k=1 [=] i=l j=1 [=1 k=1 I=1

b n a n n
Yik = ZZ)’W 5 Yik = Zzy,-jkz s Yik T Z Vi
j=l = i=1 =1 I=1
a b ¢ n b c b a c
Y. = Z Yigr O zzyjk‘ Y Zyju Y Zyi.“ Y Yok
i=1 j=1 k=1 i=1 =1 k=1 =1 i=1 k=1
- _ Vi - _ Y. - Y. — _ Yy - _ ik - _ Vi
Vi, — —— Y, - —— Yy — - YVie = Yo =
' ben T aen Y oabn oem 7 o n K an
- yl’/‘k - _ V.
Vi, — s V.. =
n abcen

3.2 MODELO ESTADISTICO

Las observaciones presentadas en el cuadro anterior pueden ser descritas por el Modelo

Lineal siguiente:

i=12,.....a
j=12,....pb

Vi = P+t By vt (B + (i + (By)ic + (B + €ijwa =12 ¢
[=12,....n

donde:

il : Efecto medio general.

i : Efecto del i-ésimo nivel del factor A.

Bi . Efecto del j-ésimo nivel del factor B.

Yk . Efecto del k-ésimo nivel del factor C.
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(1B)ij : Efecto de la interaccidn entre el i-ésimo nivel de A y el j-ésimo nivel de B.
(1y)ik : Efecto de la interaccion entre el i-ésimo nivel de A y el k-ésimo nivel de C.
(By)ik : Efecto de la interaccion entre el j-ésimo nivel de B y el k-ésimo nivel de C.

(1By)ijk : Efecto de la interaccion entre el i-ésimo nivel de A, j-ésimo nivel de B y el k-ésimo
nivel de C.

€ijkl . Componente del error aleatorio (Error Natural).
Para cada uno de los Modelos que resultan; el Modelo Lineal no cambia su forma, sélo

existe diferencia en las suposiciones de sus parametros.

Modelo de Efectos Fijos
Como se supone que los tres factores son fijos y que los efectos de tratamiento se

definen como desviaciones de la media general, por lo tanto:

a b c
Zfl. =Z,5’j = Z?k = 0; se supone que los efectos de interaccién son fijos y que se definen
i=1 j=1 k=1

C

a A b A a A A b A c A
de manera que: Y (16), =2 (t8),; =0, D tx =D u =0, D> (BN x= D.(Br)y =0
i=1 Jj=1 i=1 k=1 j=1 k=1

h A b A A
DBy = DBy = D By) = 0 y el término del error aleatorio &k ~ NID(0,c2).

i=1 j=1 k=1

Modelo de Efectos Aleatorios

En este caso como los tres factores son aleatorios entonces los parametros del Modelo i , Bj ,
v, (Bii , (v)ik , (By)ik , (1By)iik Y eijki son variables aleatorias; es decir: 1i ~ NID(0,5.) ,
Bi ~ NID(O, o) , vk ~ NID(O, o, ) , (1B)y ~ NID(O, o2, ), (w)k ~ NID(O, o7, ),
(BY)ik ~ NID(0, o7y, ), (1By)isk ~ NID(0, o77,) ¥ €ijki ~ NID(0, & ).

La varianza de cualquier observacion vendra dada por:

V(yiga) = o) + o, + 0, + 0 + o, + 0, + 0 + 0

., 0, , O, , O’ se conocen como componentes de

T Tty 9

2
donde o , 0, , 0, , 0y, ©
varianza.

Modelo Mixto

Segun la tabla anterior de Modelos, cuando al menos un factor sea Aleatorio y los demas
Fijos el Modelo que resulta es Mixto. Como para tres factores resultaron seis Modelos Mixtos,
solo se planteara uno de los casos; es decir, el caso en el que el factor A es fijo y los factores B

y C son aleatorios.
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Como el factor A es fijo, el parametro 1i es un efecto fijo; por lo tanto Zfi = 0. El

i=1

factor B y el factor C son aleatorios, entonces Pj y yk son de efectos aleatorios; es decir,

Bi~ NID(O, G;) ; Yk ~ NID(O,O'yZ ). Los efectos de las interacciones dobles y triple sera:

El efecto de la interaccién (18); es una variable con distribucién normal con media cero y
(a-1)

a

varianza { }afﬁ. Sin embargo, la suma del componente de la interaccién sobre el

factor fijo es igual a cero. Es decir, Z(rﬂ)ij =(@(B)j=0, j= 1,2,....,b. Esto significa
i=1

gue a diferentes niveles del factor fijo ciertos elementos de la interaccién no son

1
independientes. Ademés puede mostrarse que: Cov((1B)ij,(1B)i) = -—o,, i#i yla
a

covarianza entre (18)ij y (1f)ij es igual a cero, paraj =j’ .

El efecto de la interaccion (1y)ik es una variable con distribucion normal con media cero y
(a-1)

a

varianza [ }afy. Sin embargo, la suma del componente de la interacciéon sobre el

factor fijo es igual a cero. Es decir, Z(ry),.k = (iy)k =0, k =1,2,..,c. Esto significa
i=1

que a diferentes niveles del factor fijo ciertos elementos de la interaccién no son

1
independientes. Ademds puede mostrarse que: Cov((1y)i, (1y)ik) = -—O'sz, i=i" yla
a

covarianza entre (1y)ik y (1y)ik’ es igual a cero, para k = k’ .
El efecto de la interaccion (By)jk ~ NID(O, Géy) , Por ser el factor B y factor C aleatorio.

El efecto de la interaccion (1fy)ik es una variable con distribucion normal con media cero

. a—1 . ) -,
y varianza {( )}afﬁy. Sin embargo, la suma del componente de la interaccion sobre
a

el factor fijo es igual a cero. Es decir, Z(T,By)i].k = (By)jk =0, j=12,..,by
i=1
k = 1,2,....,c. Esto significa que a diferentes niveles del factor fijo ciertos elementos de

la interaccion no son independientes. Ademas puede mostrarse que: Cov((ify)ik ,

l4

1
(\By)ik = -—0,, i=1" yla covarianza entre (1By)ik Y (PBy)ik , (By)ik v (WBy)ijk
a

son iguales a cero, para j=j y k=k'.
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e El término del error aleatorio &ijk ~ NID(0,52).

3.3 SUMAS Y MEDIAS DE CUADRADOS

El Andlisis de Varianza es igual que los Disefios estudiados anteriormente, trata de la

descomposicidn de la variabilidad de los datos en sus partes que esta compuesta.

Sea:

SSt  : Suma total de cuadrados corregida.
SSa ! Suma de cuadrados debida al factor A.
SSe  : Suma de cuadrados debida al factor B.
SSc  : Suma de cuadrados debida al factor C.

SSas  : Suma de cuadrados debida a la interaccién del factor A y el factor B.
SSac  : Suma de cuadrados debida a la interaccién entre el factor A y el factor C.
SSsc : Suma de cuadrados debida a la interaccién entre el factor B y el factor C.
SSasc : Suma de cuadrados debida a la interaccidn entre el factor A, factor B vy el factor C.
SSe : Suma de cuadrados debida al error.
La suma total de cuadrados corregida de un Disefio Trifactorial puede expresarse

mediante la siguiente ecuacion:

a C n

Z 4 (yykl )2

b
i=l j=1 k=1 I=

Es posible descomponer esta sumatoria y observar las partes que la forma, realizando

algunos pasos algebraicos un poco complicados, luego se obtiene:

ssT_ban(y, -y ) +aan(y, -y.) +ﬂbn2(yk -y +C"ZZ(%

+bn ZZ(J_’zk _)_"..l)z +an ZZ(J_’/k _J_’..,.)Z +

=1 k=l =1 k=1
a b ¢ n
_ _ _ — — 2 2 = 32
”ZZZ()’yk Vi =V =V = Vie. = V.. 7Vy. +y. )t Z (yijkl _yijk)
il j=1 kol il j=l kel I=1

Se observa que la suma total de cuadrados se ha descompuesto en la suma de
cuadrados debido al factor A, en la suma debida al factor B, en la suma debido al factor C, en
la suma de cuadrados debida a la interaccion del Factor A y Factor B, en la suma de cuadrados
debido a la interaccion de Factor A y Factor C, en la suma de cuadrados debido a la interaccién
de Factor B y Factor C, en la suma de cuadrados debida a la interaccion Factor A, Factor B y

Factor C, y en una suma debida al error.
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Al observar el ultimo término del miembro derecho de la expresién, es necesario para
encontrar la suma de cuadrados del error al menos dos réplicas (n > 2).

En consecuencia SSt se puede expresar simbodlicamente como:
SSt = SSa + SSs + SSc + SSas + SSac + SSec + SSasc + SSe
donde:

SSt : Tiene abcn-1 grados de libertad, porque existen N = abcn observaciones y un sélo
parametro a estimar que es p.

SSa : Tiene a-1 grados de libertad; porque existen a niveles del factor A y un sélo parametro
a estimar que es 1;.

SSg : Tiene b-1 grados de libertad; porque existen b niveles del factor B y un sélo pardmetro
a estimar que es f3;.

SSc : Tiene c-1 grados de libertad; porque existen c niveles del factor C y un sélo parametro a

estimar que es Yk .

Los grados de libertad de cada suma de cuadrados de las interacciones son el producto

de los grados de libertad del efecto principal de los factores incluidos; es decir:

Efecto Suma de Cuadrados Grados de Libertad
AB SSas (a-1)( b-1)
AC SSac (a-1)(c-1)
BC SSkc (b-1)(c-1)
ABC SShgc (a-1)( b-1) (c-1)

SSe : Tiene abc(n-1) grados de libertad; porque dentro de cada una de las abc celdas existen

n-1 grados de libertad entre las n réplicas.

Para obtener las formulas matemadticas de estas Sumas de Cuadrados, existen Reglas
Generales (que seran estudiadas en el Disefio Factorial General) que pueden utilizarse para
encontrarlas; ya que a medida aumenta el nimero de factores estas expresiones o férmulas no

se pueden determinar muy facilmente.

Matematicamente estas Sumas de Cuadrados se expresan:

b ¢

SSt = izzzn:y;k, - y;, donde N = abcn

i=l j=1 k=l I=1
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Las suma de cuadrados de los efectos principales se obtiene usando los totales de cada

uno de los factores.

a_ 4,2 2 b 2 2 c 4,2 2
SSa = Vi Ve , SSB:ZQ-L ,  SSc = Yok o Ve
—'bcn N ‘Sacn N —~abn N

Para encontrar las Sumas de Cuadrados de las interacciones para dos factores, se deben
obtener los totales de las celdas AxB, AXC y BxC, que son las sumas de cuadrados de los
subtotales de los dos factores . Es decir, la tabla de datos originales se desglosa en tres tablas
de dos sentidos como lo indican los productos de los factores, con el objetivo de calcular estas
cantidades. Como se muestra a continuacién.

2 a ¢ 2

a b 2 2

Vi 2
Ssubtotales (AB) = E E Zie Ve , SSsubtotales (AC) = 2 RAVS
e N oo bn N

2

b ¢ yz'k y
SSsubtotales (BC) = Zz—j- e
j=1 k=1 an N

Por lo tanto, las Sumas de Cuadrados de interacciones de dos factores se encuentran
utilizando las sumas de cuadrados de los subtotales calculados anteriormente de la siguiente
manera:

SSas = SSsubtotales (aB) -~ SSa - SSs
SSac = SSeubtotales (Ac) - SSa - SSc
SSec = SSsubtotales (Bc) - SSe - SSc

Como puede observarse las Sumas de Cuadrados de las interacciones de dos factores se
obtienen restédndole a las Sumas de Cuadrados de los subtotales las Sumas de Cuadrados de
los factores presentes en dicha suma.

Para calcular la suma de cuadrados de la interaccidén de los tres factores se usan los
totales de las celdas en tres sentidos; que es la suma de cuadrados de los subtotales de los

tres factores, de la siguiente forma:

a b ¢ y2 2
SSsubtotales (ABC) = ZZZ k- - y?
n

i=l j=1 k=l

Por lo tanto, la Suma de Cuadrados de la interaccién de los tres factores viene dada por:
SSaec = SSsubtotales (ABC) - SSa - SSB - SSc - SSas - SSAac - SSec

Como puede observarse las Sumas de Cuadrados de la interaccion de tres factores se
obtienen; restandole a las Sumas de Cuadrados de los subtotales, las Sumas de Cuadrados de

los factores principales y la Suma de los Cuadrados de las interacciones dobles entre ellos.
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La suma de cuadrados del error se obtiene restando la suma de cuadrados de cada

efecto principal e interaccién a la suma total de cuadrados; es decir:

SSE = SSt - SSa - SSg - SSc - SSae - SSac - SSec 0 Restando la Suma de Cuadrados de los

subtotuales de los tres factores a la Suma Total de Cuadrados de la siguiente forma:

SSe = SSt - SSsubtotales(ABC)
El calculo de las sumas de cuadrados no cambia para cada uno de los Modelos.
Las medias de Cuadrados son el cociente de las sumas de cuadrados entre sus grados

de libertad.

Sea:

MSa : Media de cuadrados del factor A.

MSe : Media de cuadrados del factor B.

MSc : Media de cuadrados del factor C.

MSas : Media de cuadrados de la interaccion del factor A y el factor B.

MSac : Media de cuadrados de la interaccién del factor A y el factor C.

MSec : Media de cuadrados de la interaccion del factor B y el factor C.

MSaec : Media de cuadrados de la interaccion del factor A ,el factor B y el factor C.

MSe : Media de cuadrados del error (Variabilidad Natural).

Las cuales se definen como:

MSa = 554 , MSe = 55 , MSc = ¢ ,  MSs = _
a—1 b-1 c—1 (a-D(B-1)

MSsc = _ S0ac c= s S = SS 4sc Mse=_ O
(a—-D(c-1) (b-1)(c-1) (a-D(b-1)(c-1) abe(n—1)

Los valores esperados de las medias de cuadrados juegan un papel importante en el
Andlisis de Varianza.
Un examen de estos valores esperados permiten desarrollar los estadisticos apropiados para
probar las hipoétesis de cualquier parametro del Modelo.
Estos estadisticos son razones de medias de cuadrados, elegidas de tal forma que el valor
esperado de la media de cuadrados del numerador difiere del valor esperado de la media de
cuadrados del denominador, solamente por la componente de varianza o el factor fijo de
interés.

Los valores esperados de las medias de cuadrados de cualquier Modelo pueden
obtenerse realizando la aplicacion directa del valor operador esperado. Pero a medida aumenta

el numero de factores esto puede ser muy tedioso. Es posible aplicar algunas reglas que
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ayudan a obtener los valores esperados de las medias de cuadrados, las cuales seran

estudiadas en el Disefio Factorial General.

3.4 ANALISIS ESTADISTICO.

En el analisis de un Disefio Trifactorial, los tres factores en estudio tienen igual
importancia. A continuacidon se presentan las bases estadisticas para llevar a cabo el analisis
para este tipo de Disefios.

Las hipdtesis se deben plantear en relacion a la igualdad de los efectos principales
(A, B y C), ademds en relacion a la igualdad de los efectos de las interacciones dobles
(AB, AC, y BC) e interaccidn triple (entre los tres factores ABC).

En la siguiente tabla se presentan las hipdtesis que se deben probar y su respectiva

region de rechazo para el Modelo de Efectos Fijos.

Tabla de Hipoétesis de un Diseiio Trifactorial

Factor Hipotesis Regién de Rechazo

Ho:u=u=..=1,=0

Factor A Fo > Fo,a-1,abc(n-1)
H;:cuando menos un i # 0

HO:BIZBQZ...:BbZO F F
0 > Fa,b-1,abc(n-1)
Factor B Hj:cuando menos un B;j = 0

Hoyi=y2=..=1%=0

Interaccidon Fo > Fa,(c-1),abc(n-1)
teraccion C H;:cuando menos un yk # 0

Ho: (1B); = 0, para todo ij

Interaccion AB Fo > Fo,(a-1)(b-1),abc(n-1)
teraccio H;: cuando menos un (B)i = 0

Ho: ()« = 0, para todo ik
Interacciéon AC Fo > Fu,(a-1)(c-1),abe(n-1)
Hi: cuando menos un (vy)ik = 0
Ho: (By)x = 0, para todo jk

i5 Fo > Fo,(b-1)(c-1),abc(n-1)
Interaccion BC H;: cuando menos un (By)jk= 0

Ho: (By)ii = 0, para todo ijk

Interaccion ABC Fo > Fo,(a-1)(b-1)(c-1),abc(n-1)
Hi:cuando menos un (1fy)ik= 0

Por lo general, las hipdtesis de efecto principal se prueban sdlo si todas las hipotesis de
las interacciones se juzgan no significativas; es decir, las hipotesis que se deben probar
primero en un Disefio Factorial son las de interacciones, si estas resultan ser no significativas

(aceptar Ho) se prueban las hipotesis de efectos principales.
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Anadlisis de Varianza en cada uno de los Modelos es similar.

A continuacion se presenta la Tabla de Analisis de Varianza para un Modelo de Efectos Fijos.

Tabla de Analisis de Varianza

Fuente Suma Grados Media
de de de de Fo
Variacion Cuadrado Libertad Cuadrado
Factor A ss MS Fom M54
actor - 0=
g a-1 g MS,
F B ss b MS Fom 155
acto - 0=
ctor B 1 B MSE
F C ss MS Fo= M5¢
t - 0_
actor C c-1 c MS,
, MSAB
Interaccion AB SShe (a-1)(b-1) MSas Fo=
MS,
, MSAC
Interaccién AC SSac (a-1)(c-1) MSac Fo=
MS,
) MS,
Interaccion BC SSsc (b-1)(c-1) MSsc Fo=
MS,
.7 _ MSABC
Interaccién ABC SShasc (a-1)(b-1)(c-1) MSasc Fo=——
MS,
Error SSe abc(n-1) MSe
Total SSt abcn-1
Ejemplo 5

En un experimento para investigar las propiedades de resistencia a la compresion de
mezclas de Cemento y Tierra, se utilizaron dos periodos (Edad A) diferentes de curado en
combinacidon con dos Temperaturas(B) diferentes de curado y dos tierras(C) diferentes. Se
hicieron dos réplicas para cada combinacion de niveles de los tres factores, resultando los

siguientes datos:

Temperatura (B)

1 2
Edad (A) ™ Tierra (O Tierra (C)
1 2 1 2
1 471 385 485 530
413 434 552 593
> 712 770 712 741
637 705 789 806
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Solucién
Planteamiento de las hipé6tesis a probar.
Forma Estadistica

a) Ho:u=12=0 d) Ho: (1B)ij = 0, para todo ij
Hi:cuando menos un 1= 0 Hi: cuando menos un (1B)ij= 0

b) Ho:B1=p2=0 e) Ho: (1y)ik = 0, para todo ik
Hi:cuando menos un Bj= 0 Hi: cuando menos un (1y)ik = 0

c) Hoiyi=7y2=0 f) Ho: (By)ik = 0, para todo jk
Hi:cuando menos un yk = 0 Hi: cuando menos un (By)ik = 0

g) Ho: (1By)ik = 0, para todo ijk

Hi:cuando menos un (1By)ijk= O

Variable Respuesta: Resistencia a la compresion de la mezcla de Cemento y Tierra.
Forma Verbal
a) Ho: La edad o periodos no influye significativamente en las propiedades de resistencia a la
compresion de mezclas de Cemento y Tierra.
Hi: La edad o periodos influye significativamente en las propiedades de resistencia a la
compresion de mezclas de Cemento y Tierra.

b) Ho: La Temperatura no influye significativamente en las propiedades de resistencia a la
compresidon de mezclas de Cemento y Tierra.
Hi: La Temperatura influye significativamente en las propiedades de resistencia a la
compresion de mezclas de Cemento y Tierra.

c) Ho: Los tipos de tierra no influyen significativamente en las propiedades de resistencia a la
compresion de mezclas de Cemento y Tierra.
Hi: Los tipos de tierra influyen significativamente en las propiedades de resistencia a la

compresion de mezclas de Cemento y Tierra.

d) Ho: La edad y la temperatura no influyen significativamente en las propiedades de
resistencia a la compresién de mezclas de Cemento y Tierra.
Hi: La edad y la temperatura influyen significativamente en las propiedades de

resistencia a la compresién de mezclas de Cemento y Tierra.

e) Ho: La edad y los tipos de tierra no influyen significativamente en las propiedades de
resistencia a la compresion de mezclas de Cemento y Tierra.
Hi: La edad y los tipos de tierra influyen significativamente en las propiedades de

resistencia a la compresién de mezclas de Cemento y Tierra.
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f) Ho: La temperatura y los tipos de tierra no influyen significativamente en las propiedades
de resistencia a la compresion de mezclas de Cemento y Tierra.
Hi: La temperatura y los tipos de tierra influyen significativamente en las propiedades de

resistencia a la compresién de mezclas de Cemento y Tierra.

g) Ho: La edad, Temperatura y tipos de tierra no influyen significativamente en las
propiedades de resistencia a la compresién de mezclas de Cemento y Tierra.
Hi: La edad, Temperatura y tipos de tierra influyen significativamente en las propiedades

de resistencia a la compresion de mezclas de Cemento y Tierra

Datos
a=b=c=2 , n=2 N =abcn = 2x2x2x2= 16 ,1=1,2 j=1,2 k=1,2
Como puede observarse en la tabla los datos obtenidos tienen valores grandes. A

continuacién se presentan la tabla de los datos codificados (divididos por 100); para llevar a

cabo de una manera mas facil los calculos matematicos.

Temperatura (B)
Edad (A) ' ?
Tierra (C) | Tierra (C)
1 2 1 2
4.71 | 3.85 |4.85| 5.30
' 4.13 | 4.34 |5.52| 5.93
7.12 | 7.70 | 7.12| 7.41
2 6.37 | 7.05 |7.89| 8.06

Calculos Matematicos

2
Totales por celdas (Yijk. = ). v, )
=1

Yii1.=4.71 + 4.13 = 8.84 Y211.=7.12 + 6.37 = 13.49
Yi12. = 3.85+4.34 = 8.19 Y212. =7.70 + 7.05 = 14.75
Yi21. = 4.85 + 5.52 = 10.37 Y221.=7.12 + 7.89 = 15.01
Yi22. = 5.30 + 5.93 = 11.23 V222. = 7.41 + 8.06 = 15.47
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Totales del factor B (y,j.. =

V1. = 8.84 + 8.19 + 10.37 + 11.23 = 38.63 Y. =22.33 + 22.94 = 45.27
V2..=13.49 + 14.75 + 15.01 + 15.47 = 58.72 Y. =25.38 + 26.70 = 52.08
2 2 2
Totales del factor C (y x = ZZZJ’W )
o g1
y.1.=22.33 + 25.38 = 47.71
V.2.=22.94 + 26.70 = 49.64
Totales de la interaccién AxB (Yi;. =iiyw)
k=1 I=1
Yi1.. = 8.84 + 8.19 = 17.03 Yi2.. = 10.37 + 11.23 = 21.60
Y21.. = 13.49 + 14.75 = 28.24 Y22.. = 15.01 + 15.47 = 30.48
2 2
Totales de la interacciéon AxC (yi_k‘ = ZZyW )
=1 1=l
Yi.1.= 8.84 + 10.37 = 19.21 Vy2.1.= 13.49 + 15.01 = 28.50
Vi2.=8.19 + 11.23 = 19.42 VY2.2.= 14.75 + 15.47 = 30.22

2 2
Totales de la interaccion BxC (y,jk, = ZZyW )

i=1 =1

Y1
Y.

Y.i1. = 8.84 + 13.49 = 22.33

V.i2. = 8.19 + 14.75 = 22.94

Total general

10.37 + 15.01 = 25.38

11.23 + 15.47 = 26.70

2

=2,

J=1

= 45.27 + 52.08 = 97.35 6

y.
i=l j=1 k=1 [=1
2
Y..= Y.y, =38.63+5872=9735 6
i=1
2
Y..= D>y, =47.71 + 49.64 = 97.35 ¢
k=1
2 2
V.= D>y, =22.33 +22.94 + 25.38 + 26.70 = 97.35
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A continuacién se presenta la tabla de datos con los totales; los cuales fueron calculados
anteriormente:

Temperatura (B)
1 2
Edad (A) Yi.
Tierra (C) Tierra (C)
1 2 1 2
1 8.84 8.19 | 10.37 | 11.23 38.63
2 13.49 | 14.75 | 15.01 | 15.47 58.72
Totales BXC (y.jk.) | 22.33 | 22.94 | 25.38 | 26.70
y..=97.35
Y.i.. 45.27 52.08

Totales AxB ( yij..) Totales AXC (Yik.)

Temperatura (B) Tierra (C)
Edad (A) Edad (A)
1 2 1 2
1 17.03 21.60 1 19.21 19.42
2 28.24 30.48 2 28.50 30.22
Totales del factor C (y..x.)
Tierra (C)
1 2
47.71 | 49.64
Sumas de Cuadrados
SST — y2, -
i=1 j=1 k=1 I=1 jkl abcn
35)?
= (4.71)2 + (4.73)2 + (3.85)% +...+ (7.89)2 + (7.41)2 + (8.06)? - (9716)

623.2289 - 592.3139063
30.91
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Las sumas de cuadrados de los efectos principales se obtiene usando los totales de cada

uno de los factores de la siguiente manera:
2 2 2
SS A N P
Edad(A) Zipen N
_ (38.63)" +(58.72)°  (97.35)°

8 16
617.5394125 - 592.3139063

= 25.2255062 ~ 25.23

2y oyl

S STemperatura(B)
Sacn N

(45.27)° +(52.08)*  (97.35)°

8 16
595.2124125 - 592.3139063

2.8985062 ~ 2.90

: y2k _ i

~abn N

_ (4771)° +(49.64)°  (97.35)°
8 16

= 592.5467125 - 592.3139063
= 0.2328062 ~ 0.23

SSierracc)

Las sumas de cuadrados de las interacciones de dos factores se calculan utilizando los
totales respectivos de las celdas en dos sentidos; es decir, la suma de cuadrados de los

subtotales.

Calculo de los Subtotales
Para la interacciéon Edad-Temperatura, o interaccion AxB, se utilizan los totales de las

celdas AxB (yi..). asi:

22y yh_ (17.03.)7 +(21.60)° +(28.24)% + (30.48)°  (97.35)
SSsubtotales(Edadeemperatura)= Z Z - = _
o N 4 16

= 620.777225 - 592.3139063
= 28.4633187
Para la interaccion Edad-Tierra, o interaccion AxC, se utilizan los totales de las celdas

AXC (yix.). asi:

2. &y v (19.21)7 +(19.42)° +(28.50)* +(30.22)°  (97.35)°
Sssubtotales(Edadeierra) = Z - -

=i n N 4 16
=617.914725 - 592.3139063
= 25.6008187
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Para la interacciéon Temperatura-Tierra, o interaccién BxC, se utilizan los totales de las
celdas BxC (y.j.). asi:

2

SS.nont _iiy,jk, > (22.33)7 +(22.94)% +(25.38)” +(26.70)>  (97.35)*
T Ti - T -
subtotales(TemperaturaxTierra) S o N 4 16
= 595.476725 - 592.3139063

= 3.1628187

Por lo tanto, las sumas de Cuadrados de interacciones de dos factores se obtienen
restandoles a los subtotales las sumas de cuadrados de los factores que estan involucrados en

dicha suma, de la siguiente manera:

S SEdadeemperatura =SS subtotales(EdadxTemperatura) ~ SSa -SSe

28.4633187 - 25.2255062 - 2.8985062
0.3392496 ~ 0.34

SSEdadeierra = SSsubtotales(Edadeierra) - SSa - SSc

25.6008187 - 25.2255062 - 0.2328062
0.1425063 ~ 0.14

S STemperaturaxTierra =S Ssubtotales(TemperaturaXTierra) - SSg - SSc

= 3.1628187 - 2.8985062 - 0.2328062
= 0.0315063 ~ 0.03

La suma de los cuadrados de los tres factores Edad-Temperatura-Tierra, o interaccidon
AxBxC se encuentra utilizando los totales de las celdas AxBXC (yi.); es decir, la suma de

cuadrados de los subtotales.

2.2 2 y%k yz
Jk .
SSsubtotaIes(ABC)= E E E LA W
i=1

j=l k=1 1

_(8.84) +(8.19)* +(10.37)* +(11.23)* +(13.49)* + (14.75)* +(15.01)* +(15.47)* _ (97.35)
2 16

= 621.51755 - 592.3139063
= 29.2036437
Por lo tanto, la Suma de Cuadrados de la interaccién de tres factores se obtienen

restandoles a los subtotales las Sumas de Cuadrados de los efectos principales y la Suma de
Cuadrados de las interacciones dobles.
SSaec = SSsubtotales (ABC) = SSA - SSB - SSc - SSas - SSac - SSsc
29.2036437-25.2255062-2.8985062-0.2328062-0.3392496-0.1425063-0.0315063
0.3335629 ~ 0.33
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La suma de cuadrados del error se obtiene, restandole a la Suma Total de Cuadrados la

Suma de cuadrados de los subtotales de los tres factores.

SSE = SSt - SSsubtotales (ABC)
30.914994 - 29.2036437
1.7113503

o restando a la suma total de cuadrados las sumas de cuadrados de los efectos principales, las

sumas de las interacciones dobles y la suma de cuadrados de la interaccidn triple.

SSE = SSt - SSa - SSg - SSc - SSas - SSac - SSkc

1.7113503

Medias de Cuadrados

30.91499-25.22550-2.89850-0.23280-0.33924-0.1425063-0.03150-0.33356

Las Medias de Cuadrados se obtienen dividiendo las Sumas de Cuadrados por sus

grados de libertad respectivos, como se muestra a continuacién.

MSggag = Sewa - 2523 _ 25.23
a—1
MSTierra :SSTﬂ :7023 =0.23
c—1 1
SS : 0.14
MS ) — EdadxTierra — — 0.14
EdadxTierra (a-1)(c-1) 1

MSEdadeemperaturaXTierra =

(a-D(b-D(c-1)

SS ai emperaturax tierra 0-33
Edadx TemperanaxTe rra __ ~0.33 MSg =

SS emperatura 2.90
MSTemperatura = Tbil’” - 1 = 2.90
SS 0.34
MS — EdadxTemperatura — =0.34
EdadxTemperatura (a _ 1) (b . 1) 1
S e 0.03
MS ) — TemperaturaxTierra — = 0 . 03
TemperaturaxTierra (b-1)(c-1) 1
85y _L71_ 05139
1 abc(n—1)

Los estadisticos para llevar a cabo la prueba de las hipétesis (Fo) se obtienen dividiendo

sus respectivas Medias de Cuadrados por la Media de Cuadrados del error, de la siguiente

manera:

Para el factor Edad (A)

MS,,, 2523

Fo = =
MS, 0.2139

Para el factor Tierra (C)

MS 0.23

FO — Tierra — =1. 07 FO

MS, 02139

= 117.95 Fo

Para el factor Temperatura (B)
MS 2.90

Temperatura

= = = 13.55

MS, 02139

Para la interaccion Edad-Temperatura (AxB)

MS 0.34

Edadx Temperatura

1.59

MS, 02139

216



UNIDAD PROGRAMATICA IV:” DISENOS FACTORIALES”

Para la interaccion Edad-Tierra (AxC) Para la interaccion Temperatura-Tierra (BxC)

MSEdade?erra — 014 = 0.65 Fo = MSTemperaturaxﬁerm _ 0.03 = 0.14

Fo = = =
° MS, 0.2139 MS, 0.2139

Para la interaccion Edad-Temperatura-Tierra (AxBxC)

MS adx lemperaturaxlie rra 0-33
Fo = Edadx Temperaturax Ti _ — 154

MS, 02139

A continuacion se presenta la Tabla de Analisis de Varianza obtenida mediante los
calculos realizados anteriormente.

Tabla de Analisis de Varianza

Sumas Grados Medias
Fuente de Variacion de de de Fo
Cuadrados Libertad Cuadrados

Edad (A) 25.23 1 25.23 117.95
Temperatura (B) 2.90 1 2.90 13.55
Tierra (C) 0.23 1 0.23 1.07
EdadxTemperatura (AxB) 0.34 1 0.34 1.59
EdadxTierra (AxC) 0.14 1 0.14 0.65
TemperturaxTierra(BxC) 0.03 1 0.03 0.14
EdadxTemperaturaxTierra (AxBxC) 0.33 1 0.33 1.54
Error 1.71 8 0.2139
Total 30.91 15

Tomando o = 0.05, encontrando para cada hipotesis a probar sus respectivos Frabias, Se tiene:

Yaquea =b = c = 2, entonces abc(n-1) = 2x2x2(2-1) = 8.

a) Foa-1,abc(n-1) = Foos2-18 =Fo.05,18 = 5.32
b) Fo,b-1,abc(n-1) = Foos2-18 = Fo.05,1,8 = 5.32
¢) Foc1,abe(n-1) = Foo052-138 = Fo.05,18 = 5.32
d) Foano-1aem-1) = Foose-ne-1,8 = Foos,18 =5.32
e) Fo@nenaem1)y = Foose-ne-),s =Fpo0s518 = 5.32
f) Foo-1)c-1)aben-) = Foose-ne-1,8  =Foos,18 =5.32

5.32

d) Foa-1)-1)c-1),aben-1) = Fo.05,2-1)2 -1)2-1), 8 = Fo.05,1.8
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e Conclusiones

Se tiene:

Respecto a la Hipétesis a (Factor A(Edad))

Se observa de la tabla de Anélisis de Varianza que el Fo > Frabias (117.95 > 5.32); por lo tanto,
se rechaza Ho; es decir, la edad o periodos influye significativamente en las propiedades de

resistencia a la compresién de mezclas de Cemento y Tierra.

Respecto a la Hipotesis b (Factor B (Temperatura))

Se observa de la tabla de Analisis de Varianza que el Fo > Frabas (13.55 > 5.32); por lo tanto,
se rechaza Ho; es decir, la Temperatura influye significativamente en las propiedades de

resistencia a la compresion de mezclas de Cemento y Tierra.

Respecto a la Hipétesis c (Factor C (Tierra))

Se observa de la tabla de Analisis de Varianza que el Fo < Frablas (1.07 < 5.32); por lo tanto, se
acepta Ho; es decir, los tipos de tierra no influyen significativamente en las propiedades de

resistencia a la compresion de mezclas de Cemento y Tierra.

Respecto a la Hipotesis d (Interaccion(Edad y Temperatura))

Se observa de la tabla de Andlisis de Varianza que el Fo < Frablas (1.58 < 2.54); por lo tanto, se
acepta Ho; es decir, la edad y la temperatura no influye significativamente en las propiedades

de resistencia a la compresion de mezclas de Cemento y Tierra.

Respecto a la Hipotesis e (Interaccion(Edad y Tierra))

Se observa de la tabla de Andlisis de Varianza que el Fo < Frabias (0.66 < 2.54); por lo tanto, se
acepta Ho; es decir, la edad y los tipos de tierra no influyen significativamente en las

propiedades de resistencia a la compresion de mezclas de Cemento y Tierra.

Respecto a_la Hipoétesis f (Interaccion(Temperatura y Tierra))

Se observa de la tabla de Andlisis de Varianza que el Fo < Frabias (0.14 < 2.54); por lo tanto, se
acepta Ho; es decir, la temperatura y los tipos de tierra no influyen significativamente en las

propiedades de resistencia a la compresiéon de mezclas de Cemento y Tierra.

Respecto a la Hipétesis g (Interaccion(Edad,Temperatura y Tierra))

Se observa de la tabla de Andlisis de Varianza que el Fo < Frablas (0.55 < 2.54); por lo tanto, se
acepta Ho; es decir, la edad, Temperatura y tipos de tierra no influyen significativamente en

las propiedades de resistencia a la compresion de mezclas de Cemento y Tierra.
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En los disefos factoriales que tienen tres o mas factores; en el caso que todos los
factores son fijos, facilmente pueden formularse y probarse hipétesis a cerca de los efectos
principales y de las interacciones utilizando los estadisticos (Fo) que se construyen de forma
usual, dividiendo la media de cuadrados del efecto principal o de la interaccién correspondiente
entre la media de cuadrados del error (como se observa en la Tabla de Analisis de Varianza).

Pero para los Modelos Aleatorios y Mixtos, no existen Estadisticos exactos (Fo) para
probar ciertos efectos.

Para llevar a cabo la prueba de las hipdtesis de los Modelos de Efectos Aleatorios y
Mixtos, que no se dispone de una Media de Cuadrados vadlida para el denominador de Fo, se
debe utilizar las pruebas F aproximadas(que se estudiaran en el Disefio Factorial General); que

son propuestas que se pueden tomar en cuenta para solucionar este problema.

4. DISENO FACTORIAL GENERAL

Todos los Analisis hechos para los Disefios de dos y tres Factores pueden extenderse al
caso General en el que existen "a" niveles del Factor A, "b" niveles del Factor B, "c" niveles del
Factor C,...., y asi sucesivamente, ordenados en un Experimento Factorial. Por lo tanto, en
general habrd un total de abc..n observaciones si existen 1 réplicas en el Experimento

Completo.

Una generalizacion del Modelo Lineal del Disefio Factorial General estaria dado por:

i=12,...a

j=12,...b

k=12,....c
Vi1 = B+ 14+ Byt (B + ()i + (By)x + By + ... + €ijk..1

[=12....n
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4.1 REGLAS PARA LAS SUMAS DE CUADRADOS

Las reglas que se presentan a continuacion son utilizadas para encontrar las férmulas
matematicas de las Sumas de Cuadros, cuando se analizan disefios experimentales de tres o
mas factores; ya que a medida aumenta el nimero de factores estas expresiones o formulas no
se pueden determinar facilmente.

A continuacion se plantean estas Reglas tomando como ejemplo el caso de tres factores,

para encontrar la suma de cuadrados del factor C:

Regla 1
El término del error en el Modelo €ij..m Se representa por &j..)m, donde m corresponde

al subindice de la replicacién. Para el Disefio de tres factores, esta regla significa que &jjk se
transforma en &jk)l-
Regla 2

El Modelo Lineal del Disefio contiene la media general (u) y el término del error €gj..)m ,

ademas todos los efectos principales y cualquier interaccion que el experimentador suponga

k
que existe. Si se dan todas la posibles interacciones entre los k factores, habra (j
2

k

interacciones de dos factores, ( j interacciones de tres factores,...., 1 interaccion de k factores.

3

En el caso que algun término de un factor aparece entre paréntesis, entonces significa

que no habra interaccion entre ese factor y los otros factores de dicho término.

Regla 3

Los subindices de cada término del Modelo deben dividirse en tres partes:
i) Activos: son aquellos que se hallan en el término y no estan entre paréntesis.
i) Pasivos: son los subindices que estan presentes en el Modelo pero que se

encuentran entre paréntesis.
iii) Ausentes: son aquellos subindices que estan presentes en el Modelo pero que

no ocurren en ese término en particular.

Por ejemplo: En el término (1y)ik , los subindices i y k son activos, y los subindices j y [ son

ausentes. En g(jjk)l los subindices i,j y k son subindices pasivos mientras que [ es activo.
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Regla 4. Grados de Libertad
Los grados de libertad de cualquier término del Modelo corresponden al producto del
numero de niveles asociados con cada subindice pasivo, y el niumero de niveles menos uno,

asociados con cada subindice activo.

Ejemplo: Los grados de libertad de (1y)ik son (a-1)(c-1), ya que no hay subindices pasivos vy,
i,j y k son subindices activos y los grados de libertad de &gji) son abc(n-1), i,j y k son pasivos

y | es activo.

Regla 5. Suma de Cuadrados
Para obtener las formulas con el fin de calcular las sumas de cuadrados de cualquier

efecto, primero se deben desarrollar los grados de libertad de dicho efecto.

Por ejemplo: Los grados de libertad expandidos de yk son simplemente c-1, para (1y)ik es

(ac - a - ¢ + 1); ya que los grados de libertad de (1y)ik es (a-1)(c-1).

Cada término de esta cantidad corresponde a una forma o procedimiento simbdlico de una
suma de cuadrados no corregida. Luego debe usarse el siguiente procedimiento:

a) Sea 1 el factor de correccidn.

"""" , el ndmero de puntos del numerador
abc....n abc....n

dependen del numero de factores mas uno.

i=l j=1 k=1 m=1

para nuestro caso: 1 =
aben abcen

b) Los signos de sumatoria deben acomodarse de manera que los relacionados con los
subindices de la forma simbdlica de interés (en este caso C), aparezca primero. El resto

de los elementos se deben encerrar entre paréntesis. Para C se obtiene.
c a b n

D DINIP I

k=1\_i=1 j=1 I=1

c) La cantidad entre paréntesis debe transformarse en la notacién estandar “punto en el

subindice”, donde el punto que reemplaza al subindice indica una sumatoria en este

Gltimo: Z[iiiyw} kZ:,(y__k,)

C
k=1 \_i=1l j=1 I=1
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d) El término entre paréntesis debe elevarse al cuadrado y dividirse entre el producto del

2

C

. ) - y )

numero de niveles de los subindices “punto”: ZT", esto equivale a la suma de
k=1 Abn

cuadrados no corregida.
La suma de cuadrados corregida de un efecto se obtiene reemplazando cada forma

simbdlica por su correspondiente suma de cuadrados no corregida. Asi, la suma de cuadrados
para Yk se debe reemplazar la forma simbdlica en c-1 por las sumas de cuadrados no

corregidas, asi:

¢ 2 2
SSc = Zy—"— Y. , siendo esta la suma del efecto principal de C en el Modelo
= abn abcn

de tres factores.

Ejemplo 4
Para observar la aplicacion de la regla 5, se encontrara la deduccion de la suma de cuadrados

para (vy)ik ,; es decir, SSac.
Los grados de libertad son (a-1)(c-1) =ac-a-c+ 1

Por lo tanto, la suma de cuadrados, se obtiene de la siguiente forma.

ac -a -C +1
a b ¢ n a b ¢ n a b ¢ n y2
Z Zyijkl z Yijki Z Zyykl =— (a)
=1 j=1 k=1 =1 i=1 j=1 k=1 =1 =1 j=1 k=1 =1 abcn
a ¢ b n a b ¢ n c a b n yZ b
2.2 Vi 2 Vi 22 Vi abcn (b
i=1 k=1\_j=1 i=1 i=1 \_j=1 k=1 i=1 k=1 \_i=l j=1 i=1
2
a C a C y (C)
(yi.k. ) z (yi... ) ()’4.1« ) aben
i=1 k=1 i1 k=1
yz
a C 2 a 2 C 2
ik Ji.. Y k. (d)
— = = abcn
i=l k=1 ON i ben k=1 ADN
a ¢ 2 a 2 ¢ 2 2
SSAC — yl.k. _ yl _ yk + y
=i bn “S'ben = abn  abcen

Nota: SSac se obtiene de la combinacidn de las sumas de cuadrados no corregida en el

ultimo rengloén, de acuerdo con los signos en la parte superior de cada columna.
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Entonces la Suma de Cuadrados es:
SSac = SSsubtotales(ac) - SSa — SSc

4.2 REGLAS PARA LAS MEDIAS DE CUADRADOS

Estas reglas son muy utiles para encontrar las Medias de Cuadrados para cualquiera de

los Modelos que resultan de un Disefio Factorial de tres o mas factores. A continuacion se

presentan estas reglas, que seran aplicadas a un Disefo con tres factores.

Regla 1:

Regla 2:

Cada uno de los efectos lleva asociado un componente de varianza (efecto
aleatorio) o un factor fijo (efecto fijo). Si la interaccién contiene al menos un
efecto aleatorio, las interaccién total se considera aleatoria. Los subindices de un
componente de varianza se representan mediante las letras griegas que
identifican el efecto aleatorio particular. Por lo tanto, en un Modelo mixto en dos

sentidos con el factor A es fijo y el factor B es aleatorio, el componente de

varianza para el factor B es 0;, y el componente de varianza de la interaccién de

AB es afﬂ. Un efecto fijo siempre se representa por la suma de los cuadrados de

los componentes del Modelo asociadas con ese factor, dividida entre los grados

de libertad correspondientes. En el caso que el factor A es fijo, el efecto del

a
2
27

i
i=1

a-1"

factor A es:

Medias de Cuadrados Esperados. Para obtener los valores esperados de las

medias de cuadrados debe prepararse la siguiente tabla. Existe un renglén por

cada componente del Modelo (media de cuadrado), y una columna para cada

subindice. Sobre cada subindice debe escribirse el nUmero de niveles del factor

asociado con él, y si el factor es fijo (F) o aleatorio (A). Las réplicas siempre se

consideran aleatorias.

a) En cada renglon se escribe un “1” si uno de los subindices pasivos del
componente del renglén es igual al subindice de la columna.

b) Si alguno de los subindices del componente del renglén es igual al subindice
de la columna, se escribe en ese rengléon un “0” si el encabezado de la

columna es un factor fijo, y un “1” si es un factor aleatorio.
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c) En las restantes columnas de los renglones se escribe el nimero de niveles
correspondientes al encabezado de esa columna.

d) Para obtener el valor esperado de la media de cuadrados de cualquier
componente del Modelo, primero se cubren todas las columnas encabezadas
por los subindices activos de ese componente. A continuacion, en cada
renglon que contenga al menos los mismos subindices que el componente
considerado, se calcula el producto de los nimeros visibles y se multiplica por
el factor fijo o aleatorio apropiado, obtenido mediante la Regla 1. La suma de
estas cantidades corresponden al valor esperado de la media de cuadrados

del componente del Modelo considerado.

Estas reglas pueden ser aplicadas a los Modelos que se van estudiando, para obtener los
valores esperados de un Modelo de Efectos Mixtos de tres Factores, considerando que el

factor A es fijo, el factor B y factor C es aleatorio. Se tiene:

Factor A Factor B Factor C
Factor F A A R
a b c n
i j k l
u 0 b c n
B a 1 c n
Yk a b 1 n
(1B 0 1 c n
(1y)ik 0 b 1 n
(BY)i a 1 1 n
()i 0 1 1 n
£(ijk)! 1 1 1 1

Las aplicaciones de los literales de la regla dos, para el llenado de la tabla anterior se

detalla a continuacion:

a) Son los unos de las primeras tres columnas de la ultima fila, ya que los subindices i,j

y k; en esa fila son pasivos.

b) Son los ceros y unos en todas las filas menos los unos descritos en el numeral

anterior.

c) Los niveles de cada factor (abcn).
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Para encontrar el valor esperados de la media de cuadrados del factor A, se debe
cubrir la columna del rengldn i, luego multiplicar los valores de las columnas por el
componente de varianza o efecto, segun la regla uno; esto se debe hacer para cada
fila donde aparezca un subindice "i" como activo y luego sumarse; agregandole

ademas el 6% que es el componente de varianza de los errores.

esta forma se obtienen los demas valores esperados, teniendo cuidado de cubrir la

numero de columnas de los valores esperados que se desean encontrar.

Por lo tanto, de esta tabla se obtiene los siguientes resultados.

a
2.7

E(MSa) = o’ + no., +bno., +cnol, + ben=—
a_
E(MSs) = o’ + anaéy + acnoé
E(MSc) = o’ +ano,, +abno,
E(MSas) =0’ + no., +cnoy,
E(MSac) =0’ + no, +bno?,
E(MSgc) = o’ + ano*éy
E(MShasc) = o> + nO‘fﬂy
E(MSe) =0
Utilizando estas mismas reglas se obtienen las Medias de Cuadrados Esperados para un

Modelo de Efectos Fijos.

q b
beny 7} acny_ f;
E(MSa) = o+ —— E(MSe) = o’ +—/1—
a-1 b-1
< a b
bcnz;/,f anZ(rﬂ);
E(MSc) =o'+ ——— E(MSps) =024 —— "
c-1 (a-1(b-1)
a ¢ b ¢
bnY. > (o) any. > ()i
E(MSac) B A N i I B E(MSec) = P W
(a=D(c~1) (b-1)(c-1)

E(MShec) =0~ +

WYY (1B

i=l j=1 k=1

(a=DOB-D(c-1

E(MSg) =0
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4.3 PRUEBAS F APROXIMADAS

Estas pruebas, no son mas que propuestas para solucionar el dilema de que no existen
estadisticos exactos (Fo) para probar ciertos efectos de los Experimentos Factoriales con tres o
mas factores en el que interviene un Modelo Aleatorio o Mixto. A continuaciéon se plantearan
algunas de estas propuestas, especificando las inconvenientes que existen en cada una de

ellas.

PROPUESTA 1.
Se puede suponer que ciertas interacciones son insignificantes (se acepta Ho), en un Disefio

Factorial de tres Factores supongamos que se pueden despreciar todas las interacciones de dos

. . . 2 _ 2 _ 2 _ .
factores; es decir, que es posible hacer O.5= 0, o, = 0, Op, = 0 ; y luego se deben llevar a

cabo las pruebas para los efectos principales.

El inconveniente estd en que para hacer esta suposicién debe haber algo en la naturaleza del
experimento, o un conocimiento a priori determinante, para considerar que una o mas
interacciones son insignificantes.

En general, estas suposiciones no se deben hacer, no hay que eliminar ciertas interacciones del
Modelo sin tener una evidencia de que resulta apropiado hacerlo.

Se prueban primero las interacciones, y después se igualan a cero sino resultaran significativas
(si Ho se rechaza); luego se prueban los otros efectos del mismo experimento suponiendo las
interacciones iguales a cero. Esta propuesta puede ser peligrosa; ya que en cualquier decisiéon

en relaciéon a las interacciones se pueden cometer los errores tipo I y tipo II.

PROPUESTA 2.

Se ponderan las medias de cuadrados del Analisis de Varianza para obtener una estimacién del

MS
—48€ resulta que no

E

error con mas grados de libertad. Por ejemplo, si el estadistico Fo =

fue significativo; es decir, que la hipdtesis Ho, que afﬂy = 0, no se rechaza y tanto MSasc como

MSe proporcionan una estimacion de la varianza del error 2 .

El experimentador puede decidir ponderar o combinar MSasc y MSe de la siguiente manera:
abc(n—1)MS; +(a—1)(b-1D(c-1)MS ;-
abc(n—=1)+(a-1)({b-1)(c-1)

es decir, E( MS;;) = g2 .
Se puede observar que MS;E tiene abc(n-1)+(a-1)(b-1)(c-1) grados de libertad y el MSe

MS, = , para que el valor esperado de MS, sea o2 ;

original abc(n-1) grados de libertad.
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El inconveniente de ponderar es que se puede cometer el error tipo II, y si se combina
la media de cuadrados de un factor que en realidad es significativa con el error, se obtiene una
nueva media de cuadrados residual (MSe) muy grande. Esto hara dificil detectar otros efectos
significativos. Por otro lado, si la media de cuadrados del error original tiene muy pocos grados
de libertad (<6), el experimentador puede ganar mucho en ponderar; ya que en potencia se
incrementa considerablemente la precision de las pruebas posteriores.

Si la media de cuadrados del error original (MSe) tiene menos de 6 grados de libertad debe
ponderarse sélo si la estadistica F de la media de cuadrados que se va a ponderar no es

significativa a un valor grande de «; es decir, a=0.25.

PROPUESTA 3 (Método de Satterthwaite)

En el caso que no pueden omitirse ciertas interacciones y aln se necesitan hacer inferencias

en relacion a efectos cuyas pruebas exactas no existen, puede utilizarse el  siguiente Método.

Se utilizan combinaciones lineales de las medias de cuadrados, de la siguiente forma:
MS® = MSr + ..... +MSs y MS'" = MSy + ..... +MSy , en donde las media de cuadrados para
estas combinaciones lineales, se eligen de tal manera, que E(MS') - E(MS" ") sea igual al

efecto (parametro del modelo o componente de varianza) considerado en la hipétesis nula.

Y el estadistico para realizar la prueba es: Fo = con una distribucién aproximada de

\\I

Fp,q, €n donde p = (MS, +....+ MS,)” y q= (MS, +....+ MS, )" y fi corresponde a los grados
i MS? MS? MS? Ms> 2
+....+ : +....+
1 /s S f

de libertad asociados con la Media de Cuadrados MSi. No existe la seguridad de que p y q sean
enteros, por lo tanto sera necesario interpolar en las tablas de la distribucion F.
Satterthwaite hizo notar que pueden existir casos en que las medias de cuadrados en MS®
y MS" " pueden ser negativas (tener signo negativo).
Pero Gaylos y Hopper (1969) consideran que si MS' = MSi - MS: entonces la aproximacién de
Satterthwaite puede ser aplicada si:
MS,
MS,

/i

> F(,‘Ozs’fbfI X FO'SO,fzyf2 confi < 100y f2 > ?

En el caso del Modelo Aleatorio, la construccion del estadistico Fo para las pruebas de
hipotesis sobre los componentes de varianza presenta algunas complicaciones, pues el
cuadrado medio del error se puede usar para probar la hipétesis de que no hay interaccién de
tres factores, y el cuadrado medio de la interaccion de tres factores para probar la hipotesis de

la componente de interaccidn de dos factores, pero al observar con cuidado los Cuadrados
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Medios Esperados de este Modelo calculados anteriormente, se puede ver que no hay un
cuadrado medio legitimo para el denominador del estadistico Fo, al probar las hipétesis nulas
sobre las componentes de la varianza que corresponden a los efectos principales.

Las dificultades encontradas en la construccién del Estadistico Fo para algunas hipoétesis
se hacen evidentes de inmediato con la inspeccidén de los Cuadrados Esperados e incluso en
algunos casos, no se dispone de una media cuadratica valida para el denominador de Fo.

En la siguiente tabla se presentan las hipdtesis que se deben probar y su respectiva region de

rechazo para el Modelo de Efectos Aleatorios.

Factor Hipoétesis Fo Regién de Rechazo
. 2 — ’ - - .-
Ho 0, =0 Pendiente de la aplicacion |Pendiente de la aplicacion
Factor A 5
Hi: >0 de pruebas F de pruebas F
Ho: 02 =0 1 1
- p Pendiente de la aplicacion |Pendiente de la aplicacion
Factor B )
Hi: 05> 0 de pruebas F de pruebas F
Ho: 02=0
0 &y Pendiente de la aplicacién |Pendiente de la aplicacion
Factor C )
Hi: o) >0 de pruebas F de pruebas F
Ho: O'Tzﬂ= 0 Foe MSAB
Interaccion AB 5 0= MS Fo > Fa,(a-1)(b-1),(a-1)(b-1)(c-1)
Hi: 0.5,>0 ABC
) Ho: O'T27= Foe MSAC
Interaccion AC 5 = MS Fo > Fo,(a-1)(c-1),(a-1)(b-1)(c-1)
Hi: o.> 0 ABC
Ho: (727:0 Foe MSBC
Interaccion BC 5 0= MS Fo > Fo,(a-1)(c-1),(a-1)(b-1)(c-1)
Hi: Uﬂ7>0 ABC
2
g Ho: 07, = r o MSasc.
Interaccion ABC ) 0 MS Fo > Fe,(a-1)(b-1)(c-1),abc(n-1)
H;: O-r/i’y>0 E

En el Modelo de Efectos Mixtos la no existencia de una determinada media cuadratica
valida para el denominador de Fo para probar algunas hipétesis; depende de las combinaciones
de los efectos de los factores de que esta formado el Modelo del experimento en estudio (fijo y
aleatorio).

Como por ejemplo, al hacer un analisis de las medias de cuadrados esperados del
Modelo Mixto, donde el Factor A es fijo, el factor B es aleatorio y el factor C es aleatorio;
existen pruebas exactas para todos los efectos, menos para el efecto principal del factor A. A
continuacion se presenta la tabla de hipdtesis, valores esperados de las medias de cuadrados y
region de rechazo para el Modelo de Efecto Mixto.
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Valor Esperado de las

Factor Hipodtesis Medias de Cuadrados Fo Region de Rechazo
o’ +n O‘fﬂy +bn O'fy +cn O'fﬁ
; Pendiente de
Factor A Hof u=1=.=1,=0 ZTI.Z la aplicacién | Pendiente de la
Hi:cuando menos un y = 0 P o
+ bcn 1 de pruebas F |aplicacién de pruebas F
a-—
. 2 —
Ho: 0 =0 o’ +anoc;, +acno. Fo= MS,
Factor B 5 Br B MS Fo > Fo,(b-1),(b-1)(c-1)
Hi: Cyz> 0 BC
2
Ho: 0.=0 2 2 2 MS
¥ o” +anoc, +abno = ¢
Factor C , by y Fo= /s Fo > Fu,(c-1),(0-1)(c-1)
Hi: c,> 0 BC
2
Ho: 0,=0 2 2 2 MS
-, +n +cn — 748 >Fo (a-1)(b-1),(a-1)(b-1)(c-
Interaccién AB Zﬂ o O oy O Fo= 7S Fo>Fa,(a-1)(b6-1).(a- 101
Hi: O3> 0 ABC 1)
2
Ho: o~ = 2 2 2 MS .
- + + e (S > “1)(c-1) (a-1)(b-1)(c-
Interaccion AC 127 o no., +bno, Fo= S Fo>Fa,(a-1)(c-1),(a-1)(b-1)(c
Hi: ., > 0 ABC 1)
Ho: 077, =0 ) ) o _ MSpc
Interaccién BC o~ +ano 0= Fo > Fa,(b-1)(c-1),abc(n-1)
2 By MS
Hi: Jﬂ}/ >0 E
2
g HO: O-Tﬂ}/ = 2 2 Fo= MSABC
Interaccion ABC ) o +no,, 0= MS Fo>Fo,(b-1)(c-1)(c-1),abc(n-1)
Hi: O-Tﬁ}/ >0 £
Error 0'2

Para llevar a cabo la prueba de hipétesis para el factor A se debe utilizar las pruebas F

aproximadas para obtener el Fo valido y los grados de libertad del numerador y denominador de

el Frablas para contrastar la hipdtesis correspondiente.

Por lo tanto, para realizar el Andlisis de los diferentes Modelos Mixtos que resultan en un

Disefio de Tres Factores; se debe tomar en cuenta el valor esperado de las medias de

cuadrados de cada uno de los factores principales e interacciones, para observar en cuales

existen estadisticos validos y en cuales no; para llevar a cabo la prueba de la hipdtesis.
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Ejemplo 6

Se esta estudiando la caida de presidon en una valvula de expansion de una turbina. El
ingeniero de diseno considera que las variables importantes que influyen en esta caida de
presién son la temperatura del gas de la entrada (Factor A), la velocidad de la turbina (Factor
B), y la presion del gas a la entrada (Factor C). Estos tres factores se organizan en un Disefio
Factorial con la temperatura del gas fija, la velocidad de la turbina y la presidn aleatoria. Los
datos codificados para dos réplicas se presentan a continuacion:

Temperatura del Gas (Factor A)

Presion 60°F 759F 90°F
(Factor C) | Velocidad (Factor B) Velocidad (Factor B) Velocidad (Factor B)
150 | 200 | 225 | 300 | 150 | 200 | 225 | 300 | 150 | 200 | 225 | 300
-2 0 -1 4 14 6 1 -7 -8 -2 -1 -2
50 psi
-3 -9 -8 4 14 0 2 6 -8 | 20 | -2 1
-6 -5 -8 -3 22 8 6 -5 -8 1 -9 -8
75 psi
4 -1 -2 -7 | 24 6 2 2 3 -7 -8 3
-1 -4 0 -2 | 20 2 3 -5 -2 -1 -4 1
85 psi
-2 -8 -7 4 16 0 0 -1 -1 -2 -7 3
Solucién

Como se menciond en el enunciado del experimento el Factora A es fijo, el Factor B y Factor C
es aleatorio; por lo tanto las hipdtesis a probar son las siguientes:
Forma Estadistica.

a) Ho: 11 =12 =0 b) Ho:O'/23=0
Hi :cuando menos un 1 = 0 Hy : a§>0
. 2_ . 2 —
C) Ho.Gy—O d) HO'O-r/i_
H1:0'72>0 leafﬂ>0
. 2 -— . 2 —
e) Ho : ., = f) Ho : Op, =
. 2 i 2
Hi: O'T}/>0 Hi: 6/3;/>0

. 2 —
g) Ho.O'Tﬂy—O
. 2
Hl'O-/i’y>0

7

Variable Respuesta: Caida de presion en la una valvula.
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Forma Verbal

a)

b)

d)

e)

f)

g)

Ho:

Hi:

Ho

Hi

Ho:

Hi:

Ho:

La Temperatura del Gas no influye significativamente en la Caida de presién en una
valvula de expansion de una turbina
La Temperatura del Gas influye significativamente en la Caida de presion en una

valvula de expansion de una turbina

La Velocidad no influye significativamente en la variabilidad de la Caida de presiéon en
una valvula de expansion de una turbina.
La Velocidad influye significativamente en la variabilidad de la Caida de presion en una

valvula de expansion de una turbina.

La presion no influye significativamente en la variabilidad de la Caida de presion en
una valvula de expansién de una turbina.
La presion influye significativamente en la variabilidad de la Caida de presidn en

una valvula de expansion de una turbina.

La Temperatura del Gas y la Velocidad no influyen significativamente en la variabilidad

de la Caida de presion en una valvula de expansion de una turbina.

: La Temperatura del Gas y la Velocidad influyen significativamente en la variabilidad

de la Caida de presion en una valvula de expansion de una turbina.

: La Temperatura del Gas y la Presién no influyen significativamente en la variabilidad

de la Caida de presion en una valvula de expansidn de una turbina.

: La Temperatura del Gas y la Presién influyen significativamente en la variabilidad de

la Caida de presion en una valvula de expansion de una turbina.

: La Velocidad y la Presidon no influyen significativamente en la variabilidad de la

Caida de presidn en una valvula de expansion de una turbina.

: La Velocidad y la Presion influyen significativamente en la variabilidad de la

Caida de presidon en una valvula de expansion de una turbina.

: La Temperatura del Gas, la Velocidad y la Presion no influyen significativamente en la

variabilidad de la Caida de presién en una valvula de expansién de una turbina.

: La Temperatura del Gas, la Velocidad y la Presién influyen significativamente en la

variabilidad de la Caida de presion en una valvula de expansion de una turbina.
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Datos

a=3, b=4,c=3, n=2, N =abcn = 3x4x3x2= 72 ,i=1,2,3 j=1,2,3,4 k=1,2,3 ,n=1,2

Este ejemplo corresponde a un Modelo de Efectos Mixtos por ser el Factor A fijo y los
Factores B y C aleatorios; y se puede observar que su analisis sera como el planteado
anteriormente, en el que no existen pruebas exactas para todos los efectos en especial para el
factor A; luego de haber observado los valores esperados de las Medias de Cuadrado que
corresponden a este tipo de Diseno. Para probar la hipétesis del efecto del factor A
(Ho: 11 = 12 =0) se debe usar las pruebas F aproximadas de la siguiente manera:

MS’

Se calcula el estadistico F = ———
MS

donde:
MS® = MSa + MSasc
MS® " = MSas + MSac

a

2

bcnz T,
i=1

Ya que E(MS") - E(MS™ ") = 1
a_

Por motivos de ahorrar los detalles de los calculos, sblo se colocard a continuaciéon el

resultado de la Tabla de Andlisis de Varianza:

Fuente Suma Grados Media
de de de de Fo
Variacion Cuadrado Libertad Cuadrado

Temperatura (Factor A) 616.78 2 308.39 1.82
Velocidad (Factor B) 175.56 3 58.52 1.45
Presién (Factor C) 5.03 2 2.52 0.06
Interaccion AB 809.44 6 134.91 7.00
Interaccion AC 179.06 4 44.77 2.32
Interacciéon BC 242.19 6 40.37 1.16
Interaccién ABC 231.07 12 19.26 0.56
Error 1248.00 36 34.67
Total 3507.11 71

Calculode MS'y MS”™~

MS® = MSa + MSaac MS™ ' = MSag + MSac
= 308.39 + 19.26 = 134.91 + 44.77
= 327.65 = 179.68
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v F= MS’ _ 327.65=
MS™ 179.68
Los grados de libertad de esta estadistica se calculan a continuacion:
_(MS,+MS ) (327.65)* 226
- MS? , MSie  (308.39) , (19.26)° -
2 12 2 12
_ (MS ,+MS, ) (179.68)° B
- MS?, | MSS (134.91)° | (4477)° -
6 4 6 4

Tomando o = 0.05, encontrando para cada hipotesis a probar sus respectivos Frabias, Se tiene:

Ya que a=3, b=4 , c=3 y n = 2 entonces abc(n-1) =3x4x3(2-1) = 36.

a) Fopgq = Fo.052269.13 = Fo.0s5209 = 4.26
b) Fop-1.0b-1)c-1) = Foosa13x = Fo.053.6 = 4.76
) Fae1e-ne = Fo.os3-13x = Fo.0526 = 5.14
d) Foa1)b-1.a-D0-De-) = Foos,6-1n@-1), 20 = Fo.056,12 = 3.00
e) Fo(a1)e-1.anb-De) = Fo0s6-1G-1).2x3x = Fo0s54.12 = 3.26
f) Fa,(b-l)(c-l),abc(n-l) = FO.OS,(4-1)(3-1),3x4x3(2-1) = Fo0s5636 = 2.42

h) Fo,a-1)0b-1)c-1),abem-1) = F0.05,3 -1)@ -1)3-1),3x4x32-1) = Fo.05,12,36 = 2.09

¢ Conclusiones
Se tiene:

Respecto a la Hipoétesis a (Factor A(Temperatura del Gas))

Se observa de la tabla de Analisis de Varianza que el Fo < Frablas (1.82 < 4.26); por lo tanto, no
se rechaza Ho; es decir, la Temperatura del Gas no influye significativamente en la Caida de
presidon en una valvula de expansion de una turbina.

Respecto a la Hipétesis b (Factor B(Velocidad))
Se observa de la tabla de Analisis de Varianza que el Fo < Frapias (1.45 < 4.76); por lo tanto, no
se rechaza Ho; es decir, la Velocidad no influye significativamente en la Caida de presion en

una valvula de expansidon de una turbina.
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Respecto a la Hipétesis c (Factor C(Presion))

Se observa de la tabla de Analisis de Varianza que el Fo < Frabias (0.06 < 5.14); por lo tanto, no
se rechaza Ho; es decir, la Presion no influye significativamente en la Caida de presién en una

valvula de expansiéon de una turbina.

Respecto a la Hipoétesis d (Interaccion (Temperatura del Gas y Velocidad))

Se observa de la tabla de Analisis de Varianza que el Fo > Frabias (7.00 > 3.00); por lo tanto, se
rechaza Ho; es decir, la Temperatura del Gas y la Velocidad influyen significativamente en la

variabilidad de la Caida de presion en una valvula de expansién de una turbina.

Respecto a la Hipétesis e (Interacciéon (Temperatura del Gas y Presién))

Se observa de la tabla de Analisis de Varianza que el Fo < Frablas (2.32 < 3.26); por lo tanto, no
se rechaza Ho; es decir, la Temperatura del Gas y la Presiéon no influyen significativamente en

la variabilidad de la Caida de presion en una valvula de expansion de una turbina.

Respecto a_la Hipoétesis f (Interaccion (Velocidad y Presidn

Se observa de la tabla de Analisis de Varianza que el Fo < Frablas (1.16 < 2.42); por lo tanto, no
se rechaza Ho; es decir, La Velocidad y la Presién no influyen significativamente en la

variabilidad de la Caida de presion en una valvula de expansién de una turbina.

Respecto a la Hipétesis g (Interaccion (Temperatura del Gas, Velocidad y Presion))

Se observa de la tabla de Analisis de Varianza que el Fo < Frablas ( 0.56< 2.09); por lo tanto, no
se rechaza Ho;, es decir, la Temperatura del Gas, la Velocidad y la Presién no influyen
significativamente en la variabilidad de la Caida de presién en una valvula de expansion de

una turbina.

5. DISENO FACTORIAL DESBALANCEADO O DESEQUILIBRADO

Este tipo de disefio se da cuando el nimero de réplicas por cada uno de los tratamientos
no tiene igual numero; es decir, en el cual no se recopilan el mismo numero (n) de
observaciones en cada una de las celdas; por lo tanto, el nimero de observaciones en las
celdas es diferente.

Estos Disefios Factoriales pueden darse, por varias razones; entre ellas tenemos:
1) Cuando se dan problemas imprevistos a la hora de recopilar los datos y se pierde parte

de la informacion.
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2) Puede ser que el experimento se disefie a proposito, en forma Desbalanceada; porque
algunas combinaciones de tratamiento son mas caras o dificiles de ensayar; por lo
tanto, se realizan menos observaciones para esas celdas.

3) Se puede decidir obtener réplicas adicionales en algunas celdas; debido a que para el
experimentador resulte de interés las combinaciones de tratamiento; ya sea porque

representan condiciones nuevas o inexploradas.

En un Disefio Factorial desbalanceado la propiedad de Ortogonalidad de los efectos
principales y de las interacciones no se cumple; por lo tanto, no es posible utilizar las técnicas
usuales del Andlisis de Varianza.

El analisis de los Disenos Factoriales Desbalanceados es mucho mas dificil que el de los
Disefios Balanceados.

Existen muchos métodos para analizar Disefios Factoriales Desbalanceados; que se
basan segun el caso en el nimero de réplicas. A continuacion se plantean algunos de ellos,
para el Modelo de efectos fijos:

Sea:

njj : El nimero de observaciones en la ij-ésima celda.
n;. : El nimero de observaciones del i-ésimo rengldén (el i-ésimo nivel del factor A), definido
b
por: Zn”
Jj=1
n; : El nimero de observaciones de la j-ésima columna (el j-ésimo nivel del factor B), definido

a
por: Znij
i=1

n_ . El nimero total de observaciones, definido por: n;

a b
=1

i=l j
Datos Proporcionales: Caso Simple.

Este método se utiliza cuando se da el caso que los datos son proporcionales; es decir,

n on,
cuando se cumple que el numero de observaciones en la ij-ésima celda es: njj = S

n
Esta condicion significa que el numero de observaciones en cualquier par de renglones y

columnas son proporcionales.

Este caso presenta poca dificultad para su analisis; ya que se puede emplear el Analisis
de Varianza para disefios balanceados, solamente haciendo pequefias modificaciones en las
férmulas para calcular las Sumas de Cuadrados, por ejemplo si se esta estudiando un Disefio
Desbalanceado de dos factores; las Sumas de Cuadrados que se utilizan estan definidas como

se presentan a continuacion:
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2
_ Y SSB:Zb:y--/‘- _ Y.

2
i.
n; n, j=1 n

=

i=1 j=1 k=l
2

“ 2
SSas = Zzb:yij' - y—-SSA - SSp

=l j=1 T n

SSE :SST - SSA - SSB - SSAB

a b W a b ylz
- 335w - Es Y

i=l j=1 k=l =l j=1 1y

5.1 METODOS PARA TRANSFORMAR UN CASO DESBALANCEADO A BALANCEADO

METODOS APROXIMADOS.

Cuando un disefio es Desbalanceado, es necesario encontrar una forma de volverlo

Balanceado, para ello existen métodos aproximados para tal objetivo. Por supuesto estos

métodos hacen que el analisis sea aproximado. En la practica hay que decidir cudndo los datos

no estan muy alejados del caso desbalanceado, para asegurar que el grado de la aproximacion

introducido sea poco importante. Se debe suponer que cada celda tiene al menos una

observacion; es decir, njj > 1. A continuacion, se presentan algunos de estos métodos.

a)

b)

Estimacion de las Observaciones Faltantes

Si unas cuantas nj son diferentes, resulta razonable utilizar un procedimiento para
estimar los valores faltantes; es decir, que uno o pocos valores falten en cada celda;
para que todas tengan el mismo nimero de réplicas.

Para un Modelo con interaccidn, la estimacion del valor faltante de la ij-ésima celda que

minimiza la suma de cuadrados del error es }y, es decir, que el valor faltante se estima

con el promedio de las observaciones de los datos disponibles en la celda de donde falta
la observacion y este valor estimado se toma como si fuera un dato observado.

El Analisis de Varianza se lleva a cabo de forma normal, con la modificacion que se
reducen los grados de libertad tantas veces como el nimero de observaciones faltantes

que han sido estimadas.

Eliminaciéon de Datos
Este método se utiliza cuando se da el caso que a la mayoria de celdas le faltan en
relacién a otras celdas una o varias observaciones; por lo tanto, resulta razonable

eliminar un valor de la celda o celdas en lugar de estimarlo, que hacen que el disefio sea
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Desbalanceado. Se deben elegir al azar la (las) observacidon(es) que se va o van a
eliminar de todas las de la celda.

La observacion eliminada puede no ser descartada e incorporarse al disefio nuevamente,
quitar otra observacién y repetir el andlisis, se espera que estos dos analisis, reflejen
interpretaciones similares, si no se da se puede sospechar que la observacién eliminada
corresponde a un residuo alejado, o a un dato con un serio error al recopilarse y debe
ser tratado de acuerdo con estas circunstancias. En la realidad puede ser que no ocurra
este problema, cuando se eliminan pocos datos y la variabilidad dentro de las celdas es

pequenfa.

Método de los Promedios No Ponderados

Método introducido por Yates (1934), en el cual los promedios de las celas se consideran
como si fueran los datos y se les somete a un disefo estandar de un Disefio Balanceado,
para obtener las sumas de cuadrados de los factores y sus interacciones. Este método
se utiliza cuando los ni; no son muy diferentes. Sin embargo, la media de cuadrados del

error se determina por :
b n

. 2
Z (y_ijk _yy‘.)
MSE — =l j=1 k=l

n —ab

a

&

Este valor se utiliza para estimar 02, que es la varianza de las observaciones

individuales de yiik

Ya que el analisis se ha realizado sobre los promedios de celda y la varianza del
2

promedio de la ij-ésima celda es — , la media de cuadrados del error utilizada en el

n

Analisis de Varianza debe estimar la varianza del promedio de y, ; es decir:

DR

e |
V(y,)=—""1 = 'a;)n = %ZZZ

Al utilizar MSe como una estimacién de o? se tiene: MS, =

MSE

Zz , que sera la

lljln

media de cuadrados del error (con n-ab grados de libertad) que debe utilizarse en el

Analisis de Varianza.
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d) Método Exacto
Si los métodos anteriores no son apropiados en un Disefio Factorial Desbalanceado,

entonces existe el método exacto para resolver este problema, mas que todo en el caso que
hay celdas vacias (algunas nij = 0), cuando las nij son diferentes.

Este método no nos da resultados confiables ya que por la naturaleza del método las
hipotesis que se prueban no siempre son andlogas a las que corresponden al caso
balanceado, y los resultados no siempre pueden interpretarse facilmente.

(Para mayor informacion del método ver Douglas Mongomery, afio 1991, Pagina 222).

En general, no es recomendable disefiar experimentos de Disefos Factoriales
Desbalanceados; ya que el Andlisis de Varianza resulta mas complicado y no existen
métodos adecuados confiables para volverlos balanceados y por lo tanto, el analisis y

conclusiones no son mas que aproximaciones del Disefio Factorial Real.

6. UNA OBSERVACION POR CELDA

En algunos estudios de investigacion pueden haber ocasiones en las que se encuentran
experimentos factoriales en la que sélo se dispone de una réplica o sea una observacion por
celda. Por ejemplo, si se estudian dos factores y una observacidon por celda, el Modelo
Estadistico Lineal es el siguiente:

{i =12,...,a

Vi =+ 1+ B+ (B + sij

j=12,...b

Al observar los valores esperados de las medias de cuadrados se dice que la varianza
del error experimental o> no puede estimarse con sélo una réplica de las combinaciones de
tratamiento; es decir, el efecto de interaccion de los dos factores (i8)ij = O y el error
experimental no pueden separarse en forma clara, porque las particiones de las sumas de
cuadrados para los efectos principales e interacciones de los factores son iguales a la suma de

cuadrados total para las observaciones .

Lo que significa en el caso de dos factores tener: SSt= SSA + SSg + SSas

Por lo tanto, SSE = 0, ya que la suma de cuadrados de los subtotales son iguales a la

suma de cuadrados totales.
En consecuencia, no existen prueba de hipdtesis para los efectos principales, a no ser
que el efecto de la interaccién sea igual a cero. Si no hay interaccion, entonces (18)i; = 0 para

todo i y j; y por lo tanto, un posible Modelo en este caso sera:
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b+ i=12,...a
= y 4 oen
Yi=H I ! J j=12,...b

Si no existe interaccidén o este Modelo es el apropiado entonces la media de cuadrados
residuales esta determinada por:
SSiesiqual = SST - SSA - SSg, es un estimador insesgado de o2 y las hipétesis de los efectos

principales pueden probarse mediante la comparacion de MSay MSs contra MSresidual ; €S decir,

Fom MSi y p= M,
M S M Sresidual

residual

Por lo tanto, la tabla de Analisis de Varianza para un Disefio Factorial de dos Factores,

cuando se haga la suposicion adicional de ignorar el efecto de interaccion es:

Fuente Suma Grados Media
de de de de Fo
Variacion Cuadrados Libertad Cuadrados
a 2 2 - SS MS
’ SS, = i Y. a-1 MS, = 4 4
Renglon (A) P b ab a— 1 MSresidual
b 2 2 _ SS MS
Yy b-1 MSg = 278 - M5,
Columna (B) SSk = YA _
? /Z]: a a b 1 MSresidual
. M S . — S S residual
Residual Ssresidual = SST- SSA- SSB (a—l)(b—l) re51dual_m
a b 2
_ V. ab - 1
Total SSt = zzylf -
=l j=1 ab

Como la interaccidon de los factores principales o la ausencia de interaccion no esta
garantizada, es necesario utilizar algunas pruebas para evaluar la presencia o ausencia de
interaccion. A continuacién se presenta una prueba elaborada por Tukey que ayudarad a

detectar la existencia de la interaccion.
Primeramente se supone que la forma de la interaccion es (1) = ¢ u Bj, en donde ¢ es

una constante desconocida. Si la interaccion se define de esta forma, puede usarse el método
de regresion para probar la significancia de este término. La prueba consiste en descomponer

la suma de cuadrados residuales en un componente de un sélo grado de libertad debido a la no
aditividad del Modelo (interaccién) y en un componente para el error con (a-1)-(b-1)-1 grados

de libertad.
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2
a

2 2
Y
Z)@,‘%.Yj -y (8§, +SS, +E)

i=1 j=I

Matematicamente se tiene :SSy = , con un grado de

abSS ,SS,

libertad, y la suma de cuadrados del error es igual: SSE = SSiesidual - SSN, con (a-1)-(b-1)-1

grados de libertad.
Se debe calcular el Fo para probar la presencia de la interaccion el cual se obtiene asi:
SS
Fo: N
SS,
(a—DH(b-1)-1
Por lo tanto, si Fo > Fa,l,(a_l)(b_l)_l, la hipdtesis nula debe rechazarse; es decir, no existe

interaccion.
La tabla de Analisis de Varianza para un Disefio Factorial de dos factores cuando se haga

la suposicion adicional de ignorar el efecto de interaccion es:

Fuente Suma Grados Media
de de de de Fo
Variacion Cuadrados Libertad Cuadrados
2 2
4.y -1 SS MS
’ SS — yl. _L a MSA — A A
Renglén (A) A 2 " b a—1 MS,
b 1,2 2 SS MS
Yy MSg = — 2 B
Columna (B) |SSg = J oL b-1 -
(B) jz_ll a ab b-1 MS,
e SS
No Aditividad SSy 1 MShno Aditividad = TN MS y, saiividaa
S MS,
Error SSg =SSresidual - SSN -1)-(b-1)-1 | MSresiduai= £
(@-1)=(b-1)-1 | MSresiaear=
a b y2
— 2 .
Total SSr= ZZ)’;‘/ " b ab -1
i=l j=1
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7. SELECCION DEL TAMANO MUESTRAL

En los Disefios Factoriales también es importante determinar el tamafio apropiado de la

muestra; es decir, el nimero de réplicas (1) que se van a llevar a cabo para obtener la

sensibilidad deseada en el experimento. Para determinar (711) es posible usar las curvas

caracteristicas de Operacién, vistas en detalle en el Disefio Unifactorial.
A continuacion se presentan los parametros ¢?; asi como los valores apropiados de los

grados de libertad de numerador y denominador que deben ser utilizados para los diversos

Modelos de un Disefio Factorial de dos Factores.

Modelo Bifactorial de Efectos Fijos
F ) Grados de libertad Grados de libertad del
actor ) .
del numerador denominador
bnd 7’
A ; ' a-1 ab(n-1)
ac’
i )
an) f:
B =il b-1 ab(n-1)
bo?
a b
ny. > (:p);
AB Z‘,Z‘ ! (a-1)(b-1) ab(n-1)
a*[(a-1)B-1)+1]
Modelo Bifactorial de Efectos Aleatorios
Factor % Grados de libertad Grados de libertad del
del Numerador Denominador
A a-1 (a-1)(b-1)
B b-1 (a-1)(b-1)
AB (a-1)(b-1) ab(n-1)
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Modelo Bifactorial de Efectos Mixtos
, Grados de libertad Grados de libertad del
Factor Parametro .
del Numerador Denominador
bnz ]
. 2 i= - - -
A(Fijo) =" a-1 (a-1)(b-1)
a(c” +noy)
A= awz b-1 b(n-1
B(Aleatorio) - \1+ o2 i ab(n-1)
A= 1+ nafﬂ (a-1)(b-1) ab(n-1)
AB - \ o’

Como puede observarse en las tablas los parametros son ¢?> vy A, dependiendo si el
factor es fijo o aleatorio.

En el Modelo de Efectos Fijos se debe utilizar los diagramas de las curvas
caracteristicas de operacion del Modelo de efectos fijos. Para el Modelo de Efectos
Aleatorios se debe utilizar los diagramas de las curvas caracteristicas de operacién del Modelo
Aleatorio, mientras que para el Modelo Mixto se deben utilizar ambos diagramas dependiendo
que parametro se desea encontrar; a un valor de significancia dado (o).

Como el valor de "n" debe ser Unico e igual para todas las celdas en el experimento, y al
experimentador le interesan efectos pequeiios en lugar de grandes en cada uno de los factores;
por lo tanto, requiere un nimero de réplicas que le garantice tal efecto.

Para ello el experimentador debe seleccionar en relacién a qué factor desea que sea
sensible el disefio a diferencias potenciales importantes entre los tratamientos.

Por ejemplo, si se desea una sensibilidad para el factor A, tomara ¢?, utilizara las
curvas caracteristicas y el n que obtenga serd el que proporcione el nivel deseado de
sensibilidad del experimento en relacion del Factor A.

Para el Modelo de Efectos Fijos las Curvas Caracteristicas se pueden usar de una forma
muy eficiente, al determinar el valor minimo de ¢? que corresponde a una diferencia especifica

entre dos medias de tratamiento. Por lo tanto, si la diferencia entre dos medias del Factor A es

nbD*

2ac?

D, el valor minimo de ¢2 viene dado por : ¢? =
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Si la diferencia entre dos medias de columna (Factor B) es D, el valor minimo de ¢?2

, 5 naD*
sera: Q% = 5
2bo
Si el valor minimo de ¢2 que corresponde a una diferencia D, entre cualquier para de

efectos de interaccion es:

B nD?
20 (a1 -1)+1]

2

¢

Ejemplo 7

Retomando el ejemplo 5 del porcentaje de encogimiento de las telas tefiidas; y suponiendo que
existen 3 tratamientos para los factores A y B.

Si se supone que antes de realizar el experimento se decide que habria que rechazar la
hipdtesis nula con probabilidad alta, si la diferencia maxima en el nivel medio de porcentaje de
encogimiento de la tela, de cualquier par de efectos de interaccion (Tipos de Tela vy
Temperatura) fuera igual a 10; y ademas se supone que la desviacion estandar del porcentaje
de encogimiento de las telas tefiidas, de acuerdo a experimentos previos es aproximadamente

igual a 2. Encontrar el numero de réplicas.

Solucion

Datos
a=3 ,b=3, 6=2 , 62=4 , D=10, o =0.05

Como se decidid rechazar la hipdtesis nula en relacidén a la interaccion, el valor minimo de ¢?,

sera:

, n(10)* _n(100) _ n(100)
T T 2@[@-n@-n+1] 24)10) 80
¢ = 1.25n

Tomando una primera aproximacion para el nimero de réplicas de n = 2, entonces se obtiene:
(a-1)(b-1) = (3-1)(3-1) = 4 (grados de libertad del numerador V1)

N - 5 = ab(n-1) = 3x3(2-1)= 9 (grados de libertad del denominador V>)

0% = 1.25n = 1.25(2) = 2.50

¢ =1.58
Los valores que se van ha utilizar en la grafica de esta primera aproximacién para
encontrar la probabilidad de error tipo II (B) son:
a=005 , Vi=2 , V2=9 , ¢ =1.58
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La grafica para éstos valores es la siguiente:
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De la grafica anterior se obtiene que B ~ 0.50, lo cual se concluye que n = 2 réplicas

no son suficientes,

porque

la potencia de

1 - 0.50 = 0.50, lo cual resulta pequeia.

la prueba es aproximadamente 1

Utilizando el procedimiento anterior se obtiene la siguiente tabla.

n 92 0 Vi = (a-1)(b-1) | V2 =ab(n-1) B Poder (1-B)

2 | 250 | 1.58 4 9 0.50 0.50
3.75 | 1.94 4 18 0.12 0.88

4 | 5.0 2.24 27 0.03 0.97

De la tabla anterior se observa que n

p

~

= 4 réplicas producen un nivel del 97% de

rechazar la hipdtesis nula, si la diferencia en el nivel medio del porcentaje de encogimiento de

la tela tefiida para cualquier para de efectos de interaccion sea a lo sumo igual a 10. Por lo

tanto, se concluye que cuatro réplicas son suficientes para proporcionar el nivel deseado de

sensibilidad siempre que no exista un error grave en la estimacion para la desviacion estandar

del porcentaje de encogimiento de la tela tefida.
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8. PROBLEMAS RESUELTOS

PROBLEMA 1 (Diseio Bifactorial)

El maximo voltaje de salida de un tipo particular de almacenaje de baterias, se cree que sea
influenciado por el material usado en la cubierta de la bateria por ciertas variaciones externas
de temperatura. Cuatro réplicas de un experimento factorial son corridas en el laboratorio para
tres materiales y tres temperaturas; los cuales fueron obtenidos aleatoriamente de un gran
numero de tipos de materiales y un gran numero de temperaturas. Los resultados son

mostrados en la siguiente tabla.

Tipos de Temperaturas (Factor B)
Material
(Factorial A) 50°F 65°F 80°F
130 155 | 34 40 |20 70
! 74 180 | 80 75 | 82 58
150 188 | 136 122 |25 70
g 159 126 | 106 115 | 58 45
138 110 | 174 120 | 96 104
> 168 160 | 150 139 | 82 60

Pruebe que la influencia de el material usado y ciertas variaciones externas de la
temperatura afectan el maximo voltaje de salida de un tipo particular de almacenaje de

baterias.

Solucion

En este ejemplo el andlisis se hard como un Modelo de Efectos Aleatorios; ya que el
investigador obtiene los tipos de materiales y las temperaturas de un conjunto de forma
aleatoria.

Variable Respuesta: Maximo voltaje de salida de las baterias.

Planteamiento de las Hipotesis a probar:

a) Ho : af = 0 (No existe variabilidad en los tipos de materiales).

Hi: O'f > 0 (Existe variabilidad en los tipos de materiales).

b) Ho : O'f = 0 (No existe variabilidad en los niveles de temperatura).

Hi : af > 0 (No existe variabilidad en los niveles de temperatura).
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C) Ho : O'f = 0 (No existe variabilidad en la interaccién de los tipos de materiales y los

niveles de temperatura).
Hi : af > 0 (Existe variabilidad en la interaccion de los tipos de materiales y los

niveles de temperaturas).

Forma verbal de las Hipoétesis
a) Ho: La variabilidad de los tipos de materiales no influyen significativamente en el
maximo voltaje de salida de las baterias.
Hi: La variabilidad de los tipos de materiales influyen significativamente en el

maximo voltaje de salida de las baterias.

b) Ho: La variabilidad de los niveles de temperatura no influyen significativamente en el
maximo voltaje de salida de las baterias.
Hi: La variabilidad en los niveles de temperatura influyen significativamente en el

maximo voltaje de salida de las baterias.

c) Ho: La variabilidad de los tipos de materiales y los niveles de temperatura no influyen
significativamente en el maximo voltaje de salida de las baterias.
Hi: La variabilidad de los tipos de materiales y niveles de temperatura influyen

significativamente en el maximo voltaje de salida de las baterias.

Datos.

a= , b=3 , n =4, N=abn =3x3x4 =36

Calculos Matematicos.
Totales de Celdas

Yij. = Zyiik
k=1
yir. = 539 , vy,

229 , vyis. = 230
y21. = 623 , vy22.=479 , vy23. = 198

y3t. = 576 , y32. 583 , vys33. = 342
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A continuacién se presenta la tabla de datos con sus respectivos totales por celda que se

calcularon anteriormente:

Tipos de Temperaturas (Factor B)
Material Yi..
(Factorial A) 50°F 65°F 80°F
1 539 229 230 998
2 623 479 198 1300
3 576 583 342 1501
Vi 1738 1291 770 | y.= 3799

Sumas de Cuadrados

SS:334 %k_ Y.
! 222% 3)3)@)

= [(130)2 + (155)2 + (74)2 + (180)2 +(150)2+....+(82)2 + (60)?] -
= 478547 - 400900.02

2

(3799)*
36

SSt = 77646.96

Sumas de Cuadrados para los Efectos Principales.
3y! 3799)*
SS+ o Yio
Tipo de Material ; (3)(4) 36
~ 098)* +(1300)* +(1501)° | (3799)°

12 36
411583.75 - 400900.02

SSTipo de Material = 10683.73

30yi 0 (3799)
SS = L
Temperatura ; (3) ( 4) 36
[1738)% +(1291)> +(770)*]  (3799)*
12 36
= 440018.75 - 400900.02

SSTemperatura = 39118.73
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Calculo de subtotales
303 1,2 2
Vi 3799
SSSubtotales = ,Z:,Z 4/ - ( 36)
_ [(539)% +(229)° +(230)° +......+ (342)*]  (3799)*

4 36
460316.25 - 400900.02

SSSubtotales = 59416.23

Calculo de Interaccion

SSInteraccic’m = SSSubtotales - SSTipo de Material ~ SSTemperatura
= 59416.23 - 10683.73 - 39118.72
SSInteraccién = 9613.78

Calculo de la suma de cuadrados del error
SSE = SSt - SSsubtotales

= 77646.98 - 59416.23
SSg = 18230.75

Calculo de las Medias de Cuadrados.

SS, 10683.73 10683.73

MSa = = = 5341.86
a—1 3-1 2
MSs = SS, _ 39118.72 _ 39118.72 _ 19559 36
b—-1 3-1
MShs = SS . _ 9613.78 _ 9613.78 _ 9403.44
(a-DbB-1) B-DGB-1 4
MSe = SS, _ 18230.75 _ 18230.75 _ 6751

©ab(n-1) 3x3(4-1) 27

Calculo de Estadisticos

MS, _ 5341.86
MS,,  2403.44

Fo= = 2.22 (Tipo de Material)
MS, _19559.36

F =
" MS,, 2403.44

= 18.14 (Temperatura)
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MS,, 2403.44

Fo= = = 3.56 (Tipo de Material y Temperatura)
MS, 675.21
Tabla de Analisis de Varianza
Fuente Suma Grados Medias Fo
de de de de
Variacion Cuadrados Libertad Cuadrados

Tipo de Material 10683.72 2 5341.86 2.22
Temperatura 39118.72 2 19559.36 8.14
Interaccion 9613.77 4 2403.44 3.56
Error 18230.75 27 675.21

Total 77646.96 35

Tomando o = 0.05, encontrando para cada hipotesis a probar sus respectivos Frabias, se tiene:

a) Faat@no-1y = Foos53-1,6-n3-1 = Fo.0524 = 6.94

b) Fop-1,ane-1) = Foos3-13-n3-1) =Fo.0524 = 6.94

¢) Fo,a-no-1),abm-1) = Fo.05,3 -3 -1)33@ - 1) = Fo.0s427 = 2.73

¢ Conclusiones

Se tiene:
Respecto a la hipétesis 1 (Factor A(Tipo de Material)

Se observa de la tabla de Analisis de Varianza que el Fo < Frablas (2.22 < 6.94); por lo tanto, se
acepta Ho; es decir, que la variabilidad de los tipos de materiales no influyen significativamente

en el maximo voltaje de salida de las baterias.

Respecto a la hipotesis 2 (Factor B(Temperatura))

Se observa de la tabla de Andlisis de Varianza que el Fo > Frabias (8.14 > 6.94); por lo tanto, se

rechaza Ho; es decir, que la variabilidad de los niveles de temperatura influyen

significativamente en el maximo voltaje de salida de las baterias.

Respecto a_la hipotesis 3 (Interaccion(Tipo de Material y Temperatura))

Se observa de la tabla de Andlisis de Varianza que el Fo > Frabas (3.56 > 2.73); por lo tanto, se
rechaza Ho; es decir, la variabilidad de los tipos de materiales y niveles de temperatura influyen

significativamente en el méaximo voltaje de salida de las baterias.
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PROBLEMA 2
Para el problema 1, encontrar la estimacion de los componentes de varianza.

Datos
a=3 , b=3, n=4, N=36
MSe = 675.21 , MSa= 5341.86 , MSg = 19559.36 , MSas = 2403.44

Solucion

Como se trata de un Modelo de Efectos Aleatorios las estimacion que se deben de encontrar

son las siguientes:

6° = MS,=675.21
63 _ MS, - MS _ 5341.86—-2403.44 _ 2938.42 = 244.87
bn 12
) _ MS,-MS,, _ 19559.36-2403.44 _ 1715592 _
6‘15 = = = = 1429.66
an 12
6; _ MS ,, —MS, _ 2403.44-675.21 _ 1728.23 = 439.06
n 4
PROBLEMA 3

Para el problema 1, encontrar un intervalo de confianza para c? con un nivel de confianza del
95%.

Datos

a=3,b=3,n=4, N=36, a=0.05 , MSe=675.21

Solucion

Calculando los valores de chi-cuadrado.
Como el valor de v = 27 (grados de libertad) no se encuentra en la tabla se tomaran los

valores de v = 25 y v = 30 para ambos casos y se obtendra el promedio.

2 2
Xooss = 40.65 Xoorsos = 13.12
2 2
Xomsz = 46.98 Xoorszo = 16.79
El promedio es: 43.81 El promedio es: 14.95
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Por lo tanto:
2 2 5
- = = 43.81

Xa nty K09 53y~ Koo

2 2

2 2 2

- = =14.95

Zl—(%),ab(n—l) zl—(o‘zﬁ),_’)ﬁﬂ_]) z0.975,27

Intervalo de confianza para 2.

ab(n —1)MS . < < ab(n —1)MS,.

2 S o 2
%,ab(n—l) I—%,ab(n—l)
Sustituyendo
3x3(4-1) (675.21) < 2 3x3(4—-1)(675.21)
2 =06 = 2
Z%,3x3(4—1) Zlf(%),3x3(471)
2 2
3x3x32(675.2 1) <o < 3x3x32(675.21)
X0.025,27 X0.975,27
(27)(675.21) < 2 (27)(675.21)
WEIAPIZEY) g2 ¢ MEDARISER
15025,27 13.975,27
18230.67 5 18230.67
- G e
43.81 14.95
416.13 < o2 < 1219.44

Significa que la variabilidad del efecto total de los tipos de materiales, temperatura e
interaccién se encuentra entre [416.13, 1219.44].
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PROBLEMA 4

Encontrar

las Medias de Cuadrados Esperados para un Modelo de Efectos Aleatorios de tres

factores utilizando las Reglas estudiadas en el tema 4.2.

Solucion.

En el modelo de Efectos Aleatorios los tres factores son aleatorios; es decir el factor A, By C

son aleatorios.

Aplicando las Reglas se obtiene la siguiente tabla:

Factor A Factor B Factor C
Factor A A A R
a b c n
i j k l
U 1 b c n
Bj a 1 c n
Yk a b 1 n
(1B 1 1 c n
(v)ik 1 b 1 n
(BY)ik a 1 1 n
(B 1 1 1 n
£(ijk)1 1 1 1 1

Las aplicaciones de los literales de la regla dos, para el llenado de la tabla anterior se

detalla a continuacion:

a)

b)
c)
d)

Son los unos de las primeras tres columnas de la Ultima fila, ya que los subindices i,j

y k; en esa fila son pasivos.

Son los unos en todas las filas menos los unos descritos en el humeral anterior.

Los niveles de cada factor (abcn).

Para encontrar el valor esperados de la media de cuadrados del factor A, se debe
cubrir la columna donde aparece i, luego multiplicar los valores de las columnas por
el componente de varianza o efecto, segun la regla uno; esto se debe hacer para
cada fila donde aparezca un subindice "i" como activo y luego sumarse; agregandole

ademas el 52 que es el componente de varianza de los errores.
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De esta forma se obtienen los valores esperados, teniendo cuidado de cubrir la columna
o numero de columnas de los valores esperados que se desean encontrar.

Por lo tanto, de esta tabla se obtiene los siguientes resultados.

E(MSa) =0’ + no,, +bno., +cno,, +bcno!
E(MSs) =0” + cno,, +anc,, + no., +acnoc,
E(MSc) =0 + bnofy + ancéy + nafﬂy + abnO'y2
E(MSas) =o° + nafﬁy + cn O'fﬁ

E(MSac) =0 +nol, +bno,,

E(MSsc) = o° + nafﬁy + an GZ,;,

2

E(MSagc) = o’ + no.,

E(MSe) = o
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PROBLEMA 5

Utilizando las Reglas para encontrar las Sumas de Cuadrados estudiadas en el tema 4.1. Encontrar la formula de la Suma de Cuadrados

para (1By)ijk; es decir la formula para encontrar la Suma de Cuadrados de SSaec.

Solucion

Los grados de libertad son (a-1)(b-1)(c-1)=abc -ac-bc +c-ab+a+b -1

Por lo tanto, la Suma de Cuadrados, se obtiene de la siguiente forma.

Abc -ac -bc +C -ab a b -1
a b ¢ n a b ¢ n a b ¢ n a b ¢ n a b ¢ n a b ¢ n a b ¢ n yZ
ZZ Ykt ZZ Ykt ZZ Ykt ZZ Ykt ZZ Vit ZZ Vit ZZ Vit =—(a)
i=l j=1 k=1 I=1 i=l j=I1 k=l I= i=l j=1 k=1 I=I i=l j=1 k=1 I=1 i=1 j=1 k=1 I=I i=1 j=1 k=l I=1 i=1 j=1 k=1 I=I abcn
a b ¢ n a ¢ b n b ¢ a n c a b n a b c n a b ¢ n b s ¢ n 2
)Y Vit DD Vi )y Vi DD Vi )y Vi > Vi )y M b (b)
i=l j=1 k=1 \ /=1 i=1 k=1\_j=1 I=1 j=l k=1 \Ui=l [=1 k=1\_i=1 j=I I=1 i=l j=1 \ k=l [=] i=1 \_j=1 k=1 [=1 J=1 \i=l k=1 [=1 abcn
a b 4 a c b 4 c a b a b y2
X300) | XX 0w) > () () > () >0 >,) - (c)
=1 j=1 k=1 il k=l =1 k=1 =1 =1 j=1 = = abcen
b . 2 2 b 2 2 b 2 2 b 2 2
“ z - yy[jk RV y,;kA Z - y.jk. 5 yk . zyy N y, yj (d)
i=l j=1 k=1 N i=1 k=1 bn J=1 k=1 an k=1 abn i-1 j=1 €N i=1 bcn o1 acn abcn
a b ¢ 2 a c 2 b ¢ 2 c 2 a b 2 a 2 b 2
Yyijk ; Y k. y«-__ ;
SSasc = vik Yik, z ey Yok Z i Z b 4 Z
ok n o bn o TS an o abn TS cn bcn o acn abcn
Notas
e SSasc se obtiene de la combinacion de las sumas de cuadrados no corregida en el Ultimo rengléon, de acuerdo con los signos en la

parte superior de cada columna.

°
Entonces la Suma de Cuadrados es: SSasc = SSsubtotales(ABc) = SSA — SSp - SSc - SSas - SSec - SSac
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DISENO FACTORIAL 2k
1. DESCRIPCION

En el area industrial, la experimentacion requiere frecuentemente conocer el efecto
sobre una variable respuesta de un nimero grande de factores. En estos casos, el Disefio
Factorial puede necesitar un tamafo tan grande de réplicas que lo haga irrealizable. Por
ejemplo, un Disefio con seis factores cada uno con cinco niveles, en el cual se deben realizar
56 = 3125 réplicas, para reducir el nUmero de réplicas se requiere o bien eliminar factores, o
bien disminuir los niveles a los que se aplican; es decir que el estudio de los Disefos Factoriales
se complican cuando existe un nimero considerable de factores y un nimero bastante grande
de niveles de cada factor.

Sin embargo, los Disefios Factoriales son ampliamente utilizados en Experimentos para
estudiar el efecto conjunto de éstos sobre la variable respuesta. Aunque el tamafo del Diseno
resultante sea aceptable, si s6lo uno o dos factores influyen sobre la variable respuesta, la
mayoria de los datos mediran Unicamente el error experimental, por lo que el Disefio serd poco
eficiente. Si se tiene un Disefio de cinco factores con cuatro niveles en donde tres factores no
influyen significativamente sobre la variable respuesta; es decir, son inertes, proporcionan casi
el mismo resultado si se hiciera el estudio de un Disefio Factorial, para los dos factores que
influyen sobre la variable respuesta (activos).

Para minimizar el riesgo de realizar Experimentos con factores inertes, se debe utilizar
una estrategia secuencial; donde los factores a considerar en el Experimento en cada etapa se
eligen en funcién de los resultados de las etapas anteriores. La ventaja principal de los Disefos
Factoriales, es la posibilidad de determinar si los factores actian de manera independiente o
interaccionan entre ellos para afectar las unidades experimentales.

Existen varios casos especiales del Disefio Factorial general que resultan importantes en
la practica y se usan ampliamente en los estudios de investigacién; y ademas constituyen la
base para otros disefios de gran valor practico.

El primer caso especial mas importante de estos ocurre cuando se tienen k factores,
fijandoles el numero de niveles en dos. Estos niveles pueden ser cuantitativos como por
ejemplo, dos valores de Temperatura, dos de presion o dos de tiempo, etc; también pueden ser
cualitativos como dos maquinas, dos operadores, etc. Estos dos niveles podrian ser
considerados como "superior" e "inferior", "alto" o "bajo", “ausencia” o “presencia” del factor.

Por lo tanto, en un Experimento en el que intervienen k factores y cada factor contiene
dos niveles se conoce con el nombre de Experimento Factorial 2Kk,

En una réplica completa de tal Diseflo se necesita que se recopilen 2x2x..x2 = 2

observaciones.

256



UNIDAD PROGRAMATICA V:” DISENOS FACTORIALES 2° ”

Cuando es probable que hayan muchos factores por investigar, son Utiles los Disefios 2k
en las primeras fases del trabajo experimental; ya que se hace menor nimero de corridas con
los cuales pueden estudiarse k factores en un Disefio Factorial Completo, debido a que sélo hay
dos niveles para cada factor.

El segundo caso especial es el Disefio Factorial con k factores con tres niveles cada uno;
el cual se conoce como Disefo Factorial 3.

A continuacion se presentan métodos especiales para el analisis de los tipos de Disefios
Factoriales 22, 23 y una generalizacion de estos (2%), suponiendo que los Factores son Fijos, los

Disefios son Completamente Aleatorizados, y que satisfacen la suposicion usual de normalidad.

2. DISENO FACTORIAL 22,

Este Disefio Factorial es el primero de la serie 2%, en el cual sélo existen dos factores en
estudio, los cuales pueden ser A y B, cada uno con dos niveles; que se suelen considerar como
"alto" y "bajo". El nivel alto del Factor A y Factor B se denota por el signo mas "+" y el nivel
bajo con el signo menos "-".

En este Disefio habran cuatro combinaciones de tratamiento que son: bajoA-bajoB,
altoA-bajoB, bajoA-altoB y altoA-altoB. En general una combinacién de tratamiento se

representa por una serie de letras minusculas, de la siguiente forma:

a : alto A-bajo B
b : bajo A-alto B

ab : alto A-alto B

(1) : bajo A-bajo B

Las cuales verbalmente significan:

a : Representa la combinacién de tratamiento, en la que el factor A se encuentra en el nivel
alto y el factor B en el nivel bajo.

b : Representa la combinacién de tratamiento, en la que el factor A se encuentra en el nivel
bajo y el factor B en el nivel alto.

ab : Representa la combinacidn de tratamiento, en la que el factor A se encuentra en el nivel

alto y el factor B en el nivel alto.
(1) : Representa la combinacidn de tratamiento, en la que ambos factores (A y B) se encuentra

en el nivel bajo.
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Por lo tanto, el nivel "alto" de cualquier factor de una combinacién de tratamiento esta
representado por la presencia de la letra minuscula correspondiente; mientras que la ausencia

de esta representa el nivel "bajo" del factor. Por ejemplo, si hay cuatro factores (A,B,C y D) la
combinacién de tratamiento cd, corresponderia a los niveles altos de los factores C y D, bajos
de los factores A y B.

Las letras minudsculas (1), a, b y ab también se usaran para representar los totales de

las n réplicas de las combinaciones de tratamientos correspondientes.

Las combinaciones de tratamiento se representan geométricamente de la siguiente forma:

b
alto + 7 ab
Factor B
bajo - — a
ON |
- +
bajo  Factor A alto

El uso de las palabras alto y bajo, es arbitrario y no tiene un significado particular en el
analisis. Tratandose de un factor cuantitativo, un nivel tendrd un valor mas alto y el otro un
valor mas bajo; coincidiendo con la simbologia adoptada, pero si se trata de un factor
cualitativo no habra esta ordenacién entre los niveles de los factores, y podria sefialarse
arbitrariamente a uno como "alto" y al otro como "bajo".

Las letras mayusculas A,B y AB se utilizaran para denotar el efecto de un factor; por lo
tanto:

"A" : Se refiere al efecto del factor A.
"B" : Se refiere al efecto del factor B.

"AB" : Se refiere al efecto de la interaccidn del factor A y el factor B.
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2.1 REPRESENTACION SIMBOLICA DE LOS DATOS

Como en los Disefios Factoriales 22, el niimero de factores son dos con dos niveles cada
uno y en cada nivel existen "n" réplicas del Experimento; entonces la representacion de los

datos observados para esté tipo de Disefio Factorial sera de la siguiente forma:

Factor B
Factor A
1 2
1 Y111,Y112,...,Y11n Y121,Y122,...,Y12n
2 Y211,Y212,...,Y21n Y221,Y222,...,Y22n

Como puede observarse esta tabla es sdlo una parte de la Tabla de la Representacion
Simbdlica de un Disefio de dos factores con "a" niveles del factor A y "b" del factor B con "n"

réplicas en cada nivel.

Cualquier observacion de tabla se interpreta de la misma forma que el Disefio de dos factores.

El nimero total de observaciones en el Experimento es de N = 2x2xn = 4n1; ya que se

realizan “n” réplicas.

Nota:Lo que se refiere al Modelo Estadistico que representan los datos descritos anteriormente
serd igual al del Disefio de dos factores, con la diferencia de que los subindices de i yj

tomaran valores de 1 hasta 2.

2.2 ESTIMACION DE LOS EFECTOS DE LOS FACTORES

En general, el efecto de un factor vendra dado por el promedio del efecto del mismo
factor en los niveles bajo y alto del otro factor, siendo “71” el nimero de réplicas.

Para encontrar los efectos de los factores y de la interaccion, existen dos métodos en los

cuales se utiliza la representacion geométrica, los cuales se explicaran a continuacion:
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Primer Método.

Efecto promedio del factor A

De la representacién geométrica de las combinaciones de tratamientos; tomando de derecha a

izquierda se observa que:

a—(1
El efecto del Factor A en el nivel bajo del Factor B es: &
n

(ab-Db)

n

El efecto del Factor A en el nivel alto del Factor B es:

Por lo tanto:

. 1{<a—<1>)+(ab—b)}

2 n n

= ﬁ(a—(l)+ab—b)

A= L(ab+a—b—(l))
2n

Efecto promedio del factor B

De la representacion geométrica de las combinaciones de tratamientos; tomando de arriba
hacia abajo se observa que:
(b-(1))
n
(ab—-a)
n

El efecto del Factor B en el nivel bajo del Factor A es:

El efecto del Factor B en el nivel alto del Factor A es:

Por lo tanto:

. 1{(b—(1)>+<ab—a>}

2 n n

_ (b—(1)+ab-a)

2n

B = L(ab+b—a—(1))
2n

Efecto promedio de la interaccion AB.

Se define como la diferencia promedio entre el efecto del factor A en el nivel alto del Factor B,

b—b |
que es {(a)} ; ¥ su efecto promedio en el nivel bajo del Factor B, que es {(a())} .
n n
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Por lo tanto:

5 - l[wb—b)_(a—(l))}

2 n n
= i(ab—b—m(l))
2n

AB = i(ab+(1)—a—b)
2n

También se puede definir como la diferencia promedio entre el efecto del Factor B en el nivel

ab-a
alto del Factor A, que es [()}, y el efecto promedio del Factor B en el nivel bajo del

n
Factor A, que es {(b_(l))}
n

Por lo tanto:
AB - 1{<ab—a)_(b—(1))}

2 n n

= Zln[ab—a—bJr(l)]

AB = i(ab+(1)—a—b)
2n

Sequndo Método.

Sea:

Y., : La respuesta promedio para las combinaciones de tratamientos a las que el factor (F)

se encuentra en el nivel alto.

Y, :Larespuesta promedio para las combinaciones de tratamientos a las que el factor (F)

se encuentra en el nivel bajo.

Por lo tanto, el efecto del factor sera la diferencia en la respuesta promedio de Y,y Y, .

Efecto promedio del factor A.

Y,. . Respuesta promedio para las combinaciones de tratamiento a las que el factor A se

N
encuentra en el nivel alto.

— ab+a

7 _ (ab+a)

A+
n
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Y, : Respuesta promedio para las combinaciones de tratamiento a las que el factor A se
encuentra en el nivel bajo.
= b+(1
A L)
n

Encontrando el efecto promedio se tiene:

A=Y, -7,
_ l[(ab+a)_(b+(1))}
2 n n

1
= Z[abﬂz—b—(l)]

Efecto promedio del factor B.

Y,. . Respuesta promedio para las combinaciones de tratamiento a las que el factor B se

encuentra en el nivel alto.

j _ (ab+h)
n

Y, : Respuesta promedio para las combinaciones de tratamiento a las que el factor B se
encuentra en el nivel bajo.
= a+(1
- _(a+(D)
n

B—
Encontrando el efecto promedio se tiene:

B = 7B+_ YB—
B l[(ab+b)_(a+(l))}
) n n

Zln[ab+b—a—(1)]

Efecto promedio de la interaccion AB

Se define como la diferencia del promedio de las combinaciones de tratamientos en la diagonal
ab+(1)
n

de derecha a izquierda: { } y el promedio de las combinaciones de tratamientos en la

b+
diagonal de izquierda a derecha: { a}
n

Por lo tanto:
1[(615 +(1) (b+ a)}

2 n - n

AB =

= 2—1n(ab+(1)—a—b)
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El efecto principal de un factor es el efecto promedio que se produce a consecuencia de
cambiarlo del nivel bajo al nivel alto de ese factor.
La interaccién entre dos factores se da cuando el efecto de uno de ellos es diferente para los

niveles alto y bajo del otro factor.

2.3 SUMAS DE CUADRADOS

El Analisis de Varianza en los Disefios 2k pueden utilizarse para examinar la magnitud y
la direccidn de los efectos de los factores, para determinar cuales variables es probable que
sean importantes.

A continuacion, se presenta un método rapido para llevar a cabo los calculos del Analisis
de Varianza.

Si se observa, en los efectos encontrados para A, B y AB anteriormente estan
involucrados o inmersos sus respectivos contrastes, que son los que se encuentran entre

paréntesis en dichos efectos, como se muestra en la siguiente tabla:

Factor Efecto Contraste

A i[ab+a—b—(1)] ab+a—b—(1)
2n

B i[ab+b—a—(1)] ab+b—a—(1)
2n

AB i[ab+(1)—a—b] ab+()—a—b
2n

Por lo tanto, de la tabla anterior se tiene que:

ab +a-b- (1)

Contrastea

ab +b-a-(1)

Contrastes

Contrasteas = ab + (1) -a-0b

A estos contraste se suelen denominar efecto total de A, B y AB respectivamente. Estos
tres contrastes son ortogonales. La suma de cuadrados para cada uno (como se estudio en el
Unidad II) puede calcularse como el contraste elevado al cuadrado, entre el producto del

numero de observaciones de cada total del contraste y la suma de los cuadrados de los

a
2
nyc
i=1

coeficientes del mismo. Es decir que SSc =
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Por lo tanto, las sumas de cuadrados de los efectos principales y la interaccién puede
obtenerse por el contraste respectivos elevado al cuadrado entre el numero total de

observaciones; tal como:

2
s = (contmste) .
4n

Entonces la suma de cuadrados de A, B y AB es:
[ab+a—b-O)]

SSa =
4n
2
S5, - [ab+b—a—(1)]
4n
2
SSas = [ab hi (ll_ a- b] respectivamente.
n

La suma total de cuadrados y la suma de cuadrados del error se obtiene de forma usual.

a b n 2
ssr= 333w L

=1 j=1 k=1
SSE = SSt — SSa — SSB - SSas

donde
SSr : Tiene 4n-1 grados de libertad; ya que hay un total de N = 4n

SSe : Tiene 4(n-1) grados de libertad; porque, cada uno de los efectos principales y doble tiene

un grado de libertad.

Ejemplo 1

Un ingeniero en alimentos esta interesado en determinar los efectos de la Temperatura y el
tiempo de almacenamiento en la conservacion de las manzanas. La respuesta en este estudio
es el nimero de manzanas que se pudren.

Para realizar este Experimento se escogieron 2 lotes de 120 manzanas cada uno, dividiendo
cada lote en cuatro porciones de igual tamafo y asignando al azar los tratamientos a estas
porciones. Para realizar este estudio se tomaron 2 niveles de tiempo de almacenamiento de 20
y 25 dias (Factor A) y 2 niveles de Temperatura de 13°C y 17°C (Factor B). A continuacion se

presentan los resultados del nUmero de manzanas podridas de cada 30 manzanas.

Tiempo Temperatura (Factor B)
(Factor A) 13°C 17°C
] 5 12
20 dias
3 11
9 12
25 dias
8 14

264



UNIDAD PROGRAMATICA V:” DISENOS FACTORIALES 2° ”

Solucion

Variable Respuesta: NiUmero de manzanas podridas.
Hipotesis a probar

Efectos Principales

Ho : El tiempo de almacenamiento no influye significativamente en el nUmero de manzanas que
se pudren.

H: : El tiempo de almacenamiento influye significativamente en el nUmero de manzanas que se
pudren.

Ho : El nivel de Temperatura no influye significativamente en el nimero de manzanas que se
pudren.

H: : El nivel de Temperatura influye significativamente en el nUmero de manzanas que se
pudren.

Interaccion
Ho : El tiempo de almacenamiento y el nivel de Temperatura no influyen significativamente
en el nimero de manzanas que se pudren.

Hi : El tiempo de almacenamiento y el nivel de Temperatura influyen significativamente en
el nimero de manzanas que se pudren.

Como puede observarse este Experimento es un Disefo Factorial 22, donde existen dos
factores, factor A (Tiempo) y factor B (Temperatura) ambos a dos niveles.
El factor A con nivel bajo que es 20 dias y el nivel alto de 25 dias.
El factor B con nivel bajo que es 13°C y el nivel alto de 17°C
Realizandose este Experimento dos veces.
De la tabla de datos es posible obtener una tabla de combinaciones de tratamientos,

como la que se muestra a continuacion:

Combinacién de Réplicas )
Total Simbologia
Tratamientos I II
A bajo, B bajo 5 3 8 (1)
A alto , B bajo 9 8 17 a
A bajo, B alto 12 11 23 b
A alto, B alto 12 14 26 ab
y. = 74
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Estas combinaciones de tratamientos Geométricamente se representa de la siguiente manera:

alto (17 °C) + 272 ab=26
Temperatura
bajo (13°C) - - a=17
(=8 | |
- Tiempo +
bajo (20 dias) alto (25 dias)

n : el nimero de réplicas (n=2)

Utilizando el primer método para la estimacion de los efectos promedios de los factores
principales e interaccidén, se tiene:

A= labra-b-)] = 1 (26+17-23-8) = 1 (12) = 3
2n 2x 4

B = E[ab+b—a—(1)] = ﬁ(26+23—17—8) _2(24) =6
| 1 1

AB 2n[ab+() a—b] 2x2(6+8 7-23) 4( 6) =-1.5

Los valores encontrados significan:

a) El valor del efecto del factor A (Tiempo) es positivo e igual a 3; que significa que se
espera un aumento de 3 manzanas podridas de cada 30 manzanas al aumentar el
tiempo de almacenamiento de 20 dias a 30 dias.

b) El valor del efecto del factor B (Temperatura) es positivo e igual a 6; lo que significa que
se espera un aumento de 6 manzanas podridas de cada 30 manzanas al aumentar la
Temperatura de 13°C a 17°C; casi sin importar el tiempo de almacenamiento.

c) El valor del efecto de la interaccion del Factor A y Factor B es negativo e igual a -1.5; lo
que significa que el efecto de ambos factores no afectan en el nimero de manzanas
podridas por cada 30 manzanas.

A continuacion se encuentran los contrastes:

Contrastea =ab +a-b-(1)=26+17-23-8 =12
Contrastee =ab +b-a-(1) =264+23-17-8 =24
Contrasteas = ab + (1) -a-b =26+8-17-23=-6
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Sumas de cuadrados.

2 2
SSa = (ContrasteA) (12) _144 18
4n 4x2 8
2 2
SSa = (Contraste ,)) (24) _ 576 _ 79
4n 4x2 8
SSap = (Contraste ,, )’ _ (— 6)° _36 _ 4.5
4n 4x2 8
2, 2 ’ 74)
SSr = /A (L) ST
! Z;;y * " 4p 4x2
SSeE = SSt - SSa - SSk - SSas

99.5-18-72-4.5
5.0

Tabla de Analisis de Varianza

Fuente Suma Grados Media
de de de de Fo
Variacion Cuadrados| Libertad | Cuadrados

Tiempo 18.0 1 18.0 14.4
Temperatura 72.0 1 72.0 57.6
TiempoxTemperatura 4.5 1 4.5 3.6
Error 5.0 4 1.25
Total 99.5 7

Tomando o = 0.05 para obtener el F de tablas con un grado de libertad del numerador y

4(n-1)= 4(2-1) = 4 en el denominador, se tiene que:

Fo,1,

4(n-1) = Fo.05,1,4 = 7.71

Conclusiones

e Para el caso del factor Tiempo el Fo > Frablas (14.4>7.71); por lo tanto, se rechaza Ho y
se acepta Hi; es decir, que el tiempo de almacenamiento influye significativamente en el
nimero de manzanas que se pudren.

e Para el caso del factor Temperatura el Fo > Frabias (57.6>7.71); por lo tanto, se rechaza
Ho y se acepta Hi; es decir, que el nivel de Temperatura influye significativamente en el

nimero de manzanas que se pudren.
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e Para el caso de la interaccién Tiempo y Temperatura el Fo < Frabias (3.6<7.71); por lo
tanto, se acepta Ho y se rechaza Hi; es decir, que el tiempo de almacenamiento y el
nivel de Temperatura no influyen significativamente en el nimero de manzanas que se

pudren.

3. ORDEN ESTANDAR.

Las combinaciones de tratamientos es posible escribirlas en el orden (1), a, b y ab; el

cual se conoce como Orden Estandar, el cual estd formada por los coeficientes de los
contrastes usados para estimar los efectos, y siempre son +1 6 -1, como se presenta en la

siguiente tabla:

Efectos (1) a b ab
A -1 +1 -1 +1
B -1 -1 +1 +1
AB +1 -1 -1 +1

De la tabla anterior se puede elaborar una tabla de signos algebraicos (positivos y
negativos), en la cual en el encabezado de las columnas se encuentran los efectos principales

(A 'y B), la interaccién (AB), e I, que representa el total o el promedio de todo el Experimento.

Combinacion de Efecto Factorial
Tratamientos I A B AB
(1) + - - +
a + + - -
b + - + -
ab + + + -

En la tabla anterior se puede observar que la columna encabezada por I, que representa
el toral o el promedio de todo el experimento, esta formada sélo por signos positivos; los
signos de la columna AB se obtiene como el producto de los signos de los dos efectos

principales (A y B), es decir multiplicando los signos de las columnas encabezadas por A y B.
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Esta tabla puede ser utilizada para encontrar los coeficientes de los contrastes, con el fin
de estimar cualquier efecto; simplemente multiplicando los signos de la columna apropiada por
la correspondiente combinacién de tratamientos, y luego sumandolos.

Por lo tanto, los contrastes para estimar A, B y AB se obtienen:

-(1)+a-b+ab

Contrastea

-(1)-a+b+ab

Contrastes

Contrasteas= (1) -a-b +ab

Como puede observarse estos contrastes coinciden con los que se obtuvieron

anteriormente.

4. DISENO FACTORIAL 23

Si en un Experimento se estudian tres factores A, B y C, cada uno con dos niveles. Este
Disefio se conoce como Disefio Factorial 23.
Para el estudio de este Disefio Factorial se retomara la notacion definida en el Disefios

Factorial 22, que fue planteada anteriormente.

En este Disefio habréan ocho combinaciones de tratamiento (23 = 8) que son (1), a4, b, ¢,

ab, ac, bc, abe, las cuales se pueden representar geométricamente mediante un cubo de la

siguiente manera:

be abc
alto+ c ac
b ab
Factor C +.lto
Factor B
bajo- ——(1)"” a
| | -
_| Factor A _||_ bajo
bajo alto
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Estas combinaciones de tratamientos representan los niveles a los que se encuentran

dichos factores y significan:
(1) : el factor A, B y C se encuentra en el nivel bajo

a : alto A-bajo B-bajo C
b : bajo A-alto B-bajo C
¢ : bajo A-bajo B-alto C
ab : alto A-alto B-bajo C
ac : alto A-bajo B-alto C
bc : bajo A-alto B-alto C
abc : alto A-alto B-alto C
Las representaciones anteriores pueden ser facilmente observadas trasladando los ejes

de los niveles de cada factor a cada uno de los vértices que representa cada combinacidon de

tratamientos. Por ejemplo, para encontrar la combinacién de tratamientos ab,

geométricamente los ejes se trasladan de las siguiente manera:

o —+
Factor C
s S -
I | +
- Factor A Y
Factor B

Ya que ab representa que el factor A esta en nivel alto, el factor B en nivel alto y el

factor C en nivel bajo.
Entre estas ocho combinaciones de tratamiento existen siete grados de libertad; de los

cuales tres se asocian con los efectos principales (A, By C); y los otros cuatro se asocian con

las interacciones (AB, AC, BC y ABC), cada una con un grado de libertad.
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4.1 REPRESENTACION SIMBOLICA DE LOS DATOS

Ya que en los Disefios Factoriales 23, el nimero de factores son Tres (A, By C) con dos
niveles cada uno y en cada nivel existen "n" réplicas del Experimento; entonces la

representacion de los datos observados para esté tipo de Diseno Factorial sera de la siguiente

forma:

Factor B
1 2
Factor A
Factor C Factor C
1 2 1 2
1 Yii111,Y1112,...,Y111n | Y1121,Y1122,...,Y112n | Y1211,Y1212,...,Y121n | Y1221,¥Y1222,...,Y122n
2 Y2111,Y2112,...,Y211n | Y2121,Y2122,...,Y212n | Y2211,Y2212,...,Y221n | Y2221,Y2222,...,Y222n

Como puede observarse esta tabla es sélo una parte de la tabla de la representacion

simbdlica de un Disefio de Tres factores con "a" niveles del factor A, "b" del factor B y "¢"

niveles del factor C; con "n" réplicas cada nivel.

Cualquier observacion de tabla se interpreta de la misma forma que el Disefio de Tres
Factores.

El nimero total de observaciones en el Experimento es N = 2x2x2xn = 8n; ya que se

realizaron n réplicas.

Nota: Lo que se refiere al Modelo Estadistico que representan los datos descritos

anteriormente sera igual al Disefio de Tres factores, con la diferencia de que los

subindices de 7, j y k tomaran valores de 1 hasta 2.
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4.2 ESTIMACION DE LOS EFECTOS DE LOS FACTORES

La estimacion de los efectos principales y las interacciones; igual que el Disefio 22 se

pueden calcular por medio de dos métodos, observando la representacién geométrica.

Primer Método

Efecto del Factor A
El efecto promedio del factor A vendra dado como el promedio de la suma de los efectos

del factor A de las diferentes combinaciones de los niveles de los factores B y C.
La forma de visualizarlo en el cubo es desplazando el factor A a las diferentes

combinaciones de los niveles alto y bajo de los factores B y C; tomando las combinaciones de

derecha a izquierda. Es decir, los vértices de los segmentos grueso del cubo siguiente:
abc
K

bc

+ -5 ac
b,(, ab
+
Factor C
Factor B

|
11— O
]

-1

Factor A

De la figura anterior se obtiene la siguiente tabla

Factor B Factor C Efecto del Factor A
R (a-m)
Nivel bajo | Nivel bajo
n
. o (ab—b)
Nivel alto Nivel bajo E—
n
. . . (ac—c)
Nivel bajo Nivel alto EEm—
n
_ _ (abc — bc)
Nivel alto Nivel alto e
n
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El Efecto promedio del factor A es:
Ao l{(a - (1)) N (ab —b) N (ac — c) N (abc —bc)}
4 n n n n

L[a—(1)+ab—b+ac—c+abc—bc]
4n

Efecto del Factor B

El efecto promedio del factor B vendra dado como el promedio de la suma de los efectos
del factor B de las diferentes combinaciones de los niveles de los factores Ay C.

La forma de visualizarlo en el cubo es desplazando el factor B a las diferentes
combinaciones de los niveles alto y bajo de los factores A y C; tomando las combinaciones de
tratamientos en diagonal del fondo hacia adelante. Es decir, los vértices del los segmentos

grueso del cubo siguiente:

bc ,’abc
+ S ac
b, ab
+
Factor G
Factor B

—~1

Factor A +

De la figura anterior se obtiene la siguiente tabla:

Factor A Factor C Efecto del Factor B
o (b-)
Nivel bajo | Nivel bajo —_—
n
. . . (ab—a)
Nivel alto Nivel bajo E—
n
) ) ) (bc - c)
Nivel bajo Nivel alto
n
_ _ (abc — ac)
Nivel alto Nivel alto EEE—
n
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El efecto promedio del factor B es:

B - l{(b—(l)) N (ab—a) N (be —c) N (abc - ac)
4 n n n n

L[b+ab+bc+abc—(1)—a—c—ac]
n

Efecto del Factor C
El efecto promedio del factor C vendra dado como el promedio de la suma de los efectos

del factor C de las diferentes combinaciones de los niveles de los factores Ay B.
La forma de visualizarlo en el cubo es desplazando el factor C a las diferentes

combinaciones de los niveles alto y bajo de los factores A y B; tomando las combinaciones de
tratamiento de arriba hacia abajo. Es decir, los vértices del los segmentos grueso del cubo

siguiente:

be ,’abc

+ 5 ac
bs, ab

Factor Q
Factor B
-_—c,"'”
(1)} | <.
- Factor A +

De la figura anterior se obtiene la siguiente tabla:

Factor A Factor B Efecto del Factor C
N (c-m)
Nivel bajo | Nivel bajo E—
n
] ) ] (ac—a)
Nivel alto Nivel bajo
n
o (be—b)
Nivel bajo Nivel alto —_—
n
. . (abc —ab)
Nivel alto Nivel alto
n
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El efecto promedio del factor C es:

o l[(c—(l))+(ac—a)+(bc—b)+(abc—ab)}

4 n n n n

L[c+ac+bc+abc—(1)—a—b—ab]
n

Efectos de las Interacciones Dobles
Efecto de AB
El efecto promedio de la interaccién AB vendra dada como la diferencia del promedio de
la suma de los efectos del factor A, a las diferentes combinaciones de los niveles del factor B,

cuando el factor C se encuentra en los niveles alto y bajo. Como se muestra a continuacion.

El factor B a nivel alto

La forma de visualizarlo en el cubo es desplazando el factor A al nivel alto de B, y luego
observando los vértices para los niveles alto y bajo del factor C; tomando las combinaciones de
tratamiento de derecha a izquierda. Es decir, los vértices del de los dos segmentos gruesos del

cubo siguiente:

bc jabc
+ -5 ac
bo ab
Factor G
Factor B

1

|
Factor A +

I
[

De la figura anterior se obtiene la siguiente tabla:

Efecto de A para el nivel alto del factor B

Nivel alto del factor C | Nivel bajo del factor C
(abc —bc) (ab—b)

n n
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El factor B a nivel bajo

La forma de visualizarlo en el cubo es desplazando el factor A al nivel bajo de B, y luego
observando los vértices para los niveles alto y bajo del factor C; tomando las combinaciones de
tratamiento de derecha a izquierda. Es decir, los vértices de los dos segmentos gruesos del

cubo siguiente:
bc ,’abc
+ ac
b,(, ab
Factor Q
Factor B
___c,"”"
(1)} S
- Factor A +

De la figura anterior se obtiene la siguiente tabla:

Efecto de A para el nivel bajo del factor B

Nivel alto del factor C | Nivel bajo del factor C
(ac=c) (a-)
n n

Por lo tanto, el efecto promedio de AB es:
- —(1
[(ac ¢) , (a=( ))}}

n

1 ] (abc —be) N (ab-b)
n

AB = {
4 n n
(abc —bc) + (ab —b) —[(ac = ¢) + (a — ()]}

1
al
b (h)—a-b+ab+c—ac—bc+abc
4n

Efecto de AC

El efecto promedio de la interacciéon AC vendra dada como la diferencia del promedio de
la suma de los efectos del factor A, a las diferentes combinaciones de los niveles del factor C,

cuando el factor B se encuentra en los niveles alto y bajo. Como se muestra a continuacién
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El factor C a nivel alto
La forma de visualizarlo en el cubo es desplazando el factor A al nivel alto de C, y luego
observando los vértices para los niveles alto y bajo del factor B; tomando las combinaciones de

tratamiento de derecha a izquierda. Es decir, los vértices de los dos segmentos gruesos del

cubo siguiente:
bc qabc
+ ac
b,(, ab
Factor Q
Factor B
___c,""”
(1)} | <.
- Factor A +

De la figura anterior se obtiene la siguiente tabla:

Efecto de A para el nivel alto del factor C

Nivel alto del factor B | Nivel bajo del factor B
(abc —bc) (ac—c)
n n

El factor C a nivel bajo
La forma de visualizarlo en el cubo es desplazando el factor A al nivel bajo de C, y luego
observando los vértices para los niveles alto y bajo del factor B; tomando las combinaciones de

tratamiento de derecha a izquierda. Es decir, los vértices de los dos segmentos gruesos del

cubo siguiente:
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bec ,’abc
+ % ac
bo ab
+
Factor
Factor B
L&
(1) S
- Factor A +

figura anterior se obtiene la siguiente tabla

Efecto de A para el nivel bajo del factor C

Nivel alto del factor B | Nivel bajo del factor B
(ab~b) (a—)
n n

lo tanto, el efecto promedio de AC es:
{(ab b (a- (1))}}
n

4 n n n

1{(abc ~be) (ac—c)
{(abc — be) + (ac — ¢) = [(ab - b) + (a— (D]}

1

4n

L[(l)—a+b—arb—c+ac—bc+abc]
n

Efecto de BC

El efecto promedio de la interaccién BC vendra dada como la diferencia del promedio de
la suma de los efectos del factor B, a las diferentes combinaciones de los niveles del factor C,

cuando el factor A se encuentra en los niveles alto y bajo. Como se muestra a continuacién:
El factor C a nivel alto
La forma de visualizarlo en el cubo es desplazando el factor B al nivel alto de C, y luego
observando los vértices para los niveles alto y bajo del factor A; tomando las combinaciones de
tratamiento de derecha a izquierda. Es decir, los vértices de los dos segmentos gruesos del

cubo siguiente:
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bc abc

+ 776 ac
b ab
+

Factor C
Factor B
1 a
") <
- Factor A +

De la figura anterior se obtiene la siguiente tabla:

Efecto de B para el nivel alto del factor C

Nivel alto del factor A | Nivel bajo del factor A
(abc — ac) (b —c)

n n

El factor C a nivel bajo

La forma de visualizarlo en el cubo es desplazando el factor B al nivel bajo de C, y luego
observando los vértices para los niveles alto y bajo del factor A; tomando las combinaciones de
tratamiento en diagonal de adentro hacia enfrente. Es decir, los vértices de los dos segmentos

gruesos del cubo siguiente:

bec ”abc
+ -5 ac
b, ab
+
Factor G
Factor B

|

|
Factor A +
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De la figura anterior se obtiene la siguiente tabla:

Efecto de A para el nivel bajo del factor C
Nivel bajo del factor A

Nivel alto del factor A
(ab~a) (b-m)
n n
Por lo tanto, el efecto promedio de BC es:
[(ab—a) N (b—(l))}
n n

BC =
n n

1{(abc —ac) N (be=c)
{(abc — ac) + (bc - ¢) - [(ab — a) + (b— (1)]}

4
N
4n

L[(1)+a—b—ab—c—ac+bc+abc]

Efecto de ABC
Este efecto se define como la diferencia promedio entre la interaccion AB para el nivel
bajo y alto del factor C. Es decir, los vértices de los segmentos gruesos del cubo siguiente:

bec jabc

+ -5 ac
bo ab
+

Factor C
Factor B
.
(1} |
- Factor A +

De la figura anterior se obtiene la siguiente tabla:

Efecto de la interaccion AB
Nivel bajo del factor C

Nivel alto del factor C
(abc — bc)— (ac—c) (ab - b)— (a—(1))
4n n
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Por lo tanto, el efecto promedio de ABC es:

ABC = {(abc —bc) —(ac —c) _{(ab —b)—(a —(1))}}
4n 4n

- 4L {(abc — be) - (ac — ) —[(ab—b) - (a— ()]}
n

= 4i {(abc —be) - (ac — ¢) - (ab - b) + (a — (1))}
n

= L[abc—bc—ac+c—ab+b+a—(l)]
4n

Sequndo Método

Efecto Promedio de A.

Se obtiene promediando las cuatro combinaciones de tratamientos en el lado derecho
del cubo donde el factor A estd en el nivel alto (YA+ ), menos el promedio de las cuatro
combinaciones de tratamiento en el lado izquierdo del cubo, donde el factor A esta en el nivel
bajo (Y, ). Esdecir, A=7Y,-Y, .

Mediante el cubo se puede observar de la siguiente manera:

bc abc

c ac

T (+)
O "
ar
Factor C
) Factor B
() <
- Factor A +

Por lo tanto:
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= a+ab+ac+abc = (h+b+bc+c
YA+ = YA— = -
4n 4n
Entonces:
A=Y, - ?A—
_ | a+ab+ac+abc D +b+bc+c
4n 4n

L[a+ab+c:zcJrabc—(l)—b—c—bc]
n

Efecto promedio de B.
Se obtiene por la diferencia promedio de las cuatro combinaciones de tratamientos de la

cara posterior del cubo, donde el factor B se encuentra en el nivel alto ()7,9+ ), y las cuatro
combinaciones de tratamiento de la cara del frente del cubo, donde el factor B se encuentra en
el nivel bajo (Y, ). Es decir, B= Y, - Y, .

Mediante el cubo se puede observar de la siguiente manera:

Lab
o~
+
Factor C
Factor B
M %
- Factor A +
Por lo tanto:
= _ b+ab+bc+abc 7 _ (D+a+ac+c
o 4n B 4n
Entonces:
B = YB+ - YB—
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[b+ab+bc+abc}_ [(1)+a+ac+c}
4n 4n

L[b+ab+bc+abc—(1)—a—ac—c]
n

Efecto Promedio de C

Se define como el promedio de las cuatro combinaciones de tratamientos de la cara

superior del cubo, donde el factor C se encuentra en el nivel alto (Y., ), menos el promedio de

las cuatro combinaciones de tratamiento de la cara inferior del cubo, donde el factor C se

encuentra en el nivel bajo (Y. ). Es decir, C= Y, - ¥, .

Mediante el cubo se puede observar de la siguiente manera:

bc abc

c ac
g
Factor C
ye
y.
-7, O
(1] L
- Factor A +
Por lo tanto:
= c+ac+bc+ abc = H+a+b+ab
Y c+ — Y, c- =
4n 4n

Entonces:
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C= ch ch
c+ac+bc+ abc D +a+b+ab
4n 4n

L[c+ac+bc+abc—(1)—a—b—ab]
4n

Efecto promedio de AB.

Se obtiene por la diferencia promedio entre los efectos promedios del factor A a los dos
niveles del factor B; es decir, cuando el factor C estd en el nivel bajo, AB es justo la diferencia
promedio en el efecto del factor A en los dos niveles del factor B. La iteracién AB esta dada por

la diferencia de promedios entre las combinaciones en los dos planos diagonales del cubo. Es

decir:
. 1 1
AB(C bajo) = —(ab - b)— —(a - (1))
2n 2n
AB(C alto) = L(abc —be)- L(ac —c)
2n 2n

Mediante el cubo se puede observar que son las siguientes caras del cubo:

bc abc
. / e (+)
ONy-. ab
Factor C @ '
Factor B
) |
I

“()

- Factor A +

El efecto promedio de la interaccion AB es exactamente el promedio de estas dos

componentes.
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Entonces
11 1 1 1
AB = E[z—n(ab —b)—z(a —(1))+Z(abc —bc)—z(ac —c)}

= %(ab—b—a+(1)+abc—bc—ac+c)
n

= %(abc—bc+ab—b—ac+c—a+(l))
n

Efecto promedio de AC.
Se obtiene por la diferencia promedio entre los efectos promedios del factor A a los dos

niveles del factor C; es decir, cuando el factor B estd en el nivel bajo, AC es justo la diferencia

promedio en el efecto del factor A en los dos niveles del factor C. Es decir:

AC(B bajo) = L(ac—c)—L(a—(l))
2n 2n
AC(B alto) = L(abc—bc)—i(ab—b)

2n 2n

Mediante el cubo se puede observar que son las siguientes caras del cubo:

bc abc
c ac
r —
/b ab
N
+
Factor C A @
4
Factor B
() <
- Factor A +

El efecto promedio de la interaccion AC es la suma del promedio de estas dos

componentes.
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Entonces:
11 1 1 1
= —| —(ac—c)——(a—(1))+— —be)——(ab -
AC 2[2’1 (ac—c) - (a—)+ - (abc —bc) o (ab b)}

= ‘%(ac—c—a+(1)+abc—bc—ab+b)
n

= %((1)—51+b—ab—c+ac—bc+abc)
n

Efecto promedio de BC
Se obtiene por la diferencia promedio ente los efectos promedios del factor B a los dos
niveles del factor C; es decir, cuando el factor A esta en el nivel bajo o alto, BC es la diferencia

promedio en el efecto del factor B en los dos niveles del factor C. Es decir:

BC(A bajo) = i(bc—c)—i(b—(l))
2n 2n

BC(A alto) = L(abc—ac)—i(ab—a)
2n 2n

Mediante el cubo se puede observar que son las siguientes caras del cubo:
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bc abc
®
. c ac
() b | () ab
r

Factor C @

Factor B

“(1) |

Factor A +

El efecto promedio de la interaccidon BC es la suma del promedio de estas dos componentes.

Entonces:
1|1 1 1 1
BC = E[Z(bc—c)—z(b—(1))+E(abc—ac)—%(ab—a)}

= L(bc—c—b+(1)+abc—ac—ab+a)
4n
= L((1)+a—b—ab—c—acerc+abc)
4n
Efecto promedio de ABC.

Esta se define como la diferencia promedio entre la interaccion AB para los dos niveles

del factor C. Es decir:

Entonces:
ABC = ﬁ[(abc - bc)— (ac - c)— (ab —b)+(a— (1))]
1

4—(abc—bc—ac+c—ab+b+a—(1))
n
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La interaccién ABC se puede considerar como la diferencia de dos promedios. Si las
combinaciones de los dos promedios se aislan, definen los vértices de los dos tetraedros que
componen el cubo.

Mediante el cubo se puede observar de la siguiente forma:

abc
o)

+
ab
>~
+
Factor C
. Factor B

Factor A +

4.3 ANALISIS DE VARIANZA

Para llevar a cabo el Analisis de Varianza se deben obtener los contrastes de los efectos

encontrados anteriormente; que no son mas que las cantidades entre paréntesis de los efectos.
Es decir:

Contrastea = a +ab +ac +abc-(1)-b-c-bc
Contrastes = b +ab + bc + abc - (1) -a -c - ac
Contrastec =c +ac +bc+abc-(1)-a-b-ab

Contrasteas = abc-bc +ab-b-ac+c-a+ (1)
Contrasteac = (1)-a +b-ab-c + ac - bc + abc
Contrastesc = (1) +a-b-ab-c-ac + bc + abc
Contrasteasc = abc -bc-ac+c-ab+b +a- (1)

Las sumas de cuadrados de los efectos pueden ser obtenidas facilmente; ya que a cada

una le corresponde un contraste y un sélo grado de libertad. Por lo tanto, la suma de
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cuadrados para cualquier efecto de un Disefio 23 con "n" réplicas, vendra dada por el contraste
correspondiente al cuadrado entre el total de las observaciones.

2
SS = (contraste)
8n

Entonces la Suma de Cuadrados para los efectos principales e interacciones son las siguientes:

2 2 2
contraste contraste contraste
SSa = (contraste ) SSe = (contraste, | SSc = (contraste. )
8&n &n &n
2 2 2
contraste contraste contraste
SSas = —( AB) SSac = —( AC) SSkc = —( BC)
&n &n &n
2
contraste
SSasc = ( ABC)
&n
La suma de cuadrado total y la suma de cuadrados del error se calcula de forma usual.
2 2 , y2
SSt = ZZZZJ’W e
i=1 j=1 k=1 I=1 8n
SSg = SSt- SSa - SSg — SSc - SSas — SSac — SSec -SSaec
donde

SSr : Tiene 8n-1 grados de libertad; ya que existe un total de N = 81 observaciones.

SSe : Tiene 8(n -1) grados de libertad; porque cada suma de los efectos principales e

interacciones tienen un grado de libertad cada una.

Ejemplo 2

Retomando el ejemplo desarrollado en el Disefio Trifactorial, se tiene:

En un Experimento para investigar las propiedades de resistencia a la compresion de mezcla de
Cemento y Tierra, se utilizaron dos periodos (A) diferentes de curado en combinacién con dos
Temperaturas (B) diferentes de curado y dos tierras (C) diferentes. Se hicieron dos réplicas
para cada combinacién de niveles de los tres factores, los datos obtenidos se presentan a

continuacion:

Temperatura (Factor B)
Edad 1 2
(Factor A) Tierra (Factor C) Tierra (Factor C)
1 | 2 1 | 2
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1 471 385 485 530
413 434 552 593
2 712 770 712 741
637 705 789 806

Solucion

Datos
a=2,b=2,c=2n=2,1i=12 ,j=12 ,k=1,2

A continuacién se presenta la tabla de datos codificados (divididos por 100).

Temperatura (Factor B)
Edad 1 2
(Factor A) Tierra (Factor C) Tierra (Factor C)
1 2 1 2

1 4.71 3.85 4.85 5.30
4.13 4.34 5.52 5.93

2 7.12 7.70 7.12 7.41
6.37 7.05 7.89 8.06

Las hipotesis a probar seran las mismas que se plantearon cuando se analizd
anteriormente este ejemplo.

Como puede observarse este ejemplo corresponde a un Disefio 23, en el cual existen
tres factores Factor A (Edad), Factor B (Temperatura) y Factor C (Tierra) todos a dos niveles

(bajo y alto); y el Experimento se realiza dos veces.

La tabla de combinaciones de tratamiento para este Disefio es la siguiente:

Combinacion Réplicas _ )
de Total Simbologia

Tratamiento L 11

A bajo, B bajo, C bajo 4.71 4.13 8.84 (1)

A alto, B bajo, C bajo 7.12 6.37 13.49 a

A bajo, B alto, C bajo 4.85 5.52 10.37 b

A alto, B alto, C bajo 7.12 7.89 15.01 ab

A bajo, B bajo, C alto 3.85 4.34 8.19 c
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A alto, B bajo, C alto 7.70 7.05 14.75 ac
A bajo, B alto, C alto 5.30 5.93 11.23 be
A alto, B alto, C alto 7.41 8.06 15.47 abc

Geométricamente las combinaciones de tratamientos que se encuentran en la tabla

anterior, se representan de la siguiente forma:

bc =11.23 al:’u’c=15.47

+ __/c=8.19

ac=14.75

P ab=15.01
~ b=1037 +

Factor G
Factor B

L& Y3713.49
(1) _

- Factor A +

Para la estimacidon de los efectos promedios de los factores principales e interacciones se

utilizara el primer método detallado anteriormente:

Efecto de la Edad

A= 4L[a—(l)+ab—b+ac—c+abc—bc]
n

- 412[13.49—8.84+ 15.01-10.37 +14.75-8.19 +15.47 —11.23]
X

= ;(20.09) =2.51125~2.51

Efecto de la Temperatura

B = 41[b+ab+bc+abc—(l)—a—c—ac]
n

B = 412[10.37+15.01+11.23+15.47—8.84—13.49—8.19—14.75]
x

1
= ;(681) = 0.85125-0.85
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Efecto de la Tierra

C= 41[c+ac+bc+abc—(1)—a—b—ab]
n

= 412[8.19+14.75+11.23+15.47 ~8.84-13.49-10.37-15.01]
X

1
= §(1.93)= 0.24125~0.24

Efecto de la Edad y Temperatura
AB

41[abc—bc+ab—b—ac+c—a+(1)]
n

= 5[15.47—11.23+15.01—10.37—14.75+8.19—13.49+8.84]
X

= é(—2.33) =-0.29125~-0.30

Efecto de Edad y Tierra
1

AC = [(1)—a+b—ab—c+ac—bc+abc]

= 412[8.84—13.49+10.37 ~15.01-8.19+14.75-11.23 +15.47]
X

1
= ((1:51)=0.18875 = 0.189

Efecto de la Temperatura y Tierra
1

BC = [(1)+a—b—ab—c—ac+bc+abc]
= 412[8.84+ 13.49-10.37 -15.01-8.19 —14.75 +11.23 +15.47]
X

= ;(0.71) = 0.08875 ~ 0.089

Efecto de la Edad, Temperatura y Tierra
1

4n

= 412[15.47 ~11.23-14.75+8.19-15.01+10.37 +13.49 — 8.84]
X

ABC = [abc—bc—ac+c—ab+b+a—(l)]

1
= g(‘2~3l) = -0.28875 ~ -0.29

Los valores encontrados para cada uno de los efectos significan:
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El efecto de la Edad es positivo e igual a 2.51; significa que se espera un aumento de
2.51 en la resistencia a la compresion de la mezcla de Cemento y Tierra al aumentar la
Edad del nivel bajo(1) al nivel alto(2).

El efecto de la Temperatura es positivo e igual a 0.85; significa que se espera un
aumento de 0.85 en la resistencia a la compresidén de la mezcla de Cemento y Tierra al
aumentar la Temperatura del nivel bajo(1) al nivel alto(2).

El efecto de la Tierra es positivo e igual a 0.24; significa que se espera un aumento de
0.24 en la resistencia a la compresion de la mezcla de Cemento y Tierra al aumentar la

Tierra del nivel bajo(1) al nivel alto(2).

El efecto de la Edad y Temperatura es negativo (-0.30); significa que el efecto de ambos
factores no afectan la resistencia a la compresién de la mezcla de Cemento y Tierra.

El efecto de la Edad y Tierra es positivo e igual a 0.189; significa que se espera que la
combinacion de ambos, produzca un aumento en la resistencia a la compresién de la
mezcla de Cemento y Tierra de 0.189.

El efecto de la Temperatura y Tierra es positivo e igual a 0.089; significa que se espera
que la combinacién de ambos, produzca un aumento en la resistencia a la compresion
de la mezcla de Cemento y Tierra de 0.089.

El efecto de la Edad, Temperatura y Tierra es negativo (-0.29); significa que la
combinacion de los tres factores no afecta la resistencia a la compresién de la mezcla de

Cemento y Tierra.

Encontrando los contrastes para los efectos principales e interacciones

Ya que los contrastes son el resultado de lo que se encuentra entre paréntesis de los

efectos; se tiene:

Contrastea = 20.09 , Contrastes
Contrasteas

Contrasteasc

6.81 , Contrastec = 1.93
1.51 , Contrastesc = 0.71

-2.33 , Contrasteac
-2.31

Sumas de Cuadrados

SSa =

SSs =

SSc =

2 2
(Contraste ) _ (20.09)° _ 559955 ~ 95.93
8n 8x2
2 2
(Contraste , ) _ (6.81) — 2.8985 ~ 2.9
8n 8x2
2 2
(Contraste . _ (1.93) = 0.2328 ~ 0.3
8n 8x2
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Contraste ,, )’ 233)2
SSas = (Contraste ,, )" _ (233" _ 0.33930625 ~ 0.34
8n 8x2
Contraste . ) 1.51)>
SSac = (Contraste ,c)" _ (5" _ 0.1425 ~ 0.14
&n 8x2
2 2
SSec = (Commmw) _ 077 0.03150 ~ 0.03
8n 8x2
Contrast : -2.31)?
SShsc =( ontras eABC) _ 23 0.3335 ~ 0.33
8n 8x2
Suma de cuadrados totales:
2 2 2 2 2 2
97.35
SSt= > 23> v, —%: 623.2289 - (16) = 623.2289 - 592.3139 = 30.91499
X

i=l j=l k=1 I=1

Suma de cuadrados del Error

SSE = SSt - SSA - SSg - SSc - SSas — SSac — SSsc -SSasc

30.91 - 25.23-2.90-0.23-0.34-0.14 - 0.03 - 0.33

=1.71
Tabla de Analisis de Varianza
Fuente Suma Grados Media
de de de de Fo
Variacion Cuadrados Libertad | Cuadrados

Edad 25.23 1 25.23 120.14
Temperatura 2.90 1 2.90 13.81
Tierra 0.23 1 0.23 1.09
EdadxTemperatura 0.34 1 0.34 1.62
EdadxTierra 0.14 1 0.14 0.66
TemperaturaxTierra 0.03 1 0.03 0.14
EdadxTemperaturaxTierra 0.33 1 0.33 1.57
Error 1.71 8 0.21
Total 30.91 15

Conclusion

Como puede observarse los valores obtenidos en la Tabla de Analisis de Varianza son
bastante aproximados a los que se obtuvieron en la Tabla de Analisis de Varianza, cuando se

utilizaron las férmulas de un Disefio de Tres Factores (Unidad IV).
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5. OTRA FORMA DE ENCONTRAR LOS CONTRASTES

Una forma mas sencilla de obtener los contrastes de los efectos es utilizando una tabla
de signos positivos y negativos (mas y menos) para un Disefo Factorial 23, la cual estara

formada de la siguiente manera:

Combinaciones Efecto Factorial
de tratamiento I A B AB C AC BC ABC
(1) + - - + - + + -

a + + - - - - + +

b + - + - - + - +
ab + + + + - - - -

c + - - + + - - +
ac + + - - + + - -
bc + - + - + - + -

abc + + + + + + + +

Los signos de los efectos principales (columna A,B y C) se determinan asignando un
signo positivo al nivel superior y uno negativo al nivel inferior. Es decir, signo positivo si en la
combinacion de tratamiento aparece el efecto Factorial y negativo si no aparece. Una vez que

se han establecido los signos para los efectos principales, los de las columnas restantes o
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iteraciones se encuentran multiplicando los signos de renglén por renglén de las columnas
correspondientes a la interaccién que se desea obtener. Por ejemplo, los signos de la columna
BC, se obtienen por medio del producto de los signos de la columnas B y C de cada uno de los
renglones. Los signos de la columna de la interaccidén triple ABC, se obtienen multiplicando los
signos de cualquier conjunto de columnas cuyo efecto es ABC. Es decir, los signos para ABC se
pueden obtener de cualquier producto de signos de las columnas AxBxC, ABxC, ACxB o BCxA.
En esta tabla se pueden observar algunas propiedades interesantes como:

a) Cada columna tiene un numero igual de signos positivos y negativos, con excepcion de

la columna I.
b) La suma de los productos de los signos de cualquier par de columnas siempre es cero;

ya que las columnas en la tabla son ortogonales.

c) El producto de cualquier columna con la columna I, no produce ninglin cambio en sus
signos de dicha columna; ya que la columna I es el elemento identidad.

d) El producto de cualquier par de columnas siempre produce otra columna que se
encuentra en la tabla. Ejemplo, AxC = AC, ACxC = AC? = A.

Obtencién de los Coeficientes de los Contrastes.

Los coeficientes de los contrastes para cada efecto se obtienen de la tabla anterior
simplemente multiplicando los signos de la columna apropiada por la correspondiente
combinacion de tratamientos, y luego sumandolos.

Por lo tanto, los contraste para un Disefio 23 obtenidos por medio de la tabla anterior son:

Contrastea =-(1)+ a-b+ab-c +ac-bc + abc
Contrastes =-(1)- a+b+ab-c-ac+ bc + abc
Contrastec =-(1)- a-b -ab +c +ac + bc + abc
Contrasteas = (1)-a-b+ ab +c-ac-bc + abc

(1)-a+b- ab -c+ac-bc + abc
Contrastesc = (1) +a-b - ab -c-ac + bc + abc
Contrasteasc = - (1) +a+b-ab +c-ac -bc + abc

Contrasteac

Se puede observar que son los mismo resultados que se encontraron anteriormente.

La estimacién de cualquier efecto o interaccién se obtiene multiplicando las
combinaciones de tratamientos por los signos de la columna correspondiente de interaccién o
efecto que se desea obtener su efecto, sumando el resultado para producir un contraste y
dividiendo luego el doble del contraste entre el nimero total de ejecuciones en el Experimento.

2(contraste)
&n

Efecto =
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6. DISENO FACTORIAL GENERAL 2%

Cuando se considera un Disefio Factorial 2%, se esta generalizando los Disefios

Factoriales de dos niveles que tienen k factores. En general el Modelo Estadistico del Disefio

k
Factorial 2k tiene k factores principales, (zj interacciones de dos factores, (3} interacciones

de tres factores, ..., y una interaccion de k factores; es decir, que el Modelo completo tiene

2k -1 efectos.
Las combinaciones de tratamientos pueden escribirse en el orden estandar,
introduciendo los factores de uno en uno, combinado en forma sucesiva cada nuevo factor con

aquellos introducidos anteriormente. Por ejemplo, el orden estandar para un Diseio 2% es : (1),
a, b, ab, ¢, ac, bc, abc, d, ad, bd, abd, cd, acd, bed, y abcd. En el cual cd representa la

combinacion de tratamientos en la que el Factor C y Factor D se encuentran en el nivel
superior, mientras que A y B estan en el nivel inferior.

Para estimar cualquier efecto o calcular su correspondiente Suma de Cuadrado es
necesario determinar el contraste de cada uno de los efectos; los cuales se pueden obtener
utilizando una tabla de signos positivos y negativos; pero para un numero grande de factores
(k grande), resulta demasiado tedioso o complicado; y por lo tanto, es preferible utilizar otro
método para encontrar los contrastes.

A continuacién se presenta una forma o método mas general y sencillo para obtener los
contraste de cada uno de los Efectos del Disefio Factorial.

En general, el contraste para el efecto AB....K, se obtiene desarrollando el segundo

miembro de la siguientes ecuacion.
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Contrastess...k = (a+1)(b+1)....(K+1)

Para encontrar un contraste determinado, en la ecuacién anterior del conjunto de
paréntesis se debe usar el signo negativo si el factor esta presente en el efecto (para todas
aquellas letras que aparecen en el contraste) y positivo en caso contrario.

Al terminar de desarrollar los factores de la ecuacién, se debe reemplazar el “1” por (1)
en la expresion final.

Luego de haber obtenido los contrastes para los efectos, la estimacion de los efectos y la
Suma de Cuadrado de cada uno de ellos, se puede determinar mediante las siguientes

expresiones generales.

La forma general para obtener los efectos, viene dada por:

2 , 1
AB....K = o (contrasteABWK) 0 AB....K = F(contmsteABWK)
n n

Por lo tanto, la forma general de obtener las sumas de cuadrados, vendra dada por:

2 . . ’ JORT
SShB...k = (contrasteABm_K) , en las ecuaciones anteriores n es el numero de replicas.

2k

Ejemplo 3
1) En un Disefio Factorial 23, el contraste para la interaccién BC, utilizando la ecuacién

anterior se obtiene de la siguiente manera:

como k=3:
Contrastesc = (a + 1)(b-1)(c- 1)

=@b-a+b-1)c-1)

abc-ac +bc-c-ab+a-b+1

abc +bc +a+ (1) -ab-b-ac-c

En un Disefio Factorial de 2> el contraste para la interaccion BCDE, utilizando la ecuacién

anterior se obtiene de la siguiente manera:

Contrastescoe = (a+1)(b-1)(c-1)(d-1)(e-1)
= abcde + bede + ade + de + ace + ce + abe + be + acd + dc + abd + bd +

abc + bc + a + (1) - acde - cde - abde + bde - abce - bce - ae - e - abce
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-bed-ad -d-ac-c-ab-b

2) El efecto de BC de un Disefio Factorial 23 se obtiene utilizando la expresién general

anterior de la siguiente manera:
Como k=3, entonces

BC = 2)6223(C0ntraste Bc)

= %(abc+bc+a+(1)—ab-b-ac-c)

El efecto de BCDE en un Disefo Factorial 2° se obtiene de la siguiente manera:

Como k=5, entonces

BCDE

5 (Contraste BCDE )

abcde+bcde+ ade+de+ace+ce +abe+be+acd

2 +dc+abd+bd+abc+bc+a+ (1) -acde-cde-abde
+bde-abce-bce-ae-e-abce-bcd-ad-d-ac- c- ab-b

3) La Suma de cuadrados de BC en un Disefo Factorial 23, se obtiene utilizando la formula

general planteada anteriormente de la siguiente forma: Como k=3

SSec = L3(contraste}jc)2 = L(albc+bc+a+(1)-ab-b-ac-c)2
2x2 16

La Suma de Cuadrado del efecto de BCDE en un Disefio Factorial 2° se obtiene de la

siguiente manera:

abcde+bcde+ ade+ de+ace+ce +abe+be+acd
SSscpE = 1 +dc+abd+bd+abc+bc+a+ (1) -acde-cde-abde
+bde-abce-bce-ae-e-abce-bcd-ad-d-ac- c- ab-b
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Tabla de Andlisis de Varianza para el Disefo 2k

Fuente Suma Grados
de de de
Variacion Cuadrados Libertad
K efectos principales
A SSa 1
B SSg 1
C SSc 1
K SSk 1

k
(zj interacciones de dos factores

AB SSas 1
AC SSac 1
JK SSik 1

k
( j interacciones de Tres factores

ABC SShasc 1
ABD SSaBD 1
I1JK SSuk 1
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k
[kJinteracciones de k factores

1
ABC...K SSaBc..k 2K(n-1)
Error SSe .
Total SSt n2-1

7. ALGORITMO DE YATES PARA UN DISENO 2K,

Como se puede observar que para encontrar los contrastes y sumas de cuadrados de los

efectos, los métodos vistos anteriormente resultan muy tediosos cuando k crece, incluyendo la

tabla de signos.

Una técnica eficiente para calcular la estimacién de los efectos y las correspondientes

Sumas de Cuadrados en un Disefio Factorial 2% fue propuesta por Yates (1937), el cual se

presenta a continuacion.

Se elabora una tabla de la siguiente manera:

1)

2)

3)

4)

La primera columna esta compuesta por las combinaciones de los tratamientos escritos
en orden estandar.

Luego se coloca una segunda columna llamada “Respuesta” que contiene las
observaciones (o total de observaciones) correspondientes a las combinaciones de
tratamientos del renglén.

Se calcula la columna (1), en la cual la primera mitad de ella, se obtiene sumando los
valores de la columna respuesta por pares adyacente (dos a dos) y la segunda mitad
cambiando el signo del primer valor de cada par de la columna Respuesta y sumando
los pares adyacentes.

Se crea una columna (2), la cual se obtiene a partir de la columna (1) en la misma
forma como la columna (1) se obtuvo de la columna respuesta.

Y asi sucesivamente se van creando mas columnas hasta el nimero de factores en

estudio.

En general para un Disefio Factorial 2k deben construirse k columnas de este tipo.
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Por lo tanto, la columna k es el contraste del efecto representado por las letras
minusculas al comienzo del renglén.
5) Para obtener la estimacidn del efecto se dividen los valores de la columna k por n2k1y

se crea esta columna.

6) Se obtiene la columna de la Suma de Cuadrado de los efectos elevando al cuadrado los
valores de la columna k, y dividiendo por n2k.

Nota: Para la prueba parcial de los cdlculos, se deben tomar en cuenta lo siguiente:
a) El primer valor de la columna k, siempre es igual a la suma de todas las
observaciones.
b) La suma de los cuadrados de los elementos de la j-ésima columna, es igual a 2!

veces la suma de los cuadrados de los elementos de la columna de Respuesta.

Ejemplo 4
Considérese el Experimento para investigar las propiedades a la compresion de Mezcla de

Cemento y Tierra; desarrollado en el Disefio Factorial 23. Tomando los datos codificados.

Solucion

Datos.

k=3 , n=2

Pasos para la elaboracion de la Tabla

1) El orden estandar de las combinaciones de tratamiento de los Disefios Factorial 23 es:

(1), a,b,ab,c,ac, bc, abc.

2) Por lo tanto, con los datos del Experimento se elabora la columna "Respuesta" como

se describe en la siguiente tabla.

Combinacion Réplicas
de I I Respuesta
Tratamiento
(1) 4.71 4.13 8.84
a 7.12 6.37 13.49
b 4.85 5.52 10.37
ab 7.12 7.89 15.01
¢ 3.85 4.34 8.19
ac 7.70 7.05 14.75
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be 5.30 3.93 11.23
abe 7.41 8.06 15.47

3) Forma de elaborar la columna (1)

Primera Mitad Segunda Mitad

8.84 + 13.49 = 22.33 -8.84 + 13.49 = 4.65
10.37 + 15.01= 25.38 -10.37 + 15.01 = 4.64
8.19 + 14.75 =22.94 -8.19 + 14.75 = 6.56
11.23 + 15.47= 26.70 -11.23 + 15.47 = 4.24

4) Forma de elaborar la columna (2).

Primera Mitad Segunda Mitad

22.33 + 25.38 =47.71 -22.33 + 25.38 = 3.05
22.94 + 26.70 = 49.64 -22.94 + 26.70 = 3.76
4.65 +4.64 =9.29 -4.65 + 4.64 =-0.01
6.56 + 4.24 = 10.80 -6.56 + 4.24 =-2.32

5) Forma de elaborar la columna (3)

Primera Mitad Segunda Mitad

47.71 + 49.64 = 97.35 -47.71 + 49.64 = 1.93
9.29 + 10.80 = 20.09 -9.29 + 10.80 = 1.51
3.05+3.76 =6.81 -3.05+3.76 =0.71
-0.01-2.32 =-2.33 0.01 - 2.32 =-2.31

Como k = 3, sélo seran tres columnas de este tipo.

6) Forma de elaborar la columna de la Estimacion de los Efectos; esta columna se obtiene

dividiendo los valores de la columna (3) por n2k! = 2x22 = 23 = 8.

20.09 6.81 -2.33
= T = 251 B =? = 085 AB = = ‘029
1.93 1.51 0.71
C=— = 0.24 AC= —=0.19 BC= —— =0.09
8 8 8
2.31
ABC = = -0.29
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7) Forma de elaborar la columna de las Sumas de Cuadrados; esta columna se obtiene

elevando al cuadrado los valores de la columna (3) luego dividirlos por n2k = 2x23

=24 =16.
2 2 . 2
SSa =w = 25.22 SSg = (6.81) = 2.90 SSAB=ﬂ= 0.34
16 16
2 2 2
SSc = (11963) =0.23 SSac = (1.51) =0.14 SSec = ©.71) = 0.03
B 2
SSaec = ﬂ= 0.33
16

A continuacién se presenta la Tabla completa del Algoritmo de Yates que resulto

de haber realizado los pasos anteriores:

Combinacién Estimacion |Sumas de
de Respuesta | (1) (2) (3) Efecto del. EerCto C”az‘?'radgs
Tratamientos (3):2x2 (3)%2x2
=(3)+8 = (3)%2 16
(1) 8.84 22.33 | 47.71 | 97.35 I
a 13.49 25.38 | 49.64 | 20.09 A 2.51 25.22
b 10.37 22.94| 9.29 | 6.81 B 0.85 2.90
ab 15.01 26.70 | 10.80 | -2.33 AB -0.29 0.34
c 8.19 4.65 3.05 1.93 C 0.24 0.23
ac 14.75 4.64 3.76 1.51 AC 0.19 0.14
bc 11.23 6.56 | -0.01 | 0.71 BC 0.09 0.03
abc 15.47 4.24 | -2.32 | -2.31 | ABC -0.29 0.33

Conclusiones
e La suma total de observaciones es N = 97.35; por lo tanto coincide con el primer valor

de la columna (3).
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e Los valores de los efectos y las Sumas de Cuadros coinciden con los valores encontrados
cuando se desarrollo en los ejemplos anteriores.

e Teniendo ya estos valores se puede formar la Tabla de Analisis de Varianza.

8. PROBLEMAS RESUELTOS

PROBLEMA 1

Un ingeniero industrial que trabaja en una embotelladora estd interesado en el efecto de dos
tipos de botellas de 32 onzas sobre el tiempo de reparto de cajas de 12 botellas de este
producto. Los dos tipos de botella son de plastico y de vidrio, y se utilizan dos repartidores
para realizar una tarea que consiste en mover 40 cajas del producto una distancia de 50 pies
sobre un carrito repartidor, y acomodarlas. Se realizan cuatro réplicas de un Disefio Factorial

22; y los tiempos observados se muestran en la siguiente tabla.

Operario
Tipo de botella
1 2

5.12 4.89 6.65 6.24
Vidrio

4.98 5.00 5.49 5.55

) 4.95 4.43 5.28 4.91

Plastico

4.27 4.25 4.75 4.71

Analice los datos y determine las conclusiones apropiadas.

Solucién
Variable Respuesta: Tiempo de reparto de cajas de 12 botellas.

Hipétesis a probar
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Efectos Principales

Ho : El tipo de botella no influye significativamente en el tiempo de reparto de las cajas de 12
botellas.

Hi : El tipo de botella influye significativamente en el tiempo de reparto de las cajas de 12
botellas.

Ho : El operario no influye significativamente en el tiempo de reparto de las cajas de 12
botellas.

Hi : El operario influye significativamente en el tiempo de reparto de las cajas de 12
botellas.

Interaccion

Ho : El tipo de botella y el operario no influyen significativamente en el tiempo de reparto de las
cajas de 12 botellas.

Hi : El tipo de botella y el operario influyen significativamente en el tiempo de reparto de las

cajas de 12 botellas.

Como puede observarse este Experimento es un Disefio Factorial 22, donde existen dos
factores, factor A (Tipo de botella) y factor B (Operario) ambos a dos niveles.
El factor A con nivel bajo que es Vidrio y el nivel alto Plastico.
El factor B con nivel bajo que es “1” y el nivel alto es “2”.
Realizdndose este Experimento cuatro veces.
De la tabla de datos es posible obtener una tabla de combinaciones de tratamientos,

como la que se muestra a continuacién:

Combinacién Réplicas ) )
de Total | Simbologia
- I II IT1 v
Tratamientos
A bajo, B bajo | 5.12 | 4.98 | 4.89 | 5.00 [19.99 (1)
A alto, B bajo | 4.95 | 4.27 | 4.43 | 4.25 |17.90 a
A bajo, B alto | 6.65 | 5.49 | 6.24 | 5.55 |23.93 b
A alto, B alto 5.28 | 4.75 | 4.91 | 4.71 |19.65 ab
y. = 81.47

Estas combinaciones de tratamientos Geométricamente se representa de la siguiente

alto (2)+— b=23.93 ab=19.65
Operario
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manera:
n : el nimero de réplicas (1=4)

A continuacion se encuentran los contrastes:

Contrastea =ab +a-b-(1)=19.65+ 17.90 - 23.93 - 19.99 = -6.37
Contrastes =ab +b-a-(1)=19.65+ 23.93 - 17.90 - 19.99 = 5.69
Contrasteas = ab + (1) -a-b = 19.65 + 19.99 - 17.90 - 23.93 = -2.19
Sumas de cuadrados.
2
Son - (Contraste )’ (-6.37)* _40.5769 _ 554
4n 4x4 16
2 2
SSa = (Contraste , ) _ (5.69) _32.3761 _ 5.02
4n 4x4 16
2 2
S = (Contraste ,, )" _ (=2.19) _4.7961 _ 0.30
4n 4x4 16
2 2 4 2 2
81.47
sst = 3332 - Y-~ 421.1855 - BLA7)_ 451 1855 - 414.83505 = 6.35
il =l k=l 4n 4x
SSe = SSt - SSa - SSk - SSas
= 6.35-2.54-2.02-0.30
=1.49
Tabla de Analisis de Varianza
Fuente Suma Grados Media
de de de de Fo
Variacién Cuadrados | Libertad | Cuadrados
Tipo de botella 2.54 1 2.54 21.16
Operario 2.02 1 2.02 16.83
Tipo de BotellaxOperario 0.30 1 0.30 2.50
Error 1.49 12 0.12
Total 6.35 15

Tomando o = 0.05 para obtener el F de tablas con un grado de libertad del numerador y

4(n-1)= 4(4-1) = 12 en el denominador, se tiene que:

Fa,1,4(n-1) = Fo.05,1,12 = 4.75
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Conclusiones

e Para el caso del factor Tipo de botella el Fo > Frabas (21.16>4.75); por lo tanto, se
rechaza Ho y se acepta Hi; es decir, que el tipo de botella influye significativamente en
el tiempo de reparto de las cajas de 12 botellas.

e Para el caso del factor Operario el Fo > Frabias (16.83>4.75); por lo tanto, se rechaza Ho
y se acepta Hi; es decir, que el operario influye significativamente en el tiempo de
reparto de las cajas de 12 botellas.

e Para el caso de la interaccion Tipo de botella y Operario el Fo < Frabias (2.50<4.75); por
lo tanto, se acepta Ho y se rechaza Hi; es decir, que el tipo de botella y el operario no

influyen significativamente en el tiempo de reparto de las cajas de 12 botellas.

PROBLEMA 2

En un hospital se lleva a cabo un experimento para investigar como influyen tres factores en la
tensién arterial de un grupo de personas. Los factores fueron: A: Nicotina(fuma, no fuma), B:
Edad(menor de 40 afios , mayor de 40 afos), C: Sexo(hombre, mujer).

Los datos obtenidos se presentan en la siguiente tabla:

Edad (Factor B)
Nicotina Menor de 40 afios Mayor de 40 afios
(Factor A) Sexo (Factor C) Sexo (Factor C)
Hombre Mujer Hombre Mujer
Fuma 110 120 145 120
110 120 150 120
No fuma 110 90 130 130
115 95 140 130

Analice los datos y determine las conclusiones apropiadas.

Solucion.

Este experimento es un Disefio Factorial 23; ya que se analizan tres factores y cada uno tiene
dos niveles (alto y bajo).

Para el factor A el nivel bajo Fuma y el alto No fuma.

Para el factor B el nivel bajo Menor de 40 afios y el alto Mayor de 40 anos.

Para el factor C el nivel bajo Hombre y el alto Mujer.

Datos

a=b=c=2,n=2

Forma verbal de las Hipétesis a probar:

a) Ho: La nicotina no influye significativamente en la tensidn arterial de las personas.
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b)

o)

d)

f)

g)

Hi:
Ho:
Hi:
Ho:

Ho:

Hi:

Ho:

Ho:

Hi:

: La nicotina, la edad y el sexo no influyen significativamente en la tensién arterial de

Hi:

La
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La nicotina influye significativamente en la tensidn arterial de las personas.
La edad no influye significativamente en la tensidon arterial de las personas.
La edad influye significativamente en la tension arterial de las personas.
El sexo no influye significativamente en la tension arterial de las personas.

: El sexo influye significativamente en la tension arterial de las personas.
La nicotina y la edad no influyen significativamente en la tension arterial de las
personas.
La nicotina y la edad influyen significativamente en la tensién arterial de las
personas.
La nicotina y el sexo no influyen significativamente en la tensidn arterial de las
personas.

: La nicotina y el sexo influyen significativamente en la tension arterial de las
personas.
La edad y el sexo no influyen significativamente en la tensidon arterial de las
personas.
La edad y el sexo influyen significativamente en la tension arterial de las personas.

las personas.

las personas.

tabla de combinaciones de tratamientos para este Disefio Factorial es la siguiente:

Combinacién Réplicas )
de_ : 0 Total Simbologia

Tratamiento

A bajo, B bajo, C bajo 110 110 220 (1)

A alto, B bajo, C bajo 110 115 225 a

A bajo, B alto, C bajo 145 150 295 b

A alto, B alto, C bajo 130 140 270 ab

A bajo, B bajo, C alto 120 120 240 c

A alto, B bajo, C alto 90 95 185 ac

A bajo, B alto, C alto 120 120 240 be

A alto, B alto, C alto 130 130 260 abe
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Geométricamente las combinaciones de tratamientos que se encuentran en la tabla

anterior, se representan de la siguiente forma:

bc=240 _abc=260

c=240

b=295 o ab=270
+

Factor C (Sexo
Factor B (Edad)

(1)=220

|
+
Factor A (Nicotina)

Para la estimacién de los efectos promedios de los factores principales e

interacciones se utilizara el primer método detallado anteriormente:

Efecto de la Nicotina

A= 4L[a—(l)+ab—b+ac—c+abc—bc]
n
= L[225—22O+270—295+185—24O+26O—240]
4x2
1
= ((-55) = -6.875

Efecto de la Edad
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B = L[b+ab+bc+abc—(1)—a—c—ac]
n

B = 412[295 +270 + 240 + 260 — 220 — 225 — 240 —185]
X

= ;(195) = 24.375

Efecto del Sexo

C= 41[c+ac+bc+abc—(1)—a—b—ab]
n
= L[240+185+240+260—220—225—295—270]
4x2
= ;(—85)= -10.625

Efecto Nicotina y Edad
AB = 41[abc—bc+ab—b—ac+c—a+(1)]
n

= 412[260 — 240+ 270 — 295 — 185 + 240 — 225 + 220
X

1
= ((45) = 5.625

Efecto Nicotina y Sexo

AC = 41[(1)—a+b—ab—c+ac—bc+abc]
n
= 412[220—225+295—270—240+185—240+260]
x

= é(—15)= -1.875

Efecto Edad y Sexo

BC = 41[(1)+a—b—ab—c—ac+bc+abc]
n

= 412[220 +225 295270 — 240 — 185 + 240 + 260]
X

1
= §(—45)= -5.625

Efecto Nicotina, Edad y Sexo

ABC = 41[abc—bc—ac+c—ab+b+a—(1)]
n

= L[zéo — 240 — 185 + 240 — 270 + 295 + 225 — 220

4x2
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1
= §(105)= 13.125

Los valores encontrados para cada uno de los efectos significan:

e El efecto de la Nicotina es negativo (-6.875); significa que el efecto de la Nicotina no
afecta la tensidn arterial de las personas.

e El efecto de la Edad es positivo e igual a 24.375; significa que se espera un aumento de
24.375 en la tensién de las personas al tener una edad de mas de 40 afos.

e El efecto del Sexo es negativo (-10.625); significa que el efecto del sexo no afecta la
tensién arterial de las personas.

e El efecto de la Nicotina y Edad es positivo e igual a 5.625; significa que se espera que la
combinacion de ambos, produzca un aumento de 5.625 en la tension arterial de las
personas.

e El efecto de la Nicotina y el Sexo es negativo (-1.875); significa que la combinacién de
ambos no afecta la tensién arterial de las personas.

e El efecto de la Edad y el Sexo es negativo (-5.625); significa que la combinacién de
ambos no afecta la tensién arterial de las personas.

e El efecto de la Nicotina, Edad y el Sexo es positivo e igual a 13.125; significa que se
espera que la combinacién de los tres factores, produzca un aumento en la tensién

arterial de las personas en 13.125.

Encontrando los contrastes para los efectos principales e interacciones:
Ya que los contrastes es el resultado de lo que se encuentra entre paréntesis de los
efectos; se tiene:
Contrastea = - 55 , Contrastes = 195 , Contrastec = -85
Contrasteas = 45 , Contrasteac = -15 , Contrastesc = -45

Contrasteasc = 105

Sumas de Cuadrados

2 _&qy\2
SSa = (ContrasteA) _ (—55) _ 3025 — 189.06
8n 8x2 16
2 2
Ss, = (Contraste,) (195 _ 38025 _ 5376.562
&n 8x2 1
2 2
SSc = (Contraste . _ (85" _ 7225 _ P
8n 8x2 16
2 2
SSag = (ContrasteAB) _ (45) _ 2025 — 126.56
&n 8x2 16
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(ContmsteAC)2 _(-15)% 225

SSac = = 14.06
8n 8x2 16
2 . 2
SSuc (Contraste ;) _ (45 _2025 _ 126,56
8n 8x2
2 2
S _ (Contraste )’ _ (105)* _11025 _ £89.06
8n 8x2

Suma de cuadrado totales:

2 2 2 2 2 2
ssr= Y3332, - 2 = 238075 - (191365)

i=l j=1 k=1 [=1 8x2

= 238075 - 234014.06 = 4060.94

Suma de cuadrado del Error
SSg = SSt - SSa - SSg - SSc - SSas - SSac — SSsc -SSasc
= 4060.94 - 189.06 - 2376.562 - 451.56 - 126.56 - 14.06 - 126.56 - 689.06

= 87.518
Tabla de Analisis de Varianza
Fuente Suma Grados Media
de de de de Fo
Variacion Cuadrados | Libertad | Cuadrados

Nicotina 189.06 1 189.06 17.28
Edad 2376.562 1 2376.562 |217.24
Sexo 451.56 1 451.56 41.28
NicotinaxEdad 126.56 1 126.56 11.57
NicotinaxSexo 14.06 1 14.06 1.28
EdadxSexo 126.56 1 126.56 11.57
NicotinaxEdadxSexo 689.06 1 689.06 62.98
Error 87.518 8 10.94
Total 4060.94 15

Tomando o = 0.05 para obtener el F de tablas con un grado de libertad del numerador y

8(n-1)= 8(2-1) = 8 en el denominador, se tiene que:

Fo,1,8(n-1) = Fo.05,1,8 = 5.32

Conclusiones

a) Para el caso del factor A (Nicotina) el Fo > Frabias (17.28>5.32); por lo tanto, se rechaza Ho
y se acepta Hi; es decir, que la nicotina influye significativamente en la tension arterial de
las personas.

b) Para el caso del factor B (Edad) el Fo > Frablas (217.24>5.32); por lo tanto, se rechaza Ho y
se acepta Hi; es decir, que la Edad influye significativamente en la tension arterial de las

personas.
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c) Para el caso del factor C (Sexo) el Fo > Frabias (41.28>5.32); por lo tanto, se rechaza Ho y se
acepta Hi; es decir, que el Sexo influye significativamente en la tensién arterial de las
personas.

d) Para el caso de la interaccion del Factor A y el factor B (NicotinaxEdad) el Fo > Frablas
(11.57>5.32); por lo tanto, se rechaza Ho y se acepta Hi; es decir, que la Nicotina y la Edad
influyen significativamente en la tensién arterial de las personas.

e) Para el caso de la interaccion del Factor A y el factor C (NicotinaxSexo) el Fo < Frablas
(1.28<5.32); por lo tanto, no se rechaza Ho; es decir, que la Nicotina y el Sexo no influyen
significativamente en la tension arterial de las personas.

f) Para el caso de la interaccion del Factor B y el factor C (EdadxSexo) el Fo > Frablas
(11.57>5.32); por lo tanto, se rechaza Ho y se acepta Hi; es decir, que la Edad y el Sexo

influyen significativamente en la tension arterial de las personas.

g) Para el caso de la interaccion del Factor A, factor B y el factor C (NicotinaxEdadxSexo) el
Fo > Frabias (62.98>5.32); por lo tanto, se rechaza Ho y se acepta Hi; es decir, que la

Nicotina, la Edad y el Sexo influyen significativamente en la tensién arterial de las personas.

PROBLEMA 3
Para el Disefio Factorial planteado en el problema 1; encontrar la estimacion de los efectos
promedios de los factores principales e interaccion y analice los resultados que se obtenidos.

Datos
n=4,a=17.90 , b=23.93 , ab=19.65 , (1) =19.99

Solucion

Estimacion del Efecto de los Tipo de botella (Factor A)

A = i[ab+a—b—(1)] = L(19.65+17.90—23.93—19.99) =1(—6.37) = -0.80
2n 2x4 8

Estimacion del Efecto de los Operarios (Factor B)

B = i[ab+b—a—(1)] = L(19.65+23.93—17.90—19.99) =1(5.69) = 0.71
2n 2x4 8

Estimacion del Efecto del Tipo de botella y Operario (Factor Ay B)

AB =i[ab+(1)—a—b] = L(19,65+19.99—17.90—23.93) =1(— 2.19) = -0.27
2n 2x4 8

Los valores encontrados significan:
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e El valor del efecto del factor A (Tipo de botella) es negativo e igual a -0.80; lo que
significa que el tipo de botella no afecta al tiempo de reparto de las cajas de 12 botellas.

e El valor del efecto del factor B (Operario) es positivo e igual a 0.71; lo que significa que
se espera un aumento de 0.71 en el tiempo de reparto de las cajas de 12 botellas.

e El valor del efecto de la interaccion del Factor A y el Factor B es negativo e igual a
-0.27; lo que significa que la combinacién de los factores no afectan en el tiempo de

reparto de las cajas de 12 botellas.

PROBLEMA 4

Para el Disefio Factorial planteado en el problema 2; encontrar las estimaciones de los Efectos
y las Sumas de Cuadrados utilizando el Algoritmo de Yates.

Solucion

Datos.

k=3,n=2

Pasos para la elaboracién de la Tabla

1) El orden estandar de las combinaciones de tratamientos de los Disefios 23 es:(1), a, b,

ab, c,ac, bc, abc.

2) Por lo tanto, con los datos del Experimento se elabora la columna "Respuesta" como se

describe en la siguiente tabla.

Combinacién Réplicas

de Respuesta
Tratamiento I 11

(1) 110 110 220

a 110 115 225

b 145 150 295

ab 130 140 270

C 120 120 240
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ac 90 95 185
bc 120 120 240
abc 130 130 260

3) Forma de elaborar la columna (1)

Primera Mitad Segunda Mitad
220 + 225 = 445 -220 + 225 =5
295 + 270 = 565 -295 + 270 =-25
240 + 185 = 425 -240 + 185 =-55
240 + 260 = 500 -240 + 260 = 20

4) Forma de elaborar la columna (2).

Primera Mitad Segunda Mitad
445 + 565 = 1010 -445 + 565 =120
425 + 500 = 925 -425 + 500 =75
5+ (-25) =-20 -5+ (-25) =-30
-55+20 =-35 -(-55) + 20 =75

5) Forma de elaborar la columna (3)

Primera Mitad Segunda Mitad

1010 + 925 = 1935 -1010 + 925 = -85
(-20) + (-35) = -55 -(-20) + (-35) = -15
120 + 75 = 195 -120 + 75 = -45
(-30) + 75 = 45 -(-30) + 75 =105

como k = 3, sdlo seran tres columnas de este tipo.

6) Forma de elaborar la columna de la estimacion de los efectos; esta columna se obtiene

dividiendo los valores de la columna (3) por n2k! = 2x22 = 8.

- 1 4

A= 855 = -6.875 B = 93 = 24.375 AB = 85 = 5.625
-85 -15 — 45

C= -~ =-10625 AC= ~ =-1.875 BC = — = = 5625
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UNIDAD PROGRAMATICA V:” DISENOS FACTORIALES 2° ”

7) Forma de elaborar la columna de las Sumas de Cuadrados; esta columna se obtiene

elevando al cuadrado los valores de la columna (3) luego dividirlos por n2k = 2x23 = 16.

&\2 2 2
SSa =( >3) = 189.06 SSg = (195) = 2376.56 SSAB=(45) = 126.56
16

2 2 2

SSc = (=85) =451.56 SSac = (=15) = 14.06 SSec = (=43) = 126.56
16 16 16

2

SSaec = (105) = 689.06

A continuacién se presenta la Tabla completa del Algoritmo de Yates que resultd

de haber realizado los pasos anteriores:

Combinacién Estimacion |Sumas de
de Respuesta | (1) (2) (3) Efecto deI. EerCto Cuaz(':lrad(gs
Tratamientos (3):2x2 (3)%:2x2
=(3)+8 = (3)2+16
(1) 220 445 1010 | 1935 I
a 225 565 925 -55 A -6.875 189.06
b 295 425 -20 195 B 24.375 2376.56
ab 270 500 -35 45 AB 5.625 126.56
c 240 5 120 -85 C -10.625 451.56
ac 185 -25 75 -15 AC -1.875 14.06
be 240 -55 -30 -45 BC -5.625 126.56
abc 260 20 75 105 | ABC 13.125 689.06

Conclusiones

e La suma total de observaciones es N = 1935; por lo tanto coincide con el primer valor

de la columna (3).
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e Los valores de los efectos y las Sumas de Cuadros coinciden con los valores encontrados

cuando se desarrollo este Disefio Factorial en el problema 2.

e Teniendo ya estos valores se puede formar la Tabla de Analisis de Varianza.

PROBLEMA 5

Encontrar los contrastes de un Disefio Factorial 24, utilizando la tabla de signos positivos y

negativos.

Solucion

Como en un Disefio Factorial 2# existen cuatro factores (A,B,C y D) con dos niveles cada uno;

entonces las combinaciones de tratamientos escritas en orden estandar son:(1), 4, b, ab, ¢, ac,

bc,abc,d,ad, bd, abd, cd, acd, bed, abcd.

La tabla de signos positivos y negativos de estas combinaciones de tratamientos se presenta a

continuacion.

Combinaciones

Efecto Factorial

Tratan‘i?entos I B |AB| C |AC|BC|ABC| D |AD |BD |ABD | CD |ACD |BCD |ABCD
(1) + i T I s e R I I I A I e - +
a + S T I B B I B I - -
b + + | - + | -+ | - |+ + | + - + -
ab + + |+ -] -] - - - - - -+ ]+ |+ +
c + SO I I N R I I O B -+ ]+ -
ac + SO T i S R B N A A - + +
be + + |-+ - |+ - + | -+ | -]+ - +
abc + + |+ |+ |+ |+ ]+ -] -] - - - - - -
d + -+ -+ |+ - + | - - + - + + -
ad + -l - - -+ |+ + L+ - - - - + +
bd + + | - |-+ |-+ |+ -]+ - + - +
abd + + |+ | - | - -+ |+ |+ O+ - - -
cd + S R R T T T A T T T _ +
acd + - + | + - - + | + - + + - -
bed + e I I T R O B | - |+ _
abed + + |+ |+ + |+ |+ + |+ |+ +
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Los signos de los efectos principales (columnas A, B, Cy D) se determinan asignando
un signo positivo, si en la combinacién de tratamiento aparece el efecto factorial y negativo
si no aparece; y los signos de las columnas restantes o iteraciones se encuentran multiplicando
los signos de renglén por renglén de las columnas correspondientes a la interaccién que se

desea obtener.

A continuacion se obtienen los Coeficientes de los Contrastes de la siguiente manera:
Los coeficientes de los contrastes para cada efecto se obtienen de la tabla anterior
simplemente multiplicando los signos de la columna apropiada por la correspondiente

combinacion de tratamientos, y luego sumandolos.

Por lo tanto, los contraste para este Diseflo Factorial 23 obtenidos por medio de la tabla

anterior son:

Contrastea= -(1) + a - b+ ab - c+ ac - bc + abc - d + ad - bd + abd- cd + acd- bed + abed

Contrastes= -(1) ~a+b +ab-c-ac + bc + abc -d - ad + bd + abd- cdd - acd+ bcd + abed
Contrasteas = (1) -a-b +ab +c-ac-bc+abc+d-ad-bd + abd + cd - acd - bed + abed
Contrastec= -(1) -a-b-ab +c+ac + bc +abc -d - ad - bd - abd + cd + acd + bed + abcd
Contrasteac = (1) -a+b-ab-c +ac -bc +abc +d -ad + bd - abd - cd + acd - bed + abed
Contrastesc= (1) +a-b -ab-c-ac +bc +abc+d +ad - bd - abd - c¢d - acd + bed + abed
Contrasteasc = -(1) +a + b - ab + c- ac- bc + abc -d + ad + bd - abd + cd - acd- bed+ abed
Contrastep= -(1)-a-b-ab-c-ac-bc-abc+d + ad + bd + abd + cd+ acd + bed + abed
Contrasteap= (1) -a + b -ab + ¢ - ac + bc - abc - d+ ad - bd + abd - c¢d + acd - bed + abcd

Contrastesp= (1) + a-b-ab +c +ac - bc -abc -d - ad + bd + abd - cd - acd + bed + abcd
Contrasteasp= -(1) +a + b -ab - ¢ + ac+ bc - abc + d - ad - bd + abd + cd- acd - bed + abed
Contrasteco= (1) +a+b +ab-c-ac-bc -abc-d-ad -bd-abd + cd+ acd + bcd + abcd
Contrasteaco= -(1) +a-b +ab +c-ac +bc-abc +d - ad + bd - abd - cd+ acd - bcd+ abed

Contrastesco= -(1) -a + b+ ab + ¢ + ac- bc - abc + d+ ad - bd - abd - cd- acd+ bed+ abced
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Contrasteasco= (1) -a-b +ab - c+ac + bc - abc-d + ad + bd - abd + cd - acd - bed+ abed
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APENDICE DE DEMOSTRACIONES

APENDICE DE LA UNIDAD PROGRAMATICA II
( DISENOS UNIFACTORIALES )

(1) Descomposicion de la suma total de cuadrados.

Caso Balanceado.

— SN N2
SST - lel(yy - y)
=1 j=
Se puede escribir como:
a n o a n . . . 2
DICEERED )3 [CEERMUEA]
i=1 j=I i=l j=1

a n

- ZZ[(%.—y--)z+2(y,-.—y,.)(y,,-—y,;)+(yy—y,~.)2}

i=l j=1

DT 0D 3 SN T B o o S e

i=1 j=1 i=1 j=I1 i=1 j=1
=y =y )2 22y ) T2 -,
i=1 i=1 j=1 i=1 j=1

el segundo término de esta expresion es cero ya que:

N -v)= v - Yy, =yi-ny, =yi-n(Z) =y -yi=0
= = =1

n

por lo tanto, nos queda:

IDNCIETBE) WITEEBEED W WIS,

i=1 j=1 i=1 j=1

L.q.q.d

(2) Deduccion de las formulas Matematicas de las Sumas de
Cuadrados

Suma de Cuadrado Total

SST = Za:i(yl/ - ;)2

i=1 j=l

a_ n —

i=l j=1

a n a n o a n 72
EPDIRIEDWIEIEIDW WY
i=1 j=I i=l j=1 i=1 j=l1
a_ n _a_ n 72
=220 2y 2 2y, tany,

i=1l j=1 i=l j=1

2

=22y -2y ytany, L con Yy =y

i=l j=1 i=l j=l
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a n

2
=229 -2y Ny )*Ny_ , conNy =y y N=an

i=l j=I

a n _2 o
=>> 72Ny +Ny

2

i=1 j=1
a n 72
=22y - Ny
i=l j=1
a jn y2 2 yZ
— 2 . - .
= ;}Z:;yy - N(F) ,con y = e
a n 2
SSt = e
T ;;y,, v

L.q.q.d

(3) Suma de Cuadrados de Tratamientos

Tomando el primer término de la descomposicion de las sumas de

Cuadrados; se tiene:

SSrtratamientos = ”Z (y.-v.)

i=1

2

= nz (;L_z;i. ;+;)

i=1

“vz o a a72 -
:n[;yi.'zy..;yi.—i_;J’_,] , con )7[_:%

a 72 o a ) _2
=n[Yy, -2y Y+ y ]
i=1 i=1

n

a 72 . a _2
=n[> y, - 2% dy.tay]
i=1 i=1

¢ 2 - 2 P
_ - Y. - _
_n[zyi.'27Y~~+a y“] » con yu_zyi.
i=1 i=1
2 2
_ YL 2y y. - _ "
- [ > T T T +u 2 2] , con y,,__i y,:_
i=1 N n an an an n
a yz yz y2
o n an an
Nyl
i-1 N an
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2

a .2
_ Yii V.

S STratamientos - Z - -
i=1 N N

L.q.q.d

(4) Deduccion del Intervalo de confianza para c?

(N—a)MS _
P, 2 s Do
2 o PR
1 1 .
- > (N —a)MS, > o inverso
H%),Nm 5 % N-a
o
2
% > 9 > 2;
Z a (N - a)MSE Za
1—(5),N—a —N-a
(N-a)MS; _ (N-a)Ms, Yo s (N-a)Ms,
x - N-aMs, 2
1-(%),N-a SN-a
(N —-a)MS, o2 (N —-a)MS,
Xe X
E,N—a 1—(5) N-a
L.q.q.d
o;

(5) Deduccién del Intervalo de confianza para —
o

MS i o’
Ti —
P( F 3 S ratamient o - - S Fa — 1 -
1-%.a-1.N-a MS, no. +o S4-bN-a
Inverso
1 1
B : < b
Fa . MSTratamiento o F'l a LN
—a=-1,N-a -—a-1,N-a
2 MS, nol+o’
1 < MS, nol+o’ < 1
- =~ 3 =~
Fa MSTratamiento o Fvlia LN—
?,a—l,N—a E’a > a
2 2
MSTratamienta 1 < MSTratamiento MSE n O-z' to < MSTratamiento 1
- =~ 5 =
MSE F N MSE MSTratamiem‘o o MSE F; a 4l N—a
—,a-1,N-a —a-lN-
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MSTratamiento 1 < n O-rz t+o ? MSTratamient o 1
MS, F, B o’ B MS, F
—a-1,N-a l-—,a-1,N-a
2’ 2
MSTratamiento l < n O—f + i < MSTratamienta 1
MS, F B o’ o’ MS, F,
Za—l N-a 1-—,a-1,N—a
27 2
MSTmtamiento 1 < n O-rz 1 < MSTratamiento 1
MS, F T - MS, F
ﬁ’a,l N-a l-—a-1,N-a
2
2
MSTratamiento 1 _ 1 < n Gr < MSTratamiento 1 _ 1
MS, F o’ MS, F
Za—l N-a l-—a-1,N-a
2’ 2
- 1
Multiplicando por —
n
2
l MSTratamiento 1 _ 1 S n O-rz S l MSTratamiento 1 _ l
n MS F n MS F
£ %,afl,Nfa no E 1-% 4-1,N-a
2
l MSTmtamienm 1 _ 1 S O-; S 1 MSTratamient o 1 _ 1
n MS F n MS F
E 2 4-1,N-a o E 1% 4-1,N-a
2 2
o 2
L<? < U
o
donde:
L — 1 MSY)'atamiento 1 _1 U — l ( MSTratamienm 1 _ 1)
n MS F n MS F
E % 4-1,N-a £ 1-%.a-1,N-a
2 2
L.q.q.d
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(6) Deduccion de intervalo de confianza de: %

o +o
Ya que
2
L <% < U
o
1 1 1
— < - < — Inverso
U 072 L
0_2
1 o’ 1
- < “ < -
U O'f L
2 2 2 2
o o oo 1 0o
U ol ol o’ L ¢!
2 2
L 41 < o. +o l 41
o’ L
1+U < ol +o’ 1+ L
U B o L
1 1
> Inverso
1+U o +o'2 1+L
U o L
U S o’ s L
U+l B ocl+o’ - L+1
L o’ U
— < —F < —
L+1 ol +o’ U+l

L.q.q.d
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(7) Especificacion de un incremento en la Desviacion Estandar

(Efectos Fijos)

o
> 2
o+
2L =1 +0.01py
o}
a 22
P N
o4 = (1+0.01p)?
o

2
Syt = (110.01p)
2

a
1

1+ 25 = (1+0.01p)

2
(o)
2

= (1+0.01p)*-1

= . /(1+0.01p)* -1

R = Ja+0.01p)* -1

L.q.q.d
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(8) Especificacion de un incremento en la Desviacion Estandar.
(Efectos Aleatorios)

2 2
T~ 14 0.01p
(o2
2
2 2
[" “’f} = (1+0.01p)
(o)
2
O = (1+0.01py
O
c?, ol
Tt 7 = (14 001py
Uf _ 2
1+% = (1+0.01p)
O
2
7 = (1+0.01p)*-1
(o2

L.q.q.d

APENDICE DE LA UNIDAD PROGRAMATICA III
( DISENO POR BLOQUES COMPLETOS )

Deduccion de las formulas Matematicas de las sumas de cuadrados

La descomposicion de las sumas de Cuadrados quedo:

a b o a - b N

SSr=22 -y =b2(y-y) TaYy,-y) +
::]b - - l:vl i=1

2=y, myi+y)

i=l j=I1

(1) Suma de Cuadrado Total

a b

SSt =22y, - ».)

i=l j=1
2

a .b -
- Zz(y;_zyy y+y)

i=1 j=1

>

a

DHREDHACIABE

i=l j=1 i=1 j=1

a b AZ
D

i=1 j=1
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1:]1

Il
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y2-2y (Ny )taby’
=332 2aby +ab)y’
= Ziyf -ab y:

2

=Zzy;_a ( ab)z)

72_
con y =

2

DR
=1 j=1 " ab
a b 2
SSr = A
p ; y N
L.q.q.d

(2) Suma de Cuadrados de

b
Zyy‘Fuby

a

b
, cony.= 2.0y
j=1

, conNy =y.

, con N=uab

y?

(ab)’

, con N=ab

Tratamiento

APENDICE DE DEMOSTRACIONES

Considerando el primer término de la descomposiciéon de las sumas de Cuadrados; se

tiene:

SSTratamientos = bZ(;,_;)Z = b (Z(y,z _2;1}.. +yfj
i=1

i=1

=b(zyi—zy,.zy,. +zyfj
i=1 i=1 i=1

i=1
2

- [S() B hew] s,
= b _Z;_z)]/;]'izil:y‘bi'—ka])\/;J , con y %
=p :lz_f_zy_b%-i_aa);;z] , conN=ab y Za:y,‘,zy‘,
a 2
=b ”Z’z'— a“ ;bz b[,lbz_a j ;y,
SStratamientos = ;); yﬁ
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(3) Suma de Cuadrados de Bloques

APENDICE DE DEMOSTRACIONES

Considerando el Segundo Término de la descomposiciéon de las sumas de Cuadrados;

se tiene:

b b _,
SSB]oques =a Z(y,_y )2 =a [Z(y]_zy,y +y j
=
b b b,
=a |y, =2 vy,
J=1 =1
Sy eV >
=q Z(j -2y > "l +by |, con y, ===
a o oa
2' y b y y2 _
=q ) , con y ==
a’ N; a N? 4
2‘ y y y2 b
=aq -2 +b , con =
a’ a N? ,Z::'y/ g
2( y2 yZ
=aq = - - — , con N =ab
‘Ta (ab)a (ab)
b 4,2 2 2
J y Y .
=q e 4 he distribuyendo “a”
{JZ_:‘ a’ a’b azsz Y
2 2 2
= Yi_ Yo (Ve ,con N =ab
a ab ab
b yzl y2
SS oques LT
oo Z a N
L.q.q.d
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APENDICE DE LA UNIDAD PROGRAMATICA 1V
( DISENOS FACTORIALES )

DISENO DE DOS FACTORES

Deduccion de las formulas Matematicas de las sumas de cuadrados

La descomposicion de las sumas de Cuadrados quedo:

SSt=bn Z(y, —y ) +an Z(y, -y ) +n Za:Z(y,j ~ Vi =y, Y

i=l j=1
a b n

+ ZZZ(yyk _;yx)z
i=l j=l k=l
(1) Suma de Cuadrado Total
a b n a_ b _ _
SSt =222 -y )= ‘ Z (y,k 2y, v 1)

1 j=1k

Zi yrk Zb: :Izyyky +ZZZ)_’2
v

\
ii
LN
I

i=l j=1 k=1

b n a b n
=222 V- 2y 222 vy tabny
i=l j=I k=1 i=l j=I k=1
a b 7 a b n
=3NSy -2y y +abny , cony. = > > v
i=l j=I k=1 i=l j=I k=1
a b 1 2
= 2 _ o2 +abn——= con y = L
ZUZ,“ Vi (abn) v, el v
a n 2 2
i1 =1 k=1 ! abn  abn
a b 2
SSt = y2 - L
i=1 ; k=1 " abn
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(2) Suma de Cuadrados del Factor A

APENDICE DE DEMOSTRACIONES

Considerando el primer término de la descomposicion de las sumas de Cuadrados;

se tiene:

SSa=b1 3 (. —7 )= bn(i}i 2y 3y, +i§f}
i=1 i=1 i=1 i=l1

= bn(g;f —2)_212;“;—’”+a;2j , con ;/l :Jl;_ln
=bn ial b);i'z —2;ﬁ ial %4‘ a%} , con )_’12 = b);;; Yy J_’z = (aZZ)Z
—on ,»: b)zjiz B ﬁi—,ﬁaﬁj , con Zy =y,
= bn Z_; )2;;2 - aby;# aby;ZJ: bn(,-: b);;; —a;;z], Distribuyendo bn
a 2 2
L.q.q.d

(3) Suma de Cuadrados del Factor B

Considerando el Segundo Término de la descomposicion de las sumas de Cuadrados;

se tiene:

b

SSa=an Y (v ,-y.)’
=1

i

b, o,
— an(z(y./. -2y, . +y...)J
Jj=1

b, b b,
=an| Yy, =2y Dy, +>.v.
= = J=1
b _ _ b . — .
= un( v, —2y,,,zﬁ+ bi} ,con y S
= ‘o an an

330



=an

=an

=an

=an

YL
, con J’,,_—az—z Yy

b
,con >y =y,
j=1

, con N = abn

, distribuyendo an

331

APENDICE DE DEMOSTRACIONES



SOFTWARE ESTADISTICO

APENDICE: USO DEL SOFTWARE ESTADISTICO EN EL DISENO
EXPERIMENTAL.

INTRODUCCION

El uso del Software en la Estadistica es muy importante; ya que en la mayoria de los
casos nos facilita los célculos Matematicos y la elaboracion de graficos y muchas otras cosas.

Existen muchos software que se pueden utilizar como herramienta para el Analisis
Estadistico, desde los mas sencillos hasta los mas complicados, entre los cuales se pueden
mencionar el SPSS, STATIST, MINITAD, STATGRAPHICS, EPI-INFO, INFOSTAT y otros
mas; los cuales en su mayoria se iniciaron con versiones de MS-DOS y en la actualidad existen
versiones para Windows y redes de comunicaciones.

Estos software contienen en su mayoria todas las aplicaciones Estadisticas que se
necesitan para hacer trabajos de Investigacion Estadistica.

También existen software para areas especificas de la Estadistica, que son creados por
especialistas de esas areas, tal es el caso del area de Disefio de Experimentos; los cuales
contienen aplicaciones especificas para el estudios de los Disefios Experimentales.

En el Analisis de los Disefios Experimentales resulta de gran importancia la utilizacién de
un software, ya sea de uso general 6 de uso especifico; ya que facilita la obtencion de la Tabla
de Analisis de Varianza, graficos importantes, etc.

Para realizar la tabla de Andlisis de Varianza u otro Analisis por medio de un software
estadistico, lo mas importante es saber definir la Variable Dependiente y las Variables
Independientes que seran introducidas en el computador a partir de los datos obtenidos en el
experimento; ya que para cada Disefio Experimental cambia el numero de Variables
Independientes y también es importante saber que informacién se le va ha asignar a cada una
de las Variables y lo demas la computadora lo hace sola.

En todo Disefio Experimental existe una Variable Dependiente y muchas Variables
Independientes dependiendo el tipo de Disefio que se esta estudiando.

Tomando en cuenta todo lo anterior a continuacién se presentara una guia general para la
creacién de cada una de las Variables y la informacién que deben contener; para llevar a cabo
el Analisis de Varianza de los diferentes Disefios Experimentales que se han estudiado en cada
una de las Unidades Programaticas, colocando ademas el ejemplo desarrollado y Analizado en

cada una de las Unidades Programaticas.
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SOFTWARE ESTADISTICO

DISENO UNIFACTORIAL

En este tipo de Disefio Experimental sélo se definen dos Variables que son:

D)

i)

Ejemplo 1

Variable Dependiente (Variable Respuesta): Es aquella variable a la que
se le asignan los valores de los datos u observaciones obtenidas en el
experimento y es de tipo numérica.

Variable Independiente: Serd la que contendrd los niveles del factor
(Tratamientos) en forma numérica 6  Caracter, colocandose

consecutivamente tantas veces como observaciones tenga dicho Tratamiento.

Retomando el ejemplo de los programas de estudio, desarrollado en la Unidad Programatica II,

si se lleva a cabo el analisis de varianza por medio de un software estadistico se debe realizar

de la siguiente manera:

a) Definicion de Variables:

Variable Dependiente : HAB-LECT (Tipo numérica)

Variable Independiente: PROG (Tipo numérica)

b) Introducciéon de datos de las Variables en el Software Estadistico.

PROG HAB-LECT
20
18
18
23
22
17
15
13
21
15
20
13
12
16
17
21
15
13
12
15
18
20
18
17
10
24
16

WW W WWIWWWWINININNINININNN R (R R R e e R e e
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Nota: La Variable PROG, se pudo definir como A: programa 1, B: programa 2 y C: programa 3;
y ver colocado como valores de dicha Variable A nueve veces, B Nueve veces y C

también nueve veces. (Igual como se definié de tipo Numérica).

c) Seleccionar la opcion que realiza el Analisis de Varianza y luego definir las
Variables como Dependiente (HAB-LECT) e Independiente (PROG).

d) Resultado del Analisis de Varianza que proporciona la computadora.

ANALISIS DE VARIANZA

Fuente Suma Grados Medias
de de de de F P>F
Variacion Cuadrado Libertad Cuadrado
TRATAMIENTOS 36.222168 2 18.111084 1.4404 0.256
RESIDUAL 301.777832 24 12.574077
TOTAL 338.000000 26

DISENO POR BLOQUES COMPLETOS

En este tipo de Disefio Experimental se deben definir Tres Variables que son:

i) Variable Dependiente (Variable Respuesta): Es aquella variable que se le
asignan los valores de los datos u observaciones obtenidas en el experimento
y debe ser de tipo numérica.

i) Variable de Tratamientos: Serd la que contendrd los niveles del factor
(Tratamientos) en forma numeérica o caracter, colocandose
consecutivamente tantas veces como observaciones tenga dicho tratamiento.

iii) Variable de Bloques: Sera la que contendra el nimero de bloques en forma
numérica 0 caracter; colocdndose consecutivamente tantas veces como

bloques se tengan.

Nota: Hay que tomar en cuenta al introducir los datos en la Variable Respuesta a que
tratamiento y a que bloque pertenece dicho valor, ya que le corresponde un

numero especifico de tratamiento y bloque.

334



SOFTWARE ESTADISTICO

Ejemplo 2
Retomando el ejemplo de las Raciones para Novillos; tomando los datos sin codificar
desarrollado en la Unidad Programatica III, si se lleva a cabo el Andlisis de Varianza por medio

de un software Estadistico se debe realizar lo siguiente:

a) Definicion de Variables:
Variable Dependiente : PESOS-NOVILLOS (Tipo Numérica)
Variable de Tratamientos: RACIONES (Tipo Caracter) (Tratamientos)
Variable de Bloques : NOVILLOS (Tipo Numérica) (Bloques)

b) Introducciéon de datos de las Variables en el Software Estadistico.

NOVILLOS | RACIONES PESOS-NOVILLOS
1 A 0.9
1 B 3.6
1 C 0.5
1 D 3.6
1 E 1.8
2 A 1.4
2 B 3.2
2 C 0.9
2 D 3.6
2 E 1.8
3 A 1.4
3 B 4.5
3 C 0.5
3 D 3.2
3 E 0.9
4 A 2.3
4 B 4.1
4 C 0.9
4 D 3.6
4 E 1.4

c) Seleccionar la opcion que realiza el Analisis de Varianza y luego definir la Variable
como Dependiente (PESOS-NOVILLOS) vy las otras dos Variables como
Independientes (RACIONES Y NOVILLOS).
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d) Resultado del Andlisis de Varianza que proporciona la computadora.

ANALISIS DE VARIANZA

Fuente Suma Grados Medias
de de de de F P>F
Variacion Cuadrado  Libertad Cuadrados
RACIONES 30.71 4 7.68 39.11 0.0000
NOVILLOS 0.46 3 0.15 0.78 0.5257
RESIDUAL 2.36 12 0.20
TOTAL 33.53 19

DISENO DE CUADRADO LATINO

En este tipo de Disefio Experimental se deben definir Cuatro Variables que son:

i) Variable Dependiente (Variable Respuesta): Es aquella variable que se le
asignan los valores de los datos u observaciones obtenidas en el experimento
y debe ser de tipo numérica.

i) Variable de Fila: Sera la que contendra los nimeros de las filas en forma
numérica 6 Caracter (de preferencia numérica para que no se confunda con la
Letra Latina), colocandose consecutivamente tantas veces como
observaciones tenga dicha Fila.

iii) Variable de Columna: Serd la que contendra los numeros de las columnas
en forma numérica 6 de caracter (de preferencia numérica para que no se
confunda con la Letra Latina), colocdndose consecutivamente tantas veces
como observaciones tenga cada Columna.

iv) Variable de Letra Latina: Serd la contendrd las diferentes letras Latinas
gue corresponden a los tratamientos que estan presentes en el experimento
en forma de caracter; colandose consecutivamente tantas veces como estén

involucradas en el experimento.
Nota: El valor de la Variable Respuesta va a corresponder a un valor de la variable fila,

columna y Letra Latina; es decir hay que tener cuidado al asignar estos valores, es de

observar dicho valor en tres direcciones.
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Ejemplo 3
Se tomara como ejemplo, el Cuadrado Latino Analizado en la Unidad Programatica III; que se
refiere a la capacidad de produccidon, si se realiza el Andlisis de Varianza por medio de un

software estadistico se debe realizar de la siguiente manera:

a) Definicion de Variables:
Variable Dependiente: CAPACIDAD (Tipo Numérica)
Variable Fila : PERIODO (Tipo Numérica)
Variable Columna : OPERADORES (Tipo Numérica )
Variable Letra Latina : MAQUINAS (Letra Latina, Tipo caracter)

b) Introduccion de datos de las Variables en el software estadistico.

PERIODO | OPERADORES |MAQUINAS | CAPACIDAD
1 1 C 31
1 2 D 43
1 3 A 67
1 4 B 36
2 1 D 39
2 2 A 96
2 3 B 40
2 4 C 48
3 1 B 57
3 2 C 33
3 3 D 40
3 4 A 84
4 1 A 85
4 2 B 46
4 3 C 48
4 4 D 50

c) Seleccionar la opcién que realiza el Analisis de Varianza y luego definir la Variable
como Dependiente (CAPACIDAD) y las otras tres Variables como Independientes
(MAQUINAS, PERIODO Y OPERADORES).

d) Resultado del Analisis de Varianza que proporciona la computadora.

ANALISIS DE VARIANZA

Fuente Suma Grados Medias
de de de de F P>F

Variacion Cuadrado Libertad Cuadrados
MAQUINAS 4946.6875 3 1640.8958 19.178 0.0018
PERIODO 408.1875 3 136.0625 1.583 0.2890
OPERADORES 88.6875 3 29.5625 0.344 0.7952
RESIDUAL 515.87500 6 85.979167
TOTAL 5959.4375 15
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DISENO DE CUADRADO GRECO-LATINO

En este tipo de Disefio Experimental se deben definir Cinco Variables que son:

i) Variable Dependiente (Variable Respuesta): Es aquella variable que se le
asignan los datos u observaciones obtenidas en el experimento y debe ser de tipo
numérica.

i) Variable de Fila: Sera la que contendra los niumeros de las filas en forma numérica
0 Caracter (de preferencia numérica para que no se confunda con la Letra Latina),
colocandose consecutivamente tantas veces como observaciones tenga dicha Fila.

iif) Variable de Columna: Serd la que contendrd los nimeros de las columnas en
forma numérica 6 de caracter (de preferencia numérica para que no se confunda con
la Letra Latina), colocandose consecutivamente tantas veces como observaciones
tenga dicha Columna.

iv) Variable de Letra Latina: Sera la que contendrd las diferentes Letras Latinas que
estan presentes en el experimento, que corresponden a los tratamientos asignados a
la Letras Latinas en forma de caracter; colandose en el orden que aparecen en el
experimento.

V) Variable de Letra Griega: Serd la que contendra las diferentes Letras Griegas que
estan presentes en el experimento, que corresponden a los tratamientos asignados a
las Letras Griegas en forma de caracter; colandose en el orden en que aparecen en
el experimento. Para esta variable se podria optar como una opcion inmediata
utilizar los caracteres Romanos (I, II, III,...) para representar cada letra griega; ya
que sera dificil poder incorporar las letras griegas en el editor de el Software

Estadistico.
Nota: En este caso cada valor de la Variable Respuesta le corresponden cuatro

direcciones; es de observar cuidadosamente a que fila, columna, Letra Latina y

Letra Griega corresponde dicho valor.

338



Ejemplo 4
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Se tomara como ejemplo, el Cuadrado Greco-latino Analizado en la Unidad Programatica III;

que se refiere a la fabricacion de ladrillos de concreto, si se lleva a cabo el analisis de varianza

por medio de un software estadistico se debe realizar de la siguiente manera:

a) Definicion de Variables:
Variable Dependiente: LADRILLO (Tipo Numérica)

Variable Fila
Variable Columna

Variable Letra Latina

Variable Letra Griega :

: MEZCLAS (Tipo Numérica )
: DIAS (Tipo Numérica)
: MAQUINAS (Letra Latina, Tipo Caracter)

PROCED (Letra Griega, Tipo Caracter). Se tomaran las Letras
Griegas de la siguiente forma:a =1, 3 =11,y =1II, § =1V, e =V

b) Introduccion de datos de las Variables en el Software Estadistico.

MEZCLAS DIAS MAQUINAS PROCED LADRILLO
1 1 A I 1
1 2 B 111 0
1 3 C V 4
1 4 D 11 0
1 5 E v 1
2 1 B 11 3
2 2 C v 4
2 3 D I 1
2 4 E 111 5
2 5 A V 3
3 1 C 111 2
3 2 D V 5
3 3 E 11 0
3 4 A v 0
3 5 B I -1
4 1 D v -1
4 2 E I 2
4 3 A 111 -1
4 4 B v 1
4 5 C 11 4
5 1 E V 0
5 2 A 11 1
5 3 B v -2
5 4 C I -3
5 5 D 111 1
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c) Seleccionar la opcion que realiza el Andlisis de Varianza y luego definir la Variable
como Dependiente (LADRILLO) y las otras cuatro Variables como Independientes
(MEZCLAS, DIAS, MAQUINAS Y PROCED).

d) Resultado del Analisis de Varianza que proporciona la computadora.

ANALISIS DE VARIANZA

Fuente Suma Grados Medias
de de de de F P>F
Variacion Cuadrado Libertad Cuadrados

MAQUINAS 11.6000 4 2.9000 0.841  0.5366
PROCED 21.2000 4 5.3000 1.536 0.2801
MEZCLAS 36.4000 4 9.1000 2.638 0.1133
DIAS 13.2000 4 3.3000 0.957 0.4804
RESIDUAL 27.6000 8 3.4500
TOTAL 110.0000 24

DISENO POR BLOQUES INCOMPLETOS BALANCEADOS

En este tipo de Disefio Experimental se deben definir Tres Variables al igual que el Disefio
por Bloques Completos; que son:

i) Variable Dependiente (Variable Respuesta): Es aquella variable que se le
asignan los valores de los datos u observaciones obtenidas en el experimento
y debe ser de tipo numérica.

i) Variable de Tratamientos: Serd la que contendra los niveles del factor
(Tratamientos) en forma numérica o caracter, colocandose
consecutivamente tantas veces como observaciones tenga dicho tratamiento.

ifi) Variable de Bloques: Sera la que contendra el nimero de bloques en forma
numérica 0 caracter; colocandose consecutivamente tantas veces como

bloques se tengan.

Nota: Hay que tomar en cuenta al introducir los datos en la Variable Respuesta a que
tratamiento y a que bloque pertenece dicho valor; al que le corresponden a un
numero especifico de tratamiento y bloque; en este tipo de Disefio no van ha
existir valores para algunas combinaciones de las variables de Tratamientos y

Bloques; ya que faltaran algunos valores en la tabla de datos.
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Ejemplo 5

Retomando el ejemplo de la Germinaciéon de semillas de tomate; desarrollado en la Unidad

Programatica III, si se lleva a cabo el Analisis de Varianza por medio de un software Estadistico

se debe realizar lo siguiente:

a) Definicion de Variables:
Variable Dependiente : GERMINACION (Tipo Numérica)
Variable de Tratamientos: TEMPERATURA (Tipo Numérica) (Tratamientos)
Variable de Bloques : CORRIDAS (Tipo Numérica) (Bloques)
b) Introduccion de datos de las Variables en el Software Estadistico.
TEMPERATURA | CORRIDAS GERMINACION
25 1 24.65
25 3 29.17
25 5 28.90
30 2 24.38
30 3 21.25
30 6 25.53
35 4 5.90
35 5 18.27
35 6 8.42
40 1 1.34
40 2 1.24
40 4 1.83
c) Seleccionar la opcion que realiza el Andlisis de Varianza y luego definir la
Variable como Dependiente (GERMINACION) y las otras dos Variables como
Independientes (TEMPERATURA Y CORRIDAS).
d) Resultado del Analisis de Varianza que proporciona la computadora.
ANALISIS DE VARIANZA
Fuente Suma Grados Medias
de de de de F P>F
Variacion Cuadrado Libertad Cuadrados
TEMPERATURAS(Corregida) 718.29 3 239.43 17.52 0.0210
CORRIDAS(Corregido) 67.54 5 13.508 0.988 0.5393
RESIDUAL 40.99 3 13.665
TOTAL 1372.949 11
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Como puede observarse en la tabla de Andlisis de Varianza que se obtiene, el valor de la
Suma de Cuadrado de los Bloques (CORRIDAS) son los corregidos; por lo tanto, la Suma de
Cuadrado de los tratamientos, los bloques y el error no serd igual a la Suma Total de
Cuadrados. Ya que en un Disefio por Bloques Incompletos Balaceados la Suma Total de
cuadrados es igual a la Suma de Tratamientos(Corregidos) mas la Suma de los Bloques(no

corregidos) mas la Suma de Cuadrado del Error.

DISENO DE DOS FACTORES

En este tipo de Disefio Experimental se deben definir Tres Variables que son:

i) Variable Dependiente (Variable Respuesta): Es aquella variable que se le
asignan los datos u observaciones obtenidas en el experimento y debe ser de
tipo numérica.

i) Variable del Factor A: Sera la que contendrd los niveles del factor A en
forma numérica 6 Caracter, colocdndose consecutivamente tantas veces
como niveles tenga dicho Factor.

ifi) Variable del Factor B: Sera la que contendra los niveles del factor B en
forma numérica 6 Caracter, colocdndose consecutivamente tantas veces

como niveles tenga dicho Factor.

Nota: Una observacidon de la Variable Respuesta corresponde a un nivel especifico del

Factor A y Factor B; por lo tanto, se debe observar en dos direcciones.

Ejemplo 6
Se tomara como ejemplo el desarrollado en la Unidad Programatica IV; que se refiere al
porcentaje de encogimiento de tela tefiida; si se lleva a cabo el Analisis de Varianza por medio
de un software estadistico se debe realizar de la siguiente manera:
a) Definicion de Variables:

Variable Dependiente: PORCENTAJE (Tipo Numérica)

Variable del Factor A : TIPOS (Tipo Numérica)

Variable del Factor B : TEMPERATURA (Tipo Numérica)
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b) Introduccion de datos de las Variables en el software estadistico.

TIPOS TEMPERATURA | PORCENTAJE
1 210 1.8
1 210 2.1
1 215 2.0
1 215 2.1
1 220 4.6
1 220 5.0
1 225 7.5
1 225 7.9
2 210 2.2
2 210 2.4
2 215 4.2
2 215 4.0
2 220 5.4
2 220 5.6
2 225 9.8
2 225 9.2
3 210 2.8
3 210 3.2
3 215 4.4
3 215 4.8
3 220 8.7
3 220 8.4
3 225 13.2
3 225 13.0
4 210 3.2
4 210 3.6
4 215 3.3
4 215 3.5
4 220 5.7
4 220 5.8
4 225 10.9
4 225 11.1

c) Seleccionar la opcion que realiza el Analisis de Varianza y luego definir la Variable
como Dependiente (PORCENTAIJE) y las otras dos Variables como Independientes
(TIPOS Y TEMPERATURA). Como en este tipo de Diseiio interesa obtener efectos de
interaccion doble entonces cada software estadistico trae la opcion donde se le
especifica que se deben calcular tales interacciones. Como por ejemplo, en el
STATGRAPHIP se le debe colocar en la ventana donde se definen las Variables en
la opcion "Ignore Interactions Higher than orden:" el valor de 2, que significa que

se calculen las interacciones dobles.
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d) Resultado del Analisis de Varianza que proporciona la computadora.

ANALISIS DE VARIANZA

Fuente Suma Grados Medias
de de de de F P>F
Variacion Cuadrado Libertad Cuadrados

TIPOS 41.8762 3 13.9587 279.17 0.0000
TEMPERATURA  283.9362 3 94.6454 1892.91 0.0000
INTERACICON
AB 15.8562 9 1.7618 35.23 0.0000
RESIDUAL 0.8000 16 0.0500
TOTAL 342.4687 31

DISENO DE TRES FACTORES

En este tipo de Disefio Experimental se deben definir Cuatro Variables que son:

i) Variable Dependiente (Variable Respuesta): Es aquella variable que se le asignan los
datos u observaciones obtenidas en el experimento y debe ser de tipo numérica.

ii) Variable del Factor A: Serd la que contendrd los niveles del factor A en forma
numérica 6 Caracter, colocadndose consecutivamente tantas veces como niveles tenga dicho
Factor.

iif) Variable del Factor B: Serda la que contendrd los niveles del factor B en forma

numeérica 6 Caracter, colocdndose consecutivamente tantas veces como niveles tenga
dicho Factor.

iv) Variable del Factor C: Sera la que contendra los niveles del factor C en forma numérica

0 Caracter, colocandose consecutivamente tantas veces como niveles tenga dicho Factor.

Nota: Una observacién de la Variable Respuesta corresponde a un nivel especifico del

Factor A, Factor B y Factor C; por lo tanto, se debe observar en tres direcciones.

Ejemplo 7

Se tomara como ejemplo el desarrollado en la Unidad Programatica IV; que se refiere a las
propiedades de Resistencia a la Compresion de Mezclas de Cemento y Tierra (Datos
codificados); si se lleva a cabo el Analisis de Varianza por medio de un software estadistico se

debe realizar de la siguiente manera:
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a) Definicion de Variables:
Variable Dependiente: COMPRESION (Tipo Numérica)
Variable del Factor A : EDAD (Tipo Numérica)
Variable del Factor B : TEMPERATURA (Tipo Numérica)
Variable del Factor C : TIERRA (Tipo Numérica)

<)

c)

SOFTWARE ESTADISTICO

Introduccion de datos de las Variables en el software estadistico.

EDAD TEMPERATURA TIERRA COMPRESION
1 1 1 4.71
1 1 1 4.13
1 1 2 3.85
1 1 2 4.34
1 2 1 4.85
1 2 1 5.52
1 2 2 5.30
1 2 2 5.93
2 1 1 7.12
2 1 1 6.37
2 1 2 7.70
2 1 2 7.05
2 2 1 7.12
2 2 1 7.89
2 2 2 7.41
2 2 2 8.06

Seleccionar la opcidon que realiza el Analisis de Varianza y luego definir la

Variable como Dependiente (COMPRESIC')N) y las otras tres Variables como
Independientes (EDAD, TEMPERATURA Y TIERRA). Como en este tipo de Diseiio
interesa obtener efectos de interacciones dobles y triple; entonces cada

Software Estadistico trae la opcion donde se le especifica que se deben

calcular tales interacciones. Como por ejemplo, en el STATGRAPHIP se le

debe colocar en la ventana donde se definen las Variables en la opcién

"Ignore Interactions Higher than orden:" el valor de 3 que significa que se

calculen las interacciones dobles y triple.
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SOFTWARE ESTADISTICO

e) Resultado del Analisis de Varianza que proporciona la computadora.
ANALISIS DE VARIANZA

Fuente Suma Grados Medias
de de de de F P>F
Variacion Cuadrado Libertad Cuadrados

EDAD (A) 25.2255 1 25.2255 117.92 0.0000
TEMPERATURA(B) 2.8985 1 2.8985 13.55 0.0062
TIERRA (C) 0.2328 1 0.2328 1.08 0.3273
INTERACCION
AB 0.3393 1 0.3393 1.58 0.2434
AC 0.1425 1 0.1425 0.66 0.4465
BC 0.3150 1 0.3150 0.14 0.7151
ABC 0.3335 1 0.335 1.55 0.2471
RESIDUAL 1.7113 8 0.2139
TOTAL 30.9149 15
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