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0.1. Introduccion

El presente trabajo pretende ser una introduccién al tema de Aproximacion Diofantica. Primeramente damos a

conocer los Antecedentes, donde se da pequena historia sobre las Aproximaciones Diofanticas.

Luego presentamos la justificaciéon, que es donde se explica el porque nosotros estudiamos el tema Introduccién a
la Aproximacion Diofantica, luego los objetivos, donde estan los objetivos generales que estudiaremos, los teore-
mas de aproximacién y para luego aplicarlos en una de las areas de la matemaéticas, también estan los objetivos
especificos, que la parte donde se trabaja més en el presente trabajo, donde daremos a conocer los diferentes
métodos de aproximacién, al igual analizaremos los teoremas mas importantes de la investigacién, para luego

aplicarlos en el area de la geometria.

Continuamos con la parte del planteamiento del problema donde se explica el interés y el porque trabajamos en
el tema de investigacion, que es estudiar y analizar métodos de aproximacién de ndmeros reales por medio de

nuameros racionales e irracionales.

El documento se encuentra estructurado en tres capitulos, el primero de ellos se da a conocer toda la teoria sobre
las fracciones continuas, donde se dan los siguientes temas:

. Fracciones Continuas

. Fracciones Continuas Infinitas

. Convergentes

1

2

3

4. Evaluacion de Convergentes

5. Convergentes Como Determinantes
6

. Algunas propiedades de los convergentes

Ya teniendo esta base procedemos a la introduccién de teoria de aproximacion diofantica, que es el capitulo dos,
y que se desglosa:

1. Métricas de aproximacién diofantica

2. Buenas aproximaciones

3. Fracciones continuas perddicas

4. Espectros Markov y Lagrange

5. Teorema de Khintchine

Por ultimo el capitulo tres donde se realizan breves aplicaciones a la geometria de las fracciones continuas.



0.2. Antecedentes

En Teoria de Numeros, las aproximaciones diofanticas tratan de las aproximaciones de nimeros reales por

medio de nimeros racionales.

Este tipo de aproximaciones lleva su nombre en honor a Diofanto, matematico griego del ano 275 a.c que las
estudi6 extensivamente y plantio ecuaciones y dié soluciones a algunas de ellas. Su vida se desconoce por com-
pleto; sin embargo ha llegado hasta nosotros un texto escrito por él llamado La Aritmética en el que se plantean
y resuelven 189 problemas de dlgebra que hoy resolveriamos utilizando ecuaciones de primero y segundo grado
como sistemas de ecuaciones. Por este hecho se le conoce como el padre del Algebra y a las ecuaciones de primer

grado se les llama, también, Ecuaciones Diofanticas.

Resultados recientes En su ponencia plenaria en el Congreso Internacional de Matematicos en Kyoto
(1990), Grigory Margulis senaldé un vasto programa basado en la teoria ergédica que permite demostrar
resultados de la teoria de ntimeros utilizando las propiedades dindmicas y ergdédicas de las acciones de subgrupos
de grupos de Lie semisimples. El trabajo de D. Kleinbock, G. Margulis, y sus colaboradores, demostré el
poder de este nuevo enfoque a los problemas clasicos de las aproximaciones diofanticas. Varias generalizaciones de
los resultados precedentes por Aleksandr Khinchin en aproximaciones diofanticas métricas han sido obtenidas

también dentro de este marco.

Como se expuso anteriormente, para obtener la solucién a dichas aproximaciones no existen métodos unicos, y
dependen en gran manera de la intuicién. En nuestro caso, daremos algunos procesos tedricos para llegar a ellas.
Siguiendo el estudio de las aproximaciones se llega a establecer la idea de la Aproximacién por nameros
algebraicos que se deriva de la teoria de las fracciones continuas aplicada a la raiz cuadrada y a otros ntimeros
irracionales, fue estudiada por Fermat y Euler, entre otros. En 1840, Joseph Liouville obtiene un importante
resultado relacionado con los niimeros algebraicos, lo que le permitié construir las primeras demostraciones de

ejemplos de numeros trascendentales.



0.3. Justificacion

El estudio de la teoria analitica de nimeros es muy importante en la actualidad ya que ofrecen herramientas de
analisis que facilitan métodos de como abordar tema tales como; aproximaciones diofanticas, fracciones conti-

nuas, etc.

Una de las preguntas béasicas de la teoria de aproximaciones diofanticas es investigar las aproximaciones raciona-
les a un nimero real. Uno de los principales objetivos de esta teoria es comparar, por un lado la distancia entre

. , . p . . . .
un nimero real o y un nimero racional = y por el otro, el denominador ¢ de la aproximacién.
q

Nos hemos propuesto a estudiar este tema porque a pesar de ser bastante antiguo produce curiosidad del porque
los nimeros racionales son indispensables para ser utilizado en la aproximacion ya sea de funciones, ecuaciones,

e incluso de los mismos nameros.

Es por eso que han surgido preguntas como: jcuindo un nimero es irracional?, jcuando una ecuacién tiene solu-
ciones? etc, y asi esto nos lleva constantemente a estudiar nuevos conocimientos que nos ensenen y desmuestren

las respuestas de esas multiples preguntas.

Por otro lado en la escuela de Mateméticas hay pocos trabajos en el area de Teorias de los Numeros uno de los
cuales es Grupos de Lie de Mtrices Reales o Complejos, esto debido en parte, a la carencia de materias electivas
en el area de Teoria Analitica de Numeros, pues en los ultimos 8 afios solamente se han impartido dos veces el

curso electivo de Tépicos en Teoria de Niimeros.



0.4. Objetivos

Objetivo Generales
1. Estudiar y comprender los principales teoremas de Aproximacion Diofantica.

2. Aplicar los diferentes métodos de la Teoria de Aproximacion Diofantica en distintas areas de la matematica.

Objetivos Especificos
1. Resolver ecuaciones diofanticas, utilizando los diferentes métodos de aproximacion.
2. Analizar teoremas importantes para la aproximacion diofantica.

3. Generar un documento que sirva de base para quienes quieran profundizar en el estudio de la teoria de las

aproximaciones diofanticas.

4. Utilizar las fracciones continuas tanto para resolver ecuaciones diofénticas, como para dar aproximaciones

a ciertos numeros irracionales.

5. Aproximar nimeros racionales a través de la Geometria de las Fracciones Continuas.



0.5. Planteamiento del problema

La teorfa de nameros es la rama que utiliza el andlisis matematico y complejo para resolver los problemas sobre
los numeros reales. El interés que encierra la resolucion de una ecuacion diofantica esta en la relacion directa con
la naturaleza de las incognitas. No obstante, no todas las ecuaciones diofanticas tienen un método que permita
resolverlas de manera sistemética. La bisqueda de un método de resolucién para ecuaciones concretas ha sido,
durante mucho tiempo, objeto de estudio por matematicos de la talla como Euler o Lagrange. Esta investigacion
consiste en estudiar y analizar métodos que tratan las aproximaciones de nimeros reales por medio de ntimeros

racionales e irracionales.

, . . . . s e e . p
Supongamos que « es un namero real, irracional. Una aproximacion diofantica de « es un racional = tal que
q

p ~ . . . e . .
«a — =| sea muy pequena. La Teoria de las aproximaciones diofanticas estudia que tan pequeiia puede ser la can-

tidad de arriba, o en otras palabras que tan bien podemos aproximar el nimero « por racionales. Hay ntumeros
1
a-Bl< =
q

« tales que para cada k > 0 existen racionales b tal que -
q q

1
Un ejemplo de tal nimero es £ = > Tont Este se llama Numero de Liouville y es trascendente.
n>1 ’

Solucién:
p k !
Tomando = = > -y ¢ = 10" entonces
q n>1 10™
00 k+2 (k+2)(k+3)
1 1 1 1
§-2= > o - o+ ) g oo
q 107! 10(k+1)! 10(k+1)! 10(k+1)!
n=k+1
< 1 1 1 1 2
= qooent \1 10 T102 777 < To0wr
Por lo tanto
D 2
‘5 - q’ S
Puesto que esto ocurre para todo k = 1,2, ... , entonces £ no puede ser algebraico. |

Para responder a la situacién anteriormente planteada es lo que se propone esta investigacién. También de tal
manera que este trabajo coadyuve a resolver el tipo de preguntas como la anterior, y genere material de apoyo a
quienes quieran seguir investigando en este tema de Aproximaciones Diofanticas. Para tal fin, daremos a conocer
los diferentes métodos para las aproximaciones diofintica, también abordaremos teoremas que implementan al

tema de investigacion, y por ultimo daremos aplicaciones sobre la teoria de ecuaciones diofantica.



Capitulo 1

Fracciones Continuas

1.1. Fracciones Continuas

En general, una expresion de la forma

1
2 (1.1)

3+ — 7
i+ —
1 —
+ 2
es un ejemplo de una fracciéon continua. La fraccion continua (1.1) puede ser evaluada calculando y simplificando

las expresiones siguientes en el orden considerado:

1 3

1+4- = =

3 2

7 7

143 2
5 5 93
3+ 7 73+276:7
4+ % 26
- 1 _ o, L
5 = B = on
3+4+é % 93

esto es,

212_2+ 1
- 5

10



Una fracciéon continua es una expresiéon de la forma

b1
bs

a3+—'“
_|_

a1 +

as +

Do
ap—1+ !

an
Donde, los a; y b; de (1.2) pueden ser ntimeros reales o complejos. Sin embargo, si cada b; es igual a 1y cada a; es
un entero mayor que 0, para ¢ > 1, entonces la fraccién se dice una Fraccion Continua Simple. Nétese que en
una fraccién continua simple a; puede ser un entero positivo, negativo o cero. En este capitulo nos ocuparemos

principalmente de las fracciones continuas simples:

CL1+

_l’_i
an

Los a; de la fraccion continua simple (1.3) se dicen los Términos de la fraccion continua. Si el ntimero de términos
de una fraccién continua simple es finito, tal como se indica, entonces se dice que la fraccion continua es una
Fraccion Continua Simple Finita. Si el namero de términos es infinito, entonces la fraccién continua es una
Fraccion Continua Simple Infinita.
Todo namero racional y todo numero irracional puede ser expresado como una fraccién continua simple. En los
siguientes ejemplos ilustraremos el procedimiento para expresar un numero racional como una fracciéon continua
simple.

El problema de expresar un ntmero irracional como una fraccién continua simple sera discutido mas adelante.

EJEMPLO 1.1 Ezpresar Z—g como una fraccion continua simple.

95 9 1 1
= = 24— =24 =2+——
43 B 4 +4+g
PR . F—
- 1 1
4+ A+ 52
1 1
= 2+ T =2+ 1
4+1+§ 4+1+£%

La represention de Z—g como una fraccién continua no es unica. Existe una excepcién trivial, ya que el tltimo

término 2 puede ser expresado como 1+ %

11



De aqui que,

95 _ I 1
B_2+4+ T —2+4+ 1
141 1+ 1

3+3 3+—1

1+
Generalmente se prefiere la primera de las dos representaciones de Z—g como la representacion en la fraccion

continua simple, ya que envuelve menos términos.

Algunas veces es conveniente escribir una fraccion continua simple, tal como la del ejemplo 1, en la forma

abreviada [2,4, 1, 3,2]; esto es

_ 1
[27431a3,2] - 2+ 4+1+11

3+3%

En general,
_ 1
[alaa25a3; ---7an] = a1 + a2+a3+:i
EJEMPLO 1.2 Ewvaluar la fraccidn continua simple [3,4,7,4, 8].
1 1
[3,4,7,4,8] = 3+4 T :3+4 T
+ 7+4+1% + 7+é3
1 1
= 3+—F— =3+ T
44 TE 4+ iy
1 1
= 3+ =3t
239 239
B 239 3206
- 989 989
EJEMPLO 1.3 Ezpresar 71—96 como una fraccion continua simple
16 _ 2 _ 1 _ 1
-9 =-2+3 ——2+g ——2+4+%

Por lo tanto

71976 = [72747 2]

Se escogio —2 para el entero a; con el fin de que los términos restantes pudieran ser enteros positivos.

12



EJEMPLO 1.4 Ezxpresar % como una fraccion continua simple.

L N -
49 49 L 5414
= 1+ ! =1+ !
- 1 1
5+ 5+ 531
Por lo tanto,
=5 = [1,5,2,4]

Notese que el divisor en cada paso del proceso para expresar % como una fraccién continua simple es el dividendo

en el paso siguiente.

Notese que en los ejemplos 1, 3 y 4 cada namero racional fue expresado como una fraccién continua simple finita;

en el ejemplo 2 la fraccién continua simple finita representd un nimero racional.

Teorema 1.1 Todo numero racional puede ser expresado como una fraccion continua simple finita, y reciproca-

mente, Toda fraccion continua simple finita representa un nimero racional.

DEMOSTRACION: Sea g un namero racional y supongamos g > 0. Entonces, por la propiedad de la divisién,

existen enteros a; y r; tales que

1 1
‘g = al—l—;:al—i—z donde a1<§ y 0<ry <q;
1
2 1
% = a2+E:a2—|—E, donde a2<% y 0<re <y
T2
1 T3 1 T1
— = a3+ —-=a3+ 4, donde az<— y 0<rz<ry
79 ) T T2
Tn—3 Tn—1 1
- = Up1+ —— =ap-1+ E e
T'n—2 Tn—2 P
T'n—3
donde 1 < T” y 0<rp_1 <7Tn_3
n—2
Tn—2 - a
Tn—1 "

Notese que r1,732,73, ..., Tn_1 €S Una sucesion decreciente de enteros positivos.
Como sélo existe un niamero finito de enteros positivos menores que g, este proceso debe terminar como se indico;
esto es, sélo existe un niamero finito de enteros positivos r; que satisfacen las ecuaciones. Por sustitucién, usando

los pasos del proceso anterior.

13



p _ 1
P—gy +—~
q a2+a3+7

- [ala az,as, ...

Por lo tanto, como s6lo usamos un namero finito de términos, el niimero racional § queda representado como

una fraccién continua simple finita.

Reciprocamente, toda fracciéon continua simple finita es una suma y cociente de fracciones, y como sabemos que
toda fraccion de nimeros enteros es un nimero racional, y que ambas operaciones, suma y cociente, son internas en
el cuerpo Q de los nimeros racionales, el resultado de todas las operaciones que se indican en la fraccién continua

simple finita es una fraccion, esto es, un nimero racional. |

La representacién de un nimero racional como una fraccién continua simple finita no es unica. Debido a la

manera en que los a; son escogidos en el teorema 1, cada a; es tinico. Sin embargo, si a,, > 1, entonces

an = (ap, —1)+1=(a,—1)+

==

g = [a1,a2,a3, -~-,G7J = [al,ag,ag, ey Q1 — 1, 1]
si a,, = 1 entonces
an—1+ain:an—1+%:an—l+1
y
% = [01,02,03, "70%] = [a17a27a37 ey Qp—1 + 1]

Asi, todo nimero racional puede ser expresado como una fraccion continua simple finita en exactamente dos for-
mas. Ademés, una representacion tiene un nimero impar de términos y la otra representacién tiene un nimero

par de términos.

14



1.2. Fracciones Continuas Infinitas

El método usado para expresar un nimero irracional como una funcién continua simple es basicamente el mismo

método usado en la seccién 1.1 para los nimeros irracionales.

Sea x un numero irracional. El nimero irracional = puede ser expresado en la forma

r=a +—
Z1
donde a; es el mayor entero menor que = y
1
0<—x<1
Z1

Si 7 es numero racional, entonces ( por el teorema 1.1 ), puede ser expresado como una fracciéon continua
simple finita, por lo tanto, z puede ser expresado como una fraccién continua simple finita, y ( por el teorema
1.2 ) z es un ntmero racional. Esto es contrario a la hipétesis. Por lo tanto, 21 es un ntimero irracional. Ademés

x1>1,yaque 0 < i < 1. De aqui que z; puede ser expresado en la forma

Tr=a+ —
Z2
donde as es el mayor entero menor que 1 y
1
0<—x«1
T2

Ademés, x2 es un entero positivo y x5 es un numero irracional. El proceso puede continuarse indefinidamente.

Para cada x; existe un a;4+1 que es el mayor entero menor que z; tal que

1

Tit1

T; = Qi1+

donde a;41 es un entero positivo y x; 41 es un namero irracional. Por lo tanto,

z = (a1,az2,as,...).

15



Como a; es el mayor entero menor que x y cada a;4+1, para ¢ > 0, es el mayor entero positivo menor que z;,
la representacion del ntimero irracional z como una fraccién continua simple infinita es tnica. El argumento

presentado aqui es una demostracién del teorema siguiente.
Teorema 1.2 Todo nimero irracional puede ser expresado como una unica fraccion continua simple infinita.

Sea B cualquier namero irracional, el cual puede ser expresado de la siguiente manera:

1
B=ao+ -
1

. 1
Donde ag es el mayor entero menor o iguala Sy 0 < — < 1.
1
Luego, supongamos que (; sea un nimero racional, entonces lo podemos expresar como una fraccién continua
simple finita, luego 8 lo podemos representar como una fraccién continuada simple finita y 5 esta determinado

por un niimero racional.

Ahora, esto es contrario a la hipotesis, por lo tanto, 1 es un nimero irracional. Por lo tanto, podemos representar

1 como:

1
ﬂlzal‘f‘@

Donde a; es un entero positivo y S2 es un ntmero irracional. Este procedimiento se extenderd indefinidamente.

Por lo tanto, para cada f;, existe un nimero irracional a; 1, tal que:

1

Ti41

b1 =ai+1 +

Donde tenemos que a;y; €s un entero positivo y ;41 es un ntmero irracional. Por lo tanto, tenemos ahora que

B = lao; a1, az,as, ......... ]

Por lo tanto, por lo expresado podemos concluir que la representaciéon en fraccién continua de un nimero irra-

cional es dnica.

16



El reciproco del Teorema 1.2 es una consecuencia directa del Teorema 1.1 y del hecho de que todo ntimero

real es un racional o un irracional.

Teorema 1.3 Toda fraccion continua simple infinita representa un numero irracional.

DEMOSTRACION: Tomemos una fraccién continua simple infinita cualquiera. Sea x el nimero representado
por la fraccion continua. Por el Teorema 1.1, x no puede ser un ntimero racional. Por lo tanto, z es un ntimero

irracional.

Notese que todavia no hemos hecho ninguna interpretacion del uso de la palabra (representar) en el caso de
las fracciones continuas simples infinitas. Por ejemplo, toda fraccion continua simple finita puede ser (evaluada)
llevando a cabo un numero finito de operaciones racionales, y en este sentido (representan) un nimero racional.
. Como se podria (evaluar) una fraccién continua simple infinita? Esta pregunta serd en el caso general en la

seccion 1.8.

EJEMPLO 1.5 Ezpresar /8 como una fraccion continua simple.

Solucion: Como 2 < /8 < 3, entonces 2 es el mayor entero menor que /8.

Asi,

1
V8=24(V8—-2)=2+ i
V8 —2
1
V842
4
1 1
—9 1
1+\/§4 1+ 4
V8 —2
=2 ! =2 !
=a T~ °F I
1+ 1+

17



Notar ahora que la expresion /8—2 aparece otra vez.El desarrollo de v/8—2 como una fraccién continua es otra vez

Ny

Por lo tanto, v/8 = [2,1,4,1,4,1,4,...], donde los enteros 1 y 4 se repiten indefinidamente. Es preferible es-

cribir /8 = [2,T,4], donde la barra sobre los enteros 1 y 4 indica que ellos se repiten indefinidamente.
La representacion en fraccién continua de v/8 es un ejemplo de una fraccién continua infinita que es periodica.

La sucesiéon de términos 1,4 es el periodo; la longitud del periodo es dos, ya que el nimero de términos que se

repiten es dos. Las fracciones continuas periddicas y sus propiedades serédn consideradas con cierto detalle en la

seccion 1.11

EJEMPLO 1.6 Expresar /3 como fraccion continua simple.

Soluciéon: Como 1 < /3 < 2,se tiene que 1 es el mayor entero menor que v/3. Asi,

1 1
V3=1+(V3-1)=1+ =1+
( ) 1 V3+1
V3—1 2
-1+ L =1+ !
— — = -
1—&-\/52 1+ 2
V3-1
1 1
—14 — =1+ :
1+ 1+
V3—1 2+ (V3-1)
1 1
— 1+ — =1+ 0
1+ 1+

Por lo tanto,

V3=[1,1,2,1,2,1,2,..],

donde los enteros 1 y 2 se repiten indefinidamente, esto es, v/3 = [1,1,2].
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La fraccién continua simple infinita que representa /3 es otro ejemplo de una fraccién periédica, cuya longitud de
periodo es dos. Ilustraremos con el ejemplo siguiente una técnica interesante para expresar el ntimero irracional

V2 como una fraccion continua simple infinita.

EJEMPLO 1.7 Expresar \/2 como una fraccion continua simple.

Solucién: Sea r =v2. = 22 —1=1,y (z —1)(z + 1) = 1.

Por lo tanto,

1
1+(1+ )
l1+zx

1+
1
1

1
1—|—<1—|— >
1+

1

2+

Asi, continuando de esta manera, x puede ser expresado como la fraccién continua simple infinita [1,2,2,2,...],esto

es,

V2= (1, 7]'
EJEMPLO 1.8 Determinar el nimero irracional representado por la fraccidn continua simple infinita [4,1,8].

Sea x = [4,1, 8]. Entonces
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La fraccién continua simple infinita contenida en el paréntesis es simplemente la representaciéon de x — 4. En

consecuencia,

r+5

x+4
33—5—4.
x+5’

(x—4)(x+5) =x+4,

22+ —20=2x+4,

Por lo tanto, la fraccién continua simple infinita [4, T, 8] representa el niimero irracional /24

Notar que aunque Va2 = 24, x = —/24, ya que el primer término de la fraccién continua es un entero positivo.
No existe un método sencillo para determinar la expresion en fraccién continua para nimeros irracionales que no
son irracionales cuadraticos. Un irracional cuadratico es un nimero irracional que es soluciéon de una ecuacién
cuadratica azx? +bx+c = 0, donde a, by c son enteros. Existen métodos més sofisticados para obtener expresiones

en fracciones continuas para otros nimeros irracionales. Por ejemplo,
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V2=11,3,1,51,1,4,1,..]
e=1[2,1,2,1,1,4,1,1,6,1,1,8, ..]

r=1[3,7,15,1,292,1,...].

Notese que estas fracciones continuas simples infinitas no son peridédicas. En la seccién 1.11 probaremos que
toda fraccién continua periddica representa un irracional cuadratico, y todo irracional cuadratico puede ser

representado por una fraccién continua periodica.

1.3. Convergentes

Una de las razones por las cuales las fracciones continua son importantes es que ellas pueden ser usadas para
obtener aproximaciones numéricas de los niimeros irracionales.

Las fracciones continuas simples finitas

C1 = [al] = ai
2 = la,a2) = a1+ —
a2
c3 = lai,az,a3] =a; + i
az + —
as
1
c,. = [a1,a2,a3,...,a;] = a1 + . E—
az +
as + ——
+7
ag
se dicen los convergentes o reducidos de la fraccion continua simple [a1, ag, ...,]|. (La fracciéon continua simple
[a1, az, ...] puede ser fraccion continua finita o infinita.) En esta secciéon examinaremos alguna de las propiedades

de los convergentes de las fracciones continuas simples por medio de ejemplos. Mas adelante se demostraran al-
gunas de estas propiedades de los convergentes, incluso las propiedades de los convergentes como aproximaciones

de los nameros racionales e irracionales.
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EJEMPLO 1.9 Determinar los convergentes de la fraccion continua simple finita [1,3,4,2, 3].

c1 = [1}:1
L3 =142=2
C = = _- = —
2 ) 3 3
1 17
g = [L34=1+—7=13
3+
4
1 38
Cq4 = [1,374,2]:14-71:@
34+ —
4 _
+2
1 131
¢ = 13423 =1+ ——5— =
St —1—
44+ —
2 _
+3

Notese que en el ejemplo 1.9, el quinto convergente ¢ es igual al valor de la fraccién continua simple, pues consta
de cinco términos, que son [1,3,4,2, 3].

En general, el altimo convergente de una fraccién continua simple finita es siempre igual al racional representado
por esa fraccién continua.

Ademsés, ndtese que cada convergente de la fraccidén continua simple finita en el ejemplo 1.9, es una mejor

. . . 13
aproximacion del nimero racional —— que el convergente precedente; esto es,

100
131 31 131 4 7
100 100 0,3100 100 3‘ 300 0,0233
131 17 3
_— = —_— 2
100 13 1300 0,0023
131 38 1
— = = — =0,0003
100 29 2900
131 131 0
100 100|
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EJEMPLO 1.10 Derterminar los primeros cinco convergentes de la fraccion continua simple infinita [2,2,4].

C1 :[2} =2
1
=22 =245 =25
1 22
C3 — [272,4] :2+71 = 5 :2,444
2+ -
4
1 49
¢ =[2,24,2 =2+ ——— = 5 =245
2+ —
4 _
+2
1 218
¢ =[2,2,4,24 == 2+ ———7—— = 25 = 2,449
24—
4+ —
2 —
+4

Como % ~ 2,449 y /6 ~ 2,449, uno podra conjeturar que la fraccion continua simple infinita [2,2,4] del
ejemplo 1.10 representa al ntmero irracional /6. En verdad, este hecho puede ser verificado expresando v/6
como una fraccion continua simple infinita por el método de la seccion 1.2.

Otra vez, notese que el ejemplo 1.10 el segundo convergente ¢ es una mejor aproximacion a v/6 que el primer
convergente c1, el tercer convergente cs es una mejor aproximacion de v/6 que el segundo convergente cs, el cuarto
convergente c4 es una mejor aproximacion a /6 que el tercer convergente cs, el quinto convergente cs es una
mejor aproximacion a V6 que el cuarto convergente c4. Los convergentes ¢y, co, ¢3, ¢4 v ¢5 de la fraccion continua
que representa /6 forman una sucesién de niimeros racionales que son aproximaciones cada vez mejores de /6.
Consideremos el grafico de los cinco primeros convergentes de la fraccion continua simple que representa a v/6

que aparece en la figura 1.1.

2.b <2 Ca
/3\ I o —
Vb e, g,
3 C&,
1 2 3 4 5 t
Figura 1.1

Los convergentes correspondientes a impares ci, ¢, c5 son menores que v/6; los convergentes correspondientes a

los pares ¢y, ¢4 son mayores que /6.
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Ademas,

01<63<C5<\/6<C4<62

Resultados similares fueron obtenidos en el ejemplo 1.9. En general se puede demostrar (mas adelante los teore-

mas) que

1) los convergentes correspondientes a indices impares de una fracciéon continua simple forman una sucesion

creciente, esto es,

cr<cz<cey<--e

11) los convergentes correspondientes a indices pares de una fraccién continua simple forman una sucesion de-

creciente, esto es,

Co>cC4>c6> -

111) todo convergente correspondiente a indice impar de una fracciéon continua simple infinita que representa a

un ntmero irracional x es menor que z, y todo convergente correspondiente a un par es mayor que z, esto es,

c1<ce3<cesp << r< o< cg<ceyg<ey

Como la primera es una sucesién creciente acotada superiormente, y la segunda una sucesién decreciente acotada
inferiormente y las dos sucesiones son acotadas por el teorema de convergencia mono6tona, convergen a un mismo

valor z.
El enunciado (IIT) puede ser modificado para cubrir el caso de una fracciéon continua simple finita que representa

a un nimero racional x s6lo cambiando la desigualdad por igualar a partir de un cierto convergente. Este con-

vergente c; corresponde al Gltimo convergente de la representacion de x.
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EJEMPLO 1.11 Encontrar una aprozimacion décima a7, calculando el cuarto convergente de [3,7,15,1,292,1,---].

El cuarto convergente de la fraccién continua simple infinita que representa m es [3, 7,15, 1]; esto es,

ca = [3,7,15,1]

. Como [3,7,15,1] = [3,7, 16],

i = [3,7,16]

T+ 15
355

113
3,14159

Q

Por lo tanto,

m =~ 3,14159.
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1.4. Evaluacién de convergente

Aunque cada convergente de una fraccién continua simple representa una mejor aproximacion al valor de la
fraccion continua que el precedente, no es eficiente calcular cada convergente a partir de su definicion. Existen
relaciones recursivas que nos permiten calcular cada convergente de una fraccion continua simple a partir del
convergente precedente y los términos de la fraccién continua. El anélisis siguiente motiva el enunciado de estas

relaciones que se demuestra en el teorema 1.4.

. . Pn
Consideremos cada convergente ¢, expresado como el cociente de dos enteros p, y ¢, , esto es, ¢, = —. Ahora

dn
bien, por definicién,

ci=a;, porlocual p1=a1 vy q=1;

1
co=a1+—, porlocual py=ajas+1 y ¢ =as;
az
1
c3 =a1 +

1
ag—&——
as

azaza1 +ay +as
asas —+ ].
a3(a2a1 + ].) + aq
agas + 1
agpz + p1

=————, porlocual ps=asps+p1 ¥y ¢ =asq+q;
asqs + q1

G=mt
G2t —

CL3+*
Q4

a4a3a2a1 + asayr + agaq + a4as -+ 1
agasao + as + ayg
as(asagay + a1 + az) + (aza; + 1)
aq(asag + 1) + as

a4p3 + P2

=————, porlocual py=ap3+ps y q1=asq3+ qo-
a4q3 +q2

Las expresiones ps, q3,p4, ¥ q4 Sugieren que

Pn = pPn—1+pn—2 Dparan=3,4,5.6,...

n = GnQn—1 + gn—2 para n:35455567---
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. Pn . . . .
Teorema 1.4 Si ¢, = —, donde ¢, es el enésimo convergente de la fraccion continua simple [ai,aq,as, ...,
n

entonces

p1 =ai, p2=aga;+ 1

=1 q=a

Pn = QnPn—1 +Pn—2 para n > 3,

qn = QnQn—1 + dn—2 para n > 37

DEMOSTRACION: Las expresiones para pi,qi, p2 ¥ g2 pueden ser obtenidas de la definicion de convergente.

Las relaciones recursivas para p, y ¢n, donde n > 3, son demostradas por induccién matemética. Ya hemos de-
mostrado que las relaciones son verdaderas para n=3. Supongamos que las relaciones recursivas son verdaderas

para todo entero entre 3 y k. Entonces

]:pi

cx = la1, a2, a3, ..., ax
qk

)

donde py = axpr—1 + Pk—2 Y @k = akqr—1 + qx—2. Ahora,

a

Ck+1 = [a17a27a37"'7akaak}+1] = |ai,az,as,...,a, q -
k—1
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Por lo tanto,

1
P _ _|_ _
(ak+ak+1>pk1 Pk—2

Ck4+1 = 1
(ak + ) Q-1+ qr—2
Q41

~ agyr (agpr—1 + Pr—2) + Pr—1

apt1 (ARQr—1 + qr—2) + qr—1

_ Ok+1Pk + Pr—1
k419K + Qr—1

AST P41 = Ak 1Pk + Ph—1 Y Q1 = Ck41Gk + Qh—1

Por lo tanto,

Pn = GnPn—1 + Pn—2 para n > 3,

dn = QnQdn—1 + qn—2 paran Z 3.
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Ejemplo 1. Encontrar los convergentes de la fraccion continua simple finita [1,3,5,1,2,4] usando el teorema 4.4.1.

Solucion: Como a; = 1,a2 = 3,a3 =5,a4 = 1,a5 =2y ag = 4,

pr=a =1
=1
b1
c1 = —
q1
p2 =asa1 +1=3(1)+1=4,
G2 = az =3,
D2
Cy = —
q2
p3 = azpz +p1 = 5(4) +1 =21,
q3 = azq2 + q1 = 5(3) +1 = 16,
p3 21
Cy = — = —;
qs3 16
P4 = asp3pr = 5(4) +1 =21,
ga = asaqz + g2 = 1(16) + 3 =19,
pa 25
C4 = — = 7’
qa 19
ps = asps + p3 = 2(25) + 21 =71,
s = asqa + g3 = 2(19) + 16 = 54,
o — D5 o 71
o qs 54’
Pe = agps + pa = 4(71) + 25 = 309,
g6 = asqs + q4 = 4(54) + 19 = 235,
. _ps _ 306
7 % 235

A menudo es conveniente ordenar los calculos y formar una tabla:

i |1 2 3 4 5 6
|1 3 5 1 2 4
pill1 4 21 25 71 309
¢ |1 3 16 19 54 235
|l 3 % B & %

El calculo de los convergentes puede también ser llevado a cabo usando las definiciones formales pg = 1,q9 =

0,p-1=0yqg1=1
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Entonces

Pn = GpPn—1 + Pn—2 Paran > 1

Gn = AnQn—1 + qn—2 para n > 1.

Ejemplo 2. Evaluar la fraccién continua simple finita.

[3,1,2,1,1,2,2]

i -1 0 1 2 3 4 5 6 7
a; 31 2 1 1 2 2
pi| 0 1 3 4 11 15 26 67 160
¢ |1 0 1 1 3 4 7 18 43
El valor de la fraccion continua simple finita [3,1,2,1,1,2,2] es el valor del séptimo convergente c7, esto es, %

1.5. Convergentes Como Determinantes

Un método de célculo de convergentes completamente diferente involucra el uso de determinantes. Los deter-
minantes nos permiten calcular cada convergente de una fracciéon continua simple directamente a partir de los
términos de la fraccién continua, esto es, no es necesario conocer los valores de los convergentes precedentes.

Como un ejemplo del proceso, consideremos el problema de calcular cada convergente ¢4 de la fraccion continua
simple infinita [ag, az, ...]. Como consecuencia del teorema 1.1, cada uno de los primeros cuatro convergentes c;,

puede ser expresado como el cociente de dos enteros p, y ¢, donde

p1 = ax, g =1

p2 =azp1 +1, G2 = G2q1;

p3 = azp2 + p1, g3 = asq2 + qi;
P4 = a4ps + P2, g4 = a4q3 + q2;
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El conjunto de ecuaciones que contienen a pi,ps2,p3 y psa representa un sistema de cuatro ecuaciones lineales.

Reordenando los términos de estas ecuaciones tenemos:

4! = —a
azp1 — p2 = -1
p1+azp2 —p3 = 0
D2+ Gap3 — P4 = 0.

Usando la regla de Cramer para la resolucion de un sistema de ecuaciones lineales,

Pa =

Como todos los elementos sobre la diagonal principal en el determinante del denominador son ceros, el valor del

determinante es a igual (—1)%, esto es, 1. Por lo tanto, por las propiedades de los determinantes

-1 0 0 —-a ag -1 0 0

aa -1 0 -1 1 a -1 0
p4 = =

1 a3 —1 0 0 1 a3 -1

0 1 a4 0 0 0 1 a4

Anéalogamente, el conjunto de ecuaciones en las incognitas q1, g2, g3yg4 representa un sistema de cuatro ecuaciones

lineales. Reordenando los términos de esas ecuaciones, tenemos

—q1 = -1
a2q1 — q2 = 0
@ tage—q3 = 0
g2 tasqs—qs = 0.
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Otra vez, usando la regla de Cramer,

qs =
-1 0 0 0
as -1 0 0
1 as -1 0
0 1 aq -1
-1 0 0 -1
a 0 0 0

q4 =

1 a3 -1 0

Si evaluamos este determinante usando los menores correspondientes a los elementos de la cuarta columna,

a9 -1 0
qe =1 as -1
0 1 aq

Entonces, por definicion,

04 = — =
qa az —1 0
1 as -1
0 1 (47}

Aunque los determinantes que representan py y ¢4 son de 6rdenes diferentes notese la semejanza en el ordena-
miento de los elementos. Ademés, notese que los valores de los determinantes que representan ps y ¢4 dependen

directamente de los términos de la fraccion continua simple infinita [a;, as, as, - --].
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EJEMPLO 1.12 Por medio de determinantes, evaluar la fraccion continua simple finita [1,5,2,4]

El valor de la fraccion continua simple finita [1, 5,2, 4] esta dado por el cuarto convergente c¢4. Como a; = 1,a9 =

5,a3 = 2,a4 = 4, entonces por la ecuacién anterior y las propiedades de los determinantes

1 -1 0 0
1 5 -1 0
ps =
0 1 2 -1
0 0 1 4
-1 0 1 -1 0
= 1 2 =1+0 2 -1|=49+9=258
0 1 4 0 1 4
5 -1 0
g = |1 2 —1|=49
1 4
_ ps 98
cy = T

La consideracién del anélisis anterior en una forma general sugiere el teorema siguiente, que define a los conver-

gentes como determinantes.

. Pn L. . . .
Teorema 1.5 Si — es el enésimo convergente ¢, de la fraccion continua simple [a1,asz,as, -], entonces
qn

P = [l an = 1Bl

donde |a;;|| y 1|81 son determinantes de orden n y n — 1, respectivamente, y

-1 sii+1=3j -1 sit+1=3j
sy = a; sii=] 8, = Ait1 sii=7]
1 sit—1=3j 1 sii—1=j
0 para todo otro valor de i y j; 0  para todo otro valor de i y j;
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EJEMPLO 1.13 Determinar el quinto convergente de la fraccion continua simple infinita [2,2,4] por medio de

determinantes.

Como a; =2, a2 =2, a3 =3, ag =2y as = 4, por teorema 1,5 y las propiedades de los determinantes

2 -1 0 0 0
1 2 -1 0 0
ps = |0 1 4 -1 0
0 0 1 2 —1
0 0 0 1 4
2 -1 0 0 1 -1 0 0
1 4 -1 0 0 4 -1 0
0 1 2 —1 0 1 2 —1
0 O 1 4 0 0 1 4
4 —1 0 1 -1 0 4 -1 0
= 41 2 -—1|/+2j0 2 -—-1l+1 2 -1
0 1 4 0 1 4 0 1 4
= 4%x404+2%x94+40 =218
2 -1 0 0
4 -1 0 1 -1 0
1 4 -1 0
= =210 2 —1/+10 2 -1
0 1 2 1
0 1 4 0 1 4
0 O 1 4
= 2x40+9=89
_ b5 _ 218
g 89
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1.6. Algunas Propiedades de los Convergentes

Los teoremas siguientes relativos a las propiedades de los convergentes son extremadamente interesantes y utiles.
Estos teoremas son los requisitos previos para entender el uso de convergentes en las aproximaciones numéricas

a nimeros irracionales que serdn discutido més adelante.

Teorema 1.6 Sic,, = —, donde ¢, es el convergente enésimo de la fraccion continua simple, entonces
n

Pnn—1 — Pn—19n = (71)71, (14)

esto es,

Cp— Cpe1 = (1.5)

Demostracién:

La demostracion es por inducciéon matematica. Sea n = 1. Entonces, usando las definiciones de pg v qo,

prdo —poq1 = ay x0 —1x1=—-1=(-1)".

Como este caso es ms bien trivial y usa las definiciones adoptadas de py y qo, verificaremos también que esta

relaciéon (1,4) es valida para n = 1;

p2qi —p1g2 = (aza1 + 1) * 1 —ay xay = 1 = (—1)°.

Supongamos que la relacion (1,4) es valida para n = k. Entonces

Pht1Qk — PeGk+1 =  (@r1Pk + Pr—1)qk — Pr(arr1qr + qe—1)
= Qk4+1Pkqk + Pk—1Gk — Ok+1Pkk — Pkk—1
= —(PrQr—1 — Pr—1qk)
= (-1

— (71k+1)

Por lo tanto,

Pndn—-1 — Pn—-19n = (*1)71
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Para n > 1. Ademas,

Pndn—1  Pn—14n _ (_1)n
InGn-1  GnGn—1  Gndn-1
]in B Pn—1 (_1)n

G -1 Gnln—1
qnQdn—1

EJEMPLO 1.14 Verificar el teorema 1,6 con la fraccion continua simple finita [2,3,11, 2]

1 -1 0 1 2 3 4
a; 2 3 1 2
pi | 0O 1 2 7 79 165
¢ |1 0 1 3 34 71
pigo—poqn = 2x0—-1=0-1=—-1=(-1)}
Paqi —P1ga = Tx1—2%3=T—-6=1=(-1)%
p3ga —Paqzs = T9x3—Tx34=237-238=—1=(-1)3
Paq3 — P3qa = 165*34—79*71:5610—5609:1:(—1)4.

Teorema 1.7 Cada convergente de una fraccion continua simple es un nimero racional expresado en su forma

. . . Pn . . . .
irreducible, esto es, si — es el convergente enésimo de una fraccion continua simple, entonces (Pp,qn) = 1
qn

Demostracion:
Usando el teorema 1,6 puede ser expresado como una funcion lineal homogénea de p,, y ¢,. Como (p,,q,) es
el menor entero positivo que puede ser expresado como una funcién lineal homogénea de p, y g5, se tiene que

(pna qn) =1

. Dn . . . .
Teorema 1.8 Si ¢, = —, donde ¢, es el convergente enésimo de la fraccion continua simple [a1,a2,a3,- -],
n

entonces
Pndn—2 — Pn—24n = (71)7171&" (16)
esto es,
1 n—1
Cp — Cp_g = ()7%. (1.7)
dnqn—2
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Demostracion:

Como p, = apPr-1+Pn-2 Y Gn = GnGn—1 + ¢n—2 para n > 1, entonces

Pndn—-2 — Pn—-24n = (anpn—l +pn—2)Qn—2 - pn—Q(anQn—l + %1,—2)
= anPn—-19n-—2 +pn—QQn—2 — QpPn—2G9n—1 — Pn—24n—2

= an(pn—lqn—2 _pn—2Qn—1)

= (—1)"_1an.
Ademas,

Pndn—2 . Pn—24n _ (_1)n_1an

qndn—2 qnQdn—2 qnQqn—2
]ﬁ _ Pn—2 _ (_1)n_1an

dn qn—2 qnqn—2

-1 nfla
o ey = (HDTan

dndn—2

EJEMPLO 1.15 Verificar el teorema 1,8 con la fraccion continua simple finita [3,4,2,1,3].

i |-1 01 2 3 4 5
a; 3 4 2 1 3
pi| 0 1 3 13 29 42 155
|1 0 1 4 9 13 48

pg1 = 3%1-0%x1=3-0=3=(-1)"%3=(-1)%x;
P2go —pogz = 13%0—1xd=—4=(—1'x4=(-1)tay;
p3qr —p1gz = 29%1—-3%x9=2=(-1)2?%2=(—1)%as;
pago —Paqs = 42%4—-13%13=—-1= (=11 =(-1)3ay;
psq3 —p3qs = 155%9—29%48 =3 = (—=1)* %3 = (—1)*as.
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Capitulo 2

Introducciéon a la Teoria de Aproximacion

Diofantica.

2.1. Teoria de Aproximacién Diofantica.

Primeramente damos a conocer unos teoremas importantes sobre los nimeros racionales e irracionales que

son muy importantes para el desarrollo de unos teoremas que se dan mas adelante.

Teorema 2.1 Mostrar que, dados a ¢ R y n > 1, un entero, existe un racional E, donde 1 < g < n, tal que
q

Demostracion:

Dividiendo el intervalo de [0, 1] en n partes:

Ahora consideremos los n + 1 nameros 0, a — [, 2a — [2a],..., na — [na], donde la parte fraccionaria de un

namero ((z)) es: ((z)) = = — [z].

Luego hacemos parejas de subintervalos de longitud % y asi obtenemos:

0. 1) [12) [2.8) [n=tn
7n7n7n7n’n 90t n7n
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Observemos que 0 <z — [z] <1y que z — [z] =0, si y s6lo si z es un entero.

Apartir de lo anterior decimos que existen s y t, 0 < s < t < n, tal que sa — [sa] 0 ta — [ta] pertenecen a un
mismo subintervalo.

Sean ¢ =t — sy p = [ta] — [sa]. Tenemos, por lo tanto,

lgoe=pl = [(t = s)a = ([ta] = [sa])

(ta = [ta]) = (s — [sal)

1

< —

n
Por lo tanto ’a — E‘ <L
q nq

Si g < n, en efecto, se demuestra en (2) que
1
a— p‘ <5 2)
q q

En (1) y (2) podemos, obviamente, suponer que p y ¢ sean relativamente primos. Si « es un racional, o = ¢,
donde (a,b) =1y b > 0, entonces la desigualdad (2) tiene solamente un namero finito de soluciones en nimeros

py q relativamente primos porque, sea o # % y p > 0, tenemos

a_p|_lega=bpl 1
bg T bg

donde concluimos que, siendo (2) verificado, g < b.

En el teorema siguiente, mostraremos que (2) posee infinitas soluciones para « un irracional.
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Teorema 2.2 Si « es un irracional, entonces la desigualdad (2) posee un ntmero infinito de soluciones para

todos los p y ¢ relativamente primos.
Demostracion:

Sea mp un entero, ny > 1, pero por el teorema 2.1 obtenemos un par de enteros p; y ¢, relativamente primos,

tal que

1
By = <a - pl) <«
q1 niqi

donde 1 < ¢; < ny. Como « y es irracional, 51 # 0. Luego podemos escoger un entero nog > é y determinar

enteros ps v q2, relativamente primos, tales que,

q2 n2q2 )

Con 1 < ¢ < no. Repitiendo este procedimiento, obtenemos una secuencia infinita de nimeros positivos decre-

ciente
b1 > P> ...> 0B > ...

donde el numero

satisface las desigualdades 3; < q%, concluimos la demostraciéon del teorema.
3
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Teorema 2.3 Para todo « irracional el conjunto {m + na, m,neZ} es denso en R.
Demostracion:

Debemos mostrar que para todo 3 real y € > 0, arbitrario, existen enteros m, n tales que (8 — (m + na)) < e.
Escojamos, inicialmente, N tal que % < e. Para este N y el a dado, el teorema 2.1 nos garantice la existencia

de enteros p y ¢ tal que
-p) <=
(qa —p) <

Siendo « irracional. (g — p) > 0.

Podemos, de esta forma, dividir una recta en multiplos de r = (g — p).

| 3 i
r T

—r 0 r 2r ar

—t

donde concluimos que existe un entero M tal que Mr < 8 < (M + 1)r. Luego

(B—Mr) = (B—M(qga—p))
= (B—((—Mp)+ (Mq)a))

= (B (mtna) < <e

En la ultima igualdad admitimos r = ga — p. Para r = p — ga tendriamos que tomar m = Mpy n = —Mgq, y

concluimos la demostracion.
En las inclusiones N C Z C Q C R, el paso de Q a R es, sin duda el més complicado y conceptualmente el
ntimero real de representacién estd conectado directamente a la propia nocién de ntumero real. Una propiedad

esencial de R es que todo ntumero real puede ser aproximado por numeros racionales. Efectivamente, dado xeR,

existe k = [z] eQ tal que 0 < z — k < 1. Podemos escribir una representacion decimal de
x—k=0,a1,a2,...a4n..., a;e{0,1,...,9},
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Que significa que si 7, = ay, + 10.a,—1 + 100.a,,_3 + ... + 10"~ .a;, entonces w <z—k< ’"fot,l, y por lo tanto

T . ., . T 1
k + {g es una buena aproximacion racional de z, aunque el error (:c — (k+ w—n)) es menor que =, y s un
niimero muy pequeno si n es grande. La representaciéon decimal de un nimero real proporciona una secuencia de

aproximaciones por racionales cuyos denominadores son potencias de 10.

Dado cualquier z € R y ¢ un natural no nulo, existe peZ tal que % <z< % (basta tomar p = [gx]), y por tanto

_ptl ~ 1
q — q’

‘m - g‘ < % yx
En particular, existe aproximaciones de x por racionales con denominador ¢, con error menor que % La repre-
sentacion decimal de x es equivalente a dar estas aproximaciones para los denominadores g que sean potencias
de 10, y tiene méritos como una conveniencia para realizar calculos que las representaciones més comunes de los
numeros reales. Por otro lado, se trata de la seleccién arbitraria de la base 10 , y aproximaciones racionales de
modo que x sea mucho mas eficiente que el valor actual.

Por ejemplo.

‘ 22 1 ‘ 314 ‘ 355 1 ‘ 3141592 ‘

T 7570 S |" 100l Y " 113 < 3000000 = |™ 1000000

355

113 son mejores aproximaciones de m de aproximaciones decimales que con denominadores

Se muestra que 2 y

mucho mas grandes son de hecho espectaculares de lo que podria esperarse.

El propésito de esta seccion es presentar otra manera de representar a los ntimeros reales, la representacién por
fracciones continuas, que siempre proporciona sorprendentemente aproximaciones racionales y de hecho buenas
aproximaciones, ademés de ser natural y conceptualmente simple.

Definimos recursivamente

Qg =T, An = [an]

1
sian, € Z, ap+1=———paratodon € N.
an — ap

Si, para algun n, a,, = a, tenemos

42



1

se denota,

def 1
| = a0+ ————

T = Qg = [ao;al,az,"'
ay +

as+ -
El significado de esta tltima notacion se aclarard méas adelante. La representacion de arriba se llama representa-

cion por fracciones continuas de x.

La figura da una interpretacion geométrica a la representacién de un niamero por fracciones continuas. Llenamos
un rectangulo de 1 x z, poniendo siempre el cuadrado mas grande posible en el espacio libre. Los coeficientes
ag, a1, ag, ... indican el numero de cuadrados de cada tamano. En la figura, los lados del rectangulo son ¢ < d

entonces

d
- =[1;2;2;1,..]
c

porque tenemos ag = 1 cuadrado grande, a; = 2 cuadrados méas pequenos, as = 2 cuadrados mas pequenos,
az = 1 cuadrado atn méas pequeno, y un gran nimero no estd disenando que son cuadrados todavia ain mas

pequenos.
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Reciprocamente, si x € Q su representacion sera finita, y sus coeficientes a,, provienen del algoritmo de Euclides:

si =2 (con con ¢ > 0) tenemos

p=aqg+m 0<r; <gq
gq=air1+r2 0<ro<mrm

ri=asro+1r3 0<r3<nry

Tn—1 = GpTn

Entonces

_p_ o 1 1 - = S S BY
T = ag + p ag + a1+% aop + a1+a2iL3 aop + ot T [ao,al,az, ,an].
)

ag+ oL
Esto ya es una ventaja de representacion por fracciones continuas.

La representacion decimal de nimeros reales esta vinculada a la funcion f : [0,1] — [0,1] dada por f(z) =
10z —[10x], mas precisamente, la funcion dinamica de f. La funcién dinamica de f nos referimos al estudio de com-
posiciones sucesivas: para cada punto z € [0, 1], estamos interesados en la secuencia z, f(z) f(f(z)),... €[0,1],

cuyos términos son llamados iteraciones sucesivas de f. De hecho, si € [0,1] tienen representacion deci-

mal 0,ajazas ..., entonces ai[10x] y f(z) = 0,azazay.... Definiendo, asi f! = f y f*t' = fo f", te-
nemos f"(z) = 0,ap4+10n+2an+3... para todo n > 1. Asi, por ejemplo, si x = % = 0,333..., tenemos
f(x) = 0,333... = z (en ese caso, decimos que z = % y un punto fijo de f); si z = % = 0,121212..., te-
nemos f(x) =0,212121... y f(f(z)) =0,121212... = x (en este caso decimos que x = % es un punto periédico

de periodo de f2) y, si x € [0,1] y no es racional, sus iteraciones por f sera todas distintas, porque su represen-

tacion decimal serd periddicamente cualquier digito.

La representacion en fracciones continuas estd vinculada a la funcién dindmica g : (0,1) — [0,1] dada por
g(z) = 2 = 1 —[1] tambien conocida como transformacion de Gauss; si a« = [0;a1,az,a3,...] € (0,1), en-
tonces a; = [é] y g(a) = [0;as,a3,ay4,...]. Por lo tanto, mediante el establecimiento de como antes g = g y

g™t = gog" para todo n > 1, tenemos ¢g" () = [0; apt1, Gni2,Anis, |, para todo n > 1.
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A continuacion representamos los graficos de f(x) = 10z y g(z) =

—0
—o
-0
o
—0
0

y = f(z) ={10z}

L d

1
B = [ag; a1;asg, ..., a,], n > 0. Esta

. Sea p, € Z, q, € N>¢ tal que los numeros primos 2z

Sea x = [ag; a1;az;...]
fraccion 2= se llama el n-ésimo convergente de la fraccion continua dez.

Proposiciéon 2.4
Dada una secuencia (finita o infinita) tg, t1,t2,... € R tal que ¢; > 0, para todo k > 1, definimos las secuencias

(@m) y (ym) pOr To = to, Yo = 1, &1 = tot1 + 1, y1 = 1, Tmi2 = tmi2Tmi1 + Tims Ymt2 = tmt2Ymt1 + Yms ¥

para todo m > 0. Tenemos

tostiste, ..., tn| =t +
[tost1;t2 nl 0 ot

tot T—

Ademas, Tp41Yn — nynt1 = (—1)", para todo n > 0.

Demostracion:
La prueba sera por inducciéon sobre n. Para n = 0 tenemos [to] = to = 3 w—g Para n = 1, tenemos

= totitl Ly, para n = 2, tenemos

[to; t1] = to + ¢ = of-

to  totite +to + 12

1
to;t1;te) =t + —— =to + =
ltoi ta3te] = to i Uttt tits + 1

_taltoti + 1)+t _ taxi+mo _ 22
tay1 + Y0 Y2

tot1 +1

Supongamos que la afirmacion sera valido para n. Para n + 1 en lugar de n tenemos
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[tO;tl;t27"'7tn;tn+1] = n[tO;tl;t27'”7t:n+

]

tn+1
(tn + L)a':nfl + Tp—2

tnt1

(tn + ﬁ)yn—l + Yn—2

b1 (tn@n—1 + Tn—2) + Tn_1
tn-i-l(tnyn—l + yn—2) + Yn—1
tnt1%n + Tn-1  Tnt1
bng1Yn +Yn-1  Yni1

ahora demostraremos por induccion, la segunda afirmacién. Tenemos

T1yo — woy1 = (toty + 1) — toty =1 = (—1)°

Y Sl Zpt1Yn — Tnynt1 = (—1)™ para algian valor de n, entonces

Tni2Untl — Tni1¥ntz = (tnpoTnir + Zn)Yny1 — (tn2¥Ynit + Yn)Tnit

= *(xn—o—lyn - xnyn+l) = 7(71)n = (71)n+1

U
En los proximos resultado, x = [ag; a1;as : as, ..., ap] serd un nimero real, y (%) N’ Z—: = [ap; a1; az, ...
n

reducird a una sucesién de fraccion continua de .
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Corolario 2.5 Las sucesiones (p,,) vy (g,) satisfacen las recurrencias

Pn42 = Qn42Pn+1 T+ Pn Y qn+2 = Qn42qn+1 + Qn

para todo n > 0, con py = ag, p1 = apa1 + 1, go =1y ¢1 = a;. Por otra parte,

Pn+19n — Pnqn+1 = (_1)n

para todo n > 0.

Demostracion:

Las sucesiones (p,,) y (¢) definidas por las recurrencias satisfacen, por la proposicion anterior, las igualdades

P
= =lap;a15a2, ..., Gn) Y Pnt1Gn — Pndni1 = (1), ¥n >0

an

Como pPr11Gn — Pngn+1 = (—1)", para todo n € N, tenemos que p, y g, dados por las recurrencias son primos

entre si. Ademés, también la siguiente recurrencia ¢, > 0, Vn > 0. Estos hechos implican que (%) v y la
"/ ne

secuencia redujeron la fraccion continua de x.

Corolario 2.6 Tenemos, para todon € N,

_ ApPn—1 +pn72 o = Pn—2 — qn—2T
QnQn—1 + Gn-2 " qn—1T — Pn—1

Demostracion:
La primera igualdad se sigue de la proporcién anterior para © = [a,; a1; az, ..., a,] ¥ la segunda es una consecuen-

cia directa de la primera.
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Proposiciéon 2.7 Tenemos

_ Pn _ ="
qn (an+1 + ﬁn-ﬁ-l)qu
donde
dn—1
Bt = —— =1[0;an,@n_1,0n_2,-..,a1
dn
En particular,
1 1 1
——< ‘x e 5 < 5
(an+1 + Z)Qn qn (anJrl + Bﬂ+1)qn An+14y,
Demostracién:
Por el corolario anterior
_Pn _ OngiPnt Pl —(=1)"!
dn Qn+19n + qn—14n (an-i-lCIn + Qn—IQn)
—(PnGn—1— Pn—1dn) _ —(=n*

(nt1Gn + n-1)qn  (@_n+1gn + ¢u_1)an
(1" - (=" _ (-

(an—HQn + Qn—l)Qn (an+1 + aniln)Q% (an—i-l + /Bn—&-l)qzl

En particular,

1
(ng1 + Bry1)g2

Y como [apt1] = ant1 ¥y 0 < Bns1 < 1, se deduce que apy1 < apt1 + Bnt1 < ans1 + 2, lo que implica la ultima
afirmacion.

La expansion de (3,41 de la siguiente fraccién continua

dn—1 _ dn—1 — qn—1 1

dn—2
dn OnGn—1 + qn—2 dn Gn, + q;—l

aplicando de forma recursiva.
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Observacion 2.8 Como lim,,_,+ ¢, = +0c (debido a que (g,,) es estrictamente creciente), sigue esta proposicion

. p
limy,— oo = = x
qn
Lo que permite recuperar a = de ag,a,asg, ..., da sentido a la igualdad x = [ag;a1;az,...] cuando la fracciéon

continua de z es infinita (es decir, cuando x es irracional).

Observacion 2.9 La proposicion implica que, para cada « irracional, la desigualdad ‘a — %‘ < q% tiene infinitas

soluciones racionales 2. Este hecho se conoce como el Teorema de Dirichlet.
q

p

a| < L tiene s6lo un namero finito de soluciones

q

Es interesante observar que, a = £ € @, la desigualdad ‘a —

racionales %. Este hecho, |% — g’ < q% es igual a |gr — ps| < g, lo que implica que g < s.

La siguiente proposicién muestra que los convergentes pares forman una sucesién creciente, y que los convergentes

impares forman una sucesion decreciente.

Proposicién 2.10 Para todo k > 0, tenemos

P2k P2k+2
A2k Q2k+2

<r< DP2k+3 < P2k+1
q2k+3 q2k+1

Demostracion: Los resultados se deducen de los hechos generales. Para todo n > 0, tenemos que

Pnt2  Pn _ OGng2Pntl +Pn Gn
qn+2 an B On+2qn+1 +qn  qn
an+2(pn+1(Zn _pnCInJrl) . (_l)nan+2
B qn(@n+2Gn+1 + qn) B An+29n

y positivo para n par y negativo para n impar. Por otra parte, para todo n > 0, tenemos que z — B2 =

an
(=n"

oo © positivo para n par y negativo para n impar. Bl
n+1qn+qn—1)dn
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Prposicién 2.11 Sean ag,a1,as, ..., a, enteros con ap > 0, Vk > 1, y sea (& la sucesion de fracciones
qk k>0

continuas [ag; ai;as, ..., a,]. Entonces, el conjunto de ntmeros reales cuya representacion por fracciéon continua

ag, a1, ...a, es el intervalo

ap) = P [ag, a1, ...

an

Pn PntPn—1
_ n’ qntdn-1
PntPn—1 Pn . :
(Qn+Qn—1 5 Qn] St esimpar

I(ag, a1, as, ... yan, o), > 1

n es par

Ademas, la funcion G : (1,400) — I(ag,as,as,...,a,) dada por G(«) = [ag; a1, ag, ..., ayn, @] monoétona, siendo
creciente para n impar y decreciente para n par.
Demostracion:
Es suficiente observar que, al igual que en la prueba del corolario anterior, G(a) = [ap;a1,az2,...,an, ] =
AP +Pnt1l _ Pn (=" _ Pntqn-1 _ Pn
e = 2t Gt e Y por tanto G es creciente para n par. Como, G(1) = e G(a) = oa,
tenemos:

(2 2tmat) s par

G((1,4+00)) = § po o
ntPn—1 pn . .

(qn+%il , qn> st nesimpar

Por lo tanto
I(a07a17a27"’ »anva]aa>1}

"E »Q"E

((1,400))

o = {2}
- e

PntPn—1
A
(pn+pw—1

" . .
dntan_1’ n} St nesimpar

a0



Proposicion 2.12 Dados enteros ag,ay,as, ..., con a; > 0, Vk > 1, existe un unico ntimero real « (que es

irracional) cuya representacion por fracciones continuas es [ag; a1, as, ...]

Demostracion:

Consideremos las sucesiones p,, y ¢, definidas por las recurrencias

Pn+2 = @n42Pn+1 +DPn Y Gn+2 = Gn+2qn+19n

para todo n > 0, con py = ag, p1 = apa1 + 1, go =1y ¢1 = a1. Tenemos, al igual que en la proposicion 2.10,

2k < Dokt Pakis Qk‘i‘l, Vk > 0,
q2k q2k+2 q2k+3 q2k+1

Por lo tanto, teniendo en cuenta los intervalos cerrados

{ka P2k+1]
I = | =, ==
42k q2k+1

tenemos I C Iy, Vk > 0, y por tanto, como

1| = P2k+1 P2k _ P2k+192k — P2kQ2k+1 _ (—1)2F _ 1
Q@2k+1 42k Q2k-+192k Qori1@2k  Qht192k

tiende a 0 cuando k tiende a infinito, tal que existe a € R

ﬂ]k:a

Como, para todo k > 0,

D2k <a> P2k+1

fl = [ao;a17a27a37"'7a2k7a2k+1]
q2k q2k+1

[00;01,a2,a3,ma2k] =

y la proposicion anterior, [ag; a1, a2, as, ..., agk] ¥ [ao; a1, az, as, ..., sk, azk+1] pertenecen a I(ag; a1, ag, as, ..., azg ),

que es una serie, se deduce que « € I (ap;ai,as, - ,as), y por tanto la fraccién continua de a comienza con
ag,a1,a2, - ,as, para todo k > 0, hay que tener en cuenta que, como la representacion de fracciones continuas
cuando « es infinito entonces « es irracional. |
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Ejemplo 1. Tenemos

1. 7=[37,15,1,292,1,1,1,2,1,3,1,14,2, 1, ...], por tanto

P, m_2 p 33 p 3%

w0 a7 ¢ 106 g3 11377

2. V2 =1;2,2,2,...] porque
1 1 1
V2=1+ =l+—=14+——
1 1
V2+1 2+ 5 24 51

Esto demuestra que, en particular, v/2 y 1+2‘/3 son irracionales porque sus fracciones continuas son infinitas.De
ahi se sigue también que v2 — 1 =[0;2,2,2,---] y @ =[0;1,1,1,---] son puntos fijos de la transformacion
de Gauss g.

2.2. Aproximaciones Reducidas

Teorema 2.13. Tenemos, para todo n € N,

1 1
Tr — pl S < -
dn dndn+1 qn
Ademaés
1 1
z—In <s3 6 ‘x—pn—H 5
| 2q; nt1| 2054
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Demostracién: El numero x siempre pertenece al segmento con extremos %ﬂ y Z"ﬁ cuya longitud es
-1 1 1 1
Pnii _ Pnl_ (=1) = :>‘:c—p"< <3
dn+1 dn dndn+1 dndn+1 qn Anqn+1 qn
Ademas
1 1
e Puls Loy ‘x _bam)y L
dn 2q” dn+1 2qn+1
entonces
1 P DPn+1 1
=|z— = +’x—n+ 255 To3 = 4nt1 =n
InGn+1 n nt1| 2G5 2Gn4

lo cual es absurdo, por lo tanto queda demostrado lo pedido.

1 1
dndn+1 Qn+1q%

Observacién 2.14 De hecho ’a: — %

. Cuanto mayor sea a,, mejor serd la aproximacion

Dn
dn

de z.

Teorema 2.15 (Herwitz, Markov). Para cualquier « irracional y todo n > 1, tenemos

1
Vbg?

a—p‘<

q

para al menos un racional

86 {pnl pi pn+1}
q -1 Gn Gnt1

En particular, la desigualdad anterior tiene infinitas soluciones racionales g.
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Demostraciéon: Supongamos que el teorema es falso. Entonces, por la proposicién 2,7, existe « irracional, n > 1
con oy, + B, < V5. Por lo tanto, tenemos a,4+1 = an42 = 1 como claramente ay < 2 parak =n,n+1,n+2 y si

cualquier ay = 2 para k =n+ 1,n + 2, seria ap + B > 2+ % > /5, lo cual es absurdo.

Sean x = VY= Bn+1. La desigualdad anterior se escribe
L+ < V5, f<fy—+i<f
1+z 1+y
Tenemos

l+24+4y<Vvbh = 142<V5—-y
1 1 1 1 NG
4z y  V5-y vy 1+y

=

V542
y por lo tanto y(v/5 —y) > 1 =y > Y22 Por otro lado tenemos

L 1 L1

l+y ~V6—-1-y l+y
NG

(1+y)(V5-1-y)

1
r<V5—1-y = =+
x

y por lo tanto (1 +y)(vV/5—1—9y) > 1=y < f , vy por lo tanto y = @, lo cual es absurdo porque

Qn_l

n

Y= PBny1= €Q.
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Observacion 2.16 En particular se demuestra que ‘a — % < \/51q2 tiene infinitas soluciones racioales %, para

todo a irracional. El nimero /5 y es el mayor con esa propiedad. De hecho, si

e>0, a=

1++5 ‘ p‘ 1
Y a—g < —F/——

(V5 + 0€)¢?

tenemos
. 1++5 g < 1
2 (V5 +€)q
-5
1+V5) 1-v5) _ ‘125_5
q 5 p||q 5 P Sire
0 sea,
1+V5 _p _
p2—pq—q2\<’ R
(V5 +€)

1+v5
2

Si ¢ es grande, q% es pequeno, y

V5
VE+e

% es muy cercano de 0, donde el lado derecho de la desigualdad es

< 1, lo cual es absurdo, para |p? — pg — ¢*| > 1, de hecho si p* — pg — ¢*> = 0, haria

P\ p B p_J14+vh 1-V5
((q) (q)1>oz>q€{ 2 2 }

lo cual es absurdo, porque % €qQ

cercano de

El siguiente teorema (y su coralario 2.19) se caracteriza en términos de error por la aproximacion reducida de x
en g, lo cual por definicion, |gx — p|, la relacion entre |z — §| y el error méximo de aproximacién es por g como

denominador.
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Teorema 2.17 para todo p, ¢ € Z, con 0 < ¢ < ¢p+1 tenemos

|gnz — pn| <|qz —pl.

Ademss, si 0 < ¢ < ¢y, la desigualdad seria estricta.

Prueba:

Como mcd(pp,g,) = 1, tenemos que % = % entonces p = kp, y q¢ = kg, para algin entero k # 0 en cuyo caso

el resultado es claro. Por lo tanto, podemos suponer que g #* % de manera que

1 1

‘p Ol — s

q dn qqn dndn+1
ya que q¢ < Gni1. Asi, % esta fuera del rango de los extremos ’qi y ’q’”ﬁ y por lo tanto

xp‘ Zmin{‘ppn ,‘pan }Z !
q q qn q dn+1 qqn+1
lo que implica
1
lgz —p| = > |gna — pnl -
qn+1

Pn+t1
qn+1’

finita, como el algoritmo de Euclides, el ultimo coeficiente a,, es siempre mayor que 1. En este caso, si ¢ < gy,

Ademss, la igualdad solo puede ocurrir si x = donde ant+1 > 2,V qnt1 > 2¢yn, como una fracciéon continua

tendremos

m_p’ . ’p_pn [Pt P
q q dn gn+1 dn
> IR S e | S 1

q4n dndn+1 q4qnqn+1 qqn+1

lo que implica
1
|q33—p| > Z |an_pn| |
gn+1
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Corolario 2.18 para todos ¢ < ¢y,

Corolario 2.19 Si |qz — p| < |¢'z — p'|, para todos los p' y ¢’ < ¢ tal que % %+ 5—:, entonces % es una fraccion

continua reducida de z.
Demostracién: Tomando n tal que ¢, < g < ¢+1. Por el teorema, |g,z —p,| < |gz —p|, y por lo tanto % = % |
Teorema 2.20 Si |z — £| < 55 entonces £ se deduce la fraccion continua de .

Demostracion: Sea n tal que ¢, < ¢ < ¢pt1. Supongamos que % #* %. Como la demostracion del teorema

anterior, [z — 2| > 1“ y asi £ esta fuera del intervalo de los extremos 2= y f;"%. Tenemos dos posibilidades:
1. Sig> q"% entonces |z — §| > qqu > ﬁ, es absurdo.
n
2. q < %,
m_p’ - pn_p’_ Prt1 P
q dn q dn+1 dn
> L b 14
q4qn+1 dndn+1 qqndn+1
S 1 S 1
2qqn — 24
lo cual también es absurdo.
Dado « € R, definimos orden de « por
_ P 1 , o . P
orda = supqv > o |a—=| < — ¢ tiene infinitas soluciones = € Q
q q q
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Observemos que el orden de cada nimero irracional puede calcularse a partir de su fraccién continua.

Teorema 2.21 sea « es un ntmero irracional, y sean [ap; a1, ag, as...] su fraccion continua % y su convergente,
n

entonces

l l
orda =1 +h’msupM = 2+h’msup%

n— 00 lnqn n— 00 ngn

Demostraciéon Sabemos que las mejores aproximaciones por racionales se obtienen a partir de la convergencia

de fraccion continua, asi para calcular el pedido, simplemente calcular el orden generada por la convergencia.

= _L_. Por el teorema 2,13 sabemos que ‘a — Lo

" Gn

1
dnqn+1

Sea s, > 0 un numero real tal que ‘a - Z—”
n

y

‘a_pn >1(a_pn +)Q_Pn+1>:1 Poti Puf|_ 1
dn 2 dn dn+1 2|Gnt1 n 2qnqn+1
Luego tenemos que
1 1 1

- < —< .
2QTan+1 (J%" dndn+1

y tomando logaritmo obtenemos
In2+1In g, +1Ingny1 = suln g + I gnyr.

In gn1

Por lo que ord o = limsup,, o, 7%
n

. Para mostrar la segunda igualdad, observemos que ¢, +1 = ap+1Gn+Gn+1,

asl

An+19n < qn4+1 < (a'n-‘rl + l)qnv

ahora tomando el logaritmo y dividiendo por In ¢, obtenemos

In any1 1 n g1 In(apsr +1)

+1
n gqp Ingy, In gy
por tanto lim sup,,_, . ”llnqizzl = 1+limsup,,_, ”;Tf;“.
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2.3. Fracciones Continuas Periodicas

En esta seccién vamos a demostrar que los ntimeros reales con fracciones continuas periédicas son exactamente
las raices de ecuaciones de segundo grado con coeficientes enteros.

Recordemos que en la representacion de x por la fracciéon continua, a,, «, de definen por la recursion

Qo =T, Gp = [an] Ap41 =
n — Qn

-1 — 92T
:pnl qn—2 Ve N.

Qp >
gn—1T — Pn—1

Esto da una prueba explicita del hecho de que la fracciéon continua de = es periddica, entonces x es una raiz de

una ecuacion de segundo grado con coeficientes enteros. De hecho, si a1 = ay, m € N, k € N5 se sigue que

Pn—2 — Qn—2z o Pn+k—2 — Qn+k—27T
- b
dn—1T — Pn—1 An+k—1T — Pntk—1

entonces Az2 4+ Bx + C = 0, donde
A= n—19n+k—2 — qn—249n+k—1
B = Prntk—19n—2 + Pntk—1 — Pnt+k—2Gn—1 — Pn—1qn+k—2

C= Pn—1Pn+k—2 — Pn—2Pn+k—1-

Notese que el coeficiente de 22 es no nulo, porque g"—’; es una fraccién irreducible de denominador ¢, _o, porque
N
Prn1Gn-2 — Pn—2Gn_1 = (1), y Z:::ﬁ es una fraccion irreducible de denominador ¢,4r—2 > ¢n—2, donde

gn—1 gntk—1

s 7 s €80 Gn1Gnyk—2 = Gn—2qntk-1 7 0.

Probaremos un resultado, debido a Lagrange que dice, si = es irracionalidad cuadratica, es decir, si x es un
irracional del tipo r + 1/(s), r,s € @, s > 0, entonces la fraccion continua de x es periddica, es decir, existe
n€ N yk&E Nsgcon a,ir = a,. En este caso, existen a, b, c enteros tales que ax? +bx +c = 0, con b? —4ac > 0

y v/ (b? — 4ac) irracional.
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Pn—10n+Pn—2

Como x = , tenemos:
qn—10n+qn—2
ar’ +br+c=0
2
:>a(pn—104n +pn—2> +b(pn—104n +pn—2> Te=0
dn—10n + gn—2 dn—10n + gn—2
- Anafl + Bpa, +C, =0,
donde

An = ap%—l + bpn—lQn_l + qu—l
Bn = 2apn71pn72 + b(pn71an2 + pn72Qn71) + 2CQn71Qn72
Cn = apifg + bpn72qnf2 + Cq727,72-

Teniendo en cuenta que C,, = A,,_1. Vamos a demostrar que hay M > 0 tal que 0z|A4,| < M para todo
n € N,y por tanto 0 < |Cy,| < M, Vn € N:

Pn-1 _ Pn-—
Ay =ap?_| +bpp_1qn_1 + g2y = agi_, (x - = ) (fﬂ - = 1) :

donde = y Z son raices de ax? + bx + ¢ = 0, pero

’(E _ Pn-1 < . S 1 — ‘An| _ aqul T — Pn-1 ‘(E _ Pn-1
dn—1 dn-1 dn—1 qn—1
< a(|x—a:|—|— x—pn1>
n—1
< M=a(lz—2z|+1).

Observemos que, para cualquier n € N,

B72'L - 4AnCn = (pnflqnf2 - pn72qn71)2 (b2 - 4ac) = b2 — 4ac
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Por tanto

BZ < 4A,,C, + b — dac < AM? + b? — 4ac

= B, < M' =+\/4M? + b2 — 4ac.

Probamos que A, B, v C,, estan delimitados de manera uniforme, donde s6lo hay un nimero finito de posibles
ecuaciones A, X2+ B, X +C,, = 0, y por tanto los posibles valores de a,. Por lo tanto, necesariamente v, 1, = o,

para cualquier n € N, k € N > 0).

2.4. Espectros de Markov y Lagrange

Sea « un numero irracional. De acuerdo con el teorema de Dirichlet, la desigualdad ’a — %’ < q% tiene una

infinitas soluciones racionales g. Markov y Hurwitz mejoraron este resultado, lo que demuestra que, todo irra-
1
VBxq?

propiedad: para o = 1+2\/g, y para cualquier € > 0, la desigualdad ‘oz — %’ <

< tienen infinitas soluciones racionales, y /b esta constante con esta

cional o, la desigualdad ’a - %

tienen un solo numero

1
(V5+e)q?
finito de soluciones (ver Teorema 2,17). Sin embargo, « determiné ser poco razonable, puede esperarse resultados

mejores, lo que nos lleva a asociar a cada «, a su mejor constante de aproximacion.

1
k() = sup {k‘ >0|a— p’ <2 tienen in finitas soluciones racionales p}
q q q
. ~1
= limsup (lg(gor—p)|") € RU{+00}
P,q€Z,q—00

Nuestra discusién inicial es, mostrar que k() > /5 para todo a € R, y

k <1+2\/5> =5

61



Estaremos interesado en o € R tales que k(«) < 400, y mas particularmente, la imagen de la funcion de k, es

un conjunto L = {k(a)|a € R Q y k(a) < +o0} . Este conjunto es conocido como el espectro de Lagrange.

Se sigue de la proposicion 2.7 (y el Teorema 2.20) una formula para k(«) : escribir a en la fraccién continua,
a=10,an-1,0n_2,...,a1]. Tenemos entonces k(«) = limsup,,_, (@, + B,). En particular, k(o) < co <> (an) y

limitado.
Es interesante observar que si cambiamos funciones un poco en la definicién del Esprectro de Lagrange que seria

un conjunto mucho menos interesante: si para f : R — R, decreciente consideramos todo ky(«) definido por

o —

sup{k> 1]

p’ f(a)

< e tiene in finitas soluciones racionales p}
q

entonces, si tenemos que lim, ;o ¢>f(q) = +oo, la imagen ks seria (0,+00) o [0,+0o0], si consideramos

sup(P) = 0 en este contexto y, si im, o0 ¢*f(q) = +00, entonces la imagen de k; seria +oc.

El conjunto L codifica una serie de propiedades diofanticas de nimeros reales, y se ha estudiado durante mucho

tiempo. Tal vez el primer resultado no trivial que se debe a Markov, que resilto en 1879, que

Lﬁ(—0073):{k1:\/5<k}2=2\/§<k3=2521<...},

donde (k,) es una sucesion del convergente 3 tal que k,, ¢ Q pero k2 € Q para todo n Markov a probado que k,,
son exactamente los ntimeros de la forma /9 — ;%, donde z es un entero positivo tal que existen enteros positivos
x, y de modo que (z,v, 2) una solucién de la ecuacién de Markov 22 + y? + 22 = 3xyz. Por tanto, el principio del
Espectro de Lagrange. Esa afirmacién no es verdadera para todo conjunto L. Marshall Hall demostr6é en 1947
que L contiene un rayo (por ejemplo [6,+00]), G. Friman determino en 1975 el rayo mas grande que se encuentra

en L, que es

2221564096 + 283748+/462
491993569 ’
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2.5. Teorema de Khintchine

Antes de proceder con la demostracion del teorema de Khintchine, necesitamos los siguientes lemas. :
Lema 2.24 Sean n,k € N y sea a = [0;a1,a2,...] la expansion de un nimero « € [0,1) como una fraccion
continua. La probabilidad de un término a,4; sea igual a k dado que a; = ky,as = ko, ...,a, = k, estd entre

1 2
Gr kT2 Y wer1) ok ek €N

Demostraciéon: Consideremos el convergente:

Pn-1 Pn—-1
= [07 a1, a2, ..., an—l]
qn—1 qn—1

= [07 ay, az, ..., an—han]

Si a € [0,1), escribiendo o = [0; a1, g, ..., Gn, ¥pt1] cON @ny1 € [1,+00) entonces o € [W, pn> » ¥ por
Gn + qn-1"qn

otra parte

kn n— k 1)pn n—
an+1:k:a€ p+p 1(+)p +p 1),

kqn + qn-1 ’ (k + I)Qn + Gn-1

y el valor de los reciprocos (los extremos de los intervalos pueden ser cambiados). La longitudes de estos intervalos
1

G0(dn +0n-1) ° (ko + Go-1)((k + ) + du—1)
y por tanto la razén entre sus longitudes es:

(ya que [pngn—1 — Pn—1qn| = 1)

son respectivamente,

QH(Qn+Qn—1) 1+a

(kqn + qnfl)((k + 1)(171) + Qn71> (k+ a)(k + 15)

— dn—1 . 1 2
donde @ = € [0, 1]. Por lo tanto la razén pertenece a , .
g 01 wonp (k+1)(k+2) k(k+1)
1 1 2 2
Como Y y >, ———— = —, obtenemos lo siguiente

SrG+DG+2) k+17 S0+ k
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1 2
Corolario 2.25 La probabilidad de a, 1 > k, bajo el sentido del lema anterior pertenece a {(k—i—l)’ k] .

Lema 2.26 Para casi todo a € R existe ¢ € R tal que ¢, < ¢", para todo n € N.

Prueba:

4
Sean n,k € N. La probabilidad de que k£ aparece al menos k(kiil) veces entre aj,as,...,a, y limitada por
n

J n—j 4 3
S en (?) (%) (1 - %) , donde s = O Este nimero, es a Su vez menor que (4) k(k +1) , pa-

NI s\ n—j—1
3sn (j+1) (5) (1 - 5) n—j S 4—3s s

n
— de. De hecho si, j > , : : = = . . -
ra Wk 1) grande. De hecho s1, j 1 (n)(f)J(l_f)nﬂ i1 2—s< 33 5 s
4-3 2 A 2
: : 38 3 , luego como ZJ o ( ) (1 - 7) =1,
3sn o\ S\ s\"—J
para j = R (J) (5) ( — 5) , donde aplicando reiteradamente la desigualdad anterior obtenemos:

(on) (;)s" (1 _ §>(1 s) ; (§>sn/4 .

. 9 n/k(k+1)< 3 n/k(k+1)
- T\3 4 ’

Si ﬁ es lo suficientemente grande. Por lo tanto la probabilidad de que, para cualquier k < [¢/n |, k aparece

3\ V"
al menos ﬁ veces entre aj, as, ..., 4, y cOMo maximo </n - (4> , ¥ que converge a cero cuando n —» +00.

Por otro lado, procediendo como en la prueba anterior y utilizando el hecho de que —; converge, tenemos la
n
probabilidad total, que a, < n? para todo n suficientemente grande. Por lo tanto, una probabilidad total para

todo n grande es:
4n

4n < H ap +1) < H r(r+1) '(n2)4n/\3/ﬁ

k=1
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; 8logn
con lim
n—soo VM

= 0, tenemos una probabilidad total

n—so0 — r(r+1)

41 1
lim /g, <exp <Z 09(T+)> < +o00. [ |

Observacion 2.27 Se puede probar con métodos de la teoria ergbédica que para casi todo o € R el lim /g,

n—oo
vale:

lim /g, = e™ /12102 3 9758999,
Corolario 2.28. (i) Para casi todo a € R, |a — Z‘ < q2101ng tienen un ntmero finito de soluciones racionales
g € Q, y por lo tanto, |a — g < (12% tiene solo un numero finito de soluciones racionales p/q, para todo £ > 0.

En particular el orda = 2 para casi todo a € R donde

1
a— p‘ < — tienen infintas soluciones d € Q} .
q q” q

0rdsup{l/>0/

p
a—=Z

(ii) Para casi todo a € R, ’ < 5T
ql  g¢*loggq

tienen infinitas soluciones racionales p/q, y por lo tanto, para

todo k € R,

1 .
o — p‘ < — tienen infinitas soluciones b € Q.
q q

kq?

Teorema 2.22 (Khintchine). Sea f : N — R* una funcién decreciente tal que h(n) = nf(n) : N — RT

también sea decreciente.

. . . . . p
oa— — ~— tiene un numero finito de soluciones racionales —,

Q q q

o0
(a) Si 3 f(n) < +oo entonces la ecuacion
n=1

P‘ f(q)

para casi todo a € R \ Q.

f(g)

&, P
(b) Si > f(n) = +oo entonces la ecuacion |« — Q‘ < *——= tiene un nimero infinito de soluciones racionales ]3,
=1 q q

n—=
para casi todo o € R\ Q.

Observacion 2.23: La condiciéon de que nf(n) es decreciente, no es realmente necesario, como veremos mas

adelante, pero simplifica la prueba. Por otro lado, no podemos eliminar la hipotesis de que f es decreciente.
Demostracion:

Observemos en primer lugar que podemos suponer sin pérdida de generalidad que « € [0,1). También tener en

cuenta que (o — p‘ < @ tiene infinitas soluciones racionales 2 si y solamente si , hay infinitos convergentes
q q q

Pn p| _ flg) P : :

— de «, tal que |a — =| < —=. De hecho, si = satisface la desigualdad anterior y ¢, < ¢ < ¢n+1 v luego por

qn q q q
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el teorema 2.17 tenemos:

' |4 a_p’<q Ha)  fan)
dn qn q qn g qn
1 5
(a) Supongamos ahora que Y f(n) < ooy sea y = +2\[. Si aproximamos Prge o, tal que |a — Pn) o M
qn dn dn
entonces por la proposicién 2.7 tenemos:
1
- ‘a_pn < )
(g1 + Bnt1) G2 qn qn
— +2> +0n+1> !
Anp+1 [077ES] n —_—.
" " anf(an)
La dltima parte se da porque
como
1 1
2<‘a_pn: 2<f(qn)
(an-i-l + 2)qn dn (an-‘rl + ﬁn-}-l)qn Adn
entonces
1 < 1
(ant1+2)an  (ant1 + Bat1)as
y también
1 f(gn)
3 <
(g1 + Bny1)a dn
L < +8
2y SN Ongl +1
Gnflan) ~ " "
Utilizando lo anterior y haciendo operaciones algebraicas tenemos que
Apt1 + 2 > a1 + B 1>
m T 0 f(gn)
Por otra parte, tenemos que ¢, = @nGn_1 + ¢n-2 = Gn_1 + ¢n_2 y por induccién se tiene que g, > "I,
1
Vn € N. Como nf(n) es decreciente, de manera que a,11 + 2 > P T entonces a,4+1 > A(n), donde
Y v

1

A = Sy
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pu| _ flan)

dn qn
para casi todo «, basta probar que con probabilidad total a,y; < A(n), para todo n suficientemente grande.

Por lo tanto, para demostrar que solamente hay un nimero finito de convergentes tales que |« —

Antes probaremos que ¢, > "' por induccién

casobase ¢ >yl =1,y >y = 1+2‘/5 esto es por hipétesis, ademas es raiz de 72 =y + 1

ahora

Gn = AnGn-1+Gn-2> Q1+ a2 > V" 2+ =" 3 (y+1) =43 () =

Lo cual queda demostrado que ¢, > 4" ~!

2
Por el corolario 2.25, la probabilidad de a,+1 < A(n) es al menos 1 — m, para todo n € N, y por hipétesis de
n

2
que > 7, f(n) < oo lo cual implica que > 7, —— < oo, luego por comparacion se tiene que:

(n)

N L TR VIV TR B P Loon 00
kz::lvf(v)—v_lk:o(v V) )<7_1n:1f()<+ :
S oAt = % (Y= (Y

k=1 k=0
e DI CWICE W Cla
k=0
= ;0771(7’“)(7 1) (")
= > (YR
k=0
= > (MFeh
k=1

Lo anterior es el proceso de la comparacién y también tener en cuenta que 1 < ¢ < n.

67



o 2 .
Asi tenemos por lo tanto que [, <1 — A()> > 0, luego para cada £ > 0 existe un ny € N tal que
n

2
1=, (1 - A()> > 1 — &, donde la probabilidad total a,+1 < A(n) para todo n suficientemente grande
n

E ‘a — % < @. tiene un ndmero finito de soluciones.

(b) Supongamos ahora que Y f(n) = 400 fijemos ¢ > 0 y vamos a restringir nuestra atencion al conjunto X, de
los a € [0, 1] tales que ¢, < ¢™ para todo n € N (la union de los conjuntos X, para todo ¢ € N tiene probabilidad

total en [0, 1] por el anterior lema ).

1
1 p an + Pn—1
Si ap.1 > ———— entonces a pertenece al intervalo cuyos extremos son — y dn 1qn , donde
n f(qn) n I
dn dn—1
n f(qn)
Pn f(qn) n 1 1 ..
a——| < ——,yaqueg, <c'y < . Vamos a demostrar que con probabilidad total tenemos
n n anf(gn) " f(c")
que:
1
Up41 2 nf(Cn)

para infinitos n € N. Esto se sigue por el corolario 2.25 y del resultado

1 1
[1°,(1— =——) =0, donde B(n) = ——— —
n_l( B(n)+1) , donde B(n) YL que a su vez se sigue

Z fe) =t Z:(C"Jr1 — ") f(e) =t Z f(n) = +o0.
n=1 n=1 n=1

Lo anterior se hace un procedimiento parecido como en el literal a).

1
Por lo tanto, para todo ng € N, tenemos que H;f;no (1 - B()-i—l) = 0, y con probabilidad total, existe n > ng
n
1
con any1 = W, en donde la ecuaciéon |a — Pn < M es satisfecha con probabilidad total para infinitos
cf(c qn qn

valores de n € N.
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Teorema de Khintchine Multidimensional

Primeramente vamos a demostrar un resultado que nos servird de ayuda y es sobre funcién ¢ de Euler.

N
Lema 2.30 Para todo k € N existen ¢, > 0 tal que Z;;l <M> > ¢n para todo n.
J
Demostracion:
La demostracién se hace por induccién sobre n.
. .. (k) 6n o
El caso k = 1 se sigue de la proposicion = + O(logn), que implica
k=1 ™

k

haciendo h(x) = 2" convexa para k > 1,tenemos

() s)

donde se sigue el resultado del caso general.

Teorema 2.29 (Khintchine). Sean fi, fo,..., fn : N — R funciones decrecientes y F' : N — R dado por
F(k) = (fi(k)) (fa(k)) ... (fn(k)), y sea a = (a1, ..., ) € RY y el sistema de aproximaciones simultaneas

fi(q)

bl 1<i<
q

qi

n, (%)

%

y tal que

(a) Sea > 7, F(q) < +oo entonces, para casi todo o € R", () tiene finitas soluciones (pl, o pn) € Q™.
q q

(b) Sea Z;il F(q) = 400 entonces, para casi todo o € R™, (x) tiene infinitas soluciones <2;1, cny p;) e Q.
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Demostracion del teorema de Khintchine Multidimensional

(a) Dado que gy € N, consideremos el conjunto

U U H (pz fi( qz + fiL(IQ)) ,

g2q0 0<p1,...,.pn<q i=1

donde el conjunto « € [0,1)" para los cuales el sistema () enuncia que el teorema tiene cualquier solucién con

q = qo, y por lo tanto , S = ﬂqoeN S(qo) y el conjunto de a € [0,1)™ para los cuales (x) tiene infinitas soluciones

donde (]717 . pn) € Q. Particionando R™ en una cantidad numerable de cubos de arista 1, y suficientes para
q q

demostrar que S tiene medida cero. Tenemos:

9=40 9=qo

tiende a 0 cuando gg — oo, pues la 230:1 F(q) converge, y por lo tanto m(S) = 0.

(b) En primer lugar, vamos a sustituir las funciones fi, ..., f,, por las funciones g1, ..., g, tales que cada g; es

decreciente, asi lim 9:(a) =0y
q—00 fz( )
G=g192 - gn : N = RT se tiene:

oo

Jim gG(g) =0} Glg) =

Para ello, simplemente basta tomar

G(k) = (G1(1) + G1(2) + -+ + G(k)) ™" - Ga(k),

1
para todo k € N. Es facil verificar que Gy y G son decrecientes, luego G1(k) < T

1
Definiendo g;(q) = fi(q) - ( F(qg) " asi todas la condiciones anteriores se cumplen.

kG (k) — 0, 2 G1(k) = .

Ahora, para ¢y € N, definimos los conjuntos

YU i)

g2q0 0<p1,...,pn<q =1

Aoo = m A(Q)

geN
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Afirmamos que para completar la demostracion de (b) es suficiente para demostrar que m(Ay) > 0. De hecho,

sia = (ay,da, - ,0,) € A, €l sistema |a; — bi < gi(q)7 para i = 1,2, ...,n tiene infinitas soluciones
b; b;+1
(pl,pg,...,pn € Q". Como m(As) > 0, dado que £ > 0 existe un cubo @ =[]\, [é, 22:} C R, C e
q 4 q

N,b; € Z,0 < b; < C, tal que
m(AseNQ) = (1 =&m(Q). Si T : R™ — R™ y teniendo en cuenta que

T(X1,...., Xn) = (CX1 — b1, CXo — b, ..., CXp — by),

tenemos T(Q) = [0,1]" y m(T(Q N Ax)) = 1 — & ademés, si a = (ag,...,a,) € T(Q N Ax) con a = T(@),

a=(aiy,.., @) € Ax NQ, tenemos que

. Ca: . .
oy — Il < M (y por lo tanto el sistema original |a; — Il < M) tiene infinitas soluciones de la forma
q q q q
C C C
(Tlvrga"wrn> = ( P _b17 P2 _b27"'7 Pn _bn> EQn7
q 4q q q q q

y como & > 0 se puede hacer arbitrariamente pequefio, y R puede ser dividido en traslaciones de [0,1)" y esto

completa lo de la prueba del item (b).

Para probar que m(Ay) > 0, basta demostrar que existe ¢ > 0 para el cual m(A(qy)) > ¢ para todo g

suficientemente grande. Fijemos ahora ¢y € N grande y definamos
50 = s0(qo) = min{s € N|G(qo) + G(qo +1) +--- + G(s) = ¢},

donde ¢ es una constante que se elige posteriormente. Notar que como G es decreciente y el lim ¢G(q) = 0
q—}OO

S

tenemos que lim M = 400

g—oo g

r T

Para cada s fijo, g0 < s < sg, y cada punto —1,...,—n , 0 < r; < s, donde el med(ry,s) =11 < i <

) 5 i(s) T i(s . S
n, ahora consideremos el bloque [, (Z — m, —+ gl())contemdo en A(qo). Para dar una cota inferior

S S S S

de m(A(qo)), se estima que el niamero de nuevos bloques para cada s, esta en los bloques disjuntos de los

puntos asociados con denominadores estrictamente menor que s. Para esto, fijamos s y calculamos el numero de

reor r . .
(;1, ?2’ ey ?") eQconr; €Z,0<r; <s, 1<1i<n, tales que existen q con q9 < ¢ < s, p1p2,...,Pn € Z,

0 < p; < g, satisfaciendo

< M + M para todo t=1,2,..,n. ()

$ q

i P
s q

T T T
( es decir, los bloques asociados a (—1, —2, e —n) y (pl bz . pn) se interceptan).

s’ s s ¢ q¢ 7 q
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Ahora como cada g; es decreciente, (x*) implica que

Iriq — pis| < 2s9:(q), i=1,2,..,n.

de modo que si ¢y < ¢ < s, el numero de soluciones de |r;q — p;s| < 2sg;(q), con 0 < p; < ¢, 0<ry < sy
siendo el maximo 4sg;(q) ya que med (r;,8) = 1. De hecho, estas condiciones r;q — p;s sino se anulan,tendriamos
bi %, que es una fraccion irreducible con denominador s > ¢, —< ya que mcd (s, q) = d.

]gado que k € Z, entonces la ecuacion diofantina rq — ps = k solo tiene soluciones cuando d | k, en nuestro caso

hay d soluciones con 0 < r < s y por lo tanto 0 < rq — ps < x ( y respectivamente —x < rq — ps < 0 ) tiene

como maximo d b} < z soluciones (p,r) con 0 < r < s, lo que implica claramente la afirmacion. Por lo tanto
el numero total de soluciones ((p1,71);...; (Pn, 7)) del sistema de desigualdades es como méximo 4"s"G(q). Por
. T T2 Tn . . . . .
lo tanto la cantidad de puntos (—, = . —) que satisfacen las condiciones anteriores y que no sean superior
s’ s s
-1
a 4"877/ Z(SI:‘IO G(q)'
; T
Hay ¢(s)" de puntos (—Z,..., —n), 0 <r; <s, med(ry,s) =1, 1 < i < n. luego por tanto, hay al menos
s s
p(s)" —4ms™ Z(SI;;O G(q) nuevos bloques asociados con los puntos con denominador s. Como cada uno de estos
2"G(s
bloques es nuevo de volumen n( ), obtenemos:
s

n(A) > S (so(s)” S G(q)) 2ot

$=4o 9=4qo0

=2" zO: (QD((SS))nG(s) - 8" zo: (i G(q)) G(s).

$=4qo $=qo \$=qo

Para estimar el primer término, tenemos el lema anterior y la definicion de sg = min {3 > qo| Yopey, Gla) = é} )

asi :

= Oz_: (G(s) —G(s+ 1)) (ens — qo0) + G(50) (cnso — qo)
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50

Cp, Z G(S) - (1 - Cn) qOG(qO)

s=qo+1

= Cné'i_gl

donde &; — 0 cuando gy — oo, porque lim ¢yG(qo) = 0.
qo—>00

Por otra parte, de nuevo por definicién de sg tenemos:

> (Z G(q)> G(s) &) G(s) <é(E+&)

$=4do \d=dqo $=qo

Cn
4n+1
tenemos que, si qp es suficientemente grande ( & y & suficientemente pequenios ), y el volumen de A(qp) y al

donde & = G(sg) — 0 cuando qo — oo. Asi se tiene, m(A(qg)) = 2™ (cp¢ + &) —8"¢ (¢ + &) . Tomando é =

2
menos 22% > 0, como queriamos demostrarlo.
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Capitulo 3

Aplicaciones

Fracciones continuas desde un punto de vista geométrico.

El objetivo del capitulo es desarrollar un método para encontrar buenas aproximaciones fraccionarias de un
ntmero real dado. Como vamos a proceder geométricamente, primero vamos a dar las definiciones precisas de

algunas nociones intuitivas.

Definicién. Sea el punto P que tiene coordenadas (b, a) y supongamos que (b, c) es la interseccion de una recta
L con la recta vertical z = b. Si a > ¢, entonces se dice que P estd sobre o por encima de L, mientras que si
a < ¢, decimos que P esta debajo o por debajo de L.

Definicion. Sea el punto P que tiene coordenadas (b,a) con b # 0. Decimos que § es la pendiente de P. En

otras palabras, la pendiente de P es la pendiente de la recta que pasa por el origen (0,0) y P.
Teorema 1. Sea L una recta que pasa por el origen, teniendo como pendiente o > 0. Si P es un punto en el

primer cuadrante, entonces P est& por encima de L si y sélo si la pendiente P > «, si P estd en L si y sélo si la

pendiente P = «, si P esta por debajo de L si y sélo si la pendiente P < a.
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Prueba:

Sea P con coordenadas (b, a). La ecuacion de L es

y asi la interseccion de L con la recta = b es el punto (b, ab). Ya que b > 0 (P esta en el primer cuadrante), se

mira que:

. . a

a > ba sty solo si g>a,
) . a

a = ba sty solo st ;=@
. . a

a < ba sty solo si 5<a.

El teorema se deduce de las definiciones de encima, por debajo y la pendiente de P.

Sea a un ndmero real positivo y L la recta y = ax. Sea el punto P = (gq,p) que esta en el primer cuadrante y
sea L’ una recta que pasa por el origen y por P (ver figura 1).

P

Intuitivamente, cuanto méas cerca esté el punto (g, p) es la recta L, y cuanto més cerca este de £ (pendiente de

L) sera el del « (pendiente de L'). Hacemos esta sensacion intuitiva preciso en el siguiente teorema.

Teorema 2 Sea o un namero real positivo y L la recta y = ax. Supongamos que el punto (g, p) tiene coordenadas
enteras, estd en el primer cuadrante, y tiene la propiedad de que si (n,m) es también un punto de coordenadas
enteras y 0 < n < ¢, entonces la distancia a partir de (g, p) para L es menor o igual que la distancia de (n,m) a

L. Entonces
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Y
L] L] L . . L] L/
L] L] L] L] L] L] L
P
L] L L . .
L] L L . L .
L] L L . . .
X
m
a——|<|laa——
n

p P ~ m
para todos los puntos (m,n) con 0 < n < ¢ [en otras palabras, o — £ es numéricamente mas pequeno que a — .
Demostracion:

Si el punto (g, p) estd en L (tenemos que 1{; = «), entonces el resultado del teorema es obvio. Por lo que podemos
asumir que (g, p) esté fuera de larecta L y luego d > 0 sea la distancia a partir de (g, p) a L [medida perpendicular
alargo de la recta desde (g, p) a L]. Sea P el punto (g, p). P esté por encima o por debajo de L. La figura 2 muestra
el caso en el que P esta por debajo de L; es este caso que consideramos ahora. Sea L, recta que pasa por P, que
es paralela a recta L; por lo tanto la distancia de Ly a L es d. Sea la recta Lo paralela a la recta L y con misma
distancia d a partir de L. Sea Q y R la interseccién de la recta x = g con Lo y L, respectivamente. Por ultimo,
sean Ay B los puntos de L tal que AP y BQ son perpendiculares a L. Asi AP||BQ, y entonces ZAPR = ZBQR.
Asi, AAPR = ABQR (por el teorema angulo, lado, angulo) y por lo tanto QR = RP. La coordenada x de R es

g, y puesto que R esta en larecta y = ax, vemos que R = (g, aq). Ahora podemos encontrar las coordenadas de Q.
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La coordenada x de Q es ¢q. Ya que QR = RP, la coordenada de @ satisface la ecuacién

Yy—qa=qa—p,

0] r=q X

y por lo tanto

Q = (¢,2q — p).

p _ (2ga—P)

Las pendientes de OP y OQ son = y =20 — (p) respectivamente. Supongamos ahora que
q q

q
a- p\ > o=
q n
donde C' = (n.m) tiene coordenadas enteras, 0 < n < ¢. Como se muestra en la figura 7.2, la pendiente L >
m
pendiente OP, de modo que o > P y por lo tanto | — p’ — a—2. Uno de los niimeros o — 2 y (m/n) —a es
q q q n

m
el ntiimero positivo de ’a — —/|, el otro es negativo y por lo tanto
n

m m
a—£>0z——, a-252 4
n qg n

A partir de la primera de estas desigualdades, se deduce que
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> = = La pendiente OP,

La pendiente C = m
n

SERS

y de la segunda,

La pendiente OP = 2a — P > m_ la pendiente C.
qg n

Asi C esta por encima de OP y por debajo de OQ, de modo que C esta entre las lineas de OP y OQ (y no en
ambos). Asi mismo, puesto que estamos suponiendo que 0 < n < ¢, vemos que C es en realidad el interior del
triangulo AOPQ (o en el borde de PQ, pero C # Py C # @, ya que C no estd en OP 6 OQ). Por lo tanto, la

distancia de C' a L es menor que d y esto contradice nuestra hipdtesis de que esto no suceda. Asi tenemos,

m .
a——| < |la— — como se a firma. ]
n

Definicién:

Sea L la recta y = ax. Definamos el conjunto de los puntos cercanos a L como el conjunto de todos los
puntos (g,p) tales que q y p son ntuneros enteros ¢ > 1 y que tiene la propiedad de que si n y m son enteros,
0 < n < g, entonces la distancia a partir de (¢,p) a L es menor o igual a la distancia de (n,m) a L, estas

distancias son desiguales si n < q.
2 Algoritmo de la fracciéon continua.

Después del Teorema 2, es deseable encontrar un algoritmo para la localizacién de puntos cercanos a la recta
L : y = ax, de hecho, cuanto més cerca mejor. En esta seccién vamos a describir un algoritmo que por su propia
definicion genera puntos mas cercanos a L. Por lo tanto, sera evidente desde el principio que va a obtener buenas
aproximaciones fraccionales a «, y a su vez que algoritmo genere realmente el conjunto de puntos més cercanos

a L y por lo tanto da las mejores aproximaciones fraccionales a a.
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El algoritmo se basa en el siguiente teorema:

Teorema 3 Dada una recta L que pasa por el origen y los puntos U; y U, en lados opuestos de L, hay un tnico
namero entero a tal que, o bien Uy + alUs se encuentra en la recta L 6 Uy + aUs y Uy + (a + 1)U estén en lados
opuestos de L. El punto Uy + aUs estd méas cerca de L que Us y si no estd en L, entonces, Uy + alU; esta en el
mismo lado de L como U;. Ademas, si U; esta mas cerca de L que Us, entonces a = 0, mientras que si Us esta

cerca o mas cerca de L que Uy, implica que a > 1.

Prueba : La Figura 3 hace que el teorema se vea facil, pero haremos la prueba. Sea A el punto de L tal que
AU, L L. Sea L; la recta que pasa por U; que es paralela a L y sea B el punto en L; tal que B(U; + Us) L L1.
Ahora por la regla del paralelogramo suma de vectores dice que OU; es paralelo a Uy (U + Us) y tienen la misma

longitud. Por lo tanto obtenemos que L || L1, y

AU,OA = A(Uy + Us)U3 B.

Asi resulta que los tridngulos rectangulos AUsOA y A(Uy + Us)U; B son congruentes.
Luego

AU, = B(Uy + Us).

Sea d; y do las distancias de U; y U, de L. Entonces la longitud de B(U; + U2)U; es d2 y por lo tanto es d; < da,
el punto U; + Us estard en el otro lado de L de Uy ( esta es la situacion del teorema cuando a =0 ). Si dy = da,
entonces el punto Uy + U; estard en L, y si d; > ds,entonces Uy + Us estard en el mismo lado de L como U; pero
a una distancia d; — ds de L. De la misma manera, vemos que U; — Uy, U; — 2Us, ... estan todos en el mismo
lado de L como U; ( y estén en realidad a una distancia dy + ds, di +2ds, ... de L ). Ademas, los puntos U; + Us,
Uy + 2U,, ... consiguen sucesivamente estar mas cerca de L, asi,la distancia de L comienza a reducirse cada vez
por da, hasta llegar a un punto U; 4+ aUs que sea en L 6 en el mismo lado de L como U; pero dentro dy de L (
y por tanto més cerca de L que U; ), mientras que Uy + (a + 1)Us esté en el otro lado de L a partir de U;. Los
puntos Uy + (a + 2)Us, Uy + (a + 3)Us son entonces todos los Us de L ( y asi son sucesivamente unidades ds mas

lejosde L). W
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Como se ilustra aqui, a = 2.

El Teorema 3 nos permite hacer la siguiente Definicion:

Definicion. Sea o un numero real positivo. El siguiente proceso se llama el algoritmo de fraccién continua

para aproximar «. Sea L la recta y = ax y sea V_o = (1,0), V_1 = (0,1). Luego sea

Vo=V_o+aV_1 = (1, (10),

donde ay es el unico entero tal que V_o+aoV_1 estaen L 6 en el mismo lado de L como V_5, pero V_g+(ag+1)V_1
esté en el lado opuesto de L desde V_s. Si Vjy esta en L, el proceso termina en Vj. Si V no esta en L, el proceso

se repite. En general, si ya hemos definido V,,_2 y V,,—1 (y Vi,—1 no esté en L ), entonces establecemos

Vn = Vn72 + anvnflv

donde a,, es el tnico entero tal que V,,_o + a,V,_1 estd en L 6 en el mismo lado de L como V,,_5, pero
Viea + (an, + 1)V, esté en el lado opuesto de L de V,,_o. Si V,, esta en L, el proceso termina en V,,. Si V;, no

estd en L, se continta el proceso.
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Notacidn: Se supondré que el « es un ntmero real positivo, y L es larecta y = ax, y que los nimeros ag, a1, as, ...
y los puntos V_o = (1,0), V_1 = (0, 1), Vp, V1, Vs, ... estan dados por el algoritmo de fracciéon continua para apro-

ximar «. Asi tendremos las coordenadas de V;, en términos de p, y g, tal que V,, = (¢n, pn)-

donde 22 es 1a pendiente de V,, y esta es nuestra mejor esperada aproximaciéon de «
an

EJERCICIOS

Problema 1. Completa la prueba del teorema 2 considerando el caso que P esta por encima de L.

Solucion:

Sea P = (q,p), para nuestro caso vamos a demostrar el caso en el que P esta por encima de L.
Si P esta en L. tenemos que o = % es trivial.

Sea L; la recta que pasa por P, que es paralela a L; por tanto la distancia de Ly a L es d. Sea Lo paralela a la

recta L con misma distancia d a partir de L.
Sea @ y R la interseccion de la recta © = ¢ con L; y L respectivamente. Y sean A y B los puntos de L tal
que AP y BQ son perpendiculares a L. Asi AP||BQ y entonces {APR = {BQR. Asi A APR =A BQR por el

teorema angulo lado dngulo es una propiedad de congruencia de triangulos.

Las coordenadas de R son (g, aq), como PR = RQ tenemos

bp—ag=aq—y

y=2aq—p

2aq—p
q

entonces las de @ son (¢, 2aqg — p). Las pendientes de OQ y OP son y % respectivamente

Vamos a suponer que ’04 — %‘ > |a — %|, donde C' = (n,m), con 0 < n < gq.
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Ahora la pendiente L < OP entonces a < % y por lo tanto

’p _p

——al==—-«

q q

Uno de los ntimeros a — * y ™ — « es el ntimero positivo de % — «f, el otro es el negativo y por tanto

He2-—a>2-a2)-a>a-2

q n n

de (1) la pendiente de C' = = < % que la pendiente de OP

de (2) La pendiente

oQ = % — 20>~ 20 — % < ™ que es la pendiente de C

Asi C esta por debajo de OP y por encima de OQ, de modo que C' esta entre las lineas de OP y OQ. Asi mismo,
como suponemos que 0 < n < ¢ vemos que C' es el interior del triangulo OPQ (o en el borde de PQ, pero C # P
y C # @, ya que no estéd en esas rectas). Por lo tanto, la distancia de C al. es menor que d y esto contradice la

hipétesis. Entonces tenemos

Problema 2. Con la prueba del teorema 7.1 es valido cuando a < 0 y P se encuentra en el primer o cuarto

cuadrante?

Solucién:

(1) Si L=y = -2y P =(1,1) este punto se encuentra en el primer cuadrante entonces

()
- ()

esta desigualdad si la cumple quiere decir que esta encima de la recta L
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no cumple la igualdad

no cumple la igualdad
solo podemos decir que el punto P esta por encima de la recta.

(2) SiL=y=—3y P=(—1,—1) este punto se encuentra en el cuarto cuadrante entonces

no cumple la igualdad

no cumple la igualdad

e

si cumple, lo que podemos decir es que el punto esta por debajo de la recta.
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Problema 3. Encontrar el conjunto de puntos cercanos a la recta L : y = zv/3.

Solucién:

Utilizando el algoritmo de fraccién continua para aproximar o = /3, tenemos:
Por definicién comenzamos por V_s = (1,0) luego vemos que ese punto esté debajo de la recta L'y V_1 = (0,1)
esta sobre L , Ahora utilizando la formula V,, = V,,_2 + a,,V;,—1 parael lado de Ly V,,_2 = (a,, + 1)V,, — 1 para

el lado opuesto de L y asi de manera anilogo encontrando el conjunto de vectores tenemos:

Paran=0yay=1=Vy, = V_o+1V_; =(1,1) este punto esta debajo de L

Vo = V_o+2V_1=(1,2) este punto estd sobre L
Paran=1lya;=1=V; = V_;+1Vy=(1,2) este punto esta sobre L

Vi = V_1+42Vy =(2,3) este punto esta debajo de L
Paran=2ya;s=2= Vo = Vy+2V3 = (3,5) este punto esta debajo de L

Vo = Vo +3Vi = (4,7) este punto esta sobre L
Paran=3yaz=1= Vs = Vi + 1Vo = (4,7) este punto esta sobre L

Vs = V54 2V; = (7,12) este punto esta debajo de L
Paran=4yay,=2=V, = Va4 2V5=(11,19) este punto esta debajo de L

Vi = Va4 3V3 = (15,26) este punto esta sobre L
Paran=5yas=1=V; = V3+ 1V, = (15,26) este punto esta sobre L

Vs = V342V, =(26,45) este punto estd debajo de L
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L es larecta y = x+/3. los puntos grandes representan el conjunto de puntos cercanos a L con coordenadas z < 15.

El punto anterior Vs = V3 + 1V = (15, 26) esta sobre L y mientras que V3 + 2V, = (26,45) ( no esté en la figura)
esta debajo de L y por lo tanto a5 = 1y V5 = (15, 26).

En resumen tenemos:

CL():l, a1:1, (12:2, CL3:1, a4:2, a5:1,

Vo=(1,1), V1 =(1,2), Vo =(3,5), V5 = (4,7), V4 = (11,19), V5 = (15,26)

Los puntos Vs, ( los pares ) estan debajo de L y mientras que los vectores Vg1 ( los impares ) estan sobre L.

26
Como podemos ver v/3 = 1,732 ahora del punto V5 = (15,26) tenemos que 5= 1,7333 y es la mejor aproximacién

de a = /3.
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