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1. Introducciéon

Matemaética financiera no es solamente la predicciéon del precio de una accién. Uno de
los asuntos que trata es de averiguar el precio de las opciones y derivados. Una opciéon
es el hecho de vender o comprar algo en un futuro a un precio previamente pactado
y donde un derivado es un producto financiero cuyo valor se basa en el precio de otro

activo.

Para iniciar la investigacion se describiré el Modelo Binomial de precios de activos de
un paso y algunos conceptos y nociones basicas en Matematica financiera. También
trataremos el Principio de No-Arbitraje que es una suposiciéon mas fundamental acerca
del mercado, rara vez existen oportunidades de arbitraje en la practica, y cuando lo
hacen, las ganancias son tipicamente extremadamente pequenas en comparacion con el
volumen de las transacciones, haciéndolas mas alla del alcance de los pequenos inver-

sores.

Las opciones por si mismas no llegan a un valor por su propia trayectoria, si no por la
subida y bajada de su bien subyacente. Unos ejemplos de bienes subyacentes pueden ser
indices, acciones, productos agricolas, etc. Por ende, es l6gico procurar las razones por la
cual tiene ventajas significantes las opciones financieras. También es de mucha utilidad
combinar cantidades y tipos de opciones para tener mayor utilidad. Esta iniciativa es

nominada como una estrategia.

A primera vista, una opcién te da un beneficio porque asegura (o da la opcion) al que
la posee, una fijacion del precio y esto lo habilita a ponerle techo o limite a la suma
total de una pérdida. Otro beneficio que tienen estas opciones generan informacion que
puede usarse para utilizar el apalancamiento. Por ejemplo, si un inversionista, al cual
le gusta gozar de el apalancamiento, especula que con sus conjuntos de opciones tiene
significativamente mas posibilidades de tener ganancias que pérdidas, ejecuta su orden
con apalancamiento. Principalmente, se puede resumir que las dos razones con mas peso

de importancia para utilizar opciones son el aseguramiento y la especulacion.

En el ambito econémico, las opciones ya son reconocidas como un fenémeno muy im-
portante. El riesgo que llevan consigo es enorme (especialmente con el uso de el efecto
de palanca) pueden tener consecuencias graves como burbujas financieras, que al tronar
generan desempleo, pobreza, etc. Una forma de estudiar las opciones financieras es a
través de la Ecuacion de Black-Scholes ya que podemos conocer el valor de la opcién al
resolver dicha ecuacion. Es por eso que en nuestro trabajo nos enfocaremos en resolver

la ecuacion de Black-Scholes utilizando métodos directos como el de diferencias finitas.



Ademés emplearemos algoritmos computacionales y simulaciéon de variables aleatorias
para obtener mediante la soluciéon de la ecuacion de Black-Scholes el precio de las

opciones.



2. Sobre el Trabajo de Investigacion

2.1. Bosquejo Histoérico.

Las Matematicas Financieras aparecieron inicialmente con los intereses, el ser humano
se dio cuenta que si otro le debia dinero o algtin otro bien, él debia recibir una compen-
sacion por el tiempo que esta persona tardara en cancelar la deuda. En la segunda mitad
del siglo XX se noto una importante evoluciéon de la economia financiera, que solo fue
posible mediante la aplicaciéon sistematica y con intensidad creciente del pensamiento

mateméatico.

En 1973 Fischer Black y Myron Scholes publicaron su trabajo "The pricing of options
and corporate liabilities". En este se especifica la primera formula exitosa de fijacion de
precios de opciones y se describe un marco general para la fijacion de precios de deri-
vados. Hoy nos encontramos ante cuestiones que tienen un gran contenido matematico
y del maximo interés para las instituciones financieras, quienes se encuentran ante una
competitividad muy intensa, un mercado con margenes cada vez menores y un mundo

sin fronteras.

Las simulaciones por computadora se han convertido en una parte relevante y tutil de
los modelos mateméticos de muchos sistemas naturales de ciencias como la fisica, la
astrofisica, la quimica y la biologia; asi como de sistemas humanos de economia, psi-
cologia y ciencias sociales. La simulaciéon por computadora se desarrollé a la par que
se produjo el vertiginoso progreso del ordenador. Su primer despliegue a gran escala
fue en el Proyecto Manhattan, durante la Segunda Guerra Mundial, para recrear una
detonacion nuclear. Se emple6 el Método de Montecarlo. Las simulaciones por compu-
tadora a veces complementan o incluso sustituyen a los sistemas de modelizaciéon para
los que no es posible hallar soluciones analiticas de forma cerrada. Existen muchos tipos
de simulacién por computadora, pero todos ellos comparten una caracteristica comun:
tratan de generar una muestra de escenarios representativos para un modelo en el que
una relacion completa de todos los estados posibles de este seria muy costoso o impo-
sible. Los modelos informatizados se emplearon inicialmente como suplemento de otros

parametros, pero mas adelante su uso se extendié a otros ambitos.

En 1900 Louis Bachelier, matematico francés, fue el primero en modelar el movimien-
to browniano en su tesis “La Teoria de la Especulacion”, en ella se discute el uso del
movimiento browniano para evaluar las Opciones financieras. Este es el primer escri-
to historico en el que se utilizan las matematicas para el estudio de la economia. El
primer trabajo sobre SDEs (Stocastics Differential Equations) se hizo para describir el



movimiento browniano en el famoso articulo de Einstein. Este trabajo fue seguido sobre
todo por Langevin. Mas tarde Ito y Stratonovich ponen SDEs en una base matematica
mas solida.

Robert C. Merton, economista estadounidense recibié en 1977 el Premio Nobel de Eco-
nomia que compartié con Myron Scholes, por sus trabajos para calcular el precio de
las opciones financieras. Junto a Fisher Black y Scholes desarrolld el modelo de Black-
Scholes, que permitioé la utilizacion de estos instrumentos financieros. Merton ayudo
a introducir el céalculo estocastico en la economia financiera, lo que permitié que el

comportamiento de los precios fuese descrito con el lenguaje preciso de la probabilidad.



2.2. Justificacion

La Matemaética Financiera es el campo de la matematica aplicada, que analiza, valora
y calcula materias relacionadas con los mercados financieros, y especialmente, el valor
del dinero en el tiempo. Asi, las matematicas financieras se ocupan del calculo del valor,
tipo de interés o rentabilidad de los distintos productos que existen en los mercados
financieros (depositos, bonos, préstamos, descuento de papel, valoracién de acciones,
célculos sobre seguros, etc). La simulacion y analisis de modelos financieros se aplican
para los mercados, negociando activos como acciones y bonos. Prestando especial aten-
cion a financieros derivados, tales como opciones y futuros. Estos son los instrumentos

financieros que derivan su valor de algin activo asociado.

Ademas las Ecuaciones Diferenciales Estocasticas son de mucha importancia en las
Matematicas Financieras ya que se utilizan para modelar y estudiar diversas dinami-
cas gobernadas por fenémenos aleatorios como los precios de las acciones y opciones,
utilizando el sistema computacional se puede modelar el precio de opciones y acciones

financieras.

La importancia de matematicas financieras también radica en el hecho de poder dar
precios justos a una serie de productos financieros. Ademas se pueden crear nuevos
instrumentos y productos financieros que sean de beneficio para las distintas partes en
situaciones complicadas donde se pueden ocupar los recursos de manera més 6ptima,
eficiente e inteligente. De igual manera hay interés por instituciones financieras por
tener profesionales expertos en matemaéticas financieras para sus trabajos internos y
externos.Y es debido a la falta de estudio sobre Matemética Financiera que ha surgido
la necesidad de realizar un trabajo en el que se investiguen los diferentes contenidos con-
cernientes a dicho tema para que los estudiantes de la Escuela de Matemética conozcan

sobre este y sepan otras areas donde la matemaética puede ser utilizada.

El alcance que espera el asesor de este trabajo de tesis es que Matematicas Financieras
sea un area principal de trabajo en la Escuela de Matematica , ademas desea ampliar

la oferta laboral de los estudiantes graduados.



2.3. Antecedentes

En la Universidad de El Salvador se han estudiado algunas areas de Matemética Fi-
nanciera. En la biblioteca de la Facultad de Ciencias Econdémicas puede encontrarse
una tesis titulada “Enfoque de Opciones Reales” en la cual se tratan distintos temas
entre los cuales estdn Opciones Reales y Financieras, Aspectos Comparativos de las
Opciones, La Clasificacion de las Opciones, el Método de Black-Scholes y Métodos de
Calculos Alternativos como Arboles Binomiales y Simulaciéon de Monte Carlo.

El area de Mateméticas Financieras ha sido una de las &reas de menos estudio en la
Facultad de Ciencias Naturales y Matematica. En la malla curricular de la carrera de
Licenciatura en Matematica no se encuentra ninguna asignatura en la que se imparta
el tema de Matematica Financiera, sin embargo en el plan de estudio de la carrera de
Profesorado en Matematica existe una asignatura llamada Matemaética Financiera en
la cual se imparten conceptos basicos como interés simple y compuesto, anualidades,
fondos de amortizacion, entre otros. En dicha asignatura no se profundiza en Matemé-
tica Financiera debido a que el nivel de los estudiantes de ésta no tienen la base tedrica

necesaria para la comprension total del tema.

En los cursos de la maestria en estadistica que se han ofertado en la Escuela han habi-
do temas en Matematica Financiera pero ninguno lidia con la modelaciéon estocéstica,
especificamente la profesora Begona Vitoriano impartié una seccion en el curso de Ma-
tematica Financiera de la maestria en el ano 2014. En el curso se desarrollaron métodos
de simulacién de variables aleatorias con ciertas distribuciones y se dieron algunas apli-
caciones en Matematica Financiera pero ésto no esté cerca de llegar a ser un trabajo de
tesis. Finalmente en diciembre del ano 2014 se realiz6 un seminario en métodos especi-
ficos de Matematica Financiera. En dicho curso se abordaron temas como matemaéticas
actuariales, ecuaciones Backward, Forward en otros temas que son incluidos al trabajo
de esta tesis. Ademas en el ano 2015 se realiz6 en la Escuela de Matematica un trabajo
de investigacion con el tema Introduccion a Matematicas Financieras del cual se hara

referencia en este trabajo.



2.4. Objetivo General.

Realizar un estudio introductorio sobre la Simulaciéon de Opciones Financieras.

2.5. Objetivos Especificos.

Hacer uso de la simulacién de modelos financieros.

» Conocer la base necesaria para entender las opciones financieras.

» Estudiar lo modelos de un sélo periodo y multiperiodo.

Estudiar los métodos para la solucién de la ecuacion de Black-Scholes.

Implementar los algoritmos de los métodos de soluciéon a la ecuacion de Black-
Scholes para estimar el precio de las opciones de interés a nuestro estudio.



2.6. Planteamiento del Problema.

En general las matematicas financieras se identifican como aquella parte del saber mate-
mético que tiene por proposito fundamental seleccionar la mejor alternativa conveniente
para inversionistas, desde el punto de vista econémico. Por eso se dice que las matema-
ticas financieras constituyen el conjunto de estudios de técnicas y analisis tutiles para

comparacion y evaluacion econémica de alternativas.

La importancia de la matemética financiera radica en su aplicacién a las operaciones
bancarias y bursatiles, en temas econémicos y en muchas areas de las finanzas, ya que
le permite al administrador financiero tomar decisiones de forma rapida y acertada. Asi
mismo, es la base de casi todo analisis de proyectos de inversion, ya que siempre es
necesario considerar el efecto del interés que opera en las cantidades de efectivo con el
paso del tiempo.

La matematica financiera es una parte de la matematica aplicada que estudia los mode-
los matematicos relacionados con los cambios cuantitativos que se producen en sumas

de dinero, llamadas capitales.

En la actualidad, el uso de las Matemaéaticas Financieras es de vital importancia en el
mundo de las entidades, ya sean publicas o privadas. Cualquier tipo de transaccion se
hace sobre la base de comparaciones de intereses, capitales, tasas, tiempos, montos,
saldos. Debido a que a través de eso se toman las decisiones més trascendentales a la
hora de realizar el manejo de los recursos financieros. La Matematica Financiera ha

demostrado ser una disciplina fundamental en el mundo de la empresa y la banca.

Por lo tanto, la idea central de este trabajo se focaliza en facilitar los fundamentos
bésicos de la matematica financiera, fomentando el interés en el lector en esta area
de la matematica aplicada e implementando la simulaciéon de modelos para una facil

interpretacion.
Durante el desarrollo de este trabajo se dara respuesta a las siguientes interrogantes:
» ;Qué es la matemaética financiera?
» ;Como calcular el interés?
» ;Coémo varia el dinero en el tiempo?
» ;Coémo seleccionar la mejor opcioén financiera?

= ;Cudl es la importancia de la simulacion en la matematica financiera?



2.7. Metodologia.

Se describe aqui los aspectos importantes de la metodologia del presente trabajo de

investigacion:
1. Tipo de investigacion.

Este proyecto de investigacion tiene las caracteristica siguientes:

» Bibliografico, porque se ha hecho una extensa recopilacién de libros impresos y
de libros obtenidos por Internet para contar con el suficiente material que cubra
las necesidades del estudio. El objetivo es compilar coherentemente la informacion
més util y destacada del tema.

= Descriptivo, ya que se pretende estudiar a detalle la teoria preliminar y del tema

en si.

2. Forma de Trabajo.

= Revision de la bibliografia a utilizar.

= Se tendran reuniones periddicas con el asesor del trabajo para tratar los diferentes
aspectos de la investigacion como estudiar y discutir la teoria y tratar los diferentes

aspectos del trabajo escrito.

= Presentar mediante exposiciones los resultados.

3. Exposiciones.

Se tendran dos exposiciones:

= Primera exposiciéon: presentacion del perfil del trabajo de investigacion.

» Segunda exposicion: presentacion final del trabajo de investigacion.



3. Matematica Financiera: conceptos basicos.

Matematica financiera, también conocida como las finanzas cuantitativas, es un campo
de las matematicas aplicadas, la cual se usa en la estimacion de valores en los mercados
financieros. Generalmente, matematica financiera derivara y extendera los modelos ma-
teméticos o numeéricos sin establecer necesariamente un vinculo con la teoria financiera,
tomando los precios de mercado observados como entrada. Se requiere coherencia ma-
temética no compatibilidad con la teoria econdémica. Asi, por ejemplo, mientras que un
economista financiero podria estudiar las razones estructurales por las que una empresa
puede tener un cierto valor de la acciéon, un matematico financiero pondra el precio de
la accién como algo dado, y el intento de utilizar el célculo estocastico para obtener el
valor correspondiente de los derivados de la acciéon. El teorema fundamental del precio
libre de arbitraje es uno de los teoremas fundamentales de matemaética financiera, mien-
tras que la ecuacion de Black-Scholes y la formula se encuentran entre los principales

resultados.

Matematica financiera también se superpone en gran medida con los campos de las
finanzas computacionales e ingenieria financiera. Este tltimo se centra en las aplicacio-
nes y el modelado, a menudo con la ayuda de modelos estocésticos de activos, mientras
que el primero se centra, ademas de analisis, en la construcciéon de herramientas de
aplicacion de los modelos. En general, existen dos ramas separadas de financiacion que
requieren avanzadas técnicas cuantitativas: derivados de fijacién de precios, por una
parte, y de riesgos y gestion de la cartera por otra.

3.1. Conceptos béasicos y suposiciones

A manera de introduccion restringimos la escala de tiempo de s6lo dos instantes: hoy,

t =0, y en algin momento futuro, dentro de un ano, ¢t = 1.

El precio de una accién en el tiempo ¢ se denotaréa por S (t). El precio actual de S (0) es
conocido por todos los inversionistas, pero el futuro precio S (1) sigue siendo incierto:
puede subir y bajar. La diferencia S (1) — S (0) como una fraccion del valor inicial
representa la denominada tasa de subir o bajar

que también es incierto.

10



La posicion libre de riesgo puede describirse como la cantidad que tuvo lugar en un
banco. Como alternativa a mantener el dinero en un banco, los inversores pueden optar
por invertir en bonos. El precio de un bono en el tiempo t se denota por A(t). El

rendimiento de los bonos se define de forma similar que en la accion,

A1) - A(0)

Ka==""210)

A continuacién se especifican una serie de supuestos, el propoésito de los cuales es en-
contrar un compromiso entre la complejidad del mundo real y las limitaciones y simpli-
ficaciones de un modelo matemaético, impuesta con el fin de hacer que sea manejable.
Los supuestos reflejan nuestra actual posicion en este compromiso y se modificara en el
futuro.

Supuesto 1 (Aleatoriedad)

El precio futuro de las acciones S (1) es una variable aleatoria con al menos dos diferentes
valores. El precio futuro A (1) de la seguridad libre de riesgos es un ntimero conocido.
Supuesto 2 (Positividad de precios)

Todos los precios de las acciones y los bonos son estrictamente positivos,

At)y>0y S(t)>0
parat =0, 1.
La riqueza total de un inversionista en el instante de tiempo ¢t = 0,1 es
V(t)=aS(t)+yA(t).

El par (z,y) es llamado portafolio o cartera , V () es el valor de esta cartera, es decir,

la riqueza del inversionista en el tiempo ¢.

Los saltos de precios de los activos entre los tiempos 0 y aumento de 1 dan un cambio

de el valor de la cartera:

V(1) =V(0)=2(5(1) = 5(0) +y(A(1) = A(0)).

Esta diferencia (que puede ser positiva, cero o negativa) como una fraccion del valor

inicial representa el rendimiento de la cartera,



3.1.1. Un modelo de Mercado simple

Los rendimientos de los bonos o acciones son casos particulares de la rentabilidad de

una cartera (con x = 0 o y = 0, respectivamente).

Ejemplo 3.1. Sea A(0) =100 y A(1) = 110 dolares.

A continuacion, el rendimiento de una inversiéon en bonos sera

K4 =0.10,

es decir, 10 %. También, sea S(0) = 50 délares y supongamos que la variable aleatoria
S(1) puede tomar dos valores,

= S (1) = 52 con probabilidad p.

= S (1) = 48 con probabilidad 1 — p.

para un determinado 0 < p < 1. El rendimiento de las acciones seré entonces

0.04 si la accidon sube,

—0.04 si la acciéon baja,

estoes 4% 6 —4 %.

Es matematicamente conveniente y no demasiado lejos de la realidad permitir el uso
de nameros reales, incluidos los negativos y fracciones, para representar las posiciones
x e y en una cartera. Esto se refleja en la siguiente suposicién, que no impone ninguna

restriccion en cuanto a las posiciones de negociaciéon con que se trate.

Supuesto 3 (Divisibilidad, liquidez y las ventas cortas)

Un inversionista puede tener cualquier niimero z e y de acciones y bonos, ya sea ntimero

entero o fraccionario, negativo, positivo o cero. En general,

z,y € R.

El hecho de que uno puede tener una fracciéon de una acciéon o bono se conoce como la
divisibilidad. Divisibilidad casi perfecta se logra en las relaciones del mundo real siempre

que el volumen de transacciones es grande en comparacion con los precios unitarios.

Si el namero de valores de un tipo particular que tuvo lugar en una cartera es positivo,

decimos que el inversionista tiene una posicion larga. De lo contrario, decimos que una
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posicion corta o que el activo estd en corto. Una posiciéon corta en el libre-riesgo de
valores puede implicar la emision y venta de bonos, pero en la practica el mismo efecto
financiero se consigue mas facilmente por los préstamos en efectivo, siendo la tasa de
interés determinada por los precios de los bonos. Pagar el préstamo con interés se conoce
como cerrar la posicién corta. Una posicion corta en la accién puede ser realizada por
venta corta. Esto significa que el inversionista toma prestadas las acciones, las vende,
y utiliza el procedente para hacer alguna otra inversion. El propietario de las acciones

mantiene todos los derechos de la misma.

Supuesto 4 (Solvencia)

La riqueza de un inversor debe ser no negativa en todo momento,

V(t) >0 parat=0,1

es decir, en Matematica Financiera todo se vale menos perder dinero.
Una cartera o portafolio que satisface esta condiciéon se llama admisible.

En el mundo real el namero de posibles precios diferentes es finito porque se expresen
en un niumero determinado de decimales y porque s6lo hay una cierta cantidad final de

dinero en todo el mundo, que suministra un limite superior para todos los precios.

Supuesto 5

El precio futuro S (1) de una parte de la accion es una variable aleatoria tomando s6lo

un numero finito de valores.

3.1.2. Principio de No-Arbitraje

Ahora vamos a declarar la suposicion mas fundamental acerca del mercado. En breve,
vamos a suponer que el mercado no permite beneficios libres de riesgo sin inversion
inicial. Por ejemplo, una posibilidad de ganancias sin riesgo, sin inversién inicial puede
surgir cuando los participantes del mercado se equivocan. Supongamos que un comer-
ciante en Nueva York ofrece comprar libras esterlinas a una tasa d4 = 1.62 dolares
por libra, mientras el distribuidor B en Londres los vende a un tasa dg = 1.60 dolares
a una libra. Si éste fuera el caso, en efecto, se tendria entrega de dinero gratis. Un
inversor sin capital inicial podria lograr un beneficio de d4 — dg = 0.02 ddlares por
cada libra cotizada tomando simultdneamente una posicion corta con el distribuidor B

y una posicion larga con el comerciante A.

La demanda por su generoso servicio obligaria rapidamente a los distribuidores a ajustar
el tipo de cambio por lo que esta oportunidad rentable desapareceria.
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Supuesto 6 (Principio de no arbitraje )

No hay portafolio admisible con el valor inicial V' (0) = 0 tal que V(1) > 0 con una
probabilidad distinta de cero.

En otras palabras, si el valor inicial de una cartera admisible es cero, V(0) = 0, enton-
ces V(1) = 0 con probabilidad 1. Esto significa que ningin inversor puede obtener un
beneficio sin riesgo y sin dotacién inicial. Si una cartera viola este principio, dirfamos
que una oportunidad de arbitraje estaba disponible. Rara vez existen oportunidades de
arbitraje en la préctica, y cuando lo hacen, la ganancias son tipicamente extremada-
mente pequenas en comparacion con el volumen de las transacciones, haciéndolas méas

alla del alcance de los pequenos inversores.

La supresion del arbitraje en el modelo matematico esta lo suficientemente cerca de
la realidad y resulta ser el supuesto mas importante y fructifero. Argumentos basados
en el principio de no-arbitraje son las principales herramientas de las mateméticas

financieras.

3.1.3. Contratos Forward

Un contrato Forward (plazo) es un acuerdo para comprar o vender un activo con riesgo
en un determinado momento en el futuro, conocida como la fecha de entrega, por un
precio fijo F' fijado en el momento presente, llamado el precio forward. Si un inversionista

se compromete a vender el activo, se habla de un contrato a plazo corto.

Ejemplo 3.2. Supongamos que el precio a plazo de un activo es de 80 doélares. Si el
precio de mercado del bien resulta siendo 84 doélares en la fecha de entrega, el titular del
contrato forward puede comprar el activo por 80 doélares y lo puede vender de inmediato
por 84 doélares y cobrar la diferencia de 4 ddlares.

En general, la parte que tiene un contrato a plazo con fecha de entrega 1 se beneficiara
si el precio futuro de los activos S (1) se eleva por encima del precio a plazo F. Si
el precio de activos S (1) cae por debajo del precio a plazo F', entonces el titular del
contrato a plazo sufrird una pérdida.

3.1.4. Opciones de compra y venta

Tenemos un breve ejemplo de como funciona el uso de una opcién. Més adelante se

aborda la teoria necesaria para opciones.

Sea A (0) = 100, A (1) =110, S (0) = 100 dolares y
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120 con probabilidad p

S(1) =
80 con probabilidad 1 —p

donde 0 < p < 1.

Una opcion de compra con precio de ejercicio $100 y el tiempo de ejercicio 1 es un
contrato que da al que la posee el derecho (pero no la obligacién) de comprar una

participacion de acciones por $100 en el tiempo 1.

Si el precio de la acciéon cae por debajo del precio de ejercicio, la opcién no tendra
ningun valor. No tendria mucho sentido la compra de una participacion por $100 si su
precio de mercado es $80 y nadie querria ejercer el derecho. De lo contrario, si el precio
de la accién se eleva a $120, que esta por encima del precio de ejercicio, la opcion traera
un beneficio de $20 a su titular, que tiene derecho a comprar una acciéon por $100 en
el tiempo 1 y puede venderla inmediatamente en el precio de mercado de $120. Esto se
conoce como el ejercicio de la opciéon. La opcion solo puede ejercerse, asi simplemente
recogiendo la diferencia de $20 entre el precio de mercado de las acciones y el precio de
ejercicio. En la practica, este ultimo es a menudo el método preferido porque la accion

no necesita cambiar de manos.

Como resultado, la recompensa de la opciéon de compra, es decir, su valor en el momento

1 es una variable aleatoria

20 si la accién sube
c(1) =

0 si la accion baja
Mientras tanto, C' (0) denotara el valor de la opcion en el tiempo 0, es decir, el precio

a los que la opcidon puede ser comprada o vendida en la actualidad.

3.2. Activos libres de riesgo
3.2.1. Valor temporal del dinero y el interés simple

Es un hecho de la vida que de $100 a ser recibidos después de un ano valen menos que
la misma cantidad hoy en dia. La razon principal es que el dinero debido en el futuro
o encerrado en una cuenta a plazo fijo no se puede gastar de inmediato. Por ello era
de esperar a ser compensado por el consumo postergado. Ademas, los precios podrian
subir en el interin y la cantidad no tendra el mismo poder adquisitivo que tendria en la
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actualidad. Finalmente, siempre existe un riesgo, incluso uno insignificante, que nunca
se recibird el dinero. Siempre que un pago futuro es incierto, hasta cierto punto, su

valor actual se reduciré para compensar el riesgo.

Supongamos ahora que una cantidad se abonara en una cuenta bancaria, donde se va a
ganar interés. El valor futuro de esta inversioén consiste en el deposito inicial, llamado
principal y denotado por P, mas todos los intereses devengados ya que el dinero era
depositado en la cuenta. Para empezar, vamos a considerar el caso en que el interés
es atraido s6lo por el principal, que se mantiene sin cambios durante el periodo de
inversion. Después de un ano el interés ganado serd rP, donde r > 0 es la tasa de
interés. El valor de la inversion se convertira asi en V(1) = P+rP = (1+4r)P. Después
de dos anos, la inversion crecera a V(2) = (1 + 2r)P. Considere una fraccion de un
afio. El interés se calcula normalmente a diario: el interés ganado en un dia serd —=rP.

365
rP y el valor total de la inversion se convertira en

_n_

365

V (5%) = (1 4 5%=r)P. Esto motiva la siguiente regla de interés simple : El valor de la

inversion en tiempo t , denotada por V' (t) viene dada por

Después de n dias el interés sera

V(t)=(1+1tr)P,

donde el tiempo t, expresado en anos, puede ser un nimero real no negativo arbitrario.
En particular, tenemos la igualdad obvia V(0) = P. El ntiimero 1+ rt se llama el factor
de crecimiento . Aqui asumimos que la tasa de interés r es constante. Si el principal P
se invierte en el momento s, en lugar de en el tiempo 0, entonces el valor en el tiempo

t > s sera

Vit)=1+(t—s)r)P (3.1)
Ejemplo 3.3. Considere la posibilidad de un depésito de $150, invertido durante 20
dias y atrayendo el interés simple a una tasa del 8 %. Esto le da a t = % y r = 0.08.
Después de 20 dias, el deposito crecerda a V' (%) = (1 + % 0.08) 150 =~ 150.66.

El retorno de una inversiéon que comienza en el momento s y que termina en el tiempo

t se denota por K (s,t). Esta dado por

K (s,t) = (3.2)

En el caso de interés simple



que sigue claramente a partir de (3.1). En particular, la tasa de interés es igual a la
rentabilidad en un ano, K (0,1) =r.

3.2.2. La capitalizaciéon peridédica

Una vez més, supongamos que una cantidad P se deposita en una cuenta bancaria,
atrayendo interés a una constante r > 0. Sin embargo, en contraste con el caso de
interés simple, se supone que los intereses devengados ahora se anadirdn a el princi-
pal periédicamente, por ejemplo, anualmente, semestralmente, trimestral, mensual, o
incluso sobre una base diaria. Posteriormente, el interés sera atraido no sélo por el de-
posito original, sino también por todos los intereses devengados hasta la fecha. En esta
situacion, consideramos hablar de la capitalizacion discreta o periddica.

Ejemplo 3.4. En el caso de capitalizacion mensual el primer pago de intereses de 5P
serd debido después de un mes, lo que aumenta el principal para (1 + ﬁ) P, todo lo
cual atraerd el interés en el futuro. El proximo pago de intereses, debido a los dos meses,
por lo tanto serd {5 (1 + %) P y el capital se convertira en (1 + %)2 P. Después de un
ano se convertira en (1 + 17"—2)12 P, después de n meses sera (1 + {—Q)R P y después de t
afios (1+ 17"—2)1%

. 1. 1
decir, un miltiplo de 5.

P. La dltima férmula admite ¢ igual a un ntmero entero de meses, es

En general, si los pagos de interés anual m se hacen por ano, el tiempo entre dos pagos
consecutivos medidos en anos sera de %, el primer pago seré de interés debido al tiempo
de % Cada pago de interés aumentara el principal en un factor de 1 + I-. Teniendo
en cuenta que la tasa de interés r se mantiene sin cambios, después de t anos el valor

futuro de un principal P inicial se convertira en

viy=(1+ ﬁ)tm P (3.3)

m

ya que habra tm pagos de intereses durante este periodo. En esta formula ¢ debe ser un
miltiplo entero del periodo de % El ntmero (1 + %)tm es el factor de crecimiento.

Proposicién 3.5. El valor futuro V' (t) aumenta si uno cualquiera de los parametros m,

t, r o P aumenta, y las otras permanecen inalteradas.

3.2.3. Corrientes de pago

Una anualidad es una secuencia de un ntmero finito de pagos de una cantidad fija
debida a intervalos iguales de tiempo. Supongamos que los pagos de una cantidad C' se
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efectuaran una vez al afio durante n anos. Suponiendo que se aplica interés compuesto
anual, encontraremos el valor presente de un flujo de tales pagos. Calculamos los valores
actuales de todos los pagos y sumando después obtenemos

C C C C

+ + o ——
L+r (1472 (1+7)° (1+7)

A veces es conveniente introducir el siguiente fragmento aparentemente complicado de

notacion:

1 1 1 1

PA(r,n) = U S
R (R A R

Este numero se llama el factor del valor presente de una anualidad. Nos permite expresar

el valor presente de una anualidad de una forma concisa:

PA(r,n) x C.

La expresion PA (r,n) puede ser simplificada utilizando la férmula:

n

a+qa+Ga+ - ¢ 'a=aL.

1—q
En nuestro caso a = ﬁ yq= 1_41rr , entonces
1—(1+r)™"
PA(r,n) = #

r

Observacion 3.6. Tenga en cuenta que en un deposito bancario inicial de

c c c c
P=PA(rn)xC=——+ + o
)X = e T ey 1+7)

la atraccion de intereses compuestos a una tasa r anual produciria un flujo de n pagos
anuales de C' cada uno. Un depdsito de C (1 + 7")_1 creceria a C' después de un ano, que
es justo lo que se necesita para cubrir el primer pago de la anualidad. Un depésito de
C(1+ 7’)_2 se convertiria en C' después de dos anos para cubrir el segundo pago, y asi
sucesivamente. Por ultimo, un depésito de C' (1 +r)™" entregaria el tltimo pago de C
debido después de n anos.

Ejemplo 3.7. Considere la posibilidad de un préstamo de $1,000 para ser pagado en
5 cuotas iguales debida en intervalos anuales. Las cuotas incluyen tanto los intereses a
pagar cada ano calculado en el 15 % del saldo pendiente actual y el pago de una fracciéon
del préstamo. Un préstamo de este tipo se llama un préstamo amortizado. El monto de
cada plazo se puede calcular como
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1000

99832
PA(15%,5)

Esto es debido a que el préstamo es equivalente a una anualidad desde el punto de vista
del prestamista.

3.2.4. Compuesto continuo

La formula (3.3) para el valor futuro al tiempo ¢ de un director P atrayendo el interés

a una tasa r > 0 compuestas m veces de un ano se puede escribir como

V()= {(HL)TTTP.

m

En el limite cuando m — oo, se obtiene

V(t) =¢€"P,

, I
e = lim (1 + —) ,
T—00 x

es la base de los logaritmos naturales. Esto se conoce como la composicion continua. El

donde

factor de crecimiento correspondiente es ef".

Proposiciéon 3.8. Capitalizacion continua produce un mayor valor futuro de capitali-
zacion periddica con cualquier frecuencia m, dado el mismo principal inicial P y tasa

de interés r.

El valor presente bajo capitalizacion continua esta, obviamente, dada por
V(t)=V(0)e ™.

En este caso el factor de descuento es e™*. Dado el valor terminal V (T'), tenemos

claramente

V(t)=e TV (T).

Se define el retorno logaritmico como
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V(1)

k(s,t) :an(s)'

Proposiciéon 3.9. El retorno logaritmico es aditivo,

k(s,t)+k(t,u)=Fk(s,u).

Demostracion. Esto es facil de demostrar

k(s,0) + k (£, u) _11158 an(gz)’
k(s,t)+k(t,u) =1 “;((3“//((?))7
k(s t) +k(t,u) :an(u) — ke (s,u)

3.2.5. ;Coémo comparar métodos compuestos?

Supongamos que los certificados que prometen pagar 120 dolares después de un ano se
pueden comprar o vender ahora, o en cualquier momento durante este anio, por $100.
Esto es consistente con una tasa de interés constante de 20 % bajo interés compuesto
anual. Si un inversionista decidi6 vender un certificado de medio ano después de la

compra, ;qué precio tendria que ir a buscar?

Supongamos que es de $110, una primera aproximacion frecuente en base a reducir a
la mitad el beneficio anual de $20. Sin embargo, esto resulta ser un precio demasiado
alto, lo que lleva a la siguiente estrategia de arbitraje:

» Obtencion de préstamos de $1000 para comprar 10 certificados por $100 cada uno.

» Después de seis meses venden los 10 certificados por $110 cada uno y se compran
11 nuevos certificados por $100 cada uno. El saldo de estas operaciones es nulo.

= Después de seis meses mas venden los 11 certificados de $110 cada uno, cambiando
$1210 en total, y pagando $1200 para borrar el préstamo con intereses. El saldo
de $10 seria el beneficio del arbitraje.
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Definicion 3.10. Decimos que dos métodos de composicion son equivalentes si los fac-
tores de crecimiento correspondientes durante un periodo de un ano son los mismos. Si
uno de los factores de crecimiento supera la otra, entonces el método de composicion

correspondiente se dice que es preferible.

Definicién 3.11. Para un método de composiciéon dada con tasa de interés r la tasa
eficaz r, es la que da el mismo factor de crecimiento durante un periodo de un ano bajo

la capitalizacién anual.

En particular, en el caso de la composicién periddica con frecuencia m y la tasa r, la

tasa efectiva r, satisface

<1+1) — 147
m

En el caso de la composicién continua con tasa r
e =14+r,.
3.2.6. Mercado de dinero

El mercado de dinero consiste en valores libres de riesgo. Un ejemplo es un bono, que es
una seguridad financiera prometiendo al titular una serie de pagos futuros garantizados.
Libre de riesgo significa aqui que estos pagos se entregan con certeza. (Sin embargo,
incluso en este caso el riesgo no puede evitarse por completo, ya que los precios de
mercado de dichos valores pueden fluctuar de manera impredecible). Hay muchos tipos
de bonos como las letras del tesoro, tesoreria, hipoteca y titulos de crédito, papeles
comerciales y otros con diversas disposiciones particulares relativas a la institucion,

duracién, nimero de pagos, incrustado derechos y garantias que emiten.

3.2.7. Bonos de cupén

Bonos que prometen una secuencia de pagos se denominan bonos de cupén. Estos pagos
consisten en el valor nominal debido a su vencimiento y los cupones pagados, por lo
general, anualmente, semestralmente o trimestralmente, el dltimo cupén pagadero al
vencimiento. La asunciéon de los tipos de interés constantes nos permite calcular el

precio de un bono cupén descontando todos los pagos futuros.
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Ejemplo 3.12. Considere la posibilidad de un bono con valor nominal F' = 100 ddélares
con vencimiento en cinco anos, 7' = 5, con cupones de C' = 10 dolares pagados anual-
mente, el dltimo en la madurez. Esto significa un flujo de pagos de 10,10, 10, 10,110
dolares al final de cada ano consecutivo. Dada la tasa de capitalizaciéon continua r,

digamos 112 %, podemos encontrar el precio del bono:

V (0) = 10e™" + 10e™ %" + 10e " 4 10" + 110e~"" = $90.27
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4. Modelos Multiperiodos.

4.1. Introduccién a precios: Modelos de un sélo periodo.

Comencemos con un ejemplo muy simple disenado para ilustrar el enfoque de no arbi-
traje de derivados de precios. Considere la posibilidad de una accién cuyo precio en la
actualidad es $s. Durante un periodo determinado, el valor de la accion puede subir o
bajar, subir a un valor su donde u > 1 con probabilidad p o bajar a un valor sd donde
d < 1 con probabilidad 1 —p. En este modelo, estos son los tinicos movimientos posibles
para la accién en un soélo periodo. Durante un periodo mas largo, por supuesto, muchos
otros valores son posibles. En este mercado, también asumimos que existen los llamados
bonos libres de riesgo disponible devolviendo una tasa garantizada de r % por periodo.
Un bono de este tipo no puede caer en mora; no existe un mecanismo aleatorio que
rige su regreso que se conoce después de la compra. Una inversion de $1 al comienzo
del periodo devuelve una garantia de z(1 4 r) al final. A continuacién, un portafolio
comprado en el comienzo de un periodo que consiste de y acciones y x bonos volvera
al final del periodo de una cantidad $x(1 + r) + ysZ donde Z es una variable aleatoria
tomando valores u o d con probabilidades p y 1 — p, respectivamente.

Definicion 4.1. Un portafolio es un par (z,y) que representa el numero de bonos y el
numero de acciones, respectivamente si z,y < 0 representa una venta corta en el activo

correspondiente.

Dado un portafolio, denotamos por V(sZ) el valor del portafolio en el tiempo ¢ y esta
dado por:

V(sZ)=z(1+71)+y(sZ)

Definicion 4.2. Un portafolio (x,y) genera una posibilidad de arbitraje si V' (0) = 0,
P(V(sZ)>0)=1y P(V(sZ)>0) > 0.

Veamos ahora una condiciéon necesaria y suficiente para que el modelo binomial no
tenga oportunidades de arbitraje.

Teorema 4.3. El modelo es libre de arbitraje si y solo si se satisface que u > 1+17 > d.

Demostracion. Supongamos que 1 +r > u > d. Esto quiere decir que es mejor invertir
en el bono que en la accion. Asi que podemos construir el portafolio(x,y) = (s, —1), es

decir, vendemos en corto una acciéon y con esto compramos bonos. Entonces
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V(0)=s(1)—1(s) =0

V(sZ)=s(1+r)—1(sZ)=s(1+r—2Z) >0

Ademas, P(V(sZ) > 0) = P(14+r > Z) > P(Z = d) = pg > 0. Es decir, tenemos un
portafolio que genera arbitraje.

Analogamente, si u > d > 1 + r es mejor invertir en la accion, luego hacemos (z,y) =
(—s,1). En este caso tenemos

V(0)=—-s+s=0

V(sZ)=—s(l+r)+sZ=s(-1—r+2Z)=s(—(1+r)+2Z)>0:

Igualmente, P(V(sZ) >0)=P(1+r < Z) > P(Z =u) =p, > 0y tenemos de nuevo
una oportunidad de arbitraje.

Supongamos ahora que v > 1+ r > d y mostremos que no existe portafolio que genere
arbitraje. Sea cualquier portafolio tal que V(0) = 0. Puesto que V(0) = = + sy = 0,
entonces si = —sy, luego

V(sZ)=—sy(l+7r)+y(sZ)=—sy —syr +ysZ =sy(—(1+r)+ 2)

Ahora, si y > 0, entonces P(V(sZ) > 0) = P(Z = u) = p, < 1 y no hay arbitraje. Si
y < 0 tampoco hay arbitraje pues P(V(sZ) > 0) = P(Z = d) = ps < 1. Finalmente, si
y = 0 entonces P(V(sZ) > 0) = 0.

O

Un inversor ambicioso podria buscar un portafolio cuyo costo inicial es cero (es decir,
z+ys = 0) de tal manera que el retorno es mayor que o igual a cero con una probabilidad
positiva. Esto significa que el inversor es capaz de alcanzar una probabilidad positiva de
los futuros beneficios sin riesgo,con una inversion neta de $ 0. En términos matemaéticos,
el inversionista busca un punto (z,y) tales que = 4+ ys = 0 (costo neto del portafolio es

cero) y
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z(l4+7)+ysu>0

z(l4+7)+ysd>0

donde cualquiera de las dos ecuaciones representa el valor de la riqueza al finalizar el
periodo, con al menos una de las dos desigualdades estricta (por que nunca hay una
pérdida y una oportunidad diferente de cero de un retorno positivo).

Bajo un supuesto no arbitraje desde d < 1 + r < wu , la garantia total de bonos es
una combinaciéon convexa o una media ponderada de los dos posibles garantias total de
acciones; es decir, hay probabilidades 0 < ¢ < 1y (1—gq) tal que (1+7) = qu+ (1 —q)d.
De hecho, es facil de resolver esta ecuacion para determinar los valores de ¢ y 1 — ¢.

l+r=qu+(1—-q)d

l+r=qu—d)+d

(1+7r)—d u—(14+r)
l—qg=— "/ 4.1
a u—d 7 q u—d (4.1)

Definicion 4.4. Denotemos por () la distribuciéon de probabilidad que pone probabili-
dades ¢ y 1 — ¢ en los puntos su, sd. Entonces, si S; es el valor de la accion al final del

periodo, tenemos:

ﬁEQ(Sl) = ﬁ(qsu + (1 - ¢)sd)
“ i . (qsu + sd — gsd)
~ i T)S(qu +d(1—q)
_ (1ir>s(1+7~)



donde Eg denota la expectativa suponiendo que () describe las probabilidades de los
dos resultados.

En otras palabras, para que no haya arbitraje, debe existir una medida de probabilidad
Q@ tal que el precio esperado del valor futuro de las acciones S; descontado hasta el
presente con el regreso de un bono libre de riesgo es exactamente el valor presente de
las acciones. La medida () se denomina la medida de riesgo neutral y las probabilidades
que esto asigne los posibles resultados de S, no son necesariamente los que determinan
el comportamiento futuro de las acciones. La medida de riesgo neutral incluye tanto las
creencias de consenso actuales en el valor futuro de las acciones y la actitud consensuada
de los inversionistas para evitar riesgos. No suele ser cierto que ﬁE p(S1) = s con P
denotando la distribucién de probabilidad actual describiendo las probabilidades futuras
de la accion. De hecho, es muy poco probable que un inversionista que desee adquirir una
accion arriesgada, si él o ella podria lograr exactamente el mismo rendimiento esperado
sin ningun riesgo en absoluto en el uso de un bono. Por lo general, esperamos que para
hacer una inversion de riesgo atractivo, su rentabilidad esperada debe ser mayor que
el de una inversion libre de riesgo. Observe en este ejemplo que la medida de riesgo
neutral ) no utilizé las probabilidades p y 1 — p que si la accién sube o baja y esto
parece contrario a la intuicidon. Seguramente si una accién es mas probable que suba, a

continuacion, jUna opcion de compra sobre las acciones debe valorarse mas alto!

Teorema 4.5. El mercado es libre de arbitraje si y solo si existe una medida de riesgo

neutral.

Supongamos por ejemplo que tenemos un amigo dispuesto, en una transaccién privada
conmigo, para comprar o vender una acciéon a un precio determinado a partir de su
distribuciéon subjetivamente asignada P, diferente de (). El amigo cree que la acciéon

estd actualmente valorada en

1 ~ psu+(1-p)
Ten P =0

sd
# 5 ya que p#q

Si el precio de evaluacion del amigo es mayor que el precio actual de mercado, podemos
comprar en el mercado abierto y vendemos al amigo. Si no es asi, uno puede hacer lo

contrario; de cualquier manera obtenemos ganancias.

Asi que jpor qué deberiamos utilizar la medida () para determinar el precio de un activo

determinado en un mercado (suponiendo, por supuesto, que ) es una medida de riesgo
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neutral y que son capaces de determinarlo)? No porque describe con precision el com-
portamiento futuro de la accién, sino porque si utilizamos cualquier otra distribucion,
ofrecemos a un inversionista inteligente (de los cuales hay muchos!) Una oportunidad

de arbitraje, o una oportunidad para hacer dinero sin ningun riesgo y a nuestra costa.

Observacion 4.6. Los derivados son inversiones que derivan su valor de la de un activo

correspondiente, como una accion.

Una opcién de compra europea es una opcion que le permite (pero no le obliga) para
comprar las acciones en una fecha fija a futuro (la fecha de vencimiento) o para un precio
predeterminado dado, el precio de ejercicio de la opcion). Por ejemplo, una opciéon de
compra con precio de ejercicio de $ 10 en una accion cuyo valor futuro se designa Sy,
vale la pena una vez expirado S; — 10 si S; > 10 pero nada en absoluto si 57 < 10. La
diferencia S; — 10 entre el valor de las acciones al vencimiento y el precio de ejercicio
de la opcién es el beneficio si se ejerce la opcion, la compra de las acciones por $10 y
se venden en el mercado libre a $ S;. Sin embargo, si S; < 10, no hay ningin punto
en el ejercicio de la opcidn, ya que no esté obligado a hacerlo y su declaracion es de
$ 0. En general, su garantia total desde la compra de la opcion es una simple funcion
del precio futuro de las acciones tales como V' (S;) = maz(S; — 10,0). Denotamos esto
como (S7 — 10)*.

Definicion 4.7. El valor futuro de la opcién es una variable aleatoria pero que deriva
su valor de la accion, por lo que se llama un derivado y la accion es el subyacente.

Definicion 4.8. Un derivado o derecho contingente V' (.S7) es cualquier variable aleatoria

definida en un espacio muestral Q = {su, sd}.

Una funcién con el precio de las acciones V' (S7) que puede representar el retorno de un
portafolio de acciones y derivados se llama un reclamo contingente. V' (S1) representa la
garantia total a un inversionista de un determinado instrumento financiero derivado o
cuando el precio de las acciones al final del periodo es S;. En nuestro ejemplo anterior
del simple binomio, la variable aleatoria toma solo dos valores posibles V' (su) y V(sd).
Vamos a demostrar que existe un portafolio, llamado portafolio replicable.

Definicion 4.9. Un portafolio replicable consistente en una inversiéon tnicamente en el
de acciones y bonos por encima del cual reproduce estos valores V(su) y V(sd) con

exactitud.

Podemos determinar los pesos correspondientes en los bonos y acciones (z,y) simple-

mente resolviendo las dos ecuaciones con dos incégnitas:

z(l+7r) 4+ ysu = V(su)
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z(1+7)+ ysd = V(sd)

Resolviendo obtenemos:

. Visu) = V(sd)
e s (42)
B (1+7°)(u d)

Al comprar y* unidades de acciones y x* unidades de bonos, que son capaces de replicar
el derecho contingente V' (S7) exactamente, es decir, producir un portafolio de acciones
y bonos con exactamente el mismo rendimiento que el reclamo contingente. Asi que en
este caso, al menos, no puede haber s6lo un posible valor actual para la reclamaciéon de
los contingentes y que es el valor actual del portafolio replicante z* + y*s.

Ejemplo 4.10. Supongamos que existe un derecho contingente V'(S;) tal que V(su) = 0
y V(sd) = 5. El precio actual de la accion es s = 100, los valores de la variable Z son
u=11yd=1.02 con p, = 0.75 y g4 = 0.25. La tasa de retorno libre de riesgo es
r = 0.05. Como encontramos el valor de este derivado?

Veamos si este derecho es replicable, para eso debemos encontrar un portafolio (x,y)
que satisfaga el siguiente sistema de ecuaciones

1.052 + 110y = 0

1.05z + 102y = 5

La solucion de este sistema es y = —0.625 y x = 65.48. Esto quiere decir que para
replicar el derecho se deben comprar 65.48 bonos y vender en corto 0.625 acciones.
Para esto se requiere una inversion inicial de V' (0) = 65.48 — 62.5 = 2.98.

El ejemplo anterior muestra que en este mercado todo derecho es replicable pues el

sistema en 4.2 tiene solucién tnica.

Si el mercado coloca cualquier otro valor en reclamo de los contingentes, a continuacion,

un comerciante podia garantizar un retorno positivo por un simple intercambio, una
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venta corta en el reclamo contingente y la compra del portafolio equivalente o la compra
del reclamo contingente y una venta corta replicando el portafolio. Por lo tanto este es

el inico precio que se opone a una oportunidad de arbitraje.

El ejemplo 4.10, ademas sugiere la siguiente idea importante: Si un derivado es repli-
cable, entonces el valor del derivado debe coincidir con el valor inicial del portafolio
replicable, asi que usando las ecuaciones 4.2, el valor de x* + sy* del derecho V'(S}) esta

dado por:

—EQV(81) = (aV (su) + (1 )V (sd)
1 14r—d u—(1+r)
= (T (su) + oV (sd) (4.3)
=z +y's.

La ecuacion (4.3) nos dice que para valorar un derivado debemos calcular su valor
esperado respecto a la medida de riesgo neutral y descontarlo usando la tasa de retorno

libre de riesgo.

Continuando con el ejemplo 4.10. Usando las ecuaciones (4.1) tenemos que

1.05 —1.02

= —=0.375

77008

1.1 —-1.05
l-¢q=————=0.625
T 009
Entonces, de (4.3) se obtiene

0.625

* * pum = 2. =
"+ sy T 5 98 = V(0)

En otras palabras, el valor esperado descontado de la reclamacion contingente es igual
al precio de no arbitraje del derivado en que se toma la expectativa usando la medida Q).
De hecho cualquier reclamo contingente que es alcanzable debe su precio determinado
de este modo. Si bien hemos desarrollado esto s6lo en un caso extremadamente simple,

que se extiende mucho mas general.
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4.1.1. Modelo General

Supongamos que tenemos un total de N activos de riesgo cuyos precios en los tiempos
t = 0,1, estan dadas por (5375‘17), j = 1,2,...,N. Denotamos por Sy, S; el vector
columna de precios inicial y final

S S

S35 St,
SO = . ) Sl = ‘

Sy Sy

donde en el tiempo 0, Sy es conocido y 57 es al azar. Supongamos también que hay un
activo sin riesgo (un bono) con una garantia de pago de tasa de interés r més de una
unidad de tiempo. Supongamos prestar dinero (esto es lo mismo que una venta corta
en bonos) a la tasa libre de riesgo para comprar unidades de acciones w; con j en el
tiempo 0 para un costo total de ) ijg. El valor de este portafolio en el tiempo t = 1
es T(w) =Y w;(S] — (1+71)S)).

Si hay pesos w; de modo que esta suma es siempre no negativo, y P(T(w) > 0) > 0,
entonces ésta es una oportunidad de arbitraje. Del mismo modo, mediante la sustitucion
de los pesos w; por su negativa —w;, hay una oportunidad de arbitraje si para algunos
pesos la suma es no positiva y negativa con probabilidad positiva. En resumen, no hay
oportunidades de arbitraje si por todos los pesos w;, P(T'(w) > 0) > 0y P(T(w) <
0) > 0 por lo que T'(w) realiza tanto valores positivos y negativos. Suponemos que en
el momento que genera la funcion M (w) = Efexp(3] w;(S] — (1+7)S7))] existe y es un
funcion analitica de W. Aproximadamente la condiciéon de que el momento generando la
funcién es analitica asegura que podemos ampliar la funcion en un desarrollo en serie en
W. Este es el caso, por ejemplo, si estan delimitadas los valores de Sy, Sy. El siguiente
teorema proporciona la equivalencia de las condiciones de no arbitraje y la existencia

de una equivalencia de medida Q.

Teorema 4.11. Una condicion suficiente y necesaria y tal que no haya oportunidades

1

J
mSO para

de arbitraje es que existe una medida () equivalente a P tal que: EQ(S{) =
todo j =1,2,3,...... , V.

4.2. Modelos Multiperiodos.
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Cuando un precio de activos evoluciona con el tiempo, el inversionista normalmente
toma decisiones sobre la inversiéon en varios periodos durante su vida. Tales decisiones
se toman con el beneficio de la informacién actual, y esta informacion, tanto si se
utilizan o no, incluye el precio del activo y los activos relacionados en todos los periodos
anteriores, a partir de un tiempo ¢ = 0 cuando empezamos la observaciéon del proceso.
Denotamos como H; a la informacién que esta disponible para usarla en el tiempo t .
Formalmente, H; es lo que se llama una o—algebra generada por el pasado, y hay dos

propiedades fundamentales de esta signa algebra, las cuales son:

1. La primera es que las o—4lgebras aumentan con el tiempo.

2. La segunda caracteristica de H; es que incluye el valor del precio de los activos
S;, 7 <t en todo momento.

En lenguaje de teoria de medida, S; se adapta o es medible con respecto a H,. Ahora
bien, el analisis anterior muestra que cuando nuestra vida la inversiéon comenzo6 en el
tiempo t = 0 y estabamos planeando para el préoximo periodo de tiempo, la ausencia
de arbitraje implica una medida de riesgo neutral (), tales que EQ(ﬁsl) = Sy. Ima-
ginemos ahora que estamos en una posiciéon similar al tiempo ¢,planeando la inversion
para la siguiente unidad de tiempo. Todos los valores esperados se deben tomar a la
luz de nuestros conocimientos actuales, es decir, teniendo en cuenta la informacion H;.
Un anélisis idéntico a lo anterior muestra que, bajo la medida de riesgo neutral @), si
S; representa el precio de las acciones después de periodos t y rt la tasa de interés en

un periodo libre de riesgo dado ese tiempo, entonces:

1
147

Eo(———Si1 | H) = $ (1.4)
Supongamos que B; sea el valor de $1 invertido en el tiempo ¢ = 0 después de un
total de periodos t. Entonces By = (1 4+ rg), B2 = (1 + r9)(1 + r1), y en general
By = (1+7r)(1+71)...(1 +r_1). Dado que la tasa de interés por periodo se anuncio a
principios de este periodo, el valor de B; se conoce en el momento ¢t — 1. Si usted debe
exactamente $ 1.00 para pagar en el tiempo ¢, entonces para cubrir esta deuda debe
tener una inversion en el tiempo ¢t = 0 de $ E(1/B;), que podriamos llamar el valor
actual de la promesa. En general, en el tiempo ¢, el valor actual de una cierta cantidad
$ V; prometido en el tiempo T (es decir, el valor actual o el valor descontado al presente
de este pago) es:
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St+1 1 1 1 S,

E, H) = Eq(57—— H)=—EF H) = 2t
Q<Bt+1 | t) Q<Bt(1 + Tt) StJrl | t) Bt Q(l T Ty St+1‘ t) ‘(Bt )
4.5

Tenga en cuenta que estamos en condiciones de tomar el divisor B; fuera de la ex-
pectativa ya B, es conocido en el tiempo ¢. Esta ecuacién (4.5) describe una elegante
propiedad matemética compartida por todos los valores negociables en un mercado
completo. Bajo la medida de riesgo neutral, el precio con descuento Y; = S;/B; forma

una martingala.

Definicién 4.12. Una martingala es un proceso Y; por el cual la expectativa de un valor
futuro dado el presente es igual a el presente, es decir:

E(Ytﬂ’Ht) =Y,

para todo t.

Es facil demostrar que para un proceso tal, cuando T >t

E(Yr | Hy) = E[ - -E[E(Yr | Hr—1) | Hr—2] - - | Hi] =Y,

Por lo tanto, en virtud de una medida de riesgo neutral () en un mercado completo,todos
los valores negociables descontados a la actual, forman una martingala. La medida @,

no la medida P, determina los precios derivados de un mercado de no arbitraje.

En general, los precios en un mercado se determinan como valores esperados, pero los
valores esperados con respecto a la medida de (). Esto es cierto en cualquier mercado
completo, sin importar el ntimero de activos negociados en el mercado. Para cualquier
tiempo futuro 1" > t, y por cualquier derivado definido en los activos negociados en un
mercado cuyo valor en el tiempo ¢ esta dada por V, EQ(%VﬂHt) = V,= al precio de los
derivados en el mercado en el tiempo ¢t . Supongamos que queremos determinar un precio

adecuado para un derivado cuyo valor esta determinado por algiin precio de una acciéon
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de proceso S;. Supongamos que en el tiempo 1" > ¢, el valor del derivado es una funcién
simple del precio de las acciones en ese momento Vy = V(Sr). Simplemente podemos
generar muchas simulaciones del valor futuro o de la accién y el correspondiente valor del
derivado Sy, V(Sr) dada la situacion actual de la informacion Hp. Estas simulaciones
deben llevarse a cabo bajo la medida (). Con el fin de determinar un precio justo para
el derivado, tenemos que la media de los valores descontados de los derivados, con

descuentos hasta el presente, sobre todas estas simulaciones.

El problema es que la medida ) no es a menudo visible en los actuales precios de
mercado ni estadisticamente estimable de su pasado. En otras palabras, un primer paso
en la valoracion de cualquier activo es determinar una medida () para la cual este se
mantiene. Ahora bien, en algunos modelos simples que involucran una sola acciéon, esto

es bastante simple, y hay una tinica medida tal como Q).

4.2.1. Resolviendo para la Medida Q

Ejemplo 4.13. Durante cada periodo, el precio de una acciéon proporciona una ren-
tabilidad mayor que, menor o igual que la de una inversion libre de riesgo, como un
bono.Supongamos por simplicidad que los cambios de accién en las existencias por el
factor de u(14r) (superior) o (1+7) (la misma) d(1+7) (menos) dondeu > 1 > d = 1/u.

La probabilidad ) de aumentos y disminuciones se desconoce, y puede variar de un
periodo a otro. Para mas de dos periodos, se muestran los posibles caminos ejecutados
por este precio de las acciones, a continuaciéon suponiendo que la acciéon comienza en el

instante ¢ = 0 con precio Sy = 1.
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u2(1 + 7’)2

u(l +7)
u(l +7r)?
1 0r) (147
) d(1 +1)?
d*(1+7)?

Figura 1: Arbol trinomial de el precio de acciones

En general, en tal arbol como hay tres ramas de cada uno de los nodos en los tiempos
t = 0,1 y hay un total de 1 + 3 = 4 de dichos nodos. Por lo tanto, incluso si asumimos
que las probabilidades de arriba y abajo de los movimientos no dependen de cémo el
proceso llegd a un nodo dado, hay un total de 3 x 4 = 12 parametros desconocidos.
Por supuesto que hay condiciones; por ejemplo, la suma de las tres probabilidades en
las ramas que salen de un nodo dado deben sumar uno y el proceso de precio debe ser
una martingala. Para cada uno de los cuatro nodos, esto proporciona dos restricciones
para un total de 8 condiciones, dejando 4 pardmetros a estimar. Nosotros necesitamos
el precio del mercado de 4 derivados diferentes u otros créditos contingentes para ser
capaz de generar 4 ecuaciones con 4 incégnitas y resolver para ellos. Siempre estamos en
condiciones de obtener precios de cuatro de estos derivados, entonces podemos resolver
estas ecuaciones. Si denotamos la probabilidad de riesgo neutral de "arriba" en cada

uno de los cuatro nodos de pi, po, p3, ps entonces la distribucion condicional de Sy
dado S; = s es:

Valor de la accién
su(l+7r) s(1+7) sd(l+7)

Probabilidad
u—d u—1
pi 1———pi=1—kpi

bi = Cp;
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Ejemplo 4.14. Considere el siguiente caso especial, con la tasa de interés r libre de
riesgo por periodo, u = 1.089, Sy = $ 1.00. También suponemos que se nos da el precio
de las cuatro opciones de compra que expiran en el tiempo 7' = 2. Los valores posibles
del precio en el momento 7" = 2 que corresponde a subir dos veces, subir y mantenerse

constante, subir y bajar, etc. son los valores de S(T") en el conjunto

{1.1859, 1.0890, 1.0000, 0.9183, 0.8432} .

Ahora considere una "opcion de compra' esta accion que expira en el tiempo T' = 2 con
el precio K de compra. Esta opcion tiene un valor en el tiempo t = 2 igual a (S; — K)
si esto es positivo o cero en caso contrario. Por razones de brevedad denotamos esto
(S2 — K)*. El valor actual de la opcion es Eg(S2 — K)T descontado hasta el presente,
donde K es el precio de ejercicio de la opcion y Ss es el precio de la accién en el momento

2. Asi, el precio de la opciéon de compra en el tiempo 0 es dado por

Vo = EqlSe — K)*/(1+ 1)

En el ejemplo anterior, si consideramos las ecuaciones necesarias para determinar 1}
para construir un modelo flexible razonable en finanzas, con frecuencia hay méas parame-
tros que valores negociables de los que podemos estimar estos pardmetros. Es bastante
comun reaccionar al querer simplificar el modelo. Es por esta razén que los arboles bi-
nomiales (con solo dos ramas que emanan de cada nodo) se prefieren a menudo, que el
ejemplo de arbol trinomial utilizado, a pesar de una aproximacioén peor a la distribucion

real de las acciones retornada.

En general, si existen n valores diferentes (excluidos los derivados cuyo valor es una
funcion de uno o mas de éstos) y si cada valor puede tomar cualquiera de los m valores
diferentes, entonces hay un total de m™ posibles estados naturales en el tiempo ¢t = n.
La medida () debe asignar una probabilidad a cada uno de ellos. Esto se traduce en un
total de valores de probabilidad desconocidos m™, que, por supuesto, debe agregar una,
y resultando una expectativa razonable para cada uno de los n valores negociables. Para
determinar tnicamente () requerimos un total de m™ — n — 1 ecuaciones o m" —n — 1
derivados diferentes. Por ejemplo, para m = 10, n = 100, aproximadamente uno con
cien ceros, se requieren para determinar inicamente (). En un mercado completo, ) se
determina tnicamente por los valores comercializados, pero en efecto un mercado real

puede ser completo. En los mercados reales, un activo no esta perfectamente replicado
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por una combinacién de otros activos porque no hay ningin valor en la duplicaciéon. Si un
activo es un derivado cuyo valor esta determinado por otro valor comercializado, junto
con las tasas de interés y las volatilidades, los mercados rara vez permiten la replicacion
exacta. Lo més probablemente que podemos esperar en la préactica es encontrar un
modelo o medida () en una subclase de las medidas con las caracteristicas deseables en

las que

Eol=V(Sr) | Hi] = V; para todo V comercializable. (4.6)

Incluso si tuviéramos igualdades en (4.6), esto representaria normalmente menos ecua-
ciones que el nimero de probabilidades () desconocidos por lo que se requiere cierta
simplificaciéon del modelo antes de decidirse por una medida ). Uno podria, a su pro-
pio riesgo, ignorar el hecho de que ciertos factores en el mercado dependen de otros.
Acciones similares comportdandose de manera similar, y ninguno puede ser realmente

independiente. Alguna simplificaciéon del modelo es claramente necesario.

Como primer paso en la simplificaciéon de un modelo, considere algunas de las medidas
comunes de comportamiento. Las acciones pueden subir o bajar. El derivado de una
accion es una tendencia en una u otra de estas dos direcciones. Pero también puede
subir o bajar por mucho o poco. La medida de esto, la variaciéon o variabilidad en los
rendimientos de las acciones se llama la volatilidad de las acciones. Nuestro modelo

debe tener como ingredientes de estas dos cantidades.
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9. Opciones

Definicion 5.1. Una opcién es un contrato que da a su comprador el derecho, pero no
la obligacion, a comprar o vender una cantidad determinada del activo subyacente a
un precio predeterminado (strike o precio de ejercicio), en o hasta una fecha concreta

(vencimiento).

Las opciones se pueden clasificar de varias formas. De forma muy genérica se pueden
dividir en dos grupos: las "vainilla" que consisten en los contratos basicos de opciones
"call" o "put" y las "exodticas" que incorporan variantes que hacen mas complejo su

tratamiento y su valoracion.

5.1. Opciones vainilla.

Se trata de las opciones béasicas que, dependiendo del tipo de derecho que nos den, son
opciones call (de compra) y opciones put (de venta). En funcion de su forma de ser

ejercidas podemos diferenciar:

= Opcién europea: tan solo se pueden ser ejercidas en una fecha determinada (fecha
de ejercicio).

» Opcién americana: pueden ser ejercidas a lo largo de su vida hasta la fecha de

ejercicio.

Definicién 5.2. Una opcion se compra (o vende) a un precio o prima, que es el valor
inicial de la opcion. El precio del subyacente es observable en el tiempo y varia siguiendo
un proceso estocastico. Segun varia el precio del subyacente va variando el valor de la

opcion.

Definicién 5.3. El cobro a que da lugar una opciéon en el momento del ejercicio por
parte del comprador se denomina pay-off.

5.1.1. Opcién Call.

Una opcién call da a su comprador el derecho -pero no la obligaciéon- a comprar un

activo subyacente a un precio predeterminado en una fecha concreta. El vendedor de la
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opcion call tiene la obligacion de vender el activo en el caso de que el comprador ejerza

el derecho a comprar.

El pay-off es la ganancia al vencimiento de la opcion (sin incluir el coste de la prima).
Por ejemplo, si K es el precio de ejercicio y S el valor del activo subyacente en el
momento del ejercicio, el pay-off de una opcion call sera maz(S — K,0) = (S — K)*.

Posibles situaciones favorables para la compra de opciones call:

1. Cuando se prevé que una accién va a tener una tendencia alcista, ya que es mas
barato y rentable que la compra de acciones.

2. Cuando una accién ha tenido una tendencia alcista fuerte, el inversor no ha com-
prado y puede pensar que esta cara, pero que puede seguir subiendo, la compra
de una opcién call permite aprovechar las subidas si la accién sigue subiendo y

limitar las pérdidas si la accion cae.

3. Cuando se quiere comprar acciones en un futuro préximo porque se cree que van
a subir pero hoy NO se dispone de los fondos necesarios, la opcion call permite

aprovechar las subidas sin tener que comprar las acciones.

En la venta de una opcioén call, el vendedor recibe la prima (el precio de la opcion). A
cambio, esté obligado a vender la accion al precio fijado (precio de ejercicio), en el caso
de que el comprador de la opciéon call ejerza su opciéon de compra.

Posibles situaciones favorables para la venta de opciones call:

1. Para asegurar ingresos adicionales una vez decidida la venta de las acciones.

2. Es el caso de que no importe vender las acciones a un precio considerado suficien-
temente alto y recibir, ademés, un ingreso extra previo. Este es el caso en que
se vende una opcion call fijando un precio de ejercicio en el nivel que se desee
por encima del precio actual de la accién en Bolsa. Si la accion llega a alcanzar
ese precio, habra que vender la accion, pero a un precio alto y, ademas, se habra

ingresado el valor de la opcion.

5.1.2. Opciéon Put.

Una opcién put da a su comprador el derecho, pero no la obligaciéon a vender un activo
a un precio predeterminado hasta una fecha concreta. El vendedor de la opcién put
tiene la obligacion de comprar el activo en el caso de que el comprador de la opcion
decida ejercer el derecho a vender el activo.
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El pay-off o ganancia al vencimiento de la opcién (sin incluir el coste de la prima), si K
es el precio de ejercicio y S el valor del activo subyacente en el momento del ejercicio,
serd max(K — S,0)=(S — K)” = (K - 95)".

La compra de opciones put se utiliza como cobertura, cuando se prevén caidas de precios
en acciones que se poseen, ya que mediante la compra de put se fija el precio a partir del
cual se gana dinero. Si la acciéon cae por debajo de ese precio, el inversor gana dinero.
Las pérdidas quedan limitadas a la prima. Las ganancias aumentan a medida que el

precio de la accion baje en el mercado.

Por cual, es interesante comprar una opciéon put:

1. Cuando se tiene acciones y se cree que hay grandes probabilidades de que su
precio caiga a corto plazo, pero se piensa que el valor tiene una tendencia alcista
a largo plazo, por lo que no se quiere vender dichas acciones. Con la opcién put
se obtienen beneficios si caen los precios y no se tiene que vender las acciones.
De este modo se aprovecharia la futura subida de los precios de la acciéon. Es una
forma de proteger beneficios no realizados cuando se tienen acciones compradas.
A esta operacion se le conoce como "Put protectora", porque protege la inversion
de caidas.

2. Cuando se esté convencido de que la accion va a caer y se quiere aprovechar esa
caida para obtener beneficios. Si no se tienen acciones compradas previamente
también interesa comprar una opcién put, pues con ello se obtienen beneficios con

las caidas de la accion.

El vendedor de una opcién put estda vendiendo un derecho por el que cobra la prima.
Puesto que vende el derecho, contrae la obligacion de comprar la accion en el caso de

que el comprador de la put ejerza su derecho a vender.

Posibles situaciones favorables para la venta de opciones put:

1. Para comprar acciones con descuento. Cuando interese comprar acciones a un
precio fijo por debajo del nivel actual de precios y ademés con un descuento. El
descuento es la prima ingresada por la venta de la opcion.

2. Cuando se piensa que el precio de la acciéon va a entrar en un periodo de estabilidad,
se esta convencido de que no va a caer y que es posible que tenga ligeras subidas.
En esta situacion se puede fijar un precio a partir del cual se esta dispuesto a
comprar; entretanto, se ingresa la prima. El precio limite de compra es el precio
de ejercicio al que se vendera la opciéon put.
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5.2. Opciones exo6ticas.

Son opciones que son mas complejas que las opciones cominmente tratadas hasta el
momento. Estos productos son negociados normalmente over-the-counter (OTC). In-
corporan distintas variantes ("exoticidades") que pueden llegar a complicar el calculo

de la valoracion de la opcion en gran medida, las cuales se clasifican en lo siguiente:

= Exoticidad en el célculo del pago (pay-off):

e Opcion asidtica: depende de la media del valor del subyacente en un periodo

determinado.

e Lookback option: se calcula en funcion del méximo (o minimo) alcanzado por

el subyacente en un periodo.

e Opcidén binaria o digital: el pago puede ser una cantidad determinada (o un
activo) o, por el contrario, no haber pago en absoluto.

e Opcidn oscilante: el comprador puede “oscilar” el precio del subyacente.

e Opcion parisina: depende del tiempo que el activo esté por encima (o por
debajo) del strike.

= Exoticidad en la fecha/forma de ejercicio:

e Opcion Bermuda: permite ser ejercida en varios momentos del tiempo (espa-

ciados de forma discreta).

e Opcion con barrera: la opcion deja de existir (o comienza a existir) cuando

el subyacente alcanza (o se cruza) un determinado valor (barrier level).

e Opcién compuesta: consiste en una opciéon sobre otra opcién, suponiendo, de

este modo, dos fechas de ejercicio y modalidades distintas.

e Opciodn grito: Consiste en dos fechas de ejercicio distintas. El comprador puede
senalar —o “gritar”- una fecha en la que el precio del subyacente le parezca
interesante. En el momento final de madurez de la opcion, el comprador puede
decidir si le conviene el pago (pay- off) a precio de la fecha final o a precio
de la fecha del “grito”.

» Exoticidad en funcién del subyacente:

e Opcion cesta: se basa en una media ponderada de distintos subyacentes.

e Opcidén de intercambio: se intercambia un activo por otro.
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5.3. Los valores subyacentes de las opciones.

Las opciones pueden ser emitidas sobre un buen ntmero de valores, siendo los méas
comunes las acciones, los indices de mercados accionarios, las divisas extranjeras y los

futuros.

. Como se pone en funcionamiento un contrato de opciones?

1. Suponga que el inversionista le da instrucciones a su agente de bolsa para que
compre un contrato de opciéon de compra de una accion de GCARSO con un

precio de ejercicio de $150 y con vencimiento en octubre (estamos en julio).

2. El agente le pasara esta instrucciones al agente de piso de la bolsa de opciones y
futuros (MMOF). Asi, este tltimo tratara de encontrar a otro agente o inversio-

nista que este dispuesto a vender un contrato de opcién de compra de acciones

GCARSO y a un precio de $150.

3. Una vez que los dos se han identificado, el precio del contrato sera negociado;
suponga aqui este fue de $6 por opcion: el contrato tendra 100 opciones cada una
de las cuales sera respaldada por una accion.

4. El comprador de la opcion de compra entrega al vendedor de la misma $6*100=$600,
cantidad que es transferida a nombre del vendedor a la Camara de Compensacion

como parte del margen que él debe construir.

5. El vendedor deposita en la Camara de Compensaciéon un margen, es decir, una
garantia por una cantidad igual a la primera mas otro monto definido por la

camara.

5.3.1. Uso de una opcién con el propoésito de proteccion.

Esquematizaremos con un ejemplo como un inversionista se protege del riesgo del precio

de una accién.

Considere un inversionista que en agosto tiene 1000 acciones de GFB. El precio actual
de cada una de ellas es de $52. Este inversionista estd preocupado porque presiente
que el precio de la accién puede bajar abruptamente en los proximos dos meses, mas
sin embargo, no desea vender las acciones, por lo que quiere nada mas protegerse. La
manera de como lo puede hacer es la siguiente.

Nuestro amigo el inversionista podria comprar opciones de venta al mes de octubre (si

actualmente estamos en agosto) para vender las 1000 acciones a un precio de ejercicio
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de $50. Debido a que el contrato de opcién ampara 100 acciones, él necesitaria comprar
10 contratos de opciones. El precio de la opciéon fue pactado en $200. Por tanto , si
quiere protegerse necesita invertir $200*10=%$2000.

Esta estrategia de proteccion le cuesta $2000, pero le garantiza que las acciones pueden
se vendidas por $50 cada una. Si las opciones son ejercidas entonces se obtienen $50,000,
aunque tomando el costo en cuenta obtenemos $48,000 . Sin embargo, si el precio de
la accién permanece arriba de $50, entonces las opciones no son ejercidas y expiran sin

valor.

Como puede observarse, las opciones proveen un seguro, ya que protege de fluctua-
ciones en los precios de las acciones en el futuro, pero manteniendo la posibilidad de

beneficiarse de movimientos favorables en los mismos.

5.3.2. Uso de una opcién con el propésito de invertir.

Una opciéon también puede ser usada con el propoésito de especular, es decir , para tratar
de hacer una ganancia cuando uno tiene la creencia de un movimiento favorable en los

precios. A continuacion presentamos un ejemplo de este motivo.

Suponga que en septiembre, un inversionista quiere especular tomando una posicién
donde ella ganara si el precio de una acciéon ALFA se incrementa. Actualmente, este

inversionista tiene $3,900 para sus operaciones de especulacion.

Ahora suponga que el precio actual de accion ALFA es de $39 y que una opcién de
compra con vencimiento de 30 dias que tiene un precio de $40, se esta vendiendo por
$1.50. Con esta informacion, nuestro inversionista tiene las siguientes dos estrategias

alternativas:

1. Comprar 100 acciones.

2. Comprar 2600 opciones.
Supongamos que existen unicamente dos casos posibles dentro de 30 dias:

Caso 1. Que el precio de la accion ALFA se incremente a $45.

» Bajo la alternativa 1. El inversionista tendré una ganancia equivalente
a la diferencia de los precios multiplicada por el numero de acciones que
compro en septiembre. Esto es: 2600*(45-39)=600,
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» Bajo la alternativa 2. El inversionista podria ejercer sus 2600 opciones
ya que le dan el derecho de comprar las acciones ALFA a $40 cuando en
realidad valen $45. Asi al ejercerlas tendra 2600 acciones y su ganancia
por accion sera de $5, por lo que la ganancia total es: 2600%(5-1.50)=
9100.

Caso 2. Que el precio de la accion ALFA se baje a $35.

» Bajo la alternativa 1. Esta alternativa arroja una perdida de $4 por
accion, por lo que la pérdida es de $400, es decir: 100*(39-35)=400.

» Bajo la alternativa 2. La opcién no se va a ejercer ya que carece de valor.
La perdida aqui es el costo de las opciones, esto es, $3,900. Se dice que
una opcién de compra, el dia de la expiracion, carece de valor si el precio

de ejercicio es mayor al precio de la accién ese mismo dia.

El siguiente cuadro muestra un resumen de la estrategia tomada para especular tanto

con acciones como con opciones.

100 x (45-39)= +600 SUBE

Alternativa 1

Comprar 100

acciones 100 X (35-39)=-400 BAJA

2600 X 5= 13,000 SUBE
3.600=

Alternativa 2

Caomprar 2600 9100

opeiones BAJA

2,600x 1.5=-3900
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6. Procesos Estocasticos y Ecuaciones Diferenciales Estocasticas.

Definicion 6.1. Un proceso estocéstico describe la evoluciéon temporal de una variable
aleatoria.

En estadistica, y especificamente en la teoria de la probabilidad, un proceso estocéstico
es un concepto matematico que sirve para tratar con magnitudes aleatorias que varian
con el tiempo, o mas exactamente para caracterizar una sucesion de variables aleatorias
(estocasticas) que evolucionan en funciéon de otra variable, generalmente el tiempo.
Cada una de las variables aleatorias del proceso tiene su propia funcion de distribuciéon
de probabilidad y pueden o no, estar correlacionadas entre ellas.

Cada variable o conjunto de variables sometidas a influencias o efectos aleatorios cons-
tituye un proceso estocéstico. Un proceso estocastico X; puede entenderse como una
familia uniparamétrica de variables aleatorias indexadas mediante el tiempot. Los pro-

cesos estocasticos permiten tratar procesos dindmicos en los que hay cierta aleatoriedad.

Tipos de procesos estocasticos:

» De tiempo discreto: aquel en el que la variable puede cambiar de valor iinicamente

en instantes concretos del tiempo.

= De tiempo continuo: aquel en el que la variable puede cambiar de valor en cualquier
instante del tiempo.

= De variable discreta: aquel en el que la variable s6lo puede tomar determinados

valores discretos.

» De variable continua: aquel en el que la variable puede tomar cualquier valor de
la recta real.

Casos especiales

» Proceso estacionario: Un proceso es estacionario en sentido estricto si la funciéon de
distribucion conjunta de cualquier subconjunto de variables es constante respecto
a un desplazamiento en el tiempo. Se dice que un proceso es estacionario en sentido
amplio (o débilmente estacionario) cuando se verifica que:
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e La media tedrica es independiente del tiempo; y

e Las autocovarianzas de orden s sélo vienen afectadas por el lapso de tiempo
transcurrido entre los dos periodos y no dependen del tiempo.

Proceso homogéneo: variables aleatorias independientes e idénticamente distribui-
das. Son proceso donde el dominio tiene cierta simetria y las distribuciones de
probabilidad finito-dimensionales tienen la misma simetria. Un caso especial in-
cluye a los procesos estacionarios, también llamados procesos homogéneos en el

tiempo.

Proceso de Markov: Aquellos procesos discretos en que la evolucion sélo depende

del estado actual y no de los anteriores.

Procesos de tiempo discreto

e Proceso de Bernoulli son procesos discretos en los que el nimero de eventos

viene dado por una distribucién binomial.

e Proceso de Galton-Watson: es un tipo de proceso de Markov con ramificacion.

Procesos de tiempo continuo:

Proceso de Gauss: Proceso continuo en el que toda combinacion lineal de variables

es una variable de distribucién normal.

Proceso de Markov continuo

e Proceso de Gauss-Markov: Son procesos, al mismo tiempo, de Gauss y de
Méarkov

e Proceso de Feller: son procesos estocasticos que toman valores sobre espacios

de operadores de algiin espacio funcional.

e Proceso de Lévy: son procesos homogéneos de Markov de "tiempo continuo"
que generalizan el paseo aleatorio que usualmente se define como de "tiempo
discreto".

e Proceso de Poisson, es caso particular de proceso de Lévy donde el tiempo
transcurrido entre saltos sigue una distribucién exponencial y, por tanto, el

nimero de eventos en un intervalo viene dado por una distribuciéon de Poisson.

e Proceso de Wiener, el incremento de la variable entre dos instantes tiene una
distribuciéon gaussiana y, por tanto, ademas de un proceso de Lévy es un

proceso de Gauss simultaneamente.
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» Proceso doblemente estocastico, es un tipo de modelo estocastico usado para mo-
delar ciertas series temporales, en el que los parametros que dan las distribuciones
también varian aleatoriamente (de ahi el término de doblemente estocéstico).

e Proceso de Cox es un proceso doblemente estocéstico que generaliza el proceso
de Poisson, donde el parametro de intensidad varia aleatoriamente.

» Proceso estocastico continuo, es un tipo de proceso estocastico de tiempo continuo

en que las trayectorias son ademés caminos continuos.

6.1. Expresion analitica de un proceso estocéastico.

Sabemos que el comportamiento de una variable aleatoria se describe mediante una
adecuada distribucién de probabilidad. En un proceso estocastico el comportamiento
de la variable aleatoria considerada varia en el tiempo. Por tanto, la distribucién de
probabilidad utilizada para describirla también podré variar en el tiempo. Para describir
el proceso estocastico que sigue una variable aleatoria temporal x;, deberemos indicar

en cada instante ¢ cual es la distribucién de probabilidad asociada a x; .

Ejemplo 6.2. Consideremos el proceso estocéstico xp dado por:

xr ~ N (zg+ pT, o°T)

con xg, 4 y o constantes conocidas.

En un instante final de tiempo 7', 7 sigue una distribucién de probabilidad con media
xo + pT y con la varianza 0T

Cuando se estad modelando un fenémeno real, resulta dificil establecer directamente cual
va ser la distribucién de probabilidad adecuada, asi como determinar como van a variar
sus parametros en el tiempo.

Por ello es frecuente que los procesos estocasticos vengan dados mediante ecuaciones,
similares a las de los modelos discretos en diferencias finitas , que es el método que utili-
zaremos mas adelante. En dichas ecuaciones se relaciona el valor de la variable aleatoria
x; en el instante ¢, con su valor en el instante anterior x;_;. Ahora bien , para que una
ecuacion en diferencias sea estocéstica es necesario que en su expresion intervenga una
variable aleatoria estandar &. De este modo el valor de x; no se deduce de forma de-
terminista a partir del valor de x;_1, sino que depende también del comportamiento de
la variable aleatoria &;.
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& inducira en z; una distribucién de probabilidad variable en el tiempo. Es decir, x;

seguird un proceso estocastico.

6.1.1. Procesos de Markov.

Un proceso de Markov es un tipo particular de proceso estocéstico en el que tinicamente
el estado actual del proceso es relevante a la hora de predecir el estado futuro. Es decir,
la historia pasada del proceso y la forma en que el presente ha emergido del pasado
son irrelevantes. Mas formalmente, el valor esperado de una variable aleatoria x; en
el instante ¢, depende tnicamente del valor previo x;_;. Generalizando, si poseemos
informacion sobre x,., con r < t , entonces a la hora de estimar x; , la tinica informacién

que necesitamos es la de z,, para el mayor r para el que tengamos informacion.

En la teoria de la probabilidad y en estadistica, un proceso de Markov, llamado asi por el
matemaético ruso Andréi Markov, es un fenémeno aleatorio dependiente del tiempo para
el cual se cumple una propiedad especifica: la propiedad de Méarkov. En una descripcion
comun, un proceso estocastico con la propiedad de Markov, o sin memoria, es uno para
el cual la probabilidad condicional sobre el estado presente, futuro y pasado del sistema
son independientes. Los procesos de Markov surgen en probabilidad y en estadistica en

una de dos maneras:

»« Un proceso estocastico, que se define a través de un argumento separado, puede
demostrarse (matematicamente) que tiene la propiedad de Markov y como conse-
cuencia tiene las propiedades que se pueden deducir de ésta para todos los procesos
de Markov.

= De mas importancia préactica es el uso de la suposicién que la propiedad de Markov
es valida para un proceso aleatorio con el fin de construir, abinitio, un modelo
estocastico para este proceso. En términos de modelado, suponer que la propiedad
de Markov es valida es una de un limitado ntimero de formas sencillas de introducir
dependencia estadistica en un modelo para un proceso estocastico, de tal manera
que permita que la fuerza de la dependencia en los diferentes retardos decline a
medida que el retardo aumenta.

Frecuentemente el término cadena de Markov se usa para dar a entender que un proceso
de Markov tiene un espacio de estados discreto (infinito o numerable). Usualmente una
cadena de Markov seria definida para un conjunto discreto de tiempos (es decir, una ca-
dena de Markov de tiempo discreto),aunque algunos autores usan la misma terminologia

donde "tiempo" puede tomar valores continuos.
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6.1.2. Procesos de Wiener.

Un proceso de Wiener es un tipo especial de proceso estocastico de Markov. El proceso
de Wiener desempena un papel importante en la teoria de procesos estocaticos y sus
aplicaciones. Entre otras aplicaciones, el proceso de Wiener proporciona un modelo para

el movimiento browniano y el ruido y agitacién térmica de los circuitos eléctricos.

Representemos X (t) como el desplazamiento de un tiempo ¢ de una particula en mo-
vimiento browniano. Por definicion X (0) = 0. Una particula browniana estd en mo-
vimiento perpetuo a causa de los impactos continuos que recibe debido a los campos
de fuerza del medio que la rodea. El desplazamiento de la particula en un intervalo
de tiempo (s,t) grande comparado con el tiempo que transcurre entre dos impactos
sucesivos, se puede considerar como la suma de un gran ntmero de desplazamientos
pequenos. Por consiguiente segiin el Teorema del Limite Central parece razonable su-
poner que X (t) — X (s) tiene distribuciéon normal. A continuaciéon es razonable suponer
que la distribucion de probabilidad del desplazamiento X (¢) — X (s) sera el mismo que
X(t+h)—X(s+h), para todo h > 0, ya que suponemos que el medio esta en equilibrio
y la ley de probabilidad dependera de la longitud ¢ — s del intervalo, y no del instante
en que comienza la observacién. Ahora se supone que el movimiento de la particula

es debido enteramente a los muy frecuentes impactos moleculares irregulares. En ma-
tematica se interpreta esto diciendo que el proceso estocéstico X (t) tiene incrementos
independientes; los desplazamientos a lo largo de intervalos que no se superponen son
independientes ya que el niimero y la magnitud de los impactos en los intervalos que
no se superponen son independientes. Por lo tanto hemos llegado a definir la nocién de
un proceso de Wiener. El proceso de Wiener también llamado proceso del movimiento
browniano. Se dice que un proceso estocéastico X (t),t > 0 es un proceso de Wiener si:

a) X(t),t > 0 tiene incrementos independientes

)
b) para todo ¢t > 0, X (¢) tiene una distribucién normal
c¢) para todo t > 0, E[X(t)] =0

d) X(0) =

Ejemplo 6.3. Sea una variable x;, se dice que sigue un proceso de Wiener si cumple la

ecuacion:

=21+ § AT
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e 1, conocido.

eit=t—1+At.

e & sigue una distribucion de probabilidad N (0, 1).
e & es independiente de &, para todo t # s.

Para un intervalo temporal At dado, el incremento de la variable aleatoria Ax se dis-

tribuye segiin una normal de media 0 y varianza At.

Az~ N (0,At)

CO1mo:

Ty =T +5VA = A =x — 11 = /A

Como¢,; sigue una distribucion de probabilidad normal, entonces Az sigue también una

distribucién normal. Veamos cual seria su media y su varianza:

4= BlAa] = B [6/Bl) = VDI« Elg)] = VBT +0 =0

Var = B((A = 2] = (b — 0] = B (6D
=FE[GNt]=NAt*xFE[Z]=AtxE[(&—0)?]=Atx1=At

6.1.3. Distribuciéon Log-normal

La distribucién normal logaritmica es una distribuciéon de probabilidad de una va-
riable aleatoria cuyo logaritmo est4 normalmente distribuido. Es decir, si X es una
variable aleatoria con una distribuciéon normal, entoncesexp(X) tiene una distribucion

log-normal. La base de una funciéon logaritmica no es importante, ya que log, X esta

distribuida normalmente si y solo si log, X esté distribuida normalmente, sélo se dife-

rencian en un factor constante. Log-normal también se escribe log normal o lognormal.

Una variable puede ser modelada como log-normal si puede ser considerada como un
producto multiplicativo de muchos pequenos factores independientes. Un ejemplo tipico
es un retorno a largo plazo de una inversiéon: puede considerarse como un producto de

muchos retornos diarios. La distribuciéon log-normal tiende a la funciéon densidad de

49



probabilidad:

e (In(z)—p)? /20

flzp,0) =

To\/ 2T
Donde:
j= E(X) = erto/2
0% =Var(X) = (7" — 1)t

6.1.4. Lema de Ito.

Sea x; un proceso de difusiéon cuya dinamica es:

dxt = f (xbt)dt + g (xbt)dz

Supongamos que y; = F(x;,t) es funcion del proceso anterior. Entonces y; es un proceso
de difusion cuya diferencial estocéstica viene dada por :

OF oF 1 LOF oF
dy, = (E + f(xt’t>8_yct + ég(xt’t) G_m%) dt + <9($t,t)8—xt) dz

Demostracion. Abordaremos la prueba de forma heuristica.
Sea F'= F(S,t)
F(S+dS,t+dt)— F(S,t)

— OE(S,6) dS + 98(S,) dt + § (55(S.1) dS? + 205(S,4) dSdt + 5E(S,1) d?) + Ry

Pasando al limite el resto tiende a cero y algunos términos de mayor orden también.
Para tener idea del por que tengamos presente que:

(dZ)? =~ dt
Ahora siendo dS = uSdt + 0SdZ, entonces:
dS? = p?S?dt* 4 2uo S*dtdZ + o S*dZ*?

El dltimo de los términos es el tinico que «sobrevives.Luego reemplazando dS?como

corresponde:
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F(S +dS,t +dt) — F(S,t)
= OE(S,6) dS + 2(S,t) dt + } (5(5,1) dS? + 225 (S, ) dSdt + TE(S,1) dt*) + Ry

852
= 0S9E(S,t) dZ + (9E (S, 1) + uS2E (S, t)dt + L 2L (S, 1) 6252) dt + Ry

y en el limite se obtiene el resultado.

= 55(51) (uSdt +05dZ) + 5 (S,) dt + 3 (82F(S7 t) 0252> + Ry

6.1.5. Movimiento Browniano

Es un proceso aleatorio que describe el comportamiento de ciertas variables aleatorias
a medida que se desplazan en el tiempo. Este proceso se utiliza frecuentemente en
los modelos financieros para describir la evolucion de los precios a lo largo del tiempo.
Cuando se aplica a los precios, el movimiento Browniano da por supuesto que el cambio
de un periodo de tiempo al siguiente no esta relacionado ni con el nivel de precios
ni con las series pasadas de cambios de precio. Es decir, cada cambio de precio es
independiente de los cambios de precio anteriores y la volatilidad de los cambios de

precio es constante. El movimiento Browniano se divide en : Aritmético y Geométrico.

Para el caso de nuestro trabajo solo estudiaremos el movimiento Browniano Geométrico.
El movimiento Browniano Geométrico (GBM) es un proceso estocastico continuo en el
que el logaritmo de una cantidad que oscila sigue un movimiento Browniano al azar, o
un proceso de Wiener. Es aplicable a la modelizacion matematica de ciertos fenémenos
en los mercados financieros, que se utiliza sobre todo en el campo de opciones de precios,
ya que una cantidad que sigue una GBM puede tomar cualquier valor positivo, y sélo
los cambios porcentuales en las variables aleatorias son importantes. Esta es una buena

aproximacion de la dinamica de precios de acciones, a excepciéon de algunos eventos.

Un proceso estocastico S; sigue un GBM si satisface la siguiente ecuacion diferencial

estocastica:

dSt = ,LLStdt + O'Stth
Donde W; es un proceso de Wiener con o, u constantes. Para cualquier ecuacion de

valor inicial Sy tiene la solucién analitica:

o2
S; = Spexp ((u — 7) t+ UWt)
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Ya que:

Sea P, = R(S,t) = In(S) una funcién en términos de S, segun lema de Ito, para P;se

tiene la siguiente ecuacion diferencial parcial estocastica:

_ (OR OR 1 , ,0°R OR
dPt—<at+uSaS+203 652>dt+<0585dw>

Ahora dado que P, = R(S,t) = In(S) encontraremos las derivadas parciales para R(S,t)

OR 1 &R 1 OR

as S 9sr S ot

sustituyendo las derivadas parciales anteriores en la ecuacion resultante de Ito:

(st lege (L 1
dPt—(MSS+QUS ( 52)>dt+<USSdW)

1
dP, = <p - 202> dt + (odW)

Ahora integrando

Pt:/@— ;02> dt+/(adW)

In(S) = <u - ;UZ) t+ (eWy) +C

aplicando exponencial a ambos lados

5y = eceli—tet)iriow

y dado que S(0) = Sy tenemos que:

Sy = Soe(uf%ﬁ)ﬁgwf

que es una variable aleatoria con distribuciéon logaritmica normal con valor esperado

E(S;) = etSy y varianza Var(S;) = €S2 (e“Qt — 1) Un movimiento Browniano

geométrico (GBM) es un proceso estocastico dado por:

w o — X1 = Ax = pxy ANt + oxp_ 1Az
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= 0, [t constantes

» Az =& es un proceso de Wiener

6.1.6. Integral estocastica

Los movimientos brownianos se basan en la definiciéon del proceso de Wiener. Las tra-
yectorias del proceso de Wiener son continuas pero no derivables. Por tanto, el paso de
un proceso estocéstico de tiempo discreto a otro de tiempo continuo no es inmediato.
Requiere de la construccion de una nueva herramienta matematica: la integral estocas-
tica. En general podemos definir procesos estocasticos cuyos incrementos dependen de
un proceso de Wiener. Un proceso de Ito o proceso de difusion es un proceso de Wiener
generalizado en el que los parametros p y o son ahora funciones de la propia variable
y del tiempo:

Ty — 2 = f(2, 1) At + g, 1) Az
e Si en la ecuacion anterior hacemos tender At — 0, entonces, en tiempo continuo, se

puede escribir formalmente:

dmt = f(xht)dt + g(xbt)dz

e La variable estocastica x; esta definida si en la ecuacion integral siguiente las integrales

que aparecen tienen sentido y son calculables:

0

0
xt:x0+/f(xt,t)dt+/g(xt,t)dz
¢

t
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7. Modelo Black-Scholes.

El modelo de Black-Scholes o ecuacion de Black-Scholes es una ecuacion usada en mate-
mética financiera para determinar el precio de determinados activos financieros. Dicha
ecuacion se basa ampliamente en la teoria de procesos estocésticos en particular modela
variaciones de precios como un proceso de Wiener. En 1973, Robert C. Merton publicé
"Theory of Rational Option Pricing", en él hacia referencia a un modelo mateméatico

desarrollado por Fisher Black y Myron Scholes.

A este modelo lo denomin6 Black-Scholes y fue empleado para estimar el valor actual
de una opcion europea para la compra (Call), o venta (Put), de acciones en una fecha
futura. Posteriormente el modelo se amplié para opciones sobre acciones que producen

dividendos, y luego se adopt6 para opciones europeas, americanas, y mercado monetario.

Algunas condiciones de frontera:

» (opcion call)

1. V(S,T) = (S — K)*
2. V(0,¢) =0
3. lims_eo V(S,T) = S

= (opcioén put)

L V(S,T)=(K-95"
2. V(0,t) = Ke @1
3. limg_mOV(S, t) =0

La ecuacion de Black-Scholes esta dada por:

vV 1, ,0°V OV B
E+§USW+TS%—T‘/—O

» La ecuacién de Black-Scholes es una Ecuacion diferencial parabolica: Derivada
primera respecto al tiempo y segunda respecto a la variable espacial S.
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» Aparece una derivada primera respecto a S (término convectivo o de tendencia).
Origina problemas numéricos

» Es una ecuacion diferencial backwards: Partiendo de una condicién final para el

proceso la ecuacion define un proceso de suavizado de ésta.

» El modelo Black-Scholes tiene un comportamiento lognormal del activo:

% = u(t,s)dt +o(t,s)dz

con V' (s,t) valor del activo derivado en el instante ¢ y para un valor del subyacente S.

Ahora aplicamos el Lema de Ito a S. Supongamos que S cumple la ecuacion estocéstica:

dS = Sudt + SodZ (7.1)

donde Z(t) es un movimiento browniano. Sea R una funcion de dos variables, dada por

R(S,t), por el Lema de Ito entonces satisface que:

OR OR 1 , ,0°R OR
== +uSo5 + 02 iz
dR (825 +,LLSaS+2aS aSQ)dt—i-(aSan >

= promedio

o : volatilidad (desviacion estandar)

dX : browniano (dZ) Ahora dividiendo (7.1) entre S, tenemos

% = pdt + odX

En el caso que o = 0 se tiene que:



Luego
S(t) = Kexp(u(t)),

y como S(0) = Sy, entonces:

S5(0) = Kexp(0),
S(0) = K = S,

= S(t) = Soexp(u(t — to)).

Ahora definamos a R(S,t) = In(S), con lo que se obtienen las siguientes derivadas:

OR 1 PR__ 1 0R_
oS S’ 0SS oot

Como hemos supuesto que satisface lema de Ito, entonces sustituyendo las derivadas

anteriores:

OR OR 1 , ,0°R OR
== 4z Z a4z
dR (at+u585+208852)dt+(0585d>

_ Lyl age 1 1
dR = (0+u55+20—5( 52)) dt+(aSSdZ)

dR = (u - %oﬂ) dt + (o)dZ. (7.2)

Dicha expresion denota las variaciones del rendimiento compuesto (R), ademas como
p 'y o son constantes , por lo que ésta ecuacion indica que R = [n(S) sigue un proceso
de Wiener generalizado con tasa media de p — %02 y varianza o?. El cambio en In(S)
entre el tiempo 0 y el tiempo 7', es por lo tanto una distribucién normal con media

(1 — 30)T y varianza 0T

7.1. Ecuacién Black-Scholes a ecuacion de calor.

Ahora veamos que la ecuacion de Black-Scholes puede transformarse a una ecuaciéon

parabolica como la ecuacion de de calor con las siguientes sustituciones:
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Consideremos G(.9,t) el valor de una opcion a través del tiempo ¢ con precio inicial S
Tenemos la ecuacion de Black-Scholes
oG 0G 1 0’G
G=rS—+— +-0*5*—
T8 T T2 b

Ahora vamos a ver como se deduce la férmula para calcular el valor de la opcion Call

Europea, para una Put Europea el razonamiento es similar.

Veremos las condiciones en un contrato Forward ya que fijaremos una condicion inicial

para S.
(C'(S, T) = max{S — K, 0} Condicion final (t=T)
c0,7)=0 Condicion inicial
(7.3)
Hm g, o0 c(8,4)=5— Ke—r(T-1), Condicioni en el infinito
(1O =rS% + 5+ %0252%

Ya vemos que este sistema depende de muchas variables, repasemos:

= 0 es la volatilidad
» 7 es la tasa libre de riesgo
= 7" es el vencimiento

= K es el precio del ejercicio

Ahora haremos algunos cambios de variables para que quede una expresion més sencilla

de manejar:

TZE(T_t)

Asi obtenemos x = In (%) . Calculamos ahora las derivadas parciales

v _ 200 v _1ac
or  Ko2dt dx KOS

57



PV [PV, oC 182V , oV
%T«%ﬁ+%®_ﬁ$ﬁ+%

Ahora la condicion inicial queda:

1 1
V(x,0) = ?C(S, T)= ?méx{s — K,0} = max{e” — 1,0}

Para reemplazar las nuevas variables en la féormula hay que usar la regla de la cadena

y algunos resultados previos:

Jor 1 Ox or or 1,
5~ 5 o Y as=Y T

oS ot 2
Ahora viendo las condiciones de contorno:

0C _0Cor 0C0z _ 1 5,0V
ot orot  orot 27V or

oC  9Cor 9Cor 1 9V 9V

95~ 9r0S Toros SV 9r ¢ ox

0°C 1 B _xﬁ_V_l_ 0%V _6_295 82V_(9_V
© ox © or2)] K 0x? ox

982 S

Ahora podemos hacer sustituciones en la ecuacion ( 7.3)

1, OV 1e® (V. OV o o . OV
TKV——50K5+§ K (W—% O'Ke +T€ %K€

podemos dividir a ambos lados por K:

<a?v 8V) 2V 2r OV

922 9r)  o?or o o7

e it I WS /el
0x? o2 oz o2 or

0*V (27“ > oV 2r OV
V —
Ahora reemplazando para las condiciones de contorno de la Call europea:

C(S,T)= KV (x(S,T),7(5,T)) = KV(x,0)

max{S — K,0} = max{Ke" — K,0} = Kmax{(e® — 1),0} =
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V(z,0) = max{(e” — 1),0}

como lim,, ,., e* = 0 entonces:

C0,t) =K lim V(z,7)=0

TH——00

Ademés tenemos que:

lim C(S,T) = K lim V(2,7) = Ke* — Ke "7 = Ke* — Ke 7o2

So00 00

Consideremos para aplicar la notacion:

)\:21”

o2

Entonces el sistema con las nuevas variables resulta:

(
R P
V(z,0) = max{(e® — 1),0}

limg,, o V(z,7) =0

TA

1m0 V(z,7)=e"—e"

Ahora esta nueva ecuacion con condiciones iniciales (Forward) tiene un tinico parametro

M. Para eliminar términos de menos orden haremos un nuevo cambio de variable:

V(S,t) = ez, 7)

Reescribimos todo ahora en funcién de este cambio de variables:

8_‘/ — 6“$+b7bu(x,7') + eaac+b7 8U(.Z',T) — eaac—l—bT <bu + 8U(.T,T))

or or o
?9% _ aatbr <au(a:, I+ % ) L puathr (aaugz 7)., 32%(5; T))
= (a2u(a:, T) + 2@8112:: ™) + 82%(52’ T>>
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Ahora dividimos por e**** a ambos lados de la igualdad que conseguimos con las nuevas

variables, y obtenemos:

9%V v
?—i—()\—l)%—)\‘/_ 2 ou 0*u ou
eaerbT —(au—|—2a%—|—@ +()\—1) G,U—I—% —)\U

:b B
u+a7_

Ordenando segtn las derivadas parciales de u :

0*u ou ou du
@+(/\—1)8—x+2a£+a u—i—(/\—l)au—/\u—bU—E

Como a y bson arbitrarios, los elegimos de forma conveniente como sigue:

1—
a:T)\:>)\—1—|—2a:O

ahora aplicando factor comun u y por igualdad de polinomios tenemos:

_1+)\1+)\

b=a’+XMa—a—- A= (a+N(a—1)= 5 5

2
—@:cﬂ%—)\a—a—)\—b:O

Ahora sustituyendo este resultado, obtenemos:

(
% = g—”j Ecuacion de Calor
(et L AfL A1
u(z,0) = max{:l—%},()} =max{ez " —e"z ,0} (7.4)
lim,, o u(xz,7) =0
6276_7—)‘
o3 (A-Da—F(A-1)27

=0

limyg, oo w(z, 7) = Mg, yoo
\

Es decir que pudimos reescribir la ecuaciéon diferencial parcial de Black-Scholes a una

ecuacion diferencial parcial paraboélica como la ecuacion de calor.

7.1.1. Meétodo de diferencias finitas.
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Una diferencia finita es una expresion matemaética de la forma f(z +b) — f(z + a). Si
una diferencia finita se divide por b — a se obtiene una expresion similar al cociente
diferencial, que difiere en que se emplean cantidades finitas en lugar de infinitesimales.
La aproximacion de las derivadas por diferencias finitas desempena un papel central en
los métodos de diferencias finitas del analisis numérico para la resolucion de ecuaciones

diferenciales.

So6lo se consideran normalmente tres formas de aproximacion de derivadas: la anterior

(backward), la posterior (forward) y la central.

» Una diferencia progresiva, adelantada o posterior es una expresion de la forma:

Dalfl(w) = flz + h) — f(x)

Dependiendo de la aplicacion, el espaciado h se mantiene constante o se toma el limite
h — 0.

En las diferencias progresivas se obtiene las formulas para las derivadas parciales:

ou (@, ty k) — ulwg, ty)
a(%tj) = 2
ox2™ " h?

Luego estas diferencias progresivas se sustituyen en las ecuaciones diferenciales parciales

que se deseen resolver, como en la ecuaciéon de calor:

Wigal = Wij o Wis1yj = 2Wij + Wiz,

i e =0

En la siguiente imagen se muestra como en la malla se involucran los puntos resultantes

de la sustitucion de las diferencias progresivas en la ecuacion de calor.
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o

o
X o Forward-
i X X X o difference

© method
Q

o
0
i

Figura 2: Puntos de la malla usando diferencias progresivas

» Una diferencia regresiva (backward), atrasada o anterior es de la forma:

Valfl(z) = f(z) = f(z = h)

En las diferencias progresivas (Forward) se obtienen las formulas para las derivadas

parciales:
8U . u(mi,tj) - u(l’i,t]‘_1>
o @inti) = ’
@(J} t-) B U,(ZUZ + h, tj) — QU(J?Z, tj) + U(IL’Z — h,t]’)
a2 T E

Sustituyendo en la ecuacion de calor obtenemos

Wij — Wig—1 2 Wirly — 2Wij + Wiz,

k 2 =0

En la siguiente imagen se muestra como en la malla se involucran los puntos resultantes

de la sustitucion de las diferencias regresivas en la ecuacion de calor.
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(o]

O

o Backward-
o difference
© method

Figura 3: Puntos de la malla usando diferencias regresivas

» Finalmente, la diferencia central es la media de las diferencias anteriores y

posteriores. Viene dada por:

SilF1(r) = Fla+ 5h) — flz — 1)

El método de diferencias finitas es un clasica aproximacion para encontrar la solucién
numérica de las ecuaciones que gobiernan el modelo matematico de un sistema continuo.
Es valioso familiarizarse con ésta aproximacion porque tal conocimiento reforzaré la

comprension de los procedimientos de elementos finitos.

Béasicamente, en una solucién por diferencias finitas, las derivadas son reemplazadas
por aproximaciones en diferencias finitas, convirtiendo entonces un problema de ecua-
ciones diferenciales en un problema algebraico facilmente resoluble por medios comunes

(especialmente matriciales).

7.1.2. Resoluciéon de la ecuacion de Black-Scholes por diferencias finitas.

Para conocer de mejor forma el método de diferencias finitas los aplicaremos para la
solucion de la ecuacion de Black-Scholes. Recordemos que la ecuacion de Black-Scholes

la hemos convertido en una ecuacion de calor de la siguiente forma:

8u( - 82u
o Wi li) =755
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Con condiciones de frontera:

u(0,t) =u(l,t) =0, t >0 y u(z,0)= f(z), 0<x <]

Luego se escoge un entero m positivo, tal que para el eje-x se establece un tamano de
paso h = [/m, y luego un tamano de paso para un k. Los puntos para la simulacion de
la malla son (z;,t;). Donde z; = ith, y t; = jk,coni=0,..,myj=0,1,..

Luego aplicamos las aproximaciones de las derivadas aplicando diferencias regresivas,
progresivas o centrales. Al aplicar diferencias progresivas en la ecuaciéon parabdlica,

resulta:

Wighl = Wij 2 Wir1j — 2Wij + Wiy,

2 h2 =0

con ecuacion generatriz:

QOZQk 2 k
W1 = | 1— 2 Wi; + ﬁ(wiﬂ,j + wi—ld‘)

Ahora aplicando esta ecuacion para generar los w; ; para generar una matriz de dimen-

sion (m — 1) x (m —1):

1-2)) A 0 -~ 0
A (1-20) A :
A= 0 0
: . . . A
0 0 A (1=20)

con A = o?(k/h?). Luego esta matriz puede resolverse por algiin método para soluciéon
de matrices como Gauss-Seidel. Donde la solucién esta dada por:
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wi) — Awl-1)

Si aplicaramos el método de diferencia regresivas en la ecuacion parabdlica, tendriamos:

Wi = Wij—1 _ oWitly = 2Wij + Wiy

i e =0

Luego al hacer manejo algebraico y aplicar la ecuacion generatriz que nos proporcione,

se obtiene la siguiente matriz:

(1 + 2)\) —A 0 ce 0 W15 W1,5—-1
—A (T+2XN) . - : Wa,j W2,j-1
0 0 : = :
: . R\ : -
I 0 0 -\ (1+2)) | [ Wm-1; ] | Wm-1j-1 |

Donde la soluciéon esta dada por:

Wi — Aw®

Nuevamente obtenemos una matriz que puede resolverse por el método que se desee.

Ahora aplicando lo anterior a nuestro problema especifico, realizamos los siguientes
pasos:

= Primero debemos dividir el plano en una malla de puntos cuya dimensién depende
de los valores de frontera. La solucién solo se calculara en dichos puntos.
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put

0
i /(NAst)Jrcall
Smax \ 4 4 L 4 4 4 L
N
(E— 1A s) + put
e—90 0 0 00 —° A z i
ASI / (i/\s—E)+call
® @ ® L 4 L 4 @ L J
v
i @ @ ® L 4 L 4 ® ®
® L 4 L 4 L 4 L 4 L 4 L J
1@ L 4 L 4 L 4 L 4 L 4 L J
Smin @ @ @ L L L o !
o LAt i M

Figura 4: Malla inicial de orden N x M

As = (Smax — Smin)/N

At=T/M

Aproximacion numérica de V' (S, t) solo con puntos de la malla:

Sy = Smin + i/A\s

t; = jit

vi; = V(Smin +ilAs, jAL)

i=0,..

i=0,.,N

j=0,..

.M

N j=0,.,M

v;; denota los valores de V' (5,¢) en la malla de (N + 1) x (M + 1) puntos.



» Aplicamos las diferencias finitas para reescribir las derivadas:

Vij — Vij—1

Ve =7

Ve ~ Vit1,j — Vi—1,4
SN T oA
2As

Vig1,j — 2Vij + Vi1

VSS ~
NZs
S 0 put
‘ /(NAst)Jrcall
Smazx L 4 @ @ @ L 4 @

-~ o o (E—iAs)-%put
/ (iAs—E)+call

VL]

i @ \ 4 L 4 L 4 \ 4 \ 4  J

vi — 1,7

Smin @ L @ @ @ L o |

Figura 5: Puntos de la malla haciendo uso de las aproximaciones de las EDPs

Cuatro puntos de la malla estan involucrados en la aproximacion de la derivada de v;;.

= Ahora reemplazaremos las derivadas por las aproximaciones en Black-Scholes:
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1
Vi + 50252‘/55 +(r—q)SVs—rV =0

Vij — Vij— 1 Vig1,j — 2Vi5 + Vi1 Vit1; — Vie1j
J J—1 + 2Si2( +1,j J 1’])+(T—q)5i( +1,j 173)

At 27 AZg

Luego multiplicando todo por At , se denotan:

AL 5
ai—QAQSUSi
At x (r—q)S; B
bi_ N 2—1, .,N

La ecuacion de la columna j es:

Vij = Vi1 + Vit — 205 + vic15) £ bi(Vis; — vie1) — At rvg =0

Aplicando factor comtn y reordenando:

Uij — Ui7j_1 + (ai — bi)vi—l,j + (-2&1' — At T)Uij + (ai + bj)”i—i—l,j =0

donde
d1 = a; — bz
my = —2a; — At r

ulzai—l—bi

68



7.1.3. Formalizacién del sistema de ecuaciones de diferencias finitas.

U1 — V1j-1 + dl’l)oj + mivy; + U102 5 =0

V2 — V2,51 + d2U1j + MmoUg; + U2V3 5 =0
d3U2j

Uij — Uz‘,jfl + divi,Lj + miviyj + UiVi41,5 =0

UN-1; — Un-1j-1 + dN-1Un—2; + my_1Un-1; + uny—ivn; = 0

en notaciéon matricial:

V. N—1,j — V:N—1,j—1 + P v in ;=0

di m;y u, 0 - 0
0 dy mg uy :
P = ds
UN_2 0
0 o o 0 doy my_y un—q |

Ahora consideraremos la siguiente particion del conjunto € de las filas de la malla:

Q=QUON con QN IN=0

= ) el conjunto de puntos interiores (i = 1,...,N — 1)

= 02 el conjunto de puntos del borde (i =0, N)

Aplicamos esta particion a las columnas de P, definiendo las matrices A y B.
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u 'U%E U,'j,i = O,l,...,N

» v, =v,0=1,..,N—1

u UéQE’UZ‘j,iZO,N

Luego P puede escribirse de acuerdo a la particion, como sigue:

Pvl = Avg, + Buyg

Introduciendo la notacién previa a la ecuacion:

vp. N—1,j—vp.N—1,j—14+Puy:N,j=0

se vuelve:

vg) —ol 4 Avgl + ngm =0

la solucion

vg;l =(I+ A)vg2 + ngQ

para j = M, M —1,...,1 (METODO EXPLICITO)

<
|
—_
<

Vit1,5

Vi-1,j

Figura 6: Puntos de malla con el método Explicito
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Si aproximamos V; con diferencias forward:

Vij+1 — Vij

Vir =5

la ecuacion se vuelve:
J+1 J J Jj o
y la solucién de vQ es obtenida resolviendo el sistema lineal

(I — A)vg2 = vg;“ + ngm

Para j =M —1,...,1,0 (METODO IMPLICITO)

Vit1,j+1
Vij Vij+1

Vi—1,j+1

Figura 7: Puntos de malla con el método Implicito
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Consideremos la ecuacion v, — v}, + Av), + Buv), = 0 con paso jA\;, y la ecuacion
J+1

vbtt — vl + AL 4 Bulh' = 0 con paso (j 4+ 1)A,.

Considerando la combinacion lineal de las dos ecuaciones anteriores tenemos: 6e[0, 1]

(9(1)?;”1 — vgl + Avg2 + Bvég) + (1 - 9)(1}5”1 — vg) + Avg;rl + Bv%l) =0

y reagrupando se tiene:

Al = Apvh™ 4 0Bu)g + (1 — 0)Bul))
(0 — METODO)
con A, =1 —0Ay A, =1+ (1—0)A. La solucion de vg, se obtiene resolviendo el

sistema lineal anterior para j = M —1,...,1,0

El 8 método generalizado para todos los métodos:

’ 0 ‘ método ‘ A, ‘ A, ‘
Explicito I [+A
1 Implicito I-A I
1/2 | Crank-Nicolson | I-A/2 | I+A/2

Cuadro 1: valores de 6,A,,, y Ap segin el método

= PRIMERO CREAMOS UNA MALLA

ALGORITMO # 1

function [Am,Ap,B,S] = GridUiD(r,q,T,sigma, Smin,Smax,M,N,theta)
% Crea una malla uniforme con las varibles originales

% Empleamos las notaciones definidas anteriormente
£f7 = 1;
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dt = T/M;
S = linspace(Smin,Smax ,N+1) ’;
dS = (Smax - Smin) / N;

a = (dt*sigma~2*xS(f7+(1:N-1))."2) ./ (2%xdS"2);
b = (dt*(r-q)*S(£f7+(1:N-1))) / (2xdS);

d = a - b;

m = - 2%a - dt*r;

u = a + b;

P = spdiags([d m u], 0:2, N-1, N+1);

Am = speye(N-1) - theta *P(:,f7+(1:N-1));

Ap = speye(N-1) + (1-theta)*P(:,f7+(1:N-1));

B = P(:,f7+[0 N1);

= LUEGO IMPLEMENTAMOS EL ALGORITMO DE SOLUCION PARA EL SISTEMA
DE ECUACIONES LINEALES PARA UNA OPCION EUROPEA PUT

ALGORITMO # 2

function P = FDM1DEuPut(S,E,r,T,sigma,q,Smin,Smax,M,N,theta)
% Diferencias finitas para una opcidén Europea put

£f7 = 1;

[Am,Ap,B,Svec] = GridUiD(r,q,T,sigma,Smin, Smax,M,N,theta);
VO = max(E - Svec,0);

% Resuelve el sistema lineal por pasos sucesivos

[L,U] = 1u(Am); Y%factorizaciém LU

for j = M-1:-1:0 V1 = VO;

VO(£f7+0) = (E-Svec(£f7+0))*exp(-r*(T-j*T/M));

% dt=T/M

b = Ap*V1(£f7+(1:N-1)) + theta *BxVO(£f7+[0 N]) +
(1-theta)*B*V1(f7+[0 N]); VO(f7+(1:N-1)) = U\N(L\Db);

end

P = interpl(Svec,V0,S,’spline’);

» AHORA IMPLEMENTAMOS EL CODIGO ANTERIOR CON LOS DATOS ESPECI-
FICADOS EN LA ENTRADA:
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ALGORITMO # 3

OPCION EUROPEA PUT

>> P = BSput(50,50,0.10,5/12,0.40)

P = 4.0760

>> P = FDM1DEuPut (50,50,0.10,5/12,0.40,0,0,150,100,500,1/2)
P = 4.0760

>> P = FDM1DEuPut (50,50,0.10,5/12,0.40,0,0,150,100,500,0)

P = -2.9365e+154

>> P FDM1DEuPut (50,50,0.10,5/12,0.40,0,0,150,100,500,1)

P = 4.0695

» ALGORITMO DE SOLUCION DE LA ECUACION DE BLACK-SCHOLES POR ME-
TODO DIRECTO PARA UNA OPCION EUROPEA PUT

ALGORITMO # 4

function P = BSput(S,E,r,T,sigma)

% Evaluacidén de una opcidén europea aplicando Black-Scholes

% método directo

% d1 = (log(S./E) + (r + sigma."2 /2) .x T) ./ (sigma .* sqrt(T));
d2 = d1 - sigma .x sqrt(T);

Ee = E .*x exp(-r .x T);

P = Ee .* normcdf(-d2) - S .* normcdf (-d1);

FDM1DEuPut (50,50,0.10,5/12,0.40,0,0,150,1000,100,0)
P = 4.0756

ALGORITMO #5 (COMPARACION)

function CompareFDM(S,E,r,T,sigma,q, Smin,Smax,M,N)

%Este algoritmo compara el precio de una opcidén europea put

%con los diferentes valores Y%de theta de acuerdo al método empleado
%método explicito

Ex = FDM1DEuPut(S,E,r,T,sigma,q,Smin, Smax ,M,N,0) ;

%método implicito

Im = FDM1DEuPut(S,E,r,T,sigma,q,Smin,Smax,M,N,1);

%método Crank-Nickolson
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CN = FDM1DEuPut(S,E,r,T,sigma,q,Smin,Smax ,M,N,1/2);
%Método de Black-Scholes
BS = BSput(S,E,r,T,sigma);

Ex_err BS - Ex;
Im_err = BS - Im; CN_err = BS - CN;

%En una misma grafica se presenta los método empleados

figure plot(S,Ex_err,’b.-’,’LineWidth’,1), hold on
plot(S,Im_err,’mo-’,’LineWidth’,1)
plot(S,CN_err,’r~-’,’LineWidth’,1)

plot ([S(1) S(end)],[0 01,°k?);

legend (’Explicit’,’Implicit’,’Crank-Nicolson’,2);

title ([’N=’,int2str(N),’M=’,int2str(M),’sigma=’,num2str (sigma,2),... °’
r=?,num2str(r,2),’ T=’,num2str(T,1),’ E=’,int2str(E)]);

xlabel (’S7);

ylim([-.005 .0451);

grid on

» COMPARAMOS SIMULTANEAMENTE LOS TRES METODOS DE SOLUCION DE
UN SISTEMA DE ECUACIONES LINEALES ASOCIADO A UNA ECUACION DE
BLACK-SCHOLES

E = 10; r = 0.05;

T = 6/12;
sigma = .2;
q = 0;
Smin = 0;
Smax = 100;

S = linspace(5,15,30);

M = 30; N = 100;
CompareFDM(S,E,r,T,sigma,q,Smin, Smax ,M,N)
M = 500;
CompareFDM(S,E,r,T,sigma,q,Smin, Smax ,M,N)
M = 30; N = 200;
CompareFDM(S,E,r,T,sigma,q,Smin, Smax ,M,N)
M = 30; N = 200; sigma = 0.4;
CompareFDM(S,E,r,T,sigma,q,Smin, Smax ,M,N)
M = 30; N = 310; sigma = 0.2;
CompareFDM(S,E,r,T,sigma,q,Smin, Smax ,M,N)
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M = 30; N = 700; sigma = 0.2;
CompareFDM(S,E,r,T,sigma,q,Smin, Smax ,M,N)
M = 30; N = 700; sigma = 0.5;

CompareFDM(S,E,r,T,sigma,q,Smin, Smax ,M,N)

Obtenemos los siguientes graficos al implementar el codigo anterior de comparaciéon

de los métodos explicitos, implicitos y Crank-Nicolson, variando los valores de N, M y

sigma.

N=100M=30 sigma=0.2r=0.05T=0 5E=10

—— Explicit
—&— Implicit
—&— Crank-Nicolsan

Figura 8:

N=200M=30 sigma=0.2r=0.06T=0.6E=10
T

—— Explicit
—<&— Implicit
—a— Crank-Nicolsan

0005 i
5

M=1000=500 sigma=0 2r=0.05T=0 5E=10

——Explich
—&— Implicit
—&— Crank-Nicalson

0.04

0035

JUMUIRWR T FRS SUE X401\ % WU - -
0.025

Tiempo discreto

N=200M=30 sigma=0.4=005T=0.6E=10
T

T
—— Explict
—&— Implicit
—a— Crank-Nicolson

004

0035
003
0.025

002 : : : - i

Figura 9: Aumenta la discretizacion del espacio con diferentes volatilidades
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N=700M=30 sigma=0 2r=0.08T=05E=10

N=310M=30 sigma=0.2r=0.05T=06E=10

T T
——Explicit : : ——Explicit

0.04 H —o— Implicit : 004 1| —a— Implicit
—— CrankNicalson : —#— Crank-Micolson
0035 0035 ;
0.03 1 003
0.025 -d 0.025
0.02 g 002 g
0015 0015
0m 001
0.005
0005 i H i i ; ; i
13 14 15 5 & 7 g8 9 10 11 12 13 14 15

Figura 10: Aumenta la discretizacién espacial

N=700n=30 sigma=0 5=0.06T=0.5E=10

T
—— Explicit
0.04 1 —e—mplicit ¥
—— Crank-Nicolson |

Figura 11: Alta volatilidad

Podriamos concluir de lo anterior que :

» El error depende de o y r

= S6lo Crank-Nicolson produce gran precision al incrementar N (M constante)

7.1.4. Opciones Americanas.

Son aquellas opciones que pueden ejercerse en cualquier momento o lapso de tiempo, el

precio satisface la siguiente EDP:

1
Vi + 502521/35 +(r—q)SVs —7V >0
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excluyendo la oportunidad de arbitraje.

V(S,t) > (K —-9)" V(S,t) > V(S,T)

Condiciones de frontera (put)

V(S,T) = (K —S)* V(O0,t) =K  lim, o V(S,t)=0

Denotaremos Sy(t) como el valor més grande de S a través del tiempo ¢, por lo cual:

V(S5(t), 1) = max(K — Sg(t))

S¢(t) define la libertad o cercanfa del ejercicio limite, esto significa que el precio del

subyacente es el 6ptimo para ejercer la opcion.

La solucién se formaliza como:

Lps(V) (V(S,1) =V(5,T)) =0

Lps(V) >0 y (V(S,t)—=V(S,T))>0
donde
Lss(V)=V;+ %JQSQVSS +7rSVsg — 1V
es el operador diferencial de Black-Scholes

Usando la notaciéon introducida para la formalizacion del § — método :

(At — 1) x (v, = 0d) = 0
Donde:

vy = pay — of f
Ap=T—0Ay A =T+ (1—0)A
¥ = Apvht! + 0B, 4 (1 — 0) Bu)d!
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La solucién puede aproximarse por el primer célculo de x de la soluciéon de

Apvh=_b
N
Ax b

y corregirlo como vy, = maz(z,vd!) Los dos método principales para la correccion son:

= PSOR (Projected Successive Over-relaxation)

= Explicit Payout.

ALGORITMO # 6 (Proyected Sucessive Over Relaxation)

function x1 = PSOR(x1,A,b,payoff,omega,tol ,maxit)

%» Este algoritmo utiliza el método PSOR para resolver

%el sistema de ecuaciones lineales Ax = b

if nargin == 4, tol=le-6;

omega=1.2;

maxit=100;

end

it = 0;

converged = 0;

N = length(x1);

while “converged x0 = x1;

for i = 1:N-1 x1(i) = omega*(b(i)-A(i,:)*x1)/A(i,i) + x1(i);
x1(1)
end
converged = all((abs(x1-x0)./(abs(x0)+1)) < tol ); it=it+1;

max (payoff (i), x1(i));

if it>maxit, error(’Maxit reached’), end

end
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» IMPLEMENTAMOS DOS METODOS (PSOR Y EXPLICIT PAYOUT) PARA LA
SOLUCION DE UN SISTEMA MATRICIAL DE ECUACIONES LINEALES

ALGORITMO #7

function [P,Sf] = FDM1DAmPut(S,E,r,T,sigma,q,Smin, Smax,M,N,theta,
method)

% Método de dieferencias finitas para opciones americanas

£f7 = 1;

[Am,Ap,B,Svec] = GridU1D(r,q,T,sigma,Smin,Smax,M,N,theta);

VO = max(E - Svec,0);

Payoff = VO(£f7+(1:N-1));

Sf = repmat(NaN,M+1,1);

%resulve el sistema Ax = b utilizando dos método

%PSOR Y EXPLICIT PAYOQOUT

[L,U] = 1lu(Am);

% Solve linear system for successive time steps

for j = M-1:-1:0

Vi = VO;

VO(£f7+0) = E;

b = Ap*V1(£f7+(1:N-1)) + theta *B*VO(f7+[0 N]) + (1-theta)*B*V1i(f7+[0 N
1

if strcmp(method,’PSOR’)

VO(£f7+(1:N-1)) = PSOR(V1(£f7+(1:N-1)) ,Am,b,Payoff);

else

% Explicit payout solunc = U\(L\b);

[VO(£f7+(1:N-1)) ,Imax] = max([Payoff soluncl,[],2);

p = find(Imax == 2);

i=p@) - 1;

%Linea de la malla del dltimo punto por debajo de la ganancia

Sf(f7+j) = interpl(solunc(i:i+2)-Payoff(i:i+2),Svec(f7+(i:i+2)),0,”
cubic?);

end

P = interpl(Svec,V0,S,’spline’);

= IMPLEMENTAMOS EL CODIGO ANTERIOR CON LOS VALORES DE EN-
TRADA INDICADOS AL INICIO DEL SIGUIENTE CODIGO
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Smax 100;

N = 100;

M = 100;

theta = 1/2;

tic [P,Sf] = FDM1DAmPut(S,E,r,T,sigma,q,Smin,Smax,M,N,theta,’PSOR’);

fprintf (’\n PSOR: P = ¥%8.6f (%i sec)\n’,P,ceil(toc));
PSOR: P = 4.279683 (2 sec) tic

[P,Sf] = FDM1DAmPut(S,E,r,T,sigma,q,Smin,Smax,M,N,theta, ’EPOUT ’) ;
fprintf (°’\n EPout: P = ¥8.6f (%i sec)\n’,P,ceil(toc));

EPout: P = 4.277555 (1 sec)

Resulta evidente que el método mas eficiente para solucion es EXPLICIT PAYOUT en
comparacion con PSOR.

Ahora aplicamos el siguiente codigo para generar el grafico en 3D de una opcién Ame-
ricana Put, haciendo uso del Algoritmo #7.

Smin = O0;

100;

N = 100;

M = 100;

theta = 1/2;

P=zeros (101,101) ;

i=1;

for j=linspace (0,5/12,101);
T=3;

S = 50;

E = 50;

r = 0.10;

sigma = 0.40;

q = 0;

[P1,Sf] = FDM1DAmPut (0:100,E,r,T,sigma,q,Smin,Smax ,M,N,theta,’PSOR’);
%surf (0:100,0:0.00416:5/12,P1);

Smax
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%plot (0:100,P1)

P(i,:)= P1;

i=i+1;

end

%disp P;

surf (0:100, linspace (0,5/12,101) ,P);

Figura 12: Grafico 3D del valor de una opciéon Put Americana

Luego podemos generar de forma sencilla un gréafico en 2D, donde el eje-X representa
el tiempo y el eje-Y representa S (subyacente), resultando el par ordenado (S, t), para

la misma opciéon Americana Put.

Figura 13: Grafico 2D del precio del subyacente en un tiempo t
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8. Introduccién a la Simulacién en Matematica Financiera.

La teoria avanzada de las finanzas, al igual que muchas éreas en las matemaéticas avan-
zadas juega una parte importante. Esta experimentando una revolucion con la complici-
dad de la computadora y la proliferacion de gran alcance de simulaciéon y herramientas
matemaéticas simbolicas. El poder numérico y computacional, una vez reservado para
los matemaéticos, los cientificos o ingenieros més altamente capacitados ya esta dis-
ponible para cualquier programador competente. Uno de los primeros obstéculos que
se enfrentan antes de adoptar calculo estocastico o modelos al azar en las finanzas es
el reconocimiento para todos los efectos practicos, los precios de las acciones en un
mercado eficiente son variables aleatorias, es decir que si bien pueden mostrar cierta
dependencia fiscal, los procesos econémicos y las politicas, tienen un componente de
aleatoriedad que los hace impredecible, cada cambio en el precio de una accién debe
ser impulsada por algin factor en la empresa o la economia. Ahora debemos recordar
que los modelos aleatorios a menudo se aplican a los sistemas que son esencialmente
causal en la medicion y el analisis de los factores distintos que influyen en el proceso y

su efecto es una enorme tarea.

Una de las herramientas mas importantes para el anélisis de un sistema estocastico es la
simulacion. En finanzas, un modelo béasico para la evolucion de precios de las acciones,
tipos de interés, tipos de cambio, etc. Serfa necesario determinar un precio justo de un
valor derivado. Este modelo requiere insumos, a menudo llamado los parametros del
modelo y da salida a un resultado que podria medir el rendimiento de un sistema, el
precio de un instrumento financiero dado, la distribuciéon en un portafolio de alguna
propiedad deseable. Simulacién también se utiliza para responder a las preguntas que
comienzan con "qué pasaria si". Por ejemplo, ;Cudl seria el resultado si las tasas de
interés subieron 3 puntos porcentuales en los proximos 12 meses?. La salida de una
simulacion es al azar, a veces es dificil de analizar alguna experiencia estadistica, las
herramientas son un activo valioso. Mientras que una simulaciéon puede proporcionar
una respuesta numérica aproximada en uno o mas valores de pardmetros posibles, sola-
mente una expresion para la solucién proporciona una idea de la forma en que responde

a los parametros individuales, las sensibilidades de la solucién.

Ejemplo 8.1. Estamos considerando una oferta de compra completa de las acciones
de una empresa. Aunque las acciones de la compania estd valorada actualmente en
alrededor de $11.50 por accion, un cuidadoso analisis ha determinado que encaja su-
ficientemente bien con nuestro activo actual, que si la compra tuviera éxito, seria un

valor aproximado de $14.00 por accién en nuestras manos. Estamos considerando so6lo
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tres alternativas, una oferta inmediata es de $12.00, $13.00 o $14.00 por accién para
las acciones en circulacion de la empresa. Naturalmente nos gustaria hacer una oferta
lo menos posible, pero esperamos un competidor para hacer casi simultaneamente una
oferta por la compania y el competidor valora la acciones diferentemente. El competidor
tiene tres estrategias de apuesta que nos limitaremos a identificar como I, II, y II1. Hay
costos asociados con cualquier par de estrategias (estrategia de apuesta de la apuesta
de nuestro competidor) incluyendo los costos asociados con la pérdida de una oferta
dada al competidor o pagando demasiado por la empresa.). En otras palabras, nuestra
garantia total firme depende de la cantidad ofrecida por el competidor y los posibles

escenarios son los que figuran en la siguiente tabla.

Estrategia del Competidor

Oferta | I | II 111
12 31 2 -2
N f
uestra Oferta 13 T 1
14 01-5 5

Cuadro 2: Estrategias del competidor A

La garantia total al competidor es algo diferente y se indica a continuaciéon

Estrategia del Competidor
I | 1II I11
12 | -1 -2 3
Nuestra Estrategia
1310 |4 -6
141015 -5

Cuadro 3: Estrategias del competidor B

Por ejemplo, la combinacion de la oferta = $ 13 por accion y la estrategia IT de nuestro
competidor el resultado es una pérdida de 4 unidades (por ejemplo cuatro dolares por
accion) para usted y una ganancia de 4 unidades a su competidor. Sin embargo, no
es siempre el caso de que su pérdida es la misma que la ganancia de su competidor.
Un juego con esta propiedad se llama un juego de suma cero y éstos son mucho mas
faciles de analizar analiticamente. Definimos la matriz 3 x 3 de garantia total de nuestra
empresa por A y la matriz de garantia total a el competidor por B.
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3 2 =2 -1 -2 3
A=11 -4 4 |,yB=|0 4 -6
0 =5 5 0 5 -5

Siempre que juegas estrategia i = 1,2,3 (es decir, una oferta $12, $13, $14 con proba-
bilidades pl,p2,p3, respectivamente, y las probabilidades de las estrategias de la com-
petencia son g1, g2, ¢3. Entonces si denotamos

pl ql
p=1p2|,y qg=1]q2
p3 q3

Podemos escribir el total de garantias esperadas de la siguiente forma Z?:l 23:1 piAijq;
cuando se escribe el producto de vector-matriz, esto toma la forma p? Aq . Esto puede
ser pensado como la rentabilidad media a su firme en el largo plazo si este juego se repite
muchas veces, aunque en el mundo real, el juego se juega sélo una vez. Si el vector ¢
se conoce, usted elegiria claramente p; = 1 para la fila ¢ correspondiente al componente
maximo de Aq ya que esto maximiza su garantia total. Del mismo modo si su competidor
sabe p, el elegirfa ¢; = 1 para la columna j correspondiente al componente maximo de
p! B. En un largo plazo, si este juego fuera de hecho repetidas veces, es probable llevar un
registro de las frecuencias de tu oponente y reemplazar las probabilidades desconocidas
por las frecuencias. Sin embargo, suponemos que tanto el movimiento real hecho por
su oponente y las probabilidades que se utilizan en la seleccion de sus movimientos
son desconocidos para usted en el momento de comprometerse con su estrategia. Sin
embargo, si el juego se repite muchas veces, cada jugador obtiene informacion acerca
de los gustos de su oponente en movimientos, y esto parece ser un enfoque razonable

para la construccion de un modelo de simulacion para este juego.

Supongamos que el juego se juega en varias ocasiones, con cada uno de los dos jugadores
actualizando sus probabilidades estimadas utilizando la informacién recopilada sobre el
uso histérico de su oponente de sus estrategias disponibles, podemos registrar el nimero
de veces que cada estrategia es utilizada por cada jugador y esperar que las frecuencias

relativas se acercan a un limite razonable. Esto se lleva a cabo por la siguiente funcién

de MATLAB.
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function [p,ql=nonzerosum(A,B,nsim)
n=size (A);

p=ones(1,n(1)); g=ones(n(2),1);
for i=1:nsim

[m,s]=max (A*q);

[m,t]l=max (p*B);

p(s)=p(s)+1;

q(t)=q(t)+1;

end

p=p-ones (1,n(1)); p=p/sum(p);
g=q-ones (n(2),1); g=q/sum(q);

Al ejecutarlo con las matrices A y B : [p,q]=nonzerosum(A,B,50000)

T
Este resultado es aproximadamente p' = [2/3 0 1 /3} yq = [0 1/2 1/2] con un

pago promedio por el competidor de pBg” = 0y a nosotros de pAg” = 1/3. Esto parece
indicar que las estrategias deben ser "mixto" o al azar. Usted debe elegir una oferta de
$ 12.00 con una probabilidad de alrededor de 2/3 y $ 14.00 con una probabilidad de
1/3. Parece que el competidor s6lo tiene que tirar una moneda y seleccionar entre B y
C en funcién de su resultado.

. Por qué aleatorizar su eleccion? El valor medio del juego para ti es 0 si utilizas las pro-
babilidades de arriba (de hecho si su competidor elige probabilidades ¢’ = [O 1/2 1/ 2}
no importa lo que sus frecuencias son, su promedio es 0). Si se va a creer que una sola
estrategia fija es siempre su "mejor", entonces su competidor podria previamente de-
terminar cudl es su "mejor" estrategia y actuar para reducir su declaracion (es decir,
sustancialmente menor que 0) mientras que él incrementa éstos, Solo la aleatoriedad
ofrece el seguro necesario que ninguno de los jugadores puede adivinar la estrategia
para estar al servicio de los otros (Esto es que A + B no es una matriz constante). El
analisis matematico de este tipo de juegos puede ser bastante complejo. En tal caso,

siempre y cuando podamos asegurar la cooperacion.

No hay garantia de que la solucion anterior es 6ptima. De hecho, la solucién anterior es
un valor promedio de 0 por partido para nosotros y un tercio de nuestro competidor.
Si revisamos nuestra estrategia para p’ = [% % %], por ejemplo, nuestra rentabilidad
media sigue siendo 0 pero hemos tenido éxito en la reducciéon de la de nuestro oponente
a 1/9. La solucion que llegamos en este caso parece ser una solucion sensata, logrado
con poco esfuerzo. Evidentemente, en un juego como este, no existe una clara definicion
de lo que seria una estrategia 6ptima, ya que se podria planificar la propia obra de

teatro basada en el peor de los casos, o en el mejor de los casos, o algo intermedio,
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,como un promedio? ;Se intenta colaborar con su competidor de mayor rendimiento
total y posteriormente dividir esto en alguna forma? Esta simulaciéon ha emulado una
forma simple del comportamiento del competidor y llegado a una soluciéon razonable,

lo mejor que podemos esperar sin mas suposiciones.

Queda la cuestion de la forma en que realmente seleccionamos una oferta con probabi-
lidades 2/3, 0 y 1/3 respectivamente. Primero supongamos que estamos en condiciones
de elegir un "namero aleatorio”" U en el intervalo [0,1] de manera que la probabilidad de
que caiga en cualquier subintervalo dado es proporcional a la longitud de ese subinter-
valo. Significa que el nimero aleatorio tiene una distribuciéon uniforme en el intervalo
[0,1]. Entonces podriamos determinar nuestra oferta basada en el valor de este ntumero

al azar en la siguiente tabla:

Si |U<32 2<U<1

Oferta 12 13 14

para la presente nota que cada una de las tres ofertas alternativas tienen las probabili-

dades correctas.
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9. Aplicaciones de la Simulacién en Finanzas.

9.1. Valoracién de Opciones y Futuros.

En este capitulo nos centraremos en encontrar el valor de las opciones europeas call y
put, estimando el pay-off de dichas opciones, el cual depende del precio de ejercicio.
Como ya hemos visto anteriormente el cobro al que da lugar una opcién en el momento
del ejercicio por parte del comprador se denomina pay-off. Obviamente, el dia del
vencimiento de la opcién el pay-off es igual al valor de la opcion. En una opcién europea
se ejerceré el derecho de la opcion si el pay-off o valor en la fecha de vencimiento es
positivo.

Como tratamos con cantidades en distinto momento del tiempo, hay que tener en cuenta
que éstas han de ser actualizadas con la tasa de interés libre de riesgo, que llamaremos r,

este interés r vendra dado como interés anual. Es decir, una cantidad K al vencimiento

de una opcion, en t anos antes de esa fecha tiene un valor de - Asi mismo

K
(I1+7)

7. . L . ., . L ret t
utilizamos el interés continuo cuya relacion con el interés anual es €™ = (1 + r)*. En
general, en todo lo que se refiere a diferenciales y variaciones instantaneas utilizaremos la
notacion r pero refiriéndonos al interés en continuo. Gran parte de la teoria financiera
actual descansa en la Hipotesis del Mercado Eficiente (“Efficient Market hypothesis”

EMH) la cual establece que:

“Em un mercado con inversores que actian racionalmente, los precios de las acciones
reflejan en todo momento la informacion disponible y se dice que el mercado es eficiente.
En un mercado eficiente ningun tipo de andlisis puede conducir a estrategias que batan

consistentemente a un indice apropiado (“benchmark”)”

Observacion 9.1. Si un mercado es eficiente, la trayectoria seguida a lo largo del tiempo
por los precios de los valores debe seguir un proceso estocéstico en el que la memoria
del pasado no exista. Este tipo de proceso es un proceso Markoviano.

De la EMH no se deduce que las variaciones absolutas de los precios o los rendimien-
tos relativos en un periodo tengan que seguir una distribucién normal, sin embargo, el
modelo mas extendido sobre los precios bursatiles, aunque muy discutido, es que los pre-
cios bursétiles siguen un tipo de proceso de difusion que es un Movimiento Geométrico

Browniano (GBM) cuya ecuacion diferencial estocastica viene dada por:

dS = pSdt + o SdW
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Siendo g la tendencia o drift, o la volatilidad y W un proceso de Wiener (proceso
markoviano cuyos incrementos tienen distribuciéon normal de media 0 y varianza el
tamano del incremento de tiempo). Esta expresion viene a decir que la variacion relativa
del activo sigue una distribucion N (udt,a\/%), y las variaciones absolutas de éste
N(Sudt, SU\/@). Sin embargo, estas variaciones son en periodos concretos, si se desea

saber el rendimiento acumulado R(t) en un intervalo [0, t], se tiene

o equivalente

R(t) = In(g) = In(S(t)) = In(S(0))

Aplicando (7.2), se llega a la ecuacion diferencial estocastica que expresa las variaciones

del rendimiento compuesto

1
dR = (u— 502)dt + odW

Integrando el rendimiento acumulado se tiene:

t

R /0 (1 — %&)dt + /adW — (u— %ﬁ)t + o (W () — W(0))

por lo que retomando el valor del activo se tiene

1
(M—§02)t+U(W(t)—W(0))

S(t) = S(0)e

Utilizando propiedades de los incrementos en un proceso de Wiener, el valor del activo
sigue una distribucion log-normal. Por otra parte, dado que W (0) = 0, la expresion se
reduce a

Cabe mencionar que para la valoraciéon de opciones se va a suponer la ausencia de
arbitraje.
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A la hora de valorar un contrato se busca una funcion de valor V(S,¢,7T, K, u,0,r),
pero dado que todos son parametros del contrato excepto el precio del subyacente y el
tiempo, se considera una funcion V' (S,t) como la funcién de valor de una opcion. El
siguiente grafico muestra una funcién de valor de una opcién call a dos anos con strike
(precio) 14. Como puede observarse, al vencimiento el valor de la opcién es el pay-off.

Figura 14: Precio de una opcién Call Europea.

Para opciones europeas sobre subyacentes que no dan dividendos existe solucién anali-
tica, conocida como ecuaciéon de Black-Scholes. En el caso del valor de una opcién call
europea cuya expresion es:

Viat(S, 1) = SN(dy) — Ke ™ N(dy). 9.1)

A continuacion presentamos la deduccion de la formula:

Para empezar de la ecuacion (7.4), u(z,0) se puede reescribir considerando la siguiente
condicion:

A+1 A—1 N N
e 2 —e 2 >0 & ;x— ; x>0& 2 >0.
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En definitiva, lo podemos expresar asf:

A+1 A—1

x x

w(z,0) =upg =14 € 2 —e 2 stz >0
0 six <0

La Ecuaciéon de Calor tiene solucién conocida, y varias maneras de calcularla, la misma

esta dada por:

en la formula u(zx, 7), las variables = y 7 quedan fijas, asi que se puede hacer un cambio
de variables mas:

quedando asi:

1
u(z, 1) = \/_/ uo(y + V2rx)e _5

Ademas ug(s) = 0 si s < 0, asi que no integramos en todo R, sino que en el intervalo

[E’

00) entonces la expresion anterior nos queda:

1 e8] _—a2
uw(z,7) = \/_Q_W/_—x uo(y + V2rz)e 2

2T

y observando la féormula de wug, podemos separar la integral en dos términos de la

siguiente manera:

1 1 1
A+1 (z+V2r)y —= 1 © = (-D(eHVor)y -
\/ﬂ/ €2 v 2y dy—E ., 62( ( )y6 2y dy
V2 27
1
—(M+D)z 1 1 —(A—1)z 1 1
e2 SRy —5y? e2 * SO-DWRY —5y?
——\/2_ g€ e 2 dy—T oy €2 e 2" dy
T —_ s -
V2 V2
:Al - Ag.
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Ahora calculando cada integral por separado

1
—(A )z 1 1
A e2 foo (A+1)(Ver)y ——de
= ——— [ _, e e
1 \/ﬁ X y
2
1
§(A+1)x 1 (s
e foix 62( T)y 2ydy

Primero completamos cuadrado en el exponente.

<y—<A+1>\/§>2=y2—<A+ VIR + T+ 1)

-
Si sumo y resto 5()\ +1)% en el exponente, completo cuadrado y sale otro termino fuera

del integrando.

1
— z 27 1 1
62(/\+1) +4(A+1) L L onvay
A = f “roe 2 2 dy.
V2T
\/271'

Ahora haciendo otro cambio de variable:

1
w:y—i()\—l—l)\/%

dw = dy

Y nos queda una nueva expresion de la integral:

1 1 , 1
A1)z A+1
4 62( ) +4( ) f 7§(w)2d
1 = — 1 w
V2T _x__ (+1)V2r
o1 2

1( ) ! 1( )?
— (A1 + (A+1)2 _—
—(A+1)Vv2r

l\D

(*)

Observemos que el termino representado con (*) es la simétrica de la funcion de distri-
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buciéon N de una variable Normal donde, si llamamos:

(A +1)V2r

T
di = —=+

V2r

y usando la igualdad propia de la funcién de distribucion:

N | —

1 . 7_(,w)2 . 1 —d *é(w)zd o N d
—2 fdl e 2 dw — /5= € w = ( 1)'
/ T —

Asi,

1 1
— (A Dz+— (A+1)%r
Al = 62 4 N(dl)
Y como el calculo de As es idéntico al de A;, salvo que en todo el proceso se debe

cambiar A 4+ 1 por A — 1 obtenemos:

T 1
di = —+=-(A—1)V2r
V=i T
1(A) 1(/\ )?
—(A=1Dzx+—(A-1)*T
A2:€2 4 N(dg)

Ahora para llegar a nuestra formula deseada y para simplificar la notacién definamos

w(x,T):
1 1
w(z, ) = 6_5(/\_1)96_1(/\+1)2u(:v, T)
1
_ Y 4 Ly
1 1 1 1 1 1
_ 67—(%1)%1()&1)2 (€§(A+1)x+Z(A+1)2TN(d1) B eé(Afl)erz()\fl)er(dQ))

2
= e"N(dy) — e M N(dy)

ahora remplazamos los cambios de variables que se hicieron para encontrar la Ecuacion
de Calor:
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2r s 2r 1,
=t x:ln%,A:;, 7250 (T —1).

Finalmente obtenemos nuestra formula:

A\ =

C(S,t) = Veau(S,t) = SN(dr) — Ke " N(ds).

Con dyy dy asi definidos:

En la valoracion de opciones europeas, se da la denominada relaciéon de paridad. Si se
tienen dos opciones con el mismo strike K , mismo vencimiento, pero una es call y otra
put, ambas sobre el mismo subyacente, obsérvese que si S es el precio del subyacente,
el pay-off de la cartera es C — P = maz(S — K,0) — max(K — S5,0) =S — K . Asi en
cualquier momento anterior, y en particular al inicio, se tiene que cumplir la relacion

de paridad:

K
—P: _—_— = — —Tet . 2
C S At S —e 'K (9.2)

Cabe mencionar que esta relacién no tiene por que cumplirse en opciones americanas.
Luego aplicando (9.2) tenemos que V (S, t)ean — V (S, t)pur = S — e " K y operando se
llega a:

V(S, )yt = —SN(—dy) + Ke " N(—dy).

Ejemplo 9.2. Se desea calcular el precio de una opciéon put y call sabiendo lo siguiente:

= Precio de la accion (S)— $62

94



» Precio de Ejercicio(K)— $60
» Tiempo de expiracion(t) — 40 dias= 40,365

= Volatilidad(o)— 32 %

Tasa libre riesgo(r)—4 %

Primero calculemos d; y ds.

62 2 40
In(g) +10.04+0.50.32)° (32)  (.04278
. : — 0404 ~ 0.40
ED 0.10593
2%\ 365
d 0.404 — 0.32 % | 20 0.208 0.30
0 _032% 4/ — — 0. ~ 0.
2 365

Luego se tiene que N(0.40) = 0.6554 y N(0.30) = 0.6179, ahora utilizando la ecuacion

(9.1) calcularemos el valor de la opcion call:

Vea = (0.62)(0.6554) — [ 00 )} (0.6179) = 3.72

£0.04x(40/365

Lo cual indica que el precio para la opcion call es de $3.72, de la misma manera que
se calculo la opcion call, se calcula la opciéon put aprovechando la paridad de ambas
opciones en la ecuacion (9.2).

60
Vour = Vean — S + e 'K =3.72 + [
e

W] — 62 = 1.46.

Sin embargo, el objetivo en este capitulo no es derivar o utilizar esta expresion analitica,
sino estimar el valor de una opcién mediante la simulacion del activo subyacente y la
estimacion del pay-off obtenido. De estos resultados se deduce que una valoracién se
puede obtener como Vipeion = € ""Eg(payoff(S)) donde S se rige por la ecuacion
dS = rSdt + 0 SdW. Y asumiendo que W fuera un proceso de Wiener:

1
(n—50?)t+a (W (t)—W(0))

S(t) = S(0)e " 2
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Por ultimo, dentro de estas nociones basicas, si el activo produce unos dividendos (o un
interés si fuera una divisa) del tipo d como proporcion del valor del activo, la posesion
de éste puede verse como un interés adicional o lo que es lo mismo se puede ver como
tener un drift de » — d. Si se tratara de una mercancia que por el contrario tuviera un
coste ¢ su posesion (coste de mantenimiento, etc.), el drift que habria de considerarse

seria r — c.

El modelo de Black-Scholes supone la resolucion de la esperanza planteada anterior-
mente bajo las hipotesis de que el mercado es eficiente y que el subyacente evoluciona
segun el proceso de Wiener, para una opciéon europea vainilla. El valor de la opcion se
puede obtener como:

V (S, t)eann = Se™ N (dy) + Ke " N(dy).

donde

ln(%) + (T —d+ %02>t
dq o
dy = di — o/t

A continuacion tenemos el siguiente algoritmo que estima el precio de una opcion vainilla

call y put, ejecutable en MATLAB, ocupando la ecuaciéon de Black- Scholes, para t =
1,2,3.

SO0 = 14;

K = 14;

sigma = 0.3;

r_anual = 0.03;

D = 0;
t = [1 2 31;
%r continuous r = log(l+r_anual);

%start computing
d1 ( log(SO0/K) + (r - D + 0.5 *sigma~2)*t ) ./ (sigma * sqrt(t)) ;
d2 = d1 - sigma * sqrt(t) ;

%value of a call

v_call = S0 * exp(-D) * normcdf(dl) - K *x exp(-r*t) .* normcdf (d2)
v_put = v_call - SO + Kxexp(-r*t)

%v_put2 = v_call - SO + Kx(l+r_anual) . (-t)

%1.449019716010493 1.904412881880525 2.193055239143558

El resultado obtenido es el precio de la opcion call para t = 1,2, 3 correspondiente a
1.8568, 2.7081, 3.3811 respectivamente.
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9.2. Estimaciéon del valor de opciones

Se asume que el mercado financiero considerado admite una medida de probabilidad
de riesgo neutro equivalente a la medida de probabilidad real, es decir, que ambas
tienen el mismo conjunto de sucesos de probabilidad nula. En estas circunstancias, el
teorema fundamental de la valoracion de activos garantiza que el valor, en ausencia de
arbitrajes, de cualquier contrato contingente viene dado por el valor presente a las tasa
de interés libres de riesgo del valor esperado del pay-off en la medida de probabilidad de
riesgo neutro. Es decir, que Vyeion = € " Eg(payof f(S)) siendo la ecuacion diferencial

estocastica de la variacion de S de la forma < =rdt = rdW.

En casos de contratos de tipo europeo en los que el pay-off dependa soélo del valor final
no es necesario simular toda la trayectoria seguida por el subyacente durante la vida
del contrato, seria suficiente simular el valor del subyacente en el dia del vencimiento, si
se conoce su distribuciéon. Por ejemplo, si se trata de un subyacente que sigue un GBM

en la medida de probabilidad de riesgo neutro gobernado por la ecuaciéon diferencial

estocastica — = r.dt + odW donde r es la tasa de interés libre de riesgo en continuo,

se sabe que su soluciéon viene dada por:

S(t) = S(O)e(#302)t+0(w(t)w(0)).
S(t) es una variable aleatoria que puede simularse directamente puesto que W (t) es
una variable aleatoria normal cuya varianza es ¢, y por lo tanto, no es necesario simular
toda la trayectoria para simular el valor final del subyacente.En otros casos de contratos
también de tipo europeo, es decir, sin la posibilidad de ejercicio anticipado, el pay-off
puede depender de la trayectoria seguida por el subyacente durante la vida del contrato,
en este caso no basta con simular el valor final hay que simular la trayectoria.

También puede ocurrir que la ecuacion diferencial estocéstica que gobierna el proceso
seguido por el subyacente en la medida de probabilidad de riesgo neutro no sea tan
sencilla como un GBM cuya solucién es conocida y no se disponga de la forma ex-
plicita de la distribuciéon de S(¢) . De hecho, lo normal en una difusiéon de Ito es que
se desconozca la solucion explicita. Por ejemplo, en el caso que el subyacente siga el

proceso 5 = rdt + o(S)dW de volatilidad no constante. En estos casos se tiene que
simular toda la trayectoria para calcular el payof f. La simulaciéon de la trayectoria
debe hacerse discretizando la ecuacion diferencial estocéstica que gobierna la dinamica
del proceso seguido por el subyacente. Sin embargo, aunque se pudiera simular la tra-

yectoria continua se incurriria en los errores propios de cualquier estimacion, pero en el
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caso de discretizacion de la ecuacidon diferencial estocastica se tiene ademaéas el error de

discretizacion.

La simulacion de trayectorias es muy simple como un modelo continuo con incremento
fijo de tiempo. Es decir, se divide el intervalo [0,¢] en el que se desea la simulacion
en n subintervalos de consecutivos de duraciéon At, 0 = to < t; < ... < t, =t con
At =t; —t;1 Vi =1,2,...,n , siendo el mecanismo de transiciéon S < S + Sra; +
o(S)dW = SerAt + o (S)dW

Si el proceso considerado es un proceso de Wiener, sera mas preciso si se utiliza la for-

1
. . . (re=70(8)?)At+o(S)(W(t)-W(0))
mula de actualizacion final en un intervalo, es decir, S <+ Se 2

donde W (t) = N(0,VAt).

)

Para cada trayectoria simulada se calcula el pay-off del contrato al que daria lugar. Se
necesitan muchas trayectorias para poder evaluar con garantias el valor esperado del
pay-off v su valor presente a la tasa libre de riesgo que sera el valor de la opciéon. La
simulacion es uno de los mejores procedimientos para valorar una opcion que no implique
ninguna decisiéon durante el periodo de ejercicio, como son las opciones europeas. Sin
embargo, no es apropiada para valoraciéon de opciones americanas o bermudas en las

que el ejercicio se puede hacer en diferentes momentos del tiempo.

El siguiente algoritmo estima el valor de una opcién call Europea y la precision del

portafolio para t = 1,2, 3.

n = 1000;

x0 = 123456789;
S0 = 14;

K = 14;

Kp = 16

Kpp = 15;

sigma = 0.3;
r_anual = 0.03;

D = 0; %t = 3;

%r continuous

r = log(l+r_anual);
t_alpha = 1.962341;
%delta_t = 1/12;

t = 1:3 ;

payoffK = zeros(n,3);
payoffKp = zeros(n,3);
payoffKpp = zeros(mn,3);
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payoffPortfolio = zeros(n,3);
for i = 1:n
[xbm ybm x0] = box_muller (x0);
myExponent = (r-0.5*sigma~2)*t + sigma*sqrt(t)*ybm;
s = SOxexp(myExponent) ;
%payoffK(i,:) = max(s - K,0);
%payoffKp(i,:) = max(s - Kp,0);
%payoffKpp(i,:) = max(s - Kpp,0);
payoffPortfolio(i,:) = max(s - K,0)+ max(s - Kp,0) - 2% max(s - Kpp

005
end
callvaluePortfolio = exp(-r*t).*mean(payoffPortfolio)
presicion0fPortfolio = t_alpha * sqrt(var(payoffPortfolio)/n) .* exp
(-r*t)

Su salida es:

callvaluePorfolio =
0.0887 0.0659 0.0529

La simulacién no da respuesta a qué decisiones tomar sino que evaltia decisiones previa-
mente planteadas. Por lo tanto, se presenta como una herramienta muy poderosa para
valorar opciones en que no hay que tomar decisiones durante el periodo de ejecucion.
Sin embargo, no es una herramienta apropiada para valorar opciones que en su diseno
implica tomar también alguna decisiéon en funciéon del valor del subyacente durante el

periodo de ejercicio, como son las opciones americanas o bermudas.

Un grafico muy interesante para poder ver las diferencias entre el valor de opciones
europeas y americanas es el grafico de valor o del pay-off. Este grafico representa lo
que seria el pay-off en ese momento si se pudiera ejercer y el valor de la opcién en
funcion del valor del subyacente. Los dos graficos mostrados a continuacion representan
los diagramas pay-off de una opcién europea call y una put, respectivamente, ambas

con strike 14 y a cierto plazo del vencimiento.

La linea azul es el supuesto pay-off y la linea roja el valor de la opcién, ambas en
funcion del valor del subyacente. Obsérvese que la linea roja seria una seccion (la que
determine el tiempo hasta el vencimiento) de la superficie de valor V(S,t), y la linea

azul la correspondiente a la fecha de vencimiento de esa misma superficie.
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Figura 15: Valor de opcion call Europea.
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Figura 16: Valor de opcion put Europea.

Obsérvese, que en la opcion put el valor de la opcién puede estar por debajo del pay—of f
que se recibiria en ese momento. Esto no puede ocurrir en una opcién americana pues
darfa una opcion de arbitraje, bastaria con comprar la opcién (pagando su valor) y
ejercerla de inmediato, obteniendo un pay — of f mayor sin riesgo alguno.

Los diagramas de valor de opciones americanas son los siguientes, también con strike

14 y al mismo plazo del vencimiento.
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Figura 17: Valor de opcion call Americana.

Subyacente

N

N

N[

Figura 18: Valor de opcion put Americana.

Como puede verse en la opcion put, el grafico de valor descansa sobre el pay — of f,
como si fuera un obstaculo, tomando un contacto suave con él. El punto de contacto es
justo el valor critico para ese plazo. Ademés

‘/europea(s7 t) S VBermudas (57 t) S Vamericana(57 t)

Sin embargo, se puede observar que el grafico de la opcion call es el mismo para una
opcidn europea y americana. Sin entrar en detalles, una opcién call americana nunca es
6ptimo ejercerla antes del vencimiento, ya que se compra el subyacente y se sigue sujeto
a sus fluctuaciones (pudiendo perder mas que con la opcion y anadiendo los gastos
financieros para poseer el activo). Por lo tanto, el valor de una opcion call americana
que no paga dividendos es el mismo que el de una europea. Aunque si el activo paga
dividendos, ya si puede interesar ejercer anticipadamente. En efecto, ejercer la opcion
significa pagar el strike y cargar con el coste de financiacion de anticipar el pago del
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strike, pero la obtencién anticipada de la opcién da derecho a percibir el dividendo
desde ese momento. Mientras la rentabilidad por dividendo sobre el precio de la accion
sea inferior, en términos absolutos, al coste de financiacion del strike, no sera 6ptimo

ejercer antes del vencimiento.
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10.

Conclusiones.

. El método de Box-Muller resulta efectivo para la generacion de variables aleatorias

que se utilizan para la estimacion del precio de una opcion.

. Existe una vasta cantidad de informacion bibliografica sobre los diferentes tipos

de opciones financieras, la cual resulté de importancia para este trabajo.

. El estudio de los modelos de un sblo periodo y multiperiodo permite la compren-

sion del valor de un portafolio y su importancia al determinar el precio de una

opcion.

. Los métodos numéricos como diferencias finitas y el célculo estocastico resultan

ser métodos efectivos para la solucion de la ecuacion de Black-Scholes.

. La ejecucion de los algoritmos en MATLAB para encontrar el valor del precio de

una opcién y sus respectivas graficas, fue muy eficiente tardando a lo sumo un par
de segundos.
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11. Anexos

A continuaciéon se muestran algoritmos necesarios para la implementacion de otros,
ademas se agregan dos algoritmos que estiman el precio de una opciéon call europea y
algunos métodos utilizados.

Algoritmo 1

Funciéon que se utiliza en el algoritmo 2, este genera variables aleatorias.

function [x u]l] = myUniform(x) 7% Genera una variable aleatoria uniforme
en (0,1)

%parametros que recibe la formula

a = 16807;

m = (2°31) - 1;

b = 0;

x = mod(a*x+b,m) ;

u = x/m;

return

Algoritmo 2
Método de Box Muller.

function [xbm ybm x] = box_muller (x)

%Genera usando el metodo de box-muller las variables independientes
box-muller

%Generando las primeras dos variabes uniformes

[x ul] = myUniform(x);

[x u2] = myUniform(x);

% variables box-muller

xbm = sqrt(-2*xlog(ul)) * cos (2*xpix*u2);

ybm = sqrt(-2*xlog(ul)) * sin(2*pix*u2);

Algoritmo 3

Estima el precio de una opcién call europea, utilizando el método de Box-Muller,
n = 1000;

SO0 = 14;
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K = 14;
sigma = 0.3;
r_anual = 0.03;
D = 0;
%r continuous
r = log(l+r_anual);
t_alpha = 1.962341;
delta_t = 1/12;
for t = 1:3
fprintf (’Valores calculados para t = %d\n’,t);
x0 = 123456789;

payoff = zeros(n,1);

for i = 1:n

s = SO0;

for k = 1:12x%t
[xbm ybm x0] = box_muller (x0);
[x0 ul] = myUniform(x0);
[x0 u2]
[x0 u3] myUniform(x0) ;
denom = -2*(log(ul)+log(u2)+log(ul))/6;
t_simul = ybm / sqrt(denom);
s = s*xexp(r*delta_t) + sigma*sx*sqrt(delta_t)*t_simul/sqrt

(6/(6-2));

myUniform(x0) ;

end

payoff (i) = max(s-K,0);

end
meanPayoff = mean(payoff);
varPayoff = var(payoff);

accuracyPayoff = t_alphaxsqrt(varPayoff/n);

meanValueCall = exp(-r*t)*meanPayoff
accuracyValueCall = exp(-r*t)*accuracyPayoff
end

Algoritmo 4

Estima el precio de una opcion call europea, también utiliza el método de Box Muller.

n = 100000;
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S0 = 14;

K = 14;
sigma = 0.3
r_anual = 0.03;
D = 0; %t = 3;

%r continuous

r = log(l+r_anual);
t_alpha = 1.962341;
delta_t = 1/12;

for t = 1:3
fprintf (’Valores calculados para t = %d\n’,t);
x0 = 123456789;
payoff = zeros(mn,1);
for i = 1:n
s = SO;
for k = 1:12x*t
[xbm ybm x0] = box_muller (x0);
s = s*exp((r-D)xdelta_t) + sigma*s*sqrt(delta_t)*ybm;
end
payoff (i) = max(s-K,0);
end
meanPayoff = mean(payoff);
varPayoff = var(payoff);
accuracyPayoff = t_alpha*sqrt(varPayoff/n);
meanValueCall = exp(-r*t)*meanPayoff
accuracyValueCall = exp(-r*t)*accuracyPayoff
end
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