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Resumen

La Geometria Algebraica es una combinaciéon entre Geometria y Algebra. El objeto de
estudio de la Geometria Algebraica son las variedades afines y proyectivas, las variedades son
los ceros comunes de un conjunto polinomios. Geométricamente las variedades son curvas,
superficies o variedades de dimensién superior. Es asi que propiedades geométricas se pueden
estudiar desde el punto de vista algebraico.

Las variedades proyectivas tienen propiedades geométricas intrinsecas (es decir que no
dependen de la inmersién particular de la variedad) como por ejemplo la irreducibilidad,
propiedad geométrica que puede estudiarse a través del ideal de la variedad, ya que si el
campo sobre el que trabajamos es algebraicamente cerrado, la variedad es irreducible si y
solo si el ideal de la variedad es un ideal primo. Hay muchas propiedades geométricas como
la dimensién, la naturaleza de la interseccién de curvas o el caracter liso o singular de una
varidad entre otras que se pueden estudiar de manera algebraica.

Una variedad tiene también propiedades extrinsicas, como el grado, que dependen de la
inmersion en el espacio proyectivo. Tanto el grado como la dimensién se pueden obtener a
partir del polinomio de Hilbert y este a su vez se obtiene de la resoluciéon de un anillo de
coordenadas de la variedad.

En este trabajo estudiaremos las propiedades geométricas de una variedad proyectiva su-
mergiéndola en un espacio proyectivo adecuado. Para ello sera necesario estudiar las técnicas
de cohomologia y fibrados vectoriales. Esto nos permitird demostrar el teorema de Green
el cual nos indica como cambia la resolucién de la variedad, concretamente, de una curva,
segin la inmersién de la misma ya que el anillo de coordenadas homogéneo y su resolucion
depende de la inmersiéon. De manera precisa, se trata de ver como va cambiando el aspecto
de la resolucién, haciéndose en cierta manera mas sencilla, a medida que la curva se sumerge
con un fibrado lineal de grado més alto y, por tanto, en un espacio proyectivo de dimension
cada vez mayor.

El trabajo esta dividido en los siguientes capitulos:

Capitulo 1: Resoluciones libres graduadas. Se estudiaran la existencia y unicidad de
resoluciones libres minimales para un modulo finitamente generado sobre el anillo graduado
k[zg, ..., x,]. Se dardn ejemplos concretos sobre cémo constuir la resolucién minimal para el
anillo de coordenadas de una variedad. Se estudiara la funcién y el polinomio de Hilbert y
los invariantes geométricos que pueden obtenerse de él.

Capitulo 2: Fibrados Vectoriales. Se veran las definiciones y las propiedades de los fibra-
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dos vectoriales. Ejemplos de fibrados vectoriales: fibrado vectorial trivial, fibrado hiperplano,
dual y producto tensorial de fibrados. Estamos interesados en los fibrados lineales pero en
particular los fibrados lineales muy amplios ya que con ellos podemos sumergir a una curva
en un espacio proyectivo de cierta dimensién, por lo cual nos centraremos en el estudio de
ellos.

Capitulo 3: Técnicas de cohomologia. Se revisara la contruccién del complejo de Koszul
para un moédulo M y el funtor Tor y su relacion para el calculo de los nimeros de Betti
de una resolucién libre minimal. Se dardn ejemplos de cémo calcular dichos niimeros con el
programa Singular ya que en la practica resulta muy complicado obtenerlos a mano.

Capitulo 4: Teorema de Green. Se desmostrara el teorema de Green haciendo uso
de técnicas de cohomologia y los resultados de los capitulos anteriores. Lo que se busca es
traducir una propiedad geométrica de forma algebraica como la anulacién de ciertos grupos
de cohomologia.



1 Resoluciones libres graduadas

En este capitulo haremos un breve estudio de los resultados méas importantes sobre las
resoluciones libres para un M moddulo sobre un anillo graduado S. Las resoluciones libres
minimales son una de las herramientas principales en esta tesis.

La idea de asociar una resolucién a un S- médulo M finitamente generado fue presentada
por Hilbert en 1890 en el articulo Ueber die Theorie der algebraischen Formen. En su articulo
Hilbert construye resoluciones para modulos graduados sobre anillos de polinomios, usando
nada mas la regla de Cramer y el algoritmo de Euclides.

Esta construccion le permitié definir el polinomio de Hilbert y el teorema de las sicigias.
Todos estos elementos son considerados la base de la Geometria Algebraica.

1.1 Definiciones Basicas

Definicién 1.1.1 Un mdédulo graduado sobre un anillo graduado S es un médulo M sobre
S con una descomposicién M = My @& M; @ - - -, donde (M, +) es un subgrupo de (M, +) y
tal que SZM] C Mi+j'

En este trabajo se utilizara el anillo S := k[, ..., z,].

Definicién 1.1.2 Sean M y N mddulos graduados sobre S. Un homomorfismo ¢ : M — N
es un homomorfismo graduado de grado d si ¢(M;) C Ny 4 para todo t € Z.

Definicién 1.1.3 Sea M un mdédulo graduado y d € Z, definimos un nuevo médulo graduado
M (t) (M twistado o torcido por t) haciendo [M(t)]q = M4

Definicién 1.1.4 Un mdédulo libre graduado finitamente generado sobre un anillo gradua-
do S es un médulo M generado por un conjunto finito de elementos homogéneos que son
linealmente independientes sobre S.

Definicién 1.1.5 Sea M un médulo graduado sobre S. Una resolucién libre graduada de M
es una resolucion de la forma:

s BB, S SR B ERB8 M-S0

donde cada F; es un moédulo libre graduado finitamente generado, y cada homomorfismo
©; es un homomorfismo graduado.

Definicién 1.1.6 Consideremos la resolucion libre graduada de M
s BEAFLS S RBRB M0

Se dice que la resolucién es minimal si para todo ¢ > 1 las entradas no nulas de la matriz
graduada de ¢; tienen grado positivo, es decir, en las entradas de ¢; no aparecen nunca
elementos de grado cero no nulos.



Mostraremos por construccion que cada S— modulo finitamente generado M, tiene una
resolucion libre.

Paso 0. Hacemos My, = M. Elegimos un conjunto de generadores my, ..., m, minimales
de M y sea Fyy = S". Sean f1, ..., f, una base de Fy. Definimos:

Paso i. Sea M; = ker(yp;_1), elegimos generadores wy, ..., w; de M; y sea F; = S*. Sean
g1, - - -, g una base de F;. Definimos:

gi Iy — M; C Fi
g9; — wj, 1§]§t

Por construccién ker(p;—1) = Im(g;)

El proceso anterior es finito y esta garantizado por el teorema de las sicigias de Hilbert. El
modulo M es llamado el médulo de sicigias de M

Teorema 1.1 Teorema de las sicigias de Hilbert. Cualquier S - médulo graduado fini-
Pm—1

tamente generado M tiene una resolucion libre finita: 0 — F), AL A N TR
Aun mas, podemos tomar m < r + 1, el nimero de variables en S.

Definicién 1.1.7 Dos resoluciones graduadas de un médulo M : -+ — Fy 3 M - 0y

<= Gy 28 M —s 0 son isomorfas si existe un isomorfismo graduado oy : F; — G de grado
cero tal que ¢y o ag = g y para todo [ > 1 el diagrama:

2
Fi——F

Py
G —G
conmuta, esto es, ay_1 0 ¢ = ;0 oy

Teorema 1.2 Dos resoluciones minimales cualquiera de M son isomorfas.
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1.2 Ejemplos de Resoluciones Libres

Ejemplo 1.2.1 Como primer ejemplo vamos a encontrar una resolucién libre del anillo de
coordenadas de la cibica alabeada

X ={(t3 : 13ty : tot?3 : 13) € P3|(t : t1) € P}

Donde I(X) estda generado por my = xgxe — x%, Mo = X1X3 — x% y M3 = XTox3 — T1Xa.
Tenemos entonces la primera parte de la resolucion

S(—2 385 = S/T—0

donde p(A, B,C) = Amy + Bms + Cmg.
Siguiendo el proceso descrito en la seccion 1.1 | debemos encontrar el nicleo de . Ob-
servamos que los elementos (x2, g, —x1) v (23,21, —x2) pertenecen al Kerp ya que

ToMy + oMo — T1M3 = 0 (].].)

T3My1 + 1My — ToM3z = 0 (12

Mostraremos que estos dos elementos generan al nicleo. Sea (A, B,C) € Kery , entonces
se cumple

Amy 4+ Bms + Cmg =0, por lo que Cmg = (Axy — Bx3) X1 + (—Axg — Bxg)xs.

La tltima relacién nos indica que C'mg € (x1, x2) pero como mg ¢ (x1,x9) = C € (x1, x2),
ya que (x1,22) es primo, por lo que existen polinomios D y E tales que C' = Dxy + Exs.
Sustituyendo

Amy + Bmg + Cms = Amy + Bmgy + (Dxy + Exgy)ms
= Amq + Bms + Dxiyms + Exoms
= Amy + Bmgy + D(xomy 4+ xoms) + E(z3my + x1mo)
= (A+ Dzy+ Ex3)my + (B + Dz + Ex1)mg = 0,

obtenenemos (A + Dxy + Exg)my = —(B + Dxg + Exq)mg = 0. Asi

A+D$2+E$3 = Fm2
B+D$0—|—EZL‘1 = —le

Despejando obtenemos
A = (—D — Fl’g){lﬁg + (—E + ij).’]?g

(—D — FZL'Q)ZEO + (—E + FlL‘l)Il
C = (D+ Fxy)xy+ (F — Fay)x

S
Il
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Por lo que (A’Bv C) < <('I27x0; _xl)ﬂ (Ig,l‘h _$2)>

Tenemos otro trozo de la resolucién S%(—3) LA S3(—2), donde ¥ (P, Q) = (Pry+Qxs3, Pro+

Qry, —Pry — Quy).
Ademas 1 es inyectiva y ya que v cumple que Imgy = Kery tenemos la resolucion

0— S2(-3) % $3(—2) 5 S — S/I — 0.

Ejemplo 1.2.2 Resolucién del anillo de coordenadas de la cudrtica eliptica normal de P3.
(Interseccién completa de dos cuddricas).

Sean ()1, ()2 dos polinomios homogéneos de grado 2 y sin factores comunes. Sea C' =
V(Q1,Q2) la interseccién completa Q1 y Qs.

Tenemos la primera parte de la resolucion:
S(—2)2 % 8§ — S/T — 0,
donde p(A, B) = AQ1 + BQ>.

Ahora debemos calcular el Kerg, observamos que el elemento (—(@)y, Q1) pertenece al

Kerp ya que o(—Q2,Q1) = —Q2- Q1 + Q1 - Q2 = 0.
Sea (A, B) € Keryp entonces

AQ1+BQ2 =0
AQI - _BQ27

dado que @)1 y 2 no tienen factores en comun se tiene que A = —GQ2 y B = GQ;.
Por tanto Keryp = ((—Q2, Q1)) y tenemos el trozo de la resolucién

S(—4) 25 §(~2)2 25 S — S/I — 0,

donde 1(P) = (—PQ, PQy).
Se tiene que v es inyectiva y satisface Imiy = Kery, por tanto la resolucion es

0 — S(—4) % S(=2)2 25§ — S/T — 0

Ejemplo 1.2.3 Resolucién libre minimal para una curva racional normal de grado n.
Una curva C' racional normal de grado n es definida por la imagen de la funcién

v, Pt — P
(o:m1) — (@ :al oy ca?) = (200 ...t 2).

La curva C' es el lugar de los ceros comunes de los polinomios F; ;(z) = 2;2; — 2i—12j+1,
para 1 <i < j<n—1y ademas los F; ; generan el ideal homogéneo de C (][5, Ejemplo 1.14
y Ejercicio 5.3]).

La resolucion asociada al anillo de coordenadas de C' es de la forma

0 — S(—n)Pn-1 — ... — §(=2)%" — § — S/T — 0.
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1.3 Polinomio de Hilbert

Definicién 1.3.1 Si M es un médulo graduado finitamente generado sobre S = k[xo, ..., 2],
entonces la funcion de Hilbert Hy,(t) = dimy M,

Ejemplo 1.3.1 El ejemplo mas sencillo médulo graduado es el mismo S = k[, ..., z,].
Como S; es el espacio vectorial de polinomios homogéneos de grado t en n + 1 variables se
tiene que:

n

Hs(t) = dimkSt = ( ttn )

Proposicién 1.3.1 Sea S = k[zg, ..., z,] y M un S- médulo graduado. Entonces, para cual-
quier resolucion de M,

0 —Fy, —Fpqg — - —Fp—M—70

se tiene:

Hy(t) = dim M, =Y (=1) dimu(Fy), = (=1)Hp, (t)

J=0 Jj=0

Teorema 1.3 Si M es un S- médulo finitamente generado, existe un tnico polinomio H Py,
tal que:

Hy(t) = HPy(t)
para un t suficientemente grande.

El polinomio H Py es llamado el polinomio de Hilbert de M.

1.3.1 Polinomio de Hilbert e invariantes
geométricos

Sea X una variedad proyectiva y X = V(). El polinomio de Hilbert HPg/; nos da la
siguiente informacion geométrica de la varidedad X:

1. El grado de HPs/; es la dimensién de la variedad X.

2. Si el polinomio de Hilbert H Pg/; tiene grado d = dimX entonces el término principal

D
es —'td para algun entero positivo D. El entero D se define como el grado de la variedad

X . Se puede probar también que D es igual al nimero de puntos en que X corta a un
subespacio lineal genérico de dimensién (n — d) de P™.

Ejemplo 1.3.2 En el ejemplo 1.2.1 obtuvimos la resolucién minimal para el anillo de coor-
denadas de la cibica alabeada
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0— S2(-3) 5 $3(—2) B S — S/I -0,
ahora por los teoremas 1.3.1 y 1.3.2 podemos calcular el polinomio de Hilbert para S/I

HPg(t) = dimwS; — dimyS?(—2); + dimyS*(—3),
dimyS; — 3dimyS(—2), + 2dimyS(—3),

(57)("50) = (5)

= 3t+1

Concluimos que la ctibica alabeada tiene dimension 1 y grado 3.

Ejemplo 1.3.3 Calcularemos el polinomio de Hilbert para el anillo de coordenadas de la
cudrtica eliptica normal de P3. En el ejemplo 1.2.2 obtuvimos la resolucién

0 — S(—4) % S(=2)2 25 5 — S/T —» 0,

por lo que

HPs/i(t) = dimyS, — dimyS*(—2), + dimS(—4),

() ()

= 4t

Por tanto la cudrtica eliptica normal de P tiene dimensién 1y grado 4.

14



2 Fibrados Vectoriales

En este capitulo estudiaremos la definicion y propiedades de los fibrados vectoriales. En
particular estamos interesados en los fibrados lineales muy amplios, ya que dada una variedad
proyectiva podemos sumergirla en un espacio proyectivo de cierta dimension utilizando un
fibrado lineal muy amplio.

Convencién: En lo que resta del trabajo utilizaremos el campo k = C

2.1 Definiciones y propiedades de fibrados li-
neales

Definicién 2.1.1 Un fibrado vectorial de rango n en una variedad algebraica X es una
variedad algebraica E junto con un morfismo 7 : £ — X llamado proyecciéon que satisface
las siguientes propiedades:

1. Existe un recubrimiento abierto U U; de X tal que 7= 1(U;) es isomorfo al producto

U; x k™ por aplicaciones que preservan las fibras, es decir, existen isomorfismos ¢; :
71 (U;) — U; x k" tales que el siguiente diagrama es conmutativo:

Y(U;) 2= Uy x kK™

)

Ui

2. Los isomorfismos ¢; son linealmente compatibles: La composicion,

(,OjOSOi_l : (Ulr\lU]) x k" — (UZHU]) x k"
(z,0) = (z,(pj090;")(v))
es una aplicacion lineal de k™ para cada valor fijado de x.

La variedad E es llamada espacio total del fibrado vectorial. Denotaremos al fibrado vec-
torial por la notacién de su espacio total. Los fibrados vectoriales de rango uno son llamados
fibrados lineales.

Definicién 2.1.2 Sea £ = X un fibrado vectorial de rango n sobre X y sea x € X un punto
cualquiera de la variedad. La fibra de 7 sobre x es 7~!(z) y se denota por E,

Definicién 2.1.3 Si X & Vv y E 5 Y son dos aplicaciones, el producto fibrado es el
conjunto
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X xy E={(z,v)|f(z) =m(v)} CX x E

junto con las proyecciones naturales X xy £ 5> Xy X xy E 3 F

Observaciéon 2.1.1 Sea X una variedad algebraica y X oy un morfismo

1. El producto fibrado X xy FE tiene estructura de variedad algebraica y las proyecciones
son morfismos de variedades.

2. Sea £ 5 Y un fibrado vectorial de rango n, la proyeccién X xy E 2 X es un fibrado
vectorial de rango n sobre X, se denota por f*(E) y se denomina el fibrado pullback
de FE.

3. Si X e Y son variedades algebraicas isomorfas entonces todo fibrado vectorial de X se
corresponde con un tunico fibrado vectorial de Y, su pullback bajo el isomorfismo.

2.2 Secciones y secciones globales de un fibra-
do lineal

Definicién 2.2.1 Sea £ = X un fibrado vectorial y sea U C X un conjunto abierto. Una
seccién del fibrado vectorial sobre el conjunto U es un morfismo U = E tal que mo s = idy.
El conjunto de todas las secciones de E sobre U se denota por E(U).

Definicién 2.2.2 Las secciones globales de un fibrado vectorial son simplemente las seccio-
nes de £(X) de E sobre toda la variedad X y se denotan por I'(X,€) o HY(X, ).

Observacién 2.2.1

1. El conjunto de las secciones sobre U forma un espacio vectorial sobre k. Para cada
abierto U C X, se verifica que £(U) es un médulo sobre el anillo Ox (U). En efecto, sea
Ox(U) el conjunto de todas las funciones regulares sobre U. Si s1, s, € £(U) son dos
secciones sobre U de un fibrado vectorial E sobre X, también s; + ss es una seccién
sobre U. Para cualquier funcién regular f € Ox(U) el producto fs es una seccién de

£(U) definiendo U &3 7=1(U) por = — f(z)s(z).

2. Podemos definir un haz £ de Ox- mddulos. Este haz asigna a cada abierto U el Ox (U)-
médulo E(U).
Como €& es localmente como X x k", el haz £ es un haz localmente libre de Ox mddulos
de rango n, es decir, sobre conjuntos abiertos suficientemente pequenos,

EU)=0x(U)® @ Ox(U)

(. /
~~

n—copias

En efecto, para cada U, una seccién es un morfismo
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U — 7 YU)2Uxk"
o= (2 fil@), o fal@)

donde cada f; es una funcion regular de U en k.

A € se llama haz de secciones de FE.

2.2.1 Ejemplos de fibrados vectoriales

Ejemplo 2.2.1 El fibrado lineal trivial.

El fibrado lineal trivial sobre X viene dado por:

7: Xxk — X
(p,A) = p

Las secciones son morfismos p — (p, f(p)), por lo que dar una seccién del fibrado trivial
sobre un conjunto abierto U es lo mismo que dar una funcién regular f : U — k. Por tanto
el haz de secciones del fibrado lineal trivial sobre X puede identificarse con el haz Ox de la
variedad X. De igual forma, el fibrado vectorial trivial sobre X es la variedad X x k™ junto
con la proyeccion natural. El haz de secciones es isomorfo a Ox @ --- @ Ox.

vV
n—copias

Ejemplo 2.2.2 El fibrado lineal tautolégico

Toda variedad proyectiva sumergida en P" tiene un fibrado lineal natural llamado fi-
brado tautoldgico que es inherente a la inmersion. Como los puntos de P" son las rectas
vectoriales de k"', podemos hacer corresponder a cada punto (zg : --- : 2,) € P la recta
L = (txg, - ,tx,),t €k en k"*! Restringiendo a cualquier subvariedad X de P"* podemos
asociar a cada punto de X una recta vectorial. Para construir el fibrado tautoldgico en P"
consideramos la variedad algebraica

B={(z,1)]x €1} CK"" xP"

junto con la proyeccion natural 7 : B — P". El fibrado tautoldgico en X es la restricciéon a
X del fibrado tautologico en P".

Ejemplo 2.2.3 Fibrado hiperplano

El fibrado hiperplano H sobre una variedad proyectiva X estd definido por el dual del
fibrado lineal tautoldgico. La fibra 7= (p) sobre un punto p € X C P" es el espacio vectorial

de las funciones lineales [ € k™' que determina el punto p. La construccién formal de H
n

como una subvariedad de (k"*1)* x P es similar al fibrado tautolgico. Sea Zaixi una

0
funcién lineal sobre k"™, para p = (Ao : -+ : A\,) € X, la forma lineal sobre k"™ puede
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restringirse a la recta [ correspondiente a p, es decir, [ = {(tAo, ..., tA\,)|t € k} C k™" Esto
proporciona una seccién global bien definida en el fibrado hiperplano

s: X — H

n

P (pY i)

0

Es facil ver que las secciones globales del fibrado hiperplano sobre P™ son precisamente
polinomios lineales en k[zy, ..., z,]. El haz de secciones globales del fibrado hiperplano sobre
X se denota por Ox(1).

Ejemplo 2.2.4 Dual y productos en general. Sea £ — X un fibrado vectorial con fibra
sobre p denotada por E,. Entonces podemos definir los fibrados vectoriales

1. E* — X cuyas fibras son el espacio dual (£),)*.
2. \'E — X con fibras los productos exteriores \' E,
Si ' — X es otro fibrado vectorial sobre X, entonces existen los fibrados vectoriales

3. E® F — X cuyas fibras son £, ® F,,, y ademds E® ---® E = E*.
—_—

k—uveces

4. E® F — X con fibras £, ® F},.

En particular si X = P" y E' = Opx(1) el fibrado hiperplano sobre X, para todo m € Z
se tiene

B Opn(1)™ sim >0,

Ademas si m > 0 las secciones del fibrado lineal Op»(m) pueden ser identificadas con los
polinomios homogéneos de k|xo, ..., z,| de grado m.

Ejemplo 2.2.5 El fibrado tangente. Sea X una variedad lisa cuasi-proyectiva de dimen-
sion n. El fibrado tangente es el fibrado vectorial de rango n, T.X — X, tal que la fibra sobre
el punto p € X es el espacio vectorial tangente 1), X .

El fibrado cotangente 7*X — X es el dual del fibrado vectorial tangente, la fibra en
un punto p € X es el espacio cotangente (7,X)*. Las secciones del espacio cotangente son
llamadas 1-formas diferenciales.

Ejemplo 2.2.6 El fibrado lineal canénico Sea X una variedad lisa de dimension n. El
fibrado lineal canénico es la mayor potencia exterior de su fibrado contangente

/n\T*X.
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2.3 Fibrados lineales globalmente generados

Definicién 2.3.1 Sea X una variedad cuasiproyectiva y sea L = X un fibrado lineal sobre
X. Sea {sg,...,S,} un conjunto de las secciones linealmente independientes del k-espacio
vectorial de sus secciones globales. El espacio vectorial generado por estas secciones se llama
sistema lineal sobre X. Si este espacio vectorial esta formado por todas las secciones globales
de L entonces se llama sistema lineal completo y se denotard por |L]|.

Usando estas secciones, podemos definir una aplicacién racional:

X - P
r —> (so(x):---:s,(7))

Ejemplo 2.3.1 Consideremos el fibrado hiperplano de P"”. Una base del espacio vectorial

de sus secciones globales es {zq, ..., z,} donde z; son las coordenadas homogéneas de P". Si
consideramos el sistema lineal incompleto generado por {zy,...,z,_1} la aplicacién racional
asociada:
P s ]P)nfl
(o i+ rxy) —> (To:- 1 Xp_1)

estd definida en todo punto P™ salvo en el punto (0:---:0:1).

Ahora veremos el significado de (so(z) : -+ : s,(x)). En primer lugar las secciones s; no
son funciones. El sentido de s;(z) es construir la (n + 1)- upla (so(z) : -+ - : s,(z)), un punto
de P".

Eligiendo una trivalizacién local para L = X, podemos identificar 7~(U) C L con U x k
en un entorno U de x. Esto permite identificar la seccion

U7 (U)SUxk
r — si(x) = (x,8(x))

—

con la funcién regular U = k.

Cuando escribimos la (n 4+ 1)— upla (so(x) : -+ : s,(x)), realmente significa la (n + 1)—
upla de escalares (So(x) : -+ : 5,(z)).

Si elegimos una trivializacion local distinta obtendremos un vector distinto, se tendra que
distintos vectores correponden al mismo punto de P".
El tnico problema surge cuando todas las secciones se anulan en z. Desafortunadamente no
hay forma de prevenir que las s; no se anulen simultaneamente, ya que la aplicacién X --» P
que asigna a cada punto punto x el punto (so(x) : ... : s,(z)) de P™ es sélo una aplicacién
racional y no un morfismo definido en cualquier punto de la variedad. La aplicacién racional
estd definida en el conjunto abierto de X complementario al conjunto de ceros comunes de
las secciones s;.
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La aplicacion racional X --» IP" depende de la eleccién de la base del sistema lineal pero
se puede comprobar que distintas bases producen aplicaciones que pueden transformarse unas
en otras por automorfismos de P”.

La construccién puede hacerse a la inversa: Toda aplicacién racional X --+» P esta
determinada por algun sistema lineal sobre X. Realmente, el fibrado lineal sobre X serd el
pullback del fibrado hiperplano sobre P", y las s; seran los pullbacks de las coordenadas
homogéneas x; de P™

Definicién 2.3.2 El conjunto de ceros comunes de las secciones globales s; del fibrado lineal
es una subvariedad cerrada de X llamada puntos base del sistema lineal generado por las s;.
Si el sistema lineal es completo llamaremos a ese conjunto puntos base del fibrado lineal L.
Si el conjunto de puntos base es vacio el sistema lineal L se dice que es libre de puntos base
y el fibrado lineal asociado se dice que esta globalmente generado. En este caso la aplicacion
X — P" es un morfismo.

El conjunto de los ceros de una seccion global no nula de un fibrado lineal es el divisor
asociado al fibrado lineal.

2.4 Fibrados lineales muy amplios

Definicién 2.4.1 Se dice que un fibrado lineal L = X es muy amplio si la aplicacién racional
determinada por su sistema lineal completo |L|, X — P" es un morfismo definido en todo
punto que define un isomorfismo en su imagen.

Las secciones s; del fibrado lineal L se convierten bajo este morfismo en funciones coor-
denadas z; de P". Por lo tanto, después de sumergir X en P de esta forma, el fibrado lineal
L se convierte en la restriccién a X del fibrado hiperplano de P". Asi que podemos pensar
que un fibrado lineal muy amplio es aquel, que para alguna inmersiéon de X en el espacio
proyectivo es la restriccion a X del fibrado hiperplano de P".

El término muy amplio sugiere que un fibrado lineal tiene muchas secciones globales.

Primero para construir una aplicacién dada por |L| que sea un morfismo definido en todo
punto, el fibrado L debe ser globalmente generado, es decir, debe admitir suficientes secciones
globales de modo que para cada punto de X exista alguna seccién global en L que no se anule
ahi. Pero incluso en este caso el morfismo normalmente no es un isomorfismo en su imagen,
ni siquiera es inyectivo. Para conseguir que la aplicacién sea inyectiva, necesitamos todavia
mas secciones: Para cualquier par de puntos de X, deberia haber una seccion global de L que
se anulara en uno pero no en otro. Pero un fibrado lineal muy amplio requiere todavia
mas secciones globales, pues no todo morfismo inyectivo es una inmersién. Para ser un fibrado
lineal muy amplio, el fibrado debe separar vectores tangentes.

Definicién 2.4.2 La aplicacién racional asociada al fibrado lineal canénico se llama aplica-
cién candnica.
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3 Técnicas de Cohomologia

3.1 El complejo de Kozsul

Definicién 3.1.1 Si N es un S-mddulo, se define el algebra exterior AN como el dlgebra
libre S& N @ (N ® N) @ --- mddulo las relaciones 1 @y = —y @ x y * ® x = 0 para todo z,
y en N. El producto de dos elementos a y b en AN se denota por a A b.

Observacién 3.1.1

1. AN es un algebra graduada. La parte de grado m, que escribiremos A™ N, y es generada
como un S- moédulo por productos de exactamente m elementos de N.

2. AN es anticonmutativa. Si a y b son elementos homogéneos, entonces
aNb= (_1>(d€ga)(degb)b Aa,

y si a tiene grado 1, entonces aAa = 0. Ademés para cualquier N se tiene que A°N = S.

3. La construcciéon de AN es funtorial: Estoes, si f : N — M es una aplicacién de médulos,
entonces Af : AN — AM es una aplicacion de algebras que manda el elemento a AbA ...
a f(a) A f(b)A....Si N es libre de rango n, entonces A"N = S, ysi f: N — N es una
aplicacion, entonces A" f es la multiplicacién por el determinante de cualquier matriz
que represente f. En este caso AN = 0 para m > n.

Definicién 3.1.2 Dado un médulo N y un elemento x € N, se define el complejo de Koszul
como el complejo

K(x):0—= N — A2N — - = AN B AN 5

donde d, envia el elemento a al elemento a A x; en particular, 1 € S es enviado a d,(1) =
x € N.Si N es libre de rango n y © = (21,...,2,) € S = N escribiremos K (z1,...,x,) en
lugar de K (z).

Si f: N — M es una aplicacion de médulos que envia x € N a y € M, entonces la
aplicacion Af : AN — AM preserva la diferencial y, como es una aplicacién de dlgebras, es
también una aplicacién de complejos.

3.2 El funtor Tor

Definicién 3.2.1 Un médulo M sobre un anillo S es plano si el funtor M ®g (—) es exacto,
o equivalentemente, al tensorizar cualquier sucesion exacta corta por M resulta otra sucesién
exacta corta.
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Definicién 3.2.2 Sean M y N dos S- modulos y P., (). dos resoluciones proyectivas para
M y N respectivamente. Escribimos P. ® N el complejo obtenido al tensorizar P. con N

PN:---—PFP, N —FP, 1N — -+ — BN — 0.

De manera andloga se construye el complejo M ® Q).
MRQ.: —MSIQ, — MRXIQ,-1 — - — M®RQy — 0.

También podemos definir el doble complejo K.. por K, , = P, ®35),. Cada P, es sumando
directo de un médulo libre, y por tanto es plano. Asi H, (K, ) = H,(P, ® Q).) = 0 para
n>0,y Hy(K,)=Hy(P,®Q.) = P,® N. De la misma manera, H,(K,) =0 paran >0y
Hy(K,) = M®Q, y por [8, Teorema Bl1], H,(P.@N) = H,(K..) = H,(M®Q.). Este médulo
definido salvo isomorfismo se denota por Tors (M, N), v es independiente de la eleccién de
las resoluciones proyectivas para M y N.

Propiedades:

1. Tor§(M,N) =M ®g N.

2. Si M es plano entonces Tor?(M, N) = 0 para cualquier S-médulo N y n > 0.
3. Tor3(M,N) = TorS(N, M).

4. TorS(M, N) es un funtor covariante en ambas entradas.

3.3 Cohomologia de Koszul y los niimeros de
Betti

Lema 3.3.1 (Lema de Nakayama). Sean S = k|xy, ..., z,]; m = (xy, ..., z,) el ideal maximal
irrelevante y M un S-médulo graduado finitamente generado. Supongamos que my, ..., m,, €
M generan a M/mM. Entonces my, .., m,, generan a M.

Proposicién 3.3.1 Si F: ... — F; — Fj es una resolucion libre minimal de un S-mdédulo
finitamente generado M y k = S/m, entonces cualquier conjunto minimal de generadores
homogéneos de F; contiene exactamente dimy Tor?(k, M); generadores de grado j

Prueba:
Como Tors(k,M) = H;(k ®¢ F), denotamos por Tor?(k, M); su componente j—ésima.
Como F es una resolucién libre minimal las aplicaciones en k ®g F son todas ceros, por lo
que Tor?(k, M) = k @5 F;. Por el lema de Nakayama Tor?(k, M); tiene la misma cantidad
de generadores de grado j que F;.

Sea F una resolucién minimal para M

F:0—F,— - —F,— - —F

donde F; = @;S(—j)%, esto es, F; tiene (3; ; generadores minimales de grado j.
El diagrama de Betti de F tiene la forma:
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0 1 o S
i Boi  Brit1 0 Bsits
i+ 1| Boit1 Brite - Bsitst
j 60,]' Bl,j—l—l e ﬁs,j+s

Donde las s + 1 columnas, etiquetadas 0,1, ..., s, se corresponden a los médulos libres
Iy, ..., Fy v las filas etiquetadas con enteros consecutivos correspondientes al grado. La co-
lumna m-ésima especifica el grado de los generadores de F,.

La entrada de la j-ésima fila de la iésima columna es 3;,; en lugar de §3; ; dado que la
resolucién es minimal, los homomorfismos no tienen elementos de grado cero no nulos.
Por ejemplo /3, ; es el nimero de generadores de grado j necesarios para generar el ideal I de
X. Si X # 0, entonces no existen generadores de grado cero, por tanto ;o = 0.

3.4 Resolucion minimal y nimeros de Betti
con Singular

El programa Singular nos permite encontrar la resolucién libre minimal del anillo de
coordenadas de una variedad y los nimeros de Betti haciendo uso de los comandos mres y
betti.

Ejemplo 3.4.1 Usamos Singular para calcular la resolucién libre del anillo de coordenadas
de la cibica alabeada (esta resolucién ya la obtuvimos haciendo los célculos a mano en el
ejemplo 1.2.1 ). Para otros casos es dificil hallar la resolucién libre minimal a mano, de ahi
la importancia de poder calcularla usando un programa.

Para simplificar la notacién trabajaremos con k[z, y, z, w| y en este caso I[(X) = (zz—y?, yw—
22 xw — yz).

Escribimos el siguiente codigo para escribir la resolucion minimal:

1. Calculamos la resoluciéon minimal:

> ring S=0, (x,y,z,w), (c,dp);
> ideal I=xz—y2,yw—z2 ,xw—yz;
> resolution Re=mres(I,0);

> Re;

1 3 2

S<— S<— S

0 1 2

2. Podemos visualizar la matriz de cada homomorfismo graduado:
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> print (matrix (Re[1]));
Z2—YyW,yZ—XW, y2—X2

> print (matrix (Re[2]));
y, X,

—Z,—Y,

W, z

3. Se calcula la matriz de los nimeros de Betti:
etti(Re);

b
70707
3,2

)

o~V

4. También podemos visualizar los nimeros de Betti utilizando el comando print:

> print (betti(Re),” betti”);

0 1 2
0: 1 — —
1: — 3 2
total: 1 3 2

5. Obtenemos asi que la resolucién libre minimal para S/ es:

Yy T
w z 22— w,Yyz—rw 2—(132
0 S2(—3) "/, g3(g) Bwmew T g g1

Ejemplo 3.4.2 Ahora calcularemos la resolucion minimal para el anillo de coordenadas de
la curva racional normal de grado 5. Utilizaremos k[z,y, z,u,v,w] y por el ejemplo 1.2.3.
I=(y?—z2,yz — 2u, yu — 20, Yv — TW, 22 — YU, 2U — YU, 20 — YW, u? — 2V, UV — 2W, V? — UW).

1. Calculamos la resolucién.

> ring S=0, (x,y,z,u,v,w), (c,dp);
> ideal I=y2—xz,yz—xu,yu—xv,yv—xw,z2—yu,zu—yVv,zZV—yw,u2—zv ,Uv—2zwW , V2—Uuw;
> resolution Re=mres(I,0);
> Re;
1 10 20 15 4
S<— S<— S<— S<— S8

0 1 2 3 4

2. Calculamos los numeros de Betti
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15
15

20
20

10
10
0,

1

total:
V2—UW, UV—ZW , ZV—yW, yV—XW , U2—YyW , ZU—XW , yU—XV , Z2—XV , YZ—XU , Y2—XZ

3. La matriz de cada uno de los homomorfismo graduados es:
> print (matrix (Re[1]));

N T -

S B oM o~ - .

N | ©O | | ONODO K | OO0 OO o
el i N = B R R N Sl -
PO OO0 | » | OO BO0O0 OO0 K|
e T S
EOO0OO0OO0 | o0 | 08300 - | cococoo
SRR B B S S S-S
O OO0 k| OO0 | ONODO K | OO0
T T S S VIR
O EOOCOoOD | O | NOO Ko | OO | =

ool -
cCoOo RO OCOOC O OO | ,
R T T
SO0 B> D000 | KOO | o
T
P OO0 OO0 REOOoOON | o] 0O |
z E >
WOOOOOVfooo_OOOOOO
’77”’777”77VJ7”
NOOODOODODO REOODO »O | NOO KO

(matrix (
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—W,O, v, Oa
0, 0, w, v,
0, 0, —v,—u,
0, u, w, 0,
v, 0, 0, z,
7W77Z707 Oa
0, v, 0, —w

4. Asf la resolucion minimal es:

0 — S*(=5) &5 S19(—4) & §20(—3) &, §19(—2) £ § —» S/
En este ultimo ejemplo vemos que el calculo de una resolucién en general es muy dificil,

pero se puede hacer con programas como Singular, tanto la resolucién como los niimeros de
Betti.

26



4 Teorema de Green

4.1 Introduccion

Dada una variedad proyectiva abstracta X, esta se puede sumergir en distintos espacios
proyectivos, usando distintos fibrados lineales muy amplios de X. Estamos interesados en
ver como el grado de la inmersién ¢+ de X afecta la forma de la resolucién libre del anillo de
coordenadas de i(X).

Veamos el siguiente ejemplo, donde se ha sumergido una curva eliptica tomando diferentes
fibrados lineales.

Ejemplo 4.1.1 Sea X una curva eliptica, esto es, de género g = 1. Analizaremos qué
ocurre con la resolucién del anillo de coordenadas de la curva cuando tomamos diferentes
fibrados lineales L. Veremos que la resolucién tiene propiedades distintas segin sea el grado
de L.

1. Si degL = 2, como degL > 2, |L| no tiene puntos de base; por tanto |L| induce un
morfismo h'(L) = 0 ya que degL > 2g — 2 = 0. Utilizando Riemann- Roch

R(L) = h'(L)+degL —g+1
= 2—-1+1
= 2.
En este caso el morfismo inducido por |L| es a P! y no es una inmersién ya que P! tiene

género 0 por lo que una curva eliptica no es isomorfa a P*.

2. SidegL = 3. h*(L) = 0 ya que degL = 3 > 2g — 2.
Utilizando la férmula de Riemann - Roch
RO(L) = h'(L)+degL —g+1
= 3—-1+1
= 3
Ademas como degL > 2g + 1 = 3, L es muy amplio, asi que tenemos la inmersién

X < P2 La imagen es una ctibica y su anillo de coordenadas homogéneo es normal.
La resolucion asociada al anillo de coordenadas es

0—95(-3)—S—S5/1—=0 (4.1)
En este caso el ideal I no esta generado por cuadraticas.

3. SidegL = 4. Entonces h’(L) = 4y L es muy amplio. Tenemos la inmersién X — P3, que
es una cuartica interseccion completa de dos cuadricas. Ademas su anillo de coordenadas
homogéneo es normal. La resolucion asociada al anillo de coordenadas es

0— S(—4) = 5%(-2) = S = S/I—=0 (4.2)

El ideal I esta generado por cuadraticas
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4. Si degL = 5. Se tiene que h°(L) = 5 y L es muy amplio asi que se tiene la inmersién
X < P* . La imagen es una curva de grado 5 y el anillo S/I es normal. La resolucién
asociada al anillo de coordenadas de la imagen es de la forma

0— S(=5) = S(=3)% = §(-2) = S = S/IT =0 (4.3)
El ideal I esta generado por cuadraticas.

Vemos que a medida que aumentamos el grado del fibrado lineal, la resoluciéon que ob-
tenemos es lineal en nimero mayor de pasos, esto es, en las matrices de los homomorfismos
graduados todos los elementos son de grado 1 . Bueno esto no es casualidad, la forma que
tendra la resolucién depende del grado del fibrado lineal que tomemos. Esto es lo que indica
el teorema de Green que més adelante enunciaremos y demostraremos.

4.2 Preliminares. Notaciones y Convenciones

Para iniciar el estudio del teorema de Green y Noether se recordaran algunas definiciones
y se tomaran algunas convenciones que serviran a lo largo de este capitulo.
Convenciones

1. Trabajaremos exclusivamente con variedades definidas sobre los niimeros complejos C.

2. Si V es un espacio vectorial complejo, denotaremos por P(V') al espacio proyectivo de
los cocientes de dimensién uno de V. Ademds se tiene que H°(P(V), Opy(1)) =V, ya
que las secciones globales del fibrado hiperplano Op(yy(1) son las formas lineales de V*,
y estas a su vez son los elementos de (V*)* que es canénicamente isomorfo a V', por ser
V' de dimensién finita.

3. Si F es un haz coherente en una variedad proyectiva X, escribiremos H'(F) en lu-
gar de H(X, F). Denotaremos por h'(F) = dimH'(F). Si V es un espacio vectorial
denotaremos por V ®¢ Ox al fibrado vectorial trivial en X con fibras en V.

4.3 Las sicigias de curvas de grado alto

Sea X una curva lisa irreducible de género ¢g y L un fibrado lineal muy amplio de X con
deg(L) > 2g + 1. Hemos visto que en tal caso L determina un morfismo:

or: X — P(HO(L)) =P

donde r = r(L) = h°(L) — 1.

Como L es muy amplio, entonces ¢, es una inmersion.

Sea S el algebra simétrica SymH®(L) en H°(L). S es el anillo de coordenadas homogéneas
del espacio proyectivo P(H°(L)). Considere el anillo graduado

R=R(L) = @, H°(X,L™)
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asociado a L. R es de forma natural un médulo finitamente generado sobre S, y por tanto
tiene una resolucion graduada minimal E. = E.(L)

O—-FE 1—FE 39— -—FE —>FE—R—0 (4.4)

donde r = 7(L) = h°(L) — 1 y cada E; es suma directa de torcidos de S, es decir,
E; = ®S(—a;,).

Definicién 4.3.1 Fijado un entero p > 0. Diremos que un fibrado lineal L en X satisface la
propiedad (N,) si:

1. EO - S
2. E;(L)=®S(—i—1) paratodo 1 <i<p
Observacién 4.3.1

1. Si Fy = 5, entonces FE. determina una resolucién del anillo de coordenadas de X en
P(H°(L)).

2. Que L satisfaga la propiedad (Ng) equivale a que X es sumergida en P(H°(L)) como
una variedad proyectivamente normal (i.e. su anillo de cooordenadas homogéneas es
integramente cerrado).

3. Que L satisfaga la propiedad (IN7) equivale a que cumpla la propiedad (Ny) y que el
ideal homogéneo Iy es generado por polinomios cuadraticos.

4. Que L satisfaga la propiedad (IVs) equivale a que cumpla las propiedades (Ny) y (N1) y
ademas el modulo de las sicigias entre los generadores cuadraticos (); € I esta generado
por las relaciones de la forma > L;Q; = 0, donde los L; son polinomios lineales.

4.3.1 El fibrado vectorial M,

Sea X una curva proyectiva lisa de género g, y sea L un fibrado lineal amplio y genera-
do por sus secciones globales en X. Existe una funcién evaluacion sobreyectiva de fibrados
vectoriales:

€L2H0<L)®0X — L
e, — S

donde H°(L) = (sg,...,s.) y HY(L)®Ox = (eq, €1, ...,e,) es un fibrado libre de rango r + 1.

Escribimos como My, = ker(ey). Se tiene que My, también es un fibrado vectorial de rango
r =r(L) y por construccién se tiene la siguiente sucesién exacta:

0— M, — H(L)®Ox - L—0
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4.3.2 Propiedad N

Proposicién 4.3.1 El fibrado lineal L es proyectivamente normal < £3,,, : H*(L™)@H°(L) —
HO(L™T1) es sobreyectiva para todo m > 1.

Demostracion.

Sea [ ideal homogéneo de i(X), tenemos la sucesién exacta

0—-1—-S5—=S/I—0 (4.5)
Hacificando [.5]
0—=Zix)y = Opr - Ox =0 (4.6)
Twistando [4.6[ por Opr(m):
0—Z(m) = Opr(m) = Ox(m) — 0 (4.7)

Tomando homologia en 4.7]

0 — H°(Z(m)) — H*(Opr(m)) 28 H*(Ox(m)) — H(Z(m)) — H'(Opr(m)) (4.8)
Ademés H(Opr(m)) = S,, y H' (Opr(m)) = 0.

El fibrado lineal L es proyectivamente normal si y sélo si S — R es sobreyectiva, donde
S = @p_oSm y R=@n_oH"(Ox(m)) = ®p_oH (L®™).

Pero S — R es sobreyectiva si y solo si H(Opr(m)) 28 H(Ox(m)) es sobreyectiva
VYm > 1.

Ahora veremos por induccién que «,, es sobreyectiva si y solo si (,, es sobreyectiva,
Vm > 1.

m=1. H(Op (1)) =5 HY(Ox(1))

m = 2. Tenemos el siguiente cuadrado conmutativo:

HO(Op (2)) —— HO(L?)

| [

HY(Op (1)) ® H(Opr(1)) —= H(L) © HO(L)

m = 3 De manera similar:

HO(Or(3)) —— HO(L?)

| &

HO(Opr(2)) @ HY(Opr (1)) — HO(L?) @ HO(L)
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m = k. Supongamos que es cierto para m = k — 1, es decir, a;_; es sobreyectiva si y
solo si i1 es sobreyectiva.

Entonces el siguiente cuadrado también conmuta

HO(Op (m) o HO(L™)
B
H(Opr (m — 1)) @ HY(Op (1)) — HO(L™ ) @ HO(L)

por hipétesis inductiva H?(Opr(m—1)) @ HY(Opr (1)) — H°(L™ 1)@ H°(L) es sobreyec-
tiva y en general H°(Opr(m —1)) @ H°(Opr (1)) — H°(Opr(m)) es sobreyectiva, obtenemos
asl que «, es sobreyectiva si y sélo si 3,,. Por tanto L es proyectivamente normal si y sélo si
Bm es sobreyectiva para todo m > 1. O

Proposicién 4.3.2 L es proyectivamente normal < H'(M; ® L*) — HO(L) @ H'(L*) es
inyectiva.

Demostracion.

Para L tenemos la siguiente sucesion exacta
0— M, — H(L)® Ox — L — 0. (4.9)

Al twistarla por L* y luego tomando homologfa obtenemos

0— H (M, ® L*) — H°(L) ® H*(LF) — H(LF*") — HY (M, ® L")
—H(L)® HY(L*) — H' (L") = 0.
(4.10)

De [4.10] tenemos que

L es proyectivamente normal < H°(L) ® H°(L*) — H°(L*™!) es sobreyectiva
& HY (M, ® L*) - H°(L) ® H'(LF) es inyectiva. O

Proposicién 4.3.3 Sea L no especial es decir, H'(L) = 0. Entonces L satisface la propiedad
(No) & H'(X, My @ L™) =0 Vm > 1

Demostracion.

Como H'(L) = 0 se tiene que H'(L™) = 0 para todo m > 1, entonces por la proposicién
4.5.2)
L es proyectivamente normal < H*(Mp ® LF) = 0.
Veamos en efecto que si H'(L) = 0 entonces H'(L™) = 0 Ym > 1, demostrdndolo por
induccion.
Para m = 1 por hipétesis H(L') = H(L) =0
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Asumamos que para m = k — 1, H'(L*~!) = 0, probaremos que se cumple para m = k.
Sea D un divisor efectivo de |L|, entonces L = O(D), L* = O(—D) y tenemos la sucesién
exacta

0— Ox(—=D) — Ox - Op — 0. (4.11)
Al twistar [4.11] por L* obtenemos la sucesién

0— Lt —LF > Lh—o, (4.12)

va que Ox(—D)® L* = L¥~!. Es exacta porque L* es un fibrado vectorial que al restrigir
en abiertos adecuados es libre.
Tomando cohomologia en tenemos

0— HY (LMY - HY (LY - HOY(L %) — HY(L*Y) —» HY(LF) - HY (L %) — - (4.13)

y como por HY(L*1) =0y H'(L |%) = 0 por estar soportado en un nimero finito de
puntos, de concluimos que H'(L*) = 0. O

4.3.3 Propiedad N,

Proposicién 4.3.4 Asuma que L es no-especial i.e H'(L) = 0. Entonces L satisface la
propiedad (N,,) siy sélo si H(X, NPT M ® L*) =0y H'(X, M ® L*) = 0, para todo k > 1.

Prueba:
La demostraciéon se hard en 3 pasos para demostrar las equivalencias:

L satisface la propiedad (N,
< Tory(R(L),C)pir =0
& H'ANTMpe LF) =0

Paso 1: L satisface la propiedad (N,) < E,(L) no tiene generadores de grados mayores
o iguales a p 4 2.

Sea n; el minimo de los grados de los generadores de E;(L). La sucesiéon {n;} es estric-
tamente creciente, ya que en caso contrario las matrices de las aplicaciones en tendrian

entradas constantes no nulas y esto contradice la minimalidad de la resolcién.

Sea m; el maximo de los grados de los generadores. Dualizando la resolucién minimal
hasta Ej

ES—FE —--—=LE ,—=E_ | —-T—=0
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donde T es el conucleo de £, — EX_,.

Sabemos que Ef = Homg(E;,S) y que S* = S, entonces E es un moédulo libre del
mismo rango que Ej;, ya que si E; = S(a;) @ --- & S(a;;) se tiene que Homg(E;,S) =
Homg(S(an),S) @ --- @ Homg(S(aij), S).

Ahora veamos la estructura graduada de E;. La estructura graduada de Homg(S(a),S)
es:

Homg(S(a),S) = @®ezHomy(S(a), S)

donde Homy(S(a),S) son los homomorfismos graduados de grado [ y un subgrupo de
Hom(S,S). Se tiene ademds que Homy(S(a),S) y S(—a) son isomorfos como médulos gra-
duados. Por lo que si E; = S(an) @ --- @ S(a;j) con a;; > ... > a;; entonces Ef =
S(—ai1) @ ... & S(—a;;). Asi que el maximo m; de los generadores de E; es —a;; por lo
que —m; = a;; es el minimo de los grados de los generadores de E}. Y dado que también
es una resolucién minimal, la sucesiéon {—m;} es estrictamente decreciente, por lo que la
sucesion {m;} es estrictamente creciente.

Por otra parte, desde que ¢ (X) no estd contenida en ningtin hiperplano en P(HY(L)) se
tiene que m; > ny > 2. Por lo que E,(L) no tiene generadores de grados mayores o iguales
que p + 2 si y so6lo si m, = p + 1. Entonces si n, = p + 1 se tiene m; = n; = ¢ + 1 para todo
1 >4 > p. Esto es si y solo si L satisface la propiedad (N,).

Paso 2: L satisface la propiedad (N,) < Tor,(R(L),C)y1r =0
Sea C el cociente S/m, donde m = (zo,...,x,) el ideal irrelevante. Consideremos los
modulos graduados Tor;(R(L),C)g; como todas las aplicaciones de la resolucién tienen en-

tradas en m, ya que no pueden ser nunca constantes. Entonces por la proposicion 3.3.1
dimTor;(R(L),C); es el numero de generadores de E;(L) de grado k. Por ello

L satisface la propiedad (N,) < Tor;(R(L),C),4x = 0, para todo k > 2

Para calcular dichos Tor escribiremos la resoluciéon de C dada por el complejo de Koszul.
Sea V=5, =HOL).

0> AN TTH (L) ®S(r—1)— - = NHY(L)® S(-2) - HY(L)® S(—-1) - S - C — 0

Tensorizando por R(L) obtenemos el complejo

0= RL)YQANTTHY(L)®@S(r—1) = -+ = R(L)QN*H(L)®S(-2) = R(L)® H(L) ®
S(—1) = R(L)® S — R(L)®C—0

Tomando la parte graduada tenemos:

(WH(L) ® S(=p) @5 Rlprs = [NH(L) @ R(=p)lps ya que S @s R~ R
NH(L) @ HY(L®¥) ya que [R(=p)]px = Ry
R= @;?:OHO(LQW)

Asi Tor,(R(L), C)p4y es isomorfo al grupo de homologia en el termino medio de
APFLHO(L) @ HO(L*Y) — APHO(L) @ HO(LF) — AP~YHO(L) ® HO(L*Y),
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por lo que el problema se reduce a demostrar la exactitud de la sucesién anterior para
k> 2.

Paso 3: L satisface la propiedad (N,) < HY(APT' M, @ LF1) =0
Dado que tenemos la sucesién exacta

0— M, = H(L)Y® Ox = L —0

de fibrados vectoriales donde L es un fibrado lineal, podemos aplicar el resultado [7,
Teorema 4.1.3* | y obtenemos la sucesién exacta:

0— APMp — APHY (L)@ Ox - AP 'Mp @ L — 0
Tensorizando por L* obtenemos la sucesiéon (que también es exacta)
0— APMp® LF — A\PHY(L) ® LY — AP Mp @ LM — 0 (4.14)
De manera similar obtenemos:

0= AWMy @ LM — AW HO(L) @ L — AP Mp @ LF — 0 (4.15)

Por otra parte, como C = S/(xq,...,x,) veremos que se puede identificar el complejo
de Kozsul con el complejo de Kozsul dual de = = (g, ..., x,) € (S™™)*, como complejos de
modulos graduados.

El complejo de Kozsul de (g, ..., z,) € S™:

0— S — ASTH 5 A28 5 ATTLGTHL s ATGTHL 5 ATHLGTHL 5 C - 0
Sea ey, . ..,e, una base de S™*!. En cada paso de la resolucién la aplicacién viene dada

por:

¢k . /\ksr+1 N /\k+1sr+1
e, N Nej, —> lep(eil N Neg, Ney,)

lp

donde 1, € {ly,...,l,_;} v este es el complemento de {iy,...,3} en {0,1,...,r}.

La aplicacién anterior siempre es de grado 1, por lo que podemos torcer la resolucién y
obtenemos:

0= S5 = AS™TH (L) = AZS™H1(2) = o 5 ATTISTH (= 1) = ATSTTL(r) —
/\T+1ST+1(T _|_ 1) N C — O

Definimos el dual del complejo de Koszul
0 — ATHH(STT* 5 AT(STTH* — s AZ(STTH 5 ALNSTTH - S — 0,

34



donde ahora todos los homomorfismos son de grado 1.
Tomando fi, ..., f»labase dual de eq, ..., e, con f; : ST — S fi(e;) = d;; y definiendo
en cada paso de la sucesién la funcion

¢Z:/\k(5r+1)* N /\k—l(Sr—H)*
fa N Ao = Y (W (f A Ay A )
J

que también es de grado 1 en cada paso.

Ahora veremos que en efecto podemos identificar ambos complejos. Para ello mostraremos
que el siguiente cuadrado conmuta

/\r—i+l (Sr+1>* r+1-—i /\r—i (Sr-l—l)*
LW(r+1)—z’ l@(m—l)—(i-ﬂ)
AP Gr i AL G+

Definimos el isomorfismo contraccién oy : AF(S™H1)* — AUFD=FG+L de la siguiente
manera;

(pk(fh ARRRNA flk) = :I:ejl ARRENAN Chr_k

donde {j1,...,jr—x} es el complemento de {iy,...,ix} en {0,1,...,r}, v el signo es el que
tenga la permutacion (i1 ...4kJ1 - .. Jr—k)-

De acuerdo con las definiciones de las aplicaciones del complejo de Kozsul y de su dual
tenemos

(¢1 o 90T+1—i>(fj1 ARERNA fjr—i+1) = ¢i(i€m1 ARRRNA emi)
= Z(—l)l”xlpeml N Nem, Ne,,

lp

dondel, € {my,...,m;}yl, € {mq,...,m;} es complemento de {ji,...,Jr—is1} en{0,...,7}.
Por otra parte

r—i+1

(Qpr—i o ¢:—i+1>(fj1 ARERNA fjr—i+1) = Z (_1)jsxjs§0r—i(fj1 JARRRNA fjs ASERNAN fj—i—f—l)

s=1
r—i+1

= Z (=) zjen, A Aen,

s=1

donde js € {ny,...,n;} y {n1,...,n;} es el complemento de {J1,...,Js—1,Jst1,-- - Jrit1} €N
{0,1,...,7}.
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Ast tenemos que (6;0@,41-5)(fi A+ A fi_ioa) = (#r-0G—is) (fis A+ A fy_), por lo
que ambos complejos son isomorfos. En particular el complejo dual del complejo de Koszul
es una resolucién graduada de C.

Consideremos el complejo de Koszul en P" = P(H(L))
0= 8 = ASTTL 5 A28 5o s ATTLGTHL s ATGrHL s ATHLGTHL s C = 0

donde x = Xpep + Xie1 + - + Xye. vy {eo, ..., e} base de ST
Definimos N := coker(S — S"™1(1)), asf de la sucesién exacta S — S""(1) = N — 0
([, Prop. A2.2]) se sigue que

ATLHS™ ) @ S — AY(STTL(1)) = AN — 0

la aplicacion de la izquierda es multiplicacion exterior por lo que su imagen es la imagen
de la diferencial del complejo de Koszul en el paso i — 1, es decir, A’N es el conticleo de la
diferencial en el paso (z — 1)-iésimo. Por tanto tenemos

00— S . Sr—i—l /\2ST+1 A35r+1(3) .

Hacificando el complejo de Koszul y las sucesiones exactas cortas obtenemos la sucesiéon
exacta

/\2(9]?»1“(2) NOR(3) —= -

e

AZN

\/
N N

(4.16)

dado que A'N = A'N. Entonces tenemos
0— ATIN = A0 (1) - A'N = 0 (4.17)

Consideremos ahora la sucesién

0= Op — OLEL(1) = N =0 (4.18)
El rango de la primera aplicacion es siempre 1, ya que la seccién 1 va a Xoeg+- -+ X,e,,
donde ey, ..., e, son base del fibrado vectorial libre de rango r + 1, O%ﬁl Como en ningin
punto de P" se anulan Xj,..., X, simultdneamente, la imagen de 1 no se anula en ningiin

punto. Asi todas las fibras de N (la fibra de N en un punto p es N ® k(p)) tienen rango r-.
Entonces N es un fibrado vectorial de rango r ([6, Ejercicio 11.5.8.¢]).
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Por ello la sucesién es una sucesiéon exacta de fibrados vectoriales y al dualizarla
sigue siendo exacta, obtenemos

0— N* = Opf(=1) = Opr — 0

que twistando por Opr(1) resulta

0— N*(1) = OpF! — Opr(1) — 0. (4.19)
Zo
Como la matriz de la aplicacion de la izquierda de la sucesion 4.18/es | : | la matriz de
T,
la aplicacion de la derecha de es (:Uo e mr), es decir, dicha aplicacién es la aplicacién

de evaluacién de secciones globales de HY(L), ya que el elemento e; de la base de Oﬁ;fl lo
enviamos a la seccién global z; de H°(Op-(1)) = H°(L). Podemos identificar dicha aplicacién
con la evaluaciéon en

0 = Mo, 1) = H*(Op(1)) @ Op = Opr(1) = 0, (4.20)

de donde N*(1) = Mo, (1)-
Restringiendo a X obtenemos

0= Mo,y |lx— H(L)® Ox - L —0 (4.21)

que sigue siendo exacta ya que Opr(1) es un fibrado por lo que Tor;(Op: (1), Ox) = 0.
Por tanto

M, = N (1) ® Ox

Volviendo a m, podemos dualizarla y twistarla con Op-(k + p) para todo k, obteniendo

s = APHY (O (2)) @05 (k+p—2) = H°(Opr (1)) @0pr (k+p—1) — Opr(k+p) — 0 (4.22)

que es exacta, ya que la sucesion se descompone en sucesiones exactas de fibrados vecto-
riales, por lo que al dualizar sigue descomponiendose asi, por tanto la sucesion dual es una
sucesion exacta larga.

Podemos tensorizar con Ox y obtenemos:

coo > NPHY (L) ® LM — HO(L) @ LML 5 LM 5 0 (4.23)

que sigue siendo exacta ya que se descompone en sucesiones exactas cortas de fibra-
dos vectoriales, y al tensorizar con Ox siguen siendo exactas, por lo que al dualizar sigue
) )
descomponiendose asi, por tanto sucesion dual es una sucesion exacta larga.

La sucesion exacta larga [4.23| se descompone en sucesiones exactas cortas:
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NSHO(L) @ Lk NZHO(L) @ Li+=? HO(L) @ LHP! s [FP 0

AZM, @ LFtr—2 My, @ LFtr-1

0/ \0/ \0

De [£.14] y del resultado anterior obtenemos que el siguiente diagrama es exacto:
0

/\P‘HML (29 Lk_l

/\p+1HO(L) ® kal 0
0—— APMp ® L* APHO(L) @ LF ——= AP=IM, @ L —— 0

T

0 APTLHO(L) @ LF+!

T~

Por el paso 2 necesitamos ver la exactitud de

AP HO(L) @ HO(LFY) — APHO(L) @ HO(LY) — AP HO(L) @ HO(LF'Y), (4.24)

asi que tomamos cohomologia en el diagrama anterior y obtenemos

0

HO(/\p—HML ® Lk—l)
71

/\p—l-lHO(L) ® HO(Lk—1> 0

w\ j

0 H0</\I?ML & Lk) i /\pHO(L) ® HO(Lk) —>H0</\p_1ML ® Lk""l) 0
3 K l
Hl(/\p+1ML®Lk_1) /\p_1HO(L)®HO(Lk+1)

0

La sucesion es exacta siy sélo si Imf; = Kerfy. Pero como kerfy = i(H* (AP My LF))
e Imf, ~ I'm~, entonces Imb; = Kerfly = H*(APMp @ L¥) si y s6lo si HY(APTIMp @ LF1) =
0. O
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4.4 Prueba del Teorema de Green

El objetivo de esta seccion es demostrar el teorema de Green, pero antes demostraremos
un resultado necesario para ello.

Tenemos X una curva lisa irreducible de género g y L un fibrado lineal muy amplio de X
generado por sus secciones globales.

Lema 4.4.1 Sean zq,...,x, € X puntos distintos tales que:
i) L(—)_ ;) es generado por sus secciones globales.
i) B (L(= Y 2)) = W(L) = 0.
Entonces se tiene la sucesién exacta
0= Mpy—s 2y = Mp — @ ,0x(—2;) = 0.
Prueba.

Sea D = x;, dado que la sucesiéon 0 — Ox(—D) — Ox — Op — 0 es exacta se tiene
que 0 - L(—D) — L — L |p— 0 también es exacta.

Tomando cohomologia y como H*(L(—D)) = 0 obtenemos la sucesién exacta
0 — HYL(-D)) — H°(L) — H°(L |p) — 0,
que da lugar a la siguiente sucesion exacta de fibrados vectoriales
0— H°(L(-D))® Ox — H(L)® Ox — H(L |p) ® Ox — 0. (4.25)
Por otra parte, como H°(L |p) = H*(L |,,) ®---® H°(L |,,), al tensorizar por Ox
H(L |p) ® Ox =2 (H)(L |5,) ® Ox) @ -+ ® (H°(L |,,) ® Ox)
por lo que podemos definir

ui: H(L|,)®Ox — L, ¥
u:HO(L|D)®(9X — L‘D,

donde u = Gu; y keru; = O(—x;), asi el keru = ®O(—x;).
Como la funcién u; es sobreyectiva para todo 7 se tiene que u es sobreyectiva.

Ademads como L(—D) esta generado por sus secciones globales la aplicacion

er(—p) : H(L(—D)) ® Ox — L(—D)

es sobreyectiva.
Por lo anterior tenemos el siguiente diagrama conmutativo
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0—— HY(L(~D)) ® Ox —= H(L) ® Ox —— H(L |p) ® Ox ——0

leL(D) lCL lu

0 L(—D) L L|p 0
| l |
0 0 0

Como er—py y u son sobreyectivas entonces ej, también es sobreyectiva. Utilizando el
lema de la serpiente obtenemos la sucesion exacta

0— ML(_sz) — M, — @?ZIOX(—ZEZ‘) — 0.

O

Para demostrar el teorema de Green necesitamos garantizar la existencia de puntos que
cumplan el lema [£.4.T} A continuaci 'on veremos algunos resultados para ello.

Teorema 4.1 (Teorema de Posicién General) Sea X C P", r > 2, una curva irreducible
de grado d. Entonces todo hiperplano general H corta a X en d puntos y r cualquiera de
ellos son linealmente independientes.

Prueba: Ver [I, General Position Theorem pag. 109].

Lema 4.4.2 Existe un abierto U en P™ tal que para todo H € U, si x1,... 2,1 € HN X,
entonces se cumplen las condiciones del lemal4.4.1] Si coleccionamos los divisores D" de grado

g formados por g puntos que pertenecen a H N X, obtenemos un abierto V de X"~ donde
se cumple que h'(O (D')) = 0.

Prueba.

Por el teorema de posicién general para cada hiperplano general H podemos formar la
(r — 1)—upla (z1,...,2,_1) de puntos generales donde z; € HN X parai = 1,...,r — 1.
El conjunto formado por todas esas (r — 1)—uplas forman un abierto denso de X" ! al cual
denotaremos por U.

Mostraremos en primer lugar que al tomar una de esas (r — 1)—uplas del abierto U sus

elementos x1,...,x,_1 satisfacen las condiciones del lema |4.4.1}]
i) Veamos si L(—z;--- — x,_1) estd generado por sus secciones globales. Tenemos que
probar que para todo x € X, h®(L(—x1 -+ — z,_1)(—2)) = 1.
Por contradiccién, supongamos que h®(L(—zy -+ — x,_1 — 1)) = 2.

Sabemos que

P(H*(L(—2, -+ — x,_1 — x))) = {hiperplanos de P" que contienen a x1,--- ,,_1,2},
por lo que dim(zy,...,z,_1,z) = r — 2. Tenemos entonces que
<l’1, T Jxr—bx) = <x17 SR 7xr—1>~
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Analizando los casos:

Caso 1: Six # x1,...,2,_1, los x1,...,x,._1,x puntos son linealmente dependientes, y
x1,..., 2.1, ¢ € HN X, lo que contradice el teorema de posiciéon general, ya que un
hiperplano que corta a X en d puntos, cualquiera r de ellos son linealmente indepen-
dientes.

Caso 2: Sabemos también que existe un abierto U’ de (P")* donde se satisface el
teorema de Bertini, es decir, todo hiperplano de U’ corta a la curva X de manera
trasversal. Podemos tomar H € UNU’. De igual manera que en el caso anterior podemos
tomar {z1,...,2,_1} C H puntos generales.

Siz € {x1,...,2,_1}, sin perdida de generalidad podemos suponer que x = z;. Entonces
H corta a X en x; con multiplicidad 2, lo que contradice el teorema de Bertini ya que
H es un hiperplano tal que {x1,..., 2,1} C HNX pero HN X no es regular en x; = x
(Ver [0l Teorema 8.18, capitulo II}).

Por tanto L(—x;--- — x,_1) estd generado por sus secciones globales.

ii) h'(L(—z1---—x,_1)) = A} (L) = 0. En efecto

P(H*(L(—2y,---—x,_1))) = P{secciones globales de L que se anulan en xy,...,2,_1}
= {hiperplanos de P"que contienen a zi,...,z,_1}

Como 1, ..., x,_1 son linealmente independientes dimP(H(L(—xy -+ —x,_1))) =1 —
(r—1)=1= h°L(—zy- - — x,_1)) = 2. Utilizando el teorema de Riemann — Roch
se deduce que W' (L(—zy -+ —x,_1)) = 0.

Ahora veamos que existe un abierto de X" ! donde los divisores formados por g de los

r — 1 puntos generales 1, .. .,z,_1, satisfacen h'(O (D)) = 0.
Podemos tomar x;,,...,z;, coniy,...,ig € 1,...,7 — 1 puntos generales y escribir D =

T + -+ x4, de grado g.

Por el teorema de Riemann — Roch:

W(O(D) = h(O(D)) = deg(D) —g+1
= g—g+1
=1

y como D' es efectivo, entonces h°(O(D")) > 1, por lo que:
RY(O(D")) =0 h°(O(D")) = 1.

Ahora utilizaremos el siguiente resultado:

g) 2 1
Existe un abierto de X x --- x X donde los divisores correspondientes D" tienen h°(O(D")) =
1. Es decir, el divisor general D" de grado g, tiene h°(O(D")) = 1 y por tanto h'(O(D")) = 0.
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r—1)
Entonces dado el divisor D = z1+- - -+ x,_1 definido en el abierto U de X x --- x X | de-
r—1) 9)
finimos las proyecciones my : X X --- x X—=X x -+ x X, tomando ¢g de las r — 1 coordenadas

y luego proyectando en X9. En total tenemos (T ) proyecciones.

, 9)
Sabemos que existe un abierto U de X x ... x X, donde los divisores definidos en ese
abierto son no especiales. Entonces el abierto:

V=Un (YU

es un abierto no vacio donde los divisores formados por g puntos de entre x1,...,z,_1 son
no especiales O

Ahora ya tenemos los elementos necesarios para demostrar el teorema de Green.

Teorema 4.2 (Green) Sea L un fibrado lineal sobre X de grado 2g 4+ 1 + p, sumergiendo
a X C P(H(L)) = P9"*?. Entonces L satisface la propiedad (N,).

Prueba.
Por la proposicién [4.3.4) probaremos que H'(APY1 M @ L) = 0.

Como degL = 2g+1+p > 2g+ 1, L es muy amplio. Sea i la inmersién inducida por | L.
Entonces i(X) no estd contenida en ninguin hiperplano, ya que i esté inducida por el sistema
lineal completo de H°(L).

Ademds se tiene que degL > 2g + 1+ p = 2g — 2 entonces H'(L) = 0.

Ahora tomando D = z; + -+ + x,_; donde x1,...,x,_; son puntos satifaciendo el lema
[4.4.7] tenemos la sucesién exacta:

0— Mp—p) — H(L(—D)) ® Ox — L(—D) — 0
y del hecho que h°(L(—D)) = 2 obtenemos la sucesién exacta de fibrados vectoriales
0— Mppy— 0% — L(-D) =0

de lo que resulta Ox = A20%? = My_p) ® L(—D) por lo que Mr_py = L*(D), ver [6),
Ejercicio 5.16 y Prop. 6.12].

Aplicando el lema [4.4.1] sustituyendo Mp_py = L*(D) y haciendo ¥ = @Ox(—;),
obtenemos la sucesién exacta

0— L*(D)— M, —%—0
Aplicando el [7), teorema 4.1.3.] para p 4+ 1 potencias exteriores
0 — APY @ L*(D) — APTIMp — APTLY — 0.
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Twistando por L y dado que L*(D) ® L = Ox (D), tenemos la sucesién exacta

0= APY®Ox(D) = APT'Mp @ L — AP @ L — 0.

Tomando cohomologia en [4.26
H" (N2 ® Ox(D)) = H' (WM, @ L) - H' ('S ® L).
El término de la derecha de es suma directa de fibrados lineales de grados
9 +1+p) —(p+1)=29>29—2= H' (NS ®L)=0.
Ahora analicemos el término de la izquierda de [£.26], tenemos que
i O(—Izl — ... — $ip),

con iy, ....ip €{1,...,r =1} y deg (ML @ O(D)) =r—1—p=(9+p)—p=yg

(4.26)

(4.27)

Asf que eligiendo D en el abierto V del lema tenemos que H (A’ ® Ox(D)) =0y

por tanto H'(APT' My, @ L) = 0.
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