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Resumen

El desarrollo de este trabajo, estd conformado por cuatro capitulos, en los que se exponen los
conceptos bésicos del calculo de diferencias, las ecuaciones en diferencia, sus respectivas
clasificaciones y los distintos métodos que se utilizan para resolver dichas ecuaciones. Se

desarrollan variados ejemplos para poner en préactica la teoria.

Capitulo I.. Operaciones Elementales con diferencias y sumas.

Se estudian en este capitulo los conceptos basicos de dominio discreto, la diferencia de una
funcién, definiendo dicha operacién y estableciendo la relacion con otros operadores. Se
deduce la diferencia de funciones basicas, y la diferencia del producto y cociente de funciones,

se define la operacion inversa de la diferencia, conocida como la suma de una funcién.

Capitulo I1. Ecuaciones en Diferencias Finitas

En este capitulo se inicia con la terminologia basica sobre ecuaciones en diferencias finitas,
tales como ecuacién en diferencias finitas, solucion de una ecuacion en diferencias finitas,
clasificaciones de estas ecuaciones de acuerdo a orden, linealidad, de coeficientes constantes o
variables y se aborda el método para resolver ecuaciones en diferencias finitas homogéneas

con coeficientes constantes.

Capitulo I11. Solucién General de Ecuaciones en Diferencias Lineales no Homogéneas

con Coeficientes Constantes.

En este capitulo se procede a resolver ecuaciones en diferencias finitas no homogéneas,
conocidas también como ecuaciones completas. Se inicia presentando una proposicion que
establece como sera la solucion general para dicho tipo de ecuaciones; luego se estudian tres
métodos de como poder encontrar una solucion particular de dicha ecuacion. Los métodos son:
el método de coeficientes indeterminados, el método de variacion de parametros y el método

de operadores.
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Capitulo IV. Ecuaciones en Diferencias con Coeficientes Variables.

En este capitulo se estudian algunos métodos para resolver ecuaciones en diferencias con

coeficientes variables, limitdndose a ecuaciones de primer y segundo orden.
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Introduccién

La informacion que se dispone de los fendmenos estudiados por las diferentes disciplinas
cientificas se presenta usualmente de forma discreta. Este hecho fundamental plantea la
necesidad de manejar herramientas y técnicas para el estudio, representacion, analisis y

simulacion de variables discretas.

En el presente trabajo se pretende desarrollar los elementos béasicos del Analisis de Ecuaciones
en Diferencias Finitas, punto medular para el abordaje y estudio de una gran gama de

fendmenos tanto para las ciencias basicas como las tecnoldgicas.

El desarrollo de estas técnicas data de inicios del Renacimiento cuando se desarrollan las
ciencias experimentales, en las cuales las bases de observacion son discretas. El refinamiento e
interpolacion del modelaje fue dando como resultado una representacion continua de los
fendmenos pero cuya base esta fundamentada en el desarrollo de técnicas de tratamiento de

datos muestrales.

El modelado de diversos fendbmenos econémicos, fisicos, bioldgicos, que establecen relaciones
de cambio entre variables, pueden ser abordados recurriendo a técnicas discretas y continuas.
Las técnicas continuas usualmente hacen uso de ecuaciones diferenciales como modelo
matematico que describe el fendmeno, las cuales son representaciones estdndar que pueden no
responder apropiadamente a investigaciones que arrojen datos de tipo discreto, surgiendo la
necesidad de manejar técnicas de matematica discreta, una de cuyas areas mas importantes es
la de las ecuaciones en diferencias finitas. Mediante éstas es posible modelar o simular

fendmenos de los cuales se dispone un namero finito (discreto) de datos.

Siendo las ecuaciones en diferencias finitas, un area no desarrollada en la Escuela de
Matematica, existe escasez y dispersion de material bibliogréafico que apoye el desarrollo de

cursos especificos de esta area, asi como otras areas de conocimiento matematica y/o



proyectos de investigacion en los cuales las ecuaciones en diferencias se constituyan en un

instrumento de apoyo.

En este trabajo se van a establecer las bases para el estudio y abordaje del Analisis de las
Ecuaciones en Diferencias Finitas, a partir de un acopio bibliografico que integre desarrollos
tedricos, enfoques y aplicaciones de las ecuaciones en diferencias que se constituyan en
material de apoyo con el objeto de disponer de un trabajo propedéutico para la iniciacion y

profundizacién de dicha area de investigacion.

Los objetivos que se tienen al desarrollar este trabajo son:

e  Presentar los conceptos y métodos basicos del Analisis de Ecuaciones en Diferencias

Finitas.

e  Crear material bibliografico para la escuela de Matematica de la Universidad de El

Salvador.



CAPITULO |. OPERACIONES ELEMENTALES CON
DIFERENCIAS Y SUMAS

1.0 INTRODUCCION.

Se abordaran en este capitulo los conceptos basicos de dominio discreto, la diferencia de una
funcion, se definird dicha operacion y se establecerd la relacion con otros operadores. Se
deducira la diferencia de funciones basica, y la diferencia del producto y cociente de
funciones, se definira la operacion inversa de la diferencia, conocida como la suma de una

funcion.

1.1 DEFINICIONES BASICAS Y TERMINOLOGIA.

1.1.1 Funciones reales de una variable real. Dominio discreto.

Uno de los conceptos més Utiles en matematica es el de funcion. Esta se define como la regla
de correspondencia que asocia a cada elemento x de un conjunto X uno y s6lo un elemento
y de un conjunto Y. El elemento y se llama imagen de x bajo f y se denota por
y=f(x) 6y= f . Elconjunto X se conoce como el dominio de la funcién, mientras que el
subconjunto de Y, constituido por todas la imagenes de los elementos de X | se conoce como

rango o recorrido.

El dominio de una funcion puede ser continuo o discreto. EI dominio sera continuo si los
elementos x pueden tomar cualquier valor dentro de un intervalo especificado de nimeros
reales. Un dominio discreto es aquel que toma solamente valores especificos dentro de un

conjunto contable. Existen dos posibilidades para que se produzca la variacién discreta:

k=123,...
k=T,2T,3T,.. T ll



En la primera opcion k es una variable entera (k el ) mientras que en la segunda, es una

variable real que solo toma ciertos valores espaciados uniformemente. En este escrito, el

dominio de trabajo seran los enteros no negativos, los cuales seran representado por [ ,, es

decir
0,={01235,..}
Mientras que
U,={aa+La+2,..} paraenteros no negativos iniciando desde a y
O ={a,a+la+2,..,b—1} paralos enteros no negativos comprendidos entre a y b—1

(a,b-1)

En general, para representar cualquiera de los conjuntos anteriores se usara el simbolo [ .

En este escrito se trabajara con funciones de valor real definidas sobrel] cuyas imagenes se

representan por f(k) ¢ v,.

1.1.2 Diferencias Progresivas y Regresivas.

Definicion 1. Sea f una funcion definida sobre [ tal que y, = f (k). Si k, k+1, k+2 estan

definidas en [, entonces:

a) La Diferencia Progresiva, denotada por el operador A, esta definida como:
Af(k) = f(k+D) - f(k) 0 Ay, =Y, — Y- (1)

b) La Diferencia Regresiva denotada por el operador V, esté definida como:

Vi) =f(k)-f(k-1) 6 Vy, =y, ¥y (1.2

Ejemplo 1. Si f (k) = 2k?, encuentre Af (k) y Vf (k)



Af (k) = f(k+1) - f (k)
=2(k +1)* - 2k?,
=4k + 2.

Vi (k) = f (k) - f(k-1)
= 2k? —2(k —1)°
= 4k 2.

1.1.3 Operadores |, E (identidad y traslacion).
Definicion 2. Sea f una funcion definida sobre [ tal que y, = f(k). Si k,k+1 estan
definidas en [ entonces:
a) EIl operador Identidad | se define por

If(k)y=~fk) ¢ ly.=y,. (1.3)
Por lo general, se identifica | con 1.
b) El operador Traslacion u operador Siguiente E se define por:

Ef (k)= f(k+1) 6 Ey, =vy,,. (1.4)

Reescribiendo la diferencia progresiva en término de los operadores anteriores se tiene:

Af (k)= f(k+1)- f(k)

f
= Ef (k)-If (k)

=(E-1)f(k)

Asi,

A=E-1 0 A=E-1 (1.5



Teorema 1. (Linealidad de los operadores A y E). Supdngase que f y g son funciones

definidasen [1 ,con ael], entoncessi of y f + gestan definidasen [J, se cumple:
DA[ f +ag,]=Af, +0Ag, i) E[f, +ag, |=Ef, +aEg, (1.6)

Demostracion.

)] A[fk+agk] = fk+1+agk+1_(fk+agk)
= (fk+l_fk)+a(gk+l_gk)
= Af, +aAg,

De forma idéntica se prueba i” considerando que E = A+1.

Definicion 3. A%y, = AAy, y en general, si n es un entero no negativo, A'y, = AA™y, .

Analogamente se define 1"y, y E"y, .

Teorema 2. E®y, =vY,,, (L1.7). Con p cualquier nimero entero.
Demostracion. Aplicando induccién matematica se tiene:

i) Sip=1, By =Y

ii) Supodngase se cumplepara p=m-1, E™'y, =vy,..,

iii) Verificar que se cumple para p=m

E"y, = EE m Yi
= Eyk+m—1
yk+m—l+1

- yk+m

= yk+p



Teorema 3. Las diferencias de orden mayor de una funcion se calculan de la manera siguiente

A" Y = Zn:(r:j(_l)l Yicin-i (18)

i=0

Demostracion. De (1.5) se tiene Ay, = (E-1)y,, luego

Ay, =(E-D"y,,

desarrollando el lado derecho de la ecuacidn, aplicando la forma binomial de Newton, se tiene:

(E-D"= Zn:(?j(—l)‘ g

i=0

entonces:

(E-D"y, = im(—l)‘ E"'Y,

i=0
pero:

E"'Y, =VY....i,» porel teorema 2, entonces se cumple el teorema 3.

Ejemplo 3. Hallar A*f (k) , A*f (k).

Aplicando el teorema 3 se tiene:

A%f, = g(?j(—l)i Yiro i

2 )0 2 ) 2 2
[OJ(_ ) yk+2+(1](_ ) yk+1+(2](_ ) Yk

Yiez = 2V + Vi



>
w
—h
o
Il

g(f)(—l)i Ves

3 3 3 3
(oj (D°Yys + (J DY+ (2} (D?Y+ (3} D)%y, -

= Yius — V2 T3V — Vi

Ejemplo 4. Dado f, =k?, hallar A*f,
Aplicando el desarrollo del ejemplo 3, se tiene:

APK? = (k +2)2 = 2(k +1)% + (k)?
=2

Ejemplo 5. Dado f, =k?, hallar A®f,
Aplicando el desarrollo del ejemplo 3, se tiene:

Ak = (k +3)% —3(k +2)2 + 3(k +1)? — k2
=0

Es de notar que si se saca la diferencia de un orden mayor que el grado la funcion, dicha

diferencia resulta cero.
1.2 REGLAS PARA LA DIFERENCIA DE UNA FUNCION.

1.2.1 Funcién constante

Si f, =c, donde c es una constante, para cualquier c e[l se tiene que:

Afy = fia—
=C-C (1.9)



1.2.2 Funcion identidad
Si f(k) =k, con f (k) la funcion identidad, entonces:

AF(K) = f(K+1)— f (K)
—k+1-k (1.10)
=1

1.2.3 Funcién exponencial
Si f(k)=a“, con a=0y k variable, entonces

Aa* = gFt— gk

(1.12)
=a“(a-1).

La m—ésima diferencia de la funcion exponencial A"a", esta dada por

A"a* =(a-1)"a.
Demostracion (por induccion matematica)

i. Verificandocon m=1

A a*=(a-1) a*. porreglal.2.3

ii. Suponiendo que se cumple para m=n-1

Anflak — (a _1)nflak .

iii. Verificar que se cumple para m=n



Aa“ = A[A" ]
=Al(@-1)""a']
=(a-1)"aa"]
=(a-)"(a-Da]
=(a-1)"a"

Ejemplo 6. Calcular (A* —A)(n* —1)

(A% —A)(n*=1) = A(A(n* 1)) - A(n* -1)
= A((n+1)° -1~(n*-1))~((n+1)° ~1~(n" -1))
=A(2n+1)—(2n+1)
=2(n+1)+1-(2n+1)-2n-1
=1-2n.

1.2.4 Diferencia de un producto de funciones.

i. Sean Y(K) y z(k) funciones cuyas diferencias existen, entonces la diferencia del producto

de dichas funciones, se obtiene por:

Aly(K)z(k)] = yk +1) 2(k +1) - y(K) 2(K)
= y(k +1) z(k +1) - y(K) 2(k) + y(k +1) z(K) — y(k +1) z(k)
= y(k+1) z(k +1) = y(k +1) z(k) + y(k +1) 2(k) — y(K) (k)
= y(k+1)Az(k)]+ z(k)[Ay (k)]

(1.12)

ii. Yaque A[y(k)z(k)]=A[z(k)y(K)], se puede obtener de la férmula anterior

Alz(k)y(k)]=z(k +D[Ay(K) ]+ y(K)[Az(k)] (1.13)



Ejemplo 7. Calcular A(n22”)

A(N*2") = (n+1)°A(2") + 2" An?
= (n*+2n+1)(2"- 2" +2"| (n+1)*~n?]
=2"(n*+2n+1) +2"(n*+2n+1-n?
=2"(n*+4n+2).

0 bien usando (1.13)

A(2'n?) =2"A(n*)+n’A(2")
=2""(2n+1)+n?2"
=2"(4n+2)+n*2"
=2"(n* +4n+2).

1.2.5 Diferencia de un cociente de funciones.

Sean y(k) yz(k) dos funciones cuyas diferencias existen y z(k) =0, z(k +1) = 0, entonces

la diferencia de un cociente puede expresarse como:

Y0 yk+n yk
2K) | z(k+D) z(k)
yk+D)2(K) - y(K)z(k +1)
- 2(k +2)z(K)
Cyk+D)z(k) - y(K)z(K) + yK)z(k) - yK)zk +1) 14
- 2(k +1)z(k)
_ 2(K)Ay(K) - y(K)Az(K)
2(k +1)z(k)

n?2
on

Ejemplo 8. Calcular A(z J Aplicando la formula de (1.14) se tiene
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n’ 2"A(n*) —n*A2"
A on = n+lan
2 22
_2"(2n+1)-n?2"
22"2"
2n+1-n?
=T

1.2.6 Diferencia de polinomios. Funciones factoriales.

El calculo de la diferencia de un polinomio se reduce a calcular la diferencia de x". Sin

embargo ésta diferencia no resulta expresada con una formula muy sencilla. Por ejemplo:

A = (x+1)°— =32 +3x+1

AX* = (x+1) = x* = 4x°+ 6 X%+ 4x +1.

Para simplificar la representacion de la diferencia de un polinomio se define la funcion

factorial x™.

o [XX=D(x=2)..(x-n+1) n=123,..
’ _{1 n=0

Por ejemplo

x®P=x, x? =x(x-1) = x* = x
x® = x(x-1)(x—2) = x*—3x*+ 2x

Teorema 4. Dado x™, la funcion factorial, entonces Ax™ = nx("Y)
Demostracion.

(x+1)" = (X +D)X(X=1)(X=2)...(x +1—n+1)
=(X+D) x(x=-1)(x-2)...(x—(n—=1)+1)

= (x+1)x"?

Por otra parte
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XM = x(x-1)(x—2)...k—n+2)(Xx—n+1)
=X(x=-)(x-2)...x=(n=1)+1)(x—n+1)

=x"D(x+1-n)

AX™ = (x+1) " — x
= (x+1)x" V- (x—n+1)x"Y

=[x+1-x+n-1]x"?

=nx"Y, (n=123,...)
Ejemplo 9. Calcular Ax®.
AX® =3
=3x(x—-1)
=3x%*-3x.

Ejemplo 10. Hallar A(x® —2x? + x—5)
Existen varias alternativas para hallar dicha diferencia,
i) Por definicion:
A(x3 —2x% + x—5) = AX —A(2x2)+Ax—A5

= AX® = 2(AX* )+ AX— A5

= (x+1)3 —x —2[(x+l)2 —~ x2}+[x+l— x]-(5-5)

=3x* - Xx.
i) Buscar expresar el polinomio en términos de funciones factoriales, y calcular su diferencia.
Expresar

x*—2x% +x-5= A" +Bx? +Ccx? + D

como suma de funciones factoriales con coeficientes desconocidos. Por ser un polinomio de

grado 3, no hay necesidad de incluir una funcion factorial mayor de x® pero lo que se tratara
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de encontrar son los coeficientes desconocidos, A B,C yD para lo cual se le dan a x los
valores de 0,1, 2 obteniendo D=-5, C=0y B=1 con lo cual se puede calcular el
coeficiente restante.

Este célculo se puede hacer también por medio de la division sintética. Como se muestra a

continuacion:

0|1 -2 1 -5
0 0 0
1|1 -2 1 -5=D
1 -1
2| 1 -1 0=C
2
1=A 1=B
Por lo tanto
X —2x% +x—=5=Ax? + BX? +Cx + D =x®@ +x@ _5
de donde

A(X* —2x* +x-5) = A(x(s) +x® - 5)

= AX®) + Ax®) 1 A5
=3x® 4 2xY -0
=3x(x—-1) +2x
=3x* - X
La anterior respuesta, viene a coincidir con la diferencia del polinomio obtenido por

definicion.

En conclusion, para obtener la diferencia de un polinomio, se puede hacer por medio de la
definicion o bien expresandolo en términos de funciones factoriales y luego sacando la

diferencia de cada uno de dichos términos.
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1.2.6.1 Extensién de las funciones factoriales.

Cuando n toma valores negativos la funcién x™ se define como:

m_ 1
K= e (19
1
Ejemplo 11. x(3) = Q
(x+3)

Teorema 5. Ax™ =nx"™, también se cumple para n <0
Demostracion.

AV = (x+ )™ - X
B 1 1
T (x+2)(x+3)(x+1-n)  (X+D(X+2)..(x—n)
B X+1 X+1-n
- (X+D(X+2)(x+3)...(x+1—n) - (X+2)(X+3)...(x+1-n)
= (x+1)x"Y —(x+1-n)x"

= nx" Y,

con lo que, AX™ =nx"™ se cumple para los valores de ne(l.

1.3 LA OPERACION SUMA.

Definicion 4. Sean y, e Y, dos funciones tales que AY, =y . A Y, se le llama una

antidiferencia o suma de vy, Yy se denota por:
Y, =AYy, (1.16)

A es el operador suma y cumple

AATY =Y, (1.17).

Ademas Ay, selee sumade v, .



Ejemplo 12. Hallar A™*(1), A", A",

A'(@) =n+ A, con Aconstante, yaque

A(n+ A) =An+AA
=1

n

+ A, con Aconstante, yaque

Al = @
a-1
A a +A =Aa +AA
a-1 a-1

_(a-Da"
a-1

n

=a.

X(n+l)
+ A, con Aconstante, yaque

A =
n+1

(n+1)

(n+1)
AX A=A 1A
n+1 n+1

~(n+nx™
n+1
= x".

Teorema 6. La suma de una funcion y, esta dada por:
n-1
Ay, =Yy, +A, con Aunaconstante..
k=1

Demostracion:

Sea z, =AY,
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-1
Az, = AATY,
o= L, =Y,
Z,= 2,1 =Y

1= 2y 2= Yoo

Z3 22 - yZ
LTh 1 sumando miembro a miembro se tiene:
A Y
k=1
n-1
Zn = yk + Zl

Teorema 7. Los operadores A y A" no son conmutativos AAy, = AA™y._, pero pueden llegar

a ser iguales , tomandose una constante adecuada.

Demostracion:

n-1

ANy, = Z (yk+l = Yi )+ A

k=1
=Y.~V +A
=Yt (A- yl)
=AA'y +B, conB constante

Pero B es arbitrario, entonces se puede hacer cero cumpliéndose en ese caso la igualdad.

La férmula para calcular la suma de una funcion y, , puede interpretarse como la suma de una

serie, de la manera siguiente:
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n

Teorema 8. Si F, es una antidiferencia de f,, la z f.=F,,—F (analogia entre este

resultado y el teorema fundamental del célculo)

Demostracion:

Se tiene que

=F

n+1?

pero z,., = A f

n+1

entonces Fa.-F=>f

n
i=1

i
k=1

Ejemplo 13. Dado Ay, =c, hallar la sumade c, (A’lc) 0 bien, hallar y,

Ay, =c¢

Y = nic+ A
k=1

=(n-Dc+A

Ejemplo 14. Dado Ay, =2(n+1), hallar lasuma de 2(n+1), (A‘l(Z(n +1))) 0 bien, hallar vy, .

Ay, =2(n+1)
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Yo =AY, + A
n-1
Vo= 2(k+1)+A
k=1
=2) k+A
=2

:Z[n n2+l)_ }FA

=n(n+1)-2+A
=n(n+1)+(A-2)
=n(n+1)+B

Ejemplo 15. Dado Ay, =a", con a =0 y nell , hallar la suma de a”,(A’la”) 0 bien, hallar
Yy -
Ay, =a"
y,=A"a"+A
y, = nz_la“ +A
k=1

—a+a’+ad+.a"t+ A

Haciendo S, = a +a®+a®+..a"™, y luego multiplicando S, por «, se tiene:
oS, =a’+a’+a*+..a", restando S, de oS, , se tendra:

aS,-S,=a"—a,despejando S,
ala"t-1)
a-1

S:

n

Entonces:

n-1
= 70[(0! L +A.

" -1
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Ejemplo 16. Dado Ay, =n(n-1), hallar la suma de n(n-1), (A’ln(n —1)) o bien, hallar y._ .

n(n-1)(n-2) A

Es facil verificar que y, = 3

Ejemplo 17. Aplicando la formula del teorema 8, calcular 1.2+2.3+3.4+...+n(n+1).
Representando la suma de dicha serie por S, . Entonces:

n+l

1

5, =i+ - i(i +)® = [A’l(i +1)<2>}

i=1

[a+0°T" 1 ® o] 1
{T _5[(n+2) _2<>]_§(n+2)(n+1)n

1

Ejemplo 19. Calcular 3.5+5.7+7.9+...+(2n+1)(2n+3).

n (2)
S, = Z(Zi +1)(2i+3). Obsérvese que (2i+1)(2i+3) = 4(i +%)(i +§j = 4(i +§J

Por lo tanto

n+l

el
4]
Sfe-2fe23-020)

1 5
=5 (2n+5)(2n+3)(2n+1) - 3
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1.3.1 Suma por partes.

Partiendo de la diferencia de un producto de dos funciones, se encontrara una expresion para

la suma de un producto.
Sean g, e y, dos aplicaciones. Se sabe que:
A(9cYi) = GeaAYi + ViAG, 0bien A(G,Y,) = Yi..AD, + G, AY,
Escogiendo la ultima expresion y despejando g, Ay, , se tiene:
gAY, = A9, Y, )— Yi.sAQ, , aplicando suma en ambos miembros se tiene :

A(9,AY,) = 9. Y, — A (Y,.,AQ,) + A, con Auna constante.

Debe tenerse cuidado de escoger g,, como la funcion que facilmente puede sacarse la

diferencia, y y,, la funcion cuya suma pueda obtenerse facilmente.

Ejemplo 20. Aplicando la suma por partes, determinar la serie Zkzk

k=1

Sk =n2'+ 3 k2"
k=1 k=1

=n2" + A k2*

Para calcular A*k2", se aplicara la suma por partes, tomando g, = n, se obtiene que Ag, =1,

y tomando Ay, = 2", se tiene que y, = 2" . Entonces:

T2 —n2+ Sk

P P
=n2"+A*n2"
=n2"+n2"—At2"
=2n2" 2" 4+ A
=(n-1)2"" + A
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paran=1, A=2

= > k2" =(n-12"" +2

k=1

Ejemplo 21. Aplicando la suma por partes, calcule Zk(k -D(k-2).

k=1

Zn:k(k ~1)(k-2) =n(n-1)(n—2) +nik(k “1)(k-2)

= n(n-D(n-2)+ I (k-2k?

=n(n-)(n-2)+A*(n-2)n?

Para calcular A’l(n—Z)n(z), se aplicara la suma por partes, tomando g, = (n—2), se obtiene

®)
. n
que Ag, =1,y tomando Ay, =n® | setiene que y, = 5 Entonces:

Zn:k(k ~)(k-2)= n(n—l)(n—2)+n§:k(k ~1)(k-2)
=n(n-)(n-2)+A*(n-2)n?

(3 (3
=n(n-D(n-2)+(n —2)%—&1{(” +31) }

@ (@
—n(n —1)(n—2)+(n—2)n?— (n I;)

+A

_n(n=-1)(n-2)(n-3)
4
perosin=1, A=0, entonces:

n _n(n=-1)(n-2)(n-3)
kZ:;‘k(k—l)(k—Z)_ n

+ A, con A una constante.
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CAPITULO Ill. ECUACIONES EN DIFERENCIAS FINITAS.

Equation Chapter (Next) Section 1

2.0 INTRODUCCION

Las palabras ecuaciones y diferencias hacen pensar en la solucién de cierto tipo de ecuaciones
que contengan diferencias. En este trabajo se presentaran los diversos métodos para resolver
ecuaciones en diferencias finitas de una variable, y en este capitulo en particular, se va definir
cierta terminologia basica y algunos métodos para resolver cierto tipo de ecuaciones en

diferencias.

Problema (Malthus) el tamafio de la poblacién en un afio es proporcional al tamafio en el afio

anterior

y(k) = Ay(k-1), Ael

Problema (Verhulst) modelo més realista: el crecimiento esti limitado por alguna causa

(espacio, alimento,...)

y(K)—y(k—1) = Ay(k =D)(M —y(k-1)), A>0, M e[

Problema (se tienen n puntos en el plano no colineales, y si se denota por y, el nimero de
rectas que se pueden formar uniendo los n puntos en el planoy vy, , la cantidad de rectas que

se pueden formar con los n+1 puntos, existe una relacién entre el nimero de rectas con n+1

y n puntos la cual esta dada por y,,, =Yy, +n

Que se interperpreta: el nimero de rectas que se pueden construir con n+1 puntos es igual a

las rectas que se pueden construir con n puntos mas n rectas que se pueden contruir entre el

punto (n+1)-ésimoy los n puntos restantes.
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2.1 DEFINICIONES BASICAS Y NOTACIONES

Definicion 1. Una ecuacion que relacione una funcion incognita u(x) con la funcién
u(x+1),u(x+2),...,u(x+n)se llama ecuacion en diferencias o ecuacion en diferencias finitas

de orden n con xell . A menos que se diga especificamente otra cosa, se supondra que X y

u(x) varian en el conjunto de los numeros enteros y el de los reales respectivamente.

La forma funcional de una ecuacion en diferencias es:

f(x,u(x),u(x+1),u(x+2),..u(x+n))=0 (2.1)

Dado que:
Au(x) = u(k+21)—u(k)
Afuk) = u(k+2)-u(k +1)—[u(k +1) —u(k)]
Auk) = uk+2)-u(k+1)—-Au(k)

la ecuacion (2.1) toma la forma:
g(x,u(x), Au(x), A’u(x),...,A"u(x+n)) =0  (2.2)
La forma de (2.2) es lo que sugiere el nombre de Ecuaciones en Diferencias.

Las ecuaciones en diferencias en este trabajo se clasificaran segun el tipo, el orden y segin la
linealidad. Pero antes de iniciar la clasificacion debe tomarse en cuenta otras notaciones

equivalentes a u(x),u(x+12),...,u(x+n) pueden ser y(x),y(x+1),..y(x+n) o bien

yx’ yx+1""’ yx+n 0 bien yk ! yk+1""’ yk+n .

2.1.1 Clasificacion segun su tipo.

Si una ecuacion en diferencias contiene solamente funciones constantes como coeficientes, se
dice que es una Ecuacion en diferencias con coeficientes constantes, y puede representarse

por:

8, Yicrn 81 Ykuna +o+ 81 Yis + 80, =N(X) con g constantes



23

ya que E"y, =vy,.,, por teorema 2 del capitulo uno, la ecuacion anterior se puede representar

por

(a,E"+a, ,E"+...+aE+a,)y, =h(x) con a constantes

Ejemplo 1. Son representantes de ecuaciones en diferencias con coeficientes constantes los

siguientes
a) u(x+1)—3u(x)=2x-5
b) Y, — 7Y, +10y = x?5* + 5"
¢) f,,+ f, =cos(30°x)+isen(30°x)
d) Vx+2 _gvxﬂ +Vx =0
e) yx+2 = (yx + 2)(yx +1)
Si una ecuacion como en la forma general, donde a,,a,, ..., a, Son constantes, cumple con

h(x) =0, entonces se dice que la ecuacion es homogénea, de lo contrario, es decir si

h(x) = 0, la ecuacion en diferencias se dice que es no homogeénea.

Ahora, si los coeficientes de la ecuacidn en diferencias son funciones que dependen de la

variable independiente, se dird que es una ecuacion con coeficientes variables.

Ejemplo 2. Las siguientes ecuaciones son representantes de ecuaciones en diferencias con

coeficientes variables.

a) X2y>(+1 - (X +1)2 yx = X(X +1)
b) y..,— A”y, =3x*°A¥+x, Aell
1><(><—l)

C) Yo —a'yy =a’

u -1
X+1 __ n
d) —u* =eu,,

X
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2.1.2 Clasificacion segun su orden.

El orden de una ecuacion en diferencias se define como la diferencia entre el mayor y el

menor argumento gque aparece explicitamente en la ecuacion.

Ejemplo 3.

a) k(k+1)—3k(k+2) =0 no tiene orden ya que no hay argumento

b) u,,, —k(k+6)=0, de orden cero ya que k +7 es el mayor y menor argumento
C) V.7 —2Y¥,.; =0, decuarto orden cero [k+7—(k+3)=4]

d) V 7V,., =0, deordenn.

X+n+l

Una ecuacion en diferencias de orden n en general se representa a menudo de la forma

Yiun + 81 Yans oo 8 Y + Y, =h(X)
6 (2.3)
L(y,)=h(x)

donde:
L=a (X)E"+a_,(X)E"" +...+a,(X)E +a,(X)

y a,(x),...,a,,(x),a,(x) , f(x) son funciones conocidas de x.
O sea que

h(x) = Zn:ai (Xu(x+1i) (2.4)

2.1.3 Clasificacion segun su linealidad.

Se dice que una ecuacion en diferencias es lineal si tiene la forma

a‘n(X) ux+n + anfl(x) ux+nfl t...t al(x) ux+1 +aO(X) ux = h(X) ’ VX € D (25)
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Se caracteriza por que la variable dependiente u (en este caso) tiene potencia 1 en cada uno de

sus términos. De no ser este caso, se le llama No Lineal.

Ejemplo 4. Son ejemplos de ecuaciones no lineales

a) Yr—Yi=1
b) uk+4u6

X+1

u =u,u;

X+1™ x+3

2.1.4 Solucién de una ecuacion en diferencias.

Definicion 2. Una funcion ¢, definida en [ , se dice que es solucion de una ecuacion en

diferencias f (x,u,,u )=0, si al sustituir u,u u POr @, @yt P

x+1""'ux+n X+17°"" Fx+n

respectivamente en la ecuacion, ésta se reduce a una identidad en [I , es decir si

f (X’¢X’¢X+1""l¢x+n) = 0, VX ED 0*

2.1.5 Solucién general de una ecuacion en diferencias.

En este apartado se definird lo que se entendera por solucion general de una ecuacion en
diferencias finitas, pero antes se revisaran algunos ejemplos y propiedades de las soluciones de

una ecuacion en diferencias.

Ejemplo 5. Las funciones u, =C2* ,u, =3(2") , u, =—(2") son soluciones de la ecuacion

en diferencias u,,, —2u, =0, ya que al sustituir cada una de ellas en la ecuacion dada resulta

una identidad como se muestra a continuacion.

Sean u, =¢,2“ y u,,, =¢,2"". Si las anteriores expresiones se sustituyen en la ecuacion

original, resulta:
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U, —2u, = 2" —2c 2"
= 2¢,2"-2c¢, 2"
=0

De igual manera, sean u, = 3(2k) y.u,, = 3(2“1) Si las anteriores expresiones se sustituyen

en la ecuacion original, resulta:

U, —2u, =32"-2(3)2"
=3(2)2" —2(3)2"
=0.

De forma idéntica se tiene para u, =—(2") Yy U, =—(2k+1), las cuales sustituyendo en la
ecuacion original resulta:
Up, — 20, =-2"—2(-2)
=-2(2")+22"
=0.

Ejemplo 6. Las funciones u, =¢ 2“+¢,3 , u, =-3(2°)+3" ,u, =+2(2") ,u, =%(3") son
soluciones de la ecuacion en diferencias u,,, —5u,,, +6u, =0 ya que al sustituir cada una de

ellas en la ecuacion dada resulta una identidad como se muestra a continuacion:

Sean u, =¢,2"+c,3"; u,,,=c¢2""+c,3" u_,=¢2""+c,3*. Si las anteriores

expresiones se sustituyen en la ecuacion original, resulta:

¢, 2% +¢,3“% —5¢, 2" —5¢,3“"* + 6¢, 2" + 6C,3"

= 2%¢, 2" +3%c,3" -5(2)c,2“ —5(3)c,3" +6¢,2" +6¢,3"
= 4c,2" +9c,3" —10c, 2" ~15c,3" +6¢, 2" +6C,3"

= 0c, 2" +0c,3"

=0

Upio _Suk+l + 6uk
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De igual manera, sean u, =-3(2")+3"; u,,, =-3(2"")+3"; u,,, =-3(2%)+3"*. Si las

anteriores expresiones se sustituyen en la ecuacion original, resulta:

Uep — 5uk+l + 6uk

—3(27 )+ 3% —5(-3) (2" ) - 5(3“" ) + 6(-3)2" +6(3")
= (=3)2%2 + 323" —5(-3)22" —5(3)3" +6(-3)2" + 63

= -12(2)+9(3")+30(2)-15(3")-18(2")+6(3")

= 0(24)+0(3")

= 0.

De forma idéntica se pueden probar las otras soluciones.

Dada la ecuacion en diferencias finitas de orden n

yx+n + al(x) yx+n—l +..t an—l(x) yx+1 + an (X) yx = h(X)

si se especifican los valores que debe tomar la funcion incégnita en n puntos consecutivos,

Yor Yis- Yo g, S€ pueden calcular sucesivos términos de la solucion mediante el método de

recurrencia gque se muestra a continuacion.

Escribiendo la funcién como
yx+n = h(X) - al(x) yx+n—l T T an—l(x) yx+1 - an (X) yx

y considerando los valores dados de vy, se tiene

Y. = h0)-a0)y,,—.—a,,(000)y,—a,(0)y,
You = h@®-a@y,;——a_ Oy, —-a,dYy,
Yoo = h@)-a(2)y,,——2a,,(y,—a,(2)Y,

y asi se obtienen sucesivos valores de la solucion de la ecuacion que verifica las n
condiciones iniciales impuestas. La dificultad puede aparecer cuando se intenta calcular la

expresion formal de esta solucion, es decir el término general de la sucesion y,, que en

ocasiones es imposible encontrarlo.
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El proceso anterior de iteraciones sucesivas, permite enunciar el siguiente teorema de

existencia y unicidad de solucion de ecuaciones en diferencias finitas lineales.

Teorema 1.

Sea la ecuacion en diferencias finitas lineal de orden n
yx+n + an—l (X) yx+n—1 +..t+ al(x) yx+1 + aO (X) yx = h(X)

Dados n valores, v,,Y,,...Y, ,, arbitrarios, existe una unica funcion z, que es solucion de la

ecuacion y que verifica z, =Y,,2, = ¥,,. 2, 1 = Yo q-

Ejemplo 7. Sea la ecuacion en diferencias finitas lineal de orden 1, y,,—2y,=0 y la

condicion inicial y, =1. Escribiendo la ecuacion de la forma vy, ., =2y, se obtiene:

y, =2y,=21=2
y, =2y,=22=4
Yy, =2Yy,=24=8

Reiterando el proceso se obtienen términos consecutivos de la solucién, cuya expresion es
y, =2".
Si la condicion inicial es una constante cualquiera y, =C, entonces la solucion de la ecuacion

que verifica la condicion inicial impuesta es y, =C2*.

Dada la ecuacion en diferencias finitas, y,,, +a,;(X)Y,.,q +--+ 8, (X) Y1 +3,(X)y, =h(x) se
abordara en esta seccion el caso en que a,(x) es constante, para i =1,2,3,...n. Se conoce esta

ecuacion como ecuacion en diferencias finita lineal de orden n con coeficientes constantes.

Este tipo de ecuaciones se pueden representar por

Yen T Yeina +o-t Y, 3y, =h(X) cona, #0 (2.6)
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De la ecuacion (2.6), se conocera como su ecuacion homogénea asociada a la ecuacion de la

forma vy,.. +a, .Y, +--+a&Y,., +3Y, =0 donde el término independiente de la ecuacion

se ha eliminado.

Teorema 2.

El conjunto de soluciones de una ecuacion en diferencias finitas lineal con coeficientes
constantes homogénea, con las operaciones suma y producto por un numero real, tiene

estructura de espacio vectorial sobre [1 .

Demostracion

Dada la ecuacion y, , +a_ Y., ,+..+aY,., +aY, =0, sean y® y? dos soluciones y t,t,

X

dos niimeros reales, se trata de demostrar que z, =t,y” +t,y!” también es una solucion de la

ecuacion homogeénea.

Sustituyendo se obtiene

+a,2, =ty +ty? +a (tyd  +ty® )+

X+n X+n X+n-1 x+n-1

Z otz .t +a,4Z

X+1

® (2 ® @) @ @
&g (tl x+1 +t2 x+1) +a, (tlyx +t2 X ) - tl(yx+n T Yy et

+a,, Y +a v+, (YO +a ) + e,y +a y? ) =t,0+t,0=0

n-1Jx+1 X x+n-1 X

Por consiguiente, si se conocen n soluciones, y,y®, ...,y de la ecuacion en diferencias

homogénea se tiene que cualquier combinacion lineal de ellas también es una solucién. Asi,

Cy®?+C,y? +..+C y"™, con C,C,,...,C, constantes reales arbitrarias, es una solucion de

X X

dicha ecuacion en diferencias.

Definicién 3. Un conjunto de n soluciones linealmente independientes de una ecuacion en
diferencias finitas lineal de orden n con coeficientes constantes y homogénea se denomina

sistema fundamental de soluciones de dicha ecuacion.
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Teorema 3.

Sean y,....y"" n soluciones de la ecuacion en diferencias finitas homogénea de orden n, .

X

Yoon +2 1 Yyung +oe Y, +8,Y, =0. Entonces y y? .y son linealmente dependientes

si y solo si
) (2) (n)
5 o e Yo
& (2) (n)
| AR A
©) () M=0
5 5 e Y,
2
R R

Demostracion

=] Si y@,y?,...y" son funciones linealmente dependientes, entonces una de ellas es
combinacidn lineal del resto y, sin pérdida de generalidad se puede suponer que ésta es la

funcion y&®, es decir, y® =ty +...+t yV.

X X X
Por tanto, se tiene que y® =t,y? +...+t y", parak =0,1,...n—1.

De esta manera,

(1) (2) (n) 1) (n) (2) (n)

0 0 0 LYo+t Y, 0 0

1) (2) (n) (2) (n) (2) (n)
/A /A el B | 2 S G /A /T

1) (2) n)|= (2) (n) (2) (n|=
Yoo Yo e Yol |TRY: Aty oy Ly |=0

1) (2) (n) (2) (n) (2) (n)
yn—l yn—l yn—l t2 yn—l t...t+ tn yn—l yn—l b yn—l

ya que la primera columna es combinacion lineal de las restantes.

<:] Se considera el sistema de ecuaciones lineales con n incdgnitas
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S, Y +8,yP +..+s Y =
s,y +8,y P + .. +s yM =

) (2) (n) _
Sl n1+SZ n—l+ +S y 0

Es un sistema de n ecuaciones lineales con n incdgnitas homogéneo, cuya matriz de
coeficientes tiene determinante nulo, por tanto, existe solucion no trivial. Es decir, existen

escalares no todos nulos c,c,,...,C, que satisfacen las n ecuaciones del sistema.

Se define la funcion z, =c,y® +c,y?® +...+c y” que es una solucion de la ecuacion en

diferencias finitas por ser una combinacion lineal de las soluciones y®,y@, ..., y" . Ademas,
dicha solucion verifica las siguientes condiciones: z, =z, =...=z, , =0, ya que los escalares
¢, 1=12,...,n, son soluciones del sistema considerado.

Por otro lado, es inmediato comprobar que la funcién nula es también solucion de la ecuacion
en diferencias homogénea y verifica las mismas condiciones iniciales que z, .
Por el teorema de existencia y unicidad de soluciones se tiene que z, =0, es decir, que

oy +c,y? +..+c,y™ =0, con algin ¢, no nulo, y, por tanto, y®,y®, . y™ son

linealmente dependientes.

Teorema 4.

Toda ecuacion en diferencias finitas lineal con coeficientes constantes homogénea tiene un

sistema fundamental de soluciones.
Demostracion

Sea la ecuacion homogéneade orden n, y,.. +a, Y, nq+-F+& VY, +3,Y, =0.

Por el teorema de existencia y unicidad de soluciones, se sabe que existe una tnica solucion de

la ecuacion homogénea, y&, verificando que y{’ =1,y =..=y®, =
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Analogamente , para j=2,3,...,n, existe una unica solucion de la ecuacion homogénea, y®”,

verificando que para k =0,1,...,n—1 se tiene

o _[1sik=j-1
“ losi k=j-1

Asi, se tienen n soluciones de la ecuacion en diferencias finitas homogénea,

® @ (n)
w o Yy Yy

Es preciso demostrar que las soluciones y®,y®...y!” son linealmente independientes. Para

ello se considera t,y® +t,y®? +..+t y" =

Sustituyendo en esta igualdad x =0 se tiene t,y’ +t,y{? +...+t y{" =0, de donde t, =0, ya

que y& =1,y{V =0, para j=2,3,...,n

Analogamente, sustituyendo x=k se tiene ty® +t,y +..+ty™ =0, de donde

t., =0, parak=12,...,n-1, es decir y®, y?..y" son linealmente independientes.

En definitiva, { W y@ ‘”’} es un sistema fundamental de soluciones de la ecuacién en

X 1 JIx "ttJx

diferencias finitas homogénea.

Teorema 5.

Si {y®,y®,...y\"} es un sistema fundamental de soluciones de la ecuacion en diferencias

finitas homogénea vy, . +a, ,Y,.ni+-+&VY,.+aY, =0 de orden n, entonces cualquier

solucion de dicha ecuacion se puede escribir como una combinacion lineal de y®,y, ..., y™

Demostracion
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® @ ("

0 0 0

® @ ("

1 1 Yo
Como y,y®,...,y" son linealmente independientes se tiene [y  y@ . yiM(x0

o @ Q)

n-1 n-1 n-1

Dada una solucion y, de la ecuacion, se consideran los n valores siguientes:
So =VY0:S = Y11 S, = Yos - CON estos valores se construye el sistema de ecuaciones lineales
con incognitas t,t,,...,t,.

ty +ty? ++t Y =5,

tyD +t,y@ 4+t y™W =

El determinante de la matriz de coeficientes es no nulo, por tanto, existe una unica solucion

C,,Cy,-C, -

Se considera la funcion z, =c,y® +c,y? +...+¢,y™ que es una solucién de la ecuacion en
diferencias por ser una combinacion lineal de las soluciones y&®,y®,...,y” . Ademas, dicha
solucion satisface z,=s,,z, =5,,...,2,,=S,,, Ya que los escalares c,, i=12,..,n, son

soluciones del sistema considerado.

Por el teorema de existencia y unicidad de soluciones se tiene que y, =z, es decir

X!

¢y +c,y? +...+c y!" es solucién. A esta solucion se le llama la solucién general de

la ecuacién en diferencias finitas, la cual se caracteriza por tener n constantes arbitrarias ya

que la ecuacion en diferencias es de orden n.

Ejemplo 8. Verificando que u, =c,2“+c,3“ es la solucion general de la ecuacion en

diferencias  u,,, —5u,,, +6u, =0.
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Primeramente se verificard que tanto u{® =2 como u{® =3 son soluciones de dicha
ecuacion en diferencias.
San ul =2, u® =2“" u®, =2? que sustituyendo en la ecuacion en diferencias se
tendra:
Ug,, —5Uy,, +6U, =27 —5(2")+6(2")

=2°(2")-5(2)(2")+6(2")

=4(2)-10(2")+6(2")

=0.
De manera similar se prueba con u{® = 3%

A continuacion se comprobara que dichas funciones son linealmente independientes

2° 3
2t 3

11
=1+0
2 3

ya que el determinante es distinto de cero y ademas cada funcion es una solucién de la

ecuacion en diferencias, se tiene que {Zk,B"} es un sistema fundamental de soluciones de

U, —5U, , +6u, =0, y por lo tanto la solucion general de ésta ecuacion es
u, =c 2" +¢,3

donde c, y ¢, son constantes arbitrarias.

Notese que el nimero de constantes arbitrarias que aparecen en la solucion coincide con el

orden de la ecucion en diferencias correspondiente.

Si en la solucion de una ecuacion en diferencias no aparecen constantes arbitrarias, dicha

solucion se conoce como solucion particular de una ecuacion en diferencias.

Revisando el siguiente ejemplo
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Ejemplo 9. Como se comprobo en el ejemplo 8, u, =c,2* +c¢,3“es la solucion general de
u,, —5u,, +6u, =0. Haciendo ¢, =3 y ¢, =—2. Se obtiene la solucion u, =3(2*)-2(3"),

la cual es una solucion particular como se verifica a continuacion.

U, —5u,, +6u, = 327232 _5(3)2"" —5(-2)3*" +6(3)2" +6(-2)3"
27232 +3%(-2)3* —5(2)32% —5(3)(-2)3" +6(3)2* + 6(—2)3"
(12)2% — (18)3* —(30)2* + (30)3" + (18)2* — (12)3*

02 + 03"

=0

De igual manera y, =-4(2)++5(3"),y, =—(2*)-4(3") e y, =3, son otras soluciones

particulares de u,,, —5u,, +6u, =0.

2.1.7 Problemas de valor inicial de una ecuaciéon en diferencias.

Un problema de valor inicial para una ecuacion en diferencias finitas de orden n es el que
consiste en resolver una ecuacién en diferencias de orden "n” gque se encuentra sujeta a 'n”

condiciones iniciales. En forma simbdlica se escribe
Resolver

f(k,u(k),u(k +2),....u(k +n))=0
Sujeta a:

u(a) = u,,Au(a) = u,,A’u(@) = us,...,A" 'u(@) = u,

Ejemplo 10. Sea u, = (4n—7)2"?, verificar que la anterior funcion es una solucion particular

de u,,, —2u, =2"" y que satisface la condicion inicial u, =1.

(4(2)-7)2*"
10)2°
=1

U,
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Ademas:

—2u, = (4(n+1) 72" -2(4n-7)2"?
1 1
= ~(4n-3)2" - (4n-T7)2"
2( ) 2( )

= 22(4n—3—4n+7)

= 2"2

_ 2n+l

n+.

cumpliéndose la igualdad.

Ejemplo 11. Para k €[] ,, la funcion Gamma esta definida por I'(k) :J.e*‘tk’ldt. Probar que
0

I'(k) es una solucion particular de T'(k +1) —kI'(k) =0, sujeta a la condicion T'(1) =1

(k) = [e't*"dt

r'(k+1) = |e't'dt

t*d (—e"), aplicando integracion por partes

Ot—=—8 O—=—8 O%«—=—§

kC)O

t

j e 'kt dt
0

0

ke t*dt = kT (k)
0

S T(k+1)-kI'(k) = 0

0

Ademé\sl“(l):.[e“dt=e‘tr°=_—t1 =—im+io=0+1=1
5 o e, e” e
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2.1.8 Calculo de la soluciéon general de la ecuacion en diferencias finitas
homogénea.
Sea la ecuacion en diferencias finitas lineal homogénea
Yien T Yong TooF 8 Y 8y, =0
con a €l ,parai=12,.,nya, #0.

Definicion 5. Se llama ecuacidn caracteristica asociada a la ecuacion en diferencias finitas

lineal homogénea de orden n a la ecuacion polinémica,
A"+aA"t +..+a A"+a =0

Ejemplo _12. La ecuacion caracteristica asociada a la ecuacion en diferencias finitas

Y. +3y,,+6y =0es 1*+31+6=0.

A continuacién se establecerd la relacion entre las raices de la ecuacién caracteristica y la

solucion fundamental de una ecuacion en diferencias finitas lineal de orden n y homogénea.

Teorema 5.

Si 4, €l esunaraiz de la ecuacion caracteristica asociada a la ecuacion en diferencias finitas

lineal homogénea, entonces 4, es una solucién de dicha ecuacion homogénea.
Demostracion

Si z, =2}, setiene que z,,, = A;™,Vk e[l , y sustituyendo en la ecuacion homogeénea.

Z><+n + a1Z><+n—1 +..t an—lzx+1 + anzx = A’(;H—n + alﬂ'(;(-m_l +..+ an—lﬂ'())<+1 + a‘n/?“O)< =
=,1;(Ag +a )+ +a, A, +an)=/10XO:O

Por tanto, z, = 4, es una solucion de la ecuacion homogeénea.
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De esta manera, calculando las n raices de la ecuacion caracteristica se obtienen n soluciones
de la ecuacion en diferencias finitas homogénea. Si son linealmente independientes se tendré
un sistema fundamental de soluciones y por lo tanto se puede construir la solucion general de

la ecuacion en diferencias. Asi si 4, 4,,...,4, son las n raices de la ecuacion caracteristica, se

distinguen cuatro casos.

Caso 1. Las n raices de la ecuacion caracteristicas son reales y simples.

Teorema 6.

El conjunto {A{,ﬂ;,...,lx} es un sistema fundamental de soluciones de la ecuacion en

n

diferencias finitas lineal homogénea, es decir y, =CA4"+C, 4, +..+C 4, es la solucion

general de dicha ecuacion.
Demostracion
Por la proposicion anterior A4 es una soluciéon de la ecuacion en diferencias finitas

homogénea para i=12,...,n. Es preciso demostrar que las n funciones son linealmente

independientes.

En efecto

A A . AL 1 1 .. 1|1 1 . 1

A LA A A e A0 -4 A A
A2 2 L AR|=\A A . A|=0 Z- L A==

/lln—l ﬂ?n—l ﬂ:—l /ﬁiln—l Zzn—l lr:l—l O ﬂ'zn—l _/ﬁiln—l A:—l _ﬂln—l

L= e A=A
Y I Y Kk

ﬂlzn—l ._uﬂln—l /«ln—l ._uﬂln—l
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1 1
A
(ﬂz—ﬂi)_._(ﬂn—ﬂl) ﬂ?_'_ﬂ'l - n+ﬂl —

A+ 12”’221. FoA AT L AT+ /lr',".zu/il +o AT
(A =) (A = A) (A = 4) (% = A ) (A = ) ( Ay = 2y ) 0
yaque 4 = 4; parai# j.

Por tanto, se concluye que A", 4),...,4, son linealmente independientes y, en consecuencia,

forman un sistema fundamental de soluciones de la ecuacion homogénea. m

Ejemplo 13. La ecuacion caracteristica asociada a la ecuacién en diferencias finitas

Yoo +2Y,., -3y, =0es 1*+21-3=0, cuyas raices son -3y 1.
Por tanto {(—3)X ,1*} :{(—3)X ,1} es un sistema fundamental de soluciones de la ecuacién en

diferencias y su solucion general es y, =C, (-3)" +C,.

Caso 2. Las n raices de la ecuacion caracteristicas son reales y existe alguna multiple.

En un primer momento, se demuestra el resultado para una ecuacion de orden dos.

Teorema 7.

Sea una ecuacion en diferencias finitas lineal homogénea de orden 2, vy, ., +a,y,., +a,y, =0
cuya ecuacion caracteristica asociada, A°+aA+a, =0, tiene una raiz real doble. Entonces

{ﬂox,xﬂox} es un sistema fundamental de soluciones de la ecuacion homogénea, es decir,

y, =C A +C,xA =(C,+C,x) A, es lasolucion general de dicha ecuacion.
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Demostracion

La funcion A, es una solucion de la ecuacion en diferencias homogénea, es preciso demostrar

que x4, es otra solucién y que ambas funciones son linealmente independientes.

e Lafuncion z, = x4, es una solucion de la ecuacién puesto que

Zx+2 +a12><+1 + aOZx = (X+ 2)2’(;(+2 +a1(x+1)l(;(+l +aOXﬂ“OX =
= x5 (A +ad +a,)+ 4™ (24 +a,) = x40+ 4370 =0

ya que al ser 4, una raiz doble del polinomio A; +a4, +a, anula a dicho polinomio y a su

diferencia 24 +a,.

e Las funciones 4; y x4, son linealmente independientes, puesto que

0
=4, #0, por
!

ser A, raiz de la ecuacion caracteristica. m

A continuacion, se enuncia el resultado general cuya demostracion es anadloga a la anterior.

Teorema 8.

Sea VY., +a  Yeoat--taY,., +aYy,=0 una ecuacion en diferencias finitas lineal

homogeénea de orden n, cuya ecuacion caracteristica tiene s raices reales, 4, de multiplicidad

m,, A, de multiplicidad m,,..., 4, de multiplicidad m_, siendo m, +m, +...+m_, =n, con algin

m, >1. Entonces {4 XA, X" A A XA ooy XA oty A2 XAL o XA €S UN sistema

fundamental de soluciones de la ecuacién homogénea, es decir, la solucion general de dicha

ecuacion es:

Y, = Co&' +CiA" +..+CL X" A +Co 5 +CIXA +..+C XM A+ +

+CSAX +C XA  +...+C? me’l/ixz(C1+xC1+ +Ct xml’l)ﬂix+(cz+xcz+ +C? xmfl)ﬂ,;+ +
0% 1 S ms—1 S 0 10 m -1 0 1 m,—1

S

(C5+XCy+. 4 Co X)X =Py LOOA + Py (A +.t Py ()X
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donde P, ,(x) es un polinomio de grado m;—1 cuyos coeficientes son constantes reales

arbitrarias, para i =1,2,...,s. ®

Ejemplo 14. La ecuacion caracteristica asociada a la ecuacién en diferencias finitas

Yo —4Y,., +4y, =0 es 2> —41+4=0, que tiene 1 =2 como raiz doble.

Por tanto, {Zx,xzx} es un sistema fundamental de soluciones y la solucion general de la

ecuacion es y, =C,2"+C,x2" =(C,+C,x)2".

Caso 3. Las raices de la ecuacion caracteristicas son complejas y simples.

En un primer momento, se demuestra el resultado para una ecuacion de orden dos.

Teorema 9.

Sea una ecuacion en diferencias finitas lineal homogénea de orden 2, vy, ., +a,y,.,+a,y, =0

cuya ecuacion caracteristica asociada, A°+aA+a, =0, tiene una raiz compleja, a+bi, y su

conjugada a—bi . Entonces la solucion general de dicha ecuacion esta dada por
y, =r"(C, cosOx+C,sendx)
Demostracion

La solucion general es y, =K, (a+bi)" +K,(a—bi)", donde K,yK, son constantes

complejas conjugadas arbitrarias, es decir, K, =A+iB y K,=A—-iB,con A Bell .

La solucion se puede expresar en términos reales considerando la forma trigonométrica del
ntmero complejo a+ib, que es re” =r(cos@+isend), donde r es el médulo, r =+a*+b?

y 6 es el argumento, & =arctg 2.

Entonces
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y, =K, (a+ib)"+K,(a—ib)* =K, (rcos@+isend)* + K, (r cosd—isend)*
= rX(Kl(coseJr isend)" + K, (cos & — isene)x)
=" ((K, +K,)cosOx + (K, — K, )isendx) = r* (2Acos Ox — 2Bsendx)

En definitiva, la solucion general de la ecuacion homogénea considerada es

y, =" (C, cosOx+C,sendXx)

donde C, y C, son constantes arbitrarias. m

En el caso de una ecuacion en diferencias finitas de orden n, por cada par de raices complejas
conjugadas simples de la ecuacién caracteristica aparece un sumando de este tipo en la

soluciéon de la ecuacion en diferencias. Es decir, dada una ecuacion en diferencias finitas

homogénea de orden n cuya ecuacion caracteristica asociada tiene como raices a; +b; y su

conjugada a; —b;, para j=12,..,s, donde n=2s, susolucion general es
y, =1 (C{ cosfx+C; sengx) + ;' (C/ cos ,x + C; send,x ) +..1; (C; cosf,x +C; send,x)

con r, = ./af +b?, 6, =arctg E—: y C/,CJ para j=1,2,...,s constantes reales arbitrarias.

Ejemplo 15. La ecuacion caracteristica asociada a la ecuacion en diferencias finitas

Yo —2Y,.,+2y, =0 es 1*—21+2=0, cuyas raices son 1+i y 1-i.
El médulo de 1+i es

r=\1?+1° =2
y el argumento

6 =arctg

S

i
4

por lo tanto, la solucion general de la ecuacion es
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Y, :(\/E)X (Clcos%XJrCzsen%xj

donde C, y C, son constantes reales arbitrarias.

Caso 4. Las raices de la ecuacion caracteristicas son complejas y existe alguna multiple.

Se considera una ecuacion en diferencias finitas homogénea cuya ecuacion caracteristica tiene

dos raices compleja, a+ib ya—ib de multiplicidad m >1.

Razonando como en los dos casos anteriores, la parte de la solucién general de la ecuacién

homogénea correspondiente a estas dos raices es

r* ((A1 +AX+..+ A\nxm’l)cosex+(B1 +BX+...+ Bmxm’l)sené‘x)

donde r =+/a’ +b?, @ =arctg g, yA,A,...,A B,B,,..,B_ son constantes reales arbitrarias.

Ejemplo 16. La ecuacion caracteristica asociada a la ecuacién en diferencias finitas

Vs +2Y,,,+Y, =0 es 22 +21+1=0, cuyas raices son —i e i dobles .

, . T
El modulode i esr =1y el argumento, 0:5
Por tanto, la solucion general de la ecuacion es

y, =1* ((C1 +C2X)COS%X+(C3 +C4x)sen%xj = ((C1 +C2x)cos%x+(C3 +C4x)sen%xj

donde C,,C,,C, y C, son constantes reales arbitrarias.

En general, dada cualquier ecuacién en diferencias finitas lineal de coeficientes constantes,
homogénea, la solucion general es la suma de términos del tipo descrito en los cuatro casos

anteriores de acuerdo con las raices de la ecuacién caracteristica asociada.



44

Ejemplo 17. La ecuacion caracteristica asociada a la ecuacién en diferencias finitas
Yoz —5Y. o + 7Y, —3Y, =0 es 2°~51*+71-3=0, cuyas raices son 3 simple y 1 doble.
Por tanto, la solucion general de la ecuacién es

y, =C,3"+(C, + xC,)I" =C,3" +(C, + xC,) ,

donde C,,C, y C, son constantes reales arbitrarias.

Nota: la solucién de una ecuacion lineal homogeénea de primer orden de la forma
y(x+1)—ay(x)=0 (2.5
que tiene la ecuacion caracteristica asociada A —a =0, tendra por solucién general
y(x)=Ca* (1.1)

donde C, es una constante arbitraria.

Ejemplo 18. Resolver la ecuacion: u(x+1) —5u(x) =0.

Por la conclusion a que se llegé en el apartado anterior, se tiene que la funcion que satisface la

ecuacion serad: u(x) = C5%, la cual es facilmente verificable.

En el caso que a =1, se tendrd que u(x)=C. Si existe alguna condicion inicial, el valor de

C, se podra sustituir por un valor especifico, para el caso:

Ejemplo 19. Resolver la ecuacion: 3u(x +1) + 5u(x) =0, con u(0) =4

Primero se llevard a la forma u(x+1)+2u(x)=0, entonces la funciéon que verifica tal
3

X

ecuacion debe ser de la forma u(x) =C(— 2) pero u(0) =4, entonces u(x) =4(— gj tiene

que ser la solucidn particular. Verificando tal solucion:
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CAPITULO lIl. SOLUCION GENERAL DE ECUACIONES EN
DIFERENCIAS LINEALES NO HOMOGENEAS CON
COEFICIENTES CONSTANTES.

3.0 INTRODUCCION

En este capitulo se procedera a resolver ecuaciones en diferencias finitas no homogéneas,
conocidas también como ecuaciones completas. Se inicia presentando una proposicion que
establece como es la solucion general para dicho tipo de ecuaciones, y luego se abordan tres
métodos para hallar una solucion particular de dicha ecuacion.

Teorema 1.

Dada la ecuacion en diferencias finitas lineal de orden n con coeficientes constantes no
homogénea y,. +a .Y, +..+aY,.. +aY, =0b(x), su solucion general es y'+y’, donde
y! es la solucion general de la ecuacion homogénea asociada e y” es una solucion particular

de la ecuacion no homogénea. Ademas, cualquier solucion de la ecuacion es de esta forma.

Demostracion

Sustituyendo z, = y" +yP en la ecuacion queda

Z><+n + a’1Z><+n—1 oot an—lzx+l + an Zx =
_\,h p h p h Py
- yx+n + yx+n + ai ( yx+n—l + yx+n—1) oot a'n—1 ( yx+1 + yx+l) -
—(yh h h p p p [
- (yx+n T Yna T T a4 Yy )+ ( Yiin T Y ot @1 Yy Ha Yy ) -
= 0+b(x) =b(x)

Por tanto z, = y" +y” es solucion de la ecuacion completa.

Falta demostrar que cualquier solucion, v, de la ecuacién completa es de esta forma. Para ello

se trata de comprobar que z, =v, —y" es solucién de la ecuacion homogénea.
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Z,.taz,, ,+..+a,,z

X+N
= (Vx+n - y>?+n ) + a1 (Vx+n—l - yf+n—1) +..t an—l (Vx+l - y)?+l)+ an (Vx - y)f ) =

= (Vx+n + a1Vx+n—1 +.t an—lV><+1 + anvx ) - ( y>?+n + a1y>?+n—l +..t an—1y>?+l + an yf ) =
—b(x)—b(x) =0

+a,Z, =

x+1

Por tanto, v, —y es solucion de la ecuacion homogénea.

El objetivo en este capitulo es hallar una solucién particular de la ecuacion completa, para lo
cual se van a revisar tres métodos. Estos se aplicaran dependiendo de la forma que presenten

tanto sus coeficientes como su término independiente b(x). Antes de revisar el primer método

estudiaremos un primer apartado sobre el operador anulador de una funcion.

Dada una funcion de la forma u, que sea combinacion lineal de funciones de la forma
k(constante), x™, x"a*, x"a* cos #x y x"a* senfx, se determinaran polinomios en E , tales que
al ser aplicados sobre u(x) reduzcan a cero dicho expresion, es decir P(E)u(x)=0. Tales

polinomios en E son conocidos como polinomios anuladores. Se van a considerar los

siguientes casos:

Caso 1. Supongase que u(x) =K (K constante). Se busca un P(E) tal que P(E)u(x) =0, es
decir P(E)K =0. Es obvio que si P(E) =E -1, se tendra

(E-)K =EK-K =0

luego P(E)=E-1anulaa u(x)=K.

Caso_2. Supdngase que u(x)=A* . Se busca un P(E) tal que P(E)u(x)=0 es decir
P(E)A* =0. Si se escoge P(E)=E -4, se tendra

(E- A =EA = A1 = 1 = 11 =0

luego P(E)=E -1 anulaa u(x)=A4".
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Para el caso anterior si u(x) = (=3)*, su polinomio anulador debera ser P(E) =E +3

Caso_3. Supdngase que u(x)=xA* . Se busca un P(E) tal que P(E)u(x)=0. Dicho
polinomio es de la forma P(E) = (E - 1)?, ya que

(E-2) xA* =E*XA*—2AxA" + A*xA*
= (X+2)A"2 = 2A(x + )2 +x2? =0

En general el polinomio anulador para una funcion u(x):(PO+P1x+...+ an”)/ix es de la

forma P(E) = (E-A)"". Por ejemplo un polinomio anulador de u(x) :(3x+x3)2X esta dado

por P(E) =(E-2)".

Caso 4. Supéngase que u(x)=r"cos(6x), 6 u(x)=r*sen(6x). Se busca un P(E) tal que

P(E)u(x) =0 Tomese en cuenta que la formula cuadratica de la forma

A*—2ai+(a’+b’)=0 ftiene las soluciones A=a+iby A=a—ib, que pueden
representarse por el Teorema de DeMoivre por A =rcosé@+irsend y A =rcosf—irsend con
r=va*+b> y @=arctg2. Por lo tanto, (1—rcos@—irsend)(A—rcosd+irsend)=0 de

donde se obtiene que A*—2rAcos@+r?=0. Por lo tanto el polinomio anulador adecuado sera
P(E) = E*—2rcos@E +r”. Por ejemplo si u(x)=2"cos(45°x). Su polinomio anulador sera

P(E) = E? —2(2)cos45°E + 22 = E2 — 2\2E +4.

En general si u(x)=x"r*cos(@x) 6 u(x)=x"r*sen(éx) su anulador serd de la forma

P(E)=(E*-2rcosgE + rz)m.

Al iniciar el capitulo se especifico que la solucion general de una funcion en diferencias finitas

lineal de orden n con coeficientes constantes completa
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yx+n +an—1yx+n—l +"'+a1yx+1 +a0yx = b(X) , €8 yx = y: + yf’ donde y: €s Ia SOIUCién de Ia

ecuacion homogénea asociada e y! es una solucidn particular de la ecuacion completa. En el

capitulo anterior se estudié como hallar la solucion de la ecuacion homogénea asociada. En lo

que sigue se procedera a explicar como hallar una solucion particular de la ecuacion completa.

3.1

METODO DE COEFICIENTES INDETERMINADOS

Este método se utiliza Unicamente cuando los coeficientes de la ecuacion en diferencias

completa son constantes y el término independiente es de cualquiera de las formas siguientes

K,x", A%, r* cos(é?x), rxsen(ex) o combinacidn lineal de ellos.

El proceso para hallar una de dichas soluciones particulares se describe a continuacion:

1.

Encontrar la solucion de la ecuacion homogénea asociada y! .

Determine el anulador para el término independiente b(x) de la ecuacion completa,

y aplicando este anulador a los miembros de la ecuacion en diferencias, se obtiene

una nueva ecuacion homogénea que se le llamara v(x), para la cual se hallard su
solucion.

En esta nueva solucion estaran involucradas las soluciones de la homogénea original,
por lo que la solucion particular y? sera la diferencia entre las soluciones de la
ecuacion homogénea original y las soluciones de la nueva ecuacion homogénea que
se creo.

Cuando ya se conoce la forma de y;, se sustituye en la ecuacion original para

encontrar los coeficientes desconocidos.

Nota: si el polinomio anulador incluye una raiz que ya estaba incluida en la solucién da la

homogénea asociada, éste y todos los términos deben multiplicarse por la menor potencia

entera positiva de la variable independiente para eliminar toda duplicacion.

Algunos autores presentan la forma de la y”, donde hay que determinar los coeficientes,

€COmo Se resume a continuacion:
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b(x) Forma que debe tomar y

o (constante) A (constante)

ax" (n entero positivo) | AX"+AX"  +..+ A X+ A

air” ALX

o coS kx Acos kx + Bsenkx
a senkx Acos kx + Bsenkx
axX" 1" costx Acos kx + Bsenkx
ax" A sentx Acoskx + Bsenkx

Cuando b(x) estd formado por la suma de varios términos, la seleccion apropiada para y! es

la suma de las expresiones de y! correspondientes a cada uno de los términos por separado.

Este principio se llama principio de superposicion.

Ejemplo 1. Resolver la ecuacion: u(x+1) —3u(x) = 2x—5

u(x+1) —3u(x) =0 es la ecuacion homogénea, entonces:

u, = A3*, con A constante arbitraria.

Ahora se encontrard una solucion particular. Como 2x —5es un polinomio de primer grado la

forma de una solucién particular es u? =k x+Kk, .

Al sustituir en la ecuacion original se tiene

-2k, x+ (k; —2k,) =2x-5
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Asi,

—2k, =2 A k—2k,=-5

k,=—-1 A k,=2
uf =—x+2

La solucién general es u, = A3" —x + 2.

Eiemplo 2. Resolver la ecuacion: u(x+1)—u(x) =2x-5

u(x+1)—u(x) =0 es la ecuacién homogénea, entonces:

u’ = A con A constante arbitraria.

Analizando la solucion particular se observa gue tiene la forma

p_
uy =kx+Kk,

pero u! ya involucra a la constante entonces la u”, debe ser de la forma u” =k,x +k,x*, que

al sustituir se tendra
u.,—u, =2kx+(k +k,)

es decir,

2k X+ (k, +k,) =2x-5

Entonces

kl :1 A k2 :_6
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Asi,
u’ =x(x—6)

y la solucion general es:

u, = A+ Xx(x—6).

Ejemplo 3. Resolver la ecuacion: u,, —2u, = x3".
Analizando la solucion particular se observa que tiene la forma
u, =3"(kx+k,)
al sustituir dicha u,, en la ecuacion en diferencias se tiene
3(3)"k, (x +1) +3(3) k, —2(3)* (k,x + k,) = x3"

dividiendo toda la ecuacion por 3*, se tiene:

kx+ 3k, +k,) =x
Entonces

k,=1 A k,=-3.

Asi,
ul =3"(x-3)
obteniendo la solucién general

u, =C2° +3*x-3(3)".

+u, =3%

x+1 X

Eijemplo 4. Resolver la ecuacion: u,,, —2u
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El polinomio anulador debe ser de la forma P(E) = E -3, que aplicAndose a toda la ecuacion

se tendra

(E-3)(E-1)°u(x) = (E-3)3"
(E-3)(E-1)°u(x)=0
entonces v(x)=A3"+B+Cx, con u’=A3", que sustituyendo en la ecuacién original

quedara:

., 1 L
9A3" —2(3A3") + A3* =3*, obteniéndose que A:Z’ por lo tanto la solucion general de la

ecuacion completa sera:

uX:B+Ax+3—.
4

Ejemplo 5. Resolver la ecuacion: u,,, —5u,,, +6u, = x+ 2"

La solucion de la ecuacion homogénea asociada es de la formau! =c¢,3* +¢,2*, y u? deberia
ser de la forma u} =c, +c,x+C,2" , pero como 2° ya esta incluida dentro de las soluciones de
la ecuacion homogénea, la funcién u}, tiene que modificarse para que sea de la forma

ul =c, +c,x+c;x2*. Sustituyendo en la ecuacion completa, se puede verificar que

3 1 1 . . .
C, = 7 C, = > yc, = —5 entonces la solucion de la ecuacion completa esta dada por

u, =¢3 +c,2" +§+£x—§2x.

3.2 METODO DE VARIACION DE PARAMETROS

Es otro método para hallar una solucién particular de una ecuacion en diferencias no
homogénea. Como se vera tiene una clara ventaja sobre el método de los coeficientes

indeterminados, la cual consiste en que siempre proporciona una solucion particular vy, a

condicion de que la ecuacion homogénea correspondiente se pueda resolver. El presente
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método no se limita a una funcion b(x) que sea como una combinacién de las que aparecen en

la pagina 49. Ademas el método de variacion de pardmetros, a diferencia del de los
coeficientes indeterminados, es aplicable a ecuaciones en diferencias con coeficientes

variables.

Pasos: (se presentard el proceso suponiendo que es una ecuacion en diferencias de segundo
orden, no perdiendo generalidad para el orden que sea)

Sea u(x+2)+A(Xu(x+1)+ A, (x)u(x) = R(x) una ecuacion en diferencias, donde se supone

que las soluciones de la homogénea asociada son u,(x) y u,(x).

1) Lasolucion general de la homogénea asociada sera u! = c,u, (X) +c,u, (X).
2) Colocando las constantes de la homogénea asociada en funcion de x se tomara la
solucidn particular de la forma u = ¢, (x)u, (X) + ¢, (X)u, (x).

3) Siseforma u’

X+1

=c,(x+1u,(x+1) +c,(x+1)u,(x+1), y tomando en consideracion
Ac (X) =c,(x+1)—c,(x) ¥y Ac,(x) =c,(x+1) —c,(X), se puede obtener

u’, =c,(X)u (x+1) +c, (x)u, (x+1) + Ac, (X)u, (X +1) + Ac, (X)u, (X +1)

4) Si se hace Ac, (X)u, (X+1) +Ac,(X)u,(x+1) =0 (ec. 1), la forma de u’* se reduce a

up

X+1

=, (X)u,(X+1) +c,(X)u,(x+1)

se tiene u’

X+2

5) Calculando u’

X+21

=C, (X+Du,(X+2) +c,(X+1)u,(x+2) que se puede

X+2

representar por Uy, =[Ac, (x)+¢,(X)]u, (x+2) +[Ac,(x) +c,(x)]u, (x+2) , pero

también por u’ , = Ac,(X)u, (X + 2) + ¢, (X)u, (X + 2) + Ac, (X)u, (X + 2) + ¢, (X)u, (X + 2)

X+2

6) Sustituyendo u’,,u’ , en la ecuacion original se formaré la ecuacion

x+17

¢, () [u (X +2) + A (U (X +2) + A, Uy (X) ] +€, () [u, (X +2) + A (X)u, (X +1) + A (XU (x) ]+
Ac, (X)u, (X +2) + Ac, (X)u, (X +2) = R(X)

donde los primeros dos términos del miembro izquierdo de la ecuacion son cero por ser
u, (x),u,(x) soluciones de la ecuacion homogeénea asociada. Entonces la ecuacion se reduce a

la forma
AC, (X) U (x+2)+Ac,(X) u,(x+2)=R(x) (ec.2)



7) Se resuelve el sistema formado por (ec. 1) y (ec. 2) utilizando Cramer, donde las

incognitas son Ac,(X) y Ac,(X), se tiene

Ac, (X)u, (x+1) + Ac, (X)u,(x+1) =0
AC, (X) U, (X+2) +AcC,(X) u,(x+2) =R(X)
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Luego
0 u,(x+1) u(x+1) O
R u,(x+2) o |uy(x+1) R(x)
A6, () = u(x+1)  u,(x+1) y A (x) = u (x+1)  u,(x+1)
u,(x+2) u,(x+2) u,(x+2) u,(x+2)
i cI)(x)zul(X+1) u,(x+1) D= 0  uy(x+1) RO, (x+1)
u(x+2) u,(x+2) R(x) u,(x+2)
C|u(x+) 0 |
, = L(x+2) R) =R(X)u,(x+1).
Entonces: Acl(x)zM
d(x)
. _ A4 ROQU,(x+1)
Yasi c¢(x)= A (q)(x) J
De igual manera c,(x)=A" [wj
D(x)

_ Al RX)u,(x)
y (0= A[ 260 j
Ejemplo 6. Resolver u(x +2) —2u(x +1) + u(x) = 3*

De los coeficientes de la ecuacion homogénea asociada, se deduce que hay una raiz doble,

luego la solucién general es de la forma:
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u' =, +C,X
haciendo
U; =C;(X) +XC,(X)
se forma el sistema

AC, (X) +AC,(X)(x+1) =0
{Acl(x) +AC, (X)(x+2)=3"

Asi Ac,(x) =3, obteniendo c,(x) =(3")
Ademas Ac,(x) =-3"(x+1) y aplicando suma por partes se obtiene
¢, () =-152(3")+33.

La solucién general obtenida es de la forma

U, =+ X+ (37)+33 +13"x

Si se tiene una ecuacion en diferencias de la forma
u(x+3)+ A, (Xu(x+2)+ A (X)u(x+1) + A, (X)u(x) = R(x)
de modo que la solucién de la homogénea asociada esta dada por
ul' = c,u, (X) +C,u, (X) +C,u, (x)
y si se construye por el método de variacion de parametro una solucion particular de la forma
u? =c, (x)u,(x) +c, (x)u, (X) + ¢, (X)u,(x)
con las condiciones iniciales

AC, (X)u,(X+1) + Ac,u, (X +1) + Acu,(x+1) =0
Ac, (X)u, (X +2) + Ac,u, (X +2) + AC,u, (X +2) =0
Ac, (X)u, (X +3) + Ac,u, (X +3) + Acu, (X +3) = R(X)
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se determinan los valores de c (x),c,(X) y c;(x) aplicando similar proceso que la de segundo

orden .

3.3 SOLUCIONES PARTICULARES POR MEDIO DE OPERADORES

Se analizard un tercer método para hallar una solucion particular de una ecuacién en
diferencias no homogénea de la forma

f(x)=u(x+n)+a, u(x+n-1)+...+au(x+1)+au(x).

Utilizando el hecho que E"u(x)=u(x+n), se puede expresar la anterior ecuacion de la

siguiente manera:

f(X) =E"u(x)+a _E"u(x)+...+a,Eu(x) +a,u(x)

=(E"+a,E™ +..+aE"+a;)u(x)
yhaciendo  (E"+a, "' +..+&E"+a,)=L(E), se tiene
setiene f(x) =L(E)u(x)

Se supondra que f(x), tiene alguna de las siguientes formas
o f (x) =k, constante
o f(x) =kc*, kyc constantes
o f (x) =P(x), polinomioenx, de grado"m"

e f(X)=Cc"P(x)

Se analizara el comportamiento del polinomio L(E) en cada uno de los casos anteriores.

Caso 1. Cuando f(x)=Kk.
Yaque E'k =k, paratodo r entero, entonces se tiene que L(E)k =L(1k, por lo tanto
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L(E){%(l)}:k, si L(1))#0 donde %(1) es la forma de una solucién particular de la

ecuacion en diferencias por lo tanto u} = (0}

Eijemplo 7. Resolver (E—3)(E+2)=4, se tiene que la solucion de la homogénea es de la

forma u! = A3* + B(-2)*, y la forma de la particular es u? :; :—g, que resulta

(1-3)(1+2) 3
de sustituir los valores de E por uno, entonces la solucion completa es:

u, = A3 + B(-2)* -2

Eiemplo 8. ;Qué ocurre si L(E)=1?, Por ejemplo, resolver (E—-1)(E—-2)y, =1, tomando en

cuenta que E—-1=A. La ecuacion se convierte en (E—-2)Ay, =-1, de donde aplicando el

. 1 . .
resultado del caso 1, se tiene que Ay, =ﬁ=—1. Aplicando suma en ambos miembros
n-1
quedaray” = Z—lz —n. Asi la solucion general de la ecuacién es
r=0

y,=A+B2"—n

Caso 2. Cuando f(x)=kc* (k,c constantes)
Yaque Ekc* =kc™" =kc*c", entonces
L(E)(kcx) =k(a,c* +a,c* +...+¢*")
=kc*L(c)

X

Si L(c) =0, se tiene L(E){k%(c)} =kc*, convirtiéndose % en la solucion particular es

decir u} = ki siempre que L(c) =0

L(c)
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Ejemplo 9. Resolver (E +2)(E +3)y, =4". Una solucidn particular se obtiene sustituyendo E

por 4, teniéndose y® = 4%*7 = 4%2 , quedando la solucion general de la forma

Y, =A2)" +B(-3)" +—

El caso en que L(c) =0, se analizara como un caso particular del caso 4.

Caso 3. Cuando f (x) =P(x)
Donde P(x) es un polinomio de grado m. Asi L(E)u(x) = P(X).

P(X) __P(x)

Se supone una solucion particular de la forma u! = =
L(E) L@+A)

entonces buscando un desarrollo en potencias crecientes de A, se tiene

. by + BA+b,A +...+0 A" +...
L(A+1)

Notese que A™' anula a P(x), por ello es inmediato que sdlo se necesita un desarrollo en

potencias, que contenga hasta A", luego

ul =, +bA+...+b, A" +...)P(X)

Ejemplo 10. Resolver (E-2)(E-3)y, =n’-1.Una solucién particular tiene que ser de la

forma

Yn = {%E _3)(E —2)}(”2 -1)
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}/E 3 }/E 2}(n —1)  (introduciendo fracciones parciales)

-
{yzm }/1+A}(n -1
(1-a)"-4(2-4a)}(n* -1
-{
={

L+A+A*+.)- (1+ IA+LIA%+ )} (n*-1) (expresando en series de potencias)
L+IAHIAT+ .} (07 -1)
Ya que A(n*-1)= [(n +1)? —1}—[n2 —1] =2n+1 y ademas A*(n°-1)=2, la solucién
particular obtenida es
yP=1(n*-1)+2(2n+1)+Z(2)=4in+in+2
y la solucion general de la ecuacion completa es de la forma

y,=A2"+B3"+in’+3in+2

Caso 4. Cuando f(x)=c*P(x), donde P(x) es un polinomio en x de grado m y ¢ una

constante.

Para todo real r se tiene que

E'c*P(x) =c*"P(x+r)
=Cc*c'E"P(x)
=c*(cE)"P(x) ,

entonces

L(E){c'P(x)} =C¢*L(CE)P(x) ,

lo cual sugiere el siguiente resultado
L' (E)={c'P(x)} =¢'L*(cE)P(x) ,

por lo tanto
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L(E){L-l(E)[cXP(x)]} = L(E) {c"L™(cE)P(%)} = ¢*L(cE) {L™(cE)P(x)} =C*P(X)

Tomando en cuenta que E =1+ A, una solucion particular es

yP =c*L ™ (c+cA)P(x)

Ejemplo 11. Resolver (E —2)(E -3)y, =4"(n’—n+5).
Una solucidn particular tiene que ser de la forma

y? ={(E-2)(E-3)} {4"(n*-n+5)}
=4"{(4E-2)(4E-3)} ' (n*—n+5) (sustituyendo E por cE)
= 4" {6-20E +16E%}  (n?-n+5)

{
4"{6-20(L+A) +16(1+2A+A%) " (n? ~n+5)
{

4"{2+12A+16A%} " (N ~n+5)

"3{1+ 6A+8A2}71 (n2=n+5)

4
4”.%{1—6A+ 28A% + } (n*—n+5). (haciendo el desarrollo en series de potencias)

Yaque A(N°>—n+5)=2n y A*(n*—n+5) =2, entonces una solucion particular es

y? =4"{1(n*-n+5)—6n+28
=4"1(n*-13n+61)

y asi la solucién general es

y,=A2"+B3"+4".1(n* -13n+61)

Ejemplo 12. Resolver (E —-2)(E—-3)y, =2". Con este ejemplo se muestra como tratar el caso

2 cuando el L(c)=0, trabajando como si fuera el caso 4 con P(x)=1.
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Por lo anterior, una solucion particular sera

y? ={(E-2)(E-3)) (2D
=2"{2a(2a-1)} 1

=-2"A(1-2A) " ()
=-2""A7(142A) ()
— _2n—1A—l(1) — _2n—ln

entonces la solucion general es

y, =A2"+B3"—n2"*

En los cuatro casos anteriores se pueden reducir a tres ya que si ¢ =1 en el caso 4, se cae en el
caso 3, como se vio en el anterior ejemplo. Incluso si en el caso 2, ¢ =1, se estaria llegando al

caso 1.

El siguiente ejemplo involucra el caso cuando f(x)=sen(kx) 6 f(x)=-cos(kx). Para

resolver dicho tipo de ecuaciones es necesario apoyarse en los anteriores conocimientos, asi

como en las identidades trigonométricas basicas

Se sabe que:

iX —ix ix —ix

+e
cosx=T y senx=

y ademas
e™ = cosx+isenx y e =cosx —isenx .
Retomando lo antes visto, se puede afirmar que

ix

e” = (e')* =c¢*, tomandoc = ¢'



Ejemplo 13. Resolver (E®+1)u(x) = sen()z(j.

La solucién de la homogénea asociada esta dada por

u' =C,COSZX+C,SenZx .

Dado que
A =i
[4[=1

T

0,1) = 0=

la solucion particular sera :

2i sen(x—l +2i seni
1 2 2

2i 2+2cos(l)

63



La solucién general es:

x-1
X X sen( 2 ]
uszcos(%j+Bsen(7)+—

2cos (lj
2

64
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CAPITULO IV. ECUACIONES EN DIFERENCIAS CON
COEFICICENTES VARIABLES

4.0 INTRODUCCION

En este capitulo se abordara la solucion de ecuaciones lineales en diferencias con coeficientes
variables. Se resolveran casos muy particulares de ecuaciones de este tipo, limitdndose a

ecuaciones de primer y segundo orden

4.1 LA ECUACION DE PRIMER ORDEN CON COEFICIENTES VARIABLES

Sea u(n+1)— p(n)u(n) =R(n), una ecuacion de primer orden con coeficientes variables. Se
supondra que R(n)=0, resolviendola por un método iterativo. Si se conoce u(l), se tiene a

partir de u(n+1) = p(n)u(n)

u(2) = p@u)

u@d) =pu(2) =p@)pu@)
u(4)=pEuE) =p@p2)pEud)
u®) = p(4u(4) = p@)p(2)p(3)p(4)u()

u(n+1) = pu() = p-Du -1 = PWPRPE)-.. p(-Du()
u(m) =u®[ [ Pk

u(n) = Aﬁ p(k); con A=u().

6 u =um/] Pk
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Otro método para resolver la ecuacion en diferencias anterior consiste en multiplicar la

ecuacion homogénea ( o la no homogénea) por el factor 1/ﬁ p(k).Procediendo de dicha
k=1

manera se obtiene

uin+1) _p(Mu(n) _ R(n)

1"_1 pk) [0 H p(K)

uin+1) u(n) _ R(n)

[Trt) [Tpk) [Tp®0

Al @ |— RO)
[Trto| TTec

um A4 A-L RO

n-1

H p(k) H p(k)

um=A[] p(k)+[h p(k)ji 0
k=1 k=1 i=1 Hp(k)

n-1
donde, la Gltima ecuacion se puede reducir a u(n) = AH p(k), si R(n)=0.
k=1

Se obtiene de esta manera una formula en lugar de estar haciéndolo por métodos recurrentes.

Ejemplo 1. Resolver la ecuacion u(n+1)—nu(n) =1
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u(n) = Aﬁn+(ﬁn}§l/lﬂ[n
u(n)=A(n-1) !+(n—1)!§1/n!

n-1
u(n) = [Zl/ n'+ A} (n—1)! donde A es una constante arbitraria

1

in(n-1)

Ejemplo 2. Resolver la ecuacion y? —a"y>=a"" ", esta ecuacién no es lineal pero se

1n(n-1)

puede hacer lineal escribiendo y:=z,, reduciéndose a z ,—a"z, =a*" ~, la solucion

n?

- 1 —n+
obtenidaes  z, =a>""™" [a - +C]
(a-)

Por lo tanto y? =a?"™™ [(aa_f) +C] .

Ejemplo 3. Resolver y(x+1)—y(x)=¢€", xell

Este tipo de ecuaciones en diferencias, tiene la particularidad de que la varible x no es
discreta, sino continua. En este caso en lugar de una constante arbitraria se tomara una funcién

periodica A, lo que significa que A(x+1) = A(x), en el caso de que su periodo fuera uno. De
no ser asi, se tendria que A(x+ p) = A(x) si su periodo fuera p.
Entonces de la ecuacion homogénea asociada se tiene que Y, (x) = A, donde A es una funcion

periodica de periodo 1 que se escribirda como y, (x) = A

Yaque f(x)=e" setiene

X

e

L(c)

yP = , L(c)=0.

X

e . .
T siendo la solucion general

Porlotanto vy, =

X

YV (0=AM) -1
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Ejemplo 4. Resolver y(x+1) — y(x) :i

Se tiene dificultad con 3 pues A_l[l no se ha definido, pero se le puede dar otra
X X

1 N
estructuraa — de la forma siguiente.
X

1 1 1 1 1 1

- = - - [ +

X X X+1 x+1 X+ X+n

agrupando se tiene que

1 &1 = 1
~=2

= X+n nox+n+1

Tomando en cuenta lo anterior la ecuacion original queda escrita en forma equivalente asi:

o)

y(x+1) - y(x) =

X+ x+k+1

(X+n)(x+n+1)
(n+1)
(x+n)(N+D)(x+n+1)

k

[
DM I EMS

k

Il
o

Utilizando fracciones parciales

(n+1) __A B
(N+D(x+n)(x+n+1) (x+n) (x+n+1) '

obteniendo A=1-x y B=x.

Luego
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y(x+1) - y(x) = Zn [Hn X }

‘ X+n+1

o0
0

nZ::; (n +1)(x+ n+1) z 5 (n +1)(x+ n)

Asi:

= x—1
Y= Z(n+1)(x+n)

n=0

La solucion general esta dada por:

yox) = Ak + Z; (n +1)(x +n)

4.2 CAMBIO DE VARIABLE DEPENDIENTE

Cuando la ecuacion en diferencias F(n,Y,,Y,.1 Vo2 Ynsr) =0 €S conocida, también lo es la

ecuacionG(n, f(z,), f (z,),-- f(2,,,))=0 donde

- f(Z ) yn+l ( n+l) yn+2 f(zn+2) yn+r = f(zn+r)'

Ejemplo 5. Resolver y , —5y? +6y> =0.
Haciendo z, =Y’, z,.,=Y>, ,Z,., =Y, Y sustituyendo en la ecuacion original se tiene

U, _5un+l+6un =0
E?u —5Eu, +6u, =0
(E*—5E +6) u,=0

(E-3)(E-2)u, =0
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Luego:
z, = A3 +B2",
regresando a la variable original se obtiene

y: = A3*+ B2".

Ejemplo 6. Resolver [y, , —(n+1)y,,,]-n[Y... —ny,]=0.
Haciendo z, =y, , —ny, Yy sustituyendo en la ecuacion original se tiene

Z,,—NZ, = 0
z = A(n-1)!

regresando a la variable original queda
Yo~ nyn = A(n _1)|
dividiendo por n!, como se vio al principio del capitulo, se tiene que

Aly, I(n=1)!]=A/n
n-1
entonces y, /(n-1)!= AZl/ n+B donde Ay B son constantes arbitrarias.
1

Ejemplo 7. Resolver y... /Yy, =¢y,, %.

Sacando logaritmo natural en ambos lados de la ecucion se obtienelny,,, —Iny, =1-Iny, ., ,

y luego haciendo z, =Iny,, se tiene:

— 1
Za— L, _1_ﬁzn+l
(n+Y)z,,,—nz, =n
A(nz,) =n
n-1
nz, =Yi+A=1in(n-1)+A
1
y. _ e%(n—1)+% _ e%(n—l)B%

donde B es una constante arbitraria.



71
4.3 LA FUNCION GAMMA

La funcién Gamma denotada con la letra T" esta definida por T'(x) = I e 't*'dt para valores
0

reales positivos de x y cumple con la ecuacion en diferencias

y(x+1) = xy(x)
La solucion general de la ecuacion anterior es de la forma y, = AT'(X), donde A es una
funcién arbitraria con peridodo uno, determinada segun las condiciones iniciales.
Si X es un entero positivo n se tendra que la ecuacion en diferencias se convierte en

y(n+1) =ny(n)

cuya solucion, por lo que se reviso al principio del capitulo, es de la forma I'(n) =(n-1)!, de
donde es facil verificar que T'()) =(1-1'=1
Ademas la funcién cumple con esta segunda propiedad:

Ll’r(p XI'(X) = Ll'rro\ rx+)=r@=1,

por lo tanto:

lim xI°(x) = 1.

x—0

Por otro lado

Lim xT(x) = Ljm L&D 5 o
x—0 X—0 X
¢Qué sucede con I'(x) parax=-1,-2,-3,...

[(-1) =T'(0) >
2T (-2) =T(~1) > o
_3[(-3) =I'(-2) > oo

y en general T'(xX) — oo para valores de X enteros negativos.
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Por otro lado

r(x) = F(x+1)
I(x) = F(x+2)
X(x+1)
r(x) = L(x+r)

X(X+D(X+2)...(x+r-1)

Una solucién especial de la ecuacién y(x +1) = xy(x), se obtiene por:

Iny(x+1) =Inx+Iny(x),

derivando se tiene:

yx+) 1. y(x)
X

y(x+1) )

Haciendo el cambio el cambio de variable

Y (x)
z(x) = y0o

en la ecuacion original se obtiene:
1
Z(x+)—-z(x)==
X

z(X)=c+(x— )Z

—, C es constante.
5 (N+1)(n+Xx)

luego

(n+1)(x-1) (x D(n+x)

1
=erx= 1)2{01-{-1) (n+x)}

z(X)=c+(x— )Z{ L L }




Sustituyendo z(x)

y(x) 1
yoo ~oTT ELM) (n+x)}

integrando desde 1 hasta x +1

X+1 o | X+1 X+1
Jy()dx C+ { =2 _ ﬁ}

y(X) n+1 n+ X

”1) cx+i X I+ x)|x+l}

(y(X) n=0 _(n +1)

In(y(x+1))—In(y(1) =cx+ i —In(n+x+1)+In(n +1)}

n=0[ (n +l)

In(y(x+1))=cx+i (nil)_ln( n+l j

n+X+1/]

—ox-Y In( n+1 j_ X
ol \n+x+1) (n+1)

n+l X

=Ine*—In ﬁe{ n(“*”l]_(nﬂ)}

s3]

Iny(x+1) =In e“ﬁ( n+1 j(e(nxﬂj J

73
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Por la inyectividad del logaritmo natural se tiene

o 1 H( n+x Je(ﬂ,

X+1ta\n+x+1

aplicando logaritmo natural en ambos miembros

ol

:|n(ij+z In( n+ X J+l

Xx+1) = n+x+1) n

. ( 1 j(X-FlJ(X-FZj ( X+n j 1-%4—%4—.“

€ = e
X+1)\X+2 )\ x+3 X+n+1

e[kél/ k]

0 Sea

~® =Lim
x>0 X +Nn+1

-c=LimIn ( ! e[kgluk]j
X0 X+n+1

X—00

—C = le(Zk In(n +k +1)j

—c=Lim(1+%+35...+1-In(n))

X—>00

en donde el miembro derecho es la constante de Euler que se denota con y, asi:

(9= Tre?

n>1

Ya se sabe que la funcion Gamma, es una solucién de la ecuacion en diferencias de la forma
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y(x+1) = xy(x)

con una solucion general de la forma AI'(x) donde A es una funcion con periodo uno.

Considérense las siguientes variantes de ecuaciones en diferencias con coeficiente variables y

cuyas soluciones quedan expresadas en términos de funciones Gamma.

Casos a considerar
Caso 1. y(x+1)=(x—a)y(X), hdgase z=x—a y(z+a)=u(z) entonces u(z+1) = zu(z)

0 u(z)=AI'(z) porlotanto y(z+a)=Al'(z) 6 y(X)=Al'(X—q).

Caso 2. y(x+1)=(x—a)(x=)y(x)

Una solucion de dicha ecuacion es de la forma T'(x—a)I'(x—/), como se muestra a

continuacion
(X=a)l(x=a).(x= )T (x=f) =T (x—a+)I' (x-S +1)
Asi la solucion general de
y(x+1) = (X=a)(x=B)y(x)

es y(x) = AL (x—a)I'(x= f3)

Caso 3. La solucion general de  y(x) =(X—a,)(X—a,)...(x—¢,) €s

y(x) = Al'(x—a) )l (x—a,)..I'(x—¢,)

Caso 4. La solucidn general de y(x+1) =c(x—a)y(x), c #0es y(x) = Ac'T(X—«a).
Considerar la transformacion y(x) =c*z(x), con la que la ecuacion original se convierte en

cCMz(x+1) = c(x—a)c*z(x)
cMz(x+) = (x—a)c*'z(x),c#0
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X+1

simplificando ¢ se obtiene z(x+1) = (x—a)z(X) , cuya solucion es de la forma AI'(X — ).

Caso 5. La solucion general de

y(x+) =c(x—)(X-a,)..(X—«,) ,c=0

€s

y(X) = Ac'T(Xx—a )T (X—a,)..I'(X—«,)

Caso 6.. Cualquier polinomio f(x) de grado r puede ser escrito en la forma
f(X)=c(x—a)(X—a,)...(x—¢,) ,c#0

donde algunos de los factores pueden ser idénticos. Ahora se podra escribir la solucion general

de cualquier ecuacion de la forma

y(x+1) = £ (x)y(x).

Ejemplo 8. Resolver

y(x+1) =(2x*=x-1y(x)
=(2x+1)(x-1)y(x)
=2(x+3)(x=1)y(x)

por lo tanto la solucién general esta dada por
y(x) = A2"T'(x+ 3)I'(x-1)
Ejemplo 9. Resolver

y(x+1) =(x-x*)y(x)
=x1=x)y(x)
=-X(x=1)y(x)
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Asi la solucidn general esta dada por

y(x) =A(-1)'T()r(x-1)
= A=D*(x=DI'?(x-1) yaqueI'(x)=(x-DI'(x-1)

f(x)

Caso 7. Para la ecuacion de la forma y(x+1) :T
g(x

y(x) donde f(x) y g(x) son de grado

ry s respectivamente con f(x)=a] [(x-«,) y 9(x)=b] J(x-«,), a=0yb =0 se tiene
r=1 s=1

la solucion general de la forma

a)* lljr(x_ak)
y09 :[E) T
[1T'x-5)

4.4 SOLUCION DE ECUACIONES EN DIFERENCIAS LINEALES CON
COEFICIENTES VARIABLES POR SERIES FACTORIALES

Denotando con p el operador definido por p = xE , es decir

PY(X) = xEy(X)
=Xy(x+1)

P°Y(X) = ppy(x)
= XExy(x+1)
=X(x+1)y(x+2)

P’Y(X)= pp°y(x)
=XE(X(X+1)y(x+2))
=X(X+D)(x+2)(y(x+3)

P'Y(X) = pp’y(x)
=XE(X(X+1)(x+2)y(x+3))
=X(Xx+1)(x+2)(x+3)y(x+4), en general se tiene que

P"Y(X) = pp"y(X)
=XE(X(x+1)...(Xx+n-2)y(x+n-1))
=X(X+D)(X+2)...(x+n=1)y(x+n)



Si se toma y(x) =1 entonces se tiene

P =X
P> =x(x+1)
P> =xX(x+1)..(x+r-1)

pero también se puede escribir p.1= p, p°>.1= p*, efc.
Algunas ecuaciones en diferencias, se pueden expresar en términos de p . Por ejemplo

X(X+1)y(x+2)-5xy(x+1)+6y(x) =0
(p*-5p+6)y(x) =0

Es facil verificar que p cumple con las siguientes reglas algebraicas
i) p+a=a+ p con a independiente de x

Prueba

(p+a)y(x)=(XE+a)y(x)
= XEy(x) +ay(X)
=ay(x)+ xEy(x), porestara enl(]
=(a+xE)y(x)
=(@+p)y(x)

Luego p+a=a+p.

i) ap=pa, conaell
Prueba

(ap)y(0) =axEy(x)
= xEay(X)

= pay(x)

Luego ap = pa.

78
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i) p(a+p)=ap+p°.

Prueba

(p(a+p))y(x) = xE(a+E)y(x)
= xEay(x) + XEXEy(x)

= axEy(x) + (xE)*y(x)
= (axE + (xE)*)y(x)

= (ap+ p*)y(x).

Luego p(a+ p)=ap+ p°

iv) p"p" = p"" = p"p", con m,nell.
Prueba
(P"p")y(x) =p"[(XE)(XE)...(XE)]y(x)

n-veces

=[(XE)(XE)...(xE) ][ (XE)(XE)...(XE) ]

m-veces n-veces

( )m+n X & D

= [(€) (). (xE) . (6E)
(m+n) veces

=| (XE)(XE)...(XE)(XE)...(xE) | y(x)
=p" [(XE)(XE (XE)]y(x)
=0 (pm)y(x)

m+n

Luego p"p" = p™" = p"p".

Las anteriores reglas se utilizaran para justificar algunos pasos algebraicos en la solucién de

ecuaciones en diferencias con coeficientes variables.
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Por otro lado (p—a)y(x)=0, puede representarse por py(x)—ay(x)=0 o bién por

xy(x+1) = ay(x), cuya solucién general es de la forma
y(xX) = Aa* /T (x)

donde A, es una funcion periddica, con periodo unitario

Teorema. Si una ecuacion en diferencias se puede escribir de la forma
(P + 210"+t AP+ ) Y(X) =0

donde %, A,,...,A,, son constantes, y si ademas se puedeexpresar el polinomio en p de la

forma (p-a)(p—-a,)(p—a;)...(p—a,), se tiene que la solucion general de la anterior
ecuacion es

i‘\ax

T e

Ejemplo 10. Resolver x(x+21)y(x+2)—5xy(x+1)+6Yy(x) =0

Dicha ecuacion puede expresarse por medio del operador p de la siguiente forma

X(X+1)y(X+2)-5xy(x+1)+6y(x)=0
P2y (X)=5py(x) +6y(x) =0

(p* -5p+6)y(x) =0
(p=3)(p-2)y(x) =0

3¥A+2"B

Por lo tanto la solucion es y(x) =
I'(x)
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A2 +B
r'(x)

Eiemplo 11. Resolver (p—2)(p—1)y(x) =0 es fécil verificar que y(x)=

¢ Qué hacer si las soluciones son dobles, triples, etc.?

Eijemplo 12. Resolver (,o2 —2ap + a2)y(x) =0

(p* —2ap+a®)y(x)=0
(p—a)(p—a)y(x)=0

_ _ _ Ad
(p—a)y(x)=2z(x), z(X)= ro
_ _Aa"
(p a)y(X)—F(X)
Aa’

xy(x+1) —ay(x) = )

I'(x+1)y(x+1)—ar(x)y(x) = Aa*, dividiendo por a*
F(x+D)y(x+1) TEYy(x) _

X x-1 -
a

a
A(r(x)y(x)j: A

ax—l
OV _ 5, g

x-1 -

a
L)y() _ Ax B
a’ a a
(Ax+ B) 2"
I'(x)

y(x) =

endonde A y B son funciones arbitrarias con periodo unitario.

En general

n X k
(p—a)"y(x)=0= y(x) = z al“'z())( . Donde A, (n=0,1,2,..n-1) son funciones arbitrarias
k=1

de periodo uno.
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Conclusiones y recomendaciones

Es evidente la similitud del desarrollo de los contenidos del calculo de diferencias y las
ecuaciones en diferencias con el desarrollo del calculo diferencial y las ecuaciones
diferenciales. Aunque pueden estudiarse separadamente, el conocimiento de ambos

complementa el conocimiento del alumno en formacion.

Este trabajo es una introduccion al Andlisis de Ecuaciones en Diferencias. El célculo de
diferencias fue desarrollado brevemente para empezar a resolver ecuaciones que

involucraran las anteriores expresiones funcionales.

Tiene sus limitaciones. Por ejemplo no se abordaron los sistemas de ecuaciones en
diferencias, y las aplicaciones han sido presentadas en casos muy abstractos, Una vez el
alumno se haya ubicado con los métodos de resolucion de ecuaciones en diferencias, podra
orientar sus aplicaciones a casos muy particulares en otras areas del conocimiento, tales
como economia, sociologia, ingenieria o la matematica misma como las ecuaciones

diferenciales parciales utilizando diferencia finitas.

Este trabajo puede utilizarse como una guia para el desarrollo de un curso de una materia
electiva en el area de las ecuaciones en diferencias finitas, la que podra profundizarse,
particularmente en toda la teoria del calculo de las diferencias, en conceptos tales como
Teorema de Rolle Discreto, Teorema del Valor Medio Discreto, Férmula de Taylor
Discreta, la Regla de L Hopital discreta, diferencias de funciones trigonométricas,

logaritmicas, etc. asi como en la teoria de los sistemas de ecuaciones en diferencias finitas.

Un aspecto muy importante en el desarrollo de la Matematica misma es tratar de poner su
comprension al nivel de todos los individuos, ya que como docentes en esta area del
conocimiento debemos de procurar lograrlo presentando los contenidos referenciados a
situaciones concretas del diario vivir y que luego podamos trascender a su representacion
abstracta. Muchas veces es al contrario: se parte del concepto abstracto, negando la
posibilidad de que el alumno asocie los conceptos con situaciones concretas, poniéndo el

paradigma de ser las areas de la matematica mas dificiles de lo que realmente son.
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Es necesario trascender tanto con las ecuaciones diferenciales, asi como con las ecuaciones
en diferencias finitas, buscar los espacios interdisciplinarios con otras areas del
conocimiento como la biologia, la quimica, la fisica, la economia, las ciencias sociales, la
sociologia, la agronomia, la medicina, para poner a disposicion de ellas las herramientas
matematicas, y no estar limitando la aplicacion de éstos conceptos a casos ideales que
aparecen en los textos, sino que buscar referentes concretos, donde poder establecer

funciones que modelen los fenémenos en estudio.
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