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PRESENTACION

Debido a la gran variedad de fendmenos naturales o enfermedades epidemioldgicas
existentes, resultan insuficientes los conocimientos que se tienen acerca de esto, incluso
con la experiencia acumulada a través de los afios. Se pretende la implementacion de
modelos matematicos que faciliten la comprension del comportamiento de este tipo de
fendmeno. Por lo tanto el objeto de estudio del presente documento permite sentar la
base tedrica de los Modelos Matematicos Epidemiol6gicos Deterministicos.

En el primer capitulo comprende el desarrollo de modelos de poblacién, biologia y
epidemiologia; una breve historia de las principales epidemias en la antigiiedad y en los
tiempos medievales que se han dado en el mundo, también el origen de la matemaética
epidemioldgica desde los tiempos de Aristoteles. Ademas la estructura de los modelos
SIR y SIS propuestos por Kermack y McKendrick en 1927 y 1932. En el segundo capitulo
se describen las herramientas basicas para trabajar con ecuaciones diferenciales y
sistemas dinamicos. Como resolver una ecuacion diferencial construyendo su respectivo
campo direccional. Y como aproximarse a una solucion usando métodos numeéricos. En el
capitulo tres se estudian el sistema depredador-presa de Lotka Volterra. La utilidad de
una linearizacion de equilibrios para modelos continuos en los que interactdan
reciprocamente dos poblaciones. La definicion de equilibrio, equilibrio estable, inestable
y asintoticamente estable, de la matriz comunidad, ademas realizara un analisis de varias
posibilidades de comportamiento de la solucién de un sistema lineal homogéneo
bidimensional con coeficientes constantes. La naturaleza de orbitas cerca de un equilibrio
en términos del determinante y la traza de una matriz. En el capitulo cuatro se hace la
formulacion y la representacion esquematica del modelo matematico de prediccion de la
enfermedad del dengue en correspondencia con la unidad de investigacién

epidemioldgica del Ministerio de Salud Publica y Asistencia Social. En dicho capitulo se



resuelve el sistema de ecuaciones diferenciales asociado y se analiza la estabilidad de los
puntos de equilibrios, ilustrando los resultados con una simulacién realizada usando el
programa de MATLAB

INTRODUCCION

Los logros de la investigacion médica en las mejoras de condiciones de vida en términos
de vacunas y antibiéticos se dan a partir de la segunda mitad del siglo XX. Las
enfermedades infecciosas causan el sufrimiento y la mortalidad principalmente en paises
en via de desarrollo. La malaria, la fiebre amarilla, el SIDA, el Ebola y otros nombres
habran marcado la memoria de la humanidad. Entre estas enfermedades, la fiebre del
dengue es conocida hasta en el Sudeste de Asia y barre el mundo, golpeando paises con

climas tropicales y calientes.

Hasta ahora la deterioracion del ambiente, los cambios climéticos, el habita
antihigiénico, la pobreza y la desenfrenada urbanizacion son factores favorables a la
propagacion de enfermedades infecciosas en general y la fiebre del dengue en particular.
Durante las ultimas décadas el predominio global del dengue progresdé draméaticamente.
La enfermedad es ahora endémica en mas de 100 paises de Africa y América. El
Sudeste de Asia y el Pacifico Occidental se ven afectados por la enfermedad. En 1970,
s6lo nueve paises habian conocido la epidemia de la fiebre del Dengue Clasico pero este
nimero se cuadruplicado en 1995 y aproximadamente 2500 millones de personas se
exponen a actualmente. Segun las evaluaciones presentes de la Organizacion de la Salud
Mundial (OSM), aproximadamente 50 millones de casos de dengue ocurren en el mundo
todos los afios, con tendencia a aumentar. En el continente  Americano solo en 1998, se
tenian mas de 616, 000 casos de dengue. En 2001 habia 400,000 casos de dengue
hemorragico en el Sudeste de Asia, considerando que, en Rio de Janeiro solo 500, 000

personas estaban infectadas



La manera de expresar un fendmeno real de forma matematica es como un sistema de
Ecuaciones Diferenciales y las soluciones de dicho sistema nos permite predecir el
comportamiento del sistema bajo estudio, que en realidad se tratara del comportamiento
de dicho fendmeno. Es por esto que el modélaje matematico en epidemiologia provee
conocimiento de los principales mecanismos que influyen en la dispersion de una

enfermedad y en el proceso se sugieren estrategias de control.

Un modelo constituye una representacion abstracta de cierto aspecto de la realidad. En
particular un modelo matematico es un tipo de modelo basado en la I6gica matematica
cuyos elementos son esencialmente variables y funciones, y sus interrelaciones viene
expresadas a través de relaciones matematicas como ecuaciones, inecuaciones u

operadores ldgicas, en correspondencia con el fendmeno representado.

Se dice que un Modelo Matematico de un determinado fendmeno es bueno si predice o
simula con cierta precision algunos de los comportamientos de dicho fendmeno. Ademas,
se tratar de encontrar estructuras matematicas que sirvan de modelo comdn a diversos

fendmenos que comparten algin elemento o variable en comun.

Los logros de la investigacion médica en las mejoras de condiciones de vida en términos
de vacunas y antibidticos se dan a partir de la segunda mitad del siglo XX. Las
enfermedades infecciosas causan el sufrimiento y la mortalidad principalmente en paises
en via de desarrollo. La malaria, la fiebre amarilla, el SIDA, el Ebola y otros nombres
habran marcado la memoria de la humanidad. Entre estas enfermedades, la fiebre del
dengue es conocida hasta en el Sudeste de Asia y barre el mundo, golpeando paises con

climas tropicales y calientes.

Xi



Los modelos matematicos encontrados en la literatura proponen la dinamica del
compartamental con Susceptible, Infectado y Recuperado (inmunizo). En particular, los

modelos SIRS con sélo un virus o dos virus que actlan simultdneamente.
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Capitulo 1

EL DESARROLLO Y ESTRUCTURA DE MODELOS DE POBLACION,
BIOLOGIA'Y EPIDEMIOLOGIA (Modelos Clasicos).

1.1 Antecedentes Histoéricos.

La idea de criaturas vivas invisibles como agentes de enfermedades se remonta al menos
a los escritos de Aristoteles (384 AC-322 AC). El libro del Exodo describe las plagas que
Moisés desat6d sobre Egipto, y existen muchas otras descripciones biblicas sobre brotes
epidémicos. En las descripciones de epidemias en la antigliedad y en los tiempos
medievales frecuentemente se utilizo el termino “plaga” por que lo que en general se
creia que las epidemias representaban un castigo divino a una vida pecaminosa. Tales

puntos de vista a menudo han sido amparados en los intentos por controlar las epidemias.

El historiador W.H McNeill argumenta, especialmente en su libro “Plagues and People
(1976)” que la dispercion de enfermedades contagiosas frecuentemente han sido de
importancia en la historia. Por ejemplo, hubo un crecimiento de la poblacién a través de
todo el mundo en siglo XVIII; la poblacion de china se incremento de 150 millones en
1760 a 313 millones en 1794 y la poblacion de Europa se incremento de 118 millones en
1700 a 187 millones en 1800. Hay muchos factores involucrados en este crecimiento,
incluyendo cambios en la edad para casarse y mejoras tecnoldgicas que condujeron a un
incremento en la disponibilidad de comida, pero estos factores no son suficientes para
explicar ese incremento. Estudios demogréaficos indican que una explicacion satisfactoria
requiere el reconocimiento de una disminucién en la mortalidad causada por epidemias
infecciosas periddicas. Este descenso vino junto con mejoras en la medicina, pero una

influencia mas importante fue probablemente el hecho de que mas personas desarrollaron



inmunidad contra las infecciones como el aumento de viajes que intensificaron tanto la

circulacién de las enfermedades.

Existen muchas referencias biblicas a enfermedades como influencias historicas, tal
como la decision de Sennacherib, rey de Asiria, quien abandono su intento por capturar
Jerusalén alrededor del 700 A.C. debido a las enfermedades de sus soldados (Isaias
37,36-38); La caida de los imperios ha sido atribuida directa o indirectamente a
enfermedades epidemioldgicas. En el siglo Il D.C. las llamadas plagas Antonine
(posiblemente sarampion o viruela) invadieron el imperio romano, causando reducciones
drasticas en la poblacion y problemas economicos los cuales condujeron a la
desintegracion del imperio debido a la desorganizacion, la cual facilito la invasion de los
barbaros. El imperio HAN en china colapso en el siglo 111 D.C. después de una secuencia
de eventos similares a los descritos anteriormente. La derrota de una poblacion de
millones de aztecas por Cortéz y sus 600 seguidores puede ser explicada, en parte, por
una epidemia de viruela que devasto a los aztecas la cual no tuvo mayor efecto sobre los
espafoles invasores gracias a su inmunidad hacia esa enfermedad. Los aztecas no solo
estaban debilitados por esa enfermedad sino también confundidos por que ellos la

interpretaban como una fuerza divina que favorecia a los invasores.

La viruela fue conducida hacia el Sur a los incas en el Per( y fue un factor importante en
el éxito de la invasion de Pizarro pocos afios después. La viruela fue seguida por otras
enfermedades como el sarampién y la difteria importadas de Europa a Norte América. En
algunas regiones, las poblaciones indigenas fueron reducidas hasta un décimo de sus
niveles originales. Entre 1519 y1530 la poblacion indigena de México fue reducida de 30
millones a 3 millones. La muerte negra (peste bubdnica) se disperso desde Asia hasta
Europa en varias oleadas durante el siglo XIV, empezando en 1346, y se estima que
causo la muerte de al menos 1/3 de la poblacion de Europa entre 1346 y 1350. La
enfermedad se repitié regularmente en varias partes de Europa por mas de 300 afios,

notablemente como la Gran Plaga de Londres de 1665-1666. Gradualmente esto se fue



retirando de Europa. Cuando la plaga golpeo severamente algunas regiones mientras
otros la evitaban, tuvo un profundo efecto en el desarrollo politico y econoémico en los
tiempos medievales. En la ultima epidemia de peste bubonica en Francia (1720-1722), la
mitad de la poblacion de Marsella, el 60% de la poblacion en las cercanias de Tuldn, el
44% de la poblacion de Arles y el 30% de la poblacion de Aix y Avignon murieron, pero
la epidemia no se extendié mas alla de Provence. Explicaciones e interpretaciones de
estos hechos historicos pueden ser encontrados en McNeill (1976), la cual fue la fuente
primaria respecto a la historia sobre la dispersion y efectos de las enfermedades.

Los ejemplos anteriores describen el subito y dramatico impacto que las enfermedades
tuvieron en la demografia de las poblaciones humanas via la introduccion de
enfermedades mortales. Si se consideran los roles combinados de las enfermedades,
guerras, y desastres naturales sobre las proporciones de mortalidad, se puede concluir que
histéricamente los humanos que estdn mas propensos a sobrevivir y reproducirse son
aquellos que tiene un buen sistema inmunoldgico, propensos para abolir guerras,
desastres e incluso tener hoy en dia un excelente cuido medico y/O prevencion de las
enfermedades. Hay muchas preguntas de interés para los médicos de la salud publica con
respecto a posibles epidemias. Por ejemplo, ¢ Qué tan severa sera una epidemia?, ;Cual es
el nimero méaximo de personas que necesitaran cuidado en un tiempo particular?,
¢Cuanto durara la epidemia?, ;Qué tan buena deberia ser la cuarentena para reducir la

severidad de la epidemia?

Para enfermedades que son endémicas en ciertas regiones, los medicos de salud publica
necesitan poder estimar el numero de infectados en un tiempo dado asi como la
proporcién a la que se dan las nuevas infecciones. Los efectos de una cuarentena o de
vacunas en reducir el nimero de victimas son de suma importancia, en el tratamiento de
las epidemias. Ademas, la posibilidad de vencer la naturaleza endémica de una
enfermedad y de esta manera controlar la enfermedad en una poblacion es digno de

estudio. ¢Como pueden ser respondidas tales preguntas? Usualmente los experimentos



cientificos son disefiados para obtener informacion y probar hipotesis. Los experimentos
en epidemiologia con controles son a menudo dificiles o imposibles de disefiar y aln
cuando es posible disefiar un experimento que involucre un serio cuestionamiento ético
en el tratamiento del grupo de control. Algunas veces los datos pueden ser obtenidos de
reportes de epidemias o de los niveles de enfermedades endémicas, pero los datos pueden
ser incompletos o0 inexactos. Ademas, los datos pueden contener suficientes
irregularidades para crear serios cuestionamientos en su interpretacion tal como el clima
donde es evidente que tiene un comportamiento cadtico [Ellener, Gallart y Theiler
(1995)]. Por lo tanto la estimacion de parametros y el ajuste del modelo son muy
dificiles. Estos tépicos nos conducen a la pregunta que si el modelaje matematico en

epidemiologia es de valor.

El modelaje matematico en epidemiologia proporciona conocimientos de los principales
mecanismos que influyen en la dispersion de una enfermedad y en el proceso se sugieren
estrategia de control. De hecho, los modelos a menudo identifican comportamientos que
no son claros en los datos experimentales, a veces por que los datos no son reproducibles
y el nimero de puntos estan limitados y sujetos a mejoras en la medida. Por ejemplo,
unos de los resultados fundamentales en la matematica epidemioldgica es que la mayoria
de modelos matematicos sobre epidemias, incluyendo aquellos que involucran un al alto
grado de heterogeneidad usualmente exhiben el comportamiento del “umbral” el cual en
términos epidemioldgicos puede ser establecido como se sigue: Si el nimero promedio de
infecciones secundarias causado por la enfermedad es menor que uno la enfermedad se
extinguira, mientras que si excede uno habra una epidemia. Este tipo de principio,
consistente de observaciones y cuantificaciones via modelos epidemioldgicos, ha sido
usado para estimar la efectividad de las politicas de vacunacién y la probabilidad que una
enfermedad sea eliminada o erradicada. Expresiones para el nimero basico reproductivo
del VIH en varias poblaciones esta siendo utilizada para probar la efectividad de las

vacunas que pueden proporcionar proteccion temporal reduciendo la contagiosidad de



VIH o la susceptibilidad al VIH. Los modelos son usados para estimar como debe

extenderse un plan de vacunacion para prevenir o reducir la dispersion del VIH.

En el modelaje matemético de la transmision de enfermedades, asi como en otras areas,
siempre hay un interrelacion entre modelos simples en los cuales se omite la mayoria de
detalles y solo se disefian para resaltar generalmente la conducta cualitativa, y modelos
detallados, usualmente son disefiados para situaciones especificas que incluyen
predicciones cuantitativas a corto plazo. Los modelos detallados son generalmente
dificiles o imposiblemente de resolver analiticamente y por lo tanto su utilidad para
propdsitos tedricos es limitada, aunque su valor estratégico puede ser muy alto. Este

capitulo inicia con modelos simples a manera de establecer los caminos principales.

Muchos de los primeros desarrollos en el modelaje matematico sobre enfermedades
transmisibles son debidos a los médicos de salud publica. El primer resultado conocido
en la matematica epidemioldgica es una defensa de la practica de inocular en contra de la
viruela hecha en 1760 por Daniel Bernouilli, un miembro de una famosa familia de
matematicos (8 personas en tres generaciones) los cuales tenian entrenamiento de
médicos. La primera contribucion en la epidemiologia matematica moderna es debida a
P.D.En’ko entre 1873 y 1894 [Dietz (1988)], y los fundamentos con una aproximacion
total a la epidemiologia basada en modelos compartimentados mandada por médicos de
la salud publica tales como Sir R.A. Ross, W.H. Hamer. A.G. McKendrick, y W.O.
Kermack entre 1900 Y 1935, junto con importantes contribuciones desde una perspectiva
estadistica por J. Brownlee. Un ejemplo particularmente instructivo es el trabajo de Ross
respecto a la malaria. EI Doctor Ross fue galardonado con el segundo premio Nobel en
medicina por su demostracion de la dinamica de transmisién de la malaria entre
mosquitos y humanos aungue su trabajo recibié inmediata aceptacion en la comunidad
medica, sus conclusiones de que la malaria puede ser controlada, controlando los
mosquitos fue desechado ya que seria imposible erradicar los mosquitos de una region

completamente y que en todo caso los mosquitos muy pronto reinvaderian la region.



Después de que Ross formulara un modelo matematico el cual predecia que los brotes de
malaria podrian ser abolidos si la poblacion de mosquitos fuera reducida debajo de un
nivel del umbral critico, pruebas de campo dieron soporte a sus conclusiones y
condujeron a un éxito y un brillante control de la malaria. Sin embargo el proyecto Garki
previo un dramatico contra ejemplo. Este proyecto consistio en erradicar temporalmente
la malaria en una poblacion. Sin embargo, las personas que se han recuperado de un brote
de malaria tienen una inmunidad temporal. Esta eliminacion de la malaria de una region
dejo a los habitantes de esta region sin inmunidad cuando la campafia termino el

resultado fue un serio rebrote de la malaria.

Esta teoria se desarroll6 en el siglo XVI, con ayuda de los primeros microscopios fue
demostrada por Leeuweuhock (1632-1723), la primera expresion de una teoria sobre los
gérmenes en las enfermedades por Jacob Henle (1809-1885), luego en 1840 fueron
desarrolladas por Robert Koch (1843-1910), Joseph Lister(1827-1902), y Louis Pasteur
(1827-1875) en la ultima parte del siglo XIX y principios del siglo XX.

El mecanismo de transmision de las enfermedades contagiosas es ahora conocido para la
mayoria de enfermedades. Generalmente, las enfermedades transmitidas por agentes
virales como por ejemplo la influenza, el sarampion, la rubéola y la varicela, confieren
inmunidad permanente, mientras las enfermedades transmitidas por bacteria, como por
ejemplo la meningitis, la tuberculosis y la gonorrea, no confieren inmunidad. Otras
enfermedades, como la malaria, no se transmiten directamente de humano a humano sino
por vectores agentes (usualmente los insectos) que son infectados por el humano y que

luego transmiten la enfermedad nuevamente al humano.

Las enfermedades comunicables como por ejemplo el sarampion, la gripe, o la
tuberculosis, son un factor de la vida moderna. La epidemia del SIDA 'y el virus Ebola
son de interés mundial. El predominio y los efectos de muchas enfermedades en paises

menos desarrollados son probablemente menos conocidos pero pueden ser aun de mas



importancia. Cada afio millones de personas mueren de sarampion, infecciones
respiratorias, diarreas y otras enfermedades que son facilmente tratadas y que no se
consideran peligrosas en el mundo occidental. En particular las enfermedades como la
malaria, el tifus, el cOlera, la esquitomatosis, y la enfermedad del suefio son endémicas en

muchas partes de mundo.

Los modelos epidemioldgicos se enfocan en la dindmica de transmisién de una
caracteristica o las caracteristicas de transmision (de individuo a individuo, de poblacion
a poblacién, de comunidad a comunidad, de region a region, o de pais a pais). Una
“caracteristica” puede ser una enfermedad como: (i) EI sarampion, VIH, la malaria, la
tuberculosis, (ii) Una caracteristica genética tal como el género, la raza, o enfermedad
genética, (iii) Una caracteristica cultural como el lenguaje o la religion, (iv) Una
actividad adictiva, como el uso de droga, o (v) La perdida o ganancia de informacion que

es comunicada a través de la chismes, rumores, etcétera.

El término “individuo” en epidemiologia es muy amplio, se entiende donde se incluye
varias unidades epidemioldgicas. La seleccion de una unidad epidemioldgica se basa en
la pregunta y el nivel de investigacion que el investigador desea asignar a la pregunta. En
el estudio de la dinamica de las enfermedad en el sistema inmunoldgico, los tipos de
células proporcionan la unidad epidemiolégica; en el estudio de la dispersion de la
malaria en el huésped (humanos u otros mamiferos) y los vectores (mosquitos hembras)
son usualmente seleccionados como las unidades epidemioldgicas; en el estudio de la
enfermedad del Chagas, en donde por ejemplo una casa puede estar seleccionada como
una unidad epidemioldgica; un grupo familiar, una comunidad o un grupo de individuos

fuertemente conectado puede ser la unidad seleccionada.

Los procesos de transmision epidemioldgicos los cuales para ser comprendidos deben
ser estudiados desde varias perspectivas incluyendo el estudio de su dindmica de

transmision en las diferentes escalas espaciales, temporales u organizativas.



Desafortunadamente la seleccion de un nivel particular de organizacion y de un modelo
puede determinar a priori cual es 6 no es relevante. Por lo tanto existen dos preguntas
fundamentales asociadas a procesos epidemiologicos: (i) ¢Cuénto detalle organico que
sea semejante a la estructura de la poblacion, respuesta inmunolégica o variabilidad
genetica deben ser incluidas en modelos epidemioldgicos?, (ii) ¢Qué tan relevante es el

modelo esquematizado?

Una epidemia, la cual actta sobre una corta escala de tiempo puede ser descrita como un
brote repentino de una enfermedad que infecta a una porcion sustancial de la poblacion
en una region antes de que desaparezca. Usualmente las epidemias dejan a muchos
miembros sin contagiar. A menudo estos brotes pueden ocurrir con intervalos de varios
afios entre cada nuevo brote, posiblemente disminuyendo la severidad en la poblacion
conforme se desarrolle algin tipo de inmunidad. Esto es un aspecto importante de

conexion entre las epidemias y la evolucion de las enfermedades.

Nosotros formulamos nuestra descripcion como modelos compartimentados, con la
poblacién bajo estudio siendo dividida en compartimentos y con suposiciones acerca de
la naturaleza y razon de tiempo de transferencia de un compartimiento a otro. Las
enfermedades que confieren inmunidad tienen diferente estructura de comportamientos
que las enfermedades sin inmunidad y de las enfermedades trasmitidas por vectores. Las
proporciones de transferencia entre compartimientos se expresan matematicamente como
derivadas con respecto al tiempo del tamafio del compartimiento, y como un resultado de
nuestro modelo es formularlo inicialmente con Ecuaciones Diferenciales. Posteriormente
se estudiaran modelos en los cuales la proporcion de transferencia depende del tamafio de
los compartimientos en el pasado asi como en el presente, tipos mas generales de
ecuaciones funcionales tales como ecuaciones diferenciales en diferencia o ecuaciones

integrales seran usadas.



1.2 Un Modelo Epidémico que Produce Inmunidad

Quizas la primera epidemia en ser examinada desde el punto de vistas del modelaje fue la
Gran Plaga de Londres (1665 - 1666). La plaga tiene una secuencia de brotes iniciando en
el afio de 1346 desde que llego a ser conocida como la Muerte Negra. Esto se identifica
ahora como la Peste Bubdnica que realmente habia invadido Europa a comienzos del
siglo VI durante el regimen del emperador Justiniano del Imperio Romano y continto
por mas de tres siglos después. La Gran Plaga mato cerca de 1/6 de la poblacion de
Londres y la Universidad de Cambridge fue cerrada por dos afios, Isaac Newton, que
estaba estudiando en el momento tuvo que regresar a su casa y mientras en el exilio él
tuvo uno de los periodos cientificos mas productivos de cualquier ser humano en la

historia. EI descubri6 la Ley de la Gravitacion entre otras cosas durante este periodo.

Los rasgos caracteristicos de la Gran Plaga eran que aparecia bastante de repente, crecia
en intensidad y entonces desaparecia dejando parte de la poblacion intacta. Los mismos
rasgos han sido observados en muchas otras epidemias, enfermedades fatales y en

enfermedades cuyas victimas recuperan con inmunidad.

En el siglo XIX las invasiones persistentes de cdlera mataron mucha gente en la India. La
epidemia de la Influenza de 1918-1919 mat6 a 20 millones de personas, méas de la mitad
en Estados Unidos. Unas de las preguntas que primero atrajo la atencién de cientificos
interesados en el estudio de enfermedades transmisibles fue el ¢Porqué algunas
enfermedades repentinamente podrian desarrollarse en una comunidad y entonces
desaparecer repentinamente sin infectar a toda la comunidad? Uno de los primeros
triunfos de la matematica epidemioldgica era la formulacion de modelo simple que

tuviera una conducta similar a la conducta observada en las innumerables epidemias.

Para el modelaje de epidemias se dividio a la poblacion estudiada en tres clases: S, I, y R.
Donde: S (t) Denota el numero de individuos que son susceptibles a la enfermedad, es

decir no estan infectada todavia en un tiempo t. | (t) Denota el nimero de individuos



contagiosos capaces de expandir la enfermedad por el contacto con susceptibles. R (t)
Denota el ndmero de individuos que después de haber estado contagiados se han

recuperado, pero tiene la posibilidad de volverse a contagiar.

La recuperacion es realizada por el aislamiento del resto de la poblacion, por la
inmunizacion contra la infeccion, por la recuperacion de la enfermedad con inmunidad
total o por la muerte causada por la enfermedad. Estas caracteristicas de miembros
recuperados son diferentes desde una perspectiva epidemioldgica pero son a menudo
equivalentes desde el punto de vista de la modelacién matematica que tiene en cuenta
solo el estado de un individuo en lo que concierne a la enfermedad. En la formulacién de
modelos en términos de los derivados de los tamafios de cada compartimiento se asume
que el nimero de miembros en un compartimiento es una funcion diferencial con
respecto al tiempo. Esto puede ser una aproximacion razonable si hay muchos miembros

en un compartimiento pero es ciertamente sospechoso en otro caso.

En estos modelos como ecuaciones diferenciales, se considera también que el proceso
epidémico es deterministico, es decir, que el comportamiento de una poblacion esta
completamente determinada por esta historia y por las reglas que gobiernan el desarrollo
del modelo. Para compartimientos de tamafio pequefio el comportamiento puede verse
fuertemente influenciado a través de perturbaciones arbitrarias, y otros tipos de modelos

como el estocastico puede ser el mas apropiado.

El modelo propuesto por Kermack y McKendrick en 1927 tiene el objetivo de
caracterizar la dinamica de un solo brote epidémico bajo condiciones muy particulares.
Se supone que hay una enfermedad muy contagiosa (influenza, catarro, sarampion, etc.)

en la cual dada una poblacion inicial al tiempo t, N(t) los individuos susceptibles al
tiempo S(t) se infectan por medio de contactos con los infectados o contagiosos I (t)

antes de que se recuperen R(t). Esdecir si N(t)=S(t)+ I(t)+ R(t) entonces:
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S(t)
N(t)
1®
N(t)
R(®)
N(t)

— Da la proporcion de susceptibles al tiempo t.
— Da la proporcion de infectados al tiempo t.

— Da la proporcion de recuperados al tiempo t.

Si se supone que la poblacion es homogénea y que los individuos se mezclan de manera
uniforme a través de contactos. Si dejamos que “C” denota el nimero de contactos

promedio por persona por unidad de tiempo, asi:

cS(t) — Dael numero total de contactos de los susceptibles al tiempo t.

Ademas

SO s 1O g RO

SOV S Ny SN

dan respectivamente la tasa de contactos de los susceptibles al tiempo t con otros
susceptibles, infectados y recuperados respectivamente; bajo la suposicion de que la

mezcla es al azar. Por consiguiente:

es(t) IL((?)

da el numero de contactos con infectados (aqui se suponen infecciosos), pero no todos

estos contactos por unidad de tiempo resultan en infecciones si se supone que solo g
(q € [0,1]), de los contactos con contagiosos resultan en infeccion, se tiene que el

numero de casos de infeccion por unidad de tiempo esta dado por:
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q cS(t)% = B(t) y si f=qc entonces B(t)= g S(t)%

Si ademéas « denota la tasa de recuperacion per capita (es decir la distribucion de tiempo
de estancia en la clase de infectados es exponencial con media 1/a) y se ignora la

mortalidad y la natalidad (no hay demografia) se tiene:

St)| »so> | I (1) |[»a1> | R(1)

Donde:
ds |
—=—-f3S— S'=—4SlI
dt 'BN P
ﬂ—,BSL—aI - "= Sl —al
d "N Bl '
dR
dt

De lo que se obtiene:
d d .
E(S(t)+ )+ R(t))= p N(t)=0,es decir N(t)=K es constante.

El modelo se convierte en un modelo en dos dimensiones

ds |
> __BS—
&= PN
dl |

d o ss!_a
& PPN

R=K—S(t)-1(t)
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La primera pregunta que se puede hacer es que si la enfermedad puede 6 no prosperar.
Una manera simple de contestar esta pregunta es la siguiente: Si K es muy grande,

pensemos en una situacion cuando S(0)~ Ky 1(0) pequefio. En este caso en (0,d),
0 pequefio tenemos:

dl |
A gkl _al
g = PR e

dl
—=(f-a)l
el Chal))
resolviendo la ecuacion diferencial por variable separables resulta que:
I(t) = 1(0)e”*" dondete (0, &)

Por lo tanto I(t) tiene un comportamiento exponencial si > «, de otra forma I(t)

tiende a O (la enfermedad desaparece) si <« . Sea

1
Rozﬂ-z

es decir R, es el producto de la tasa efectiva de contacto qc=/4 y 1/a es el periodo

promedio de infeccion.

e Si R,>1 implica que el nimero de infecciones secundarias generadas por un
individuo “tipico” infectado (1(0)=1) en una poblacion de susceptibles
(S(0) = K) es mayor que uno, y en este caso hay una epidemia.

e Si R, <1 implicaque 1(0)— 0 no hay epidemia.

El modelo anterior se basa en las siguientes suposiciones:
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Q) Una infeccion promedio hace contacto suficiente para transmitir una infeccion

con AN por unidad de tiempo donde N representa el tamafio de la poblacion

(i) Un fragmento « de infectados deja la clase de los infectados por unidad de
tiempo.
(ili)  No hay entrada ni salida de la poblacion, excepto la posibilidad a través de la

muerte por causa de la enfermedad.

De acuerdo con (i), la probabilidad de un contacto al azar de un susceptible con un
infeccioso, quien puede transmitir la infeccion es S/ N, el nimero de nuevas infecciones

por unidad de tiempo es (AN)(S/N)I =p8SI. No necesitamos de una expresion

algebraica para N pero debemos denotar que para una enfermedad que es fatal a todos
los que son infectados N =S+ 1, mientras que una enfermedad en la cual todos los
miembros infectados se recuperan con algin tipo de inmunidad N=S+1+R. La
hipétesis (iii) realmente dice que la escala de tiempo de la enfermedad es mucho mas
rapida que la escala de tiempo de nacimientos y muertes para que el efecto demografico
en la poblacion pueda ignorarse. En (ii) requiere una explicacion matematica mas plena
de como la tasa de recuperacion es proporcional al nimero de infecciosos. Considere el
cohorte (un grupo de individuos que tiene un factor estadistico como por ejemplo la edad)

quienes fueran infectados en una cierta época, y sea u(s) el numero de los que todavia

son contagioso por unidad de tiempo s. Si una fraccion « de la clase de infectados sale
por unidad de tiempo, entonces:

u'(s) =—au

y la solucidn de esta ecuacion diferencial elemental es:

u(s) =u(0)e ™
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asi, s es la fraccion de infectados que dejan de estarlo por unidades de tiempo es e™*°,

de modo que la longitud del periodo de infeccion sea distribuida exponencialmente con
media J.:e*"‘S =1/, y esto es lo que en la hipotesis (ii) realmente se asume. La

suposicion de que la tasa de contacto es proporcional al tamafio de la poblacion N con
una constante de proporcionalidad g y de una tasa de recuperacion con distribucion
exponencial es realmente simple. Después se consideraran modelos mas generales pero el
propdsito es mostrar lo que puede ser deducido de modelos sumamente simples,
resaltando que en la exhibicion de muchos modelos realistas tendran un comportamiento
cualitativamente similar. En nuestro modelo, R queda determinado por S ypor | vy
podemos descartar la ecuacion para R’ del modelo dejando el sistema con dos
ecuaciones

S'=-pSI L.1)

I'=(BSI —a)l

El sistema es imposible de resolver analiticamente pero se puede aprender algo sobre la

conducta de sus soluciones por el acercamiento cualitativo siguiente.

Mientras si S(0)>a/ S, | primeramente crece hasta llegar a un maximo logrando
cuando S =ea/ f y entonces decrece hasta llegar a cero. Ahora si se piensa en introducir

un numero pequefio de infectados dentro de una poblacién de susceptibles y nos interesa

preguntar si habra una epidemia. La cantidad de S/« es una cantidad umbral, llamada el
numero basico reproductivo R,, el cual determina si hay 6 no una epidemia).

Resolviendo para S y | como funciones de t, se dividen las dos ecuaciones del modelo

para obtener:
r_d _(BS-al__, a
S" dS —-pSI pS

integrando para encontrar las orbitas (curvas en el plano (S, 1 ) o plano fase)
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a | _ a dS
| ZJ.[—].-FEj = j—dS +E J.?
| =-S +%Iog8+c ; € constante (1.2)

Otro modo de describir las orbitas es definir la funcion

V(S 1)=5+1-Zlogs =¢
B

note que cada orbita es una curva dada implicitamente por la ecuacion: V (S, I )= C, para

alguna constante c. La constante ¢ esta determinada por los valores iniciales S, 1, de

S e | respectivamente es decir

c:v(so,|0):s;0+|0—%logs0

Se piensa una poblacion de tamafio K en la cual se introduce un nimero pequefio de

infectados, tal que S,~K , 1,0 y R,=pK/a. Si se usa el hecho que
!im I(t)=0,ysea S, :!im S(t), entonces la relacion de V (S,,1,) =V (S,,0) esta dada
por:

(04 o
K—-—logS,=S_ ——log$S,,
g p

para lo cual obtenemos una expresion para «/ f en términos de cantidades que pueden

ser medidasde S, y S, sabiendo

16



Iogi
b__35 (13
a K-S

o0

Notamos para (1.3), que 0<S_ <K esto es parte de la poblacion que se escapa de la
infeccion. Generalmente es dificil estimar la tasa de contacto S que dependa de la

enfermedad particularmente en estudio pero también puede depender de factores sociales

y conductuales. Las cantidades S, yS, pueden ser estimadas por estudios Serologicos

(la medida de respuestas inmunes en muestras de sangre) antes y después de la epidemia

y para el dato que equivale al nimero reproductivo basico R, puede ser estimado usando

(1.3).

El nimero bésico de infectados en algun tiempo es el numero de infectados cuando la

derivada de | escero ycuando S =c«/ . Este maximo esta dado por:
(04 a o o
lpax =Sp +1,——109S, ——+—log— (1.4)
Y BT BBR

obtenido al sustituir S=a/g,1 =1_,, en (1.2)
1.3 Modelo para Enfermedades que no Producen Inmunidad

El modelo en la seccion anterior, es un ejemplo de modelo en el cual la poblacién esta
dividida en diferentes compartimientos y la transicisiones entre compartimientos es
modelada. Esto se describe como un modelo SIR. (como el sarampidn) o con la muerte
por la enfermedad (como las plagas, la rabia y otras enfermedades de animales). Otro tipo

de modelo es el SIS en el cual los infectados retornan a la clase de los susceptibles y la
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recuperacion de la enfermedad no confiere inmunidad contra la reinfeccion. Tales
modelos son apropiados para la transmision de enfermedades por bacterias o por agentes
vectores y mas por las enfermedades que se transmiten sexualmente (incluye la gonorrea
pero no la enfermedad del SIDA la cual no tiene recuperacion). EIl modelo SIS mas

simple es debido a Kermack y Mc Kendrick (1932), el cual es

S'=—BSl +l 15
I’ = BSI -yl

Lo que difiere del modelo SIR es que los recuperados retornan nuevamente a la clase de

los susceptibles S con unatasade /4 en lugar de quedarse en la clase de recuperadosR .
La poblacion total S+ 1 es constante, por lo tanto (S+ I )'=O , 'y llamamos a esta

constante K ; algunas veces el tamafio de la poblacién es medido usando K por unidad
de tiempo tal que el tamafio de la poblacién es 1. Podemos reducir el modelo a una
singular ecuacion diferencial, reemplazando S por K—1 , en la segunda ecuacion del

modelo (1.5) obteniendo:

"= BI(K ~1) =71 = (BK ~ )| - I

I'= (K-l |1-—— | (1.6)
7
;

Como (1.6) corresponde a una ecuacion diferencial logistica con r=K—-y y con
L=K—y/ £ nuestro resultado cualitativo nos muestra que si K-y <0 (pK/y<1),

entonces todas las soluciones del modelo (1.6) con valores iniciales no negativos

exceptuando la constante de la solucion | =K —3/y se aproxima al limite cero cuando
t — oo, mientras si SK/y >1, entonces todas las soluciones con valores iniciales no

negativos exceptuando la constante 1 =0 se aproxima, al limite de K—y/f£>0
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cuando t—>oo. Asi hay siempre un solo valor limitativo para | pero el valor de la

cantidad de BK/y se aproxima sin tomar en cuenta el estado inicial de la enfermedad.
En términos epidemiologia esto significa que si la cantidad SK/y <1 la infeccion

muere en el sentido que el nimero de infectados se aproxima a cero. Por esta razon el
equilibrio | =0, al cual le corresponde S = K es llamado equilibrio libre de enfermedad.

En otro caso si la cantidad SK/y >1 excede de uno la infeccion persiste. El equilibrio de

| =K —y/p al cual corresponde S =y/ /3 es llamado equilibrio endémico.

Como se ha visto previamente la cantidad sin dimension  SK/y es el numero basico
reproductivo o el nimero de contacto de la enfermedad denotado usualmente por R, .

Estudiando enfermedades contagiosas, la determinacion del nimero basico reproductivo
es invariablemente un primer paso. El valor uno para el numero bésico reproductivo
define un umbral el cual cambia segln el curso de la enfermedad entre la desaparicion y
la persistencia. Ademés si SK es el nimero de contactos hechos por un promedio de

infectados por unidad de tiempo y 1/ es un periodo corto de la infeccion, R, representa
el numero promedio de infecciones secundarias causadas por cada infectado durante el
curso de la infeccion. Asi que intuitivamente si R, <1 la infeccion deberia de
extinguirse, mientras si R, >1 la infeccion deberia establecerse por si misma. Si hay

muertes debido a la enfermedad se viola esta suposicion, y seria necesario el uso de un

sistema bidimensional como modelo.

1.4 Modelos con Efectos Demograficos.

El sarampion es una enfermedad para la cual los equilibrios endémicos han sido
observados en muchos lugares, frecuentemente con oscilaciones sostenidas cerca del
equilibrio. Como la recuperacion para el sarampion provee inmunidad permanente, los
modelos SIS visto anteriormente son inapropiados. EI modelo epidémico de la seccion

(1.2) asume que la escala de tiempo de la epidemia es corto en relacién con la escala de
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tiempo demogréafica parte que los efectos demograficos pueden ser ignorados. Para el
sarampidn, sin embargo, la razén de la naturaleza endémica de la enfermedad es que hay
un flujo de nuevos miembros susceptibles a la poblacion, y para tratar de modelar esto se
debe incluir nacimientos y muertes en el modelo. La forma mas simple de incorporar
nacimientos y muertes en un modelo de una enfermedad contagiosa es asumir un nimero
constante de nacimientos igual a un nimero constante de muertes por unidad de tiempo a
fin de que el tamafio demografico de la poblacién total permanezca constante. Esto es,
por supuesto factible si no hay muertos debido a la enfermedad. En paises desarrollados,
tal supuesto es plausible por que hay pocas muertes por sarampion. En paises menos
desarrollados hay a menudo una tasa de mortalidad muy alta y por consiguiente hay otro
tipo de supuestos. La primera tentativa de formular un modelo SIR con nacimientos y
muertes que describiera la enfermedad del sarampion fue dada por H.E. Soper (1929)

quien asumio una tasa constante de natalidad xKen la clase susceptible y una tasa

constante de mortalidad xK en la clase de recuperados.

Tal modelo es:
S'=-pSl + uK
I'= S —y1
R=y1-uK

El modelo de Soper es biolégicamente poco satisfactorio por que la vinculacién de
nacimientos susceptibles y la muerte de miembros recuperados eran irrazonables. El
modelo es inapropiado mateméticamente porque si R(0) e 1(0) son suficientemente
pequefios, entonces R(t) sera negativo. Para cualquier enfermedad que va a ser modelada
es esencial que el problema tenga una postura adecuada en el sentido que el nimero de
miembros en cada clase sea no-negativo. Un modelo de Kermack y McKendrick (1932),
incluye nacimientos en la clase susceptible proporcionales al tamafio total de la
poblacién y una tasa de muertes en cada clase proporcional al nimero de miembros en la
clase. Este modelo permite que el tamafio de la poblacion total crezca exponencialmente

0 muera exponencialmente si las tasas de natalidad y mortalidad son diferentes. Es
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aplicable a las preguntas de que si realmente una enfermedad controlara el tamarfio de una
poblacién que de otra manera creceria exponencialmente. VVolveremos a tratar mas
adelante ya que es importante en el estudio de muchas enfermedades en paises menos
desarrollados con altos tasas de natalidad. Por el momento continuara un planteamiento
mas apropiado sugerido por Hethcote (1976) en el cual el tamafio de la poblacién es

constante sosteniendo que la tasa de natalidad y mortalidad son iguales. Tal modelo es:

S'=—/I + p(K —9)
I'= &SI — A — 1
R'=pA — 1R

Por que S+ 1+ R =K, podemos eliminar R y considerar un sistema en dos dimensiones

S'=—pSI + u(K —S)
|'= Sl —y1 — ul

Examinemos de una forma mas general el modelo SIR con nacimientos y muertes para
una enfermedad que puede ser fatal para algunos infectados. Para tal enfermedad la clase
de los miembros recuperados R deberia contener solo miembros recuperados; un modelo
plausible para una enfermedad que sea fatal para algunos infectados debe permitir a la
poblacidn total variar con el tiempo.

Sea el modelo:

S'=uK - Sl —uS

I'= Sl —ul —al -yl (1.7)
R'=yl-uR
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con un numero constante de nacimientos 4K por unidad de tiempo, una tasa proporcional
de mortalidad x a cada clase, una fraccibn « de contagiosos que se mueren por la
infeccion y un fragmento y de infectados que se recuperaron con inmunidad contra la

reinfeccion. En este modelo si « >0 el tamafio de la poblacién total no es constante y
K representa la capacidad de carga o un posible méximo en el tamafio de la poblacion.
Como el caso en que « =0 se puede descartar la tercera ecuacion pero el razonamiento
es algo diferente. Con las dos primeras ecuaciones determinamos S e | y entonces con
la tercera ecuacion se determina R una ves conocido S e | . Esto es posible por que R
no estd presente en las dos primeras dos ecuaciones. Analizando el modelo (1.7)
cualitativamente se hacen algunas inferencias o predicciones, las cuales se siguen del
modelo sobre la inmunidad de grupo, edad promedio de infeccion y un periodo inter
epidémico. Estas inferencias pueden ser de valor para probar el modelo o en la
estimacion de los pardmetros. Este método involucra la identificacion del equilibrio
(soluciones constantes) y entonces se determina la estabilidad asintética para cada
equilibrio. Para encontrar el equilibrio del sistema, las dos ecuaciones se igualan a cero.
(resultando un factor algebraico que da origen a dos alternativas)

La primera situacion es cuando | =0 en la cual la enfermedad tiene un equilibrio libre y

la segunda es cuando SS=pu+y+a la cual da un equilibrio endémico o cuando
LS=u+y+a< PK.Si | =0 laotraecuacion es S = K . Para el equilibrio endémico la
primera ecuacion esta dad por:

LS
u+y+a p

se puede linearizar cerca del equilibrio (S ) dejando que y=S-S_y z=1-1_y

oo’loo

escribiendo el nuevo sistema en términos de las nuevas variables y y z y reteniendo solo

las condiciones lineales en la expansion de Taylor. Obtenemos un sistema de dos

ecuaciones diferenciales lineales,

y'=—(Bl.+u)y-pS,z
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2'=ply+(BS,—u—y-a)z

este sistema lineal tiene una matriz de coeficientes

(—ﬂlw —u -BS., j

A,  BS.-u-y-a
se buscan soluciones cuyas componentes sean multiplos constantes de e* ; esto significa
que 4 es un valore propio de la matriz de coeficientes. La condicion que todas las
soluciones de la linearizacion sobre un equilibrio tienda a cero cuando t — o0 es que
todos los valores propios de la matriz de coeficientes tengan parte real negativa. En el
equilibrio libre de enfermedad la matriz es

—H -pK
0 pK-pu-y-«

la cual tiene los valores propios —u y SK—-u—y—a, asi el equilibrio libre de
enfermedad es asintGticamente estable si K< u+y+a y es inestable cuando
PK> u+y+a. Note que la condicion de inestabilidad del equilibrio libre de

enfermedad es una condicion de existencia para el equilibrio endémico. En general, la
condicion de que los valores propios de una matriz 2x2 tengan parte real negativa es que
el determinante sea positivo y la traza (la suma de los elementos de la diagonal) sea

negativa. Como S, = u+y+a en el equilibrio endémico, la matriz de la linearizacion

en el equilibrio endémico es

[_m‘”—” _ﬁs“’j (1.9)
Bl 0
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y esta matriz tiene determinante positivo y un traza negativa. Asi el equilibrio endémico,

si existe uno es siempre asintoticamente estable. Si la cantidad:

R -—PK _K (110
H+y+a S,

es menor que uno, entonces el sistema tiene solo el equilibrio libre de enfermedad y este
equilibrio es asintdticamente estable. Si la cantidad R, es méas grande que uno, entonces
el equilibrio libre de enfermedad es inestable, pero hay un equilibrio endémico que es

asintoticamente estable. Ademas la cantidad R, es el nimero basico reproductivo. Esto

depende particularmente de la enfermedad (determinando los pardmetros de y y ) y la
tasa de contacto la cual depende de la densidad de la poblacién en la comunidad que
inicialmente se ha comenzado a estudiar. EI modelo de una enfermedad exhibe el
comportamiento del umbral. Nuestro primer modelo también exhibié un comportamiento
umbral pero de un tipo ligeramente diferente. Para este modelo, el cual fue un modelo
SIR, sin nacimientos ni muertes naturales, el umbral se distingui6 entre la extincion de la

enfermedad y una epidemia.

El modelo SIR y el modelo SIS ambos con nacimientos y muertes dan un soporte al
equilibrio endémico. Esto sugiere ser un requisito para que un equilibrio endémico sea el
flujo de nuevos miembros susceptibles, a través de nacimientos o de una recuperacion sin
inmunidad permanente. Si sumamos las tres ecuaciones del modelo (1.7) se obtiene

N'=uK—-uN-al

donde N =S+1+R. De esto se observa que el equilibrio endémico N=K—-a/ul yla

reduccion demografica para la capacidad de carga K es
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a aK a

o opty+a

El parametro « en el modelo SIR puede ser considerado para describir el sistema
patoldgico de la enfermedad. Si « es grande es menos probable que R, >1. Si a es

pequefio entonces el equilibrio endéemico de la poblacion total esta préximo a la

capacidad de carga K de la poblacion.

Algunas predicciones implicadas por este modelo acerca de aspectos cualitativos de la

expansion de la enfermedad son los siguientes.

1. La Inmunidad Grupal. En el orden de prevenir una enfermedad antes de que llegue a
ser endémica es necesario reducir el numero bésico reproductivo debajo de uno. Esto
puede ser logrado algunas veces por la inmunizacion. Un fraccion p de K, de
miembros recién nacidos por unidad de tiempo de la poblacién son exitosamente
inmunizados, el efecto de esto es reemplazar K por K(1— p) vy asi reducir el nimero

basico reproductivo para R,(1— p). Esto requiere que: R,(1-p)< 1 dado que

1-p<1/R, 0

1
>1-—
P R

0
Una poblacion se dice que tiene inmunidad grupal si una fraccion bastante grande ha
sido inmunizada para asegurar que la enfermedad no se vuelva endémica. La uUnica
enfermedad que se ha observado a nivel mundial fue la viruela, en la cual R, era
aproximadamente 5 tal que requiri6 el 80 % de inmunizados, proporcionando la
inmunidad grupal. Para la epidemia del sarampion los datos epidemiologicos de Estados
Unidos indicaron que R, para la poblacion rural alcanz6 un rango entre 5.4 y 6.3,
requiriendo la vacunacién del 81.5% a un 84.1 % de la poblacién. En las areas urbanas

el rango de R, se encontrd entre 8.3 a 13.0 requiriendo la vacunacion del 88.05% a un
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92.3% de la poblacion. En Gran Bretafa el rango de R, se encontro entre 12.5 a 16.3 y

requirié la vacunacion del 92% al 94% de la poblacion. La vacuna para prevenir el
sarampidn no siempre es efectiva, y las campafias de vacunacion no siempre logran cubrir
toda la poblacion. Como resultado, la inmunidad grupal contra el sarampion no ha sido
aun lograda. Desde que la viruela es vista de una forma més seria es precisé inmunizar un
porcentaje mayor de la poblacion y por lo tanto la inmunidad grupal es alcanzable para
viruela. De hecho la viruela ha sido casi eliminada en algunas partes del mundo; el altimo
caso conocido fue en Somalia en 1977 y ahora el virus es mantenido Unicamente en
laboratorios. La erradicacion de la viruela fue mas dificil de lo que se esperaba ya que se
logra una tasa alta de vacunacion en varios paises pero no en todas partes del mundo y la
enfermedad siempre persiste. La erradicacion de la viruela fue posible Unicamente

después de una campafia intensiva de vacunacién a nivel mundial. [Hethcote (1978)].

2. Edad de Infeccion. En el orden de calcular el nimero basico reproductivo R, para una
enfermedad, se necesita conocer el valor de los pardmetros u,y ya, los parametros g,y
ya, pueden ser usualmente medidos experimentalmente, pero la tasa de contacto f es
dificil determinarla directamente. Hay una manera indirecta para estimar R, en términos
de la esperanza de vida y la edad media de infeccion. Consideremos un Cohorte por afios
de miembros de una poblacion nacidos en algun tiempo t, y sea a la edad de los
miembros del cohorte. Si y(a) representa un fragmento de miembros del cohorte de
quienes sobreviven a la edad a, entonces suponemos que una fraccion u de la poblacion
muere por unidad de tiempo lo que significa que y'(a) = -« y(a). Ademas si y(0) =1
resolvemos la ecuacion diferencial de primer orden con valor inicial y obtenemos la
solucién y(a)=e™*. La fraccion que muere (exactamente) a la edad a es
—y'(a) = uy(a), lo que significa que el intervalo de duracion de la vida media es la edad

promedio de la muerte, lo cual es:
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[ at-y'(@)da

y si integramos por partes nos encontramos que esta esperanza de vida es
I: a[y'(a)]da= [ay(a)]0 + I: y(a)da = j: y(a)da

Ademas y(a)=e“, esto se reduce a 1/ u. De modo que la esperanza de vida denotada

por L, se puede escribir

La tasa a la que sobreviven los miembros susceptibles de la poblacion a volver a
infectarse a la edad a, tiempo t,+a es Sl(t,+a). Asisi z(a) es la fraccion de la edad

del cohorte viva y todavia susceptible a la edad a. La solucion de esta ecuacién

diferencial de primer orden lineal esta dada por

{;mj: Al (to+b)db} - joa Bl (ty+b)db

z(a)=e =y(a)e

La longitud media de tiempo en la clase susceptible para miembros que puedan volver a

contagiarse u opuesto a morir mientras que aun son susceptibles, es

T —[*BI(t,+b)db
_[e mto da

0
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y esta es la edad media en la cual los miembros vuelven a infectarse. Si el sistema tiene

un equilibrio 1_, esta integral puede ser evaluada, y la edad media de la infeccion,

o !

denotar por A, esta dada por

A= ]ﬁe‘ﬁ'wada Lt
> Pl

o0

para nuestro modelo se debe encontrar el equilibrio endémico

y esto implica que

Esta relacion es muy usual para estimar el nimero basico reproductivo. Por ejemplo en
algunas comunidades urbanas de Inglaterra y Wales entre1956 y 1969 la edad promedio
para contraer el sarampion estuvo en los 4.8 afios. Si la esperanza de vida promedio se

asume que es de 70 afios esto indica que R,= 15.6. La relacion entre la edad en que se

puede contagiar y el nimero bésico reproductivo indica que se miden las inoculaciones,

las cuales reducen R,, aumentando la edad promedio en la infeccion. Para tal enfermedad

como la rubéola, de quien se conocen efectos mas serios en adultos que en nifios, indica
que es mas peligrosa de lo que se consideraba. Mientras que el nimero de casos
inoculados en nifios decrece, aumenta el peligro de la enfermedad para los que no han
sido aun inoculados o para quien la inoculacién no ha sido exitosa. No obstante el
numero de casos de contagio disminuye, aunque una fraccion de casos de gente mayor

aumentara.

3. El periodo de Inter-epidémico. Muchas enfermedades de infancia como el sarampion,

tos, varicela, la difteria y la rubéola exhiben variaciones de afio en afio en el nimero de
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casos. Estas fluctuaciones son frecuentemente oscilaciones regulares, sugiriendo que las
soluciones del modelo podrias ser periddicas. Esto no esta de acuerdo con la prediccion
del modelo que se tiene, sin embargo no seria inconsistente que la solucion de la ecuacion
caracteristica, la cuél es conjuga compleja con una pequefia parte real negativamente
corresponda a oscilaciones cercanas al equilibrio endémico. Tal comportamiento podria

significar un brote epidémico. Si los valores propios de la matriz linearizada sobre el
equilibrio endémico son —u+iv, donde —i* =1 entonces las soluciones son de la forma
Be™ cos(vt+C) las cuales tiene una “amplitud” que decrece por Be™ y son de
periodo 2= .Para el modelo (1.7) recordamos que de (1.8) el equilibrio endémico que
tenemos es

Bl+u=uRy, pS, =u+y+a

y para (1.9) la matriz de la linearizacion es

—uR,  —(uty+a)
#(R,-1) 0

Los valores propios son las raices de la ecuacion cuadratica
A+ uR A+ u(R,—)(u+y+a)=0

en la cual la solucion esta dada por:

_ —HR 1R —4u(R, ~)(u+7 + )
2

En un periodo de contagio 1/(y+a) que es mas corto que la duracion media de la vida

A

1/ u¢, podemos desechar los términos que son cuadraticos en x . Asi los valores propios

son aproximadamente

29



—uRy + -4 u(R, Dy + )
2

y esto es un complejo con parte imaginaria \/,u(Ro -)(y+«). Esto indica que las

oscilaciones tiene un periodo aproximadamente de

27
JuR, ~)(y +a)

Usamos la relacion entre y(R0—1)=uL/A y el periodo contagioso 7=1/(y+«)

observamos que el periodo inter epidémico T es aproximadamente 27+ Ar . Asi, por
ejemplo, para los brotes de sarampion que se repiten con un periodo contagioso de 2

semanas o de 1/26 afio en la poblacion con una esperanza de vida de 70 afios, R, es
estimado como 15, esperariamos que los brotes se espaciaran 2.76 afios de separacion.

También, como la “amplitud” en el tiempo t es e ™ la dislocacion maxima para el

equilibrio es multiplicada por un factor e ®®@7/70

=0.55 sobre cada ciclo. De hecho,
muchas observaciones sobre los brotes del sarampidn indicaron menos amortiguacion en
las oscilaciones, sugiriendo que debe haber influencias adicionales que no son incluidas
en nuestro modelo simple. Para explicar que las oscilaciones estan cerca del equilibrio
endémico es necesario un modelo mas complicado y posiblemente asumir variaciones
estacionales en la tasa de contacto. Estas suposiciones son razonables para una
enfermedad de infancia ya que comunmente en la escuela se transmiten de forma

directamente por contacto, especialmente en el invierno o en los climas frios.

4. “Epidemia”. Acercamiento al equilibrio endémico. En el modelo (1.7) la escala de

tiempo demogréfica describe las tasas de natalidad y muerte natural uK,« vy la escala

de tiempo epidemioldgica describe la tasa de recuperacion (a+y) para la clase de los
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infectados que puede ser substancialmente distinta. Por ejemplo. Pensemos en una tasa

natural de muerte «=1/75 correspondiente a la esperanza de vida de 75 afios y los
pardmetros epidemioldgicos a =0 y y =25 describe una enfermedad para la cual todos

los infectados se recuperan después de un periodo corto de infeccion de 1/25 afios o lo
equivalente a dos semanas. Si se supone que la capacidad de carga K =1000 y se toma
£ =0.1 indicando que el promedio de contactos con infectados por afio es (0.1) (1000)
=100. Entonces R,=400 vy el equilibrio endémico esta dado por: | =.040
S,=250.13 R, =749.47, este equilibrio es globalmente asintéticamente estable y es
aproximado a cada estado inicial. Sin embargo si se toma S(0)=999, 1(0)=1,
R(0) =0 simulando la introduccion de un solo contagioso en una poblacion susceptible y
solucionando el sistema numéricamente se encuentra que el nimero de los infectados
crece agudamente hasta alcanzar un méximo de 400 y después disminuyen a casi cero en
un periodo de 0.4 afio, 0 a cerca de 5 meses. En este intervalo de tiempo la poblacion
susceptibles disminuye a 22 y luego comienzan a aumentar, mientras el recuperados
(recuperado e inmune contra la nueva infeccion) aumenta a casi 1000 y luego comienzan
una disminucion gradualmente. El tamafio de la epidemia inicialmente no se podria haber

predicho del anélisis cualitativo del sistema (1.7). Por otra parte, desde que u sea tan
pequefio comparado a otros parametros del modelo, se puede sustituir x , y reemplazarlo

por cero en el modelo. Si hacemos esto, el modelo se reduce al modelo epidémico simple

de Kermack-McKendrick (sin nacimientos y muertes) de la seccion 1.2.

Si se sigue el modelo sobre un intervalo de tiempo mas largo se encuentra que la
poblacién susceptible crece a 450 después de 46 afios, entonces decrece a 120 durante
una pequefia epidemia con un maximo de 18 infectados y exhibe ampliamente que la
epidemia disminuye de tamafio. Esto toma un tiempo muy lago antes que el sistema
venga cerca del equilibrio endémico y le permanezca en el. Inicialmente la epidemia que

estaba conformada era a menudo observada en la practica, como cuando una infeccion es
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presentada en una poblacion sin la inmunidad, como la viruela que infecto a los aztecas

por la invasién de Cortéz.

Si se usa el modelo (1.7) con algunos valores de f,K y u pero tomando a=25,7=0
para describir una enfermedad que es fatal a todo el infectados, se obtienen resultado muy
similares. Ahora la poblacion total es S + 1, la cual disminuye de un tamafio inicialmente
de 1000 a un minimo de 22 y luego aumenta gradualmente aproximandose al equilibrio
de 250.53. Asi, la enfermedad reduce el tamafio de la poblacion total a 1/4 de su valor
original, sugiriendo que las enfermedades infecciosas pueden tener un efecto grande
sobre poblaciones con alta demografia. Esto es verdadero adin para las poblaciones que

crecen rapidamente en ausencia de una infeccion.

5. El modelo SIS con nacimientos y muertes. Para describir un modelo para una
enfermedad en la cual los infectados se recuperan contra la reinfeccion y que incluya
nacimientos y muertes como en el modelo (1.7), modificamos el modelo (7.7) quitando la

ecuacion para R', y moviendo el términos y1 describe la tasa de recuperacion para los

infectados a la ecuacion para S'. Asi el modelo esta dado por:

S'=—pSl + u(K-=S)+yl

1'= BSl —al — ul -yl (L11)

y describe una poblacién con un numero constante de nacimientos pK por unidad de
tiempo, una tasa de mortalidad 4 en cada clase, con una fraccion « de infectados que
mueren de la infeccion y una fraccién y de infectados que se han recuperado sin

inmunidad contra la reinfeccion. En este modelo, si ¢ >0 el tamafio de la poblacion total
no es constante y K representa la capacidad de carga. El analisis del modelo (1.11) es
similar a lo que se hizo con el modelo SIR de (1.7) excepto que no hay ecuacién para R’

que pueda ser eliminada. La Unica diferencia es el término adicional y| en la ecuacién
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de S' y esto no cambia cualquier resultado cualitativo. Como en el modelo SIR se puede

tener el nimero reproductivo basico

SK K
RO =
U+y+a S,
y si R, <1 el equilibrio libre de enfermedad S=K ,1 =0 es asintdticamente estable,

mientras que si R, >1 hay un equilibrio endémico (S,,1,) con BS =u+y+a y
I dado como en (1.8) es asintoticamente estable. Hay, sin embargo, diferencias que no
se revelan por el analisis cualitativo. Si la escala epidemiologia y demografica son muy
diferentes para el modelo SIR se observa que el equilibrio endémico se aproxima a una
epidemia répida y severa. Lo mismo ocurre en los modelos SIS especialmente si hay un

numero significativo de muertes debido a la enfermedad. Para ambos modelos SIR y SIS

la ecuacion diferencial para | puede ser escrita como:

I'=1[BS—(u+y+a)]=p1[S-S,]

la cual implica que si S excede el valor del equilibrio endémico, | aumenta y es posible

que se observe el comportamiento de una epidemia. Si R, <1 y S <K se sigue que

I'<0 yasi I disminuye. Por lo tanto si R, <1 la epidemia no puede ocurrir.

1.5 LaEnfermedad Como Un Control Demogréfico.

Muchas partes del mundo experimentaron un crecimiento demogréafico en el siglo XVIII.
La poblacion de Europa crecié de 118 millones en 1700 a 187 millones en 1800. En el
mismo lapso de tiempo en que la poblacion de Gran Bretafia aumento de 5.8 millones a
9.15 millones y la poblacion de china aumento de 150 millones a 313 millones [McNeill
(1992)]. La poblacion en las colonias inglesas en Norte América crecieron mucho mas

rapido ya que estaban auxiliadas sustancialmente de inmigraciones, pero la poblacion

33



nativa, la cual habia sido reducida a una decida parte de su tamafio original por las
enfermedades Europeas crecieron no tan rapidamente. Mientras que algunos de estas
poblaciones se incrementaban se podian dar mejoras en la produccion de alimentos y en
la agricultura, aparece un factor importante que es la disminucion de la tasa de
mortalidad debido a las enfermedades la cual descendié agudamente durante el siglo
XVIII; esto es comprensible debido a la inmunidad y el saneamiento, por otra parte la
invasion persistente de los brotes de la peste bubonica que se habian asentado y la de
algun tipo de inmunidad adquirida. Una explicacion para este crecimiento poblacional es
que las severas invasiones de la peste bubdnica tomo control del tamafio de la poblacion,

y cuando este control era suprimido el tamafio de la poblacion crecia rapidamente.

En paises en vias de desarrollo es bastante comdn tener tasas de natalidad y tasas de
mortalidad altas debido a las enfermedades. De hecho cuando la enfermedad muere, las
tasas son reducidas por las mejoras en el cuidado de la salud y el saneamiento igualmente
declina las tasas de natalidad. Asi se asume que el tamafio de la poblacion crecerd
exponencialmente a falta de enfermedades. EI modelo SIR con nacimientos y muertes de
Kermack and Mc Kendrick (1932), incluye nacimientos en la clase susceptible
proporcionales para el tamarfio de la poblacion y una tasa de muerte natural en cada clase
proporcional al tamafio de la clase. Si se analiza un modelo de este tipo con una tasa de
natalidad r y una tasa de muerte natural x<r. Por simplicidad se asume que la
enfermedad es fatal para todos los contagiados con la enfermedad con una tasa de muerte
por la enfermedad «, tal que la clase de los recuperados no exista y el tamafio de la

poblaciénes N =S +1 . Nuestro modelo es:

S'=r(S+1)-BSI - S w12
I'= Sl —(u+a)l

7

para la segunda ecuacion se observa que el equilibrio esta dado cuando 1=0 0

PS=u+a.Si | =0 laprimera ecuacion de equilibrio es rS= xS, la cual implica que
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S =0, ademas r > u. Esto es fécil de ver ya que el equilibrio es (0,0) el cual es

inestable. Lo que realmente puede ocurrir si |1 =0 es que la poblacion susceptible podria

crecer exponencialmente, con un exponente r—u>0. Si  SS=u+a el primer

equilibrio esta dado bajo la siguiente condicion

PAEE —(u+a)l —M:O,
lo que conduce a
(u+o—r)l :LXH“)

Asi hay un equilibrio endémico si se mantiene r<a+ 3, el cual es asintéticamente
estable. Por otra parte, si r >+ £ no hay un valor de equilibrio positivo para | . En este

caso podemos sumar las dos ecuaciones diferenciales del modelo obteniendo
N'=(r—-g)N—al >(r—g)N—aN =(r—u—a)N

y de esto se deduce que N crece exponencialmente. Para este modelo se tiene un
equilibrio endémico asintéticamente estable o que el tamafio de la poblacion crece
exponencialmente. En el caso en que la poblacidn crezca exponencialmente se tiene que

la infeccidn desaparezca 6 crezca exponencialmente el nimero de infectados.
Si sélo los susceptibles contribuyen al tasa de natalidad, se esperar que si la enfermedad

es suficientemente debilitada, el comportamiento del modelo es bastante diferente.

Consideremos el modelo

S'=rS— Sl —uS =S(r— - pl) (13
I'= BSI —(u+a)l = 1(BS - 1—a)
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el cual tiene la misma forma que el modelo de depredador-presa del famoso Lotka-
Volterra en la dindmica poblacional el cual estudiaremos en el capitulo 3. Este sistema
tiene dos equilibrio, (0,0) y un equilibrio endémico ((u+«)/B,(r—u)! 3). Lo que
resulta del analisis cualitativo es que el equilibrio (0,0)es inestable y los valores propios
de la matriz de coeficiente en el equilibrio endémico son imaginarios puros. En este caso
el comportamiento de la linearizacion no necesariamente implica el comportamiento del
sistema completo. Sin embargo, se puede obtener informacion sobre el comportamiento
del sistema por un método que se inician con la aproximacion elemental de separacion de
variables [Ecuaciones Diferenciales de primer Orden de Dennis Zill]. Se comienza con

obtener el cociente de las dos ecuaciones diferenciales

se obtener la ecuacidn diferencial de primer orden separable

dl _1(fS—u-a)
dS  S(r-plI)

la separacion de variables da

la integrando da la relacion

LS+1)-rlogl —(u+a)logS =c

donde c es la constante de integracion. Esta relacion muestra que la cantidad

VS, D=p(+1)-rlogl —(u+a)logS
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es constante sobre cada orbita (la trayectoria de la solucion). Cada uno de estas Orbitas es
una curva cerrada que corresponde a una solucion periodica. Este procedimiento es

paralelo al tratamiento del modelo de Lotka Volterra que se estudiara en el capitulo 3.

Este modelo es el mismo modelo epidémico en la seccidn 1.2 excepto por los términos de
natalidad y mortalidad y en muchos ejemplos la escala de tiempo de la enfermedad es
mucho mas rapido que la escala de tiempo de los procesos demogréaficos. Se puede
observar como el modelo describe inicialmente una epidemia, dejando una pequefia parte
de la poblacion susceptible. Entonces hay un constante crecimiento poblacional hasta
que el namero de susceptible sea bastante grande para que una epidemia pueda ocurrir.
Durante esta etapa de crecimiento, la poblacion de infectados es muy pequefia y los
efectos aleatorios pueden quedar fuera de la infeccion, pero la inmigracion de un nimero
pequefio de infectados eventualmente hard que el proceso se vuelva a repetir. Como
consecuencia, se esperaria recurrentes epidemias. Si se modifica, la parte demogréafica del
modelo para asumir que el crecimiento demografico es limitado en vez de que crezca
exponencialmente en ausencia de enfermedades, el efecto seria de esperar un
comportamiento como el del modelo estudiado previamente, con el equilibrio endémico

aproximado lentamente a un modo oscilatorio si R, >1.
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Capitulo 2

HERRAMIENTAS BASICA PARA TRATAR CON ECUACIONES
DIFERENCIALES Y SISTEMAS DINAMICOS.

2.1 Ecuaciones Diferenciales Ordinarias y Operadores Diferenciales.

Dada la ecuacion de la forma:

dy _
=y @D

dada f(t,y) el problema es encontrar todas las funciones y(t) que satisfagan la ecuacion

diferencial (2.1). Un principio fundamental de las matematicas es reducir el problema
nuevo a la forma de otro problema que ya ha sido resuelto. En realidad la Gnica ecuacion

diferencial de primer orden que es posible resolver es:

dy
i g(t)(2.2)

donde g es una funcion integrable en el tiempo. Para resolver la ecuaciéon (2.2),

simplemente se integran ambos lados con respecto a t y se obtiene
y(t) = [g(t)dt+c.

Por esto, para poder resolver cualquier otra ecuacion diferencial hay que reducirla de

alguna manera a la forma (2.2).
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2.1.1 Ejemplos de Ecuaciones Diferenciales Simples.

Ejemplo 2.1 Dada la ecuacion
y'(t)=f() y(0) =y,

Si la funcion f(t) integrable, entonces podemos encontrar la solucion integrando ambas

partes de la ecuacidn. El lado derecho es integrado de 0 a T vy el lado izquierdo y(0) a

y(M):
Y(T) =Y, + | f (D)t

por ejemplo cuando f (t)=sen(t), resulta que y(t) =y, + (1—cos(t)) .

La mayoria de Ecuaciones Diferenciales de primer orden tienen la forma general

y'(t)= f(t,y), donde el lado derecho dependa de t y y, esta forma es dificil de
solucionar. Si el lado derecho no depende explicitamente de t sino que solo de vy, la

ecuacion es llamada Auténoma.
Ejemplo 2.2 Consideremos la ecuacion lineal autbnoma.
y'(t)=ay, y(0)=y,

La solucion es y(t) = y,e™. Por lo tanto tenemos que aislar la variable independiente t,

de la variable dependiente y antes de que integremos

?t':ayaw:adtalny:auc ; y(T) = ye™
y
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Las soluciones encontradas en estos ejemplos son unicas del problema y existen para

todos los valores de t.
Ejemplo 2.3 Aplicacion de ecuaciones lineales (crecimiento y decrecimiento)

El problema de valor inicial

d
d—i’zkx X(t,) =% (2.3)

En donde k es una constante. En Biologia a menudo se observa que la rapidez con que,
en cada instante, ciertas bacterias se multiplican, es proporcional al nimero de bacterias
presentes en dicho instante. Para intervalos de corto tiempo, la magnitud de una
poblacion de animales pequefios, como de roedores, puede predecirse con bastante
exactitud mediante la solucion de (2.3). La constante k se puede determinar a partir de
la solucidn de la ecuacion diferencial usando una medida posterior de la poblacion en el

instante t, >t

Consideremos el problema:

Se sabe que la poblacion de cierta comunidad aumenta, en un instante cualquiera, con una
rapidez proporcional al nimero de personas presentes en dicho instante. Si la poblacion
se duplica en 5 afios ;Cuanto demorara en triplicarse? ¢Cuanto demorara en
cuadruplicarse?

Solucion:

d—P:kP y P(5)=2P
dt

ap _
dt

Para t =0 se tiene

kP=0 = i(e‘“P):O = e MP=c = P=ce"
dt
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P(t) = Pe"

Si t =5 resultaque k =0.1386, por lo tanto

P(t) = P (2.4)

De la ecuacion (2.4) se responde las preguntas anteriores ;Cuédnto demorara en

triplicarse?

3P _ P e0.1386t
0~ '0

t=_"3 _79.8 (Afios)
0.1386

Ejemplo 2.4 Consideremos la ecuacion no lineal autdnoma

y=y>,  y0)=y,

Podemos escribirla

yly=dt = -—1/yT)+lly,=T o yT)=—o_
1-vy,T

hasta ahora todo se ve bien como antes. Pero en alguna funcién racional podemos
considerar la posibilidad que el denominador sea cero. En este caso la condicion inicial es

positiva, si decimos que y, =2. (Que pasaracon T =1/2? la solucion existe pero no es
Unica para todos los valores de t solo hasta algin tiempo critico T, =1/y, (a menos de

que Yy, =0 en ese caso la solucion es simplemente y(t)=0), para los valores de t >T_,
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las soluciones también existe. No se pueden encontrar las soluciones en un intervalo de

tiempo que contenga a T, .
Ejemplo 3.5 Consideremos la ecuacion no lineal autbnoma
y'(®)=3y**, y(0)=y,

Como antes, nosotros tenemos

1/3

y*Pdy=38dt = 3[y(M] -3y,"=3T = y(T)=(y"+T)’

esta ecuacion indica que si y,=0, la solucién esta dada por y(t)=t>. Podemos

asegurarnos que esta solucién es correcta. Pero por simple inspeccion esta claro que la

ecuacion diferencial y(t)=0 es una solucion que satisfacey,=0. Asi para esta

condicion inicial tenemos dos soluciones.

Las soluciones de las ecuaciones no lineales segun lo visto pueden se Unicas y existir para
todo t, ser Unicas pero existir para valores arriba del punto critico 6 no pueden ser Unicas.

Algunas ecuaciones no lineales pueden no tener solucion.

Para las ecuaciones de la forma y'(t) = f(t,y), la forma de la funcion nos proporciona
informacién. Si f yafét son continuas en alguna region del plano, y si el punto inicial

(t,, Y,) estaen la region, entonces la solucion es Unica en esta region como lo muestra el

ejemplo 2.4
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2.1.2 Campos Direccionales

A menudo podemos ver la solucion de una ecuacion diferencial, sin realmente solucionar
la ecuacion. Hacemos esto representado graficamente el campo direccional.

Consideremos la forma general de la ecuacion:
y'm=~1ty)

Podemos esbozar los caminos de soluciones para la ecuacion como sigue. Escogemos un

punto (t,,y,) y evaluamos en la funcion para determinada el sentido y direccion

mediante en signo, esto se puede hacer esto muchas veces cubriendo una region cuadrada
donde las flechas exterioricen la direccion de las soluciones, dependiendo de las
condiciones iniciales. Este procedimiento podriamos repetirlo, en principio, para cada
punto en el plano, observando que cada ecuacion diferencial asociada a un punto del

plano es un vector direccional. A esto lo conocemos como un Campo Direccional.

Ejemplo 3.6 Mostrar el campo direccional de la ecuacion y'(t) = y>/(1+t*+ y?) donde

se observan dos soluciones.

22 A A AN
B (g S

B
P (g = A S
i D s S N S S

=t i I S S

IR Rl I,

e

Bl o (g e I e S

zzzzzzzz

Figura 1: Muestra el campo direccional de y'(t) = y* /(1+t° + y?).
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Ejemplo 2.7 Consideremos la siguiente ecuacion diferencial y'=x-—y. Graficamos

algunos elementos del campo direccional asociado con esta ecuacion diferencial.

Si interpretamos a la derivada como la pendiente de la recta tangente a la grafica de la
solucion en un punto, vemos que la ecuacién diferencial especifica la pendiente de la

recta tangente a la grafica de la solucion que pasa por un punto determinado.

Por ejemplo f(1,2)es la pendiente de la recta tangente a la grafica de la solucion que
pasa por (1,2), o que satisface la condicion inicial y()=2. En principio podriamos
asociarle al punto (1,2) un vector pendiente f(1,2), que indica el crecimiento de la

solucion en ese punto. (Figura 2)
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Figura 2: Muestra el campo direccional de la ecuacion diferencial y'=X—Y

Podemos apreciar el comportamiento cualitativo de las soluciones pudiendo deducir el
campo direccional sin resolver la ecuacion diferencial. Por ejemplo una conclusion que
podemos obtener, es que todas las soluciones tienden al infinito conforme x tiende al
infinito. Mas especificamente, el campo direccional parece indicar que hay una solucion

cuya grafica es una linea recta; de hecho, parece que y=x-1 es una solucion y otra tipo

parabdlica. (Figura 3)
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Figura 3: Muestra que la ecuacion diferencial posee una solucion lineal pero también hay otra

solucion parabdlica.
2.1.3 Ecuaciones no Lineales

La mayoria de veces tenemos una ecuacion diferencial no lineal que al tratar de
resolverla, no sabemos como encontrar la solucion. Generalmente esto ocurre por que la
integral que necesitamos resolver es muy dificil. Hay ecuaciones no lineales muy
especiales que pueden ser resueltas utilizando algun cambio de variable que transforme la
ecuacién en una que ya se pueda resolver. Un ejemplo de esto es la Ecuacién de
Bernoulli [Jacob Bernoulli (1654-1705)]

y'(t)=7y(t)+e'y’(t), y(0)=y,

Asumamos que y(t) es no cero y realicemos un cambio de variables, sea u(t) =1/ y®(t).
Por la regla de la cadena, las derivadas satisfacen u'(t)=-8y'(t)/y’(t), tal que si

multiplicamos la ecuacion diferencial original por [—8/y9(t)], tenemos

“8y'(t)/ y°(t) = —56/ y*(t) — 8¢'
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En términos de la variable u(t), esto es igual a u'(t) = -56u(t)—8e', u(0)=1/vy;, la
cual es una ecuacion diferencial en términos de u(t) y puede ser resuelta con un cambio

de variable y multiplicandola por un factor integrante. Este tipo de procedimiento se
ensefia a veces en cursos de Ecuaciones Diferenciales Ordinarias (Denis G. Zill), pero
ayuda solamente para ecuaciones que tiene una estructura especificas. En general, no hay

procedimientos generales que se pueda aplicar a las ecuaciones no lineales.

2.1.4 Sistemas de Ecuaciones de Primer Orden

En general nos encontramos en la situacion en la cual dos o més ecuaciones diferenciales

estan relacionadas con dos variables independientes. Sea x(t) y y(t) dos ecuaciones

que se relacionan de la siguiente manera

X't =ft,xy) x(0)=x,
y't) =gt xy) y'(©)=y,

las dos ecuaciones estadn acopladas; ademas no pueden solucionarse por separacion de

variable; por lo que deben ser resultas simultaneamente. Para hacer la notacion mas

=

simple, podriamos definir un vector Z consistente en las dos variables dependientes
Z =(x(t), y(t)), y un vector F tal que F =(f,g), entonces podemos escribir el sistema

de ecuaciones como un vector singular:

Z't)=F(t,2) Z(0)=Z,

Esto muestra la notacion mas simple.
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Ejemplo 2.8 Considere el sistema no lineal autobnomo.

X'(t) = x(t) —0.01y(t)  X'(0) = X,
y'(t) = x(t)+ y(t) y'(0) =y,

Se debe hacer un intento hasta que encontremos la solucion o hasta que quedemos
convencidos que no puede resolverse. Esta ecuacién puede ser resuelta usando

aproximaciones graficamente en MATLAB.

Hay diferentes formas de mostrar las soluciones; se pueden dibujar dos curvas una para

X(t) y otra para y(t) en graficos diferentes. Esto es bueno por que se muestra como se
comporta cada variable en el tiempo. Otra forma es estimar x wvrs. vy, la cual

conocemos como plano fase mostrando la trayectoria de las soluciones de (X, y) .
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Figura 4: La figura de la izquierda muestra X(t) y y(t) como funciones de t., y el grafico de la
derecha muestra el campo direccional en el plano fase.

Cuando el tiempo no es uno de los ejes, es mas dificil interpretar con qué rapidez

cambian las variables con el tiempo en el plano de fase. En otras palabras, no podemos
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decir como queda en el tiempo cualquier punto dado en una trayectoria. Como antes, el

campo de direccion puede ser incluido en esta grafica, aunque en este caso ella representa

la pendiente

d it
ydx:y(%'(t)'

Ejemplo 2.9 Considere el sistema no lineal autonomo:

X(0) = x,

x'(t) = sen(y(t))
y'(t) = cos(x(t))

Yo

y(0)=

Este sistema puede ser resuelto por aproximacion usando MATLAB vy la solucion para

(-1,0) se muestran en la figura 5 junto al plano fase

las condiciones iniciales (X,,Y,)
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Figura 5: Muestra la solucion del sistema no lineal autonomo junto al plano fase
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2.1.5 Linearizacion 6 Primera Aproximacion.

Dado un sistema

X'=P(X,y) = x'=f(x) 5
y'=Q(x,y) ¢9

veamos, x'= f(Xx) y concideremos X, es un punto de equilibrio tal que f(x,)=0,

realicemos el desarrollo de Taylor:

F(X) = £ (%) + F (k) (X—%;) Q) =%)” |

2!
luego realicemos un cambio de variable.
Sea
y=X=-X
l: Xl
n 2
entonces de x'= f(x) resultaque y'=f '(xo)y+%+... y asi

x'=f(x)=y'=1(x)y (26)

Donde (2.6) garantiza la estabilidad del punto critico, es decir si la derivada es positiva

se aleja del origen y si es negativa se acercan al origen.

Llamamos linearizacion enx,, a lo que es valido en una vecindad del mismo punto. En

base a esto se puede ver el comportamiento de cada punto critico. En el sistema (2.6),

tomamos un punto critico del sistema.
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Sea (x,,Y,), tal que anule a P(x,y)=0 ya Q(x,y)=0, escribiendo la serie de Taylor

para X' y y'

X'=P(x,y)=P(x,, yw)+2—P‘(xv , )(x—x0)+%‘(xw ..y (Y = ¥o) + Términos de orden 2
X 01 Yoo Yoo

. 0 0 A
y'=Q(x,y)=0Q(x,,Y.) +&Q ey (X=%) +EQ‘<xw,yw) (y—Y,)+ Términos de orden 2

Asi
u(t) = x(t) —x,
v(t)=y@) -y,
entonces
u'=@ u+f \Y; '=@ u+@ v
ax P ay P aX Poo 8y P
0
op ok
u' 15) 0 u
_| y (Jacobiano)
A @ @ v
ox oy

Se puede hacer para cada punto de equilibrio.

2.1.6 Plano Fase y Puntos de Equilibrio.

Un sistema de ecuaciones diferenciales a menudo tiene puntos de equilibrio que son

soluciones del sistema.
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Ejemplo 2.10 Dado el sistema no lineal auténomo:

y,(t) =y, (t) —0.01y; (t)
¥, (1) = Y, (t) + Y, (1)

se asume que las condiciones iniciales son (y,(0),y,(0)). Para las ecuaciones se observa

que y,(0) = y,(0) =0 a fin que las soluciones permanezcan constantes en el tiempo. Por

consiguiente el punto (0,0) es un punto de equilibrio ya que satisface el sistema.

Un sistema puede tener mas de un equilibrio. Podriamos poner a cero el lado izquierdo de

las ecuaciones para obligar las soluciones a permanecer constantes el tiempo. Luego
tendriamos dos ecuaciones  y,0.01y=0 'y y,+y,=0 que se resuelven
simultdneamente. Todas las soluciones de estas ecuaciones algebraicas son puntos de

equilibrio. Encontramos ademas, un segundo punto de equilibrio que es (-100, 100),
(Figura 6)
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Figura 6: Muestra los dos puntos de equilibrio del sistema no lineal auténomo
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2.2 Teoria de Perturbacion para Ecuaciones Diferenciales Ordinarias.

X'(t) = f(t, )

Dado un sistema
x(0)=a

como f depende de &, la soluciénx(t) va a depender también de &. Como & es

pequefio podemos construir una serie de Taylor alrededor de x

X(t, X) = X, (t) + X, (1) + £°%, ()... (2.7)
Se tiene que

X, (1) + X (1) + 2%, ) +...=  f(x(t,&),&)
La expansion de Taylor de f (x(t,&),&) es

f(x(t,6),6) = f(x(t,O),0)+ej—f + g

=0

donde af = ﬂd_x+i (regla de la cadena)
de ox de O¢

= f, [ ) +2ex,)+...]+ f,

por lo tanto f (x(t,£),&) = f(X,(t),0)+&[ f, (X (1), 0)x,(t) + f,(X,(&),0) |+ &°..., de lo que
resulta X, (t) = f (% (1),0) 'y %) =[f,(%1),00% 1)+ f,(%(£).0)]
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Ejemplo 2.11 Dado un sistema
x'(t) =1+ (1+&)x* , x(0)=0

En este caso f (x,&) = 1+ (1+¢)x*, se supone que la solucion tiene la forma de:

X(t) = %, (t) + ex, (1) + 2%, (t) +....y % = %g—i+?—g tendra que ser

af _ ﬂd—X+ x? = (1+g)(2x)%+x2
de oOx de de

2

= (+8)@2X)[ X, (1) +2x,(t) +... ]+[xo+gxl+gzx2+... ]

donde % = 2% X + X

Entonces f(x,&)= f(X,,0)+¢ j—f +...
&

f(x¢€) =[1+x§]+g (2%% + X2 ) +...
Por la ecuacion original tenemos

X, (1) =1+ %2 x,(0)=0

Xi(t): 2X0X1+X§ Xl(O)zO

La solucion es Xx(t) = x,(t) + &x,(t) y permite determinar:
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e X, =tan(t) — 1+tan’(t) =sec’(t)

o X (t)=2tan(t)x,(t) +tan®(t)

La ecuacion que resulta es

X, (t) = %(t sec’(t) —tan(t))

Ahora

1 2
X(t) ~ tan(t) + & {5 (tsec?(t) —tan(t) )}

x(t) = (L+ &) tan(t) + % (sec?(t))

Asi x(t) resulta ser una aproximacion a la solucion.

2.3 Aproximacion a Soluciones Usando Métodos Numéricos
Supongamos que solucionamos la ecuacion
y=1ty) y0)=y,
Ademas conocemos la solucién cuando t=0, como primer paso, podemos tratar de

encontrar la solucion para t=7 un tiempo pequefio después. Podemos hacer un primer

intento usando el teorema del valor medio para la funcion desconocida y(t) y evaluarla

para algunos valores de r entre 0y r entonces
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Y(©)-y@Q)=y'(r)(z-0) = y(r)=Yy,+zf(r,y(r)) (2.8)

El problema claro esta, es que no sabemos quien es r. En la seccion siguiente se

discutiran meétodos que difieren Gnicamente en la aproximacion de los términos

f(r,y(r).

2.3.1 Método de Euler

Podemos hacer una eleccion para aproximar y'(t) en t=0, en este caso
y'(©)=Y,+71(0,Y,)

entonces la solucién o la aproximacion al nivel t+z puede ser conocida a partir de la

solucion que ya se tiene en t. Por ejemplo si se considera t =2z la solucidn estaria dada

por:

y'(2e) = y() +7f (7, y(2))

Una forma mas general es usar la notacion t =nz 'y vy, =y(nr), podemos encontrar

nuestra solucion aproximada usando la iteracion

yn+l = yn + Tf (T’ y(T)) pa‘ra’ n = 0!11 2131 e

Este es el método de Euler.
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2.3.2 Método de Euler Modificado.

Otro acercamiento es que la pendiente y'(r) deberia ser aproximada por el promedio de

los valores en r=0 y r =7. Esto guarda relacion con la regla trapecial para aproximar

integrales. En este caso la pendiente seria
, 1
y'(r)=f(r,y(r) zE(f(O, Yo) + T (z,¥(r)))

pero el problema es que en esta ecuacion necesitamos conocer y(z) la cual es

exactamente la que queremos encontrar. Para abordar este problema, podemos por ahora

dar supuesto que la funcién y(t) puede ser aproximada por una funcion lineal en el

intervalo0 <t <. La funcion lineal podria ser
Y (1) =y, +tf (0, y,)

Entonces podemos aproximar la pendiente y'(z) por %(f(O, Yo)+ f(z.Y () y la

podemos usar aproximar a la solucién. Podemaos escribir el método final en tres pasos:

1. Elconjuntom, = f(0,y,)
2. Elconjunto m, = f(t,,,Y (2))=f(z,y, +7m,)

3. Sea y(r):yw(wj

De forma mas general, si usamos la notaciont, =nz y y. =y(nz) podemos encontrar

la aproximacion por:
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1. Elconjuntom = f(t,,y,)

2. Elconjunto m, = f(t,,,,Y, (t...)) = f (... Yy, +7m,)

3. Seavy,, =Y, +r(%) paran=0,12,3,...

2.3.3 Meétodo de Taylor (orden 2)

Para cualquier funcion de la formaF (x(t),y(t)) la expansion de la serie de Taylor

aproximadamente es encontrada haciendo uso de la regla de la cadena.
Esto es:

% F(X(), y(1)) = F, (x(0), yO)X ') + F, (x(1), (1) y'(t)

Las derivadas de orden superiores pueden ser encontradas del mismo modo que haciendo

repetidamente el uso de la regla de la cadena. Por consiguiente:

dF t? d?F
F (x(0), () = F (X(0), y(0)) +t—-(x(0) ¥(O) + 5~

(x(0), y(0)) +...

= F (%, o) +t[ F. (% Yo ) X'0) + F, (X5, Yo ) y (0) | +O(t).

Regresando a nuestro problema (2.11), ademas y'(t) = f (t, y(t)), podemos integrar de

t=0 a t =7 obteniendo

V(D) -y(©) = [ £(r, y(r)dr
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Un Ejemplo Usando los Tres Métodos

Ejemplo 2.11 Considere la ecuacion diferencial
y't)y=-2ty, y(0)=2
esta es una ecuacién muy simple que puede ser solucionada exactamente (realmente no

necesitamos tanto un método numeérico), utilizaremos la solucién exacta para determinar

que tan bueno es el método. La solucién exacta es
y(t)=2¢e"

se utilizara la notacion t,=zn y vy, =y(t,), para todos los métodos numéricos.

n

Observe que en este caso la funcidn en cuestion es f (t, y) =—2ty.

e Recordando el Método de Euler, la solucion esta dada aproximadamente por:
Vou =Y, +7(=2ty,)=01-2t.,7)y,, para n=0,123,...(2.9)

e Recordando el Método de Euler Modificado, la solucién esta dada

aproximadamente por:

1. Elsistema m =-2t y.

2. Elsistema m,=-2t .Y (t.,)=2t_,(y,+7m,)

3. Sea ywr(%}, para n=0,123,..

Esta Gltima ecuacion se convierte (usando t,,, =t +7)
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Yo = Ya [1— 2t,7+(1+2t7 ) + 2tnr3], para n=0,12,3,... (2.10)

Recordando el Método de Taylor, desde entonces f =-2y y f =-2t, la solucion esta

dada aproximadamente por:

yn+1=yn[l—Ztnr+(—1+2t§)rz], para n=0,1,2,3,..(2.11)

La solucion numérica usando 7 =0.25 en los métodos (2.9), (2.10) y (2.11).

0.2

0.10

0 0.5 1.5 2 25

1
15 2 25 Tiempo

Figura 7: Muestra la solucién exacta y las aproximaciones a la ecuacion diferencial a través de los
tres métodos estudiados.

En la Figura 7 la linea gruesa es la solucion exacta. La peor aproximacion es la del
método Euler. Los otros dos métodos dan aproximaciones mejores y es dificil decir a
partir de la figura cuél uno es el mejor. Discutiremos los errores mas detalladamente en la
seccion siguiente pero para ahora, podemos trazar la diferencia entre las soluciones

aproximadas y la exacta para exhibir los errores.

Podemos ver que el error del Método de Euler es mucho mas grande que el error en otro

método. En hecho, el error en el método de Euler parece estar en el mismo orden de la
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magnitud que el paso del tiempo 7. El método de Euler modificado y el método de

Taylor tiene diferentes errores, pero sus magnitudes son comparables una con otra. En

general, estos errores parecen tener un orden de la magnitud comparable a 7° =0.0625.

2.4  Andlisis del Error

El error asociado a cada método numérico en el ejemplo anterior puede ser analizado
desarrollando la solucion exacta en una serie de Taylor. Ademas cada método numérico
puede ser desarrollado por una serie de Taylor para su comparacion.

Para y'(t) =—2ty(t),se tiene

y(t) =—2y(t) - 2ty '(t) = -2y(t) + 4t*y(t) = —2(1- 2t*) y(t)
y"(t) =—2(-4t)y(t) —2(1-2t*) y'(t) = 4(3t — 2t°) y(t)

La serie de Taylor para y(t, +7) centradaen t, es entonces:
] 1 2., 1 3y,m
y(tn+T):y(tn)+Ty (tn)+ET y (tn)+g‘[ y (tn)+
2 2 2 3y,..3
= y(tn) + 2tnT(tn) - (1_ 2tn )T y(tn) +§(3tn - 2tn)T y(tn) t..

= y(t,)[1+2t, 7+ (-1+2t))7* +§(3tn -2t +...

Si se compara esta ecuacion con el método de Euler en (2.9), se observa que unicamente
los términos arriba de = son emparejados. Un método numérico tiene generalmente

errores pequefios cuando se empareja tantos términos como sea posible en las series de
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Taylor. Ademas que hay una discrepancia en el término 72, se dice que el método de
Euler tiene un error de truncamiento local de O(z®). La frase de truncamiento local
indica que éste es un error después de una unidad de tiempo. Después de dos unidades de

tiempo, el error podia ser tan grande como O(27%), y después de N unidades de tiempo,
el error podria ser tan grande como O(Nz?). Note que si se tienen N unidades de tiempo

para alcanzar el tiempo final T (= 2.5 en el ejemplo), entonces N, =T , el cual no es mas

grande a un nmero pequefio. Por lo tanto, O(Nz*)= O(z), y se dice que por fines de
calculo el error global en el método de Euler es O(z) (es proporcional az ). Por esta

razon se dice que el método de Euler es exacto de primer orden.

Comparando la solucién exacta al método de Euler modificado en (2.10), se observan que

los términos arriba de z°son emparejados. El término 7° es parcialmente emparejado

pero si este no esta emparejado completamente, no ayuda necesariamente. En este caso,
el error de truncamiento local es O(z®) ademas este es el primer término de la
expansion donde hay una discrepancia. Esto implica que el error global en el método de
Euler modificado es O(r*). Ademas el error global es proporcional a z°> (no a 7 ), el

cual es mucho mas pequefio cuando r es pequefio. Por esta razon decimos que el

método de Euler modificado es exacto de segundo orden.

Comparando la solucion exacta con el método de Taylor en (2.11), se observa que los
términos que se encuentran arriba de z° son también emparejado. Lo que sugiere que el
error de truncamiento local no es igual que en el método de Euler modificado, AunO(z®)
implica que el error global es O(z?). Ademéas el Método de Taylor de orden 2 es

también exacto de segundo orden.
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Estos resultados no son Unicamente validos en la ecuacion diferencial del ejemplo

anterior, ellos son validos para cualquiera ecuacion y'(t)= f(t,y), donde la funcion

f(t,y) essuave o lisa (tiene muchas derivadas continuas).

2.5 Examinacion Numérica del Orden de Exactitud.

En la seccion anterior se dice que el error global en los tres métodos numericos (de

Euler, Euler Modificado y de Taylor) es proporcional a 7, 7 y > respectivamente.

Esto puede ser corroborado numéricamente.

Una manera de hacer esto es como sigue. Se supone que la solucién numérica en un

tiempo t=T de un método particular tiene un error global proporcional a 7 (donde el

exponente p representa el orden de exactitud). Entonces para una constante C, se dice

que el error en el tiempo T es una funcion de 7, de como

Error(z) =Cz"

Esto significa que si solucionamos el mismo problema con un unidad de tiempo que sea
medio z/2 tan grande como la primera vez, (tenemos que llevar dos veces tantas

medidas de tiempo para alcanzar T ) el error esta vez debe ser:

Error(z/2)=C(z/2)? =Error(z)/2°.

lo cual muestra que la unidad de tiempo se reduce por el factor de 2 haciendo que el
error disminuya por un factor 2°. Para p=2 qué es un método de segundo orden, el

error decrece por un factor de 4 cada vez que se parte en dos la unidad de tiempo. En el
ejemplo de la seccion pasada, se estima el orden de exactitud de los métodos numéricos

de esta manera porque se sabe que la solucion es exacta. Por lo tanto, cada vez que
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encontramos un a solucion numérica se puede calcular el error restandole la solucién

exacta.

Por ejemplo, en la tabla 1 muestra el error en los tres métodos discutidos en las secciones

anteriores. Los tres valores usados de la unidad de tiempo eran 7, /2 y /4

comenzando con 7 =0.0625

Tabla 1: Muestra el error en los tres métodos numeéricos para diferentes unidades de tiempo.

Méaximos Errores para 0<t<2.5
T Euler Euler Modif. Taylor 2
0.062500 0.042461259 | 0.001523347 | 0.002129333
0.031250 0.020806632 | 0.000365961 | 0.000526643
0.015625 0.010282964 | 0.000089757 | 0.000130877

Usando las dos filas inferiores de la tabla podemos calcular para el método de euler

Error(r/2) _0.020806632

- =2.02~2'
Error(z/4) 0.010282964
para el método de euler modificado
Error(z/2) 0.000365961 4.08 22

Error(z/4) 0.000089757

y para el método de taylor

Error(z/2) 0.000526643 4

- =4.02~2°
Error(z/4) 0.000130877

63



Estos resultados son consistentes con la discusién en la seccidn anterior.

La mayoria de veces la solucion exacta de un problema no se conoce, no se puede
calcular el error en una solucion numérica dada de manera de cdmo se ha hecho aqui.
¢Se puede calcular el orden de exactitud del método? Se puede resolver el problema
numéricamente de tres diversas formas con tres diversas unidades de tiempo. Por ejemplo
se puede solucionar con la unidad de tiempo 7, entonces con una mitad de la unidad de
tiempo tan grande comoz/2 y finalmente con paso del tiempoz /4. La razén es que el
error en una solucion numérica esta definido como la diferencia entre la solucion

numeérica y la solucién exacta:

Error(z) = Numerico(z) — Exacto

por lo tanto

Error(z)—Error(Sz/ 2) = Numerico(z) — Exacto] —[ Numerico(z / 2) — Exacto]

= Numerico(z) — Numerico(z/2).

También el error en una solucién numérica no puede ser calculado sin la solucion exacta
pero la diferencia en errores entre las dos soluciones numeéricas puede ser calculada sin
la solucién exacta. Si el método depende de z segln lo explicado al inicio de esta
seccion, entonces

Error(r)—Error(z/2)  Cr?-C(z/2)°

= =2 (2.12)
Error(z/2)—Error(z/4) C(z/2)°-C(z/4)°

de modo que para el calculo numérico se puede estimar el orden de exactitud p .

Usando las tres filas de la tabla, se forman los cocientes en (2.12) y se estima el orden

correspondiente de exactitud p para cada método.
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Para el método de euler

0.042461259-0.020806632 5

=2.06~ 2"
0.020806632 —0.010282964

para el método de euler modificado

0.001523347 -0.000365961 419

=4.19 ~ 2°
0.000365961—-0.000089757

y para el método de taylor

0.002129333-0.000526643 4.05

=4.05~ 2?
0.000526643—-0.000130877

De hecho, estos resultados son consistentes con la discusién en la seccion anterior.

2.6 El Método de Runge Kutta

El método de Runge-Kutta es muy popular para la aproximacion de las soluciones de
ecuaciones diferenciales ordinarias. Se estudiara uno de estos tres métodos porque el
método de euler modificado también es conocido como Runge-Kutta de orden 2. Los
métodos de Runge-Kutta se caracterizan por aproximar la pendiente y'(r) por una
combinacion de valores de la funcion f . El método de euler modificado usa una
combinacion de dos valores de la funcion. ElI método de Runge-Kutta de orden 4
(MRKA4) es
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1. Elsistema m = f(t,,y,)
2. Elsistemam,=f(t, +7/2,y,+(z/2)m,)
3. Elsistema m,=f(t,+7/2,y,+(z/2)m,)

4. Elsistema m, = f(t, +z,y, +7m,)

5. Sea yn+l:yn+r(wy para n=0,1,2,3,...

Si se toma el tiempo para ampliar cada pedazo de esto en una serie de Taylor alrededor

de t., se observa que este método tiene un error de truncamiento local O(z°) y por lo

tanto un error global O(z*). Por lo tanto se puede utilizar el ejemplo anterior e incluir

en la tabla de errores lo obtenido por el método de RK4. Los valores actualizados estan

en la tabla 2.

Tabla 2: Muestra los errores en los métodos numéricos incluyendo RK4 para tres diferentes

unidades de tiempo 7 .

Maximos Errores para 0<t<2.5

T Euler Euler Modif. Taylor RK4
0.062500 | 4.24613x107° 15.2335x10™ 21.2933x10™ 2.09662x10°°
0.031250 | 2.08066x102 | 3.65961x10™* 5.26643x10 0.12220x10°°
0.015625 | 1.02830x10> 0.89757x10™* 1.30877x10™ 0.00737x10°°

Note que el error en el método de RK4 es significativamente pequefio comparado a los

errores de los otros métodos cuando se usa alguna unidad de tiempo. Se puede estimar el

orden de exactitud usando las dos filas inferiores (como antes):
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Error(r/2) 0.12220x10°°

= —=16.58~ 2°
Error(z/4) 0.00737x10
Usando el segundo método, se obtiene
-6 -6
2.09662x10"° —0.12220x10 1719~ 2

0.12220x10° —0.00737x10°®

llustra la exactitud de orden cuarto.
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Capitulo 3

METODOS BASICOS PARA EL DESARROLLO DE MODELOS
DETERMINISTICOS EN EL AREA DE BIOLOGIA Y EPIDEMIOLOGIA.

3.1 Las Ecuaciones de Lotka Volterra

En 1920 Vito Volterra se pregunto si era posible explicar las fluctuaciones observadas en
las poblaciones de peces en el mar Adriatico, lo cual eran de preocupacién para los
pescadores en los tiempos en que la poblacion de peces era baja. Volterra en 1926
construyé un modelo que después llego a ser conocido como el modelo de Lotka
Volterra, basandose en la suposicion de que los peces y los tiburones tenian una relacién
depredador-presa. A continuacién se da una breve descripcién del modelo sugerido por
Lotka Volterra.

Sea x(t) el nimero de peces y y(t) el nimero de tiburones en el tiempot. Se asume que

el plancton, que es la comida de los peces, es ilimitado y de esta manera la razon de
crecimiento per-capita de la poblacion de peces en ausencia de tiburones permaneceria
constante. Ademas si no hay tiburones la poblacion de peces podria satisfacer una
ecuacion diferencial de la formadx/dt = Ax . Por otra parte, los tiburones dependen de los
peces para su alimentacion, ademas considerando que si no hay peces los tiburones
tendran una razon de mortalidad per-capita constante; asi, en ausencia de peces, la

poblacion de tiburones satisface una ecuacion diferencial de la formadx/dt=—uy. Se

asume que la presencia de peces incrementa la razon de crecimiento de los tiburones,

cambiando la razon de crecimiento per-capita de los tiburones de —x a —u+cx. La

presencia de tiburones reduce la poblacion de peces, cambiando la razén de crecimiento
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per-capita de los peces de 4 a A—by. Esto nos da el sistema de ecuaciones de Lotka

Volterra.
% = X(4 —by)
t (3.1)
Y yurox)
dt

El sistema no puede ser resuelto analiticamente, pero se puede obtener alguna
informacion sobre el comportamiento de estas soluciones. En lugar de intentar resolver el

sistema para x e y como funciones de t, eliminemos t y buscamos la relacion entre x e
y . En términos geométricos, estudiemos el plano de fase. Busquemos las orbitas o

trayectorias de las curvas solucidén en el plano fase representando asi la relacién

funcional entre x e y con el tiempo t como parametro. Eliminemos t de las ecuaciones

del sistema de Lotka-Volterra por division

dy

Y &y _yeuren
dx _
At dx  x(A-by)

resolviendo la ecuacién diferencial por variables separadas

[ X g = [2 Y gy — _sulogx-+ox=Alogy~by-+h
X y

donde h es una constante de integracion, o —ulogx+cx—Alogy+by=h. El valor

minimo de la funcion V(x,y)=-ulogx+cx—Alogy+by=h es obtenido colocando

aVAX=0y5\%§y=O. Entonces c—u/x=0y b-A/y=0 6 x=ulc y y=Aalb.
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Este es un equilibrio del sistema de Lotka Volterra. (Si definimos una solucién constante

como x=ulc=x, y y=Alb=y ), el cual también se puede describir por la

ecuacion.
Y7 A
V(x,y)=h, =—ulogx, —Alog yw+byw+cxm:—ylog€—/1logg+y+/1

Cada orbita del sistema se da implicitamente por la ecuacion V(x,y)=h para alguna
constante h > h, , la cual esta determinada por la condicion inicial. Si se realiza un cambio

de variable x=x,+u=u/c+u y=y_ +v=A/b+v, resulta

V (X, ) =—ylog(ﬁ+u)—/1log(%+v)+c(ﬁ+u)+b(%+v) ~h
C C

Se observa que log (ﬁ+ uj =log 2y log (1+ ﬂj
C c 7

y si h—h, es pequefio se puede utilizar la aproximacion de log(1+x)~ x—x*/2 para

aproximar esta expresion cerca de

4 cu c’u’

log ~+——-—-.
C u u

Similarmente podemos aproximar log(A/b+v) por A/b+bv/A—b??/ A% Entonces las

orbitas V(x,y) =h se aproxima cerca de

2 2
—ulogZ —cu +C—u2—ﬂlogi—bv+b—v2+y+cu+i+bv= h 0
c 7 b A
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2 2
C—u2+b—v2 :hdrylogﬁ+/1logi—,u—/1:h—h0
y7, A c b

lo cual representa una elipse (Sih>h,) con el equilibrio (x_,y,) en el centro. Esto
muestra que si h—h, es pequefio y positivo las orbitas son curvas cerradas alrededor del

equilibrio; ademéas como las soluciones se extienden alrededor de las érbitas cerradas
entonces debe ser periddica. Asi el modelo de Lotka Volterra predice fluctuaciones que
habian sido observadas experimentalmente. Es posible demostrar que el periodo de

oscilacion de estd aproximadamente es dado por2xz/ Au, y es facil ver el retrato de fase

que la poblacion maxima de la presa viene un cuarto de ciclo antes que la poblacion

méaxima depredadora. (Figura 8).

Maximo poblacién depredadora

Minima poblacion presa

X

Figura 8: La poblacion méaxima de la presa viene en un cuarto de un ciclo ante la poblacién
depredadora maxima

El modelo de Lotka Volterra representd un primer triunfo en las tentativas del modelaje
matematico en biologia poblacional. Sin embargo, fuera de esto hay serios defectos en el
modelo. Cualquier tentativa en el refinamiento por la introduccion de términos en el
crecimiento de la tasa per-capita, tal como en la ecuacion logistica para una sola
poblacién conduce a que las soluciones tienen un comportamiento cualitativamente

diferente, las orbitas se mueven en espiral hacia el equilibrio en vez de orbitas periodicas.
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Para construir un modelo que predice soluciones periddicas, se tendrd que asumir que las

tasas de crecimiento per-capita para las dos especies sean no lineales.

Ejemplo 3.1. Describa las orbitas del sistema

< X
o
| <
b

Solucion. Si consideramos a y en funcion de x tenemos

ydy =— xdx:y—Z:—X—2+c
Jydy=-Jxdx = Z=7

Asi cada orbita es un circulo x*+y®=2c con centro en el origen. Alternativamente se
puede definir la funcion V (x,y) = x>+ y* y calcular
dx dy

d
SV (X, y(t)] = 2X—= + 2y =L = 2xy — 2xy = 0
dt[ (x(t), y()] X 2y g =20 2y

se observa V (x, y) = x* + y* es constante.

3.2 Equilibrioy Linearizacién

Una de las herramientas principales en el estudio de los modelos continuos para dos
poblaciones que interactuan reciprocamente es la linearizacion de equilibrios. Sin
embargo, como la linearizacion que resulta puede dar Unicamente informacion sobre el
comportamiento de la soluciones cerca del equilibrio, entonces no permite examinar

preguntas tales como la existencia de orbitas. El hecho basico es el analogo del resultado
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establecido para un sistema de una dimension (o ecuaciones de primer orden), el saber
que el comportamiento de las soluciones cerca de un equilibrio esta determinado por el
comportamiento de las soluciones de la linearizacion en el equilibrio. Puesto que hay una
variedad de comportamientos posibles de las soluciones de la linearizacién, también
tendremos que realizar una clasificacion de equilibrios segun el comportamiento de
soluciones en el equilibrio. Consideremos una poblacion en la que interactdan dos

especies con un tamafio poblacional x(t) y y(t) respectivamente. Como en nuestro
estudio de modelos continuos de una sola especie, asumiremos que Xx(t) y y(t) son

funciones continuas y diferenciales de t cuyas derivadas son funciones del tamafio de
las dos poblaciones en un mismo tiempo. Asi, el modelo serd un sistema dos ecuaciones
diferenciales de primer orden.
X'=F(X,
| (x,y) (3.2)
y'=G(xy)
Un equilibrio es una solucion (x_,y,) del par de ecuacionesF(x_,y,)=0,

G(x,,Y,)=0. Asi un equilibrio es una solucién constante del sistema de ecuaciones

diferenciales. Geométricamente un equilibrio es un punto en el plano fase que es la orbita

de una solucidn constante. Si (x_, Y, ) esun equilibrio, hagamos un cambio de variables,

Uu=Xx-Xx_2y v=y-Yy_ paraobtener el sistema

u'=F(x_ +u,y,_ +V)
v'=G(X, +U,y, +V)

Usando el teorema de Taylor para funciones de dos variables, se puede escribir
F(th: +u’ yoo +V) = F(Xoo’ yoo)+ Fx(Xoo’ yoc)u + Fy(xoo7 yoo)+h1

G(x, +u,y, +V)=G(x,,Y,)+G,(X,, Yy )u+G,(X,,Y,)+h,
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donde h, y h, son funciones que son pequefias para los pequefios u y v. La

linearizacion del sistema, lo obtenemos poniendo
F(Xw’ yoo) =O’ G(Xgol yw) =0

y omitiendo los términos de un orden mas alto h (u,v) y h,(u,v) se define el sistema
lineal bi-dimensional por

u'=F (X, Yy u+F (x,, Yy, )Vv

(3.3)
V=G (X, YI)U+G (X, Y, )V

La matriz de coeficientes del sistema (3.3) es

F(x..y.) F(X.,Y.)
G (X, Y.,) G,(x.,Y.)

la cual es llamada matriz comunidad para el sistema en el equilibrio (x,,y,). Esto

describe el efecto del tamafio de cada especie sobre la razdn de crecimiento de si mismo y

de la otra especie en equilibrio. Frecuentemente escribimos un sistema de la forma

x'=xf(x,y)
3.4
y'=yg(x,y)( )

de modo que f(X,y) y g(x,y) son las razones de crecimiento per capitas para las dos

especies respectivamente. La matriz comunidad en el equilibrio, tiene la forma de

X, F (X, Y. )+ T (X, Y,) X, f,(x.,Y..)
Y,.9,(X.: Y.,) Y,.9,(X., ¥,.) +9(X.,Y.)
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Son cuatro clases distintas de posibles equilibrios, como se sigue

(1) (0,0), con la matriz comunidad

(0,00 0
(0 9(0,0)j

(i) (K,0) con K>0, f(K,0)=0, la matriz comunidad es

Kf, (K,0) Kf,(K,0)
( 0 g(K,O)j

(iii) (O,M) con M >0, g(0,M) =0, la matrizcomunidad es
f(O,M) 0
Mg, (0,M) Mg, (0,M)

(iv) (x,,y,)conx >0,y >0, f(x,,y,)=0, g(x,,y,)=0, lamatriz
comunidad es

X, B (X Y.) X, (X, Y.)
X, 0,(X,: Y.)  %,8,(%,,Y.,)

Se debe comentar esto desde un punto de vista biologico, ya que s6lo nos interesan
poblaciones con tamafios no negativos, consideramos solamente los equilibrios que
tienen coordenadas no negativas y nos referimos solamente al primer cuadrante del plano
fase. En el caso (iv) de la coexistencia de las dos especies, los términos f(x,,y,) ¥
g(x_,,y,) en la matriz comunidad son los términos autorreguladores que son

normalmente positivos.

75



Los términos f (x.,Y,) ¥y 0,(X..y,) son términos de interaccion. Hay tres

combinaciones posibles. Si ambos términos de la interaccion son negativos, las dos
especies estan en competencia. Si hay un término positivo y un negativo de la interaccion
de las especies es una relacion depredadora- presa. Un sistema en el cual ambos
términos de la interaccion son positivos se llama mutualistico. Un equilibrio (x_,y,) se
dice estable si cada solucién (x(t),y(t)) con (x(0),y(0)) suficientemente cerca del
equilibrio permanece cerca del equilibrio para todot>0. Un equilibrio se dice es

asintéticamente estable si es estable y si, ademas, las soluciones con (x(0), y(0)) estan

suficientemente cerca del equilibrio, tendiendo al equilibrio cuandot — oo.

Teorema 3.1
Si (x,,Y,) esun equilibrio del sistema (3.4) y si todas las soluciones de la linearizacion
en el equilibrio tienden a cero cuandot — oo, entonces el equilibrio (x_,y,) es

asintéticamente estable.

Puede ser que parezca que la estabilidad de un equilibrio es un requisito natural para el
significado bioldgico, pero se requiere la estabilidad asint6tica debido al siguiente

resultado de perturbacion.

Teorema 3.2

Bajo las hipotesis del Teorema 3.1:

1. Si

P(x,y) y Q(x,Y)
((x=x, )2 +(y—y,)")"* ((x=x,)" +(y—y.))"

tiende a cero, cuando (x,y) — (x,,Y,), entonces las soluciones del sistema

perturbado son:
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x'=F(xy)+P(xy), y'=G(x,y)+Q(xy)
iniciando lo bastante proximo para qu (x_,Yy,) tiendea (x,,y,) cuando t— .

2. Si |P(x,y)| <A |Q(x y)|<A paratoda y,ademéas A suficientemente pequefio,

entonces las soluciones del sistema perturbado permanecen dentro K A, para

alguna constante K , de soluciones del sistema no perturbado x'=F(X,Y)
y'=G(x,y) para t>o
Ejemplo 3.2 Encuentre la linearizacion de cada equilibrio del sistema de Lotka Volterra.
(3.2).
Solucion. El equilibrio son las soluciones de x(A—by)=0, y(—z+cx) =0, porque son

las derivadas parciales de las funciones, en el lado derecho del sistema, respectivamente,

0 —a-bv. LIx(i—bv)]=—
a[x(ﬂ—by)]—/i by, 63y[x(/”t by)]=—bx

SlyCare)=o. Zlycure))=—uro

La linearizacién sobre un equilibrio (x_,y,) es
u'=(1-by Ju-bx,, vi=cy u+(—u+cx,)

Un equilibrio es (0,0) con la linearizacion u'=Au, v'=—uv
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Un segundo equilibrio, obtenido por resolver A—by =0, —u+cx=0 es(%,%).

Entonces la linearizacion de este equilibrio es:

1 _b_ll’lv

, CcA
u'= =—1u

\'

3.3 Comportamiento Cualitativo de Soluciones de un Sistema Lineal

En la seccion anterior se dedujo el analisis de estabilidad de un equilibrio (x_,y,) de un

sistema de ecuaciones diferenciales:
X'=F(X,Y)

35
y'=G(x, y)( :

Para determinar el comportamiento de las soluciones de la linearizacion en el equilibrio

u'=F (X, Yy u+F (x,, Y,V
V=G (X, YI)U+G (X, Y, )V

(3.6)
Después analizaremos varias posibilidades de comportamiento de la solucién de un

sistema lineal homogéneo bidimensional con coeficientes constantes.

X'=ax+by
y'=cx+dy

donde a,b,c y d son constantes. Entonces se puede indicar un refinamiento al teorema

3.1 que da informacion especifica sobre el comportamiento de las soluciones cerca del
equilibrio segin lo determinado por la matriz comunidad en el equilibrio. Se

asumead —bc = 0. Esto implica que el origen es el Unico equilibrio del sistema (3.7). Si
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este sistema es la linearizacion de un equilibrio (x_,y_) de un sistema no lineal (3.5),
entonces este equilibrio es aislado, lo que significa que hay un disco centrado en (x_,V.)

y no contiene ningn otro equilibrio del sistema no lineal. Es conveniente utilizar la

. : - X\,
notacion de la vector-matriz: Sea X que denota el vector columna{ ] X' el vector

X' a b
columna {y} y A una matriz 2x2 (c dJ' Entonces, usando las propiedades de la

multiplicacion de matrices, se puede rescribir el sistema lineal x'=ax+by, y'=cx+dy

en laformade X'= AX

a b
Teorema 3.3 La Matriz Az[c dj’ con det A=ad —bc =0, bajo la transformacion:

(4 0 .
(1) ( j A>u>0 0 A<u<0.
0 u

Dado un sistema transformadou'= Au, v'= uv; con solucionesu =uye™, v=v,e*. Si
A<u<0, entonces u,v tienden a cero cuando t—o Yy la pendiente

(=)t
Vo Ve
u U,

— 40 . Asi, cada Orbita tiende al origen con la pendiente infinita, excepto si

v, =0, es el caso la orbita se encuentra sobre el eje-u .
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Figura 9: El grafico de la izquierda muestra el retrato fase del sistema (i) y el de la derecha muestra
su Campo Direccional.

Ahora siA> u >0, se observa en el campo direccional que las flechas estan invertidas

(Figura 10).
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Figura 10: Muestra el campo direccional cuando A > x>0
. (A 0 .
(i) , A<0 64>0
0 A

El sistema esu'=Au, v'=1v, las soluciones estdn dadas por u=ue” v=ve".

. . VAR ] -
SiA <0, entonces u,v—0 cuando t — o y la pendiente —=-2. Asi cada Orbita es una
u U

linea recta que tiende hacia el origen. (Figura 11)
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Figura 11: El grafico de la izquierda muestra el retrato fase del sistema (ii) y el de la derecha su
respectivo campo direccional.

SiA >0, en el campo direccional cambia Unicamente el sentido de flechas (figura 12).

AN et
L N T
L b N N s

A1 .
(i) A<0 641>0
0 4

Figura 12: Muestra el campo direccional cuando A >0

Dado el sistema u'=Au+v, v'=Av. De la segunda ecuacion se obtiene v =v,e* por

estar acoplada y sustituyéndola en la primera ecuacion resulta que la solucion de la

ecuacion lineal de primer orden esta dada por: u'=Au+v,e™ de quien la solucion es

u = (u, +Vvgt)e™.
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Si  A1<0, ambos u,v tienden a cero cuando t-— o, observando la pendiente

VoY%

=——2>— —0 amenos que v, =0 en tal caso la orbita se encuentra sobre el eje-u .
u (U, +Vvgt)

Pero u=(u,+v,t)e™, ?j—l: = ((UyA +V,) + AV t)e™ y (;Il—l: =0 cuando t =—(v, + U,1)/ Av,.

Asi a excepcion de la orbita sobre el eje-u cada orbita tiene un u-valor maximo o

minimo y entonces retorna al origen (Figura 13).

Si >0 el retrato es igual, excepto que las flechas estan invertidas.

Figura 13: Muestra el retrato fase del sistema (iii)
. A 0
(iv) A>0>u
0 u

Las soluciones son exactamente como las del caso (i), u=u,e™ y v=ve* pero ahora u
esta acotada y v— 0 cuando t—oo, a menos que V,=0 en tal caso la orbita se

encuentra sobre el eje-v. (Figura 14)
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Figura 14: Muestra el comportamiento del sistema (iv)

0
2 :y—loe‘”‘”)t y en la Figura 15 se puede observar que cuando el
2 2

De la pendiente

término e “*" -0 cuando t >0 y e " 5o cuando t — —oo. Si se cambia

A>0> u, se observa el cambio de direccion de la flechas. (Figura 16)
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Figura 15: Muestra el campo direccional del sistema (iv) cuando 4 >0 > 1
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Figura 16: Muestra el campo direccional del sistema (iv) cuando A <0< u

(V) (—?B 'gj L#0

El sistema u'= v, v'=—pu corresponde a valores propios imaginarios. Entonces

u"=-pv'=-p y u=Acos ft+Bsen A& para algn AB. Asi

u . T )
V:E:—Asen,[;’t+Bcosﬂt , ambas soluciones son periodicas y ademas

u®+v? = A’ + B®. Cada orbita es un circulo que se mueve en sentido de la agujas de reloj

si >0 yen sentido contrario si f<0. (Figura 17)

v

u

Figura 17: Muestra que las soluciones son periddicas son circulos cuando £ >0.
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(vi) (“ ﬂja>0,ﬁ¢0() @ <0, B=0
B a

El sistemaes u'=au+ v, v'=—pu+av . Pararesolver basta hacer un cambio de

variables. Sea u=e“p y v=e“q, tal que el nuevo sistema de ecuaciones es

u'=ae”p+e”p'
V' = ae"‘tq +eatq|
Sustituyendo
ape” +e”p'=ae” + Be'q
age” +e”q'=—pe™ +ae™q

Ademas eliminando el término e, tenemos: p'=Aq, q'=-4p; el cual se resolvié en

el caso (v), asi u=Acospt+Bsengt, v=—Asengt+Bcospt. Por lo tanto

u®+v> =e**(A>+B?%). Si a<0 la funcion exponencial decrece y la orbita es una

espiral interna en el origen. Es decir los radios del circulo disminuyen. (Figura 18).

Donde A indica en que sentido van a ir los radios.

Figura 18: Muestra que los radios del circulo disminuyen si 5 >0



Si a >0, los radios de los circulos se alejan del origen (los radios crecen) (figura 19).
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Figura 19: Muestra que los radios del circulo aumentan si <0

En los casos (i), (ii) y (iii) todas las orbitas se aproximan al origen cuando t —+w ¢

t — —oo dependiendo de los signos que tenga A y ) con una direccion limitada, y el

origen es llamado un nodo del sistema. En el caso (iv) solo dos orbitas se aproximan al
origen cuando t >+ 6 t— —oo y todas las deméas orbitas se mueven lejos el origen.
En este caso el origen es llamado un punto de silla. En el caso (vi) cada orbita se enrolla
alrededor del origen en sentido que este argumento angular tienda a +oo 0 —oo Yy el
origen es llamado un vértice, punto espiral, o foco. En el caso (v) cada orbita es periddica

en este caso el origen es llamado un centro.

Recordando el teorema 3.3, la estabilidad asintotica del origen por la linearizacion
implica la estabilidad asintotita de un equilibrio de un sistema no lineal. Ademas, la
inestabilidad del origen para la linearizacion implica inestabilidad de un equilibrio del
sistema no lineal. La estabilidad asintética o la inestabilidad del origen de un sistema
lineal esta determinado por los valores propios de la matriz A, definidos por las raices de

la ecuacioén caracteristica.

det(A—Al) :det(a bﬁ]:(a—ﬂ)(d —A)-bc=1*-(a+d)A+(ad —bc)=0
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La suma de los valores propios es la traza de la matriz A, que es a+d , y el producto de
los valores propios es el determinante de la matriz A el cual es ad —bc . Asi los valores
propiosde A son Ay u enelcaso (i) yel (iv); 4 (unvalor propio doble) en el caso (ii)
y (iii); la conjugacion de complejos +4i en el caso (v) y a=fi en el caso (vi).
Examinemos el retrato fase en varios casos muestra que el origen es asintéticamente
estable. En el caso (i) si A< u<0; en el caso (ii) y (iii) si A <0. En el caso (vi) si
a < 0. Similarmente el origen es inestable en el caso (i) si A > x>0. En el caso (ii) y
(iii) si A>0. En el caso (iv) y en el caso (vi) si «>0. El origen es estable pero no
asintéticamente en el caso (v). Una descripcion mas simple es que el origen es
asintoticamente estable si ambos valores propios tienen parte real negativa y es inestable
si al menos un valor propio tiene parte real positiva. Si ambos valor propio tiene parte
real cero el origen es estable pero no asintéticamente estable. La suposicion que
ad —bc =det A= 0 excluye la posibilidad que es un valor propio A =0, asi, los valores
propios con parte real cero puede existir sélo si los valores propios son imaginarios

puros, como en el caso (V).

Teorema 3.4
Si (x,,y,) es un equilibrio del sistema (3.5) y si todos los valores propios de
coeficientes de la linearizaciobn en este equilibrio tienen parte real negativa,
especificamente si

trA (Xoo’yoo) = FX(Xoo7yoo)+Gy(Xoo’yoo) <O

det A(Xoo’ yoo) = FX(XOO’ yw)+Gy(Xoo7 yoo)_ Fy(xoo’ yoo)GX(Xoo7 yoo) > 0

entonces el equilibrio (x_,y,) es asintoticamente estable.
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Se puede ser mas especifico sobre la naturaleza de las orbitas cerca de un equilibrio. En
términos de los elementos de la matriz A, se puede caracterizar los casos siguientes,

usando la observacion que los valores propios son complejos si y sélo si

A=(a+d)?—4(ad —bc) = (a—d)? +4bc <0

1. Sidet A=ad —bc <0 el origen es un punto silla.

2. Si detA>0 y trA=a+d <0, el origen es asintéticamente estable, si A>0 es
unnodoy A <0 un punto espiral.

3. SidetA>0 y trA>0 el origen es inestable, si A>0 esunnodoysi A>0
es un punto espiral.

4. SidetA>0 y trA =0 el origen es un centro.

Es posible mostrar en general que el retrato fase de un sistema no lineal en un equilibrio
es similar al retrato de la fase de la linearizacion en el equilibrio, excepto posiblemente si
la linearizacion tiene un centro. Si la linearizacién en un equilibrio tiene un nodo
entonces el equilibrio del sistema no lineal también tiene un nodo, demostrando que cada
oOrbita tiende al equilibrio (como t —> o 0 t — —o0) con una direccion limitada. Si la
linearizacion en un equilibrio tiene un punto espiral, entonces el equilibrio del sistema no
lineal también lo tiene demostrando que cada orbita tiende hacia el equilibrio (t > ¢
t — —o0). Si la linearizacién en un equilibrio tiene un punto silla, entonces el equilibrio
del sistema no lineal también tiene un punto silla. Un punto silla esta definido por la
caracterizacion de que hay una curva cerca del equilibrio tal que las Orbitas que
comiencen sobre esta curva tiendan al equilibrio pero las érbitas que comienzan lejos de
esta curva no pueden permanecer cerca del equilibrio. Una formulacion equivalente es
que si hay dos orbitas tendiendo al equilibrio cuando t — +oo y dos orbitas tendiendo
lejos del equilibrio 6 tendiendo al equilibrio cuando t — —o. Estas orbitas son llamadas
separatrices; las dos orbitas tienden a un punto silla son separatrices estables mientras

que las dos orbitas tendiendo lejos del punto de silla son separatrices inestables. Un
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centro es definido para ser un equilibrio si en el cual hay una secuencia infinita de orbitas
periddicas alrededor del equilibrio y tendiendo a el. Si la linearizacion en un equilibrio
tiene un centro entonces el equilibrio del sistema no lineal pueda que tenga también un
centro aunque no necesariamente. Esto podria ser un punto espiral asintoticamente

estable o inestable.

Ejemplo 3.3 Si linearizamos el sistema de Lotka WVolterra x'=x(A1-hy),
y'=y(—u+cx)cerca del equilibrio (x_,y,) con x, =ulc, y, =Al/b obtenemos el

sistema

con la matriz de coeficientes

con una traza cero y el determinante Az >0. Asi la linearizacion tiene un centro. Para

resolver la linearizacion escribimos

u"=——v'=-4uu

AC
v'=—u'=-Auu,
b M

de lo cual veremos que ambos u y Vv son periddicos con una frecuencia /Ax y periodo

27/ Au . Hemos mostrado que todas las soluciones del sistema de Lotka Volterra cerca
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del equilibrio son periddicas y asi el equilibrio es un centro. La adicion de una pequefia
perturbacion al modelo de Lotka Volterra podria cambiar el centro a un punto espiral que
puede ser asintdticamente estable o inestable. Por eso el modelo de Lotka Volterra es asi,

sensible a perturbaciones esto no conviene como un modelo demogréfico.

Ejemplo 3.4 Determine si cada equilibrio del sistema x'=y, y'=2(x*-1)y—X, es
asintéticamente estable o inestable.
Solucion: El equilibrio es la solucion de y =0, 2(x* 1)y —x y asi el Gnico equilibrio es

(0,0) . La matriz comunidad en (x_,y,) €S

0 1
ax y, -1 2(x2-1)

y asi el unico equilibrio en (0,0) es:

con un traza —2<0 vy el determinante 1> 0. Asi el equilibrio (0,0) es asintéticamente

estable.

Ejemplo 3.5 Determine para cada equilibrio del sistema (3.1) de Lotka Volterra si es
asintoticamente estable o inestable.

Solucion: Hemos visto en el primer ejemplo 3.2 que la matriz comunidad en el equilibrio
(0,0) es
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ya que el determinante es negativo, por lo tanto (0,0) es inestable. La matriz comunidad

enel (u/c,A/b) es:

o b

Cc
2
b

con traza cero. Asi el teorema 3.4 no resuelve la pregunta. Sin embargo, como hemos
visto en la seccion 3.1, las oOrbitas del sistema ni mueven lejos del equilibrio, ni se
acercan a el. Asi, este equilibrio no es, ni asintéticamente estable, ni inestable. [Tal

equilibrio a veces, como se dice, es neutramente estable].

3.4 Soluciones Perioddicas y Ciclos Limites

En la seccién anterior se estudio el comportamiento de soluciones que comienzan cerca
del equilibrio. Cuando se estudio Ecuaciones Diferenciales de Primer Orden era
suficiente para describir el comportamiento de todas las soluciones, como cada solucion
era no acotada tendia a un equilibrio. Sin embargo, para sistemas de segundo orden hay
otras posibilidades, y los resultados son validos localmente. Se debe considerar que le
puede pasar a una solucién que no comienza cerca del equilibrio; en particular se quiere
examinar el comportamiento de las soluciones del sistema que no tiene ningan equilibrio
asintoticamente estable. Se desea estudiar el comportamiento de las soluciones de un
sistema bidimensional
x'=F(x,y)

3.8
y'=G(x, y)( )

para estudiar el retrato fase. Sea (x(t),y(t)) una solucién que estd acotada cuando

t —>oo. La semi-orbita positiva C* de esta solucidn esta definida por el conjunto de

puntos (x(t),y(t)) para t >0 en el plano (x,y). EI conjunto limite L(C*) de la semi-
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orbita es definido para el conjunto de puntos (X,y) tal que hay una secuencia de tiempo
t, > con x(t,) > Xy(t,) >y cuando n—oo. Por ejemplo si la solucion (x(t),y(t))
tiende a un equilibrio (xw,ym) cuando t — oo, entonces el conjunto limite consiste del
equilibrio (x_,y, ). Si (x(t),y(t)) es una solucion periddica tal que la semi-6rbita C* es
una curva cerrada, entonces el conjunto limite L(C") consiste de todos los puntos de la

semi-6rbita C*. Un conjunto invariante para el sistema (3.8) es un conjunto de puntos
del plano que contiene la semi-6rbita positiva para cada punto del conjunto. Asi por
ejemplo, un equilibrio es un conjunto invariante y una Orbita cerrada correspondiente a

una solucion periddica es un conjunto invariante.

Los resultados indicados son validos para sistemas autonomos de ecuaciones
diferenciales en todas dimensiones, pero en dos dimensiones la informacion es mas
detallada sobre la estructura de conjuntos limites. Las razones que involucran las
propiedades topoldgicas en el plano, especialmente el teorema de la curva de Jordan que
declara que una curva simple cerrada en el plano lo divide en dos regiones disjuntas lo
cual no es valido en més de dos dimensiones. El resultado fundamental sobre el
comportamiento de soluciones de sistemas autonomos en el plano esta dado por el
teorema de Poincaré-Bendixson [Poincaré (1881, 1882, 1885 ,1886); Bendixson (1901)],

el cual dice que si C* es una semi-orbita acotada cuyo conjunto limite L(C") no

contiene ningin punto de equilibrio, entonces cualquiera C* es una Orbita periodica y
L(C")=C" 0 L(C") es una orbita periodica, llamado ciclo limite, en el cual C* se

aproxima a una espiral (hacia dentro o hacia afuera).

No entraremos en la prueba, que puede ser encontrada en mucho libro sobre ecuaciones
diferenciales; una fuente particularmente legible y elemental es la de W. Hurewicz
(1958). Las propiedades de un conjunto limite nos permiten describir los conjuntos
limites que contienen puntos de equilibrio. Por ejemplo, un conjunto limite puede

consistir en un solo punto de equilibrio a que la orbita tiende. Si un conjunto limite
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contiene un solo punto de equilibrio, pero contiene otros puntos también, entonces esto
debe consistir de un punto de equilibrio junto con una 6rbita que corre del punto de
equilibrio a si mismo para estar conectado e invariante. Asi el equilibrio debe ser un
punto de silla y el conjunto limite debe ser un separatrix la cual se desplaza hacia el punto

sillay asi mismacomo t hacia —o 0 +oo. (Figura 20)

Figura 20: Muestra el desplazamiento de una separatrix

Si el conjunto limite contiene mas de un equilibrio entonces debe también contener
Orbitas que unen este equilibrio. En esencia podemos decir que una solucion acotada

tiende a cada equilibrio 6 al ciclo de limite, pasando por alto tal " improbablemente
coincidencia " como la posibilidad de un separatrix que corre de un punto silla de montar
a si mismo. Concluimos esta seccién dando algunos criterios que implican que no puede
haber una orbita peridédica en una region dada. Tales resultados son de interés en
situaciones donde sabemos que hay un equilibrio asintéticamente estable y el deseo de
concluir que todas las drbitas le tienden. Aprovecharemos del teorema de Green en el

plano.

Teorema 3.5 (Green)

Sea D una region simple en el plano con un limite C, y supongamos que P(Xx,y) y

Q(x, y) son continuamente diferenciables en la cerradura de D . Entonces

[1(Q.(x y)=P,(x, ) dA = [ (P(x, y)dx+Q(x, y)dy)

D c
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Teorema 3.6 (Bendixson (1901))

Supongamos que F,(x,y)+G,(X,y) son estrictamente positiva o estrictamente negativa

en una region simple D . Entonces no hay ninguna Orbita periddica de

x'=F(x,y),y'=G(x,y) en D.

Prueba. Supongas que C es una orbita cerrada en D correspondiente a una solucion

periddica (x(t), y(t)) con periodo T,y sea Q el interior de C. Aplicando el teorema de

Greencon Q(x,¥)=F(x,y) ¥y P(x,y)=—G(X,Y), se obtiene

[T(F.06y) =G, (x y))dA= [ (=G(x, y)dx+F (x, y)dy) = [ (=y ©)x'®) + ') y (1)) dt =0

Q c

Pero el lado izquierdo no puede ser el cero, y tenemos una contradiccion. Asi no puede

haber ninguna orbita periédicaen D.

Teorema 3.7 (Dulac (1934))

Sea B(x,y)continuamente diferenciable y supdngase que:

P 0
&(ﬂ(x, YIF(XY)) +@(ﬂ(X, Y)G(X,Y))

son estrictamente positiva o estrictamente negativa en una region simple D . Entonces no

hay ninguna orbita periddica x'=F(X,y),y'=G(x,y) en D.

En la siguiente seccion, se estudiaran modelos poblacionales de iteracion entre dos
especies de la forma

X'=xf(X,Y)

y'=yg9(x,y)

94



Podemos aplicar el criterio de Dulac con B(x,y)=1/xy, F(X,y)=xf(x,Y),
G(x,y)=vyg(x,y), talque

%(ﬁF)+ﬁ(ﬁG)=ﬁ(if]+£(19j: Lay) , 9y(xY)

oy ox\y oy \ X y X

Esto da el siguiente resultado, que se aplicara a modelos para especies en competencia y

para mutualismo, pero no para modelos depredador-presa.

Ejemplo 3.6. Determine el comportamiento cualitativo del sistema

X"=X( —1)— Xy
30" x+10

I_ X _1

y'=yC 7573

Solucion: Los equilibrios son las soluciones del par de ecuaciones

K- 2o

x+10

y 103

Hay un equilibrio en (0,0). Si y=0 la primera ecuacion da x=0 ¢ x=30, y asi hay

un segundo equilibrio (30,0).Si x#0,y =0 se resuelve

x_y_l

30 (x+10) 3
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el cual da el tercer equilibrio (5,12.5). La matriz comunidad en (0,0) es

1 0
0 -1/3

y este equilibrio es inestable por que el determinante es negativo. La matriz comunidad
en (30,0) es
-1 -3/4
0 -5/12
y este equilibrio también es inestable por que es determinante es negativo. La matriz
1/9 -1/3
5/9 0

Con traza positiva y (5,12.5) es también inestable. Si sumamos las dos ecuaciones del

comunidad para (5,12.5) es

modelo se obtiene (x+Yy)'=x(1—x/30)—y/3. Asi (x+Yy) decrece excepto en el limite
de la region y/3<x(—x/30). Ademas, el teorema Poincaré-Bendixson implica que

debe haber una 6rbita periddica a la cual cada orbita tiende cuando t — .

Ejemplo 3.7 Determine el comportamiento cuando t — o de las soluciones en primer
cuadrante del sistema

X'=X(100—-4x-2y)

y'=y(60-x-y)

Solucion: Aqui los equilibrios son: (0,0),(25,0) y (0,60) . No hay ningun equilibrio con
x>0,y>0, porque tal equilibrio seria encontrado solucionando

4x+2y=100,x+y=60 Yy la sustrayendo dos veces de la primera ecuacion para que la
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segunda ecuacion de 2x=-20. El equilibrio (0,0) es inestable porque su matriz

comunidad es, respectivamente
100 O -100 -50
0 60 Y 0 35
El equilibrio (0,60) es asintdticamente estable por que tiene una matriz comunidad como
-20 0
—-60 -60

En el orden de mostrar que cada orbita se aproxima a (0,60), demostrando que no hay

orbitas periddicas. Esto se sigue del criterio de Dulac con f(x,y)=21/Xxy, por que

3(100—4x—2yj+£(60—x—yj:_£_£<0
OX y oy X y X
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Capitulo 4

MODELO MATEMATICO DE PREDICCION DE LA ENFERMEDAD DEL
DENGUE

4.1 Formulacion del Modelo

4.1.1 Notacion:

V, . Laclase de mosquito sano pero susceptible.

V,:  Laclase de mosquito infectado no transmisor.

V,: Laclase de mosquito infectante transmisor.

S: La clase de humanos sanos pero susceptibles.
I: La clase de humanos infeccioso por el zancudo.
R: La clase de humanos recuperados.

4.2 Suposiciones y Parametros

En el modelo se supone una poblacién humana y la poblacién de mosquitos ambas
limitadas en lugar y tiempo de modo que inicialmente cada picadura tenga una

probabilidad igual de ocurrir en cualquier humano de la poblacion.
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(i)

(i)

v)

(vi)

(vii)

El tamafio de la poblaciébn humana esN, y el tamafio de la poblacién de

mosquitos esV , ambas son constantes, con tasa de mortalidad constante ¢ y v

respectivamente.

es el periodo de incubacion en el mosquito (aproximadamente 8 a 12 dias).

SHE

es el periodo de transmisibilidad del humano al zancudo (aproximadamente

R | =

de 3 a 5 dias).

A2 denotan la proporcion de contacto entre humanos susceptibles y mosquitos
infectantes transmisores que pertenecen a la claseV,. En el modelo A tienen la
forma:

\V4
L =bs

donde b es nimero promedio de picaduras por mosquito por dia; m es el nimero

de personas expuestas a ser picadas; f,, es la probabilidad que una picadura de

un infectante produzca un caso nuevo de humanos infectado.

o es la proporcion de contacto entre mosquitos sanos pero susceptibles y

humanos infecciosos por el zancudo, y esta dada por

S =bha

N +m

donde « es la probabilidad de transmision de humanos a mosquitos.
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Dado que ambas poblaciones son constantes, es equivalente formular el modelo en

cuanto a las proporciones, V,,V,,S,I,R de individuos en cada clase. También, dado que

V;=1-V, -V, y R=1-S-1 lapoblacion total de humanos es:
N=S+I+R —»> S+I1+1-S-1=1=N
Ademas la poblacion total de mosquitos es:

V=V, 4V, V, > 1-V,-V,+V,+V,=1=V

4.3 El Modelo

Una representacion esquematica del modelo se representa esquematicamente por el
siguiente diagrama de transferencia considerado como un modelo compartamental, es
decir que cada poblacién es dividida en clases, y que un individuo de una poblacién pasa

de una clase al otro con una proporcién conveniente.

Poblacion del Vector

vV, +V, +V,) SV, — oV,

<

=

<
[Se]
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Poblacion del Humano

uN G228t T
—_—>
ul

En este grafico de transferencia, las flechas tienen el siguiente significado: si nos fijamos

“a|<— |

en un punto cualquiera del diagrama la flecha a su izquierda significa que el pardametro
esta aumentando (signo +) en esa cantidad y la flecha a la derecha significa que el
parametro esta disminuyendo (signo —) en esa cantidad, la flecha hacia abajo indica el

naimero de muertes por causas ajenas a la enfermedad.

Asi, se tiene el siguiente sistema de ecuaciones que representa al diagrama anterior.

@) S'=pl+S)-4SV,

(2) 1'= 45V, =(r + 4!

BV, =611-V,-V,)-(v+o)V,
4V, =0V, -,

(4.1)

4.4 Puntos de Equilibrio.

Sea el conjunto Q dado por:

Q={(S+1+V,+V,)eR!:0<S+1<10<V,+V, <1}
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Para encontrar los puntos de equilibrio del sistema (4.1), se expresa aS, V, y V, en

términos del . Sumando la ecuacion (1) para S'y (2) paral' del sistema (4.1) se
obtiene:
S'+1'=0

H(1=8) = ANV,S + AN,S — (7 + )l =0

pu—uS—(y+m)l =0
S _ =+l (4.2)

De la ecuacion (4) del sistema (4.1) resulta

V, =0

N, -W,=0 = V,=2v,
14

De la ecuacion (3) del sistema (4.1) obtenemos
V, =0

S1A-V, -V,) - (V+ o)V, =0

S1-(1-V,-ZV,)=(v+ o)V, =0
Vv

Sl :[m (1+%)+(V+0')}V, =0
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V, = ol (4.3)

L [5| (1+(\j)+(v+0)}

Por lo tanto

V, = o0 | (4.4)

v[él (1+‘J)+(v+a)}

Por lo que se tiene el equilibrio libre de enfermedad E, = (1,0,0,0) , el cual siempre existe
en Q. Para encontrar el equilibrio no trivial en Q, se asume | = 0. SustituyendoS, V, y

V, en la segunda ecuacion del sistema (4.1), se obtiene la solucion siguiente:

0=z{ o0 I}(l—(ﬂ’u)lj—(ﬁ,u)l
7,

Vol +odl +v(v+o)

_ oo )
_/Iz[él(v+a)+v(v+o-)}(1 P 'j +m)

(7/+,u)[5(v+0')| +V(V+J)]:%(,u—(y+,u)l)
(7 + 1060+ 0N +(r+ 1) 2% = 2,05~ (y + V(v +0)
u

5(}/+,u)[(v+0')+£}l =1,00 —(y + u)v(v+ o)
7

{(V+a)+ﬁ?a}l= Ao Vv(v+o)
7 (r +m) o
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1 _Vv(v+o) 4,00 —
Lluvro)+La]l === [&v+mw+® q

_ w(v+o) 1,00 B 1}
B ou(V+o)+ Ao | V(y+u)(v+o)

_ w(v+o)
- ou(v+o)+ 4o

[R-1]

| =T[R,—1] (4.5)

donde

=22 (1)
W + 1)+ 0)

_ w(v+o)
- ou(V+o)+ o

Asi se obtiene el siguiente sistema:

S* :1_ (]/+/,l) I
M
1" =T(R,-1)

V, = J I

[m (1+(\j)+(v+a)}

(4.7)

V, = o0 |

v[5|(1+3)+(v+0')}
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4.5 Analisis y Estabilidad.

Es facil verificar que el punto de equilibrio E, = (S™,17,V,",V, ) cuyas coordenadas
satisfacen el sistema (4.7) pertenecen al int (Q) siy solosi R, >1 .

En efecto.

S+1=T(R,-1)+1- 7/ #
u

S+1=T(R,-)+1- 7 "# _T(R,-1)
7,
S+l :T(Ro—l){l—ﬂ—’u}+l
7,
S+l :T(Ro—l){w}+l
u

S+1=T(R, —1){—1}120
y7]
La ultima desigualdad es cierta por:

R>1= R-1>0 = T(R-1)>0 = TL(R -1)>0
Y7,

Ademas tenemos:

0<V,+V, = 9l (1+2)<1
{5I(1+3)+(V+0)} v
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Comol €[0,1], cumple que (S+1+V,+V,)eR!. Con estas consideraciones se ha

demostrado el lema siguiente.

Lema4.l

Sea R, definido por (4.6). SiR, <1, el Unico punto de equilibrio del sistema (4.1) es el
equilibrio libre — enfermedad E,. SiR, >1, también existe un equilibrio endémico

unico E; en int. (£2) cuyas coordenadas estan dadas por el sistema (4.7).

Entonces, se ha visto que si R, >1 es la condicion umbral que determina cuando la

enfermedad muere fuera o en los restos de la poblacién endémica. En seguida, se analizan

las propiedades de la estabilidad de E, .

Puede verse una prueba de la estabilidad local de este punto de equilibrio usando la teoria

de matrices paraR, <1. Recordemos que la estabilidad local viene dada por los

autovalores del Jacobiano del sistema (4.1), evaluado en E,:

—p— AV, 0 0 ~A,8
A —(¥+ ) 0 A
DE(X) =1 S(-V,-F) —(§I1+v+a) -8l
] | a -
donde X=(,1,v,,V,)
oy 0 0 ~A
0 —(y+40) 0 Ay
DEUR)=] §  —Ag+v) 0
0 0 o -1
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Para determinar las propiedades de la estabilidad de la matriz, se usara resultados

conocidos de la teoria de Matrices.
Definicion 4.2

e Decimos que la matriz A= [aij] de nxn es una matriz no singular si

a; <0,i=# J,,yexiste una matriz B >0 y un nimero real ¢ > 0 tal que

A=sl-B y s> p(B)

Expresién equivalente

a) Lamatriz A esno singular siy solo si la parte real de cada uno de sus
autovalores es mayor que cero.

b) Lamatriz A es no singular si y solo si todas las entras de la diagonal son
positivas, y existe una matriz diagonal D, tal que AD es estrictamente diagonal

dominante, esto es,
a; > ad, i=L..n

Retornando a nuestro problema, consideremos la matriz —A;. Sus elementos en la
diagonal son positivos. De acuerdo a la proposicion b) —A, es una matriz no singular si
y solo si existen numeros d,;,d, y d, son mayores que cero tal que satisfacen las

siguientes desigualdades

(7 +p)d, > 2,d,
(v+o)d, >,

4.8
wd, >od, “.8)
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Sea

donde ¢ > 0. Verifiqguemos que las Gltimas dos inecuaciones de (4.8) se cumplen.

En efecto:
(7 +p)d, > &,

od, +&>od,

Para la primera desigualdad observe que:
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A, (a5+08j
-2 +e
V+o

1,00+ 1,06+ V(V+0)
v(V+o0o)

1,00+ A,06+ &NV +0)
(r+ )[ }
v(v+o)(y + 1)

(7 + 11) A,00 +€/120+v(v+<7)
TN+ o) + ) vV +0)

(¥ + )R, + A

Por lo tanto, tenemos
Ld; = (r+ )R, + Ae

donde

A = AL,o+V(V+0)
v(v+o0o)

y asi

1- R
Dado que R, <1 podemos tomar 0< ¢ < (7;#)0

(r+ )Ry +As<y+pu=d(y+u)

que es lo que se queria probar.
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Por lo tanto, el sistema (4.7) tiene solucion positiva cuando R, <1. Esto implica que la
matriz no singular paraR, <1, de aqui que sus autovalores tienen parte real positiva de a)

esto es equivalente a decir que los autovalores de matriz tienen parte real negativa y por

lo tanto que E, es localmente asintdtica mente estable.

Para probar la estabilidad global de E, en Q paraR, <1, usamos la siguiente funcion de

Lyapunov
L=AlI+BV,+CV,
donde:
_ o B (R,+) 1
(;/+,u)(a+v)’ 2 (o+v)
A
v(y +u)(o+v)

El derivado orbital de L (L) esta dado por:

L=VLef
I.—= a_Lyi! aL .(I |1V|'!V2'1)
al "oV, av,

L=(AB,C)e(1'V,\V,,)

L=Al +BV, +CV,

] 4 R, +1 o
Lzm[(@vz)s—(yw)|]+2(G+V)[5|(1 V, =V,)~ (e +V)V, |+
+ % [O‘VK—vVZ]

v(y +u)(o+v)
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R - o Rotl cim v s
L_(7/+,U)(O'+V) ZS (7+ﬂ)(O'+V)(7/+/U)I+2(O-+V)5I(l V[, V2)
- Ro +1 (O'+V)V¢ N 22(7 V(,‘ B ﬂ.zV VZ
2(c+v) vy +um)(o+v) " vy +u)(o+v)
|._ = o [1_ Ro +1(1_V,, —Vz)j| | _|: Ro +1_ é},zd :|V{
(oc+v) 2 ‘ > oG )

VB g3y,
V(y +u)(o +v)

Lo O {1_RO+1}I_{RO+1_&}\A
(G +v) 2 2 5]

Lg—(l_Ro){ J |+v(}

2 (o+v)

Si R, <1 entonces L <o, esto quiere decir que E, es estable en el sentido de Lyapunov.
Claramente, L < 0 en Q cuandoR, <1. Dado que las expresiones dentro del corchete son

mayores 0 iguales a cero; el subconjunto de Q donde (= 0 estd definido por las
ecuaciones:
I =0V, =0,(1-S)V, =0; si R, <1

V,=V,=0,01=V,=V,=0,0 1 =0,S=1;si R, =1.

Al observar el sistema (4.1), puede verse en todo caso que E, lo unico que hace es

mantener invariante el conjunto en (. Por lo tanto por el Teorema de LaSalle - Lyapunov
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todas las trayectorias que comienzan en € se aproximan a E, cuando t — oo. Todos

estos resultados se pueden resumir en el teorema siguiente.

Teorema 4.3

El punto de equilibrio E, es globalmente asintoticamente estable en £ paraR, <1,y es

inestable paraR, >1.

A continuacion se probara la estabilidad local del equilibrio endémico cuando R, >1.
Una forma usual de probar la estabilidad asintética del punto de equilibrio xo del sistema
de ecuaciones diferenciales

x'=f(x) (4.9)

es probando que la ecuacion linearizada Z'= Df (xo)Z , no tiene soluciones de la forma
Z(t)=Z.e" (4.10)

con Z, el —{0},WeD y Re(w) >0 donde [ denota el conjunto de los numeros

complejos. En lo que sigue, se trabajara con el sistema equivalente para (4.1) que se
obtiene tomando las coordenadas 1,V,,V, yR =1-S —1". Sustituyendo la solucion en

la forma (4.9) en la ecuacion linearizada del equilibrio endémico, se obtienen las
siguientes ecuaciones lineales. Obtenemos enseguida el sistema equivalente al sistema
(4.1):

I'=2V,S —(y+u)l

V,,' =0l1(1-V,-V,)-(o+Vv)V,

V, =oV, -V,

R =1-uR+yl
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Usando el método de Linearizacion (B2), se obtiene

'——(E)(l—l) —(E)(V¢ -V))+ (E)(Vz -V;)+ (El)(R—R*)

= (_/12\/2 - (7+ :u))(El)Zl +/12(1_ R- I)(El)zs _/szz(El)Z4
I = AN, 2, =y + )2, + 4, (L-R =172, - 2V, Z,

U=V, +7+m)Z,+ 1L (1-R =112, -4V, Z,

~8_V,‘ E % V, V,
= 3l (E)( -1 )+6V[ (EDV, -V, )+ (E W, -V, )+ (E)(R R%)
V, =6(1-V, =V, )(E))Z,~ (51 + (o +V))(E))Z, - 51 (E,)Z,
Vz,' =0(1-V, -V,)Z, - (01" +(c+Vv))Z,-o1"Z,

'E 2(E)(|—|) 2(E)(V/ -V, )+ 2(E)(Vz -V, )+ 2(E)(R RY)
V,=0Z,-vZ,
R 1—(5)“—' )+ —(E)(V, V) + (E)(Vz -V,)+ (E )(R-R")
R =y(E)Z, - u(E)Z,

R=yZ -puz,
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Asi, el sistema que resulta es:

WZ, =—(AV, +y+u)2,+ ,(1-R" =1")Z, -2V, Z,
WZ, =S5A-V, -V,)Z, - (81" +o+v)Z,-51"Z,
(4.11)
WZ,=0l,-vZ,
WZ,=yZ —pZ,
Donde 7,,Z,,Z,,Z,€l0,y Y = (1",V,,V,,R") son las coordenadas del equilibrio

endémico.

Resolviendo las Gltimas tres ecuaciones del sistema (4.11) para Z,,y Z, Yy sustituyendo

en las primeras dos ecuaciones se obtiene, después de algunas manipulaciones:

WZ,=0Z,-vZ, WZ,=yZ —uZ,
Z,(w+v)=0Z, Z,(W+pu)=yrZ,
o 4
Z.= Z Z,= Z
Poway Yowept

Sustituyendo en las primeras dos ecuaciones tenemos:
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WZ, = (AN, +y+ )2, + AH(A-R =12, - AV, —L—27,

W+
zl(w+/1?v2*(1+ 4 )-I-(]/-I-,Ll)j:ﬂ?(l—R*—P)Zg (4.12)
W+
1( . y ] 1 .
z, W+ AV, A+ —L )41 |=—— 4A-R -17)Z,
y+u W+ u y+u

WZ, =81-V, -V,)Z,~ (81" +oc+v)Z, - 5" —2—7Z,
wW+V

WZ, + (81" +0+v)Z, +81"—2—7, =51-V," -V,)Z,
W+v

Z,| W+l +o+v+ol°

oo
W+ v

}: S1-V,' -V,)Z,

z, W+5I*{1+ o0 }(mv)}:aa—v,* ~V;)Z,
i W+v
Zz(a+v){ oL L 5I*{1+ 00 }+1}:5(1—V,*—V2")Zl

o+v o+vV W+v

(4.13)

[w+5|*[1+ o0 ﬂ— L saovy-v))z,

(o +V) W+ v _(O'+V)
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En efecto
WZ,=0Z,-vZ,
Z,(Ww+v)=0Z, (4.14)

zvXiy=27
14 \"

La ecuacion wZ, no se escribe por que es linealmente dependiente de estas tres
anteriores, es decir puede escribirse como combinacion lineal de Z, , entonces basta

trabajar con las primeras tres ecuaciones. Al tomar las ecuaciones (4.12), (4.13), y (4.16),

se forma el sistema equivalente

1+G,(W)Z, = (HZ),,i=1,...,4 (4.15)

Donde Z =(Z1, Z2, Z3) Yy

1 LWy
G, (W) = v Ry
=g e |
G, (w) = [w+5|*[1+ oo ﬂ (4.16)
o+Vv) W+ v
G3(W)=ﬂ
1%

Donde H es la matriz
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/12

0 0 (e
y+u
H: i 0 0
o+V
0 2 0
V

Notemos que la matriz H tiene sus entradas no negativas, y Y = (1°,V,",V,’) satisface

Y =HY (4.17)

En efecto.

V*: T(RO—].), §| ’ O'5|
5I(1+V+v+a) v[5|(1+3)+(v+0)}
T(R,-1)
0 0 %o (1-R™-1") i’
y+u 5I(l+%+v+a)
H= o 0 0 *
o+V ] o5
0 v 0 v{él(l+3)+(v+a)}
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Verificando

% L-R" =17V, =LS*V{ =SV, =(r+ " =4SV, —(y+ 1" = 1"
(r+u) (r+u)

Dado que | =0

INGS = (y+ )l
Resolviendo como se hizo para obtener (4.5) resulta que

| =T[R,—1] (4.18)
Luego

SU-V, V),
o+Vv

=V, (4.19)

,
Se resuelve de igual forma como se hizo para encontrar (4.3). Finalmente tenemos

v, =V,
pv

Haciendo exactamente lo mismo que se hizo cuando se dedujo (4.4).Ademas, dado que

las coordenadas de Y son positivas, s es el minimo valor positivo tal que
‘Z‘ <sY

donde ‘Z‘ =(Z,],...|Z3)) y |o|es lanormaen O .
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Ahora queremos mostrar que Re(w) < 0. Negando esto distinguimos 2 casos:w=0 y

w==0. Parael primer caso, w>0 usando las ecuaciones (4.12) y (4.13)

WZ, = _(/12\/2* +y+u)Z + AL~ R" - I*)Zs _ﬂ'zvz*ZA

WZ, =—(AV, +y+1)Z,+(1-R" =17) 40 Zz—/izyv2 Z,
WV WV

[W+(ﬂ.zv +7/+,u)+ﬂ77/ 2} Z,=+(1-R" - I)ﬂzg

! [w+ @V{‘(w)ﬂ} .
W+ L

- (@-R' - ){ A0 }zz=0(4.20)
(r+u)

+/1) (wW+v)

WZ, =501-V, -V,)Z, - (01" +oc+v)Z, -5 —2—Z,
W+V

WZ, + (81" +o+v)Z,-81'—2— 7, =5(1-V, -V;)Z,
W+V

_%o +1} Z, -1 sa-v -v))z,
o+V

—|:W+5|*(1+
(w+v)

o+V

Asi
S
(o+Vv)

SA-V, -V})Z, —(o+v)Liv(w+ Sl *£1+ (W5fv)j+1Jzz ~0 (4.21)

Al evaluar w=0 en (4.20) y (4.21) se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones

GAYA =ntan 1}21—(1_?_'*){’120}22:0 (4.22)
u

[( + 1) (y+n) v
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o (1—V,*—V2*)Zl—{ L (5I*[1+5—O-j+1ﬂ22:0
(o+v) o+v v

Calculando el determinante del sistema (4.22):

1 LUty 1 ; oo
[(7+u)22v2( u )+1}L+V(5I (1+0+vj+1ﬂ

_[ 5 sa-v- —v;)}{— L-R =17 {ﬂzaﬂ 0

o+vVv (y+p) 1%

Cambiando signos resulta

(61(0)+1>(Gz(0)+1)—‘1‘R*"*){4"}[ L sa-v; —v;)}zo
(y+u) v |lo+v

De (4.18) y (4.19) resulta que

(Gl(0)+1)(ez(0>+1)—‘1‘R*"*){4+ dich }{ 1 5(1—vn:‘—v:—v;)}=o
(y+ ) pv(oc+v) || o, +V

S IGem Ve _
GOHGO) )~ =0

(G,(0)+1)(G,(0) +1) ~1=0

Es decir
(G,(0)+1)(G,(0)+1) -1=G,(0) + G, (0) + G, (0)G, (0) +1-1=0

G,(0) + G, (0) +G,(0)G,(0) >0
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Como

G,(0)>0y G,(0) >0

Entonces para w=0 la unica solucion del sistema (4.15) es la solucién trivial, lo que

implica que w=0. Supongamos que Re(w) > 0. Sea
G(w) =min{(1+G;(w)/i=12,3...)} . Es facil probar que en este caso[1+G, (w)| >1 para
todo i, por lo tanto G(w)>11. Tomando la norma sobre ambos lados de la ecuacion

(4.8) y usando el hecho que H es no negativa, se obtiene la inecuacion

GW)Z| < H|Z|
G(wW) Z| < G(w)sY "
G(w) Z| <sHY”
G(W)Z|<sY”

s

Y*<sY”®
W

:\Z‘SG()

Pero esto contradice la minimalidad de s. De donde Re(w) <0. Con esto hemos probado

el siguiente teorema.

Teorema 4.4

Si R, >1, el equilibrio endémico E, es localmente asintoticamente estable.

4.6 Discusion

Para este modelo la condicion umbral que determina la existencia y estabilidad del

equilibrio endémico esta dado por:
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= 4,00 <1l
Vy+m(e+v)

Ry

Necesitamos analizar como cambia el contacto entre humanos susceptibles y mosquitos
infectados a los nuevos nacimientos R, . El pardmetro A, aparece solo en el numerador de
la expresion paraR,. Si incrementamos A, en alguna cantidads >0, R, se incrementara

en un factor:

_ALo+v(v+o)
V+o

A(e)

En efecto:

oo B oo
o) T G e

R,(¢) =4,

o0 le7)
=4 +&
Viy+p)o+v)  V(y+up)(o+v)

o0
=& +
V(y +p)(c+v)

R,

de lo que resulta que

e
Ryl € +1|=
V(y + w)(o+Vv)R,

V(y + p)(o +v)eoco 1
V(y + u)(o +Vv)ool,

Asi

1+ 5
A(e) +22
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Se observa que A crece linealmente con incrementos de ¢. Por otro parte, para €

cercano a cero, calculando la derivada de A (&) tenemos

1
(4)°

A(e) =

De tal forma que A (g) >0 implica que A, <1.

4.7 Resultados

Dado que R es una funcion de los parametros del modelo definido como el numero de
los nuevos infectado por un infeccioso en la interaccion con susceptibles. Habra un
equilibrio endémico y la enfermedad persistira. Para ilustrar la dindmica de la epidemia y
estudiar diferentes estrategias, una simulacion fue realizada usando MATLAB con

valores diferentes de los parametros implicitos en el modelo

Las figuras muestran el curso temporal de los humanos infectados | y los mosquitos

infectados V,. Los valores para los parametros estan dados en la tabla.1 En todas las
figuras R, >1. Ademas se observa a A, que denotan la tasa de contacto entre humanos
susceptibles Mosquitos infecciosos que pertenecen a la clase V,, entre mas pequefia sea

la curvatura de la grafica es menor y el proceso de estabilidad es mas rapido (figura 4)
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Tabla 3: Muestra el valor de algunos pardmetros utilizados en el modelo del dengue

Notacion Significado de los Parametros Valor
Tasa de mortalidad constante de la
M poblacion humana 65 afios
. Pericdo infecciosos en el humano
! aproximadamente (4-7 dias) 5 dias
S Tasa de contacto entre mosquitos
susceptibles v humanos infecciosos 0.6
v Tasa de mortalidad del mosquito 1/25
a Periodo latente en el mosquito 1/8

Tabla 4: Muestra como varia el equilibrio endémico al considerar diferentes valores
para A,

0.5 1.1364 0.88002 0.0000010114 | 0.000003677 | 0.000011493

0.7 1.5909 0.62861 0.0000031308 | 0.000011384 | 0.000035576

0.8 1.8182 0.55004 0.0000037931 | 0.000013792 | 0.000043101
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Figura 21: Muestra el comportamiento de una enfermedad si la tasa de contacto A, es de 0.5
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Figura 22: Muestra el comportamiento de una enfermedad si la tasa de contacto A, esde 0.7
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Figura 23: Muestra el comportamiento de una enfermedad si la tasa de contacto A, es de 0.8
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Figura 24: Muestra la estabilidad local del punto de endémico.
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GLOSARIO DE SIMBOLOS

N(t): Poblacion inicial al tiempot.
R,:  Numero reproductivo basico.
V(S,1): Orbita.
(S..1,): Punto de equilibrio.
L. Tasa proporcional de mortalidad.

Esperanza de vida.

L

A: Edad promedio de la infeccion.

A Simboliza los valores propios de una matriz.
T

Periodo inter epidémico.

Periodo contagioso, paso de tiempo.

|

T.: Tiempo critico.
Z: \Vector
K: Capacidad de Carga.

O(z): Error de truncamiento.
p: Orden de exactitud.
C*: Semi-orbita positiva
L(C"): Conjunto limite.
C: Orbita cerrada.

E,: Equilibrio libre d enfermedad.
E,:  Equilibrio endémico.

L(L): Funcion de Lyapunov
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GLOSARIO DE TERMINOS

Aedes Albopictus
Es una especie de mosquito que transmite en menor escala el virus del Dengue.

Aedes Aegypti
Es una especie de mosquito diurna, con mayor actividad de picadura. Vive y deposita sus
huevos en recipientes donde se almacena el agua.

Anticuerpo
Proteina producida por un tipo de glébulo blanco (lifocito B) y células plasmaticas en
respuesta al ingreso de in antigeno y cuya funcién es defender el organismo.

Antibidtico
Sustancia antimicrobiana derivada de bactérias, hongos o sintética.

Arbovirus
Virosis transmitida de un huésped a otro por medio de una o mas tipos de artrépodos.

Artropodos
Son invertebrados que tiene exoesqueleto de quitina y patas articuladas mdviles.

Campo direccional
Indica a partir de un sistema de ecuaciones diferenciales cuan rapido se mueve una solucion a
lo argo de su orbita y en que direccidon se mueve.

Chagas

En una enfermedad provocada cuando un insecto infectado deposita sus heces en la piel de
una persona. La persona a menudo se frota las picaduras, accidentalmente introduciendo las
heces en la herida de la picadura, los 0jos o la boca.

Cohorte
Un grupo de individuos que tiene un factor estadistico comun como edad, clase en un estudio
demogréafico similar.

Coélera
Es una infeccion intestinal aguda, grave, que se caracteriza por la aparicion de evacuaciones
diarreicas abundantes, con vémito y deshidratacién que puede llevar al paciente a acidosis y
colapso circulatorio en el término de 24 horas y en los casos no tratados puede ocasionar la
muerte.
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Demografia
Estudio estadistico de una colectividad humana, segin su composicién y estado en un
momento determinado o segun su evolucidn historica.

Dengue:
Es una enfermedad viral suave transmitida por los mosquitos de genero Aedes. Se caracteriza
por la fiebre, la erupcion, y los dolores del musculo y del empalme.

Dengue Clasico

Se caracteriza por un cuadro febril agudo, de duracion limitada (2-7 dias), con intenso
malestar general, (dolor retro ocular, dolor muscular y dolores articulares), acompafiado de
una erupcién cutanea.

Dengue Hemorréagico
Incluye los sintomas del Dengue clasico, a los que se agregan, manifestaciones hemorragicas
con aumento de permeabilidad vascular y anormalidades en los mecanismos de coagulacion.

Deterministico
Es una palabra que se usa para denotar a un modelo el cual a futuro le esta completamente
determinado dado suficiente conocimiento del presente.

Ebola
Es una infeccidn viral y quizas tenga un contenido inmunoldgico. Sus mecanismos de accion
no se conocen, pero es muy similar a otros filovirus

Ecuacion Auténoma
Cuando el segundo miembro de una ecuacion no depende explicitamente de t sino que solo
dey.

Ecuacion Logistica
Es un modelo simple para una especie que no tiene un depredador.

Enfermedad del Suefio
Es una infeccidn parasitaria que transmiten las moscas. A medida que la enfermedad progresa,
el suefio se hace més incontrolable.

Epidemia
Este término proviene del griego epi: sobre y demos: pueblo, y significa aparicion subita de
una enfermedad, que ataca un gran nimero de individuos que habitan una region determinada.

Equilibrio
Es una solucién constante del sistema de ecuaciones diferenciales.
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Equilibrio Estable
Cuando al menos un valor propio tiene parte real cero y los otros negativos.

Equilibrio Asintoticamente Estable
Es un equilibrio que ademas de ser estable las soluciones estan suficientemente cerca del

equilibrio cuando t — o y si todos los valore propios de una matriz tienen parte real negativa

Equilibrio inestable
Cuando al menos un valor propio tiene parte real positiva.

Esquitématosis
Es una enfermedad vinculada con la pobreza y la desnutricion.

Gonorrea

Es una de las enfermedades infecciosa bacterianas mas comunes y es frecuentemente
transmitida durante las relaciones sexuales, incluyendo las relaciones vaginales y tanto el sexo
oral como el sexo anal.

Infeccioso
Individuo que se ha contagiado y es capas de expandir la enfermedad por el contacto con
susceptibles.

Influenza

Es una enfermedad viral altamente contagiosa, se transmite de persona a persona por contacto
directo a través de secreciones respiratorias producidas por toser o estornudar, o a través de
articulos contaminados recientemente

Inmunidad Heteréloga
Es un tipo de inmunidad que dura un periodo de 6 meses y vuelve a ser susceptible.

Inmunidad Homologa
Es el tipo de inmunidad de por vida.

Malaria
También conocida como paludismo, es una enfermedad que se transfiere a los humanos
mediante un vector. EI mosquito Andfeles es el vector mas comun de la malaria.

Matriz comunidad
Describe el efecto del tamafio de cada especie sobre la razon de crecimiento de si mismo y el
equilibrio de otras especies.

Meningitis
Consiste de la inflamacidn de las membranas que cubren el cerebro.
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Modelo
Constituye una representacion abstracta de cierto aspecto de la realidad.

Modelo Matematico

Es un tipo de modelo basado en la l6gica matematica cuyos elementos son esencialmente
variables y funciones, y sus interrelaciones viene expresadas a través de relaciones
matematicas como ecuaciones, inecuaciones u operadores Idgicas, en correspondencia con el
fendmeno representado.

Orbitas
Es la trayectoria de curvas-soluciones en el plano fase representando una relacion funcional
entre x e y con el tiempo t como parametro.

Peste Bubonica
Es una enfermedad infecciosa causada por la bacteria Yersinia Pestis. Estas bacterias se
encuentran en los roedores salvajes pequefios y en sus pulgas.

Poblacion

Es el nimero de personas u organismos de una especie particular, que viven en area. La
poblacion humana es estudiada por la demografia, sociologia y geografia. La poblacion de
animal es estudiada por biologia y en particular, biologia demografica, una rama de ecologia,
y genética demogréfica.

Poblacion Homogénea
Es una en la que todos sus miembros son iguales: pertenecen al mismo grupo racial, hablan un
solo idioma y comparten las mismas creencias y costumbres.

Rabia

Es una enfermedad viral causada por un virus neurotropico hallado a menudo en la saliva de
los animales infectados. Se caracteriza por una irritacion en los sistemas nerviosos centrales,
seguida de paralisis y muerte.

Recuperado
Individuos que después de haber estado contagiados se han recuperado, pero tiene la
posibilidad de volverse a contagiar dependiendo del tipo de inmunidad adquirida.

Retrato fase
Es la descripcion completa de todas las orbitas de una ecuacién diferencial y dependen casi
por completo de los valores caracteristicos de la matriz.

Rubéola

Es una infeccién respiratoria muy contagiosa provocada por un virus, se transmite entre
personas a traves de estornudos, tos o el contacto con superficies contaminadas (pafiuelos,
vasos 0 manos)
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Sarampidn

Es una enfermedad producida por la infeccién de un virus (mixovirus) muy contagioso. La
infeccion se transmite por las secreciones nasales y orales o de una persona infectada y la
incubacidn es de 8 a 14 dias antes de la aparicion de los sintomas. Incapacidad para ver ciertos
colores, especialmente el rojo.

Serologia
Suma de conocimientos relativos al suero sanguineo y sueros terapéuticos. Pueden ser un
elemento definitorio en el diagnostico medico.

Serotipo
Inflamacion de la piel

Sida:

Es ocasionado por el VIH (Virus de la Inmunodeficiencia Humana). EL SIDA es la etapa final
y la més seria de la enfermedad producida por el VIH. Est4 caracterizado por signos y
sintomas de inmunodeficiencia (falta de defensa contra infecciones) muy intensos. Este virus
ataca al sistema inmune y deja el cuerpo vulnerable a una gran variedad de enfermedades.

Susceptible
Persona o animal que no posee resistencia contra determinado agente infeccioso; estando asi
esta expuesto a contraer una enfermedad

Tasa de contagio
Es la distribucion de tiempo en que una persona puede contagiarse.

Tasa de Mortalidad
Indica el nimero de defunciones de una poblacion cada mil habitantes, durante un periodo de
tiempo determinado, generalmente un afio.

Tasa de Natalidad
Indica el nimero de nacimientos de una poblacién cada mil habitantes, durante un periodo de
tiempo determinado, generalmente un afio.

Tasa de recuperacion
Es la distribucion de tiempo de estancia en la clase infectados.

Tifus

Es una enfermedad infecciosa causada por bacterias. La enfermedad no se transmite de
persona a persona sino por el piojo, pero él no nos infecta; nos infectamos nosotros mismos.
Cuando el piojo chupa la sangre, defeca. Cuando nos rascamos infectamos la herida con las
heces del piojo.
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Tuberculosis

Es una enfermedad infecciosa producida por el Micobacteryum tuberculosis. Normalmente
afecta primariamente a los pulmones pero puede extenderse a otros érganos. La enfermedad se
propaga a través del aire mediante pequefias gotitas de secreciones de la tos 6 estornudos de
personas infectadas.

Umbral
Es llamado también numero reproductivo basico y de el depende la persistencia o la
desaparicion de una epidemia.

Varicela
Es una enfermedad cosmopolita, muy contagiosa, frecuente en nifilos en quienes es
habitualmente benigna. Es una afeccion endémica con periodos en que se torna epidémica.

Vector

Es un artropodo que transfiere un agente de una fuente de infeccidn a un huésped susceptible.
Los artrépodos actian como vectores de enfermedades o como huéspedes intermediarios de
patdgenos.

Viruela
Es una enfermedad epidémica con erupcion, pustulas y manifestaciones generales.

Virus

Es el agente que causan enfermedades. Pertenece al grupo de los arbovirus (se llaman asi
porgue son virus transmitidos por artropodos),

133



REFERENCIAS

Capitulo |

[1] Dietz, K. (1988) The first epidemic model: A historical note on P. D. En’ko, Australian J.
Stat., 30:56-65.

[2] Eller, S., R. Gallant, and J. Theiler (1995) Detecting nonlinearity and chaos in epidemic
data In Epidemic Models: Their Structure and Relation to data, D. Mollison, eds.,

Cambridge University Press, Cambridge, 229-247.

[3] Hethcote, H. W. (1976) Qusntitative analysis for communicable disease models, Math.
Biol., 28:335-356.

[4] Kermack, W. O. and A. G. McKendrinck (1927) A Contribution to the Mathematical
theory of epidemics, Proc. Royal Soc. London, 115:700-721.

[5] Kermack, W. O. and A. G. McKendrinck (1932) A Contribution to the Mathematical
theory of epidemics, part Il, Proc. Royal Soc. London, 138:55-83.

[6] McNeill, W. H. (1976) Plagues and Peoples, Doubleday, New York.

[7] Ross, R. (1911) The Prevention of Malaria, 2" ed., (with Addendum), John Murray,
London.

[8] Soper , H. E. (1929) Interpretation of periodicity in disease prevalence, J. Roy. Stat. Soc.,
Series B, 92:34-73.

Capitulo 11

[1] Primer Curso Regional de Modelacién Matematica, realizado de 10 al 21 de Enero de
2005 en la Universidad de EI Salvador, con el auspicio de la Vicerrectoria Académica
de la Universidad y The National Science Feundation (NSF)

Capitulo 111

[1] Bendixson, T. (1901) Sus les courbes définies par des équations differentielles, Acta.
Math., 24:1-18.

134



[2] Dulac, H. (1934) Point Singulieres des Equations Differentielles, Mén. Sci. Math., Fasc.
61, Gauthier-Villars, Paris.

[3] Hurewicz, W. (1958) Lectures in Differential Equations, MIT Press, Cambridge.

[4] Komolgorov, A. N. (1936) Sulla teoria di Volterra della totta per I’esisttenza, Giorn. Inst.
Ital. Attuari, 7:74-80.

[5] Poincare, H. (1881) Sur les courbes definies par des equation differentilles, J. Math. Pures
Appl., Vol.1 (1881): 375-427, Vol.8 (1882): 251-286, Vol.11 (1885): 162-244, Vol.12
(1886): 151-217.

Capitulo IV

[1] V. Jimenes. L. Ecuaciones Diferenciales, Como Aprenderlas, Como Ensefarlas,
Universidad de Murcia, 2000.

[2] Mario Vargas V., Transmision de Arbovirus, un Fendémeno Bioldgico de Gran
Complejidad., Centro de Investigacion en Enfermedades Tropicales (CIET), Facultad
de Microbiologia, Universidad de Costa Rica, y Asociacion Costarricense de
Microbiologia y Parasitologia (ACMP)

[3] M. Braun, Ecuaciones Diferenciales y sus aplicaciones (2° edicion, en espafiol),
matematicas de ciencias aplicadas 15, Springer-Verlag, Nueva Cork, 1978.

[4]  Zhilan Feng!, Jorge X. Velasco-Hernandez?, Competitive exclusion in a vector-host
model for the dengue fever,
1: Biometrics Unit, Cornell University, Ithaca, NY 14853-7801, USA
2: Departamento de Matematicas, UAM-Iztapalapa, México

[5] Lourdes Esteva, Cristobal Vargas, Coexistence of different serotypes of dengue virus,
Mathematical Biology, J. Math. Biol. Published online: 26 September 2002 — Springer-
Verlag 2002

[6] Estabilidad Interna de los Sistemas No Lineales, Dinamica de los Sistemas Fisicos
Analisis de la Estabilidad Interna de los Sistemas No Lineales.

[8] Real symmetric matrices, School of Mathematical, Sciences University of Nottingham.
[9] w. B. Fitzgibbon, y s. L. Hollis, z and j. J. Morgan xc , Stability and Lyapunov

Functions for Reaction-Diffusion Systems,1997 Society for Industrial and Applied
Mathematics, Vol. 28, No. 3, pp. 595610, May 1997

135



ANEXOS

% Solucidn grafica del sistema
% f=x-0.01*y."2;

% g=xty;

function dw=ejemplo(t,w)
dw=zeros(size(w));
dw(1)=w(1)-0.01*w(2).”2;
dw(2)=w(1)+w(2);

% Campo Direccional del sistema
% f=x-0.01*y."2;

% g=xty;

[X,y]=meshgrid (-1400:100:600,-400:100:700);
f=x-0.01*y."2;

g=X+y;

quiver(x,y,f,0)
temp=sqrt(f."2+9."2);
quiver(x,y,f./temp,g./temp);
xlabel(’x);

ylabel('y");

% Grafico del sistema
% f=x-0.01*y."2;

% g=xty;

clear

clf

x0=1; y0=2;

w= [x0 y0];
[t,u]=0de45(’ejemplo’,[0:0.5:5],w);
plot(t,u(:,1),t,u(:,2))
xlabel('t);
legend('Xx','y")

% Funcion para el sistema de
% senos y cOsenos

function dw=ejem(t,w)
dw=zeros(size(w));
dw(1)=sin (w(2));
dw(2)=cos (w(1));

% Graficas del Sistema
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% f=sen(y)

% g=cos(x)

clear

clf

x0=0; y0=1;

w= [x0 y0T;
[t,u]=0de45('ejem’,[0 30],w);
plot(t,u(:,1),t,u(:,2))
xlabel('t);

legend('x','y")

% Campo Direccional del Sistema
% f=sen(y)

% g=cos(Xx)

[X,y]=meshgrid (-4:0.2:4);
f=sin (y);

g=cos (x);

quiver(x,y,f,g)
temp=sqrt(f."2+g9."2);
quiver(x,y,f./temp,g./temp);
xlabel('x");

ylabel('y");

% Programa para el sistema S-I-R
% con dos parametros

function dw=sirs(t,w)
dw = zeros(size(w));

% Parametros

a=4,

b=3;

S=w(1); H=w(2); R =w(3);

% Ecuaciones

dw(l) = -b.*S*H;
dw(2) = b.*S*H - a*H;
dw(3) = a*H;
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% Programa para el S-I1-R
% con un parametros

function dw=sirp(t,w)
dw = zeros(size(w));

% Parametros
k=4/15000;
S=w(1); H=w(2); R =w(3);

% Ecuaciones

dw(l) = -S*H;
dw(2) = S*H - k*H;
dw(3) = k*H;

% Condiciones Iniciales para el Sistema S-1-R
% con uno o dos pardmetros

S0=0.9; H0=0.1; RO=0;
wo=[SOHO RO J;
[t,u]=0de45('sirp',[0:0.01:50],wo0);
plot(t,u(:,1),t,u(:,2),t,u(:,3))
%Grafica

legend('S','I','R")

xlabel(‘tiempo’)

% Programa de Modelos Epidemiologicos SIR
close all

clear all

clc

S = zeros(1, 100);

El = zeros(1, 100);

R = zeros(1, 100);

C = input(‘Ingrese tasa de contagio: ");

TR = input(‘Ingrese tasa de recuperacion: );

SA = input('Ingrese poblacion inicial sana: ");

N = input('Ingrese poblacion inicial infectada: °);
J = input('Ingrese cantidad de periodos a calcular N: ");

S(1) = SA;
EI(1) = N;
R(1) =0;

fid = fopen(‘episir.txt', 'w");
fprintf(fid, "\tt\tS\tI\tR\n");
fork =1:J+1
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S(k+1) = round(S(k) - C*S(k).*EI(k) + 0.5);
El(k+1) = round(EI(k) + C*S(K).*EI(k) - TR*EI(K));
R(k+1) = SA + N - S(k+1) - El(k+1);
fprintf(fid, "\t%g\t%g\t%g\t%g\n', k - 1, S(k), EI(K), R(K));
if (S(k)-1<0)
break;
end
if (EI(K)-1<0)
break;
end
end
fclose(fid);
scrsz = get(0,'ScreenSize");
figure('Position’,[1 scrsz(4)/2 scrsz(3)/2 scrsz(4)/2]);
%subplot(4,1,1);
plot(S(1:J));
grid on
title(['Numero de susceptibles en ', int2str(J), ' iteraciones']);
xlabel('Tiempo (meses)");
ylabel('Poblacion Sana’);
%subplot(4, 1, 2);
figure('Position’,[scrsz(3)/2 scrsz(4)/2 scrsz(3)/2 scrsz(4)/2]);
plot(EI(1:));
grid on
title('Numero de infectados en ', int2str(J), ' iteraciones']);
xlabel('Tiempo (meses)’);
ylabel('Poblacion Infectada’);
figure('Position',[1 scrsz(4) scrsz(3)/2 scrsz(4)/2]);
%subplot(4, 1, 3);
plot(R(1:J));
grid on
title(['Numero de recuperados en ', int2str(J), ' iteraciones']);
xlabel('Tiempo (meses)");
ylabel('Poblacion Recuperada’);
figure('Position’,[scrsz(3)/2 scrsz(4) scrsz(3)/2 scrsz(4)/2]);
%subplot(4, 1, 4);
plot(S(1:J), EI(1:J));
grid on
title(['Numero de infectas respecto al numero de susceptibles);
xlabel('Poblacion Sana’);
ylabel('Poblacion Infectada’);
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% Programa para el Modelo del Dengue

function dw = den (t,w)
dw = zeros(size(w));

% Parametros

a =1/(65*365);

b =0.8;

c=5;

d =0.6;

e =1/25;

f=1/8;

RO = b*f*d/( e*(e+f)*(c+a) );

T = a*e*(e+f)/( d*a*(e+f)+b*f*d );
le = T*(R0-1);

Se=1-(atc)la™ le;

V2e= f*d*le/(e*(d*le*(1+f/e)+(e+f)));
VLie=e/f * V2e;

if t==0, RO,
disp('Equilibrio: (S,I,VL,V2): "

disp([num2str(Se),’  ',num2str(le),’ ‘,num2str(VLe),

end;
S=w(1); H=w(2); VI=w(3); V2 =w(4);

% Ecuaciones

dw(1)= a*(1-S)- b*V2.*S;

dw(2)= b*V2.*S-(c+a)*H;

dw(3)= d*H.*(1-VI-V2)- (e+f)*VI;
dw(4)= *VI-e*V2;

% Condiciones iniciales para el Modelo del Dengue
S0=4.5; HO0O=0.5; VL0 =0; V20 =0;

N =S50+ HO0; V=VLO + V20,

w = [SO/N HO/N VLO V20];

options = odeset('RelTol',1e-7,'AbsTol',1e-7);
[t,u]=0de45('den’,[0 10000],w,options);
plot(t,u(:,2),t,u(:,4))

legend('I','V2")

xlabel('tiempao')
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