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INTRODUCCION GENERAL.

Las redes bayesianas son modelos graficos basados en grafos dirigidos y distribuciones de
probabilidades, estas forman parte de una disciplina conocida como aprendizaje automatico?. El
mayor desarrollo que han alcanzado las redes bayesianas ha sido a partir de los afios 80, aunque
la primera representacion grafica de una distribucion de probabilidad fue realizada en los afios 20
por el genetista Sewal Wright.

La publicacién méas importante sobre redes bayesianas es el libro de Pearl, de 1988, Probabilistic
Reasoning in Intelligent Systems: Networks of plausible Inference, en él se presentan los
resultados obtenidos hasta ese momento en redes bayesianas y se discute ademas, las relaciones
que éstas tienen con las redes de Markov, los sistemas expertos, el tratamiento de la
incertidumbre, etc. En este mismo afio se publica el algoritmo de Lauritzen y Spiegelhalter
ambos especialistas en probabilidad y estadistica, desarrollaron un método conocido como
arboles de cliques (método de agrupamiento), el cual ademas de ser un método eficiente para
calcular la probabilidad, fue el primer algoritmo que permitia tratar redes con bucles; en 1990
Jensen Olesen y Andersen desarrollaron el método de los universos de conocimiento que es una
modificacion del algoritmo de agrupamiento (&rbol de cliques). EI método de agrupamiento es
hoy en dia uno de los algoritmos estandar para el calculo de probabilidades en redes bayesianas.
En la presente tesis se da una pequefia introduccion a las redes bayesianas, en el primer capitulo
se describe los conocimientos basicos de la teoria de grafos que se utilizan al final del capitulo, y
en capitulos posteriores de esta tesis, en este mismo capitulo se describe como se factoriza una
distribucion de probabilidad y al final de este capitulo se presenta una definicion de lo que es una
red bayesiana, el segundo capitulo de la tesis se presentan cuatro métodos para el calculo de las
probabilidades a posteriori de las variables en una red bayesiana, cuando conocemos con
seguridad que valores toman un subconjunto de ellas, y en el tercer capitulo se presenta como se
estiman las probabilidades de los nodos de una red bayesiana, para lo cual se utiliza un poco de
estadistica bayesiana y se presenta un algoritmo que nos permite estimar la estructura de una red
bayesiana y por ultimo se presenta estima una red bayesiana de una base de datos para lo cual se
utiliza el software ELVIRA version 0.162.

1 Cuyo objetivo es desarrollar técnicas que permitan a las computadoras aprender.
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Capitulo 1. Introduccién a las Redes Bayesianas.

1. Introduccién a las redes bayesianas.

1.1 Introduccién.

Las redes bayesianas son modelos probabilistas inspirados en las causalidad, en cuya representacion
gréfica, cada nodo del grafo es una variable y las aristas representan relaciones de causalidad entre las
variables, estas aparecen a principios de los afos 80, debido a la debilidad del método probabilista y otros
métodos que se crearon para medir la incertidumbre sin hacer uso de la probabilidad en los sistemas
expertos. El calculo de probabilidades de las variables en una red bayesiana cuando se conoce con
certeza que un conjunto de variables de la red han tomado un valor concreto, se le conoce como
propagacion de probabilidad, los primeros algoritmos para propagar probabilidades en una red bayesiana,
solo lo hacian con redes cuya representacion grafica era un arbol o poliarbol, el primer método que
permitia propagar probabilidades en redes que con bucles, aparecié en 1988 descubierto por Lauritzen y
Espiegelhalter , el cual titularon arbol de cliques o método de agrupamiento como se le conoce en la

actualidad.

Algunas aplicaciones de redes Bayesianas son:

1. ANDES un programa informatico desarrollado en la Universidad de Pittsburg, el cual es un sistema
inteligente que hace deducciones de cémo un estudiante de Fisica resuelve un determinado
problema.

2. En biologia Friedman desarrolld un técnica basada en redes bayesianas, para el aprendizaje de
relaciones causales entre los genes.

3. Se utilizan en negocios y finanzas por ejemplo en la valoracién del riesgo en la solicitud de un
préstamo.

4. Mani et.al. [1997] desarrollo Mentor, que es un sistema que predice retardo mental en nifios.

En general las redes bayesianas se aplican en Medicina, Biologia, Negocios y finanzas, Visiéon por
Computadora, Hardware de computadoras, software de computadoras, mineria de datos, procesamiento
del lenguaje natural, Psicologia, reconocimiento del idioma, control de vehiculos y diagnostico de

funcionamiento defectuoso., etc.
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El presente capitulo consiste de tres partes en la primera de ellas se expone la teoria de grafos que
utilizaremos en este capitulo y en los capitulos siguientes, en ella se expone la teoria que se utilizara tanto
de grafos dirigidos como no dirigidos. La segunda parte consisten en describir como se factoriza una
funcion de probabilidad, es decir dado un conjunto de variables, describir como se puede escribir su
funcion de probabilidad conjunta como el producto de funciones de probabilidad definidas en menos
variables. Y por Ultimo, se vera como se relacionan los grafos con la teoria de la probabilidad y las
condiciones que deben cumplir los grafos, para que estos sean junto con la funcién de probabilidad una red

bayesiana.

1.2 Conceptos basicos de grafos.

Los grafos aparecen por primera vez en el siglo XVIII cuando Leonhard Euler los creo para resolver el
problema de los puentes de Konigsberg y desde entonces se ha desarrollado una sélida teoria matematica
sobre ellos. Los grafos son una de las herramientas mas utilizadas en la actualidad, por lo que entre las
representaciones mas comunes que se pueden encontrar de los grafos son los organigramas que
muestran la estructura formal de una empresa y los arboles genealdgicos. Por lo regular se utilizan para
resolver problemas de eficiencia de transporte, también se utilizan en sociologia, electrénica y electricidad,
en general se utilizan en aquellos campos en los que la conectividad es

@ importante.
Los grafos consisten basicamente en un conjunto de objetos que se
encuentran relacionados unos con otros los cuales son representados por
nodos y las relaciones entre ellos por aristas, un ejemplo de grafo es el que
Frgura 14 se muestra en la figura 1.1, los nombres de las variables viento, humedad y
lluvia estan representadas en los nodos del grafo, mientras que las arista

que unen los nodos nos indican las relaciones que hay entre ellas.

Definicion 1.2.1
Un grafo es un par de conjuntos G = {X, L}, donde X ={X,, X,,...,X,} es un conjunto finito de

elementos (nodos), y L es un conjunto de aristas, es decir, un subconjunto de pares ordenados de

elementos distintos de X.

En la definicion 1.2.1 no se considera que dos nodos estén unidos por mas de una arista, ni tampoco que

una arista una un nodo consigo mismo, esto es debido a que en nuestro caso esto no tiene sentido ya que
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utilizaremos los grafos para representar las variables de una funcién de probabilidad y las relaciones de
independencias que hay entre ellas; por ejemplo si en la figura 1.1 se tuviera en la variable viento una
arista que una ese nodo consigo mismo, se podria interpretar como que la variable viento es dependiente
con ella misma, lo cual carece de sentido, ya que no aporta ninguna informacién sobre esa variable.

En el ejemplo de la figura 1.1 X = {Viento, Lluvia, Humedad} y G = {(Viento, Lluvia), (Lluvia, Humedad)}
observemos que no existe ninguna arista entre viento y humedad por lo que se puede decir que no estan

directamente relacionadas.

La notacion que usaremos para representar las aristas de un grafo es L={L;/X; y X, estén
conectados}, donde L; representa la arista que une los nodos X;y X;.

° Las aristas de un grafo pueden ser dirigidas o no dirigidas, es decir, se puede tomar

en cuenta o no el orden de cdmo aparecen representados los nodos en el grafo, por

e e Q ejemplo el grafo de la figura 1.2 se tiene el siguiente conjunto de aristas
e o L={Lag Lac:Llap Lee:Lce Lcr.Loe }, notemos que en este caso también
Figura 1.2 hubiéramos podido representar el conjunto de aristas de la figura 1.2 por medio del
conjunto L ={Lg,Lcaslpa'legslecibec,Lep}, que no es més que el

conjunto anterior con el orden de las aristas invertido, por lo que en esta representacion grafica, el orden de
las aristas no es importante, sin embargo si el orden de las aristas es importante, es decir, si no es lo

mismo escribir L, ; que L;; entonces se dice que la arista es dirigida, y se denota por X; — X, lo que

nos dice que la arista va del nodo X; alnodo X; y no en sentido inverso.

° Por ejemplo en el grafo de la figura 1.3 el conjunto de aristas se puede escribir

e e dice no dirigida si tanto L, ;, como L;; pertenecen a L, en caso de que solo L

como L={L,g,Lac:Lap,LeesLee Lo Lpe}, €n este caso no se puede

escribir en orden inverso ya que las aristas son dirigidas. En general una arista se

Figura 1.3 pertenecea L y L;; no, se dice que la arista es dirigida. Las aristas no dirigidas se

denotan por X; - X; 0 X;=X;.

Debido a esto, dependiendo de como sean las aristas de un grafo este sera dirigido o no dirigido, por lo

que se tiene la siguiente definicion.
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Definicion 1.2.2
Un grafo en el cual todas sus aristas son dirigidas se denomina grafo dirigido y un grafo en el
cual todas sus aristas son no dirigidas se denomina un grafo no dirigido.

A los grafos dirigidos también se les conoce como digrafos, un ejemplo de grafo dirigido es el de la figura
1.3 en el cual todas sus aristas son dirigidas por lo que es un digrafo y el grafo de la figura 1.2 todas sus

aristas no son dirigidas por lo que es un grafo no dirigido.

En el grafo presentado en la figura 1.2, se nota que se puede ir de un nodo a otro, por ejemplo se puede ir
del nodo A al nodo F, pasando por C o por D y viceversa; se puede ir del nodo F al nodo A pasando por los
nodos antes mencionados, por lo que se dice que existen dos caminos entre el nodo A y el nodo F o dos

caminos entre el nodo F y A.

Definicién 1.2.3

Un camino entre dos nodos X; y X, es una sucesion de nodos {X;,.., X } donde X; = X;y
X, = X;, de modo que existe una arista entre los nodos intermedios de X; y X;. La longitud

del camino es r-1.

Como se menciond anteriormente existen dos caminos entre los nodos A y F, en la figura 1.2 y que estos
se puede recorrer de forma inversa, es decir, yendo del nodo F al A, mientras que en la figura 1.3 que es el
mismo grafo que el de la figura 1.2, s6lo que aqui las aristas son dirigidas, se tiene que existen dos

caminos del nodo A al F, pero no del F al A debido a que esto seria ir en sentido contrario al de las aristas.

En la definicion 1.2.3 se puede considerar que el nodo inicial en un camino coincida con el nodo terminal,
por lo que en este caso se dice que se tiene un camino cerrado, por ejemplo en la figura 1.2 se puede
tener un camino que va del nodo A al nodo A, pasando por los nodos B, E, C hasta llegar nuevamente al
mismo nodo y se representa por A—B—E —C—A, note que en el grafo dirigido de la figura 1.3 no hay
caminos cerrados. A los caminos cerrados en un grafo no dirigido se les conoce como bucles, y si se trata
de un digrafo al camino cerrado se le conoce como ciclo, por lo que un grafo dirigido se dice que es

aciclico si no contiene ciclos, es decir si no tiene caminos cerrados.
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Como podemos observar en los grafos de las figuras 1.1, 1.2, 1.3, siempre existe un nodo conectado

directamente con otro nodo, por lo que si un nodo X; esta conectado directamente con el nodo X,
entonces se dice que el nodo X ; es adyacente al nodo X; o viceversa, por lo que el conjunto de nodos
adyacentes a un nodo son aquellos que son directamente alcanzables desde el nodo X, , para el caso de

los digrafos, un nodo X ;es adyacente al nodo X; si existe la arista L;, por ejemplo en la figura 1.2 los

j 1
nodos adyacentes al nodo C son {A, E, F}, mientras que en la figura 1.3 los nodos adyacente al nodo C son

{E, F}. Al conjunto de nodos adyacentes de un nodo X, se les conoce como vecinos del nodo X, .

Definicion 1.2.4.
La union de los conjuntos de vecinos de los nodos de un conjunto S, excluyendo los nodos de S,

se denomina la frontera de S, la cual se denota por frn(S).

Por ejemplo si consideramos el grafo de la figura 1.2 y el conjunto S = {C, E} se tiene que los vecinos del
nodo C son {A, E, F}y los vecinos del nodo E son {B, C}, por lo que la unién de los conjuntos de vecinos de

los nodos C y E, excluyendo estos nodos forman el conjunto {A, B, F}, que es la frontera del conjunto S.

1.2.1 Propiedades de los grafos no dirigidos.

: : Entre los grafos no dirigidos se pueden encontrar grafos en los cuales haya

una arista entre cada par de nodos a este tipo de grafo se les conoce como

: : grafos completos y se denotan por K, por ejemplo el grafo de la figura
: : 1.4 es un grafo completo K, observemos que cada nodo estd conectado

figura 1.4 con todos los demas nodos del grafo. De esta definicion de grafo completo

se tiene que en un grafo que no necesariamente sea completo, existan
subconjuntos de nodos S que si sea completo, es decir que para todo subconjunto S de un grafo G, existe
una arista en G para cada par de nodos de S. Por ejemplo cada par de nodos adyacentes forman un
conjunto completo en un grafo, en la figura 1.4 cualquier subconjunto de nodos del grafo forma un

subconjunto completo de nodos.

Los subconjuntos de nodos completos en un grafo son importantes en las redes probabilisticas cuando
estos no son subconjuntos propios de otro subconjunto completo.
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Definicion 1.2.5
Un subconjunto completo de nodos C se denomina un conglomerado si no es subconjunto propio de otro

conjunto completo, es decir, si es maximal.

Por ejemplo algunos de los conglomerados de la figura 1.5 son C1 = {A, B, C},
C.={D, E, F}, C3={G, H, J} y C4 = {G, |, J}, como se observa en la figura

cada uno de estos conglomerados forman un conjunto completo maximal.

Los grafos en los cuales existe un camino entre cada par de nodos se

figura 1.5

denominan grafos conexos, esto nos indica que no existen en el grafo nodos
desconectados, por lo que si no hay caminos ente dos nodos se denomina inconexo, por ejemplo si en la
figura 1.5 se eliminaran las aristas Ly, y L., el grafo se dividiria en dos subgrafos totalmente

inconexos, si un grafo esta dividido en dos grafos, es decir se trata de un grafo dividido en dos grafos, a

estos grafos se les denomina componentes conexas del grafo.

Si en un grafo conexo existe a lo sumo un camino entre cada par de nodos entonces el grafo se denomina
un arbol, en caso de que exista mas de un camino entre cada par de nodos el grafo se denomina

multiplemente conexo.

Los nodos de un grafo se pueden numerar, siempre y cuando el numero que se le asigna a un nodo es
mayor que el nimero que se les asigna a sus predecesores y la numeracion de los nodos de un grafo

se denomina perfecta si para todo nodo X; del grafo, el conjunto frontera del nodo interceptado con los
demas nodos, cuya numeracion sea inferior a la del nodo X, es un conjunto completo.

Un tipo de grafo que se utiliza para propagar probabilidades en redes bayesianas y poder escribir de forma
sencilla la distribucién de probabilidad de una red Markoviana, son los denominados grafos triangulados,

antes de definir que es un grafo triangulado es necesaria la siguiente definicién.

Definicion 1.2.6

Una cuerda es una arista que une dos nodos de un bucle y que no pertenecen al bucle.
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Por ejemplo si en la figura 1.5 uniéramos los nodos E y K, esta arista seria una cuerda y no pertenece al
bucle formado por B—C—-E—-F—-K—-1-G—-B, notemos que los bucles de longitud tres son los unicos

que no se les puede trazar una cuerda, por definicion son subconjuntos completos.

Definicion 1.2.7
Un grafo no dirigido es triangulado o cordal, si cada bucle de longitud mayor o igual a cuatro

posee por lo menos una cuerda

“ o’e El grafo de la figura 1.6 (a) posee el bucle

l‘ A—B—-E-D-C—A de longitud 5, como en este bucle
OO0 —06 Oo—0O—FE |

no hay ninguna cuerda, se tiene que el grafo no es

® ® triangulado, mientras que en el grafo de la figura 1.6 (b)

Figura 1.6
es un grafo triangulado que posee las cuerdas L,y

L o, que no es méas que el grafo de la parte (a) de la figura 1.6 triangulado, por lo que si se tiene un grafo

no triangulado, es posible triangularlo afiadiendo el minimo nimero posible de aristas por debajo del cual el
grafo no seria triangulado. El triangular un grafo no significa dividirlo en triangulos, por ejemplo en la figura
1.6 (b) no se ha afiadido una arista que una los nodos F y D, que le daria la apariencia al grafo de estar
dividido en triangulos, puesto que no forman ningln bucle de longitud mayor o igual a 4 con otros nodos.
Una propiedad importante que cumplen los grafos no dirigidos triangulados y que se utilizara mas adelante
en el método de agrupamiento para la propagacion de probabilidades, es la propiedad de intercepcién
dinamica, la cual se basa en que los nodos del grafo tienen una numeracion perfecta, para el caso de los

grafos triangulados estos siempre admiten una numeracion perfecta.

Definicién 1.2.8

Una numeracion de los conglomerados de un grafo no dirigido {C,,....C,, }, se dice que satisface
la propiedad de intercepcion dinamica, si el conjunto C, N{C,U...UC, } est4 contenido en al

menos uno de los conglomerados {C,,....C, , }, paratodo i = 1,..., m.

Una sucesion de conglomerados que satisface la propiedad de intercepcion dinamica se dice que es una
cadena de conglomerados, hay un teorema que establece que un grafo no dirigido tiene asociada una

cadena de conglomerados si y sélo si el grafo es triangulado, por lo que si no se dispone de un grafo

7
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triangulado, se puede triangular y ordenar los conglomerados de modo que cumpla la propiedad de
intercepcidn dinamica, esto es importante ya que en la practica las redes bayesianas con bucles no estan

trianguladas.

Un grafo de conglomerados de un grafo G es un grafo G’ en el que los nodos del grafo son los
conglomerados de G, y un grafo de conglomerados asociado a un grafo G se denomina un grafo de unién,
si contiene todas la aristas posibles que unan conglomerados con algun nodo en comdn y un grafo de
conglomerados se denomina un arbol de unidn si es un arbol y que todo nodo que pertenezca a dos

conglomerados, pertenezca también a todos los conglomerados contenidos en el camino que los une.

1.2.2 Propiedades de los grafos dirigidos.

Definicién 1.2.9

Cuando una arista sale de un nodo X; hacia el nodo X, se dice que el nodo X; es padre del
nodo X; oque X; eshijode X;.

La familia de un nodo esté formada por un nodo y sus padres, el conjunto de padres de un nodo X,, se
representara por ;. Un nodo X; se dice que es un ascendiente de un nodo X, si existe un camino de
X;a X;,ysedice que unnodo X; es un descendiente del nodo X, si existe el caminode X; a X,y

un conjunto de nodos S se dice que es un conjunto ancestral del nodo X, si contiene todos sus

ascendientes.
o o En la figura 1.7 se observa que los padres del nodo H son los nodos E y
F, los ascendientes del nodo F son los nodos A, B y D, mientras que los
e e descendientes del nodo F son H, |y J, por lo que el conjunto {A, B, D}
o es el conjunto ancestral del nodo F, la familias de nodos que se pueden
e a o observar en el grafo son: {A, B, D}, {A, C}, {E, D, F}, {G, E}, {H, E, F}, {l,
Fyy{J,1].
0 Cuando un nodo no tiene padres se dice que es un nodo raiz, mientras
Figura 1.7 que los nodos que no tienen hijos se dice que son nodos hojas, por

ejemplo en la figura 1.7, los nodos raiz son Ay B, mientras que los nodos hojas son C, G, H, J.
Los grafos dirigidos pueden tener asociado un grafo no dirigido sin mas que quitar la direccionalidad de las
aristas en el grafo dirigido, por ejemplo el grafo dirigido de la figura 1.3 tiene asociado un grafo no dirigido,

8
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el cual se forma cambiando las aristas dirigidas por aristas no dirigidas, este se muestra en la figura 1.2, el
obtener un grafo dirigido a partir de un grafo no dirigido el problema es mas complicado debido a la

direccionalidad de las aristas.

Definicién 1.2.10.
El grafo no dirigido asociado a un grafo dirigido que se obtiene uniendo cada par de nodos que

poseen un hijo en comun en el grafo no dirigido se llama grafo moral asociado al grafo dirigido.

Por ejemplo supongamos que al grafo de la figura 1.7, construimos el grafo no dirigido asociado y ademas
unimos los nodos Ay B, E y F, con una arista no dirigida, entonces el grafo no dirigido que se obtiene se

llama grafo moral asociado al digrafo de la figura 1.7.

La mayor parte de las propiedades vistas anteriormente para grafos no dirigidos se cumplen también para

grafos dirigidos, por lo que se resumen en las siguientes definiciones.

Definicién 1.2.11

Un grafo dirigido es conexo, si el grafo no dirigido asociado es conexo.

Definicién 1.2.12
Un grafo conexo dirigido se denomina un arbol, si el grafo no dirigido asociado es un arbol, en

caso contrario es un grafo maltiplemente conexo.

Definicion 1.2.13
Un grafo dirigido se denomina un arbol simple, si cada nodo tiene a lo sumo un padre; en caso

contrario se denomina poliarbol.
Definicién 1.2.14
Una numeracién de los nodos se denomina ancestral, si el nimero

asignado a un nodo es menor que el nimero asignado a sus hijos.

Por ejemplo la numeracién de los nodos del grafo de la figura 1.8 es una

numeracion ancestral, en él se muestra que el nimero que se le asigna a un

9
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nodo es menor que el numero asignado a su hijo.
Como podemos observar en la figura 1.8, el grafo cumple con las definiciones 1.2.11 a la 1.2.14, ya que el

grafo no dirigido asociado cumple con lo que se describe en estas definiciones.

1.3 Factorizacién de la probabilidad.

1.3.1 Resefa historica.

La probabilidad se empezo a desarrollar en el afio de 1654, cuando el caballero de Mere quien era una
persona apasionada por el juego le propuso un problema de juegos de dados a Blas Pascal (1623-1622),
este caballero creia que habia encontrado un error en los numeros al analizar el juego de los dados,
observando que el comportamiento de los dados era diferente cuando se utilizaba un dado que cuando se
utilizaban dos. Pascal compartia los problemas que le proponia el caballero de Mere con Pierre Fermat por
medio de cartas, siendo esto el punto de partida para el estudio de la probabilidad. EI primer libro de
probabilidad aparecio en el afio de 1563 llamado “Liber de Lulo de Alae”, libro sobre los juegos de azar,
escrito y publicado por el italiano Girdamo Cardano (1501-1576). Desde entonces se ha venido
desarrollando la teoria de la probabilidad hasta nuestros dias, algunos campos en los que se puede aplicar
la probabilidad son: Fisica, Genética, Medicina, Veterinaria, Zootecnia, Calculo actuarial, Ciencias sociales,

Astronomia, etc.

Antes de hablar de factorizacion de una funcion de probabilidad se dara la definicién de independencia

condicional, que es una de las definiciones mas usadas en las redes bayesianas.

Definicién 1.3.1.

Sea X ={X;,X,,....X,, } un conjunto finito de variables y sea P(e) la distribucion conjunta de

las variables X. Sean V, Y, Z tres subconjuntos cualesquiera de las variables X. Los

subconjuntos V y Y se dicen condicionalmente independientes dado Z si se cumple:

P(v/y,z)=p(v/z) Siempreque p(y,z)>0 M

10
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En otras palabras la expresion anterior nos dice que el valor de Y, no proporciona ninguna

informacidn adicional acerca de V, cuando se conoce Z.

La expresion (1) se cumplira si'y sélo si, se cumple:
P\V,Y/Z)=PNV/Z)P(Y/Z) )
Esto se verifica como sigue:
e Supongamos que se cumple I1, por lo que se tiene:

P(V,Y,2)
P(V.,Y,Z)  P(Z) _P(V,Y/Z)

P\V/Y,Z)= PY.Z) ~ P(LZ) T PYIZ) , por lo que utilizando la expresion (1) se tiene:
P(Z)
PV /IZ)P(Y/Z
PV/Y,Z)= V/2)P( ): P(V /Z) Porlo que de acuerdo a esta expresion se verifica (I).

P(Y/Z)
e Supongamos ahora que se cumple (1) la verificacion de (I1) es como sigue:

P(V.Y,Z) _P(V.Y,Z)P(Y,Z)
P(Z) ~ P@)P(Y,2)

P(V,Y/Z)= =PV /Y, Z)P(Y/2Z).

Aplicando (1) a la expresion anterior se llega al resultado que se quiere verificar.

La notacion que usaremos para representar que los conjuntos X y Y son condicionalmente independientes
dado un conjunto Z es:| (X,Y/Z)E P(X/Y,Z)=P(X/Z), y para representar que son
condicionalmente dependientes se usara la notacion D(X,Y /Z)=P(X/Y,Z). De acuerdo a esta

notacién para representar que dos variables son incondicionalmente independientes (dependientes), el

conjunto Z sera el conjunto vacio?2.

1.3.2 Factorizacion de una funcion de probabilidad conjunta.

La Factorizacion de una funcién de probabilidad significa, escribir la funcion de probabilidad conjunta de las
variables, como producto de funciones de probabilidad definidas en menos variables, por ejemplo

supongamos que tenemos la siguiente funcion de probabilidad P(X,, X,, X, X,), esta funcion la

podemos escribir como el producto de las funciones P(X,, X,) y p(Xs, X,/ X,, X,), como se puede

2I(XY 1g)=p(x)p(y). D(X,Y /@)= p(xy)
11
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observar el numero de probabilidades a estimar no disminuye a menos que Ssupongamos
(X5, X,/ X, X,).
La siguiente definicion conocida como regla de la cadena, nos indica como se debe factorizar una funcion

de probabilidad cualquiera, para ello consideraremos que las variables {Y,,Y,,....Y, }, representa cada
una, un subconjunto de las variables X ={X,,X,,...,X, }, tal que la unién de ellas nos da X.

Definicién 1.3.2 Regla de la cadena.

Cualquier funcion de probabilidad de un conjunto de variables {X,, X,,...,X .}, puede ser

expresada como el producto de m funciones de probabilidad condicionada de la forma:

P(X, X0 %) = 2 P(Y, = ¥, /B, =)
i=1
O de modo equivalente
PO Xre X)) = 2L PO, = Y /A = @)
i=1

Donde:

e B . ={Y,,...Y,, }, esel conjunto de variables anteriores a Y;

e A={Y,,..Y,} eselconjunto de variables posteriores a Y;

Ahora supongamos que el conjunto X ={X,, X,, X, X,, X} con la siguiente particion Y, ={ X, },
Y, ={X,,X;}, Y;={X,,X.}, entonces las dos formas de factorizar la funcién de probabilidad

conjunta de X segun la regla de la cadena son:

P(X1, X5, Xgy X4y X5) = P(X)P(X,, X5 I X))P(X,, X 1 Xy, X5, X5) (1)
P(Xy, Xy, X3, Xy, Xg) = P(X /Xy, Xg, Xy, Xs)P(X,, X3/ Xy, X5)P(X,, Xs5) (2)

Si introducimos ciertas relaciones de independencia entre las variables en las funciones anteriores se
disminuira el numero de probabilidades a estimar, por ejemplo si suponemos que

I(X,, X/ X,,X,,X;), lafactorizacion de la funcion de probabilidad anterior se podra escribir como:
P(Xy, X5, X3, Xy, X5) = P(X)P(X,, X3 I X)P(X, 1 X1, X5, X5)

12
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Notemos que sélo la factorizacién (1) de la funcién conjunta de probabilidad estd escrita en forma
conveniente para introducir las relaciones de independencia de las variables, por lo que si se dispone de un
conjunto de relaciones de independencia entre las variables, la factorizacién de la funcién de probabilidad

debe de escribirse de forma conveniente a fin de que no resulte dificultoso el introducir dichas relaciones.

Si en la regla de la cadena suponemos que cada subconjunto Y, = {Y,,Y,,....Y,.}, tiene un elemento,

entonces la factorizacién que se obtiene aplicando la regla de cadena se le conoce como regla canoénica
de la cadena y a cada una de las funciones de probabilidad condicional que intervienen en el producto, se

les conoce como funcidn de probabilidad condicional canonica.

Por ejemplo en la siguiente factorizacion:

P(Xy, X5, X3y X4y Xg) = P(X, 1 X5, X3, Xg)P(X, /X4, Xg)P(Xy, X)) (©)

Se tiene que cada una de las funciones de probabilidad condicionada del lado derecho estan escritas en
forma canonica, la factorizacion (3) no es mas que la factorizacion (2) con las relaciones de independencia

(X g, X, /X0 Xay Xe) Y 1K, Xo /X, Xo).

En el caso de que se tenga funciones de probabilidad condiciona, es posible escribirlas en forma candnica,

si se considera un conjunto de variables X ={X,, X,,...,X,} y suponga las funciones de probabilidad
marginales y condicionales P ={P(U,/V,),...,p(U,, /V,)} donde Uiy Vi son subconjuntos disjuntos de
X, tal que U, = ¢ y V, puede ser vacio. Entonces a partir de P puede obtenerse un conjunto equivalente

en el que los nuevos conjuntos U; contienen una unica variable de X.

Por ejemplo consideremos la siguiente funcion de probabilidad condicionada P(X,, X,, X,/ X,, X;) en

este caso se tiene que U1 = {X1, X2, X3} y V1 = {Xa4, Xs}, para convertir la funcién de probabilidad en
canonica, lo que se hace es formar el conjunto S =U, UV, y aplicar la regla de la cadena a este conjunto,

en el ejemplo S = {X1, X2, X3, X4, Xs}, por lo que la regla de la cadena nos da:

P(Xy, Xy, Xg I Xy Xg) = P(X, 1 Xy, X5, Xy, X)P(X, 1 X5, Xy, Xg)P(X5 1 Xy, Xs) 4)

13
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Definicion 1.3.3.

Sea {Y,.Y,,...Y,} una permutacion del conjunto X ={X,,X,,...X,}. Una funcion de
probabilidad condicionada P(Y,/S;) se dice que es una funcion de probabilidad condicionada

en forma candnica estandar, si Y; esta formado por una Unica variable y S; contiene todas las

variables anteriores a Yi, o todas las variables posteriores a ;.

Por ejemplo, si tenemos la funcion de probabilidad conjunta de 4 variables, ésta se puede escribir como

productos de funciones de probabilidad condicionada candnica estandar como se muestra a continuacion:

P(X,, X,, X5, X,) = P(X 1 X,, X5, X )P(X, I X5, X )P(X, 1 X,)P(X,) (5)

Donde:
Y, ={X,} i=1234
S, ={Y,.Y,.,Y, }
S, ={Y,.Y, }
S;={Y,}
Ss={¢}
Cada una de las funciones de distribucion de probabilidad condicionada incluyendo la marginal, son

funciones de probabilidad condicionada en forma candnica estandar.

A la representacion de la funcion de probabilidad conjunta de las variables dada en (5) se le conoce como
representacion canonica estandar. Por lo que cualquier funcion de probabilidad se puede representar en
forma canénica estandar, siempre y cuando cada una de las funciones que intervienen en la factorizacion
de la distribucion conjunta de las variables, es una funcion de probabilidad condicionada en forma canonica

estandar.
1.4 Redes bayesianas.

1.4.1 Criterios de separacion grafica.

Cuando tenemos la distribucion de probabilidad conjunta de un conjunto de variables, y se quiere conocer

si dos variables son independientes lo que se hace es calcular la probabilidad conjunta de las dos variables
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y las probabilidades marginales de cada variable, para luego realizar el producto de las probabilidades
marginales y comparar el resultado con la probabilidad conjunta de las dos variables, para determinar si las
dos variables son independientes 0 no. Un procedimiento similar se sigue si se quiere determinar si las
variables son condicionalmente dependientes. Es obvio que el hacer estos calculos numéricos para un
gran numero de variables resulta demasiado trabajo, una forma alternativa de determinar si un conjunto de
variables son independientes es hacer una representacion gréafica de las mismas, por ejemplo en el grafo
de la figura 1.9 se representan las variables: Visita Asia, Tuberculosis, fumador, Cancer de pulmon,
Bronquitis, Cancer de pulmodn o tuberculosis, rayos X positivos, Disnea. En la que cada variable se

supone que es binaria.
Algunas relaciones entre las variables que se pueden obtener de la figura 1.9, son las siguientes: veamos

primero el subgrafo fumador — Bronquitis — Disnea, como

podemos ver si una persona es fumadora podemos decir

Cancer de pulmén
o tuberculosis
condicionalmente independiente de la variable Disnea, si
Rayos X . ",
positivos conocemos la variable Bronquitis

Figura 1.9 (1 (fumador, Disnea / Bronquitis) ). Otra relacion que se

que esto le puede provocar Bronquitis y por lo tanto Disnea,

sin embargo, si sabemos que la persona tiene Bronquitis, el

conocer que es fumador o no, no aumenta nuestro
conocimiento de que la persona padecera Disnea, en otras

palabras se tiene que la variable fumador es

puede obtener de la figura 1.9 es la siguiente: Como sabemos, el tener cancer de pulmon es independiente
de tener Tuberculosis, esta independencia se representa en la figura 1.9 al no haber ningun arco dirigido
del nodo Tuberculosis al nodo Cancer de pulmén, pero si conocemos el valor que toma el nodo Cancer
de pulmoén o tuberculosis, este nos hace aumentar o disminuir la creencia en uno de los nodos
Tuberculosis, cancer de pulmédn; por lo que en este caso se tiene que la variable Tuberculosis es
dependiente de la variable cancer de pulmoén ( D(Tuberculosis, cancer de pulmoén/tuberculosis o

cancer de pulmon)) cuando se conoce el estado del nodo cancer de pulmoén o tuberculosis.

3 Esta red fue presentada por Lauritzen y Spiegelhalter como modo de ilustracién de su método de
propagacion de probabilidades.
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Antes de definir los criterios de separacion grafica para grafos dirigidos se dara la definicion de separacién
gréfica en grafos no dirigidos a fin de mostrar con esto que la representacién de las variables en grafos

dirigidos es mejor que en los no dirigidos.

Definicién 1.4.1 U-Separacion.
Sean X, Yy Z tres conjuntos disjuntos de nodos de un grafo no dirigido G. se dice que Z separa

X de Y si y solo si cada camino entre nodos de X y nodos de Y, contiene algun nodo de Z.

A los nodos de Z se les llama conjunto de corte, ya que el criterio establece que independientemente del
camino que se tome (en caso de haber mas de uno) para ir del conjunto de nodos X al conjunto de nodos Y
siempre habra por o menos un nodo de Z, en caso contrario en que existiera un camino alternativo que no
contenga nodos de Z, entonces los conjuntos X e Y son condicionalmente dependientes dado Z, ya que se

esta condicionando a las variables a que se comuniquen por caminos que tienen nodos de Z.

De acuerdo al criterio de U-separacion se tiene que las variables viento y humedad del grafico 1.1 son
marginalmente dependientes porque existe un camino entre ambos nodos, pero se vuelven
condicionalmente independientes cuando se conoce el estado de la variable lluvia, es decir se cumple

I (viento,humedad / lluvia), de acuerdo al criterio de separacién U, el grafo no dirigido no representa

en este caso correctamente la realidad, ya que a priori se conoce que las variables viento y humedad son

marginalmente independientes, lo cual no esta reflejado en el grafo.

Definicion 1.4.2. Nodo de aristas convergentes.

Dado un grafo dirigido y un camino no dirigido (..— U— A —V —...), el nodo A se denomina un nodo de
aristas convergentes en este camino si las dos aristas del camino convergen a este nodo en el grafo

dirigido, es decir, si el grafo dirigido contiene las aristas U — A « V.

Por ejemplo en el grafo de la figura 1.9 se tiene el camino visita Asia — tuberculosis — cancer de pulmoén o
tuberculosis — Disnea, en este camino no hay ningun nodo de aristas convergentes, aunque el nodo
cancer de pulmén o tuberculosis tiene dos aristas convergentes en él, este no es un nodo de aristas
convergentes en el camino considerado, ya que este camino no contiene el nodo cancer de pulmoén. Si

consideramos el camino visita Asia — tuberculosis — cancer de pulmoén o tuberculosis — cancer de pulmoén
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— fumador, en este camino se tiene que el nodo Cancer de pulmén o tuberculosis es un nodo de aristas

convergentes.

Si en la definicién 1.4.2 no existe ninguna arista entre los nodos U y V , entonces a la terna de nodos

U, A, y V sele conoce como v-estructura.
Definicion 1.4.3 d-separacion?.
Sean X, Yy Z tres subconjuntos disjuntos de nodos en un grafo dirigido aciclico D; entonces se
dice que Z d-separa X e Y siy solo si a lo largo de todo camino no dirigido entre cualquier
nodo de X y cualquier nodo de Y existe un nodo intermedio A tal que, o bien
1. Aes un nodo de aristas convergentes en el camino y ni A ni sus descendientes estan en
Z, 0 bien
2. Ano es un nodo de aristas convergentes en el caminoy A esta en Z.
Otra forma de escribir la definicion 1.4.3 es la siguiente:
Definicion 1.4.4 d-separacion.
Un camino es d-separado (0 blogueado) por un conjunto de nodos Z si y solamente si:
1. El camino contiene una cadena i — m — j o una bifurcacion i < m — j tal que el
nodo mesta en Z.
2. El camino contiene una bifurcacion invertida i — m <« j talque el nodo m ni los

descendientes de m no estan en Z.

Un conjunto de nodos Z d-separa X de Y si y solamente si Z bloguea todos los caminos de un

nodo de X para un nodo de Y.

4 El criterio de d-separacidn sélo es valido para el caso de grafos dirigidos aciclicos.
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Por ejemplo, en el grafo de la figura 1.9, de acuerdo al criterio de d-separacion se tiene que se cumple

I ( tuberculosis, cancer de pulmén /¢), ya que el unico nodo de aristas convergentes Cancer de

pulmon o tuberculosis en el camino no dirigido que une los nodos Tuberculosis y cancer de pulmon

no esta contenido en ¢ .

Otro criterio de d-separacion equivalente a los anteriores y que se basa en un conjunto ancestral de los

nodos es el siguiente.

Definicion 1.4.5 d-separacion.
Sean X, Y y Z tres subconjuntos disjuntos de nodos en un grafo dirigido aciclico D, entonces se dice que Z
d-separa a X e Y si y solo si Z separa X e Y en el grafo moral del menor subconjunto ancestral que

contenga a los nodos de X, Yy Z.

El criterio de la definicion 1.4.5 nos dice que para comprobar si dos subconjuntos de variables son
condicionalmente independientes dado un tercer subconjunto, tenemos que construir el grafo no dirigido
asociado al conjunto ancestral que contenga a los nodos, para los cuales se desea verificar si se cumple la
relacion de independencia, después se debe moralizar dicho grafo y aplicar el criterio de U-separacion.

Fumador > Si se quiere verificar I( tuberculosis, cancer de

pulmon/cancer de pulmén o tuberculosis), se

construye el grafo moral asociado al grafo de la figura

Tubercolosis

Céncer de pulmén
o tuberculosis

Figura 1.10 separacion, se tiene el camino tuberculosis — cancer de

1.9 y de él extraemos el menor conjunto ancestral que
contenga a los nodos para los cuales queremos saber
si se cumple la relacion de independencia, este grafo se
muestra en la figura 1.10, aplicando el criterio de u-

pulmén este, no contiene el nodo cancer de pulmon o

tuberculosis, por lo que se tiene que las variables tfuberculosis y cancer de pulmén son dependientes

cuando se conoce el estado de la variable cancer de pulmén o tuberculosis.
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1.4.2 Propiedades de Independencia condicional, modelos de dependencia y su

representacion.

En ocasiones se pueden conocer algunas relaciones de independencia entre las variables, ya sea por el
conocimiento que se tenga sobre el area en la cual se esta investigando o por cualquier otro medio del cual
dispongamos y estemos interesados en conocer o0 generar mas relaciones de independencia entre ellas a
partir de las relaciones conocidas, con el fin de simplificar el modelo probabilistico que se quiera estimar;
por lo que aqui se presenta algunas propiedades a partir de las cuales se puedan obtener nuevas

relaciones de independencia, dado que disponemos de un conjunto inicial de ellas.

En las siguientes propiedades suponemos que X, Y, Wy Z son conjuntos de variables.

1. Simetria: 1(X,Y/Z)=1(Y,X/2Z)

Descomposicion: I(X,YUW/Z) = I(X,Y/Z) & I(XW/Z)
Unién débil: I(X,YUW/Z) = I(XW/ZUY) & I(X,Y/ZUW)
Contraccion: I(XW/ZUY) & I(X,Y/Z) = I(X,YUW/Z)

o &~ DN

Interseccion: (X W/ZUY) & I(X,)Y/ZUW) = I(X,YUW/Z)

Las primeras cuatro propiedades las cumple cualquier funcion de probabilidad, y la propiedad de

interseccion solo es satisfecha cuando la funcion de probabilidad es no extremas.
A continuacién se verifica que las funciones de probabilidad satisfacen las propiedades mencionadas:

e Simetria.

La propiedad de simetria establece que sil(X,Y /Z), entonces se cumple 1(Y,X/Z), lo cual se

verifica como sigue:

P(X,Y,Z)

P(X,Y,Z)  P@Z) _P(X,Y/Z)

P(X,2)  P(X,Z) = P(X/2)
P(Z)

I(Y,X/Z)=P(Y/X,Z)=

5 Se dice que la distribucion de probabilidad es no extrema, si sus probabilidades no son valores cercanos a cero o
uno.
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Puesto que se cumple:
1(X,Y/Z)=P(X/Y,Z)=P(X/Z) Se puede aplicar Il por lo que se tiene:

1(Y,X/Z)=P(Y/X,Z)= P(XFfé)fg/Z) =P(Y/Z).

Lo cual verifica la propiedad de simetria.

o Descomposicion.

La propiedad establece que se cumple

L(X,YUW /Z)=P(X/Y,W,Z)=P(X/Z) p2.1

Verificamos que la primera implicacion del lado derecho se cumple
I(X,Y/Z)=P(X/Y,Z)=P(X/2Z):

P(x,y,w,2) P(x,y,w,z)P(y,w, z)
I(X,Y/Z)=P(X/IY,Z)=) P(x,wly,2)=)Y — 2 "~
(XYI2) =PI, 2) = 2 POy, 2) = 2 ™ = 2y P(ywia)
P(X1Y,Z)= ZP(X/ y,w,z2)P(w/y,z) PorP2.1 Se tiene:

P(X1Y,Z)=) P(x/z)P(w/y,z) =P(X,Z)>_P(W,/y,z) =P(X/Z), ya que > P(w,/y,z)=1,

lo cual verifica 1(X,Y/Z).

Ahora se verifica la segunda implicacion de la propiedad 2. 1(X,W/Z) = P(X/W,Z)=P(X/2).

PXIW,2Z) =3 plx y/w.2) = P(;’(\),/v’,vzvﬁ - 2 P(;k\)//v’,vzvﬂ ;)(F:/,(\);/’,Vzv; :

P(X/W,Z)=>"P(x/y,w,z)P(y/w,z) Aplicando P2.1. Se tiene:
y
P(X/W,Z)=>"P(x/2)P(y/w,2z)=P(X/Z)3 P(y/w,z)=P(X/Z). Donde > P(y/w,z)=1
y y y
Por lo que se verifica la propiedad de Descomposicion.
e Union Débil

La propiedad de Union débil nos dice que se cumple
P(X/Y,W,Z2)=P(X/Z2) P3.1
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Por lo que se cumple cada una de las independencias que estan después del signo de implicacion.

1. Verificando I (X,Y /IWUZ)=P(X /Y W,Z)=P(X/Z,W). P3.2

Aplicando la propiedad de descomposicion se tiene:
I(X,YUW/Z)=1(X,W/Z)=P(XIW,Z)=P(X/Z). P3.3

Se tiene: 1(X,Y/WUZ)=P(X/Y,W,Z), por P3.1 esta equivalencia es igual a P(X/Z) y por P3.3

esta ultima expresion es igual P(X /W, Z), por lo que se verifica P3.2.

2. Verificando I (X,W/YUZ)=P(X/W,Y,Z) P3.4

Aplicando de nuevo la propiedad de descomposicion se tiene:
(X, YUW/Z)=1(X,Y/Z)=P(X/Y,Z)=P(X/2) P3.5
Por P3.1 se tiene que P3.4 esiguala P(X/Z) y por P3.5 se tiene que esta Ultima expresion es igual a

P(X/Y,Z), porlo que se cumple 1(X,W/YU2Z).

e Contraccion.

La propiedad de contraccion establece que se cumple las siguientes propiedades

1. 1(X,W/ZUY)=P(X /Y W,Z)=P(X/Y,Z)
2. 1(X,Y/Z)=P(X1Y,Z)=P(X1Z)

De los literales 1y 2 se tiene que P(X /Y ,W,Z)=P(X/Y,Z)=P(X/Z), porlo que se cumple el lado
derecho de la implicacion I(X,Y UW/Z)=P(X/W,Y,Z)=P(X/Z) y se verifica la propiedad de

contraccion.

e Interseccion.

La propiedad establece que si se cumple:
1. I(XW/YUZ)=P(X/W,Y,Z)=P(X/Y,Z)
2. I(X,Y/WUZ)=P(X/W,Y,Z)=P(X/W,2Z)
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Entonces se cumple el lado derecho de la implicacion por lo que da:
(X, YUW/Z)=P(X/Y,W,2)=P(X/2) P5.1

Esto s6lo es valido si la funcién de probabilidad es no extrema.

La propiedad de simetria nos dice que el conocer Y (dado que conocemos Z) no proporciona informacion
sobre X, por lo que el conocer X tampoco proporcionara informacion acerca de Y.

La propiedad de descompocision establece que si se conoce dos tipos de informacién (Y UW ) que no
dice nada acerca del valor que pueda tomar X entonces cada una por separado tampoco dira nada sobre
el valor de X.

La propiedad de union débil nos muestra que si dos tipos de informacién son en un principio irrelevantes
para X entonces cada una de ellas por separado no puede hacer que la otra sea relevante para X.

La propiedad de contraccion nos dice que una informacién irrelevante Y no hace que otra informacion
irrelevante W sea relevante para X cuando se conoce Z, por lo que ambas variables W e Y, son
irrelevantes para X.

La propiedad de interseccion refleja el hecho de que si la variable Y no hace que otra variable W sea
relevante para X y esta variable W no hace tampoco que Y sea relevante para X entonces desde un

principio ambas variables eran irrelevantes para X.

Las relaciones de independencia que se deriven de un conjunto inicial de relaciones de independencia

deberan ser verificadas después, para conocer si estas no contradicen la realidad del problema.

Definicién 1.4.6

Dado un conjunto de variables V ={V,,V,,...V.} y un conjunto de relaciones de independencia M,

entonces, se dice que M es modelo de dependencia del conjunto de variables V , si se puede establecer si

es 0 no cierta la relacion de independencia 1( X,Y / Z), para cualesquiera tres conjuntos disjuntos de V.

Por ejemplo consideremos el siguiente modelo de dependencia:

M = {100 X, 1) 00X X5 1 X, ) 00X, X, /X5, X))
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De acuerdo a las propiedades de independencia condicional, se pueden derivar de M nuevas relaciones de

independencia de las variables como sigue:

Contraccion: 1(X,, X,/¢) y (X, X;/X,Ug) = (X, X,UX,/¢)
Contraccion: 1(X,, X,/ X,,X;) y (X, X;/X,) = (X, X;UX,/X,)
Descomposicion: 1(X,, X,UX,/X,) = (X, X;/X,) y (X, X,/X,)

Union débil: 1(X,, X,UX,/X,) = 1(X, X,/ X,UX,) vy 1(X, X,/ X,UX,)

Las relaciones de independencia derivadas del modelo M se muestran a continuacion:

(X XU X 1), XK X U X /X)) HX X 1 Xo) H(X X T X5, X))}

Si las relaciones de independencia incluidas en el modelo de dependencia M, provienen de una funcion de
probabilidad entonces el modelo de dependencia M se denomina probabilistico. A los modelos de
dependencia que cumplen las primeras cuatro propiedades de independencia condicional mencionadas

anteriormente se denominan semigrafoide y si cumple las cinco propiedades se denomina grafoide.

Un modelo de dependencia se puede representar graficamente, si los nodos del grafo son las variables que
intervienen en el modelo de dependencia y en el grafo estan contenidas algunas o todas las relaciones de
independencia de las variables que hay en M, las cuales pueden ser verificadas por medio de algun criterio
de separacién grafica (dependiendo de si el grafo es dirigido o no). Al tipo de grafos en el cual estan
representadas todas las relaciones de independencia del modelo M y las relaciones de independencia
adicionales que se puedan obtener del grafo también se pueden obtener de M (y viceversa) entonces a
estos grafos se les denomina mapa perfecto del modelo de dependencia M. No todas las relaciones entre
las variable de un modelo de dependencia se pueden representar por medio de un grafo, si no que sélo un
conjunto de ellas, por lo que no todo modelo de dependencia posee un mapa perfecto, lo cual da lugar a

las siguientes definiciones.

Definicion 1.4.7 I-mapa
Un grafo G se dice que es un mapa de independencia (I-mapa) de un modelo de dependencia M si

I(XY/Z), = I(X,Y/Z), es deci, las independencias del grafo reflejan independencias del
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modelo. O de forma equivalente D(X,Y /Z), = D(X,Y /Z), es decir todas las dependencias del

modelo quedan reflejadas en el grafo.

La definicién anterior nos indica que sélo unas relaciones de independencia del modelo quedan reflejadas
en el grafo, por lo que puede haber independencias en el modelo representadas como dependencias en el

grafo. Un ejemplo de I-mapas son los grafos completos.

El grafo G de la figura 1.11 es un I|-mapa del modelo de
dependencia:

M =1(X,Y/¢), 1 (X, KIY), I(X,FUI/Z),I(X,N/F)}.

Ya que todas las relaciones de independencias que estan en el

grafo estan reflejadas en M, excepto la relacion 1(X,N/F), que

de acuerdo al criterio de d-separacion estas variables son

Figura 111

dependientes.

Definicion 1.4.8 d-mapa.

Un grafo G es un mapa de dependencia (D-mapa) del modelo M si 1(X,Y 1 Z), = I(X,Y/Z),,las

relaciones de independencias del modelo quedan reflejadas en el grafo, o equivalentemente

D(X,Y/Z);,=D(X,Y/Z),,esdecir las dependencias del grafo, son las dependencias del modelo.

La definicion anterior nos dice que en un d-mapa las relaciones de independencia del modelo estan
reflejadas en el grafo, un ejemplo de d-mapa son los grafos con todos los nodos desconectados, por otra

parte, si en el modelo de dependencia anterior se elimina la relaciéon 1(X,N/F) entonces el grafo de la

figura 1.11 seria un d-mapa del modelo de dependencia resultante, ya que todas sus relaciones de
independencia quedarian reflejadas en el grafo.

Definicion 1.4.9 I-mapa minimal

Un grafo es un I-mapa minimal cuando al eliminar una cualquiera de sus aristas este deja de ser un I-

mapa.
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Hasta el momento se ha definido que es un modelo de dependencia y cuando un grafo es un I-mapa y D-
mapa de un modelo de dependencia, puesto que sélo nos interesa los modelos de dependencia
probabilisticos, es decir aquellos en que las relaciones de independencia provienen de una distribucion de
probabilidad, supondremos que M es un modelo de dependencia probabilistico. Hay un teorema que nos
indica como construir un I-mapa minimal de un modelo probabilistico.

En él se considera que dada una permutacion Y ={Y,,Y,,...Y,} de un conjunto de variables
X ={X,,X,,...,X,} y una funcion de probabilidad P(X) de X, el grafo dirigido aciclico creado
asignando como padres de cada nodo Y; cualquier conjunto de ascendientes IT,, que cumpla

P, =Y, /B =b)=P(Y,=y,/Il,=x;) para todos los padres z; de las variables

1, = B, ={Y,,Y,,...Y; , }, s un I-mapa minimal dirigido de p(x)®.

El grafo construido de la funcion de probabilidad resulta ser siempre un I-mapa minimal de la funcién,
pueden haber distintos I-mapas minimales de una misma funcion de probabilidad que corresponderia a
distintas ordenaciones de las variables, ademas se tiene que sélo las funciones de probabilidad no

extremas poseen [-mapas minimales unicos.

Por ejemplo consideremos la siguiente funcion de probabilidad de cinco variables:

P(X) = P(X)P(X,)P(X,/ X, X,)P(X, I X,)P(X /X5, X,) (6)
° ° De acuerdo a lo expuesto anteriormente el grafo se construye designando
como conjunto de padres de cada variable a aquellas variables de las
° ° cuales depende directamente en la factorizacion, el grafo de la funcidn de
probabilidad (6) se muestra en la figura 1.12 que corresponde a la
° ordenacion de las variables { X,,X,, X, X,, X; },
Figura 1.12

Dado un grafo dirigido también se puede encontrar una funcién de probabilidad de tal modo que el grafo
sea un |-mapa minimal dirigido de la funcién de probabilidad que resulta. Por lo que se tiene la siguiente

definicion.

® Ver el teorema 6.10 pagina 248 del libro “Sistemas Expertos y Modelos de Redes Probabilisticas”, Enrique Castillo,
José Manuel Gutierrez y Ali S. Adi.
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Definicion 1.4.10
Dada una funcion de probabilidad se dice que admite una factorizacién recursiva segun un grafo dirigido

aciclico, si la funcién de probabilidad se puede expresar como:

P(X X X,) =Pl /) )

Donde P(x, /z;) es la funcién de probabilidad de Xi condicionada
a sus padres IT;.

La definicién anterior nos dice que es posible obtener una funcién
de probabilidad de cualquier grafo dirigido siempre y cuando este

sea aciclico. Por ejemplo consideremos el grafo de la figura 1.13

Figura 1.13 Para encontrar la funcién de probabilidad conjunta, para el cual el

grafo de la figura 1.13 es un I-mapa minimal, lo que se hace es

crear funciones de probabilidad condicionales, es decir, se crean funciones de probabilidad condicionadas
de cada nodo del grafo a sus padres, por ejemplo la funcién de probabilidad condicionada del nodo C es:

P(c/a) de forma similar se hace con los demas nodos del grafo y cuando un nodo no tiene padres la

funcion de probabilidad es su funcion de probabilidad marginal. La factorizacién de la funcién de

probabilidad para la cual el grafo de la figura 1.13 es un I-mapa minimal, segun la expresion (7) es:
p(a,b,c.d.e,f)=p(a)p(b/a)p(c/a)p(d/b)p(e/b,c)p(f/c)

Hasta el momento se ha hablado como se representa graficamente una funcion de probabilidad y como se
obtiene una factorizacién de una funcién probabilidad segun un grafo dirigido, por lo que en la siguiente

definicién se da lo que es una red bayesiana.
Definicion 1.4.11 red bayesiana.

Una red bayesiana es un par (D, P), donde D es un grafo dirigido aciclico, y P es un conjunto de
funciones de probabilidad condicionada, una para cada variable condicionada a sus padres en
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el grafo, en su representacion grafica D. El conjunto P define una funcion de probabilidad

asociada mediante la factorizacion
p(x):H p(x [ 7;)
i=1

El grafo dirigido aciclico D es un I-mapa minimal de p(x).

Dado que el grafo dirigido aciclico D es un |-mapa minimal, se tiene que todas las relaciones de
independencia entre las variables que se encuentran en el grafo, también se encuentran contenidas en la

funcion de probabilidad.

La redes bayesianas pueden ser continuas o discretas dependiendo, de si todos sus nodos se distribuyen
segun una funcién discreta de probabilidad o continua, o pueden ser redes bayesianas mixtas aquellas en

las que algunos nodos son discretos y otros continuos.

A las redes bayesianas cuya representacion gréafica es un arbol o un poliarbol se les conoce como redes
simplemente conectadas, y si la representacion grafica de

una red bayesiana es mas compleja se les conoce como

® ®) redes multiconectadas. Las redes bayesianas también se
Q‘@ G‘@ pueden representar relaciones temporales entre los nodos,
() (F) (6) ® (F) (c) a este tipo de redes se les conoce como redes bayesianas
(@)
(b)

dinamicas. Dado que varios grafos dirigidos pueden

® ® representar el mismo modelo de dependencia, se tiene que
®) ®) pueden haber por lo menos dos redes bayesianas que sean
equivalentes. Por ejemplo los grafos de la figura 1.14,
© © © © | . _ . .
contienen las mismas relaciones de independencia que
® ® © ©® ® © contiene el siguiente modelo:

“ Figural.14 Q)
M ={I(A,F/C,D),I(AE/C),I(AD/B)I1(B,G/D)}

Por lo que se dice que los modelos graficos de la figura 1.14 son equivalentes.

Definicion 1.4.12

Dos modelos graficos son equivalentes, si representan el mismo modelo de dependencia.
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Definicién 1.4.13
Dos redes bayesianas son equivalentes si tiene asociados los mismos grafos no dirigidos, las
mismas v-estructuras y las distribuciones de probabilidad de ambas redes son iguales.

La definicion 1.4.12 puede no ser valida cuando los nodos del grafo tengan interpretacion causal, por
ejemplo si suponemos que la red (a) de la figura 1.14 tiene interpretacion causal es decir la causa precede
el efecto, entonces aunque las redes de la (b) a la (d) sean equivalentes a la (a) no serian validas debido a
la interpretacion de los nodos del grafo, ya que el cambio de sentido de una de las aristas distorsionaria la

realidad del problema que se este modelando.
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Capitulo 2. Inferencia en Redes Bayesianas.

2. Inferencia en Redes Bayesianas.

2.1 Introduccioén.

La propagacion de probabilidad en una red bayesiana significa el calculo de las probabilidades de los
nodos de la red condicionados a los valores que toman con certeza un subconjunto de nodos de la red(a
este subconjunto de nodos se les conoce como evidencia), los métodos que se utilizan para propagar
probabilidades en una red bayesiana se dividen en tres clases, métodos exactos que calculan las
probabilidades de los nodos de la red sin otro error que el cometido por el redondeo de la computadora, los
meétodos aproximados que se utilizan cuando hay demasiados nodos de la red y lo que hacen es muestrear
los nodos de la red y a partir de las muestras obtenidas calcular las probabilidades aproximadas de los
nodos dada la evidencia y los métodos de propagacion simboélica que se utilizan cuando no se dispone de
los valores numéricos de las probabilidades de algunos nodos, o cuando se dispone de intervalos de
valores de los nodos, también se utilizan para realizar anélisis de sensibilidad de las probabilidades de los

nodos de la red. En este capitulo sélo se describiran los métodos de propagacion exacta.

En el presente capitulo se describen los siguientes métodos: propagacion en poliarboles, métodos de
condicionamiento, método de agrupamiento y propagacion orientada a un objetivo.

La caracteristica principal de estos métodos es que se basan en la estructura topoldgica de la red. Asi por
ejemplo el método de propagacion para polidrboles sélo es aplicable a redes simplemente conectadas,
mientras que los métodos de agrupamiento y condicionamiento es aplicable a redes mas generales, es
decir, con bucles, pero modifican la estructura topoldgica de la red, por ejemplo el método de agrupamiento

construye un grafo triangulado a partir del grafo no dirigido asociado al grafo dirigido de la red.

2.2 Propagacion exacta en redes bayesianas.

2.2.1 Propagacion en poliarboles.

El método que se presenta a continuacion solo es aplicable a arboles y a poliarboles, ya que aprovecha la
estructura grafica de este tipo de red (En cada par de nodos de un poliarbol existe sélo un camino, por lo

que al eliminar un enlace de la red ésta se divide en dos redes), por lo que su principal limitacién, es que

no se puede aplicar a redes con bucles, que son las que con mas frecuencia se presenta en la practica.
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Este método consiste en el paso de mensajes entre los nodos para calcular las probabilidades
condicionales de las variables dada la evidencia’ de la cual se dispone, este método fue desarrollado por

Kim (1981) a partir del método desarrollado por Pearl (1980) para arboles.
Descripcion del método

Puesto que en un polidrbol hay un unico camino entre cada par de nodos se pueden dividir la evidencia (la

cual la denotaremos con e ), en dos subconjuntos disjuntos de nodos tales como e =¢e; (e, donde:

e;i : denota la evidencia que es accesible desde los padres del nodo X, .

ey, denota la evidencia que es accesible desde los hijos del nodo X .

Por ejemplo consideremos la figura 2.1 en que cada variable es binaria, se denota con X", si la variable
toma el valor de uno, y con X., sila variable toma el valor de cero.

@ Q G Si tenemos el siguiente conjunto evidencial e ={f *,t",a", j }, entonces
Q o se puede partir este conjunto, tomando como referencia el nodo H de la

siguiente manera:

0 e, ={f",t",a}
0 e, ={I"}
Figura 2.1 Si tomamos como referencia el nodo C se tiene:
e ={a’}
e ={f"t' ]}

El interés esta en calcular: P(x; /e), la cual se puede descomponer como sigue:

_P(x.¢)
P(x /e) = P(e)
P(x, /) = PURP(e1%) )PF;S’/ %)

" Entenderemos por evidencia, cuando conocemos con certeza que un conjunto de variables de la red, ha tomando un
valor de su conjunto de valores.
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Si suponemos que e = {Xr1 =X seees Ky =X 1o er =X, } y ordenamos este conjunto de tal forma que

T
las primeras k variables corresponde a la evidencia que es accesible a X, a través de sus padres y las

restantes j—k corresponde a la evidencia que es accesible a X; a través de sus hijos, entonces

tenemos:
P(xi)P(Xrl =Xy e X, = X, » th1 =X

P(e)

T« r|<+1""X"

=X %)
P(x /e)= —

Dado que e, :{Xr1 =Xy Xy :er} y e :{X =X . X

Tk M ™

; :xri} se tiene:

P(x)P(ex & /%)

P(x /e)= P(e)

Puesto que el nodo X, d-separa a la evidencia que se encuentra por arriba de él, con la evidencia que se

encuentra por debajo de él, se tiene:

P(x)P(ex, /x)P(ex /%)
P(e)

P(x /e)=

P(ex,, X)P(ex /x)

P(x /e)= )

(2.1)

Llamando a:
ﬂ’l(xi) = P(e;g /Xi)

pi(%) = P(e;i ' %)
a=1/P(e)

La expresion (2.1) queda como:

P(x; 7€) = ap; ()4 (%) (2.2)

Para calcular las expresiones p;(X;), 4 (X;) se utilizara la siguiente particion de la

evidencia:
e ={e}, .6, ,.._,erXi} (2.3)
& ={&,, €y, Exy, (2.4)

Figura 2.2
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Donde:

e, « - Representa la evidencia contenida en el subgrafo que contiene a su padre U ; cuando se elimina el

enlace u; — x;

e, -Representa la evidencia contenida en el subgrafo que contiene a su hijo Y; cuando se elimina el
17]

enlace x; —Y;.

Primeramente se ilustrara el célculo de la funcion p;(X;), como sigue:

p(x)=P(x.& )= > > ZP( XUy p}Uef)zzu:P(xi/uUef)P(uUei*)S

Uy U Uz
Donde:

u= {ul, up} : representa el conjunto de P padres del nodo ;.

Utilizando (2.3) se tiene:

p(x) =Y P(x/ule )P(uUe, e, U..Ue), |
Puesto que erxi esta d-separado de e, , (Son marginalmente independientes) se tiene:

A (%)= 2P (x /uUe )P (s Uey, ). P(u, Ue, )
pi(Xi):ZP(Xi/“Uef)ﬁP(“J Uei,,)

m i1
=ZUZP(Xi /uUei*)ljpujxi (u;)

Puesto que X, esta d-separado de e dado el conjunto de padres del nodo X;, se tiene:
:;P(Xi/u)ljpu"x‘ (uj) (2.5)

Donde:

Py (Uy)= P(uj Ue;, ) (2.6)

Py, (U; ) :Representa el mensaje que el nodo U | envia a su hijo X; .

8 Del célculo de probabilidades se tiene: P X1 X ZZZ z P

X3 Xy Xg
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Si el nodo U ; es un nodo evidencial es decir u; =e; para un valor particular de U ; entonces se tiene:
Pugx (u;) =1y los demas valores del nodo U ; se le asigna Puyx (u;)=0.

Si el nodo X; no tiene padres y no es un nodo evidencial se tiene: p (X;)=P(X;) para todos los
valores de X,.

Para el célculo de la funcion 4 (X;) se utiliza (2.4) como sigue:

4 (Xi): P(e;/xi): P(e;iyl’e;iyz €y /% )
Dado que X, d-separaa €.y, de €y, S€ tiene:

A (%) =Py, 1% )P (e, /% )-P(ey, I%)
HP( XY )

C

4 (Xi):H/liji (Xi) (2.7)

/1iji (Xl): P(e;.y, /Xl) (2'8)
Donde ﬂiji (xl) representa el mensaje que el nodo Y; envia a su padre X;.

Por lo que (2.2) se puede escribir como:

P(x/e)= [ZP X, /U Hpux( .)J[ljjziji (xi)J (2.9)

2.2.1 Calculo de cada uno de los mensajes.

< Calculo del mensaje p,, ()
Para el calculo de este mensaje se considera la evidencia que se encuentra por arriba de X; y la que esta
por el subgrafo que se obtiene al eliminar el enlace X; —Y; para los demas efectos de X; distintos de

Y; como sigue:

+ —_—
xyJ =€ Uexyk

k#]j
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Por lo que se tiene:

Pry, (%) = P(Xi Ue;yj)

Pay, (%) =P (x.&7)P (Uexyk/iner}

k#j

Como se puede observar en la figura 2.3 cada e, esta d-separado

Figura 2.3

P, (%) =P (%) TTP(e5,, /%)

k#j

px yJ Hﬂ“ykx i (210)

k#j

Por lo que para enviar el mensaje del nodo X a su hijo Y;, este debe de haber recibido el mensaje de

todos sus demaés hijos distintos de Y, y haber calculado su funcién p; (X, ).

* Calculo del mensaje 4, . (x;)
En este caso se divide la evidencia que se encuentra por debajo del enlace X; —Y;, en la que se
encuentra por debajo del nodo Y; y la evidencia que es accesible a través de sus padres distintos de X;
por lo que nos queda:
€y, =6, Uejyj (2.11)

El calculo del mensaje 4, , (X;) es como sigue:

° ' e A Plen, ) ZZP(yJ, %)

(Xi):P(ex_iy;/Xi) P(x) - P(%)

(%)
o iiji(xi):;ZP(yp v.egy, /X)

Figura 2.4 A, (Xi):ZP(yj,v,e;j,ev+yj /Xi)
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}ty,-xi (Xi):ZP(e;j /y,-,v,ev*iji)P(yj /v,ev*yj,xi)P(v,ev*yj /Xi)

yjv
Como se observa en la figura 2.4 e, esta d-separado de v, e+j , X por y;, porlo que se tiene:
Ay (6) =D P(e; 1y))P(y; Iv.e, . x)P(v,e; /)

Yj.Vv

y; Esta d-separado de ejyj por v y X;, por lo que se obtiene lo siguiente:

Ay (%) = ZP(e;J 1y, Py, IV, x)P(v,e; /)

Yj.v

Finalmente v, e, son marginalmente independientes por d-separacion con X, por lo que nos queda:
J

Ay (xi)zzzP(e;,j /yj)ZP(yj /v,xi)P(v,ev*yj)

A (x)=24(y;) 2 P(yi/”j)li_[pvky,- (i) (2.12)

Yi Vi, Vg
Con esto se termina el calculo de los mensajes.

El valor de a que aparece en la ecuacion (2.2) se calcula de la siguiente manera:
2. P(%)=2ak(%)p(%)=1

2 :[Zﬂ’l(xi)pi(xi)j (2.13)

Para aplicar el método de propagacion en poliarboles se hace lo siguiente:

pl 1
A4(%)=0; si x e

_ (%)=L si xee A(x)=1 si xee
1. Primero se hace: )
pi(%)=0; si xee

2. Paralos nodos sin padre se hace: p, (x)=P(x)

3. Paralos nodos que no tienen hijos se hace: 4 (x ) =1.
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Para empezar a propagar la evidencia se puede empezar calculando los mensajes que se enviaran de
aquellos nodos que no tienen padre y tienen sdlo un hijo utilizando (2.10), también se puede empezar

enviando los mensajes de los nodos que no tienen hijos y que sélo tienen un padre utilizando (2.12).

En el caso de no disponer de evidencia el método de propagacién en poliarboles calcula las

probabilidades marginales de los nodos de la red.

Ejemplo 2.1: Consideremos el poliarbol de la figura 2.5, en él aparecen las probabilidades condicionales de
cada nodo, aqui consideramos que cada variable es binaria.
Se ilustrara el método de propagacion de

probabilidades en el caso en que se dispone

con la siguiente evidencia:
P(c,/a,)=0.15
P(c,/a,)=0.25

P(b /a,) =0.20
P(b /a,) =0.40

e={D=d,,C=c,)}. (E 2.1)
P(d,/b)=0.30

{ {P(ellbl) ~0.25
P(d, /b,) = 0.65

P(e,/b,) =0.45
Lo que se quiere es calcular es:

P(f,/d,)=0.90 P(g,/€,)=0.10
P(f,/d,)=0.25 P(g,/e,)=0.30

Figura 2.5 P(Xi:xi/e):P(Xi=xi/D=dl,C=cl)
Para todos los nodos no evidenciales de la red 2.5.

Recordemos primero que p,,(d,) = P(d,,e}), puesto que el estado d, ocurre con seguridad (forma parte

de la evidencia), tenemos que la probabilidad P(dl, eg), es igual a uno.

Para el nodo D:

pp(d)=1 d ee |4,(d)=1L d ee
y
Pp(d,)=0 d,¢e |4,(d,)=0 d,¢e

De igual forma para el nodo C:
{pc (c,)=0; c ee {/IC (c,)=0; c,ee

pc(C) =1 c,¢e ic(cz):]-; C,¢¢€
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Luego para los nodos no evidenciales.

Para los nodos sin padre se tiene:

{pA(ai) = P(ai) N {pA(ai) =03

Para los nodos sin hijos excluyendo el nodo evidencial C se tiene:

{%(fl)Zl {%(91)=1
ﬁ*F(fz)zl ﬂc(gz)zl

En lo que sigue se dividird el paso de mensajes entre nodos en tres etapas.

12 Etapa

1. Elnodo A

Su funcién p,(a) ha sido calculada, pero no puede enviar ningun mensaje a sus dos hijos B 'y C, ya que

no ha recibido ningun mensaje de alguno de ellos.
2. Elnodo B.

Este nodo no ha recibido ningin mensaje de su padre A, ni de sus hijos D, E, por lo que no se puede

enviar ningun mensaje a su padre e hijos.
3. Elnodo C.

La funcion A.(c) ya ha sido calculada, dado que sélo tiene un padre que es A puede enviarle el mensaje

Aca(@) , utilizando (2.12) se tiene:
Jea(@) = A (c) p(c/a)
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Para A=a, se tiene:
Aea(@) = A (C)P(c, /@) + A (¢,)P(c, /8,) = Aca(8)) = 0(0.15) +1(0.85)
Jen(a,) =0.85

Para A=a, se tiene:

ﬂ’CA (az) = /1(: (Cl) P(Cl / az) + ﬂc (Cz) P(Cz / az) = ﬂ’CA(a:L) =0(0.25) +1(0.75)
ﬂ’CA(aZ) =0.75

4. ElnodoD.

El nodo D es un nodo evidencial su funcién p,(d) ha sido calculada, puesto que solo tiene un hijo F,

puede enviarle el mensaje p, (d) utilizando (2.10) como sigue:

Por (d) =1

Por (d) = pp(d). Porloque para D=d, y D=d, se tiene: {
Por (d;) =0

Dado que también su funciéon A, (d) ha sido calculada puede enviarle el mensaje A,;(b) a su unico

padre B, utilizando (2.12) como sigue:

Joe (0) =>4, (d)P(d /b)

Para B =b, se tiene:
Aog (0,) = 25, (d;)P(d, /) + 45 (d,) P(d, /b)) = Apg () =1(0.3) +0(0.75)
Aoe (bl) =0.3

Para B =h, se tiene:
Ao (0,) = A5 (d;)P(d, /b,) + 2, (d,)P(d, /b,) = Apg (b,) =1(0.65) +0(0.35)
Joy (b,) = 0.65

38



Capitulo 2. Inferencia en Redes Bayesianas.

5. Elnodo E.
En este nodo no se ha recibido ningun mensaje de su padre B, ni de su hijo G, y ninguna de sus funciones

A= (€) y pe(e) hasido calculada por lo que no se puede enviar ningun mensaje.

6. Elnodo G.
Su funcion A;(g) ha sido calculada, puesto que solo tiene un padre puede enviarle el mensaje A (e)

utilizando (2.12) como sigue:

e (€) =24 (Q)P(g/€)
Para E =g, se tiene:

Ao (&) = A5 (9,)P(9, 7€) + 45 (9,)P(9, / &) = Age (8,) =1(0.10) +1(0.9)
Aee (&) =1

Para E =e, se tiene:

Ao (€) = A5 (9,)P(9,/€,) + 45 (9,)P(9, / &,) = Ace (6,) =1(0.3) +1(0.7)
A (8,) =1

2 Etapa

1. Elnodo A.
Ha recibido el mensaje A.,(a) de su hijo Cy su funcién p, (@) ha sido calculada, por lo que puede enviar
el mensaje p,;(a) a su hijo B utilizando (2.12) como sigue:
Pre(@) = pa(@) A (a)
Para A=a, se tiene:
Pre () = pa(@)Aca(8) = pps(,) =0.3(0.85)
Pre (3,) =0.255

Para A=a, se tiene:

Pos (@) = pa(@)Aca(8,) = pas(@,) =0.7(0.75) = p,s (a,) =0.525
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2. Elnodo B.

El nodo B ha recibido el mensaje p,;(a) de su padre A, por lo que se puede calcular su funcién p, (b)

utilizando (2.5) como sigue:

pe(0) = Z P(b/a)pys (0)
Para B =h, se tiene:

pe(B) =P(b,/a)pus(a;) + P(b/a,) pas(8,) = pg(by) =0.2(0.255) +0.4(0.525)
ps (b) =0.261

Para B =h, se tiene:

P (0,) =P(b,/a) pps(a) + P(b,/8,) pps (8,) = pg (b,) = 0.8(0.255) +0.6(0.525)
ps(b,) =0.519

Dado que el nodo B ha recibido el mensaje A, (b) de su hijo B, y se ha calculado la funcion pg(b) se

puede calcular el mensaje pg: (D) , utilizando (2.10) como sigue:

Pee (0) = pg (0) A (D)

Para B =Db, se tiene:

Pee (0) = 5 (0) Aps (0) = e (b)) = 0.261(0.3)
Pae (0,) =0.0783

Para B =b, se tiene:

Pee (0,) = pg (0,) Aps (b,) = pge (b,) = 0.519(0.65)
Pee (b,) =0.33735

3. Elnodo C.

Este nodo es evidencial, y como ya se envi6 el mensaje a su padre, ya no se realiza ningln calculo.
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4. ElnodoD.
Este nodo también es evidencial y dado que ya mando todos los mensajes a su padre e hijos, ya no se

realiza ningun calculo con él.

5. Elnodo E.

Este nodo ha recibido el mensaje pg-(b) de su unico padre B por lo que se puede calcular p.(e)

utilizando 2.5 como sigue:

Pe(€) =D P(e/b) g (b)
b
Para E =g, se tiene:

pe(8) =P(e,/b)pge (b)) + P(e,/0,) pge (0,) = pe (6,) = 0.25(0.0783) +0.45(0.33755)
pe(e)=0.1714725

Para E =e, se tiene:
Pe(8,) = P(e, /11) pge () + P(e, /b,) pge (b,) = ¢ (8,) = 0.75(0.0783) +0.55(0.33755)
pe (e,) =0.2443775

Puesto que el nodo E, tiene sdlo un hijo y se ha calculado la funcion p. (e), se puede calcular el mensaje

Pec (€) como sigue:

Pec () = pe(8)

Para E =¢, setiene: p;(€) = p:(€) = pec(6) =0.1714725
Para E =e, setiene: p;(e,) = p:(8,) = pes (6,) =0.2442675
Dado que el nodo E también ha recibido el mensaje A (e) se puede calcular su funcién A (e) utilizando

(2.7) como sigue: A (e) = A (e)

Para E =e, setiene: A () =1 (e) = A (g) =1
Para E =e, setiene: A.(e,) = A (&,) = A (e,) =1
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Dado que para el nodo E ya se ha calculado la funcién A-(e) se puede enviar el mensaje A (D)

utilizando (2.12) se tiene:

e(0) = D 2 (e)P(e/b)
Para E =g, se tiene:

Aes (0) = 4 (&) P(&, /D)) + 4 (8,) P(€, /B) =1(0.25) +1(0.75) = g (b)) =1

Para E =e, se tiene:

j'EEs (bz) = ;tE (el)P(el/bZ) + /IE (ez)P(ez /bz) 21(0-45) +1(0-55) = ﬂ‘EB (bl) =1

6. Elnodo F.

Este nodo ha recibido el mensaje p,-(d) de su padre D, por lo que se puede calcular la funcién p. (f)

utilizando 2.5, como sigue:

pF(f)ZZP(f /d)pDF(d)
d
Para F = f, se tiene:

P (1) =P(f,/d,) ppe (dy) + P(f, /d,) oo (d,) = o (£,) =0.9(2) +0.25(0)
pe(f)=09

Para F = f, se tiene:

pe(f,)=P(f,/d) ppe (d,) + P(f,/d,) ope (d,) = o (f,) =0.1(2) +0.75(0)
pe(f,)=0.10

7. Elnodo G.

Este nodo ha recibido el mensaje p.;(€) de su padre E, por lo que se puede calcular su funcion
Pc(9) utilizando (2.5).
Para G = g, se tiene:

P:(9,)=P(0,/¢)pec(6)+P(9,/e,) pec (e,) =0.1(0.1714725) + 0.3(0.2442675)

42



Capitulo 2. Inferencia en Redes Bayesianas.

Ps(9,) =0.0904275
Para G = g, se tiene:
Ps(9,) =P(9,/€) pe(8) +P(9,/€,) pes (€,) =0.9(0.1714725) +0.7(0.2442675)
Ps(9,) =0.3253125

3% Etapa

El inico mensaje que queda por enviarse es el del nodo B al A, por lo que en esta etapa se empezara con

el nodo B.

1. Nodo B.

Esto nodo ya ha recibido los mensajes de sus dos hijos D y E, por lo que se calcula su funcién A (b)

utilizando (2.7) como sigue:

Para B =D, setiene: A;(b) = A5 (0) Az (0,) =0.3(1) = A;(b,) =0.3
Para B =D, setiene: A;(b,) = 455 (0,) A (b,) =0.65(1) = A;(b,) =0.65

Puesto que el nodo B ha calculado su funcién A;(b) se puede enviar el mensaje A;,(a) a su padre A,

utilizando (2.12) se tiene:

Aen (2) =Zb:ls(b)P(b/a)

Para A=a, se tiene:

Aea(@) =25 (0)P(b,/a,) + A5 (b,)P(b, / a,) = 0.3(0.2) + 0.65(0.8)
Aon(a,) =0.58

Para A=a, se tiene:

Aea(8,) = 25 (0)P(b,/a,) + A5 (b,) P(b, / a,) = 0.3(0.4) + 0.65(0.6)
Aga(@,) =0.51
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2. Nodo A.

Este nodo ya ha recibido los mensajes de todos sus hijos por lo que se puede calcular la funcién 4,(a)
como sigue:

25 (8) = Agp (8) Aca (@)

Para A=a, setiene: 4,(a)=4z\(a,) A4 (8,) =0.58(0.85) = 4,(a,) =0.493

Para A=a, setiene: 1,(a,) = 45,(a,) A4 (8,) =0.51(0.75) = 4,(a,) =0.3825

En la tabla 2.1 se encuentran los valores de las funciones p, (x) y A, (x) por cada uno de los nodos y
sus probabilidades condicionadas a la evidencia (E 2.1).

Tabla 2.1 Funciones p, (X =x) y A4, (X =X)

Nodo A Nodo B
Al 2,@) | ps(@) | P(A=al/C=c, D=d,) B | A®) | ps() | PB=b/C=c,, D=d,)
a, | 0.493 0.3 0.35582822 b, 0.3 0.261 0.188379646
a, [0.3825| 0.7 0.644171779 b, | 0.65 | 0.519 0.811620353
Nodo C Nodo D
odo
D | 4(d) | pp(d) | P(D=d)
[ 4@© [ ple) | PC=0) a1 T 1
1
¢| o 0 0 ., | 0 0
o, | 1 1
Nodo E Nodo F
E[4@® ]| p(e [PE=e/C=c,D=d) F | 4(f) ] p(f) [P(F=f/C=c,D=d)
€ 1 0.1714725 0.412342686 f, 1 0.9 0.9
€, 1 0.2443775 0.587658515 f, 1 0.1 0.1
Nodo G
G | 4&(9) | ps(9) | P(G=g/C=c, D=d,)
g, 1 0.0904275 0.217509741
g, 1 0.3253125 0.782490258

Comentario:
Observemos que para calcular las probabilidades condicionales que aparecen en la tabla 2.1, cada una de

las variables X debe haber recibido todos los mensajes 4,, de parte de sus hijos h y todos los mensajes
Pey departe de sus padres P, para con ellos calcular los valores A, y p, que se utilizaran para el

calculo de la probabilidad condicional que se desea y también se utilizaran para que la variable X pueda
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calcular los mensajes que debera enviar tanto a sus hijos como a sus padres para que estos puedan

calcular las probabilidades condicionales.

2.2.2 Método de condicionamiento.

Como se menciono al principio el método descrito en la seccién anterior, sélo funciona para redes
simplemente conectadas, ya que como hemos visto la evidencia observada se divide en dos subconjuntos,

tomando como referencia un nodo X; que hace que la evidencia esté d-separada dado ese nodo, esto es
lo que no ocurre si tuviéramos una red con bucle, por ejemplo en la figura 2.6 si consideramos el conjunto
evidencial e :{Xl, Xs}, elnodo X, no d-separa la evidencia observada ya que el nodo X, no es un
nodo de aristas convergentes y no esta contenido en el conjunto formado por X, 9, por lo que habria que
agregar el nodo X, al conjunto formado por s6lo X, para d-separar a la evidencia en este caso particular.

Supongamos que no sabemos que el método para poliarboles descrito

° anteriormente se aplica sélo a redes simplemente conectadas, y lo
aplicamos al grafo de la figura 2.6 (supondremos que no disponemos de
° e evidencia), los primeros mensajes que enviariamos serian 4,  (X,) vy
@ ° @ Ax,x,(X3) yaque los nodos X, y X, sOlo tienen un padre.
Figura 2.6

Elnodo X, no puede enviar ningun mensaje a ninguno de sus hijos, ya que
ninguno de estos le ha enviado uno, el nodo X, no puede enviar ningun mensaje a sus hijos ya que éste
no ha recibido ninglin mensaje de su padre y tampoco le puede enviar un mensaje a su Unico padre, ya
que no ha recibido todos los mensajes departe de sus hijos. La situacion del nodo X, es similar a la del
nodo X,, el nodo X, no puede enviar ningun mensaje a ninguno de sus padres, ya que no ha recibido

ningun mensaje departe de sus padres. Por lo que como podemos observar el método de poliarboles
° ° queda estancado, ya que no se pueden enviar

los mensajes necesarios para calcular las

° ° @ e distribuciones de probabilidad marginal de los

‘/ nodos.
@ @ ° @ Pearl [1986] propuso una solucién a este
a,
Figura 2.7 problema, la cual consiste en instanciar un nodo

® Consideramos que el nodo X, forma parte de un conjunto de un sélo elemento, por lo que el nodo X, no esta en este
conjunto.
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de cada ciclo'0 de la red y luego borrar uno de los enlaces con sus hijos, de tal forma de convertirla en un
poliarbol y sustituir sus distribuciones de probabilidad condicional, por distribuciones de probabilidad
marginal que en realidad seran distribuciones de probabilidad condicional condicionadas a un valor
particular del nodo de corte, por ejemplo si en la red de la figura 2.6"" instanciamos el nodo X, =0
tenemos dos casos los cuales se muestran en la figura 2.7, en la parte (a) de esta figura se ha eliminado el
enlace X, — X, y en la parte (b) se ha eliminado el enlace X, — X, observemos que cada una de
estas redes es un poliarbol a las cuales se les puede aplicar el método descrito en la seccion 2.2.1, por
ejemplo si escogemos la red de la parte (a) de la figura 2.7 para realizar los calculos de las probabilidades,
lo que seguiria seria sustituir P(X,/ X,) por B, (X,)=P(X,/X;=X) .

Para la obtencion del conjunto de corte se utilizara la siguiente regla:

Regla para la obtencion del conjunto de corte: El conjunto de corte de ciclo debe de contener al
menos un nodo de cada ciclo de la red bayesiana y tal que el nodo elegido, para un ciclo sea
hijo, a lo sumo de un nodo del ciclo.

En general el método de condicionamiento consiste en que una vez seleccionado el conjunto de corte

C :{Cl,Cz,...,Ck}, se sustituye la distribucion de probabilidad condicional P(X,/z;) de uno de los
hijos de cada nodo del conjunto de corte, por la distribucion B, (Xi Im\C;,C; =c; ) 12, con el objetivo de

romper el bucle, luego para cada realizacién del conjunto de corte y la evidencia disponible e = {e1 e }

1y

se utiliza la siguiente ecuacion:

P(x,e.c) P(x.e.c)P(ec)

x,,e .C) 18,C) €, ,
P(x/¢)= ZZ Z Cl =2 P(e) =2 P(e,c)P(e)

C c

10 Al conjunto de nodos que son instanciados en una red con bucles, para romper los bucles se les conoce como
conjunto de corte, que en nuestro caso lo denotaremos como C = {Cl, C,... Ck} .

1 Consideremos que las variables de la red son binarias con los valores: X; =10 X; =0
12 Suponiendo que uno de los padres de nodo X; forma parte del conjunto de corte y se elimina el enlace Cj - X,
entonces esta probabilidad representa la probabilidad condicional del nodo X; dados sus padres que no forman parte del

conjunto de corte, para un valor particular del padre C j due forma parte del conjunto de corte.
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P(xi/e):ZC:P(xi/e,c)P(c/e) (2.14)

Como se puede observar en la ecuacion (2.14) hay que calcular P(xi /e, c), esta expresion se puede

calcular utilizando el método de propagacion en poliarboles visto en la seccion 2.2.1, para cada realizacion

del conjunto de corte.

La expresion P(c/e) se calcula suponiendo que el conjunto evidencial esta ordenado o, ={e,,...,€,},

o.(i)=e y E_,=(e,...e_,) utiizando la siguiente expresion:

P(c/E)= Pp( t(:(:l:;)

P(C.el’-"'ei—l’o-E (I))
P(c/E)= P(ene)P(6 /6.6 ,)

P(C: Ei—l’o-E(i))
P(c/E)= P(Ei_l)P(O-E (i)/Ei_l)

P(oe(i)/¢.E)P(c.E,)

P(C/Ei): P(O'E(i)/Ei,l)P(Ei—l)
P(618) =P (0% (/6.6 P(C/E..) -
Donde:
- 1
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En la expresion (2.15) se debe aplicar el método de propagacién para poliarboles, para el calculo de

P(og(i)/c.E_,) y para i=1 se tiene que calcular P(c), ésta se calcula utiizando el siguiente

algoritmo de Suermondt y Cooper?3:

Calculo de la probabilidad Marginal para las variables de corte.

Se denotara por C '* al conjunto de variables de corte en una red causal.

1. Realizar una ordenacion o '5 de todos los nodos del grafo.
Esta ordenacion se basa en el siguiente criterio: dado un nodo i, entonces ninguno de los
ascendientes de i, en el grafo es posterior a i en ese orden. Es decir i< j<>ino es

descendiente de j.

2. Caleulode P(C,  /C, ]
Para simplificar y sin pérdida de generalidad supongamos que la ordenacién obtenida sobre el
conjunto de variables es: X ={X1,X2,..,Xn}. Establecido dicho orden, este establece una
ordenacion en el conjunto C , y supongamos que €s Cgk ={Cl,C2,...,Ck} . Denotemos por S, al

subconjunto de X formado por los nodos comprendidos entre C. y C. ., es decir:

i+1?
S, = {xl,...,xp} p =Nodo anteriora C, segun o,

S = {C,...C,,} V 1<i<k-1

' M+l

w
=
|

{Xs Xz X X, b X, Nodo siguiente a C, segun o,

t+1
Definidos estos dos conjuntos realizamos los siguientes dos pasos:

a. Calculo de las probabilidades marginales de los nodos de S,

Para cadanodo de i €S, en el orden que establece la ordenacion o, hacer:

13 Tomado de 1a tesis doctoral “Disefio y validacion de nuevos algoritmos para el tratamiento de grafos de
dependencia”, autor Luis Daniel Hernandez Molinero, paginas 78-79.

¢, ={C,CpsCy)

5 o, (1) denotard a la variable i-ésima en la ordenacion es decir: o, (i) = X;
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P(Xi):;P(Xi/ﬂi)(HP(Xj )) (2.16)

Jjem

Notese que esta expresion sOlo es valida si los elementos de 7z, son marginalmente

independientes, que se podra garantizar si el nodo i no tiene predecesores que sean miembros
del conjunto de corte, ya que estos entre si podrian formar un bucle y la férmula no seria aplicable.

Como S, no tiene elementos de conjunto de corte, puede aplicarse dicha expresion. En el caso

particular de que el nodo i no tenga nodos padres la expresion anterior se reduce a la distribucion

a priori P(x,).

b. Calculo de la probabilidad condicional P(X .)/Ci_l)16 para cada uno de los

o (i

nodos de corte.

Siguiendo el orden de o, llegaremos al primer nodo del conjunto corte C,. Llegado a éste, si
instanciamos C, a un valor, los sucesores de C, llegan a ser marginalmente independientes y
podremos conocer las creencias a priori de los nodos comprendidos entre C, y C,. En efecto,

puesto que estamos realizando una instanciacion, podemos interpretar ésta como la captacion de

una evidencia e=C, =c, sobre el grafo dirigido aciclico (G.D.A.) definido por el subgrafo
Sy US, ={X,, X;,...C,,...,C,} . En este subgrafo podemos aplicar el método para poliarboles,

con lo que obtendremos las distribuciones de probabilidad condicionadas de las variables

asociadas a S,US, al valor instanciado de C,; y en particular conoceremos la creencia de C,
(P(C2 =c,/C, = cl)) . Al llegar en el orden a C, realizamos el mismo proceso ya que sus hijos
son marginalmente independientes y al ser el subgrafo S, US,US, :{Xl, XZ,...,C3} un G.D.A.
podremos calcular P(C,=c,/C,=c,,C, =c,). Este proceso se repite hasta terminar de

recorrer los nodos del grafo en el orden marcado por o, .

% Donde C, , = {Can(l),...,CUn(ifl)} y 0q (i) =C si i=0 entonces P(XGCk(i) /Cl_l) = P(X%k(i))
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3. Calcular la probabilidad marginal P(C)

Para el calculo de esta probabilidad se utiliza la ecuacion:
P(C) = P(Cl,...,Ck) = P(Ck /Cl,...,Ckfl) P(CH/Cl,...,Ckfz)...P(C3 /Cl,Cz)P(C2 /Cl) P(Cl)

2
P(C)=P(C,-.C,)=P(C,/C,,...C,,)P(C,,/C,,...C, )P (C;/C,,.C,) [ TP(C,y /Cis)
i=1

3
P(C)=P(CpysC) =P(C/CpyrrsCt)P(Ca /oy Gy ) T TP(C 1 Cit

i=1

k-1
P(C)=P(CyC)=P(C/Cprrrs C i) [ TP(Copy/Cit)

i=1

P(C) =ﬁ P(C,p/Cis) (2.17)

En este algoritmo en la ultima etapa del literal 2 calcularemos P(xi /e,c) ya que solo el calculo de
P(xi / c) no nos sirve de nada'?, por lo que después de aplicar el algoritmo anterior lo Unico que queda

por calcular es P(O'E (i)/c, Ei_l), la cual se obtiene aplicando el algoritmo para poliarboles, para cada

valor de la evidencia y del conjunto de corte.

Ejemplo 2.2: En la figura 2.8(a) se presenta una red bayesiana de 11 nodos binarios con 3 bucles,
suponemos que conocemos con certeza que X, =0 y X, =1 que serd nuestro conjunto e. Lo que
queremos es conocer P(X, =x,/e)=P(X, =x /X, =0, X, =1) para todos los demas nodos de la red.

Puesto que se trata de una red con bucles lo primero que hacemos es determinar el conjunto de corte

aplicando la regla ya mencionada como sigue: Para el bucle X, — X, =X, =X, — Xs — X;—X, segun

la regla se puede seleccionar cualquier nodo del bucle para formar parte del conjunto de corte excepto el

17 Si no disponemos de evidencia se calculara P(Xi /C) para obtener las probabilidades marginales de los nodos de
la red.
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nodo X,, el cual ademas de tener dos padres, si tuviera descendientes estos no pertenecerian al bucle,

por lo que no se romperia el bucle si condicionamos la red a ese nodo, en este caso elegiremos

arbitrariamente el nodo X, para formar parte del conjunto de corte.

En este bucle X, — X, — X, — X, — X, se puede elegir cualquier nodo para formar parte del conjunto de
corte, excepto X, por lo que escogemos el nodo X,. Finalmente en el bucle X, — X, —X;; =X, =X,
se puede elegir cualquier nodo para formar parte del conjunto de corte excepto el nodo X,; por lo que

escogemos el nodo X,.

Por lo que el conjunto de corte elegido es: C% = {X3, X4 X7}

La factorizacion de la probabilidad conjunta de las variables segun la figura 2.8 (a) es:
P(X) = P(x)P(X, 1 %)P0x 1%, )P(X, /%, )P (X /%5 )P(Xs %5 )P (X7 1%, )P (X %, )P (X / X5, X5 )P (Xso / X5, X7 )P (X3 /X7, %)

Instanciando las variables del conjunto de corte, por un valor particular y eliminando los enlaces

Xy, = Xg, X, = X, X, — X, para convertir la red en un poliérbol, esto se ilustra en la parte (b) de

la figura 2.8 y sustituimos las probabilidades condicionales de cada nodo del conjunto {Xs, ) X8} , por:
Pl(XS) = P(Xs / X;= Xs)’ Pl(xlo / Xe) = P(Xlo / Xe, X7 = X7), Pl(xs) = P(Xs / X, = X4)-
Por lo que la factorizacion de probabilidad conjunta de las variables de la red queda como:

P(X) =P )P(X, / %)P(% /%, )P(X, 1 %,) B (Xs), P(Xs / X )P(%, 1 X, )R (Xg) P(Xg / %5, X5 )P (Ko / X), P(Xiy /%7, X5)
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Figura 2.8: Red bayesiana de 11 nodos,
con tres bucles.

OBEOREO
(b)

Tabla 2.2: Probabilidades de los nodos de

lared 2.8 (a)
X, | P(XY) Xy | X, | P(X,/X,) X, | X5 | P(X53/X,) X, | X, | P(X,/X),)
0 1035 0 0 |03 0 0 |0.13 0 0 1035
1 [0.65 0 1 |07 0 1 ]o087 0 1 1065
1 0 0.4 1 0 0.2 1 0 0.25
1 1 0.6 1 1 0.8 1 1 0.75

X5 | X5 | P(X/X3) X, | Xg | P(Xg/X3) X, | X, | P(X,/X,)
0 0 05 0 0 0.6 0 0 0.4
0 1 05 0 1 0.4 0 1 0.6
1 0 0.75 1 0 0.8 1 0 0.3
1 1 0.25 1 1 0.2 1 1 0.7
X4 x8 P(XS/X4) XS x6 P(XQ/XS’XG) XG X7 XlO P(xlO/XG’X7)
0 0 0.9 0 0 0.55 0 0 0 0.85
0 1 0.1 0 0 0.45 0 0 1 0.15
1 0 0.65 0 1 0.15 0 1 0 0.10
1 1 0.35 0 1 0.85 0 1 1 0.9

1 0 0.45 1 0 0 0.08

1 0 0.55 1 0 1 0.92

1 1 0.56 1 1 0 0.01

1 1 0.44 1 1 1 0.99

X | Xg | Xy | P(Xyy /X5, Xe)

0 0 |0 0.95

0 0 |1 0.05

0 1 |0 0.5

0 1 |1 0.5

1 0 |0 0.5

1 0 |1 0.5

1 1 |0 0

1 1 |1 1
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Se empezara calculando la probabilidad conjunta del conjunto de corte aplicando el algoritmo descrito

anteriormente, como sigue:

53

1.

Puesto que las variables del grafo asi como el conjunto de corte ya estan ordenados esta etapa

esta completa.

Se realizara el calculo de P(C, ,/C, ;)

De acuerdo al algoritmo se forman los siguientes conjuntos:

S ={Xl, X, } En este conjunto estan los nodos que no pertenecen a ningin bucle de la red
S, :{XB, X,} En este conjunto estan los dos primeros nodos del conjunto de corte.

S, = {X4, Xs, Xs, X7} En este conjunto estan el segundo y tercer nodo del conjunto de corte y

los nodos comprendidos entre ellos que no forman parte del conjunto de corte.

S; = {XB, Xg, X0, X1} En este conjunto estan comprendidos los nodos que estan después del

ultimo nodo del conjunto de corte segun la ordenacion.

Estos conjuntos se forman con el objetivo de ir obteniendo las probabilidades condicionales de un
nodo del conjunto de corte condicionado a uno o mas nodos del conjunto de corte, por ejemplo con

S, se calcula P(X,=x,/X,=x,;), al agregar S, se calcula P(X,/X;=X,,X,=X,) Y

finalmente al agregar S, se obtiene P(X;/C =c, X, =0, X, =1)

a. Calculo de las probabilidades marginales del conjunto S,

Las cuales se calculan utilizando (2.16) se obtiene: (P(X, =0),P(X, =1))=(0.35,0.65)

estas probabilidades se obtiene directamente de la tabla 2.2.

Para P(X, =X,) se realiza los siguientes célculos:

X;=1

P(X,=0)= z P(X,=0/X,)(P(X,))

X,=0

P(X, =0)=P(X, =0/ X, =0)P(X, =0)+P(X, =0/ X, =1)P(X, =0)
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P(X, =0) =0.3(0.35) +0.4(0.65)
P(X,=0)=0.365
Similarmente se calcula para X, =1 obteniéndose:

(P(X, =0),P(X, =1))=(0.365,0.635)

b. Calculo de la probabilidad condicional P(X,_,/C;,) para cada uno de los nodos del
conjunto de corte.

Empezando con el grafo formado por S, US, ={X,, X,, X;, X,}, se obtiene el poliarbol mostrado en la

figura 2.9, tomando como evidencia a X, para cada valor que toma y aplicando el algoritmo para

poliarboles se obtiene!®:
Para X, =0:

Para el nodo evidencial se tiene:

L si X;=0 1 si X;=0
px3(X3)= . y /1x3(X3): )
0; si X;=1 0; si X;=1
Para el nodo sin padre:
0.35 si X;=0
pxl(xl)ZP(X1=X1)= .
0.65; si X, =1
Para el nodo sin hijo se tiene:
1 si X,=0
ﬁxg(xs) = )
° L osi X, =1

e Enviando el mensaje de X, a X, como sigue:

1
@ Ot 2 A, (X)P(X5 1 X,)
Figura 2.9 X3=0

18 5610 se mostraran las probabilidades P(C. =¢. /C, =C ue son las que por el momento nos interesan,
P i i1~k k) d quep y

al final del algoritmo se mostraran las probabilidades P( X, =x/C=c, e).
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Ay, (X, =0)=1(0.13) + 0(0.87) = 4, , (X, =0)=0.13

Ayx, (X, =1) =1(0.20) +0(0.80) = A (X, =1)=0.2

Enviando el mensaje de X, a X, como sigue:
Px.x, (X)) = Px, (X,)
Px.x, (X, =0)=0.35

Pxx, (X;=1)=0.65

Enviando el mensaje de X, a X, como sigue:
Px.x, (X)) = Px, (X))
Px.x, (X, =0)=0.35

Px.x, (X, =1)=0.65

Calculando p, (X,) como sigue:

pxz(xz) = Z P(X,/ Xl)pxlxz(xl)

X,=0

Py, (X, =0)=0.3(0.35) +0.4(0.65) = p, (X, =0)=0.365

py. (X, =1) =07(0.35) +0.6(0.65) = p, (X, =0)=0.635

Enviando el mensaje de X, a X, como sigue:

Px, (X,)= Px, ()(2)ﬂ“><3x2 (X5)

py, (X, =0)=0.365(0.13) = p, (X, =0)=0.0475

Py, (X, =1)=0.365(0.20) = p, (X, =1)=0.127

Calculo de py, (X,) como sigue:

px4(x4): Z P(X4/X2)px2x4(xz)

X,=0
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Py, (X, =0)=0.35(0.0475) +0.25(0.127) = p, (X, =0) =0.048375
Py, (X, =1) =0.65(0.048375) +0.75(0.127) = p, (X, =1) =0.1236125

Calculado P(X,/ X, =0) como sigue:

A (X X
P(X, /X, =0)=— x4( 4)px4( 2)
Z AXA(X4)px4(X4)
X,=0
P(X,=0/X,=0)= 1(0.048375) = P(X,/X,=0)=0.2772
1(0.048375) +1(0.126125)
1(0.126125)

P(X, =1/ X, =0)

_ — P(X,/X,=0)=0.7228
1(0.048375) +1(0.126125)

P(X, =0/ X, =0),P(X, =1/ X, =0)) =(0.2772,0.7228
4 3 4 3

° De forma similar se calcula para X, =1 por lo que se obtiene:

(x.) (P(X, =0/ X, =1),P(X, =1/ X, =1)) =(0.3481,0.6519)
()
OB OO

Figura 2.10

Célculo de las probabilidades de los nodos del grafo S, US, US,:

En este caso se instancia para cada valor que tome el par de nodos X, y

X,, para calcular P(X, /X, =X,, X, =X,) como sigue:

En este caso aplicariamos el método para poliarboles tomando como evidencia cada realizacién de los

nodos X, y X,, sin embargo si aplicamos el criterio de d-separacion, observamos que se cumple
1(X;, X,/ X,) es decir P(X,/X,;,X,)=P(X;/X,) por lo que las probabilidades para cada

realizacion de X, y X,, se obtienen directamente de la tabla 2.2. Por lo que se obtiene:

Para X, =0y X, =0 se tiene:
(P(X,=0/X,=0,X,=0),P(X, =1/ X,=0,X, =0))=(0.4,0.6)
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Para X, =0y X, =1 setiene:

(P(X, =0/ X,=0,X, =1),P(X, =1/ X, =0, X, =1))=(0.3,0.7)

Para X; =1y X,=0:
(P(X;=0/X,=1X,=0),P(X,=1/X,=1,X,=0))=(0.4,0.6)
@ Para X; =1y X,=1:
@ (P(X,=0/X,=1X,=1),P(X, =1/ X,=1X,=1))=(0.3,07)

@ 0 Calculo de las probabilidades de todos los nodos de la red dado

el conjunto de corte y la evidencia (P(Xi /C, e)):
G 6 @ e En esta parte se obtiene P(X,/ X, =0, X, =1,C) por lo que
@ @ el conjunto evidencial para la red de la figura 2.11 es

Figura 2.11 . . , .
C,=CUe se ilustrara el célculo para el conjunto

C'lz{x3:0, X, =0, X7=O}U{X1=O, X6=1}yel nodo X, como sigue:

En este caso como podemos observar en la figura 2.11 la familia del nodo X, y sus hijos forman parte del
conjunto evidencial por lo que para los calculos sélo se necesita el subgrafo formado por los nodos
{Xl, X,, X5, X 4} aplicamos el algoritmo de propagacion para poliarbol como sigue:

Para los nodos evidénciales se tiene:

1, X, =0 1L X
pxl(xl) = y le(xl) =
. X o.

! 1™ ’ 1

1 X;=0 1, X;=1
Px, (X)) = y ixs (X;) =
0, X,;=1 0; =

' 3 ' 3

1 X,=0 L X, =
px4(x4): y le(xl):
0, X,=1 0, X,=1

S7



Enviando el mensaje de X, a X, como sigue:
Px.x, (X)) = Px, (X,)

L X,=0

Px.x, (Xl) =
0, X, =1

Enviando el mensaje de X, a X, como sigue:
1
ix3x2(xz) = Z lxa(xs)P(Xslxz)
X3=0

A, (X, =0) =1(0.15) + 0(0.87) = 4, (X, =0)=0.13

Jnx, (X, =1)=1(0.2)+0(0.8) = 4, , (X, =1)=0.2

Enviando el mensaje de X, a X, como sigue:
1
ﬁ’x‘lxz (Xz) = Z ZXA (X4)P(X4 / Xz)
X,=0

Ay, (X, =0)=1(0.35) +0(0.65) = 4, , (X,=0)=0.35

Axx, (X, =1) =1(0.25) + 0(0.75) = 4, 4, (X, =0.25) =0.25

Calculo de la funcion 4, (X,) como sigue:
ﬁ“xz(xz) :ngxz(xz)ﬁ*x‘txz(xz)
Ay, (X, =0)=(0.13)(0.35) = 4, (X, =0) =0.0455

Ay (X, =1)=02(0.25)= 4, (X,=1)=0.05

Calculo de la funcion py (X,) como sigue:

pxz(xz) = Z P(X,/ Xl)pxlxz(xl)

X,=0
Py, (X, =0)=0.3(1) +0.4(0) = p, (X, =0)=0.3

Py, (X, =1)=0.7(1) + 0.6(0) = p, (X, =1)=0.7
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Célculo de la probabilidad P(X,/C,) como sigue:

ﬁxz(xz),oxz(xz)

1

Z /1x2 (Xz)px2 (Xy)

P(lecll):

0.3(0.0455)
0.3(0.0455) +0.05(0.7)

0.05(0.7)
0.3(0.0455) +0.05(0.7)

P(X,=0/C) = — P(X, =0/C,)=0.2806

P(X,=1/C)) =

= P(X,=1/C;)=0.7194

Para el calculo de la probabilidad P(X,/C,) puede observarse en la figura 2.11 que se cumple
I (X51{X1’ Xz X3’ Xy X6’ X7, XB’ XlO’ Xll}/¢)

Es decir P(Xg/ X;, X,, X5, X,y Xg, X, Xg, Xy00 X41) = P(X;) 1° la cual se obtiene directamente de la
tabla 2.2 por lo que da:

(P(Xs =0/C"),P(X; =1/C"))=(0.5,0.5)

Similar a las probabilidades anteriores se obtienen las siguientes probabilidades para todos los conjuntos
C.

(P(X,=0/C"),P(X, =1/C"))=(0.9,0.1)
(P(X,=0/C"),P(X, =1/C",))=(0.355,0.645)
(P(X,, =0/C"),P(X,, =1/C",))=(0.08,0.92)
(P(X,, =0/C"),P(X,, =1/C",)) = (0.905,0.095)

19 recordemos que P, (X;) =P (X, /X, =X;) enestecaso X, =0
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Tomando como referencia las probabilidades recién calculadas, aquellas que se repitan con respecto a

éstas no se escribiran, en las demas realizaciones del conjunto de corte:

Para C', ={X,=0, X, =0, X,=1}U{X,=0, X;=1} setiene:
(P(X,,=0/C",),P(X,, =1/C",))=(0.01,0.99)
(P(X,, =0/C",),P(X,, =1/C",))=(0.45,0.55)

Para C',={X,=0, X,=1 X,=0}U{X,=0, X, =1} setiene:
(P(X,=0/C"),P(X,=1/C',))=(0.1945,0.8055)
(P(X4=0/C"),P(X, =1/C",))=(0.65,0.35)

(P(X,, =0/C%),P(X,, =1/C",)) =(0.7925,0.2075)

Para C', ={X,=1 X,=0, X,=0}U{X,=0, X,=1} setiene:
(P(X,=0/C",),P(X,=1/C",))=(0.3949,0.6051)

(P(X;=0/C",),P(X,=1/C",))=(0.75,0.25)
(P(X,=0/C",),P(X,=1/C",))=(0.2525,0.7475)
(

P(X,, =0/C",),P(X,, =1/C",)) = (0.905,0.095)

Para C';={X,;=0, X, =1 X,=LJU{X,=0, X, =1} se tiene:
(P(X,=0/C'),P(X,=1/C';))=(0.1945,0.8055)
(P(X4=0/C),P(X, =1/C";))=(0.65,0.35)

(P(X,, =0/C'5),P(X,, =1/C';))=(0.01,0.99)

(P(X,, =0/C',),P(X,, =1/C',)) = (0.325,0.675)

Para C'y ={X,=1 X,=1 X,=0}U{X,=0, X, =1} se tiene:
(P(X,=0/C"),P(X,=1/C';))=(0.2877,0.7123)
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P(X; =0/C’y),P(X, =1/C",))=(0.75,0.25)
P(X, =0/C),P(X, =1/C",))=(0.65,0.35)
P(X, =0/C',),P(X, =1/C";))=(0.2525,0.7475)

e~ S~ o~

P(X,, =0/C',),P(X,, =1/C',)) =(0.7925,0.2075)

Para C', ={X, =1 X,=0, X,=1U{X,=0, X;=1} se tiene:
P(X,=0/C"),P(X,=1/C",))=(0.3949,0.6051)

)
P(X,=0/C",),P(X; =1/C",))=(0.75,0.25)
1))

(
(P(
(P(X,=0/C",),P(X,=1/C",))=(0.2525,0.7475)
(P(X,,=0/C",),P(X,, =1/C",))=(0.01,0.99)
(P(X,,=0/C",),P(X,, = C'7)):(O.45,0.55)

Para C'y ={X,=1 X,=1 X,=LU{X,=0, X;=1} se tiene:
P(X,=0/C'),P(X,=1/C"))=(0.2877,0.7123)
P(Xs =0/C'),P(X, =1/C)) = (0.75,0.25)
P(X,=0/C';),P(X, =1/C"))=(0.65,0.35)
)=

(0.2525,0.7475)
P(X,, =0/C'),P(X,, =1/C)) =(0.01,0.99)

(
(P(
(P(
(P(X,=0/C',),P(X, =1/C",)
(
(P(X,, =0/C",),P(X,, =1/C";))=(0.325,0.675)

Con las probabilidades obtenidas anteriormente, calcularemos la probabilidad conjunta del conjunto de

corte utilizando (2.17), como sigue:

PC) = [ [P(C,. ) /Ca) = PC) = P(XIP(X, 1 X,)P(X, T X0 X,)
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Por lo que se obtiene la siguiente tabla:

X3 X4 X7 P(X37X4’X7)

0 (0 |0 |0.0193
0 |0 1 0.0290
0 1 0.0378

0
1 0 |0 ]0.1149
0 1 1 0.0883
1 1 0 |0.1615
1 0 1 0.1724
1 1 1 0.4112

Lo que falta es calcular P(o:(i)/c,E; ;) para i>1 ya que para i =1 se tiene E, , =¢ por lo que da
P(e,/C)=P(X,=0/C). Las probabilidades P(o.(i)/c,E, ) se calculan utilizando el algoritmo para

poliarboles.

Se ilustrara el célculo de P(X, =0/ X, =0, X, =0, X, =0) como sigue:

Podemos observar en la figura (2.10) que se cumple 1(X,, X,/ X,) por lo que se emplea en este caso el
método de propagacion para poliarboles al subgrafo formado por los nodos {Xl, X,, X5, X 4} como Ssigue:

e Las funciones de los nodos evidénciales son:

1 X,=0 1 X,=0
Px3(xs)= y /1x3(x3):

;X = 0, X;=1

1 X,=0 1 X,=0
px4(x4): y ﬂ“x4(x4)=

; X, = 0, X,=1

e La funcién para el nodo sin padre es:

035, X,=0

pxi(xl) =
0.65, X, =1
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Enviando el mensaje de X, a X, como sigue:

Jyx, (X, =0)=1(0.13) + 0(0.87) = 4, , (X, =0)=0.13
Jnx, (X, =1)=1(0.2) +0(0.8) = 4, , (X, =1)=0.2

Enviando el mensaje de X, a X, como sigue:

Ay, (X, =0)=1(0.35)+0(0.65) = 4, , (X,=0)=0.35

Ayx, (X, =1) =1(0.25) +0(0.75) = A, (X, =1)=0.25

Calculando 4, (X,) como sigue:
Ay, (X, =0)=0.13(0.35) = 4, (X, =0)=0.0455

Ay (X, =1)=0.2(0.25) = 4, (X, =1)=0.05

Enviando el mensaje de X, a X, como sigue:
Ax,x, (X, =0) =0.0455(0.3) +0.05(0.7) = 4, , (X, =0) =0.04865

A (X, =1) = 0.0455(0.4) +0.05(0.6) = 4, , (X, =1) =0.0482

Calculando 2, (X,) como sigue:
ixl (X)) = ixle(xl)
Ay, (X, =0) =0.04865

Ay, (X, =1)=0.0482
Calculando P(X, =0/ X, =0, X, =0, X, =0) como sigue:

0.04865(0.35)

P(X,=0/X,=0,X,=0,X,=0)= _
0.04865(0.35) +0.0482(0.65)

0.3521
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Las demas probabilidades para las restantes 7 realizaciones del conjunto de corte se calculan de forma

similar, los calculos se presentan en la siguiente tabla:

X, | X, | X, | P(X,=0/X;,X,,X,)
0 0 0 0.3521
0 0 1 0.3521
0 1 0 0.3618
0 1 1 0.3618
1 0 1 0.3400
1 1 0 0.3513
1 0 0 0.3400
1 1 1 0.3513

En la siguiente tabla se presenta el calculo de la probabilidad P(X, =1/X,, X,, X,, X, =0) estas se
han calculado de forma similar a las de la tabla anterior considerando, con un conjunto evidencial

e={X;, X,, X;, X, =0} para cada una de las ocho realizaciones del conjunto de corte.

X, | X, [ X, | P(X, =1/ X;,X,, X,, X, =0)
000 0.4

0] 0 1 0.4

0] 1]0 0.4

0| 1] 1 0.4

1101 0.2
1110 0.2
1100 0.2

R 0.2

La probabilidad P(c/e) se calcula utilizando (2.15) como sigue:

P(X;, X,, X,/ X, =0,X,=1) =aP(X, =1/ X;, X,, X,, X, =0)P(X, =0/ X,, X,, X;)P(X;, X,, X,)
Donde:

o=
X3
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Los resultados para todas las realizaciones del conjunto de corte se dan en la siguiente tabla:

w
IS

P(X,, X, X,/ X, =0, X, =1)

0.0328

o| of X

0.0492

0.0659

o| o o o X

0.1659

0.0723

0.1491

ol O

0.1170

0.3478

En la tabla 2.4, se muestra el calculo de las probabilidades condicionales de cada nodo dada la evidencia,

los calculos se ha realizado utilizando (2.14):

P(X;=%/X,=0,Xs=1)= >
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1

X3=0 X,=

o

X

1 1
DD P(X =x X =0,Xg =1, X4, X,, X;)P(X;, X, X5/ X, =0, X =1)

7=0

Tabla 2.4: Probabilidades condicionales dada la evidencia obtenida por el método

de agrupamiento (P(X,/X, =0,X; =1))

X, | P(X,/X,=0,X,=1) Xy | P(X5/X,=0,X,=1) X, | P(X,IX,=0X,=1)
0 0.28578565 0 0.31386275 0 0.27124032

1 0.71421435 1 0.68613718 1 0.72875968

Xy | P(X5/X,=0,X,=1) X, P(X7/X1:O1X6:1) Xg | P(Xg/ X, =0,X,=1)
0 0.67153432 0 0.3647436 0 0.71781009

1 0.32846568 1 0.6352564 1 0.28218991

Xy | P(Xq/ X, =0,X,=1) X | P(X, /X, =0,Xs=1) Xy P(Xll/X1:0,X6:1)
0 0.267659621 0 0.03553205 0 0.527550546

1 0.732340379 1 0.96446795 1 0.472449454




Introduccion a las Redes Bayesianas

2.2.3 Método de agrupamiento.

Otro de los métodos que se utiliza para calcular P(Xi / e) en redes bayesianas con bucles, es el método
de agrupamiento, el cual consiste en moralizar el grafo dirigido y después triangular el grafo obtenido en
caso de que no lo sea. Una forma de triangular el grafo moral es primeramente numerar los nodos de tal

forma que si X, es descendiente de Xj , entonces el numero asignado a Xj es menor que el asignado

a X, posteriormente a la numeracion de los nodos, se comprueba si la numeracion es perfecta, si durante
el proceso en que se esta comprobando, si la numeracion es perfecta se llega a un nodo del grafo en que
la numeracion no es perfecta, se agregan las aristas necesarias para que esta sea perfecta y se vuelve a
iniciar el proceso para comprobar si la numeracion de los nodos es perfecta, el proceso termina hasta que
se ha verificado o logrado que el grafo tenga una numeracion perfecta.

Una vez triangulado el grafo moral, identificar los conglomerados (los nodos y sus padres deben de estar
dentro de un mismo conglomerado) de éste y numerarlos?0. A continuacion se aplica la propiedad de

interseccion dindmica, para obtener una cadena de los conglomerados.

Puesto que se tiene que la distribucion conjunta de las variables del grafo esta escrita como:

P(X)zli[P(xi/ﬁi)

Se puede obtener una nueva representacion de la probabilidad conjunta de las variables, como producto

de funciones que dependen de los nodos contenidos en los conglomerados, para hacer esto supondremos

que disponemos de M conglomerados y que cada conglomerado C; tiene N, nodos por lo que la

funcion del conglomerado C, se puede escribir como:

vi(C)=]1P(x/m)

XiENi

20 pyesto que los nodos dentro de los conglomerados se encuentran enumerados, los conglomerados se ordenan de
acuerdo al namero maximo que se le ha asignado a uno de sus nodos dentro del conglomerado.

66



Capitulo 2. Inferencia en Redes Bayesianas.

A esta funcion se le denomina funcion potencial del conglomerado C,, y sus valores no necesariamente

suma uno, como en una distribucion de probabilidad; por lo que la distribucion de probabilidad conjunta de

las variables se puede escribir como:

P(X) — l//l(Cl)l//Z (Cz)l//m (Cm)

ZH'//i (C)

X i=l

(2.18)

A la representacion de la probabilidad conjunta de las variables dada en (2.18) se le conoce como

representacion potencial.

En lo que sigue supondremos que no disponemos de evidencia, lo que se quiere es obtener la probabilidad

conjunta de cada conglomerado, para luego poder obtener la probabilidad marginal de cada nodo.

Puesto que los conglomerados cumplen la propiedad de interseccién dindmica se pueden definir los

siguientes conjuntos:

S, =C,N{C,U..UC_} (2.19)
R =C\S (2.20)
Donde:

S, : Se le conoce como conjunto separador.

R, : Se le conoce como conjunto residual y contiene las variables que se encuentran en el conglomerado

I y que no estan en los demas conglomerados.

En los conjuntos definidos anteriormente se busca escribir la funcion de probabilidad conjunta de las

variables como:

P(X) :ﬁP(Ri/Si) (2.21)
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Empezaremos calculando P(R /S, ) como sigue.

La propiedad de interseccion dindmica establece que los conjuntos separadores S separan los conjuntos

residuales R, de los conjuntos (C, UC, U...UC,,;\'S,,). lo que quiere decir que se cumple:

P(R,/CU..UC,,)=P(R,/S,) (2.22)
Por lo que utilizando (2.22) se tiene:

P(C,UC,U..UC, ,,R,)
P(C,UC,U..UC, )

P(R,/S,)=P(R,/C,,...C,,)= (2.23)

Primero calcularemos el numerador de (2.23) como sigue:
P(C,UC,U..UC,,R,)=P(C,UC,U..UC,) =K [[wi(C))» (229
i=1

Calculando el denominador de (2.23) como sigue:

P(C,UC,U..UC,, )=k [ [wi(C) =k [wi(C)wn(C,) 29

|

Puesto que Zy/m (Cm) solo dependen del conjunto separador S, . se multiplica el resultado de esta
Rm

suma, por la funcion potencial del conglomerado que lo contiene diferente de C_, por lo que de (2.24) y

(2.25) se obtiene:

2 K=Zﬁ'//i (C)

X =l
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S IZCO RS

P(R,/Sy)=—53 = (2.26)
K Twi(C)2va(Ch) Zl/jm (Cn)
i=1 [ "
Similarmente se obtiene P(R /S, ;). o que da:
P(R,./Sy1)= Vi1 (o) (2.27)

Se sigue asi hasta llegara P(R,/S,)=P(R,)=P(C,).

Lo que se va haciendo una vez que se calcula la suma Zt//i (Ci) es multiplicar esta suma por la funcién
Ri

potencial del conglomerado que contiene S;, y a partir de esta nueva funcién potencial se calcula
P(R,/S, ;) y asi sucesivamente hasta llegar S, donde S, =¢, por lo que la probabilidad del

conglomerado C, se calcula utilizando la siguiente expresion:

BACE
AN

X €Ny
Una vez que hemos calculado cada una de las funciones de 2.21 se puede obtener P(Ci) como sigue:
P(Ci) = p(rilsi) = P(ri /Si)P(Si) (2-28)

El célculo de la probabilidad conjunta de cada conglomerado se comienza con el segundo conglomerado
por ejemplo: P(C,) = p(r,,s,) = P(r,/s,)P(s,), la funcion P(S,) se calcula marginalizando la

funcion de probabilidad conjunta de primer conglomerado, ya que este conglomerado contiene las variables

69



Introduccion a las Redes Bayesianas

de S,. En general la probabilidad conjunta del conglomerado i se calcula una vez que han sido

calculadas las probabilidades conjuntas de los conglomerados anteriores a i, ya que uno de estos

contiene las variables S; y por lo tanto sélo hay que marginalizar su funcion de probabilidad conjunta para

el célculo de P(s;).

Una vez estimadas la probabilidad conjunta de cada conglomerado, es decir una vez estimado P(C.), la

probabilidad marginal de cada nodo se calcula, marginalizando la funcion de probabilidad del
conglomerado que lo contiene?2,
En el caso de disponer de evidencia, se sustituye en cada funcién potencial que contiene a los nodos

evidénciales por la siguiente funcion.

0, si el valor de c. es diferente de e

(C)= 2.29
vi(©) {Wi(Ci), en otro caso 22

Y se repite el procedimiento descrito anteriormente y lo que se obtiene es: P(X. /€).

Ejemplo 2.3.

Se ilustrara el método utilizando la red que se muestra en la parte (a) de la figura 2.11, las tablas de
probabilidades se muestran en la tabla 2.3.

Lo primero que se hace es moralizar el grafo, el cual se muestra en la figura 2.11 (b), los conglomerados

de este grafo moralizado son:
C, :{Xr Xz} G, :{X2’ X3 X4}
C, :{X3, X XS}. Observemos que el grafo de la figura 2.11 (b) es triangulado y el orden de los

conglomerados mencionados anteriormente cumple la propiedad de intercepcion dinamica.

22 pyesto que un nodo puede pertenecer a varios conglomerados se escoge aquel que contiene el menor niimero de
nodos para realizar el calculo.
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) %)
() )

) () @eﬁ
(%) (%)

(a) (b)
Figura 2.11

Tabla 2.3 Probabilidades de los nodos de la red de la figura 2.11 (a)

X, | P(X) X, [ X, [ P(X,/X,) X, | X5 | P(X53/X,)
0 0.35 0 0 0.3 0] 0 0.13
1 0.65 0 1 0.7 0 1 0.87
1 0 0.4 1 0 0.2
1 1 0.6 1 1 0.8
X, | X, | P(X,/X),) Xo| X, Xg | P(Xg/X5,X,)
0 0 0.35
0 1 0.65 0 0 0 0.55
1 0 0.25 0 0 1 0.45
1 1 0.75 0 1 0 0.15
0 1 1 0.85
1 0 0 0.45
1 0 1 0.55
1 1 0 0.56
1 1 1 0.44

Ahora calculamos las funciones potenciales de cada uno de los conglomerados, por ejemplo para el
conglomerado C, se utiliza la expresion: y, (X, X,) = P(X,)P(X,/X)).

Para el conglomerado C, se utiliza: w,(X,,X,, X,)=P(X,;/ X,)P(X,/X,), para el
conglomerado C, se utiliza: y,(X5, X,, X;) =P(X;/ X5, X,), en la tabla 2.6 se muestran las
funciones potenciales.

Tabla 2.6: Funciones potenciales de los conglomerados

X, | X, [ wy (X, X,) Xo | Xa | Xa | wa (X Xso X)) | X, [ X, | X | wa(Xs, X, %)
0 | o Jo.105 0 | 0 | O |0.0455 0] 0| 0 |055
0| 1 [0.245 0 | 0] 1 /00845 0] 0| 1 |o045
1| 0 [026 0 | 1] 0 |03045 0] 1] o0 ]015
1|1 ]039 011 1 |0.5655 0| 1 1 1085
1 0] 0 J005 1] 0] 0 [045
1 0 1 1015 1 0 1 055
1 ]11]0]02 1| 1] 0056
1] 1] 1106 1| 1] 1 Joas
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El método de agrupamiento lo aplicaremos suponiendo que disponemos de la evidencia € = {X3 :1},

por lo que modificaremos las funciones potenciales que contengan al nodo X, utilizando (2.29), los

calculos se muestran en la tabla 2.7.

Tabla 2.7: Funciones potenciales correspondiente a la
evidencia observada

Xo | Xs | Xa | W(X50 Xa Xa) | X, [ X, [ X [wa(X5 X, Xs)
ol o] oo 0 o0 o 1o

oo 1]o 0 T o 1 10

0 1 0 0.3045 0 1 0 0

0 1 1 | 0.5655 0 1 110
1]10]0]0 1] 0/ 0 [045

1]107] 10 1] 01 [055

1 ]1] 002 1| 1] 0056

1 ]1] 1706 1 [ 1] 1 [04s

Calculo de las funciones P(R;/S,)
Para i =3 se tiene: I, = { X}

st(xs =1,X,=0) :Zl//s(xs =1X,=0,X;)= st(xs =1X,=0)=1

XS
M, (Xo=1,X, =)=y (X, =L X, =L X;) =M, (X, =1 X, =1)=1
Xs

Por lo que se tiene:

(X,=1,X,=1,X,=0) 045
M, (X, =1X,=0) 1

0.45

P(X, =0/X,=1X,=0)=22

Similarmente se obtienen las demas probabilidades, para los nodos del conglomerado C,, los clculos se

ilustran en la tabla 2.8.
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Figura 2.8: Funciones P(R, =r,/S, =5s,)

X5 | X, | X5 | P(Xs/X,=1,X,) X, | X5 | X, | P(X5, X, /X)) X, | X, | P(X,X,)

1 |0 |o o045 0 |1 |0 035 0 |0 ]0.110653503
1 |0 |1 o055 0 |1 |1 |065 0 |1 [0.237417479
1 1 [0 o056 1 1 0 1025 1 |0 ]0.273999152
1 1 1 0.44 1 1 1 0.75 1 1 0.377929864

Puesto que el conglomerado C, contiene el conjunto S; = {XS, X 4}, se multiplica la funcion potencial
Vo (X5 X5, Xy) por My (X;=1X,=0)=1y M, (X,=1X,=1)=1 el resultado

produce la misma tabla 2.7, por lo que utilizando esta nueva funcién potencial actualizada se calcula la

siguiente funcion de probabilidad.

Para i =2 se tiene: I, ={ X, X,,}

Myx, (X, =0)=D"w,(X,=0,X;=1X,) =M, , (X,=0)=0.87
X4

M, o (X, =D =D w,(X,=1LX,=1X,) =M, (X,=1)=08

X,
Por lo que se tiene:

(X,=0,X,=1,X,=0) 0.3045
M, . (X,=0) 0.87

0.35

P(X,=1X,=0/X,=0)=22

Los calculos de las demas probabilidades se encuentran en la tabla 2.8.

Puesto que S, = {Xz} se encuentran en el primer conglomerado se multiplica la funcién potencial de

conglomerado C, por M, (X, =0) y M, , (X, =1), los calculos se muestran en la tabla 2.9.
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Tabla 2.9: Funcion potencial del conglomerado C, actualizada

X, | %X, [y (X0 X,)
0 | 0 |009135

0 | 1 [0.19

1 [ 0 [0.2262

1 [ 1 [0312

Para i =1 se tiene: rlz{Xl,Xz} y Sl={¢}

M X1 X5 (¢) = Z l//l(xl, xz) =M XX, (¢) =0.822555

X1,X,

Por lo que la probabilidad conjunta de las variables X, Yy X, se calcula como sigue:

Cw,(X,=0,X,=0) 0.09135

= =0.110653503
M., (#)  0.822555

P(X,=0,X,=0)

Los calculos de las demas probabilidades se muestran en la tabla 2.8.

Calculo de la probabilidad conjunta de los conglomerados.

Para el conglomerado C, no se realiza ningtin célculo, ya que esta ha sido calculada, para el
conglomerado C, se utiliza la expresion P(X,, X,, X,)=P(X,;=1 X,/ X,)P(X,) donde
P(X,) se obtiene marginalizando la funcion de probabilidad del conglomerado C,, para el nodo X, , el
calculo de la funcion de probabilidad conjunta del conglomerado C, se obtiene por la expresion
P(X;, X, X5) =P(X;/ X, =1 X,)P(X;=1X,), la probabilidad P(X;=1,X,) se obtiene
marginalizando la funcion de probabilidad conjunta del conglomerado C, para las variables

X,=1y X,. Los célculos se muestran en la tabla 2.10 para los conglomerados C, y C,.
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Tabla 2.10: Funciones de probabilidad para los conglomerados dos y tres

4 P(Xz’ X3, X4)
0.134628429
0.250024225
0.153836836
0.461510508

5 P(X3’x4’x5)
0.129809369

4| X
0
1 |0.158655895
0
1

0.398459451
0.313075285

R~ |olo| X
Rk~ X
Rlo|lk|o| X

[N PN FEN FIN ) 3

X
0
0
1
1

En la tabla 2.11 se presenta P(X, /e = X, =1) para cada nodo no evidencial de la red (2.11) (b), estas

se han obtenido marginalizando las funciones de probabilidad de los conglomerados dadas en la tabla 2.8

y la del conglomerado C, dado en la tabla 2.10.

Tabla 2.11: Probabilidades Condicionales de los nodos de la red dada la evidencia Observada.

Xy | P(Xy) X, | P(Xy) Xs | P(Xs) X, | P(X,) Xs | P(Xs)
0 |0.348070982 0 | 0.384652655 0 |0 0 |0.288465265 0 |0.52826882
1 ]0.651929016 1 |0.615347345 1 ]1 1 | 0.711534735 1 1047173118

2.2.4 Propagacion Orientada a un Objetivo

En muchas ocasiones, se puede tener una red bayesiana con un gran numero de nodos y estar
interesados en la probabilidad de unos pocos nodos dada la evidencia, los métodos descritos en las

secciones anteriores nos proporcionan estas probabilidades pero trabajan sobre toda la red, por lo que se

obtienen las probabilidades P( X=X/ e) de todos los nodos de la red.

El método de calcular las probabilidades de un conjunto de nodos de la red, que llamaremos conjunto

objetivo dada la evidencia se le denomina propagacion orientada a un objetivo.

El procedimiento consiste en que dado un conjunto objetivo de variables o:{xi,...,xk} se desea
calcular P(X i /e), v X;e€ O, lo primero que se hace es construir una nueva presentacion grafica,

Uy

con nuevos nodos 6?={¢91,.. 0} uno para cada nodo de la red y agregar el enlace 6 — X,, a

continuacion se aplica el criterio de d-separacidén para obtener un subconjunto de € que no este d-

separado de O por e, a este subconjunto de nodos de &, se le conoce como nodos relevantes.
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Una vez identificado el conjunto de nodos relevantes, se eliminan del grafo los nodos irrelevantes y con el
nuevo grafo obtenido se aplica algin método de propagacion descrito, para calcular las probabilidades

condicionales del conjunto objetivo.

Ejemplo 2.4:
Consideremos la red de la figura 2.11(a) y supongamos que solo estamos interesados en calcular

P(X,/ X, =1) por lo que en este caso el conjunto objetivo es solamente la variable X, para encontrar
el conjunto de nodos que no esta d-separado del nodo X,, por la evidencia X, se crea un grafo con un
nodo auxiliar por cada nodo de la red de la figura 2.11 (a), esta se ilustra en la figura 2.12.

Figura 2.12: Nodos Auxiliares por
cada nodo de lared 2.11 (a)

5 o

Como podemos observar en la figura 2.12 sélo el nodo 6, es independiente de X, dado el nodo
evidencial X, debido a que el camino X, — X, — X, — X, — &, contiene al nodo evidencial, por lo que se
elimina el nodo X, de la figura 2.12, lo cual se muestra en la figura 2.13, los demés nodos de la red no

estan d-separados de X, por X, por lo que ya no se eliminan mas nodos.
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Figura 2.13: Red Simplificada de la figura 2.12.

Como podemos observar la red obtenida (figura 2.13) es un poliarbol por lo que se puede aplicar el método

descrito en la seccion 2.2.1 para obtener la probabilidad buscada como sigue:

Funciones para el nodo Evidencial:

0; X,=0
px3(X3):

L X,=1

0; X,=0
/1x3(X3):

L X,=1

Funcidn para el nodo sin padre:

Funcion para el nodo sin hijo
1 X,=0
ﬂ'x4 (X4) =
1 X, =1

Enviando el mensaje de X, a X,

ﬂxsxz (X, =0)=0(0.13) +1(0.87) = ﬂ%xz (X,=0)=0.87

Axx, (X5 =1)=0(0.2) +1(0.8) = 4, ,, (X, =1)=0.8
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Enviando el mensaje de X, a X,
Ax x, (X, =0)=1(0.35) +1(0.65) = 4, (X, =0)=1

A, (X, =1) =1(0.25) +1(0.75) = 4, , (X, =1) =1

Calculando 2, (X,)
Ay, (X, =0)=0.87(1) = 4, (X, =0)=0.87

2y, (X, =1)=0.8(1) = 4, (X, =0)=0.8

Enviando el mensaje de X, a X,
Axx, (X, =0)=0.87(0.3) +0.8(0.7) = 4, (X, =0)=0.821

Ay x. (X, =1) =0.87(0.4) + 0.8(0.6) = A, , (X, =1)=0.828

Calculando 2, (X,)
Ay (X, =0)=0.821

2y, (X, =1)=0.828

Calculando P(X,/ X, =1)

0.821(0.35)
0.821(0.35) + 0.828(0.65)

0.828(0.65)
0.821(0.35) + 0.828(0.65)

P(X,=0/X,=1)=

P(X, =1/ X, =1) =

Por lo que la probabilidad buscada es:

X, | P(X,/X,=1)

0 0.34807
1 0.65192
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= P(X, =0/ X, =1) =0.34807

— P(X, =0/ X, =1) =0.65192






CAPITULO 3.
INTRODUCCION A LA ESTIMACION
DE UNA RED BAYESIANA.



Capitulo 3. Introduccién a la estimacién de una Red Bayesiana.

3. Introduccién a la estimacion de una red bayesiana.

3.1 Introduccion.

La estimacion de una red bayesiana se divide en dos partes, las cuales consisten en la estimacion de las
probabilidades de las variables, que se le conoce como estimacion de parametros, y la representacion
gréfica de una red bayesiana (es decir el grafo dirigido aciclico (GDA)) que se le conoce como estructura,
este capitulo tratara la estimacion de una red bayesiana en el caso de variables discretas multinomiales,
primero veremos como estimar las probabilidades de la red, para lo cual suponemos que conocemos el
GDA de la red y después veremos un algoritmo para estimar la estructura de la red, es decir, como se

relacionan las variables graficamente.

En general existen dos formas de estimar una red bayesiana, ya sea por medio de un experto que conozca
la realidad que se esta modelando o por medio de una base de datos que se disponga para estimar tanto
los parametros como la estructura de la red bayesiana, este capitulo trata la segunda forma. Una de las
razones por las que han surgido técnicas para estimar una red bayesiana de una base de datos es debido
a que no en todas las realidades que se quieran modelar con una red bayesiana se dispone de un experto,
para la estimacion de la red y si se dispone de un experto puede ser dificultoso para la persona dar
estimaciones subjetivas de las probabilidades de las variables cuando el numero de variables es grande y

personas diferentes daran estimaciones diferentes de la probabilidad de una misma variable.

3.2 Estimacion de los parametros de una red bayesiana.

En esta parte trataremos la estimacion de las probabilidades de las variables de la red de acuerdo a como
éstas estén representadas en el GDA, supondremos en todo momento que las variables son discretas

multinomiales?®, que no hay datos faltantes y que conocemos todos los valores que pueden tomar cada

variable aleatoria.

De acuerdo al calculo de probabilidades existen tres métodos para estimar las probabilidades, a saber:

1. El Método clasico: Consiste en que si conocemos el total de resultados posibles en que ocurre
cada valor que tome una variable aleatoria, entonces la probabilidad de cada resultado se define

23 En esta tesis no se tratara la estimacion de parametros de una red bayesiana en el caso de que variables de la red
sean continuas, ni tampoco el caso en que la red tiene variables continuas y discretas.
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como el cociente del nimero de veces en que ocurre el resultado por la suma del nimero de veces

en que ocurre cada uno de los resultados de la variable aleatoria.

2. Método de frecuencia relativa: Si no conocemos el numero de veces en que ocurre cada resultado
de una variable aleatoria, pero podemos obtener por medio de algun experimento, un cierto
numero de veces en que ocurre cada resultado, entonces nuestra estimacion de la probabilidad de
cada variable aleatoria seria la frecuencia relativa con la que ocurre cada resultado en el

experimento.

3. Método Subjetivo: Este consiste en que las probabilidades de cada uno de los valores que tome
una variable aleatoria las puede dar la persona que realice el estudio, ya sea que la haya obtenido
por medio de la experiencia personal, por medio de la literatura especializada de algin campo del
conocimiento o por un experto, a este tipo de probabilidades se le llama probabilidades subjetivas,
ya que representa la creencia personal de un individuo, sobre cada uno de los valores que tomen
las variables aleatorias.

El método que utilizaremos para estimar las probabilidades de una red bayesiana sera el método

frecuentista, en ciertos casos utilizaremos cualquiera de los tres métodos para asignar probabilidades a

priori de los nodos de la red.

3.2.1 Estimando la probabilidad de una variable.
Supongamos que tenemos una variable aleatoria X cuyos posibles valores son X = {L 2,..., r}, por

ejemplo supongamos que nuestra variable aleatoria representa el color de los ojos de las personas, y que
nos encontramos en un lugar extrafio en que solo dos colores son posibles, ojos cafés y negros, por lo que

si X representa el color de los ojos de una persona escogida aleatoriamente, entonces nuestra variable

toma su valor del conjunto X = {1= cafés, 2= negros} , Si conociésemos el numero de personas que

viven en ese lugar y que tienen sus ojos cafés podriamos dar la probabilidad de que al escoger una
persona aleatoriamente sus 0jos sean cafés 0 negros, sin embargo antes de realizar el estudio no tenemos
conocimiento acerca de la cantidad de personas que tienen ojos cafés, si contdramos con un grupo de
personas y determinaramos el color de sus 0jos, nuestra estimacion de probabilidad de color de los ojos
cafés, seria la frecuencia relativa del conjunto de personas que tienen sus ojos cafés, pero puede suceder

que esta estimacion de probabilidad no nos satisfaga debido a que en un principio podriamos creer que la
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frecuencia relativa de personas que tienen sus ojos cafés estén alrededor de un valor particular y que los
que proporcionan los datos obtenidos refleja un valor muy alto o uno muy bajo de lo que pensabamos, por
lo que mejor prefeririamos dar una estimacion de la probabilidad de las personas que tienen ojos cafés de
acuerdo a nuestro criterio y que luego de muestrear un conjunto de personas y determinar el color de sus
0jos actualizar nuestra probabilidad previa, por ejemplo conocemos que en nuestro medio la mayoria de
personas tienen sus ojos cafés, por lo que podriamos creer que alrededor del 75% de las personas tienen
sus ojos cafés y por lo tanto un 25% tienen ojos negros, estos valores representarian nuestras

probabilidades a priori, es decir:

P(X =1)=0.75
(3.1)
P(X =2)=0.25
Al principio del estudio en que no disponemos de informacion de la poblacién estas probabilidades serian
las que utilizariamos, hasta que obtengamos informacién y asi actualizamos las probabilidades dadas en
(3.1), sin embargo conocemos que si tomamos varias muestras aleatoriamente del mismo tamafio
obtendremos distintas actualizaciones de las probabilidades dadas en (3.1), por lo que en lugar de obtener

una probabilidad actualizada, podriamos tener  una

Figura 3.1: Funcidn de densidad de f

distribucién de proporciones que nos indicaran el valor de
% nuestra creencia actualizada, pero debido a que no
podemos tomar varias muestras de la poblacién de estudio,
B lo mejor seria tener una variable aleatoria que represente
nuestro conocimiento a priori acerca del color de los ojos de

o las personas y asi en lugar de actualizar una probabilidad

como la dada en (3.1) actualizariamos una distribucion de

000 025 050 075 100 proporciones.

Més concretamente las probabilidades dadas en (3.1)
representan a nuestro criterio que alrededor de esos valores es que puede andar la proporcion de
personas que tienen ojos cafés y negros, por lo que nos gustaria tener una variable aleatoria que
represente nuestra creencia a priori en lugar de un valor puntual, es decir preferimos una variable aleatoria

f cuyos valores se encuentren entre 0 y 1, y que represente nuestra creencia con respecto a la

proporcion de personas que tienen ojos cafés de tal forma que la mayoria de sus valores se encuentren

alrededor de 0.75, en otras palabras deseamos una variable aleatoria cuya distribucién de valores sea
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como la que se muestra en la figura 3.1., como observamos en la figura los valores mas frecuentes de la
variable estan alrededor de 0.75 siendo este ultimo el de mayor frecuencia, por lo que cuando observemos
el color de los ojos de una muestra de personas, actualizaremos no un valor particular si no que una

distribucion de valores que representa nuestro conocimiento a priori o creencia personal.

Consideremos ahora el lanzamiento de una moneda, conocemos que al lanzar una moneda la probabilidad
de observar una cara es 0.5 (si la moneda esta equilibrada), por lo que antes de realizar una serie de
lanzamientos y observar la frecuencia relativa de cara, creemos que ésta si bien no sera 0.5, sabemos que
el valor de la frecuencia relativa que se observe estara alrededor de 0.5, por lo que en este caso tendremos
que nuestra variable aleatoria f que representa nuestro conocimiento a priori tendré una distribucion de
valores en que la mayoria de ellos se concentre alrededor de 0.5, es decir deseamos que nuestra variable
aleatoria tenga la distribucion mostrada en la figura (3.2).

Figura 3.2:Funcion de densidad de f Como se muestra en la figura, la mayor area bajo la

w curva se tiene alrededor de 0.5, siendo este valor
donde la funcién toma su maximo, por lo que
© - cuando lanzamos la moneda n veces, esperamos
que la frecuencia relativa de que la moneda aterrice

= con el lado cara hacia arriba esté cerca de 0.5.

e En general cuando una variable aleatoria es binaria

y consideramos que sus valores son igualmente

o probables, deseariamos una variable cuya

0.00 0.25 050 0.75 100 distribucion sea igual a la de la figura 3.2, para
estimar la frecuencia relativa con que se observara
el resultado de la variable.

De aqui en adelante supondremos que f es una variable
Figura 3.3: Probabilidad a priori de la variable X

o aleatoria continua entre 0 y 1, que representa nuestra
probabilidad o conocimiento a priori y que utilizaremos para
estimar la frecuencia relativa con que ocurre el resultado de

P(X =1/ f) = f la variable que estemos observando, de tal forma que los
valores més probables de esta variable sean aquellos nimeros que creemos son los mejores candidatos

para ser la probabilidad de la variable aleatoria, por lo que antes de recoger los datos tenemos:
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P(X =1/f)=f (3.2)

Tanto nuestro conocimiento a priori como a la variable cuya probabilidad estamos estimando se pueden

representar por medio de una red bayesiana la cual se muestra en la figura 3.3.

En la expresion (3.2) tenemos representada nuestra probabilidad a priori, de que la variable aleatoria X
tome el valor de 1, si conociéramos la funcién de probabilidad de f podriamos dar una estimacién de la

frecuencia relativa con que la variable X seaigual a 1 de la siguiente forma:

HX=D=THX=Ufmumf (3.3)

—00

Cuando obtenemos la muestra actualizariamos la probabilidad (3.3) y esta seria nuestra estimacién para

X =1y la que ocupariamos en la red.

3.2.2 Funcién de densidad a priori.
Si tenemos una variable aleatoria con dos resultados posibles, en que el primer resultado ( X :1) puede

ocurrir a veces y el segundo resultado (X = 2) ocurre b veces entonces se dice que el primer resultado

es equivalente a observarlo a veces de un total de N =a-+b veces, por ejemplo si lanzamos una

moneda 2 veces al aire esperariamos observar una cara una vez en las dos veces que es lanzada.

En general deseariamos una variable aleatoria f en que la mayor cantidad del &rea bajo la curva de su
funcion de densidad se encuentre alrededor del valor a/ (a+b), como hemos observado en las figuras

3.1 y 3.2 las funciones de densidad que se ha graficado cumple los requisitos que acabamos de
mencionar, por lo que de aqui en adelante supondremos que la funcién de densidad que tiene la variable
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aleatoria f sera una beta, cuando represente nuestro conocimiento a priori de una variable aleatoria

binaria?4, la cual definimos como sigue:

Definicion 3.1 si tenemos una variable aleatoria f cuyo rango de valores es [0,1] Yy que tiene la siguiente

funcioén de densidad:
fet(1-f)"

Se dice que la variable aleatoria f tiene una distribucion beta con parametros a, b y N =a+b

Por lo que ahora podemos dar una estimacion de la frecuencia relativa de los ejemplos anteriores usando

3.3, puesto que f tiene una distribucion beta la expresion 3.3, no es mas que el valor esperado de la

variable aleatoria f por lo que la estimacion de la frecuencia relativa seria:
a
P(X =1)=E(f)=ﬁ (3.4)

En el ejemplo del color de los ojos de las personas, tenemos que nuestra creencia es observar 75

personas con color de ojos cafés de un total de 100, por lo que nuestra estimacién de la frecuencia relativa

con que observariamos las personas con ojos cafés ( X :1) esladadaen3.1cona=75y b=25,

equivalentemente se obtiene la probabilidad de la moneda, en ella suponemos que de un total de 100

lanzamientos que observemos esperamos ver 50 caras y aplicando (3.4) obtenemos el resultado.

En general si tenemos una variable aleatoria que puede tomar sus valores del conjunto (L 2,3,...., r)
nuestro conocimiento a priori a cerca de los valores que puede tomar la variable aleatoria se puede
representar por medio de un conjunto de variables { fle fr} donde f, representa nuestro conocimiento a
priori con que ocurre el i-ésimo valor de la variable X , donde la distribucion conjunta de las variables f,

es una distribucion Dirichlet la cual se define a continuacion.

24 La razon por lo que se usa una distribucion beta para representar nuestro conocimiento a priori acerca de una
variable binomial es debido a que esta distribucion es a priori conjugado de una distribucion binomial, en el caso de
variables multinomiales su a priori conjugado es una distribucién Dirichlet.
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Definicién 3.2 La funcién de densidad Dirichlet con parametros enteros a,...,a, mayores o iguales a 1y

i
N =>a, se define como
i=1

P f,,)= TN fatfalfal  faatfat 0<f<1 Y =1

li:IF(ai) i=1

Las variables aleatorias f,,..., f. que tiene esta funcion de densidad se dice que tienen una distribucion

Dirichlet la cual la representaremos como dir ( f,,..., f,;a,,a,,...,8,).%

Por ejemplo si tenemos una variable aleatoria X que nos representa el resultado del lanzamiento de un
dado entonces su espacio de valores es el conjunto {L 2,3,4,5, 6} que representa cada una de las caras
de un dado equilibrado, podemos representar la frecuencia relativa de cada una de las caras por las
variables aleatorias {f,, f,, f,..., f;} donde f; representa la frecuencia relativa con que el dado aterriza

con el lado i hacia arriba. De acuerdo a nuestro conocimiento a priori, podemos decir que al lanzar el dado
12 veces se espera observar cada cara dos veces en doce lanzamientos, por lo que se tiene la siguiente

funcion de densidad conjunta de las variables f;:

2-1¢g2-1¢2-1 2-1
T Al K &

Donde &, =2 i=12,...,6

Por lo que la probabilidad a priori de obtener el i-ésimo resultado esta dada por:

P(X =i/ f,, firo £) =1,

yreey by i

r—

2 fr=1—21:fi

i=1
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La estimacién de la frecuencia relativa con que la variable aleatoria X toma su i-ésimo valor se calcula

como sigue:

1
] fip(fes £ ). (3.5)
0

Puesto que la distribucion conjunta de las F. es una dirichlet se tiene que la expresion (3.5) no es méas

que el valor esperado de una distribucidn dirichlet de su i-ésima variable aleatoria por lo que se tiene:
LA
P(X =i)=— 3.6
(X=i)=1 (3.5)

Por ejemplo, en el caso del dado tenemos que nuestra estimacion de la frecuencia relativa a priori antes de

observar el resultado de un conjunto de lanzamientos es por (3.6):
L1 .
P(X :|):€, parai=12.3,...,6

En general si tenemos una variable aleatoria multinomial y obtenemos una muestra en la cual observamos
el resultado que toma la variable aleatoria en cada individuo, a este tipo de muestra recibe un nombre

especial el cual se define a continuacion.

Definicién 3.3 supongamos que tenemos una muestra de tamafio M tal que:

1. Paracada X" su espacio de valores es {1, 2,..., r}
2. SiF={f,. f}yparal<h<M yl<k<r setiene:
P(X" =K/, fo £ )= 1,

Entonces D = {X L XM } es llamada una muestra multinomial de tamario M con parametro F.
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La definicion 3.3 nos dice que si tenemos una variable aleatoria multinomial X y tomamos una muestra de
tamafio M, entonces cada observacion X" de la muestra constituye una realizacion de X , por lo que la
frecuencia relativa a priori con que X" =k en la muestra es f,_ debido a que este valor representa
nuestro conocimiento a priori con respecto al k-ésimo resultado que puede tomar la variable X vy el literal 2
nos indica que observar un resultado en el h-ésimo individuo, este no influye en el resultado de la variable
en los demas individuos, es decir, las observaciones de la variable de un individuo a otro son
independientes. Para actualizar nuestro conocimiento acerca de la frecuencia relativa con que la variable
aleatoria X toma sus valores necesitamos calcular la probabilidad de la muestra que hemos obtenido.

Esta se calcula como sigue:

Teorema 3.1 Supongamos que D es una muestra multinomial de tamafio M con parametro F y hemos

observado una realizacion de las variables en D la cual la representaremos como:

d= {xl,..., XM}

Denotando por s, el nimero de variables en d iguales a K. Entonces se tiene:
I(N) ~T(a +s)

F(N+M)ia T'(a)

M=>s,

k=1

P(d) = (3.7)

Prueba:

P(d) = P(d/ fpyns ) p(Fyyens , YIf G, I,

O ey
O ey
O e
O L

P(d)

P(x' %, X [y, £ ) p((Fyye, , )f .,

I
O ey

|
|

O e
O L

P(d) =

O e
O ey

..jp(xl/ ey B ) P(XM By, £) p( s, £, )If O
0
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111 1 M

PA)=[[[[TTP(X"/ fyreres £ )o(fyr-oe £, ol O,
000 o0 h=t
111 1 ¢

PA)=[[[.[TTFreo(f.... f, Jd,...df,
000 o0 h=l
111 1

PA)=[[[.[ f2f>.. ,ﬂ faflfzafl....f,ar*ldfldfz...dfr
000 0 Hr
F( 111 1

P(d)_—j [ [ fst £t f s i, df,
Hr ooo 0

P(d) = F(N) I'(a,+s,)T(a,+5s,)..I'(a, +5,)

+a,+a+....+a, +S+S,+...+5,
Hr a1 a,
HF (a+s)
P(d)=—

HF I'(M+N)

T(N)

r T'(a+5)
P(d):F(M +N)1i_l[ r(a)

La tercera igualdad se debe a que las observaciones en la muestra d son independientes, la quinta

igualdad se obtiene de la definicién 3.3, la sexta igualdad se obtiene de la definicién de la distribucién
Dirichlet, la octava igualdad se obtiene al integrar la séptima igualdad. Y las demas igualdades se obtienen

al agrupar y ordenar términos.

Ejemplo 3.1 Consideremos que hemos lanzado un dado equilibrado 10 veces y obtenemos el siguiente
resultado:

d={2,34,55132,2,4}

Entonces a =a,=a,=..=a,=2, s =1 s,=3, 5,=2, 5,=2, s;=2, s,=0, N=10, y
M =10
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Por el teorema 3.1 se tiene:

. T(12) r(2+1)r(2+3)r(2+2)r(2+2)r(2+2)r(2+0)
()_r(12+1o) r2) r(2 r(2 7r(2) r@2 r(

P(d)=1.620081"

El siguiente teorema nos indica como calcular la funcién de densidad condicionada de las variables

f,,..., f, dadalamuestra d como sigue.

Teorema 3.2 supongamos que D es una muestra multinomial de tamafio M con parametro F cuyas

variables tienen una distribucion dirichlet, tenemos un conjunto de datos d :{xl,...,x“"} y s, esel

numero de variables en d iguales a k, entonces la funcion de densidad condicionada de F a los datos d es:

dir(f,,... f;a+s,8,+5,,....a, +5,).

Prueba:

Aplicando la definicion de probabilidad condicional se tiene:

p(f, 0 £,d)
P(d)

p(f, e £ 1d) =

Aplicando el teorema de bayes se tiene:

fP(d/f,, fy. f,)
P(d)

,D(fl, | fr/d): P(fl, fype,

Puesto que la probabilidad conjunta p( flyen fr) es una dirichlet y de la definicién (3.3) y del hecho que

las observaciones son independientes entre ellas y del teorema (3.1) se tiene:
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r(N)

[r(a

p(fl’ fZI---, fr/d)= i=1

fﬁ”ﬁ%ﬁ“lﬁﬁP@/@, i

i=1

I'(N) (4T(a+s)

C(N+M)& I'(a)

(F(N)F(N +M) £ fz""Z‘l...fff‘l)(ﬁ fisij
; I_LII“(ai +5;)
N)[Tr(a) =

i=1 li:_l[r(a

p(f, e £ 1d) =

Simplificando la igualdad anterior se obtiene la siguiente funcién de densidad dirichlet:

I'(N+M)

l;ll"(aiJrsi)

p(f fp £ 1d) =

a+s-1 £ a,+s,-1 a,+s,-1
faratfared farsd

Hasta ahora hemos visto que en una muestra multinomial de tamafio M las observaciones en ella son
independientes, y hemos representado la frecuencia relativa con que la i-ésima observacién tome el valor

de k sea f,, que no es mas que nuestro conocimiento a priori de que la variable aleatoria X tome su k-

ésimo valor en los datos antes de que se observen, lo que nos interesa es que una vez observada la
muestra y determinados los valores de la variable X que en ella aparecen, es calcular la probabilidad a

posteriori en base a los datos observados de cada uno de los valores que puede tomar la variable X , es

decir nos interesa conocer la probabilidad de que al observar el resultado de la (m+1)—ésima

observacion este sea igual a k paratodo k e{12,...,r}.

Teorema 3.3 Si tenemos una muestra multinomial D de tamafio M con parametro F y un conjunto de datos

d= {xl,..., xM} y definimos s, como el numero de variables en d iguales a k y creamos una muestra
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multinomial de tamafio M +1 agregando a D la variable X ™" entonces la probabilidad de que esta

variable tome el k-ésimo valor de los posibles valores de X es:

P(XM”:k/d):H. (3.8)
Prueba:
P(X"*=k,d)

P(x““l:k/d):

P(d)
P(X"*=kd,f,..f)

1556

P(X"*=k/d)= df,..df,

O ey
O Ly
O e

P(X“*=k/d, f,..f)P(d f,.. 1)
P(d)

j foo(f,... T, 1d)P(d)

P(d)

foo(f..., T, /d)df,...df,

P(X"*=k/d)

df,...df,

Il
O e
O e
O ey
O'-.—,l—‘

P(X"*=k/d)

df,...df,

Il
O e
O L
O ey

P(X"*=k/d)

-

P(X“*=k/d)=E(F,/d)

O ey

Puesto que la funcion condicionada de las variables aleatorias F :{fl,..., f,} es una dirichlet con

parametros a, +5S,,....,a, +S, se tiene:

a +S,

M+l _ _
P(x _k/d)_ Y

(3.9)

[ |
Ejemplo 3.2 Consideremos que tenemos la muestra del lanzamiento del dado equilibrado que aparece en

el ejemplo 3.1, como vimos en ese ejemplo los datos que proporciona la muestra de tamafio 10 son:
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Como hemos supuesto nuestro conocimiento a priori acerca de los valores que puede tomar nuestra
variable aleatoria X (Resultado del lanzamiento del dado) lo representamos por medio de la distribucion

Dirichlet con parametros a, =2, i=1,...,6 y N =12, por lo que nuestra estimacion de probabilidad de

que la variable aleatoria tome su k-ésimo valor en el 11° lanzamiento es debido al teorema 3.3:

(00 =)
(et =)
(3= o=
(<t 2= 0002
(9= =y
(0=t =00

Por lo que las probabilidades dadas anteriormente serian las que ocupariamos para realizar inferencias en

una red bayesiana.

En los ejemplos anteriores hemos supuesto que tenemos conocimiento a priori acerca de los valores que
puede tomar la variable aleatoria y de acuerdo a eso hemos podido determinar los valores a, de la
distribucidn Dirichlet, pero en el caso de que no tengamos conocimiento a priori de cuales de los valores
son los mas probables que se pueden observar, podemos suponer que todos los valores de la variable
aleatoria son igualmente probables y por lo tanto los parametros a, de la distribucion Dirichlet deben ser
iguales a 1y las variables aleatorias que representen nuestro conocimiento a priori daran igual probabilidad
a priori a cada resultado de la variable aleatoria que se este estimando su probabilidad.

Si la variable a la cual estemos estimando las probabilidades de sus valores, consideramos que el k-ésimo

valor que toma la variable aleatoria es el mas probable entonces los valores a, de la distribucion Dirichlet

debe de ser mayor a 1, de tal forma que la funcion de densidad dirichlet concentre la mayoria de sus

valores alrededor de a, / N.
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3.2.3 Estimando los pardmetros de unared bayesiana con mas de una variable.

Hasta ahora hemos visto como estimar la probabilidad de una variable aleatoria multinomial y hemos

utilizado un conjunto de variables aleatorias F = { floee fr} que nos representa nuestro conocimiento a

priori acerca de las probabilidades de los valores de nuestra variable aleatoria, y hemos supuesto de
acuerdo a la estadistica bayesiana, sobre proporciones que el conjunto F tiene una distribucidn Dirichlet,

supuesto que mantendremos en el resto del capitulo.

En el caso de tener dos variables aleatorias, estas pueden estar representadas como se muestra en la

figura 3.4, en la parte (a) de la figura se tiene que las variables X, y X, son independientes, por lo que la

estimacion de la probabilidad de las variables de esa red se hace por separado y para el calculo de la
probabilidad conjunta de las variables de la red se realiza el producto de las probabilidades de las variables

de la red, mientras que en la red bayesiana de la figura 3.4 (b) las probabilidad de la variable X, se

estiman de acuerdo a la seccidén anterior, sin embargo, las estimaciones de las probabilidades de la

variable X, se realizan tomando en cuenta los valores que puede tomar la variable X, debido a que se

trata de una probabilidad condicional.

Figura 3.4: Red bayesiana Por ejemplo, consideremos que las variables de la figura 3.4 son binarias

@ ° y que pueden tomar los valores {12}, entonces representaremos

nuestro conocimiento a priori de la primera variable, por f,, que nos

@ @ representa la probabilidad a priori de que la primera variable sea igual a 1,

denotaremos por f,, nuestra probabilidad a priori de que X, tome el
@ (b)
valor de 1 dado que la variable X, =1y f,, representa nuestro

conocimiento a priori de que la variable X, tome el valor de 1 dado que la variable X, =2 al igual como

Figura 3.5: Red Bayesiana representa nuestro representamos nuestro conocimiento a priori en el

conocimiento a priori caso de una variable estas probabilidades a priori

también se pueden representar por medio de una

red bayesiana como se muestra en la figura 3.5,

por lo que nuestras probabilidades a priori se
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pueden escribir como:

P(X,=1/f,)=1,
P(X,=1/X, =1 f,)=f,

P(X,=1/X,=2,f,)=f,

Como podemos observar en la figura 3.5 cada variable f; es representada por un nodo de la red y tiene

solamente un hijo, que es el que corresponde al nodo al cual le esta sirviendo como representacion de su
conocimiento a priori, al tipo de red bayesiana de la figura 3.5 se le conoce como red bayesiana

aumentada.

Definicion 3.2 una red bayesiana aumentada multinomial (G,F, p) es una red bayesiana

aumentada con las siguientes propiedades:

1. Una grafo dirigido aciclico G=(X,L) donde X ={X,,X,,...,X,} ycada X; es una variable

aleatoria con espacio {J, 2,..., ri} .

2. Para cada variable X, se denotara el numero total de instanciaciones? de todos sus padres por

d; , por lo que la variable que representa nuestro conocimiento a priori se define como el conjunto:
F= Fi1U F. u..u I:iqi
Y cada una de estos subconjuntos se definen como:
ij ij1

Fi ={Fin Fioro Fi |

ij20 0 iy

26 Suponemos que las realizaciones de los padres del nodo X, estdn ordenadas, seguin el orden lexicogréfico y

representaremos por 7;; al conjunto de padres del nodo, cuando se encuentran en su j-ésima realizacion.
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Donde cada F; tienen un unico hijo y es padre de la variable X; y representa nuestro
conocimiento a priori acerca del valor que puede tomar la variable X, cuando sus padres estan en
su j-ésima instanciacion y f;, representa nuestro conocimiento a priori de que la variable X; tome
su k-esimo valor cuando sus padres estan en su j-eésima realizacion. Cada variable F; tiene una

funcion de densidad Dirichlet tal que:
fijk =1
1

k=

Paracada i, j, y k se tiene:

= Lijoee Tig

Por ejemplo consideremos la red bayesiana de la figura 3.6, en donde cada variable aleatoria tiene espacio

Xl

{1,2,3}, por lo que el nimero de

Figura 3.6: Red Bayesiana Aumentada Multinomial . L
instanciaciones de los padres de la

primera variable es g, =1 debido a
que el Unico padre que tiene es el
que representa su conocimiento a

priori, acerca de cada uno de los

valores que puede tomar, y el

conjunto esta definido como:

F11 = { f1111 f112’ f113}

Mientras que el nimero de instanciaciones de los padres de X, es g, =9 debido a que tiene dos padres,

y cada uno puede tomar 3 valores, por lo que el conjunto F, es:

F22 = FZl U F22 U F23 U F24 U F25 U F26 U F27 U F28 U F29

Donde cada F,; esta definido como:
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El caso de la variable X, es similar al caso de la variable X,.
Teorema 3.4 supongamos que tenemos una red bayesiana multinomial, si cada F; tiene una distribucion

k=1

X, sea igual a K dada una instanciacion de sus padres es:

P(X, =k m) = (3.10)

1

Prueba:

P(X.=k/7r.,)=jﬁ-..ﬁp(x'=k/ﬂ” e fij,;.i;q))P(ﬁ” A iqi)dfudfiz---dfiqi
000 0O ij
o, =K/, )= P(X, =K/ 7y, fyree oo fs(),:gfil ..... v f‘q'/ﬂ”)P(ﬁ“)dfildfiz---dfiqi
ij

a)

—_—

X

Il

=~

~

S

~

Il
O L Ot = O
O e Ot = O ey
Ot O O%——

11

II

00
..ﬁp(xi =K/ 7, Figreons B Big ) 2 ((Figsoon By B ) lfllf, .l
00

11

Il

00

)

P(X, =k/m;)= g2 (Figroon B B ) lflf, .l
P(X, =k/m;)=E(F,

- _ G
P(Xi—k/ﬂij)—N:jk.
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Si disponemos de una muestra multinomial D de tamafio M con parametro (G,F) de n variables

aleatorias tenemos los datos:

1 M

X X,
‘= |, XM=

1 M

Xn Xn

Donde representamos por d = {xl,..., xM} a la realizacion de la muestra D y s, el numero de veces en

que la i-ésima variable toma el valor de k cuando sus padres estan en su j-ésima realizacion, entonces se

puede demostrar que la probabilidad de la muestra obtenida es:

noa T(NG) i T(ay, +5y,)

I1

i =1eL F(Nij + Mij) k=1 F(aijk)

(3.11)

Para mas detalles acerca de la expresion (3.11) lo puede encontrar en Neapolitan (2003).

Puesto que las probabilidades a priori de la red bayesiana se representa por variables aleatorias que tienen
distribucion Dirichlet, entonces al observar una muestra de las realizaciones de nuestras variables
aleatorias para actualizar las probabilidades de la red dada la muestra, seria lo mismo que actualizar las
variables aleatorias que representan nuestro conocimiento a priori y a partir de estas variables actualizadas
calcular las probabilidades a posteriori de las variables que serian usadas en la red para realizar

inferencias.

Se puede demostrar que si s, representa el nimero de casos en la muestra en los que los padres de X,

estan en su j-ésima instanciacion, cuando X, =k entonces la distribucién de probabilidad a posteriori de

las variables que representan nuestro conocimiento a priori de la red bayesiana tienen una distribucidn

Dirichlet, la cual se representa como sigue:

P Fins Fizeens B 1) = Dir (Fiyp, Fipons B+ S50, 85 + Sy By +5y ) (3.12)

i
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A partir de la expresion (3.12) se puede obtener, que la probabilidad a posteriori para el (M +1)—ésimo

Caso es.
a. S..
wx=kmﬂ:4%}ﬂ (3.13)

ij

Para ver las expresiones (3.12) y (3.13) de una forma mas formal ver Neapolitan (2003), con estas
expresiones se calculan las
Figura 3.7: Red Bayesiana Aumentada. probabilidades a posteriori de cada

variable de una red bayesiana.

. (%)

Ejemplo 3.2.

En la figura 3.7 se muestra una red bayesiana aumentada con tres variables, donde la variable X, toma
sus valores del conjunto {1,2,3} y lavariable X, toma sus valores del conjunto {1,2,3,4}.
El conjunto de variables F,, que representa nuestro conocimiento a priori acerca de los valores que puede

tomar la variable X, esté definido como sigue:

I:11 = { f111’ f112’ f113}
Donde la variable f;, representa nuestro conocimiento a priori de que la variable X; tome el valor k de

su espacio de valores, en este ejemplo supondremos que la distribucion de probabilidad a priori de la
variable F, es:

Dir ( fuy, o, fi1s:4,8,10)

Los padres F; de la variable X, estéan definidos como sigue:

sz :{ f2j1’ f2j2' f2j3} (3-14)
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Para j=1,2,3 supondremos que la distribucion de probabilidades a priori para cada valor de j en la

expresion (3.14) es

Para j=1 dil’( f211’ f212' f213’ f214;:L1':I-’1)
Para j=2 dir(f,,, f,, s f0:2,411)

Para j=3 dir(fy,, fy,, f F20:134,2)

Por lo que de acuerdo al teorema 3.4 expresion (3.10) la estimacion de la frecuencia relativa antes de

recoger la muestra es:

Para la variable X;:

afl.ll 2 a112 4
P(X,=1)=du_< p(X, =2)=lu2 _ 4
( ' ) N, 11 ( ' ) N, 11
Para la variable X, es:
P(X,=1/X, =)= -1 p(x,=2/x, =1)=
N, 4
a, 1
P(X,=4/X, =1)=224 -2 p(x, =1/X, =2
( ) N, 4 ( )
Ay 1
P(X,=3/X,=2)=28 == P(X,=4/X,=2
(X )=\, g P )=
8, 3
P(X,=2/X,=38)=2m2 > =3/X,=3
( )=\, "1 P )=
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P(X,=3/X,=1)= By 1
N, 4
a,, 1
P(X,=2/X,=2)=222 -~
(X, )= N
P(X,=1/X,=3)=2 - 1
N,, 10
P(X,=4/X,=3)= B 1
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Supongamos que obtenemos la siguiente muestra de cada una de las variables:

Tabla 1: Muestra de los nodos de la red de la figura 3.7

Observacion | X, | X,
1 11 2
2 113
3 2 | 1
4 2 | 2
5 3 | 4
6 2 | 2
7 3| 3
8 2 | 1
9 3 | 4
10 1 1
11 11 4
12 2 | 1
13 3 | 2
14 2 | 3
15 1 1

De la expresion (3.12) se tiene que s;, representa el numero de casos en la muestra en la que los padres

de X, estdnen su j-ésima realizacion cuando X, =k porlo que de la tabla se tiene:

Para el nOdO Xl Slll = 5; SllZ = 6’ y 8112 = 4

Paraelnodo X,: s,, =2, S,;, =1 Sy3=1S,,=15S,,=3, S, =2, Sps=1 S, =0, S, =0,

Sy32 =1, Sy33 =1 Sy =2

Por o que de acuerdo a la expresion (3.12) la distribucion de probabilidad actualizada de las variables F;

es.

Paraelnodo X,: Dir( fy,, f,,, f,13;9,14,14)
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Para el nodo X, se tiene para cada una de las realizaciones de su padre X, :
Para j=1 dir(f,, f,,, fos, 14:3.2,2,2)

Para j=2 dir(f,,, ., frs 4:5.6,2,1)

Para j=3 dir(fy,, fy,, fsr F20:14,5,4)

Las probabilidades de los nodos de la red Bayesiana se actualizan usando (3.13) a partir de las

distribuciones actualizadas, utilizando (3.12), las probabilidades actualizadas se muestran en la figura 3.8.

Figura 3.8: Red Bayesiana Actualizada.

9 1 5 1

P(X, =)= P(X,=1/X,=1)=2 P(X,=1/X,=2)=2 P(X,=1/X,=3)=r
14

P(X=2)=0 P(X2:2/X1:1):§ P(X2:2/X1:2):$ P(X2:2/X1:3):$

( 1:3):E 2 1 5

37 P(X,=8/X,=1)=5  P(X,=3/X,=2)=2 P(X,=3/X,=3)=1

PO, =41X, =) =2 P(X,=4/%,=2)=L P(X,=4/%,=3)=>

La red bayesiana de la figura 3.8 es la que se utilizaria para realizar inferencias con respecto a los valores

que pueden tomar las variables en la red.

3.3 Aprendizaje de la estructura.

En lo que sigue se mostrara como se estima la estructura de una red bayesiana a partir de una base de
datos, es decir, como se representan las variables graficamente, en general hay tres tipos de métodos para

estimar la estructura de una red bayesiana:

1. Métodos basados en la deteccion de independencias: Estos métodos consisten en detectar
relaciones de independencia (condicional o incondicional) entre las variables por medio de test
estadisticos y construyen la red que represente el maximo numero de independencias

encontradas.
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2. Basados en funciones de evaluacion y algoritmos de busqueda: Estos métodos consisten en
que a partir de un conjunto de estructuras candidatas, se encuentra aquella que maximiza una
medida de calidad, para decidir cual es la mejor de entre todas las candidatas y utiliza algoritmos
de busqueda para seleccionar un pequefio subconjunto de redes bayesianas de alta calidad de

entre las cuales se seleccionara la mejor.

3. Métodos Hibridos: Esta clase de métodos es una combinacion de los dos anteriores.
En esta parte se vera un algoritmo que se basa en una medida de calidad bayesiana para encontrar la
estructura gréfica que represente a las variables. Para estimar la red bayesiana que mejor represente los
datos supondremos que tenemos n variables aleatorias multinomiales, que disponemos de una muestra

completa?’ de tamafio M de estas variables y que no hay variables ocultas.

La cantidad de grafos dirigidos aciclicos con que se pueden representar un conjunto de variables, crece
exponencialmente con el niumero de variables, por ejemplo si tenemos 2 variables la cantidad de grafos es
3, con 3 variables el numero de grafo aciclicos es 25, con cinco variables el nimero de grafos es 29,000
por lo que el algoritmo que se vera encuentra una configuracion de red bayesiana que maximiza una
medida de calidad, de tal forma que la configuracion grafica que proporciona el algoritmo si bien no es

dptima se supone que esta cerca de la solucion dptima.

De aqui en adelante representaremos la muestra de los datos por:

D={X*., X"} (3.15)
Donde:

X1:X1j
X1 = :

X =x!

27 Lo que se quiere decir es que para cualquier vector aleatorio de la muestra, este contiene una realizacién de cada
una de las variables, por lo que no hay observaciones perdidas de una variable en la muestra.
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3.3.1 Criterio Scoring
Si suponemos que tenemos un conjunto G° :{Gl,...,Gg} de grafos dirigidos aciclicos para representar

las variables, lo que queremos es seleccionar aquella red que maximice la siguiente probabilidad:

P(G,/D)= P(GJLF()E)[))/G")
P(G;/D)=aP(G,;)P(D/G,)2 (3.16)

El término P(D/ G j) que aparece en el lado derecho de la expresion (3.16) depende del grafo j-ésimo,

por lo que se puede considerar como la probabilidad marginal de los datos dada por el grafo j. Puesto que
estamos suponiendo que la distribucion a priori de las variables es Dirichlet y al igual que en la seccion

anterior denotaremos por F; al conjunto de variables aleatorias que representa la probabilidad a priori de

que la variable X, tome sus valores dado que sus padres estan en su j-ésima realizacion, se tiene lo

siguiente:
P(D/G;)=P(X*,...X")

En la expresion anterior en el lado derecho se ha omitido el termino G, pero supondremos que los

calculos se realizan basados en el j-ésimo gréfico.

Puesto que los vectores de observaciones contenidas en (3.15) son independientes se tiene:

P(D/Gj):ﬁP(XV)

v=1

#a=[p(0)]
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Factorizando el vector de observaciones segun la distribucion de probabilidad conjunta se tiene:

n

P(D/Gj):lM[ P(x//x})

v=l z=1

P(D/G;) H J.:ﬁﬁP(xzvlyzzv,fll,...,fij,...,fnqn)p(fn,...,fij,...,fnqn)dfll,...,dfnqn (3.17)

z=1 v=1

De la expresion anterior se tiene lo siguiente:

ﬁp(x;/n;,fn,..., oo Fog )= PSS 70, Figrs By g )P (70 By B B )

v=1

Por lo que este producto se puede escribir como sigue:

M
HP(XZ/zzZ,fn, o fg )= HHP( =K 7 e B £y ) (3.18)
Donde:

q, : Es el numero de realizaciones de los padres de la variable X,.

r, : Es el nimero de realizaciones de la variable X, .

En la expresion (3.18) en la practica solo apareceran las realizaciones de las variables y de sus respectivos

padres que se han observado. Por lo que sustituyendo en (3.17) se obtiene:

P(D/G,) ” “‘[ﬁﬁp( X, =KL 7, Figrees B Bg ) 2 (Futrns Ty g, Yl Gy

z=1 j=1 k=1
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n qJ; |
P(DIG) =T IT1[ [, TTP(X, =K/t Fyroos Frq ) 2 Fupres By g il
z=1 j=1 k=1

De la definicion (3.2) y denotando por s, al numero de veces en que la variable X, toma su k-ésimo

valor, cuando sus padres estan en su j-ésima realizacion es:

P(D/G,)= HHU: ijZ,gkp () (Fi A Fin i ol
P(D/GJ):HHJ.OJ.: J. zﬂ?kp( zj11 fzjk"" fzqzrzﬁfzjl"“’dfzqzrz

P(D/G,)= HHE(H fzjﬁkj (3.19)

=1 j=

Puesto que cada variable f,, tiene una distribucion Dirichlet con parametros a,;,...,a,, N, =) a,

zjk

por lo que (3.19) se puede escribir como sigue:

T ( ) . F(azjk+5z1k)
(D/G)—Z: 111 F(N, oM, (e (3.20)

La expresion (3.20) depende del tipo de grafo que se utilice, ya que en el célculo del ultimo término del lado
derecho de (3.20) depende de los padres que tenga la variable que se este considerando y dado que en
distintas configuraciones de red no todos los padres de las variables seran los mismos el resultado que se

obtenga sera diferente para cada configuracion grafica de las variables.

105



Introduccion a las Redes Bayesianas

Para establecer la probabilidad a priori de las estructuras de una red bayesiana, se siguen los siguientes

pasos:

1. Se asigna una probabilidad uniforme a todas las estructuras graficas candidatas, cuando no se

tiene conocimiento acerca de las probabilidad a priori de las estructuras.

2. Si se tiene un conjunto de redes, lo mejor seria preguntar a una persona que conozca sobre el
problema que se esta modelando, para que esa persona asigne las probabilidades a priori a las

redes candidatas.

El calculo de (3.16) para todas las posibles estructuras graficas de las variables nos es conveniente, ya que
el numero de representaciones graficas crece exponencialmente con el numero de variables, por lo que se

describira un algoritmo llamado k2, que construye la estructura de una red bayesiana utilizando (3.20).

Algoritmo k2

Este algoritmo fue propuesto por Cooper y Herskovits (1992) y se basa en un ordenamiento previo de las
variables y supone que una variable no puede ser padre de sus predecesoras en el ordenamiento, la
medida que se utiliza en este algoritmo para encontrar la configuracion grafica mas probable es la siguiente

expresion:

& F(Nij) i F(aijk+sijk)
g(”i)_li_!r(Nu*Mij)“ I'(ay.) o2

Al comparar (3.21) con (3.20) vemos que solo estamos tomando en cuenta los célculos referentes a los
padres de las variables, esto se debe a que el algoritmo supone un orden de las variables y que en un

inicio no hay aristas entre ellas, y escoge como padres de una variable X, aquellas variables

predecesoras que dan el valor maximo de (2.21) el algoritmo es el siguiente.

106



Capitulo 3. Introduccién a la estimacién de una Red Bayesiana.

Algoritmo k2.

1. Se ordenan las variables con que se estima la estructura de la red bayesiana.
Etapa iterativa
Para =1 hasta n

Repetir
Calculamos (3.21) para cada una de las variables anteriores a X, y que no forman parte del conjunto de
padres de la variable X, y seleccionamos aquella variable Y de las anteriores a X, en la ordenacion
con el mayor valor de (3.21) y que denotaremos como g (7z'i UY) y calculamos la siguiente diferencia:
gr=9(%UY)-9()
Sigr>0
Agregamos la variable Y al conjunto de padres como sigue:
I1, =11, UY
Fin Si

Esto se repite hasta que gr <0 o hasta que no haya més variables anteriores a X, que puedan formar

parte del conjunto de padres de X,.

Fin para

Al utilizar el algoritmo anterior se tiene que al inicio, la primera variable de la ordenacion no tiene ninguna

variable anterior a ella, por lo que gr =0 y se continua con la siguiente variable en la ordenacion, puesto
que en la segunda variable solo X, es anterior a ella en la ordenacion se calcula gr(l‘I2 ={Xl})
utilizando (3.21) suponiendo que esta variable es padre de X, y se calcula (3.21) en el caso de que la
variable X, no tenga  padres gr(l‘[2 =¢), a  continuacion  se  calcula

gr = gr(l‘[2 ={X1})— gr(l‘[2 = ¢5) y se agrega la variable X, al conjunto de padres de X, si gr >0
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puesto que ya no quedan mas variables anteriores a X,, se continua con la siguiente variable en la
ordenacion X, para esta variable se calcula gr(TT, ={X,}) y gr(I1,={X,}) de estos dos calculos
se selecciona el que tiene el valor maximo, supongamos que el valor maximo es gr(l‘l3 ={ Xl}) y
calculamos gr =gr (I, ={X,})—gr(I1,={g}) si este resultado es menor que cero pasamos a la
variable X, que es la siguiente en la ordenacion y dejamos a la variable X, sin padres, supongamos que
el resultado es mayor a cero entonces agregamos la variable X, al conjunto de padres de la variable X,
es decir I1, ={Xl} , puesto que todavia queda una variable anterior a X, en la ordenacion se calcula
gr(H3 :{Xl, XZ}) suponiendo que la variable X, ya forma parte del conjunto de padres y se calcula
gr (I, ={X,}) y por ultimo se calcula gr=gr(IT,={X,,X,})-gr(,={X,}), si gr>0 el
conjunto de padres de la variable X, seria I, ={X,, X, } y se continuaria con la siguiente variable en la

ordenacion, en caso de que gr <0 el conjunto de padres de X, seria I, = {Xl} y asi sucesivamente.

El ordenamiento de las variables se puede realizar a partir del conocimiento que se tenga de ellas, pero
resulta ser un problema, cuando lo que queremos es determinar las relaciones que puedan existir entre las
variables, es decir, cuando no podemos establecer a priori un ordenamiento de ellas, en la literatura existen
otros algoritmos que no requieren un ordenamiento de las variables que se podrian utilizar cuando no se

tiene un ordenamiento de ellas. En la siguiente aplicacién se utiliza el algoritmo K2.

3.4 Aplicacién (Enfermedad Coronaria).

Estimar una red bayesiana para predecir la enfermedad coronaria dado algunos sintomas que presente
una persona y alguna prueba que se haya realizado. (Enfermedad coronaria: es que la persona tenga
tapadas las venas en mas del 50% de su diametro??), para la estimacién de la red bayesiana se utilizé una
base de datos que contenia 296 casos de pacientes y en cada paciente se estudiaron las variables, sexo,
edad, abstinencia en grasas, colesterol, enfermedad coronaria, dolor de pecho, hipertensién,
electrocardiograma y ejercicio de angina. La base de datos que se utilizé fue obtenida de un repositorio de
aprendizaje de Internet, la cual fue donada por “V.A. Medical Center, Long Beach and Cleveland Clinic

Foundation”

29 En este ejemplo se considera un nimero muy reducido de variables para el diagndstico de este tipo de enfermedad,
aqui se presenta con el objetivo de conocer como se estima una red bayesiana por medio de una base de datos
aplicando el algoritmo k2 y a la vez conocer un poco como se aplican las redes Bayesianas al diagnéstico médico.
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3.4.1 Descripcion del corazon.

El corazdn es un 6rgano muscular situado en medio del térax que posee, tanto en el lado derecho como en
el izquierdo, una cavidad superior (auricula), que recibe la sangre, y una cavidad inferior (ventriculo), que la
expulsa. Para asegurarse de que la sangre fluya en una sola direccion, los ventriculos tienen una vélvula
de entrada y otra de salida.

Las funciones primarias del corazén consisten en proporcionar oxigeno a todo el organismo y, al mismo
tiempo, liberarlo de los productos de desecho (anhidrido carbénico). En concreto, esta funcion supone
recoger la sangre del organismo, pobre en oxigeno, y bombearla hacia los pulmones, donde se oxigena y
libera el anhidrido carbonico; luego el corazén conduce esta sangre rica en oxigeno hacia todos los tejidos

del organismo.

3.4.2 Problemas con las arterias del corazon.

Para poder llevar a cabo la tarea de bombear sangre, el musculo cardiaco necesita un aporte correcto de
sangre rica en oxigeno, lo que se garantiza a través de la red que constituyen las arterias coronarias. La
enfermedad coronaria es el resultado final de Ateroesclerosis, una enfermedad caracterizada por un
endurecimiento de las paredes de las arterias, que provoca un estrechamiento de las mismas. A este
estrechamiento se le denomina Estenosis, y causa una dificultad de la llegada de la sangre oxigenada al
corazén. Esta falta de sangre oxigenada dafa el tejido cardiaco, provocando una situacién llamada
Isquemia, y si la arteria se tapona en su totalidad, el dafio puede ser tan grande que produce la muerte de
las células del corazon, lo que se conoce como Infarto del Miocardio.

La Ateroesclerosis esta provocada por la presencia en cantidades excesiva de unas particulas inestables
llamadas radicales libres, que se unen y alteran a otras moléculas en un proceso conocido como oxidacién.
Cuando los radicales libres llegan a las paredes de las arterias reaccionan con las lipoproteinas de baja
densidad, también llamadas LDL o “Colesterol malo”, oxidandolas. Las LDL crean entonces una capa de
colesterol oxidado en las paredes de las arterias y este colesterol, con el paso del tiempo se va
acumulando y endureciendo, creando lo que se conoce como placas de colesterol. Sin embargo, el
proceso no acaba aqui, el dafio a las arterias provoca una alerta en el sistema inmune, el que reacciona
enviando a la zona glébulos blancos (especialmente neutréfilos y macréfagos), iniciando una respuesta
inflamatoria. Los macréfagos, literalmente se comen los cuerpos extrafios, en este caso el colesterol
oxidado, y se transforman en células espumosas, las que se adhieren a las células musculares de las

paredes de las arterias, haciéndolas crecer. El sistema inmune, también detecta esta lesion y produce unas
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sustancias llamadas citoquinas que estimulan el envio de mas glébulos blancos a la zona, perpetuando la
reaccion y creando, por tanto, un circulo vicioso. La lesion en las paredes internas de las arterias hace que
las células no sean capaces de secretar el suficiente 6xido nitrico, una sustancia de vital importancia para
mantener la elasticidad de las arterias, por lo que las arterias lesionadas se calcifican y se vuelven cada
vez mas rigidas, enlenteciendo la velocidad de la sangre. Cuando en la placa de colesterol se desarrollan
fisuras, las plaquetas se adhieren a ella para sellar esta lesion y forman un trombo en la arteria, lo que

tapona por completo el paso de sangre produciendo el Infarto de Miocardio.

Los sintomas mas comunes de la enfermedad coronaria son:

1. cansancio severo.
2. falta de aire.

3. Dolor en el cuello 0 en el maxilar inferior.

Otro sintoma de la enfermedad coronaria es:

La angina de pecho indica la presencia de un dolor a nivel del pecho causada por un trastorno en la
circulacién que irriga la musculatura del corazon y habitualmente suele ser el antecesor de un ataque
agudo al corazén (infarto de miocardio). La angina de pecho es una opresion o dolor temporal que se inicia
en el pecho y a veces se extiende hacia la parte superior del térax y cuello. Comienza de repente y por lo
general dura pocos minutos. Es causada por el cierre transitorio (espasmo) de las arterias que llevan la
sangre y el oxigeno al corazén (coronarias). Puede acompafiar a situaciones que exigen esfuerzo al
corazon, por ejemplo, al haber tensién emocional, al hacer ejercicios 0 exponerse a temperaturas
extremas. En los casos agudos, cuando los ataques son impredecibles y cada vez mas dificiles de

controlar, se la llama angina inestable y puede ser el anuncio del ataque al corazén.

Sintomas.
¢ Dolor torécico y sensacion de opresion aguda y sofocante, generalmente detras del esternén, y a
veces extendida a uno u otro brazo. El dolor toracico suele durar entre 1 — 2 minutos y 10 — 15
minutos (a veces se percibe una sensacion de pesadez u opresion en el pecho que no llega a
dolor).

e Sentimiento de ansiedad o de muerte inminente.
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e Sudoracion profusa.

e Palidez

La angina de pecho no es una enfermedad. Es el resultado directo de la falta de sangre en el musculo
cardiaco, lo que se conoce con el nombre de isquemia.

La angina del pecho se produce cuando el corazén no recibe la cantidad necesaria de oxigeno y otras
sustancias. Generalmente sucede porque depésitos grasos obstruyen las arterias coronarias, que rodean y
nutren el corazén (aterosclerosis). El dolor se produce por la necesidad de oxigeno del musculo cardiaco,
condicién que se conoce como isquemia. Algunas personas pueden sufrir un ataque de angina cuando no
estan esforzando el corazon, aun al dormir. Los cientificos creen que este tipo de angina llamado variante o
latente, se produce por una contraccion de las arterias coronarias, usualmente en las partes

ateroscleréticas.

Angina de pecho estable: cuando el dolor cede con el reposo.
Angina de pecho inestable: cuando el dolor se hace prolongado, no cede con el reposo, y se corre el riesgo
inmediato de llegar a un infarto. Generalmente se debe a obstruccion de la luz de las arterias coronarias en

mas de 70% y rotura de una placa de colesterol.

Entre los factores de riesgo de los problemas coronarios estan:

1. El sexo, el hombre esta mas propenso a enfermedades cardiacas que la mujer antes de la
menopausia.

2. Edad, entre mas edad tenga la personas mayor es el riesgo.

Entre algunos de los factores que predisponen al desarrollo de una enfermedad coronaria se

mencionan los siguientes:

e Colesterol. Los niveles normales de colesterol totales deben de ser iguales o menores de 200
mg/dl. Si su nimero se encuentra entre 200 y 239, usted esta en riesgo de tener un ataque al
corazon. Si su nimero es 240 o mas, usted tiene un alto nivel de colesterol en la sangre y usted

tiene mas alto riesgo de sufrir un ataque al corazén.
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e Hipertension. Dos numeros se usan para medir la presion de la sangre. El numero mas alto, /a
presion sistdlica, refiere a la presion dentro de la arteria cuando el corazon se contrae y esta
bombeando la sangre a través del cuerpo. El numero mas bajo, la presion diastdlica, se refiere a la
presion dentro de la arteria cuando el corazon esta descansando y se esta llenando de sangre.
Tanto la presion sistolica como la diastélica se miden en “mm Hg” (milimetros de mercurio). Estos
registros representan que tan alta la columna de mercurio es levantada por la presiéon de su

sangre.

Se considera presién arterial alta cuando:
e La presion sistolica de 140 mm Hg o mayor.

e Presion diastdlica de 90 mm Hg o mayor.

Se tiene prehipertensién cuando:
e La presion sistélica se encuentra entre 120 mm Hg — 139 mm Hg.

e Lapresion diastdlica se encuentra entre 80 mm Hg — 89 mm Hg.

Se tiene la presion de sangre normal cuando:
e Presion sistélica de 120 mm Hg o menor.

e Presion diastélica de 80 mm Hg o menor.

Pruebas para detectar problemas cardiacos.

El electrocardiograma: es la representacion grafica de la actividad eléctrica del corazén detectada a través
de una serie de electrodos colocados en la superficie corporal. Las aplicaciones de esta prueba en
atencion primaria son varias siendo las principales las siguientes: el estudio y la evolucién de la cardiopatia
isquémica, la identificacion y el control del tratamiento de las arritmias, el control evolutivo de la repercusion
de la hipertension arterial y de las vavulopatias sobre el corazon y la valoracién de trastornos metabdlicos o

ionicos.

Anélisis de sangre: se hacen siempre que se quiere evaluar el estado del sistema cardiovascular. Interesa,
entre otras mediciones, el nivel de colesterol total y de sus fracciones: el de baja densidad (IDL o malo) y el
de alta densidad (HDL o bueno), también interesan especialmente los niveles de azucar (la diabetes

aumenta el riesgo de cardiopatia) y de hormonas tiroideas (un tiroides hiperactivo). Si en la sangre hay
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menos de 100 miligramos por decilitro (mg/dl) se considera normal y la persona esta saludable, si el nivel
de azucar se encuentra entre 100 y 125 mg/dl se considera que la persona tiene pre-diabetes o diabetes
“Fronteriza”, lo que ocasiona en la persona mayor riesgo de enfermedad cardiovascular y futuras diabetes.
Y si su nivel de la sangre es mayor o igual de 126 mg/dl en dos dias diferentes en que se mide el azlcar
corre el riesgo de dafio en los 0jos, rifiones, vasos sanguineos, corazon y nervios, asi como declinacion

cognitiva y demencia.

3.4.3 Variables en la base de datos.

A continuacion se presenta los nombres de las variables que se encuentran en la base de datos y como

éstas estan codificadas de acuerdo a lo comentado anteriormente.

e FEdad.
Edad 1: 29 <edad <39
Edad 2: 40 <edad <50
Edad 3: 51<edad <61
Edad 4. 62 <edad <72
Edad 5: 73<edad <83

e Sexo.
1 = Masculino.
2 = Femenino.

e Dolor_ Pecho.
1. Angina tipica.
2. Angina Atipica.
3. No hay dolor anginal.
4. Asintomatico.

e Colesterol.
1. Normal: colesterol < 200.
2. Riesgo: 200 < colesterol <239

3. Alto _ riesgo: colesterol > 240
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e abstinencia _ de_grasas3’.
Esta variable se refiere a la abstinencia de azucar en la sangre > 120 mg/dl, y puede tomar el valor de
“‘VERDADERO?” si los niveles de azucar es menor de 120 y “FALSO’, si es mayor de 120.

e Electrocardiograma.
1. Normal.
2. Anormal_1: tiene una onda ST-T anormal.

3. Anormal_2: define una hipertrofia3! ventricular izquierda.

e Hipertension.
Esta variable se refiere a la velocidad maxima del corazén en el momento de ser ingresado en el hospital,

esta codificada de la siguiente manera:

1. Normal: presion_sistolica < 120.
2. Prehipertension: 120 < presion _sistélica <139

3. Alta: presion_sistdlica > 140.

e Ejercicio _ angina.
Esta variable se utiliza para conocer si se tiene angina de pecho, y toma el valor de “Si” si la persona

soporta el ejercicio y el valor de “No” si no lo hace.

e Enfermedad Coronaria
Esta variable toma el valor de “ausente” si el porcentaje de estrechamiento de la vena es menor del 50%
de su diametro y toma el valor de presente si el estrechamiento de la cedula es mayor del 50% del

diametro.

30 Cuando se tiene niveles elevados de aztcar el higado la transforma en grasas y esta es conducida por la sangre al
corazon.
31 En este caso se refiere al aumento del tamafio del ventriculo izquierdo.
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Ordenamiento de las variables y estimacion de la red bayesiana.

El orden que se ha escogido de las variables es el siguiente32:

1. edad

2. sexo

3. abstienencia_de_grasas.
4. Colesterol

Estas variables aparecen primero, ya que las primeras 2 variables constituyen factores de riesgo para
desarrollar la enfermedad y al tener niveles elevados de azucar y colesterol se puede desarrollar la

enfermedad. El orden de las demas variables se muestra a continuacion.

Enfermedad Coronaria.
Dolor de pecho.
Hipertension.

Electrocardiograma.

© ®° N o o

Ejercicio _ angina.

Las variables “dolor de pecho” e “Hipertension” representan sintomas de que las venas del corazén estén
estrechadas y las variables “electrocardiograma” y “ejercicio _ angina” representan pruebas que se realizan

para detectar problemas cardiovasculares.

La red bayesiana estimada aplicando el algoritmo k2 se muestra en la figura 3.9. Esta red bayesiana, no es
exactamente la red bayesiana que estima el algoritmo k2, la red que estima este algoritmo deja
desconectado el nodo “Colesterol”, pero dado que sabemos que esta variable influye en que las venas del
corazén se obstruyan, se impone la restriccion de que se incluya. La red de la figura 3.9, se estimo
utilizando el algoritmo k2, pero imponiendo la restriccion de que el nodo “Colesterol” pase hacer
automaticamente el padre del nodo “enfermedad Coronaria”. En la figura 3.10 se pueden a preciar las

probabilidades a priori de los nodos de la figura 3.9.

32 para el ordenamiento de las variables se cont6 con la colaboracion del doctor Carlos Enrique Avila director del
Centro de Investigacién Docente Estudiantil (CIDE).
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De acuerdo a lo comentado anteriormente se puede observar que la representacion grafica de la red
(figura 3.9) concuerda con lo esperado, excepto el enlace entre los nodos “abstinencia _ aztcar” con el
nodo “Ejercicio de angina”. Por lo que el algoritmo k2 genera con bastante precision una red bayesiana que

represente bastante bien el conocimiento que se quiera modelar.

Figura 3.9: Red bayesiana estimada mediante el algoritmo k2.

Abstinencia_de_Grasas

Enfermedad Coronaria

Electrocardiograma Dolor_Pecho

Ejercicio_angina
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Figura 3.10: Probabilidades a priori de la red de la figura 3.9.
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Con la red de la figura 3.9, se pueden hacer un poco de inferencia con respecto al nodo enfermedad

Coronaria, en la tabla 2, se presenta la probabilidad de que una persona tenga las venas coronarias

estrechadas en mas del 50% de su diametro dado los valores que tomen algunas variables, en las

columnas de la tabla aparecen los nombres de las variables y en las filas los valores que se han observado

de las variables, las celdas de la tabla que tienen un guion significa que no se ha observado ningun valor

de dicha variable
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Tabla 2: Probabilidades de la red.

Abstinenci
Colestero Electrocardiogram Dolor Prehipertensié | Ejercicio P(EC >50%/e)
Edad Sexo a
/ a de pecho n Angina 3
Grasas
Masculin
Edad_1 Normal - - - - - 0.41448.
0
. Prehipertensio
Edad_3 Riesgo - - - - 0.693%4.
n
Edad_5 | Femenino - - Anormal_1 - - - 0.71535.
Masculin
Edad_5 Anormal_1 - - - 0.75896.
o
Angina .
Verdadero - i - Si 0.46351.
tipica
Masculin Alto Asintomatic
Edad_3 . Falso Anormal_2 Alta Si 0.92749.
0 Riesgo 0
Masculin Alto Angina N
Edad_1 . Falso Anormal_1 ) Alta 0.18925.
0 Riesgo Atipica 0

De la tabla se tiene lo siguiente:

Si tenemos una persona de sexo masculino entre 51 y 61 afios de edad con un nivel de
colesterol mayor o igual a 240 mg/dl, un nivel de azlcar por arriba de 120 mg/dl, con
hipertension alta, es asintomatico al dolor de pecho, y resiste el ejercicio de angina,
entonces la probabilidad de que esta persona tenga las arterias coronarias estrechadas por
arriba del 50% de su didmetro es de 0.92749, es decir, una persona en el que se observe
estos valores en las variables es aproximadamente 13 veces mas probable que tenga las

venas coronarias estrechadas mas del 50% de su diametro.

Uno de los casos menos probables que ocurre segln la tabla 2, es cuando se tiene una
persona del sexo masculino con edad entre los 29 y 39 afios, con un nivel de colesterol
por arriba de 240 mg/dl, con un nivel de azucar por arriba de los 120 mg/dl, presenta
dolor anginal atipico, prehipertension alta, no resiste el ejercicio de angina, el

33 CE: Enfermedad Coronaria.
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electrocardiograma indica una onda ST-T anormal, por lo que tiene una probabilidad de
tener las venas coronarias estrechadas por arriba del 50% de su didmetro de 0.18925.
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ANEexos.

A.1 Estimacion de la red bayesiana utilizando el software ELVIRA version 0.162

Para estimar la red bayesiana a partir de una base de datos utilizando el programa ELVIRA, se realiz6 los

siguientes pasos3“:

1. Se da clic en el ment “Archivo” y a continuacion se da clic en la opcion “Abrir fichero de casos’

como se muestra en la figura 3.11.

2. Aparecera una ventana como la que se muestra en la figura 3.12, presionamos el botdn

seleccionar y buscamos el archivos de casos y lo seleccionamos.

Figura 3.11: Entorno de ELVIRA.

EEX)
Archivo Jaeg Ventana  Ayuda
[ Mueva Chrl+ ? I:I
== Abrirred ... Chr+0 i . \ ‘E% % ] E

»= Abrir fichero de casos ... Chrl+D

Importar fichero de casos ... Chrl+I
Exportar fichero de casos ... CHIHE
Abrir URL ...

Cerrar Chrl+w
Salir

3. A continuacién seleccionamos la vifieta “aprendizaje automatico” que se muestran en la figura

3.12, se mostrara una ventana como la que se observa en la figura 3.13, en la ventana que se

34 Supondremos que la base de datos se encuentra en formato .dbc (data base cases) y que no contiene datos
faltantes.
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muestra en la figura 3.13, seleccionamos la sub_vifieta titulada “Factorizacién”, el aspecto de la

ventana cambiara al mostrado en la figura 3.14.

4. Enla casilla “METODO DE APRENDIZAJE” aparece seleccionado automaticamente la opcion “k2
Learnig”, que se refiere al algoritmo k2, con el cual estimaremos la red bayesiana, en la figura
3.14, nos muestra que el método de estimacion que aparece seleccionado por defecto es el
“‘Bayesiano”, por lo que damos clic en el botdon, “Procesar”. Y el programa estima la red bayesiana

y cuando haya terminado la mostrara.

Figura 3.12: Cuadro “Abrir Fichero de casos®

Abrir fichero de casos [5__<|
Fichero de casos : I Seleccionar l
Opciones de preproceso | rendizaje automatico | Post aprendizaje
ALGORITMO IMPUTACION Este método sustituye las valares perdidos/desconacidas con

ceros, Mo necesita parametros,
ZErOS L'

[ ]

Fichero de salida @

] Procesar

Seleccionar

Irmputacian de valores perdidos | Discretizacion de variables | Medidas Filker

[ Cancelar
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Figura 3.13: Vifieta Aprendizaje automatico.

Abrir fichero de casos rg|
Fichero de casos : [ Seleccionar l
Opciohes de preproceso | Aprendizaje automatico | Post aprendizaje
ESTRUCTURA DEL CLASIFICADOR Subestructura a5 e
Malve-Bayes w Todas w Greedy Urnda
[ ] Correccion de Laplace Filkrado Erraltura I:I
Se construye un modelo naive Bayes clasico con kodas las variables predickoras, es
decir, asume que las variables predictoras son condicionalmente independientes dada
la clase.
Procesar
Clasificacion supervisada | Clasificacion no supervisada F@achﬁD
’ Cancelar ]
Figura 3.14: Cuadro de la sub. Vifieta “Factorizacién”.
Abrir fichero de casos E'
Fichero de casos [ Seleccionar ]

Opciones de preproceso| Aprendizaje automatico | Post aprendizaje

METODO DE APREMNDIZAIE Estimacian :

k.2 Learning (+) Bayesiana

Mo, maximo de padres I:I (O M, verosimilitud

L] [1]

- o &
] [0 ]

’ % Restricciones Procesar

Clasificacidn supervisada | Clasificacidn no supervisada | Factorizacidn |

Cancelar ]
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A.2 Datos Utilizados para Estimar la Red Bayesiana de la enfermedad Coronaria.

Edad Abstinencia Ejercicio
Sexo azlcar Colesterol | Enfermedad | Dolor Pecho Prehipertension | Electrocardiograma | angina
Edad_4 | Masculino FALSO alto_riesgo | presente Asintomatico Normal Anormal_2 Si
Edad_4 | Masculino FALSO riesgo presente Asintomatico Prehipertensién | Anormal_2 Si
Edad_1 | Masculino FALSO alto_riesgo | ausente No_dolor_anginal | Alta Nomal No
Edad_2 | Femenino FALSO riesgo ausente Angina_atipica Alta Anormal_2 No
Edad_3 | Masculino FALSO riesgo ausente Angina_atipica Alta Nomal No
Edad_4 | Femenino FALSO alto_riesgo | presente Asintomatico Alta Anormal_2 No
Edad_3 | Femenino FALSO alto_riesgo | ausente Asintomatico Alta Nomal Si
Edad_4 | Masculino FALSO alto_riesgo | presente Asintomatico Alta Anormal_2 No
Edad_3 | Masculino | VERDADERO | riesgo presente Asintomatico Alta Anormal_2 Si
Edad_3 | Masculino FALSO Normal ausente Asintomatico Alta Nomal No
Edad_3 | Femenino FALSO alto_riesgo | ausente Angina_atipica Alta Anormal_2 No
Edad_3 | Masculino | VERDADERO | alto_riesgo | presente No_dolor_anginal | Alta Anormal_2 Si
Edad_2 | Masculino FALSO alto_riesgo | ausente Angina_atipica Alta Nomal No
Edad_3 | Masculino | VERDADERO | Normal ausente No_dolor_anginal | Alta Nomal No
Edad_3 | Masculino FALSO Normal ausente No_dolor_anginal | Alta Nomal No
Edad_2 | Masculino FALSO riesgo presente Angina_atipica Alta Nomal No
Edad_3 | Masculino FALSO riesgo ausente Asintomatico Alta Nomal No
Edad_2 | Femenino FALSO alto_riesgo | ausente No_dolor_anginal | Prehipertension | Nomal No
Edad_2 | Masculino FALSO alto_riesgo | ausente Angina_atipica Alta Nomal No
Edad_4 | Masculino FALSO riesgo ausente Angina_tipica Alta Anormal_2 Si
Edad_3| Femenino | VERDADERO | alto_riesgo | ausente Angina_tipica Alta Anormal_2 No
Edad_3 | Masculino FALSO alto_riesgo | presente Angina_atipica | Alta Anormal_2 No
Edad_3 | Masculino FALSO riesgo presente No_dolor_anginal | Alta Anormal_2 No
Edad_3 | Masculino FALSO riesgo presente Asintomatico Prehipertensién | Anormal_2 Si
Edad_2 | Femenino FALSO riesgo ausente No_dolor_anginal | Alta Nomal No
Edad_3 | Femenino FALSO alto_riesgo | ausente No_dolor_anginal | Alta Nomal No
Edad_4 | Femenino FALSO riesgo ausente Angina_tipica Normal Nomal No
Edad_2 | Masculino FALSO alto_riesgo | ausente Asintomatico Alta Nomal No
Edad_2 | Masculino FALSO Normal presente Asintomatico Normal Anormal_2 Si
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Edad Abstinencia Ejercicio
Sexo azlcar Colesterol | Enfermedad | Dolor Pecho Prehipertensién | Electrocardiograma | angina
Edad_4 | Femenino FALSO riesgo ausente Angina_tipica Alta Nomal No
Edad_3 | Masculino | VERDADERO | riesgo presente Asintomatico Alta Nomal Si
Edad_4 | Masculino FALSO alto_riesgo | presente No_dolor_anginal | Alta Nomal No
Edad_3 | Masculino FALSO riesgo ausente Asintomatico Alta Nomal No
Edad_2 | Masculino FALSO riesgo ausente No_dolor_anginal | Alta Nomal Si
Edad_2 | Masculino FALSO riesgo ausente Asintomatico Alta Nomal No
Edad_2 | Masculino FALSO Normal presente Asintomatico Prehipertencion | Anormal_2 Si
Edad_3 | Masculino FALSO alto_riesgo | presente Asintomatico Normal Anormal_2 Si
Edad_3 | Masculino FALSO alto_riesgo | presente Asintomatico Prehipertencion | Nomal Si
Edad_3 | Masculino | VERDADERO | alto_riesgo | ausente No_dolor_anginal | Prehipertension | Nomal Si
Edad_4 | Femenino FALSO riesgo presente Asintomatico Normal Anormal_2 No
Edad_2 | Masculino FALSO Normal ausente Angina_tipica Alta Nomal Si
Edad_4 | Femenino FALSO alto_riesgo | ausente Angina_atipica Alta Nomal No
Edad_3 | Masculino | VERDADERO | riesgo ausente No_dolor_anginal | Alta Nomal No
Edad_3 | Femenino FALSO alto_riesgo | presente Asintomatico Alta Anormal 2 No
Edad_3 | Masculino FALSO riesgo presente No_dolor_anginal | Alta Anormal_2 No
Edad_3 | Masculino FALSO Normal ausente No_dolor_anginal | Prehipertension | Nomal No
Edad_2 | Masculino FALSO alto_riesgo | presente Asintomatico Prehipertencion | Anormal_2 No
Edad_4 | Femenino | VERDADERO | alto_riesgo | ausente No_dolor_anginal | Alta Anormal_2 No
Edad_3 | Masculino | VERDADERO | Normal ausente No_dolor_anginal | Alta Anormal_2 No
Edad_2 | Femenino FALSO Normal ausente Angina_atipica | Alta Nomal No
Edad_4 | Masculino FALSO Normal ausente Asintomatico Alta Nomal No
Edad_2 | Masculino FALSO alto_riesgo | presente Asintomatico Alta Anormal_2 No
Edad_2 | Masculino FALSO riesgo ausente Angina_atipica Alta Anormal_2 No
Edad_3 | Masculino FALSO alto_riesgo | presente Asintomatico Alta Nomal Si
Edad_3 | Masculino FALSO alto_riesgo | presente Asintomatico Normal Anormal_2 Si
Edad_2 | Masculino FALSO riesgo presente No_dolor_anginal | Alta Nomal No
Edad_2 | Masculino FALSO Normal presente Asintomatico Alta Anormal_2 No
Edad_3 | Masculino FALSO alto_riesgo | ausente No_dolor_anginal | Alta Anormal_2 No
Edad_3 | Masculino FALSO riesgo ausente Angina_tipica Prehipertension | Anormal_2 Si
Edad_3 | Femenino FALSO alto_riesgo | presente Asintomatico Alta Nomal Si
Edad_2 | Femenino FALSO Normal ausente No_dolor_anginal | Alta Anormal_2 Si
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Edad Abstinencia Ejercicio
Sexo azlcar Colesterol | Enfermedad | Dolor Pecho Prehipertensién | Electrocardiograma | angina
Edad_3 | Masculino FALSO riesgo presente Asintomatico Prehipertencion | Anormal_2 Si
Edad_3 | Femenino | VERDADERO | alto_riesgo | ausente No_dolor_anginal | Alta Nomal No
Edad_3 | Masculino FALSO Normal presente Asintomatico Normal Nomal No
Edad_3 | Masculino FALSO alto_riesgo | presente Asintomatico Alta Anormal_2 Si
Edad_3 | Masculino FALSO Normal presente No_dolor_anginal | Alta Anormal_2 No
Edad_3 | Masculino FALSO riesgo ausente No_dolor_anginal | Alta Anormal_2 No
Edad_3 | Masculino FALSO alto_riesgo | presente Asintomatico Alta Anormal_2 Si
Edad_2 | Masculino FALSO riesgo presente No_dolor_anginal | Alta Nomal No
Edad_4 | Femenino FALSO alto_riesgo | ausente No_dolor_anginal | Alta Nomal No
Edad_4 | Masculino | VERDADERO | alto_riesgo | presente Asintomatico Alta Nomal No
Edad_4 | Masculino FALSO alto_riesgo | presente Asintomatico Normal Nomal Si
Edad_4 | Masculino FALSO alto_riesgo | presente Asintomatico Alta Anormal_2 No
Edad_2 | Masculino FALSO Normal presente Asintomatico Alta Anormal_2 No
Edad_4 | Femenino FALSO alto_riesgo | ausente No_dolor_anginal | Alta Anormal_2 No
Edad_3 | Masculino FALSO alto_riesgo | presente Asintomatico Alta Anormal 2 Si
Edad_3 | Femenino FALSO alto_riesgo | ausente No_dolor_anginal | Alta Anormal_2 No
Edad_2 | Masculino FALSO alto_riesgo | ausente Angina_atipica | Alta Anormal_2 No
Edad_3 | Masculino FALSO alto_riesgo | presente Asintomatico Normal Anormal_2 Si
Edad_2 | Masculino FALSO riesgo ausente Asintomatico Alta Anormal_2 Si
Edad_3 | Femenino FALSO alto_riesgo | ausente Asintomatico Alta Anormal_2 No
Edad_1 | Masculino FALSO alto_riesgo | ausente No_dolor_anginal | Alta Anormal_2 No
Edad_4 | Masculino | VERDADERO | alto_riesgo | presente No_dolor_anginal | Alta Anormal_2 Si
Edad_3 | Masculino FALSO alto_riesgo | ausente Angina_atipica Alta Nomal No
Edad_2 | Masculino FALSO riesgo ausente No_dolor_anginal | Alta Anormal_2 No
Edad_2 | Masculino FALSO alto_riesgo | ausente No_dolor_anginal | Alta Anormal_2 No
Edad_3 | Femenino FALSO riesgo ausente Asintomatico Alta Anormal_2 No
Edad_3 | Femenino FALSO alto_riesgo | ausente No_dolor_anginal | Alta Anormal_2 No
Edad_4 | Masculino FALSO alto_riesgo | ausente Asintomatico Alta Anormal_2 No
Edad_4 | Femenino FALSO Normal presente Asintomatico Alta Anormal_2 No
Edad_4 | Masculino FALSO riesgo ausente No_dolor_anginal | Alta Nomal No
Edad_2 | Femenino FALSO Normal ausente No_dolor_anginal | Alta Nomal No
Edad_4 | Femenino FALSO alto_riesgo | ausente No_dolor_anginal | Alta Anormal_2 No
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Edad Abstinencia Ejercicio
Sexo azlcar Colesterol | Enfermedad | Dolor Pecho Prehipertensién | Electrocardiograma | angina
Edad_3 | Masculino FALSO alto_riesgo | presente Asintomatico Alta Nomal Si
Edad_3 | Masculino FALSO riesgo presente Asintomatico Alta Anormal_2 Si
Edad_3 | Femenino FALSO alto_riesgo | presente Asintomatico Alta Anormal_2 No
Edad_3 | Masculino FALSO riesgo ausente Angina_atipica Alta Nomal No
Edad_2 | Masculino FALSO riesgo ausente Asintomatico Alta Anormal_2 No
Edad_2 | Masculino FALSO alto_riesgo | ausente Asintomatico Alta Anormal_2 No
Edad_1 | Masculino FALSO Normal ausente Angina_tipica Alta Anormal_2 No
Edad_3 | Femenino FALSO alto_riesgo | ausente Asintomatico Alta Anormal_2 No
Edad_4 | Femenino | VERDADERO | alto_riesgo | ausente No_dolor_anginal | Prehipertension | Anormal_2 No
Edad_2 | Masculino FALSO Normal presente No_dolor_anginal | Prehipertencion | Nomal No
Edad_3 | Masculino FALSO alto_riesgo | ausente Angina_atipica Alta Nomal No
Edad_3 | Masculino FALSO Normal presente Asintomatico Alta Nomal Si
Edad_3 | Masculino FALSO riesgo presente No_dolor_anginal | Alta Anormal_2 No
Edad_3 | Masculino FALSO alto_riesgo | presente Asintomatico Alta Nomal Si
Edad_1 | Masculino FALSO riesgo presente Asintomatico Alta Nomal No
Edad_3 | Femenino FALSO alto_riesgo | presente Asintomatico Alta Anormal_2 Si
Edad_3 | Masculino | VERDADERO | alto_riesgo | presente Asintomatico Alta Anormal_2 Si
Edad_3 | Masculino FALSO Normal ausente Angina_tipica Alta Anormal_2 No
Edad_2 | Femenino | VERDADERO | alto_riesgo | presente Asintomatico Prehipertencion | Anormal_2 Si
Edad_4 | Femenino FALSO alto_riesgo | presente No_dolor_anginal | Normal Nomal No
Edad_2 | Masculino FALSO riesgo ausente Angina_atipica Prehipertension | Nomal No
Edad_3 | Masculino | VERDADERO | riesgo ausente No_dolor_anginal | Alta Anormal_2 No
Edad_1 | Femenino FALSO Normal ausente Asintomatico Alta Nomal No
Edad_4 | Masculino | VERDADERO | alto_riesgo | presente Asintomatico Prehipertencion | Anormal_2 Si
Edad_4 | Masculino FALSO alto_riesgo | presente Asintomatico Prehipertencion | Anormal_2 No
Edad_2 | Masculino | VERDADERO | alto_riesgo | presente Asintomatico Alta Anormal_2 Si
Edad_4 | Femenino FALSO alto_riesgo | presente Asintomatico Alta Anormal_2 No
Edad_3 | Masculino FALSO riesgo ausente No_dolor_anginal | Alta Nomal Si
Edad_3 | Masculino FALSO riesgo presente Asintomatico Normal Nomal Si
Edad_4 | Masculino | VERDADERO | alto_riesgo | presente Angina_tipica Alta Anormal_2 No
Edad_2 | Femenino FALSO riesgo ausente Angina_atipica | Alta Anormal_2 No
Edad_3 | Femenino | VERDADERO | alto_riesgo | presente Asintomatico Prehipertencion | Anormal_2 Si
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Edad Abstinencia Ejercicio
Sexo azlcar Colesterol | Enfermedad | Dolor Pecho Prehipertensién | Electrocardiograma | angina
Edad_3 | Masculino FALSO riesgo presente Asintomatico Prehipertencion | Nomal Si
Edad_2 | Masculino FALSO riesgo ausente Angina_atipica | Alta Nomal No
Edad_4 | Femenino FALSO riesgo ausente Asintomatico Alta Nomal No
Edad_3 | Masculino FALSO alto_riesgo | ausente No_dolor_anginal | Alta Anormal_2 No
Edad_3 | Masculino FALSO riesgo ausente No_dolor_anginal | Alta Nomal Si
Edad_1 | Masculino FALSO riesgo ausente Angina_atipica Alta Anormal_2 No
Edad_3 | Masculino FALSO alto_riesgo | ausente Asintomatico Alta Anormal_2 Si
Edad_2 | Femenino FALSO riesgo ausente No_dolor_anginal | Alta Nomal No
Edad_3 | Femenino FALSO alto_riesgo | ausente Angina_atipica Alta Anormal_2 No
Edad_4 | Masculino FALSO Normal presente Asintomatico Prehipertencion | Nomal Si
Edad_4 | Masculino FALSO alto_riesgo | presente Angina_atipica Normal Anormal_2 No
Edad_1 | Masculino FALSO Normal presente Asintomatico Prehipertencion | Nomal Si
Edad_3 | Masculino | VERDADERO | alto_riesgo | ausente No_dolor_anginal | Alta Anormal_2 No
Edad_3 | Masculino FALSO riesgo ausente Angina_atipica Alta Nomal Si
Edad_3 | Masculino FALSO alto_riesgo | presente Angina_tipica Alta Anormal_2 No
Edad_3 | Masculino | VERDADERO | riesgo ausente Angina_atipica | Alta Nomal No
Edad_4 | Masculino FALSO alto_riesgo | presente No_dolor_anginal | Prehipertencion | Nomal Si
Edad_3 | Masculino FALSO alto_riesgo | ausente No_dolor_anginal | Alta Anormal_2 Si
Edad_2 | Masculino FALSO alto_riesgo | presente No_dolor_anginal | Alta Nomal No
Edad_3 | Masculino | VERDADERO | alto_riesgo | presente Asintomatico Prehipertencion | Anormal_2 No
Edad_2 | Masculino FALSO alto_riesgo | ausente No_dolor_anginal | Alta Nomal No
Edad_2 | Masculino FALSO alto_riesgo | ausente Angina_atipica Alta Anormal_2 No
Edad_3 | Femenino FALSO alto_riesgo | ausente No_dolor_anginal | Alta Nomal No
Edad_3 | Masculino | VERDADERO | alto_riesgo | ausente Angina_tipica Alta Nomal No
Edad_2 | Femenino FALSO alto_riesgo | ausente Asintomatico Prehipertensién | Anormal_2 No
Edad_4 | Femenino FALSO alto_riesgo | ausente No_dolor_anginal | Alta Anormal_2 No
Edad_3 | Masculino FALSO alto_riesgo | presente Asintomatico Alta Anormal_2 Si
Edad_4 | Masculino FALSO alto_riesgo | presente Asintomatico Normal Anormal_2 Si
Edad_4 | Masculino FALSO alto_riesgo | presente Asintomatico Normal Anormal_2 No
Edad_3 | Masculino FALSO alto_riesgo | presente Asintomatico Alta Nomal Si
Edad_3 | Masculino FALSO alto_riesgo | presente Asintomatico Alta Anormal_2 No
Edad_3 | Masculino FALSO alto_riesgo | presente Asintomatico Alta Anormal_2 No
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Edad Abstinencia Ejercicio
Sexo azlcar Colesterol | Enfermedad | Dolor Pecho Prehipertensién | Electrocardiograma | angina
Edad_4 | Masculino FALSO alto_riesgo | ausente No_dolor_anginal | Alta Nomal No
Edad_2 | Masculino | VERDADERO | Normal ausente Angina_atipica Alta Nomal No
Edad_5 | Masculino FALSO alto_riesgo | presente Asintomatico Alta Anormal_2 Si
Edad_3 | Femenino FALSO riesgo ausente No_dolor_anginal | Alta Nomal No
Edad_3 | Femenino FALSO alto_riesgo | ausente Asintomatico Prehipertensién | Anormal_2 No
Edad_2 | Masculino | VERDADERO | alto_riesgo | ausente No_dolor_anginal | Alta Nomal No
Edad_3 | Masculino FALSO riesgo ausente Asintomatico Alta Nomal Si
Edad_3| Femenino | VERDADERO | alto_riesgo | ausente Angina_atipica Alta Anormal_2 Si
Edad_1 | Masculino FALSO alto_riesgo | presente Asintomatico Alta Anormal_2 Si
Edad_2 | Femenino FALSO Normal ausente Angina_atipica Prehipertension | Nomal No
Edad_4 | Masculino FALSO alto_riesgo | presente No_dolor_anginal | Normal Nomal Si
Edad_3 | Masculino FALSO riesgo ausente Asintomatico Normal Anormal_2 Si
Edad_3 | Femenino FALSO alto_riesgo | presente Asintomatico Alta Nomal Si
Edad_4 | Femenino FALSO alto_riesgo | ausente Asintomatico Alta Anormal_2 No
Edad_4 | Masculino FALSO riesgo presente Asintomatico Prehipertension | Anormal_2 No
Edad 3| Masculino FALSO alto_riesgo | presente Asintomatico Normal Nomal Si
Edad_3 | Masculino | VERDADERO | riesgo ausente Asintomatico Alta Nomal No
Edad_3 | Masculino FALSO Normal presente Asintomatico Normal Anormal_2 Si
Edad_2 | Masculino FALSO alto_riesgo | ausente No_dolor_anginal | Alta Nomal No
Edad_3 | Masculino | VERDADERO | alto_riesgo | ausente No_dolor_anginal | Alta Anormal_2 No
Edad_2 | Masculino FALSO alto_riesgo | presente Asintomatico Alta Anormal_2 No
Edad_ 3| Femenino FALSO alto_riesgo | presente Asintomatico Alta Anormal_2 Si
Edad_2 | Masculino FALSO alto_riesgo | ausente Angina_tipica Alta Anormal_2 No
Edad_3 | Masculino FALSO alto_riesgo | ausente Angina_tipica Alta Anormal_2 No
Edad_3 | Femenino FALSO alto_riesgo | presente Asintomatico Alta Anormal_2 No
Edad_4 | Femenino FALSO Normal ausente Angina_atipica | Alta Nomal No
Edad_2 | Masculino | VERDADERO | alto_riesgo | ausente No_dolor_anginal | Alta Nomal No
Edad_4 | Masculino FALSO alto_riesgo | presente Angina_atipica Prehipertension | Nomal Si
Edad_3 | Masculino FALSO alto_riesgo | presente Angina_atipica Alta Anormal_2 No
Edad_4 | Masculino FALSO alto_riesgo | presente No_dolor_anginal | Alta Anormal_2 No
Edad_2 | Masculino FALSO Normal ausente No_dolor_anginal | Alta Nomal No
Edad_3 | Masculino FALSO alto_riesgo | presente Asintomatico Prehipertension | Nomal Si
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Edad Abstinencia Ejercicio
Sexo azlcar Colesterol | Enfermedad | Dolor Pecho Prehipertensién | Electrocardiograma | angina
Edad_4 | Femenino | VERDADERO | alto_riesgo | presente Asintomatico Normal Nomal No
Edad_4 | Femenino FALSO riesgo ausente No_dolor_anginal | Normal Anormal_2 No
Edad_4 | Masculino FALSO alto_riesgo | presente Asintomatico Prehipertensién | Anormal_2 Si
Edad_4 | Masculino | VERDADERO | riesgo ausente Angina_tipica Prehipertensién | Anormal_2 No
Edad_2 | Femenino FALSO riesgo ausente Asintomatico Alta Anormal_2 Si
Edad_2 | Femenino FALSO alto_riesgo | ausente Angina_atipica Alta Nomal No
Edad_3 | Masculino FALSO alto_riesgo | presente Angina_tipica Prehipertension | Anormal_2 No
Edad_2 | Femenino FALSO alto_riesgo | ausente Asintomatico Alta Anormal_2 No
Edad_4 | Femenino FALSO alto_riesgo | ausente Asintomatico Alta Nomal Si
Edad_3 | Masculino | VERDADERO | Normal ausente No_dolor_anginal | Alta Nomal No
Edad_4 | Femenino FALSO alto_riesgo | ausente No_dolor_anginal | Prehipertension | Nomal No
Edad_2 | Masculino FALSO riesgo ausente Asintomatico Alta Nomal No
Edad_2 | Masculino FALSO alto_riesgo | presente Asintomatico Alta Anormal_2 Si
Edad_3 | Masculino FALSO alto_riesgo | presente Asintomatico Prehipertensién | Anormal_2 Si
Edad_2 | Masculino FALSO riesgo presente Asintomatico Prehipertensién | Anormal_2 Si
Edad_3 | Masculino FALSO alto_riesgo | ausente Angina_atipica Alta Nomal No
Edad_4 | Femenino FALSO alto_riesgo | presente Asintomatico Alta Nomal Si
Edad_1 | Femenino FALSO riesgo ausente No_dolor_anginal | Alta Nomal No
Edad_1 | Masculino FALSO riesgo presente Angina_tipica Alta Nomal Si
Edad_2 | Masculino FALSO riesgo ausente No_dolor_anginal | Alta Anormal_2 No
Edad_4 | Femenino | VERDADERO | riesgo presente Asintomatico Alta Nomal Si
Edad_3 | Masculino FALSO riesgo presente Asintomatico Alta Nomal No
Edad_3 | Masculino FALSO Normal ausente Angina_tipica Alta Anormal_2 No
Edad_2 | Femenino FALSO riesgo ausente Angina_atipica Alta Nomal No
Edad_2 | Femenino FALSO alto_riesgo | ausente Asintomatico Alta Anormal_2 Si
Edad_4 | Femenino FALSO alto_riesgo | ausente Asintomatico Prehipertensién | Nomal No
Edad_3 | Masculino FALSO alto_riesgo | ausente Asintomatico Alta Anormal_2 No
Edad_2 | Femenino FALSO alto_riesgo | ausente No_dolor_anginal | Alta Anormal_2 Si
Edad_3 | Femenino FALSO alto_riesgo | ausente No_dolor_anginal | Alta Anormal_2 No
Edad_1 | Femenino FALSO Normal ausente No_dolor_anginal | Alta Nomal No
Edad_3 | Masculino FALSO alto_riesgo | presente Asintomatico Normal Nomal Si
Edad_4 | Femenino FALSO alto_riesgo | presente Asintomatico Alta Nomal Si
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Edad Abstinencia Ejercicio
Sexo azlcar Colesterol | Enfermedad | Dolor Pecho Prehipertensién | Electrocardiograma | angina
Edad_1 | Femenino FALSO riesgo ausente Angina_atipica Alta Nomal No
Edad_2 | Masculino FALSO riesgo ausente Asintomatico Alta Nomal No
Edad_4 | Femenino FALSO alto_riesgo | ausente No_dolor_anginal | Alta Nomal No
Edad_3 | Masculino FALSO riesgo presente Asintomatico Normal Anormal_2 Si
Edad_4 | Masculino FALSO riesgo presente Asintomatico Prehipertensién | Anormal_2 Si
Edad_3 | Femenino FALSO Normal ausente No_dolor_anginal | Alta Anormal_2 No
Edad_3 | Femenino FALSO alto_riesgo | presente Asintomatico Normal Anormal_1 Si
Edad_2 | Masculino FALSO Normal presente No_dolor_anginal | Prehipertensiéon | Anormal 2 No
Edad_5 | Femenino FALSO alto_riesgo | ausente Angina_atipica Prehipertensién | Anormal_2 Si
Edad_3 | Femenino FALSO riesgo ausente No_dolor_anginal | Alta Nomal No
Edad_3 | Masculino FALSO alto_riesgo | presente Asintomatico Normal Anormal_2 Si
Edad_3 | Masculino | VERDADERO | alto_riesgo | presente Asintomatico Normal Anormal_2 Si
Edad_2 | Masculino FALSO alto_riesgo | presente Asintomatico Alta Anormal_2 No
Edad_2 | Femenino FALSO alto_riesgo | ausente Angina_atipica Alta Nomal No
Edad_2 | Masculino FALSO alto_riesgo | ausente Angina_atipica Alta Nomal No
Edad_2 | Masculino FALSO riesgo ausente Angina_atipica | Alta Nomal No
Edad_2 | Femenino FALSO alto_riesgo | ausente Angina_atipica Alta Nomal No
Edad_2 | Femenino FALSO alto_riesgo | ausente Asintomatico Alta Nomal No
Edad_3 | Masculino FALSO riesgo presente Angina_tipica Alta Nomal No
Edad_3 | Femenino | VERDADERO | Normal ausente No_dolor_anginal | Normal Nomal No
Edad_4 | Masculino FALSO riesgo presente Asintomatico Normal Nomal No
Edad_3 | Masculino FALSO riesgo presente Asintomatico Alta Nomal No
Edad_2 | Masculino FALSO alto_riesgo | presente Asintomatico Normal Anormal_2 Si
Edad_3 | Masculino FALSO riesgo presente Asintomatico Alta Nomal No
Edad_4 | Masculino | VERDADERO | riesgo ausente Angina_atipica Alta Anormal_2 No
Edad_3 | Masculino FALSO riesgo ausente Asintomatico Prehipertensién | Nomal Si
Edad_3 | Masculino FALSO riesgo presente Asintomatico Normal Nomal No
Edad_4 | Masculino FALSO alto_riesgo | ausente Asintomatico Normal Nomal Si
Edad_3 | Femenino FALSO alto_riesgo | ausente No_dolor_anginal | Alta Anormal_2 No
Edad_2 | Masculino FALSO alto_riesgo | ausente Asintomatico Alta Nomal No
Edad_2 | Femenino FALSO riesgo ausente No_dolor_anginal | Alta Nomal No
Edad_4 | Femenino FALSO riesgo ausente Asintomatico Alta Nomal No
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Edad Abstinencia Ejercicio
Sexo azlcar Colesterol | Enfermedad | Dolor Pecho Prehipertensién | Electrocardiograma | angina
Edad_5 | Femenino FALSO Normal ausente No_dolor_anginal | Normal Anormal_1 No
Edad_4 | Masculino FALSO alto_riesgo | ausente Angina_atipica Alta Anormal_2 No
Edad_3 | Masculino FALSO alto_riesgo | presente Angina_atipica Alta Nomal No
Edad_2 | Femenino FALSO alto_riesgo | ausente No_dolor_anginal | Alta Nomal No
Edad_3 | Femenino | VERDADERO | alto_riesgo | presente Angina_atipica Alta Anormal_2 No
Edad_3 | Femenino FALSO alto_riesgo | ausente Angina_tipica Alta Nomal No
Edad_2 | Masculino FALSO riesgo ausente No_dolor_anginal | Alta Nomal No
Edad_3 | Masculino FALSO Normal presente Asintomatico Prehipertensién | Anormal_2 Si
Edad_2 | Masculino FALSO alto_riesgo | presente Asintomatico Prehipertensién | Nomal Si
Edad_3 | Masculino | VERDADERO | riesgo presente No_dolor_anginal | Prehipertension | Nomal No
Edad_2 | Masculino FALSO riesgo presente Asintomatico Alta Nomal No
Edad_2 | Masculino FALSO Normal ausente No_dolor_anginal | Alta Nomal No
Edad_3 | Masculino FALSO riesgo presente Asintomatico Prehipertensién | Anormal_2 Si
Edad_4 | Masculino FALSO riesgo ausente Asintomatico Prehipertensién | Anormal_2 No
Edad_2 | Masculino FALSO alto_riesgo | presente Asintomatico Prehipertensién | Nomal Si
Edad_4 | Femenino FALSO Normal ausente Asintomatico Prehipertension | Nomal No
Edad_3 | Masculino FALSO riesgo presente Angina_tipica Alta Nomal No
Edad_4 | Masculino FALSO riesgo ausente Angina_tipica Alta Anormal_2 No
Edad_4 | Femenino FALSO alto_riesgo | ausente No_dolor_anginal | Alta Anormal_2 No
Edad_1 | Femenino FALSO riesgo ausente No_dolor_anginal | Alta Nomal No
Edad_3 | Masculino FALSO riesgo presente Angina_atipica | Alta Anormal_2 No
Edad_3 | Femenino FALSO Normal ausente Asintomatico Prehipertensién | Nomal No
Edad_3 | Masculino FALSO alto_riesgo | presente Asintomatico Alta Nomal Si
Edad_2 | Masculino FALSO alto_riesgo | ausente No_dolor_anginal | Alta Nomal No
Edad_3 | Femenino FALSO riesgo presente Asintomatico Prehipertensién | Anormal_1 Si
Edad_1 | Masculino FALSO Normal ausente Angina_atipica | Alta Nomal No
Edad_3 | Masculino FALSO riesgo presente Asintomatico Alta Nomal No
Edad_3 | Masculino FALSO alto_riesgo | presente Asintomatico Alta Anormal_1 No
Edad_3 | Femenino | VERDADERO | riesgo presente Asintomatico Alta Anormal_2 Si
Edad_3 | Masculino FALSO riesgo ausente Angina_atipica | Alta Anormal_2 No
Edad_3 | Masculino FALSO alto_riesgo | ausente Angina_atipica Alta Nomal No
Edad_4 | Masculino FALSO riesgo presente No_dolor_anginal | Alta Anormal_2 No
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Edad Abstinencia Ejercicio
Sexo azlcar Colesterol | Enfermedad | Dolor Pecho Prehipertensién | Electrocardiograma | angina
Edad_3 | Femenino FALSO alto_riesgo | ausente Angina_atipica | Alta Nomal No
Edad_2 | Masculino FALSO Normal presente Asintomatico Alta Nomal Si
Edad_4 | Masculino FALSO Normal presente Asintomatico Alta Anormal_2 Si
Edad_4 | Femenino FALSO Normal presente Asintomatico Prehipertensién | Nomal Si
Edad_2 | Masculino FALSO Normal ausente Angina_atipica Alta Nomal No
Edad_3 | Masculino | VERDADERO | Normal presente Asintomatico Normal Anormal_2 No
Edad_3 | Femenino FALSO alto_riesgo | presente Asintomatico Prehipertensién | Nomal Si
Edad_2 | Masculino FALSO alto_riesgo | presente Angina_tipica Prehipertensién | Nomal No
Edad_4 | Masculino | VERDADERO | Normal presente Asintomatico Alta Nomal No
Edad_3 | Masculino FALSO Normal presente Asintomatico Normal Nomal Si
Edad_3 | Femenino FALSO riesgo presente Angina_atipica | Alta Anormal_2 No
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