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Introduccion.

El trabajo de investigacion consta de tres capitulos y el anexo.

El capitulo I se compone de trece secciones, en ellas, se proporciona la forma binémica y carte-
siana de los ntimeros complejos junto con las operaciones bésicas, se muestra que el conjunto
de los ntimeros complejos tiene la estructura de cuerpo, se garantiza que los niimeros complejos
no se pueden ordenar, se muestra la relacién entre el niimero complejo y el punto en el plano
complejo, se proporciona la ilustracién geométrica de la suma, la resta y la multiplicacion.
Se utiliza al inverso multiplicativo para establecer la divisién de complejos, el conjugado de
un nimero complejo y algunas propiedades, asi como el médulo de un nimero complejo y
propiedades, se desarrolla la desigualdad triangular utilizando ntimeros complejos incluyendo
algunas propiedades y la generalizacion de la desigualdad triangular. Se muestra al nimero
complejo de forma polar, que ayuda con asimilar la interpretaciéon geométrica y algebraica
de la multiplicacién, otra interpretacién de un complejo es por la forma exponencial que se
constituye como una herramienta fundamental en la resolucién de ecuaciones y verificacion de
identidades trigonométricas, se abordan las operaciones vectoriales de producto cruz y produc-
to punto en el plano complejo, se da a conocer el teorema de De Moivre y sus aplicaciones, se
detallan los pasos para conocer las raices n-ésimas de un complejo y de la unidad, se utilizan
las raices primitivas de la unidad para obtener las raices n-ésimas de cualquier complejo.

El capitulo I1, esta constituido por tres secciones, la primera, que se denomina introduccién
a las aplicaciones geométricas, se aborda a la semejanza de tridngulos de manera compleja y
algunas aplicaciones, se establecen las condiciones para la colinealidad, paralelismo y la perpen-
dicularidad con complejos, se determinan las formas que identifican a rectas y circunferencias
en el plano complejo.
En la segunda seccién, que se titula rectas y puntos notables del triangulo, se deducen las
ecuaciones de las mediatrices, medianas y alturas conocidas como rectas notables del triangu-
lo, también se deducen los puntos de concurrencia de las rectas antes mencionadas.
Aplicaciones de los complejos a la geometria, se titula la tercera seccién, en la que se desarrolla
el teorema de Napoleén, de Ptolomeo - Euler, de Clifford, de la circunferencia de los nueve
puntos y de la linea de Simsom - Wallace, abordados por complejos e ilustraciones geométricas.

Son seis las secciones del capitulo III, la primera se titula movimientos o isometrias, donde
se aborda con ntmeros complejos los movimientos como: traslaciones, rotaciones y reflexiones.
Similitudes es la segunda seccion, donde se estructura de forma compleja las similitudes directas
como composicién de un movimiento directo con una homotecia. La tercera seccién nombrada
por inversiones, esta compuesta por la inversiéon compleja y la inversién geométrica que son



desarrolladas desde el punto de vista de los ntimeros complejos. En la cuarta secciéon titulada
proyeccion estereografica, primero se da una interpretaciéon del punto al infinito para abordar
la correspondencia biunivoca entre los puntos de la esféra y los puntos del plano complejo.
Transformaciéon de Mobius es el nombre de la quinta secciéon en donde se detalla a la transfor-
macién de Moébius como una composicion de una similitud y una inversion. Razén cruzada es
la tltima seccién, donde se demuestra que la transformacion de Mobius se mantiene invariante
por medio de la razén cruzada.

Como tultima parte, el anexo, que esta constituido por cinco apartados, tres de ellos son
aportes importantes para el desarrollo del trabajo, el cuarto apartado trata de tres problemas
de olimpiadas que son resueltos por geometria como por complejos, y el restante es una recopi-
lacién histoérica de complejos y geometria.



Capitulo 1

Algebra y complejos en conexién a los
efectos geométricos.

1.1. El Cuerpo de los Nameros Complejos.

1.2. Perspectiva Algebraica.

Los ntimeros complejos son una extension de los niimeros reales, admitiendo la existencia de
v/—1. Claramente en los ntimeros reales, no existe un niimero real que cumpla con la condicién
que al elevarse al cuadrado el resultado sea -1; debido a la ley de los signos cualquier ntimero
real al cuadrado debe ser no negativo.

El ntimero v/—1 se simboliza por 4, haciendo alusién al nimero “imaginario”, nombre que
adquiri6 debido a su naturaleza tan abstracta que le valié incluso el rechazo de la comunidad
matematica por mucho tiempo. La necesidad de buscar estos ntimeros tan extranos surge con
la resolucién de ecuaciones ctibicas, en las cuales se encontré que el tratar ¢ como un ntimero
real cualquiera, heredandole sus caracteristicas algebraicas, se obtenian resultados validos, y
aun cuando el concepto de 7 se saliera de lo que se entendia hasta el momento por un ntmero
(necesariamente real), se demostro que seria una herramienta de gran utilidad. De aqui que se
decidi6 extender los nimeros reales a los ntimeros de la forma binomica a + ib, con a,b € R,
dicha extension es la que se conoce actualmente como el cuerpo de los niimeros complejos, y
denotado por C.

Dado que z € C, posee la forma z = a + b, se dice que a es la parte real de z, y se denota
por R(z), de igual manera b es la parte imaginaria de z denotada por (z). Si b= 3 (z) =0 se
dice que z es real, mientras que si a = £(z) = 0, se dice que z es imaginario puro.

Como i hereda todas las propiedades algebraicas de los niimeros reales, también las heredaré
el conjunto de los niimeros complejos y se operard tal y como se ésta acostumbrado a operar
con numeros reales. De aqui que si 21 = a1 + b1 y 29 = ag + ibo,

la suma es z1 + 22 = (a1 + ib1) + (az + ib2) = (a1 + az) + i(by + b2).

De manera similar, el producto 2122 = (a1 + ib1)(ag + ibz) = (aras + i2b1ba) + i(a1by + azby),
pero como 2 = —1 se tiene 2129 = (ajag — b1ba) + i(a1by + azby).

En el cuerpo de los niimeros complejos, el cero esté representado por 0+ ¢0, y de nuevo, como
1 hereda las propiedades de los niimeros reales, {0 = 0 y de alli la justificaciéon de por que ese
es el elemento nulo, coincide con el elemento nulo de los reales. A partir de aqui se define la
igualdad de elementos, si se dice que z,w € Cy z = w, se deberia cumplir que la resta de estos



nameros, z + (—w) = z — w resulte 0 + 40, y para ello deben cumplirse que R(z) — R(w) =0y
F(z) — S(w) = 0, es decir, z = w < RN(2) = R(w) A F(z) = F(w).

Se ha trabajado con el nimero —w, que es el inverso de w con respecto a la suma, de igual
manera se hace para el inverso multiplicativo, dado que la identidad multiplicativa es 1 en los

: : . . 1 .
reales también lo es en los complejos, o mas bien 1 + ¢0. El nimero — representa el inverso

w
multiplicativo de w, con la tinica condicién de que w # 0+ i0. Ahora bien, este nuevo niimero
debe ser un numero complejo, es decir, de la forma a + ib.

Otra forma de representar a un niimero complejo z = a—+1b, es mediante la forma cartesiana
z = (a,b), en donde la primera componente del par ordenado representa la parte real del
complejo z, y la segunda componente representa su parte imaginaria, luego que cualquier
nimero complejo que carece de parte imaginaria tiene la forma (a,0), mientras que cualquier
nimero imaginario puro tiene la forma (0,b), que en la forma binomica es ib, de alli que el
complejo z = i se representa por (0,1); en este caso las operaciones de suma y producto se
definen de la siguiente forma:
Sea z1 = (a1,b1) y 22 = (ag, by) dos complejos, en donde ay,az,b1,b2 € R.
Para la suma

21+ 20 = (a1,b1) + (az,b9)
= (a1 + az,b1 + ba).

Para el producto

2122 = (a1,b1)(az,b2)
= (a1az — biba, aiby + asby).

De manera general, se tiene que z = (a,b) = (a,0) + (0,b) = a(1,0) + b(0,1) = a + ib, es
de mencionar que en este trabajo se hard uso de la forma binomica en algunos casos y de la
forma cartesiana en otros.

1.3. Estructura Algebraica.

Las operaciones de suma y producto en el conjunto de los niimeros complejos ya fueron
definidas, por lo que se puede verificar que dicho conjunto es un cuerpo.

El conjunto de los nimeros complejos forma la estructura algebraica denominada cuerpo.
Prueba:
I) Dos ntimeros complejos arbitrarios 21, ze determinan de manera tnica un tercer nimero
complejo llamado suma, denotado por z; + z2, con las siguientes propiedades:
Aj. Ley conmutativa. z1 + z9 = 29 + 21 Vz1, 20 € C.
Prueba:

Sea z1 = (a,b), zo = (¢,d), dondea,b, ¢, d e R.



Atz o= (a,b)+(cd)
= (a+¢, b+d), ya que la suma de nameros reales es conmutativa.
(c+a,d+Db)
(¢, d) + (a,b)

= 2o+ 21.

As. Ley asociativa. (z1 + z2) + 23 = 21 + (22 + 23) V21, 29,23 € C.
Prueba:
Sea z1 = (a,b), z2 = (¢,d), z3 = (e, f), dondea, b, ¢, d, e, f € R.

(21 +22) + 23 [(a,b) + (¢, d)] + (e, f)
(a+c,b+d)+ (e f)
((a+c)+e, (b+d)+f)

= (a+(c+e),b+(d+f))
(a,b) + (c+e, d+ f)
(a,b) + [(c,d) + (e, [)]

= 21+ (22 + 23).

Ajz. Identidad aditiva. Hay un tnico nimero complejo, denotado por (0,0) = 0, tal que
z240=04+2=2, VzeC.
Prueba:
Sea z = (z,y) cualquier nimero complejo, donde z,y € R.

240 = (2,) +(0,0)
= (z+0,y+0)
(

,y)

= Z.

0+2 = (0,0)+ (x,y)
0+, 0+vy)

(z,9)

Por lo tanto, z+0=04z = z.

Ay. Inverso aditivo. Para cada z € C hay un tnico w € C que satisface z+w =w+ 2z = 0.
Prueba:



Sea z = (a,b) donde a,b € R, hay que encontrar al nimero complejo w = (z,y) tal que cumpla
con la condicion.

srw = (@h)+ ()
(a+z,b+7y)

,0)

(0
= 0.
Y por el otro lado, se tiene que:
w+z = (x,y)+ (a,b)
= (x+a,y+0b)
= 0.

Lo cual implica que x = —a y = —b.
Al sustituir en w los valores encontrados, se verifica que es el inverso aditivo de z.

IT) Dos nimeros complejos arbitrarios 2z, 2z determinan de manera tnica un tercer nimero
complejo llamado producto, denotado por 2129, con las siguientes propiedades:

M. Ley conmutativa. z129 = 2021 V21,20 € C.
Prueba:
Sea z1 = (a,b), 22 = (¢,d) donde a, b, ¢, d € R.

,b) (¢, d)
ac — bd, be + ad)

z1z2 = (a
(

= (ca — db, cb+ da), el producto de nameros reales es conmutativo
(
(e,

ca — db, da + cb), el orden de los sumandos no altera el resultado en los reales.

d)(a,b)

= Z9Z1.

Ms. Ley asociativa. (z122)z3 = 2z1(2223) Vz1, 29,23 € C.
Prueba:
Sea z1 = (a,b), z2 = (¢,d), z3 = (e, f), dondea, b, ¢, d, e, f € R.
(z122)23 = [(a,b)(c,d)](e, f)
(ac — bd, bc + ad)(e, f)
((ac — bd)e — (bc + ad) f, (bc + ad)e + (ac — bd) f)
= (ace — bde — bef — adf, bee + ade + acf — bdf)
(a(ce — df) — b(de + cf), a(de + cf) + b(ce — df))
(a,b)(ce — df, de + cf)
(a,0)[(c,d)(e, f)]

21(2223).



Ms. Identidad multiplicativa. Hay un inico namero complejo, denotado por (1,0) = 1 tal
que (2)(1) = (1)(2) =2, VzeC.

Prueba:
Sea z = (z,y)
(2)(1) = (z,9)(1,0)
= (21 —y0, yl + 20)
= (#-0,y+0)
= (v,9)

(D(z) = (1,0)(z,y)

(1z — Oy, Oz + 1y)
(x —0,0+vy)
(2, y)

= Z.

Por lo tanto (z)(1) = (1)(2) = z, Vz € C.

My. Inverso multiplicativo. Para cada z € C (z # 0), hay un tnico w € C que satisface
2w =wz=1.
Prueba:
Sea z = (a,b) no nulo, hay que encontrar a w = (x,y) tal que cumpla con la condicién.

2w = (a,b)(z,y)
= (azx — by, bz + ay)
= (1,0), por igualdad de pares ordenados.
axr —by=1
br+ay =0

Como el determinante del sistema es diferente de cero, el sistema tiene solucién tnica.
Resolviendo el sistema por Cramer.

1 —b
‘() a a
e a —b a? + b?’
b «a
a 1
o -
4= a —b T a2y
b a

10



Esta solucién tnica es denotada por:

a2 402 a2+ b2 2

Solamente resta verificar que zw = wz =1

a —b
= (a’b)(GQ +b27 a2 + b2)
B a® b2 ab ab
- Gt e e 2+ i)
a® + b? 0

- (a2+bz’ a2+b2)

(1,0)
= 1.

III) Ley distributiva: z1 (22 + 23) = 2122 + 2123 V21, 22, 23 € C.
Prueba:
Sean z1 = (a,b), z2 = (¢,d), z3 = (e, f), dondea, b, ¢, d, e, feR.

b)[(c,d) + (e, f)]
) (c+e, d+ f)
alc+e] — b[d+ f], ald + f] + blc + €]).

z1(z2 + 23)

(a,
= (a
(
Desarrollando el miembro de la derecha

b)(¢,d) + (a,b)(e, f)
ac — bd, bc + ad) + (ae — bf, be + af)

(a,
(
= (ac—bd+ae—>bf, bc+ ad + be + af)
(alc+ €] —bld+ f], al[d + f] + blc + €]), por transitividad se cumple la propiedad

distributiva.

Z129 + Z1%3

1.4. Inexistencia de la relacién de orden en los complejos.

Se mostrara que el conjunto de los niimeros complejos no es ordenado, para esto se debe
tener presente que:
Un cuerpo K se dice ordenado, si es posible definir en el un subconjunto positivo P, P C K,
que cumpla las siguientes condiciones:

m1lcP

» Si(ze P)AN(y€P)
(x+y)epP
zy € P

11



» Tricotomia (Vx € K) : V(z € P),
V (—x € P),
V(x=0)

Si C estuviese ordenado como cuerpo, entonces una de las condiciones que debe cumplir es la
tricotomfia.

Se sabe que i € C, y que i # 0, para que C sea ordenado se deberia probar que i > 0 6 i < 0.
Si i > 0, entonces

(@) > 0

-1 > 0 es una contradiccion.

Si fuera i < 0, entonces existe su opuesto —i > 0,
(—i)(—i) =% = —1 > 0, también es una contradiccion.
No cumple con ninguno de los casos de la tricotomia, por lo tanto C no puede ser ordenado.

1.5. Perspectiva Geométrica.

Hasta el momento lo tnico que se ha hecho es hacer un recorrido por las justificaciones del
por que los niimeros complejos se les considera cuerpo, ahora se esta en el punto que se puede
dar el salto de ver un ntimero complejo como ente algebraico a una perspectiva geométrica.

Dado que un ntimero complejo z = a + b depende de dos componentes, la parte real a
y la parte imaginaria b, la representaciéon geométrica de un niimero complejo es el punto en
el plano cartesiano de coordenadas (a,b), con el eje x representando la recta real, y el eje
y representando la recta imaginaria, a este plano se le nombra plano complejo. Claramente,
por cada niimero complejo hay un punto y viceversa. Otra manera de representarlo es como
vector, siempre en el mismo plano, y con base ortonormal (1,0) y (0, 1), que son las coordenadas
correspondientes a 1 y a 4 respectivamente.

d

Geométricamente, para sumar dos complejos z; = a1 + ib; y 20 = ag + ibe, se puede pensar
en ello como la suma de dos vectores del plano xy apuntando desde el origen al punto (ay, by)
y (a2, be), respectivamente. Al trasladar (mover) el segundo vector, sin cambiar su sentido, tal

12



que su punto de aplicacién coincida con el punto final del primer vector; el segundo vector asi
ubicado apuntara al complejo z1 + 29.

J

La diferencia z1 — 29 = 21 + (—22) corresponde a la suma de los vectores de z; y —z3 como lo
indica la siguiente figura. Es de notar que el segundo vector se traslada y cambia el sentido,
tal que su punto de aplicacién coincida con el punto final del primer vector; el segundo vector
asi ubicado apuntaré al complejo z1 + (—z2).

J

o

Z| n

T . . . ., , T . ..
Multiplicar cualquier complejo por ¢ corresponde a una rotaciéon de 90° 6 — en direccion

contraria a las agujas del reloj, para tener una mejor idea geométrica, (0,1)(a,b) = (—=b,a).

13



-h 0 4 R

Asimismo el que (—1)(—1) = +1 puede ser entendido geométricamente como la combi-
™

nacion de dos rotaciones de —.

En general el producto de los complejos z; = (z,y) y 22 = (a,b), se puede expresar en la forma

(z,y)(a,b)

[(,0) + (0, 1)(y, 0)](a, b)
= (z,0)(a,b) + (0,1)(y, 0)(a,b)
= (za,zb) + (0,1)(ya, yb).

Por lo tanto, la multiplicacién compleja involucra la suma de dos alargamientos o acortamien-

F
tos de z2, con el segundo de ellos rotado 5 en sentido contrario al de las manecillas del reloj.

En particular,

(1,2)(2,3)

I
~~ ~~ ~~ —~ —~
~
=
— — — ~—

. -
______________ B

14



El esquema ilustra que el complejo (2, 3) es el primer vector a sumar, mientra que el segundo

vector se forma de dilatar en dos unidades al complejo (2, 3) seguido de una rotarcion de g

1.6. Propiedades de conjugados.

El conjugado de un complejo z (denotado como Z) es un nuevo nimero complejo, definido
asi: Z=a —ib < z=a +ib.
Es de mencionar que desde el punto de vista geométrico, el conjugado de un complejo no es
més que su reflexion sobre el eje real.

J
bl __ z
8 i
4
-8 v a i‘ﬁ
b®------------- IE

Propiedades.
l. 2=z
2. wkrz=w=xz

w
S
N
I
gl
x|

w w
+5)=3%
5. z+ 7z =2R(2)
6. z—z = 2iJ(z)

7. z+ 7z =0 < z es imaginario puro.
8. z—zZ=0<« z es real

9. zz> 0.

15



Para la prueba de la propiedad 1. Al considerar a z = a + b, se tiene por definicién de conju-
gado que Z = a — ib, al aplicar nuevamente esta definicion a z, z = a + ib = z.

La propiedad 2 esta compuesta por dos operaciones, donde una de ellas es w + z = W + Z.
Demostracion
Sean w = a+1iby z = a’ + ib' dos nimeros complejos.

wFz=(a+1ib) + (¢/ +it') = (a+d)+i(b+ V) = (a+d)—i(b+V) = (a—ib)+(a'—ib) =
w+ Z.
La prueba de w — z = w — Z es anéloga.

Prueba de la propiedad 3.
Sean w =a+iby z = a' + il dos nameros complejos.

wz = (aa’ — bV) +i(all + ba') = (aa’ — bV') — i(ab 4+ ba') = (a — ib)(a’ —ib') =W Z.

Prueba de la propiedad 4.
Sean w = a + by z = a’ + ib’ dos nimeros complejos.

@ B <(aa’ +bb') +i(a’b— b’a)) ~ (ad' +0V') —i(a'b—V'a)  (ad' 4 0V') +i(abl —ba’)
P (a/)Q 4 (b/)Q - (a/)Q 4 (b/)Q - (a/)Q 4 (b/)Q -

SRS

Prueba de la propiedad 5.
Sea z = a + tb un nameros complejo.
z+7Z = (a+1ib) + (a — ib) = 2a + i0 = 2R(2).

Prueba de la propiedad 6.
Sea z = a + tb un ntmeros complejo.
z2—7Z=(a+1ib) — (a —ib) = 0+ i(20) = 2i3(2).

En la propiedad 7, decir que z es imaginario puro, significa que el complejo se ubica sobre
el eje imaginario y se cumplira si y s6lo si z = —Z, es decir que z +z = 0.

Mientra que la propiedad 8, en donde z es real, se da cuando el ntimero complejo esta
ubicado sobre el eje real y se cumplira si y sélo si z = Z, es decir que z —z = 0.

En la propiedad 9.
Sea z = a + ib un nameros complejo.
2z = (a + ib)(a — ib) = (a® + b?) + i(ba — ab) = a® + b%, obviamente este resultado tiene dos
posibilidades que sea positivo o cero, positivos si a y b no son nulos, y cero si a y b son nulos,
en otras palabras el resultado siempre es no negativo.
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1.7. El médulo de un ntimero complejo.

Otro elemento importante de un nimero complejo es el médulo, que es la longitud del vector
asociado al ntimero complejo, se denota por |z| y se define como |z| = \/R(2)2 + I(2)2 = V27,
la propiedad 9 del apartado anterior garantiza de que es un ntimero real no negativo.

Al pensar en z como un punto en el plano; se puede ver, por el teorema de Pitdgoras, que
el valor absoluto de un ntimero complejo coincide con la distancia euclidea desde el origen al
punto.

Se tiene aqui una identidad muy importante,

|2|* = 22 (1.1)

Propiedades.

L. |2]=0&2=0

2 |2 = |2

1 z

3. s = W

4. |lwz| = |wl|z|

5. R(z) < [R(2)] < |2

6. 3(2) < [S(2)] < |2

7z < [R(2)[ +[S(2)]

8. |z| =|— 2]

9. |2 = fj,'
10. |wz| = [wz| = |wz| = [w 2| = [wz| = [wz] = |w]|z|
1|5 = ‘;'n

Para la propiedad 1.

Sea z = a + ib.
2] =0 = V/R(2)2+S(2)2=0
= Va2+b2=0
= 4P =0ca=0b=0
& z2=0

Prueba de la propiedad 2.
Sea z = a + ib, por definicion de modulo |z| = Va2 + b? y por la definicion de conjugado
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zZ=a—1b.
Utilizando la definicién médulo para z,

2 = la—d

= +va?+ b2
Por lo tanto, |z| = |Z|.

Prueba de la propiedad 3.

I
&‘N\ NI
(Y]

Para la propiedad 4.
Se tiene que (wz)(wz) = (wz)WZz = wwzz, se utiliza la propiedad 3 del apartado anterior.

lwz| = (wz)(WZ)
Vwwzz
VwwVzz

= |wllz]

Prueba de la propiedad 5.
Sea z = a+1ib = R(z) +iJ(z).
Como a? < a® 4 b?, al tomar la rafz cuadrada positiva de los dos miembros de la expresion, se
tiene que |a| < |z|, es decir,

[R(2)| < |z].

Por otra parte, R(z) < |R(z)| se puede garantizar ya que, siempre daré la igualdad si la parte
real de z es positiva o nula, pero si la parte real de z es negativa se da la desigualdad estricta,
ya que el modulo de 2z es no negativo.

Por lo tanto, R(z) < |R(2)| < |z|.

La prueba de la propiedad 6, es aniloga a la prueba de la propiedad 5.
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Para la propiedad 7.

Sea z =a+1b
la +ib> = (a+ib)(a+ib), por la propiedad 2 de conjugados.
= (a+ib)(a+ib)
= (a)(@) + (a)(ib) + (ib)(@) + (ib)(ib), por la identidad (1.1)
= lal* + (a)(i) + (@) (ib) + [b]”

= ib) + (a)(ib) + [b]”
= a|® + 2R[(a)(ib)] + |b|?, por la propiedad 5 de conjugados.

< lal® +2|(a)(id)] + |b)%, por la propiedad 5 de médulos.
< lal® + 2allib] + |b]%, por la propiedad 4 de modulos.
< lal* + 2|alib] + |b]?, por la propiedad 2 de modulos.
< lal® + 2al|b] + |b)%, por definicion de modulo.

< (lal +[b])?

Por lo tanto, |z| < |R(z)| + [S(2)]-

Prueba de la propiedad 8.
Sea z = a + ib, por definicion de modulo |z| = Va? + b?.
Por otro lado, se tiene
| =z = |—(a+ib)
= | —a—ib
= VP P

vVa? + b2

Por lo tanto, |z| = | — z|.

La Prueba de la propiedad 9 se deduce facilmente al utilizar la identidad (1.1).

=k
z

—
~—
—~
~—

w8 w8
Wl Elw |8

—~
~—
—~
~—

_ ww
2z
Cl
|22
[wl o
= (73)
2|
Por lo tanto, |E‘ = M
z |

La Prueba de la propiedad 10 se deduce facilmente al utilizar la identidad (1.1) y las
propiedades 2 y 4.
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Prueba de la Propiedad 11.

= (=)(=;),  por laidentidad (1.1).

1, 1.1
P = (S
1 1 . .
= (;)(z:”)’ por la propiedad 4 de conjugados.
B 1
o nm

Como el médulo es un ntimero no negativo se puede extraer la raiz cuadrada positiva en ambos
miembros,

1 1
= |Z—n| = por propiedades de radicacion.

Ve

1
= —, por propiedades de potenciacion.

VR
1
V)

por definicién de modulo.

3

—~

1

E

1.8. Desigualdad triangular.

Geométricamente es claro que si se tiene tres puntos no alineados, la distancia entre
cualquiera de ellos dos es menor que la suma de las distancias del tercer punto a éstos. Si
se asocia a estos puntos ntimeros complejos, la desigualdad triangular quedaria planteada de la
siguiente manera: sin perdida de generalidad(spg) suponer que uno de los puntos del triangulo
coincide con el origen, y que |a — | es la distancia entre los puntos que representan a o'y 3,
hay que probar entonces que |a — 3| < |a| + |3

Alo)

Se probara dicha relaciéon utilizando tinicamente ntimeros complejos. Comenzando del lado
izquierdo de la desigualdad se tiene que |a — 3|> = (a — 8)(a@ — B) por la definicién de modulo
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de un complejo dada en la seccién anterior, pero por propiedades de médulo y conjugados,
esto se convierte en:

la—B7 = |a]*+ 8>+ (—aB — Ba)
= |af> + 8" + 2R(—ap)
< o+ (B + 2| - B

= |af + |8 +2/a||5]
= (lal +18D)?

Como los médulos son no negativos, se obtiene la expresion que se queria demostrar.

La desigualdad triangular, proporciona una cota superior al médulo de la suma de dos
nimeros complejos oy 3:
la+ 6] < |a| + 8] (1.2)

La desigualdad triangular se puede generalizar por medio de la induccién matemaética a
sumas de cualquier ntimero finito de términos:

‘Z1+ZQ+"'+Zn‘S‘Z1’+|22’+~--+‘2n’ (n=2,3,...) (1.3)

Para entrar en los detalles de la demostracién, se puede decir que la base inductiva es cuando
n = 2, implica que la desigualdad (1.3) es justamente la desigualdad (1.2). Ademés por hipote-
sis inductiva, se supone que la desigualdad (1.3) es véalida cuando n = m, ha de serlo también
para n =m + 1, puesto que por la desigualdad triangular,

214224+ Zm + 2me1] < |z 22+ 4 2w+ [2mg]
< |Z1+22+“'+2m71|+|Zm|+|zm+l|
<zl + |z + -+ [zmel]-
También, se cuenta con la propiedad
|21 + 22| > [[21] — |22]|- (1.4)

Para deducir la desigualdad (1.4), se procede escribiendo
‘Zlf = ‘(21 + 2’2) + (—ZQ)‘ < ’21 +22’ + ’ — ZQ’,

ya que la suma de valores absolutos se acota superiormente al valor absoluto de la suma, de
modo que

|21] < |21+ 22| + |22
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|21] = [22| < |21 + 22 (1.5)

Pero, también se puede expresar a
|zo] = [(22 + 21) + (—21)| < |21 + 22| + | — 21,
y como la suma de valores absolutos se acota superiormente al valor absoluto de la suma, se
tiene que
22| < |21+ 22| + |21
22] = [21] < |21 + 22
—(lz1] = |z2]) <
|21] = 22| > —]21 + 22 (1.6)

De las desigualdades (1.5) y (1.6), se tiene
—|z1 + 22| < |z1] — |22] < |21 + 22| que es justamente la desigualdad (1.4).

|21 + 29|

1.9. Numeros complejos en forma polar.

Para dar una mejor interpretacién geométrica y algebraica de la multiplicaciéon de niimeros
complejos se debe conocer las coordenadas polares. Como los nimeros complejos pueden ser
identificados con los puntos en R?, se puede pensar en ellos como vectores en el plano. Dado
un z € C, z = a + ib, su longitud esta dada por |z| = va? + b
También se puede medir el angulo en radianes que hace dicho vector con la parte positiva del
eje real. Si se denota este dngulo como 6, se obtiene la expresién polar de z,

a+ib = rcosf + irsenf, donde r = |z|.

Es evidente que r es un ntmero positivo ya que es la longitud de un vector. Al nimero 6
se conoce como un argumento de z, y se denota por 6§ = arg z asi pues, geométricamente arg z
denota el dngulo, medido en radianes, que forma z con el eje real positivo, y z se interpreta
como un radio vector.

I=w+iy

r=|zl

B=argz
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Lo cual significa que las coordenadas polares r y 6 representan el punto (z, y) que corresponde
al ntimero complejo no nulo z = z 4 ty. Como =z = rcosf y y = rsend, z puede ser expresado
en forma polar como z = r(cos  + isenf).

Ahora se sabe que el angulo toma infinidad de valores posibles, que difieren en multiplos de

27. Estos valores se pueden determinar mediante la ecuaciéon tanf = Q, donde el cuadrante

que contiene al punto complejo debe ser especificado. En general, se tiene que

z = rlcos(f + 2nm) + isen(0 + 2nm)| para n € Z, donde r es el modulo de z y 6 es cualquier
valor particular de arg z.

En particular, se puede decir que el nimero complejo —1 + 4, estd ubicado en el segundo

3 3
cuadrante, y en forma polar se expresa como —1 + i = \ﬁ[cos(ér + 2nm) + isen(—w + 2nm)],

4

3
n € Z, es de observar que cualquiera de los valores 6 = T + 2n7 para n € Z pueden ser

15 15
utilizados, es decir que —1 +1i = ﬂ[cos(Tw) + isen(%)] cuando n = 1.

Si z = 0, 6 es indefinido, porque arctan(g) es indefinido. De modo que cualquier ntimero

complejo que vaya ha ser escrito en polares se sobreentiende que debe ser distinto de cero.

El valor principal de arg z, denotado Arg z se define como el tnico valor de arg z tal que

3
—m < arg z < 7. El valor principal para el niimero —1 + ¢ es —. Segun la teorfa, se tiene que
argz = Argz + 2nm para n € Z. Si z es un numero real positivo, el Arg z = 0; si z es un

. . . . . . .. ™
nimero real negativo, el Arg z = m; si z es un ntmero imaginario puro positivo, el Arg z = 5;

. , . . . . T
si z es un nimero imaginario puro negativo, el Arg z = ——.
Entre los datos importantes que se deben tener en cuenta es el calculo del argumento principal,
si el punto se ubica en el primer cuadrante, el angulo esta entre 0 y Bx si el punto se ubica en el

7T . .
segundo cuadrante, el &ngulo esta entre 5 y m; pero, si el punto se ubica en el tercer cuadrante,

) ) T ) ) m
el angulo estara entre —m y —3 8 fuese en el cuarto cuadrante, el angulo esta entre R 0.

Dado que el vector asociado al ntimero complejo a + bi tiene modulo, |z| = va? + b? y un
angulo con respecto al eje real positivo llamado argumento, Arg(z) = arctan(b/a) mod(27) , o
bien denotado por 6, puede asociarse a z la notacion en coordenadas polares de [|z[,0.]. Esta
claro que z = w si y so6lo si |z| = |w| y 0, = 0, mod (27).

Al relacionar la forma binomica y polar de un complejo se tiene que
z=a+1ib = |z|cos(f,) + i|z|sen(f,), o de manera mas sintética, z = |z|cis(f,). Esta forma de
expresar un complejo se conoce como forma trigonométrica de un complejo. De aqui es sencillo
demostrar que
wz = |wlcis(0y)|z|cis(0,) = |w||z|cis(0y + 62),

asi como

23



C N ™
Si se tiene que z = COS(g) + zsen(g), entonces

_ C Dy fisen(Z + 0
2z = cos(p +g) Hisen(p + ¢
2?2 = cos(%)%—isen(g)

INBRVEN

= 54‘( 5 )i

Significa que z ha sido rotado %

Al considerar el complejo (1,0) ubicado en la circunferencia unitaria y efectuar la multipli-

. m T .
cacion con z = (cos —, sen§), se tiene que:

2

s s

)(z) = (1,0)(cos§,sen§)
= (0,1)

= 1
T
Lo cual muestra que el punto (1,0) es rotado —.

Pero regresando a la busqueda de nuevas formas de expresar un namero complejo, la in-
terpretacion geométrica de la multiplicacion de dos complejos, como wz = [|w]|z], 0, + 0.],
muestra que el médulo del complejo resultante es igual a la mutiplicaciéon de los médulos de
los factores, y el argumento resultante es la suma de los argumentos de los factores.

Para demostrarlo, hay que partir de w y z en forma polar: sean w = |w|cis(0y,), y z = |z|cis(6y).
Efectuando el producto se tiene que

wz = |wl|z|[(cos O cos O, — senby,send,) + (senb,, cos 0, + cos O,,senb,)i], y esto se reduce a la
forma polar del producto wz = |w||z|[cos(0 + 0.) + isen(fy, + 6.,)]

G

|we] =] |=]
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Prueba para la division de complejos en forma trigonométrica.

w |wlcis(0y)
z |z|cis(6,)

|w| (cos By, + isenby)(cos 0, — isenb;)

|z| (cosf, +isenf,)(cosf, — isend,)

= ’|w||[(cos O cos 0, + senby,senb,) + i(senby, cos b, — senb, cosby,)]
z
0 0+ tson(t
= |(cos(9w 0,) + isen(0y, — 0))
z
0 0+ tson(t
= |(cos(9w 0,) + isen(0y, — 0))
z
w]
= —cis(fy —0,).
B

Esto muestra que el médulo del complejo resultante es igual al cociente de los médulos, y el
argumento resultante es la diferencia de los argumentos.

1 1 1
E ticular, — = ————— = —cis(—0,).
n particular, ~ 2lcis(0.) ’2‘018( )

1.10. Numeros complejos en forma exponencial.

Es de observar que en el producto y la divisién de complejos en forma polar, la funcién

cis 6 = cos + isen parece tener propiedades exponenciales, como e%e¥ = etV y — =e7,
de hecho, tiene éstas y muchas otras, y fue un gran avance para Euler hacer la conjetura de
la identidad z = |z]e?* = |2|(cosf, + isend.) lo cual implica que €= = (cosf, + isend,), atn
cuando se demostré tiempo después. A la expresion |z|e?®: es la que se conoce como forma,
exponencial de un complejo. En ésta seccion y las siguientes, es de observar los resultados que

se obtienen al utilizar la férmula de Euler.

Si el complejo z se ubica sobre el eje real positivo, entonces 8, = 0 méd 27, por lo que

cos0 +isen) =1 = €Y.

e” = cos(—0)+isen(—0)
= cos (f) —isen(6)
_,cos (0) —isen(0) cos isen
N (cos (0) + isen(0) )(cos (8) + (9))
1
~ cos () +isen(d)
1
=
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Algunas propiedades.

r— \w|\z|ei(9w+9z)

1 .
e We_(wZ), el inverso multiplicativo del complejo z.
z

2]

w _ vl ie,-0.)
z

I — ’z‘e(figz)

Teniendo en cuenta la parte tedrica de la forma polar, propiedades de potenciacion y la
relaciéon entre el dngulo central y cualquier angulo inscrito en una circunferencia, se puede
resolver con comodidad el siguiente problema. Para todo entero natural n, y para todo ntimero
real 6 tal que 0 < 6 < 2, expresar en forma trigonométrica el complejo z = (1+cos O+i(send))™
El complejo dado se puede escribir como z = [(1 4 cos ) + i(send)]™, esto da una pauta para
pensar en las coordenadas polares de la circunferencia unitaria, y por geometria se sabe que en
una circunferencia, el angulo central tiene el doble de la medida de cualquier angulo inscrito
que subtienda al mismo arco. En base a esto se tiene la siguiente figura.

a
(L0589, SENG)
Jil +cos 82 #sen®s = D2 cosh
{seng
f/2 @ !
1+ coy e—| B
0 1 0 0 0
Por medio de la figura se cuenta con que cos(=) = _LAcost y sen(=) = sen

S
2 V24 2cos@

V2 +2cosf 2
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sustituir estos valores se tiene que:
z = [(1+4 cos®)+ i(send)]"
0 0
= [V2+2cosf COS(i) + V2 + 2 cos 03@71(5)]"

= [V2+2cos Hei(g)]”

= (24 2cos 0)%ei(n79)

1.11. Ecuaciones e identidades trigonométricas con complejos.

Se tiene que: cosf = R[e?], send = J[e?]
Las funciones trigonométricas y las propiedades son conocidas, por lo que se deduce que
eiG +€—i0 ei@ _ —i0

e~ = cos@ — isend, esto conduce a 5 =cosf, ——— = send.

21

La utilidad se da por ejemplo al resolver una ecuacién como:
cos(x) + cos(2x) 4 cos(3z) + cos(4x) = 0.

T

e = coszx +isenx
e = cos2x + isen2x
eB? = cos3z +isen3dx
e = cosdx + isendx

Al efectuar la suma se tiene que €@ + 2% 4 €% + €M% = (cos x + cos 2x + cos 3z + cos 4x) +
i(senx + sen2x + sen3x + sendx)

Ademas, un producto puede ser expresado como una suma o viceversa, al considerar los dos
. , . . . . .3 iz x
primeros términos de la suma exponencial se cuenta con que e® + % = ¢'2%(e7'2 4 ¢'2),

. . L 1is , . ; i i 7 iz iz
mientras que al considerar los tltimos dos términos €% 4 ¢ = ¢'2%(¢7"2 + ¢'2)
Al efectuar de nuevo la suma
ix | i2v | iz | idw  _ iz | ilayo,—iL iZ . . ;
e+t +e te = (e"2" +e'2%)(e "2 + €'2), efectuando el mismo proceso al primer factor
. m 2 . sz ST
— €Z4$(€ 1x+ezx)(e ’L2+€Z2)
oT . T x
= (cos(?) + zsen(?))(Q cosx)(2 005(5))

5 5
= (4 cos(?m) cos(x) cos(g)) + i(4sen(§) cos(z) cos(g))
N T x
Esto implica que cos(x) + cos(2z) + cos(3x) + cos(4zx) = 4005(7) cos(x) cos(g) =0
Igualando cada uno de los factores trigonométricos a cero, para obtener los valores de x que

satisfacen la ecuacién.ﬂ
Asi, cosx:O@x:§+k7r, keZ.
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O bien, cos(g) =0&

x T
- = —+kmkelZ
5 2+ T, K €
xr = w+2km kel
O bien, cos(%)zO@
%4 T
7 = §+kﬂ',k€Z.
br = w4 2km ke
m  2km
= —+—,keZ.
x 5+ 5

Por medio de complejos resulta muy ventajoso deducir muchas identidades trigonométricas,
siempre y cuando se deduzcan correctamente los términos numéricos de cualquier binomio, por

ejemplo: verificar que cos(5z) = cos® x — 10 cos® xsin? z + 5 cos zsenz
Como cos(5z) = R(e?)
R(¥®) = R(e™)3, por propiedades de potenciacion.
()5 = (cosx + isenz)®
= (8) (cosx)® + (i’) (cos z)*(isenz) + (g) (cos )3 (isenz)? + (g) (cosz)?(isenz)? +
(i) (cos x)(isenz)t + (isenz)d

4 2 2 5

= cos® x + 5icos? zsenz — 10 cos® zsen’x — 10i cos® zsen’x + 5 cos wsen'z + isen’z

5 4

Por lo tanto, cos(5x) = cos® z — 10 cos® wsen?x + 5 cos xsentx

Deducir que sen(26) = 2senf cos 6

sen(20) = (27
%(emg) = %(ew)Q, por propiedades de potenciacion.
(e?)2 = (cos® + isend)?

= (8) (cos 0)2 + (f) (cos @) (isend) + (3) (isen9)2
= cos?6 + 2icosOsend — sen’6

Por lo tanto, sen(20) = 2senf cos

Si se requiere encontrar la particularidad que tiene un tridngulo ABC que satisface la

y senB + senC . . . .
relacion: senA = ———— se tendria que utilizar la forma exponencial de un complejo,
cos B + cosC

algunas identidades trigonométricas y el teorema de la suma de los dngulos internos de un
triangulo.
Como

senB + senC = S(eP + €'Y
B+C .« B—C

&
R

B-C
)

[(Cos(B%C) + isen(B2LC))2 cos(

B B —
= 2sen( ;_C)cos( 20)
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De esto mismo, se tiene que R(e'? + €') = cos B 4 cos C' = 2 cos(

2
Asi que,
B+C B-C
senB + senC' sen( ) cos( 9 ) plificand .
it Mt , simplificando se tiene que
B B -
cos B + cosC cos( +C)cos( C)
2 2
B+C
sen( )
— —|2—C ,como A+ B+C=n,B+C=w—A
cos( )
m—A
_ sen( 5 )
T—A
cos( 5 )
A
sen(I - =)
= 72 31 , por la diferencia de angulos de las funciones seno y coseno
COS<§ - 5)
T A A T
_ sen(E) cos(;) - sen(;) COS(E)
T A 7r A
008(5) cos(i) + sen(g)sen(g)
A
cos —
= 31 = sen(A) , por hipotesis
sen—

A
Ahora, al despejar la funcién coseno de la ultima igualdad, se tiene que COS(E) = senAsen(i),
pero el angulo A se puede expresar como la suma de dos angulos.

A
senA = sen(— + —) = 2sen(—=) cos(g), al efectuar la sustitucion en la dltima expresion, se

2 2 2
A A
cuenta con que 005(5) = 2sen2(5) 005(5), y luego se deduce que
A
2sen?(=) = 1
sen (2)
1
2,4y _ 1
sen (2) 5
sen(é) = ii
27 T2
A 7 knm
= 5—1-}—7 ,dondekEZ
& A=Z+kn kel

Lo cual significa que el angulo A es recto, y por lo tanto el tridngulo ABC' es rectangulo.
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El proceso a seguir para linealizar un polinomio trigognométrico consiste en expresar el o
los términos del polinomio en grado uno, y para ello se utiliza la forma exponencial junto con
la expansiéon de el o de los binomios.

En particular, el proceso de linealizar cost x es:
ezx + e*lCE
Como, cosx = ———
2
costz = (76 te )4
2
1 T T —iT T —iT T —ix —1iT
= (g)[(é)(e )+ (D)) + () (€2 (e™)? + () (€M) e + (1) ()Y
1 . . . .
= (1—6)[(64”:) + 4(e*®) 4 6 4 4(e7 %) + (7)) ,asociando términos.

- (1—16)[2 cos(4x) + 8 cos(2z) + 6]

1 1 3
—cos(4x) + — cos(2x) + =
< cos(4r) + 5 cos(2) + 5
El trabajo se incrementa si el polinomio trigonométrico tiene varios términos, por ejemplo.

i _ =i T 4 eIt

3 2, _ (¢ 3 2
senzcos®xr = ( 5; )°( 5 )
ei:r . e—ia: ei:ﬂ Tl pir g e—iz 5
i e )
- (eiz e—i:c ) (621':0 e—2ir)2
B 2 —16
1 iT —ix 4ix —41
- _9 ix
ol (e =2+ e~h))]
— _%[ewm Zeix + €—3im _ 632':r + 2e—im 6—51'2:]
7
1 . ) ) . . )
— _@[(651:1: _ 6752:)3) _ (63135 _ 67321) _ 2(6'Lw _ efm:)]
1
= —§(2isen5§c — 2isen3x — 2(2isenx))
1
1 1
= —1—636n5x + 1—686713:1: + gsen:z:.
_ ; A 1 7 5
Verificar que sen’x — senx cos* x = —Esen&n — Esen?)x + gsenx.
5. 4 B eix _ e—ix 5 eiw o e—i:p eim + e—ir A
sen’r — senxcos x = ( 5 )? —( 5 )( 5 )
eix _ e—ix eim _ e—im 5 eix 4 e—ix 4
= NS -
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_ e—ix eQia: — 24 e—Zix 641':0 + 4621':1: 164 46—2ia} + e4ix

3. 4 _ (£ _
sen’r — senx cos™ x ( 5 )[ - 16
_ (€ e 163 — 824 16673 4 46t 4 166 + 24 + 162 + 4o
B 2% —64
1 . . . . . .
= _F&:(ewz o 6_”6)[464“5 + 3262w — 8+ 326—223[: + 46—4zx]
— _?8-[4857@ + 3263Z$ — 8e™ 4 327 4 46—3z$ _ 463233 — 32" £ 8T _
(3

326737;93 _ 46752':6]

— [46511 + 286321‘ — 40e™ 4+ 4o _ 2867311 o 4675%]

128i
1 ) .
= —?&[Swen&v + 56isen3x — 80sent]
1 5 7 30+ 5}
= —-—senbr — —sen3r + —senx.
16 16 8

1
La demostracion de la formula senA cos B = i[sen(A + B) + sen(A — B)] es:

[H(A+B) 4 (i(A=B))
(e[  eiB])

= S(cos A+ isenA)(2cos B)]
= 2senAcos B

sen(A+ B) +sen(A— B) =

S
S

1
Por lo tanto, senAcos B = i[sen(A + B) + sen(A — B)].

1.12. Producto cruz y producto punto con complejos.
En esta seccion se pretende dar el enfoque complejo para las operaciones vectoriales (pro-

ducto cruz y producto punto). Los resultados que se obtendran, se garantizén a través de las
definiciones de producto punto y producto cruz definidas en R.

Mientras que

'y
= 1i(0) — j(0) + k(zy' — 2y)|
= |zy' — 'y
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Ahora, se establecera como se define el producto cruz y producto punto en el plano complejo.
Sea a = |ale’ y b = |b|e?’
Al efectuar el producto entre el conjugado de a y el complejo b, se tiene:
ab = la|ble’, B—a =0
= |al[ple’®
= |al|b|(cos O + isend)
= |al|b| cos O + i|a||b|send

Por otra parte el producto de a y el conjugado de b es:

ab = lal|ple’ @™ a—p=—0
Jal [b]e =)
= |a||b|(cos O — isend)

= |a||b| cos @ — i|a||b|send

En coordenadas cartesianas se tiene que: a =z +iy =>a=z —iyy b =2’ + 1¢/
Ahora, se puede afirmar:

ab = (z—iy)(a +iy)
= (22" +yy) +i(ay - 2'y)
= aeb+ila x|

De igual menera, en coordenadas cartesianas se tiene que: b = o/ + iy = b=2' — iy y
a=x+1y
Se puede afirmar:
ab = (z+iy)(a’ —iy)

= (22’ +yy) —i(zy —2'y)

= aeb—ilaxb

Por consiguiente,

R(ab) = N(ab) = la||blcosf =aeb
S(ab) = |al|b|send
S(ab) = —lal|blsend

Una alternativa para abordar el contenido es por medio del siguiente problema. Demostrar que
el angulo ¢ entre dos vectores o y 3 no nulos satisface |a|3|cos 8§ = R(af),
+|a||Blsenf = I(af) y que, por lo tanto, el area del tridngulo formado por «, 3, y 8 — « es

Lo, =
513D
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Utilizando el teorema del coseno.

la=B* = |af*+ 8 — 2|a||B] cos b
(a=p)@—PB) = l|of*+[8* —2|al|B| cosb
aa—af—ap+pB = |of*+|B° —2|a||B|cosd
laf* = (@B +aB) + 8> = |al* +|8* - 2[al|8] cos b

aB+af = 2|a|B] cos @
2R(aB) = 2|a||B]cosb
R(aB) = lal||cos.
Es de observar que el resultado del producto punto no cambia aunque se intercambien los vec-

tores, miemtras que el producto cruz cambia de signo, es por ello que (o) = +|a||B]send.
La prueba de tultima igualdad, se deduce si:

af = R(af)+iS(aB)

la||B] cos O + iS(af3),

Por propiedades de médulo, se tiene que

Bl = [lal|Blcosd +iS(af)?
(@f)(@B) = (lol|Blcost +iS(aB))(|o]|B| cosd — iS(af))
(@B)(@B) = |af*|B|*cos® 8 + (3(aB))®
a8 = |al?|BI” cos® 0 + (3(af))?
a?[BlP(1 —cos®0) = (3(af))?
la?[BPsen®0 = (3(af))?
(lal|B|send)® = (3(af))?

+|a||plsend = I(afB

~—

Y para finalizar, se tiene que el area de cualquier tridngulo es el semiproducto de la base y la
altura, Por medio del bosquejo geométrico se tiene que la base es || y de altura |a|send, por
lo que el area es:

1 1 L., —
5181(alsend)] = - (18]alsent) = S[S(aB)]
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1.13. Teorema de De Moivre.
Teorema 1.13.1 para z = |z|e? yn € Z, 2" = |z|"(cos(nf) + isen(nf))

z|"e™? vy en forma

Teniendo en mente la representacion polar, z = |z|e? claramente 2" = |
trigonométrica 2" = |z|"(cos(nf) + isen(nf)) y 2" = (|z|(cosf + isend))™. Al igualar estas
dltimas dos expresiones se obtiene la féormula de De Moivre:

(cos(0) + isen(8))" = (cos(nb) + isen(nh)) n € Z.

Por cierto, en algin momento ya se ha utilizado
(eié)n — (einO)
(cos O 4 isenf)"™ = (cos(nb) + isen(nh))

Ejemplo, calcular (1 —4)23.
Se sabe que, al multiplicar (1 — ) por si mismo 23 veces, se obtendra la respuesta, pero si se
utiliza el teorema de De Moivre la respuesta se encontrard mas facilmente.

Al expresar a 1 — i en polar se tiene que 1 —i = ﬂ[cos(—% + 27k) + isen(—% + 27k)]

Usando el valor principal del argumento, se tiene 1 —i = \/i[cos(—%) + isen(—%)]

Aplicando el teorema de De Moivre,

L=9% = (V2)®[cos(~T) +isen(— )
: 23 23
= (2)%[005(——W) + ésen(——ﬂ)]
4 4
El argumento con el que se cuenta, puede ser expresado de tal forma que tenga un valor del
23
argumento principal mas un multiplo de 27, asi 7777 = % — 6m, al efectuar los caculos de las

funciones trigonométricas del seno y coseno para el argumento principal, se tiene
s ™ \/5
Z) = cos(—) = —, por lo que

sen( 1 5

23

(1-0% = (@2) (5 1+1)

[T I\D‘E

= (2)7)(
= 2212(1+i)
= 2M(1+9)
= 2048(1 + 1)

SA+i)

El teorema de De Moivre tiene varias aplicaciones tutiles, por ejemplo, expresar cos 50 en
funcién de cos .
Por teorema de De Moivre se tiene que:
cos 50 + isen50 = (cos @ + isen)®; es decir
cos 50+isenbl = cos® 6+5i cos* Osen30—10 cos® fsen?0—10i cos? fsen30+5 cos Osen*f+isen’d.
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De las partes reales de cada miembro, se obtiene
cos 50 = cos® 6 — 10 cos® Osen?d + 5 cos Osen’d
como, sen’d =1 — cos? 6, se tiene

cos50 = cos®f — 10cos®B(1 — cos? 0) + 5cosB(1 — cos? 0)?

cos® ) — 10 cos® 0 + 10 cos® @ + 5 cos A(1 — 2 cos® § + cos? 0)
11cos® 6 — 10 cos® 6 4 5cos + 10 cos® 6 + 5 cos® 0

= 16cos® 0 —20cos® 0 + 5cosf

El teorema de De Moivre también se utiliza para encontrar las raices de un niimero com-
plejo no nulo.

1.14. Raices n-ésimas de un complejo y raices n-ésimas de la
unidad.

La posicién del problema es la siguiente: dado un nimero w, se buscan los nameros z tales
que 2" = w, donde n es un entero natural no nulo.
Se pretende demostrar que, si w es un nimero no nulo, la ecuacion z™ = w admite n soluciones
en C. Las soluciones de esta ecuacién son las raices n-ésimas de w.

Definicién. Sea w un nimero complejo, y n un entero mayor o igual a 2. Se define la raiz
n-ésima de w, al ntiumero complejo z tal que 2™ = w.

Existencia.
= Siw =0, entonces z admite s6lo una raiz n-ésima: 0.
= Siw # 0, entonces z admite n raices n-ésimas: zg, 21, , Zn—1-

Para el primer caso, se tiene que si w = 0, entonces los médulos de z y w son nulos.
Prueba: sea |z| el moédulo de z; entonces el modulo de 2™ es |z|™: en consecuencia de esto se
tiene que |z|" = 0 de donde |z| = 0. La ecuaciéon 2" = 0 admite s6lo una soluciéon z = 0.

La prueba para el segundo caso es:
Sea w = |p|(cost + isent) un complejo con p > 0y t € [0, 27
Se demostrara que el niumero w tiene n raices distintas, dadas por la férmula:

t+2km . t+ 2km
S — +1sen —

Zy, = {/p(co ),con k=0,1,2,...,n— 1.

Prueba:
usando la representacion trigonométrica del nimero complejo Z, Z = r(cos @ + isen ), por el
teorema de De Moivre, se tiene que Z™ = w es equivalente a:

t 2
r"=pynd=t+2knr, keZ;asir= Q/ﬁyﬂk:f—l—ki, kelZ.
n n
De aqui que las raices de Z" — w = 0 son

Zy, = {/p(cos by +isenby) k € Z,
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pero 0 esta acotado, es decir,

0<6y<6; <l <...<0p_1<2m, 0 es de argumento reducido, con k € {0,1,2,...,n — 1},
asi ZO7 Zl, ZQ, ceey anl-

Al considerar a los enteros k y sea s € {0,1,2,...,n — 1} los residuos de k modulo n. Entonces
k=nqg+s,q€Z,y

t 27
O, = —+(ng+s)—
n n

t 2
= —+s—+2qn
n n

= 054 2qm
es lo que indica que 0 = 0, [27], hay exactamente n raices diferentes.

Raiz n-ésima de un complejo bajo la forma exponencial.
Sea w = |w|e’® se buscan los niimeros z = |z|e? tales que 2" = w (los ntmeros z son las raices
n-ésimas de w).

Se tiene:
S=w & |z = |w|e
o =1l
nf = a + 2wk
donde
2l = V/Jul = ul (1.10)
Y 2
0="4 k" (1.11)
n n
Asi, las raices n-ésimas de w = |w|e’® son:
2 = |w\%ei(%+k2ﬁ) conk=0,1,2,--- ,n—1.
Se tiene que el conjunto solucién es una sucesion geométrica {zg, 21, -+ , zn—1 } que conforma

las raices n-ésimas y cada uno de estos téminos se ubican sobre una circunferencia centrada en

. . PR . ) . 27
el origen y de radio |w|=, mientras el angulo entre dos raices consecutivas es —, por lo que
n

dichas raices son los vértices de un n-agono regular, como lo muestra la siguiente figura.
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&
- 0@ MZ
: -
\ MI rf -
x
i?
|
2w
" s
2
7 Pl -1
s = * f'-.-"||-. -7
La prueba de este resultado es:
Primero, hay que denotar a My, My, --- , M,_1 como los puntos con coordenadas complejas de
20521, " y2n—1- L
A causa de OMy = |zx| = |w|», para k = 0,1,2,--- ,n—1 se sigue que los puntos M}, se sittian

. . 1 . :
en una circunferencia C(0, |w|=). Por otra parte, las medidas de los arcos My Mj.41 es igual a:

« 27 « 27
arg 21 —argzy = (- +(k+1)—) = (—+k—=)

2
= —W, para todo k € [0,n — 1].
n

Ya que los arcos MoMy, M1 My, --- , M,_1 My son iguales, el poligono MoM; --- M,,_1 es
regular.

Por ejemplo, encontrar las raices ctbicas de w =1 — 3.
Sea z una raiz ctbica de 1 — i. Entonces 23 =1 — 4, por el teorema de De Moivre,

|2|3(cos(30) + isen(30)) = ﬂ[cos(—% + 27k) + isen(—% + 27k)],

2k
de donde |z|> = v/2 implica que |z| = 26 y 30 = —% + 27k implica que § = —% + %,
k=0,1,2.
Por lo que las tres raices ctubicas de 1 — ¢ son:
20 = 2%[005(—112) + isen(—%)]
= \6/5[(303(%) — isen(l—T;)]
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T 2 T 2T

l .
z1 = 28 [cos(—ﬁ + E) + zsen(—E + ?)]
s 7
= v 2 y
V/2[cos( 12) + 23671(—12 )]
1 ™ 47 ™ 47
= 26 - ; _
29 5 [cos( T + 3 ) + isen( 3 + 3 )]

= %[COS(%) + isen(%)].

Ya que el moédulo de las raices es constante, y es obvio que si este es menor que la unidad
los puntos que representan a dichas raices se ubican dentro de la circunferencia unitaria, pero
si el modulo es mayor que uno se ubican fuera, miemtras que si el modulo es igual a la unidad

se ubican en la circunferencia unitaria.

Raices n-ésimas de la unidad.

Si se tiene que w = 1 = |w|e’®, donde |w| = 1 y a = 0; las propiedades del apartado anterior

se aplican naturalmente a este caso en particular.

Si R, (1) denota las raices n-ésimas de la unidad, se tiene:

Rn(l) = {207217”' 7271—1} O 2k :eik%v con k:071727"' 7n_1'

Utilizando la notacién en polar, se tiene que,

2
z1 = [1,*]:2’1
n
4
2
= 17:
2 [777,] 22
6m
3
= 1—:
21 [7n] z3
_ 2n(n —1
Zl 1 — (n )]:anl
z1 = 1=2

_ Lk
Es de observar que 2 = 27.

Otro de los resultados, es que la suma de las raices es cero, ya que:
0=(—1)=(21 =) (I 42 +25+---+2071
~——
#0 =0

Perosi 1 4 21 + 27 +--- + 271 = 0, se confirma que:

I1+z1+22+-+2,21=0.

El conjunto solucién resulta ser una sucesién geométrica, {z(l), 211, zf, e
n 0
A

-1
A4+ 4+ + 27 = .
-

,z?_l}, por lo que

, ahora bien, z; es una raiz de 2" por lo que 27 =1,y

ademés se tiene que 2{ = 1, de igual manera, esto también garantiza que la suma anterior es
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cero.

Se puede obtener facilmente las raices ctuibicas de la unidad.

ZO:[170]:’23:2;6:'29:"':273:«2—6:“'.
2. —1+iV3
21:[ 7?]:T:,24:27:210:...:Z_sz_5:”'
A —1—1iV3
Z2:[17§]Zf2252282211:...2271:,274:,,,'

. . j2m dm
Y de forma exponencial, se tiene R3(1) = {1, '3, e
Estos tres puntos son los vértices del tridngulo equilatero inscrito en la circunferencia unitaria
con uno de sus vértices en 1. Ademaés, al referirse al grafico se sabe que z = 21, entonces 22 = 2y

y que zp = Z. También, se sabe que al sumar los puntos 22, z y 1, se tiene que 2> + 24+ 1 =0

J

11

Es la hora poner en practica lo aprendido en algebra sobre las raices primitivas de la unidad,
las cuales son generadoras del conjunto solucion, y que ademas facilita el proceso para obtener
las raices n-ésimas de cualquier complejo.

Se hace la aclaraciéon, de que siempre se obtiene el mismo resultado de las raices n-ésimas
con el intervalo [0, — 1] que de [1, n] ya que se utiliza la congruencia médulo n, ahora bien el

anico efecto producido es una permutaciéon de las raices.

Definicién. Una raiz es primitiva si las potencias n-ésimas genera a todas las raices n-
ésimas de la unidad.
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En otras palabras, una raiz de la unidad se dice que es primitiva, si las potencias de ésta
generan el conjunto solucion, es decir si z,, # 1 es una primitiva si y sélo si 21,22, --- 27

s 2 son
todas diferentes.

Por ejemplo. Si n = 12, las raices primitivas de z'2 = 1 son:
%1, %5y 27, Z11-

Unicamente se verificard que z; es una primitiva, ya que el proceso es analogo para las
restantes.

™
Como z; = €'s, entonces

2 = ¢l = ¢'s
zf = % =¢it
z; = ei% = e’rﬂ
z; = e

z? — T =T
zf — 7

z? — T =T
zsf — T =T
Z%O _ eil%” _ ez’%’f
z%l _ eillﬂ'

A2 o P — 2T

Asi, 2¥ con k € [1,12] son las raices doceavas de la unidad (todas distintas).

En el caso de que n sea un niamero primo, todas las raices de la unidad, distintas de 1, son
primitivas, es decir que si n es primo, entonces se tienen n — 1 primitivas.

Ejemplo. En 2° = 1, las raices son z; = ei%ﬁ, 2o = ei%r, z3 = ei%ﬂ, Z4 = ei%ﬁ, 25 = €™,
Denotando a z1 = 1, 290 = 2, 23 = 3, 24 = 4 y z5 = 5, una forma alternativa de ver los que
forman un grupo ciclico, es por medio de la siguiente tabla:

v [ (@) ] (@)?] @) ] (@) ] @)°
2] 1 | 2 | 3 | 4] 5
%] 2 | 4 | 1] 3 | 5
%] 3 | 1 | 4 | 2 | 5
%] 4 | 3 | 2 | 1] 5
%] 5 | 5 | 5 | 5 | 5
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Capitulo 2

(Geometria del triangulo.

2.1. Introduccién a las aplicaciones geométricas.

Se discutirdn las aplicaciones de los nimeros complejos al plano geométrico. Es impor-
tante tener presente en las aplicaciones geométricas propiedades vectoriales, asi como algunas
propiedades bésicas de geometria. Los ntimeros complejos son en particular efectivos para cier-
to tipo de problemas.

La congruencia y la semejanza de tridngulos son conceptos fundamentales de geometria ele-
mental.

A través de los numeros complejos se observara que la naturaleza de las rectas y las circun-
ferencias son muy parecidas, de hecho en el tercer capitulo se mostrard que una recta puede
considerarse como una circunferencia con centro el punto al infinito.

2.1.1. Semejanza de triangulos.

Para comenzar, se debe tener presente la definicién de semejanza de dos tridngulos en ter-
minos de los niimeros complejos, ya que es base fundamental en todo el capitulo.
Se dice que, Aziz923 v Awijwows son semejantes, y se denotard por Azjzozz ~ Awjwaows si'y
sblo si las razones de las longitudes de los lados correspondientes son iguales y los correspon-
dientes angulos entre ellos son iguales incluyendo la orientacion (el recorrido de los vértices),
quiere decir que, el angulo zj, es igual al &ngulo wy, con k = 1, 2, 3, ahora bien los dos tridngulos
deben tener el recorrido de los vértices bajo la misma orientacién, es decir, que esten en contra
de las agujas del réloj o a favor de éstas.
Si tiene orientacioén opuesta, entonces se escribira

Az 2923 ~ Awjwaws (inversa)

Para tres puntos distintos «, 3,7 € C, se tiene:
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p = arg b = arg(f — a) — arg(y — «), donde la orientacion del angulo ¢ es desde el vector

—
av al vector af3.

Teorema 2.1.1 (Semejanza de triangulos) Azjz9z3 ~ Awjwaws

22 — 21 W2 — Wy

Rt =
23 — 21 w3 — wq
Z1 Wi 1

<~ z9 wo 1/ =0
Z3 W3 1

Prueba:

Por definicién, se sabe que dos tridngulos son semejantes si y s6lo si las razones de las longi-
tudes de los lados correspondientes son iguales y los correspondientes dngulos entre ellos son
iguales incluyendo la orientacion.

ASi, A212223 ~ Awlwgwg.
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zZ9 — 21 w9 — W1 zZ9 — 21 wo — W1
& | ’:’ ’7donde 0 =arg—, p=arg—— mod 27
’23—2’1’ ]wg—w1] Z3 — 21 w3 — W1
zZ2 — 21 w2 — W1 . . , .
s = N6 = ; asi, siendo iguales sus modulos y sus argumentos, se tiene:
z3 — 21 w3 — W1
zZ9 — 21 wo — W1
<:> e

23— 2 w3 — wq
La anterior igualdad conduce a:
g — 21 w2 —wi

= & (22— 21)(ws —wy) = (23 — 21) (w2 —wy), al desarrollar los productos
23— 21 W3 —wi

< 22W3 — 2ZoW71 — Z1W3 + ziwy = Z3W9 — Z3W1 — Z1W9 + zZ1w1, ordenando se tiene que

= (Zg’wg — 23w2) — (leg — Z3’U]1) + (z1w2 — Zle) =0

Z1 Wi 1
& o |zg we 1 =0
Z3 W3 1

Corolario 1. Azjz023 y Awjwsws son semejantes, con orientacion inversa si y sélo si

. z1 wy 1
Zg —21 W2 — W1 | -
=——— 0 |29 wy 1|=0
23 — 2 w3 — W _-
3 1 3 1 2 w3 1

Prueba:
Se considerara sin perdida de generalidad que el vértice wy se ubica sobre el eje real.

43



Al considerar la reflexién de Awjwows sobre el eje real, se tiene Awjwows ~ AWy Wa W3
(inversa), luego que Azjz9z3 ~ AWy Wy w3 con la misma orientacion, y por el teorema 2.1.1,
se tiene

z1 wy 1
z9 wy 1/ =0
z3 w3z 1

El tridangulo ABC' es equilatero si y solo si ABC' es semejante al tridngulo formado por 1,

j, 3%

Prueba:
Sean «, 3, v los complejos respectivos asociados al AABC' y j = i representa a una raiz
ctibica de la unidad.

Blg)

CF )

Al

Por hipétesis, si AABC' es equilatero, entonces

y—=08 = j(B—-a)
a—v = jly-0)=5*B-a)
jla=v) = f-a
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Por semejaza,

Aafy ~ Aljj?

-

S A

3

La otra implicacioén, es:
si a+ jf + j2y =0, entonces ABC' es equilatero.
En este caso, se tedra que probar que:

J(6 — )

iy =0)

a 1 1

g 11=0

v 21

(B5* = j7) = (Pa =) + (ja = B) =0
(v=8)+ijla—=7) +5*(B—-a)=0
JB-—a)+(B—-a)+(a=v)=0

JB+p—joa—y=0
B(l+j)—ja—vy=0comol+j+j2=0=1+j=—
—*8—ja—y=0

28+ jao+~ =0 multiplicando por j? y ordenando

a+jB+ 5%y =0.

<
2
|
=
Il
Q
|
2
Il
<
no
sy
|
2

§(B = (—jB — j*v)) por hipotesis,a = —j3 — 52
J(B+3B+5%)

JB+ 328+ 5%y

(G+58+7 1+j+77=0=j+"=-1
—B+

v=B
_ 2 _ 2
Jjly— —la+7) + J 7)) por hipotesis, § = —la+) + )
J J
Jy+a+ ity

atq(G+5), 1+j+7=0=j+;"=-1
Q=7

45

2



jla—7y) = j(af_(a,i—g]ﬁ)) por hipétesis,’y:_(a.i—;]ﬁ)
9 J
= joz+a+.]ﬁ
J
= joz—i—g.—kﬁ
J
1

= a(j ha >+ﬂ, 1+j4+52=0=>1+;5"=—j
= a(=1)+p

La semejanza sirve también, para tener una interpretaciéon geométrica del producto y co-
ciente de nimeros complejos, como lo muestran los siguientes esquemas:

J
{:'1
S
w| "
s
S
w

B :

H
¢ :
6 ;
|:} 1 Eﬁ

Para la multiplicacién, el 4ngulo entre w y zw debe ser idéntico al angulo entre 1 y z, de ello

que A01z ~ ADw zw.
Se asumira que 0C representa al complejo zw, Ow a w, 0z a z y 01 a la unidad.

Por semejanza, se tiene que: gi = 80 implica que (0z) (Ow) = (0C') (01), pero
w

01 = 1. Por lo tanto
(0z) (Ow) = (0C)
2w = (0C).

Mientras que para la representaciéon geométrica del cociente por medio de semejanza se

obtiene efectuando los siguientes pasos:
Sobre el eje real y desde el origen se traza un angulo que es igual a la diferencia entre los
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angulos proporcionados que justamente coincide con el dngulo generado desde 0A hasta 0B5.
Asimismo se toma la unidad de medida sobre dicho eje.

En 1 se traza un dngulo igual al 0AB quedando determinado A01C que es semejante a AOAB.

0

Por semejanza,

0C, si 0B representa al nimero complejo z y 0A a w, entonces

=N

0C, representa al cociente de dos complejos.

2.1.2.

Puntos colineales, rectas paralelas y perpendiculares.

Se mostrarard por medio de complejos como se expresan las condiciones de colinealidad,
para que dos rectas sean ortogonales o paralelas.

Se dira que «, 3, son colineales si solo si el cociente de § — « y v — « es un nimero real;
es decir:

Y eRr
V-«

Geométricamente se tiene:
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n

Se podria presentar el caso en que « se ubicara a la derecha de 7,

J

Y cuando « se ubica a la izquierda de f.

Para el primer caso:
Si arg (7 — a) = ¢, entonces arg (f — «) = ¢ + 7. Se sabe que

gt =% = g (8- ) -arg(y-a)
= (p+7)—v
= 7

es un namero real.

Por lo tanto

v —
Para el segundo caso, se tiene que:
08—«
arg = arg(f—a)—arg(y— )
v —a«

= 0, ya que los argumentos son iguales.
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Y el dltimo caso, es cuando « se ubica a la izquierda de 3, que es analogo al caso anterior,
ya que los argumentos son iguales.

Esto significa que —@ eR.
Por complejos:
a, (3,7 colineales < f-a eR
v -«
& f-a = g_ f, por la propiedad 8 de conjugados
Yy—a Y-«
a o 1
& |88 11=0
v 71

Los puntos M7, My, M3, My, representados por los complejos 21, 29, 23, 24 respectivamente,
23 — %2

son colineales si y solo si e R— {0}
Z1 — %9
Z3 — Z4
eR—-{0}.
po—— {0}

Se usara la notacion ||, L para indicar que dos lineas (segmentos de recta o vectores) son
paralelos o perpendiculares, respectivamente.

—_— — T
Se dira que los vectores ABLAC & arg(ff — a) = arg(y —a) £ B

arg</8—a) :iz
v -« 2

, €s imagimario puro.
v —
.21 PB-a
Si— =
- R e

=ki, keR

. 2122 . o
Pero, el cociente se puede expresar como ——, donde 21z es imaginario puro puesto que
2272
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_ . _ 2121 . L
2973 € RT, o bien, escribiéndolo de otra manera ——, donde z%7 es imaginario puro puesto

2221
que z1z1 € RT.
Asi, (B —a)(y —a) = (B — a)(F —a) es imagimario puro
(v—a)(B—a) = (y—a)(B—a) esimagimario puro

Proposicion. Para cuatro puntos distintos a, 3,7,60 € C

bt o T=%cr

0 —~
N 5—04:@—@
0—v 6-7%
P
=}
o
¥

2.1.3. Determinacién de rectas y circunferencias.

Ecuacién de una recta.

Proposicién 1. La ecuacién de una recta en el plano complejo es de la forma:
az+az+ =0, (2.1)
donde a e C— {0}, e Ry z=z+iy e C.

Prueba:
La ecuacién general de una recta en el plano cartesiano es

axr + by +c=0.
z+z zZ—Z
2 21

z+z zZ—Zz
a< 5 )—l—b( 5 >+C—O.

z z z z
Z4aZ —ibZ4+ibZ +c=0.
) 02 (3 B Zb2 C 0

Donde a,b,c € Ry a® +b*> # 0. Si 2z = = + iy, entonces = =

a
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Equivalente a

_(a-+ib n a—1b te=0
z 5 z 5 c=0.

—1b
€ C— {0} y B =c € R, entonces la ecuacion de la recta es

a
Sea o =

azZ+az+3=0.

Se considerard una recta R del plano de ecuacion ax + by + ¢ = 0. Sea z = = + iy el
complejo que representa al punto M (z,y) del plano y w = a+1ib el complejo asociado al vector
o = (a,b), que representa a un vector normal a la recta R.

Se mostrara que al utilizar los complejos, se puede verificar que los puntos de la recta satisfacen
la relacién

wz + wzZ + 2¢ = 0. (2.2)
Prueba:
. . . —ar — ¢ L. .
De la ecuacién cartesiana de la recta, se tiene que y = p al sustituir en z = z + iy,
z=x—1 (le)ﬂ), y sl w = a + ib, entonces W = a — ib; retomando (2.2)
(a— ib)(z — i(‘“”b* Nt atib) @+ 420 = ar—ia(™E) ive — o(“PEE) 4 g +
ia(®E0) b — b(PETE) 12

= 2ax — 2b(am - C) + 2¢

= 2ar — 2ax —2c+ 2c

= 0.

c es nulo & la recta R pasa por el origen.

Si ¢ = 0 la ecuacion de la recta es wz + wz = 0, en efecto z = 0 la satisface, por lo que
pasa por el origen.
Si pasa por el origen z = 0, por lo que la ecuacion queda 2¢ = 0 y esto implica que ¢ = 0.

Si en (2.1) se considera a @ = w y [ = 2¢, se obtiene (2.2), por lo que ambas expresiones
representan a una recta.

Un resultado particular de (2.1) es: si &« = @, entonces b = 0 y se tiene una recta vertical.
Prueba:

Como @ Z 4+ az + 3 = 0 es la ecuaciéon de una recta, pero 8 = ¢
a@ Z+ az + ¢ = 0, por hipotesis
a—1b
2

a
a(z+Z)+c=0, pero si a = y a = @, entonces a = o €8 decir que b = 0; ademas,

z +Z = 2z, por lo que
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a
2
y ax + ¢ = 0, representa la ecuacion general de una recta vertical.

(2z) +c=0,

Si o # @, entonces se define la pendiente de la recta como

a o+ o a4+ o
m = —— = — = 1 —.
b a—« a—a

i

Teorema 2.1.2 Si A y B son dos puntos distintos representados por o y  respectivamente,
entonces se tienen las siguientes equivalencias:

1. Eziste un nimero real t tal que z = (1 — t)a+ t3, donde z es un nimero complejo arbi-
trario.

2. arg(z —a) =arg (6 — «)

Prueba:

& =t teR
0 —«
Z_
& arg =argt, telR
B —
zZ—
& arg =0
B—

& arg(z—a)—arg(B—a)=0

& arg(z—a) =arg (0 — ).

z = (1 —1t)a+1t5, se conoce como la ecuacion paramétrica de la recta que pasa por los puntos
A, ByconteR.

Proposiciéon 2. La ecuaciéon de una circunferencia en el plano complejo es
2ZZ+az+az+pF=0. (2.3)

Donde a € Cy g € R.
Prueba:
La ecuacién canodnica de una circunferencia es

(@—h)’+ -k =+
22 +y? —2hx —2ky + W2+ k> —r? =
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haciendo, D = —2h, E = —2k,F = h? + k? — r2, se tiene que la ecuaciéon general de una
circunferencia en el plano cartesiano es

22+ 19>+ Dx+ Ey+ F =0, donde D, E,F € R.

En base a que D = —2h, E = —2k, F se puede reexpresar como
D?  E? D?  E?
F = e + vy r2, por lo que se puede decir que F' < Ve + o

. 2+ Z zZ—Z
Teniendo en cuenta que x = ]2

2 YT o
2+’ +Dr+Ey+F = 0

\zl2+D<Z;Z> +E<Z%Z> +F = 0

_. D DB Ei_ o
Zz2 22 22 22’ 22 =

D — Ei D+ Ei
zz+( . Z)z—i—( J; Z>z+F - 0

y 2Z = |2|? = 22 + y? se obtiene

D —iFE
Tomando o = 5 ! € Cy B=F €R, se tiene la ecuacién que se queria demostrar.
D? E? D? E?
El radio de la circunferencia se deduce de F' = T+T_T2’ porloquer = T + T F,

y en términos de o y (3 es
r=yaa—f.
Ahora que se sabe que (2.3) representa una circunferencia, se puede sumar y restar a @ que es
una cantidad real, asi
Z+aoaz+az+0 = 0

Z+az+az+pftaa—aa =

Il
2
2l

|
@

zZztazt+az+aa
(z+a)Z4+a) = 1
. . _ D E . . .
Si se considera a w = —a = —5 iy la ecuacion de la circunferencia se transforma en
= = _ .2
(z—w)Z—-w) =|z—w| =1
que representa a la ecuacién de una circunferencia con centro w y radio 7.
Sien (2.3) se considera a w = Wy [ = ¢, entonces la expresion de la circunferencia se transforma
en
Z+wz+wz+c=0. (2.4)
La constante ¢ es nula si y sélo si la circunferencia pasa por el origen.
Si ¢ es nula, la expresiéon que denota a una circunferencia es zZ +wz +w z = 0, pero z = 0
satisface la ecuacion, por lo que pasa por el origen.
Por el otro lado, se tiene que si la circunferencia pasa por el origen z = 0 y al sustituir en (2.4),
se tiene como resultado que ¢ = 0.
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2.2. Rectas y puntos notables del tridAngulo.

Se mostrara como se obtienen las rectas notables de un tridngulo y los puntos de concur-
rencia haciendo uso de los complejos.
Se iniciara con la division de un segmento conocida la proporcion.
Dados dos puntos z; y z2 en el plano complejo, representados por o y (8 respectivamente, el
punto z que divide al segmento [21, 22| en la proporcion m : n esta dado por:
na + mp

= " 2.5
5 n-—+m ( )

Para deducir a z hay que formar la siguiente razon:

z—a m
B—z n

nz—na = mp—mz

(n+m)z = na+mp

_ na+mf

T Taym o

2.2.1. Mediatrices.

Proposicién. Las mediatrices de los tres lados de un tridngulo arbitrario concurren en un
punto llamado circuncentro.
Sean A, B, C los vértices del triangulo, representados por los complejos a, 3, v respectivamente.
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Al

ECR) il Crwl

Por la definicién de mediatriz de un segmento, se sabe que las distancias de los dos extremos del
segmento hasta un punto arbitrario z de la mediatriz son iguales; es decir, que para cualquier
z arbitrario sobre la mediatriz de [A, B] < |z — a| = |z — (], mientras que

|z —a| = |z — B| = |z — 7| & z es el circuncentro.

Mediatriz de [B, C|

(:-B) (F-B) = (=) (-7,

O Sea

B =hP=2(B-7)+z(B-). (2.6)
Mediatriz de [A, B|

o> = 18> = 2 (@ = B) +Z(a = 5). (2.7)

Si z pertenece a la mediatriz de [B,C] y |A, B|, entonces sumando (2.6) y (2.7), se tiene
a2 =P =z (@-7) +z(a—1),

Lo que significa que pertenece a la mediatriz de [A, C].

Otra forma alternativa para la deduccién de las mediatrices.

Ao

BCRI=B(R) s Oy = Cy)
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Se pretende deducir la mediatriz de [B, C], y para ello se asumira sin perdida de generalidad,
que [B, (] se ubica sobre el eje real. La mediatriz de dicho segmento contiene al punto z que
equidista de 3y «y, por la suposicién Z, también equidista de 3 y 7, por lo que AzB3yy AZ 3 7
son congruentes en orientacion inversa.

Pero AzB3vy ~ AZ % 3 son congruentes en orden directo

s 2(B-7)+z(B—7) =|87— |1, es la mediatriz de [B,C]

De manera anéloga para deducir las mediatrices de los lados CA y AB que son:

2(7-@)+z(y—a) =’ ~|af
z(@=0)+z(a—p) = la|? — |32, respectivamente.

Al sumar las mediatrices AB y BC

z(@—p0) +z(a—p) = o> — |8
2(B-7)+z(B-7) =8> - |?

z@-7)+z(a—7) =laf - %
equivalente a:
zF-a)+z(y—a) = —|af

Al sumar dos de las ecuaciones que representan a las mediatrices resulta la tercera, implica
que la solucién de dos cualesquiera de estas ecuaciones automaticamente satisface la tercera.
En otras palabras, la interseccién de dos cualesquiera de las mediatrices pertenece a la tercera
mediatriz.

Al resolver el sistema formado por dos de las ecuaciones de las mediatrices se obtiene el
punto de concurrencia llamado circuncentro denotado por z.
Para la mediatriz de [C, 4]
c(F @) +Z(y—a) = o

_hPP=leP-Z(y—a)
y-a '

=z

(2.8)

Para la mediatriz de [AB]

z(@=p)+z(a—p)=af - [P
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(2.9)

Sustituyendo (2.9) en (2.8)

al? =18 —z(@-3
hP—aP—(" BF = m)w—a>

a—p
z = 7_6
_ (@=B) (W~ loP) — (loP ~ 182~ = (@~ B)) (v~ a)
(a-5) (7 - a)

zla=B)F-a)—z(@=p)(v—a)=(a=5) (I —laf?) = (y =) (lal* - 15)

a2 (8 —a —~+a) + |8 (v~ a) + 1 (@~ B
(0—B) G- (@ B)(r-a)

o2 (8 =) + 18 (v = ) + 1y (o = )
a(B-7)+B(—a)+7(a—p)

Si se supone que los vértices se encuentran sobre la circunferencia unitaria, entonces los mo-
dulos de dichos vértices son iguales a la unidad, y en consecuencia

B+ =)+ (a=p)

z= = =0,

aB-7+00-—a)+7(@=p)

su circuncentro seria el origen.

2.2.2. Medianas.

Sea ABC un triangulo, en donde los vértices son representados por «,f3,~v; A’B'C’ los
puntos medios respectivos de los lados opuestos a los vértices. Se demostrard que el punto G,
representado por z, que divide al segmento AA’ en la proporciéon 2 : 1 satisface la relacion:

2= (@t0+7)
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p A

Afo)

E(p)

B+

Utilizando la ecuacion (2.5), se puede determinar el punto medio A’: ; utilizando nueva-

mente la ecuacion (2.5) con proporcion 2 : 1 para AA’, se tiene que:
a+2 (ﬁ i 7)
2
241

= S(@+p+9)

Este resultado se mantiene invariante al considerar la mediana BB’ o CC’. Como se sabe
tal punto es conocido como baricentro o centro de gravedad del tridngulo ABC'.

Es facil deducir las ecuaciones de las medianas, ya que se conocen dos puntos que se ubican
sobre cada una de éstas.
La mediana AA”:

z z 1

a [ 1:0
B+~ B+7 1

2 2

o2 ) b () o5

La mediana BB’:

z z 1

B [CAN |
a+y a+7y 1

2 2



O G B (GO R G It

La mediana C'C":

z z 1

v A
a+pf a+p 1

2 2

O I ICURICD S

Al sumar cualquiera dos de estas ecuaciones se obtiene la tercera, esto implica que la solucién de
dos de estas ecuaciones automéaticamante satisface la tercera, en otras palabras la interseccion
de dos medianas pertenece a la tercer mediana.

Simultaneando dos de estas ecuaciones, se obtiene el centro de gravedad conocido por:

z=%m+ﬁ+w

Problema. Sobre los lados AB, BC,CA del triangulo ABC' se construyen los tridngulos
semejantes ADB, BEC,CF A, con la misma orientacién. Se probara que los tridngulos ABC
y DEF tienen el mismo centro de gravedad.

20 o(c) A(e)

Ala) B(b)

Did)

Denotando con las letras mintsculas las coordenadas de los puntos dados.
Por hipétesis los triangulos ADB, BEC,CF A son semejantes con la misma orientacion, por
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lo que la razén de los complejos es constante

Z_d—a_e—b_f—c
b—a c¢—b a-—c

, €n consecuencia

d=a+(b—a)z,e=b+(c—b)z, f=c+ (a—c)z

d+e+f = a+bz—az+b+cz—bz+c+az—cz
= a+b+c

d+e+f a+b+c

Entonces,
3

, asi se tiene que los tridngulos ABC y DEF tienen el mismo

centro de gravedad.

2.2.3. Alturas.

Definicion. El producto real de los ntimeros complejos a y b, es el nimero dado por
1, _
axb= 3 (ab—l—ab)
Es de observar que la definicion se refiere al producto punto definido en 1.2.7.

Proposiciéon 1. Para todos los nimeros complejos a, b, ¢, z se tienen las siguientes rela-
ciones:

1. a*xa=|al%

2. a*xb="0b=xa; el producto real es conmutativo.

3. ax(b+c)=axb+ axc el producto real es distributivo con respecto a la adicién.

4. (va) xb=a(a*xb) =ax(ab) ,Va € R.

5 axb=0siyso6losi OA | OB. donde A tiene coordenada a y B tiene coordenada b.
6. (az) * (bz) = |2|*(a * b).

Nota. Suponer que A y B son dos puntos con coordenadas a y b. Entonces el producto a *b
es igual a la potencia del origen con respecto a un circulo de diametro AB.

. . a+b o
Si M es el punto medio de [AB], este se representa por — que coincide con el centro del

1 1
circulo, y 7 = §AB = §\a — b| el radio del circulo. La potencia! del origen con respecto al

circulo es

! ver anexo
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Para la propiedad 1.

Por definicién a * b =

Si b = a entonces

OM? —r?

(CLE + bﬁ)

| =

Para la propiedad 2.

a+b|2_’afb‘2
2

B (a—l—b)(&—l—g)_(a—b)(d—b)
B 4 4
_ ab+lba
B 2
= axb
r,
axa = §(aa+aa)
. %(26@
= aa
= laf?
1, -
bxa = 5(ba—i—ab)
= 5 (ab+ ba)
= axb
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Para la propiedad 3.

a*xb+axc =

L NI RNI RN RN~

Para la propiedad 4.
aab + b (aa )
aab + ba a), aeR

1
N
1
3
1 b+ b
E(aa + aa)
1
a§ (ab—i—ba)
(

= afaxb)

ax(ab) =

Para la propiedad 5.

axb=0 < ab—zkba:

< ab+ab=0
< ab+ab=0

< ab es imaginario puro, ab = ki

(bb) = ki, lo que significa que ab es imaginario puro, por lo que a L b.
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Para la propiedad 6.

(a2) < (b) = = ((a2)(b2) + (b2) (@)
(azEE + bza E)

(aEzZ + bdzE)

NN =N =N

= —(2%) (ab+ ba)

1 T g
= §\z|2 (ab + ba)
= [z]?(a*D).

Proposicion 2.
Si A, B,C, D son cuatro puntos distintos representados por los complejos «, (3, y, € respectiva-
mente, entonces son equivalentes:

1. AB1CD;
2 (B a)+(y—0)=0;
) f-a es imaginario puro, equivalente a %(ﬁ — a) =0
v —40 y—0
Prueba:

1. & 2. Tomando los puntos M (3 — a) y N(6 — ) tales que OABM y OCDN son paralelo-
gramos. Se tiene que ABLCD siy s6lo si OM LON.

il

Dig)

A B (5

,-'Cjij’P,—*”'”’-

pe et
Gt

0 M(G - o) =%

Es decir, (6 — a) * (6 — ) = 0, usando la propiedad 5 del producto real.

63



2. < 3. Se obtiene de la definicién del producto real.

(B=a)(y = 6) + (8- a)(7-0))
B=a)r—0)+(F-a)r—0))

2R((B — @) (v = 9)))
B—a)(y—0)) =0« (6 —a)(y—0) es imaginario puro.

—

(B-a)s(y—6) =

/

—

LI~ —=No -

—~
~~~

Se cuenta con una buena herramienta para obtener las ecuaciones de las alturas de un
tridngulo.

Sean A, B, C'los vértices del tridngulo ABC representados por los ntimeros complejos «, 3,y
respectivamente, y H el punto de concurrencia representado por el complejo z.

Al

Bl'ﬁ'l'r ¥

Usando el producto real de nimeros complejos, las ecuaciones de las alturas ha,hp, ho del
tridAngulo son:

ha:(z—a)*x(B—7)=0
hg:(z—08)*x(y—a)=0
he:(z—7)*x(a—p)=0

Que también pueden ser expresadas como

—_

ha:5[E=a)B=n+(E-a)(B-7)] = 0
(B=Nz+(B-F)z-B-va-(B-7)a] = 0
B-=Nz+B-7)z-B-ya-(B-7a = 0

ha:(B=7z+(B-7)z=@-7a+(B-7)a=0
Al desarrollar el mismo proceso para las alturas restantes se tiene que:

t@-yz=(@=y)B+@-7) =0
+(@-pB)z=(a-p)y+(@—-B)y=0

DN | =
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Al sumar cualquiera dos de estas ecuaciones se obtiene la tercera, esto implica que la solu-
ciéon de dos de estas ecuaciones automaéaticamante satisface la tercera, en otras palabras la
interseccion de dos alturas pertenece a la tercer altura.

Al simultanear dos ecuaciones de las alturas, se obtiene el ortocentro que estéd dado por:

o2 (8 =) + 18P (v = @) + (o = )
36— +B(-a)+7(—B)

z=a+B+y—2

z = a+ [+ 7 — 2(circuncentro).

Si se supone que los vértices se encuentran sobre el circulo unitario, se tiene que el ortocentro
esta en:
z=oa+[+7.

2.3. Abplicaciones de los complejos a la geometria.

2.3.1. Teorema de Napoleodn.

Teorema 2.3.1 Sobre los lados de un tridngulo cualquiera se construyen exteriormente (o
interiormente) tres tridngulos equildteros. Entonces los circuncentros de estos tridngulos son
vertices de otro tridngulo equildtero.

La prueba se desarrollara construyendo los triangulos equiléteros externos sobre cada uno
de los lados del triangulo dado.
Sea AABC dado y a, 3,7 los nimeros que representan a los vértices, sean los circuncentros
01, 02,05 de los tridngulos exteriores.
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Por propiedades de semejanza bajo la misma orientacién, se tiene que A6y 3 ~ A0l w

01

€ = O

1
0% 1{=0
I} 1

& 1-wh+(wy—0)=0

<~ el_ﬂ—wv.
l1-w
Anéalogamente, Afsay ~ A0l w
6 0 1
& a1 11=0
v w 1




Y, Ab38a ~ A0lw

)
e ™ P
£ = o

1

1/ =0

1

& (1-w)fz+ (wf—a)=0

o Qsza—wﬁ

1—w '

En la seccion de semejanza se vio que el Afy 05 03 es equildtero si y soélo si cumple la relacion
01 + wby + w293 =0.

1

01+ why +w?03 = (— (8 — wy) +w(y —wa) + w(a —wh)]
= i[ﬁ—w7+w7—w2a+w2a—w3ﬂ},w3:1
1
= E[ﬂ—m
1
= 1=

= 0.

Por lo tanto, 67 6 A3 son los vértices de un tridngulo equilatero.

2.3.2. Teorema Ptolomeo-Euler.

Definiciéon: Si un cuadrilatero tiene sus cuatro vértices sobre una circunferencia, se dice
que es cuadrilatero ciclico.

Teorema 2.3.2 (Ptolomeo - Euler) Para un cuadrildtero cualquiera ABCD se cumple la
relacion (AB)(CD) + (BC)(DA) > (AC)(BD), y se cumple la igualdad si y sélo si ABCD es
un cuadrildtero ciclico.

La siguiente figura muestra un cuadrilatero ciclico a, 3,7, 6. Ptolomeo descubrié que la suma
de los productos de los lados opuestos es igual al producto de las diagonales.
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Al

P

L '

- 1

_T “

_--" b
) x
- .
j\!...l....li:

oY)
Para cuatro ntimeros complejos «, 3,7, 0 la identidad

(@a=P)(v=0)+(a=0)(B—7)=(a=7)(B-0)

es facil de verificar, al desarrollar los productos.

(a=B)(y=0)+(a=0)(B-7) = ay—al—pBy+p0+aB—ay—058+06y
aff —al — By + 0y

= a(f—-0)—~(B-0)

= (a—7)(B-0).

Por la desigualdad triangular, se tiene

la = Blly =0l + [a = 0]|8 = 7| > | = ~]|53 = 0],
lo que prueba la desigualdad.

En el caso de la desigualdad triangular, |21 + 22| < |z1| + |22/, la igualdad ocurre si y s6lo

. A1 , - C .
si — es un namero real positivo (con tal de que 2125 # 0). Por lo que la condicion para que se

22
(= B)(v—0)

cumpla la igualdad en el teorema es que: ———————= sea un numero real positivo.
(a—0)(6—7)

Pero,
— -0

(o= By ) es un nimero real positivo.
(@ =0)(5—7)

& a- ﬂ/ﬁ — 7 es un ntmero real positivo.
a—0"~v—0

& a- 5/7 — g es un namero real negativo.
o —

7  mod 27.

o i) (i) (i)
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La igualdad fue descubierta por Ptolomeo (85 — 165 a de C.), mientras que el caso general
fue encontrado dos mil afios mas tarde por Euler (1707 — 1783).

La expresion (a,v; 3,0) = (a _g
 —

)/ (%) es llamada razon cruzada de cuatro puntos?.
N —

2.3.3. Teorema de Clifford.

Antes de entrar al teorema de Clifford, se establecera la siguiente proposicion.

Proposicién. Los puntos My, Ms, M3, M, todos distintos y representados por los complejos
21, 22, 23, 24 respectivamente son ciclicos o colineales si y soélo si

23 — 22 Z3 — 24
k= e R—-{0}.
<21_22>/<21_Z4> { }
Como preambulo se desarrollaran algunas propiedades con cuadrilateros ciclicos.

Cualquier estructura ciclica tiene (n — 1)! arreglos diferentes, asi el cuadrilatero ciclico tiene
(4 —1)! = 3! = 6 arreglos diferentes.

Es de recordar que, un cuadrilatero es ciclico si y sélo si la suma de los angulos internos
opuestos suman 7. Este resultado se deriva de la propiedad que dice, la medida de un angulo
inscrito es igual a la mitad de la medida del angulo central, asf

Z/AOB + /BOA = 2r
Z/AOB + /BOA _

a1 + g = .

2

Otra propiedad, un cuadrilatero es ciclico si y s6lo si la suma de los dngulos externos opuestos
suman 3.

2mas aplicaciones en el capitulo III
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/ ’
o)+ o1 =21 = oy =21 — oy,

o tay = (2m— o)+ (21 — ag)
= 4dr — (o1 + ag)
= 4dr—7
= 3.

Inicia la prueba de la proposicién. Primero se supondra que los cuatro puntos son colineales,
y se mostrard que la razén cruzada es un ntmero real distinto de cero.

Por hipotesis, los puntos My, Ms, Mg, My, representados por los complejos z1, zo, 23, 24
zZ3 — 29

respectivamente, son colineales si y s6lo si e R - {0}
zZ1 — %9
23— 2
s : €eR - {O} )
21— 24

por lo que al formar el cociente de cantidades distintas de cero, se tiene que:

(222)/(222) =kem-0.

Ahora, se supondré que son ciclicos, y se mostrara que la razén cruzada es un nimero real
distinto de cero.

Se considerara el caso My, Mo, M3, My que es cuando estan en orden. Entonces My, Mo, Mg, My
son ciclicos si y solo si ZMyMyMs + £ My MyMs € {m,3m}
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L AEY

Milz3)

Miizq)

Mylsg)

que es,

arg k = arg <Z3 — Z2> + arg <Z1 — Z4> € {m,3r}

21 — 22 23 — %4

argk = arg <zg — z2> +arg (21 — z4) —arg (z3 — 24) € {m, 37}
1— 22
Z3 — 29
argh = arg( ) ~ (arg (25 — 1) — a1 (=1 — 2)) € {m, 37)
Z1 — %9
arg k = arg <23 — Z2> — arg <23 — Z4> € {m,3r}
21 — 29 21 — 24

es decir que, al expresar a k en forma polar, el argumento siempre es {, 37}, por lo que k < 0.

Otro de los casos que se consideraré, es My, My, Mo, M3. En donde
ZM1M4M3 = ZMlMQMg mod 27

como lo muestra la siguiente figura.

Y esto se da si y sélo si,
Z1 — %4 zZ3 — 292
arg = arg
Z3 — %4 Z1 — k9

arg k = arg <z3 — Z2> — arg <21 — z4> = {0,27}
21 — 29 23 — 24

es decir que, al expresar a k en forma polar, el argumento siempre es {0, 27} y por lo tanto
k> 0.

71



A ;';[ iy

_1|4'r3I:;'3:|

Las pruebas restantes son analogas, son tres casos en donde k£ > 0 y tres para k < 0.

Nota:

= Los puntos My, Ms, M3, My son ciclicos si y sblo si

= (222) /(222 ) er-0), pao P2 gry B gg

21— 22 21— 24 21— %2 21— 24

el argumento de porque no puede ser un real es: si es un real distinto de cero, los puntos
estarfan colineales; para que el cociente este definido el divisor tiene que ser distinto de
cero, pero a la vez el dividendo no puede ser cero ya que, k € R — {0}.

Por ejemplo, las imégenes geométricas de los ntimeros complejos 1,4, —1, —i son ciclicas. Efec-

1o 1
tivamente la razon cruzada k = < Z) / < i Z) =—-1eR—{0},

1—i 1+
—i Lt

claramente — ¢ R .
1+

Teorema 2.3.3 (Teorema de Clifford.) Dadas cuatro circunferencias en el plano Cq,Cs, Cs, Cy,
sean C1 y Cy intersectadas en z1 y wy, Co y Cs intersectadas en zo y wa, Cy y Cy intersectadas

en z3 y ws, Cy y Cq intersectadas en z4 y wy, entonces los puntos z1, z2, 23, 24 son ciclicos si

y solo si wy,we, w3, wy son ciclicos.
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Prueba:

Por la proposicion anterior, se puede formar las siguientes razones cruzadas.

. _ Z1 — %9 w9 — Z9 _ Z1 — %9 Z1 — W1
(1,2, wn) = (2 22) (222 = (22 2
zZ9 — Z 29 — W
(22, w3; 23, w9) = (2— 3 22y,
w3 — 23" w3 — wa
z3 — Z. 23 — W
(23, wa; 24, w3) = (——2 S 3
W4 — 24" W4 — W3
24— 2 24 — W
(24, w1; 21, wy) = (—2 )
w1 — 21 w1 — w4
Por lo que,
(21, wo; 22, w1) (23, W4; 24, W3)
(22, w3; 23, w2) (24, w1; 21, W4)
21 — k2 ;21 — W1 23— 24 ,23 W3
. W2 —Zp W —W1 W4 — 24 W4 — W3
- 29 —Z3 ,29 — W9y 24 — 21 ,24 — W4
W3 — 23 W3 — Wy W1 —Z21 W1 — W4
(Zl—ZQ wg—wl) (2’3—24) w4—w3)
_ (w2 —29) (21 —w) (4—24)(»’33— )
(zz—zg)(w3—w2) (24 — 21) (w1 — wa)
(w3 — z3)(22 —w2) (w1 — 21)(24 — wa)
_ (21—Z2)(1U2—w1)( 3 — 23)(22 —w2) (23 — z1)(wg — w3) (w1 — 21)(24 — wy)
(w2 — 22)(21 — wi)(22 — 23) (w3 — w2) (ws — 24)(23 — w3) (24 — 21) (w1 — wa)
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21 — 22) (w1 — wa) (23 —ws3) (22 — w2) (23 — 24)(ws — wa) (w1 — 21)(wy — 24)
z9 — wg)(wl — 2’1)(2’3 — 22)(w3 — ’wg) (w4 — Z4)(23 — wg)(21 — 2’4)(201 — w4)
)
)

_ (51— 2)(wi —wa) (23 — z4) (w3 — wa)
(z3 — z2) (w3 —wa) (21 — z4) (w1 — wy)
_ (a1 —=)(z—2) (w1 —wy)(ws — w4)
(23 — 22)(21 — 2z1) (w3 — w2)(w1 — wy)

B 21—22/21—24 wl—wz/wl—w4
23— 22 23— 24 w3 —wy' w3 — Wy
= (z1,23;22,21) (w1, ws;wa,ws)

en vista de que el producto de cocientes de cantidades reales distintas de cero, se puede expre-
sar como un producto, dichos factores tienen que ser reales distintos de cero, por consiguiente
(21, 23; 22, 24) es real distinto de cero si y solo si (wy, ws; wa, wy) es real distinto de cero.

Por la proposiciéon anterior, estan alineados o sobre una circunferencia.

2.3.4. Circunferencia de los nueve puntos.

Teorema 2.3.4 En todo triangulo, los puntos medios de los lados, los pies de las alturas y los
puntos medios de los segmentos acotados por el ortocentro y los vértices se encuentran sobre
una misma circunferencia.

Prueba:
Sean A, B, C los vértices del triangulo, representados por los nimeros complejos «, 3,
respectivamente.

i

Ala Big)

Sin pérdida de generalidad se tomara el tridngulo ABC inscrito en el circulo unitario y su
centro O se supondra en el origen del sistema de coordenadas. Se sabe que el ortocentro H es
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o =a+ (4. El punto medio N del segmento definido por el circuncentro y el ortocentro es
%, la distancia de % al punto medio A’ del lado BC es

|ﬂ+7_g|: ﬁ+7_a+ﬁ+ﬁ
2 2 2 2
= 5
2
= |§|| , por el hecho de que « pertenece al circulo unitario || =1
1
= 3

de manera similar la distancia de % al punto medio B’ del lado C'A es

"y—i—a a’_’ﬁ’_l
2 2! 202
y la distancia de % al punto medio C’ del lado AB es
222 2= 21=2
2 2" 202
v

o
La distancia de 5 al punto medio A" del segmento que une el ortocentro con el vértice A es
«o « 1 1
7 % =13 = —, similarmente la distancia de 7 al punto medio B” y C" es igual a —.
_|_
2 2 2 2
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Sea A el complejo que representa el pie de la perpendicular A” trazada desde A sobre el lado
BC, y sea o el punto de corte de la perpendicular con el circuncirculo, entonces o satisface:

.
ad L By, || =1,a#d

/

Por la proposicion 2 de 2.2.3, se puede decir de la primera condiciéon que es un imagi-

/ /

. deci a—a+a— 0
nario puro; es decir —— =0.
- B-%
1 1
, - =
a—« o o
Gy 1 1 =0
B
o —a
a—a o ~ 0
B—y B
By
a—ao o —a
FEZHT
B—" v— B ax
_ / A
a a+(a a)ﬂivl _ 9
B - B—v ax
_I
a— o +& 0
B - aa/
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a =% 0, se debe tener:

como

[678%

By
ao!
8y = —aa
/ By

« = —.

Las distancias del vértice B a o’ y a o son:

|ﬁa+ﬁv‘
(07
(a+7),
(0%

B+ 27 =
(07

= B

= 2@+

& 5]

= |=|la+],como — =1 se tiene
«

]
By
|6+ o o + 7],

lo=8l = [(a+B+7) -0l
= la+1]

por lo tanto, BC' es mediatriz y como consecuencia de esto, el pie de la perpendicular trazada
1
desde A sobre el lado BC es A = 3 (o0 + ). Y la distancia de % a \es

o +0 o 1

2 2 2

g
=211

o 1
De manera similar la distancia de 52 los pies de las alturas es =. Y los nueve puntos estan

1
sobre el circulo con centro en el punto medio de OH y de radio igual a 3
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En la figura, se denota por A’, B’,C’ a los puntos medios de los lados BC,CA, AB, por
A", B" C" los pies de las alturas y A", B"”, C""" los puntos medios de los segmentos AH, BH,CH
respectivamente. En otras palabras, quiere decir que, para todo tridngulo, los pies de las per-
pendiculares, los puntos medios de los lados y los puntos medios de los segmentos que unen el
ortocentro con cada uno de vértices, pertenecen todos a un mismo circulo, cuyo centro es el
punto medio del segmento que une el circuncirculo con el ortocentro y cuyo radio es la mitad
del radio del circuncirculo. A este circulo se le denomina circulo de los nueve puntos.

2.3.5. Teorema linea de Simson - Wallace.

Teorema 2.3.5 Sea P un punto cualquiera sobre el circuncirculo de un AABC, los pies de
las perpendiculares desde P hasta los lados del tridngulo son colineales.

Sin perdida de generalidad, se tomara el AABC inscrito en el circulo unitario, y los puntos
A, B,C, P son representados por los complejos «, 3,7, § respectivamente.

Al
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Si se asumume que la recta BC' se ubica sobre el eje real, la ecuacion de dicha recta es

z

g
o

B-7)z—@B-7z+(By—07) =0

1
1} =0
1

=2 Q|

G
=
=
®
=}
a.
o
=
=
@
o
=2
o
o,
@
0
c
@
=
|
\.P—‘
=l
I
@)
<<
2|
I

1
—, se tiene que
v

(3-2)-0-0ms (-3

By By
(=B z=Br(B-7)zZ=7"- 3
L, P _ =B +6
(v—15) (v—25)
z+Pyz=7+p (2.13)

La ecuacién de la perpendicular desde P a el lado BC' es

(y=8)x(z=0)=0

z (5—1—7_@*—7_53 =0
y-8 3-8
V=B =085 _
Z_6+ﬁ—’yz_ﬁ—’y5 =0
By By
z2—0—pyZ+By5 = 0
2 —[pyE=0— 6 (2.14)

Sumando (2.13) y (2.14), se obtiene la interseccion X ()

<a1—a+5—%3)

N | —

A= 3 (B +0-pm5) =

Similarmente Y (u) y Z(w) estan dadas por

1 1 o5
—Yarpro-am)=L(o1—yrs-T5
w=3(a Q =5 017 5
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Ahora X,Y, Z son colineales si y solo si

= w
A—w (ﬂ—i—’y—i-(S—ﬂ’yg)—(oH-ﬂ—i-(S—aﬁg)
p—w (v+a+6—ryad) — (a+B+6—apd)

v —a+ aBd — By

v — B+ afd —yad

2 (1) —a (1 F7)
(1—045)—5(1—045)

Y
_ - ( 539)
(v — — ad)
0 —
] ( .
N 0 —«
-9(55°)
_ (=9 (6-p)
(vy=8) (6 —a)
_ (@a=7)(B-9)
B—=7) (a—23)
_ a—7
- \B-7 / ( )
= (a,8;7,9)
A :: € R, o sea que X,Y, Z son colineales si y solo si («, 3;7,0) € R siy solo si a, 3,7,d son
(éLfCliCOS.

Se determinara la ecuaciéon de esta recta.
El pie X de la perpendicular desde P hacia BC' esta dada por
By

1
Z=2<5+’Y+5—>;Seaffl=a+ﬁ+% oy = Py +ya+af, o3 =aby

o

S
oy = ats
By + vya+ af

afy

Entonces z puede escribirse como:

(2.15)



1 g2 1 1 ad
7= (2242 2.16
5 2 <U3 (0% + ) 03> ( )
De (2.15) se tiene que
2z = (01—a+6—§>
ad
a+ = —2z2401+96
ad
25
oy oy
ad
a?6+03=(—2z+01+6)ad (2.17)
De (2.16) se tiene que
1 1
2% = <‘72—+—O‘6>
g3 « ) g3
1 ) 1
L
o3 o3 0
2
o3 + ) __25_'_@_’_1
(6703 g3 )
2 _ 0-2 1
o3+a‘d=|-2Z2+ —+ - | aos (2.18)
g3 1)
igualando (2.17) y (2.18) se obtiene:
1
0z — 03Z = 5 ((52—%01(5—02—%) (2.19)

Esta relacion es satisfecha por X. Ademés por la forma de o1, 09,03 la relacion es simétrica
con respecto a «, 3,7. Por lo tanto, esta relacion también satisface contener a Y y a Z los
pies de las perpendiculares desde P a los lados CA y AB respectivamente, por lo tanto esa
ecuacion es la que determina la linea de Simson - Wallace.

Teorema 2.3.6 Con las anotaciones del teorema anterior, sea Q) el otro punto de corte de

la recta PX con el circuncirculo del AABC, entonces AQ es paralela a la linea de Simson -
Wallace determinada por P.

Prueba:

Sea 6 el complejo correspondiente al punto @), se encontrara el valor de 6 en terminos de

(1,57’7,5.
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En el AQBC el ortocentro esta definido por R = 0 + 3 + v, se sabe que? BC' es mediatriz de
RP y que X es el punto medio de RP. Asi, RX = XP

A= (0+B+7)=0-\

0 = 22—6—B—~

= 2| (B+r+d-pB)| 6B -7

_ _bB
0
. — a—0
Se tiene que fa || pw < eR
w— p
By
a—0 _ Oé—'—?
wop o1 _afy L e
2<a+6+5 5) 2(7+oz+5 5)
ad + By
_ )
1 af Yo
2(6_5_ +5>
ad + By
21 ———=
()
B0 —af — 0 +ya
4]

3ver anexo, reflexién del ortocentro sobre un lado.
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2 (da+7p)

(B=7)(6—a)
_ 2(0a+0)+ 68 +ay—48—ay
(B=7) (0 —a)

dba+yB8+déB+ay  8+ay—da—9B
B=7)(0—-a) (B=7)(—-a)

§(ft+a)+r(B+a) d(B-a)=y(B-a)

(B=7)(0—a) (B=7)(0—a)
(6+7)(B+a) (=7 (B-0a)

B=710-a) B-7(@-a)

usando siguiente esquema, cuadrilateros ciclicos y la razoén cruzada, se establece porque
0+ +a
(B=7)(6—a)

de

se tiene que

(+7B+a)  (+a)(B+7)

@—a)(B=7) (=7 -a)

Por lo que al regresar a la ltima diferencia, se tiene como resultado un real distinto de cero.
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Teorema 2.3.7 La linea de Simson - Wallace de un punto P biseca al segmento entre P y el
ortocentro del AABC.

Prueba:
Sin perdida de generalidad se tomara el AABC inscrito en el circulo unitario, y los puntos
A, B, C, P son representados por los complejos «, (3,7, § respectivamente, al ortocentro H se
le asocia el complejo o.

Alg=y
Ala)

v B

FHlT)
L)
K(A)
Bi &) Ci¥i
><Ha.

Ze)

BlA)

La ubicacién del ortocentro esta dada por ¢ = o+ 3 + 7, entonces el punto medio de HP

1
esta dada por z = 3 (a4 B+ v+ 9). Ahora se verificard que este punto pertenece a la linea

de Simson - Wallace (2.19) cuya ecuacion es: §z — 03Z = % (52 + 010 — 09 — %)
1 1 19 1 1 1 1 1
d|5(a+B+y+0)| —oss(a+B+y+0) = 5[5 +(a+ﬂ+7)5]—503 <a+ﬁ+7+6>
1, 1 oo 1
= 3 (5 —1—0'15) 20'3 <03 + (5>
i 1 2 1 g3
= 5@ +00) =5 (2t 7)

Por lo tanto, la linea de Simson - Wallace contiene al punto medio de HP.
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Capitulo 3

Transformaciones.

3.1. Movimientos o isometrias.

Un movimiento es una transformacion del plano que conserva la distancia entre puntos,
es decir, que la distancia entre dos puntos se conserva entre la distancia de sus imagenes. En
otras palabras, son movimientos rigidos en el plano.

EI

Se verificara que con tres puntos no alineados un movimiento queda determinado de manera
Gnica:

Dados tres puntos A, B, C, y sus imégenes, A’, B’, C’; si se coloca un punto P variable
sobre el plano, se pueden determinar las distancias PA, PB, PC, nombradas por ry, 12, 73
respectivamente. Trazando las circunferencias con centros en las imégenes con los respectivos
radios, claramente, tres circunferencias no se pueden interceptar en mas de un punto (a menos
que sean la misma circunferencia, lo cual, no es el caso), por lo que P’ queda determinado de
manera unica.
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El proceso anterior es llamado Triangulacioén, y se ocupa para la navegaciéon, o para determinar
los epicentros de terremotos (suponiendo que la distancia recorrida es proporcional al tiempo
que tarda en llegar la onda a la estacion receptora).

Se supondré que se tienen dos puntos A y B y sus imagenes A’ y B’ tras el movimiento, y
que P es un tercer punto variable en el plano; se sabe que la imagen de P debe cumplir con la
siguiente condicion: la distancia entre la imagen de P y A’ como la distancia entre la imagen
de Py B’ debe ser igual a la distancias PA y PB respectivamente, que han sido llamados r y
R respectivamente, haciendo alusion a radios de circunferencias, en la figura se muentran los
puntos S y su reflexion T en la recta L através de A’ y B, que > son las tnicas posibilidades
para la imagen de P. Hay precisamente dos movimientos M y M, que mapean A, B en A,
B': M envia Pa S,y M envia PaT.
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Una distincién se puede hacer entre M y M al notar la orientacion de los adngulos. Todo
movimiento preserva la magnitud de los dngulos, pero M también preserva la orientacion de
los dngulos, mientras que M la invierte. A los movimientos que preservan la orientacion de los
angulos se les llaman directos y a aquellos que invierten la orientacién de angulos se llaman
indirectos. Asi rotaciones y traslaciones son movimientos directos, mientras que las reflexiones
son indirectos.

87



frasiacion

rof aciin

reflexion

Resumiendo: hay exactamente un movimiento directo M (y exactamente un movimiento
indirecto M) que mapea un segmento AB en otro segmento A’B’ de igual longitud. Es mas,
M es el movimiento M seguido de una reflexion en la recta A’B’.

Se demostrara que todo movimiento directo puede expresarse como una funciéon compleja
de la forma M(z) = ez 4 v.
En primer lugar se vera que toda funcién de esa forma es un movimiento. Si se toman dos
complejos cualesquiera z; y z2 tal que se conoce |z1 — 23|, debe cumplirse que
|M(z1) — M(22)| = |21 — #2|. Para toda funcion M de la forma antes mencionada, se tiene:

|M(21) — M(22)] = |(e”21 +v) — (2 +v)]
= |€”)|z1 — 2], pero se sabe que |e?| = 1,

= |21 — 22|, por lo que M es en efecto un movimiento.

Resta mostrar que las rotaciones, traslaciones o combinaciones de estas se pueden expresar
de la forma M(z) = ¢z + v.
Por lo que es indispensable conocer o dar a conocer un poco sobre las rotaciones y traslaciones
en el plano en terminos de funciones complejas.
Sea T, una traslacion en el plano por el vector v, en términos generales, el punto z es mapeado a
T,(2) = z+wv. El inverso de T, se escribira T, !, es la trasformacién inversa; formalmente, 7,
esta definido por T, 1o T, = e = T, o T, 1, donde € es una transformacion (llamada identidad)
que mapea cada punto en si mismo: €(z) = z. Ya que T,(2) = 2+ v,y T—(2) = 2z — v, es claro
que T, 1 =T_,.
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RY(2) = €"(2) es la representacion de una rotaciéon de angulo 6 y de centro el origen.

RY(z) denota una rotacion de angulo 6 y de centro a.

a

f—l

a =

En general, la rotacion RY(z) se puede representar por la traslacion inversa (de 0 a a), rotando
f alrededor de 0, y la traslacion de 0 a a:

Ri(z) = (taoR{ot,")

— (B[t (2))

— 1u(R(z—a))

= to(¢’(z —a))

= ¢%z—a)+a

= 2+ (a—ae?), a—ae? =v

= Y240
Se ha encontrado que la rotaciéon alrededor de cualquier punto puede ser expresada como una
rotacion alrededor del origen, seguida de una traslacion: RY = (¢, o Rg). Reciprocamente, una

rotacion de angulo a y centro el origen, seguida de una traslacién de w siempre puede reducirse
a una simple rotacion:

(tw o R§)(z) = tw(R5(2))

= ty(e"z)
1ot : fxet w
= %24+ w, w tiene que ser de la forma:w = ¢ — ce'® = ¢ = 7 -
—e
= R°

(¢

Se concluye, que todo movimiento directo puede escribirse de la forma M(z) = €z 4 v.

Teorema 3.1.1 Todo movimiento directo es una rotacion o una traslacion en caso excepcional.

Demostracion Geométrica:
Consideremos el efecto del movimiento sobre un segmento.

Caso 1: El segmento imagen es paralelo al segmento original. Este caso se subdivide en dos,
el primero es una traslacién,
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A

y el segundo es una rotacién de 7 con centro en O.

A

Caso 2: Si los segmentos no son paralelos, estos se prolongan hasta que ellos se encuentren
en un punto M, sea « el angulo entre AB y A’B’. Primero se trazara una circunferencia que
pase por A, M y A’, luego hay que recordar una propiedad elemental del circulo: la cuerda
AA’ subtiende el mismo angulo a para cada punto del arco AM A’. Luego, se denota por O al
punto de la interseccion de este arco con la mediatriz de [AA’]. Ahora se ve que el movimiento
directo que lleva AB a A’B’ es una rotacion de angulo « sobre O; para aclarar, A es rotado
hasta A’, y la direccion de AB se rota en la direccion de A’B’. En conclusion se tiene una
rotaciéon de dngulo «, de donde se observa que O es el centro de rotacion que transforma A en
A’y Ben B'.
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Un movimiento indirecto se define como la composicion de un movimiento directo y un
movimiento que invierte la orientacion de los dngulos (reflexion), el siguiente esquema es un
caso en particular:

B "

Rotacidn

i

B

El movimiento indirecto més usual en niameros complejos es la funcion conjugado, g(z) = Z,
por lo que un movimiento indirecto M queda definido de la forma

M(z)=(Mog)(z) = M(Z) =e?z+w.
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3.2. Similitudes.

Una similitud es una transformacién del plano que deja invariante las razones de las dis-
tancias.

a
x 524
~1
S(Zy)
ey
T N - e | B - Bt | N
|s(22) —s(z1)]  s(z3) —s(z1)]  [s(z3) — s(z2)|

Si las razones de las distancias tiene un factor r, entonces la similitud se denotara por S”.
Los movimientos son similitudes de razén unitaria (.5).
Una homotecia de razéon r y centro €2, H{, es una transformacién en el mismo plano P, tal que
la imagen de un punto p es p’, donde p’ se determina vectorialmente por:

. .

Q' =rQp=r(p—Q),

en términos de ntimeros complejos Hf(z) = r(z—). La siguiente figura, muestra que el centro
es un punto (el origen) fijo y aumenta el punto A del segmento [0A] por un factor r, sucede
igual con cada punto del rectangulo.

La inversa de una homotecia central, es otra homotecia central: (H})™' = H{.

Teorema 3.2.1 Toda similitud se puede expresar como la composicion de un movimiento y
una homotecia, S = H o M.
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En primer lugar se verificard que H o M cumple con la definiciéon de similitud.
Sin perdida de generalidad, se considerara a la homotecia central Hj = rz, y al movimiento

directo M(z) = ¢z + v.

S(2)

— (HoM)(:)
H(M(z))
r(e?z 4+ v)
= (re®)z+rv,

se considera a tres puntos no alineados y a sus imagenes,

= (re®)z +rv

= (re®)z +rv

= (re®)zs +rv

[(re?) 2y — (re'?)z|

[5(23) = s(=1)]

|22 — 21]
|(re)(zg — 21)|

|22 — 21

[rlle®]|22 = 2]
|22 — 21|

= I,

’(T‘@ie)Zg — (rew)zl\

|23 — 21|

de forma anéloga,

|s(23) — s(22)|

|23 — 21

|(re®) (25 — 21)]

|23 — 21

Ir||e||z5 — 21|
|23 — 21
= |r|,

](rew)z;), — (rew)zQ\

|23 — 22|

|23 — 22
|(re®) (23 — 22|
|23 — 22|
|7]le®]]z3 — 2

|23 — 22|
= |r|.

Por lo que cumple con la definicién de similitud, en vista de que el movimiento es directo, a
esta similitud se le denomina similitud directa (mantiene la orientacion de los dngulos tras la
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similitud).

- S -5
Si mantiene la orientacion de los angulos, se debe probar que arg (22 Zl) = arg <S(22)(Zl)
Z3— 21

S(z2) = S(=1))
e <s<3>—s<>> = arg(S(z) — S(=1)) — arg(S(zs) — S(=1)

= arg(re?z — re?z) — arg(ré’
arg(reie(ZQ —21)) — arg(rew(z;g —21))
[arg(rew) +arg(zg — 21)] — [arg(rew) + arg(z3 — z1)]

= arg(ze — z1) — arg(z3 — 21)

22— 2
= arg .
z3— 2

Al movimiento directo compuesto con una homotecia, también se le denomina rotacion
. . 0 . .
dilatativa D, de centro p, razén r y angulo 6.

0 0

z3 — e 21)

Si se considera que O es el origen de C, geométricamente la multiplicacién por un complejo

A = re" es una rotacion del plano a través de un dngulo 6 y una dilatacion del plano de razon

r, por este resultado, se dice que Dgt9 corresponde a multiplicar por re®:

Dg’g (2) = <T€i9> z= Az

Ahora, se haré la composicién de una homotecia central y un movimiento indirecto
M(z) =e?z +u.

S(z) = (HOJTI) (2)
= H(M(2))
= r(e?z+0)

= (re)z +ro,

—

se considera a tres puntos no alineados y a sus imagenes,

S(z1) = (re®)z+rv
S(z) = (re®)z+rv
S(z3) = (Teie) Z3 + v
[s(22) — s(z1)| _ |(re”)zm — (re”) 7]
|22 — 21 |22 — 21
e @ - )
|22 — 21|

0|50 = -
= WTHM, por la propiedad 2 de mo6dulo
29 — 21
|r|[z2 — 21
|22 — 21
= ‘Mv
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|5(23) — s(21)| |(re'?) z3 — (re') z1
|23 — 21 |25 — 21
|(re'?) (z5 — 71

|23 — 21]

0|5 — o
_ IrlleTlzs =21l propiedad 2 de médulo

|25 — 21
~rllzs = &
|-
= |,

|s(z3) —s(z2)|  |(re)z5 — (re®) 7|
|23 — 22 a |23 — 22
_|(re?) (7 — =)
B |23 — 22|

0|50 — o0
_ W, por la propiedad 2 de modulo
zZ3 — 29
Irllzs = 22|
|23 — 22|

= Irl.

Por lo que cumple con la definicién de similitud, como el movimiento es indirecto, a esta
similitud se le denomina similitud indirecta (cambia la orientacién de los angulos tras la
similitud indirecta).

Para ver que cambia la orientacién de los angulos, se debe probar que

arg (Z:Z) - <m>

arg (S(zz)—S(zl)) = arg(S(Zz) - S(Zl)) - arg(S(Z:s) - S(Zl))

0 0 0 0

= arg(re? 7 —re? 7)) — arg(re’ z3 — re? )
= arg(re”(z — z1)) — arg(re” (73 — 71))
= [arg(re”) + arg(z — z1)] — [arg(re”) + arg(z3 — 71)]

= arg(z —71) —arg(z — 71)
22— 21
= arg| ——|.
23— 2
Se hara tnicamente la revisiéon geométrica de las similitudes directas.
Si A’B’ y AB son paralelos pero las longitudes no son iguales, entonces se tienen dos casos
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en ambos casos se tiene que las rectas A’A y B’'B se interceptan en O. Tomando en cuenta
la semejanza de triangulos en estas figuras, se tiene que la fig. 1 es una similitud directa de
centro O, razén r y angulo 0 (DBO), mientras que fig. 2 es una similitud directa de centro O,
OA" OB
OA OB

razén r y angulo 7, en ambos casos r =

Nota: La homotecia central Hp,, es un caso particular de una rotacién dilatativa D89 donde
0=006m.
Otro de los casos, es que el segmento preimagen e imagen son no paralelos. Hay que considerar
la siguiente figura. Se tiene el segmento AB y su imagen A’B’, que se cortan en P. Se trazan
las circunferencias que pasan por A, Ay P,y por B, B’ y P, dichas circunferencias se cortan
en otro punto O. Se tiene que LAOA" = ZAPA’ por sostener ambos al arco AA’, mientras
que /BPB' = ZBOB’ por sostener el arco BB’, pero ademas ZAPA' = /BPB’ por ser
opuestos por el vértice, por lo que ZAOA' = ZBOB'. Por otra parte ZAA'O = ZOPB dado
que el cuadrilatero AA'OP es ciclico, y ZOPB = ZBB’O por sostener el arco OB, de donde
4A1/4’O = IABB’O. De aqui que los tridngulos AA’O y BB’O sean semejantes, y se tiene
% = g%, pero se observa que ZA'OB’ = ZAOB por lo que los triangulos OAB y OA’B’
también son semejantes y uno es la rotacion del otro con angulo «, por lo que O es el centro
de una rotacion dilatativa que transforma AB en A'B’.

En’

Con esto, se muestra que toda similitud directa es una rotaciéon dilatativa, ademés el mismo
proceso muestra como se construyen los centros de similitud O.
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Para demostrar que toda similitud directa puede ser expresada como una funcién compleja
del tipo S (z) = Az+ B A, B € C, se utilizard un camino similar al de los movimientos.
En primer lugar se vera que toda funcion de esa forma es una similitud directa. Si se toman
tres complejos no alineados cualesquiera z1, 22 y z3 tal que S (21) = Az1+B; S (22) = A22+ B
y S (z3) = Az3z + B sean sus respectivas imagenes.
Se tiene que

S(ZQ) - S(Zl) =A (22 — 2‘1)
5(2’3) — S(Zl) =A (Zg — Zl)
Si
1S(22) =S (z) | _ [All2 — 21| _ Al
|22 — 21 |22 — 21
1S (23) =S (z) | _ |Allzs — 21| _ Al
|23 — 21| |23 — 21| ’
entonces

1S (22) = S(2)| _ [S(23) = S(21)|

|22 — 21 |23 — 21

Cumple con la condicién de similitud, hay que demostrar que mantiene la orientaciéon de los
adngulos tras la similitud.

arg m = arg(S(z2) — S(z1)) — arg(S(z3) — S(z1))

= arg(Azy — Azy) —arg(Azz — Azp)

= arg(A(ze — z1)) — arg(A(zs — 21))

= [arg(A) + arg(zo — 21)] — [arg(A) + arg(z3 — 21)]

= arg(ze — z1) —arg(zs — 21)
z9 — Zl)

= arg(
z3 — 21

Y para terminar hay que verificar que toda similitud directa se puede expresar de la forma
S(z) = Az + B.
Del teorema 3.2.1, se tiene que toda similitud es la composiciéon de de un movimiento directo

y una homotecia.
Al considerar a la homotecia central H} = rz, y al movimiento directo M(z) = ez + v.

S(z) = (HoM)(:)
H(M(z))

= r(ewz + )

= (re)z +rv , (re®y=A,rv=RB
= Az+B

Por lo que S es en efecto una similitud directa.
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Ya que las similitudes directas tienen la forma S(z) = Az + B con A, B e C.
Si A =1, entonces S es una traslacion, S(z) =z + B

Si A#1,|A| =1, A=e? entonces S(z) = ez + B es una rotacién acompaiiada de una
traslacion.

Si |A| # 1, entonces S(z) = |A|e? 2 + B es una rotacién con dilatacion acompaiiada de una
traslacion.

Si A=1y B =0, entonces S(z) = z, es decir que todos los puntos son fijos.
Si w es un punto fijo de una similitud S, entonces S(w) = w
Sw)=wew=Aw+ B
w(l—A)=B
B

w=-——,A%#1, donde w es un nimero complejo que representa al centro de la similitud.

1-A
Se tiene que S(z) = Az+ By S(w) = Aw+ B, al efectuar la operacion S(z)—S(w) = A(z—w),
S(z) —w = A(z — w), es una homotecia y rotacion de centro w.

Por ejemplo, si se desea estudiar la transformacion S(z) = iz + 1, para cualquier z € C.
Se sabe que es una rotaciéon seguida de una traslaciéon con centro en el origen, por medio de
este ejemplo se tratard mostrar que se puede obviar la traslacién.

1
w =
1—14
144
2
= 3 + 5 ©8 el centro de rotacion, con esto se cambia al centro anterior y se obvia la traslacion
asi, S(z) — S(w) = (iz+1) — (lw+ 1)
: iy . m Lo
S(z) —w =i(z — w), es una rotacion de angulo — y centro w = 3 + B

El siguiente esquema ilustra el resultado obtenido.

Teorema 3.2.2 La composicion de dos similitudes directas es otra similitud directa.
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Sean S(z) = Az + By S'(z) = Cz + D dos similitudes directas
Al realizar (S0 5"),), se tiene

= S(Cz+ D)

= A(Cz+D)+B

ACz+ AD+ B haciendo que AC' = E'y que AD + B = F, entonces
= FEz+ F

(So S/)(z)

luego, se debe verificar (S’ o S),), también es una similitud
(S’ o S) S'(Az + B)

= C(Az+B)+D

= ACz+CB+ D haciendo que AC' = F y que CB + D = @, entonces

= FEz+G.

(2)

Se determinara la representacién compleja de una similitud, y se usard la notacion:
Sim(centro, razon, angulo).

b
Dado que Sim((1,0), 2, —5) = 5, entonces

S(z)=Az + B
S(w)=w=Aw + B
S(z) = S(w) =(z—w)A

Como w = (1,0), r =2, 0 = —%
S(z) =272 (2 —1) + 1.
3.3. Inversiones.
3.3.1. Inversiéon compleja.
1
Se considerara la aplicacion I : C — C, definida por I(z) = —. Dos observaciones son
z

importantes a destacar:
= La aplicacion so6lo esta definida sobre C*, es decir el complejo nulo no tiene imagen.

= La aplicacion es involutiva, es decir [ o I es la identidad de C*. Lo anterior significa que
Z=1z)= 1) ==z

En base a la observacion, se puede demostrar que:
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1. La imagen de una recta R por la inversiéon compleja es también una recta, si y sélo si la
recta R pasa por el origen. Se determinara un vector director de la recta imagen. También
se mostrara que si la recta R no pasa por el origen, su imagen por la inversiéon compleja
es una circunferencia que pasa por el origen con su respectivo centro.

2. Se mostrard que la imagen de una circunferencia C' que pasa por el origen segin la
inversiéon compleja, es una recta que no pasa por el origen de la que se determinard un
vector normal.! Ademas se demostrara que la imagen de una circunferencia que no pasa
por el origen es otra circunferencia que no pasa por el origen.

Pruebas: 1.

R es de la forma zw + zZw = 0, ya que pasa por el origen.

1
Por definicion I(z) = o= 2 € Imagen(R) & I(2') € R

1 1 zZw
7@+:w:7zwtzw:07 ZE#O
z z 4

Z w + zw = 0, es otra recta que pasa por el origen.
Ahora, si R no pasa por el origen, su ecuacion es de la forma (2.2), asi

11
—w+-w+2c=0
z Z

_ 2enz
zw+z7ﬁ+ 022207 ZA0

74

ZWH+ zw+ 2czZ2=0

Zw 2W

Z+—+—=0
* 2c + 2c
_ w _(w . . .
2Z + 2 (2—) +z (2> = 0, es la ecuacién de una circunferencia que pasa por
c c
el origen.

Por lo desarrollado en 2.1.3 se tiene que el centro es —QB.
c

2. Como la circunferencia C' pasa por el origen, es de la forma 2zZ+z2w+zw = 0, donde z € C

Lver seccién 2.1.3
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% =2 € Imagen(C) < I(Z') € C

N/1\ , 1_ 1 1+zw
() <>+w+w=+zw+zw20, 2Z#0
z z

z z 2z

14+Z w4 zw = 0, es la ecuacion de una recta que no pasa por el origen, donde el vector normal
es w.
Ahora, se considerara que C' no pasa por el origen, es decir que tiene la forma de (2.4), donde

zeC

1
Por inversion compleja — = 2’ € I'magen(C) < Imagen(z') € C
2

1 1 1 1 1+zw z
(3) (5)+im+wem TEEEEREE o mny
z z z z zZZ

14+Z W+ zw + zZc = 0, por hipotesis ¢ # 0

_zw ZwWw . . .
2Z + — 4+ — + — = 0, es una circunferencia que no pasa por el origen.
c c c

1 . 1 .
Por la inversion compleja, f(z) = —, la imagen de z = 7€ es el complejo 2/ = —e™%.
z r
Asi, el médulo de la imagen es el reciproco del modulo de z; mientras que su argumento es el

opuesto del argumento de z.

. 1
Sir > 1, entonces — < 1;
r
1
Sir <1, entonces — > 1;
r

. 1
Sir =1, entonces — = 1.
r

Segin esta operacion, si se considera el circulo unitario centrado en el origen del plano complejo,
los puntos del interior del circulo son transformados en puntos del exterior; los del exterior en
puntos del interior, mientras que los puntos sobre la circunferencia permanecen sobre ella.
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3.3.2. Inversion geométrica.

. . 1 . . . .
Se considerara la funcion I(z) = —, es facil verificar que segtn esta funcion, la imagen de
z

0 0

z = re' es el complejo 2/ = lei , en el que resulta tener el mismo argumento, pero su médulo
es el reciproco del modulo de z. A esta operacion se le llama inversion geométrica. Al hacer el
mismo analisis que la inversiéon compleja, la inversiéon geométrica intercambia el interior con el
exterior del circulo unitario, mientras que los puntos sobre la circunferencia quedan invariantes

por la transformacion.

Ahora, se verd comd esta operacion transforma rectas en rectas o circunferencias y las cir-
cunferencias las transforma en circunferencias o rectas.

Se demostrara que toda recta que pasa por el origen es transformada, segin la inversion
geométrica, en la misma recta; es decir, estas rectas quedan globalmente invariantes.

Prueba:

En vista de que pasan por el origen, son de la forma wz + wz = 0, por inversiéon geométrica

1
I(z) = =, la recta se transforma en W— + w— 20
Z Z z
1 1 wz wz 1 . . . o _
W=— + w— = —5 + — = —5(Wz + wz), como z # 0, implica que Wz + wz = 0, y por
T TR T RE T P
lo tanto,
_1 _ _
w— +w— =wz+ wz = 0.
Z z

Ahora se mostrara, en qué se transforma una recta que no pasa por el origen

(Wz + wz + 2¢ = 0), tras la inversion geométrica (I(z) = —):
z

—_

wz wz

W W + 2¢

Wz + wz + 2c|z|?
|22 ’

w— + wz + 2¢
z

como z # 0, implica que Wz + wZz + 2¢|z|> = 0, por lo desarrollado en 2.1.3, se sabe por que ¢

es un real distinto de cero, y |z|? = 27,
) s : w w_
asi, al dividir por 2¢, se tiene —z + —Zz + 2z =0,
. T 2c 2c
w (w ) = o
como — =(—)=w
2c 2¢c ’
w* z + w* Z 4+ zZ = 0 presenta la forma de la ecuacién de una circunferencia que pasa por el

origen.

Se mostrara, en qué se transforma una circunferencia que pasa por el origen
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1
z

)E

(Zz + wz + wz = 0), tras la inversion geométrica (I(z) =

11 _ 1 1 1 w z z
%;+w%+w; = W—FW'FUJW
1+ wzt+wz
a |22 ’

Como z # 0, implica que 1 +W z4+w Z =0, con 1 = ¢ es la forma de la ecuacién de una recta

que no pasa por el origen.

Para finalizar, se mostrara, en qué se transforma una circunferencia que no pasa por el
: _ _ : . : 1
origen (Zz + wz + wz + ¢ = 0), tras la inversion geométrica (I(z) = —):
Z

11 1 1 1 wz w2z  clz]?
- twztw-+tec = st st 5t 73
Zz |z 2 EERF PP

1+Wz+wz+clz]?

|22 ’

como z # 0, implica que 1 + w z + w Z + ¢|z|?> = 0, considerando al ntimero real ~ = k y
I c

kw = (kw) = w*, se tiene

k+w* 2 +w* Z+ |2/ = 0, es la forma de la ecuacién de una circunferencia que no pasa por

el origen.

Se considerara a dos puntos P, ) y sus respectivas imagenes P’ y @', donde los complejos
asociados a los puntos y a las imagenes son p, q, p’ y ¢/, respectivamente. Para demostrar que
los triangulos AOPQ y AOQ'P’ son semejantes.

@(q') Pip)
~ JD'I':I- )
Qg 8,

g
O
. 1.
— 7,619 / — 76z9
p y D ,
. 1.
— 56191, / — *6101
q q s



Para que AOPQ ~ AOQ'P’, debe cumplir con el siguiente criterio:

ZQOP = /P'0OQ)', lo cual es cierto ya que comparten el mismo angulo, y
/
q

PO _ 0 implica que se debe verificar que

Y _ T v p_
0oQ OoprP” q P
En vista de que ya se ha definido los complejos p, ¢, y sus imagenes, se sabe que

p_ re' _ fei(e—el) y
qg seh s ’
oL
4 _s T ie-o)
/
p Zeit S
T

Por lo tanto, AOPQ ~ AOQ'P'.

Sea C' una circunferencia que no pasa por el origen. Se consideran los puntos A y B,
extremos del diametro de C' que pasa por el origen y un punto P de la circunferencia C.
Se sabe que AABP es rectdngulo en P. Se demostrarid que los puntos iméagenes de los tres
puntos de la circunferencia C: A’, B y P’ forman también una circunferencia de diametro A’ B’.

De AABP, se sabe que ZAPB = 90°, y por la propiedad que la suma éngulos internos se
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tiene que v + 6 = 90°; por el resultado anterior, se tiene la semejanza:

AOAP" ~ AOPA

N OA  OP
orP 04
OA OP ,
= 0P — oA dado que ZAOP = ZP'OA

= AOAP ~ AOP'A
= /0AP = /OP'A =9

de igual forma, se tiene que

AOPB' ~ AOBPF

N opP OB

OB — OP

or OB _ '~ !
= o8 - op dado que ZPOB = /ZB'OP

= AOBP ~ AOP'B'
—~ /OBP = /OP'B' =~

Por hipotesis v + 6 = 90°, se llega a que ZA'P'B' =~ +6

Por la inversion geométrica, se sabe que una recta que pasa por el origen es transformada en la
misma recta, es decir que las imégenes de A y B estan ubicadas en la misma recta, ademaés se
sabe que, una circunferencia que no pasa por el origen es transformada en otra circunferencia
que no pasa por el origen, por lo que A’ y B’ estan diametralmente opuestos. Con este resultado
también se puede concluir que AA’B’P’ es rectangulo en P’.

Definicion. Sea 2 un punto fijo en el plano, y sea R un ntmero fijo positivo. Para cada
punto Q del plano se define su inverso @’ en el circulo de centro Q y de radio R considerando a

Q' como un Qo0 — 1O — IOl — P2
punto en el rayo QQ tal que ||QQ||||QQ’|| = |Q — Q||Q" — Q| = R?, donde Q # Q.

La inversion I puede ser definida de la siguiente forma: si z es un punto del plano cuya
distancia al centro de C' es igual a p, entonces su imagen es el punto 2’ de manera que la

direcciéon del segmento que une al centro con z’, sea la misma que la determinada por el
. . . R?
segmento que une el centro a z y cuya distancia al centro sea igual a —.
p
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Por la definicién anterior, se sabe que |z — Q||z’ — Q| = R2, y por hipétesis |z — Q| = p, lo cual
R2
implica que |2/ — Q| = —.

3.4. Proyeccion estereografica.

3.4.1. Punto al infinito.

Se recordara a la transformacién que produce la inversiéon geométrica, para introducir el
punto al infinito, se sabe que transforma a los puntos del interior en puntos del exterior y
viceversa, mientras que los puntos de la circunferencia permanecen invariantes.

Por la figura anterior y la inversion geométrica, se debe entender que la imagen del punto z es
el punto —, asi, entre mas proximo se esté del centro (cero), su imagen se aleja al infinito, es

razonable asignarle a la funcion f(0) = oo; por otra parte, mientras més alejados de la circun-
ferencia unitaria se esté, su imagen esta mas proxima al centro (cero), y también es razonable
asignarle a f(oco) = 0.

Se analizard qué pasa con la transformacion, si se desea invertir una circunferencia:
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En el esquema anterior, se denota por I a la circunferencia de inversién, I' a la circunferencia
a invertir. Como el punto A se encuentra en el interior de I, su imagen se ubica en el exterior,
como el punto B se ubica en el exterior, su imagen esta en el interior de I, y en este caso
solamente existen dos puntos que quedan invariantes, los cuales son los puntos de cortes entre
I y T, por lo que, los cuatro puntos imégenes estan situados sobre la circunferencia I, es de
recordar uno de los resultados de la inversiéon compleja, la imagen de una circunferencia que
no pasa por el origen es otra circunferencia que no pasa por el origen.

Una recta se puede interpretar como una circunferencia que se cierra en oo y cuyo centro
también es el punto al infinito, se puede ver como un caso particular de la inversiéon de una
circunferencia.

I

o

Por el esquema, se puede interpretar que, la imagen del centro (co) de T' es cero, el punto
que se ubica diametralmente opuesto a 0 en I' es co cuya imagen es cero, existen dos puntos
que quedan invariantes, los cuales son los puntos de cortes entre I y I', por lo que, los cuatro
puntos imagenes estan situados sobre la recta I, este es otro de los resultados de la inversion
compleja, que dice, si una recta pasa por el origen su imagen es otra recta que pasa por el origen.

Se ha visto que es conveniente incluir con el plano complejo el punto al infinito, y usar
los limites relacionados con él. El plano complejo junto con ese punto se llama plano complejo
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extendido.

Proyeccion estereografica. Con el fin de visualizar la correspondencia entre los puntos de
una esfera y los puntos del plano, se puede pensar que el plano complejo pasa por el ecuador
de la esfera unidad centrada en el origen (segun la siguiente figura). A cada punto z del plano
le corresponde exactamente un punto P en la superficie de la esfera. El punto P se determina
por interseccion de la recta que pasa por el polo norte N y por el punto z con la superficie
de la esfera. De igual forma, cada P sobre la esfera, excepto el polo norte N, corresponde a
un punto z del plano. Haciendo corresponder el polo norte N al punto infinito, se obtiene una
correspondencia uno a uno entre los puntos de la esfera y los del plano complejo extendido. La
esfera se llama esfera de Riemann, y la correspondencia se llama proyeccion estereografica.

\.\'
\'\.
\"\
P‘

Nota, observaciones importantes:
= El interior del circulo unitario es mapeado en el hemisferio sur de la esfera, y en particular,

cero es mapeado en el polo sur.

= Si se observa el ecuador de la esfera, cada punto del circulo unitario es mapeado en si
mismo.

= El exterior del circulo unitario es mapeado al hemisferio norte de la esfera, exceptuando
que N no es la imagen de ningiin punto definido en el plano.

Sin embargo, es claro que mientras z se mueva lejos del origen, P se mueva més cerca de N.
Esto sugiere fuertemente que N es la imagen estereografica del punto al infinito.

3.5. Transformacion de Mobius.

Una transformacion de Mébius? es un mapeo de la forma

w=T(z) = Zj_g (ad — be £ 0) (3.1)

2también conocida como bilineal, racional lineal, o transformacién homografica.
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donde a,b, c,d son constantes complejas. Este mapeo tiene muchas propiedades, en ellas se
encuentra una variedad de aplicaciones en el analisis complejo. A pesar de su aparente sim-
plicidad, las transformaciones de Mdobius se hallan en varias areas de matemética moderna
existente. Esto se debe en gran parte a su conexién intima con la geometria no euclideana.
Han pasado mas de 150 anos desde que August Ferdinand Mobius estudiard en primera
instancia las transformaciones que ahora llevan su nombre.

La ecuacion (3.1) puede ser expresada en otra forma:

az+b

= id (ad — bc # 0)
cwz—az+dw—-b=0 sic=A,—-a=B,d=C,-b=D,
entonces
Awz+Bz+Cw+ D=0 (AD—- BC #0) (3.2)

y reciprocamente, toda ecuacion del tipo (3.2) puede ponerse en la forma (3.1). Como esta
forma alternativa es lineal en z y lineal en w, o sea, bilineal en z y w, he de alli su otra de-
nominacion.

Cuando ¢ = 0, la condicion ad—bc # 0 para (3.1) se convierte en ad # 0, y la transformacion
se reduce a una funcién lineal no constante

b
T(2) = %z—i— g

Cuando ¢ # 0, la ecuacion (3.1) admite la expresion

az+b

cz+d

c(az +b)

c(ez+d)

acz + ad + bc — ad
c(ez+d)

a(cz +d) + (be — ad)

c(ez+d)

-2 (55) (1)

Nuevamente, la condicion ad — be # 0 asegura que no se trata de una funciéon constante.
La ecuacion (3.3) revela que, cuando ¢ # 0, una transformacion de Mobius es composicion de
dos aplicaciones.

T(z) =

bc — ad
c

1
SiZ:cz—i—d,VV:Z,entoncesw:%jL W (ad —bc #0).
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En general, las transformaciones de Mobius se pueden expresar en funcion de traslaciones
(ta), inversiones (I), homotecias (H), sean:

tal:(C — C
d
z z—l—; c,deC

to: C — C
z z+g a,ceC
c

I:C — C
1
z = -
z
H:C — C
d—b d—b
z —uz centro cero y razon —u, a,b,c,deC
c c

La composiciéon que se debe realizar para llegar a la transformaciéon de Mobius es:

(tro Holota)yy = falHI(:+ D)

= ta2 H(id)

(bc—ad) a
o d te
02(2 + E)

d
be — ad + c(z + E)a

d

62(2 + E)
bc — ad + acz + ad

2z +cd
c(b+az)
c(ez+d)
az+b
cz+d
Por la composicién, se puede decir que las similitudes son casos particulares de las trans-

formaciones Mobius.
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Ya que las transformaciones de Mobius estdn en funcién de traslaciones, inversiones y
homotecias, y dado que las traslaciones de rectas son rectas, como las traslaciones de circun-
ferencias son circunferencias; en las inversiones se pueden dar 4 casos, que se estudiaron en la
inversion geométrica (toda recta que pasa por el origen es transformada en la misma recta,
toda recta que no pasa por el origen es transformada en una circunferencia que pasa por el
origen, toda circunferencia que pasa por el origen es transformada en una recta que no pasa por
el origen, y toda circunferencia que no pasa por el origen es transformada en una circunferencia
que no pasa por el origen); y las homotecias transforman rectas en rectas y circunferencias en
circunferencias, por lo que se puede decir, que las transformaciones de Mobius transforman
rectas en rectas o circunferencias y circunferencias en rectas o circunferencias.

Al despejar z de (3.1), se llega a:
az+b

cz+d

(cz+d)w=az+b

s= TMD d—be £ 0) (3.4)
cw —a

con esto se tiene que, cuando un punto w dado es imagen de algtin punto z bajo la transfor-
macion (3.1), el punto z se recupera mediante la ecuacion (3.4). Si ¢ = 0, de modo que a y d
son ambos no nulos, cada punto del plano w es obviamente imagen de un punto, y sélo uno,
del plano z. Lo mismo es cierto si ¢ # 0, excepto cuando w = g, pues el denominador de la
ecuacion (3.4) se anula. Sin embargo se puede ampliar el domincio de la transformacion (3.1)
con el fin de definir una transformacién de M&bius sobre el plano z extendido de manera tal

a
que el punto w = — sea la imagen de z = oo cuando ¢ # 0
c

Para que T sea continua sobre el plano z extendido, debe (3.1) cumplir con®
T(00) = 00 si ¢c=0,
a d

T(oo):EyT(—E):oo sic#0

Cuando ese dominio de definicion se amplia de este modo, la transformacion (3.1) es una
aplicacion uno a uno del plano z extendido sobre el plano w extendido. Es decir, T'(z1) # T'(22)
siempre que z; # 22, y para cada punto w existe un punto z tal que T'(z) = w. Por lo tanto,
asociada con la transformacion T existe una transformacion inversa T~ que se define sobre el
plano w extendido como

T Hw)=z2eT()=w

De la ecuacion (3.4), se tiene

T w) = Y a—be £ 0)

cw—a
Es claro que 77! es ella misma una tranformacion de Mébius, con

T o0) = 00 si c=0,

3ver prueba €en anexo
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d
T_l(%) =00y T (c0) = — sic#0

Se determinaré cuédndo una transformaciéon de Mobius es su propia inversa.
Es decir, debe cumplir que: T(Tﬁl(z)) = Tfl(T(z)) = z.

az+b_ —dz+b

T(z)=T1(2) &

cz+d cz—a
Siz=0,
b b
Z__Z d=—
d a = a
Asi, T(z):az—i_b:T*l(z):ﬂ
cz—a —cz +a
Sib+#0,y c=0, existen dos casos:
az—>b —dz—b
T = =Tl ="2" b<0
() = = ()=—"— b<
b —dz+b
T(z) = “z; :T_l(z):ji: b>0

Mientras que si b = 0, también existen dos casos:

az —dz
T p— p— _1 p—
(2) cz+d (2) cz—a c70
az —dz dz
T = Z 7Yy =_2=== =
() = Z=1(n="222 =0

3.6. Razdén cruzada

En las aplicaciones de los complejos a la geometria, se hace uso de esta herramienta. Para
ser mas especifico en los teoremas 2.3.2, 2.3.3 y 2.3.5. Ahora, se retoma la definiciéon para
aplicarla en las transformaciones de Md&bius.

Dados z1, z2, 23 v 24 cuatro puntos distintos del plano complejo extendido. Se define su

razén cruzada por:
g1 — R2 23 — 24

(21, 23; 22, 24) =
21— 24 23— 22

En la definicién anterior, si alguno de los puntos es el punto oo, la fraccién que lo contiene se
z1 — 22

define por 1. Si en particular, se cuenta con el hecho de que z5 = 00, esto implica que ,
Z3 — 22
tiende a 1 cuando z9 tiende a oo.

Se sabe, que las transformaciones de Mobius son inyectivas, de manera que cuatro puntos dis-
tintos son enviados a cuatro puntos distintos. Se puede entonces preguntar por el cambio que
se opera en la razon cruzada de cuatro puntos, cuando se aplica a estos una transformacion de

Mobius. El resultado esté contenido en la siguiente proposicion:
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Proposicion 1. Si una transformacién de Mobius transforma 21, zo, 23 v 24 en los puntos
w1, we, w3 y wy, respectivamente, entonces (z1, 23; 22, 24) = (w1, w3; wa, Wy)

Prueba:
La prueba de esta proposicion, se logra con demostrar que la razén cruzada permanece in-
variante por traslaciones, rotaciones, homotecias e inversiones y que en consecuencia debe ser
invariante por las transformaciones de Mobius.

Sean
Rotaciones

Homotectas E(z) = Az

Rotacion Dilatativa {
Traslaciones D(z)=z+4+A
Inversiones I(z) = —

z

Por traslacion,

D(z1) = z1+A
D(z) = z2+A
D(z3) = z3+ A
D(zy) = 2+ A

si D(z) =20, k=1,2,3,4
b (z14+A) = (zu+A) (3+A)—(22+A)

= (21, 22; 23, 24)

Por rotacién dilatativa,

E(z) = Az
E(z) = Az
E(z3) = Azs
E(z4) = Az
si B(z) = 2, k=1,2,3,4
(P, 28 B oF) = Azy — Azg Azz — Azy

Az — Azy Az — Azo
= (21722;23724)

Ahora, por inversion,

I(z1) = 211
I(z) = 212
I(z3) = 213
I(z) = 214



sil(zg) =z, k=1,2,3,4

1 1 1 1
I _I..1 _I z z z z
(Zl y #3522 Z4) = 11 12 13 14

21 24 23 %2

21— k2 k3 24

—Z1%2 — 2374
21— R4 R3—R2

—Z1%4 —Z3%2

R124 2322 21 — 22 23 — 24

R1R2 23R4 21— R4 23— 22

g1 —R2 k3 — %4

21 — R4 R3 — 29
= (21,%2; 23, 24)

Como resultado, se tiene que la transformacién de Mobius preserva la razoén cruzada.

Ahora, se determinaré la transformacion de Mébius w = T'(z) que transforma z1, 22, 23 en
w1, W2, W3, respectivamente.
Se pretende determinar 7T'(z) en funcién de tres puntos zi, z9, z3, transformados en wy, wa, ws
através de razoén cruzada.

Z1 — k9 23 — X2 w1, — W2 w3y —w

21 — X 23 — 22 w2 — W w3 — W

Sea 21 — 22 =@, 23 — 22 = 3, w1 — w2 = 0, w3 —wa =y
sustituyendo,

alzz —z)  O(wz —w)

Blzr—2)  y(wz—w)

ay(z3wy — zz3w — wez + zw) = PO(wsz; — z1w — w3z + zw)
QYZ3We — yzZ3w — aywsz + ayzw = BOwszy — BOz1w — BOwsz + [Ozw
w(ayz — ayzg + 8021 — $0z) = z(aywy — fOws) + (B0wsz1 — ayzgws)

_ z(aywy — BOws) + (BOwsz1 — aryzgws)
ayz — ayzg + 30z — B0z

z(aywg — BOws) + (BOwsz1 — ayzgws)
Z(ay = B0) + (8021 — ayzs)

Con el siguiente ejemplo, se determinara a la transformacion de Mobius que proyecta el
disco |z| < 2 en |w| < 2y que lleva el 1 al origen, dejando invariante el -2.
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L)

—
]

g
-2

=

Por definicién de punto inverso, se puede conocer la imagen (punto simétrico) de z1, ya que
Z1%1s — 22, z1 = 1
Z1s = 4
asi,
z1=1 — w; =0
Zp=—2 = wg=—2

s =4 — wis ="

Al considerar

Por la definicién de punto inverso,
2
(z—20)(zs —20) = R
20 =0= 2z, = R?
pero z hace las veces de w; y 25 las veces de wis, de qui que
R2

W1s = =X

0

115



Por lo que el simétrico de cero en la circunferencia centrada es co, asi

1 — 0
-2 - =2

4 +— o0, por larazén cruzada

(z,—-2;1,4) = (w,—2;0,00)
z—1-2-4 w—-0 —2-00

2—4 —-2—1 w—00 —2-—0

z—1 w
2 = ——
z—4 2
z—1
= 4 =T
w po (2)
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Anexo

Potencia de un punto con respecto al circulo

Se demuestra que la potencia del punto O respecto a un circulo de centro M y radio r es
OM? — 2

B(b)

Ala)

0

)
S

-~ =3 . . . U
OA* OB como AB es diametro de la circunferencia, y ZBCA = 5 por
ser la proyeccion de OA sobre OB, se aplica el producto escalar de vectores

= (OM +MA) « (OM + MB)

= OM*xOM+OMxMB+ MAxOM + MA =« MB, por la multiplicaciéon de un
mismo escalar O—]\j * O—]\j = OM?

—_— — 2 7B A7 A :
OCx0OB = OM*+0OM % (MB—{—MA) + MAxMB como MB+ MA =0 se obtiene
= OM2—|—]\72*]\7§

B 9 _a+b _a+b
—OM—i—(a 2)*<b 2)

= OM?+
o,

2

—a+b
2
(ab) <ab>7 para a;bE(C y cuyo modulo es <a2b> =r

2
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Reflexién del ortocentro sobre los lados.

iz

La reflexion del ortocentro sobre cada uno de los lados del tridngulo cae sobre el circuncirculo.

Se desarrollaré la prueba para el lado AB. En este caso se considera la altura de A como
la de C, al prolongar la altura de C, se forman los tridngulos rectangulos AAFB y ABEC
que son semejantes. Dado que ZABC = ay ZAFB = 90° y por el teorema de los angulos
internos de un tridngulo, se tiene que ZFAB = 90° — «. Del triangulo AAEC, se sabe que
ZAEC = 90°, por lo que ZAED = 90°, es evidente que ZADC = ZABC = «, ya que sub-
tienden el mismo arco, por lo que de AAED, el /ZDAE = 90° — «; en este momento es mas
que claro que AAEH y AAED son congruentes, por lo que la reflexion de H con respecto al
lado AB es D, equivale a decir que F es punto medio de [D, H].

De forma anéloga se procede para los lados restantes.

Condicién que debe cumplir toda transformacién de Mobius.

Se demostrara que en toda transformacion de Mobius se tiene:

az+b
cz+d

T(z) = (ad — bc # 0)

lim T'(z) =00 sic=0
zZ— 00

lim T'(z) = a
c

Z—00
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lim T(z) =00 sic#0
z——2
Prueba:
a)
. az+b az+b
sic =0, lim = —
z—oocz4+d z—oo  d
b)
+b
(1/ —
sic#0, 1 az+b:h,m z _ 4
z2—00 CZ + Z—00 +£i c
z
y
b
+b “Td  ad—be
az+b , eT 7 -
lin, =g = Mm 2= = —oc0 yaque(ad—bc#0)
z—— e 4
: T
c
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Aplicaciéon de los nimeros complejos a la geometria en algunos
problemas de olimpiadas de matematica.

1. (Irdn, 1999) Sea el tridngulo ABC', con dngulo en B como C' mayor que % Se construyen
exteriormente los tridngulos rectangulos isésceles ABM y ACN, e interiormente el tridngulo
rectangulo is6sceles BC'P, de manera que /BAM = /CAN = /BPC = g Probar que el

tridngulo M N P también es rectdngulo isosceles.

M

B C

Es facil ver que los triAngulos ABN y ACM son congruentes por el criterio LAL; luego
BN = CM. Ademés, puesto que se puede convertir un tridngulo en otro mediante una rotacion
de centro A y angulo 7 (en el sentido antihorario), se sigue que BN y C'M son perpendicu-
lares. Si () es su punto de interseccién, entonces el cuadrilatero BCQP es ciclico, de donde
/PBQ = ZPCQ. Por lo tanto, los tridngulos BPN y C'PM son congruentes, pues PB = PC),
CM =BNy/ZPBN = /ZPCM. En consecuencia PM = PN. Finalmente, dado que se puede

transformar uno de estos tridngulos en el otro mediante una rotacién de centro P y angulo
m
—(en el sentido antihorario), se puede concluir que PM y PN son perpendiculares, esto es, el

tridngulo M PN es rectangulo isésceles.

Ahora, se considerara la figura en el plano complejo, y se colocara el origen en el punto P. Sin
pérdida de generalidad se supondra que A, B y C se recorren en sentido antihorario. A los
puntos A, B, C, M y N se le asignan los niimeros complejos a, b, ¢, m y n, respectivamente.
Si el punto P esta en el origen, entonces ¢ = bi.

n = a+an, an=i(ac
= a+i(ac), (a¢)=(c—a)
= a+i(lc—a), c=1b
= a+i(bi—a)

Asi mismo, m = a + i(a — b). Luego in = ia — (bi — a) = a +i(a — b) = m.
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2. (Irlanda, 1996) Dado el tridngulo ABC), se construyen exteriormente los triangulos isdsce-
les ABP y ACQ, con ZAPB = ZAQC = g Sea M el punto medio de BC. Mostrar que el

tridngulo M P@Q es también rectangulo isosceles.

Sean L y N los puntos medios respectivos de AB y AC. Es facil ver que Z/BLM = ZCNM.
Ademés, es claro que AL = BL = PL, y AN = CN = @N. Entonces los tridngulos

LPM y M@N son congruentes, ya que PL = MN, LM = NQ,y /MLP = g + £ZBLM,

ZMNQ = g + ZCNM. Por tanto, MP = M. Finalmente, dado que PL y AB son per-
pendiculares, y que AB y M N son paralelas, se tiene que PL y M N son perpendiculares;
asimismo se ve que QN y LM son perpendiculares. En consecuencia M Py M@ también son
perpendiculares, esto es, el tridngulo M PQ es rectangulo isosceles.

Ahora se considerara a la figura en el plano complejo, y se le asignara a los puntos A, B, C,
L, M, N, Py Q los complejos a, b, ¢, [, m, n, py q, respectivamente. Sin perder generalidad
se supondré que el tridngulo se recorre en sentido antihorario.
Al rotar en g el segmento [LA], se obtiene el segmento [LP], vectorialmente, se tiene

— —
Ilp = ila
p—1 = ila-1)
b
p = l+i(a—1), z:“;
B a+b+( _a+%
po= i(a 5
a+b _a-—b
p = (——)
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Con la misma idea, de que al rotar el segmento [NC|] en g, se obtiene el segmento [NQ)], se

tiene que
.
ng = incé
g—n = i(lc—n)
qg = n+ilc—n), n:a;C
a+c i a+c)
= i(c—
7 2 2
at+c ,a—c
¢ = — —il—~)
. b+ c
Dado que M es punto medio de [BC],m:?,yen base a esto,
—
mp = p—m
a+b+.(a—b) b+c
= Z p—
2 2 2
a—c ,a—0b
= 5 Til—5)
.
mqg = q—m
a+c _a—c b+c
= i -
2 2 2
a—b a—c
= — —il—5)
2a% +b? + ¢ — 2ab — 2
Al sacar el médulo, se garantiza que son iguales e iguales a @t +C4 a ac,resta
verificar que al rotar uno de los vectores, se obtiene el otro.
) L,a—b a-—c
e )
a—c _,a—b
5 + ( 5 )
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3. (IMO 1977) Sobre los lados del cuadrado ABC D, se construyen interiormente los trian-
gulos equilateros ABK, BCL, CDM y DAN. Probar que los puntos medios de los cuatro
segmentos KL, LM, MN, NK, junto con los puntos medios de los ocho segmentos AK, BK,
BL,CL,CM, DM, DN, AN, son los 12 vértices de un dodecagono regular.

D &
H
L -4K------ A N
M
A B

Se denotaré a los puntos medios de los segmento LM, AN, BL, MN, BK, CM, NK, CL,
DN, KL, DM, AK, por Pl, PQ, P3, P4, P5, PG, P7, PS, Pg, PlO, PH, P12, respectivamente.

I [
K
Lo -qH------ A N
Py :
B
M
A B
Se probara que el dodecagono Py, Ps, Ps, ..., Pio es regular. De BL = BA, se tiene que

AABL es isosceles, por angulos complementarios ZABL = 30°, en consecuencia /BAL = 75°
y es claro que ZDAL = 15°, de forma similar ZDAM = 75° por ser AM y AL las bases de
tridngulos is6sceles congruentes, y de alli que Z/LAM = /DAM — /DAL = 60°.

= BL es mediatriz del segmento AK; lo cual implica que

AL = LK; (3.5)
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= DM es mediatriz del segmento AN; lo cual implica que

AM = MN; (3.6)

AALK y AAMN son congruentes, ya que es aplicable el criterio LLL. La argumentacion
es la siguiente, AK = AN porque son las longitudes de tridngulos equilateros congruentes,
de ABKL y ADMN se sabe que BK = BL = DM = DN, por consiguiente, se esta en
presencia de triangulos isosceles, es decir, KL = M N, luego por (3.5) y (3.6), se puede decir
que ABKL ~ ADMN. Como resultado inmediato, se tiene que AAM L es equilatero y que
KLMN es un cuadrado.

De AOP; L los angulos en O como en L son iguales e iguales a 45°, es decir que los lados sub-

LM
tentados son iguales, y como P; es punto medio del segmento LM, se tiene que OP; = 5

ahora de OP» es base media de AALN, porque O es punto medio de LN y P, es punto medio

AL
de AN, de ello que OP, = - y OP, || AL. Asi, OP) = OP», /POP, = ZPLAL = 30° y

/P,OM = ZLAD = 15°, por simetria se pueden efectuar las construcciones restantes, para
garantizar que los puntos estan igualmente espaciados.

Ahora, se considera a la figura anterior en el plano complejo. Sin perder generalidad, se
asignaran a los puntos A, B, C, D los nimeros complejos —1 — i, 1 — i, 1 +4, —1 + 4, respec-
tivamente, entonces los niimeros correspondientes a K, L, M, N son (v/3 — 1)i, —(v/3 — 1),
—(v/3 —1)i, (v/3 — 1), respectivamente.

En base a las hipoétesis y la suposicién anterior, se tiene:

Plzg,szATN,sz%,RL:@,P5:¥7P12:ATK.
P = _(\/§ — 1)2_ Z(\/g_ 1), v su conjugado es Py = ~(V3- D) ; Z(\/g_ D)
P, = M?’_22)_i, y su conjugado es Py = M?);%
P; = _(\/352)—1, y su conjugado es P = _(\/3;2)+Z
P, = (vV3-1) —21(\/5— 1), y su conjugado es P, = (vV3-1) ;l(\/g_ D)
P = 14—2’(2\/?;—2)’ y su conjugado es Py = 1_Z(2\/§)_2)
Py = —Ll 1(2\/5 — 2), y su conjugado es P = —1- 1(2\/3 )

+(v3—-1)+i(v/3-1
(V3-1) +i(v3 );PQ,Pg,Pg,Pg,SOHdela

2il +i(v/3 - 2)
2

En vista que Py, Py, P7, Pig, son de la forma

+(vV3—-2)+i
2

forma s Py, Ps, P11, P12, son de la forma , se ahorrara un poco

de tiempo en verificar

|OPy| = |OP| = ... = |OPy2|
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Por este hecho, se seleccionara en particular uno de cada caso:

_ \/3—2\/§+1+3—2\/§+1
4

8 —4/3
4

= /2-3

on = \(57) +(3)
\/3—4x/§+4+1
4

8 —4v/3

§H>

= 2 —

6 ()

1+3—4V3+4

|OPs|

I
QL
W

8 — 43

Il
)
|
W
S
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m
Ahora, se debe verificar que al rotar 30° = A el punto Py, se obtiene el punto P, es decir

Pie's = (—(\/5—1)2—2(\/3—1))(§+;)

_ —\/3(\/371)+(\/§f1)+.(—\/§(\@71)7(\/§f1))
- 4 ! 4

3 4+VBHVB-14i(-3+V3-V3+1)

4

o (2vB3—4)—2i

= =

. (WB=2)—i

=

Si se utiliza al eje imaginario como eje de simetria, se tiene que Ps es punto simétrico de Ps,
T
y P4 es punto simétrico de Py, verificar que al rotar 6 el punto P; se obtiene el punto Ps, es

equivalente a rotar % el punto P53 para obtener el punto Pj.

De la misma manera, al considerar el eje real como eje de simetria, se tiene que los puntos
simétricos de P, P>, P3, Py son Pyg, Py, P, Pr respectivamente, en otra palabras son los
conjugados. Para cerrar el ciclo hay que verificar que al rotar —30° = —% el punto P, se

obtiene el punto P2,

5 —(B-1—iVE-1)

P = . L
B *\/3(\/3—1)*(\/5*1)+.((\/§*1)*\/§(\/§*1))
- 4 ! 4
B34+V3-V34+1+i(vV3-1-3+3)

4
—2+i(2V/3 - 4)

4
—1+i(vV3-2)
2

Nuevamente, por simetria con respecto al eje imaginario, se sabe que P; tiene como simétrico
a Py y que Pjo tiene como simétrico a Ps, ahora por simetria con respecto al eje real, se tiene
que el punto simétrico de P5 es Fg, v el de P2 es Pi1, por lo tanto, se trata de un dodeciagono
regular.
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Antecedente histoérico de los ntimeros complejos y la geometria.

El tiempo y la historia son, desde luego, totalidades completas y sin suturas, lo mismo que
el continuo matematico, y cualquier subdivisiéon en periodos es obra de la mano del hombre;
pero al igual que un sistema de coordenadas puede ser 1til en geometria, asi también la sub-
division de los acontecimientos en eras y periodos resulta ser conveniente en la historia.

Nicolas Chuquet (1500 d. C)
Escribié una obra titulada Triparty en la science des hombres, de Chuquet no se sabe nada
salvo que naci6 en Paris, se hizo bachiller en medicina y ejercié en Lyon.
La segunda mitad de la dltima parte del Triparty estd dedicada a la resoluciéon de ecuaciones.
Al estudiar ecuaciones de la forma az™ + bx™*t" = cx™?" donde los coeficientes y los ex-
ponentes son todos positivos, se encontrd con que en algunas casos habria raices imaginarias,
limitandose a anadir en estos casos que "tel nombre est ineperible".

Luca Pacioli (1445 - 1509 d. C)

El libro la Summa de arithmetica, geometrica, proportioni et proportionalita del fraile Luca
Pacioli eclipsé el Triparty de una manera tan completa que las historias antiguas del algebra
solian pasar de Liber Abaci de 1202 a la Summa de 1494, sin mencionar a la obra de Chuquet
ni ninguna otra intermedia.

El libro consiste en una impresionante recopilacion de material de 4 campos distintos (sin
indicar generalmente las fuentes de donde esta tomada la informacion): aritmética, algebra,
geometria euclidea muy elemental y contabilidad de doble entrada.

La summa, que fue escrita en lengua vernécula como el Triparty, resulta ser un compendio
tanto de otras obras no publicadas que habia compuesto anteriormente el mismo autor, como
de conocimientos generales de la época. La parte relativa a la aritmética trata, con mucho de-
talle, diversos artificios para multiplicar y para hallar raices cuadradas, y en la secciéon dedicada
al algebra incluye las soluciones usuales de las ecuaciones lineales y cuadréticas. Pacioli crefa,
haciendo eco con ello a una idea que habia formulado ya Omar Khayyam, que las ecuaciones
cibicas no podrian ser resueltas algebraicamente.

La parte geométrica carece de importancia, sin embargo en la tltima parte que contiene as-
pectos comerciales, fue con la que destaco, al grado que lo hicieron popular, tal es el caso que
se considera al autor como el padre de la moderna contabilidad de doble entrada.

En el ano 1545, se divulgd la solucién no sélo de la ecuaciéon ciibica, sino también de la
cuartica, gracias a la publicacion del Ars magna de Jerénimo Cardano (1501 - 1576 d. C). Un
avance tan sorprendente e inesperado como éste produjo un impacto tan fuerte en el mundo
de los algebristas, en el ano 1545 se suele considerar a menudo como el que marca el comienzo
del periodo moderno en la matemaética. Hay que advertir inmediatamente, sin embargo, que
Cardano (o Cardan) no fue el descubridor original de la solucion de la ecuacion cibica ni de
la cuartica, tal como él mismo admite francamente en su libro. La sugerencia para resolver
la cubica, la obtuvo de Niccolo Tartaglia (1500 - 1557 d. C), mientras que la solucion de la
cuéartica fue descubierta por primera vez por el antiguo secretario de Cardano, Ludovico Ferrari
(1522 - 1565 d. C). Lo que no menciona Cardano en el Ars magna es el juramento solemne que
le habia hacho a Tartaglia, en el sentido de que no desvelaria el secreto, ya que éste intentaba
labrarse su reputacién como matemético publicando la solucién de la ciibica como la parte
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culminante de su futuro trabajo de algebra.

Tartaglia, publico una traduccion de Arquimides (1543) derivada del traductor William de
Moerbeke, dejando la impresion de que era suya, y més tarde en su obra Quesiti et inventioni
diverse (Venecia, 1546), da la ley del plano inclinado, derivada presumiblemente de la obra
de Jordano Nemorario, pero sin atribuirla adecuadamente a su verdadero autor. De hecho,
es posible incluso que el mismo Tartaglia obtuviese la pista conducente a la resoluciéon de la
cubica de alguna fuente anterior. Cualquiera que sea la verdad en el fondo de la controversia,
complicada y un tanto sordida, entre los partidarios de Cardano y los de Tartaglia, lo que
esté claro es que ninguno de los dos protagonistas fue el primero en hacer el descubrimiento.
El héroe del caso fue evidentemente un personaje cuyo nombre apenas recuerda nadie hoy,
Scipione del Ferro (1465 - 1526 d. C), que fue profesor de matemaética en Bolonia, una de las
més antiguas universidades medievales y una escuela de gran tradicién matematica. Céomo y
cuéndo hizo del Ferro su asombroso descubrimiento no se sabe, pero si se sabe que no publico
la solucién, sino que se la revelé antes de su muerte a uno de sus alumnos, Antonio Maria Fior
(o Floridus, en forma latinizada), un mateméatico mediocre.

Alguna noticia sobre la existencia de una solucién algebraica de la ecuacion ctubica debid fil-
trase, al parecer, y Tartaglia nos dice que al tener conocimiento de la posibilidad de resolverla,
se le ocurrié dedicarse intensamente a descubrir el método por si mismo. Ya fuera independi-
entemente o sobre la base de alguna sugerencia, lo cierto es que Tartaglia consiguié aprender,
hacia el ano 1541, a resolver ecuaciones ctubicas. Cuando se extendi6 esta noticia, se organizo
un desafio matematico entre Fior y Tartaglia. Cada uno de los dos contendientes propondria
treinta cuestiones al otro para resolverlas en un intervalo de tiempo fijo. Cuando llego el dia de
decidir el resultado, Tartaglia habia resuelto todas las cuestiones propuestas por Fior, mientras
que éste no habia conseguido resolver ni una sola de las propuestas por su contrincante. La
explicaciéon de este resultado es relativamente sencilla. Hoy consideramos a todas las ecuaciones
ctibicas como esencialmente un tipo tnico y susceptible por lo tanto de ser tratadas por un
método de resolucion unificado, pero en la época de Tartaglia, en que los coeficientes negativos
todavia no se utilizaban practicamente, habia tantos tipos distintos de ctibicas como posibili-
dades en los signos positivos o negativos de los coeficientes, Fior s6lo sabia resolver ecuaciones
del tipo en el que son "los cubos y las raices igual a un namero".

No tardaron en llegar a Cardano las noticias del triunfo de Tartaglia, e inmediatamente
invit6 a su casa al ganador, sugiriéndole que arreglaria las cosas para presentarle a un personaje
que lo patrocinaria en el futuro. Tartaglia se encontraba sin ningin tipo de apoyo importante,
debido quizé en parte a sus dificultades con el habla. De pequeno habia recibido un sablazo en
la caida de Brescia en manos de los franceses, en 1512, lo que le impedia hablar correctamente.
Este hecho le gané el apodo de Tartaglia o tartamudo, nombre que él mismo usé mas tarde sin
ninguna inhibicién en lugar de su nombre propio Niccolo Fontana.

El Ars magna fue el enorme estimulo que dieron a la investigacion algebraica en distintas
direcciones. El resultado de este trabajo iba a producir mucha y muy buena matematica, pero
llevaria inevitablemente a una conclusién, y es que la soluciéon de cibica fue que condujo a
las primeras consideraciones significativas acerca de un nuevo tipo de ntimero. Los niimeros
irracionales habian sido aceptados ya con normalidad en la época de Cardano, a pesar de que
no estaban fundamentados atin de una manera rigurosa, puesto que se les podia aproximar
facilmente por ntmeros racionales. Los ntimeros negativos producian mas dificultades puesto
que no se les podia aproximar en ningin sentido natural por ntimeros positivos, pero la idea
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de sentido o de direcciéon sobre una recta los hacia plausibles en tanto que magnitud orientada.
De hecho, Cardano los utiliz6, a pesar de llamarlos numeri ficti. Si un algebrista decide negar
la existencia de los ntimeros irracionales o los negativos, simplemente tendria que decir, como
hacian los antiguos griegos, que las ecuaciones 2 = 2 0 2 + 2 = 0 son insolubles. De manera
andloga habian podido evitar los algebristas los niimeros imaginarios diciendo sencillamente
que las ecuaciones del tipo 2% 4+ 1 = 0 son insolubles. No parecia haber ninguna necesidad de
animales tales como las raices cuadradas de ntimeros negativos. Pero con la solucién algebraica
de la cibica la situaciéon cambié radicalmente. Siempre que las tres raices de una ecuacion
cubica sean reales y no nulas, la formula de Cardano - Tartaglia conduce inevitablemente a
raices cuadradas de niimeros negativos. La meta buscada se sabia que era un ntimero real, pero
se vefa como alcanzarla sin entender el comportamiento de los "ntimeros imaginarios".

En esta situacion de perplejidad, otro importante algebrista italiano, Rafael Bombelli (1526
- 1573 d. C), tuvo lo que él mismo llamo iina idea loca", puesto que todo el asunto "parecia
basarse en sofistica". Los dos radicandos bajo las raices cubicas sblo difieren en un signo.
Bombelli tuvo la feliz idea de imaginar que los radicales mismos podrian estar relacionados
entre si de la misma manera que lo estan los radicandos, es decir, como dirfamos ahora, son
complejos conjugados. Por medio de su ingenioso razonamiento venia a mostrar Bombelli el
importante papel que estaban destinados a jugar el futuro de los ntiimeros complejos conjuga-
dos, pero en aquel momento la observacién en cuestién no tenia la menor utilidad para la tarea
concreta de resolver ecuaciones cibicas, puesto que Bombelli necesitaba conocer de antemano
una de las raices.

René Descartes (1596 - 1650 d. C)
No esté claro el hecho de si Descartes habia descubierto ya su geometria analitica, en toda su
generalidad, para el afio 1628 o no, pero en cualquier caso, la fecha concreta de la invencién
de la geometria cartesiana no puede ser muy posterior a ésta. Por esta misma época Descartes
abandon6 Francia y se instal6é en Holanda, donde vivié los siguientes veinte afios de su vida. Al
cabo de tres o cuatro afios de establecerse alli, un amigo holandés, un estudioso de los clasicos,
llamo6 su atencién sobre el problema de las tres y cuatro rectas, de Pappus. Partiendo de la im-
presiéon errénea de que los antiguos habfan sido incapaces de resolver este problema, Descartes
le aplicd los nuevos métodos y consiguidé resolverlo sin dificultad. Esto le hizo darse cuenta
claramente de la potencia y la generalidad de su punto de vista. y en consecuencia decidié
escribir su famosa obra La géomeétrie, cuya lectura permitié conocer la geometria analitica a
SuS contemporaneos.
Hoy en dia la geometria cartesiana es sinénimo de geometria analitica, pero la finalidad princi-
pal que perseguia Descartes estaba muy lejos de la que persiguen los libros de texto modernos.
La motivacién general queda determinada por la primera frase del libro:
Cualquier problema de geometria puede reducirse facilmente a términos tales que el conocimien-
to de las longitudes de determinados segmentos es suficiente para su construccion.

En el apéndice de la géométrie, Descartes se habia ocupado de discutir los méritos que
corresponden al algebra y a la geometria, sin llegar a inclinarse a favor de una o de la otra.
Acusaba a la geometria de apoyarse excesivamente de diagramas y figuras que llegan a fatigar
de manera innecesaria la imaginacion, y a la vez acusaba al algebra de ser un arte confuso
y oscuro que desconcierta la mente. El objetivo de su mente era doble: 1) el de liberar en lo
posible a la geometria, a través de los métodos algebraicos, del uso de las figuras, y 2) darle
un significado concreto a las operaciones del algebra por medio de su interpretaciéon geométrica.
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Gottfried Wilhelm Leibniz (1646 - 1716 d. C) naci6 en Leipzig, en cuya Universidad ingreso
a los quince anos y debuto a los diecisiete su bachillerato en artes. Estudié teologia, derecho,
filosofia y matemaética en la Universidad, y se le ha considerado a veces como el ultimo erudito
que consiguié unos conocimientos universales para su época. A la edad de veinte anos estaba
ya preparado para obtener el grado de doctor en derecho, pero le fue denegado por la Univer-
sidad debido a su juventud. En vista de ello abandon6 Leipzig y consigui6 su doctorado en la
Universidad de Altdorf, en Nuremberg.
Entre las contribuciones menores de Leibniz estan las que se refieren a los ntimeros complejos,
en una época en que casi habian sido olvidados. Leibniz factorizé la expresion z* + a* de la

forma
(x+a\/vV-1)(x—a\yvV-1)(x+a\/—vV—-1)(x —a\/—vV—1)
y demostro que v/6 = \/ 1+vV-3+ \/ 1 —+/—3, dando asi descomposicién de un nimero real

positivo en términos de nimeros imaginarios que sorprendi6é a sus contemporaneos. Sin em-
bargo, Leibniz no dio la férmula para las raices cuadradas de un nimero complejo dadas en la
forma compleja.

Abraham De Moivre (1667 - 1754 d. C) fue uno de los mas importantes en aportar a la
teoria de probabilidades.
De Moivre publicé en 1730 la Miscellanea analytica que es considerada importante no sélo
desde el punto de vista de la teoria de probabilidades, sino también del desarrollo del aspecto
analitico de la trigonometria. El teorema de De Moivre (cos 6 + i senf)™ = cosnf + i sen nf no
viene dado explicitamente, pero esta perfectamente claro a partir de su obra sobre ciclometria
y de otros contextos que el autor estaba muy familiarizado con esta relacion, probablemente
tan pronto desde 1707. En un articulo publicado en 1707 en las Philosophical Transactions,
escribe De Moivre que

1 1
E(Sen nb + v —1cos nG)% + i(sen nb — v/ —1cos né?)% = senf
y su Miscellanea analytica de 1730 utiliza una férmula equivalente a

2km + 0 2km + 0
(cos@iisenﬁ)% =cos—— +isen ———
n
para descomponer 22" + 2z cos nf + 1 en factores cuadraticos de la forma 2242z cos@+1, Y de
nuevo en otro articulo de las Philosophical Transactions de 1739 halla las raices n-ésimas del
binomio imposible a + +/—b por el procedimiento que usamos ahora de tomar la raiz n-ésima

2
del moédulo, dividir por n el argumento y sumar miltiplos de —.
n

Uno de los motivos que llevé a De Moivre a interesarse en la factorizacion de 22" + 2z cos nf+1
en factores cuadraticos fue el deseo completar algunos de los trabajos de Roger Cotes (1682
- 1716 d. C) sobre integracion de fracciones racionales por descomposicion de fracciones par-
ciales. La vida de Cotes es un ejemplo tréagico de una carrera cientifica muy prometedora
interrumpida repentinamente por una muerte prematura; como Newton comenté en cierta
ocasion: "si viviera Cotes podriamos haber sabido algo".
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Desde el Renacimiento hasta el siglo XVIII, el centro de la actividad matematica se desplazo

repetidas veces: de Alemania a Italia, después a Francia, a Holanda, a Inglaterra y si las perse-
cuciones religiosas no hubieran forzado a la familia Bernoulli a huir de Antwerp, Bélgica podria
haber ocupado este puesto a su vez, pero lo cierto es que dicha familia emigré a Basilea, y como
consecuencia de ello Suiza el lugar de nacimiento de muchas de las figuras mas importantes de
la matemaética de finales del siglo XVII y comienzos del XVIII. El matemético més importante
que produjo Suiza durante esta época (o en cualquiera de su historia) fue Leonhard Euler (1707
- 1783), que naci6 en Basilea.
El padre de Euler era un pastor calvinista que, lo mismo que el padre de Jacques Bernoulli,
esperaba que su hijo siguiera también el camino del sagrado ministerio. El mucho, sin embargo,
estudié con Jean Bernoulli junto a sus hijos Nicolaus y Daniel, y en este ambiente favorable
descubrié su vocaciéon. El viejo Euler también tenfa una buena preparacién matematica, ha-
biendo sido discipulo de Jacques Bernoulli en su juventud, y colabor6 en la instruccion de
su hijo en los elementos bésicos de la matematica, a pasar de mantener la esperanza de que
Leonhard siguiese una carrera teoldgica. En cualquier caso, el joven Euler recibié una educacion
muy completa, ya que al estudio de la matemaética se uni6 el de la teologia, la medicina, la
astronomia, la fisica y las lenguas orientales. Esta amplitud de conocimientos le resulté muy
atil cuando en 1727 recibi6é noticias procedentes de Rusia en el sentido de que se convocaba
un puesto en la seccién de medicina de la Academia de San Petersburgo, adonde se habian
trasladado dos anos antes los jévenes hermanos Bernoulli como profesores de matematica. Esta
importante instituciéon habia sido fundada pocos anos antes por Catalina I, siguiendo las lineas
trazadas por su difunto esposo Pedro el Grande, aconsejado por Leibniz. Por recomendacion
de los Bernoulli, que eran dos las mas brillantes lumbreras durante los primeros tiempos de
la Academia, se llamo6 a su amigo Euler como miembro de la secciéon de fisiologia y medicina.
Desgraciadamente, el mismo en que Euler llegaba a Rusia moria la emperatriz Catalina, y la
casi recién nacida Academia estuvo a punto de sucumbir con ella, debido a que los nuevos
gobernantes mostraron menos simpatia por los sabios extranjeros que la que habian manifes-
tado Pedro y Catalina.

De una u otra manera la Academia consiguié sobrevivir, sin embargo, y Euler se encontro,
en 1730, ocupando la citedra de filosoffa natural, en vez de en la secciéon de medicina. Su amigo
Nicolaus Bernoulli habia muerto de fiebres en San Petersburgo un ano antes de la llegada de
Euler, y en 1733 Daniel Bernoulli abandon6 Rusia para ocupar la citedra de matematica en
la Universidad de Basilea. Asi pues, Euler se convirtié en el matemético mas importante de
Academia a la edad de veintiséis anos. Se casd y organizé su vida para dedicarse diligentemente
a la investigacién matematica y a crear una familia que terminé por incluir a trece hijos. La
Academia de San Petersburgo habia comenzado a publicar una revista de investigacion, los
Commentarii Academiae Scientiarium Imperialis Petropolitanae, y casi desde sus comienzos
recibié un verdadero torrente de articulos mateméticos procedentes de Euler. Los editores no
tenian por qué preocuparse de una eventual escasez de material que publicar en tanto la pluma
de Euler permaneciese. En cierta ocasiéon dijo el académico Francés Frangois Arago que Euler
podia calcular sin ningtn esfuerzo aparente, " exactamente igual que los hombres respiran y
que las 4guilas se mantienen en el aire". Como resultado de esta increible capacidad, Euler
escribfa memorias matematicas mientras jugaba con sus hijos, por ejemplo. En 1735 perdié la
vista de su ojo derecho, segiin se dijo por exceso de trabajo, pero este accidente desgraciado
no frend en absoluto la marcha de su produccién investigadora. Se cuenta que él mismo decia
que su lapiz parecia sobrepasarlo en inteligencia, por la gran facilidad con la que fluian de
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¢él las memorias, una tras otras, y a lo largo de su vida publicé més de 500 libros y articu-
los. Durante casi medio siglo después de su muerte continuaron apareciendo obras inéditas de
Euler en las publicaciones de la Academia de San Petersburgo. Una lista bibliografica de las
obras conocidas de Euler, incluidas las péstumas, contiene 886 trabajos, y se calcula que sus
obras completas, que se estan publicando bajo los auspicios de la Academia de Ciencias Suiza,
superaran probablemente los 90 grandes volumenes. A lo largo de su vida su investigacion
matematica vino a suponer una producciéon de unas 800 paginas anuales en promedio; ningin
matematico a superado jamas (ni tampoco se ha aproximado) la produccion de este hombre,
al que Arago llamo " el Analisis Encarnado".

Euler adquirié muy pronto fama internacional, e incluso antes de abandonar Basilea habia
recibido ya una mencion honorifica de la Academia de ciencias de Paris por un trabajo sobre
la mejor disposicion de los méstiles en un buque. En anos sucesivos Euler presenté a menudo
memorias a los concursos convocados por la Academia, y obtuvo doce veces el codiciado pre-
mio que se otorgaba bianualmente. Los temas de estos concursos eran muy variados, y en una
ocasion, en 1724 Euler compartié con Maclaurin y Daniel Bernoulli un premio por un traba-
jo sobre las mareas. (El primer premio de la Academia de Paris lo ganaron dos veces Jean
Bernoulli y diez veces su hijo Daniel Bernoulli) Euler no se mostré nunca vanidoso, y escribi6
con la misma naturalidad obras de todos los niveles, incluidos textos para ser usados en las
escuelas rusas. Normalmente escribia en latin y también en francés, a pesar que su lengua
materna era el aleman. Euler tenfa una extraordinaria facilidad para los idiomas, como podia
esperarse, en parte, a causa de su origen suizo, lo que constituyé una gran ventaja para él,
debido al hacho de que una de la caracteristica de la matematica del siglo XVIII fue la gran
facilidad con que se desplazaban los mateméticos de un pais a otro, y en este sentido Euler
no tubo ningin problema con los distintos idiomas. En 1741, Euler recibi6é una invitacién de
Federico el Grande de Prusia para incorporarse a la Academia de Berlin, invitacién que fue
aceptada (Jean y Daniel Bernoulli, que se encontraban en Suiza, también fueron invitados,
pero rechazaron la invitacion).

Euler pasé veinticinco afios en la corte de Federico el Grande, pero a lo largo de este periodo
continu6 recibiendo una pensién de Rusia, y envié numerosos articulos a la Academia de San
Petersburgo al mismo tiempo que la Academia Prusiana.

La estancia de Euler en Berlin no fue todo lo feliz que él hubiera deseado, pues Federico preferia
a los intelectuales brillantes, como el caso de Voltaire. El monarca, que apreciaba més a los filo-
sofos que a los gedmetras, se referia al sencillo Euler como " el ciclope matematico" (broma de
dudoso gusto, dado que Euler era tuerto), y las relaciones en la corte terminaron por hacérsele
intolerables.

Catalina la Grande estaba precisamente deseosa de que el prolifico matemaético volviese a ocu-
par su lugar en la Academia de San Petersburgo, y como resultado de todo ello Euler regresé
a Rusia en 1766. Este mismo afio supo Euler que estaba perdiendo la vista del tnico ojo que le
quedaba, por una afeccién de cataratas, y se prepar6 para la ceguera casi total que le esperaba
practicando en escribir con tiza en grandes caracteres en una pizarra preparada a propoésito, y
distando a sus hijos.

En 1771 sufrié una operacién y volvié a ver durante unos dias, pero el éxito de la operacion y la
consiguiente alegria duraron poco, y Euler vivié casi durante los diecisiete tltimos anos de su
vida en una ceguera total. Ni siquiera esta tragedia consiguié interrumpir sus investigaciones y
publicaciones, que continuo al mismo e incluso a mayor ritmo hasta 1783 en que, a la edad de 76
anos muri6é de una manera casi repentina mientras tomaba el té y jugaba con uno de sus nietos.

132



Un poco mas sobre la vida de Euler y las notaciones.
Desde 1727 hasta 1783 la pluma de Euler no habia cesado de extender las fronteras de prac-
ticamente todas las ramas tanto de la matematica pura como aplicada, desde los niveles mas
elementales a los mas avanzados. Ademéas, Euler escribia casi siempre utilizando el lenguaje
y las notaciones que atin usamos hoy, pues ningtin otro matemético contribuyé en tal medida
como €l a dar su forma actual a la matemética que hoy llamamos clasica, siendo el mas feliz
inventor de notaciones de toda la historia de la matematica. A su llegada a San Petersburgo
en 1727 se vio encargado de ciertos experimentos relativos al disparo de cafiones, y en la ex-
posicion manuscrita de los resultados obtenidos, escrita probablemente en 1727 o 1728, Euler
utilizaba ya la letra e mas de una docena de veces para presentar la base del sistema de loga-
ritmos naturales. La idea que presentaba este niimero habia sido bien conocida practicamente
desde que se inventaron los logaritmos mas de un siglo antes, y, sin embargo, no se habia
introducido ninguna notacién estandar para representarlo. En una carta a Goldbach en 1731,
Euler vuelve a utilizar su letra e para el "ntimero cuyo logaritmo hiperboélico es igual a 1"; esta
notacién aparecié impresa por primera vez en la Mechanica de Euler, publicada en 1736, obra
en la se presenta por primera vez la mecénica newtoniana en forma analitica. Este simbolo
que quiza le vino sugerido a Euler por la primera letra de la palabra " exponencial", no tardo
en ser admitido universalmente. La consagracién definitiva del uso de la letra griega m para
representar la razon de la longitud de la circunferencia al didmetro, se debe también en buena
medida a Euler aunque ya se habfa utilizado en 1706, un afio antes del nacimiento de FEuler, en
la Synopsis Palmariorum Matheseos, o "Nueva introduccién a las matematicas", por Willian
Jones (1675 - 1749 d. C). Fue, sin embargo, la adopcién del simbolo 7 por Euler, en 1737 en
primer lugar, y después en sus popularisimos textos, lo que extendié su uso universalmente. El
simbolo i para v/—1 es otra de las notaciones introducidas por Euler por primera vez, aunque
en este caso lo adopt6 hacia finales de su vida, en 1777. Probablemente este retrazo se deba
a que en sus obras anteriores habia utilizado la letra ¢ de una manera bastante sistematica
para representar a un "ndmero infinito", en un sentido anéalogo (pero no idéntico) al de oo de

. , o, T, .. -
Wallis; asi, Euler escribia e = (1 4+ —)*, lo que nosotros prefeririamos escribir como
i

\h
e = lim (1 + —)
h—o0 h

De hecho, aunque Euler utilizé ¢ para v/—1 en un manuscrito fechado en 1777, tal manuscrito
no se publicé hasta 1794, de manera que fue la adopciéon de dicho simbolo por Gauss en su
obra clasica Disquisitiones arithmeticae, de 1801, la que le asegur6é un puesto definitivo en la
historia de las notaciones de la matematica. Los tres simbolos e, 7 e ¢, de los que Euler fue en
gran medida responsable, como hemos visto, se relacionan con los dos enteros més importantes,

0 y 1, por medio de la famosa igualdad

€™ 4+1=0
en la que figuran los cinco nimeros més importantes y las més importantes operaciones y
relacion de toda la matematica. Lo equivalente a esta igualdad, en forma generalizada, aparece
en el mas famoso de todos los textos de Euler, la Introductio in analysin infinitorum, publicado
en 1748, pero el nombre de Euler no aparece hoy asociado a ninguno de los simbolos que
intervienen en esta relacion, sino que la llamada " constante de Euler", que se suele representar
por la letra griega v y que es una sexta constante matemaética, es el nimero definido por

Cm (e iilip Loy
T \T T2 n o
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No sélo se utilizan hoy las notaciones introducidas por Euler para designar ntimeros impor-
tantes. También en geometria, en algebra, en trigonometria y en anélisis nos encontramos a
cada momento con el uso de los simbolos, terminologia e ideas debidas a Euler. El uso de las
letras mintisculas a, b, ¢, para los lados de un triangulo y de las correspondientes letras mayts-
culas A, B, C, para los angulos respectivamente opuestos a ellos, proviene de Euler, asi como
la adopcién de las letras r, Ry s para los radios de las circunferencias inscrita y circunscrita y
el semiperimetro del tridngulo, respectivamente. La féormula 4r Rs = abc que relaciona esas seis
longitudes es también uno de los muchos resultados elementales que se le atribuyen, aunque
pueden encontrarse equivalentes de este resultado en la geometria antigua. La notaciéon [x para
el logaritmo de z, el uso tan familiar hoy de la ) para representar una suma y, quiza la mas
importante de todas, la notacion f(x) para una funcion de z, utilizada en los Commentarii de
San Petersburgo de 1734 - 1735, son otras de las notaciones de Euler que seguimos utilizando
en la actualidad. Se puede afirmar, pues, sin ninguna duda, que nuestro sistema de notaciones
matemaéticas es hoy lo que es debido mas a Euler que a ningtin otro matemaético a lo largo de
la historia.

Los primeros descubrimientos de Gauss.
Los matematicos mas importantes de la época de la Revoluciéon Francesa fueron, casi sin excep-
cion, franceses, pero coincidiendo con los comienzos del siglo XIX Francia tuvo que compartir
los honores del liderazgo con otros paises. El matematico més grande de la primera mitad
del siglo XIX, y quizé de todos los tiempos, fue tan decididamente alemén que nunca viajo
fuera de Alemania, ni siquiera en lo que llamariamos de vista. Carl Friedrich Gauss (1777 -
1855 d. C) fue un verdadero nino prodigio. Su padre era un obrero en Brunswick, obstinado
en sus puntos de vista, que intenté evitar que su hijo recibiera una educacién adecuada, pero
en cambio su madre, que tampoco habia recibido ningin tipo de educacién, animé siempre a
su hijo en sus estudios, y més tarde se mostré6 muy orgullosa de sus logros, hasta su muerte
a la edad de 97 anos. De nifio asistié6 Gauss a la escuela local, dirigida por un maestro de
costumbres rutinarias. Un dia, con objeto de mantener la clase atareada y en silencio durante
un buen rato, el maestro tuvo la idea de hacer sumar a sus alumnos todos los ntimeros del 1 al
100, ordenandoles ademas que, segun fuera terminado cada uno esta tarea, deberian colocar su
pizarra sobre la mesa del maestro. Casi inmediatamente coloc6 Carl su pizarra sobre la mesa,
diciendo: " ya estd"; el maestro lo mir6é desdeiosamente mientras los demés trabajaban con
ahinco. Cuando todos hubieron terminado y el maestro revisé al fin los resultados obtenidos, se
encontré con la sorpresa notable de que la tinica pizarra en la que aparecia la respuesta correc-
ta, 5050, sin ningan calculo accesorio, era la de Gauss. El muchachito de diez anos habia hecho
evidentemente el calculo mental de sumar la progresion aritmética 1 +2 +3 +--- 4+ 99 + 100
asociando parejas de términos igualmente alejados de los extremos, es decir, esencialmente
utilizando la formula (n + 1)% A los quince afios comenzd Gauss en Brunswick su ensenanza

media, gracias a la ayuda del duque de Brunswick, y en 1795, gozando siempre de la protecciéon
del duque, entré en la Universidad de Gotinga. Gauss estaba entonces indeciso, dudando entre
hacerse filologo o matematico, a pesar de que habia inventado ya, y justificado, el método de
minimos cuadrados, una década antes de que Legendre publicara el mismo artificio. El 30 de
marzo de 1796 se decidié al fin por la matemética, porque ese mismo dia, cuando le faltaba atn
un mes para cumplir los 19 anos, hizo un brillante descubrimiento. Desde hacia mas de 2000
afios se sabia se sabfa como construir con regla y compas el tridngulo equilatero, el cuadrado
y el pentidgono regular (asi como algunos otros poligonos regulares cuyos ntimeros de lados
son multiplos de dos, de tres o de cinco), pero ningtin otro poligono regular con un numero
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primo de lados. El critico dia de 1796 que acabamos de mencionar consiguié Gauss concluir,
de acuerdo con las normas euclideas, el poligono regular de 17 lados. Y ese mismo dia comen-
z0 a llevar un diario en el que fue apuntando, durante los 18 afios siguientes, algunos de sus
mas grandes descubrimientos, y el primer registro es, naturalmente, el de la construcciéon del
poligono regular de 17 lados.

La representacion grafica de los niimeros complejos.

El sello de Gauss llevaba escrito el lema: pauca sed matura (poco pero maduro) y lo cierto es
que su mente estaba tan rebosante de ideas originales que no tenia materialmente tiempo de
verlas madurar a todas ellas hasta el punto de perfeccién en que insistia antes de publicarlas.
Sin embargo, su descubrimiento decisivo del 30 de marzo de 1796 si lo anunci6é publicamente
en una revista literaria; siempre estuvo tan orgulloso de este descubrimiento que, a imitaciéon
de Arquimedes, antiguo rival en talla matematica, expres6 el deseo de que se grabara sobre
su tumba un poligono regular de 17 lados. Este deseo no se cumplié nunca porque el obtuso
cantero encargado de tallar la lapida se neg6 en redondo, insistiendo en que la figura resultante
no se distinguiria de una circunferencia, pero al menos en el monumento a Gauss en Brunswick
puede verse tallado realmente el egregio poligono.

Durante breves periodos de tiempo de Gauss abandonaba Gotinga para asistir a la Universidad
Helmstadt, y fue en esta dltima en la que recibi6é su doctorado en 1798. La tesis, publicada
en Helmstadt en 1799, lleva en latin el aplastante titulo siguiente: "Nueva Demostracion del
Teorema Que Afirma Que Toda Funciéon Algebraica Racional y Entera de Una Variable Puede
Resolverse en Factores Reales de Primero o de Segundo Grado". Este teorema, al que se referia
Gauss més tarde con el nombre de "teorema fundamental del algebra", es esencialmente la
proposicion conocida en Francia como el "teorema de d “Alembert", pero Gauss demostroé que
todos los intentos de demostraciéon anteriores, incluyendo algunos de Euler y de Lagrange, eran
incorrectos. La representacion grafica de los nimeros complejos habia sido descubierta ya en
1797 por Gaspar Wessel (1745 - 1818) y publicada en la revista de la Academia danesa en
1798, pero lo cierto es que la obra de Wessel pasé desapercibida practicamente, y asi el plano
de los niimeros complejos se suele denominar hoy como "plano de Gauss", a pesar de que
Gauss no publicé sus ideas al respecto hasta unos 30 anos mas tarde. Desde la época de Girard
era bien conocido que los niimeros reales, positivos, cero y negativos se pueden representar en
correspondencia con los puntos de una recta. El Ingles John Wallis (1616 - 1703) habia llegado
a sugerir incluso que los niimeros imaginarios puros se podrian representar por los puntos de
una recta perpendicular al eje de los ntimeros reales. Y, sin embargo, sorprendentemente nadie
antes que Wessel y Gauss penso en franquear la obvia etapa de considerar las partes real e
imaginaria pura de un niimero complejo a + bt como las dos coordenadas rectangulares de
un punto en el plano, al cual estaria asociado dicho ntimero complejo. El cubrir esta simple
etapa hizo sentirse a los mateméticos mucho mas comodos con los ntumeros imaginarios, ya
que podian visualizarse en el sentido de que todo punto del plano correspondia a un ntmero
complejo y viceversa. Ver es creer, bien cierto es, y las viejas ideas acerca de la no existencia
de los niimeros imaginarios fueron abandonados por casi todos los mateméticos.

Este antecedente fue extraido textualmente del libro titulado Historia de la matematica de
Carl B. Boyer.
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