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Resumen

En la solucién de muchos problemas matematicos con frecuencia de hace
uso de un cambio de variables para transformar el problema original en otro
equivalente, el cual, al resolverlo también resolvemos nuestro problema orig-
inal. La ventaja de esta transformacion es que nuestro problema equivalente
puede ser mas facil de tratar con las herramientas matematicas existentes
0, ain mas, mejorar sus propiedades analiticas. Asi, en el presente trabajo
centramos nuestra atencién en dos propdésitos. El primero consiste en mostrar
para que clase de funciones es posible asegurar la convergencia uniforme de
la serie de Fourier de f, mediante un cambio de variables y, demostrar que
no existe un cambio de variables que nos asegure la convergencia absoluta
de la serie de Fourier de f. El segundo propésito es proporcionar el material
necesario para la compresion de los dos resultados anteriores.
En este sentido, el trabajo estd ordenado en los siguientes capitulos.

Capitulo I: Nociones Basicas

En este capitulo tratamos las definiciones de nuestros objetos de estudio.
Asi como diferentes resultados sobre la convergencia de series de Fourier.
Ademas se muesra que existen funciones continuas cuya serie de Fourier es
divergente.

Capitulo II: Introduccién a la teoria de convergencia
de series de Fourier

Se tratan espacios de funciones, ambientes propios de nuestro estudio, algunos
resultados sobre la funcién mdédulo de continuidad y estimaciones sobre la
magnitud de los coeficientes de Fourier.

Capitulo III: Mejoramiento de la convergencia de las
series de Fourier

En este capitulo se muestran los resultados principales de nuestro trabajo. El
primer resultado es el que nos asegura la existencia de un cambio de variable
g tal que f o g converge uniformemente, y el segundo nos muestra que no
existe un cambio de variable g tal que f o g converge absolutamente.
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Introducciéon

El origen de las series de Fourier se encuentra en el estudio de las ecuaciones
en derivadas parciales en torno a los problemas de la cuerda vibrante y la
difusién del calor. Las primeras aproximaciones las realizé D’Alembert(1747)
en sus articulos titulados Investigaciones sobre la curva que forma una cuer-
da al vibrar y su tratado de las oscilaciones de la cuerda del violin. Si el
desplazamiento v = u(z,t) de una cuerda de violin, como funcién del tiempo
t y de la posicién x, es la solucion de la ecuacion diferencial parcial

Pu  O%u
ity 1
5 = a2 >0, 0<z<
u(0,t) = u(1,t) =0, para t >0 (1)
0
3_:;(:6’0):0’ para 0 <z <1

Entonces u es la superposicién de dos ondas viajeras moviendose en di-
recciones opuestas a velocidad 1, como lo expresa la férmula de D’Alembert:

1 1
u(z,t)) = 5 f(z+1) + S flz — 1)
en la cual f es una funciéon impar de periodo 2 que se anula en los puntos

r=0,+1,42, -

Euler en 1748 propuso que tal soluciéon podia ser expresada en una serie
de la forma

f(z) = Z fasin(nmx)

Yy como consecuencia

u(z,t) = Z fancos(nmt)sin(nmx)

n=1

Las mismas ideas fueron luego expuestas por D.Bernoulli(1753) y La-
grange(1759). La férmula

f(n) = 2/0 f(z)sin(nrz) dx



para calcular los coeficientes aparecié por primera vez en un articulo escrito
por Euler en 1777.
En 1807, Jean Baptiste Fourier publicé sus resultados iniciales en torno al
problema del flujo del calor en cuerpos sélidos descrito por la ecuacion difer-
encial parcial:

ou  10%u

ot 202

Fourier hizo un intento serio por demostrar que cualquier funcién difer-

enciable puede ser expandida en una serie trigonométrica de la forma

De hecho, Fourier consideré una funcién arbitraria en [—m, 7] y la descom-

puso como suma de una funcién par y una funciéon impar. Utilizando la serie
de senos como una expresion de la parte impar y la serie de cosenos para la
parte par, dedujo que toda funcién en (—m,7) se podia expresar como

oo
flz) = EO + Z arcos(kx) + brsen(kx)]

k=1

Aunque Fourier no consiguio una demostracién general de este hecho, ni dio
condiciones suficientes para que una funcién se pueda desarrollar en serie de
Fourier, estaba convencido de que ello podia hacerse para cualquier funcién
y sus resultados, sobre la convergencia de algunas series particulares, fueron
una excelente fuente de inspiracién para grandes matematicos de la época
tales como Laplace, Cauchy, Poisson, Dirichlet, etc.

Asi pués, el trabajo de Fourier planteo el problema de encontrar condiciones
precisas que aseguren la convergencia de la serie de Fourier. Una prueba
satisfactoria de este hecho fue dada por Dirichlet en 1829 ( ver sec. 1.3.1),
encontrando el primer conjunto de condiciones suficientes para que la serie
de Fourier que representa a una funcién f(x) converja a f(z). Riemann tam-
bién hizo contribuciones importantes al problema demostrando que si f(x)
estd acotada y es integrable en [—m, 7| entonces los coeficientes de Fourier
de f(z), ar y bx tienden a cero cuando n tiende a infinito ( ver sec. 1.3.1).
También demostrdé que la convergencia de la serie de Fourier en un punto

'Las funciones mds arbitrarias consideradas en la época eran las regulares por partes.



nada més depende de la funcién en el entorno de ese punto. La naturaleza
de la convergencia de la serie de Fourier va a recibir mayor atencion después
de la introduccién del concepto de convergencia uniforme por Stokes y Sei-
del. En 1870, Heine demuestra que una serie de Fourier que representa una
funcién acotada que satistace las condiciones de Dirichlet es uniformemente
convergente en el intervalo [—, 7|. También va a demostrar que si la conver-
gencia es uniforme entonces la serie es unica. En 1881, Jordan introduce el
concepto de variacion acotada y da condiciones suficientes para el problema
de la unicidad de la Serie de Fourier. En 1903, Lebesgue desarrolla la teoria
de la medida y de la integral de Lebesgue y generaliza el resultado de Rie-
mann, demostrando que para que los coeficientes de Fourier tiendan a cero
cuando n tiende a infinito, basta que la funcién sea integrable en el sentido
de Lebesgue. En 1904, Leopold Fejér aplica los conceptos de sumabilidad a
las series de Fourier y obtiene resultados exitosos. Finalmente, en 1926 Kol-
mogorov da una ejemplo de una funcién integrable en [—m, 7| tal que su serie
de Fourier diverge en todo punto. Y en 1966, Carleson demuestra que dada
una funcién f € L? (—m, ) entonces la serie de Fourier converge, salvo en
un conjunto de medida cero. Poco después, en 1968, Hunt va a generalizar
este resultado a LP, p > 1. De esta manera, las Series de Fourier se han
desarrollado hasta convertirse en la rama de las matemaéticas que hoy dia se
llama anélisis arménico, en la cual se estudia la representacién de funciones
en términos de ondas basicas llamadas armonicos. A lo largo de los siglos XIX
y XX el analisis armonico se ha convertido en una materia enorme con apli-
caciones en campos diversos como el procesamiento de senales, la mecanica
cuantica o la neurociencia.

Ahora bién, en la soluciéon de muchos problemas matematicos con fre-
cuencia se hace uso de un cambio de variables apropiado, para trasformar el
problema original en otro equivalente, el cual puede ser tratado con mayor
facilidad con la teoria y las herramientas matematicas disponibles. Por tan-
to, surge de manera natural la pregunta siguiente: ;Qué condiciones debe
cumplir un cambio de variables para tener garantias de que pueden recuper-
arse las propiedades de la solucién original a partir de las propiedades de la
solucion del problema equivalente?, dicho de otra manera, ;Cuales son las
propiedades de la solucion del problema equivalente que se conservan o no
bajo un cambio de variables?

En Topologia dados dos espacios topoldgicos (X, T}), (Y, Ts) y una apli-
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cacion biyectiva de X en Y, se dice que h es un homeomorfismo si y sélo si
tanto h como su inversa h~! son funciones continuas. Los espacios topolégi-
cos X, Y se dice que son homeomorfos. Una propiedad P, enunciable en
un espacio topoldgico, se dice que es una propiedad topoldgica o invariante
topoldgico si al verificarla un espacio topologico la verifica cualquier espacio
homeomorfo a él. Como (h™')~1(U) = h(U) se verifica que h es un homeo-
morfismo si y sélo si para todo abierto U C X, h(U) es abierto en Y, es decir,
h es una funcién continua y abierta. Asi un homeomorfismo h proporciona
simultaneamente una biyeccion entre los espacios X e Y y las topologias T}
y Ty con la propiedad de que cualquier afirmacion acerca de X como espa-
cio topoldgico es valida para cada espacio homeomorfo a él, la relacién de
homeomorfismo es una relacién de equivalencia, tal que, descompone todos
los espacios topoldgicos en clases. Asi la topologia puede ser descrita como
el estudio de los invariantes topolégicos y los tipos de homeomorfismos.

Dada una funcién f definida en D C X con valores en Y, no necesari-
amente continua, y un homeomorfismo h de D en h(D) interesa conocer
cuéles son las propiedades analiticas tanto del dominio D como de la funcién
f que se conservan bajo homeomorfismos, es decir, cudl es el efecto de h
sobre las propiedades analiticas de D y el comportamiento analitico de f.
En particular, un cambio de variables sobre la Serie de Fourier de una fun-
cién (composicién de una funcién f con un auto homeomorfismo de [—m, 7]
sobre la Serie de Fourier de una funcién), jen qué medida puede mejorar el
comportamiento de la Serie de Fourier?, jexiste un cambio de variable g de
manera que para cada funcion real continua f, la serie de Fourier de f o g
converge uniformemente?.

En este sentido, en el presente trabajo se pretende realizar un estudio
riguroso del efecto sobre la Serie de Fourier de una funcién f cuando se es-
tablece una composicion de dicha funciéon con un auto homeomorfismo de
[—7, w]. Para la mejor comprensién y logro de este propésito, comenzamos
este trabajo estudiando la convergencia de las series de Fourier en el sentido
clasico; Luego espacios de funciones, de las funciones en estudio y consider-
aremos las propiedades de convergencia de la serie de Fourier bajo estos; Para
finalizar esponiendo condiciones necesarias y suficiente para la convergencia
de la serie de Fourier de f o g.



Capitulo 1

Nociones basicas

1.1. Preliminares

El lenguaje geométrico de los espacios euclideos puede ser usado en el es-
pacio de funciones L?([a, b], 1), que por simplicidad se denota por L?, definien-
do el producto escalar:

Vigel? (f.g)= /T F(OF® du,  con T = [a, ).

El cual a su vez define la siguiente norma

1Flly =V (f5 1)

La cual denotamos por ||-||. Donde se puede tener (f, f) = 0 sin ser f = 0.
Esto se supera definiendo que dos funciones f, g € L? son equivalentes si ellas
difieren en un conjunto de medida cero. Asi, el espacio que se considera es
el espacio cociente cuyos elementos son clases de equivalencia de funciones.
Pero, por simplificacién se mantiene la notacién anterior. Se dice que el con-

junto {¢1, ¢, ...} C L? es ortonormal si (¢;, ;) = 0 parai # jy (¢, ¢;) =1
sii = j y se dice que un conjunto ortonormal {¢,} es completo si para f € L?

(f,0n) =0 (n=1,2,...) implica que ||f]| =0.

De donde, se llama serie de Fourier de f(z) respecto del conjunto ortonormal
{on} -, a la siguiente serie determinada por f y el conjunto:

f(z) ~ Copo(x) + Cr1(z) + -+ + Cppp(x) + -+, con Cy, = (f, dn).
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El simbolo ~ solamente significa que los C,, estan relacionados por (f, ¢,), v
no implica que la serie sea convergente o mucho menos que converja a f(z).

L? es el espacio funcional que nos proporciona las mejores propiedades
para el desarrollo en series de Fourier de una funcién f. Esto es debido a que
dada p una medida positiva es posible tener un conjunto {¢, } -, ortonormal
completo en L?, entonces para cada f € L? la sucesién de sumas parciales,
llamadas sumas parciales de la serie de Fourier de f respecto del conjunto

{on}nzo-

m:}}mnmm,aqu/f@m@m@ (11)
k=0 a

converge a f en L2
Es conocido que, por ser L? un espacio de Hilbert, se verifica la desigual-
dad de Bessel

1Su(F,2)I1* = D Cul)? < 11l (1.2)

En efecto, formemos la integral de error cuadratico: (f—S,(f, ), f—S.(f,z)) =
(f,.f) = 2(f, Su(f, ) + (Su(f, ), Su(f, 7)) sabiendo que

(£, 1) = 1%
(f,Sn) = Colf,é0) + Ci(f,b1) + -+ Coul(f, Pn)
- C§+012+---+02;
(Sp(f,2),Su(f,1)) = C3+Ci+---+C2

se tiene fab ¢i¢p; = 0, para @ # j. Asi, en definitiva, resulta esta férmula
fundamental:

b
/Um—&mwﬂmzmﬁﬁ%+@+m+%mo

de donde rapidamente se identifica (1.2). Ademas;
1. la serie > C? es convergente y,
2. el error cuadratico decrece al aumentar n; o, al menos, no crece.
Es asi como se verifica la convergencia S,(f,z) — f en ||||, para cada

[ € L?*([a,b], dp). Més atin, las sumas parciales de la serie de Fourier son las

11



combinaciones lineales de {¢,} -, que mejor aproximan la funcién f en el
sentido de que

1Su(f,2) = fII <

Z ardr — f'
k=0

y la igualdad solo se alcanza cuando a = Cx(f), k=0,1,2,--- n.

Uno de los ejemplos méas conocidos es el de las funciones trigonométri-
cas {1, cos(nz),sen(nz) n = 1,2,3,---} que forman un conjunto ortogonal
completo en [—m, 7]. En este caso

k=0

Sn(f,x) = % + Z[ancos(Zﬁkx/T) + bysen(2mkx/T)) (1.4)
k=1
n a+T
= Z Crpe®™ /T O, = %/ f&)e > T dt (k€ Z)
k=—n a

denota las sumas parciales de la serie de Fourier.

eiz + e—ix
Para la tltima igualdad se usan las formulas de Euler cos(z) = —
eiz _ e—i:v
y sen(x) = 5 , a partir de las que resultan las relaciones a,, = C,, +
i

. a, — b a, + 1b
C—m bn = Z(Cn - C—n)a Cn - %7 C—n = u‘

Los coeficientes Cj, se obtienen a partir de la representacion de f(¢) como
polinomio trigonométrico, ya que:

a+T n a+T
/ f(t)e—QWikt/Tdt _ Z / C«n€27r(n—k)it/Tdt
TC

Debido a la condicion de ortogonalidad aplicada a la suma del miembro dere-
cho, se eliminan todos los términos de la suma excepto el k-ésimo término.
Dado que nuestro interés sera el estudio de la convergencia, vamos a
enunciar diferentes tipos de convergencia que podemos encontrar.
Sea § un espacio lineal normado de funciones de un espacio de Banach B
en otro espacion de Banach B', y sea {f,} —, C §. Decimos:

12



1. fu(x) — f(x) puntualmente si y solo si para cada x, dado € > 0, 3 ng
tal que Vn > ng, | fulz) — f(2)]] <&

2. fu(z) — f(x) uniformemente si y solo si dado € > 0, 3 ngy tal que
Vnzmne, YV |fulz) = f@)] <e

3. fnu(z) — f(x) puntualmente casi en todo punto siy solosi f,,(z) — f(z)
puntualmente excepto en un conjunto de medida cero;

4. fu(z) — f(z) uniformemente casi en todo punto si la convergencia es
uniforme excepto para un conjunto de medida cero;

5. fa(z) — f(z) casi uniformemente si y solo si para cada ¢ > 0, hay
un conjunto medible F C B con pu(F) < e tal que f,(z) — f(x)
uniformemente en B \ F;

6. fu(z) — f(z) en media de orden p si y solo si [y |f, — f["du — 0,
donde p > 1 es un nimero real fijo y las f,, son a valores reales;

7. fa(z) — f(z) en medida si y solo si Ve > 0,V6 > 0, Ing tal que
Vn > ng, p({z € B: ||fu(z) — f(2)|| > €}) < 0;

8. fu(z) — f(x) en norma siy solo si || f, — f|| — 0.

El espacio LP([a,b], 1) es definido como el espacio de funciones medibles
en [a, b] para las cuales fab |f(2)]P du(x) existe. Es conocido que el espacio LP

es un espacio de Banach. En donde || f[|, = (S IfIP d,u(x))l/p, sil<p<oo,y
serd || f|l, = inf {M > 0;|f| < M casi en todo punto }. Sus elementos son
clases de equivalencia de funciones medibles.

Proposicién 1.1.1 Sea p € (1,00) tal que las combinaciones lineales de
{¢n} ~, son densas en el espacio L”([a,b], 1). Entonces

Su(fyx) = f en L([a,b], ) Vf € LP([a,b], p) (1.5)

es equivalente a la acotacién uniforme

1Sn (s i) o ap ) < C N F ooy » (1.6)

donde C' es una constante positiva independiente de n y que puede no ser la
misma en cada ocasion.
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Por ejemplo, para p = 2 podemos tomar C' = 1 ya que se satisface la de-
sigualdad de Bessel. Cabe mencionar que S, (f,x) converge a f en la norma
de L?, pero no se puede asegurar en general que haya convergencia en LP para
p # 2. En realidad, la convergencia S,,(f,z) es cierta para toda f € LP(T)
si 1 < p < 00, debido a Carleson y Hunt (1968). Ademds, supondremos que
¢n € L([a,b],dp) siendo q el conjugado de p, es decir 1/p+1/q = 1, lo cual
por la desigualdad de Holder ! garantiza (1.1) Vf € LP([a,b], du). Antes de
mostrar dicha equivalencia veremos que S, (f,z) es un operador lineal. Para
tal fin, serd suficiente mostrar las dos condiciones siguientes:

1. Su dominio de definicién D es un campo lineal y

2. Sy(af + Bg,z) = aS,(f,x) + 8Su(g, ).

La primera condicion es consecuencia del hecho que LP es espacio vectorial.

Para la segunda condicién veamos que si S,(f,z) = > 7_; Ckdr, Sn(g,2) =
n !/

> oy Cror tenemos

n

k=1 T

= Y (aCk + BC) ¢
k=1

= > (aCur + BCLon)

k=1

= Z aCror + Z BC.dx
k=1 k=1

= a) Cigr+ B> Citn
k=1 k=1
= aS,(f,x)+ 3S.(g, 7).

Por lo tanto S, (f, z) es un operador lineal. En relacién a operadores lineales
hay un teorema muy importante que utilizaremos mas adelante. El teorema
se conoce a veces como el principio de acotacion uniforme.

1/ 1/
'Sif e 1Py g L9, entonces [ |f(tg(t)ldt < ([ 17(t)"dt) 3 (2 lg(t)|"at) !
1<pg<oo, ;+;=1

14



Teorema 1.1.1 (Banach-Steinhauss) Supongamos que X es un espacio de
Banach, que Y es un espacio vectorial normado, entonces toda familia de
operadores {A,}, A, : X — Y puntualmente acotada es también uniforme-
mente acotada, luego igualmente continua.

Corolario 1.1.1 Sea A, : X — Y una sucesion de operadores lineales y
continuos. Para que la sucesiéon A,z sea convergente (en Y') para todo punto
x € X, es necesario y suficiente que se verifiquen las dos condiciones sigu-
lentes:

1. A,x converge para todas las x de un conjunto denso de X;
2. ||As]| < ¢, para todo n.

Ahora comprobaremos la proposicién (1.1.1).
(1.5)= (1.6): Por la desigualdad de Holder,

b
) = [ ons du‘ < liéwl, 141,

y por tanto .S,, es un operador continuo para cada n. Ademas,
1Sn(f, ), < [1Sn(fy2) = fIl, + ILfI, < K(f)

por la desigualdad de Minkowski® aplicada a [|S,(f, )|, = [|(Sa(f,z) — f) + f]]
con K(f) independiente de n. De aqui, por el teorema de Banach-Steinhaus
se sigue (1.6).

p

(1.6)=(1.5): Dado £ > 0, sea P = > " jaxdy tal que |[|P — f]|, < e. Ya
que las combinaciones lineales de {¢;},, son densas.
Por ser S,,(P,x) = P Vn > m, se tiene

1Su(foz) = fll, < NISa(fi2) = Su(P2)|l, + [[Sal(Pz) = [,
1Sn(f = P, 2)ll, + llp = £,

Cllf =PI, + 1P = fl,

(C+1)e

IA A

lo que implica (1.5).

2Supongamos 1 < p < oo,y f € LP,g € LP. Entonces | f +gll, < If1l, + llgll,
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1.2. Integral de Dirichlet

De ahora en adelante centraremos nuestra atencién en el grupo R/27Z,
el cual denotaremos por ¥ de aqui, representaremos cualquier intervalo de
longitud 7" = 27 por €. El conjunto de funciones continuas en ¥ se le designa
mediante C(%) y el sistema que tomaremos serd el sistema trigonométrico
1,cos(nz), sen(nx), n=1,2,...0{e™},cz, y las sumas parciales de la serie
de Fourier de f respecto al sistema se denota como en (1.4).

Usaremos una expresién equivalente para representar a .S, (f, x) que serd 1til
en el estudio de la convergencia. Observese que,

Su(f,z) = % + Z apcos(kx) + bysen(kx))

_ / (1) dt+ [cos(kx) A F(t)cos(kt) dt + sen(kz) /z F(t)sen(kt) dt}

= = / ft)11/2+ Zcos kx)cos(kt) + sen(kx)sen(kt)] dt
T

™
k=1

= %/If(t) 1/2+icosk(w—t)] dt

pero sumando la identidad trigonométrica
sen(k +1/2)s — sen(k — 1/2)s = 2sen(s/2)cos(ks)

desde k = 1 hasta n, se encuentra que

3

sen(n +1/2)s — sen(s/2) = 2sen(s/2) » cos(ks),

’ R _ sen(n+1/2)s
2 + — cos(ks) = 2sen(s/2) (1.7)
de donde . [ 179 |
S0 =2 [ e (18)
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o demanera equivalente

sen

[(n+1/2)s]

-+ [ ta+

(1.8) se conoce como integral de Dirichlet. De

ds

2sen(5)

ella se deducen los criterios de

convergencia de Dini (teorema 1.3.2) y Jordan (teorema 1.3.4).

Como es de esperar, el mismo resultado obtenemos si utilizamos la forma

compleja de la serie de Fourier. Veamos que,

. "1 [P . .
_ ikx —ikt ikx
Sy =Y et = % %/ F(#)e* dt o
k=—n k=—n
1 o - ik(z—t)
= - | f) e dt
k=—n
donde si hacemos .
= e (1.9)
k=—n
(61'5 Z P i(k+1)s Z el
k=—n k=—n
(eis . 1)Dn(8) 6i(n—&—l)s . e_ms (1'10)
6—1’3/2(62'3 . 1)Dn<8) _ 6—is/2(6i(n+1)s . e—ins)
<6i5/2 _ e—is/Q)Dn(s) _ ei(n-‘r%)s . e—i(n-i—%)s
itn+i)s _ —i(n+i)s
e 2 e 2
Dn(s) = cis/2 _ o—is/2
asi
sen[(n + 1)s]
D, = —— 27 2mm, m € 7
(s) sen(s/2) s 7 2mm, m
de donde . .
Z Jik(e—t) _ sen[(n + 5)(x —t)]
sen((x —1)/2)

17



por tanto

dt

217T /O i <t>sen[(n—|— 3) (@ —1)]

Sn(fx) = — sen((z —1)/2)

lo que es equivalente a (1.8).
Hay dos polinomios trigonométricos especiales que encontraremos en el estu-
dio de las serie trigonométricas de Fourier:

n

D)= 3 €%, Ko(r) = nil " Do) (1.11)

k=—n m=0

son los llamados nucleo de Dirichlet y nucleo de Fejer, respectivamente. Am-
bos muy importantes en el estudio de la convergencia de las series de Fourier.
Ademas, vimos que,

sen[(n + 3)x]

Dnl) = sen((x/2)
de donde
R
1 sen?[("F)a]
- n+1 sen?(z/2)
en efecto "
(n+ 1D)E,(z) =Y Dp(x)
(n+1)K,(z)(e” —1) = (e —1)D,, ()
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(04 DE(a)(e = (e 1) = (7 = 1) Y (elmH — emim)

_ Z eime _ i (m+1)z )+ (efimx . efi(m+1)m):|

m=0
(1 z (n+1) 3:) (1 . e—i(n—l-l)z)

( i(n+1)x + e*i(’ﬂri’l)ﬂ?)
( i(n+1)z T e—z(n—i—l) )
92— (em + e~ 'L:I:)

2 —
2—

asi
1 1- 1
K (z) = — 1= costnt Dz (1.12)
n—+1 1 — cosz
Donde, ademds es obvio que K,,(z) > 0.
Ambos ntcleos antes mencionados tienen la propiedad
! ﬂD()d—l WK()d ~1 (1.13)
o S 2r - '

En efecto

1 " - ikx
py Dy(x)dx = /_ Ze dx

T k=—n

= Z / ke

k*—n
se obtiene el resultado deseado por la ortogonalidad, pues:

T O Slk’?éo
/ e dy =
- 2 sik=0
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1 [ 1 /™ 1
Py Ky(x)dx = — ZDm(x)

- - m=0
1 "1 [T
= — D,,
ol oty e
1 [ n
= 1
]
= 1.

De (1.9) y (1.8) podemos ver que

foa 2W/f oz — 1) dt (1.14)

Ademas,

1
D < —
DuO)] < o d< <,

D,(0) = 2n+1 —ocosin— o0

que es una consecuencia inmediata de

sen(n—i—%)t

Tsen(t/2) sit#?mﬂ,mGZ;

Dn(t) =
2n + 1, sit=2mm.

La ultima integral (1.14) puede ser escrita en notacién de convolucién asi

J* Dn(x)

-5 / F(t)gle — ) dt

es la convolucién de las dos funciones f y g.

donde
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1.3.

Resultados clasicos

Para hablar de la convergencia de S, (f, ) cuando |n| — oo, esta por lo menos
debe cumplir que el término general de la serie tienda a cero cuando |k| — oc.
este resultado se cumple y es conocido como lema de Riemann-Lebesgue.
Teorema 1.3.1 (Lema de Riemann-Lebesque) Si f € L'(T), entonces

Demostracion.

o

Luego 2CY%

entonces, Cy,

de donde se obtiene

1C| <

k| —o0

_/ —27rkzt dt
__/ 27rlczt —’iﬂ' dt
= /

T
h d =t+ —
aciendo u + ok

1 T-‘rd-‘r% T —27ki
/[ Sl

——/ t—— = 0t

_27rkz (t+ Qk) dt

a+T T M
T 2rkit
o [0 - g0 By
a+T T
| ro=se-gp| @

Para f € L'(%) y € > 0, existe g € C(%) tal que |lg — f|, < /2, pues C(%)

es denso en L'(%); asf

| fo — f%”l <

1fo=golls +llgo =9zl +1lgz — fz
ICf = 9)ollr +1lgo = gz [lr + [I(g = f) z Il
e+lgo—9zlh

21



por lo que lim || fo — f%H < g, luego

%

1 a+T
Chl < —
| k|_2T/a

dado que ¢ es arbitrario el resultado se tiene.

T

1
£ = £t = )| dt = llfo — Fz 1l

O

Por su puesto, el resultado se mantiene para los coeficientes a,,, b, dado
que C,, = %(an —iby), C_, = %(an + iby,).

1.3.1. Funciones Continuas y divergencia de su Serie
de Fourier

Una cuestiéon a la que durante mucho tiempo se traté de responder fue la
de si la continuidad de la funcién era condicion suficiente para la convergencia
de la serie de Fourier hacia la funcién. du Bois-Reymond dié una respuesta
negativa en 1873. Aunque las funciones con series de Fourier divergentes que
construyo du Bois-Reymond son complicadas, los potentes métodos que el
Anélisis Funcional desarroll6 a partir de principios del siglo XX permiten dar
una prueba que no es constructiva y esta basada en la teoria de operadores,
mas concretamente en el pricipio de acotacién uniforme (Teorema 1.1.1).
Como mencionamos antes, no se puede asegurar en general que haya conver-
gencia en LP para p # 2. Ademas, dicha convergencia no es en general atun
para funciones en C(%). En efecto, como |sen(z)| < |z| para todo x real,
muestra que

2 [T e 2 [rUAm dt
D, > = 12t = = B
1Dl > 2 [ lsentn+1/20% = 2 [ sento)

> Qilfm |sent| dt 4i1

— — sen = — — — 00

T km Jo_ 2 k ’
k=1 (k—1)m k=1

ya que (k— 1)m <t < km|

Esta propiedad de D, (t) es la que origina las dificultades encontradas
en la teoria de la convergencia de las series de Fourier. Pues, junto con el
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teorema de Banach-Steinhaus muestra que el operador S,,(f, x) no es acotado
para f € G, G5 un subconjunto denso en C'(¥). Es decir, si definimos

Af=S.(f,x) (feC®);n=123,...). (1.15)

C(%) es un espacio de Banach, relativo a la norma del supremo || f||_ . Cada
A,, es un funcional lineal acotado sobre C(T'), de norma

Au(F)] = 1l fo2)] < = / (@ — 0)||Dat)] dt

—2m

entonces

1
A, < —||D,
s () < 1Dl

es decir,
1
A, < — ||Dynlly = Ln
14PN < 5= 104l

estos L, son llamados numeros de Lebesgue.
A continuacién, fijemos n y consideremos la funcién

1, si Du(t) >0
9<t):{—1 si Do(t) <0

y tomemos x = 0 en (1.15), y de este modo A, (f) = S,.(f,0).

El nimero de discontinuidades de g es finito, menor o igual que 2(n + 1),
sen[(n + %)m]
sen(5)
cada € > 0 existe f. € C(T') tal que —1 < f(t) < 1y fc(t) — g(t) para cada

t, cuando € — 0.

Veamos el método utilizado para construir estas f.. Dado €, en cada punto
de discontinuidad ¢; de g consideramos un intervalo centrado en t;, [;, de
longitud 2e de tal manera que f.(t) = g(t) si t ¢ U, I;;; y para cada t €
U, Li;, fe es el segmento de recta que une los puntos de discontinuidad en el
respectivo I;,. Se ve que lim fe(t) = g(t) ademas f. € C(%) y || fel|,, = 1. Por

bastaria ver el signo de para cada ny = € [0, 2x]. Luego, para

otro lado

fe()Dy(t) — |Dy(t)| cuando € — 0y |fo(t)Dn(t)| < |Dy(t)]
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en casi todo punto de T. Por el teorema de la convergencia dominada de
Lebesgue ? tenemos

1
A, fo = lmo— [ f.Da(t) dt

e—02m J__

1 s
= % Wg(t)Dn(t)dt
= ! ’ D L
= o[ D=1,

Por lo tanto, dado € > 0 existe f. € C(%), con | f ., =1, tal que
||Anfe| - Ln| S |Anf5 - Ln| entonces — e < |Anf6| - Ln <€

luego
L, — e < |A,fe|por lo tanto L, < ||A,f] -

De lo anterior podemos deducir que ||A,,|| = L, entonces
lim ||A,|| = oc.
n—oo

Ahora, de una aplicacién directa del teorema de Banach-Steinhaus (Teorema
1.1.1) resulta que

supl|Anf| =sup [Sn(f, )| = o0

nenN neN

para toda f en algtin subconjunto denso en C(%).

En el procedimiento anterior se escongié x = 0 por conveniencia en los
calculos, pero debe ser claro que el mismo resultado se tiene para cada x, es
decir, para cada nimero real x existe un correspondiente £, C C(%) el cual
es denso en C(%) tal que gup|S,(f, )| = oo para cada f € E,. En particular

la serie de Fourier de Cad?f? € F, diverge en x.

Veremos que imponiendo algunas condiciones sobre la funcién f € L!
obtenemos convergencia puntual de su serie de Fourier. Dirichlet fue el primero
en probar convergencia puntual de la serie de Fourier para una clase grande

3Sea {f,} una sucesién de funciones, f, € L'(%) para todo n, tal que f,(z) —
f(x) c.t.p. de T para alguna f medible. Si existe g € L!(%), tal que, para todo n, | f,,(z)| <

g(z) c.t.p. de T, entonces f € L'(T), lim || f, — f[l, =0y [; fdz = lim / fn dt
n—oo n—oo T
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de funciones, ¢l mostré que la serie de Fourier de una funciéon f regular a
trozos en [—m, 7| converge puntualmente en cada x a

— 50 + Z aipcos(kx) + bysen(kx)]

0o
k=1

en los puntos de continuidad de f y al promedio de los valores limites

™)+ f(a")

satisfacen:

en los puntos de discontinuidad de f. Esta clase de funciones

1. f(z) tiene solamente un numero finito de discontinuidades;

2. f(x) tiene un nimero finito de valores extremos, maximo y minimo en
el intervalo [0, 27].

Tales funciones son llamadas regular a trozos. Cabe mencionar que estas
condiciones son suficientes pero no necesarias. En este sentido, daremos tres
teoremas que consideramos més importantes para asegurar la convergencia

de S,(f,z) a fen LY(T) y C(%).

1.3.2. Ciriterios de Convergencia

Sabemos que
B sen(n +1/2)u

Sn(f?':lj) - /f Sen(%u) du

sen(n +1/2)u
sen(su)

= f( u)

du,
o

que, como mencionamos en la seccién 1.2, se conoce como integral de Dirich-
let, en que se funda la teoria rigurosa de las series de Fourier. Pues, fraccio-
nando el intervalo de integracién (—m, ) en (—m,0),(0, 7), resulta:

Su(f,x) = 1 /07r sen(n +11/2>u[f(33 +u)+ flz—u)] du. (1.16)

27 sen(zu)

Una consecuencia inmediata, muy importante, que algunos llaman teorema
de localizacién de Riemann, demuestra que el comportamiento de la suce-
siéon {S,(f,z)}, depende solo de los valores de f en cierto (arbitrariamente
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pequeno) entorno de z. Veamos, en efecto, que para otra funcién g(z) = f(z),
en un entorno (x —J,z+J), con valores arbitrarios (por ejemplo nulos) fuera
de el, las sumas S,,(f,z) y Sn(g,x), tienen el mismo limite:

1 [Tsen(n+1/2)u
/0 sen(3u)

Su(g, ) =

T or

9(x +u) + g(x —w)] du,

pues la diferencia de integrales se reduce a la integral en (0, 7)

L [T +u) + fz—u)
J

" or sen(u)

Su(f,z) — Su(g, ) sen(n + 1/2)u du

[+ u) + £z — w)
y I
sen(zu)

teorema de Riemann-Lebesgue. Luego, S, (f,z) — Sn(g,2) — 0 en ese punto
x.
Asi, dos series de Fourier pueden tener el mismo comportamiento en un
intervalo, pero pueden comportarse de modo totalmente diferente en algun
otro.

La igualdad (1.16) para la funcién constante f(x) =1 se reduce a esta

es integrable en (4, 7). Por lo tanto, es aplicable el

1 [T sen(n+1/2)u

T om 0 sen(su)

1

2 du,

multiplicandola por el nimero s.

1 [ 1/2
sen(n+1/ )u23 i

S

T o 0 sen(3u)

luego restandola de (1.16) resulta la formula fundamental:

Su(fix)—s= L [ senlnt1/2)u

27 Jo sen(u) [f(z+u)+ f(z —u) —2s]du (1.17)

cuya convergencia hacia 0 es la condicién necesaria y suficiente para que la
serie de Fourier tenga la suma s para un cierto x.

El teorema de Riemann (teorema de localizacién) permite reducir el intervalo
a (0,9), pues la integral en (J,7) tiende a 0 para n — oo. En segundo lugar
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dado que

) 1 2 . [u—2sen(3u)
Im | ————| = lim|—F2+>
u=0 | usen(zu)

1 — cos(Lu) )}

= lim
u=0 | sen(iu) + Lucos(su

0 sen(3u)
= lim T T T
u—0 | cos(zu) — 3sen(zu)
= 0.

Podemos simplificar el denominador poniendo %u en vez de sen(%u), y resulta
una condicién equivalente:

[

[f(z+u)+ f(r —u) —2s] du =

1y [f(z+u) + flz —u) —2s] du,

/5 sen(n+1/2)u
0
yva que la diferencia entre ambas integrales es:

/Oa sen(n+1/2)u {;1 _ 2} o) 4 o — ) — 28] du,

sen(zu) u

donde los factores que acompanan al seno son finitos en el origen; y por el
teorema de Riemann tiende a 0, para n — oo. El criterio de convergencia
hacia s se reduce, por tanto, a esta condicién necesaria y suficiente:

/6 sen(n+1/2)u

u

[f(z+u)+ f(x —u) —2s] du — 0 (1.18)

para n — 00, la cual se verifica, por el mismo teorema de Riemann, si es
integrable absolutamente el coeficiente del seno. Después de esto, resulta
facil de comprender el criterio siguiente.

Teorema 1.3.2 (Criterio de Dini) Sea f € L'(T). Supongamos que existe
0 > 0 tal que

/5 [f(z+u) + flz —u) — 2f(2)]

du < oo , 6
u
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dt < oo

flz+1) - f(x)
t

/|t<5

entonces lim S, (f,z) = f(x), siendo uniforme la convergencia si 0 es inde-
n—oo

pendiente de z.

Antes de establecer el siguiente criterio de convergencia es conveniente
introducir las siguientes definiciones:

Definicién 1.3.1 El conjunto
H=A{ap€la,b] /k=1,2,....nya=x0< 21 <129 < -+ <, = b},
se denomina una particién de [a, b].

Definicién 1.3.2 Sea f una funcién a valor complejo, defnida en [a,b]. Si
IT = {zg,x1,...,2,} es una particién de [a, b], escribiremos Af, = f(xy) —
flxg_1), prak =1,2,...,n. De donde

i) La variacién de f respecto de una particion II se define como Vii(f) = Z |A fr|
k=1

ii) Si existe un nimero positivo M tal que V(f) = supVu(f) < M, para
I
toda particién IT de [a, b], entonces diremos que f es de variacién aco-
tada en [a, b].
Su variacion positiva y variacion negativa respecto de Il son

n n

Pu(f) =Y [f(t) = Ft)]™ vy Nu(f) = [f(t) = f(tia)] ™,

i=1 =1
en donde 7 = max(z,0) y x~ = max (—z,0). Evidentemente se cumplen
Viu(f) = Pu(f) + Nu(f) y Pu(f) — Nu(f) = f(tn) — f(to). Ademés
V(f) = P(f) + N(f),

pues se puede tomar una sucesién de particiones I1(n) tales que los términos
de Vi) (f) = P (f)+ N (f) tiendan respectivamente a V (f), P(f) y N(f).
Cabe mensionar, que no toda funciéon continua en un intervalo cerrado es de
variacion acotada. Como muestra el siguiente ejemplo
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Ejemplo 1.3.1 Sea

weos(zz) si O0<az <7
fz) =
0 si —n7<x<0
En efecto, h’r% f(z) = 0= f(0). Ahora, veamos que f(x) no es de variacién

acotada, tomemos una sucesion de particiones ,, de [—m, 7| la cual genera
2n + 2 subintervalos

entonces
2n 2n
Z|Afk| = Z|f($k)—f(l'k—1)|
k=1 k=1
1 1 1 1
= 2 1/2 — i - -
lwcos(/)\+'2n’+‘2n‘+ +’2'+‘2‘
> L + L + + 1+1
2n  2n 2 2

pero esta suma no estd acotada, pues la serie Y % es divergente. Luego
la funcién no es de variacién acotada en ninguna vecindad de x = 0.

Teorema 1.3.3 (Jordan 1887) Si f es una funcién real de variacién acotada
sobre I, se descompone en diferencia de dos funciones crecientes

oy = VRS ViD= S

P+ )| - [ - @)

(descomposicién de Jordan). Si f es continua por la derecha o por la izquierda
de un punto también lo son las dos funciones de la descomposicién, suponien-

do f(a) = f(a™)sia ¢ I.
Demostracién. Dado que f(b) — f(a) = Pu(f) — Nu(f) obtenemos

Pu(f) = Nu(f) + f(b) = f(a) < N(f) + f(b) = f(a)
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de donde resulta que

P(f) < N(f)+ f(b) = f(a)

de manera analoga obtenemos
Nu(f) = Pu(f) + f(a) = f(b) < P(f) + f(a) — f(b)

= Nu(f) < P(f) + f(a) = f(b)
= N(f)+ f(b) = fa) < P(f)
asi, P(f) = N(f)+ f(b) — f(a) de estas relaciones resulta que

Fi(f) = Na(f) + f(@) = f(a) v,

teniendo en cuenta que P*(f) = (1/2)(VE(f) + f(z) — f(a)) vy NX(f) =
(1/2)(VE(f) — f(x) + f(a)), se obtiene la descomposicién de Jordan.

Para las propiedades de continuidad, consideremos, por ejemplo, el caso
en que f es continua por la derecha en z. Se trata de probar que también es
la funcién V#(f). Supongamos que § = V' (f) — V=(f) > 0.

Dado € > 0, sea hg > 0 tal que

[f(x+h)— f(@) <ey VI — Ve < (0<h < ho)

esto es posible ya que hh’r(r)l+ f(z+h) = f(z) y de la existensia de V= (f).
5

Luego, existen h y particiones IT = {z;};_, de [z, z+ h] tales que Vi;(f) > 2,
pues se cumple V() — VE(f) = VE(f). Necesariamente

n

??Ié <YM @) = Flan)l = [F@n) = F@o)l + D 1f () = f(wi)]
< 5+Z\f(93i)—f(xi—1)‘
T < Z|f($z‘)—f(xi—1)|

va que |f(z1) — f(z0)| < e. Por otra parte, como hemos hecho con [z, z + h],

se puede tomar una particiéon II' = {y;} de [z, 1] tal que Vi (f) > R lo
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que claramente es posible por nuestro supuesto hecho arriba (§ = Vaﬂﬂ+ (f) —
VE(f) > 0), y resulta

30
§4¢e > V() =VE(f) > Vie(f +Z‘fxl Flai 1)‘>?_8

con £ > ( arbitrario, lo que es imposible.

O

Lema 1.3.1 (segundo teorema del valor medio ) Sea g no decreciente y no
negativa en [a,b] y h continua con un nimero finito de cambios de signo en
la, b]. Existe ¢ € (a,b) tal que

b b
[ stonae= o) [ 1wy i

Demostracién. Descomponemos (a, b) en los intervalos (ag, a1), (a1, az), ..., (ax_1, ax)
en los que h tiene signo constante (ag = a,ar = b). Entonces,

/ gh(E) dt = gy / h(t) dt

J— J—

donde g(aj_1+) < p; < g(a;—). Escribiremos H f h(z) dt, de modo
que

b
/ g(Oh(t) dt = Zug a;1) — H(ay)]

- H(a) + [po — ] H(ar) + [pus — po]H(ag) + - -+ +
[Mk—uk VJH (ag—1) + [g(b) — pux]) H (D)

k—1

= H(@) Y s — () + [9(0) D)

.
—

(Hemos anadido g(b)H (b) que es cero.) Los coeficientes que multiplican a la
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funcion H son todos no negativos por ser g no decreciente, de modo que

k—1
pinfH () + > [0 = pglinfH () + [g(0) — pu]infH (z) <
k—1
p1H(a) + Z[Nj—H — pi]H(az) + [g(b) — ] H(b) <
k—1
psupH () + > [t — pylsupH () + [9(b) = pulsupH (2)

de donde sumando los coeficientes de infH (z) y supH (z) tenemos

k-1
g(O)infH (z) < puH(a)+ )[40 =) H(a;) +[g(b) = ] H(b) < g(b)supH (z)

J=1

de modo que se puede escribir como el producto de la suma de los coeficientes
por un valor comprendido entre el maximo y el minimo de H(z). Por la
continuidad de H(x), este valor serd H(c) para algin ¢ € (a,b). Lo que
demuestra el lema.

O
si en (1.18) suponemos que f es de variacién acotada y sea

[l tu)+ flz —u)
2

o(u;z) = — s,

1
con s = o [f(xT) + f(z7)], diferencia de dos funciones crecientes, y razonemos

como si ¢(u; ) > 0 fuese creciente, tendiendo a cero con u. Para v = n+1/2,
aplicando a (1.18) el segundo teorema de valor medio (lema 1.3.1) sale:

2/0580(%%)567115@14) B = 2(5:2) /; sen(vu) du

u

= 2p(d;x) /”5 sen(?) dt

c t

ya que




vé ™
2@(5;m)/ %(t)dt<2¢(5;x)/o %(t)dt

£

independientemente del valor de v. Y, ¢(d; ) — 0 con § — 0. Asi para § = &;
suficientemente pequeno, podemos hacer primero ¢(d;;2) arbitrariamente
pequeno, y habiendo fijado asi d1, por el teorema de Riemann (localizacion)

es
o 1/2
lim 2/ (p(u;@sen(n%— /2)u du = 0.
0

n—00 u

Ahora, veamos, el siguiente criterio que en lugar de referirse a cada punto
x, como el criterio de Dini, se refiere a un intervalo

Teorema 1.3.4 (Criterio de Jordan). Sea f € L'(T). La serie de Fourier
de f(z) converge en todo intervalo donde tenga variacién acotada. La con-
vergencia es uniforme hacia f(x) en un intervalo interior a cada intervalo de
continuidad, y en los puntos de discontinuidad por salto converge hacia el

promedio 3[f(z7) + f(z")].

El siguiente ejemplo nos permitiré concluir que los dos criterios anteriores
son independientes. Es decir, exiten funciones que satisfacen el criterio de
Dini pero no el de Jordan y viceversa.

Ejemplo 1.3.2

Primero consideremos la funcion

1
- si O<z<m
fwy=q i)
0, si —n<z<0
f es creciente y continua en 0. Sea Il = {xg,21,...,x,} una particién del
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intervalo [—m, 7], existe k € N con 0 < k < n tal que x;_1 < 0 < xy, entonces
n k—1 n
SOIALL = D @i = )+ D1 (w501 — flay)]
=0 =0 =k
= > @ — fl2))]
=k

= Zf(xj+1 — f(x;)) ya que f es creciente
=k

= f(m) = flz) < f(m)

por lo tanto f es de variacion acotada en [—m, 7], en particular en una vecin-
dad de 0, y por ende satisface el criterio de Jordan en el punto x = 0. Sin
embargo f no satisface el criterio de Dini en el punto = 0, pues para todo
§ € (0,7), tenemos

/|t<6

f(t)—f(O)' " / T
t 0 t

o 1
= /0 itz

—Ln(d/2m) 1
= / —du
0 Uu

= +o0.

donde u = —Ln(t/27), por tanto la integral diverge para todo § > 0.
En segundo lugar consideremos la funcién

veos(zz), si O<z <7
0, si —nr<x<0

en x = 0, h satisface la condicion de Dini pues,

h<t>;h<0>' o /|




para 0 < 6 < 7 . Y como vimos en le ejemplo (1.3.1) h no es de variacién
acotada en ninguna vecindad de x = 0, es decir, no satisface la condicién de
Jordan.

En general para cada f € LP, p > 1, S,,(f,z) — f(z) en casi todo pun-
to de ¥ cuando n — o0, segin el teorema de Carleson-Hunt. Ademds, por
la existencia de funciones continuas en ¥ cuya serie de Fourier diverge en
un conjunto de puntos no numerable, se exige condiciones complementarias
a las funciones continuas. Sin embargo, esta situacién poco satisfactoria se
aclara de forma elegante cuando Fejer (1902) aplica a la serie el método de
promedios de Cesaro y transforma la integral de Dirichlet (1.8) en la integral
de Fejer, que viene a ser mas eficaz.

En efecto, si en lugar de las sumas parciales S, (f,z) consideramos sus
medias aritméticas o sumas de Césaro

So(f,x) +S1(f,2) + -+ Su(f, x)

y dado que S,(f,x =5 /f n(z —t) dt. Luego
s
on(f,x) = [2 /f )Do(x —t) dt+—/f )D1(z —t) dt + - -
7r

%/f(t)D (x —t) dt}
5o Lo (o) af

- %/Tf@) y

Dk(l’ — t)] dt

35



de (1.11) tenemos que

Kaw—1) = —— 3 Dy(a—1)

n+1 —
L sen?(2) (@ — )
n+1 sen?[(x —t)/2]

_ ; sen®[("54) (z — 1)]
Wb = g O e o

— /f n(x—1t)dt

= f*K

La nocién de sumabilidad de Césaro?*, es una generalizacién de la nocién de
convergencia ordinaria y la suma de Césaro de una serie convergente siempre
existe y es igual a la suma ordinaria de la serie.

En conclusion, se obtiene el siguiente teorema

Teorema 1.3.5 (Teorema de Fejer) Si f € C(%), lim o,(f,z) = f(z) uni-
formente. Si f € LP (1 <p < oo), lim |lon(f, ) — f(z)|, = 0.

Demostracién: tenemos que
1 v
oulf, ) = 5 / Fo — t)Ko(t) dt
™ —T

y como muestra (1.13) f(z) = 5= [7_ f(x)K,(t) dt y, por tanto, implica

oulfya) - fla) = = / @ — 1) — f@)Ea(t) d.

2 ).

Sea € > 0 dado, y elijamos M, tal que |f(z)| < M para todo xz. Como f es
uniformemente continua, podemos elegir 6 > 0, tal que |z — y| < ¢ implica

@)= @)l < 5

“Esto es algunas veces llamado sumable en el sentido de Cesaro o (C,1) sumable.
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y de (1.12) podemos deducir que

2

Bl S G = eosto)

(0<6<|z| <m).

Por lo que, podemos, elegir N, tal que n > N y ¢ < |t| < 7 implica

Kalh) < 157 (1.19)

Asi,
/_5 o= 1) — F(@)|[EKa(t)] dit < %/_: Ko(t) dt = me (1.20)

para todo n, pues, K, (t) > 0; de igual modo (1.19) implica

[ i@ =0 r@l@ s [ 1 -0 - f@lKa 0 it <

—T

;ﬁz/;ZMdt:ﬂe (1.21)
siempre que n > N. Finalmente (1.20) y (1.21), conjuntamente, dan

on(f, @) — fz)] <e
para todo x y todo n > N, lo que completa la demostracién.
O

Observemos que si queremos probar esto mismo para S, (f, z) en lugar de
on(f, ), esto es, si sustituimos K, (t) por D,(t), encontramos la integral
1 s

L,=—
2 ),

| Dn(t)] dt,

que tiende hacia oo cuando n — oo, como vimos antes.
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Capitulo 2

Introducciéon a la teoria de
convergencia de series de
Fourier

Vimos en el capitulo anterior (seccién 1.3.2) que

_ / fa Sen n+1/2) du

sen(su)

—/f senn+1/2) du

/ fla sen n+1/2) du

y entonces

Su(fo2) - fla) = / Teenln F DU k) f ) - 2f ()] du

27 sen(3u)

u

0 1/2
— l/ cp(u;x)sen(nl— /2 du
0

J n u
<2/ sen(m £ DU 4wy 4 fle - u) — 20(2)] du
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siempre que 6 € (0, 7]y p(u;z) = f(r+u)+ f(x—u)—2f(x) . Esto amenudo
se escribe

J senin Uu
sufia) = = [ sorn T gy o)
0 sen(n u
Su(fia) = 1) = = [t M g o)

A continuacién explicamos, més generalmente, el simbolo o(1) utilizado
en las expresiones anteriores. Sean f(x) y g(x) dos funciones definidas para
x > w0,y g(x) # 0. Los simbolos

f(x) = o(g(x)), f(x)=0(g(x))

significan respectivamente que

— 0 cuando * — o0, y que

9(x) 9(x)
acotada para x suficientemente grande. La misma notacién es usada cuando

x tiende a un limite finito o a —oo, 0 aiin cuando x tiende a su limite a través
de una sucesion discreta de valores.

En particular, una expresién es o(1) 6 O(1) si tiende a 0 o es acotada,
respectivamente.

2.1. Espacios de funciones relacionados

Haremos una clasificacién de funciones f definidas en ¥ de la siguiente
manera:

Eo(%) ={f: Su(f;x), para cadan =1,2,--- , es uniformemente acotada}
y para cada f € Ey(T), se define

(Al 28711%) |Sn(f; )]
Dados f,g € Ey v «, 8 € R tendremos que

Su(af + Bg;x) = aSu(f;2) + BSu(g;x), n=1,2,...,

es, obviamente, uniformemente acotada y por tanto pertenece a Fy(¥). Luego,
Ey(%) es un espacio lineal
Como || f||,; satisface Vf,g € Ey(%)

39



L |flly =0
2. VAeR, My = NIl
3.

I.f + gl s#£)|5n(f+9;$)|

sup |Sn(f; ) + Sn(g; )]

IN

sup |Sn(f5 )| +sup [Sn(g; )]
11l =+ llglly

4. [ flly =sup [Sn(f;2)] =0 <« f = 0. Por el principio de localizacion.

Entoces || f|;; es una norma en Ey(%). Y en conclusién Ey(%) es un espacio
lineal normado con norma ||-{|; .
Definamos ahora tres subespacios lineales de Ey(%),

UR) = {f:S:.(f;z),n=1,2,..., converge uniformemente }
E(®) = Eo(X)N{f:S.(f;z),n=1,2,..., converge casi en todo punto }

Ec(R)=EX)NCX).
El siguiente resultado nos muestra que estos cuatro conjuntos son espacios
de Banach y, ademas, cada subespacio es un subespacio propio.

Lema 2.1.1 Ey(%), E(%), Ec(%) y U(T) son espacios de Banach con la mis-
ma norma, es decir ||-||;, y

Ey(%) D E(%) D Ec(®) DU(R).

Demostracién. Por el teorema de Fejer (teorema 1.3.5) para cada f en Fy(%)
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y para casi todo x, tenemos

[f(2)] = lm |on(f;2)|

So(fix)+Si(fsz)+---+S.(fix
e = | S £ 5 (f:2)
n+1
< Solfin) [+ [Si(fi0)| + -+ |Su(f2)]
- n—+1
< WISalfi0)llo + 1S (f5 2) o + - - 4 19n(f5 2) [l
- n—+1
D ISufa)l
n+1
Luego
o (f52)] < (15 (fi2) [l o
y por lo tanto
[f (@) = lm [on,(f;2)] < [[Su(f; )]l < 1F]l- (2.1)
Asi si fr,k = 1,2,..., es una sucesién de Cauchy de funciones en Ey(%),

entonces es una sucesiéon de Cauchy en L>°(%). Entonces hay una f en L>(%)
tal que ||f — fill — 0 cuando k — oo. Ademés, para cualquier n y cualquier
'CL"

1
< SUF = Al [ IDaOId+ LAl

Para cada n, podemos hacer || f — fi||,, tan pequefio como se quiera y por
1
consiguiente — || f — fxll. [ |Dn(t)| dt, seleccionando k suficientemente grande,
T T
¥ |[filly no excede el ntimero finito, sup || fl/; - Es decir, f € Ey(%) y en-
z

ke
tonces Ey(T) es completo.

Para f € F(%), podemos redefinir f en un conjunto de medida 0 de modo
que f(x) = lim o,(f;z) para cada x. Entonces, para f en cualquiera de los

espacios E(%), Ec(%) o U(%), tenemos, por (2.1) que

|f(z)] < || fll; para cada x.
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Y, por el mismo argumento, convergencia en norma ||-||,; implica convergencia
en la norma del supremo ||-||_ . Asi, una sucesién de Cauchy en los espacios
Ec(%) o U(%) convergen a una funcién continua. Veamos, para f, € Ec(%)
por ser una sucesiéon de Cauchy converge uniformemente a una f, y por
tanto f es continua. Luego para f, € U(%), f, — f uniformemente, y ya que
Sm(fn;x) — fn uniformemente, f,, es continua !, por lo tanto f es continua.
Si fr € E(%)o fr € Ec(%),k=1,2,..., es tal que ||f — fi||,;, — 0 cuando

k — oo, entoneces para cada m,n, k y cada x

1Sm(fi2) = Sulfi )] < ISm(f) = Sn(fi)llo + [Sm(fis @) — Su(fi; 7))
+[1Sn(feiz) — Sul(fi )]
< 2||f_kaU+|Sm(fk§x)_Sn<fk§x)‘

¥ 1S ) = Sulfii7)| — 0 ya que fi € E(E) o fy € Eo(T) por hipdtesis
converge. Cuando f € U(%), podemos reemplazar la evaluacién por puntos,
en esta desigualdad, por ||-||. . Seleccionando k suficientemente grande, el
lado derecho sera pequeno para todo m,n grande, implicando que la serie de
Fourier de f converge en casi todo punto siempre que f, € E(%) o fi, € Ec(%)
y converge uniformemente cuando f € U(%). De este modo se establece la
primera parte del lema.

O

2.2. Funcion modulo de continuidad

Sea f(x) definida en ¥, y sea

0 si 0=0
w(0) = w(d; f) =
sup {|f(z2) — f(z1)] : |wg — 21| <6} si 6 >0

La funcién w(d) es llamada el mdédulo de continuidad de f. Si para algin
a > 0 tenemos que w(d) < C§%, con C independiente de §, decimos que f
satisface la condicién de Lipschitz de orden « en (a, b), también decimos que
f pertenece la la clase A,; en simbolos

f e A,

Y S (frn; ) }_, es una sucesién de funciones continuas que converge uniformemente,
para cada n.
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Acontinuacién vemos algunas propiedades de w(9).
Lema 2.2.1 i) w(+; f) es continua siempre que f € C(%T)
i1) si K es un subconjunto compacto de C(%) y
wi () = sup {w(d; f) : f € K} para 0 <,
entonces wg () es continua, creciente y tiende a 0 con 6.

Demostraciéon. Dado que ¢) es un caso especial de ii), probaremos #i). Lo
siguiente es claro

a) si 3 > a, entonces w(F; f) < w(q; f)+w(B—a; f) para cualquier f € K,
por una aplicacion directa de las propiedades del supremo.

b) w(n; f) — 0 cuando n — 0 para cualquier f € K, en efecto, dado € >
0,3n > 0,tal quesizy € T'y |zg—x1| < mentonces |f(z2)— f(x1)| <€y
la continuidad uniforme de f lo garantiza Va1, zo € T con |x; — x| < 7.
Sin—0y0<|f(x) — f(z2)| = L tendriamos que 3 0 < € < L tal
que V 0 <m <, € <|f(x1)— f(z2)| siempre que |x; — x5 < 1y lo
que contradice que f € C(T) por lo tanto, | f(z1) — f(z2)| — 0 cuando
n—70

¢) wi(d) es creciente

Prueba de ii). Dado € > 0 hay una coleccién finita f;, i =1,2,...,n, en K
de modo que la union de los e-vecindarios de los f; cubren K. para § > 0,
tenemos

wi (0) < max w(d; fi) + 2,
lo cual, por b), implica
Wi (0) — 0 cuando 6 — 0.

Si 0’ > 0 > 0, entonces
max W(J; fi) — 26 < wk(0) < wk (") < max w(d; fi) + 2¢
por a) y ¢), tenemos

0 < wi(0) —wr(9) < max (W0 fi) —w(0; fi))+4e < max w(0'—0; f;) +4e,
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y entonces
wr(0") — wi(6) — 0 cuando ' — § — 0.

Lo que demuestra la continuidad de wg.

Una funcién F(z) se dice que es suave en el punto xg si
{F(xo+ h) + F(xg — h) —2F(x¢)}/h = 0o(1) (2.2)
Esta relacion puede también ser escrita

{F(mo+h)—F(xo)}_{F(%)—F(fco_h)} =o(1).

h h

Se sigue facilmente que si F'(x() existe y es finita entonces F' es suave en .
Si F es continua y satisface (2.2) uniformemente en zy € I, decimos que F
es uniformemente suave y también que F' pertenece a la clase \,.

La clase A, es definida por la condiciéon que F' es continua y el lado izquierdo
de (2.2) es O(1) uniformemente en x.

Teorema 2.2.1 Sea f(z) definida en un intervalo finito (a,b). Si f € A,,
entonces

w(d; f) = O(6 In(4))
Prueba. Sea M = max|f(z)|. La hipdtesis f € A, implica
lflx+71)=2f(x+7/2) + f(x)] < AT (2.3)

para = € (a,b) y 7 suficientemente pequeno, 0 < 7 < 7.

Fijemos z y hagamos ¢(7) = f(x + 7) — f(z). El lado izquierdo de la
desigualdad (2.3) es |g(7) — 2¢g(7/2)|. Reemplazando 7 sucesivamente por
7/2,7/2% ..., obtenemos

lg(T) —2g9(7/2)] < Ar,
29(7/2) — 22g(7/2%)| < Ar,
2 tg(r/2" ) = 2"g(T/2")| < A,
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donde n serd definido en un momento. Sumando término a término, obten-
emos

g(1) —2"g(1/2") < Anr. (2.4)
Supongamos ahora que h tiende a 0 a través de valores positivos. Sea 0 <
h < 1/2v y sea n entero positivo tal que 2"h estd en el intervalo (1/2v,7).
La desigualdad 2"h < v implica que n = O(In(h)). De (2.4,) con 7 = 2"h,
obtenemos |g(7) — 2"g(h)| < Ant
—Ant — g(1) < =2"¢g(h) < Ant — g(7)
9(1) — AnT < 2"g(h) < AnT + g(7)

lo cual implica que

2"g(h) < Ant+2M

Ant  2M

lg(h)| < om +2—n
Anth 2Mh 2Mh
< — -
gl < =+ S = A+ 5

asi oMh

lg(h)| < Anh + , (1/2y < 2"h < )

T
2
como n = O(In(h)); Anh = O(hin(h)) entonces

9(h)| < O(h In(h) + Q‘K " O In(h))

o de manera equivalente

f(@+h) = f(x) = O(hin(h)),
lo cual prueba el teorema.
O

En particular f satisface el teorema (2.2.1) si f € A,, para cada a < 1.
Si f € A, entonces w(d; f) = o(d In(9)).
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2.3. Orden de magnitud de los coeficientes de
Fourier

Ahora haremos algunas estimaciones elementales de la magnitud de los
coeficientes® de Fourier. Sabemos, hasta aqui, para f € L'(%)

1 . 1
— 5 [rwemas 5 [ 1

i1) lim F(n) =0, por el teorema de Riemann-Lebesgue (teorema 1.3.1).

Dada una f € LP, p > 1, la expresion

0<h<d

es llamada la integral médulo de continuidad de f. A diferencia de w(J),
wp(0) no es afectada por un cambio de f en un conjunto de medida 0.
Por la desigualdad de Holder, tenemos que

wi(6) < wp(9),

pues,

%[Jf(a:—kh) fa |dx<{ /|fx+h (x)|pdx}1/p{%[£dx}l/q
_ {§A\f<x+h>—f<x>|wx}1/p

Ademas, si § > 0, w(d) = sup{|f(x2) — f(z1)] : |x2 — 21| < d} lo cual, con
h = |zg — x|, implica que

fa+ ) — f()]
/T et h) - f@)de < 2mw()

A
£
=

y asi mostramos que

w1(9) < w(6).

Luego de esto, veremos los dos teoremas principales de esta seccion.

2Denotaremos por f(n) a los coeficientes de Fourier
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~ 1
Teorema 2.3.1 Paran #0, |f(n)| < Jw1 (E)

Prueba.

f(n) = %/zf(t—i-ﬁ/n)emt” dt
1 —int
— —%Lf(t—i—w/n)e dt.

Luego
2(n) = o (70— s+ apmyear
f) = - (50— s+ apmyear

i
S\l < g (10 = s+ mpmla
= 53 [/~ ol
1

IN

w1 (7/n)

obviamente, también se cumple que

~

Fm)l < geola/m).

Teorema 2.3.2 Si f es de variacién acotada en T, entonces

1f(n)] < oxla] AT # 0.
Prueba. .
Fin) = 5= [ st ar



integrando por partes tenemos

-~ f(t)efint

1 —in
f) =~ . 2min Ae Ldf(t)
1

- 2min Aeint df (1)

Fo < o [lare) = 50

27T|77,| 27r|n| .

por lo tanto
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Capitulo 3

Mejoramiento de la
convergencia de las series de
Fourier

Sabemos que hay funciones continuas cuya serie de Fourier no converge, la
situacion puede ser corregida, de una manera extraordinaria, por un cambio
de variable. En relacién con esto, el presente capitulo centra su atencion en
mostrar que para cada f € C(%) hay un cambio de variable, es decir, un
auto-homeomorfismo g de ¥ tal que fog € U(%). Ademds veremos que no es
posible encontrar un homeomorfismo ¢ tal que f o g converja absolutamente,
para cada f € C(%).

3.1. Convergencia Uniforme

Con el propédsito que la demostracién del teorema principal sea completa,
veamos antes los siguientes lemas

Lema 3.1.1 Sean V,W espacios Hausdorff, D C V un conjunto denso, y
¢ : D — W una funcién continua. Supongamos que existe una funcion ¢ :
V' — W la cual es una extensién de g[es decir, para cadax € D, ¢(x) = ¢(x)]
y ¢ es continua. Entonces ¢ es la tnica extension continua de ¢ a V.

Demostracion. Cuando decimos que ¢ es continua en D, un subconjunto de
V, significa que D es considerado como un espacio topolédgico con la topologia
relativa heredada de V. Sea x € V' \ D; = es un punto de acumulacién de
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D dado que D es denso; p(z)no estd definida pero ¢(z) si lo estd. Dado
que lim, ¢ = ¢(z), se sigue que lim, ¢ = @(x). Dado que W es un espacio
Hausdorff, si b = lim, ¢, entonces b = @(z), entonces para cada z € V' \ D,
lim, ¢ es dnico. Entonces no hay otra extensiéon posible de ¢ la cual sea
continua.

0

Lema 3.1.2 Sea ¥ partido en k intervalos de longitud no menor que un
nimero positivo n y sea 0 < M < co. Supongamos que F es el conjunto de
funciones f € C(%) las cuales son lineales en cada intervalo de la particién
y para las cuales ||f||., < M. Entonces para cualquier positivo ¢ hay un N
dependiendo de n, k, M, y  tal que

1Sn(f,z) — fll, <€ siempre quen >Ny fek.

Demostracion: Sea © € Ty S,(r) = S,(f,z). La n—esima suma parcial

modificada de f es

Si0) = Si(f,1) = 5 (Sula) + S (@)
:%( /fa:+t £ dt + = /f:c+t nl()dt)
_ %( /f sen njL(%lt/)z)]dt—l—
%/f ) - en(%lt/)Q)]()dQ
_ ! ( [sen n+1/22816 T—:(;)n[(n—lﬂ)t] dtD

1 ( [ sezszi cos( )] dt)
= e (%t)>
_ ;[If(ert)Dj;(t) dt
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sen(nt)

Donde D} (t) =

Ya que | f| < || f]|,, implica que

2tan(it)
AfI<2]fllo
k
DIAfI < 2k If Il
i=0
de aqui
V(£,T) <2k fll (3.1)
Ademas,
|Sy(z) — Si(x)] = /fx+t dt——/fx+tD*()dt‘
- |} [se om0 - Do)
TJz
|t [sen[(n+1/2)t]  sen(nt)
B ﬂ/zf(x+t) | 2sen(31) 2tan(%t)} dt’
1 [sen[(n + 1/2)t] — sen(nt)cos(it
— ;/If(xjtt) ot /Q)Sin(lt) (nt)eos )] dt‘
|t . [ cos(nt)
= | freen =)
1
= |— x cos(nt) d
or [ eostany an
y
[F+ fen| = 3l [rwe a2 [ e al
_ 27r/f(t) (—_m ;em) dt‘
= %/f(t)cos(nt) dt‘
Tz
como vimos en el capitulo anterior
fn )\SVQ(fﬁ), n#0

lesta condicién solamente acota V(f,¥) para cada k.
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entonces

y de (3.1)

5 [Fo+

Por lo que también es obvio que

Ahora

Sp(x) = (=)

S V(.3
fo) + Fom)| < T
L)~ > V(f,%)
3 [F+ flem] < 55 ]
> V(LT _ 2k e KISl
flem] < o] = 2xln|  awn|
1l fllo

|Sn(2) = Sy ()] < (3-2)

m|n|

_ l/f(a;+t)D;<t) dt — f(x)

= /fx+tD* t)dt — f /D*

_ 1A[ﬂx+w—fmn0mwﬁ+

™

1lﬁﬂx—w—fun0awﬁ.

™

Consideraremos solamente la primer integral ya que la segunda puede ser es-
timada de una manera andloga. Ademés, podemos escribir la funcién f(x +
t) — f(z), en la variable t, como la diferencia de dos funciones no decre-
ciente en [0, 7|, su variacion positiva y negativa. Extendemos estas funciones
a T haciendolas igual a cero en (—m,0). Luego bastara esta integral bajo el

supuesto que f(x +1t)

— f(x) es no decreciente en [0, 7], continua en (—m, )

y con un salto en 7, no mayor que la variaciéon positiva de f en T. Entonces

(e

1AWﬂx+ﬂ—fmﬂmeﬁ - 1A[ﬂx+w—funDawﬁ+

™

1 " *
—l[ﬂw+ﬂ—f@HDAOﬁ

T
= I1+1I
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Para cualquier § en (0, 7). Por el segundo teorema del valor medio lema 1.3.1,
para algin ¢; en (0,6), tenemos

)

1 *
< o) - sl | [ Do
5
como — D:(t) dt‘ <1y f es continua,
e 51
20 fll. o
N<lie+) - gy < 20 (33)
I es el n—esimo coeficiente seno de Fourier de la funcién
1 t
h(t) = 5 (7o +0) = £ xssroeot  5)
y entonces
V(h,T 1
11 < 200 o Ly gy 4 ) )eot(6/2) (3.4)

G

dado que cot(t) es decreciente en (0, 7).
Seleccionando d de modo que

7<=
2

lo que de (3.3) se ve que la seleccién depende de n y || f||., . Entonces selec-
cionando N suficientemente grande tal que

|Sy(z) = Sk(x)| + | 11| < g siempre que r € %.
Una seleccién la cual depende de k, || f|| v 0 es claro de (3.2) y (3.4). Asi

|Sn(2) = f(2)] [Sn (@) = Sp(@)] + [Sh(2) = f(=)]
|Sn (@) = Sp(@)| + 1] + 11|

IANINA

estableciendo la desigualdad

|Su(f,x) — f(x)| < € siempre que x € T.
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Teorema 3.1.1 Si K es un subconjunto compacto de C(¥), entonces existe
un cambio de variable g tal que f o g € U(%) para cada f en K.

Demostracién. Para un subconjunto compacto K de C(%T) sea wg su corre-
spondiente médulo de continuidad. Entonces M = max {||f|| : f € K} es
finito y el médulo de continuidad de cada f en K satisface w(d; f) < wi(9),
por la definicién de wg(9).

El homeomorfismo g es construido en etapas. La primera etapa se con-
struye dividiendo el intervalo I° = T = [—7, 7] en dos colecciones de inter-
valos

LI I3 Iy y JY Ty Jgs g
Seleccionando cuatro puntos
t% = —W,t; = —7T+€1,té =0 yt}l = £,

para formar los intervalos I ]1, 7 =1,2,3,4, y seleccionamos cuatro puntos

1_ 1_ 1 1_
551—_Wyx2—_7717$3—0y174—77_7717

para formar los intervalos le, j=1,2,3,4. Entonces definimos

g(a:jl) = t} para cada j, (3.5)
obviamente, es una funcién que preserva el orden. 2
En la n—esima etapa tendremos 4" pares de intervalos

My JP, j=1,2,...,4"

La funcién g satisface g(x) = t siempre que x y t sean los extremos de los
intervalos J' y I7' para cada j.

Para definir la etapa (n+1)-esima, dividimos cada I} y J}' en cuatro subin-
tervalos en una manera analoga a la primera etapa usando los puntos medios
de [}y JI' y numeros €, y 7,, de ese modo obtenemos los nuevos intervalos
[y J'* La funcidn g es definida en los puntos extremos de esos nuevos
intervalos, de manera analoga. De este modo, g es una funcién que preserva el
orden, definida en un subconjunto denso de ¥ sobre otro subconjunto denso

de €. Claramente g puede ser extendido a un tnico homeomorfismo h de T

%por la definicién de los z; y t;.
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(lema 3.1.1).

Usando esos intervalos definimos una sucesién F,, * de funciones continuas
y lineales por partes en T. La funcién F), es lineal en el intervalo Ji' siendo
los valores en los extremos los de f en los correspondientes puntos extremos

de I3'. Es decir
Fulaf) = 1(5))
por (3.5)
Fo(af) = f(g(2F))
Los valores de €, y 1, seran determinados por el conjunto compacto K. Por

conveniencia, haremos
Eo ="Moo = 2.

Para enteros positivos n, los nimeros €,,n, y m, son los que satisfacen
En <4 e,y wile,) <47 (3.6)

M <4721y 4" mpwg (727" )y, < 27" (3.7)

La seleccion de 7, depende de la previa seleccion de m,.
Fécilmente podemos seleccionar 1 para que satisfaga las condiciones (3.6).
Se define la funcién Fy que sea la funcién constante f(0). Entonces

| S (Fo) — Foll,, =0 para cada m.

Seleccionamos m; = 0. Claramente podemos seleccionar n; que satisfaga las
condiciones (3.7). Correspondiente a cada funcion f € K estd una funcién £y
continua y lineal por partes. Con E como la coleccion de funciones del lema
(3.1.2) con la particién :vjl., j=1,2,3,4y el nimero positivo M determinado
en el principio de la prueba, hay un entero positivo my con my > m; tal que

1
|1Sm(G) — G|, < o siempre que m > moy G € E.

El caso general n es directo. El entero m,, satisface la condicion

15m(G) — G|, < siempre que m > m, y G € FE. (3.8)

2n—1

3Cabe observar que el n se refiere a la etapa n de la construccién ya que en Ji g =
1,2,...,4", hay 4™ subintervalos, lo que también significa que F,, estd definida en los 4™
subintervalos,asi para cada n. F, ;1 es la funcién en la etapa n 4+ 1 y es un segmento de
recta en cada subintervalo, lo que en los 4"*! subintervalos construye una poligonal que
coincide con f en 4"*! + 1 puntos.
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Definimos
G,=F, 1 —F, para n=0,1,2,....

Entonces
oo oo
=Y G.=> (G,+G2),
n=0 n=0

De la definicién tenemos para v > n

PL__l% = ji:(%u Yy

n—1

Z G;, sumando

=1

=
|

=
I

n—1 v—1 n—1
PRy e-Ye - YesYa-Ya
= i=1 i=n i=1
v—1
S
ﬁ:l v—1
- Yasya
v—1 ;:1 -
F,—F,=) G = > G (3.9)
donde
=G+ G
es la descomposicién de G, definida como sigue: G} igual a G,, en los in-
tervalos JI' de longitud mas grande que 7,1 e igual a cero en los intervalos

restantes JI'.
j . . 7’ e
Esto podemos verlo de la siguiete manera, con algin abuso de notacion,

(;; si |Jy‘:> Nn—1
G, =
G2 si |Jj”‘ < Mn1
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Si |J]”‘ > n,_1, entonces |h[JJ”]| = ‘[ﬂ = £,_1, por la manera que han sido
construidos los intervalos y la definicién de g. Ademéds tenemos

max |Gn(2)] = max [Fny1 — Fr] < w(en-1) (3.10)
acEJ]’-L er}?

y por (3.6)
w<€n—1) S 42—2n y ||G7%LH < 42—2n

pues es claro que maxF),, < maxf, Vn. Luego

max |F,i1 — F,| < max |f(g(z1)) — f(g(x2))|

v |g(x1) — g(x2)] < 1. * Asi, para x € J' se cumple (3.10). Ademds, en
cada subintervalo tenemos °

V(GTIZ) S/ an+1+/ an S 2/ W(En—l)
o 5 o

< 2 / 42720 gt
1]’.1—1

S 47T42—27L
y dado que tenemos 4"~! subintervalos, implica que

V(G}L) S 47T42—27L4n—1 — 7T42—2n+n—1+1 — 7T42_n

[e.9]

De esto podemos concluir que ZG; es de variacion acotada y, dado que
n=0
es continua, por el teorema de Jordan (teorema 1.3.4) estd en U(%). De la

siguiente identidad

F:FO+§:G$+§:G3+ i G2,
v=0 v=0

v=n+1

4se excoge £, 1 para que w(e,) < w(e,_1)y de este modo con |ry — 1| < £, contiene

cualquier punto en el dominio de los F},, Vn. Pues, D, ., C Dp, C Dy si|zo — 21| < €p_1.
°En realidad tenemos V(F, 1) + V(F,) pero como son segmentos de recta en ca-

da subintervalo, obviamente son de variacién acotada, luego V(Fpy1) = |[Fny1(2?t) —

Fp1 (2770 = [fH) = F(E)] S wleni) S wlen1) y V(Fa) = [Fa(a]) = Falal)| =
lF(E™) — f(t )] S wl(en) < w(en—1) ya que w es creciente y ep41 < €, < €po1.
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basta mostrar que el dltimo termino de la derecha (el resto) tiende a cero
cuando n — oo en la norma |||, .

Para un n fijo y todo m, volvemos a la estimacion de [|S,,(G})||, con k > n.
La funcién G% puede pensarse como la suma de 2 - 41 funciones 7;“ con
soporte en el intervalo J]’? de longitud 7,_; y con distancia entre los soportes®
de dos tales funciones por lo menos 77’“2‘ 2 — 1.

Ya que

WK <27T—k) = sup {|f(t1) — f(t2)| : |1 —t2] < ;T_k}

claramente
/ [VF] dt < mpqwic(27F) (3.11)
T

y la variacién de una 'yj’? no excede 6wy (727%). Entonces, cualquier ¢ en ¥,
tenemos que la m—esima suma parcial de la serie de Fourier de VJ"? cuyo
soporte esta a una distancia de ¢ excediendo }Lnk_g satisfacera

1 (7 sen[(m +1/2)(u — t)]
Ay o= | — ; a
|Sm (753 1)| o /,T 7 () sen[1/2(u —t)] ’
1 i du
< 27"
< ook (m27) /_7r |sen[1/2(u—t)]|‘
= Qp MR T
_ i awic (m27)
Nk—2
puesto que
(W)= Zu, 0<usgm)
sen(u) 2 —u, SU=57T
y asi,
— 1
sen[1/2(u —t)] > vt > —Nk—2
T 4
1 @ 4

A

sen[1/2(u — t)] = u—1t " Mo

Lo que justifica las desigualdades anteriores.

6Soporte de f real o compleja es la cerradura del conjunto de todos los € Dy tales

que f(z) #0.
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A lo sumo una ’y]’? esta acotada por dos veces la variacion de ’y]’?. Asi

< 4k+1£w;((772’k) + 12wx (m27%) = o(1) cuando k — oo (3.12)

(;2
H g Nk—2

e

de (3.8) tenemos

[8m(Gis) = Gioall, <

siempre que m > M1

2k72
y de (3.11)
(o) = — / (et dt < L / 4] < e (r27H)
J 2m J= 27 = p RoIHE

de aqui los coeficientes de Fourier de G} no exceden
a4y g (m27F)

ya que hemos considerado G} como la suma de 2 - 4*~! funciones ~¥.
Entonces, para m < my_;
9

15m(GDl =

3 Gw)e

[e.e]

Z 7T—14k—177k_1wK(ﬂ_2—k‘)eivw

—m

< Z a4y g (m27F)

IA

< (2mp_1 + Dr 4w (m27F)
y por (3.7) 7
7 2my_y 4+ DA g qwpe (m27F) < 27D

Luego
1S (G|, <27V (3.13)

"Puesto que 7 (2mp_1 + 1) < mp_y
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o0

Z G?|| paran > 3. Supongamos que m > m,. Sea k
v=n-+1 U

tal que my_1 < m < my. Es claro que n < k — 1, tenemos

Ahora estimamos

> Sm(@)| = ZS @G|+ 19 (GEDl + D 15m(G]
v=n-+1 00 v=n-+1 v=

= I,+1I, —I—[[[n.
Luego por (3.8) 8

I, <

k—2
+) 27

n+1

k—2
2.G

n+1

por (3.12)

11, < ||G < max HG2

iy I

y por (3.13)
I, <27F < 2=+

Entonces para m > m,,, tenemos

Spn ( i Gi) ZG2
v=n—+1

n+1
y de 3.9

(2]

lo cual tiende a 0 cuando n — oco. Solo falta considerar m < m,,. Para tal m
tenemos por (3.13) que

(29
v=n-+1

Por consiguiente, esto muestra que la [|-||,; de Z G? tiende a 0 cuando n
v=n+1

tiende a oo. La completitud del espacio U(¥) nos asegura que F' = fog €

U(%), lo que completa la demostracion.

EY O e 2], 4

00 n+1

1

<max | Fy — F“ +Z HGlH +max HG2HU on—1

v=n+1

SN EAC IS SR

00 v=n+1 v=n+1

8Por propiedades del valor absoluto [|Sim(G)|l., — |Gl < 1Sm(G) =G|
siempre que m > m, y G € E.

0072"1
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3.2. Convergencia Absoluta

Es conocido, por el criterio M de Weierstrass, que si {f,(x)} es una
sucesion de funciones tal que para cada n, M, es una constante tal que

| fu(@)] < My;Va € Dy

[e.9] o0

y si la serie numérica E M, converge, entonces la serie de funciones g ful(z)

n=1 n=1
converge uniformemente en D;. De esto y dado que

< |7

~

Fime < |Fimye

tendremos que g f(n)e™ converge uniformemente si E ’ f (n)’ con-
n=—00 n=—00
verge.
Una funciéon f cuya serie de Fourier g f(n)e™ converge absolutamente

n=—oo

es igual casi en todo punto a la funciéon continua la cual es el limite uniforme
de la suma parcial de esa serie. Por consiguiente, podemos considerar la clase
A(%) de tales funciones, que es un subconjunto de C(%). A(%) es un espacio
de Banach bajo la norma

1o = > |Fm)

n=—oo

si fr, K = 1,2,..., es una sucesion de Cauchy en esta norma entonces

fr(n) = ¢, cuando k — oo uniformemente en n y Z |cn| < oo, Si

n=-—00
N

f(t) = lim Z cne™ entonces f € A(Z) y || fx — flae —

N—o0
n=—N

En esta seccién se mostrara que sin asumir propiedades adicionales a
la continuidad de una f, puede no haber un cambio de variable g tal que
foge A(%), con f € C(%). La prueba de este resultado depende de tres
lemas los cuales se mostraran a continuacion.
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Lema 3.2.1 Si (21, 2, ...2,) es una n—upla, n > 3, de niimeros complejos
con |z;| <1 para todo j, entonces

2 B Zk<j 2kZj

n
z
LD VLTI > EA R

n5/2

Demostracion. Sea Z 2z; = P +1Q), donde Py () son la parte real e imag-
k<j
inaria. Considerando que

2

(P4+iQ)(P—iQ)=P*+Q* =

E Zkfj

k<j

()

<
sabiendo que para cada j =1,2,...,n
(lzazgl + -+ lzm2)? = {lzil (2] + |2 + - + |22}
< AlzlG =D} (yaque |z] < 1;V))
tendremos
2 n 2
(zw) _ (zzrzkuzﬂ)
k<j j=1 k<j
n 2
< <Z(j—1)|zj|>
j=1
" T -1\’
n(n —
< ( (J—l)) :( 5 )
j=1
4
n
< — 3.14
< (3.14)
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Desarrollando vemos

] 2 qu‘ ZRZj| 1 2 qu’ 2kZj 1 2 qu’ 2% | |
2w | n2) nd n2) nd
) 2\° ) 2\ Qi< 7 2\ Xk<j 7
B n2) U w2 n3 Cn? n3
2 2
‘Zk<] RkZj
nbé
_J(; 2 2 1 2 D ke %t Dy BZ
- T n2) T 2 n3 t
P +iQ2 ) ?
nb
puesto que
sz,?j = ZZij = P—ZQ
k<j k<j
tenemos que
> uzi+ Y zz =2P.
k<j k<j
Asi
1
1_3_M: 1_3 2_2 1_3 £+M 2 (3.15)
n? n3 n2 n? ) n? nb .

63



Ademas
2
=(atat -t (Bt+ant )

n

>

k=1

0<

ZZZk51+ZZk52+"'+ZZk5n
k=1 k=1 k=1
=zl + |zl + -+ [zl + Z%% + (2’122 + Z%@) + -

k=2 k=3
n—1
+ Z 2k Zn
k=1
= Z |Zk|2 + Z 2Kz + Z 2K 2§
k=1 k<j k<j
w12
=0< 2kl <n+2P; yaque |z <1,Vk (3.16)
k=1

Asi, de (3.14), (3.15) y (3.16) tenemos
1
2\? 2\ P P2+Q*|" [0zl
{(1—59 —2(“‘ﬁ)5?+—zf— T

2\ ? 2\ P 1 |> (n+2P): 11
{O‘ﬁ)‘%“ﬂﬁﬁ+ﬂ%*“7m—::m+&

IN
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n
de (3.16) vemos que P > 5 y desarrollando las operaciones en A, tenemos

A= 1-S+— =t

= 1- il il
4n?  n* n3  nd
_ q 15 4 P P 4P
N 4n? n* n3 nd  ond
_ q 15 4 P —P(n?-4)
N 4n?  n* n3 nd
< 15 4 P n?>—4 p< n
S loqeta T mt g — Py
_ 1 15 N 4 P 1 2
N 4n?2 n* n3  2n2  nt
B 12 1 P 2
N 4n?  4n? n?  nt
3 P 2 1
Sl Tt e
3 P 8-—n?
= 1_n2 3 44;yaquen23
3 P
< e
asi,
3 P
) : 3 P L
Ademas, como se debe cumplir que 1 — s + 3 > 0 implica que
3 P
2tp =1
3+ P < n?
n
Pc 23 (3.17)
n

P 1
de (3.16) tenemos que — > —3 de esto y de (3.17) tenemos que
n

<n?>-3

<

DN | —
3|
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P 3
I P I
2n?2 — n3 — n
1 N 3 P+ 3 .
2n?2  n? —n3  n2
i E_i_i 1
2n?2 — n®  n? —
1 P+3>O t P+3>1 P+3 > 0 asi
or lo que — + — entonces — + — > - | — + — asi
p e s T2 ’ nd n2  2\n3 n?
P 3 1 /P 3
—1<—-———-——=<—(—=+—=]<0
- n3  n? 2<n3+n2)
por lo cual
3 1/P 3
A<lo— -2 12242
nd  n? 2<n3 n2>
entonces’
1 1 P 3 1
A2 + B2 < <1_ﬁ_2n2>+ 5/2(71—1—2]3)2
3 P 1 1
e 1— f— 2P2
o2 "o T g1 (nt2P)
_ L3 P (n+2P)2
N n2\2 2n nz
1 (1 1 P (n+2P)
T [ I
n? 4+ +4+2n nz
_ 1t (n+2P)_(n+?P)%+1
n? 4n n2
1)1 2P)z i
BT S UL L I O
n? | 4 ona
hemos probado que
Az 4+ B2 < 1
9PodemosverqueA%<(17%7%),probandoque()<(17%7%) — A con

— 15 4 2P 4P
A=l-gomta—wtos
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Dado que

2 g AE| | 12k 2l 1 1
‘1—;— 3 + 52 <A+ B2 <1
Por lo tanto - .
1 2 qu’ RkZj > ke 25 1
2 n3 + nb/2 <

O

Lema 3.2.2 Supongamos que f es de variaciéon acotada en un intervalo [
con variacion V(f, I'), denotada por V. Dado un niimero positivo €, un entero
positivo n, y puntos z; en I,2 =1,2,...,m, y puntos

<<l <T<ig<m< <ty <TN

tal que
x; +t; — v € I para todo i,

donde
N > n(dme 'V + 1), (3.18)

entonces hay enteros
O<v <wvy <--- <y

tal que para todo 7
(*) }f(l'z + tvk - tvj> + f(xz + Top, — ij) - f(l'z + t’Uk - ij) - f(xl + To, — t'Uj)| <e
siempre que 1 < k < j <n.

Demostracion. Sea
E(v,i) = E'(v,i) U E"(v,1)

donde

E/<U,Z):{pU<p§N,’f(.flfl—i-tv—tp)—f(l'l—i-tv—Tp)‘ >

N ™
—

E"(v,1) = {p:v<p§N,|f(a:i—|—7'q,—tp)—f(xi—I—TU—Tp)| >

DO ™
——

67



obviamente

Z%:%legcardE'(v,i) <V

p>v p>v

similarmente para E”(v,1)
3
25 SZ|f(xi+7_v_tp)_f(xi—'—Tv_Tp)I SV
p>v p>v
y claramente cardE(v,i) = cardE'(v,i) + cardE" (v,i) < 4e7'V, Vi (i =
1,2,...,m) y de aqui
card U™, E(v,i) < 4me™'V
Fijemos
v = 1a EO = {17 2a s 7N}7 El = EO \ (UZE(UDZ) U {Ul}) (319)
Entonces
cardBy > N — (4me 'V +1).

Supongamos ahora que vy, Vs, ... U1y Fg D E1 D -+ D E)_; estan definidos

y
cardEy,_; > N — (k — 1)(4me™ 'V + 1)

para cada v, hacemos lo hecho en (3.19).
Sea v, = mink,_; y sea

Ek == Ek—l \ (UiE(Uk, Z) U {Uk}) (320)

Claramente
cardE), > N — k(4me™'V +1).

(esta desigualdad nos asegura que los Ej # () y tiene minimo por la defini-
cién de los Ej). Podemos continuar esta construccién hasta k = n por la
desigualdad (3.18) y cardE,, > N —n(4me~'V +1). Entonces tendremos una
sucesion creciente de nimeros enteros vy, k= 1,2,...,n, tal que

v; ¢ U;E(vg, 1) siempre que j > k.
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Pues, si v; € U;E(vg, 1) entonces v; ¢ Ej, por (3.20), por lo que no serfa un
elemento de la sucesion {v;}}_;, asi construida. Entonces

9
|f(xl+t"0k _t'l)j) - f(xl—i_T”Uk _t’l)j)’ < 5

€
|f($2 + tvk - ij) - f(xz + Ty, — Tv]-)| < 5
lo cual implica la desigualdad (*) del lema.

O

Antes de continuar con el tercer lema, consideramos conveniente las sigu-
ientes definiciones y comentarios, los cuales facilitardan la comprensién del
ultimo lema necesario para la demostracién del teorema principal de esta
seccion.

Aunque nos interesa el caso real, un espacio vectorial sera sobre el campo
de los nimeros reales o complejos. Para cualquiera de los dos casos, en las
siguientes definiciones se representara el campo escalar por ¢

Definicién 3.2.1 Si € y § son espacios vectoriales, el simbolo L(€&,F) es
usado para representar el espacio lineal de todas las funciones continuas de &
en §. El simbolo L(€&) es usado para L(€, &), y & para L(€&, ®). El espacio
¢* es llamado el espacio conjugado, espacio adjunto o espacio dual de €.
Asi los elementos de €* son los funcionales lineales continuos en €.

Definicién 3.2.2 sea X un conjunto. Una o—algebra de subconjuntos de X
es una coleccién de conjuntos que contiene a () y que es cerrada por com-
plementos y uniones numerables. Un espacio medible es un par ordenado
(X,90) tal que X es un conjunto y 9 es un o—algebra de subconjuntos de
X. Un conjunto A se llama medible si A € 9. Una medida p en el espacio
medible(X, 91) es una funcién no negativa definida para cada A € 9, que
satisface

(1) u(0) =0

(i) p (U2 E;) Z wu(E;) para cualquier coleccién numerable de conjun-

tos disjuntos {E} C M.
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La terna (X, 90, 1) se llama espacio de medida.

Definicién 3.2.3 La maés pequena o—algebra B que contiene todos los con-
juntos cerrados de un espacio topologico & es llamada la o—algebra de Borel.
Llamamos medida de Borel sobre X a toda medida p sobre la o—algebra de
Borel 9B(X) que sea finita sobre los compactos.

Definicién 3.2.4 Una funcién de conjuntos aditiva p definida en una alge-
bra 9t de subconjuntos de un espacio topolégico & se dice que es regular
si para cada £ € M y € > 0 hay un conjunto F' € 9 cuya cerradura esta
contenida en E y un conjunto G € 91 cuyo interior contiene a E tal que
|u(C)| < € para cada C € M con C C G — F.

En otras palabras, una funcién de conjuntos aditiva p definida en 9 es
regular si es cierto lo siguiente: Para cada F € 91 y cada € > 0, existen
conjuntos F' € M, G € M, tales que F' es cerrado, G es abierto, F C A C G
y

W(G) —e < p(A) < p(F) +e.
Dada una medida de Borel p diremos que es exteriormente regular en el
boreliano E, si cumple para Uabierto

W(E) =np nU) y
ECU
diremos que es interiormente regular en el boreliano F, si para K C F, K
compacto se cumple

n(E) :2%% p(K).

De esto, p es regular si es exterior e interiormente regular en todo boreliano.

En varias situaciones en analisis es necesario trabajar con funciones que
se comportan como medidas pero que no necesariamente son no negativas.
Esto da lugar a la siguiente definicion.

Definicién 3.2.5 Una medida con signo en el espacio medible (X,90) es
una funcion p : 9 — RU{oc} 0o RU {—o0} tal que

(i) u(®) =0;

(i) p(U2 E;) Z w(E;) para cada coleccién disjunta de conjuntos med-
ibles {E;}.
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Si u(U2, E;) es finita se requiere que la serie que converja absolutamente; si
(U2, E;) = 0o 0 — oo se requiere que la serie “no converja” a uno de estos
valores.

Se obtienen este tipo de funciones de conjunto al efectuar diferencias
M= f1 — 2

de medidas sobre un mismo espacio medible, con una de ellas finita, o al
considerar, sobre un espacio de medida dado, integrales como funciones del
dominio de integracion,

s (E) = / fdu
E
si f es real medible y tal que f™ o f~es integrable.
Definicién 3.2.6 Se llama medida de Radon a toda medida de Borel regular

Definicién 3.2.7 Un espacio localmente compacto es un espacio topolégico
separado (o Hausdorff) con la propiedad de que cada uno de sus puntos tiene
un entorno compacto.

Una forma lineal positiva serd una forma lineal I sobre C.(X), espacio
vectorial de las funciones continuas sobre X con soporte compacto, tal que
I(g) > 0si g > 0. Mediante

1,(g9) = /g dp

queda definida una forma lineal positiva.

El resultado fundamental sobre medidas Radon'® es que si I es una forma
lineal positiva sobre C.(X), existe una tnica medida de radon p tal que
I, =1.

Sea X un espacio localmente compacto. Denotamos por M (X) el espacio
vectorial de medida signada de Radon y por MT(X) la medida de Radon
en X; es decir, las medidas asociadas con las formas lineales positivas!!. El
soporte de una medida signada de Radon p es el conjunto cerrado F' mas
pequeno tal que |u|(F€) = 0. Es decir, = esta en el soporte, si y solo si,
(B, (x)) > 0, para todo .

10 Analisis Real, Joan Cerda, pag 121, teorema 4.1
UM (%) algunas veces es llamado el espacio de medidas de Radon y M*(X) el espacio
de medidas positivas de Radon
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Definicién 3.2.8 La convolucién de dos medidas p,v € M(X) es el com-
pletamiento de la medida que a cada conjunto de Borel £ C X asigna el
valor

(MMME%iLME—ﬂdMﬂ,

donde F — 7 es el conjunto {s — 7 | s € E}. La convolucién p * v de dos
medidas definidas en 7" se obtiene en la misma manera.

Si xg es la funcién caracteristica del conjunto E, entonces s — xg(s+1t)
es la funcién caracteristica de E—t, y v(E—t) = [, xg(s+1)v(ds). También
podemos escribir (p* v)(E) en la forma

s o)B) = [ oB =) aur)

= //xEs+ ) du(r) do(s)

- /x (E — s) du(s)

Definicién 3.2.9 Sea X un espacio localmente compacto y t € X. La medida
de Dirac en t es el funcional lineal

I(f) = f(t), Vf € Cx(X).

Este funcional lineal positivo es representado por una medida de Borel &,
cuya completacién estd definida en la o—algebra (%) consitiendo de todos
los subconjuntos de X.

0; se conoce como la medida de masa concentrada en el punto t.

Lema 3.2.3 Para 0 < v < 7, sea ¢ una funciéon continua y creciente en
[0,7] con (0) =0y @(y) = 7. si

0, vy<t<m,
f(t) =4 sen(2Np(t), 0<t<n,
0, —m <t<0,

donde N es un entero con N > 40*, entonces hay una constante positiva K
tal que, para alguna p en el espacio de medida signada de Radon M (%),

/zf dp > Klogiz N y ||pl| 4o(q) < 1,
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donde

[l A*(T) —sup [f(n)|
nez

Si I es un intervalo conteniendo el soporte de py si h € C(T) con ||x/h|, <

e N, entonces

INf + hll g > K A logizN — 1

para cada constante \.

Demostracién. A cada p en M (%) le corresponde un funcional lineal @,
en A(%) dado por

B,(@) = /5 G dp = /5 S G du(0) = 20y G(n)ii(—n), G € A(T)

y
1Pyl

A*(T) —sup 1(n)] -
ne”L

Para establecer el lema construiremos una p para la cual

®,(f) > Klog=N y || 4l

e < 1, (3.21)

donde K es una constante apropiada. ; denota la medida de masa concen-
trada en el punto ¢. Nuestra medida g es una combinacién lineal de tales
medidas. Denotamos la convolucién p*v de dos medidas p y v, definida para
los conjuntos de Borel E por

ko) = % / H(E — ) du(r),

o~

la cual es lineal en cada argumento, 0; * 0y = 0pypr, V L% U = 1 * V.
Sean los puntos de (0,7) donde |f| =1 los puntos

W< <ta<T<ilz<Tg<--<ity<TN. (3.22)

Pues facilmente, de la definiciéon de f podemos ver que hay 2N puntos que
satisfacen esta condicién. Para cualquier entero positivo ¢ sea n, la parte
entera de /q, y sea

elg) = e, m{q) = ¢%, n{g) = (20¢)7.
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definamos
Qn = max{q:n(g+1) <2N}

sea 1 = 0y, y notemos que 1 < Qn < n{@Qy + 1) < 2N. Supongamos para ¢

que hemos definido
Sq
o=y a6
s=1

con
20 € (=T Tyi): 1 < s < sy < mlg),

y satisfaciendo las hipdtesis inductivas

”Mq”M(z) = Z |a§q>| <, (3.23)
s=1
ol < 1 520
y 1
D, (f) > 107 1ga. (3.25)

ya que ¢ < @)y, procedemos inductivamente como sigue. escribimos

t§q> = tn(q)—l—v y Téq> = Tp(g)4+v DPara v = L2,... Nq = 77<q + 1> - 77<Q>'

Entonces encontramos la variacién de f en (—v, 7, ), denotada por V,, de

la siguiente manera: Tomando las particiénes IT = {—~,t1, 71, t2, T2, . . ., toig), Tnia) }

de (=, Ty(q)) tendremos

n{(q)
V, = Y IAf
i=1

n{q)
= Z |f(zi) = fzi1)]

= |J:(t1) — [+ [f(m) = fE)] + [ f(t2) = fr)| + - [f(Tyig) — ftno)]

= 1+ |[f(r) = f@)]+ [f(t2) = f(r)] + - [f(me) — ftnig))]

= 1+4+2(2n{(q) — 1), en laigualdad anterior tenemos 27(q) puntos por lo

que podemos construir solamente 27 — 1 sumandos de esta forma. Asi,

Ve = 4n(g) — 1.

74



Esto por la definicién de f y, como definimos antes, los puntos de la particion
son puntos en los cuales |f| =1. Y 2

2@ 41, —Tf<qu> = 2 by 11— Tola+1) > —Tnlg) +Inl@)+1 = Talg4) > —Tnig+1)-

pues ¥ —7, 0 + g1 > 0, por 3.22.
Podemos aplicar el lema 3.2.2 previo para tener

ng(4m{q)elq) "V, +1) < q2(16n(q)e*q? + 1) = ¢2(16¢*(209)" ¢* + 1)
— (209)" (¢*q)"(16¢2) + ¢
< (209)7(209)7(20g?) + ¢
< (20715 4 g
< (20q)(q+1)2
< (20(g + 1))@V’ — (209)7 = N,.
Asf podemos encontrar enteros positivos v; < --- < vy, tal que para cada s

@00t = £ 20+ )= 70—t @+ =7 < (g)

(3 26)
siempre que 1 < k < j < n,. fijamos
5 e 1
figy1 = (1 —2n%)pu, + n2 ; 5(5t£‘§j - 575?)
-3 L ) ) L 0 4]
URTEEDS 30— Orw) * 500y = 0_ ).

1<k<j<ng

Asl pig41 es una combinacion lineal de puntos de masa concentrada en los
puntos

20 40 70 g0 ) g0 Bl 30 ) o) ) g o) 4 ro) o)

S7Uk;7’l)k7s

lo cuales estan contenidos en le intervalo (—7,(g11), Ty(g+1)) ¥ Para cuya car-
dinalidad, s441, tenemos

Sq11 < 842N, +25,(N,—1)(N,—2) < ¢?(142¢)+2¢"? < (g+1)" = m(g+1).

12En lo que sigue se hara uso de los dos lemas anteriores.

Bno olvidando que x§q> € (—Ty(q)» Tn(q)) entonces —7, ) < x§q>
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Entonces utilizando el lema 3.2.1 y |zi(n)] < 1, lo cual es (3.24), tenemos

g

k=1
1, . (@ (@) 1 (a) T ()

—3~ “(pintyy, _ inTy ) | T —mtvk _ o inTy, < 1.
i a(n) Y (e ety (] )

1<k<j<ng

(einté(fg . eznﬂS?)

Njot

N —

figer ()] = (1= 2n,%)fig(n) +ng

De la definicién de p, y la hipdtesis inductiva (3.23), tenemos

n-led

_3
T <(1—2n.%e? +n, >+ < el(1+n1?) 4 n %% < et
q M(T) q q q q

revisando la hipdtesis inductiva (3.25),

(b,LLqul(f) = [Sfd:uq—l-l

_5 1
= (1—2n.7) / fdpg+ng? Z 5(5t<q> 0 ()

Yk Ty,
k=1

1 —3Zaq>2[ q +tvk )—i—f( (q) +Tvk> Ty(;ﬁ)

k<j

—ﬂ¢@+%twﬁ»—ﬂ@®+ﬁ?—%ﬂ

_ _ _ e(q
> 10711 —2n,)g"* + 0% — % > al (%)
7 s=1
> 10 1 1/4+q73/4 _87167(1
> 107 g+ 1)V
Se logra (*) por (3.23), (3.26) y porque

Nq 1
> 5 (g —dp) =me

pues' 8, — 6_» = 2, ademds por hipdtesis
Yk Vi

/f dpg > 1071,

MPor definicién 4, = FE) y J_ (0 = = F(7$9) y en tales puntos |f| = 1
Yk
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Entonces
D, > 107H(Qn) !

Luego, hemos mostrado que las hipotesis (3.23), (3.24) y (3.25) son validas
con ¢ reemplazada por g + 1 sujeto a la restriccion n{(g + 1) < 2N. Ahora,
como N(Qx + 2) > 2N, vemos que

Qn > Kl(logN)1/3 > 0,

donde K; es una constante absoluta. Asi, (3.21) se mantiene con 1 = g, v
la primera afirmacién del lema ha sido probada.

Ahora supongamos que I es un intervalo conteniendo el soporte de g, .
Sea h en C(%) con ||xsh|,, < e y sea A\ una constante. De (3.23), la
variacion de fg, es

iy sy = / drigy| < €@ < eV,

Asi
1
IAf +hllye = sup Wq)()\erh):H@‘A*(Z)Sl

A*(%)

> / (Nf + ) duo,

<
> /fduQN - /hduQN
< <

> KlAllog N = it [ ldra
T

> K|Mlog?N —1,

lo cual es la dltima afirmaciéon del lema 3.2.3

O

Ahora estamos en condiciones para la demostracion del teorema principal
de esta seccidn.

Teorema 3.2.1 Existe una f en C(%) tal que fog ¢ A(T) para cada cambio
de variable g.
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Demostracién. Denotemos con [ el intervalo [kLH, ﬂ y por ¥y la funcién

caracteristica x;, de Ij. Consideremos la funcién continua
Z log? Ny )tsenlk(k + 1) Nya],
k=1

donde N, k=1,2,..., es una sucesion creciente de enteros tal que
= Ni_
log2a N, > e**=1 para todo k.

Sea g un autohomeomorfismo de . Sin perdida de generalidad podemos
suponer que g preserva el orden y ¢(0) = 0. Mostraremos que F' = fog ¢
A(%). Claramente, hay un § positivo tal que F'(t) = 0 siempre que t € (=6, 0].
hagamos

_ T
th=g 1(%) Y Yk =tg — tpsr.

Aplicamos el lema 3.2.3 a los sumandos de F'. Fijado un entero positivo v
para el cual v, < 9, definiendo

@o(t) =v(v+1)g(t +ty11) —vm, t€[0,7)]

Entonces )
F,(t) = F(t + tys1) = (logiN,)FY + 2
donde
0 para 7y, <t <,
FO = (=1)"Nesen(Nyp,(t)) para 0<t <7,
0 para —mw <t <0.

y FU(Q) es tal que Z Ff) =0.
v=1
Sea 1, la correspondiente medida de Radon probada en el lema 3.2.3. Ademas,

el soporte(iy) C [—Vus Yo-
Ahora supongamos que f o g € A(%). Entonces

I ol = 52| [ £o g
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pues

[reaa = | [ SFame duta
= |2 Y- Fogma(-n)
20 3| Fogm)| i(—n)

< on ) |Fogtm|=2xllf o glla

IN

para cada pu en M(T) con ||yl
Iky- Ademas, observamos que

A = 1. En particular, esto se cumple para

X B2 < e,

del lema 3.2.3 tenemos que

> KlogiNv — 1.

1F 0 gllacey = I1Fll ey ' [ Fan,
Lo cual nos lleva a la contradiccién
Klog#iN, — 1 < |[f o gl 4z < +0.

Lo que prueba el teorema.
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