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Introduccion.

La idea central del presente texto es hacer un contrapunto entre el desarrollo tedrico de
la Geometria desde sus distintas facetas, especificamente de la Geometria Proyectiva. Por una
parte se tiene el conocimiento profundo de la Geometria Sintética, elegante legado de los grie-
gos, y por otra parte, la visién contemporanea, con su desarrollo teérico amplio y general.
La combinacién de estos modos de pensamiento impact6 profundamente la matematica de los
altimos tres siglos, como resultado, la vision geométrica actual dista mucho de la original, con
mucha variedad en cuanto a sus vinculos con otras areas mateméticas, y con muchas ideas
primitivas para nada obsoletas.

En la primera Unidad se hace un recorrido bastante completo de los problemas clasicos sobre
Incidencia, se abordan los teoremas de Menelao, Ceva, Desargues, Pascal, Pappus, Brianchon,
y se contextualiza todos ellos en la teoria usual, es decir Razones de Segmentos Dirigidos, Con-
jugacion Armonica, Razéon Doble, Potencia de Punto, Eje Radical, Inversion, Polos y Polares.
Ademés se aborda el tema de las Circunferencias de Apolonio, que permite desvanecer el con-
cepto de circunferencia de tal forma que la linea recta es un tipo de circunferencia. También
se hace un trato especial a las rectas paralelas, para definir los Puntos al Infinito y la Recta al
Infinito de un plano, es decir, se trabaja sobre el Plano Proyectivo.

En la segunda unidad se estudia el Espacio Proyectivo n-dimensional desde la visién de los
Espacios Vectoriales. Aqui se aborda una teoria lo suficientemente suave como para permitir
que ciertos fenémenos considerados evidentes sean demostrables, por ejemplo que “dos pun-
tos determinan una tnica linea recta’. Las coordenadas homogéneas son el centro de toda esta
teoria y derivan en cierto punto a un tema de rigor, la Dualidad. También se aborda el concepto
de Incidencia en este Espacio Proyectivo, demostrando los llamados teoremas fundamentales de
la Geometria Proyectiva, que abordan de una manera impresionante el concepto de Colineacion.

Finalmente, en la tercera unidad se hace un recorrido breve sobre las Aplicaciones mas
usuales de los contenidos anteriores. En primer lugar se aborda el Plano Proyectivo como caso
particular del Espacio Proyectivo n-dimensional, en esta seccién se demuestran algunos teo-
remas importantes como el teorema de Desargues y el teorema de Pappus. En otra seccién
se aborda el Modelo Geométrico no Euclidiano de Poincaré, que hace uso importante de las
Transformaciones de Moebius asi como de teoria de circunferencias ortogonales. En la altima
seccidn se muestra algunas aplicaciones de éstos contenidos en la resolucién de problemas sin-
téticos de alto nivel de dificultad.



Capitulo 1

Geometria Proyectiva desde la
perspectiva Sintética.

Para establecer convencion, los puntos se denotaran por letras maytusculas A, B, ..., mien-
tras que las rectas por letras mintsculas a, b, . ... Por otra parte, una recta a que pase por los
puntos B y C sera llamada la recta BC', y esto se escribe a = B(C'; andlogamente, si por un
punto A pasan las rectas by c¢ se forma entonces el punto A = be. También, si se especifica, o
segun el contexto, es posible que se maneje términos como el segmento AB, el segmento dirigido
AB o el rayo AB. El segmento AB se refiere a la uniéon de A y B con la region de la recta AB
comprendida entre A y B, y se le agrega intrinsecamente el concepto de distancia entre Ay B.
El segmento dirigido representa el mismo conjunto de puntos que el segmento, pero se le agrega
orientacion al concepto de distancia, positiva y negativa segiin se convenga. Y finalmente, el
rayo o semirecta AB son todos de la recta AB que estan del mismo lado que B con respecto a A.

La Geometria Proyectiva tiene como objeto de estudio aquellas propiedades que no involu-
cran medida, siendo la incidencia el tema principal. Asi, se tiene interés en puntos alineados y
rectas concurrentes, que son respectivamente, puntos que inciden en una recta dada, y rectas
que inciden en un punto dado.

Un detalle importante es que se considerara que dos rectas paralelas se cortan en un pun-
to impropio llamado punto al infinito. Esto, aunque el sentido comuin parezca contradictorio
(lo cual no es erroneo, simplemente practico), matematicamente (atn mas practico) tiene el
sustento necesario, como se vera a lo largo de este texto. De momento, basta conformarse con
la justificacién que se busca eliminar ese “caso excepcional’, que dos rectas coplanares dejan
de cortarse si son paralelas. Asi, al igual que dos puntos definen una recta (existe y es tnica),
también, dos rectas coplanares definen un punto. En el espacio, las rectas pierden un poco
de protagonismo, dado que si son alabeadas (no coplanares) definitivamente no se cortan, sin
embargo los planos retoman tal rol, en el espacio dos planos siempre se cortan. Esta claro
que este analisis se puede extender a espacios de mayor dimensién, siendo los puntos y los
hiperplanos los duefios de la escena, y el esceneario la incidencia.

Con respecto al punto al infinito hay atin varios detalles importantes que comentar. Otra
justificacion paleativa para aceptar el hecho que “dos rectas en el plano siempre se cortan”
radica en la percepcion visual que tenemos de la realidad. Por ejemplo, si se observa una
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carretera recta muy larga desde el punto de vista de un peatén suicida que se encuentra justo
a media calle y la observa longitudinalmente, da la impresién que los bordes de la carretera se
cortan en un punto sobre el horizonte. Si se trazaran lineas paralelas a los bordes (digamos las
lineas punteadas de la carretera), esas lineas irfan a parar al mismo punto sobre el horizonte, en
cambio, los bordes de otra carretera perpendicular a la primera, se cortan también en un punto
ideal, pero distinto al primero. Asi, existe todo un conjunto de puntos al infinito (el horizonte),
tales puntos forman la la recta al infinito. Un observador perspicaz se puede sentir mareado
con esto, porque percibe que el horizonte forma més bien una circunferencia que lo rodea y no
una recta, no se equivoca (Poincaré lo apoya), y la confusion entre recta y circunferencia no es
del todo descabellada, sin embargo, hay motivos para considerar el horizonte como una recta
propiamente dicha. Considere el siguiente razonamiento:

Dada la recta a y un punto P fuera de ella, a cada recta z que pasa por P puede asociarsele
un punto X sobre a, la forma de hacer esto es simplemente forzando que se cumpla la relacién
r=PX.

X a

. Qué pasa entonces con la recta paralela a a por P? El punto que corresponde (permitiendo
biyectividad)a esa recta es el punto al infinito de la recta a, y suponiendo que tal recta tiene
un tnico punto ideal, entonces todas las rectas paralelas a a se cortan en un mismo punto.
Asi, en el plano, hay tantos puntos al infinito como direcciones. Llamemos I a ese conjunto.
La intersecciéon de una recta cualquiera a con I es un punto al infinito, es decir, existe y es
anico, y de alli que se considere a este conjunto como una recta.

n

Todo este razonamiento adquiere mas sentido si se analiza el comportamiento desde el
espacio. Consideramos que dos planos siempre se intersectan en una linea recta. Tomando un
plano 7 y un punto P fuera de este, se puede hacer una asociacién biyectiva entre los puntos
X de 7 y las rectas x que pasan por P, de nuevo, tomando x = PX. Esta asociacién queda
perfectamente definida si « no es paralela a 7, j qué pasa entonces con el plano p parelelo a 7 por
X7 (que es justamente el lugar geométrico de las rectas x paralelas a ), por las consideraciones
hechas, estos dos planos deben cortarse en una linea recta. Tomando una recta m por P en py
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una recta n en 7 tal que m || n, por lo visto anteriormente, como son coplanares, se cortan en
un punto al infinito que pertence al plano que las contiene, y que claramente pertenece tanto
a m como a p. Asi, a cada punto ideal de 7 se le asocia una recta de p que pasa por P,y el
lugar geométrico de todos estos puntos es la interseccion de m con p, la recta al infinito de
y de p. También se observa que se forma una biyeccién entre las rectas de 7w y los planos que
pasan por P, tomando simplemente el plano que contiene a la recta en cuestién y a P, y en
tal caso, el plano que se asocia a la recta al infinito de 7 es p.

1.1. Hileras y Haces.

(1) Definicién: Hilera de Puntos. Un conjunto de puntos Pj, Ps, ... forman una hilera
si todos se ubican (inciden) en una misma linea recta dada.

(2) Definicién: Haz de Rectas. Un conjunto de rectas pi, ps, ... forman un haz si todas
pasan (inciden) por un mismo punto dado.

Por lo dicho anteriormente, dados dos puntos, existe una tnica recta que pasa por ellos,
y dadas dos rectas, existe un tnico punto que pertence a ambas, es decir, dos puntos siempre
inciden en una tnica recta y dos rectas siempre inciden en un tinico punto. Otro axioma fun-
damental es que no todos los puntos pasan por una misma linea recta ni todas las rectas pasan
por un mismo punto, es decir, dados tres puntos, estos no estan necesariamente alineados, y
dadas tres rectas, estas no son necesariamente concurrentes. Con estos elementos es posible
formular el concepto de tridngulo (y trilatero), y también dos teoremas bésicos que son a la
vez criterio para determinar si tres puntos estan alineados o si tres rectas son concurrentes, el
Teorema de Menelao y el Teorema de Ceva, respectivamente. Antes de estudiarlos, se definiré
una funcién muy tutil para hileras y haces.

Asi como anteriormente se agreg6é un punto ideal a la recta tal cual la conocemos (el pun-
to al infinito), también, sera necesario agregar un nimero ideal a los ntumeros reales (y a los
nimeros complejos posteriormente), el ntimero real infinito. Este nimero cumple propiedades
contrarias a las del cero, tales como a+o00 = ooy 55 = 0, mientras que el cero cumple a+0 = a
y § = oo. Observe que no se estd haciendo consideracion en cuanto a signo, +00 o —oo, se
define como una tnica estructura, esto debido al desarrollo anterior, en el cual el punto al infini-
to de una recta es el mismo sin importar hacia que lado la recta PX tienda a ser la paralela de a.

(3) Definicién: Reales Extendidos. Es el conjunto de los niimeros reales unido con
infinito: R U {co}. Este conjunto lo denotaremos por R*.

(4) Propiedad: Dados dos puntos A, B y la recta que éstos definen AB, la funcién f:
AB —— R* definida como f(P) = g—g es una funcién biyectiva.

Demostracion:

Considere la siguiente figura. Si P = A= f(P)=0,si P=B = f(P)=o00,si P =00 =
f(P) = —1, si P esta al interior del segmento AB = f(P) € RT, si P esta a la izquierda de
A= f(P) € (—1,0), si P esta a la derecha de B = f(P) € R~ — (—1,0).
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A P B

_ AP _ AB+BP _ AB 11
=955="pg =pp L donde

Todas las relaciones se obtienen considerando que f(P)
PB =t es un parametro (t € R*) y AB # 0 un valor fijo, es decir, queda definida una funcion
g:R* — R*

c
(P =gt =51

Por la forma de g,2 esta claro que P = P' & t =t/ < g(t) = g(t') & f(P) = f(P'). Con
esto, f es tanto sobreyectiva como inyectiva, es decir, biyectiva.

(5) Propiedad:Teorema Generalizado de la Bisectriz.? Si C' es un punto fuera de
AB, entonces f(P) = SAsenZACPH

~ BCsenZPCB~

Demostracion:

Considere la siguiente figura. Aplicando Ley de Seno a los tridngulos APC' 'y PBC, y dado

que ZAPC y Z/CPB son suplementarios, se tiene %senéPC’A = sen/APC = sen/CPB =
%SenZBOP = % _ CAsen/ACP

Boensrép- Cambiando la orientacion de los angulos (a4ngulos dirigi-
dos) y tomando en cuenta (4) se obtiene el resultado desado.

C
/l\
A P B

1.1.1. Teoremas de Menelao y Teorema de Ceva.

(6) Teorema: Teorema de Menelao. Dado el triangulo ABC' y los puntos X, Y, Z

sobre las rectas AB, BC, C A respectivamente, se cumple que X, Y, Z estan alineados si y
sélo si

AXBY CZ _

XBYCZA

Demostracion:

Es de aclarar que la expresion del teorema se refiere el producto de razones de segmentos

dirigidos. Considere la siguiente figura, asumamos que X, Y, Z estan alineados y sea W un
punto sobre la recta XY Z tal que AC' || WB.

Se observa que AAXZ ~ ABXW y ABYW =~ ACY Z, por lo que

AX AZ BY BW

AX L BY :>AXBYC’Z_
BX BW CcYy (CZ

BXCY AZ
IEsto es debido a la relacion de Chasles, si A, B, C estan alineados, entonces AB + BC + CA = 0.

2Graficamente, una hipérbola en R*?.

AP _ CA

3Si C'P es la bisectriz del ZACB se obtiene el conocido Teorema de la Bisectriz: 55 = Boe-
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A

Tomando en cuenta el signo de los segmentos, se llega a la expresiéon buscada

AXBY CZ .
XBYCZA
Para demostrar el reciproco, el camino més fécil es por contradiccién. Asumiendo que X,
Y, Z cumplen %%% = —1 y sin embargo NO estén alineados, se puede contruir Z’ # Z
como la interseccion de XY con CA, y es tal que X, Y, Z’ estan alineados; utilizando lo
probado en el parrafo anterior, %%ga = —1. Igualando, f(Z) = f(Z') (con respecto a

CA), ypor (4), Z = Z' —+. Por lo tanto X, Y, Z SI estan alineados.
Aplicando (5) a (6) se obtiene un Teorema de Menelao un poco distinto, pero muy util.

(7) Corolario: Version Trigonométrica del Teorema de Menelao. X, Y, Z estin

alineados si y sélo si
sen/ACX sen/BAY sen/CBZ

sen/XCB sen/Y AC sen/ZBA =1

Otro teorema muy importante es el Teorema de Ceva, que aborda una tematica muy similar
a la del Teorema de Menelao, y es en si un criterio para determinar si tres rectas son o no
concurrentes (tomando de referencia un triangulo). Estos dos teoremas, a pesar que para la
matematica contemporanea estan obviamente relacionados, histéricamente tienen raices muy
alejadas, Menelao (que para su tiempo, el teorema que lleva su nombre era ya un resulta-
do conocido) es de la época de la antigua Alejandria, mientras que Ceva es un matematico
italiano de la época del renacimiento. Esto es a penas una muestra de lo que significa descuidar
la Ciencia, la Matematica y particularmente la Geometria.

(8) Teorema: Teorema de Ceva. Dado el triangulo ABC' y los puntos X, Y, Z sobre
las rectas AB, BC, C' A respectivamente, se cumple que CX, AY, BZ concurren si y sélo si
AX BY CZ

XBYCZA

Demostracion:

Considere la siguiente figura. Sea P el punto de intersecciéon de las cevianas, y sean V' y
W sobre AP y CP respectivamente, tal que VW pasa por B y es paralela a AC.

4La linea recta que une un vértice con un punto cualquiera del lado opuesto es llamada ceviana en referencia
a este teorema y su autor.
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A%

M

P
B\ Y

A%

Como APWB ~ PCZ y APVB =~ APAZ entonces

VB _BP WB_BP CZ_WB
AZ zZpP CZ ZP = AZ VB
También, como AXCA~ AXWB y AY AC ~ AYV B entonces

AX _CA BY VB
BX WB CY AC
De estas relaciones se tiene
AXBYCZ CAVBWB AX BY CZ

BXCYAZ WBACVB _  XBYCZA

La demotracion del reciproco es idéntica a la del reciproco del Teorema de Menelao (6).

- AX BY CZ _ : )

S.uponemos. X,Y, Z que satisfacen 5575775 = 1 pero que forman cevianas no concurrentes;

si P es la interseccion de AY con CX, se define Z' # Z como la interseccion de BP con
o1 ., ! .

CA, y utilizando lo recién demostrado %%ga = 1. Simultaneando, se llega de nuevo a

f(Z)=f(Z')= Z = Z' —«. Por lo tanto concurren.

Este teorema también tiene su version trigonométrica, aplicando (5) a (8) se tiene

(9) Corolario: Version Trigonométrica del Teorema de Ceva. CX, AY, BZ con-
curren si y sélo si

sen/ACX sen/BAY sen/CBZ B
sen/XCB sen/Y AC sen/ZBA

1

Estos dos teoremas tienen muchas aplicaciones de interés, como se veré a lo largo del texto
y por lo tanto es necesario preguntarse si funciona adecuadamente en casos excepcionales, co-
mo por ejemplo, cuando X es el punto al infinito de AB, que segin lo planteado al inicio de
la Unidad, no tiene propiedades distintas a un punto finito.

(10) Corolario: Teorema de Menelao con un punto al infinito. El Teorema de
Menelao con un tinico punto al infinito se deforma en un el Teorema de Thales.?

Demostracion:

Sin pérdida de generalidad, se supone X, la interseccién de AB con Y Z, como el punto
al infinito de AB; esto es cierto si y solo si AB || Y Z. Por lo dicho en la demostracion de (4)

SEn su versién fundamental, también conocido como Primer Teorema de Thales.
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‘;}—)é = —1. Aplicando el Teorema de Menelao (6) al triangulo ABC con la transversal XY Z se

tiene

AX BY CZ @AZ_BY
XBYCZA zC YC
Es decir que AB || YZ < % = %, que es el conocido Teorema de Thales.
C
V4 Y
A B

El caso del Teorema de Ceva con un punto al infinito se deforma en una relacién un poco
extrana pero util para la construccién del cuarto armoénico.

(11) Corolario: Teorema de Ceva con un punto al infinito. Si X es el punto al
infinito de AB y Y es la interseccion de la ZX con BC' entonces

BY __BY
Yc Y'C

Demostracion:

Las ceviana C'X es la recta paralela a AB por C, por lo tanto P, la intersecciéon de las
cevianas esta sobre dicha recta; también, la recta que define Y/, ZX, es paralela a AB, tal
como muestra la figura.

B Yy~ C Y

Aplicando el Teorema de Ceva (8) a las cevianas concurrentes CX,AY, BZ y dado que

‘;}—)é = —1 resulta que %%% =1= % = —%, pero por el Teorema de Thales (10) al
triangulo ABC' con paralela ZY”’ se tiene que —% = —%, por lo tanto

BY  BY'

YC  Y'C

Este resultado es en si un algoritmo para construir el cuarto armoénico con regla y compas.

Cabe ahora preguntarse qué pasa cuando dos puntos, digamos X y Y, son puntos al infini-
to. Bajo tal consideracién se plantean los siguientes dos corolarios, versiones degeneradas del
Teorema de Menelao y Ceva respectivamente.
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(12) Corolario: Teorema de Menelao con dos puntos al infinito. Si dos puntos de
la transversal del Teorema de Menelao son puntos al infinito, el tercero también.

Demostracion:

Sin pérdida de generalidad, se supone X y Y puntos al infinito de AB y BC respectiva-

mente. Luego % = % = —1, y si Z es un punto sobre C'A, por el Teorema de Menelao X,

ST a1 AXBY CZ cz _ . 2
Y, Z estan alineados si y solo si 55 yv7 77 = —1 < 73 = —1, y de nuevo, por la demostracion

de (4), esto ultimo es cierto si y solo si Z es el punto al infinito de C' A.

Este corolario da una justificaciéon de peso para aceptar como modelo geométrico sélido el
hecho que los puntos al infinito de un plano forman una linea recta. Si se deja fijo el punto B
al igual que las direcciones de AB y BC, y se varia C'A sobre todas las direcciones posibles,
los puntos al infinito X y Y estan fijos, mientras que Z recorre toda la recta al infinito, y por
lo anterior, incide en XY

Por otra parte, el Teorema de Ceva con dos puntos al infinito se deforma en una propiedad
sumamente conocida de paralelogramos, y es que las diagonales de un paralelogramo se bisecan.

(13) Corolario: Teorema de Ceva con dos puntos al infinito. Si X y Y son puntos
al infinito de AB y BC' respectivamente, se cumple que ABCP es un paralelogramo y

CZ_l_BZ
ZA — ZP

Demostracion:

Aplicando el Teorema de Ceva a las cevianas concurrentes en P, C' X, AY, BZ, del tridAngulo
ABC, y a las cevianas concurrentes en C', PX, BY, AZ, del tridngulo BAP, se tiene

AXBYCZ_l_BXAYPZjCZ_l_PZ
XBYCZA =~ XAYPZB ~ ZA = ZB
s . AX _ BY __ _ BX _ AY
Dado que por las condiciones, 55 = v7 = —1 = 35 = 5.

Si se pide que el Teorema de Ceva se cumpla con los puntos al infinito X, Y, Z, en prin-
cipio se espera que no se pueda (dado que el producto de los cocientes seria —1), y ademaés,
eso seria equivalente a pedir que los tres lados del tridngulo ABC fueran concurrentes; sin
embargo, si se deforma el tridngulo ABC a un punto, tal teorema puede quedar perfectamente
definido aceptando el hecho que el cociente entre cero e infinito sea 1, aunque probablemente
estas consideraciones no tengan aplicacién practica. Para evitar casos extranos como éste se
considerard que tanto en el Teorema de Menelao como en el Teorema de Ceva, el tridngu-
lo ABC' es un tridngulo propio, es decir, un triangulo formado por tres puntos distintos no
alineados, y los puntos X, Y, Z son distintos entre si y distintos a los vértices. Sin embargo,
es posible considerar que los vértices sean puntos al infinito. Asi, se crea toda una nueva serie
de variantes interesantes.
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(14) Corolario: Teorema de Menelao y Teorema de Ceva con un vértice al
infinito. Si A es un punto al infinito se cumple que
BY XD
YC  CZ

Demostracion:
Considere la siguiente figura, en la que se cumple el Teorema de Menelao. Las rectas BX

y C'Z se cortan en el punto al infinito A. Como AX = Z A, al aplicar el Teorema de Menelao
al tridngulo ABC con la secante XY Z se tiene

AXBYCZ | BY XB
XBYC ZA cy ZC
X B
C Z

Observe que segtn las restricciones impuestas, X no puede ser un punto al infinito porque
coincidiria con A, igual pasa con Z, sin embargo no hay restriccion para Y, es decir, puede
darse el caso BC || XY; aplicando el resultado anterior y sabiendo que % = —1 se obtiene la
igualdad de segmentos BX = CZ, es decir, otra propiedad conocida de paralelogramos: Los
lados opuestos de un paralelogramo son iguales. Si se considera Y como punto medio de BC,

se obtiene el reciproco de (13).

Veamos ahora qué pasa con el Teorema de Ceva. Considere la siguiente figura. Como A es
un punto al infinito, la recta PY es paralela a BX y CZ. De nuevo, AX = ZA y aplicando el
Teorema de Ceva

AX BY CZ 1 BY  XBg

XBYCZA ~ CY _ zC

Este corolario y (10) sirven para establecer que los lados de una pareja de tridngulos seme-
jantes son proporcionales.

Inclusive es posible utilizar estos teoremas con dos vértices al infinito, aunque su manejo
es bastante complicado y su alcance muy poco investigado, no significa que no tenga utilidad.

5Utilizando el Teorema de Thales (10) al tridngulo X BC' y linea paralela Y P, se tiene que g? = % =

XB _ XP I 5 T
Z¢ = op» una relaciéon més familiar.
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La siguiente propiedad es una muestra de ello.

(15) Propiedad. Aplicacién del Teorema de Menelao y Ceva con dos vértices al
infinito. Dado el tridngulo AXZ, D es el punto medio de X Z si y sélo si

sen/ X AD o sen/AX7Z
sen/DAZ  sen/XZA

Demostracion:

Considere la siguiente figura. El triangulo ABC' tiene dos vértices como puntos al infini-
to, digamos B y C, y tiene una transversal XY Z, con X, Y puntos finitos sobre AB y CA

respectivamente, y Y el punto al infinito definido como la interseccion de X Z con BC. Apli-
AX czZ

cando el Teorema de Menelao, y de nuevo utilizando el hecho que 5 = 75 = —1 se tiene
que % = —1.7 Por otra parte, si se define P como la intersecciéon de BZ con CX (es decir,

AX || ZPy AZ || XP) y Y' como la interseccion de AP con BC), es posible aplicar el Teorema
de Ceva, con las cevianas concurrentes CX, AY’, BZ en el tridngulo ABC, y de alli se obtiene

!/ !/ . . .
que % = 1. Entonces % = —%, y por el Teorema Generalizado de la Bisectriz (5), esta
., . !/ , . .
expresion se convierte en Zggigﬁg =— §§Zé$é4yc Pero ademaés, como Y es el punto al infinito

de XZ, entonces AY || XZ = ZBAY = 180° — LAXZ y LYAZ = /XZA, y de aqui se

concluye rdpidamente que
sen/XAD  sen/AXZ

sen/DAZ —  sen/XZA

A

1.1.2. Teorema de Desargues.

Un teorema y que vincula lo expuesto anteriormente es el Teorema de Desargues, podria
decirse que reune en un solo teorema el Teorema de Menelao y el Teorema de Ceva, quitando la
necesidad de medir longitudes de segmentos o senos de dngulos para dar criterios de incidencia
de puntos o rectas en funcion de incidencia de rectas o puntos. Este es entonces el primer gran
paso hacia la Geometria Proyectiva, estudiando el problema de incidencia sin necesidad de
medir. Antes, dos definiciones sencillas.

(16) Definicién: Tridangulos en Perspectiva con respecto a un punto. Los triangu-
los ABC y A’B'C’ estan en perspectiva con respecto al punto P si las rectas AA’, BB', CC’
inciden en P.

"Note que se esta utilizando un cociente entre dos segmentos sobre la recta al infinito.
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(17) Definicion: Triangulos en Perspectiva con respecto a una recta. Los triangu-

IOS8 abc a’b’c’ estan en perspectiva con respecto a la recta p si los puntos CLCL/ bb, CC/ inciden
) ’
en p.

(18) Teorema: Teorema de Desargues. Dos tridangulos estan en perspectiva con re-
specto a un punto (centro de perspectiva o perspector) si y sélo si estdn en perspectiva con
respecto a una recta (eje de perspectiva o perspectriz).

Demostracion:

Considere la siguiente figura. Asumiendo que los triangulos ABC' y A’B’C’ estan en per-
spectiva con respecto al punto P, se busca probar que las intersecciones? L = aa’, M = bb/,
N = ¢ estan alineadas.

Aplicando el Teorema de Menelao (6)

. PA' AN BB' __
Al APAB vy transversal A’NB': Tansep =1

. PB'BLCC' _
Al APBC' y transversal B'LC": srioer = —1

. PC'CM AA" __
Al APCA y transversal C'MA": &=5iaap = —1

Multiplicando estas expresiones resulta

AN BLCM 1
NBLC MA
Esta ultima expresion, nuevamente por el Teorema de Menelao, significa que LM N es una
transversal al tridngulo ABC), es decir, L, M, N estan alineados.

Para demostrar el reciproco se asume que L, M, N estan alineados, y si se define P como
la interseccion de AA’ con CC’, se busca probar que BB’ pasa también por P. Se observa
que los triangulos AN A’ y CLC’ estan en perspectiva con respecto al punto M, dado que las
rectas AC, NL, A’C" inciden en M, y por lo recién demostrado, B’, P, B deben estar alineados.

8El triangulo abc formado por las rectas a, b, ¢, y analogamente a’b’¢’.

9La recta a es la que se opone al vértice A del triangulo ABC, y analogamente para b, ¢; asi, el triangulo
ABC es el mismo que abc. Lo mismo pasa con los triangulos A’B'C’ y a’b'c’.
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Una demostraciéon alternativa y sumamente elgante de este teorema es como sigue:

Los tridangulos dibujados en el plano ABC' y A’B’C’ se pueden interpretar como su repre-
sentacion en papel de dos tridngulos en el espacio ubicados sobre planos distintos. Si suponemos
que los tridngulos estan en perspectiva con respecto a P, significa que hay un punto en el es-
pacio fuera de los planos en el que concurren las rectas AA’, BB’, CC’. Como las rectas AA" y
BB’ concurren en P, el plano que contiene al APAB es el mismo que contiene al APA’B’, por
lo tanto las rectas coplanares AB y A’B’ se cortan en un punto N. Analogamente, las rectas
BC y B'C’ se cortan en un punto L, y las rectas CA y C’A’ se cortan en un punto M. Con
esto, esté claro que L, M y N pertencen al plano formado por AABC, pero también pertencen
al plano formado por AA’B’'C’, es decir, pertencen a su interseccion, que es una recta, y por
tanto los puntos L, M, N estan alineados en el espacio. Dado que la representacién en papel
de una recta en el espacio es una recta (en el papel), los puntos L, M, N estan alineados en el
plano. 10

Hay un caso particular del Teorema de Desargues de mucho interés y frecuentemente uti-
lizado, y es cuando un par de tridngulos son homotéticos.

(19) Definicién: Triangulos Homotéticos. Dos triangulos son homotéticos si tienen
parejas de lados correspondientes paralelos.

(20) Corolario: Centro de Homotecia. Si ABC' y A'B'C" son homotéticos en ese orden,
las rectas AA’, BB', CC' concurren en un punto llamado el Centro de Homotecia.

Demostracion:

Por hipotesis, AB || A'B’, BC || B'C’, CA || C"A’, entonces, si X, Y, Z son los puntos
al infinito de AB, BC, C'A, respectivamente, éstos pertenecen también a A’B’, B'C’, C'A’,
respectivamente. Por (12), XY Z es la recta al infito del plano y forma una transversal para
AABC y AA'B'C’, ambos triangulos estan en perspectiva con respecto a la recta al infinito,

y por el Teorema de Desargues (18), deben estar en perspectiva desde un punto, es decir, AA’,
BB’, CC’ concurren.

Otra aplicacion del Teorema de Desargues muy 1til, que muestra la potencia y la dificultad
en el manejo de tal teorema, es la siguiente.

(21) Teorema: Teorema de Desargues iterado. Sean abc y o't/ dos tridngulos en
perspectiva con respecto a un punto P. La recta a” es aquella que pasa por los puntos bc’ y
cl’, analogamente se definen b” y . Entonces, el triangulo a”b"c” esta en perspectiva a abc y
a'b'd con respecto al punto P.

%De interpretaciones como ésta dan el nombre de Geometria Proyectiva a esta de la Geometria, entendiendo
que el tridAngulo ABC se proyecta en el tridngulo A’B’C” con respecto a una “luz”, y méas atn, un pintor puede
proyectar lo que mira (su ojo es el punto P, la “luz”) en un lienzo, en el cual se deben transferir las propiedades
como la incidencia. Esta corriente artistica de la época del Renacimiento tiene como méaximo representante a
Leonardo da Vinci.
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Demostracion:

Considere la siguiente figura. Sea A el vértice que se opone a la recta a del tridngulo abc,
y analogamente para el resto de puntos B, C”, etc. También se denota por A, el punto de
interseccion de a y b, y de igual manera quedan definidos el resto de puntos A, By, Be, Cq,
Cy. Se sabe que AA’, BB', CC' concurren en P, y se demostrara que A”, B”, C” pertenecen
a cada una de estas rectas, respectivamente, demostrando asi el teorema. Por el Teorema de
Desargues (18), los puntos X = ¢/, Y = ad’, Z = bb' estén alineados, es el eje de perspectiva
de los triangulos abc y a’b'c’. Con esto, los triangulos aa’c” y ¢c’a” estan en perspectiva con
respecto a Z = bb/, dado que B,B. = b, A,C, = V', XY pasan por Z, y de nuevo, por
el Teorema de Desargues, el eje de perspectiva es BB'B”, es decir, estos tres puntos estan
alineados. Similarmente para el resto de casos.!!

1.1.3. Teorema de Pappus.

Otro teorema de suma importancia es el Teorema de Pappus. Es un teorema que expresa de
excelente manera las Propiedades Proyectivas, dado que da un criterio de incidencia de puntos
a partir de inicamente incidencia de puntos.

(22) Teorema: Teorema de Pappus. Si los puntos A, B, C, D, E, F son puestos
alternadamante sobre dos rectas a y b, entonces las intersecciones de los lados opuestos del
hexagono ABCDFEF estan alineadas.

Demostracion:

Considere la siguiente figura. Se definen L, M, N como las intersecciones de AB con
DE, BC con EF, CD con F A, respectivamente. Se busca probar que estos tres puntos estan
alineados. Para ello, se construye el triangulo PQ) R, formado por las intersecciones de las rectas
AB,CD, EF.

Aplicando el Teorema de Menelao (6) sobre el tridngulo PQR

1Note que en esta demostraciéon se manipula tnicamente incidencias y no se realiza calculo alguno.
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Con la transversal NF A: %}%Rﬁ =1
Con la transversal BMC': Pg%RIBD =-1
Con la transversal DEL: gDE—gfL =-1

Ademas, por hipotesis, A, C', E estan alineados, al igual que B, D, F, entonces también
se aplica el Teorema de Menelao sobre el mismo tridngulo:

Con la transversal CE A: g—g%% =1
Con la transversal DF B: g—g%% =-1

Multiplicando las primeras tres expresiones y dividiendo por las tltimas dos, se tiene que

PN QM RL _

NQMRLP

Y de nuevo, por el Teorema de Menelao, N M L es una transversal del tridngulo PQR, es decir,
estan alineados.

1.2. Razén Armonica.

Una relacion de segmentos muy importante es la llamada Razén Armdnica. Segin la no-
tacion de (4), dado un segmento de recta fijo AB, a cada punto P es posible asociarle un
namero real f(P), y se dird que el punto P’ sobre AB es el conjugado armonico de P si

f(P) = —f(P"). Con esto, se forma lo que se conoce como una Cuaterna Armonica:

(23) Definicién: Cuaterna Armonica. La hilera de puntos A, B, C, D forman una
cuaterna armonica si

AC __AD
CB DB

Si se toma el segmento AB de referencia para definir f, se observa que f(C) = —f(D),
por lo que C' y D son llamados conjugados armoénicos con respecto a AB. Por otra parte, si
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se define f con respecto a BC, también se verifica que f(A) = —f(B), y de igual manera, A
y B son conjugados armoénicos con respecto a BC'. Es por ello que estos cuatro puntos son
llamados una cuaterna armdnica, que se denotara por (A, B;C, D).

Es facil verificar que al permutar los conjugados entre si, la nueva cuaterna sigue siendo
armonica, y por lo dicho en parrafo anterior, al intercambiar la pareja de referencia, también
se cumple que la nueva cuaterna sigue siendo arménica. Asi se plantea la siguiente propiedad
que se deja sin demostracion y que se verifica facilmente.

(24) Propiedad: Permutando una cuaterna arménica. Si (A, B;C,D) entonces
(A,B;D,C), (B,A;C,D), (B,A;D,C), (C,D;A,B), (C,D;B,A), (D,C;A,B), (D,C; B, A).

De (4), como f es una funcion biyectiva, si se tiene el segmento de referencia AB, a cada
punto C sobre la recta AB le corresponde un tnico conjugado D. De aqui que sea de nuestro
interés la forma de constuir el llamado cuarto armdnico,'? ya que f, si bien garantiza la existen-
cia y la unicidad, no da ninguna pista de cémo obtenerlo. Afortunadamente, hay muchisimas
formas de construirlo, a lo largo este texto se conoceran algunas de ellas, de hecho, en (11) se
detallaba ya un método, y a continuacién se da otro.

(25) Algoritmo: Construccién del cuarto armoénico. Dados tres puntos A, B, C, para
construir D, el conjudado armoénico de C con respecto a AB, se trazan dos rectas paralelas
por Ay B, y una recta por C que las corte en X y Y, respectivamente, luego, Z es la reflexién
de'Y con respecto a B, y la interseccion de X Z con AB es el punto buscado D.

Demostracion:

Considere la siguiente figura. Se observa que AACX =~ ABCY :> g—g = 5/(3 También
AADX =~ ABDZ = gg = )Z(E Como Y B = —ZB, se concluye que CB = —£=

Es de notar que cuando C' es el punto medio de AB, XZ || AB, por lo que D es el punto al
infinito de AB, que justamente coincide con el modelo utilizado f(C) =1= f(D) =-1< D
es punto al infinito.

Una propiedad muy util que vincula los conjugados con el punto medio del otro par de
conjugados.

(26) Propiedad: Si (A, B;C, D) y O es el punto medio de AB entonces OC-OD = (TB)Q.

12 . . L.
Dados tres puntos, se busca el cuarto que convierta la hilera en cuaterna armonica.
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Demostracion:
AO + OC B _AO+OD
CO+0OB  DO+OB

Desarrollando y utilizando el hecho que O es punto medio de AB, y por tanto AO = OB = ATB
se tiene!?

(A,B;C,D) =

AB\?
2A0-OB—20C-OD+0C(AO+BO)+0OD(0OA+0OB) =0 = AO*> = OB* = OC-OD = (2>
La siguiente propiedad es la que le da el nombre de razén armonica a (23).
(27) Propiedad: Progresion arménica. (A, B;C, D) si y sélo si los segmentos AC, AB

v AD estan progresion armonica. Esto es

2 11
AB AC ' AD

Demostracion:
Mediante una sencilla manipulacion algebraica se tiene (A, B;C, D) < % + % =0,y

dado que AB = AC + CB = AD + DB se tiene

Aac "7 ap  ~ AC AD " 4c T AD T 4B
También, la razén armoénica puede ser llevada a un haz de rectas OA, OB,... Asi se define

un haz armoénico como sigue.

(28) Definicién: Haz Armoénico. El haz de rectas OA, OB, OC, OD, se dira que es un
haz arménico, denotado por O(A, B;C, D) si

sen/AOC B _senéAOD
sen/COB  sen/DOB

(29) Teorema: Vinculo entre hileras armoénicas y haces arménicos. Dada la hilera
A, B, C, D y el punto O fuera de la recta que los contiene, se cumple que

(A,B;C,D) < O(A,B;C, D)

Demostracion:

Aplicando el Teorema Generalizado de la Bisectriz (5) se tiene

£ B 7AD N AOsen/AOC B 7AOsenZAOD N sen/AOC B 7sen4AOD
CB DB BOsen/COB  BOsen/DOB sen/COB  sen/DOB

13De nuevo, se trabaja con segmentos dirigidos, y por la identidad de Chasles AB + BC + CA = 0.
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Un caso muy importante de haces armoénicos es cuando un par de conjugados son las bi-
sectrices del otro par. Aplicando (5) a la bisectriz interna AC' y la bisectriz externa AD del

AOAB, se tiene que g—g = % = —%.14 Ademas, se verifica rapidamente que OC LOD. Asi
se tiene

(30) Propiedad: Criterio de rectas conjugadas arménicas perpendiculares. Dado
el haz arménico O(A, B; C, D), se cumple que OC LOD < é—g = % = —g—g < 0C yOD
bisecan ZAOB.

1.2.1. Equivalencia entre el Teorema de Meneleao y Teorema de Ceva.

Una de las aplicaciones més importantes de la razén armoénica es la demostracion que el
Teorema de Menelao (6) y el Teorema de Ceva (8) son equivalentes. Esto quiere decir que un
teorema puede ser demostrado a partir del otro. Hay muchas formas de hacer esto, una muy
atil para este texto es la siguiente:

Dado el tridngulo ABC, sean X, Y, Z puntos sobre AB, BC, CA tal que inciden en una
recta, y se define X', Y/, Z’ como los conjugados arménicos de X, Y, Z con respecto a AB,

. ! ! !/
BC, CA, respectivamente. Por (23), % = —fgfg, % = —g,yc, % = —%ZA-
X

Aplicando el Teorema de Menelao y tomando en cuenta el Teorema de Ceva

AXBY CZ - AX'BY'CZ'
XBYCZA X'BY'CZ'A
15

Y de alli se sigue la equivalencia.

La consecuencia mas importante de este hecho es que con respecto al AABC, se puede
hacer una correspondencia biyectiva entre los puntos del plano P que no inciden en los lados
y las rectas del plano p que no inciden en los vértices.!® Esto se debe a (4), si se restringe el
dominio de f a la recta AB sin los puntos A, B, su rango se restringe a R* — {0} — {o0},

M También se cumple el reciproco.

'5Este es un caso particular del Teorema de Desargues (18), los triangulos ABC' y Y'Z’ X’ estan en perspec-
tiva, con perspector P y perspectriz la transversal p = XY Z.

18Tncluyendo la recta al infinito, que corresponde al baricentro, punto de intersecciéon de las medianas, del
AABC
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es decir, R — {0}, que claramente se asocian biyectivamente entre positivos y negativos. Para
completar la biyeccion, a cada vértice se asocia el lado opuesto del tridngulo, y a cada punto
P de lado AB se le asocia la recta C P, y andlogamente para el resto de lados. Con esto se tiene

(31) Teorema: Biyeccion entre Rectas y Puntos en el plano via Menelao y Ceva.
Dado un tridangulo en el plano, a cada hilera de puntos sobre los lados del tridngulo corresponde
un tinico haz de rectas que parten de los vértices, y viceversa. Es decir, el Teorema de Menelao
v el Teorema de Ceva son equivalentes.

Para nuestro interés, esta biyeccién es importante, dado que se toma como verdadera en la
construccién matematica que se esta haciendo, sin embargo, tal biyeccion tiene la desventaja
que a tres puntos alineados P, (), R no necesariamente le corresponden rectas concurrentes p,

q, T.

1.2.2. Transversal a un haz armoénico.

Un resultado fundamental para la definicién en secciones posteriores de proyectidad es el
hecho que la razén armoénica se mantiene invariante para cualquier transversal que corte a un
haz arménico dada, o para cualquier haz que pase por una hilera armoénica dada.

En (29) se demostré que dada una hilera arménica (A, B; C, D), cualquier haz que se forme
con esta hilera sera un haz armoénico O(A, B; C, D).!” Ahora se probara algo similar, dado un
haz armoénico, cualquier transversal que no pase por el centro del haz intersecta al mismo en
una hilera armoénica.

(32) Teorema: Transversal a un haz arménico. Si una recta que no pasa por O corta
al haz arménico O(A, B;C,D) en A', B', C', D', entonces (A’, B'; C', D’).

Demostracion:

Como se forman los haces armonicos O(A, B;C, D) y O(A’, B';C', D"), por (29) se sigue
que se forman las hileras armonicas (A, B;C, D) y (A, B’;C', D’).

1.2.3. Cuadrangulo y cuadrilatero completo.

Hasta el momento se ha utilizado el término de tridngulo para llamar a aquella figura
geométrica formada o bien por tres puntos y los lados que define, o bien por tres rectas y los
vértices que define, y al final de cuenta, el tridngulo ABC' o el tridngulo abc resulta indistinto.
Sin embargo, cuando se tienen ya cuatro elementos (puntos o rectas), la figura asi definida tiene
sus pequefias diferencias. Asi, se utilizara dos términos distintos, cuadrdngulo'® cuando se esté
hablando de cuatro puntos, y cuadrildtero cuando se refiera a cuatro rectas. Extrapolando la
terminologia, pasa lo mismo con el n-dgono y el n-dngulo, y para el caso mas sencillo, tridngulo
v trildtero.

170 fuera de la recta que contiene a la hilera.
8 También conocido como cuadrivértice.
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(33) Definicion: Cuadrangulo Completo. Es la figura formada por cuatro puntos en
el plano que tomados por tercias no estan alineados, y de seis rectas que éstos definen.

Los cuatro puntos son llamados vértices y las seis rectas lados. Dos lados son lados opuestos
si no tienen vértice comun. Las intersecciones de dos lados opuestos forman un punto diagonal,
y el tridngulo formado por estos puntos es llamado tridngulo diagonal. En la siguiente figura,
se tiene el el cuadrangulo completo ABCD, con lados AB, BC', CD, DA, AC, BD y triangulo
diagonal PQR, con P=ABNCD, Q=BCNDA, R=ACNBD.

(34) Definicién: Cuadrilatero Completo. Es la figura formada por cuatro rectas en el
plano que tomadas por tercias no son concurrentes, y de seis puntos que éstas definen.

Las cuatro rectas son llamadas lados y los seis puntos vértices. Dos vértices son vértices
opuestos si no tienen lado en comun. Las rectas que pasan por dos vértices opuestos forman
una recta diagonal, y el trilatero formado por estas rectas es llamado trildtero diagonal. En
la siguiente figura, se tiene el cuadrilatero completo abed, con vértices ab, be, cd, da, ac, bd y
trilatero diagonal pqr, con p = abU cd, ¢ = bc U da, p = ac U bd.**

d P .

El hecho que la definicién y las partes de un cuadrangulo y un cuadrilatero sean tan pare-
cidas no es algo que pasard desapercibido, ese fenémeno de intercambiar punto por recta,
concurrentes por alineados, interseccion por union, es la idea fundamental de Dualidad, con-
cepto que se aborda en la siguiente seccion.

Considere la siguiente figura. En el AACD, las cevianas AE, CF, DH concurren, mientras
que la recta F'E corta a AC en B. Por la demostracion de (31), (4, C; H, B). Asi, por (29), se
forma D(A,C;H,B), y por (32), se forman también (K, J;G, B), (F, E; I, B). Analogamente
(A,F;K,D) = B(A,F;K,D) = (H,I;G,D) = (C,E;J,D) = G(C,E; J,D). Con esto se
han demostrado las siguientes dos propiedades armoénicas de cuadrilateros y cuadrangulos com-
pletos, basta utilizar el cuadrilatero formado por las rectas AC, CE, EF, F A, y el cuadrangulo
ACEF, respectivamente.

1 2 . .
9Esta “unién” de puntos se refiere a “unir” los puntos con una linea recta.
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(35) Teorema: Hileras armoénicas en un cuadrilatero completo. En cada recta
diagonal de un cuadrilatero completo hay una cuaterna armonica, que consiste en los dos vér-
tices del cuadrilatero que pasan por la diagonal, y los dos puntos de corte de ésta con las otras
diagonales.

(36) Teorema: Haces armoénicos en cuadrangulo completo. Por cada punto diagonal
de un cuadréangulo completo hay un haz arménico, que consiste en los dos lados que pasan por
éste y las dos lineas que lo unen con los otros dos puntos diagonales.

1.2.4. Principio de Dualidad 1.

Observando el comportamiento de los Cuadrilatero y los Cuadrangulos Completos, pareciera
que punto y recta tienen una estructura similar. Intercambiando estas dos palabras y haciendo
pequenias modificaciones como punto de interseccion de dos rectas por linea por la que pasan
dos puntos, en si, las propiedades son las mismas en ambos casos. En (31) se demostr6 que en
efecto, hay una biyeccién entre rectas y puntos en el plano, y mediante la transformacion que se
utilizé en la prueba del mismo, es posible estabablecer nuestro Primer Principio de Dualidad:

Dos puntos determinan una recta.

Dos rectas determinan un punto.

Tres puntos en un plano dado, o estan alineados, o determinan un tridngulo.

Tres rectas en un plano dado, o concurren, o determinan un trilatero.

Es posible asociar biyectivamente los puntos del plano con las rectas del plano.

Sin embargo, hay todavia dos elementos fundamentales que escapan a las posibilidades de
lo desarrollado hasta el momento, que son

= Al punto de interseccién de dos rectas dadas es posible asociarle la recta por la que pasan
los puntos asosciados a la rectas.

= A la recta por la que pasan dos puntos dados es posible asociarle un punto en el que
concurran las rectas asociadas a los puntos.

Una vez demostrado esto, se deduce casi de inmediato la Incidencia vista desde Dualidad:
= A tres rectas que concurren se le asocian tres puntos alineados.

= A tres puntos alinedos se le asocian tres rectas que concurren.
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Y con esto, por ejemplo el Teorema de Desargues (19) y su dual son exactamente el mismo,
mientras que los teoremas de Cuadrilateros y Cuadrangulos completos son distintos pero uno
el dual del otro. Este vacio se cubre en la seccién siguiente.

1.3. Inversion.

El objetivo primordial de esta secion es establecer una biyeccién entre rectas y puntos en
el plano de tal forma que la incidencia se matenga, es decir, a puntos alineados se asocie rectas
concurrentes y viceversa, dado que (31) no tiene ese alcance. Ademas de cubrir esta necesidad,
la vision de Dualidad desde el punto de vista de la Inversion Geométrica gana ademés un ele-
mento nuevo, una Circunferencia de Inversion, la cual, tomandose como referencia, permitira
asociar biyectivamente puntos sobre ella a rectas tangentes a la misma.

La Inversion Geométrica es una transformacioén que mueve puntos en el plano a puntos en
el plano. De manera mas precisa, se define asi:

(37) Definicién: Inversién Geométrica. Si 1l es el plano y I' es una circunferencia
dada®® de centro O y radio r, la inversién geométrica It : II — II es una transformacion tal
que, si P' = It(P) cumple pertencer al rayo OP y

OP.-OP =r?

De la definicion se deriva rapidamente que si P esta al interior de I', P’ esta al exterior,
y viceversa. También, si P pertenece a I' entonces P = P’, mientras que si P = O, P’ debe
ser un punto al infinito. En esto hay un problema, para cualquier punto finito P excepto O, la
asociacion con P’ es biyectiva, sin embargo, para el caso P = O tenemos infinitas posibilidades
para P’, que puede tomar cualquier punto de la recta al infinito. Asi, por motivos practicos, la
inversién geométrica solo se consideraré bien definida para puntos finitos, y para O, se tomara
a conveniencia algtin punto al infito como su invertido.?"

Otro detalle importante que se deriva de la definicion es que la Inversion tiene la Propiedad
Involutiva, esto es Ilg (P) = P, es decir, el invertido del invertido de P es el mismo P.

1.3.1. Circunferencias de Apolonio. Rectas y Circunferencias ;una misma
cosa?

Antes de conocer la Circunferencia de Apolonio se revisaran algunas propiedades de circun-
ferencias, que ademas de ser importantes para el tema de Inversiéon brindan una herramienta
elegante para demostrar otras propiedades.

(38) Definicién: Potencia de Punto. Dada una circunferencia I' de centro O y radio

7,22 a cada punto P del plano es posible asociarle un niimero real d> — r2, donde d es la dis-

tancia de P a O. Este ntimero real es llamado la Potencia de Punto de P con respecto a I', y

20Llamada Circunferencia de Inversion.
2'La imagen tras la inversion.
22También se utilizaran las notaciones I'(O,r) o bien (O),
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se denota por Pot(P,T).

De la definicién se derivan de inmediato los siguiente hechos:

1. Pot(P,T') > 0 < P esta afuera de I

2. Pot(P,T') =0 < P pertenece a I

3. Pot(P,T') < 0 < P esta adentro de I'.

4. Si f(z,y) =0 es la ecuacion de la circunferencia, por la forma de la funciéon Potencia de

Punto, se observa que f(z,y) = Pot(P,T).

(39) Teorema: Potencia de Punto como producto de segmentos dirigidos. Si A,
B y P son puntos alineados tal que A, B € T', entonces Pot(P,I') = PA - PB.

Demostracion:

Lo primero que se debe probar es que PA - PB es un nimero constante, es decir, tomando
dos rectas distintas que parten de P y cortan a I' en A, B y C, D respectivamente, habria que
probar que PA - PB = PC - PD. Observando la siguiente figura, esta claro que APAC =
APDB = PA : PA-PB = PC-PD, como se queria.

Ahora, tomando A y B de tal manera que formen un didmetro, se tiene que PA = PO+0OA,
PB = PO+0B, desarrollando el producto PA-PB y tomando en cuenta que OA = —OB =r,
en efecto PA- PB = PO? —r?, o0 lo que es lo mismo, d? — r? = Pot(P,T).

(40) Corolario: Potencia de Punto con una recta tangente. Si A = B, la recta
PAB es tangente al' en A, y ademéas Pot(P,I') = PA2.

Cabe preguntarse ahora, dadas dos circunferencias ;jcuél es el lugar geométrico de los pun-
tos que tienen igual potencia de punto a ambas circunferencias? Este lugar geométrico es el
Eje Radical de las dos circunferencias, sin embargo, estudiaremos una construccion y definicion
alternativa de este lugar geométrico via Circunferencias de Apolonio.

(41) Definiciéon: Circunferencia de Apolonio. Dado dos puntos A, B, se llama Cir-
cunferencia de Apolonio al lugar geométrico de los puntos del plano P que cumplen % =k

para algtin k € R*?3

El hecho que este lugar geométrico sea una circunferencia se detalla en el siguiente teorema.

23Por cuestion de simplicidad se consideran segmentos no dirigidos.
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(42) Teorema: Construccién de la Circunferencia de Apo]onio El lugar geométrico
de (41) es la circunferencia de didmetro C'D, tal que (A, B;C,D) y CB = k.

Demostracion:

Sean C'y D los puntos sobre la recta AB tal que 7 AC — | = 32724 es decir, (A, B; C’ D)

luego, si P es un punto fuera de la recta AB tal que ﬁ—B = k se tendria entonces ég P B

gg, y por (30), esto se da si PC'y PD son bisectrices interna y externa del ZAPB, y por
tanto PC' L PD. Ahora bien, si P es un punto tal que ZCPD = 90°, es resultado conocido que

P debe estar sobre la circunferenia de didmetro C'D.

Ahora, dejando fijo el valor de k, si A representa la familia de circunferencias que pasan por
Cy D,? por (26), si O es el punto medio de AB se cumplird que OC - OD = OA?. Ademas,
si I'y es la circunferencia de didmetro AB y corta en X a una circunferencia de A, se cumplira
entonces que OX2 = OC - OD, y por (40), significa que OX es tangente a la circunferencia de
A. Esto significa que I'j es ortogonal a la cirunferencia de A.

Repitiendo este anélisis con toda la familia A, resulta que I'y es ortogonal a todas ellas. Por
otra parte, dejando fijo C'D, existen infinitas parejas de A, B tal que (A, B; C, D), basta variar
k en todos los R*, si a esta familia la llamamos B, cada miembro de de ella sera ortogonal a
cualquier miembro de A, estas dos familias de circunferencias ortogonales entre si son llamadas
las Circunferencias de Apolonio.

Si W es el centro de una circunferencia {2 de A, si esta corta en Y y Z a dos circunferencias
I' y IV de B, como  es ortogonal a éstas, al calcular la potencia de punto de W a T' y T se
tendra Pot(W,T') = WY?2y Pot(W,I") = W Z?, pero como WY = W Z por ser radios de 2, la
potencia a ambas circunferencias es la misma, es decir, pertenece al eje radical de I' y T”. Si se
toma ahora cualquier pareja de B, por el mismo razonamiento, W pertenecera al eje radical de

24La forma de construirlos no tiene interés, lo importante es que por (4) su existencia estd garantizada
25Es decir, tienen su circuncentro sobre la mediatriz de C'D.
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ellas. Finalmente, como W se ubica sobre la mediatriz de C'D, el eje radical de cualquier pare-
ja de circunferencias de B es la mediatrz de C'D, el lugar geométrico de los centros de A. Es decir

(43) Definicion: Eje Radical. La mediatriz de CD es lugar geométrico de puntos que
tienen igual Potencia de Punto a cualquier par de circunferencias de la familia B. Este lugar
geométrico es llamado Eje Radical.

Otro detalle importante para los propoésitos de este texto es dar una primera aproximacion
para considerar las rectas y las circunferencias como una misma estructura matematica. Re-
tomando el concepto de Circunferencia de Apolonio y su manera de construirla, (41) y (42), si
se construyen circunferencias de Apolonio tal que é—% = k se aproxima a 1 por la derecha, C' se
aproxima cada vez més al punto medio de AB, mientras que D tiende al punto al infinito de la
misma recta, es decir, la circunferencia de Apolonio se aproxima cada vez mas a la mediatriz

de AB.

En efecto, el lugar geométrico de los puntos P tal que ﬁ—g = 1 es justamente la mediatriz de

AB, es decir, tal recta puede considerarse como una circunferencia de didmetro infinitamente
grande C'D, con C' el punto medio y D el punto al infinito de AB, respectivamente. También se
observa que el centro de esa circunferencia es el punto medio de C'D, que claramente es el punto
al infinito de AB, es decir, D. El mismo fenémeno sucede al aproximarse k a 1 por la izquierda.

(44) Propiedad: Recta, una Circunferencia excepcional. Una recta puede interpre-
tarse como una circunferencia de didmetro infinitamente grande, cuyo centro es el punto al
infinito de una recta perpendicular a ella.

1.3.2. Inversion de “circunferencias”.

La inversiéon geométrica es una transformaciéon que toma y devuelve un punto en el plano,
pero quizés la aplicaciéon mas ttil es la inversion de lugares geométricos completos, y de momen-
to la “circunferencia’ es el lugar geométrico de supremo interés. En primer lugar se estudiara
aquellas circunferencias que permanecen invariantes tras la inversion.

(45) Teorema: Inversiéon de Circunferencias Ortogonales a la Circunferencia de
Inversion. Dada la circunferencia de inversién I' y una circunferencia €2 ortogonal a ella, en-
tonces I (92) = Q.
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Demostracion:

Suponga I' una circunferencia de centro O y radio r. Analizamos dos casos, que 2 se una
circunferencia propia o que sea una recta (44). Si £ es una recta, para que sea ortogonal a
' es necesario que pase por O, luego, por la definicion de inversion (37), P’ pertence al rayo
OP, es decir, a . Entonces, a un punto P de Q corresponde un punto P’ de ©, y de alli
que It(Q2) = Q. Si en cambio ) es una circunferencia propia que corta a I en X, y si AB es
didmetro de I' que al prolongarlo corta a Q en C'y D, entonces Pot(O,Q) = 0X? = OC-OD,
pero OX = r, es decir D = C’. Con esto, a todo punto C' de Q el corresponde un punto D de
Q, por lo que It () = Q.

Observe que por (42), I" es una circunferencia de Apolonio para C'y D tal que (A, B; C, D),
y si A tiende al punto al infinito de C'D, I" se convierte finalmente en la mediatriz de CD, y
la inversion en tal caso®® seria una Reflexion Axial. De aqui que

(46) Propiedad: Reflexion Axial como un caso excepcional de Inversién. La re-
flexion con respecto a una recta puede interpretarse como la inversién geométrica con respecto
a una circunferencia degenerada en una recta.

Se observa también que la Reflexion Axial cumple (45), ya que una circunferencia ortogonal
al Eje de Reflexion debe tener su centro sobre tal Eje (en caso extremo, el centro puede ser el
punto al infinito del Eje, en cuyo caso la circunferencia ortogonal seré una recta perpendicular
al Eje) y por tanto se mantiene invariante tras la Reflexion Axial.

(47) Algoritmo: Construccién del Punto Inverso. Dada la circunferencia I' de centro
O y un punto P fuera de ella, el inverso P’ = It (P) es la interseccién de XY con OP, donde
X y Y son las intersecciones de I' con la circunferencia de didmetro OP. Si en cambio, P esta
al interior de T, XY es cuerda perpendicular a OP que contiene a P, y P’ es la interseccién
de OP con la perpendicular en X a OX.

2 .
SInversion con respecto a una Recta.
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Demostracion:

Los algoritmos propuestos, en dependencia si el punto P esta al interior o al exterior de T,
es uno el algoritmo inverso del otro, dado el hecho que la construccién de una circunferencia de
diametro OP o un angulo recto OX P’ son procesos equivalentes, que pueden resumirse como
la construccién de una recta tangente a I'. El hecho que P y P’ asi construidos sean inversos
entre si se deriva del hecho que AOX P ~ AOP’X entonces % = % = OP-OP =12

Ahora nos enfocamos a un problema més general, el de invertir una circunferencia cualquiera,
la manera de hacerlo se detalla en el siguiente teorema.

(48) Teorema: Inversién de una ‘“circunferencia” cualquiera. Dada la circunferencia
de inversion I' de centro O, la inversién de una circunferencia ), cuyo diametro AB pasa por
O es la circunferencia Q' de diametro A'B’, tal que A’ = Ip(A) y B’ = I (B).

Demostracion:

Considere la siguiente figura. P es un punto variable sobre ), y se define P/ = Ip(P).
Se demostrard que P’ es un punto variable sobre una circunferencia de diametro A’B’, con
A" = Ir(A) y B' = It(B), llamada . Como OA-OA" = 12 = OP-OP’, por (39), el cuadrilatero
APP'A’ es ciclico. Andlogamente, BPP'B’ es cuadrilatero ciclico. Con esto ZOPA = ZAA'P'
y /BPP" = /P'B’A’, pero como AB es diametro, ZAPB = 90° y por tanto ZOPA +
/BPP'" = 90° = ZAA'P' + /P'B’A" = 90°, o equivalentemente ZA’P'B’ = 90°, lo cual
significa que P’ varia sobre una circunferencia de diametro A’B’.

Segun (44), la recta es una circunferencia muy peculiar, analizando este hecho se deriva un
corolario importante del teorema anterior.

(49) Corolario: Inversién de una recta. La inversién de una recta es una circunferencia
que pasa por el centro de inversion.

Demostracion:

Dada la circunferencia de inversiéon I' de centro O, si la recta a pasa por O es un caso
trivial dado (45), sin en cambio no pasa por O, sea A’ el pie de la perpendicular trazada desde
O hacia a, por (44), el centro O’ de la circunferencia a es el punto al infinito de la recta OA’.
Asi, a tiene por diametro A’O’, y aplicando (48), la figura invertida es una circunferencia con
puntos diametralmente opuestos Ir(A’), Ir(O’), pero este ultimo punto es O. Si se nombra A
al punto inverso de A’, la inversion de a es la circunferencia de didmetro OA.
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T

Si consideramos que a desplaza paralelamente con A’ alejandose hacia el infinito, a se
convierte en la recta al infinito, A coincide con O, y la circunferencia de didmetro OA se
degenera en un unico punto O, que puede cosiderarse como una circunferencia de radio cero.
Asi, la inversion de la recta al infinito es una circunferencia de radio cero, el centro de inversion.

Como la Inversion es una funciéon involutiva, este proceso puede llevarse a cabo perfecta-
mente en reversa, es decir

(50) Corolario: Inversion de una circunferencia que pasa por O. La inversion de
una circunferencia que pasa por el centro de inversién O es una recta que no pasa por O.

Tomando la circunferencia degenerada que pasa por O y radio cero, como ya se explicd, su
inversion son todos los puntos al infinito del plano, pero por (50), es una recta que no pasa
por O. Esta es en si una segunda justificacién para considerar el conjunto de los puntos al
infinito como una recta.

1.3.3. Polos y Polares.

(51) Definicién: Polar de un punto. Dada una circunferencia I' y un punto P’ fijos, si
se trazan rectas por P’ que cortan a I en puntos variables A y B, el lugar geométrico de los
puntos P tal que (A, B; P, P') es una recta llamada la Polar de P, y la denotaremos por p.

Se probara que en efecto tal lugar geométrico es una recta. Considere que P’ esté al exterior
de I', tal como muestra la siguiente figura.

De (42) se sabe que si Q es la circunferencia de diametro PP’, esta es un circunferen-
cia de Apolonio para los puntos A y B, y ademés, se sabe que §) sera ortogonal a cualquier
circunferencia que pase por dichos puntos, en particular, ortogonal a I'. Si X es el punto de
interseccion de OP’ con Q y T tiene centro O y radio r, calculando la potencia de punto de
O con respecto a Q se tendra que 72 = OX - OP', por (26) eso significa que si OP’ corta a T’
en A" y B’ entonces (A', B'; X, P’), es decir, X pertence al lugar geométrico. Ademas, como
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X pertence a Q, ZPX P’ = 90°. Por lo tanto, todo los puntos P del lugar geométrico pasan
por una recta perpendicular a X. Pero tal como se ha definido el lugar geométrico, inicamente
cumplirian los puntos P al interior de la circunferencia o sobre ella, sin embargo, dada la
demostracion se considerara la polar p de P’ como toda la recta perpendicular a OP' en X,
donde X = Ip(P").

Es de observar que si P’ pertenece a I', p sera la recta tangente a I' por P’, y por otra
parte, si O se aleja hasta el punto al infinito, I' se deforma en la mediatriz de X P’, por lo
tanto, en ese caso, p seré una recta paralela a I', con p y P equidistantes de I'.

E inversamente, a una recta p se le puede asociar un punto P’ llamado su Polo

(52) Definicién: Polo de una recta Dada una recta p, el polo P’ es el punto tal que p
es la polar de P'.

Con respecto al problema de construir la Polar de un punto, o el Polo de una recta, basica-
mente pasa por el problema de construir el punto inverso del punto, o del pie de la perpendicular
del centro de inversion a la recta, respectivamente, lo cual ya se estudi6 en (47). Es de observar
que el la Polar de un punto es aquella que pasa por los puntos de tangencia de las tangentes a la
circunferencia de inversion trazadas desde el punto; inclusive, tal definicién cumple si el punto
esta al interior, pero las “tangentes” en tal caso quedan definidas analiticamente utilizando
nimeros complejos.

1.3.4. Teorema Fundamental de polos y polares.

La importancia de los Polos y Polares para nuestro interés se expresa en el corolario del
siguiente teorema

(53) Teorema: Teorema Fundamental de Polos y Polares. Dados dos puntos Py
Q) de polares p y q respecto a una circunferencia I', se cumple que q pasa por P si y sélo si p
pasa por Q.

Demostracion:

Considere la siguiente figura. Sea I' una circunferencia de centro O y radio r. Suponga que
Q) pertence a p.
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Por lo anterior, si P/ = Ip(P) y Q' = It (Q), se tiene que p es la recta por P’ perpendicular
a OP,y como OP-OP' =12 =0Q - 0Q’, entonces el cuadrilatero PP'Q'Q es ciclico, por lo
que ZPP'Q = ZPQ'Q, la recta QP es perpendicular a OQ), es decir, tal recta es ¢q. La otra
direccién es completamente analoga.

(54) Corolario: Hilera de Polos y Haz de Polares. Las polares de una hilera de puntos
Py, P,,... genera un haz de rectas p1, pa,..., sus respectivas polares, y viceversa.

Demostracion:

Considerando (53), si Py, P»,... pertenecen a ¢, entonces p1, pa,... pasan por @, forman un
haz, y esto se cumple en ambas direcciones.

Con esto, se puede hacer una biyeccién entre puntos alineados y rectas concurrentes, un
hecho fundamental para un concepto de Dualidad mucho més 1til que el desarrollado hasta el
momento.

1.3.5. Principio de Dualidad 2.

El Principio de Dualidad completo relaciona ademés de lo visto en la seccién 1.2.4 puntos
alineados y rectas concurrentes, y puntos sobre una circunferencia con rectas tangentes a la
misma. Asi se tiene:

= Dos puntos determinan una recta.

= Dos rectas determinan un punto.

= Tres puntos en un plano dado, o estan alineados, o determinan un triangulo.

= Tres rectas en un plano dado, o concurren, o determinan un trilatero.

= Es posible asociar biyectivamente los puntos del plano con las rectas del plano.
» A una circunferencia corresponde la misma circunferencia.?’

= Es posible asociar biyectivamente las hileras®® y los haces?® del plano.

= A un punto sobre la circunferencia corresponde la recta tangente en ese punto a la
circunferencia.

= A una recta tangente a la circunferencia corresponde el punto de tangecia sobre la cir-
cunferencia.

En resumen, se intercambian las palabras punto por recta, hilera por haz, tridngulo por
trildtero, vértices por lados, rectas que se inciden en un punto por puntos que inciden en una

2"La circunferencia de Inversion.
28Polos.

29Polares.
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recta. Con esto, se tiene la posibilidad de derivar ciertos resultados a partir de otros, por
ejemplo, el Dual del Teorema de Desargues y el Dual del Teorema de Pappus.

El Teorema de Desargues (18) dice que triangulos ABC' y A’B’C’ forman las rectas AA’,
BB’, CC" que inciden en un punto P si y solo si los trilateros correspondientes abc y a’b’'c
forman los puntos aa’, bb’, cc’ que inciden en una recta p. Asi, su teorema dual dirfa

(55) Teorema: Teorema Dual del Teorema de Desargues. Los trilateros abc y
a'b'd forman los puntos aa’, bb', ¢ que inciden en una recta p si y sélo si los tridngulos
correspondientes ABC' y A'B'C’ forman rectas AA’, BB', CC' que inciden en un punto P.

Es decir, el Teorema de Desargues es tal que coincide con su Teorema Dual.

Por otra parte, el Teorema de Pappus (22) dice que el hexa-dngulo ABCDEF que in-
cide alternadamente sobre dos rectas a y b forma puntos con las intersecciones de los lados
opuestos L = ABNDE, M = BCNEF, N = CDNF A que inciden sobre una recta p. Y su dual

(56) Teorema: Teorema Dual del Teorema de Pappus. El hexa-latero que incide
alternadamente sobre dos puntos A y B forma rectas que pasan por los vértices opuestos
l=abUde, m=bcUef, n=cdU fa que inciden sobre un punto P.

1.4. Razoén Doble.

Un concepto muy importante que generaliza la razén armonica es el de Razdn Doble. Segin
(4), (A,B;C, D) siysolosi f(C) = —f(D) con respecto a AB. Si en lugar de esto se considera
mejor el cociente de f(B)/f(D) se genera lo que se conoce como razén doble, cuyo nombre
viene justamente de hacer un cociente de cocientes.

(57) Definicién: Razén Doble. Dada una hilera de puntos A, B, C, D, se define la
razon doble de estos cuatro puntos como
AC AD
AB;C,D} = —/—
{4,B;C, D} CB' DB

De nuevo, los puntos C'y D son llamados conjugados con respecto a los puntos A y B, y por
una simple manipulacion algebraica se tiene que A y B son conjugados con respecto a C'y D.

Es de observar que (A4, B;C, D) siy solo si {A,B;C,D} = —1, por lo que la razéon ar-
monica es solo un caso particular. La riqueza de la razén armoénica no es que se conserve entre
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transversales a haces o haces que comparten hilera, dado que como se vera enseguida, esta es
una propiedad de la razén doble, sino que se encuentra en problemas de mucho interés, por
ejemplo, en la Inversion, transformacién fundamental que luego dio pie a transformaciones més
importante, como la de Moebius, la cual esti intrinsecamente conectada con la Teoria de la
Relatividad y muchas otras aplicaciones.

(58) Definicién: Razén doble para haces de rectas. Dado un haz a = OA, b= OB,
c=0C, d= 0D, se define la razén doble para estas cuatro rectas como

senAOC  sen/AOD

la,bie,d} = O{A, B;C. D}y = == o om0 R

Utilizando de nuevo el Teorema Generalizado de la Bisectriz (5) se cumple que {A, B;C, D} =
O{A, B;C, D} siempre que O esté fuera de la recta que contiene a la hilera. Asi, se ha de-
mostrado el siguiente teorema

(59) Teorema: Vinculo de la razén doble de hileras y haces. Dada la hilera A, B,
C, D y O un punto fuera de la recta que la contiene, entonces

{A,B;C,D} =0{A,B;C,D}

Fijada la hilera, O puede ser cualquier punto fuera de la recta que la contiene, y fijado el
haz, cualquier transversal que no pase por O corta en una hilera que mantiene la razén doble.

(60) Corolario: Haces que comparten hilera. Dada la hilera A, B, C, D, cualquier
haz que pase por esos puntos, OA, OB, OC, OD tiene la misma razén doble que la hilera.

(61) Corolario: Transversal a un haz. Dado el haz a, b, ¢, d que pasan por O, cualquier
recta que no pase por O forma una transversal al haz que lo corta en la hilera A, B, C, D,
que tiene la misma razén doble que el haz.

1.4.1. Construcciéon del Cuarto Conjugado.

Cabe preguntarse si dados tres puntos de una hilera jserd posible construir de manera
dnica un cuarto punto tal que defina una razén doble dada?

Retomando una vez méas la notacion de (4), definiendo f con respecto a la recta dada
AB y C un punto fijo sobre ella, al tomar un k cualquiera perteneciente a R*, si se busca
construir un D tal que {A, B;C, D} = k, esto es equivalente a construir D sobre AB tal que
K = @ = f(D), lo cual, por el mismo teorema, el punto D existe y es tnico, pero una
vez mas nos encontramos con el problema de la construccién de tal punto, llamado el cuarto
conjugado.

Para la contruccién del cuarto conjugado, es necesario considerar que se tiene ya construido
un segmento de longitud & y uno de longitud 1. Con esto, mediante el Teorema de Thales, es
facil construir sobre una recta que pase por C' dos puntos A’ y B’ tal que % =k.



PERSPECTIVA SINTETICA.-Razon Doble. 35

Luego, si D’ es la interseccion de AA’ con BB’, y D la interseccién de la paralela por D’ a
CA’| se tiene que D es el punto tal que {A, B;C, D} = k. Esto se debe a que AACA’ ~ AADD'
y ACBB' ~ ADBD', y de alli que % = ggl, y % = g:g, dividiendo estas relaciones se

: AC tAD _ CA" __
obtiene B/ DB — CB — k.

1.4.2. Los seis valores de la razén doble.

Dada una hilera de puntos A, B, C, D y la razén doble asociada { A, B; C, D}, al permutar
el orden de los puntos hay en total 4! formas de hacerlo, y para cada permutaciéon habra una
razén doble asi definida; sin embargo, estas razones dobles no son todas distintas, de hecho
se agrupan en grupos de 4 con igual valor, formando en total 6 valores ditintos, a saber, si
{A,B;C,D} = k se forman ademas %, 1-—k, flk, % y %

Como se mencion6 al inicio de esta seccién, aplicando directamente la definicion, si C
y D son conjugados con respecto a A y B, también A y B son conjugados con respecto a
C y D, es decir {A,B;C,D} = k = {C,D; A, B}. También se verifica rapidamente que el
permutar entre si ambas parejas de conjugados también se mantiene la razén doble, es decir
{A,B;C,D} =k ={B,A;D,C} y{C,D;A,B} = k ={D,C; B, A}. Asi, estos dos tipos de
“movimientos” son los que forman los grupos de cuatro permutaciones con razoén doble invari-
ante.

Si en cambio se permutan tnicamente una pareja de conjugados, se forma el inverso multi-
plicativo, es decir {A, B;C,D}-{A, B; D,C} = 1. Aprovechando esta propiedad y haciendo los
movimientos descritos anteriormente, se generan las igualdades {A, B; D,C} = {B, A;C, D} =
{C,D;B,A} ={D,C;A,B} = 1.

Por otra parte, mediante la Identidad de Euler,?° si se intercambian los miembros centrales
de la hilera se obtiene la identidad {A, B;C, D} +{A,C; B,D} = 1. Con esto, {A,C; B, D} =
{C,A;D,B} ={D,B;C,A} ={B,D;A,C} =1—k.

Ahora permutando un par de conjugados de las relaciones anteriores y generando el inverso

multiplicativo se obtiene {A,C; D, B} = {C, 4; B, D} = {B,D;C, A} = {D,B; A,C} = .

Permutando los miembros centrales de las permutaciones % se obtiene {A,D;B,C} =
{D,4;C,B} = {C,B; D, A} = {B,C;A,D} = 1 — = k2L,

30Es una relacién para segmentos dirigidos que dice AB - CD 4+ AC - DB + AD - BC = 0.
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Finalmente, permutando una pareja de conjugados de los anteriores se obtiene {A, D; C, B} =
{D,A;B,C} ={B,C;D,A} = {C,B; A, D} = é = .

1.4.3. Teorema de Pascal y Teorema de Pappus.

Una manera muy elegante de probar estos teoremas es utilizando propiedades de Razon
Doble. La demostracion es exactamente la misma, y de hecho, se considerard que el Teorema
de Pappus (22) esta dado con un hexagono tal que sus vértices estan ubicados alternadamente
sobre una cénica degenerada en dos lineas rectas.

(62) Teorema: Teorema de Pascal y Teorema de Pappus. Sea ABCDEF un hexéa-
gono inscrito en una circunferencia, o puesto alternadamente sobre dos rectas, entonces, la
interseccion de lados opuestos L = ABNDE, M = BCNEF, N =CDNFA, estan alineados.
La recta que pasa por tales puntos es llamada Recta de Pascal para el hexdagono ABCDFEF.

Demostracion:

Considere la siguiente figura. Sean H = AF N ED y K = EF N CD. Asi, dado que
en una circunferencia, los angulos inscritos que comparten arco son iguales, o bien por (60),
A{E,B;D,F} = C{E,B; D, F}, entonces por (61) {E,L;D,H} = {E, M; K, F}. Uniendo
N a estas hileras se tiene que N{E,L;D,H} = N{E,M; K, F}, y dado que se cumple las
igualdades de rectas NE = NE, ND = NK, NH = NF| y por lo desarrollado en la seccién
anterior debe darse también NL = N M, por lo que L, M, N estan alineados.

Dualizando el teorema anterior se obtiene:

(63) Teorema: Teorema de Brianchon. Dado un hexdgono abedef tal que sus lados
son tangentes a una circunferencia, se cumple que las rectas de unién de los vértices opuestos
l=abUde, m =bcUef, n=cdU fa, concurren.
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1.4.4. Otras propiedades de la Razén Doble.

Dados dos conjuntos de tres puntos sobre una misma recta A, B, C 'y A’, B', C', A
cada punto D corresponde un valor de razéon doble k = {A, B;C, D}, y por lo anterior,
existe un tunico punto D’ tal que {A,B;C,D} = {A’,B’;C’,D'}. En tal caso D y D’ son
llamados Correspondientes. Cabe preguntarse si existe un punto D tal que {A, B;C,D} =
{A", B’;C’, D}. Si tal punto existe es llamado Punto Autocorrespondiente, y como se vera en-
seguida, es posible que existan dos, uno o ninguno de éstos puntos para cada configuracion de
hileras.

(64) Definicién: Punto Autocorrespondiente. Dada la hilera A, B, C, A', B', C', el
punto D es llamado Punto Autocorrespondiente si {A, B;C,D} = {A’, B';C’, D}.

Para hacer la construccion de tales puntos se dibuja una circunferencia cualquiera con un
punto O cualquiera sobre ella, al trazar las rectas desde O a la hilera, se genera un hexégono
ciclico Ay B} C1 A} B1C] sobre la circunferencia, con recta de Pascal (62) formada por los puntos
P =AB{NAB;1, Q=B|CiNB;C}, R=C1A]NC}A;1, tal como muestra la siguiente figura.

O

La mencionada recta de Pascal puede cortar en dos, uno o ningin punto a la circunfer-
encia, y los puntos autocorrespondientes son los generados sobre la recta de la hilera, inter-
secciones de ésta con las rectas que van de O a las intersecciones de la recta de Pascal con
la circunferencia. Para justificar esto, supongamos que la recta de Pascal corta a la circun-
ferencia en X y Y, sea D = ABNOX y S = A1 A} N XY. Entonces, utilizando (59) y el
hecho que angulos inscritos en una circunferencia que sostienen el mismo arco son iguales
o suplementarios, se cumple que {A, B;C,D} = O{A1,B;;C1,X} = A} {A1,B1;C1, X} =
{S,P;R, X} = A1 {A],B};C}, X} = O{A],B};C,X} = {4, B’;C',D}. Anéalogamente se
hace definiendo D = ABNOY.

Una propiedad muy ttil con respecto a la razén doble de un haz y su “proyeccién” sobre una
circunferencia es el hecho que la razén doble se mantiene invariante para la cuaterna de pun-
tos que se forma con la primera interseccién como para la que se forma con la segunda. Es decir

(65) Teorema: Interseccion de un haz con una circunferencia. Dado el haz a, b,
¢, d y una circunferencia cualquiera. Entonces, si a corta a la circunferencia en A y A', y
analogamente se definen B, B', C, C', D, D', se cumple que si S y S’ son puntos cualquiera
sobre la circunferencia S {A, B;C,D} = S"{A’,B’;C", D'}.
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Demostracion:

Considere la siguiente figura. Suponga que el haz tiene como punto de incidencia O. Se
demostrara que por ejemplo S = AD’' N A’D pertenece a la polar de O con respecto a la
circunferencia. Analogamente se cumplird para R = AC'NA'CyQ =AB' NAB.SiXyY
son los polos respectivos a AA" y DD’, se cumple que las tangentes a la circunferencia por
Ay A’ se cortan en X, y analogamente para Y. Asi, estas tangentes forman un cuadrilatero
inscribible, y como corolario del Teorema de Brianchon (63), se puede probar que en tales
cuadrilateros, las diagonales y los rectas que unen puntos de tangencia de lados opuestos
concurren, es decir, XY, AD’, A’D concurren, o lo que es equivalente, S pertenece a XY
Ahora, por el Teorema Fundamental de Polos y Polares (53), como AA’, la polar de X pasa
por O entonces la polar de O pasa por X, y andlogamente la polar de O pasa por Y, es decir,
XY es la polar de O.

Asi, Ry Q también pertenecen a XY,y si se define P = AA'NXY se cumplira entonces que
A{A" B, C', D'} ={P,Q;R,S} = A {A, B; C, D} y de aqui es inmediato que S {A, B;C, D} =
S"{A’, B’;C', D'} para cualquier par de puntos S y S’ sobre la circunferencia.



Capitulo 2

Geometria Proyectiva desde la
perspectiva Algebraica.

2.1. Espacios Vectoriales.

(66) Definicién: Cuerpo. Un conjunto no vacio K de elementos a, b, ... forma un cuerpo
si entre sus elementos estin definidas dos leyes de composicién: la suma a+ b y el producto ab,
las cuales cumplen las siguientes condiciones:

= Respecto a la suma:

e La suma forma una ley de composiciéon a +b: K x K — K. Cerradura.
(a+b)+c=a+ (b+c)Va,b,ce K. Ley Asociativa.
e 10 € K tal que Va € K se cumple a +0 = 0 4+ a = a. Elemento Neutro.

Va € K 3 —a € K tal que a + (—a) = 0. Elemento Inverso Aditivo. Con esta
definicién se observa ademas que dado a, su inverso aditivo —a es tdnico.

e a+b=b+aVa,be K. Ley Conmutativa.
= Respecto al producto:

e FEl producto forma una ley de composicién ab: K X K — K. Cerradura.
e a(bc) = (ab) c Ya,b,c € K. Ley Asociativa.
e Jl € K tal que VYa € K — {0} se cumple al = la = a. Elemento Unidad.

e Va € K— {0} 3a~! € K tal que aa—! = 1. Elemento Inverso Multiplicativo. Con
esta definicién se observa ademas que dado a, su inverso aditivo a™! es tnico.

¢ a0=0a=0Va€e K
= Respecto a ambas: Leyes Distributivas.

e a(b+c)=ab+acVa,bce K.
o (a+b)c=ac+bcVa,bce K.

Con esta definicién se deducen todas las propiedades aritméticas, es decir, es en si una
generalizacion de tales propiedades. Por ejemplo 0 = a0 = a(1+(—1)) = al + a(—1) =
a+a(—1)= —a=a(—1)y de manera analoga —a = (—1) a. En particular, tomando a = +1

39
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se deducen las leyes de los signos (1) (1) = (=1)(-1) =1y (1)(-1) = (-1)(1) = —1. Con
esto, al sumar un inverso aditivo se esta definiendo una resta tal que a+ (—b) se puede escribir
simplemente a — b, entendiendo que se estd sumando por el inverso aditivo de b y ese elemento
se define como el producto de —1 por b.

También, las Leyes Distributivas se pueden resumir en (a 4+ b) (¢ +d) = a (¢ + d)+b (c + d)
(a+0b)c+ (a+b)d=ac+ ad+ bc+ bd, que también es aplicable para la resta, es decir, cam-
biando un signo + por un signo — y aplicando las Leyes de los Signos segun sea el caso.

Ademas, si la operacién producto es conmutativa, es decir, ab = ba Va,b € K, entonces se
dice que K es un Cuerpo Conmutativo, también llamado Campo.

(67) Definicién: Espacio Vectorial. Dado el cuerpo K, cuyos elementos a, b,... se lla-
maran escalares, y un conjunto E, cuyos elementos U, V,... se llamaran vectores, se dice que
E forma un Espacio Vectorial si se cumplen las siguientes propiedades:

» Los elementos de E cumplen las propiedades:

e Hay definida una ley de composicién suma U +V : E x E — FE. Cerradura.
U+V)+W=U+(V+W)VYUV,W € E. Ley Asociativa.
30 € E tal que YU € E se cumple U +0 =0+ U = U. Vector Nulo.

e YU e E3-U € FE tal que U+ (~U) = 0. Vector Inverso Aditivo. También cumple
unicidad.

e U+ V =V4+UVUV € E. Ley Conmutativa.

» Hay definida una ley de composicién aU : K x E +— E.
= Se cumplen las siguientes propiedades con 1,a,b € K y U,V € E:

o a(U+V)=aU+aV
o (a+b)U =alU+bU
e a(bU) = (ab)U

e 1U=U

Es de observar que para cualquier U € F se cumple que aU = (a+0)U = (0+a) =
aU + 0U = 0U + aU, es decir OU = 0.

Un ejemplo de Espacio Vectorial finito muy 1til para nuestro interés el es siguiente.

(68) Ejemplo: Espacio Vectorial Finito visto como una n-ada. El conjunto formado
por las n-adas (z1, z2, . .., x,) € K", con las operaciones suma y producto por un escalar a € K
definidas como:

» (21,22, Tn) + (Y1,Y2 - Yn) = (T1 + Y1, T2+ Y2, Tn + Yn)
v a(z1,x2,...,2y) = (az1,029,...,0%y,)

Define un espacio vectorial llamado Espacio Vectorial de las n-adas de K, que es la repre-
sentacion més usual de un Espacio Vectorial de dimension finita.



PERSPECTIVA ALGEBRAICA.-Espacios Vectoriales. 41

2.1.1. Dimensién y Base de en Espacio Vectorial.

(69) Definicién: Vectores Linealmente Independientes. Los vectores Uy, Us, ..., Uy,
de un espacio vectorial E se dice que son linealmente independientes, si no existe relaciéon de
la forma:

alUl—i—aQUg—i—...—i—amUm:O

Siendo ai,as,...,a;,, € K no todos nulos. En caso contrario, se dice que los vectores son
linealmente dependientes.

(70) Definicién: Dimensién de un Espacio Vectorial. Se llama dimension de un es-
pacio vectorial al niimero méaximo de vectores linealmente independientes.

Dado el espacio vectorial ¥ de dimensiéon n, tomando un conjunto maximo de vectores

linealmente independientes Uy, Us, ..., U,, si se toma un vector adicional U, se cumplirda que
U,Ui,Us, ..., U, son linealmente dependientes, es decir, existen a, a1, as,...,a, € K no todos
nulos® tal que aU + a1U; + asUs + ... + a,U, = 0. Tomando u; = —a~'a; se observa que

U=uwU +uUy+...+uUp,

Es decir, cualquier vector U de un espacio vectorial E de dimensién n se puede expresar co-
mo una combinacion lineal de un conjunto de n vectores linealmente independientes de E.
También es importante observar que tomando la n-ada (ug,use,...,u,) € K™ se obtiene una
representacion alternativa de E descrita en el ejemplo (68).

(71) Definicion: Base de un Espacio Vectorial. Se llama base de un espacio vectorial
a un conjunto maximo de vectores linealmente independientes.

En particular, si F es de dimensién finita n, cualquier conjunto B de n vectores linealmente
independientes forman una base, y eso quiere decir que todo vector U de E se puede expresar
como una combinacién lineal de B, o de manera alternativa, como una n-ada en K.

2.1.2. Cambio de Base.

En esta seccién consideramos a un espacio vectorial FZ de dimensién finita n. La definicién
de Base solo exige tener un conjunto B de n vectores linealmente independientes, pero por lo
general, tal conjunto no es Gnico, y por lo tanto es menester saber las reglas de corresponden-
cia para cambiar la representacion de un vector dado U con respecto a dos o mas bases. Por
simplicidad en la escritura se utilizara notacién de matrices, as{, por ejemplo, dos bases B y B’
seran representados por las matrices columna (U;),, ., ¥ (U),,..;, mientras que las componentes
de un vector dado U en E se representaran por matrices fila (u;),,,, v (u});,,, respectivamente.

Asi, por la definicién de base, U es una combinacion lineal de B y una combinacion lineal
de B’, y expresando estas relaciones matricialmente queda el producto de las matrices definidas
anteriormente, es decir

Y de manera muy importante a # 0, porque en caso contrario Ui,Ua,...,U, serian linealmente
dependientes.
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U= (ui)lxn(Ui)nxl =uwU; + uwUs + ... +u,U,
U= (u;)lxn(Ui’)nxl = v U] +ubUs + ...+, U},

Entonces, si se quiere saber cudl es la matriz (u}),,,, en funcion de la matriz (u;),,,, es decir,

hacer un cambio de coordenadas de w; a w}, hay que poner todos los vectores de B como
combinacion lineal de los vectores de B’.2 Si llamamos A = (@ij),5r, @ la matriz de coeficientes
de tales combinaciones lineales, se tendra que

(Ui)nxl = (aij)an (U’i/)nxl
Por lo tanto

U= (ui)lxn (Ui)nxl = (ui)lxn (aij)nxn (Ul/)nxl = (u;)1><n (Ull)nxl

= (ui)IXn (aij)nxn = (u;)lxn

Con esto se ha demostrado el siguiente teorema

(72) Teorema: Cambio de Base. En un espacio vectorial E de dimensién n se tienen
dos bases B = (U;),,q ¥ B' = (Uj),,; ¥ un vector U en E de matrices componentes (u;)
y (u),,,, respectivamente, entonces el cambio de coordenadas viene dado por la relacion

1xn

(ui)lxn (aij)nxn - (u;)lxn

Donde A = (aij),,, s la matriz tal que B = AB’.

2.1.3. Subespacios, Suma e Interseccion de Subespacios.

(73) Definicién: Subespacio Vectorial. Dado un espacio vectorial E,> un subconjunto
E' C FE es un subespacio vectorial de E si hereda todas las operaciones y sus propiedades
definidas en E por (67).

Es decir, E’ es un espacio vectorial. Es muy importante ademés conocer la representacion
de un subespacio, en funciéon de una base propia y en funcién de una base de F, llamadas
representacion paramétrica y representacion cartesiana, respectivamente.

Sean n y n' las dimensiones de E y E’. Si se consideran B = (U;),,1 v B' = (U}),)x1
bases de E' y E' respectivamente, dado que E’ C E entonces n’ < n, y como B es base de
E y B’ es subconjunto de F, es posible escribir los elementos de B’ como combinacién lineal
de los elementos de B. También, todos los elementos de E’ pueden ser representados como
combinacion lineal de los elementos de B’. Es decir, si U € E' C FE se tendra

2Lo cual es posible, dado que B es base y B’ es subconjunto de E.
3De dimensién finita o infinita.
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(Ui/)n/xl = (aij)n’xn(Ui)nxl

V(u’

/ .
. e K" Forma Paramétrica.
1) 1xn/

U!

U= (u;)lxn’( 1)n’><1

=U= (u;>1><n/(aij)n/><n(Ui)n><1 = (ui)IXn(Ui)nxl

= (ug)lxn’(a’ij)n’xn = (ui)1><n

La matriz A = (ai;) es fija, dado que B y B’ son bases dadas y se cumple que B’ = AB.

n’xn
Por otra parte (uj),,,, varia sobre K " para formar todo el subespacio E’, es decir, toma el
papel de pardmetro, mientras que (u;),,, varia sobre K™, pero forman el subespacio E’ sdlo
aquellas que cumplen la dltima condicién, que es un sistema de n ecuaciones, n incognitas u; y
n’ parametros u}. Dado que n’ < n, es posible eliminar los pardametros u; para dejar un sistema
de n — n/ ecuaciones homogéneas? tinicamente en funcion de las incognitas u;, el cual tiene la
forma

(ui)lxn()‘ij)nx(n—n') = le(n,n/) Forma Cartesiana.

Todo lo anterior se resume en el siguiente teorema

(74) Teorema: Representacion Paramétrica y Cartesiana de un Subespacio
Vectorial. Dado un espacio vectorial E y un subespacio E' de bases respectivas B = (U;),, .,
y B = (U)),/q, los vectores U de E' son aquellos que tengan cualquiera de las siguientes
formas:

= Forma Paramétrica: U = (u))y, ../ (U),rq V(U))1 s € K",

» Forma Cartesiana: U = (4;),,(Ui), «; tal que la n-ada variable (u;),.,, € K™ satisface

1xn
la relacién matricial® (ui)IXn()\U)nX(n—n’) = le(n_n/)

Unos subespacios muy importantes de un espacio vectorial de dimensién n son los de
dimension 1 y los de dimensiéon n — 1, llamados recta homogénea e hiperplano homogéneo,
respectivamente.

(75) Corolario: Recta Homogénea. Sin’ = 1, E' es una recta homogénea de E y esta
formado por los vectores U de la forma:

» Forma Paramétrica: U = (u}),.,(Ul);,, Y(u});,, € K'. Es decir U = u{Uj.

» Forma Cartesiana: U = (4;),,(Ui), «; tal que la n-ada variable (u;),,.,, € K" satisface

1xn
la relacién matricial® (ui)IXn()‘U)nx(n—U = le(n_l).

4E] proceso puede hacerse de manera rudimentaria, despejando primero u} y sustituyendo en las n — 1
ecuaciones restantes, luego despejando uj y sustituyendo en las n — 2 ecuaciones retantes,..., despejando u,,, y
sustituyendo en las n — n’ ecuaciones restantes.

5Un sistema de n — n/ ecuaciones homogéneas.

5Un sistema de n — 1 ecuaciones homogéneas.
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(76) Corolario: Hiperplano Homogéneo. Sin' = n—1, E’ es un hiperplano homogéneo
de F y esta formado por los vectores U de la forma:

» Forma Paramétrica: U = (“2)1x(n71)(Ui/)(n71)x1 V(u;)lx(nfl) c K1

» Forma Cartesiana: U = (4;),,(Ui),«; tal que la n-ada variable (u;),.,, € K™ satisface

= 01><1. Es decir u1A11 + u2A91 + ...+ upAp1 = 0.

1xn

la relacién matricial’ (u;)qy,,(Nij),, o1

(77) Definicién: Suma e Interseccién de Subespacios Vectoriales. Sean E1 y Es dos
subespacios de un espacio vectorial F, se define el Espacio Vectorial Suma E1 + Eo, formado
por todos los vectores U de la forma Uy + Us, con Uy € Fy y Us € Fo, y el Espacio Vectorial
Producto F - Es, formado por todos los vectores que pertenecen a 1 y Es.

El Espacio Suma es el formado por todas las combinaciones lineales de los vectores de Fy y
FE», mientras que el Espacio Producto es el formado por los vectores que pertenecen a ambos, es
decir, pertenecen a la interseccion, razén por la cual también es llamado Espacio Interseccion.
Se verifica rapidamente que el en efecto tales espacios cumplen todas las propiedades de Espacio
Vectorial (67). Si se definen n y m como las dimensiones de E1+ Ey y Ej - Ey respectivamente, y
suponiendo que las dimensiones de E7 y Es son ny y ng, se cumple la relacion n+m = ni + no.
Es decir

(78) Teorema: Dados dos subespacios Ey y Es de un espacio vectorial E, se cumple que

dim (E1 + E2) + dim (Ey - E2) = dim (Ey) + dim (E2)

Demostracion:

Como antes de definid, sean nq, no, n, m las dimensiones de Ey, Eo, E1 + Eo, Eq1 - Es. si
{W1,Wa, ..., Wy} es una base de E; - Eo, {W1,Ws,... , Wy, U1,Us,...,Up,—m} es una base
de By y {W1,Wa, ..., Wy, V1, Va,..., Viy_m} es una base de Es entonces
{U1,Uay ..., Upy—n, Wi, Woy oo o Wi, Vi, Vo, oo Upy—m } s una base de Ey + Fa, cuya cardi-
nalidad es n = n; — m + m + na — m, de donde se sigue el resultado. La independencia
lineal de este ultimo conjunto de vectores se debe a que por hipétesis, los W; son linealmente
independiente tanto con los U; como con los V;, y éstos son linealmente independiente en-
tre si dado que en caso contrario, algin U; perteneceria a Ey o algtn V; perteneceria a Fjy,
es decir, perteneceria a F1 - Fo, siendo linealmente dependiente los W;, lo cual es contradictorio.

2.1.4. Dualidad.

(79) Definicién: Aplicacién Lineal. Dado el espacio vectorial E sobre el cuerpo K, la
aplicaciéon® ¢ : E — K se llama lineal si cumple

(U +bV)p=aUp+bVyp

Para todo a,b € K y para todo U,V € E.

"Un sistema de n — (n — 1) = 1 ecuaciones homogéneas.
8Por conveniencia, se definira a la derecha.
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Si se considera E de dimension n, siendo B = (U;),, ., una base, todo U € E puede escribirse
como combinacién lineal de los elementos de la base, y si suponemos definidia una aplicacién
lineal ¢ entonces

Up = (ui)lxn(Ui)nXI(p = (ui)lxn(Ui@)nxl = (ui)1><n(ei)n><1
Con U;p =¢; € K.

Ademas, si al considerar el conjunto de todas las aplicaciones lineales de E en K, se definen
entre éstas una operacion Suma @ + ¥ y una operacion Producto por Escalar pa (que hacen
corresponder al vector U € F el escalar Up + Uy € K y el escalar (Uyp) a, respectivamente),
se tiene que dicho conjunto forma un Espacio Vectorial. Este espacio es llamado Espacio Dual
de E y se denota por E*.

(80) Definicién: Espacio Dual. Dado el espacio vectorial E sobre un cuerpo K, al
conjunto de todas las aplicaciones lineales ¢ : ' +— K con las operaciones siguientes definidas:

= U(p+9)=Up+U¢
» Ulpa) = (Up)a

Forma un Espacio Vectorial E* llamado Espacio Dual de E.

En efecto, tal espacio forma un espacio vectorial, dado que la operacién Suma forma un
grupo abeliano,” dado que hereda las propiedades de K, y la operaciéon Producto por Escalar
también satisface las condiciones debido a las propiedades de K.

Si suponemos que B = (Ui)nX1 es base de F, si se definen las aplicaciones lineales ¢;
tal que U;p; = 5”-,10 haciendo el mismo desarrollo que antes Up; = (ui)qy,, (Ui),x1 @5 =
(i) 1p (0i5),1 = uj dado que Usp; = 65, es decir que Up = ()1 yp, (€i)nx1 = (U®i)1n (€i)nx1
=U (‘Pi)un (ei)nxl entonces

Y= ((pi)lxn (ei)nxl

Con (€;),,4; € K™. Es decir, B*= (¢;),,,, es una base de E*. Falta verificar tinicamente
que este conjunto es linealmente independiente, y esto se debe a que si existe una relaciéon
del tipo (i)1xy, (@i),x1 = 0 con a; € K, entonces, al aplicar esto a la base B se tendria que
Ui (©i)14n (@i),«q1 = @i = 0 para todo 4, por lo tanto a1 = as = ... = a, = 0, es decir, son
linealmente independiente. Con esto se tiene

(81) Teorema: Dimension del Espacio Dual. Dado un espacio vectorial E' de dimensién
finita y su dual E*, se cumple que E'y E* tienen la misma dimension. Mas atn, si B = (U;),, .,
es base de E, escogiendo ¢; en E* tal que U;pj = 0;; se cumple que B*= (;),,, €s base de E*.

Ahora, iterando este proceso, suponga E** el conjunto de todas las aplicaciones lineales!!
U : E*— K, es decir, por (79) se cumple que U (pa + ¥b) = Ugpa + Utb, y definiendo la
operacion Suma y Producto por Escalar como (U+V)p = Up+ Ve y (aU)p = a(Uyp),

9Unicamente falta definir la funcién lineal nula, que es la aplicacién lineal constante pg € K*: F +— {0}.
Delta de Kronecker.
"Ppor conveniencia, a la izquierda.
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respectivamente, por (80) E** es un Espacio Vectorial, y por (81), si E* es de dimension
finita, entonces E** tiene la misma dimension.

Si ademas suponemos que B¥*= (¢;),,,, es base de E* y que para todo U € E** se define
Upi = u; € K, se tiene que Up = (Ui)1yp (€i)nx1 = (Ui)1xyp, (€i),51- Asi, definiendo U; €
K** tal que Ujp; = d;5 se tendra que U;p = U; (¢i)1 4, (€)1 = € ¥y por lo tanto Uy =
(ui)lxn (6i)n><1 = (ui)lxn (Uicp)nxl = (ui)lxn (Ui)nxl ¥, €8 decir

U= (Ui)1><n (Ui)nxl

Con esto se ha probado el siguiente teorema

(82) Teorema: Dual del Dual. Si E es un espacio vectorial de dimension finita, es
isomorfo al espacio dual del dual E**. Mas atin, si B*= (¢;)y,, ¥ B** = (Uj),,»; son bases de
E* y E** se cumplira que

1xn

» YU € F 3 (ui)yy, € K" tal que U = (u;)qy,, (Ui)u1
= Vo € E*3(ei),,; € K" tal que ¢ = (9i),,, (€)1
Si ademés se pide que U;pj = 6;5, se cumplird entonces que E = E** y son vélidas las relaciones
= u; =Ugp;
m e, =U;

Por lo tanto?
USO = (ui)lxn (ei)nxl

Utilizando esta nueva nocién de Dualidad en Espacios Vectoriales, es posible hacer una
correspondencia entre Estructuras Duales. Explicitamente, las estructuras duales se definen asi

(83) Definicién: Estructuras Duales. Dado un espacio vectorial E y su dual E*, a un
subcojunto A C E le corresponde un subconjunto A*C E* tal que Up = 0 para todo U € A
y para todo p € A*.

Un caso de mucho interés es la correspondencia entre rectas homogéneas e hiperplanos
homogéneos de un espacio vectorial de dimensién finita. Considere un espacio vectorial F de
dimension n y su dual E* también de dimension n (81), de bases (U;), 1 ¥ (¥i)1x, con la
condicion Usp; = 6;5, por (82) se tendré que Uy = (U;);y,, (€i),,q tal que U = (), (Ui),51
Y © = (©i)1xn (€i),«1- Considere ahora todas las soluciones de la ecuacion Uy = 0, se tendra
entonces

Up = (ui)lxn (ei)nxl =0
Observe que tanto las u; como las e; pertenecen a K. La expresion anterior es una ecuacion

lineal homogénea, si se deja U fijo y se determina todos los ¢ que satisfacen la ecuacién, se
tendra entonces una ecuacion con n incognitas e;, y por (76), tal expresion representa un

12Note que en tal caso (Ui) i1 (0i)14n = Inxn, la matriz identidad.
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hiperplano homogéneo en E*, que se puede denotar por H*y. Ademas, si en lugar de U se
coloca aU para cualquier a € K se tendra entonces (aU)¢ = a (Uyp) = a0 = 0, es decir, el
conjunto solucion H*y; cumple para cualquier elemento del conjunto aU, que por (75), es una
recta homogénea en E, y la denotaremos como Ry. De aqui que fijado un U € E es posible
hacer una correspondencia entre una recta homogénea Ry C E y un hiperplano homogéneo
H*y; C E* tal que Up =0 VU € Ry y Vo € H*;;. Andlogamente, dejando ¢ fijo, se hace una
correspondencia entre un hiperplano homogéneo H, C F y una recta homogénea R*, C E*.
Ademas, tal correspondencia es biyectiva, dado que una recta homogénea se distingue de otra
si los vectores que las generan son linealmente independientes, y un hiperplano se distingue de
otro si los valores contantes son componentes de dos vectores linealmente independiente.

Més importante atn, si S es un subespacio de E de dimension r, y si (U;),.,, es una base de
S, dada la forma paramétrica de (74) y la definicion (77) se tiene que S = Ry, + Ry, +. ..+ Ruy,,
es decir U = ()1, (Ui); 515 V (Ui)15, € K", mientras que su estructura dual S* seré el con-
junto de aplicaciones lineales ¢ que satisfacen la relacion Uy = 0. Desarrollando U como
combinacion lineal de la base de S y dada la linealidad de ¢ se tiene (u;)yy, (Uip),x; =0y
dado que las u; recorren todos los valores de K, en particular ¢ debe satisfacer para u; = 1,
uo = ug = ... = u, = 0, es decir, Uyp = 0. Esta expresion, como U; es fijo, si asumimos
que toma la forma de ecuacion final de (82) y dada la forma cartesiana de (75) representa un
hiperplano Hy, € E* y ¢ € Hy,. De manera analoga ¢ debe satisfacer Uy = 0, es decir
¢ € Hy,, y asi sucesivamente, por lo que ¢ pertenece a la intersecciéon de tales hiperplanos
Hy,. Asi, por (77) S*= Hy, - Hy, - .. .- Hy,, que por la forma cartesiana de (74) representa un
subespacio de dimension n — r en E*. Partiendo de la representacion cartesiana de S se llega
a la representacion paramétrica de S* y el resultado es el mismo.

Haciendo el mismo trabajo, si S1 y Sy son subespacios de E™ mientras que S;* y Sa* son
sus respectivas estructuras duales en E* se cumple que S7+ 5o = S1*-S9* y §1-59 = S1¥+55*.

Con esto, se ha demostrado el siguiente teorema

(84) Teorema: Suma e interseccién de subespacios en un espacio vectorial y
en su dual. Dado un espacio vectorial E de dimensién finita y su dual E*, si S1 y So son
subespacios de E, S1* y Sy* las estructuras duales respectivas y subespacios de E*, entonces

= (S1+ S2)*= 51 %5 "
w (81 82)%= S1*+5*

Este resultado es posible extenderlo a cualquier nimero finito de subespacios S;, iteran-
n n n n
; ; ; D\ x— ok D\ x— Sk
do el mismo razonamiento, es decir (Zi:1 SZ> =II_, S*y <Hi:1 SZ> =2, 5" Yen
particular, interesa este caso cuando los S; son rectas homogéneas, o bien cuando son hiper-
planos homogéneos.

13Pueden intersectarse o no, si sus bases tienen entre si vectores linealmente dependientes no afecta el resul-
tado.
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2.1.5. Aplicaciones Lineales y Semilineales entre Espacios Vectoriales.

(85) Definicién: Aplicacién Lineal. Dados dos espacios vectoriales E y E' sobre un
cuerpo K, la aplicacién ¢ : E — E' define una aplicacién lineal si

¢ (aU+bV)=ap(U)+bp (V)

Para todo U,V € E y para todo a,b € K.

Ahora bien, esta definicion se puede generalizar, suponiendo que E y E’ son espacios
vectoriales sobre cuerpos distintos, digamos K y K’ respectivamente. Si ademads, suponemos
que K y K’ son isomorfos, puede entonces definirse una Aplicacion Semilineal como sigue

(86) Definicion: Aplicacién Semilineal. Dados dos espacios vectoriales E y E’ sobre
los cuerpos K y K’ respectivamente, tal que existe un isomorfismo 7 : K — K’ ' la aplicacién
¢ : E — FE' define una aplicacién semilineal si

d(aU+bV)=a"¢(U)+b"¢ (V)

Para todo U,V € E y para todo a,b € K.

Es decir, (85) es el caso particular de (86) cuando K = K’ y 7 = ¢, el isomorfismo iden-
tidad: a* = a Va € K. Si se particulariza atin mas, si consideramos la aplicacién lineal de un
espacio vectorial en si mismo,!® y 7 = ¢, se tiene una Transformacion Lineal que se define asi

(87) Definicién: Transformacién Lineal. Dado el espacio vectorial E sobre un cuerpo
K, la aplicacién ¢ : E — FE define una transformacion lineal si

¢ (aU +bV)=1a¢(U)+bp (V)

Para todo U,V € E y para todo a,b € K.

Una propiedad muy importante es que la composicién de aplicaciones semilineales es otra
aplicaciéon semilineal. Por simplicidad, se denotara un Espacio Vectorial E sobre un cuerpo K
asi E(K), mientras que una aplicacion semilineal ¢ : E(K) — F(Q) con isomorfismo entre los
cuerpos 7 : K — @ se denotara por ¢(7).

(88) Teorema: Composicién de Aplicaciones Semilineales. Dadas las aplicaciones
semilineales ¢(7) : E(K) — F(L) y {(v) : F(L) — G(M), entonces la aplicacién £ o ¢p(v o) :
E(K)+— G(M) es una aplicacién semilineal.

Demostracion:

En primer lugar, dados los isomorfismos 7 : K — Ly v : L — M, la composicion
vort : K — M es también un isomorfismo, dado que que v o 7 es biyectiva, al ser v y 7
biyectivas, para todo a,b € K se cumple (a+b)"" = (a” +b7)" = a™ + ™" y (ab)"" =
(a™b7)” = a™b™. Por otra parte si U,V € E'y a,b € K, como ¢ y & satisfacen (86) se cumple

147 es una aplicacion biyectiva tal que (a +b)" = a” +b" y (ab)” = a"b" para todo a,b € K.

5Tomando E = E’ y por tanto K = K’.
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Eod(aU +bV) =E(a"¢p(U) +b07¢(V)) =a™Eo ¢ (U) + b0 d (V).

Para futuras aplicaciones, es importante la asociaciéon que se hace de las Aplicaciones Semi-
lineales con matrices, sin embargo es de mencionar que tal asociaciéon es validad tnicamente
para espacios vectoriales finitos.

Considere una aplicaciéon semilineal ¢(7) : Ep,(K) — EL(K'),'6 sean B= (U;),, 1, B'=
(U;),,x1 bases de los espacios, por (71), si U € E se tiene U = (uj)1,,, (Ui)yx1 = UB Y

)

¢ (U) = (u))1y,, (U)), sy =B, conu € K™yu € K. Ademés, como ¢ es semilienal ¢ (U) =

7

(uiT)lxm (¢U1)mxl Sea A= (aij)mxn con aij € K/ tal que ((bUZ)le - (aij>mxn (Uil)nxl’

entonces
¢(U) = (uiT)lxm (aij)mxn (Ui,)nxl = (u;)an (Ul()nxl

Es decir (u;7);,, (@ij) = (u});, O equivalentemente u’ = u"A.

mXn

Es decir que a la aplicaciéon semilineal ¢ puede asociarse una matriz A que representa el
cambio de coordenadas de E a E’. Observe que el cambio de base (72) es un caso particular
de lo desarrolado anteriormente, tomando E = E’, es decir, el cambio de coordenadas al hacer
un cambio de base es una transformacion lineal. Todo esto se engloba en el siguiente teorema

(89) Teorema: Aplicacién Semilineal vista como matriz. Dados los espacios vecto-
riales Ep,(K) y E;,(K') de bases respectivas B= (U;),,1 v B'= (U/), 1, ¥ la aplicacién semi-
lineal ¢(7) : Epp(K) — EL(K'), como U =uB y ¢ (U) = u'B’ para todo U € E, entonces ¢(7)
puede ser representada por una matriz A = (a;j) a;; € K' tal que ¢B= AB’ y ademas la

relacion de cambio de coordenadas es

mxn’

/
v =u"A

La ventaja del uso de matrices en las aplicaciones semilineales es que compactan la notacion
enormemente, cuando existen definidos sistemas coordenados en los espacios vectoriales, pero
mas importante, que una matriz dada puede ser interpretada como una aplicacién semilineal.

Por otra parte, si se hace la composicion de dos aplicaciones semilineales, por (88), resulta
otra aplicaciéon semilineal; por medio de matrices resulta que la matriz correspondiente a la
composicion de apliciones es el producto de sus matrices asociadas, aplicando el isomorfismo
apropiado sobre sus elementos.

(90) Teorema: Composicién de Aplicaciones Semilineales por medio de su repre-
sentacién matricial. Si E,,(K), E! (K'), E!'(K") son espacios vectoriales de bases B, B,
B” respectivamente, y se definen las aplicaciones semilineales ¢(7) : E,(K) — E|(K') y
&) : EL(K') — E/!(K"), de matrices asociadas A y A’, entonces la matriz asociada a
Eogp(voT): Ep(K)— E!(K") es AVA'.

Demostracion:

Por (89), A = (ay) ij ij

¢B’= A'B”. Ademés, haciendo los cambios de coordenadas se tiene ' = u"A y v’ = (u')” A,

mxn’

aj € K,y Al = (a’)nxr, a.; € K', tales que ¢pB= AB’ y

16Espacios de dimensién m y n, respectivamente.
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entonces u” = u™ AY A’ y de alli se sigue el resultado.

Una propiedad muy importante de Aplicaciones Semilineales biyectivas es que dos vecto-
res linealmente independientes tienen por imagen dos vectores linealmente independientes,
esto se basa en propiedades de Isomorfismos. Suponga dos cuerpos K y L y un isomorfismo
7 : K — L; dado que (a+b)" =a” +b" y (ab)” = a"b", tomando a = b = 0, se tiene
0,7 =(0,+0,) =0,"40,7 de donde 0,7 = 0,, mientras que al tomar a = b = 1, se
tiene 1,7 = (1,1,)" =1,71,7 de donde 1,7 = 1,. Ademés, como 7 es biyectiva, no existe
T

a # 0, tal que a™ = 0, ni a # 1, tal que a” = 1,. De manera similar se obtiene que la
imagen del inverso aditivo de a € K corresponde el inverso aditivo de su imagen a” € L, es
decir (—a)” = —a", y analogamente con el inverso multiplicativo (a1)" = (a™) "t

Con esto, dada la aplicacion semilineal ¢(7) : E(K) ~— F(L) se tiene que ¢ (0,) =
$(0,U) =0,6(U) = 0,, y dado que asumimos que ¢ es biyectiva, no existe V # 0, tal
que ¢ (V) =0,.

Asi, si U,V € E(K) son linealmente independientes (69), se cumple aU + bV = OE =a=
b = 0,.. Tomando todas las combinaciones lineales de ¢ (U) y ¢ (V) que formen 0, se tendré
cp(U)+do (V) = @F, con ¢,d € L. Como 7 es un isomorfismo, sean a,b € K tal que a” =cy
b™ = d, y como ¢ es semilineal a”¢ (U) +b7¢ (V) = ¢ (aU +bV) =0, = aU +bV =0, = a =
b=0, =a” =b"=0,, por lo tanto ¢ (U) y ¢ (V) son linealmente independientes en F'(L).

(91) Teorema: Independencia Lineal de Vectores tras una aplicacién semilineal.
Si la aplicacion semilineal ¢ : E — E es biyectiva, entonces las imagenes de U,V € FE lineal-
mente independientes son ¢ (U),¢ (V') € F también linealmente independientes.

La condicién exigida a ¢ para que se cumpla esta propiedad puede suavizarse a ¢ (U) =
0 pro U= 0 5 Sin embargo la condicion que ¢ sea biyectiva es mas utilizada, y ademaés tiene vin-
culo con la existencia de la aplicacion inversa ¢!, ya que es condicién necesaria. Si ¢! existe, ¢
debe ser biyectiva, y por (91), la base de E tiene por imagen vectores linealmente independientes
en F, entonces dim(E) < dim(F). Si ¢! fuera una aplicaciéon semilineal, como ¢ es ademés
la funcién inversa de ¢!, utilizando este mismo razonamiento dim(F) < dim(E), entonces
dim(F) = dim(E). Verificando que ¢! cumple (86): como ¢ (aU +bV) =a"¢ (U) +b"¢ (V),
si se aplica ¢~ ! a ambos lados se tiene alU + bV = ¢~ (a"¢ (U) +b7¢ (V)), si U = ¢~ (U),
V =¢"1(V"), con U, V' € F, entonces ap (U') + bp~1 (V') = ¢~ (a"U’ + b7V"), es decir
¢~ (1) : F(L) — E(K) es una aplicacion semilineal.

(92) Definicién: Aplicaciéon Semilineal Regular y Singular. Si la aplicacién semi-
lineal ¢ : E — F posee inversa'” es llamada Regular. En caso contrario, es llamada Singular.

(93) Teorema: Aplicacién Semilineal Regular y Dimensién de los Espacios Vec-
toriales. Si existe una aplicacion semilineal regular ¢ : E — F' entonces dim(E) = dim(F').

Si ademas, se suponen los espacios vectoriales E' y F' de dimensién finita, la matriz asociada
a ¢ debe ser cuadrada e invertible. De (89), si A es la matriz asociada a ¢ y B es la matriz

17Que es a su vez aplicacion semilineal.
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asociada a ¢! se cumplird que v = WA y u = vY"B, de donde se deriva rapidamente que
BTA = I,xn, = AY"B, con n = dim(E) = dim(F), de donde A~! = B" y B~! = A7,

También, retomando (88) y ademés agregado el supuesto que ¢ y £ son regulares, se ob-
serva rapidamente que £ o ¢ es una aplicaciéon semilineal regular, ya que su aplicacion inversa
es g Log ! (7"1 o 1/_1). Y este resultado, también tiene su formato utilizando matrices, re-
sultando entre otras cosas que el producto de matrices invertible (de igual dimension) es otra
matriz invertible.

2.2. El Espacio Proyectivo de n dimensiones.

Tal como se discuti6é al inicio de la Unidad 1, es posible establecer una biyecciéon entre
puntos sobre una recta y rectas sobre un punto, simplemente tomando un punto P exterior
a la recta p y asociando el punto X € p con la recta x = PX. De igual manera, es posible
hacer una biyecciéon entre los puntos del plano con las rectas que pasan por un punto externo
al plano. Sin embargo, a la recta se le anadi6 un punto ideal, llamado punto al infinito, y
al plano un conjunto formado por todos los puntos al infinito, la recta al infinito. Esta es la
nocién basica de Geometria Proyectiva, define estructuras como puntos, recta y planos con
puntos “adicionales” impropios, pero que en forma de rectas que salen de un mismo punto (en
un espacio de dimensién mayor) pierden toda caracterisitca especial, y son entonces puntos,
rectas y planos como cualquier otro; pero mas importante, utilizando herramientas de Espacios
Vectoriales este proceso se generaliza de manera muy natural.

Si en un espacio vectorial de dimension n 4+ 1 E sobre el cuerpo K se toman todas las
rectas homogéneas aU, cona € K —{0} yU € E— {0}, entonces se crea una nueva estructura
isomorfa a un subespacio de dimensién n, llamada Espacio Proyectivo de dimension n asociado
a E(K), y que se denota P, (E, K), o simplemente P, si se sobreentiende en qué espacio vec-
torial se esté trabajando. Las rectas homogéneas del espacio vectorial representan los puntos
del espacio proyectivo, que segiin el modelo tomado con R3, el espacio proyectivo es un plano
que no pasa por el origen anadiéndole la recta al infinito para hacer la correspondencia biyec-
tiva entre las rectas que salen del origen y los puntos de tal plano. Con esto, los puntos del
espacio proyectivo no tienen representaciéon tnica, su unicidad se determina salvo la relaciéon
de equivalencia U ~ aU.

(94) Definicién: Espacio Proyectivo de dimensién n. Dado el espacio vectorial
En+1(K), el conjunto de las rectas homogéneas aU, VU € E — {0}, a variando en K — {0},
es el Espacio Proyectivo de dimensién n asociado a E, denotado por P, (E,K). Las rectas
homogéneas aU son los puntos de P, y estan tinicamente determinados salvo la relacién de
equivalencia U ~ aU.
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2.2.1. Coordenadas Homogéneas y cambio de coordenadas.

Se denotara con la misma letra a un vector de E (que define una recta homogénea) y a
un punto de P,. Si se considera definida una base en E, los puntos de S,, estan representados
por una matriz fila de longitud n + 1 salvo la relacién de equivalencia ya descrita, es decir
(ug,ut, ..., up) ~ (aug,auq,...,auy,), con a,u; € Ky a # 0.

De las operaciones con los vectores de F, el producto de un escalar por un vector carece
de significado especial en P,, dado que el punto se mantiene invariante por la relacién de
equivalencia, mientras que la suma de vectores U + V engendra un tnico punto en P, salvo la
relacion de equivalencia U +V ~ a (U + V).

Un concepto importante es el de Independencia Lineal entre los puntos de P,,, tal concepto
se basa en la definicion (69) de Independencia Lineal entre vectores del espacio vectorial E.

(95) Definicién: Independencia Lineal entre puntos del Espacio Proyectivo. Los
puntos Ay, As, ..., Ay de un espacio proyectivo P se dice que son linealmente independientes
si no existe relacion de la forma:

alUl+a2U2+...+amUm:6

Siendo a1, as,...,a, € K no todos nulos. En caso contrario, se dice que los puntos son lineal-
mente dependientes.

Tal definiciéon es independiente de la representacion escogida de A;, dado que a1 (z1A41) +
oot am (TmAp) = aj A1+ ...+ al, A, es decir que si no existe (a;);,, € K™ no todos nulos
tal que (ai)qyp, (Ai)mx = 0 tampoco debiera existir (a%)1wm» ¥ por lo tanto, cambiando A;
por cualquier miembro de la clase de equivalencia z;A; y tomando a;z; = a; la independencia
lineal se mantiene.

Esta claro de la definicién que la independencia lineal de puntos en el espacio proyectivo
se da si y soélo si los vectores genereadores de las rectas homogéneas respectivas en el espacio
vectorial son linealmente independientes. De aqui se deduce facilmente el siguiente teorema,
que tiene relacién intrinseca con el concepto de base de un espacio proyectivo.

(96) Teorema: Maximo niamero de puntos linealmente independientes en un
espacio proyectivo. El maximo niimero de puntos linealmente independientes en P,, esn+1.

La idea de base en un espacio proyectivo es analoga a la de espacios vectoriales (71), tal
definicién lleva entre lineas el hecho que cualquier vector U € E puede ser escrito como com-
binacién lineal de un conjunto méximo de vectores linealmente independientes, y por tanto,
puede ser representado por una matriz fila que contiene los coeficientes en K que lo generan. Lo
mismo se espera que suceda en P, al tomar n+ 1 puntos linealmente independientes, para que
estos formen una base, cualquier otro punto del espacio deberia poder representarse de manera
dnica como combinacion lineal de los puntos de la base, salvo la relaciéon de equivalencia. Sin
embargo esto ya no es tan facil:
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Suponga un conjunto maximo en P, de puntos linealmente independientes (Ui)(n H1)x15
entonces cualquier U € P, tiene la forma U = (ui)y (1) (Ui) (ni1)x1, €8 decir, (Wi)y(ny1) €
K™+ deberia ser tinica salvo la relacién de equivalencia (ui)lx(n 1) ™ (a“i)1x(n +1)» Pero como
U; ~ a;U; se tiene U = (ui)lx(n-s—l) (a;lUi’)(nH)><1 = (uia;1)1x(n+1) (Ui’)(nJrl)Xl y se tendria
que cumplir (a“i)lx(n+1) ~ (uia;l)lx(nﬂ), lo cual no es en general cierto.

De aqui que para formar una base en P, debe exigirse una representacion fija de los U;
o dicho de otra forma, un vector en E. Es decir, un sistema de coordenadas en P, queda
bien definido si se escoge de manera tnica un punto de cada clase de equivalencia a;U;, y asi,
todo punto U en P, tiene una representacién tinica como combinacién lineal de éstos salvo la
relacion de equivalencia U ~ aU.

(97) Definicién: Base de un Espacio Proyectivo y Coordeandas Homogéneas.
Dado el espacio proyectivo P,, cualquier conjunto méaximo de puntos linealmente independi-
entes con representacion fija B= (Ui)(n+1)x1 forma una base, y se cumple que todo U € P,
puede ser escrito de manera tnica salvo la relacion de equivalencia U ~ aU, es decir

U = (ui)1x(ns1) Ui nynyx1 ~ aU = (ati)y 11y (Ui) g1y x1

Donde (ui)yy(n11) ~ (ai)1x(ni1) € K" a # 0 y a; (no todas nulas) son las coordenadas
homogéneas de U con respecto a la base B. Es de mencionar que no hay punto en P, al que
correspondan las coordenadas (0)1><(n+1)'

Ahora, repitiendo el proceso sintetizado en (72) para espacios vectoriales, si se tienen dos
bases B= (Ui) (;,11)x1 ¥ B'= (Uz‘/)(n+1)x1 en Py, como los U; y U/ son puntos fijos en P,, o bien,
vectores en F, existe una matriz cuadrada invertible A de (n+ 1) x (n+ 1) tal que B= AB’,
y si representamos por u y v’ a las matrices fila (ui)1x(n+1) y (“;)1x(n+1) respectivamente, tal
que U = uB= «'B’, se cumplirda que v’ = uA, pero ademés, como v’ ~ au’, con a € K — {0},
se tiene que la relacion de cambios de coordenadas es

av = uA

(98) Teorema: Cambio de Coordenadas Homogéneas. En un espacio proyectivo
P, se tienen dos bases B= (Ui)(,11)x1 ¥ B'= (Ui/)(n-s-l)xl y un punto cualquiera U € P, de
matrices componentes u = (U;)1 y (,11) u = (u;)lx(nJrl), respectivamente, entonces la relacién

de cambio de coordenadas homogéneas es
/
au’ = uA

Conaec K —{0} y A= (a;) es la matriz invertible tal que B = AB’.

(n+1)x(n+1)

Hay una manera comoda de construir una determinacién fija para puntos de P, sin em-
bargo, se necesita la condicién que el cuerpo K sea conmutativo. Sea X un punto de P, que no
estd en ningin hiperplano determinado por n de los n 4+ 1 puntos linealmente independientes
(Ui)(nﬂ)xl,lg entonces se cumple que X = (a;)1y (5,11 (Ui) (n41)x1 €on a; todos no nulos. En-
tonces, por las relaciones de U; ~ a;U;, normalizando esta expresion

18Son hiperpanos en E definidos como la suma n rectas homogéneas, es decir, n puntos de P,.
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X = (1)1X(n+1) (Ui)(nﬂ)xl, y asi, queda fijada una determinacién para los U; salvo la relacion
de equivalencia X ~ aX. Con esto, dado V' € Py, V. = (bi)1x(ns1) Ui)(nyysa ¥ V =
(bi)lx(n +1) (an)(n +1)x1 Son equivalentes, siempre que ab; = bja, es decir, la condicién que
K se conmutativo es necesaria.

(99) Teorema: Base en un espacio proyectivo sobre un cuerpo conmutativo.
Dado el espacio vectorial P, (E, K) con K un cuerpo conmutativo, un sistema de coordenadas
homogéneas queda determinados por n+ 2 puntos tales que n+ 1 son puntos linealmente inde-
pendientes, (Ui)(n+1)xl, v hay un punto unidad que no pertenece a ninguno de los hiperplanos
formados por n de estos puntos y satisface la relacién X = (1)1, (,41) (Ui) (n41)x1- Con esta
condicién, los U; forman una base de Pj,.

Es importante notar que las las componentes homogéneas de U; son (0,0,...,1,...,0) ~
(0,0,...,a,...,0), donde el 1 se ubica en la posicién i y el resto son 0,2 mientras que las de
X son (1,1,...,1) ~ (a,a,...,a), y de aqui el nombre de punto unidad.

2.2.2. Subespacios en el Espacio Proyectivo.

(100) Definicion: Subespacio Proyectivo. Dado un espacio proyectivo P, (En41,K) a
todo subespacio vectorial (73) E;L,_H C En41 se asocia un espacio proyectivo P/, (E;L,H,K)
tal como se define en (94). En tal caso P!, es un subespacio proyectivo de P,.

De aqui esta claro que P/, tendra a lo sumo n’ 4+ 1 puntos linealmente independientes, y
escogiendo una determinacion fija de éstos, se forma una base para el subespacio proyectivo.
Por otra parte, repitiendo el mismo proceso para derivar (74) y tomando en cuenta que se
trabaja con coordenadas homogéneas, se obtiene

(101) Teorema: Representaciéon Paramétrica y Cartesiana de un Subespacio
Proyectivo. Dado un espacio proyectivo P, y un subespacio P!, de bases B = (Ui)(n+1)x1 y
B’ = (UZ-’)(n/Jrl)Xl respectivamente, los puntos U ~ aU (a € K — {0}) de P!, son aquellos que
tengan cualquiera de las siguientes formas:

» Forma Paramétrica: U = (ug)lx(n’—&-l)(Uz{)(n’—&-l)xl V(ug)lx(n,ﬂ) ~ (au;)lx(n,ﬂ) e K+

» Forma Cartesiana: U = (Ui)1  (,11)(Ui) (n41)x1 tal que la (n+1)-ada variable (u;); (1)

~ (a) 1y (nt1) € K" satisface la relacién matricial® (©i)1 5 (1) Aig) (s 1y (nenry =

01x (n—n')
En particular interesa la representacion paramétrica de un subespacio proyectivo de dimen-

sion 1, la recta proyectiva Py, y la representacion cartesiana de un subespacio proyectivo de
dimensién n — 1, el hiperplano proyectivo P,’Lfl.21

19Por comodidad, se recorre i de 0 a n, es decir, Ug, Ut, ..., Uy es la base de Py.

20Un sistema de (n + 1) — (n’ + 1) = n — n’ ecuaciones homogéneas.

21Visto los puntos del P, como rectas homogéneas de E, .1, P; es un plano en E y P,_1 es un hiperplano
de dimensién n en E.
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(102) Corolario: Recta Proyectiva. Si n’ = 1, P| es una recta proyectiva de P, y esta
formado por los puntos U ~ aU de la forma:

= Forma Paramétrica: U = (u;)1><2(Uz‘/)2><1 v(u£)1><2 ~ (aué)bd € K2'

» Forma Cartesiana: U = (Ui)1 (1) (Ui) (ny1)x1 tal que la (n+1)-ada variable (u;);, (1)
~ (a)1y (ny1) € K"t satisface la relacién matricial?? (ui)1X(n+1)()‘ij)(n+1)x(n—1) =

61>< (n—1)

orolario: Hiperplano Proyectivo. Sin’ =n—1, P/ _. es un hiperplano proyec-
103) Corolario: Hi 1 P tivo. Sin’ 1, P _, hi )
tivo de P, y esta formado por los puntos U de la forma:

» Forma Paramétrica: U = (u}); ., (U]), .1 V() ~ (auf),, ., € K"

» Forma Cartesiana: U = (ui)1 (1) (Ui) (n41)x1 tal que la (n-+1)-ada variable (u;);, (1)
~ (aui)lx(nﬂ) e K"t satisface la relacién matricial®3 (ui)lx(n+1)()‘ij>(n+1)xl = 011
Es decir ugAg1 + uiA11 + ... + upAp1 = 0.

Analogamente a (77) y asociando a los espacios vectoriales Suma e Interseccion sus respec-
tivos espacios proyectivos se tiene

(104) Definicién: Suma e Intersecciéon de Subespacios Proyectivos. Dados dos
subespacios P; y P» de un espacio proyectivo P, se define el Espacio Proyectivo Suma Py + Ps,
formado por todos los puntos U de la forma Uy 4 Us para cualquier representacion Uy ~ a1 U; €
P yUs ~ asUs € Py, y el Espacio Proyectivo Producto Py - Ps, formado por todos los puntos
que pertenecen a Py y Ps.

Es de observar que por la forma cartesiana de (101) y (103), todo subespacio proyectivo P,
de P, puede ser interpretado como la interseccion de n—n' hiperplanos proyectivos, y viceversa.

Por otra parte, para un hiperplano proyectivo P, _; C P, es posible escoger una deter-
minacién fija de n puntos linealmente independientes en él, digamos Uy, Us,...U,, vy esco-
giendo una determinacion fija para un punto Uy que no pertenezca a P/, se ha forma-
do una base B= (Ui)(n+1)x1 para P,, de tal forma que para todo U € P, se tiene que
U = uwlUy + wUs + ... + upyUy,, y se cumple que ug = 0 si y solo si U € P/_, es de-
cir, el resto de coordenadas homogéneas wuq,uo,...u, no tienen restricciéon, por lo tanto, la
ecuacion cartesiana del hiperplano P _; es up = 0. Con esto, los puntos de P, que no estén
en P/, tendran coordenadas homogéneas (ug, u1,...un) ~ (1,v1,...v,), dado que ug # 0. A
este conjunto de puntos se le da el nombre de Espacio Afin, denotado por A,, dado que esta
determinado biunivocamente por n-adas en K (v1,v2,...,v,),2* mientras que al hiperplano
excluido P/ _; forma el conjunto de puntos impropios o hiperplano al infinito de P,.

22Un sistema de n — 1 ecuaciones homogéneas.

23Un sistema de 1 ecuacion homogénea.

2 Note que (vi,vs, ..., vs) estd asociado a (1,v1,v2, . ..,v,), mientras que (av1,avs, ..., av,) esta asociado a
(1, av1, ava, ..., av,), por lo que no son coordenadas homogéneas.
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(105) Definicién: Espacio Afin e Hiperplano al Infinito. EI conjunto de puntos de
P, que quedan al excluir un hiperplano proyectivo cualquiera es llamado Espacio Afin de n
dimensiones sobre el cuerpo K, denotado por A, (K), mientras que el hiperplano excluido es
el Hiperplano al Infinito del espacio proyectivo. Eligiendo convenientemente una base para P,
se pueden representar biunivocamente a los puntos de A, por n-adas en K" (vi,va,...,vp)
llamadas coordenadas afines o coordenadas no homogéneas del punto.

Todos estos conceptos misteriosos se dilucidan remontéandose a nuestra experiencia primi-
tiva en el Espacio Euclidiano.

Suponga F3 = R? con la base canénica B= {f,j, l%}, todo U € E3 puede escribirse de la

forma U = w1t + ugj + u3/%, es decir, viene representado por la terna ordenada (u1,us,us),
mientras que la recta homogénea alU viene dado por todos los puntos en la clase de equivalencia
(u1,ug,u3) ~ (aui,aus, aus), y a estas ternas ordenadas ahora grupadas en clases de equiva-
lencia corresponden los puntos del plano proyectivo P». Para aclarar los términos de plano y
proyectivo, suponga los ejes coordenados rectangulares x, y, z y el plano z = 1, todas las rectas
homogéneas alU se proyectan sobre dicho plano en un punto, es decir, hay una correspondencia
biyectiva entre tales rectas y los puntos de este plano, y la correspondencia, como es natural,
se define como el punto en el que la recta homogénea aU corta al plano z = 1. Esta claro que
el plano xy, que es un hiperplano homogéneo con la ecuacién z = 0, segtin la nocién clasica,
no tiene rectas homogéneas que corten al plano z = 1, sin embargo, para excluir este caso
peculiar (el resto de hiperplanos homogéneos cortan en una recta al plano z = 1), se dice
que tales rectas, con coordenas homogéneas (u,usg,0) cortan al plano proyectivo en puntos
impropios llamados puntos al infinito del plano proyectivo, mientras que el resto de rectas
homogéneas, con coordenas homogéneas ya normalizadas (v1, vz, 1) cortan en puntos propios
al plano proyectivo. Asi, los puntos propios del plano proyectivo pueden representarse de man-
era biunivoca por el par ordenado (v, v2), y forman el Espacio Afin, mientras que los puntos
impropios del espacio proyectivo asociados al hiperplano z = 0 forman la recta al infinito.

/ alU

/

=

Es de observar que los subespacios proyectivos satisfacen la relacion (78), porque basta
disminuir una unidad a la dimensiéon del subespacio vectorial para obtener la dimensién del
subespacio proyectivo asociado. De manera mas explicita, si £’ y E” son los espacios vecto-
riales asociados a Py P’, por (104) P’ + P” y P’ - P” son los espacios proyectivos asociados
a E'+ E" y E'- E"” respectivamente, ademas dim (E') — dim (P') = dim (E") — dim (P") =
dim (E' + E") —dim (P’ + P") = dim (E' - E") —dim (P’ - P") =1, y de aqui es inmediato el
resultado siguiente
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(106) Teorema: Dados dos subespacios proyectivos P’ y P"” de un espacio proyectivo P,
se cumple la relacién

dim (P'+ P") + dim (P"- P") = dim (P') + dim (P")

Sin embargo es de observar que el espacio proyectivo asociado al espacio vectorial vacio
FE es un espacio proyectivo al cual se le define su dimensiéon como —1, para evitar irregulari-
dad, mientras que a las rectas homogéneas de E se asocian subespacio de dimensién 0 en P,
que son justamente los puntos del espacio proyectivo. Tomando en cuenta la primera conside-
racion, si P’y P’ tienen interseccion vacia, se cumplira entonces la relacion dim (P’ + P") =
dim (P") + dim (P") + 1.

(107) Corolario: Si P' y P" son subespacios proyectivos del espacio proyectivo P con
interseccioén vacia, entonces

dim (P' + P”) = dim (P') + dim (P”) +1

(108) Corolario: Si P' es un subespacio proyectivo de dimensién r y P” un punto® no
perteneciente a P, entonces
dim (P’ +P") =r+1

Ademas, retomando (102), este altimo subespacio P’ + P” puede interpretarse como el con-
junto de todas las rectas proyectivas que unen al punto P” con los puntos de P’. Inversamente,
dado un subespacio proyectivo de dimensién r + 1, al escoger un punto el subespacio queda
formado por todas las rectas proyectivas que unen ese punto con el resto de puntos.

2.2.3. Aplicaciones Lineales y Semilineales Proyectivas, Colineaciones.

Las aplicaciones lineales y semilineales definidas en la seccién 2.1.5 para espacios vectoria-
les engendran aplicaciones lineales y semilineales a sus espacios proyectivos asociados, y los
resultados se mantienen, salvo la consideracién que se trabaja con coordenadas homogéneas.

(109) Definicién: Aplicacién Lineal Proyectiva. Dados dos espacios proyectivos Py
P’ sobre un cuerpo K, la aplicacién ¢ : P +— P’ define una aplicacién lineal proyectiva si

¢ (aU +bV) = a¢ (U) + bo (V)
Para todo U,V € P y para todo a,b € K.

(110) Definicién: Aplicacién Semilineal Proyectiva. Dados dos espacios proyectivos
P y P’ sobre los cuerpos K y K' respectivamente, tal que existe un isomorfismo 7 : K — K’,
la aplicacién ¢ : P — P’ define una aplicacién semilineal proyectiva si

d(aU+bV)=a"¢(U)+b"¢ (V)

25Un subespacio proyectivo de dimensién 0.
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Para todo U,V € P y para todo a,b € K.

Note que este tipo de aplicaciones son muy adecuadas para puntos de espacios proyectivos,
dado que U ~ aU y ¢ (U) ~ a"¢ (U), por lo que basicamente, una aplicacion semilineal es
aquella que transforma rectas en rectas, resultado que se estudiara a detalle mas adelante.

Se observa que el teorema (88) sigue siendo valido para aplicaciones semilineales proyecti-
vas, dado que las condiciones son idéndticas. Retomando la notacién de dicho teorema, si P
es un espacio proyectivo sobre el cuerpo K se escribe P(K), asi

(111) Teorema: Composicién de Aplicaciones Semilineales Proyectivas. Dadas las
aplicaciones semilineales ¢(7) : P(K) — Q(L) y &£(v) : Q(L) — R(M), entonces la aplicacion
Eop(vor): P(K)— R(M) es una aplicacion semilineal.

Por otra parte, si se consideran bases establecidas B y B’ en los espacios proyectivos,
retomando (89), una aplicacion semilineal puede ser expresada mediante una matriz A con
entradas en K’ tal que ¢B= AB’, y la relacién de cambio de coordenadas tiene la forma
u' = uT A, sin embargo, dado que se trata de coordenadas homogéneas se tendra

av' =u"A

Para todo a € K’ — {0}.

(112) Definicién: Colineacién. Dados los espacios proyectivos de igual dimensién Py
, se llama colineacion a toda aplicacién biyectiva P — () tal que a puntos alineados en el
p J q p
primer espacio corresponden puntos alineados en el segundo.

De aqui esta claro que toda aplicacion semilineal biyectiva (regular) es una colineacion,
sin embargo el reciproco, siendo verdadero, es un problema a resolver mucho més complejo, y
ademas representa uno de los temas centrales de toda la Geometria Proyectiva. De momento,
se demostrara un teorema equivalente a (91), fundamental para determinar el nexo entre una
colineacién y una aplicacion semilineal.

(113) Teorema: Independencia Lineal de Vectores tras una Colineacién. Dados
los espacios proyectivos de igual dimension P y @, toda colineacién ¢ : P — @ aplica puntos
linealmente independientes en puntos linealmente independientes.

Demostracion:
Dado el hiperplano L,_1 C P,, se consideran Uy, Us,...,U,_1 puntos linealmente inde-
pendientes en él, vy ¢ (Uy), o (U1),...,¢(Up—1) sus imagenes al aplicar la colineacion, que

generan un subespacio My C @,. Por la forma paramétrica de (103), si X € L,,—1 se cumple
X =uoUp+u U + ... + up—1Un—1. Si X1 = ugUp + u1Uq, por la forma paramétrica de (102)
X pertenece a la recta proyectiva UpUy, y por hipotesis ¢ (X7) pertenece a la recta proyectiva
o (Uy) ¢ (Ur), que claramente esta contenida en My. Si Xo = ugUp 4+ u1 Uy +u2Us = X1 +uUs,
por el mismo razonamiento, Xo € X;Us y por lo tanto ¢ (X3) € ¢ (X1) ¢ (Uz), que también esta
contenida en M. Iterando este proceso ¢ (X,,—1) = ¢ (X) € My, por lo tanto ¢ (L,—1) C Mj.
Si X, ¢ L,_1, por el comentario de (108), el espacio proyectivo P, es el conjunto de rectas
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que unen a X, con los puntos de L,_1, y ademas, como ¢ es biyectiva, ¢ (P,) = Qy, por lo
que el espacio proyectivo @, es el conjunto de rectas que unen ¢ (X,,) con los puntos de My,
es decir Q,, = X,, + My, y por (108), dado que dim (Q,,) = n + 1 entonces dim (M) = n,
es decir, My = M,_,. Finalmente, si suponemos Y ¢ L,_; tal que ¢ (Y) € M,_;, tomando
X, =Y resultaria que ¢ (P,) = M,_1 lo cual es contradictorio. De aqui que ¢ (Ly,—1) = M,,—1.

Con esto, ¢ : L,_1 — M,_1 es biyectiva, y por tanto, es una colineaciéon bien definida.
Tomando ahora un hiperplano de L,,_1, por el mismo razonaminento ¢ : L,_o — M, _o es una
colineacion, y asi sucesivamente, hasta llegar a las rectas, de tal forma que ¢ : L1 — M es
una colineacién, es decir, una aplicaciéon biyectiva entre ambas rectas proyectivas L; y M;.%6
Con esto se han probado las siguientes propiedades.

(114) Propiedad: Colineaciéon entre subespacios proyectivos. Toda colineacién en-
tre dos espacios proyectivos ¢ : P, — @, aplica subespacios de dimensién r en subespacios de
la misma dimensién. Ademés ¢ : L, — M, es una colineacion.

De esta propiedad, es necesario que Uy, Uy, ..., U, puntos linealmente independientes en
L, se apliquen en ¢ (Uy), ¢ (U1),...,¢ (U,) puntos linealmente independientes en M,., porque
en caso contrario la propiedad seria falsa. Esto termina la demostracion del teorema.

(115) Propiedad: Inversa de una Colineacién. La aplicacién inversa de una colin-
eacion es una colineacion.

(116) Propiedad: Colineacién entre rectas proyectivas. Dado que ¢ (L1) = M, to-
dos los puntos de L1 se aplican a todos los puntos de M;.

2.2.4. Teoremas Fundamentales de la Geometria Proyectiva.

De las definiciones de Aplicacion Semilineal Proyectiva (110) y Colineacion (112) se noto
con anterioridad que una aplicacién semilineal biyectiva ¢ : P, — @, es una colineacion, dado
que fijando dos puntos U,V € P,, los puntos X = aU + bV describen la recta proyectiva UV
en P,, mientras que ¢ (X) = a”¢ (U)+b"¢ (V') describe la recta proyectiva ¢ (U) ¢ (V) en Qp,
es decir, a puntos alineados aplica puntos alineados. El reciproco de este resultado es también
cierto, y es llamado el Teorema Fundamental de la Geometria Proyectiva. La importancia de
este resultado es evidente dado que da “forma” concreta a una Colineacién, concepto bastante
vago, muy distinto a la depurada forma de una aplicacién semilineal.

(117) Teorema: Primer Teorema Fundamental de la Geometria Proyectiva. To-
da colineaciéon entre dos espacios proyectivos de dimensién n > 2 es una aplicacién semilineal
regular proyectiva entre ambos espacios.

26Por lo tanto ¢! también es una colineacion.
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Demostracion:

Dados los espacios proyectivos P, (K) y P, (K') y la colineacion ¢ : P, — P}, al definir
una base B= (U, Uy,...,U,)" en P,,2" por (113) ¢ (Up), ¢ (U1), ..., ¢ (Uy,) serén linealmente
independientes, y escogiendo una determinacion fija de éstos, es decir, conformando una base
B'= (U),U},...,U,)" en P!, con U] = ¢ (U;), se probara que existe una aplicacion biyectiva
7 : K — K’ tal que al aplicar ¢ a cualquier punto U = Uy +u1Uq +. .. +u,U, en P, se obtiene
o (U) =Ul+ulop (Ur)+...+ul ¢ (Uy,). La base B’ se formara tal que Vi, ¢ (Up + U;) = Uj+Uy.

Esta prueba se desarrolla por Induccion.

Proposicion Inicial: ¢ (Up + u;U;) = Uy + ul U]
Si U € P, tiene la forma U = uoUy + u1Uy + . .. + u, U, mientras que su homologo ¢ (U) =
U' = uyU)+uwjUl + ...+ w,U),. Por (102) la recta proyectiva UyU; viene dada por todos los
puntos de la forma Uy + 2U; con z variando en K, mientras que la recta homologa UjU; esté
formada por los puntos de la forma U} + 2'U] con 2’ variando en K’. Por (116) la aplicacion
x — ' es biyectiva, y dado que Uy y Uy + U se corresponden respectivamente a Uy y Uj + Uj
se cumple que 0 — 0y 1 — 1. Analogamente, la recta UgUs de puntos Uy + xUs se corresponde
a la recta U)Us de puntos Uj + z"Uj, y se probara que la aplicaciéon @ — z” coincide con la
anterior, es decir, 2’ = 2”. Si A1 = Uy + Uy, Ay = Uy + 22Uy, My = Uy + Uy, My = Uy + Us, el
punto Q = Uy — Uy = (Up + Usz) — (Up + Uy) ~ (Uy + 2Us) — (Uy + xU7) pertenece por tanto a
las rectas Uy Usa, My Ms, Ay As. Su punto homologo ¢ (Q) = Q' pertenece a las rectas homologas
Uius, MjM},, AYA,, con M| = Ul + U, My = UL+ U, A = Uj +2'U;j, Ay = Ul + 2"US.
Claramente el punto U) — Uy = (U[+ Uj) — (U} + Up) pertenece a UjUS y M{M), por lo
que es @', mientras que los puntos de A} A} son de la forma (U] + 2'Uj) + a (Uj+ 2"U3),
y para que @’ pertenezca a dicha recta es necesario que @ = —1 y 2/ = 2’ con lo que
Q =Uy—Ul = (Uy+Uj) — (U +U7) ~ (Uy+2'Uj) — (Uy + 2'Up). Repitiendo el mismo
razonamiento Vi se cumple que ¢ (Uy + zU;) = U} + 2'U] siendo x — 2z’ cierta aplicacion
biyectiva K +— K', y escribiendo 2’ = 27, se tiene completa la proposicion inicial.

Proposicion r (HI): ¢ (Up +uwiUy + ...+ up—1Up_1) = U+ U + ... +ul_ U _;.
Sin pérdida de generalidad, suponemos cierta la proposicién para las primeras r componentes.

Proposicion r+1: Se demostrara que ¢ (Up +wi Uy + ...+ u,Uy) = U+ ujU; +...+ulU].
SiB=Uy+uwlU +...4+u_1U,_1y P = B+ u.U,, estd claro que P pertenece a la
recta proyectiva BU,, pero también pertenece al subespacio L,_; generado por los puntos
Uo + u,Up,Un,...,Uy_q, por lo tanto el punto ¢ (P) = P’ debe pertenecer a B'U y a L/ _;.
Por la hipotesis inductiva B' = Uj + ujUj + ...+ u]_,U,_;, por lo tanto, la recta B'U]. esta
formada por los puntos de la forma Ul +u]U] +...+ul_,U._, + pU); por otra parte, dada la
proposicion inicial, L], esta generado (113) por los puntos U} + ulU/, U}, ...,U._,. De aqui
esta claro que B'+ul U] pertenece a ambos subespacios, por lo que P’ = Uj+ujU; +...+ulU},
lo que querfamos demostrar. Esta demostracién es valida para 1 < r < n.

Hay que verificar que 7 : K — K’ es un isomorfismo. Considerando P = Uy + (z + y) Uy +
Uy, por lo recién demostrado P’ = U + (z + y)” U] + Uj. Como P pertenece a la recta deter-
minada por los puntos Uy + xU; y yU; + Us, P’ debe estar sobre la recta homologa, que son

2"La matriz transpuesta, recuerde que las bases se han representado por matrices columna.
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los puntos de la forma U} + 27U + A (y"Uj + Uj). Comparando estas relaciones, es necesario
que A = 1y dealli que (z +y)" = 2™ +y". Analogamente, si Q = Uy + (zy) Uy + xUs entonces
Q' = U+ (zy)" Uy + 27U}, pero como @ pertenece a la recta determinada por los puntos Uy
y yUr + U, Q' tiene la forma U+ X (y"Uj 4+ U}), luego A = 27 y por lo tanto (zy)” = 27y".
Esto demuestra que en efecto 7 es un isomorfismo.

Como 7 es un isomorfismo se cumple que (x_l)T = (xT)_l. SiU =ugUg+u Uy +...4+uU,
con ug # 0, dado que U ~ alU, se puede reescibir como U = Uy + ualulUl + ...+ ualunUn,
y aplicando ¢ se tendra U’ = Uj) + (ual)Tu{U{ +...+ (ual)Tu;Ur’L, y dado que U’ ~ aU’ y
(ug!)" = (u) ™, reescribiendo U’ = ufUj+ujU} +...4+ul U’ . Por otra parte, si ug = 0, basta
hacer el mismo analisis para el subespacio proyectivo generado por Ui, Us,...,U,, tomando
en cuenta que cuando u; = 0, se itera el anélisis para el subespacio generado por Us,...,U,,
y asi sucesivamente.

Finalmente, si U = uoUy + v Uy + ... +u U, vy V = vVy + 1V1 + ... + v, V,, entonces

o (aU+bV) = ¢ ((aug+bvg) Uy + ... + (aup, + bu,) Up)
= (aug + bvo)" Uy + ... + (au, + bv,)" U}
= a (WUy+ ... +u)U) + 0" (v§Uy + ... + v} U})
= a’pU)+070(V)

por lo que ¢ : P, — P} es una aplicacion semilineal proyectiva.

(118) Corolario:Ecuaciones de una Colinacién. Dados los espacios proyectivos P, (K)
v P/ (K') de bases respectivas B y B’, las ecuaciones de una colineacién ¢ : P, +— P, son de la
forma
au' =u"A

Para todo a € K' — {0} y con u y u' las respectivas matrices fila componentes en K"+ y
K™V deU e P,y ¢(U)e P, esdecir U=uBy¢(U)=U =u'B, mientras que A es una
matriz invertible de (n + 1) X (n+ 1) con entradas en K' tal que ¢B= AB’.

Suponiendo que K = K', 7 : K — K es un automorfismo, y si ademés es un Automorfismo
Interior, es decir, existe k € K — {0} tal que u” = x~'ur,?® por el corolario anterior, las
coordenadas tras la colineacién serdn de la forma au’ = k~'urA, es decir kau' = ukA, y
haciendo el cambio de variables a1 = ka, A1 = kA se tiene

au’ = uA

que es una Aplicaciéon Lineal Proyectiva con isomorfismo Identidad, es decir, es de la forma de
la relaciéon es un cambio de coordenadas homogéneas (98).

(119) Definicién: Homografia. Las colineaciones ¢ (1) : P,(K) — P! (K) tal que T es
un automorfismo interior se llaman Homografias. Las ecuaciones de una homografia son de la
forma

au' = uA

280bserve que se esta haciendo un abuso de notacién, suponemos que 7 funciona igual para todas las coor-
. _1 .
denadas de u, es decir uj = K~ u;k parai=0,1,...,n.
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Asi como con el Primer Teorema Fundamental (117) asocia a una Colineacion una Apli-
cacion Semilineal Proyectiva, lo dicho anteriormente asocia a una Homografia una Transfor-
macion Lineal Proyectiva, es decir, una Aplicacion Lineal Proyectiva de un Espacio Proyectivo
sobre si mismo.

1 1

Es observar que si K es conmutativo y 7 un automorfismo interior u” = k™ uk = K~ KU =
u = u*, donde ¢ : K — K es el automorfismo Identidad, es decir, todos los automorfismos
interiores son la identidad. Si ademas K so6lo acepta a ¢ como automorfismo, toda colineaciéon
serd una homografia y viceversa. Dos cuerpos de mucho interés con los Niimeros Reales y los
Ntumeros Complejos, y es resultado conocido de Algebra que R tiene un tnico automorfismo,
la Identidad ¢, mientras que C tiene s6lo dos automorfismos continuos, la Identidad ¢ y el

Conjugado i, que asigna a cada ntmero complejo a + bi su conjugado a — bi. Con esto

(120) Teorema: Colineaciones en R. Toda colineacién entre espacios proyectivos reales
de dimensién n > 2 es una homografia.

(121) Teorema: Colineaciones continuas en C. Toda colineacién continua entre espa-
cios proyectivos complejos de dimensién n > 2 es una Homografia o una colineacién Conjugado:

» au’ = uA Homografia.

» au’ = uA Colineacién Conjugado.

Haciendo el proceso parecido a la conformacion de una base en P, (99), si Uy, ..., Upn, Upt1
son n+2 puntos tal que no hay n+1 en un mismo hiperplano, es posible fijar una determinaciéon
tal que Up+1 = Uy + Ur + ...+ U, que es fija salvo un factor de proporcionalidad para todos,
dado que U,+1 ~ aU,+1. Fijando una de estas determinaciones,?? se forma una base en P,. Si
¢ es una homografia y ¢ (U;) = U], estos también forman una base de P,; u y v representan
las matrices componentes de un punto U con respecto a ambas bases, y se sabe que existe un
k tal que v/ = k™ luk o equivalemente

ku' = uk
Si K es conmutativo, claramente u' = u por lo que el automorfismo asociado y la homografia
en si es la Identidad, por lo que U; = U/ para i = 0,1,...,n, es decir, hay n+ 2 puntos unidos.
En cambio, si K no es conmutativo, en general v’ = u no es cierta.

(122) Teorema: Segundo Teorema Fundamental de la Geometria Proyectiva.
Toda homografia entre espacios proyectivos superpuestos de dimensién n > 2 que tenga n + 2
puntos unidos, de los cuales no hay n + 1 en el mismo hiperplano, es la Identidad si K es
conmutativo. En cambio, no es necesariamente la Identidad si K no es conmutativo.

Por otra parte, para que pueda existir una colineacion ¢ : P,(K) — P! (K') por el Primer
Teorema Fundamental (117) es claro que debe existir un isomorfismo 7 : K — K’ y si K es
conmutativo, K’ lo es también. Un Tercer Teorema Fundamental esta relacionado con Espacios

29En (99), asumiendo que K es conmutativo no es necesario fijar determinacion alguna en este paso, mientras
que en el caso actual, dado que K puede no ser conmutativo, es necesario escoger una y fijarla.
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Proyectivos sobre cuerpos conmutativos, que son importantes dado que R y C son conmuta-
tivos.

(123) Teorema: Tercer Teorema Fundamental de la Geometria Proyectiva. Si los
cuerpos K y K' son conmutativos, toda colineacion ¢ : P,(K) — P} (K') queda determinada
por n + 2 puntos del primer espacio y sus imagenes en el segundo, tal que en ninguno de los
espacios haya n + 1 de ellos en un mismo hiperplano, més un isomorfismo 7 : K — K'.

Demostracion:

En primer lugar, con los n 4+ 2 puntos y sus imagenes se forman bases en P, y P/ como
indica (99), de manera que ¢ (U;) = U] y al punto unidad en P, corresponda el punto unidad
en P!. Si uy u representan las matrices coordenadas de un punto cualquiera U € P, y su
imagen U’ € P con respecto a estas bases, considere el isomorfismo ' = u”, por el primer
teorema fundamental (117) este isomorfismo genera una colineaciéon. Si ¢ es otra colineacion
con el mismo isomorfismo 7, la colineacién ¢~ 1'¢ serfa una homografia de P, sobre si mismo
con n + 2 puntos unidos, y por el Segundo Teorema Fundamental (122) ¢~'¢ = ¢+ y por lo
tanto ¢ = ¢. Con esto, la colineacién existe y es tnica.

2.2.5. Dualidad, Correlaciones y Reciprocidades.

Dado que los espacios proyectivos son en si espacios vectoriales, el concepto de Dualidad
es exactamente el mismo que el desarrollado en la seccién 2.1.4, salvo pequenos cambios de
notacion. Lo que antes era una Recta Homogénea del Espacio Vectorial ahora serd un Punto
del Espacio Proyectivo, mientas que un Hiperplano Homogéneo de E ahora es un Hiperplano
de P,. De acuerdo a las definiciones (80) y (94) se tiene

(124) Definicién: Espacio Proyectivo Dual. El Espacio Proyectivo Dual de un espacio
proyectivo P, generado por un espacio vectorial E es el Espacio Proyectivo generado de E*,
el dual de E. Naturalmente, a este espacio se le denotara por P, *.

Con esta definicion, los teoremas (81), (82), (84) y la definicion (83) se mantienen practi-
camente integros, basta hacer referencia al Espacio Proyectivo respectivo y no al Espacio Vec-
torial, y tomando en cuenta que las coordenadas proyectivas son homogéneas. Reescribiendo
se tiene

(125) Teorema: Dimensiéon del Espacio Proyectivo Dual. Dado un espacio proyec-
tivo P, y su dual P,*, se cumple que P, y P,* tienen la misma dimensién. Méas aun, si
B = (Ui)(n+1)x1 es base de P,, escogiendo y; en P,** tal que U;p; = §;; se cumple que
B*= (‘Pi)lx(nﬂ) es base de P,*.
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(126) Teorema: Dual del Dual. Si P, es un espacio proyectivo, es isomorfo al espacio
dual del dual P, **. Méas atun, si B*= (Soi)1x(n+1) y B** = (Ui)(n+1)x1 son bases de P,* y P,**
se cumplira que

= VU € P, 3 (ui)lx(n+1) ~ (aui)lx(n+1) € K™ tal que U = (ui)1x(n+1) (Ui)(n+1)x1

= Vo€ P,*3 (ei)(n—i-l)xl ~ (eib)(n+1)xl € K" tal que = (¢i)1x(n+1) (ei)(n+1)xl

Si ademas se pide que Ujp; = 0;;, se cumplird entonces que P, = P,** y son validas las
relaciones

w uj =Up; ~auj =alUyp;
mC; = UZ'QD ~ eib = Ui(pb

Por lo tanto

Up= (Uz’)1x(n+1) (ei)(n-l—l)xl ~ aUpb = (aui)lx(n—H) (ez’b)(n+1)x1

(127) Definicion: Estructuras Proyectivas Duales. Dado un espacio proyectivos P, y
su dual P,*, a un subcojunto A C P, le corresponde un subconjunto A*C P,* tal que Up = 0
para todo U € A y para todo ¢ € A*.

(128) Teorema: Suma e interseccion de subespacios proyectivos en un espacio
proyectivo y en su dual. Dado un espacio proyectivo P, y su dual P,* si S; y Sy son
subespacios proyectivos de P,, S1* y So* las estructuras duales respectivas y subespacios de
P,* entonces

u (Sl -+ 52)*: Sl *'SQ*
= (S1-82)%= 51" +5*

En particular interesan los puntos y los hiperplanos proyectivos. Dado el punto de coorde-
nadas homogéneas (ug, . .., u,) su hiperplano dual es el formado por todos aquellos puntos de
coordenadas homogéneas (e, ..., en)T tal que

uoeg + ...+ upen, =0

De manera similar, si las e; estan fijas, al hiperplano representado por la ecuacién anterior le
T
corresponde un punto dual representado por (eg,...,e,)" .

De la misma manera, dado un subespacio A de dimension r en P, generado como la suma
de los puntos Uy, ..., Uy, le corresponde un subepacios A* de dimension (n +1)—(r+1)—1 =
n —r — 1 generado como la intersecciéon de los hiperplanos asociados a los puntos U;.

(129) Principio de Dualidad en el Espacio Proyectivo P,:
» FEl dual de un punto en P, es un hiperplano en P, *.

» FEI dual de un hiperplano en P, es un punto en P, *.
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= FEl dual de un subespacio en P, de dimensién r visto como la suma de r + 1 puntos es un
subespacio en P,,* de dimensién n—r — 1 visto como la interseccién de n —r hiperplanos.

En el caso particular del Plano Proyectivo, dada una Recta Proyectiva en P, formada por
los puntos Uy y Uy, es decir, Uy + Uy, corresponde su dual Up*-U;*, que es un subespacio en
Py* de dimension 2 — 1 — 1 = 0, es decir, un punto. De manera analoga, tomando un punto
en P, su dual sera una recta en P*. Por lo tanto, si A es un punto que pertenece a la recta
Uy + Uy, su estructura dual es una recta A* que pasa por el punto Up*™-Ur*, es decir, este
principio de Dualidad encaja perfectamente con lo definido en la secciéon 1.2.4.

En el concepto de Colineacion (112) aunque no se especifica, se asume que los espacios
proyectivos son ambos a la izquierda, dada la notacién que se ha seguido a lo largo de este
documento. Sin embargo, puede darse el caso que un espacio esté a la izquierda y el otro a
la derecha, digamos P,,(K) y Q,(K') respectivamente, asi, basta con definir el nuevo espacio
proyectivo @', (K'°) definido a la izquierda, donde K’ es el Cuerpo Opuesto a K', es decir, el
cuerpo que se obtiene al aplicar la transformacién biyectiva que cambia el orden de los produc-
tos: al elemento ab € K’ se le asigna el elemento ba € K'°. Asi es posible definir una colineacion
¢ : P— @' que por el Primer Teorema Fundamental (117) es una aplicacion semilineal con un
isomorfismo definido 7 : K +— K’°. En tal caso, 7 : K — K’ es llamado un Anti-Isomorfismo
y ¢ : P — @ una aplicacion Anti-Semilineal.

Recordando un poco el trabajo realizado para demostrar (89) que da lugar a (118), se tiene
que

U= (ui)lx(n-i-l) (Ui)(n—i—l)xl € by,
¢ (U) = U, = (ué)lx(n+1) (UZ/) (n+1)x1 = (u;—)lx(n-i-l) (¢ (Ui))(n+1)><1 € Q;l

Es decir, escribiendo de forma reducida U’ = v/B’= 4" ¢B, donde u y v son las matrices com-
ponentes de U y U’ con respecto a las bases respectivas B y B’. Observe que tanto u” como
u' tiene entradas en K’°, mientras que si se transpone esta expresién Gnicamente se altera el
orden de los productos, y se trabaja entonces en K, por lo que U’ ='Tu/T = ¢BT (u™)T € Q,.
Ademas, se sabe que existe una matriz regular A tal que ¢B= AB’, pero A tiene entradas en
K’°, de nuevo, sacando la transpuesta ¢B? =BT AT y con esto, recordando que se trata de
coordenadas homogéneas a la derecha, se obtiene un resultado similar a (118): u/a = AT (u7)”.

(130) Teorema: Toda colineacién de un espacio proyectivo a la izquierda sobre un espacio
proyectivo a la derecha, ambos de dimensién n > 2, es una aplicaciéon anti-semilineal regular
proyectiva entre ambos espacios. Las ecuaciones de esta aplicacién son de la forma

ulTa — AT (UT)T

Donde u y u'"" son las matrices componentes de U y U’ = ¢ (U), a € K' — {0} un escalar
arbitrario, AT es una matriz regular con entradas en K', y 7 : K — K’ es un anti-isomorfismo.

Extender asi el Primer Teorema Fundamental es importante, porque la definicion de Coli-
neacién no distingue si el orden de los productos de los Espacios Proyectivos, ademas, como
va se estudid, el Espacio Dual de un Espacio Proyectivo a la izquierda resulta ser un espacio
proyectivo a la derecha.
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(131) Definicién: Correlacion. Dados dos espacios proyectivos a la izquierda P,(K) y
P/ (K'"), n > 2, se llama correlacién a toda colineacién entre P y P'*, el dual de P'.

(132) Definicion: Reciprocidad. Dados dos espacios proyectivos a la izquierda de di-
mensién n > 2 sobre un mismo cuerpo conmutativo K, se llama reciprocidad a toda homografia
entre el primero y el dual del segundo.



Capitulo 3

Aplicaciones.

En esta Unidad se abordaran algunas tematicas interesantes que muestran de manera muy
superficial la aplicacion de la teoria desarrollada anteriormente, ademas, se incluye un aparta-
do sobre el modelo geométrico de Poincaré, para mostrar el alcance y la vinculaciéon con otras
areas, especificamente con los niimeros complejos. Finalmente, se presenta una lista de proble-
mas geométricos bastante complejos resueltos con herramientas sintéticas siempre vinculadas
con la Geometria Proyectiva.

3.1. El Plano Proyectivo.

Consideramos el caso el caso P»(K), que es el llamado Plano Proyectivo. Dado que este
espacio estd asociado a un Espacio Vectorial de dimensién 3, un conjunto de puntos lineal-
mente independientes tiene a lo sumo cardinalidad 3, y tomando una determinaciéon fija de
estos se tiene formada una base. Si Suponemos que Uy, Uy, Us forman una base, cualquier
punto U € P, es de la forma U = ugUy +u1 Uy +usUs,! es decir, tiene coordenadas (ug, u1, us),
no todas nulas, pero como un punto en P, es una recta homogénea en el Espacio Vectorial
asociado, se tiene la relacion de equivalencia U ~ aU para todo a € K — {0}, por lo que
(ug, u1,uz) ~ (aug, auy, aus), que son las llamadas Coordenadas Homogéneas de U. Con esto,
si dos puntos U y V en P, son tales que sus coordenadas homogéneas respectivas (ug, u1, us)
y (vg, v1,v2) cumplen ser proporcionales, es decir ug : uy : ug = vg : v1 : Vg, entonces U ~ V|
pertenecen a la misma clase de equivalencia, lo que se escribe simplemente U = V. Asi, lo
realmente importante de las coordenadas homogéneas son las razones ug : u : us.

Si retomamos el modelo intuitivo de P», que es por ejemplo el plano de ecuaciéon z =1 en
R3 mas la recta al infinito, los puntos Uy, Uy, Us son tres rectas en el espacio que salen del
origen y cortan en tres puntos al plano proyectivo, al hacer variar a en R — {0} en la clase
de equivalencia U; ~ aU;. Estos tres puntos de corte forman asi un Tridngulo de Referencia,
cualquier punto U del plano puede ser expresado como combinacién lineal de la base Uy, Uy,
Us, v esto significa que la recta homogénea U ~ alU en R3 tal que U = uqUy + u1U; + uaUs,
corta al plano proyectivo z = 1 en un tnico punto, y este punto tiene coordenadas homogéneas
(ug, u1,uz) ~ (aug,aui,aus). Asi, se puede tomar este sistema de coordenadas homogéneas

'Dado que Uy, U1, Us, U son linealmente dependientes, y por tanto existe una relacién con coeficientes en K
no todos nulos de la forma aoUy + a1U1 + aUs + aU = 0.
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como sistema de referencia, que a cada punto corresponde una tnica terna (ug, u1,uz2), donde
la unicidad se da por las razones ug : uq : uo, es decir, que pertenezcan a distinta clase de
equivalencia (ug, u1, us) ~ (aug, auy, ausg).

UO(L0,0)

U

UZ(O, 0,1)

Regresando al caso general Py, si las coordenadas de U son variables (z,y, z), se observa que
la ecuacién cartesiana de la recta UgU;y es z = 1, de la recta U1 Us es £ = 0, y de la recta UsUy
esy=0.

Recapitulando un poco, una Recta en P, es el conjunto de combinaciones lineales de dos
puntos distintos,? digamos U y V. Asi, todos los puntos X de la recta UV son de la forma
X = uU + vV; ademas, como v y v no pueden ser nulos a la vez, suponiendo sin pérdida
de generalidad que u # 0 la expresion anterior se puede normalizar quedando de la forma
X = U + 2V, x al variar en K describe todos los puntos de la recta. También es de ob-
servar que en P» los hiperplanos son las rectas, por lo que segin la forma cartersiana, los
puntos X = (zg,z1,72) que pertenecen a la recta son aquellos que satisfacen la relacion
oMo + 1 A1 + 222 = 0, donde los A; son elementos fijos en K que se obtienen al eliminar
los parametros u y v de la ecuacion paramétrica de la recta (o bien los pardmetros 1 y = en
su forma normalizada). La terna ordenada [Ag, A1, A2] forma las Coordenadas Homogéneas de
la Recta UV, y en efecto son homogéneas en el sentido que [Ag, A1, A2] ~ [Aoa, A\1a, Aea] para
todo a € K —{0}, dado que la recta xgA\oga+ x1A1a+ x2 20 = 0 representa la misma recta UV,
esto es, los puntos de la recta UV satisfacen esta relacion y cualquier punto fuera de ésta no.
De nuevo se observa que lo realmente importante son las razones A\g : A1 : Ay para distinguir
una recta de otra, siempre tendiendo el cuidado que la proporcionalidad en las coordenadas de
rectas es a la derecha, mientras que en las coordenadas homogéneas de puntos es a la izquierda.

De aqui es inmediato el concepto de Dualidad que asocia puntos con hiperplanos, e hiper-
planos con puntos, que para el caso seria puntos con rectas y rectas con puntos. Observando
la ecuacion cartesiana de la recta

oMo + T1 A1 + 22X =0

Si se dejan fijas las \; representan un hiperplano en P» de coordenadas homogéneas [Ag, A1, Ag]

2Es decir, que no pertenezcan a la misma clase de equivalencia, y por tanto, linealmente independientes.
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mientras que en P>* es un punto de coordenadas homogéneas (A, A\1, A2), y hay una correspon-
dencia biyectiva entre estas estructuras. De manera anéaloga, dejando fijas las x;, se obtiene que
al punto (xo, z1, z2) se corresponde el hiperplano [z, 1, z2]. Este es en sintesis el principio de
Dualidad, a cualquier punto X que incida en una recta en P, (y por tanto satisface la relacion
de hiperplano anterior, para algunos \; fijos), corresponde una recta dual en P>* (aquella que
se forma al dejar fijas las coordenadas de X y variar \;) que contiene en particular a aquella
determinaciéon de las A; que son las coordenadas homogéneas de la recta primitiva en Ps. Es
decir: A todo punto sobre una recta corresponde una recta sobre un punto. Si finalmente se
verifica que por dos puntos pasa una tunica recta, y que dos rectas se cortan en un dnico pun-
to, entonces se tendria terminado el Principio de Dualidad, dado que a tres puntos alineados
corresponden tres rectas concurrentes y a tres rectas concurrentes corresponden tres puntos
alineados.

Falta entonces verificar los Teoremas de Incidencia

(133) Teorema: Dos puntos determinan una recta. Dados dos puntos distintos A y
B en P5, existe una tnica recta que incide en A 'y B.

Demostracion:

Este teorema es practicamente un axioma, dada la teoria desarrollada. La forma paramétri-
ca de la recta AB nos dice que todos los puntos U = oA + 3B forman una recta L en Ps, esto
es, L es el lugar geométrico de los puntos linealmente dependientes a A y B.? Falta verificar
que L es tnica, si suponemos que hay otra recta I’ que contiene a A y B pero no coincide
con la anterior, existe un punto C' en P, que pertenece ' pero no a IL; por pertenecer a I/,
A, B,C son linealmente dependientes, pero por no pertenecer a L, A, B,C son linealmente
independientes, lo cual es contradictorio.

(134) Teorema: Dos rectas determinan un punto. Dados dos rectas distintas A y B
en P,, existe un tinico punto que incide en A y B.

Demostracion:

Dadas la recta A formada por los puntos A = aU 4 bV, Va,b € K,U # V, y la recta B
formada por los puntos B = ¢cW +dX,Ve,d € K,W # X. Supongamos U, V, W, X todos dis-
tintos (porque en caso contrario el resultado es trivial), dado que se trabaja en P,, deben ser
linealmente dependientes, esto es, existe una relacion de la forma vU + 0V +wW +2X =0, y
con esto, el punto C = uU + vV = —wW — zX pertenece a A y B. En ambos casos, el punto
de intersecciéon debe ser inico, ya que si existiera un segundo punto, la recta A los contendria
a ambos, al igual que la recta B, y por el teorema anterior deberia cumplirse que A = B, lo
cual contradice la hipétesis.

En este punto se puede comenzar a deducir resultados basidndose tGnicamente en estas
propiedades elementales, tal como Euclides lo hizo en el famoso libro Los Elementos con sus
cinco Postulados. Un ejemplo de esto es lo que se mencion6é anteriormente del Principio de

3Un punto C es linealmente dependiente con A y B si y sélo si pertenece a L.
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Dualidad: si suponemos tres puntos alineados A, B, C en Ps, es decir, que inciden en una recta
L., como A incide en LL entonces en Py* la recta A, que es la estructura dual de A, incide en
el punto L, estructura dual de L, y anadlogamente las rectas B y C pasan por L. Asi se pude
enunciar el Principio de Dualidad en el Plano Proyectivo

(135) Principio de Dualidad en Ps:
= A un punto en P, corresponde una recta en Po*.
= A una recta en P, corresponde un punto en Po*.

= A un punto sobre una recta en P, corresponde la recta dual que pasa sobre el punto dual
(&1 P2 *,

= A puntos alineados en P, corresponden rectas concurrentes en Po*.
= A rectas concurrentes en Py corresponden puntos alineados en Py*.

Quedan todavia algunas propiedades importantes que estudiar. El siguiente teorema nos
remonta a la raiz del concepto de recta, la recta es esa estructura que satisface lo siguiente

(136) Teorema: Dos puntos cualesquiera de una recta determinan la misma recta.
Demostracion:

Suponga la recta determinada por A y B, que es el conjunto formado por todos los pun-
tos de la forma aA + bB; si se toman dos puntos distintos C' y D sobre la recta, se tendra
que C = a1A+ 0By D = asA + bsB con ay : ag # by : by porque en caso contario
a1 = kag, by = kbay C = a1A+ b1B = k(agA+ beB) = kD, o lo que es lo mismo C' ~ D
lo cual es contrario a la hipdtesis. Con esto la recta formada por C' y D son todos los pun-
tos de la forma ¢C + dD = c(a1 A+ b1B) + d(asA + b2 B) = (cai + daz) A + (¢by + dbs) B.
Para que ambas rectas coincidan a = ca; + das y b = cby + dba, y este sistema de ecua-
ciones debe poder resolverse en ¢ y d para cualquier par de valores que se le asignen a a
y b. Si suponemos que no se puede resolver, entonces el determinate debe ser cero, es decir
a1by — asby = 0 & a1by = ash; < aq : as = by : by, lo cual es contradictorio.

Otra manera muy sencilla de probar este teorema es: si suponemos que C'y D dos puntos
distintos que pertenecen a la recta AB pero C'D es otra recta, entonces las rectas AB y CD
tienen dos puntos de interseccion, a saber, C'y D, lo cual contradice (134), a menos que C' = D,
lo cual no es posible.

Se han tomado ambas demostraciones para hacer notar algo importante: Segin la cons-
trucciéon que se ha hecho del Espacio Proyectivo n-dimensional, en particular para el Plano
Proyectivo, tanto (134) como (136) se pueden demostrar como consecuencia pura de la defini-
cion de P,, mientras que en una Geometria Sintética, alguno de esos dos resultados es tomado
como Axioma y luego se demuestra el otro, pero no es posible prescindir de ambos. Esto de-
ja en evidencia la radicalidad de la definicién tomada para P, es decir, axiomaticamente suave.
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Un resultado igualmente evidente, o quizds més, remontandose a la nocién sintética del
Plano Euclideo, es el siguiente resultado que es el Dual del anterior

(137) Teorema: Dos rectas cualesquiera de un haz determinan el mismo punto.

Por ser el dual del teorema anterior, la demostracién no es necesaria, sin embargo, hacerla
directamente no es dificil y se centra en la idea que si lo suponemos falso, entonces hay un par
de rectas que se cortan en dos puntos, contrario a (134).

(138) Teorema: El plano proyectivo tiene al menos cuatro puntos distintos, de los cuales
no hay tres en la misma recta. De manera dual, el plano proyectivo tiene al menos cuatro rectas
distintas, de las cuales no hay tres que pasen por el mismo punto.

Demostracion:

Retomando lo del tridngulo de referencia, los puntos de coordenadas homogéneas (1,0, 0),
(0,1,0), (0,0,1), (1,1,1) son todos distintos y ademas se verifica facilmente que no hay tres
en la misma recta, de hecho, las ecuaciones cartesianas de tres rectas distintas ug = 0, u; = 0,
uz = 0 contienen a exactamente dos de los cuatro puntos, y el punto (1,1,1) no pertenece a
niguna de ellas. Tomando la recta que une a este punto con cualquiera de los otros tres, se
obtiene una cuarta recta, tal que con las primeras tres, forman un conjunto de cuatro rectas
tal que no hay tres que pasen por el mismo punto.

(139) Corolario: No todos los puntos del plano proyectivo pertenecen a la misma recta.
De manera dual, no todas las rectas del plano proyectivo pasan por el mismo punto.

(140) Teorema: Toda recta tiene por lo menos tres puntos distintos. De manera dual, por
todo punto pasan al menos tres rectas.

Demostracion:

Tomando la recta AB de los puntos de la forma aA + bB para todo (a,b) € K2, como K
es un cuerpo tiene al menos dos elementos, 0 y 1, y al sustituir (a,b) por (0, 1), (1,0), (1,1) se
obtienen tres puntos distintos, A, B, A + B. Para el dual, tomando un punto X y una recta
que no pasa por él, la cual existe, dado (139), tomando los tres puntos distintos de tal recta y
uniendo estos puntos con X se obtienen tres rectas distintas.

Un resultado importante desde el punto de vista préctico es la ecuacion de una recta dadas
las coordenadas homogéneas de dos puntos.

(141) Teorema: Ecuacién cartesiana de una recta. La ecuacion cartesiana de la recta
que pasa por los puntos A = (ag,a1,a2) y B = (bg, b1, b2) es

-1

(anofl — ulafl) (boaoil — blalfl) = (angfl — UQagil) (boaofl — bgagil)
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Si K es un cuerpo conmutativo, esta expresién puede escribirse como

Up Ul U2
apg a1 ag| = 0
bp b1 b2

Demostracion:

La primera expresion es simplemente el resultado de la eliminacién de parametros, cuando
la recta tiene la forma aA + BB, para cualquier par de valores «, 0 € K. Para la segunda,
basta ver que al desarrollar el determinate (lo cual necesita de la conmutatividad de K) queda
una expresion de la forma ugAg + ui A1 + ugAo = 0, y por propiedades de determinante, si
(up, u1,uz) toma los valores de A ~ awA o bien B ~ aB, el determinante se anula, por lo tan-
to, esta recta en efecto pasa por Ay B,y por (133) la recta queda determinada de manera tnica.

3.1.1. Teorema de Menelao y Teorema de Ceva.

La utilizacién del Tridngulo de Referencia es muy tutil para remontarse a la Geometria
Sintética, y se pueden derivar muchos resultados de éstas con esta nueva herramienta. Cabe
mencionar que a pesar que se asociard las demostraciones al modelo geométrico clésico, éstas
son vélidas para cualquier Plano Proyectivo, que en general no se parece al Plano Euclideo.

Se tomaran tres puntos linealmente independientes A, B, C' en P», formando asi el tridngulo
de referencia, cualquier otro punto U del plano puede representarse como combinacion lineal
de A, B,C y por tanto, por una terna ordenada de coordenadas homogéneas (ug, u1,u2).

(142) Teorema: Teorema de Menelao. Dado el triangulo de referencia ABC* y tres
puntos distintos de los vértices L = B+ xC, M = C + yA, N = A+ zB sobre los lados BC,
CA, AB respectivamente, entonces L, M, N estan alineados si y sélo si

zyz = —1

Demostracion:

Suponga que la ecuacién cartesiana de la linea LM N es uge +u1 f +ueg = 0, es decir, una
recta de coordenadas homogéneas [e, f, g]. Como esta recta no pasa por los vértices entonces
e #0, f #0, g # 0, dado que ABC es el triangulo de referencia, es decir A = (1,0,0),
B = (0,1,0), C = (0,0,1), y si por ejemplo e = 0 entonces A pertenece a la recta. Ademés
L=(0,1,2), M = (y,0,1), Z = (1,2,0). Sustituyendo las coordenadas homogéneas de L en
la recta uge + ui f + uag se tiene f + xg = 0 lo cual implica © = — fg~'. De manera analoga,
al sustituir las coordenadas de M y N en la ecuacién de la recta se obtiene y = —ge™! y

z = —ef!, por lo tanto xyz = —fg tge tef ! = 1.

“Recuerde que cualquier triangulo puede escogerse como triangulo de referencia.
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Para el reciproco, suponemos que zyz = —1 y L, M, N no estan alineados, asf si N’ # N
es la interseccion de LM con BC), se observa que N’ no coincide con ninguno de los vértices A,
B, porque eso obligaria a que M = C' o M = A, lo cual es contradictorio; por lo tanto existe
un 2/ € K — {0} tal que N' = A+ 2'B, y como L, M, N’ estan alineados, por lo demostrado

anteriormente zyz’ = —1. De esta relacion y la hipotesis xyz = —1 se concluye que z = 2’ lo
cual implica N = N’, contradicciéon. Entonces si zyz = —1 los puntos L, M, N deben estar
alineados.

(143) Teorema: Teorema de Ceva. Dado el tridngulo de referencia ABC'y tres puntos
distintos de los vértices L = B+ xC, M = C+yA, N = A+ zB sobre los lados BC', CA, AB
respectivamente, entonces las rectas AL, BM, CN concurren si y sélo si

xyz =1

Demostracion:

De nuevo L = (0,1,z), M = (y,0,1), Z = (1,2,0), con z # 0, y # 0, z # 0 ya que
si por ejemplo x = 0 entonces L = B, lo cual contradice una hipdtesis. Se observa que la
ecuacion que pasa por A y L tiene coordenadas homogéneas [0, —z, 1], es decir, es la ecuacion
—urx + ug = 0. Andlogamente, las ecuaciones cartesianas de las rectas BM y C'N son respec-
tivamente ug — uoy = 0 y —upz + u; = 0. Dado que estas tres rectas concurren, existe un
punto P de coordenadas homogéneas (a, b, ¢) que satisface las tres ecuaciones a la vez, es decir
—br+c=0,a—cy =0, —az+ b = 0. Se observa que a # 0, b # 0, ¢ # 0, dado que si por
ejemplo a = 0 entonces P estaria sobre la recta BC' y por lo tanto BM, que coincide con BP
(dado que B, M, P estéan alineados), tendria dos puntos sobre BC', a saber, By P, por lo tanto,
coinciden ambas rectas y M pertenece entonces a BC'; pero como M por hipétesis pertenece
a AC, debe ser la interseccion de BC' con AC, es decir M = C, lo cual es contradictorio. Con
esto, se puede despejar x,y, z de las relaciones anteriores, y se tiene zyz = b~ lec taa b = 1.
Para el reciproco se procede igual que en el teorema anterior.

Por otra parte, puede demostrarse ademas que si ain no estdn normalizados los puntos
L,M,N, es decir L = 2B +2'C, M = yC + y'A, N = zA + 2'B entonces el Teorema de
Menelao dice que L, M, N estan alineados si y s6lo si :U’_lajz’_lzy’_ly = —1, y si suponemos
que K es un cuerpo conmutativo, esto es equivalente a zyz = —x'y’2’. Analogamente, con K

conmutativo el Teorema de Ceva diria que AL, BM, C'N concurren si y solo si xyz = z'y'2’.

Por otra parte, ya en (138) se observé que cualquier plano proyectivo tiene como minimo
cuatro puntos, tal que no hay terna alineada. Si se considera un cuerpo K tal que 1+1 =0, o
equivalentemente 1 = —1, en realidad hay 7 puntos como minimo, pero agrupados por ternas
alineadas: A = (1,0,0), B = (0,1,0), C = (0,0,1), D = (1,1,1), £ = (0,1,1), F = (1,0,1),
G = (1,1,0). Estos puntos forman las rectas BCE, CAF, ABG, EFG, ADE, BDF, CDG,
de coordenadas homogéneas respectivas a = [1,0,0], b = [0,1,0], ¢ = [0,0,1], d = [1,1,1],
e =[0,1,1], f = [1,0,1], g = [1,1,0]. Considere la siguiente figura, es un esquema basado
en el plano euclideo, note que los puntos E, F, G estan alineados, lo cual a primera vista no
parece razonable. La incongruencia con nuestra percepciéon radica que tal plano es un espacio
afin (espacio proyectivo sin la recta al infinito) sobre R, que es un cuerpo en el que 1+ 1 # 0,
contrario a lo supuesto, pero en cambio Zo cumple perfectamente.
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A(Lo,o)

€[0,1,1]

F(l,U,l)

Dy gri10) bro,1.0

Bio,v0) Eoay  amool Cloo1

Si en cambio suponemos que K es un cuerpo tal que 141 # 0, entonces P; tiene al menos
13 puntos distintos y al menos 13 rectas distintas. Esto se debe a que {0,1, -1} C K, y como
los elementos de P, se pueden representar por las ternas ordenadas (a, b, c), tal que en cada
posicién puede ubicarse 0,1, —1, es decir, hay 27 posibles permutaciones, de las cuales se eli-
mina (0,0,0) que no pertenece a P, y como son coordenadas homogéneas, las 26 restantes
son se agrupan en parejas (a, b, c) y (—a, —b, —c), que representan al mismo punto. De manera
dual, tomando las coordenas homogéneas de la recta [a, b, c], se llega al mismo resultado. Este
conjunto de puntos y rectas cumplen todos los axiomas de incidencia, tal como se muestra
en la siguiente figura, la cual hace referencia nuevamente al plano euclideo. Observe que toda
recta tiene al menos tres puntos, por cada punto pasan al menos tres rectas, cada recta se
ve determinada por dos puntos, cada par de rectas determinan un tnico punto, pero lo mas
importante, todo resultado que se cumpla para K tal que 1+ 1 # 0 se cumpliré para R y para

C.

K(1,71,71)

[1,-%
,0,1]
Hioa Bioio Eowy @irocl Croon)

Si K = {0,1,—1}, el espacio solo esta formado por las letras A, B, ..., M y las rectas del
plano s6lo son conjuntos de puntos de 3 6 4 puntos, por ejemplo, la recta a esté formada por
B,C,FE,H. En cambio, si consideramos K = R, el esquema queda integro (de hecho, habria
que agregar las prolongaciones de las rectas), y se observa algunas propiedades interesantes.
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Dado el triangulo ABC, si se tienen tres cevianas concurrentes AE, BF, CG, se forma
un tridngulo EF'G, que al prolongar sus lados y formar las intersecciones con los lados del
tridngulo ABC' genera los puntos H, I, J que estan alineados, hecho para nada trivial, y que
segtn el estudio del Capitulo 1, es debido al Teorema de Desargues. Mas atn, las rectas Bl y
CJ se cortan un punto K que estd alineado con A y D. Analogamente se definen los puntos
Ly M,y por lo anterior, el triAngulo K LM tiene tres cevianas KA, LB, MC que concurren
en D, es decir que la interseccion de los lados del triangulo ABC' (formado por los pies de las
cevianas del triangulo K LM) con los lados del tridngulo K LM forman tres puntos alineados
H,I,J. Esto es en sintesis una manera de probar propiedades geométricas sintéticas utilizando
el plano proyectivo, y de nuevo, tales resultados se cumpliran para cualquier plano P» sobre
un cuerpo con la condicién 1+ 1 # 0.

3.1.2. Teorema de Desargues.

Se retoman las definiciones (16) y (17), con el cuidado que ahora los vértices y los lados
de los triangulos son puntos y rectas el Plano Proyectivo P». El Teorema de Desargues (18)
sigue siendo vélido, asi como todos los derivados que se vinculen tnicamente con propiedades
de incidencia. Ya en la demostracion alternativa de (18) se observa que el verdadero problema
del Teorema de Desargues se encuentra cuando los tridAngulos son coplanares, ya que cuando no
lo son, es verdadero simplemente utilizando propiedades de incidencia, tales como Dos planos
se cortan en una recta.® Por ello se centra el esfuerzo en demostrar que en el Plano Proyectivo,
este resultado sigue siendo vélido, y no es derivado de propiedades métricas, tal como muestra
la demostracion en (18) basandose en el Teorema de Menelao (6), que tiene una caracterizacion
métrica, es decir, depende del concepto de Distancia.’

Se sobreentiende que Tridngulo o Trildtero es el formado por tres puntos no alineados, o tres
rectas no concurrentes, respectivamente, en P». Recordando un poco la notacioén, el triangulo
ABC se relaciona con el trilatero abe, donde a es la recta BC', b = CA y ¢ = AB. También se
utilizaba la notacion C' = ab para decir que el punto C es la interseccion de las rectas a y b. Si
consideramos la estructura completa formada por el tridangulo ABC, es decir, los tres vértices
y sus tres lados, entonces, con un pequeno abuso se dice que ABC = abc.

(144) Teorema: Teorema de Desargues. Dados dos triangulos ABC y A'B'C’ en P,
las rectasp = AA’, g = BB', r = CC’ concurren en un punto O si y sélo si los puntos P = ad’,
Q = b, R = cc estan sobre una recta o.

Demostracion:

Suponemos que O no coincide con ningan vértice, y que todos los vértices son distintos
entre si, ya que en cualquiera de esos casos el resultado es trivial. Suponemos que las rectas

SEste tipo de propiedades son totalmente validas en Ps, que serfan en el Espacio Proyectivo P3 las equiva-
lentes a los resultados desde (133) hasta (140) validos en P», tomando en cuenta que la Recta es un hiperplano
de P,, mientras que un hiperplano de Ps es un Plano, por lo que hay que hacer el intercambio de Recta por
Plano, y hay que agregar algunos otros que se obtienen de manera muy natural, por ejemplo: Un plano en Ps
estd unicamente determinado por tres puntos no alineados.

5Ya se observé que el Teorema de Menelao en el Plano Proyectivo (142) tampoco tiene un vinculo métrico,
sin embargo, esto es un éxito de la Geometria Proyectiva, en la visiéon clasica lo tiene inherente.
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p,q,r concurren, escogiendo una determinacién fija para O, A, B, C, se pueden expresar los
otros tres puntos restantes como A’ = O+aA, B’ = O+ 3B, C' = O+~C. De aqui se observa
que el punto R = A’ — B’ = aA — 3B por lo que pertece a la recta A'B’ = ¢’ y a la recta
AB = ¢ (por la forma paramétrica de una recta), es decir, es el punto de interseccion de tales
rectas R = cc/. Analogamente Q = C'— A" =~C —aA=b0'y P=B' —C'=aB —~C = ad'.
Entonces P+ Q + R = (B' —C") + (C' — A') + (A’ — B') = 0, son linealmente dependientes,
y por lo tanto, estan alineados.

Para la otra direccion, se puede seguir el mismo camino de (18), que es totalmente valido. Otra
manera de justificarlo es por Dualidad, y de alli la notacién utilizada.

En notacion de P», se dice que los triangulos ABC y A’B’C’ son Homoldgicos, con O el
Centro de Homologia y o el Eje de Homologia. Utilizando estas palabras en lugar de Perspec-
tiva, el resultado (21) es valido, ahora para cualquier Espacio Proyectivo P,.

3.1.3. El Teorema de Pappus y conmutatividad del Cuerpo Base.

El Teorema de Pappus, que es el resultado (62) cuando el hexédgono esta inscrito alter-
nadamente en un par de rectas distintas, también es vélido en el Plano Proyectivo, si y s6lo
si el cuerpo base K es conmutativo, de alli que este resultado se tome como criterio para la
determinar la conmutatividad de K.

Dada la recta r y dos puntos O y L con una determinacion fija sobre ésta, sean A = O+al,
B = O+p3L y se quiere construir un punto H = O+fal. Se utilizara el punto unidad U = O+L
y una recta s que pasa por L y es distinta a r. Sobre s se toma un punto R cualquiera distinto de
L y se consideran las rectas RU y RB. Sea t una recta cualquiera distinta de r que pasa por O
y no por R, y se define P como la interseccion de ¢t con RU, mientras que @) es la interseccion de
t con RB. Todas las construcciones anteriores son vélidas dado las propiedades de incidencia.
Suponiendo que P = R + AU entonces Q = R+ 2B =P — (A —x)O — (A — z3) L, entonces
para que @ esté sobre la recta t debe ser que z = A3~ y por lo tanto Q = R+ A\~ !B =
P+ A (5_1 — 1) O. Determinando S, la interseccion de AP con s se tiene que S = P + yA =
R+ (A +y) O+ (N+ya) L, para que S esté sobre la recta s es necesario y = —\ y por lo tanto
S=P—-M =R+ A(1—«)L. Finalmente se define H como la interseccion de SQ con r, si
H=S+2Q0=R+\1—-0a)L+zR+2\37'B, para que este punto esté sobre 7 es necesario
que z = —1yporlotanto H = S—Q = —AaL—\3710 = =\371 (O + Bal) y por la relacién
de equivalencia H ~ —\3"'H se tiene H = O + BaL, el punto buscado.
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Invirtiendo los papeles de A y B, siguiendo el mismo procedimiento paso por paso se llega
a un punto H' = O + af3L, y se observa que H = H' si y solo si fa = af3, y ademaés, el hecho
que tales puntos coincidan signifca que se cumple el Teorema de Pappus para el hexagono
APBQHQ)', con sus vértices alternados sobre las rectas r y ¢, y las intersecciones de lados
opuestos S = AP-QH, S'"=PB-H'Q', R = BQ - QA se ubican sobre la recta s.

(145) Teorema: Teorema de Pappus y Conmutatividad del cuerpo base K. El
Teorema de Pappus (62) es vélido en un espacio proyectivo Py(K) si y sélo si K es conmutativo.

3.2. Modelo de Geometria Hiperbdlica de Poincaré.

En esta Seccion se hara un estudio de algunas aplicaciones geométricas utilizando herra-
mientas sintéticas y algebraicas, sin embargo, se desvincula un poco de Geometria Proyecti-
va tal como se ha estudiado, principalmente el trato algebraico. Este es otro enfoque alge-
braico para temas geométricos, y coincide con lo desarrollado anteriormente en la utilizacion
de nameros complejos (seria entonces el Espacio Proyectivo definido sobre el cuerpo C), sin
embargo tiene sus divergencias importantes, como es en el manejo del infinito, ademas tiene
muchas nociones de continuidad. Tales detalles de veran a continuacion.

Este modelo se basa en las Transformaciones de Moebius, aplicaciones de C en C muy
conocidas y utilizadas, sin embargo, para evitar problemas de casos particulares degenerados,
es necesario trabajar en C*= C U {o0}.

La manera clésica para justificar la existencia de este conjunto, y mejor dicho, para darle
un soporte tedrico riguro, es mediante la Proyeccion Estereogmﬁca.8 Suponga una esfera trans-
parente ubicada sobre un plano, que sera el Plano Complejo,? de tal forma que sea tangente
en el origen del plano. El punto de tangencia seré el polo sur de la esfera, y sobre el polo norte
se ubica una luz, entonces los rayos de luz “proyectan” los puntos de la esfera sobre los puntos
del plano, y hay asf una relacién biunivoca, salvo para el polo norte, que segiin nuestra nocioén,
se asocia a todos los puntos al infinito del plano. Esta es la diferencia fundamental entre el
Plano Proyectivo y este nuevo plano, llamado Plano Inversivo, y es que no considera puntos
al infinito, ni la recta al infinito, sino simplemente un punto adicional oc.

Asi, el Plano Inversivo sera la representacion grafica de C*. Esto lo dejaremos asi, por
cuestion de formalismo, sin embargo, para efectos practicos, todas nuestras figuras se elabo-
raran en el Plano Complejo usual (sabiendo que luego hay que aplicar una aplicacion este-
reografica), de lo contrario, la elaboracion de las figuras se vuelve un problema atin maés dificl
que resolver la cuestion en si.

Sobre el nimero infinito hay que detallar algunas cuestiones:

"Restringido al caso de un hexagono con sus vértices alternados sobre dos rectas distintas.

8Una hermosa y util invencién debida a Riemann

9Comunmente conocido como Plano de Gauss, aunque segin Needham, fue descubierto independiente y
simultaneamente por Wessel y Argand también.
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Para todo ¢ € C se cumple: ¢ £ 0o = 00, ¢/oo = 0.

Para todo ¢ € C — {0} se cumple: ¢- 0o = 00, ¢/0 = 0.

También se cumple: 0o 4+ 00 = 00, 00 - 00 = 0.

Mientras que estas expresiones son consideradas indefinidas: oo — oo, 0o/oc0, 0 - oo, 0/0.

3.2.1. Transformaciones de Moebius.

(146) Definicién: Transformacién de Moebius. La aplicaciéon z' : C*— C* definida

como
, az+b

cz+d
con a, b, c,d nimeros complejos fijos no todos nulos, es llamada Transformacion de Moebius.

Sia = c = 0 entonces 2/ = 2, se degenera en una aplicacién constante. Suavizando este

az+b _ a ad—bc

/I _a
ckd — ¢ oleatd)’ entonces 2’ = |

y de nuevo se vuelve una aplicacion constante (en particular sera 2’ = 0 si a = 0). Por otra

parte, si ¢ = 0, al suponer ad — bc = 0 esto implica que a = 0 o d = 0, es decir 2/ = g 07 = o0

respectivamente, lo cual de nuevo es una aplicaciéon constante. Todos estos casos carecen de

fenémeno, si ad — bc = 0 y suponiendo ¢ # 0, dado que

significado especial para nuestro interés, por lo que consideraremos tnicamente Transforma-
ciones de Moebius no degeneradas, es decir, tales que ad —bc # 0. A este complejo se le llamara
el Determinante de 2’, y de denotard por A = ad — be.

(147) Teorema: Transformaciones de Moebius biyectivas. Si 2z’ es una Transforma-
cién de Moebius no degenerada, es decir, con A # 0, entonces es una transformacion biyectiva.

Demostracion:

Un primer problema se da si az+b = 0 = cz+d (o equivalentemente az+b = co = cz+d), en

CUyO €aso —g =z= —%, lo cual es equivalente a ad—bc = 0, y esto es imposible dada la hipote-
sis A # 0. Por otra parte, 2’ es inyectiva, ya que si suponemos que 2§ = ‘Cfllis = ZZZ;IZ = 2},
reacomodando esta expresion queda (ad — bc) (z1 — z2) = 0 y dado que A # 0 esto implica

z1 = z9. Para ver la sobreyectividad, basta observar que la aplicacion inversa esta bien definida
— ! ’ ., . .
z = Cczl‘,z_'gb, y ademés es una transformaciéon de Moebius no denerada, dado que el Determi-

nate de z es (—d) (—a) —bec = A # 0 y por lo tanto a todo 2’ corresponde un z (a menos que
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—dz' +b=0= ¢z — a, o equivalentemente ad — bc = 0, imposible).

Una propiedad importante de las Transformaciones de Moebius es que forma parte de las
Transformaciones Circulares, que se definen como aquellas que transforman circunferencias en
circunferencias, entendiendo que una recta es un caso particular de una circunferencia. Ya cuan-
do se estudio la Circunferencia de Apolonio (41) se entendi6 la recta como una circunferencia
cuyo centro es el punto al infinito de la recta, y de radio infinito, ademas, la circunferencia se
“cierra” en ese mismo punto. Ahora se vera que al aplicar una Transformacion de Moebius a
una Circunferencia de Apolonio, ésta se transforma en otra Circunferencia de Apolonio.

(148) Teorema: Transformaciones de Moebius como Transformaciones Circu-
lares. Una Transformaciéon de Moebius no degenerada transforma circunferencias en circun-
ferencias.

Demostracion:

Considere la circunferencia de Apolonio determinada por los puntos z tal que |z — «| =

oo 10 : 2 : _ aztb
k|z — B3], donde k € Ry p,q € C fijos."’ Al aplicar la Transformacion de Moebius 2/ = e
se tendra
—dz' +b —dz' +0b , aa+b d+Bc||, aB+0b
—— —qa|=k|———— -l e |- ——| = -
ez —a cz' —a ca+d d+ ac cB+d
Es decir que 2’ describe la Circunferencia de Apolonio |2 — /| = k' |2/ — |, con o = %,

/__af+b g d+pc
ﬂ T ef+d? k= k‘d—l—ac

Otra manera de deducir este resultado se basa en los conceptos de Movimientos, Similitudes
e Inversion Compleja. No se entrara en detalle sobre estos temas, sin embargo se puede esbozar
la prueba que resulta muy natural:

az+b
cz+d

La transformacion de Moebius 2’ = se puede descomponer en otras Transformaciones

Complejas como sigue:

Una Traslacién: z; = z + %

= Una Inversion Compleja: 2o = %
= Una Rotaciéon Dilatativa con centro en el origen: z3 = Lc_gad 22

Otra Traslacion: z4 = £ + 23

c? z+g ¢ c(czt+d) cz+d
el hecho que cada una de estas transformaciones transforma circunferencias en circunferencias,
y por lo tanto, la composiciéon también. De todas, la tinica que hay que analizar a fondo es la
Inversion Compleja, pero se tomara como resultado conocido.

Verificando: 24023022021 = ¢ + be—ad < 1 > —a_ ad-be _ aztb _ ./ Afora, se utiliza

OPara corresponder con (41), z es el complejo afijo al punto P, mientras que oy 3 los complejos afijos a los
puntos fijos A y B.
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Un resultado importante, aunque no se estudiara a detalle, es que la Transformaciones de
Moebius no degeneradas tienen estructura de Grupo, considerando como la operacién de grupo
a la Composicion de Aplicaciones. Esto se detalla en el siguiente teorema.

(149) Teorema: Transformaciones de Moebius y su estructura de Grupo. Las
transformaciones de Moebius no degeneradas forman un Grupo bajo la Composicién de Apli-
caciones. Ademads, si z1 y z son dos transformaciones de Moebius no degeneradas de deter-
minantes respectivos A1 y Ao, entonces z' = z9 o 21 es otra Transformacién de Moebius no
degenerada de determinante A = As/A.

Demostracion:

La composicién de aplicaciones cumple la Ley Asociativa siempre que las aplicaciones sean
biyectivas, y por (147) es cierto para este caso; ademés en la demostracion de ese mismo
teorema, se observé que la Aplicaciéon Inversa de una Transformacion de Moebius no degenerada
es otra Transformacion de Moebius no degenerada. Por otra parte, la Transformaciéon Identidad
2/ = z también es una Transformacion de Moebius no degenerada. Falta verificar la cerradura,

/ /
y con esto formarfa Estructura de Grupo. Suponga z; = ‘cljj_'g y2=% j_tg, entonces

z+b
a' (gz:::d) + _ (ad" +V'c)z+ (a'b+b'd)

o (%) La  (ad+cd)z+ (b +dd)

2/2220212

Es decir, 2’ es otra Transformacion de Moebius y como ademaés se verifica rapidamente que se
cumple A = (ad’ +b'¢) (b +dd") — (d'b+b'd) (ad + cd') = (d'd — V') (ad — be) = A2y, y
dado que A1 # 0y As # 0 entonces A # 0, por lo que 2’ es no degenerada.

Otro resultado importante es que una Transformaciéon de Moebius queda tinicamente deter-
minada si se conoce las imagenes de tres puntos dados. Para demostrar este resultado, antes es
necesario recordar el concepto de Razén Doble (57). Se defini6 la razon doble como un cociente
de cocientes de segmentos dirigidos, ahora que se esta trabajando sobre ntimero complejos, se
puede considerar en lugar de segmentos dirigidos los complejos asociados a los segmentos, y la
razon doble queda entonces en funcién de cocientes entre niimeros complejos.

En (57) se considerd que {A, B;C, D} = % %, donde por ejemplo AC representa el seg-
mento dirigido que va de A hacia B, una primera transicién de concepto consiste en conﬂsidellar
tales segmentos como vectores, lo cual es una generalizacion. Entonces {A, B;C, D} = ng %,
sin embargo, el cociente entre vectores no esta siempre definido, pero si en lugar de tomar los
vectores se toman los complejos asociados, este problema se resuelve, y se tiene una segunda

transicion de concepto, definiendo la razén doble como sigue:

(150) Definicién: Razén Doble en el Plano Complejo. Dados cuatro puntos A, B,
C, D, de complejos afijos o, 3, v, d, se define la Razén Doble como {A, B;C, D} = %/%.

Esta razoén doble asi definida cumple las mismas propiedades que (57) al permutar el orden
de los puntos, en total hay 24 permutaciones, agrupadas en conjuntos de cuatro permutaciones
con igual valor, por lo que hay en total 6 posibles valores.
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Con esta herramienta se puede determinar una Transformacién de Moebius no degenerada
tal que los complejos distintos dados z1, z2 y 23 sean aplicados en los complejos distintos 21,
zh, 24, luego nos centraremos en demostrar su unicidad. Para formalizar, suponemos que z1,
29 v z3 son los complejos afijos a los puntos distintos Py, P> y Ps, respectivamente, y de igual
forma 2|, 2 y 24 los complejos afijos a Pj, Py y Pj. Considere también el punto variable P de
complejo afijo z. Se define la aplicacion

B:wB:{Pl,Pg;Pg,P}:Z?’_ZI z— 2z :Z(Zl—Z3>+22(23—21)
29— 23" 29—z  z(z9— 2z3) + 21 (23 — 29)

Se observa que B es una Transformacién de Moebius, y ademas es no degenerada dado que
Ap = (21 — 23) 21 (23 — 20) — 22 (23 — 21) (22 — 23) = (21 — 22) (22 — 23) (23 — 21) # 0.!! Esta
aplicacion cumple que las iméagenes de 21, 2o, 232 son respectivamente oo, 0, 1. Analogamente
se define la Transformacion de Moebius no degenerada C : we = {P], Py; Py, P'}, que tiene
el mismo comportamiento, las imagenes de 21, 2}, 24 son oo, 0, 1. Por la estructura de grupo
de las Transformaciones de Moebius no degeneradas (149), la aplicacion C~!B definida como
2 = wc~ ' owp es una Transformacién de Moebius no degenerada, y cumple que al aplicarla
sobre z; devuelve 2/, es decir 2’ (z;) = 2., para i = 1,2, 3, lo que se buscaba.

Para la unicidad, si suponemos que A es otra Transformacion de Moebius no degenerada
tal que las imagenes de z1, 22, 23 sean respectivamente 2, 25, 25, entonces A~1C7'B sera una
transformacién de Moebius no degenerada que deja tres puntos fijos z; — z; parai=1,2,3,y
si se demuestra que ésta es forzosamente la aplicacion Identidad, se tendra A = C~!B, garan-
tizando la unicidad.

(151) Teorema: Puntos Fijos en las Transformaciones de Moebius. Una trans-
formacién de Moebius no degenerada tiene a lo sumo dos puntos fijos, a menos que sea la
aplicacion Identidad.'3

Demostracion:
Sea 2/ = Zjifl una Transformacién de Moebius no degenerada. Los puntos fijos w satisfacen

la relacion
aw +b

cw+d
Resolviendo la cuadratica para w, pueden existir una o dos soluciones (dependiendo si se anula
o no el discrimante de ésta cuadratica, o bien ¢ = 0), y para que existan méas de dos, en-
tonces tal relacion debe ser idénticamente nula, es decir 0 - w? +0-w + 0 = 0, lo que implica
c=d—a=—b=0y por lo tanto 2’ = % = 2,14 1a aplicacion Identidad.

s+ (d-—a)w—-b=0

Este teorema rellena el hueco faltante en la demostracion anterior, y con esto queda proba-
do el siguiente teorema

"Recuerde que z1, z2, z3 son complejos distintos.

25 decir, P coincide con P;—12 3.

13En cuyo caso, todos los puntos del plano son puntos fijos.

4Dado que por definicién, no pueden a, b, ¢, d ser todos nulos a la vez.
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(152) Teorema: Determinacion de una Transformacién de Moebius. Una trans-
formacién de Moebius no degenerada queda tnicamente determinada si se conoce la imagen
de tres puntos distintos dados, y tales imagenes son también tres puntos distintos.

La razon doble esté intrinsecamente relacionada con las Transformaciones de Moebius, tal
como se acaba de ver, y una propiedad fundamental es que la razén doble de cuatro puntos
coincide con la razén doble de sus imagenes, tras una Transformaciéon de Moebius. Esto se
puede verificar directamente, tomando una Transformacién de Moebius general, cuatro puntos,
sus cuatro imagenes, y calcular las respectivas razones dobles, pero es un trabajo algebraico
demasiado arduo. En lugar de eso, utilizando las nociones del teorema anterior, tomando
tres puntos zi, 22,23 y sus imagenes zi, z5, z5 tras la transformacion de Moebius tnicamente
determinada C~1B, al aplicarla a un complejo arbitrario z se tendra que 2’ = we~! owp (2),
o lo que es lo mismo

wp (2) = we (z/) < {z,23;29,21} = {z',zé;zé,zi}

Por lo que al variar z, la razon doble que éste forma con los z; es la misma que forma 2z’ con
los 2. Asi

(153) Teorema: Razén Doble en Transformaciones de Moebius. La razén doble es
invariante tras una Transformacién de Moebius no degenerada.

Una propiedad muy utilizada en Geometria sobre la razéon doble tal como se ha definido,
es que dado cuatro puntos A, B, C, D se cumple {A, B; C, D} € R si y solo si los cuatro puntos
estan sobre una circunferencia.'® Las pruebas geométricas hacen uso de la razon doble y su
interpretacion geométrica, y el resultado es cierto debido a que la suma de dngulos opuestos
de un cuadrilatero ciclico es 180°. A continuacién se muestra una manera netamente algebraica

Si suponemos que z1, 22, 23, 24 son tales que {z1, 22; 23,24} € R, y si se considera la trans-
formacion de Moebius'® 2’ tal que las imagenes 21, 25, 2 estén sobre el eje real, definiendo

Z/ _ Z/ Z/ _ Z/
_ %3 1 roo o 23 1 .
k= / //{21722723724} - //{Z17Z27Z37z4}
zh— =z zh—=z
273 27 *3
! /
) 2tk .
se concluye que k € R, por lo tanto zj = =52 € R. Como la preimagen de la recta real en

la cual se ubican 2, 25, 2 es la circunferencia en la cual se ubican 21, 29, 23,!7 y dado que z}
pertenece a la recta real, su preimagen z4 pertenece a la circunferencia de 21, 22 y z3. Con esto
21, 22, 23, 24 pertenecen a una misma circunferencia. Para demostrar el reciproco, suponemos
21, 29, 23, 24 sobre una circunferencia, y de nuevo, una transformaciéon de Moebius tal que
21, zh, 24 estan sobre el eje real, como la imagen de la circunferencia tras la transformacion es
el eje real, entonces z4 se mueve a un punto sobre el eje real, entonces {2, z5; 25,2} } € R, y
por tanto {z1, z2; 23, 24} € R.

1 . . . .
SEntendiendo la recta como un caso particular de circunferencia.
16 Que existe y es tinica.
17 . . . L. '
Es el circuncirculo del Azjzazs3, el cual existe y es tnico, que puede ser también una recta como caso
particular de circunferencia.
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Una propiedad importante es el comportamiento de las transformaciones de Moebius con
respecto al interior de una circunferencia dada. Suponiendo I' y I dos circunferencias en el
plano complejo tal que I es la imagen de I' tras una transformacion de Moebius 2/, se cumple
que

(154) Teorema: La Transformacién de Moebius sobre un circulo. El interior de
un circunferencia C' es transformado por z' en el exterior o en el interior de la circunferencia
imagen C".

Demostracion:

En primer lugar, dada la diseccion de una transformacion de Moebius, 2z’ se descompone
en aplicaciones que convierten el interior en el interior, a excepciéon de la Inversion Compleja,
dado que a su vez estd compuesta por una Inversion Geométrica, respecto a la circunferencia
unitaria centrada en el origen, y una Reflexion, respecto al eje real, y de estas aplicaciones,
la Reflexion convierte el interior en el interior mientas que la Inversion Geométrica puede
convertir el interior en el exterior o el interior. Analizando este problema algebraicamente,
considere el plano complejo como R?, si se aplica una Inversion Geométrica (37) con respecto
a la circunferencia centrada en el origen I' (x,y) = 22 + 3? — r? = 0, utilizando coordenadas
rectangulares y polares, el punto P = (X,Y) = [p, 0] se transforma en el punto P’ = (X', Y’) =

[%, 9]. Como cost = % = —Tg(/lp, implica que X = XT/QPQ, pero p2 = 7«4/ (X’2 4 y’2) entonces
X/ 2
X=_ "
X/2 + Y/2
y analogamente
Yl 2
y—_ 2"
X/2 + Y/Z

Invirtiendo la circunferencia C (X,Y) = X2 + Y2 + 2aX + 2bY + ¢ = 0 con respecto a I, la
circunferencia inversa sera

X/T2 2 Y’T‘Q 2 Xl,r2 Y/7‘2
! / N — —
C(X’Y):<X/2+Y/2> +<X’2+Y’2> +2a<X/2_|_Y/2>+2b<X/2_|_Y/2>+C_O

Simplificando queda

9 2 2h 2 4
C'(XLY) = X2+ Y? 4+ =X+ 2y =0

Haciendo este mismo proceso sobre un punto cualquiera (z,y) y utilizando el mismo cambio
de variables (z',3'), la funcién en dos variables C (z,y)'® puede ser escrita como

2ar? 2br2 rd c
— 12 12 / / _ ! / /
C(x,y):7x/2+y/2 <w +uy +—C :c—i-ic y+c>:x’2+y’20 («',y)

'8En particular C (z,y) = 0 es la circunferencia C.
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O lo que es lo mismo®?

Pot (P,C)

- /2

C
TyQPOt (PI,C/)

Si ahora suponemos que el origen (0,0) estd al interior de C' se tendra que C (0,0) = ¢ < 0,
entonces ¢/ (x’2 + y’2) < 0. Considerando los puntos (X,Y) interiores a C, éstos satisfacen
C(X,Y) < 0, entonces por la relacion anterior C’ (X', Y”) > 0, por lo tanto (X’,Y”), los pun-
tos inversos de (X,Y) con respecto a I, estan en el exterior de C’. En resumen, si el origen esta
en el interior de C, entonces los puntos interiores de C' se invierten en los puntos exteriores
de C’, y analogamente, si el origen esta en el exterior de C, entonces los puntos interiores de
C' se invierte en los puntos interiores de C’. Asi, la transformacion de Moebius transforma el
interior de una circunferncia C' en el exterior o el interior de la circunferencia imagen C".

Una manera grafica de ver este problema es considerarle movimiento a las curvas (es decir,
se parametriza y se sefiala la direccion del recorrido de la curva al evaluar el parametro), y la
region que queda “a la izquierda” de una curva parametrizada sera la preimagen de la regiéon
que queda “a la derecha” de la curva imagen. En la demostraciéon se observa que de todas las
componentes de una transformaciéon de Moebius, la “problemética” es la Inversion Geométrica;
a continuacién se proporcionan algunas circunferencias y sus inversas geométricas, para visu-
alizar el comportamiento: El punto B se mueve en direccién al origen, asi, la circunferencia de
diametro AB pasa de no contener a O a si contenerlo

= C no contiene a O, el interior se invierte en el interior

= ( pasa por O, C' es una circunferencia especial, una linea recta, y no define claramente
su interior o su exterior

o

Recordando el concepto de Potencia de Punto (38), dada la circunferencia de centro (h,k) y radio R:
® (x,y) = (z — h)>+ (y — k) = R* = 0, y un punto cualquiera T = (u,v), la Potencia de Punto se define como
Pot (T, ®) = d* — R> = (u — h)* + (v — k)* — R> = ® (u,v). Con esto, la funcion en dos variables ® (z,y) es la
Potencia de Punto, y cumple ® (u,v) = 0 si y sblo si T pertenece a la circunferencia ®, ® (u,v) < 0 si y sélo si
T esta en el interior de @, @ (u,v) > 0 si y solo si T esta en el exterior de ®.
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= C contiene a O, el interior se invierte en el exterior

<

B'l JA

Un resultado derivado del anterior y de mucho interés es el siguiente

(155) Corolario: Si un punto interior de I' se transforma en un punto interior de I”,
entonces todo el interior de I' se transforma en todo el interior de T".

Esta claro que puede intercambiarse interior por exterior, y el resultado es igualmente
valido.

Otra propiedad importante de las Transformaciones de Moebius es que son Transforma-
ciones Conformes, esto significa que conserva el angulo entre curvas®® en magnitud y ori-
entacion. Una manera de probar esta propiedad se basa en la diseccién de una transformacion
de Moebius, de nuevo, la transformacion problemética es la Inversion Compleja, dado que el
resto son Similitudes Directas y por tanto Conformes. Pero la Reflexion es una transformacion
Anti-Conforme,?' y por via sintética es relativamente sencillo probar que la Inversién Geométri-
ca también es Anti-Conforme, y por lo tanto la Inversiéon Compleja, que es la composicién de
una Inversion Geométrica y una Reflexién, es una transformaciéon Conforme. Sin embargo, a
continuacion se abordara una via fundamentalmente algebraica para demostrar esta propiedad.

(156) Teorema: Transformaciéon de Moebius Conforme. Las Transformaciones de
Moebius no degeneradas son Transformaciones Conforme.

Demostracion:

Sean 1 y ¢ dos curvas continuas que se cortan en un punto A, de complejo afijo 2. Si 2/ =
(az +b) / (cz + d) es una transformacion de Moebius no degenerada se cumple que ad —be # 0.
Suponemos que las tangentes a las curvas existen en el punto A y A’, para que nuestro problema
tenga sentido. De igual manera, suponemos que czg + d # 0, porque en caso contrario zj, = 0o,
y de nuevo, nuestro problema pierde sentido. Si P; es un punto que se mueve continuamente
sobre 1 acercandose a A, la recta P; A tiende a la recta tangente a v por A, y de igual manera,
larecta P{ A’ tiende a la recta tangente a ¢/’ por A’. Un fen6meno analogo sucede si se considera
un punto P, variando sobre { y acercdndose continuamente a A. Si z; y z2 son los complejos

20Cuando existe. El angulo entre dos curvas esta definido como el formado por las rectas tangentes en un
punto de interseccion.
2IMantiene la magnitud de los angulos entre curvas pero cambia su orientacion.
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afijos a P, y P», se cumplen las siguientes relaciones

, , azp+b az+0 ad — be
20_21: ==

( ) (

czo+d cz+d  (czo+d)(
B (ad — be) (z0 — 22
czo+d czm+d  (czo+d)(czot+d

Por otra parte, como P; y P tienden a A, entonces en el limite cz; +d = czo + d y en tal caso

zZp — 21
cz1+d

, , azo+b aze+b

20 — 29 =

— [ — | ~~—

/ /
ZO_Zl _ZO_Zl

Zh—zh 2 — 2
Es decir, en el limite AP;AP» es semejante en orden directo al AP{A'P), con /PiAP, =
ZP{A'Pj, y dado que P1A y P, A son las tangentes a ¢ y ¢ por A, mientras que PjA" y PjA’
son las tangentes a 1)’ y ¢’ por A’, entonces la transformacion de Moebius 2’ es Conforme.

3.2.2. Cuatro teoremas sobre circunferencias ortogonales.

Hay algunas propiedades geométricas sobre circunferencias ortogonales que necesitaremos
més adelante. Considere una circunferencia I'

(157) Propiedad: Circunferencia Ortogonal dado una recta y un punto sobre
ella. Dada una recta t y un punto T sobre ella, existe una tinica circunferencia ortogonal a "
que es tangente at en T

Demostracion:

En la construccion de las familias ortogonales que conformaban las Circunferencias de
Apolonio (42), la familia A estaba formada por todas aquellas que pasaban por dos puntos
inversos C'y D, con respecto a una circunferncia fija de la familia B, y se cumple que todas las
circunferencias de A son ortogonales a esta cirunferencia dada de B. Esta misma propiedad la
utilizaremos nuevamente, y puede enunciarse como sigue:

Una circunferencia ® pasa por T y es ortogonal a T' si y sdlo si pasa por T', el punto Inverso
de T con respecto a T'.

Esto es equivalente a decir que el centro de ® pertenece a la mediatriz de TT” = [;. Por otra
parte, para que ® sea tangente a t en 7', el centro de ® pertenece a la recta Iy perpendicular
a t por T. Asi, el punto de corte X de [y y ls es el centro de ®, el cual existe y es tinico y el
radio de ® sera XT.22

22X puede ser un punto al infinito, cuando t pasa por el centro de T, en cuyo caso ® = t. Otro caso extremo a

considerar es cuando T pertenece a I', entonces T' = T" y l; sera la tangente a I por 7. También, si T' coincide
con el centro de I' entonces I = ®.
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(158) Propiedad: Circunferencia Ortogonal dados dos puntos. Dados dos puntos
distintos, existe una tinica circunferencia ortogonal a I' que pasa por ambos puntos.

Demostracion:

Si los puntos dados son A y B, basta aplicar en ambos el algoritmo que se utiliz6 an-
teriormente para determinar ly; si 4 vy [p son las recta asi obtenidas, X es la interseccion
de l4 y lg. Falta tinicamente verificar XA = X B, y esto es cierto dado que A, A’, B, B’
se ubican en una misma circunferencia, porque si O y r son el centro y el radio de I'; se
cumple OA - OA’ =12 = OB - OB, y esta es condicién suficiente para que dichos puntos for-
men un cuadrilatero ciclico. Asi ® es la circunferencia de centro X = [4NIg y radio XA = X B.

(159) Propiedad: Centros de circunferencias ortogonales. Si ® es una circunferen-
cia ortgonal a I', entonces el centro O de I' estéa en el exterior de ®, y el centro () de ® estd en
el exterior de I'. Ademas, la interseccién del eje radical de las circunferencias con la recta que
une los centros forma un punto P tal que es el inverso de cada centro con respecto a la otra
circunferencia, es decir P = Inv (O, ®) = Inv (Q,T).

Suponga que las intersecciones de I' y @ son C' y D, entonces C'D es el eje radical de I’
y ®. Claramente, cada centro debe estar en el exterior de la otra circunferencia, dado que el
tridngulo rectangulo OCQ tiene por hipotenusa la distancia entre los centros y de catetos los
radios. Se sabe que C'D_LOQ por propiedades de eje radical, y COLCQ dada la ortogonalidad
de las circunferencias. Con esto se observa facilmente que ACOQ = APOC = APCQ y de
alli se deduce OP - 0Q = OC? y QP - QO = QC?, 1o que se queria demostrar.

D

(160) Propiedad: Dos circunferencias ortogonales a I'. Si ®; y ®2 son circunferen-
cias ortogonales a I', los puntos de interseccion A y B (si existen) de ®; y ®9 son tales que
uno es inverso del otro respecto a I'. Ademas, si A estd en el interior de I' entonces B esta en
el exterior, y en caso extremo, ambos coinciden y estan sobre I

Demostracion:

Sean O y r el centro y el radio de I', C' una interseccién de @1 con I';, D una interseccion de
®5 conT'. Como I' y @1 son ortogonales se cumple que Pot (O, ®1) = OC?. Analogamente, como
I' y ®3 son ortongales, Pot (O, ®3) = OD?. Ademés, OC = r = OD por lo que Pot (O, ®;) =
Pot (O, ®3), es decir, O pertence al eje radical de ®; y P2, que es la recta AB. Con esto
OA - OB = r?, lo cual significa que A y B son puntos inversos con respecto a I'. Si ahora
suponemos que A esté en el interior de I' entonces OA < r = OB > r, es decir, B esta en el
exterior. Como caso extremo, ®; y ®o son tangentes en A = B y se cumple OA = r = OB,
por lo que el punto de tangencia pertenece a I'.
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3.2.3. M-Transformaciones.

Un subgrupo de las Transformaciones de Moebius que necesitaremos para la Geometria de
Poincaré, las cuales juegan el mismo rol aqui que las Isometrias Conformes en la Geometria
Euclidiana, son las Transformaciones de Moebius que dejan invariante la circunferencia uni-
taria y ademaés, transforman el interior de ésta en el interior. A tales transformaciones las
llamaremos M- Transformaciones. Este conjunto de M-Transformaciones no es vacio, por ejem-
plo la Identidad, o las rotaciones 2z’ = az, con |a| = 1, pertenecen al conjunto, ademas, es facil
verificar que tal conjunto en efecto tiene estructura de Grupo. A la circunferencia unitaria la
llamaremos w y a su interior 2. El conjunto de los puntos la Geometria no Eucliana de Poincaré
son los puntos de €2, y de alli la necesidad de tener transformaciones que muevan puntos de
a €, que son las M-Transformaciones.

Ahora bien, el hecho de considerar iinicamente este tipo de M-Transformaciones, que con-
servan la orientacion de los angulos (Conformes), causa problema al momento de definir la
semejanza de tridngulos, que segiin la literatura clésica, no hace distincién de la orientacion de
los angulos, por ello, se necesita definir también las M-Transformaciones Anti-Conformes (cam-
bia la orientacion de los dngulos) basadas en las Transformaciones de Moebius Anti-Conformes,
que son de la forma

, az+b
cz+d
Asi, las M-Transformaciones Anti-Conformes son aquellas Transformaciones de Moebius Anti-
Conformes que dejan invariante a w y transforman €2 en €. Esté claro que las M-Transformaciones
Anti-Conformes no forman un Grupo por si sélas, pero en conjunto, las M-Transformaciones
Conformes y Anti-Conformes si, a tal grupo de transformaciones las denominaremos M*-
Transformaciones.

A continuacion se derivaran algunos teoremas con M-Transformaciones Conformes.

(161) Teorema: M-Transformacién dado un punto y una direccién. Dados dos
puntos A y B en ), y dos direcciones (vectores) a y (3 por A y B respectivamente, se cumple
que existe una unica M-Transformacién que A — B y cambia la direccién de « a (.

Demostracion:

Por (157), sea ®4 la circunferencia®® ortogonal a w que pasa por A con direccién a en

23Existe y es tnica.
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A (esto quiere decir que es tangente en A a una recta que contiene al vector «). Analoga-
mente se define ®p. Como las transformaciones de Moebius son Conformes (156), y las M-
Transformaciones dejan invariante w, cualquier circunferencia ortogonal a w se M-transforma
en una circunferencia ortogonal a w. De aqui que si aplicamos a ® 4 cualquier M-Transformaciéon
tal que (A,a) — (B, ), se M-transformara en una circunferencia ortogonal a w que pasa por
B y con direccién 3, y esta es justamente la definicién de ®p. En conclusién, cualquier M-
Transformacion que (A, o) — (B, 3) también &4 — ®p. Sean A; y As las intersecciones de
d 4 con w, y andlogamente se definene By y Bs. Suponga que estos puntos han sido etiquetados
de tal forma que al recorrer la interseccion de ® 4 con €2 en la direccion de « se inicia en Aj
y se termina en Ao, y andlogamente para By y Bo. Entonces, si una M-transformacion existe
tal que (A, a) — (B, ), debe cumplir que A] — B; y Ay — Bsg, pero una Transformacion de
Moebius esta determinada de manera tnica si se sabe las imagenes de tres puntos dados (152),
que para nuestro caso son?* A, A;, Ay de imagenes respectivas B, By, Bo. Ahora hay que
verificar que esta transformacion de Moebius es una M-Transformacion. Esto es cierto, dado
que tal transformaciéon en principio &4 — ®p, ademas, dado que A — B por (155) mueve (2
a €, y finalmente, mueve una circunferencia w ortogonal a ® 4 que pasa dos puntos?® A; y A
en otra circunferencia que debe ser ortogonal a ®p y pasar por los puntos By y Bs, que es
nuevamente w, es decir, deja invariante a w. Por lo tanto, la transformaciéon de Moebius que
mueve (A, «) en (B, ) y deja invariante a w existe, es Gnica y es una M-Transformacion que
mueve ®4 a P, y en particular, mueve la intersecciéon de ® 4 con 2 a la interseccién de ®p
con ).

D A

Es de observar que en esta demostracion, si en lugar de tomar la direccién « se hubiera
tomado la —q, se obtiene una M-Transformaciones muy parecida a la anterior, con la tnica
diferencia que As — By y A1 — Bs. Es decir, para llegar a & g mediante una M-Transformacion
que A — B, se llega desde ® 4 con una direccion o 0 —« en A, y no hay més porque direcciones
tangentes a ® 4 por A so6lo son esas dos, que generan los mismos puntos de interseccion A; y
As. Asi, se tiene el siguiente corolario:

(162) Corolario: Dados dos puntos Ay B en ), ® 4 y ®p son circunferencias ortogonales
a w que pasan por A y B respectivamente, entonces hay exactamente dos M-Transformaciones
tal que A— By &4 — &p.

(163) Teorema: Intercambiando puntos con M-Transformaciones. Existe una tni-
ca M-Transformacién que intercambia dos puntos distintos dados A y B en Q.

24Los cuales no dependen de la existencia o no de la M-Transformacion.
2Que esta determinada de manera tnica por (158).
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Demostracion:

Sea ® la circunferencia ortogonal a w que pasa por A y B, por (158) existe y es tni-
ca. Se cumple entonces que cualquier M-Transformaciéon que intercambie A y B debe dejar
invariante a ®. Tomando &4 = ® = ®pg, por el corolario anterior, hay tnicamente dos M-
Transformaciones que dejan invariante a ® y A — B, por tanto son las tnicas candidatas para
intercambiar a A y B. Llamando a A1 = X1 = B1 y a Ay = X5 = Bo, estas se clasifican asi:

s Cumple que X7 — X7 y Xo — Xo.
= Cumple que X; — Xo y Xo — Xj.

En el primer caso, utilizando el conocido Teorema del Punto Fijo, como la M-Transformacion
es una aplicacién continua tal que €2 —  debe existir al menos un punto fijo P en €2. Con esto,
X1, Xo, P serian puntos fijos y por (151) la M-Transformacion debe ser la aplicacion Identidad,
que claramente no intercambia a A y B a menos que A = B, contradiccién. En el segundo
caso, el arco X1Xo = ® N se transforma en el mismo arco pero con orientaciéon cambiada
X5X1, se sabe ademas que A — B y se corroborara que B — A; en primera instancia suponga
que B — A’, como cualquier Transformacion de Moebius deja invariante la Razon Doble (153)
se cumple que {X1, X9; A, B} = {Xs, X1; B, A'}, por propiedades de razon doble se cumple
ademéas que {Xq, X1; B, A’} = {X;, Xy; A’, B} entonces { X7, X5; A, B} = {X1, X9; A’, B} de
donde A = A’ lo que se querfa demostrar.

La generalizacién de este teorema no se puede realizar para dos puntos y sus imégenes, sin
embargo, se vera en seguida que si existe alguna M-Transformacién que a dos puntos dados
los mueve a otros dos puntos dados, ésta queda determinada de manera tnica. Asi, el teorema
anterior aborda un caso en el que tal transformaciéon siempre existe.

(164) Teorema: Transformando arcos con M-Transformaciones. Dados cuatro pun-
tos A, B, C, D en ), si existe una M-Transformacién tal que A — C y B — D entonces ésta
es unica. Ademas, si ®1 es la circunferencia tinica que pasa por A y B y es ortogonal a w,
®s es la circunferencia tinica que pasa por C' y D y es ortogonal a w, se cumple que la M-
Traﬂs\forma/cién antes descrita también mueve los arcos completos de ®; y ®5 contenidos en
Q: AB — CD.

Demostracion:

Cualquier M-Transformacion tal que A — C'y B — D, por ser Transformaciéon de Moebius
y por tanto Conforme (156), transforma una circunferencia ortogonal a w que pasa por Ay B en
una circunferencia ortogonal a w que pasa por C'y D, es decir, ®; — 9. Por (162), se sabe que
hay anicamente dos M-Transformaciones tal que A — C'y ®&; — P4, y por hipoteis, suponemos
también que B — D. Estas dos transformaciones son las tunicas candidatas. Llamando m y n
a los arcos de circunferencia AB y CD de &1 y &, respectivamente, que estan contenidos en
Q, como las transformaciones de Moebius candidatas son M-Transformaciones, transforman 2
en {2 entonces m — n. Con esto, si consideramos la siguiente figura, de las direcciones posibles
en A (cada cual genera una M-Transformacion distinta) esta claro que se escogera la direccion
a, y de alli que la M-Transformacion, si existe, es tnica.
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[

3.2.4. Modelo de Poincaré.

El conjunto de puntos del Modelo Geométrico de Poincaré est4 compuesto por los puntos
de €2, que son los Puntos Propios, y los puntos de w representan los Puntos al Infinito o Puntos
Impropios. A estos puntos se les denomina p-puntos. En total, el circulo unitario representa
el plano completo en este modelo. Por otra parte, las rectas son los arcos de circunferencia
contenidas en {2 y ortogonales a w, cuyos extremos estdn sobre esta circunferencia. A estas
rectas las llamaremos p-rectas. Se considera que los puntos de w sean los puntos ideales para
garantizar que las rectas se puedan extender infinitamente sobre los puntos propios, y que asi
la recta no pierda esa caracteristica descrita por Euclides como “prolongable infinitamente”.
La incidencia se define de la manera usual, una p-recta estid compuesta por todos los p-puntos
que inciden en ella, que son infinitos, y también, por un p-punto inciden infinitas p-rectas. Por
otra parte, los dngulos se definen de la manera usual, es decir, en términos de las tangentes
locales a los puntos de interseccion de las figuras.

Por (158) se tiene
= Por dos p-puntos distintos incide una inica p-recta.

Entonces dos p-rectas distintas se cortan en a lo sumo un p-punto, ya que en caso contrario,
habrian dos p-rectas distintas que incididen sobre dos p-puntos distintos, contradiciendo el
resultado anterior. Una manera directa de obtener este mismo resultado es en base a (160),
que en términos de p-rectas diria que dos p-rectas se cortan en dos puntos (considerando la
circunferencia completa que contiene a cada p-recta), un p-punto y otro un no p-punto. Asi

» Por dos p-rectas distintas incide a lo sumo un p-punto.

En (160) se consideré un caso extremos en el que las circunferencias ortogonales a w son
tangentes entre si, se demostrd que el punto de tangencia pertenece a w. Este caso extremo
sirve para definir las p-rectas paralelas, que seran aquellas que se cortan en algin punto al
infinito del modelo, es decir un punto de w.

s Dos p-rectas distintas son paralelas si y sélo si cortan en un punto de w.

Otro concepto importante es el de p-segmento. Un p-segmento AB se define como el con-
junto de p-puntos sobre una p-recta que se ubican entre los p-puntos A y B que inciden en ella.
Segun (164), las M-Transformaciones pueden tomar el rol de movimientos rigidos en esta nueva
geometria (Isometrias), y se dird entonces que dos p-segmentos AB y C'D son iguales si existe
una M-Transformacion tal que A — C y B — D. En tal caso se escribird AB L CD. Esto
séria la igualdad considerando “segmentos dirigidos” segiin nuestra nocion con la Geometria
Euclidea, si se quiere librar de la orientacioén, entonces debera admitirse que tal igualdad sea
en base a M*-Transformaciones. Resumiendo
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s Dos p-segmentos AB y C'D son iguales y con igual orientacion si y sdlo si existe una M-
Transformacion tal que A — C' y B — D. Para librar la orientacion se considera entonces
una M*-Transformacion con la misma caracteristica. En ambos casos se escribird AB £
CD, y se distinguird dependiendo del contezto.

Si se considera ahora tres p-puntos distintos no p-alineados y las tres p-rectas distintas que
éstos definen se llega al p-tridngulo, y asi como en la Geometria Euclidea se considera que dos
tridngulos son congruentes cuando hay un movimiento que permite hacerlos coincidir, en el
modelo de Poincaré se definird de la misma manera, pero en base a M-Transformaciones, es
decir

s Dos p-tridngulos AABC y AA’B'C’ son congruentes y con igual orientacion si y sélo
st ewiste una M-Transformacion tal que A — A', B — B', C — C'. Para librar la
orientacion se considerard entonces una M*-Transformacién con la misma caracteristica.

En ambos casos se escribird AABC Z AA'B'C’ y se distinguird dependiendo del contexto.

Es de notar que como las M-Transformaciones son Conformes (y en general, las M*-
Transformaciones también, salvo orientacion), los p-tridngulos congruentes tienen angulos res-
pectivos iguales.

A continuacion se probaran algunos resultados importantes, pero cabe mencionar que con
esto se tiene ya las herramientas para obtener resultados propios de esta geometria, lamentable-
mente no se entrard en detalles en este texto.

(165) Teorema: p-rectas paralelas. Dada una p-recta | y un p-punto P que no incide
en [, existen dos p-rectas paralelas a | que inciden en P.

Demostracion:

Suponga que [ tiene por puntos al infinito a A y B, es decir, I', la circunferencia ortogonal
a w que contiene a [, corta a w en tales puntos. Por (158), sea ®; la circunferencia tnica
ortogonal a w que pasa por A y P, entonces a = 1 N Q define una p-recta parelala a [ que
pasa por P. Analogamente, definiendo ®2 como la circunferencia tinica ortogonal a w que pasa
por B y P se genera otra p-recta paralela a [ que pasa por P, que es b = ®5 N ). Esta claro
que a y b existen y son distintas, ya que A y B existen y son distintos.

Dy Dsy

(166) Teorema: Suma de dngulos internos de un p-triangulo. La suma de los an-
gulos internos de un p-tridngulo es menor que 180°.
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Demostracion:

En primer momento considere un p-tridngulo con el vértice A sobre el centro de w, entonces
las p-rectas AB y AC son lineas rectas, segin la nocion euclidea. Si ® es la circunferencia que
contiene a la p-recta BC, como ® y w son ortogonales, por (159) el centro de ® esta fuera de
w,y A, el centro de w, esté fuera de ®, por lo tanto, los p-puntos del p-segmento BC' estan al
interior del tridngulo euclideo ABC. Con esto, la suma de los angulos internos el p-tridngulo
ABC' es menor que 180°.

Ahora se probara que cualquier p-tridngulo tiene la misma suma de angulos internos que
un p-tridngulo ABC' como el anterior, con lo cual, la suma de angulos internos de cualquier p-
triangulo seria menor que 180°. Sea AA’B’C’ un p-triangulo cualquiera, de p-lados o' = B'C’,
b = C'A', ¢ = A'B’ (considere las circunferencias completas). De nuevo, A es el centro de
w. Si se invierte (Inversion Geométrica) con respecto a ¥, que es una circunferencia de centro
P=vnd # A yradio R =V PA- PA’ se cumple que A’ — A. Utilizando (159) se observa que
w es ortogonal a W, por (45) esto implica w — w. Se definen B y C p-puntos tales que B" — B
y C' — C. Como ' y ¢ pasan por el centro de inversion P, por (50), sus imagenes respectivas b
y ¢ seran rectas que ademas pasan por A, es decir b = CA y ¢ = AB. Finalmente, a’ se invierte
en una circunferencia a, pero como a’ y w son ortogonales, sus imagenes respectivas a y w deben
ser ortogonales también, y el mismo analisis para b y c¢. Con esto, a, b, ¢ son tres p-rectas que
generan un p-tridngulo AABC como el tratado en el péarrafo anterior. Este p-tridngulo es el
inverso del p-triangulo AA’B’C’, y como la Inversion Geométrica es Anti-Conforme, conserva
las medidas de los dngulos internos (aunque no su orientacion) de los tridngulos, y por tanto
la suma de los 4ngulos internos es la misma en ambos, lo que se queria probar.

Estos resultados son los que definen a este modelo geométrico como una Geometria No
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Euclideana. Ambos resultados son equivalentes entre si y equivalentes a la negacién del quinto
postulado de Euclides, en el sentido que tal postulado establece equivalentemente que por un
punto fuera de una recta pasa exactamente una recta paralela, o que la suma de los dngulos
internos de un tridngulo es 180°, mientras que los resultados anteriores establecen relaciones
no compatibles a la vez con el quinto postulado.

3.3. Algunas incidencias “sencillas” no tan sencillas.

A continuacién se presentan algunos resultados variados de Geometria Sintética relaciona-
dos con la Geometria Proyectiva. Las soluciones presentadas se basan el los Teoremas de
Menelao, Ceva, Desargues y otro teorema al que en este texto se le llamo Teorema Iterado
de Desargues, dado que como su nombre lo sugiere, la demostraciéon mostrada se bas6 en la
utilizacién iterada del teorema de Desargues. A pesar de la aparente sencillez de las soluciones,
éstas son en realidad bastante dificiles de “cazar”’, es necesaria mucha experiencia para encon-
trar las relaciones adecuadas.

(167) Teorema: Punto de Clawson. Dado el triangulo ABC, sea w el circuncirculo, T'j,
el excirculo respecto al vértice K, y k' el eje radical de w y Ty, con k = a, b, c. Se definen los
puntos A’ = b'c, B' = da’, C' = d'b/. Entonces el triangulo A’B'C’ est4 en perspectiva con el
triangulo ABC respecto a un punto, llamado el Punto de Clawson del triangulo ABC.

]-—‘b

Demostracion:

Sean a = BC, b= CA, ¢ = AB. Hay que probar que los triangulos ABC y A’B'C’, en ese
orden, estan en perspectiva desde un punto, es decir AA’, BB’, CC’ concurren en el punto de
Clawson W del AABC. Por el Teorema de Desargues (18) esto es equivalente a probar que
X =cd,Y =ad y Z = bl estan alineados. Sean Y’, Z’, X’ los puntos de tangencia de I'y, Ty,
I'. con a, b, ¢, respectivamente. Como Y pertenece a a’, entonces YC - Y B = YY'? y luego de
algunos ajustes algebraicos YY'-CY’' =Y C - Y’'B, o bien

BY' _YY'  (BY > YY? BY
Y'C  YC Yy'c) — YC? YC
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Y andlogamente se obtiene AX/XB = — (AX'/X'B)* y CZ/ZA = —(CZ'/Z'A)%. Por otra
parte AY', BZ', CX' concurren en el punto de Gergonne del AABC', entonces por el teorema
de Ceva (8) se cumple

AX' BY' CZ'

X'B Y'C Z'A

Y dadas las relaciones anteriores se concluye

AX BY CZ _
XB YC ZA

Por el Teorema de Menelao (6), X, Y, Z estan alineados.

(168) Corolario: Aplicacion de (21) al punto de Clawson. Definimos los triangulos
ABC y A'B'C’ como en el teorema anterior. Sea K; = kj', con k,j = a,b,c. Sean o’ = B.Cj,
b' = CuA. y " = AyB,, y con estas rectas se definen los puntos A” = b"c’, B" = "a”,
C" = a"V". Entonces, los triangulos ABC, A'B'C" y A” B"C" estan en perspectiva con respecto

al punto de Clawson.

Demostracion:

Los triangulos ABC'y A’ B'C’ estan en perspectiva con respecto al punto de Clawson (167),
y la deduccion que ABC' 'y A”B”C” estan en perspectiva desde W es una aplicacion directa
del Teorema de Desargues iterado (21).

(169) Teorema: Problema de Yiu sobre los excirculos. Dado el triangulo ABC, sea
I'y. el excirculo respecto al vértice K, k' la polar de K respecto a I'y, con k = a,b,c. Sean
A =Vd, B = dd, C" = dV. Entonces los triangulos ABC y A'’B'C’ estan en perspectiva
respecto a un punto.26

Demostracion:

Se probara que las rectas AA’, BB’ y CC’ concurren en un punto H. Sean X = ¢, Y = ad’,
Z = b, por el Teorema de Desargues (18), el problema es equivalente a probar que X, Y y Z
estan alineados. Sean Y/, M y N los puntos de tangencia de I', con a, ¢, b, respectivamente.
La recta a’ = M N corta a los lados del AABC en Y, M, N; entonces, usando el teorema de

Menelao (6)
AM BY CN

MB YC NA

26Ta] punto resulta ser el ortocentro del triangulo ABC.
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Pero como AM = NA=s, MB=—-BY', CN = -Y'C, entonces

BY B
Yc Y'C

de donde Y y Y’ son conjugados armonicos respecto a By C, es decir {B,C;Y,Y'} = —1.
Definiendo de manera analoga los puntos Z’, X’ se tiene {C, A; Z, Z'} = {A,B; X, X'} = —1.
Es de notar que las rectas AY’, BZ', C X’ concurren en el punto de Nagel del AABC, por lo
tanto, siguiendo la demostracion de (31), los puntos X, Y, Z estan alineados.

(170) Corolario: Aplicacién de (21) al problema de Yiu. Definimos los tridngulos
ABC y A'B'C" como en el teorema anterior, y el triangulo A” B"C" como en (168). Entonces
los triangulos ABC, A'B'C" y A”B"C" estan en perspectiva respecto a H.

Demostracion:

De nuevo, es una aplicacion directa del Teorema de Desargues iterado (21) sobre el prob-
lema de los excirculos de Yiu.

Siempre sobre el tema de concurrencias, pero ahora considerando circunferencias que in-
ciden en lugar de rectas (dado que béasicamente son la misma cosa) se tienen los siguientes
teoremas.
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(171) Teorema: Teorema de Miquel. Dado el triangulo ABC, si D, E, F' son puntos
cualesquiera sobre BC, CA, AB entonces los circuncirculos de los triangulos AFE, BDF,
CED inciden en un punto.

Demostracion:

Si los circuncirculos de AFE y BDF se cortan en F'y P se forman los cuadrilateros cicli-
cos AFPE y BDPF, entonces /FPE = 180° — Ay /DPF = 180° — B, y por lo tanto
/EPD = 360° — /ZFPE — /DPF = 180° — C, asi, el cuadrilatero CEPD es ciclico y P

pertenece al circuncirculo de CED.

(172) Corolario: Circuncirculos de un cuadrilatero completo. Si ademas D, E, F
estan alineados entonces el circuncirculo de ABC también pasa por P.

ey
)

D B C

Demostracion:

Aplicando el teorema de Miquel (171) al tridngulo AF'E resulta que los circuncirculos de
ABC, FDB, EDC inciden en un punto P’, que es el otro punto de interseccién de los cir-
cuncirculos de FDB y EDC, que es justamente la definicion de P, por lo tanto P’ = P y el
circuncirculo de ABC pasa por P.27

(173) Teorema: Cirunferencias de 9 puntos incidentes. Si ABCD es un cuadrildtero
ciclico entonces las circunferencias de 9 puntos de los triangulos ABC, ABD, ACD, BCD
inciden en un punto.

2"Esta es una propiedad muy util y conocida de cuadrilateros completos.
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Demostracion:

Sea I' el circuncirculo del AABC. Se definen los puntos P, @, R, S, T, U como los puntos
medios de AB, BC, CD, DA, BD, AC. Si x es la recta tangente a I' en el vértice X, con
T = a,b,c,d, entonces el punto P’ = ab es el inverso geométrico de P con respecto a I', y lo
mismo se cumple para @Q’,...,U’. Se sabe que la circunferencia de 9 puntos del AABC es el
circuncirculo del APQU., este circuncirculo se invierte en el circuncirculo del AP'Q'U’, entonces
las circunferencias de 9 puntos de los tridangulos ABC, ABD, ACD, BCD inciden en un punto
si y so6lo si sus figuras inversas, los circuncirculos de los triangulos P'Q'U’, P'T'S’, U'R'S’,
Q' R'T’ inciden en un punto, lo cual es cierto por (172) aplicado al cuadrilatero completo abed.

DR'

u"

(174) Teorema: Aplicacién de Desargues en caso extremo. Dado el triangulo ABC,
sean D y F puntos sobre AB y AC respectivamente, tal que DE || BC. Sea P un punto interior
al tridngulo ADFE, G la interseccién de PB con DE, H la interseccién de PC con DE. Pruebe
que A pertenece al eje radical de los circuncirculos de PDH y PEG.

A
D/ Gl H\E
B
J K

)

i Q
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Demostracion:

Sea @ el otro punto de corte de los circuncirculos de PDH y PEG, J la interseccion de
PB con DQ, K la interseccion de PC con EQ. Como BC || DE entonces /PBC = /PGE.
Como PGQE es ciclico, entonces /PGE = /PQFE. Asi /PBC = /ZPQEFE, y andlogamente
/PCB = ZPQ@D. Con esto, el angulo BPC, que es suplementario la suma de los angulos
PBC y PCB, sera también suplementario al angulo DQF, por lo tanto PJQK es ciclico.
Por este ciclico /ZPQK = Z/PJK, y de aqui es inmediato que /PGE = /PJK, y por tanto
JK | DE || BC. Los triangulos PBC'y QDE estan entonces en perspectiva (en ese orden) con
respecto a la recta JK, dado que la interseccion de BC' con DFE esté sobre la recta JK (las tres
rectas se cortan en el mismo punto al infinito), y aplicando el Teorema de Desargues en esta
version degenerada implica que las rectas BD, PQ, CE concurren, es decir, A pertenece a PQ.
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