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Introduccién

En la literatura clasica sobre anillos locales y anillos henselianos, la henselizacién de un anillo
local, se construye como limite inductivo sobre la familia de anillos que resulta “extendiendo”
el anillo base con raices simples de polinomios.

El interés de estudiar en geometria la henselizacién R" de un anillo local (R, m, ), es que para
el caso Kk = R 6 C, las propiedades analiticas de las variedades algebraicas en un punto se
pueden estudiar en el anillo henseliano R", que se encuentra comprendido entre el anillo R y
su completado R: R c R" c R. Este anillo R" tiene la caracteristica de ser el “mas pequeno”
donde el Teorema de la Funcién Implicita (TFI) se verifica.

El objetivo es hacer efectivo el teorema que llamamos de representacion, el cual permite hacer
divisién en anillos henselianos en sentido débil pues no hay unicidad. La demostracion se hace
aplicando técnicas y herramientas computacionales, la cual permite formular un algoritmo.
Terminamos nuestro trabajo, explicando en un ejemplo particular cémo se aplica el algoritmo
formulado.



1. La Henselizacion en geometria algebraica

Este capitulo se desarrolla en el contexto del apéndice @ e inicia (§@) con el concepto planitud
para algebras, luego (§) se construye la henselizacién R" de anillos locales como el limite
inductivo sobre la familia de anillos que resulta de adjuntar “raices simples de polinomios de
una variable a R”. Finalmente (§) explicamos que la henselizacién R" de un anillo local es
también el limite de dlgebras de Hensel. Este resultado es el Lema de Hensel Multivariado (LHM)
del cual damos el esquema de una demostraciéon para un caso particular, a saber: el anillo R =
K[X1,. . Xnl(x,,.. . x,), 1a demostracién del caso mds general se encuentra en [l]. Finalmente
ilustramos con un ejemplo la dificultad de asociar explicitamente o constructivamente a un
cddigo de Hensel multivariado un cédigo univariado.

1.I. Algebras planas y fielmente planas

El concepto de planitud fue introducido en dlgebra conmutativa por Serre en los anos 1950, en
esta seccién damos nuestra definicién (efectiva) de dlgebra plana y algebra fielmente plana, que
es equivalente a la que se encuentra en los libros de textos.

Intuitivamente hablando, una R;—algebra Rs, es plana sobre R; si los sistemas lineales de
ecuaciones homogéneas sobre R; no tienen “mas” soluciones en Ry que las que tienen en Ry,
y es fielmente plano cuando esta afirmacién también se verifica para sistemas de ecuaciones
lineales no homogéneos.

(1.1) DEFINICION: Sea ¢ : R; — Ry una R;—algebra.
1. El algebra Ro, diremos que es plana (sobre Rj) cuando cualquier relaciéon de depen-

dencia Rs—lineal entre elementos de R; es una combinacion Rs—lineal de relaciones de
dependencia R;—lineales entre estos mismos elementos.

En otras palabras, para aq,...,a, € R; y cualesquiera aplicaciones lineales
a: R — Ry y ax:RY — Ry
x— alx) =ax1+ ...+ apey y— a(y) = ¢la)y + - .-+ o(an)yn,

se tiene que ker o, = (p(ker a)) g, .

Se dice también que el anillo Ry es plano sobre Ry o que ¢ es un homomorfismo plano.

2. Sea Ry un R;—algebra plana, diremos que es fielmente plana si para cualquier aplicacion
lineal a : RY — Ry y todo r € Ry, si la ecuacién lineal o, (y) = ¢(r) tiene una solucién
en Ry, entonces la ecuacion lineal a(x) = r tiene una solucién en RT.

Se dice también que el anillo Ry es fielmente plano sobre Ry o que ¢ es un homomorfismo
fielmente plano.

(1.2) OBSERVACIONES: 1. Si Ry es fielmente plano sobre R;, entonces Ry es plano
sobre Rj.

2. Si Re es un Rj—algebra fielmente plana, del caso n = 1 y a = 0, se deduce que si
ax(y) = p(r) = 0 tiene solucién en Ry, entonces 0 = a(x) = r tiene una solucién en Ry,
esto comprueba que ¢ es un homomorfismo inyectivo, esto permite identificar Ry como
subanillo de Ry. Atn mas, si ¢(a1) divide a p(az) en Rg entonces a; divide a ag en Ry y
si ¢(u) € Ry entonces u € Ry'.



La definicién @ tiene la propiedad a°® = a respecto a extensién contracciéon de ideales a de R;.
En efecto, siempre se tiene que a®® D a, veamos que a® C a, sea r € a®, entonces (1) € a®,
existen z; € Ry y a; € a para i = 1,2,...,n tales que p(r) = Y I z;p(a;). Asi la ecuacién
ax(x) = ¢(r) tiene solucién en RY, por ser fielmente plana, la ecuacién a(x) = r tiene solucién
en Ry, asir € a.

(1.3) DEFINICION: Un morfismo ¢ : (A,m4) — (B,mp) de anillos locales se dice que es
local cuando refleja unidades, i.e. si p(a) € B* = a € A*.

Observemos que A = my UA* y B=mpUB* ysi¢(a) ¢ mp= ¢(a) € B* =ac A" =
pla) € p(A*) C B* = ¢(a) ¢ B\ (A7) D p(A\ A%) = p(ma) = p(a) ¢ p(ma). Lo anterior
dice que ¢ es local si p(my) C mp.

(1.4) LEMA: Sean (Rj,m;), (R2, my) anillos locales y ¢ : (Ry,m;) — (R2, mg) morfismo local.
Entonces Ry es Rj—algebra plana si y solo si Ry es Rj—algebra fielmente plana.
Demostracion. = Recordemos que ¢ : R — Ry sea local quiere decir que ¢(mp) C mo.

Sean x,a; € Ry y consideremos la ecuacién

n
Zaiwi =z en R (1)
i=1
y
n
> plai)zi = p(x) en Ry (2)
i=1
Supongamos que y = (y1,. .., Yn) s solucién de (E) y consideremos ¥ = (Y1, ..., Yn, Yn+1)

solucion de la ecuacién homogénea
n
> elai)wi + p(—2)Tp1 =0 (3)
i=1

Como Ry es Ri-algebra plana, las soluciones de (E) estan generadas como Ry—submddulo

de RY por las soluciones de > | a;z;+(—2)xnt1 = 0, i.e. existen S; = (81, .., Sjn: Sjnt1) €

R;‘“, Ai € Ry, 5=1,...,rycierto r € N tales que:
(yl) <y Yn, 1) = Z;:l SO()\])S]

n

Z a;Sj; + (_x)sj,n-i-l =0 Vj=1,...,r. (4)

i=1
Esto quiere decir que S; es solucién de Y ;" | a;xi+(—)zp41 = 0, como 1 = Z;Zl ©(Aj)Sjn+1s
Aj € Rq. Llamando a = <31,n+1, ..y Srnt1) Ry ideal de Ry generado por s1p41,- .-, Srntls
tenemos 1 € p(a)Rg, i.e. a° = @(a)Ry = Ry, asi a ¢ my, pues si a C my = @(a) C
p(my) C me = p(a)Ry C mg = Ry = p(a)Re C my # Ra, contradiccién. Asi existen
pj € Ry (j=1,...,7r) tales que 1 = 3" f1j8jn+1.
Multiplicando (H) por /i; tenemos

n

> aisii+ pisinei(—x) =0 J=1...,r
i=1



sumando sobre j

n T T
Do aild pisii) + Y misjmir(—z) =0
j=1

i=1  j=1

. e T
slwg i=) 5 q i

n
Z air; + 1(—z) =0
i=1

ie. x = (x1,...,xy) es solucién de > | a;x; = .

< Se sigue de la observacion @m
O

(1.5) OBSERVACION: Geométricamente, una R;—algebra plana Ry corresponde a una
familia Spec(R2) — Spec(R;1) que varia continuamente. La fibra de Spec(R2) en un punto
p € Spec(Ry) es Spec(Ry ®g, k(p)), donde k(p) es el campo residual del anillo local (Ry),, o
equivalentemente, el campo de fracciones del dominio R; p. Esto es que la fibra “varia conti-
nuamente” al variar p.

1.II. Henselizacion de un anillo local

Los anillos henselianos son los anillos “més pequenos” que verifican el TFI, en ellos se pueden
estudiar localmente propiedades geométricas y analiticas de manera algebraica.

Dado un conjunto algebraico V' C K™ y un punto p € V, el anillo local de V en el punto p es
el conjunto O, la henselizacién (91’; del anillo local O, es la menor extensién local que verifica
el TFI.

(1.6) DEFINICION: Sea (R, m, ) un anillo local.
1. Se dice que f es un polinomio de Hensel si es ménico, f(0) e my f/(0) € R*.

2. Diremos que R es un anillo henseliano si cualquier polinomio de Hensel tiene una raiz
en m.

Observemos que si f(X) = X"+ ...+ a1 X + ap, con a1 € R* y agp € m tiene una raiz en m,
entonces esta raiz es Unica. En efecto, sea @ € m una raiz de f, f(X) = (X — a)g(X), con
g(X)=X""14+ ...+ X +by € R[X]yby—ab; =a; € RX, asi by € R*. Si B € m es otra rafz
de f, entonces f(5) = 0, pero g(8) € R*, por lo tanto a = 3.

Mostremos ahora que todo polinomio f(X) = a, X"+ ...+ a1 X +ap con a1 € R* y ap € m
tiene una (Unica) raiz en m: esta es una manera de suprimir en la definicién la hipétesis que
f sea moénico. Parece claro que este tipo de resultado debe ser la consecuencia de algin cambio
de variable; y de hecho este es el caso, curiosamente este cambio de variable parece que esta
ausente en la literatura clasica.

El siguiente lema indica el cambio de variable sugerido.

(1.7) LEMA: Sea f(X)=a,X"+...+a1X + ap, con a; € R* y ap € m. Entonces existe un
polinomio ménico g(X) € R[X], g(X) = X" +...+b1X + by, con by € R* y by € m, de manera
que la siguiente igualdad tiene sentido en R(X):

—aoal_l

apg(X) = (X + 1)nf(X7_i_1

)7



donde R(X) denota la localizacién de Nagata de R[X].
Demostracion. Tenemos

—aoal_l

X"f( X ) = ap(X" — X" + ag Z(—l)jajag_Qal_jX"*j) = aph(X)
j=2

donde

n
h(X)=X"=X""4ap) (—1Vaja) a;’ X" = X" — X"7! 4 apl(X)
j=2

Escogemos g(X) = h(X +1) = X" 4+ ... 4+ b1 X + by. Este polinomio es ménico con término
constante byg = ¢g(0) = h(1) = apl(1) € m y término lineal by = ¢’'(0) = A'(1) = 1 + apl'(1) €
IT+m. O

(1.8) COROLARIO: Sea (R, m, ) un anillo henseliano, f(z) = a, X" +...+a1 X +ap € R[X]
un polinomio tal que f(X) € k[X] tiene una raiz simple a € x. Entonces existe una tinica rafz
a € R de f tal que @ = a.

Demostracién. Consideremos el polinomio h(X) = f(X + ~), donde ¥ = a, como f(a) = 0,
entonces 7 € m, si construimos g(X) a partir de A(X) como en el lema anterior, tenemos
g(0) = h(1) = f(y) e my ¢'(0) = h'(1) = f'(y) € R*. El resultado sigue de aplicar el lema
anterior al polinomio h. ]

(1.9) DEFINICION: Un cédigo de Hensel sobre R es una terna de uplas (X, f,0) donde
(X, f) es un sistema de polinomios sobre R y 0 es una raiz simple del sistema en el campo
residual &, i.e. una raiz residual tal que \%(6)\ € R,

Si 0 se levanta a una tnica raiz simple u del sistema (X, f) i.e. w; = 0 para cada i, diremos
que u es una raiz de Hensel en R del cédigo (X, f,0).

Un cédigo de Hensel univariado es un cédigo de la forma (Z, g,0) donde g es un polinomio
de Hensel.

En lo que sigue dado un anillo local (R, m, k) vamos a construir la menor extensién henseliana
de R que domina a (R, m, k) y tiene el mismo cuerpo residual x, en la literatura esto se llama
henselizacién del anillo R (ver )

(1.10) DEFINICION: Sea f(X) = X" + ... 4+ a1X + ag € R[X] un polinomio de Hensel.
Definimos R[X] := R[X]/(f(X)), donde Xes la clase de equivalencia de X en el anillo cociente,
sea S el subconjunto multiplicativo de R[X] definido por

S = {g(X) € R[X] : g(X) € R[X],g(0) € R"}.

Definimos Ry como R[X] localizado en R\ S, esto es:
Ry := SilR[Y].

(1.11) LEMA: El anillo Ry es un anillo local con ideal maximal mR; y su campo residual k¢
es candnicamente isomorfo al campo residual k del anillo R[X],/(f(X)), ademas es fielmente
plano sobre R y en particular puede identificarse R con su imagen en Ry y escribir R C Ry.



Demostracion. Como f es ménico, entonces B := R[X|/(f(X)) es R— libre y por consiguiente
plano sobre R.

Ademés STY(R[X],/(f(X))) es R[X],(f(X))—plano, siempre que S~ B es B plano para cual-
quier localizacién y por transitividad S—'(R[X],/(f(X))) es plano sobre R

Los elementos de Ry pueden escribirse como fracciones formales r(X)/s(X) con r,s € R[X],
5(0) € R*, r(X),s(X) € R[X]. Consideremos una fraccion arbitraria a = r(X)/s(X) € Ry,
para probar que Ry es local, mostraremos que a € R}( oa € Jg,. Si r(0) € R*, entonces
a € RY; si r(0) € m, consideremos otra fraccién arbitraria b = r1(X)/s1(X) € Ry, tenemos

1+ ab = (s(X)s1(X) +r(X)r1(X))/(s(X)s1(X)) = p(X)/q(X)

y p(0) € R*, entonces 1 + ab € R;. Ahora mostraremos que mp, es el conjunto de todas las
fracciones r(X)/s(X) tales que (0) € m (en particular m C mg,) y R} es el conjunto de todas
las fracciones 7(X)/s(X) tjles que r(0) € R*. En este sentido, para demostrar que mg, = mR;
es suficiente mostrar que X /1 € mRy. Sea

VY =X"""4a, X" 4. 4taX+ta

Tenemos Y € R; yYX = —ag, asi X = —ao?_l € mRy. Por lo tanto mp, = mRiy.

Hemos mostrado que el morfismo R — Ry es local y por lo tanto Ry es fielmente plano sobre
R (Lema [L.4), asi se puede considerarse R como subanillo de Ry.

Una igualdad 7(X)/s(X) = p(X)/q(X) en Ry quiere decir (X)(p(X)s(X) — r(X)q(X)) €
(f(X)) en R[X] con u(0) € R* y esto implica que p(0)s(0) — r(0)g(0) € m. Observamos que
Ry 3 r(X)/s(X) = 1(0)/5(0) € k es un homomorfismo de anillos bien definido con nticleo mg,,
asi obtenemos que el campo residual de Ry es canénicamente isomorfo a x. ]

(1.12) LEMA: Sea (R, m, ) un anillo local y (X, f,0) un codigo de Hensel univariado, entonces
el morfismo R — Ry es fielmente plano.

Demostracién. El dlgebra R[X| := R[X],(f(X)) es libre, en un principio Ry es localizacién de
R[X]. Por tltimo, los dos anillos son locales y el morfismo refleja las unidades. O

En lo que resta éel capitulo hiremos como lo hicimos al final de la demostracién de ,
denotaremos por X al elemento X /1 de Rs. Este es un cero de f en mp ;» ademas identificaremos
R[X /1] como subanillo de Ry el cual es un anillo cociente de R[X].

(1.13) LEMA: Sea (R, m, ) un anillo henseliano, sea C' un anillo con radical de Jacobson J¢,
¢ : R — C un homomorfismo de anillos y f(X) = X"+...+a1X +ap € R[X] un polinomio de
Hensel.

Sid(f) = X"+ ...+ ¢(a1)X + ¢(ap) € C[X] tiene una raiz £ € Jo, entonces existe un tinico
morfismo v : Ry — C tal que P(X) = ¢ y el siguiente diagrama conmuta:

C,Jo

1%

Rf,me

En el caso que C sea un anillo local y ¢ un morfismo local, entonces ¢ es un morfismo local.



Demostracién. Se ha construido Ry exactamente para este propdsito. En efecto, primero, como
o(f)(&) = 0, entonces existe un tnico homomorfismo de anillos ¢ : R[X] — C factorizando ¢:

_ % . c
%
R[X]

Segundo, como £ € Jo vy ¢(R*) C C*, para cualquier elemento g(X) = ¢g(0) + X h(X) € S
(9(0) € R*) tenemos que qzb( (X)) = ¢(g(0)) + & h(¢) € C*. Por lo que existe un tnico
homomorfismo de anillos v : ST R[X] — C factorizando ¢:

Supongamos que C' es un anillo local y ¢ un morfismo local. Si 1(g(X)/s(X)) € C*, entonces
debemos mostrar que g(X)/s(X) € R} . Tenemos que Y(g(X)) = ¢(g(0)) + & h(§) € C*. Como
¢ € me tenemos que ¢(g(0)) € C*. Como ¢ es un morfismo local, g(0) € R*. Asi g(X) € Sy
g(X)/1¢e R O

Definicion inductiva

Ahora definimos un sistema inductivo. Sea S la menor familia de anillos locales (Z, my) tal que
- (R,m) € S;

II- si (Z,mz) €S, f(X)=X"+...+ a1 X +ag € Z[X] con a1 € Z* y a9 € mz, entonces
(Zf,mzf) €S.

Veamos que S es un sistema inductivo. El anillo R se incluye canénicamente en cada anillo local
(Z,mz) € S,y mzy = mZ. De manera similar, cada anillo local en S se incluye canénicamente
en otro que construye a partir de el.

Dados dos anillos locales (B, mp),(C,m¢) € S, el primero de ellos es construido agregando
sucesivamente raices de Hensel de polinomios f1,..., fr en extensiones sucesivas, el segundo es
construido agregando sucesivamente raices de Hensel de los polinomios g1, ..., g¢ en extensiones
sucesivas.

Ahora podemos agregar sucesivamente las raices de Hensel de los polinomios fi,...,fr a C'y
agregar sucesivamente las raices de Hensel de los polinomios g1, ..., gs a B. Observamos que la
extension C” de C'y la extension B’ de B construidas son canénicamente isomorfas.

Asi tenemos un sistema inductivo filtrado cuyos morfismos son inyectivos y el limite inducti-
vo es un anillo local que “contiene” todos los elementos de & como subanillos. Este tipo de
construcciones siempre funciona cuando tenemos la propiedad de unicidad que describe el lema,
el

La construccién anterior permite definir también la henselizacién R" de R como el limite

Rl .= lfim Z.
zZeS

Tenemos el siguiente teorema.



(1.14) TEOREMA: La henselizacion R" del anillo R es un anillo local henseliano con ideal
maximal mRy. Si (B,mp) es un anillo local henseliano y ¢ : R — B es un morfismo local,
entonces dly tal que el siguiente diagrama es conmutativo:

(R, m) (B,mp)

<

(R mR")

Demostracion. El caso base es la conclusion del lema . Supongamos entonces que al hacer
repetidamente () n veces existe un tnico morfismo local 1, de manera que el siguiente

diagrama es conmutativo.

(Rf’n, men

BamB)

Como ¥y, : (R, mRy,) — (B,mp), es un morfismo local y (B, mpg) es un anillo local, construi-
mos (R 1, mRy, n+regando las raices de Hensel de los polinomios p1,...,p, a (Rfn, mRy,,)
tenemos por el lema [1.13 que existe un tnico morfismo local 1,1 tal que el diagrama es con-
mutativo.

(B,mB)

R,m)
(Rfﬂlv mevn)

zZ}n+1

(Rfmy1,mRf 1)

1.I1I. Lema de Hensel Multivariado

Para un anillo local hemos construido la henselizacién y demostrado ciertas propiedades. A
continuacién justificamos que todo anillo hensehano verifica el LHM o TFI.
Comenzamos generalizando la definicién [1.10. Dado un c6digo de Hensel (Y, f,0), donde f =

(fi,..., fn), yparacadai: f; € R[Y1,...,Yy], fJ( )=0y ]g({%’i’m( )| € R* podemos asociarle
un algebra que llamaremos algebra de Hensel:

Ry = (RIYL/(f) vy = (BY1, - YL (f o o)), V)

En particular, para un cédigo de Hensel univariado (Z, g,0) podemos asociarle un algebra que
llamaremos algebra de Hensel univariada:

Ry := (R[Z],/(9(Z)))z)

(1.15) LEMA DE HENSEL MULTIVARIADO: Sea (R,m) un anillo local con campo
residual xk y (Y, f,0) un cédigo de Hensel sobre R. Entonces, existe un cédigo de Hensel

10



univariado (Z, g,0) y w una raiz de Hensel en Ry tal que, llamando z a Z méd m la aplicacion

(R[Z]/(9(Z))) (m,z) — Ry
Zrrw € Ry

es un isomorfismo.

Una consecuencia del lema la henselizacién del anillo local (R, m) es también el limite
inductivo de algebras de Hensel univariadas asociadas a c6digos de Hensel multivariados. Como
se ha enunciado este lema, para anillos mas generales, es consecuencia del Teorema Principal
de Zariski (ZMT por su nombre en inglés) en su version abstracta “a la Peskine” (1946).

Una demostracion constructiva del lema se encuentra en [, Teorema 4.4], la cual permite dar
un algoritmo (de alta complejidad) para definir el isomorfismo que se establece en el lema.

En los capitulos siguientes, para trabajar con el henselizado del anillo local R := k[X ]<X>,
usaremos de manera dindmica la henselizacién como limite inductivo de estas dlgebras de Hensel.
Noétese que para este anillo R una de esas algebras serd: K[X,Y],/(H), donde (Y, H,O0) es
un cédigo de Hensel, X = {Xy,..., X,,}, Y = {N,....Y,}, H = {Hy,...,H,}. Por ello a
continuacion damos una demostracion del LHM para este caso particular:

(1.16) TEOREMA: Sea K un campo, X = {Xy,..., X}, Y :={Y¥1,...,Y,}. Consideremos

el anillo local

y un cédigo de Hensel dado por Hy,...,H, € O[Y], con H;(0,0) =0y |%(0,0)| #0.

Sin pérdida de generalidad suponemos que H; € K[X,Y]. Entonces el dlgebra de Hensel

(OY]/(H)xy)=K[X,Y]/(H)
es isomorfa a un algebra de Hensel univariada de O.

Demostracion. Sea C := K[X,Y],/(Hi,...,Hp) y m:=my = (x). El corolario comprue-
ba que el anillo Cy, es local regular.

La variedad asociada a I := (Hy, ..., Hp) por el (0,0) solo pasa una componente pues el anillo
es DI y al localizar desaparecen todos los ideales que no estdn contenidos en m que corresponden
a variedades que no contienen a (0, 0).

Esto dice que si antes de localizar el ideal I tiene la descomposiciéon primaria I = pg N ... NP,
entre todos esos primos existe solamente un p que estd contenido en el maximal. Al localizar
todos desaparecen excepto p, asi

I°=1-KIX,Y|xy) =p KX, Y] xy),
al localizar en m tenemos que:
A= C(X,Y) = (K[XaY]/I)(a:,w = (K[XvY](X,Y))/Ie = (K[X7Y]/p)<w,y)

Por lo tanto el cuerpo de fracciones de A es igual al cuerpo de fracciones de (K[X,Y],/P)m.
Tenemos que

K[X] C K[X’Y]/p é (K[XvY]/p><m,y> = (K[XvY]/<H17~~'7Hp>)<m,y) = A,

donde i es inyectiva, porque K[X] es DI, cuando se va localizando se van encontrando anillos
mas grandes hasta el cuerpo de fracciones, y ademés la aplicacién del DI en su cuerpo de
fracciones es inyectiva y por tanto las aplicaciones intermedias también.
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Como K[X] x) — A, tenemos que

n = dimy A
= dimkrull(K[Xa Y]/F)(z,y)
= dimkrull K[X, Y]/p
= grado de trascendencia de K[X,Y],/p

Esto quiere decir que, K[ X] — K[X,Y]/p, y los grados de trascendencia de K[ X ]y K[X,Y]/p
es n, esto es, que las y’s son algebraicas. Por lo tanto el cuerpo de fracciones Q(A) es L
y es una extension finitamente generada de K, de hecho, es una extensién algebraica de
K(X) = Q(K[X]x)).
Como K[X]x)y C L, sea O el cierre integro de K[X]x) en L, por [3, Proposicién 5.17] tenemos
que O es un K[X] x)—finitamente generado.
Ademas A es local regular, por tanto DI, y por tanto integramente cerrado en L, como el cierre
integro es el menor anillo del cuerpo de fracciones que es entero sobre K[X ]< x) que es O, luego
necesariamente O C A. Asi

K[X]<X> Cc O CA,

claramente el ideal maximal m de O se contrae de m4: m =my N O.
Ahora vamos a probar que

O = A.

Bastard probar que y; estd en O, por la siguiente observacion.

Todo elemento de A se puede escribir como 11(}2’;;), donde h(0,0) = 0 i.e. h € my, Como O
contiene a K, x, y, se tendra que h € O (por ser polinomio) y entonces h € ONmy = m. Luego
h € m, de donde 1+ h ¢ m.

Para probar y; estd en O, debemos probar que dependen integramente sobre K[X ]< x)- Para
ello usaremos la caracterizacion dada por el teorema y su corolario, que juntos afirman que
el cierre integro de un anillo es intersecciéon de AVD, cuando la valoracién es discreta de rango
uno podemos simplificar a que haya solo una y. Asi la técnica, es deducir las variables y a una

sola y.

K[X]<X> COCACqf(A)=L

Claramente y; € L, también y; € A, y queremos ver que y; € O, como O es un anillo noet-
heriano, local regular, integramente cerrado y DI. Es suficiente probar que para para cualquier
AVD, V = Oy, se tiene que y; € V, donde b un ideal primo de altura 1 de O.

Por el teorema del ascenso [3, Teorema 5.16] entre K[X] x) y O tenemos que V* := K[ X x a),
donde a := bN K[X]x) es un un AVD de rango uno (de K (X)) dominando a V. Asf podemos
asumir que la valoracién asociada a V' es inducida por un morfismo inyectivo ¢ : O — k(b)[[¢]]
y hace conmutativo el diagrama

K[X]x) C (@) C L
l .
k(a)[[1]] - k(0)[[¢]] - k(0)((1))

Como ¢(x) € k(b)[[t]], por la hipotesis sobre el jacobiano y el teorema de la funcién implicita
en una variable, existe una tnica solucién y(t) € k(b)[[t]] que satisface el sistema

Hi(@(a1), .. $(wn),y) =0, i=1,....p.
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Por lo tanto y; € V*.

Hemos visto que O es un K[X] x)- médulo finitamente generado, es decir, K[X];x)y C O
es una extension finita. Sea q el ideal (X)K[X] xy del anillo K[X]x). Asi O,/q- O es un
K[X]x),/q= K espacio vectorial de dimensién finita y por el teorema de estructura de anillos
de Artin [3, pdg. 8.7] es producto directo finito de sus localizaciones en ideales maximales de O
que contienen a q - O.

Como q es ideal maximal de k[ X] x), los ideales maximales que contienen a q- O son los ideales
maximales de O que yacen sobre q en K[X] x), denotaremos a estos ideales de O que yacen

sobre q por my, ..., my. Recordemos que uno de ellos es m y era la contraccién del maximal de
A, por lo que sin pérdida de generalidad supondremos que es m; = m.
Tenemos

Kv["ﬂ(X)/q:I(—<_>(l)/‘7l'(l)g (Om,/qOn) X -+ X (Om,/q - On,) (5)

y de hecho por las propiedades de los anillos artinianos,
Omj/q : Omj = Om]/mjj ’ Omj (6)

para ciertos e;. En el caso de j = 1, my = m veremos que e; = 1.
En efecto, usando el hecho que Oy, = A y ocupando la hipdtesis sobre la condicién del Jacobiano
tenemos que A, q- A es

KX, Y1, ..., Y, /(X Hi, oo Hy)ixyy 2 K[Yi, .., Y /(F1(0,Y), ... Fp(0,Y)) vy & K.

Por otra parte, cuando hay una descomposicién de un anillo en producto de otros, que hay un
sistema de idempotentes. Asi por (f) deducimos que existe un idempotente € € O, correspon-
diente del factor O,/ qOn tal que & € m5?,..., & € m;" pero & ¢ m. Es decir £ :=¢ méd q-O
con la descomposicién anterior es (1,0,...,0). y por tanto tenemos:

Om/q'omgKK]

Ahora tenemos una extensién finita K[X] xy C K[X]x)[¢] vy las extensiones:
K[X]x) € K[X]x)[§] € O.

Sea n la contraccién de m a K[X]x)[¢], n :== mN K[X]x)[{] y como m se contrae a q que era
(X)K[X](xy, tenemos que, R := K[X] x)[{]s es un anillo local y las siguientes extensiones de
anillos locales

K[X]ix) C R=K[X]x)[{]n C Onm

verifican que el maximal de cada anillo local se contrae al maximal del anterior. En principio la
segunda de estas extensiones no tiene por qué ser finita, pero en este caso, veremos que si lo es.
Sea S := R\ n, consideramos el anillo de fracciones S~1O, tenemos que:

R=K[X]x)[¢ac SO (7)

es una extension finita del anillo local R, tal que, solo hay un tnico ideal maximal (m) que
estd sobre el ideal maximal del anillo local. En esta situacién (por la afirmacién siguiente)
S710 = Op.

Por otro lado (H) es una extensién finita y la inclusiéon R C S~10 = Oy, es residualmente una
igualdad R,/n® = S~10 n - S710O, por la eleccién de &. Finalmente por el lema de Nakayama
se levanta a una igualdad y asi R = O, = A. Como queriamos demostrar. O

13



La afirmacion usada en la demostracion es la siguiente

(1.17) AFIRMACION: Si R es local con ideal maximal m, y R C O es DI y extensién finita.
Si solo hay un ideal maximal m’ de O sobre m, entonces (R \ m)~10 = O,,.

Ahora sea P(T) el polinomio minimo de £ sobre K (X)) (tiene todo sentido pues & € O, el cual
es DI y se considera el polinomio minimo sobre un cuerpo).

Como ¢ es entero sobre K[X ]< x) y este tltimo es integramente cerrado en su cuerpo de frac-
ciones, K(X), el polinomio minimo es un polinomio que tiene coeficientes en K[X] x) (véase
[B, Proposicién 5.15]).

Afirmamos lo siguiente

(1.18) AFIRMACION: K[X]x)[¢] es isomorfo a K[X]x\[T]/(P(T))-
Demostracion. En efecto, la evaluacién

K[X]ix)[T] = K[X]x)[¢]
T— ¢

tiene nucleo el ideal generado por (P(T)) ( es un ejercicio facil usando el Lema de Gaus y que
K[X]x) es DFU, por ser localizacién de DFU. O

Asi tenemos K[ X x)[T],/(P(T)) = K[X]x)[{] y existe un ideal primo ¢ de K[X] x)[T] tal
que

K[X]x) € (K[X]x)[T]/(P(T)))e = K[X](x)[¢ln = On = A.
(1.19) AFIRMACION: El ideal ¢ es (X, a) con a rafz simple de P(T) méd (X) .

Demostracion. En primer lugar nétese que P(T') tiene coeficientes que dependen de las X's y
denominadores que dependen de las X’s pero no se anulan en X = (0,...,0).

Ademés q = (X)K[X]x) C ¢, por tanto tiene sentido considerar P(T') méd (X), el cual es un
polinomio con coeficientes en K, que denotaremos por p(T).

Entonces tomando cocientes en la sucesion anterior de anillos locales:

K[X]ix)/9=K C (K[X]x)[T]/(P(T)))e/¢" CA/my =K

Asi necesariamente (K[X]x)[T]/(P(T)))./¢© = K, esto muestra necesariamente que ¢ D
(X, a) para cierta raiz simple a € K del polinomio p(7) = P(T) méd (X). O

Por consiguiente hemos demostrado que A = (K[X,T]/(P(T)))(x,q), con a raiz simple de
P(T); o equivalentemente que toda algebra de Hensel multivariada del anillo K[X]x es iso-
morfa a una univariada.

Para demostrarlo, hemos utilizado fuertes resultados del algebra conmutativa y muchas propie-
dades del anillo K[X]x), esto sigue siendo cierto atin para anillos locales arbitrarios (véase [l]).
Terminamos el capitulo con un ejemplo que ilustra lo dificil que resulta asociar a un cédigo de
Hensel multivariado un cédigo univariado.

Hy:— X1+ Y1+ Xo1Ys + 2X0Y7 =0, .

9 9 y conside-
Ho: —Xo+ Yo+ XY+ X1V1Yo+ XoYs =0
remos el coédigo de Hensel ((Y1,Y2), (H1, H2), (0,0)) definiendo las series hi (X1, X2), ha(X1, X2).
Para representar a B := (K[X,Y]/(H))xy) como K[X]x)—dalgebra de Hensel debemos

encontrar adecuados elementos 7' que sean enteros sobre K[X] x) y que permitan escribir la
representacion

(1.20) EJEMPLO: Sea H :=

B=(K[X,Z]/(9(2)))x,z)
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donde g es un polinomio de Hensel.
De H; se obtiene T := X1 /Y] = 1+ XoYs +2X5Y] ¢ (X,Y), al despejar Y3 de

X
T=1+X233+2X2Y1=1+X21@+2X271

se obtiene una funcién racional que al sustituirla en Hy resulta
T* — T3 — X3T% + X3T? — 4X1 XoT? — X3T + 2X1 XoT — Xo X3 +4X3X7 =0

que claramente no depende Y, asi T' es entero sobre K[X ]< X)-
Ademaés z:=T — 1 € (X,Y) es raiz del polinomio

9(2) =72+ 323 +32° + X327 — X37° —4X 1 XoZ? — 6 X1 X2 Z + Z
+X27 —2X27Z — X2 —2X Xy — Xo X} +4X3X2 =0
el cual es de Hensel, pues es ménico, g(0) = —X2 — 2X1 Xo — Xo X3 +4X2X2 € (X) y ¢/(0) =
1e K*. Sea U := X Y1, V := XoY5, de Hy se obtiene Yo(1+U + V) = Xy — UXy, por lo tanto
Vol+U+V)T? = XoT? = X3.Si W := (14U +V)T? = (1+ U + V)(2 + 1), obtenemos
W= TX2+ T3 - 2X,X,T € K[X,Z] y W ¢ (X,2)K[X, Z] x . Por lo tanto

Y_&_ X1 _YQW_ )(2(24—1)2—)(55
YT T 241 W DX+ (2413 —2X Xo(z 1)

Ast B (K[X,Z]/(9(2)))(x,2)-

2. Algoritmos en la henselizacion de un anillo local

Comenzamos definiendo las notaciones a utilizar (§@) en el resto del capitulo, luego (§@)
hacemos un resumen del modelo computacional de series algebraicas que se desarrolla en [2].
Ademés (§) estudiamos las bases estandar y el Algoritmo del Cono Tangente (ACT), la
cual es la principal herramienta computacional que utilizamos para realizar los calculos.

2.I. Preliminares y notaciones

Comenzamos con las notaciones que utilizaremos. Sea X := (Xi,...,X,) un conjunto de va-
riables y Tx := (X)) el semigrupo multiplicativo de monomios en X;’s.

Para denotar a los elementos del semigrupo Tx introducimos la notacién de multiexponentes
X*:= XM X2 donde e := (o, ...,qp) € Nj.

Consideraremos un érden < de semigrupo en Tx compatible con un grado o peso, dado por
un vector w € (R*)" (cf. [9]) una matriz W € GL(n,R), W(a) := S0 ;- wy, y X < XP si
W(a) < W(B). Diremos que wj es el peso de la variable Xj.

Aveces suele escribirse X = « por la identificacién natural de Tx con N{. Es claro que para
cada ¢ € Ny, solamente hay una cantidad finita de términos X< tales que M(X <) = /.

De ahora en adelante usaremos el peso usual: el peso de cada variable es igual a 1.

Sea K un campo de caracteristica cero, denotemos por K[[X]] el anillo de series formales.

(2.1) DEFINICION: Una serie formal h € K[[X]] se dice algebraica, si es un elemento
algebraico sobre el anillo de polinomios K[X], esto es, si existe un polinomio no nulo @ €
K[X,T] tal que Q(X,h(X)) =0.
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El polinomio en la definicién anterior no necesariamente debe ser moénico en 7', pero puede
suponerse irreducible.

Denotaremos por K [[X]],4 al subanillo de series algebraicas de K[[X]], especificamente estamos
interesados en el anillo de series algebraicas

K[[X]|aig :== {h € K[[X]] : h es algebraico sobre K[X]}.

Sea h € K[[X]], escribimos h = ZaeN{; haX®, donde ha € K; sea hgy = Y yq)=i ha X,

entonces .
h=3 ha,
i=0

y definimos:

(2.2) DATOS PRINCIPALES:

h
—
>
i

=1
=

[
Q
>=
Q
e
o
br—/
@,
—
[ON
o
=,
=
o
=
l¢)
=
o,
@
ub‘

:= ha X%, el monomio lider de h donde X* = LT(h),
a, €l coeficiente lider de h donde X< = LT(h),
(i)> la forma inicial de h donde h(j) =0V <1,
ord(h) = ordy(h) := min{M(x) : hq # 0}, el orden de h.

=
O
>

M — Y Y Y
I
>

Si R es cualquier K —éalgebra tal que K[X] C R C K[[X]], asociamos

= el conjunto multiplicativamente cerrado
S:={f € R\ {0} : LT(f) = 1},

= y el subanillo

siR=(L g€ RLT() = 1)

usaremos la notacién:

f

Rm:{m:

fig€ R,g emie. g(0) =0},

donde m := (X)K[[X]| N R.
Para h = (14 g)"'f € Ry, y un ideal I C Ry, definimos

2.II. Modelo computacional para series algebraicas

A continuacién hacemos un resumen del modelo computacional para series algebraicas desa-
rrollado en [2], el modelo se basa en considerar elementos de K[[X]]q4 como la tnica solucion
obtenida por el TFI a un adecuado sistema de ecuaciones polinomiales en varias variables:
Dados p polinomios

Hy,...,H, e (K[XD[Y]=K[X1,...,Xn,Yi,...,Y))
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que se anulan en el origen y los términos lineales del jacobiano de Hq,..., H, con respecto a
Y1,...,Y), son linealmente independientes, i.e. det((c; ;)i j=1,.p) # 0, donde ¢; ; := g—%(0,0),
i,7=1,...,py cada H; se expresa como

p
HZ(XvY):ZCZ,]Y7+A1(XaY)> A€ <X>+<Y>27 t=1,...,p;
j=1

con estas notaciones el Teorema de la Funcién Implicita (TFI) asegura que existen tnicas series
hi,...,hy € K[[X]]q4 tales que

» hj(0)=0,paraj=1,...,p,y
» Hi(X,h1,...,hy) =0, parai=1,...,p.

Siguiendo con la misma notacién para los polinomios Hy, ..., Hy, sin perder generalidad (cf. [2,
Lema 2.1]) podemos asumir que el jacobiano (¢; ;) en el origen es una matriz triangular inferior
i.e. ¢;; = 0 para 7 < j y no singular.

En efecto, aplicamos eliminacién gaussiana por filas a la matriz C' := (¢; ;) obtenemos una
matriz invertible D := (d; ;) con entradas en K tal que D C =: (t; ;) es triangular y no singular.
Sea H(X,Y) = 7., dijH;(X,Y). Entonces H(X,Y) = 377 t;;Y; + A7(X,Y), con
A e (X)+(Y)? y HY (X, h1,...,hp) =0,Vi=1,...,p.

(2.3) DEFINICION: El conjunto H := {Hj,... ,Hy,} es llamado un sistema localmente
suave (LSS por sus siglas en inglés locally smooth system) si satisface

det(c;;) # 0 N (i<j=cy;=0).
Sea hi,...,hy € K[[X1,...,Xn]laig 1a tnica solucién del sistema de polinomios
Hy =0,...,Hy=0

anuldndose en el origen; diremos que H es un LSS que define las h;’s; o que las h;’s estdn
definidas por el LSS H.

Segun lo anterior, dado un cédigo de Hensel siempre podemos suponer que es LSS.
Sea (Y, H,0) un cédigo de Hensel definiendo las series hy, ..., h, € K[[X]]u,-
Consideramos los anillos

K[X1,...,Xn, h1,...,hy) = (K[X])[h1, ..., hp] = P[H],
donde P := K[X] es el anillo de polinomios y
K[X1,. ., Xn, by, oo hplixony =2 Plhas - hplix ny © K[ X ag-
Para hacer célculos efectivos en este anillo, consideramos el morfismo de evaluacién

o (K[X,Y]/(H))xy) — K[[X1,...,X,]]
Y; = ou(Yj) := hy, j=1,...,p

que tiene las propiedades
» ker(og) D (H), Im (o) = P[H]|,

» (ker(om))PY1,. .., Ylix,y)y = (H)P[Y1,...,V2l(x v),
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. P[H}<X’y> = P[hl, ey hp](X,h) = P[Yl, . ,Y}]<X7y>/<H>.
En efecto, el ideal (H) en P[Y]x y) es un ideal primo, pues la (n + p)—upla (0,0) es
un punto regular de la variedad V(Hi, ..., Hy), asi ker(og) = (H)P[Y1,...,Y)](x y), de
donde P[H]<ij> = P[Yi, .. aYZD](X,Y)/<H>

Por lo tanto oy se extiende naturalmente a un morfismo
PIY1, ..., Ylix, vy = Plha, - hylix oy

que seguiremos denotando por ogy.

Lo anterior también demuestra que, a pesar que el codigo de Hensel (Y, H,0) que define o
codifica las series h := (hi,...,hp) no es tnico, el ideal generado por H en el anillo local
K[X,Y]x,y) st que lo es, pues

(K[X’Y]/<H>)(X,Y> = K[X’h’](X,h)‘

(2.4) DEFINICION: Para un cédigo de Hensel (Y, H,0) dado, diremos que el anillo de
Hensel Agy que define es un anillo de la forma

Ag = (K[X,Y]/(H))x v

Ahora reformulamos [2, Proposicién 2.2] para establecer el siguiente resultado.
(2.5) LEMA: Sea H := {H;,...,H,} C K[X,Y] un LSS definiendo las series hi,...,h, €
K([X]|ag, di := deg(H;), d := [['_, d;. Entonces:

1. Paracada j =1,...,p, existe un polinomio Q; € P[T] condeg(R;) < dtal que Q(X,h;(X)) =
0.

2. Sea G € P[Y1,...,Y,] de grado m, y g = o (G), existe un polinomio ) € P[T] de grado
deg(Q) < dm tal que
Q(X,9(X)) =0.

Notar que g(X) = G(X,hi(X),...,hy(X)) € P[H].
Go

3. Sea G := 7& € PN1,...,Y)ixy), deg(Go) < m, deg(G1) < m, G1(0,0) = 0 y sea
g = ou(G) € P[H]xy), entonces existe @ € P[T], polinomio irreducible de grado
deg(Q) < (m + 1)d tal que

Q(X,9(X)) =0.

El lema anterior permite demostrar el siguiente teorema (cf. [, p. 600] y [2, pags. 2.3, 2.4, 2.5]).
(2.6) TEOREMA: Con la informacién:

» H:={Hi,...,H,} un LSS definiendo las series hy,..., h, € K[[X]]ayg

» d;:=deg(H;),i=1,...,p

= d:=][, di
» G € P[Y]
» m = deg(QG)

= g=37090) = 0H(G) expresada como suma de componentes homogéneas g;y de grado
1
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» Q(X,T) := ZfzoqiTi € P[X,T], s <dm,yparacadai=0,1,...,s: g € P, deg(q;) <
dm — 1.
Q(X,T) polinomio irreducible tal que Q(X, g(X)) = 0.

s QN (X, T) =T+ 1¢ " 1qT" € P[T)
= u(X) = Z?io UGg) = (qsg € K[[X]]alg
se pueden responder las siguientes cuestiones
l.g=0 <& g =0 para cada i < dm;
2.ge P & g(l-):0paracadai:dm<i§d2m2

3. ye Pxy < wueP
& u() = 0 para cada i : (dm + 1)2/4 <i < (dm+1)*/16.
Demostracion. 1. Es inmediato a partir del lema @(E)
2. Si g € P, entonces T — g es factor de Q y deg(T — g) < deg(Q) < dm.

Ahora para demostrar el reciproco, escribimos

g= Zg(i) =g +g"", donde

=0
dm
g = g4
=0
o0 o0
9= Y 9m = D 9
i=dm+1 i=d?m2+1

Escribiendo Q(X,T) = >";_,¢T" s <dmy paracada i =0,1,...,s: ¢ € P, deg(g;) <
dm — 1.

Ahora,

0=Q(X,9(X)) = Q(X,g"(X) + g7 (X))
9" (X)) + g7 (X)g™ (X)

para alguna serie ¢***(X) € K[[X]]a-
Como deg(Q(X, g%)) < d?m? y ord(g**) > d*m?, tenemos que Q(X, g*(X)) = 0.

Asi T — g* divide a Q(X,T), pero @ es irreducible, por lo tanto T — ¢* =Q =T — g, de
donde g = g*.
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3. Claramente u = gsg anula al polinomio Q*(X,T):
S
Q" (X,q(X)g(X)) = 9" + > _ i adly’
i=1
S .
= 39"+ > ¢5 aig’
i=1
s .
= ¢ (as9" + Y _aig’)
i=1

= Q§_1(Z 4i9")
=0
= ¢ 'Q(X,g(X)) =0.
Ademaés la desigualdad
(a+1)2—dbla—b+1)=(a—2b+1)>>0=bla—b+1) < (a+1)?/4

ayuda a comprobar que deg(Q*) < s(dm — s+ 1) < (dm + 1)?/4.
Sig=(14+G1) Gy € Px) tenemos que 1+ G divide a ¢s y u = (1 + G1) 'Gogs € P.

Reciprocamente, supongamos que u es un polinomio que anula a Q*(X,T'), entonces:

g= qﬂ € K(X) NK[[X]luy = Px)-

Finalmente la parte E que acabamos de demostrar, comprueba que

u€P < ug =0paracadai: (dm+ 1)2/4 <i < (dm +1)*/16.

El siguiente procedimiento es una interpretaciéon del teorema que acabamos de demostrar.

(2.7) ALGORITMO: Dado G como en el teorema anterior, es posible

» responder si g := o (G) es idénticamente cero, un polinomio o una funcién racional,
» si g # 0 calcular ord(g) y
» un polinomio irreducible @ € P[T], deg(Q) < dm tal que Q(X, g(X)) = 0.

Demostracion. » Para averiguar si g es idénticamente igual a cero es suficiente calcular
gt = Zf;’g 9g(i), entonces g = 0 < g* = 0.

» si g # 0, entonces ord(g) = ord(g*).

» Para averiguar si g es un polinomio es suficiente calcular la expansién de Taylor de grado
d*>m?.

» Para averiguar si g es una funcién racional es suficiente calcular la expansién de Taylor
de grado (dm + 1)*/16.

. . d 1 . . 4 .
» Para encontrar el polinomio @ = Y ;" ¢;T" se suponen sus coeficientes como incdégnitas

cuyos valores se determinan resolviendo los sistemas lineales obtenidos cuando se iguala a
. 2z dm *\17
cero la expresion Y ;" q; - (9%)".
O]
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2.ITI. Bases estandar y algoritmo del cono tangente

Aqui definimos y demostramos algunos resultados béasicos sobre bases estandar para subanillos
del anillo de series formales.

(2.8) DEFINICION: Sea R un anillo tal que K[X] € R C K[[X]]. Sea I un ideal en R y
{91,...,9s} C I. Diremos que:

1. Un elemento g € R tiene una R—representaciéon estidndar en términos de {g1,...,9s}
si g € R* y existen h; € R tales que g = >, hig; y LT(h;)LT(g;) > LT(g), Vi.

2. Un elemento h € R es una R—forma normal con respecto a {g1,...,9s} si g — h tiene
una R—representacion estdndar en términos de {g1,...,9s} y h = 0 o bien LM(h) ¢
(LM(g1),...,LM(gs)). En tal caso escribiremos h € NF(g, {g1,...,9s}, R).

3. M4és atn, si consideramos LM(I) := (LM(g) : g € I) C K[X], diremos que: {g1,...,9s} es
una R—base estandar para I siy s6lo si {LM(g1),...,LM(gs)} genera el ideal LM(T).

4. El anillo R tiene la propiedad (NF) si

para cada {g1,...,9s}, g € R, existe alguna R—forma normal de g res- (NF)
pecto a {g1,...,9s}

Una de las principales aplicaciones de las bases de Grébner para anillos de polinomios consiste
en responder de forma efectiva la pertenencia a un ideal:
Dado un polinomio p, un ideal I y una base de Grébner G := {g1,...,gs} del ideal I, entonces:

= 0 es una forma normal de g respecto a G si y sélo si g € I,
= g tiene una forma normal no nula con a G si y sélosi g ¢ I.

Un resultado similar puede obtenerse también en el caso de bases estandar; sin méas restricciones,
los dos casos anteriores no son excluyen mutuamente, ocurre una tercera posibilidad: que no
exista forma normal de g respecto a la base estandar.

(2.9) PROPOSICION: Sea R un anillo satisfaciendo (@), g€ R, I=(g1,...,9s) y supon-
gamos que {gi,...,gs} es una base estdandar. Entonces:

1. Si0€NF(g,{g1,.-.,9s}, R), entonces g € I; en este caso NF(g,{g1,...,9s}, R) ={0};

2. siexiste h € NF(g,{g1,-..,9s}, R)\{0}, entonces h ¢ I;en este casosih’ € NF(g,{g1,...,9s}, R),
entonces h' £ 0, LM(h) = LM(h'), LT(h) = max{LT(f): g — f € I}.

Demostracion. E] Si 0 € NF(g,{g1,---,9s}, R), entonces g tiene una R—representacién es-
tandar en términos de {gi,...,9s} y en particular pertenece a I. Supongamos que f €
NF(g,{g91,.--,9s},R) y f # 0, entonces g — f tiene una R—representacién estdndar en
términos de {g1,...,9s}, entonces g — f € I, como también g € I, implica que f € I, asi
LM(f) € LM({), contradiccién, pues LM(f) ¢ LM(I) porque f es una forma normal.

E. Si existe h € NF(g,{g1,--.,9s}, R) \ {0}, entonces h ¢ I, porque LM(h) ¢ LM(I), del hecho
que g — h € I se sigue que g ¢ I. Por (ll]) entonces 0 ¢ NF(g,{g1,...,9s},R). En el
caso que h' € NF(g,{g1,...,9s}, R), entonces h' # 0, claramente h — h' € I y por lo
tanto si LM(h) # LM(h'), (asumiendo por ejemplo que LT(h) < LT(R')), concluimos que
LM(h — k') = ¢ LM(h) para cierto ¢ € K \ {0}, asi LM(h) € LM(]), contradiccién. De manera
similar concluimos que no existe f tal que h — f € I y LT(f) > LT(h).

O
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(2.10) PROPOSICION [2, Proposicién 1.2]: Sea R un anillo satisfaciendo (@) Sea
9g1s---,9s € R, I = {(q1,...,9s)R. Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

1. {g1,...,9s} es una R—base estandar para I,

2. Vg € R: g € I siy sblo si g tiene alguna R—representacion estdndar en términos de
{gla s )gs})

3. Vge R:geIsiysélosi0eNF(g,{g1,-..,9s}, R).

Una consecuencia de los resultados anteriores es que al calcular bases estandar de ideales y for-
mas normales, entonces podemos responder la pertenencia a un ideal basandonos en la propiedad
b.1df

Dados dos ordenes, uno <x en Tx y otro <y en Ty definimos el orden producto <.:= (<x
,<y) en Tx y de la siguiente manera:

XYP <, XYYP o X <x XY V(X2 =XYANYP <y YP)

El conjunto S., = {f € K[X,Y] : LT« (f) = 1} es multiplicativamente cerrado y coincide
con {f € K[Y]<Y (LT<y (f) =1}

Por lo que
K[X,Y]<, =S K[X,Y]

- {f f.g€ KIX,Y],LT. (g) = 1)

{ 1 fEeK[X Y], ge (K[Y]<y)"}

g
5§ [Y]IX]

Ademads el orden <y tiene la siguiente propiedad de eliminacion para X
fe KX, Y], M (f) € K[Y] = f € K[Y].

En efecto, si f ¢ K[Y], entonces 3i = 1,...,n;3Im € Supp(f) : X; divide a m, por lo que
LM<, (f) =t ¢ K[Y], lo cual es una contradiccién.
Bajo las condiciones y notaciones anteriores podemos probar

(2.11) LEMA: Sea I C K[X,Y]|., un ideal. Si G := {g1,...,gs} es una base estandar de I,
entonces
G :={g€G:1M(g) € K[Y]}

es una base estandar para I’ :== INK[Y]. En particular, {g7 méd (Y),...,gs méd (Y)} genera
al ideal I'.

Demostracién. Sea f € I' C I, como G es una base estdndar para I respectoa <y, i =1,...,s
tal que LM< (g;) divide a LM< (f).

Como LM, (f) € K[Y], tenemos que LM< (g;) € K[Y] y esto implica que g; € G'.

De LM<, (¢;) € K[Y] también se deduce (por la propiedad de eliminacién que) g; € K[Y] y asi
gi € I, de donde G’ C I'. Esto demuestra que G’ es una base para el ideal I'.

La tltima observacién sigue del hecho que IN(Y) CINK[Y]=1T'.

22



El siguiente teorema permite formular (cf. [§]) el Algoritmo del Cono Tangente (ACT) el cual
serd nuestra principal herramienta computacional para calcular bases estandar.

(2.12) TEOREMA DEL CONO TANGENTE Y ALGORITMO:

1. K[X]x) satisface (@)
2. En K[X] x) las condiciones m, E y E de la proposicién () son equivalentes.
3. Dados G, Hy,. .., H, € K[X]x), hay un algoritmo que:

a) calcula polinomios U, W € K[X] tales que U es una unidad de K[X]xy, i.e. U(0) =
1, de manera que U 'W es una K[X] (xy—forma normal de G en términos de
{Hy,...,Hp},

b) calcula polinomios Fi, ..., F;. tales que {F,..., F}.} es una K[X] x)—base estdndar
para (Hy,...,Hp),

c) responde G € (Hy, ..., Hp).
(2.13) DEFINICION: Sea R, I y {g1,...,9s} como en la definicién @ Diremos que:

1. Un elemento h € R es una R—forma candnica de g con respecto a {g1,...,¢s} si
g — h tiene una R—representacion estandar en términos de {g1,...,9s} y h = 0 o bien

Supp(h) N (LT(g1), - .-, LT(gs)) = 0.
2. El anillo R tiene la propiedad (CF) si

para cada {g1,...,9s}, g € R, existe alguna R—forma candnica de g con (CF)
respecto a {g1,...,9s}-

(2.14) OBSERVACIONES:

1. El anillo K[X];,. tiene la propiedad (@) (teorema .1), sin embargo no tiene la pro-
piedad (@) .

2. La nocién de forma canénica tiene algunas dificultades:

s Desde el punto de vista tedrico, ya que (@) implica (@) y el reciproco es falso, la
forma canénica se puede utilizar en menos situaciones que las formas normales.

= Desde el punto de vista computacional, la propiedad de @ no es factible, en el sentido
que hasta ahora, no se conoce algtin algoritmo que dados polinomios g, g1, ..., s,
permita responder si, CF(g,{g1,...,9s}, K[[X]]) = 0, ni un algoritmo para calcular
K[ X]]—bases estandar de ideales generados por polinomios.

El modelo computacional clasico consiste en, considerar una serie algebraica g(X) definida
por el polinomio Q(X,T) i.e. Q(X,g(X)) = 0, pero es claro que en general (incluso en el caso
cuando @ es irreducible) puede que haya més de una serie anuldndose en el origen y satisfaciendo
Q(X,T) =0, asi tendriamos que anadir a esa representacién un algoritmo que permita calcular
la expansién de Taylor de g hasta orden d, para todo d € N.

Mas generalmente, dado un LSS H definiendo h := (hq, ..., hp) es posible calcular las expansio-
nes de Taylor de las h;’s de cualquier grado, bastara entonces con determinar las derivadas de
Hj respecto a las variables X, esto se logra introduciendo formalmente las derivadas parciales
de las “funciones” Y}, y evaludndolas en el origen (asumiendo Y;(0) = 0 obtenemos los valores

de g;yi para multiexponentes a € N").
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Reciprocamente, cualquier serie algebraica hi surge de esta manera: Existe un sistema de ecua-
ciones polinomiales multivariado H = 0 que satisface el TFI de manera que la tnica solucién
h a este sistema tiene por primera componente a hy. Este resultado se conoce como teorema de
Artin-Mazur (cf. [2, Apéndice]), lo anterior permite codificar series algebraicas por codigos de
Hensel.

La ventaja de trabajar con cédigos de Hensel y no con el polinomio minimo radica en el hecho
de que este dltimo determina la serie algebraica sélo por conjugacion, por lo que se necesita in-
formacion adicional para especificar la serie, en general un truncamiento suficientemente grande
de la expansién de Taylor. En contraste con un cédigo de Hensel, que determina completamente
y de forma tnica la serie h y es relativamente mas sencillo de manejar algebraicamente.

En el siguiente capitulo utilizamos lo desarrollado en esta seccién para establecer el algorimo
513

3. Teorema de representacion

3.I. Bases del borde

El lema de Dickson [4, Teorema 5, pag 72] establece que cualquier ideal I C K[X] es una unién
finita de octantes
E :=Ugecp(0 +N"), #P < oo.

A los monomios que estédn “debajo de la escalera” (los que se identifican con N\ E) los llama-
remos monomios estandar. En este sentido definimos el borde de E como el conjunto

¢ E)}

AE) = {WEE:(EIiG{l,...,n})(Xi|X7/\);:

)

Recursivamente definimos j > 0: AJ(E) := A(E'\ Uf;llAZ(E)) y A°(E) = 0.

Existe una identificacién natural entre ']I‘?X> con N, Por lo que para efectos formales denota-
remos por E := { X7 : v € E} y por M(E) :={X" :v € M(E)}.

Tenemos varias observaciones

(3.1) PROPIEDADES:
1. La familia {A*(E)};en es una particién de E.
2. Para i € N, si X* € A‘(E), entonces Vj = 1,...,n se cumple que X; X% € A"TL(E).
2'. Inductivamente, para § € N*, i € N, si X% € A*(E), entonces Vj = 1,...,n se cumple que
XX = Xxo+d ¢ NtHl8l(E), donde ||| = 01 4 d2 + ... + .
3. B\ Ug;llAi(E) es un subconjunto de N™ cerrado bajo la suma.
4. N(B)={yeN': (35 e N [|d] = j)(X° | X" A {55 ¢ E)}

Probaremos la propiedad 4. Sea Fj := {y € N*: (36 € N, ||]j; = j)(X° | X7 A % ¢ E)}.

Procedemos por induccién, para j = 0 el resultado es trivial

Ahora supongamos que Vj < k : AJ(E) = F j» ¥ probaremos que para j = k + 1 se cumple que

A*YE) = Fj1. En efecto,

“C” Sea & € AFFY(E) = A(E\ UF_|AY(E)), entonces £ € EAE ¢ U AY(E)y 3i' =1,...,n tal
que Xy | XEA % ¢ E\ UF_ AY(E), esto implica junto con la hipétesis inductiva que

X

X, € A*E) = Fy. (8)
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X5 /X9
X

§Z E, donde ||6||1 = k + 1, entonces & € Fj41.

Por lo que, 36 € N" : Hé! ¢ E, equivalentemente

X% = XX, | XA X

X5X X5’
Ahora razonamos por contradiccién para probar (E) Si Vi = ,k — 1 se tiene que
X—g € AY(E) = F}, entonces 36 € N : ||§]|; = i, X% | & X, X5X §é E, entonces X7 |

X£ A ))({;, ¢ E, de donde X ¢ € A'L(E) y por lo tanto &€ € UF_|AY(E), lo cual claramente

es un absurdo.

“D” Ahora la otra inclusién. Sea £ € Fj41, entonces existe d € N", tal que ||d]1 = k + 1,
X% | Xé0 %5 ¢E

Como ||8]j; = k+1 > 0, entonces Ji = 1,...,n: X% = X; X% donde &' € N*, ||§'||; = k.

Asi X; | X X5’ §§ = Xg)/(xé ¢ E, entonces f, € A(E). Por la propiedad 2/, tenemos
que X% Xg = X¢ ¢ AMIYI(E) = A*FL(E). Entonces & € A*(E), de donde Fyy1 C
Ak—i—l( )

Por lo tanto A7(E) = F}, para todo j € N.

Los ideales que especialmente nos interesan son los cero-dimensionales, i.e. aquellos que d :=
#(N™\ E) < co. La referencia general para bases del borde es [0, §6.6], nosotros aqui discutimos
lo necesario para enmarcar la demostraciones de los resultados que enunciamos en la siguiente
seccion.

(3.2) EJEMPLO: Para el ideal (X2, Y2 72 XZ,Y Z), tenemos:

B:={1,X,Y,Z, XY}
AB) = {X% X%, XY?2 Y? XZ XYZYZ 7%
A*(B): = {X3 X3V, X?Y?, XY3 Y3 X?Z, XY Z,
XY?2,Y?Z,X7? XY Z?YZ% 73}

De acuerdo a la ilustracién del ejemplo anterior, es intuitivo una nocién de proximidad de un
monomio ¢ a A(B), esto lo formalizamos en la siguiente definicién.

(3.3) DEFINICION: Sea B C T (x) los monomios estandar que se identifican con F'. Defini-
mos

1. para t € T x, el indice de ¢ respecto a By lo denotamos por inds(t) o simplemente
ind(¢) cuando no haya peligro de confusién al tnico ¢ € N tal que ¢ € A*(B).

2. para p € K[X]\ {0} el indice de p respecto a B (o el B-indice de p) a indp(p) :=
méax{indp(t) : t € Supp(p)}

Observemos que si t € B, entonces indp(t) = 0, en cierto sentido entonces hemos formalizado
una “medida” o “distancia” que permite hablar de proximidad al borde.

El conjunto T(x) \ B es un ideal monomial, y sabemos [4, Definicién 5, pag 92] que todo ideal
monomial tiene un conjunto minimal de generadores, a este conjunto minimal de generadores
las llamaremos esquinas.
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3.II. Enunciado y demostracion

Sea (V,m, k) un anillo henseliano con ideal maximal m y cuerpo residual x : =V /m, sean X :=
(Xq,...,X,) variables y consideremos el anillo de polinomios V[ X]. Dado F' € V[X], denotamos
por F € k[X], al polinomio F méd m obtenido tomando médulo el ideal m. Asumimos que
V contiene un cuerpo infinito. Dado un ideal I de V[X]y x), denotamos Iy = I al ideal de
k[ X](x) generado por F,para F € 1.

En esta situacién podemos enunciar y demostrar lo siguiente:

(3.4) TEOREMA DE REPRESENTACION:
Supongamos que Iy es cero dimensional i.e. que [ X]x),/ Iy es k—espacio vectorial de dimensién
finita, entonces V[X]m x),/1 es finitamente generado como V-mddulo.

Para demostrar el teorema aplicaremos las afirmaciones que hacemos y demostramos, comen-
zamos fijando el contexto en que haremos la demostracién

Consideremos un orden total < compatible con el grado en el semigrupo de las variables T x
(por ejemplo el orden lexicografico graduado). En la seccién anterior hemos visto que el conjunto
FE definido en el teorema se puede poner como una unién finita de octantes

E=Uj_(8; +N")

los B; se pueden calcular de forma efectiva utilizando el (—ACT). Definimos el conjunto
complementario de E' y lo denotaremos por F':= N"\ (E + N").

La hipdtesis de cero dimensionalidad, se traduce en que F es finito, y como conjunto de mono-
mios forman una base del xk—espacio vectorial finito dimensional x[X]x), Io.

Entonces todo monomio X? € Iy se puede expresar méd Iy como combinacién lineal con
coeficientes en x de monomios en F'. Tal combinacion lineal es tnica.

En este caso (cero dimensional) la forma canénica de XP respecto al ideal Iy existe porque
podemos aplicar el algoritmo de Buchberger, como se hace para polinomios, tomando el término
minimo en lugar del maximo y las potencias de X suficientemente grandes son cero moédulo Iy
(pues estamos en un algebra artiniana), pero para comprobar que es cero necesitamos de una
unidad. A esta forma candnica la denotamos por CF(X <, Ij).

Sea B := A(E) el borde de E. Una base standard de Iy es un conjunto de polinomios g, tales
que el conjunto {LM(ga )} genera a Iy. Llamamos base candnica standard del borde al conjunto
{go ' = X* —CF(X*, I) : @ € B}. Tenemos que

ga = Xa + Z Ca’—yXﬂy
YEFa

donde cqy €LY Foi={y€F:v<a}.
Para cada o € B, por el ACT tenemos que existen polinomios ¢o,; € k[ X]|, parai=1,...,7y
P, (0) = 0, tales que tenemos una expresién de la forma:

.
(1 + Pa)ga = Z Qa,ifi
i=1

Definimos el levantamiento de g, (de hecho es “levantar” (1+ Py)ge & I) y lo denotamos por
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r
Go: = Z Qa,iFi
=1

r
=1

r r
= Z QOL,iE + Z QOL,ima,iFa,i
=1 =1

= ga(l+ Py) + maHa ma € m, Hy € V[X]

Observar que el coeficiente de X® en G4 es una unidad de V[X], i.e. es de la forma 1 + dq,
para algin do € m, y en G pueden aparecer términos X con 8 < a, pero sus coeficientes
seran elementos de m.

Demostracion. Introducimos un conjunto de nuevas indeterminadas A := {Aq }, y considera-
mos polinomios formales i.e. los coeficientes son también variables. Para cada a € B definimos:

Go = X%+ Z (Cany = Aay) X7
YEFa

Simplificamos cada G que daba lugar residualmente a un elemento de la base estdndar del
borde (por la respectiva unidad) con los polinomios formales {G¢ }, reduciendo cada monomio
X7 del soporte de G que es multiplo de algiin X< : o/ € B ie. XP = Xt X% con X”C/J:/.
Esta reduccion la hacemos recursivamente considerando como coeficientes los A’s y los elementos
de V.

Veamos que este proceso es finito: un monomio de la forma X? tiene las siguientes posibilidades:

1. B € F, ya estad reducido y pasa directamente al resto,
2. B € B, se reduce en un paso con CE;;, este caso aporta al resto ZweFa Aoy X7,
3. B€ E\B:

3.1 Si B esta a distancia 1 del borde i.e. XP = X; X%, restamos XiCTa y esto aporta
términos X7 X; con XY € F, que o estdn en F' o estan en el borde de FE, por tanto
a distancia 0.

3.2 Recursivamente segtn la distancia al borde de E.

Siguiendo con este proceso podemos reducir monomios que estan a cualquier distancia del borde
y como la escalera es finita, logramos reducir monomio de cualquier grado.
Notemos que en cada paso introducimos un producto de la forma

s mxGoimx € (X)) (tipo de reduccion 3.1),
» mxv;v €V (tipo de reducciéon 2),
» mxma;ma € (A) (tipo de reduccion 3.2).
Por tanto, después de una cantidad finita de reducciones, llegamos a una igualdad de la forma:
Ga= Y Qaa(A X)Fa+ Y Rar(A X)X" (9)
a’eB YEF

donde Qq.o € V[A, X] y Raqy € VA
Esta igualdad tiene las siguientes propiedades:
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(3.5) PROPIEDAD:

in(Gq) = Z in(Qa,a)in(Guo)

o’eB
Demostracion. Es consecuencia del proceso de reducciéon que hemos hecho. O

(3.6) PROPIEDAD: En el proceso de reduccién de G, nunca se usa para reducir una expre-
sion de la forma mguyGg, con B < o, ma € (A), uy unidad de V.

Demostracion. Los monomios a reducir de
Ga = Jo + gaPa + maHa
provienen de:

" ga, para reducirlos no se una un monomio m 4.

» mqHg, para reducir un monomio del soporte de mqo H, es necesario introducir un elemento
del ideal maximal m, por lo tanto no es de la forma descrita.

" goPa, sea X7 un monomio del soporte de gq P,. Claramente su coeficiente en G4 es una
unidad u de V (pues residualmente aparece).

e si 0 < a ya estd reducido,

e sin o > « debemos reducirlo, lo reducimos ©X? con uX? _O‘lézl, lo cual produce
monomios de la forma uma X7 %172 con as < a si ya estan reducidos, no se
utilizé un reductor de la forma descrita. En el caso que necesiten ser reducidos, su
reductor es de la forma w m’AX ”/G. el cual no es de la forma descrita.

O]

(3.7) PROPIEDAD: En el proceso de reduccién de Gq s6lo se usa (14 de)Ge, donde 1+ de,
es el coeficiente de X .

Demostracion. En efecto, recordemos que d, € m, si se una como reductor una expresiéon de
la forma (1+4)maGg, con a < 3 es porque en la reduccién anterior se hizo la reduccion

(14 da)Ge (para reducir X y esta reduccién produce monomios de la forma m (1 + da ) X®
con o < « los cuales ya estéan reducidos, con lo que o < 3, lo cual es absurdo, pues 8 < o (las

reducciones bajan el grado). O
(3.8) PROPIEDAD: El sistema S := {Ra~y =0:a € B,y € F,} es cuadrado.

Demostracion. La cantidad de variables es £ := #{(a,vy) € Bx F : v € Fu}.
Para cada o € B salen #F, ecuaciones, asi la cantidad de ecuaciones es #{(a,7vy) € B x F :
~ € Fy}, i.e. hay £ ecuaciones. O

(3.9) PROPIEDAD: Cuando pasamos al cuerpo residual i.e. en k[A] el sistema S tiene por
solucién 0 € k.
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Demostracion. En efecto,

Ga = ga(l + Pa) + maHa

o’eB "/eFa
como {ga} son una base estandar de Iy tenemos que Rq ~(0) tienen que ser cero. O

Ahora vamos a probar que el término lineal de las ecuaciones del sistema S es una matriz
triangular superior con 1’s en la diagonal. Esto implicard que 0 es la tinica solucién del sistema.
Para ver esto, la clave estd ordenar las ecuaciones R, ~ en orden creciente para los v’s y
decreciente para los a’s es decir, ordenamos las parejas

(,7) < (&) ev<yVE =4 ra>d).
Maés especificamente demostraremos:

(3.10) LEMA: Para o € B y v € Fg, se tiene que en la parte de lieneal del polinomio Rq ~
aparece Aq o con coeficiente 1, y eventualmente otros Aq/ ~/, con (o', y") <* (a, 7).

Demostracién. Esto es consecuencia del proceso de reducciéon: Comenzamos reduciendo X con
G esto aporta al resto — Z'y’ er, Aoy X 7. Entonces Aq~ forma parte del coeficiente de X7
en Rq ~ y por tanto al pasar al cuerpo residual también es parte del coeficiente de X7 en m
Ahora reducimosA)gﬁ € SuppGq N E, existen a1 € By pp € N” tales que 8 = o + py, el
reductor es X#!' Gy, produciendo términos de la forma Aq, X ity

Sipara algin v, : u1+v1 = v € Fq, entonces este monomio ya esta reducido y pasa directamente
al resto, apareciendo en la parte lineal de Rq ~ y por tanto en la parte lineal de m
Observemos que

= si g # 0 entonces 1 <
» si p; = 0 entonces a1 = 3 > «

Ademaés todos los términos de grado uno en las A’s aparecen de esta forma: a saber, en el primer
paso de reduccién de un monomio X7 € SuppGg.

Noétese también que los términos reducidos que aparecen en go (ca~yX7Y : v € Fg) no pa-
san al resto, sino que se cancelan en la primera reducciéon con C/}\; i.e. Ro~ no tiene término
independiente. N

Otros términos que van al resto son términos ya reducidos de G, que ya estaban reducidos
cuyos coeficientes son elementos del maximal m, o bien términos de grado mayor que uno en las

A’s. O

Por el LHM la solucién (A ~) se levanta en V! a una tnica solucién & := (Eay)acB ek, tal
que para cada (a,v) € B X Fy :

oy €V, Loy =Aay =0 y Ray(§)=0.

Denotaremos por Qi o (X) == Qoo (&, X), de la misma forma escribiremos G € V[X], al

resultado de especializar Ga en & Como A, = 0, resulta que GS = Ja Y Raqny(§) =0,
Va € B,~v € Fy. Ademas
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(3.11) LEMA: det(Q%, ) es una unidad en V[X] x -

Demostracion. Es suficiente probar que Qi o (0) = Qa,a/(0,0) = o/, para o' < a, esto im-

plicara que Qg (0) ¢ m, y por tanto det(Q'E ), es una unidad en V[X] x m), cOmo queremos

a,a’ oo
ver.
En efecto, por la propiedad @ tenemos que Qq.o/(0,0) para todo @’ < e, y la propiedad @
implica que Qa,a(0,0) = 1. O

Sustituyendo en la ecuacién (E) se obtiene:

cL =Y Q% n,(X)Gi,

o’'eB

y por tanto, para todo a« € B se tiene que Gg € I. Ademés, para todo o’ € B

G- XY X
YEF

Entonces, cada monomio en las X'’s se expresa en V[X],I como una combinacién lineal de
monomios { X% : a € F'} con coeficientes en V.

Para terminar de probar (B.4), debemos comprobar que es posible representar cualquier una
unidad como combinacién de estos mismos monomios, y asi probaremos que el conjunto { X :
a € F} genera a Vix w[X] /1.

En efecto, sea H/(1+ Q), H,Q € V[X], con Q(0) = 0 esto es, @ € (m, X). Sean D := {D, :
~ € F'}, un conjunto de nuevas indeterminadas.

Definimos el polinomio en las X’s y D5 ’s con coeficientes en V

H—(1+Q)(Y D,X7) (10)
YEF
Aplicando el proceso de reducciéon con los polinomios formales {Gg =X+ Z an X7 €
YEF
B}, y reduciendo como hemos descrito los monomios en las X’s que estdn en E, conseguimos
un resto > R, X7, donde R,’s son polinomios en las D, ’s con coeficientes en V. La parte lineal
del sistema {R, = 0} es triangular en las D, ’s, por el 1 de (14 Q) en la ecuacién ([L0), tiene

una unica solucién d := (d) con dy € V. Entonces, H = (1 4+ Q)(>_,cpdyX?Y) méd <Gg) y
por tanto modd 1.

~eF
U

En el caso particular que V es un anillo de series de potencias formales, algebraicas o analiticas
con coeficientes en K, este teorema es consecuencia del teorema de divisién de Mather. Tam-
bién es un caso particular de la divisiéon de Weierstrass con pardmetros. Nuestro caso es muy
particular, puesto que moddulo el ideal maximal m de V tenemos un anillo cero dimensional.
Este hecho, junto con la propiedad de ser henseliano (més concretamente el TFI) nos permitié
dar una prueba constructiva del siguiente teorema. Por otro lado, no hemos asumido ninguna
propiedad de finitud sobre V, como ser noetheriano, etc.
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3.III. Algoritmo

Ahora retomamos las ideas fundamentales de las secciones anteriores para formular un algoritmo
que permite trabajar y representar de forma dinamica series algebraicas, esto con el objetivo de
hacer efectivo nuestro teorema de representacion.

Comenzamos demostramos que la forma canoénica existe en el anillo local cuando se hace respecto
a un ideal cero dimensional.

En efecto, I un ideal de polinomios, generado por los polinomios Fy, ..., F,., denotaremos por ¢
al ideal generado en K'[X] X), si este es cero dimensional existe una potencia X™ C IK [X ]( X)s
asi para cada monomio X tal que el grado: a; + ...+ a, = m existe una expresion:

.
U X =Y QiF,
=1

donde u,, Q;, F; son polinomios, y u, unidades i.e. u4(0,...,0) = 1.

Ademas la expresién anterior se puede encontrar con el algoritmo del Cono Tangente de Mora
(ver algoritmo ), en particular dividiendo por ug, el algoritmo m da una representacion
estandar de X® en funcién de la base estdandar (los coeficientes, serdn Q;/u, que claramente
estan en el anillo local).

(3.12) ALGORITMO: Notacién LM (f) representa el término minimo.

1. Se determina LM (I¢) para un orden local <, calculando una base estandar (formada por
polinomios) F1,..., F,. (por ejemplo con el algoritmo de Mora)

2. Se comprueba que LM< (I¢) = (M(F1),...,M(F},)) tiene complementario finito, es decir,
contiene una potencia X" . Entonces los términos minimos de los F; deben tener grados
menor o igual que m’.

3. Sea X% € Xm/, ay + ...+ a, =m’, donde g es polinomio y veamos que % € I¢.
Con el algoritmo de forma normal de Mora se escribe:

% ue = FQi+h (11)
i=1
donde Q;, h son polinomios y LM(Q;)LM(F;) > LM(x®) = 2%y M (h) ¢ M(I°) y ua(0,...,0) =
1.

.Si h # 0 quien es LM(h)?

» SiLM(h) < 2% como z* < M(Q;)M(F;) no podra M (h) irse con nada en el miembro d e
de la derecha ni tampoco de la izquierda de [L1l.

= Si LM(h) > x® el grado de LM(h) es mayor que m’ o igual por ser el orden compatible
(porque hablamos de minimo si fuera de méaximo serfa anticompatible) con el grado.
Entonces también los otros términos del soporte de h que son mayores que LM(h) tendran
grado mayor o igual que m’ y por tanto h € (X™') = LM(I¢).

Entonces h = 0y tengo % - uq =y ;_; FiQ; con LM(Q;)LM(F;) > LM(x®) = =*.

Ahora dado un polinomio G(X') polinomio se simplifica “a la Buchberger” con los F; de la base
estandar y el resto tiene términos ya simplificados (y por tanto debajo de la escalera) que se
agrupan en hg o bien otros de grados cada vez mayor, pues son cada vez mayores respecto al
orden < (ya que consideramos el minimo y en grado son compatibles).
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Asi se obtiene

T
G=) HF,+ho+h (12)
i=1

con LM(H;)LM(F;) > LM(G) y LM(hq) es de grado mayor o igual que m’ y LM(hg) tiene todos sus
términos que no estdn en LM(/€) es decir por debajo de la escalera.
Por lo que hemos visto antes hy € I¢. Entonces G méd 1€ = hg con todos los términos debajo
de la escalera y si se quiere mas hj tiene una representaciéon estandar en términos de la base
estandar {F; : i =1,...,r} (obviamente lo que acompana a los F; son elementos del anillo local
no polinomios).
Por tanto usando @, también la G — hg tiene una representacion estandar en términos de los
F;, es claro que los coeficientes que acompanan a los F; también pertenecen al anillo local.
hg es la forma canénica de G respecto de I°.

3.IV. Aplicacién

En el caso que el anillo henseliano V se la henselizacién del anillo local (R := K[T],m := (T)),
donde T := (T1,...,T)).

Hemos visto en el capitulo 1, sabemos que R" es el limite de dlgebras elementales de Hensel,
i.e.

R" =1im A(Z]y/ (9(Z))

donde ¢g(Z) es un polinomio de Hensel, y q un ideal primo de A[Z] que estd sobre el ideal
maximal myg.

Entonces, teéricamente se pueden considerar c6digos de Hensel univariados (Z, g,0), pero en la
practica dados G := {G1,...,Gs} C V[X] existe un cédigo de Hensel multivariado

(Y = (Yi,...,Y,), H = {H)T,Y)=0:i=1,...,p},0)

definiendo el anillo
Ap =K[T,Y]iry)/(H)

de manera que G;(T,Y; X) € K[T,Y][X] son polinomios en las X’s con coeficientes en las
T’s y las Y'’s, donde las Y'’s definen (por el TFI) define tnicas series codificadas y1,...,y, €
KT .

Asi, V es una extensién de tipo esencialmente finita y concretamente podemos suponer que cada
ideal de V[X] involucra una cantidad finita de polinomios en V[X], y por tanto una cantidad
finita de monomios cuyos coeficientes vienen dados en un anillo de Hensel Apy y existe una base
estandar para el ideal I := (G) definida por polinomios.

Al considerar el siguiente diagrama

K[T))——— K[[T, X]]

]

KT — (K[T,Y,X]/(H)) 1y x)

las inclusiones verticales tienen la propiedad que son fielmente planas pues son entre anillos noet-

herianos, locales y K[[T'] (resp. K[[T', X]]) es el completado de K [Ty (vesp. (K[T,Y, X|/(H))ry x))
con la topologia (T')—adica (resp. (T', X )—&dica), por lo que son planas y por ([L.4) son fielmente

planas.

El diagrama anterior, implica que las inclusiones del siguiente diagrama
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K[[T]]algc—>V[X]<X)/I
K[T)qm—— (VY. X|/(H,G))ry x)

tienen las mismas propiedades. Tomando médulo el ideal maximal de A (que en nuestro caso
equivale hacer (T',Y) = (0,0)), denotamos

para j=1,...,s: G;j:=G;(T,)Y;X) méd (T,Y)
=G4(0,0; X) € K[X]
obtenemos:
K——D:=V[X]|ix)/I
donde

In:={G(0,0;X):j=1,...,s}.

Residualmente podemos verificar si D es cero dimensional i.e. d := dimg C' < oo, en tal caso C
es un K —espacio vectorial de dimension finita. Denotando por B al conjunto de multiexponentes
de Tx de monomios que estan por debajo de la escalera de Iy, podemos encontrar una base
reducida de Iy y por tanto tener expresiones, (reglas de reescritura) de la forma

X%+ ) anyX?,  acB,
YEFa

donde F, es un subconjunto de multiexponentes por debajo de la escalera de Iy y {oy €V =
K|[T]]ay son series que vienen definidas explicitamente por el cédigo (en general mas grande
al primero Ay C App )

({Aan,Yi: (o,y) € BxFq,i=1,...,p}, H :={Ra~(T,Y;A),Hj : (a,y) € BxFq,j=1,...,p},0).

Pues hemos visto que ordenando adecuadamente las ecuaciones del sistema H’ el jacobiano es
una matriz triangular.

Estas expresiones bajo la hipétesis de cero-dimensionalidad permiten reescribir cualquier ele-
mento de © € V[X] médulo I como combinacién de monomios X7 debajo de la escalera
(v € Fq) con coeficientes en V:

© médI=> v, X7
~YEF

Para hacer todos estos calculos necesitamos determinar si un elemento es cero o no es cero en
App y es ahi donde hacemos uso del algoritmo .

3.V. Ejemplo

Terminamos exponiendo un ejemplo concreto adaptando la notacién para que la lectura sea més
fluida, hemos hecho uso de un CAS para realizar los cdlculos que indicamos.
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Sea (V,m, k) := (K[z].y, (2), K), V[X] := V[x,y], con ideal maximal (z,y, z),

By =y +zy? + 37 + 22%y + ay2? F o=y +2y® + 4% + 223y
Fy ="+ zy’ + 3" + 2y + 2y®2° Fy =2+ ay® +y* + 2%
Fy = a® + xy + 20y” + 2’y — 2 Fy = 2% + ay + 22° + 2’y

I:= <F17F27F3> IO = <E7EaE>

Calculamos una base estandard para Iy

FI-FB+FB=2ryl+2+y)=>ayc
—_————
u
B-F=xwl+y)-y=>y’cl
——
v
FB=+ay(l+2y+2°) =22 €
—————
w

El ideal LM(Ip) := (22, zy,y>) es cero dimensional, el borde es A(ly) = {y3, 232, zy, 2%} y su
respectiva escalera es {1, z,y, y2}.

yie
y2
1
vy
)
xl 1'2

Por las igualdades anteriores tenemos que

u-ay=F-F+F;
2u-y® = vFy 4 (2u — v)Fy + (v — 2u)F3
2u-2? = —wF| + wFy 4+ (2u — w)F3
2u- 2y’ = y(Fy — Fy + F3)
Definimos los levantamientos de cada elemento de la base canénica del borde (recordemos que
“levantamos” el elemento del borde multiplicado por su respectiva unidad):
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G = —-IKh+F;
= 2xy + 223y + 2xy? + xy2® — xyP2® — 32t

Gy = vF| + (2u — U)FQ + (’U — 2u)F3
=207 + 22297 + 2y* + wy2? + wy?2? 4+ wy?d 4 208y% 28 4 ayBd 4Bt 4 20782 gyttt

Gs = —wF) + wF + (2u — w)F}

= 222 + 22* 4 22%y — 2y2? — 23y2? — 20?2 + 2?2 + 23223 4 20323 — Bt — 22y3d

Gy = y(F1 — K+ Fg)
= 2xy2 + 2x3y2 + 2xy3 + :Uy222 — :cy3z3 — y4z4
Ahora definimos los polinomios formales:

Gy = zy — (ap + a1z + agy + azy?)

Go =y — (bo + b1z + bay + b3y?)

Gs:=2° — (co+ 1+ coy + 03y2)

Gy = xy® — (do + dix + doy + d3y?)

donde ag, a1, az,as, by, ...,ds son 16 variables cuyos valores vamos a determinar.
El siguiente paso es reducir los G1, G2, G3 y G4 con los G;’s

1. Reduccién de G con los 5@78 NNNNNN .
Al reducir GG respectivamente con Go, G4, G3, G3, G4, G1 y G2, obtenemos:

*Z4b0 — doZS + 2&00% + 2agc3dy + CLUZ2 + 2bgcices + 2bgesds + 2agcg + 2cadg + 2ag9 + 2do +
(—5124 — d123 + 2&10% +2aic3dy + a1z2 + 2b1c1c3 + 2bicsds + 2a1¢c9 + 2¢ody + 2a1 + 2d1)x +
(—b224 — d223 + 2&26% +2asc3dy + CEQZQ + 2bocic3 + 2bycsds + 2asco + 2cpc1 + 2¢9ds + 2¢3dy +
2a0 + 2d2)y + (—5324 - d323 + 2@30% + 2aszcsdy + a3z2 + 2bgcies + 2bgezds + 2azco + 210 +
2cods + 2c3ds + 2a3 + 2d3)y? =: By + Esx + Esy + Egy?

2. Reduccién de Go conlosCTi’s e
Al reducir G4 respectivamente con Go, Gao, Gy, G4, G4, Gs, G3, G4, Ga, G4, G1 v Ga,
obtenemos:

2606024 + b16023 + 200d023 + 2bscody + 2b1€06124 + 20061d12’3 + 2by1cocq + 2dpbics + CL02’2 +
2a0b1 + (2a3b10224 +2a3b2612’4 +2a3b3d224 +2l)1010324 +2b103d324 +2b2b3032’4 +2b363d124 +
2b3d§z4—|—a3b1z4+2a301d223+2a302d1z3+2a3d2d3z3+2()003z4+2b20224+b§z4+2b303d223—l—
26163d1 2’3 + 463d1d32’3 + 26@23 + a3b223 + b1632’3 + b22’4 + b3d323 + b324 + 262d223 + 203d02’3 +
d3z3—|—2a3b102+2a3b261+2a3b3d2—|—a3z2+2()10103—|—2b103d3+2b2b303+21)303d1—|—2b3d§—|—d3z2—|—
2a361 + 2[)063 + 2b262 + 2()% + 21)2 + 2b3)y2 + (2a2b10224 + 20@()20124 + 2a2b3d224 + 2b101022’4 +
25103(12,24 + 25%0324 + 2b3€2d124 + 2b3d2d324 +a2b124 + 2&261d2Z3 + 2a202d1z3 + 2a2d2d323 +
2b00224+b2b3Z4+2b2COZ4+2bQC3d223+2C1C2d123+2C2d1d3Z3+203d1d223+2d2d§253+a2b223+
b0z4+b10223+b224+b3d2z3—1—260d223+262d0z3+d2z3+2a2b102+2a2b201+2a2b3d2+a222+
2b161CQ+2b163d2+2b363+2b362d1+2b3d2d3+d22’2+2agbl+2b062+2b2b3+2b200+2b0—|—2[)2)y—l—
2bgbs +2b0b26324 +2b003d223 + 2a0b16224 +2a0b3d224 +2a061d223 +2a002d123 + 2a0d2d323 +
2&0[)201Z4+2d0b3d32’4+2b300d124+2C()d1d32:3+d0b323+(2@1b10224+2a1b261Z4+2a1b3d224+
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2b1b2632’4 + 2[)16%2’4 + 2b103d124 + 2b361d124 + 2()3d1d324 + a1b1z4 + 2&161d223 + 2&162d123 +
2&1d2d3Z3+25061Z4—I—blb3Z4+2b16024—1—25103(1223+2b3d024+26%dlz3+261d1d323—1—26361%23—1—
2d1d%zg+CL1b223—H)l612,’3+b1Z4+b3d123+200d123+261d02’3+2d0d323+b023+d12’3+2a1l)102+
2a1bscy + 2a1b3ds + a1z2 + 2b1bocs + lec% + 2b1c3dy + 2bscidy + 2bsdids + d122 +2a1b1 +
2bgc1 +2b1b3+2b1co+2b3dy + 2b1)w+2606203 +a0b2z3 +d0z2 +2apbscy +2a0bico +2apbsds +
a0b124 + doZ3 + b0b324 + 2d0b16324 + 2d063d12’3 + Z4b0 + 2dpbsds + 2d§23d0 + 2bgcg + 2bg =:
Es + Egx + E7y + Egy?

3. Reduccién de G3 con los 5 s
Al reducir G5 respectivamente con Go, G4, G4, G4, Gs, G3, Gy, G1, Go, G1 y Gg, obte-
nemos:

—b00024+2()1602’ +Cod02 —bobgCgZ +b0€3d22’ —boClcgz —b003d3z —blcoclz —i—CocldlZ +
4b00263—a022—|—( a1bicaz —arboci 2t —arbzdaz* —bibacgz? —blclz —bresdyzt—bserdy 2t —
b3d1d32’4 + a101d22 + CLlC2d12’ + a1d2d32 — boClz — blc()Z + blcgdzz — bgdoz + C%dlz +
Cld1d323 + ng%z3 + dldgzs + 2@11)22’3 — alc%ZQ — a103d1z2 — b1010322 + 2b16123 — b103d32’2 —
b1Z4—|-2b3d123—|—Cod123+01d0Z3+d0d3Z3+2a1510§—alcoz2+2b023+2b1bgc§—62d122+d123+
4a10102 — a122 + 4b16203 + 20? + 46163d1 — 2d122 + 2a101 + 2[)163 + 40001 + 261)% + 2[)0()30% —
aoblcgz4 — aob3d224 + (I(]CldQZS + a002d123 + a0d2d323 — (lob26124 + 2blc§ao — d0b3d324 -
b360d12’4 -+ Cod1d3z — a003d12 -+ 26001 + 2d0b32 + 2(10[)223 - 2d022 + 263 + d023 — d0b1632’4 +
d063d123 — aoc%ZQ — aocoz + 4dagcico + 2a9c1 — Z4b0 + 2bopcs + d%zSdo — 62d022 + 4e1does +
2co+ (—a3b1622 — agbgclz - a3b3d2z — blclcgz — b103d3z4 - bgbgCgZA — b303d124 — b3d§24 +
a301d223 + a302d123 + a3d2d323 — b00324 — b20224 + b363d223 + 0163d12’3 + 263d1d32’3 + d%Z?’ +
2&3[)223 - agc%ZZ — a303d1z2 + 2b16323 — 53016322 - b303d322 + 2b3d323 — ng4 + 02d223 +
c3doz+ 2a3blc§ —ascoz’+ Zbgcg — 10022 — cods2® — c3dnz® +d3 23 +4agcico —az 2+ 2bgc§ +
4bszcocs + 20%03 +4cic3ds — 2d32’2 + 2agc1 +2bscs +4cpes + 26% +2co+ 203)y2 + (—a2b102z4 -
agbgclz4 — a2b3d224 — b1010224 — b163d224 — b30324 — b362d124 — b3d2d32’4 + a201d223 +
a202d123 —I—a2d2d323 — b00224 — b26024 + b2€3d223 +01€2d123 +02d1d323 +63d1d223 +d2d§z3 +
2agbgz3—CLQC%ZQ—a203d12’2+2b10223—b20163Z2—b263d322—b224+2b3d223+Cod223+02d02’3+
2a2blc§—agcoz2+2b2bgc§—006122—02d222—03d0z2+d223—|—4a20102—a2z2+2boc§+4620263+
20%62 +4ciesdy — 2d222 + 2ascy + 2bgcg + deges + 2¢ + 202)y =: Fg+ Fhor+ F1iy + E12y2

4. Reduccién de G4 con los 5 s
Al reducir G4 respectivamente con Go, Gao, Gy, G4, G4, G, G3, G4, G1 y GQ, obtenemos:

—aoblz — bobgz — aobgz — blcoz — dobgz + 2apc1ds + 2agcady + 2agdads + 2bgcsds +
2cqc1dy +2¢od1ds +2c3didy +2d§d0 +d022 4+ 2agbo 4 2b1co 4+ 2b3dy 4+ 2cody + 2dg + (—a1b1z4 —
b15324 — a1b2z3 — 51612’3 — b3d12’3 — b023 + 2a1c1ds + 2a1 cod1 + 2a1dods + 2byc3ds + QC%dl +
2c1dyds + 2c3d? + 2d1d3 + d122 + 2a1bs + 2bicy + 2bsdy + 2cdy + 2¢1dg + 2dods + 2by +
2d1)3§‘ + (—agblz4 — bgb324 — a2b223 — b(]Z4 — b10223 — b3d223 +2aoc1do 4 2a9c0dq + 2a9dads +
2bocsdo+2c1cody +2cod1d3+2¢3dyds +2d2d§ +d22’2 +2a9bg +2b1¢co +2bsdo +2¢cods +2cody +
2d2)y + (—a3b124 — b§Z4 — a3b2z3 — b16323 — b224 — b3d323 + 2asc1ds + 2a3cady + 2asdads +
2bscsds +2c1c3dy +4cesdids + 2d§ + d322 +2a3bs + 2byc3 + 2b3ds + 2¢cods + 2¢3dy + 2d3)y2 =:
E13 + Eux + Eisy + Ei6y?

Observamos que el sistema H := {F; =0:¢=1,...,16} tiene jacobiano no nulo en el origen,
esto implica que el sistema H determina tinicos valores para las variables ag, a1, as, as, by, . . ., ds.
Por lo tanto H codifica tinicas series algebraicas

h:= (hi,hy,. .., hig) € V6.
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Asi, hemos determinado los coeficientes de los polinomios “formales G;’s”:

(71 :=xy — (h1 + hoz + hsy + h42/2)
Gy = y® — (hs + hez + hry + hgy?)
CTg, := 2% — (hg + hiox + h11y + h12y?)
Gy = xy® — (hiz + hux + hisy + higy?)
las cuales son “reglas de reescritura”, pues permiten reescribir cualquier elemento de V[ X| (m, X))

en términos de la base del espacio vectorial (V,m)[X], I y coeficientes en V, como lo expli-
camos a continuacién.

1
Supongamos que queremos representar r zj_ 5- Para ello, introducimos las variables Dy,
%+ z
D1, D5, D3, tales que
1tz Do + D1z + Doy + Dsy? (13)
F— x
1122 1 22 0 1 2Y 39,

y definimos el polinomio
P:=1+2z— (1+2*+ 2% (Dy+ D1z + Doy + D3y?).

Luego, reducimos a P con los polinomios évl, CA};, CTQ, évg, @;, E}Vg, év4, /Gv4, é; évg, y évl
obteniendo:

—D1h1hi2hig — Dihighiohg — Dahihiy — Dahishiohg — Doz% — Dihighia — D1hishg — Dahighis —
Dohi1hg — D3highg — Dshshs — Dshrhg — Dohig — Do + 2 + 1 4+ (—D1h3h1g — D1hi2highs —
Dyh2ohia — Dah3yhg — Dihighis — Dih3, — D122 — Dahighin — Dahiohia — Dshiohr — Dshishe —
D3hghg — Doh14 — D1hig — Dahg — Dshs — Dy)x + (—D1hiohi1hi — D1hi2hiehs — Dahighi1hi2 —
Dyh2yhs — Dihi1his — D1hiahis — D1highg — Dahiohis — Dah3, — Dahiohg — Daz? — Dshyihy —
Dshishg — Dshrhs — Dohis — D)y + (—Dihiohiahig — D1hishigha — Dahighiy — Dah3yhy —
D1hi1hig — D1highis — D1hiahig — Dahiohig — 2D2hi1haa — D3hiashy — Dshighe — D3h3 — D3z* —
Dohig — Dg)y2 =: 51 4+ Sox + Ssy + S4y2.

Al resolver el sistema lineal {S; = 0,52 = 0,53 = 0,54 = 0} en Dy, D1, Dy, D3, determinamos
unicos valores en términos de hy, ..., hia, que permiten escribir la representacion ([L3) deseada.
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A. Teoremas sobre dimension de anillos locales

En este apéndice recordamos algunos teoremas y resultados de Algebra Conmutativa que involu-
cran dimensién de anillos locales noetherianos o localizaciones y completaciones y que en cierto
modo han formado parte de nuestro curso de Master o que, siendo un poco maés especificos,
hemos tenido que utilizar en el texto.

Las referencias para las demostraciones de estos resultados son [3, [10].

(A.1) TEOREMA [3, Teorema 9.2]: Sea A un dominio local noetheriano de dimensién 1,
m su ideal maximal y k := A /m su cuerpo de fracciones. Son equivalentes:

1. A es un Anillo de Valoracién Discreta (AVD).
2. A es integramente cerrado.

3. m es un ideal principal.

4. dimpm, /m? =1

El siguiente es el Teorema del Ideal Principal (TIP), cuya interpretacién geométrica es que si in-
tersecamos un conjunto algebraico con una hipersuperficie que no contiene ninguna componente
irreducible, y no es constante en dicho conjunto, la dimensién baja exactamente en 1.

(A.2) TEOREMA TIP - [3, Teorema 11.17]: Sea A un anillo, a € A no unidad ni divisor
de cero. Los asociados primos minimales de aA tienen altura 1.

Enunciamos ahora una caracterizacion en el conjunto de anillos noetherianos, debida a Serre, de
aquellos que son integramente cerrados en su anillo total de fracciones (eg. normales). Nos dice
que ademas de la propiedad de ser las localizaciones en ideales primos de altura 1 anillos regulares
(como afirma el teorema mencionado arriba [3, Teorema 9.2]), los anillos normales verifican
la propiedad () del teorema siguiente, cuya interpretacion geométrica es que las funciones
racionales con indeterminaciéon de codimension > 2 se extienden a funciones regulares.

(A.3) TEOREMA [5, Teorema 4.4.11]: Sea R un anillo noetheriano reducido Q(R) su
anillo total de fracciones. Entonces R es normal en Q(R) si y solamente si se verifican las dos
condiciones siguientes:

1. (R1) Para todo p € Spec R tal que ht(p) =1, R, es un anillo local regular.

2. (S2) Para todo f € R, f no divisor de cero, el ideal (f) no tiene ideales primos asociados
sumergidosH.

Demostracion. Demostramos inicamente la parte que utilizamos en F), es decir que la pro-
piedad (@E) es condicién necesaria para la normalidad. Que (@ ) es consecuencia de la
normalidad viene de [3, Teorema 9.2].

Supongamos que R es normal, sea f € R un no divisor de cero y p un asociado primo del ideal
(f). Tenemos que demostrar que p es minimal entre los asociados primos de (f). Si demostramos
que la altura de p es 1, por el TIP el ideal p es necesariamente minimal.

Por la definicién de asociado primo p = Anul b+ (f) en R /(f). Consideremos el anillo local R,
y su maximal p¢ := pR,. Definimos (p) ™! := {x € Q(R) : -p° C R, }. Claramente R, C (p¢)~!
y % que es un elemento de Q(R) por ser f no divisor de cero, también pertenece a (p€)~!. En

efecto, dado un elemento de (p¢)~!, que necesariamente es de la forma U cont; €pyty ¢p,

to
por la definicién de b serd t1 - b = \f para cierto A € R. Asi % . % = % € Ry. Por consiguiente

'En consecuencia, por el TIP, sus asociados primos tienen altura 1
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tenemos % € (p®)~L. Por otra parte (p¢)~!-p® es un ideal de R, que contiene a b (pues b = % -f)

y como b & p, es por tanto una unidad en Ry. Concluimos que el ideal (p¢)~1 - p® es todo el
anillo Ry.

Demostramos ahora que p¢ es un ideal principal. Sea ¢t € p©\ (p®)?, que existe pues sino por el
lema de Nakayama p¢ =0y p = 0. Como ¢t € p¢, ¢t - (p°)~! C R, y es un ideal de R,. No puede
ser t - (p¢)~1 C p® pues sino ¢ - (p¢)7L - p¢ = tR, C (p°)?, que contradice la eleccién de ¢t. En
conclusién ¢ - (p¢)~1 = R, y tR, = p°.

Con todo ello hemos visto que p® es principal en Rp; es decir p¢ = (a)R, para cierto a que
podemos suponer en R. Ademaés por las propiedades de la localizacién p¢ es asociado primo de
(f)Rp. Si a fuera divisor de cero en Ry, f (es decir {) que es multiplo suyo seria divisor de cero
en Ry. Entonces f también divisor de cero en R. Por consiguiente a no es divisor de cero en R,
y como p° es el tnico asociado primo de si mismo es decir de (a)R,, por el TIP tiene altura 1.
Como la altura de p en R coincide con la de p® en Ry, hemos terminado la prueba. O

La manera en que utilizamos este resultado es para establecer el siguiente corolario.

(A.4) COROLARIO: Sea R un DInoetheriano integramente cerrado. Entonces R = My (y)—1 Rp-
Demostracién. Sea Q(R) el cuerpo de fracciones de R y sea z := I} € Q(R), z; € R tal que
x1 ¢ 2 R. Veamos que para algin primo p de altura 1, = ¢ R,.

Claramente z9 no es unidad en R ni cero, asi por la proposicién anterior los asociados primos
de z2R son todos minimales y tienen todos altura 1. Sea z2R = N;_;q; su descomposicion
primaria y p; el primo asociado al primario q;. Como z1 ¢ zoR, digamos que x1 ¢ q;. Entonces
1 ¢ l’ngl = quPl ]
El siguiente resultado se denomina Teorema de la Dimension para anillos locales noetherianos:

(A.5) TEOREMA [3, Teorema 11.14]: Sea (A, m, k) un anillo local noetheriano, coinciden:
1. La dimensién de Krull de A.
2. El menor ntimero de generadores de un ideal m-primario.

Observar que

(Menor nimero de generadores de un> é (menor numero de gene—)

B . 2
. L B (dim,_
ideal m—primario radores de m (dimg—a mm,/m)

A. Porque m es m—primario y el menor nimero de generadores lo puede dar otro m—primaro
que no necesariamente es m.

B. Es una aplicacién del lema de Nakayama, tal y como lo establece la siguiente proposicion.

(A.6) PROPOSICION: Si M es un A—médulo finitamente generado y &;,...,& € M, ta-
les que &;,...,&,, (r < £) en M,mM son generadores del A m—espacio vectorial, entonces
&1, ..., & son generadores de M.

Demostracion. Sea N = (&1, ...,&)A submddulo de M (N C M), probaremos que N +mM =
M.

N

Es claro.

2 Seax € M, x+mM estd generado en M /m pOEEl, ..., &, por lo que existen \i,...,\, €
Arz4+mM =37 \&;, entonces x — Y . A& € mM.

Por lo tanto, N+ mM =M = N =M. O
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(A.7) DEFINICION: Un anillo local noetheriano (A, m,k := A /m) se dice local regular
si su ideal maximal m esta generado por un nimero de elementos igual a la dimensiéon de Krull
de A, es decir, si

d := dimy,,n A = menor nimero de generadores de m
= dimy, m,/m?

Un sistema de generadores de m formado por d elementos (i.e. minimal) se denomina sistema
regular de parametros.
(A.8) TEOREMA [3, Teorema 11.22]: Dado un anillo local noetheriano (A, m,k) son
equivalentes:

1. A es regular.

2. Su graduado m—adico es un anillo de polinomios: GRm(A) = k[X1,..., X,].

3. Su completado m—4dico es un anillo de series formales: A = k[[X1,..., X,]].
En ambos casos el r coincide con la dimensiéon de Krull de A o equivalentemente el menor

nimero de generadores de m.

(A.9) EJEMPLO: Si A es dominio local noetheriano y normal, y p es un ideal primo de
altura 1, A, como hemos visto es un AVD. La valoracién de un elemento es la p®—adica es
decir, viene dada por la mayor potencia del maximal a la cual pertenece el elemento. Por otra
parte su completado A, es por (@) isomorfo a k(p)[[T]], donde k(p) = A,,/p°. Claramente la
composicién A, < A, = k(p)[[T]] permite ver el anillo A, como sub anillo del anillo de series y
la valoracién p®—&adica como tomar el orden en la T' de una serie.

Otro resultado que usamos en la demostracién de m es la version formal del Teorema de
la Funcién Implicita (TFI). Con la misma notacién e hipétesis del teorema m tenemos el
siguiente resultado:

(A.10) TEOREMA TFI: Existen tnicas series hi,...,h, € K[[X]|qyq tales que
.hj(O):07paraj:17"'7p7y
» Hi(X,hi,...,hy) =0, parai=1,...,p.

El teorema anterior afirma que el ideal maximal my de A esta generado por z; := X; méd (Hy, ..., Hp),
i=1,...,n, es decir,
my = (T1,...,Tn).
Asi tenemos el siguiente corolario.
(A.11) COROLARIO: El anillo A del teorema () es local regular.
También damos la siguiente demostracién mas “geométrica” de este resultado, y el desarrollo
en serie se puede construir siguiendo la demostracién del teorema .

Demostracion. Consideramos la aplicaciéon lineal

Vx : (K[Y])[X] — K"

F s Vx(F) = (;)2(0,0),...,&(0,0))

el gradiente formal en las X'’s i.e. tomamos “derivadas parciales formales” rescpecto a X’s y
las evaluamos en (0, 0).
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Observar que Vx(X;) = (0,..., 1 ,...,0) =: e;, se tiene que {Vx(X1),...,Vx(X,)} son

base de K™.
Ademés

0 k#Fik#J,

9 X, k=i,

= (X:X;) =

8Xk( i) X; k=j
2X), k=i=j,

en los cuatros casos tenemos que %(Xin) es idénticamente cero al evaluar en (0). Si I :=
(X,Y)

¢: KX, Y] = K"
n P
Fi=Y"a;X;i+ ) bY;+ P(X,Y) > o(F) = (ay,...,a)
i=1 j=1

donde P € (X?,Y?).

Por la hipétesis \g%l\ € K* tenemos que ker p = I2. Asf la aplicacién I /12 5 K™ es isomor-

fismo entonces

dimyggy A = dimy, I /1% = n.

Por lo tanto A es local regular y x1,...,z, es un sistema regular de pardmetros. O

Referencias

[1] Maria Emilia Alonso, Thierry Coquand y Henri Lombardi. “Revisiting Zariski main theo-
rem from a constructive point of view.” English. En: J. Algebra 406 (2014), pags. 46-68.
ISSN: 0021-8693.

[2] Maria Emilia Alonso, Teo Mora y Mario Raimondo. “A computational model for algebraic
power series.” English. En: J. Pure Appl. Algebra 77.1 (1992), pags. 1-38. 1sSN: 0022-4049.

[3] M.F. Atiyah e I.G. MacDonald. Introduccion al dlgebra conmutativa. Publicaciones cien-
tificas y de tecnologia aplicada. Reverté, 1973. 1SBN: 9788429150087.

[4] D.A. Cox, J. Little y D. O’Shea. Ideals, Varieties, and Algorithms: An Introduction to
Computational Algebraic Geometry and Commutative Algebra. Undergraduate Texts in
Mathematics. Springer International Publishing, 2015. 1sBN: 9783319167213.

[5] T. de Jong y G. Pfister. Local Analytic Geometry: Basic Theory and Applications. Ad-
vanced Lectures in Mathematics. Vieweg+Teubner Verlag, 2013. 1SBN: 9783322901590.

[6] M. Kreuzer y L. Robbiano. Computational Commutative Algebra 2. Computational Com-
mutative Algebra. Springer Berlin Heidelberg, 2005. 1SBN: 9783540255277.

[7] T. Mora. Solving Polynomial Equation Systems. Encyclopedia of Mathematics and its
Applications v. 4. Cambridge University Press, 2016. 1sBN: 9781107109636.

[8] Teo Mora, Gerhard Pfister y Carlo Traverso. “An introduction to the tangent cone algo-
rithm”. En: Issues in non-linear geometry and robotics, CM Hoffman ed (1992).

[9] Lorenzo Robbiano. “Term orderings on the polynomial ring”. En: EUROCAL’85. Springer.
1985, péags. 513-517.

[10] O. Zariski y P. Samuel. Commutative Algebra II. Commutative Algebra. Springer, 1976.
ISBN: 9780387901718.

41



	La Henselización en geometría algebraica
	Álgebras planas y fielmente planas
	Henselización de un anillo local
	Lema de Hensel Multivariado

	Algoritmos en la henselización de un anillo local
	Preliminares y notaciones
	Modelo computacional para series algebraicas
	Bases estándar y algoritmo del cono tangente

	Teorema de representación
	Bases del borde
	Enunciado y demostración
	Algoritmo
	Aplicación
	Ejemplo

	Teoremas sobre dimensión de anillos locales

