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RESUMEN

Con base al nivel de conocimiento sobre el resultado del fendémeno sobre el que se ha construido un modelo,
éste puede clasificarse en determinista, donde el resultado se conoce a priori sin incertidumbre, o estocés-

tico 1, donde no se tiene certeza sobre el mismo sino tan solo se conoce la probabilidad de diversas opciones [2].

En cuanto a modelos estocasticos, cuando se trata de representar una situacion concreta en un momento da-
do, el modelo en cuestion seré de naturaleza estatica, mientras que cuando se pretenda recoger su evolucion
a lo largo del tiempo, tendremos un modelo dindmico. La teoria de la probabilidad engloba el estudio de los

modelos estaticos, mientras que el analisis de los dindmicos corresponde a la teorfa de procesos estocasticos [2].

La actuaria o ciencia actuarial es una disciplina que aplica modelos estadisticos y matematicos para la evalu-
aciéon de riesgos en las industrias aseguradora y financiera, ligados a los seguros de personas, bienes o servicios

y que sobre la base de ellos se establecen las primas, los riesgos, tiempos de vida o utilidad esperados [3].

En esta investigacion se pretende sintetizar los modelos estocasticos dinamicos que han surgido en matemaética
actuarial, involucrados en el seguro de vida. Se parte de tablas de mortalidad, creando modelos, tratando las

fuerzas de mortalidad para luego encontrar las probabilidades de supervivencia para cada afio.

Se hace comparaciones por medio de graficos cuanto es la diferencia entre los resultados obtenidos por los

modelos respecto a los resultados de las Tablas de Mortalidad?.

LE] término estocastico procede del griego stokhos, que se refiere al lanzamiento de los dardos hacia el centro del blanco, por

lo que se considera sinénimo de aleatoriedad
2Dichas tablas fueron tomadas del Instituto de Actuarios de Canada, cuya direcciéon electrénica es la siguiente

http://mort.soa.org
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Capitulo 1

INTRODUCCION

Modelos multi-estado son un intento de ver una variedad de contratos de seguros de vida y anualidades de
manera unificada, haciendo uso de los procesos de Markov. Como motivacion, tomar un individuo de edad = y
considerar una cadena de Markov de dos estados, donde la persona se encuentra en estado 0 (vivo) o el estado
1 (fallecido) en cualquier momento. Contratos de seguros de vida ofrecen beneficios tras la transferencia del
estado 0 al estado 1, mientras que los contratos de anualidad de vida proporcionan beneficios siempre que el

proceso permanece en el estado de 0.

De manera mas general, considereremos un modelo de multiples decrementos de (x) con m causas de fallo.
Podemos considerar una cadena con M + 1 estados. El estado 0 significa que (x) no ha sido involucrado en
cualquier causa y se refiere a menudo como el estado activo. El estado j se refiere a haber sido involucrado
a la primera causa j. Involucrando en este tema los beneficios del seguro discutidos se pueden ver como los
pagos provenientes de la transferencia del estado 0 a otros estados. Un seguro de vida conjunta se puede
considerar como dos contratos, un pago de beneficios tras la transferencia del estado 0 al estado 1, y los otros
beneficios pagados en el momento de la transferencia del estado 0 al estado 2. Una anualidad de dos, de vida
en general puede ser considerado como independiente de tres contratos, cuando el contrato ¢, ¢ = 0,1, 2, paga
beneficios siempre y cuando el proceso esta en el estado i. Esto se puede generalizar a los contratos relativos

de n vidas donde tendremos 2n estados.

La situaciéon méas simple consiste en sblo dos estados: “viva” y “muerta”. Un individuo puede hacer s6lo una
transicion. Por un simple anualidad de vida, los beneficios se pagan mientras que el beneficiario se encuentra
en estado 1 y cesar en la transiciéon al estado 2. En el caso de un seguro de vida politica entera, las primas
se pagan mientras el asegurado se encuentre en el estado 1, y el beneficio por muerte se paga en el momento

de la transicion al estado 2.

En el proceso de tres estados comtinmente utilizado para describir el estado de una persona asegurada en

virtud de una politica de ingresos por incapacidad. En este caso, las primas se pagan mientras el asegurado
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se encuentre en el estado 1, y los beneficios se pagara mientras el asegurado se encuentre en el estado 2 (por
lo general después de un periodo de espera). Los calculos actuariales para este ejemplo son més dificil porque

el individuo puede hacer visitas repetidas a cada uno de los estados 1 y 2.

Por esta razoén, a menudo se supone que las transiciones del estado 2 al estado 1 no son posibles. Gran parte
de este trabajo se ha basado en la teoria de los procesos estocasticos para obtener nuevos resultados de interés
y generalizar los resultados. Tales modelos son mas manejable cuando se asume que el proceso satisface la

propiedad de Markov.

Una suposicién no es apropiada. Por tanto, necesitamos un método general de la busqueda de las probabili-

dades p;;(t,z 4+ t) en los modelos de estado multiple con tres o mas estados.

El enfoque fue desarrollado suponiendo que las fuerzas de transicion son constantes dentro de los intervalos
de edad de una longitud fija. Matrices de probabilidad de transicién se pueden calcular de forma recursiva
durante periodos de tiempo que son multiplos de este intervalo de edad. El método conduce a expresiones de
las probabilidades de transicién que son méas convenientes para ciertos tipos de calculos. También proporciona

una estrategia para tratar con dependencia de la duracion.

Una descomposicion de la fuerza de la matriz de transicién conduce a una comoda representacion de la matriz
de probabilidades de transicion. Este tltimo se expresa explicitamente en términos del intervalo de tiempo
de interés. Ademas, las probabilidades son combinaciones lineales de funciones exponenciales. Por lo tanto,
la integraciéon necesaria para calcular los tiempos esperadas en los distintos estados asi como los valores
actuariales pueden llevarse a cabo analiticamente. Esto es también cierto cuando las fuerzas de la transicion

son constantes a trozos.

Este modelo de Markov de tres estados con fuerzas constantes por trozos da rendimientos de probabilidades

de transiciéon que estan muy cerca a los obtenidos directamente de la tabla de mortalidad.

Este articulo describe un enfoque por el cual los actuarios pueden determinar probabilidades necesarias para
los célculos en las aplicaciones que estan representadas como procesos multiestados. Nos hemos basado en
matemaéticas. Resultados disponibles cuando se asume que el proceso es de Markov con fuerzas constantes de
transicion (es decir, un Proceso de Markov de tiempo homogéneo). La extension a las fuerzas constantes por

pieza es directa en los casos de dependencia de la duracion.

Se desarrolla una aplicacién del calculo actuarial que modela un proceso multiestado en general. Se pretende
calcular a futuro probabilidades de supervivencia o muerte de un grupo de personas que obtengan un seguro

de vida a cierta edad z, y esto mediante la intervenciéon de procesos estocasticos.

El método se basa en los resultados de la matriz conveniente cuando un modelo de Markov de tiempo continuo

con fuerzas constantes de transicién se supone.



Capitulo 2

DEFINICION DEL PROBLEMA

2.1. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

En ninguna de las carreras que administra la Escuela de Matemética de la Universidad de El Salvador se ha
considerado el estudio de la ciencia actuarial ni en las materias obligatorias, ni en las materias electivas. Por lo
tanto la idea es aportar al conocimiento del &rea en cuestion, mostrar su importancia mediante la aplicacion
de modelos estocésticos dinamicos y dejar constancia documental para que en futuro sea considerado para

las carreras de la Facultad de Ciencias Naturales y Matematica u otra facultad afin.

El problema central es:

Estudiar modelos estocésticos dinamicos en la ciencia actuarial aplicados en seguros de vida.

2.2. ANTECEDENTES

El trabajo titulado “IMPACTO DE LA PRIVATIZACION DEL SISTEMA DE PENSIONES EN LA SITUACION
DE POBREZA DE LAS PERSONAS PENSIONADAS EN EL SALVADOR ” se presento en la Escuela de

Economia de la Universidad de El Salvador, como tesis de la Licenciatura en Economia, en el ano 2006.

En el afio 2013, se presento el trabajo de grado de la Licenciatura en Economia titulado “CRISIS ECONOMI-
CA Y RENDIMIENTO DEL FONDO DE AHORRO DE PENSIONES DE EL SALVADOR: 2007-2012”;

ambos trabajos tocan aspectos financieros pero no tanto actuariales.

En la Facultad de Ciencias Naturales y Matematicas no se han elaborado ni tomado en cuenta documentos
actuariales, para materias obligatorias ni electivas, sin embargo en la Escuela de Matematica existen algunos

Trabajos en Actuaria:
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El que realizo el Msc. Otoniel Campos en su tesis de maestria que se titula “ ESTUDIO DE MODELOS DE
RIESGO ACTUARIAL Y DE LA PROBABILIDAD DE RUINA” en el afio 2009,

La Tesis de Licenciatura en Estadistica presentada por Rosa Matilde Rivera Sosa y titulada “ ESTADISTICA
APLICADA AL ANALISIS ACTUARIAL ” en el ano 2011, que reune aspectos teéricos muy importantes en

el ambito actuarial.

En la Facultad Multidisciplinaria de Occidente, Santa, Ana, Departamento de Matemaéticas, en Marzo de 2016;
se present6 la tesis denominada “FUNDAMENTOS DE ESTADISTICA ACTUARIAL”, para obtener grado
de Licenciatura en Estadistica. La tesis describe distribuciones ttiles, teoria de supervivencia, tarifacion,
modelos probabilisticos relacionados a siniestros, funciones generatrices, elaboraciéon de tablas de mortalidad,
teorfa de credibilidad.

2.3. JUSTIFICACION

La importancia de estudiar procesos estocésticos aplicados a matematica actuarial se debe a que los riesgos
financiero-actuariales implican situaciones que se desarrollan y evolucionan a lo largo del tiempo y los mod-

elos basados en procesos estocasticos resultan ser los méas adecuados para estas situaciones.

El propésito es analizar modelos estocasticos dinAmicos para resaltar su aporte a las ciencias actuariales y

su aplicabilidad en las compaiifas aseguradoras.

2.4. OBJETIVOS
2.4.1. OBJETIVO GENERAL

Analizar modelos de procesos estocésticos en mateméatica actuarial.

2.4.2. OBJETIVOS ESPECIFICOS

1. Analizar modelos estocasticos dindmicos en seguros de vida.

2. Aplicar modelos estocasticos dinamicos en seguros de vida.
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METODOLOGIA DE
INVESTIGACION

Para el desarrollo de la investigacion se realizaran las actividades:
1. Busqueda y lectura de articulos relacionados con el tema publicados en Internet y en bibliotecas.
2. Recoleccion y redacciéon de ideas, conceptos y teorias principales del tema.
3. Reuniones semanales con asesor para la revision de avances.

4. Defensas publicas del proyecto de investigacion.
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LOS PROCESOS ESTOCASTICOS

4.1. PROCESOS ESTOCASTICOS

En los modelos estaticos la variable tiempo no es importante; mientras que en los modelos dindmicos, uno o
varios de los elementos modelizados toma valores dependientes del tiempo, describiendo trayectorias tempo-
rales [10].

Si nos centramos en los modelos dinamicos, podemos distinguir también entre modelos dinamicos determin-
istas y estocésticos. En los primeros, tanto los pardmetros como las variables temporales, tienen asignados
ciertos valores, mientras que en los modelos dinamicos estocésticos, alguna variable o pardmetro sigue un

proceso estocastico, con lo cual las variables temporales siguen una distribucion de probabilidad [10].

Para introducirnos a la definicién de un proceso estocéstico que se utilizara en el presente trabajo, presentare-
mos definiciones equivalentes de diferentes autores. En su devenir, los procesos estocasticos han sido definidos

de diferentes formas:
1. Khintchine [5, 6] lo define como un sistema uniparamétrico de variables aleatorias.

2. La concepcion de Doob [5, 7] es eminentemente abstracta. Todo proceso regido por leyes de probabilidad
o una familia de variables aleatorias:
{X(t),teT}

dependiendo de un parametro ¢t que si representa tiempo se denomina proceso y si no funcion aleatoria.

Dependiendo de T, el proceso puede ser de tipo discreto (finito o infinito numerable) o continuo.

Para todo conjunto, finito o infinito, de realizaciones de X (t) se puede asociar una variable simbolica

w € Q, donde Q es el espacio muestral, lo que permite considerar X (¢) para un valor particular de w

6
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como cierta funcion X (w, t), discreta o continua, en la variable ¢, pudiendo representar una trayectoria

para cada valor de w € €.

3. Para Lévy: un proceso estocéstico es, en principio, un procedimiento de definiciéon de una funcién
aleatoria en el tiempo ¢ en el que el azar interviene en cada instante, cualquiera que sea el valor t €
T y su incremento 7, el conocimiento de X (¢) en el instante ¢y hasta el instante ¢; no determina lo
valores de esta funcion en el intervalo (t, t+7) y estos valores son aleatorios, evolucionando en el tiempo.
Teoricamente puede definirse dando un conjunto €2 de realizaciones posibles de X (¢) y definiendo una
distribucion de probabilidad en 2 [8, 5].

4. Citaremos a Karhunen quien concibe los procesos estocasticos como funciones cuyos valores son puntos
de un espacio abstracto. Establece condiciones restrictivas: son funciones cuadrado integrables (£2);
tienen dispersion finita !, por lo que pueden considerarse como elementos de un espacio de Hilbert?
[9, 1].

5. La definicion de A. Férnadez de Troconiz [25] supone una previa definicion de un espacio de probabili-
dades:
(Q7 f’ P)7

y el conjunto de indices (espacio pardmetrico): T = {t}, en el que para cada t € T se supone definida

una variable aleatoria X;(w) o X (w,t).

Troconiz define un proceso estocéstico como una familia de variables aleatorias,
{X(w,t),t €T},

definidas conjuntamente sobre el espacio de probabilidades dado, de modo que a cada indice t € T

corresponda una variable aleatoria.

Utilizaremos la siguiente definiciéon en nuestro investigacién y en caso que sea necesario se hara énfasis en

una definicion equivalente tal como se ha desarrollado previamente.

DEFINICION 1 Un proceso estocdstico es una familia uniparamétrica de variables aleatorias {X(w,t),t €
T} definidas todas ellas sobre un mismo espacio probabilistico (Q, F, P), y que toman valores en un conjunto
denominado espacio de estados, el cual puede ser discreto o continuo. Generalmente, el pardmetro t es el

tiempo, aunque puede tener otros significados [11].

De acuerdo a la definicion, un proceso estocéstico es una coleccion o familia de variables aleatorias {X; }er,
ordenadas segun el subindice ¢ que en general se suele identificar con el tiempo. Por tanto, para cada instante
t tendremos una variable aleatoria distinta representada por X;, con lo que un proceso estocéstico puede
interpretarse como una sucesiéon de variables aleatorias cuyas caracteristicas pueden variar a lo largo del

tiempo [2].

IToda sucesién de Cauchy es convergente.
2Espacio de Hilbert es un espacio vectorial con producto interno que es completo con respecto a la norma dada por el producto

interno, por lo que es una generalizacién del concepto de espacio euclideo.
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Denotaremos un proceso estocatico como {X (w,t),t € T}, o simplemente {X(¢)} o {X;}. De acuerdo con

cuanto antecede, de un proceso estocéstico, se tiene lo siguiente:

= Una familia de funciones de ¢ (¢ y w variables). Es el proceso propiamente dicho. Representa el conjunto

de realizaciones del proceso. La denotaremos de la siguiente manera:

{X(w,t),t € T}oea-

= Una funcion de t (¢ variable y w fijo) la cual es un elemento del conjunto de realizaciones del proceso,

también llamada funcion muestral, realizacion o trayectoria. La denotaremos de la siguiente manera:

{X (wo, ) }ter-

= Una variable aleatoria (¢ fijo, w variable). La denotaremos de la siguiente manera:

{X(wv tO)}wEQ~
= Un valor numeérico (¢ y w fijos). La denotaremos de la siguiente manera:
X(wo, to) = Tty

Por simplicidad, denotaremos a cada uno de los elementos de un proceso estocastico como X(t) o X;. El

contexto definira a cuél elemento se refiere.

4.2. FUNCIONES DE DISTRIBUCION. CONDICIONES DE CON-
SISTENCIA DE KOLMOGOROV

Sea (€2, F, P) un espacio de probabilidad y sea el proceso:

{X(t),teT} (4.1)
definido sobre el referido espacio. Si elegimos cualquier subconjunto finito
{t1,t2, ..., tn} (4.2)
del conjunto indice 7', los valores que tome (4.1) en el conjunto (4.2)
(X (1), X(t), s X (6} (4.3)

es denominado vector aleatorio y constituye un suceso elemental de Q2. Con el vector aleatorio (4.3) perteneciente

a () formaremos sucesos .5,
S = {X(tl) S l’l,X(tg) S 2, ,X(tn) S ln}

y que pertenece al dlgebra de sucesos F. La aplicaciéon univoca de cada suceso con la medida perteneciente

a P, la denominamos funcién de distribuciéon de orden n y la representaremos asi:

Fn($1,$27 ..,xn;tl,tg, ..7tn) = P(X(tl) S (El,X(tg) S ZIo, 7X(tn) é ZL’n) (44)
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Si existe la Funcion (4.4) para todo subconjunto (4.2) perteneciente a T' y n arbitrario, habremos definido el

proceso estocastico (4.1) en el sentido de Slutsky [24].

Para que la funcion (4.4) sea una funcion de distribucion tiene que cumplir las siguientes condiciones de

consistencia de Kolmogorov [11].
a) Condiciones de simetria.
La funcion de distribucion (4.4), correspondiente al proceso estocéstico (4.1) para n € N arbitrario y

Vi1, 1o, ...t, € T, es invariante para toda permutacion de los pares (z;,%;), (z;,t;); esto es:

Fn(ﬂi‘l,...,wi,...,l}j,...,I’n;tl,...,ti7...,tj,...,tn)

b) Condiciones de compatibilidad.

Toda funcién de distribucion multidimensional (4.4) de orden n 4+ m debera cumplir siempre:

szlrilrgoo Frim (@1 Zngm; tetnem) = Fn(@1...20; t1ta.. ty).

Tpn4m —>00

Las funciones de distribuciéon n dimensional generan funciones de distribucién de 6rdenes inferiores. El ntimero
de funciones de distribucién de orden k obtenidas de una de orden n (n > k) son las combinaciones (Z) y

cada una de ellas debera igualmente cumplir las condiciones de consistencia indicadas.

Se llama sistema de funciones de distribuciéon n— dimensional a todas las funciones de distribucion obtenidas

a partir de la dada. Asi, el nimero total seréa:

" n
=2" 1.
(%
k=1

Kolmogorov demuestra que todo sistema de funciones de distribucién que cumplan las condiciones de consis-
tencia expuestas define una funcién de probabilidad en el espacio H,, 3, y que puede extenderse ilimitadamente,
satisfaciendo los axiomas del célculo de probabilidades, lo que determina la existencia univoca de un proceso
estocastico {X(t),t € T} definido sobre Q [5].

A continuacion se definiran algunos procesos estocasticos que se utilizardn en las aplicaciones.

4.3. PROCESOS MARTINGALAS

Sea (2, F, P) un espacio de probabilidad para modelar un cierto experimento aleatorio, donde (2 es el espacio
muestral, F es una estructura o-algebra que agrupa a los eventos de €2 del experimento aleatorio a los cuales

se les puede calcular su probabilidad mediante P. Suponga ahora que se consideran dos sub g-algebras F;

3H, es el espacio de Hilbert de dimensién n
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y JFo tales que F; C Fp. Entonces F; contiene mas informacion que Fo en el sentido de que, en general, un
mayor nimero de conjuntos son considerados como eventos. En general, se puede considerar una sucesion
no decreciente de sub o-algebras F; C Fo C .... Este tipo de estructuras surgen de manera natural, por
ejemplo, para un proceso estocéstico a tiempo discreto {X,,,n € N}, pues puede construirse la sucesion F,
de la siguiente forma

fn = O'{Xl, ...,Xn},

en donde efectivamente se cumple que F; C F» C .... En este caso la o-algebra F,, contiene los eventos para
los cuales puede determinarse su ocurrencia o no ocurrencia, sélo con la informaciéon del proceso disponible

hasta el tiempo n.

EJEMPLO 1 Silas variables X,, representan los resultados de lanzar sucesivamente un dado, y si se define
el evento A como los puntos muestrales cuya suma de los dos primeros resultados es mayor a 3, entonces es
claro que A ¢ Fi, sin embargo A € Fy. Por supuesto, si sucede por ejemplo que X1 = 4, entonces sabemos
que el evento A ocurre, pero sin esta informacion adicional la ocurrencia o no ocurrencia del evento A no

puede determinarse sino hasta el sequndo lanzamiento del dado.
Estas consideraciones sobre sucesiones no decrecientes de o-algebras llevan a la definiciéon de filtracion.

DEFINICION 2 Una filtracién es una coleccion de o-dlgebras {Fn,n > 1} tal que F,, C Fpn, cuando
n < m. En particular, la filtracion natural de un proceso {X,,n € N} es aquella sucesion de o-dlgebras
definidas por Fp, = o{X1,...,Xn}, n > 1 [12]. Se dice que un proceso {X,,n € N} es adaptado a una
filtracion {Fn,n > 1} si la variable X,, es F,-medible, para cada n > 1.

En el caso de un proceso a tiempo continuo, se tiene la siguiente definicion de filtracion:

DEFINICION 3 Una filtracion es una coleccion no numerable de o-dlgebras {Fi,t > 0} tal que Fs C Fy,
cuando 0 < s < t. En particular, la filtracion natural de un proceso a tiempo continuo {X¢,t > 0}, es la
coleccion de o-dlgebras definidas por Fy = o{X |0 < s < t} [12]. Se dice que un proceso {X¢,t > 0} es
adaptado a una filtracion {F,t > 0} si la variable X; es Fy-medible, para cada t > 0.

DEFINICION 4 Se dice que un proceso {Xn,n > 1} es una martingala respecto de una filtracion {F,,n >

1} si cumple las siguiente tres condiciones:
a) Es integrable, o sea E[| X, || < oo para todo n.
b) Es adaptado a la filtracion, es decir, {X,,n > 1} es medible en {F,,n > 1}.
¢) Para cualesquiera n < m,

E[X | Fn] = X, (4.5)

Cuando en lugar de (4.5) se cumple la desigualdad E[X,,|F,] > X,, entonces el proceso es una submartin-

gala, y si F[X,,|Fn] < X, entonces es una supermartingala.

Para procesos a tiempo continuo, la condicion de martingala se escribe E[X;|F;] = X, para cualesquiera
tiempos s y t tales que 0 < s < ¢, sin olvidar la condiciones de adaptabilidad e integrabilidad para poder

llamar a tal proceso una martingala.
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En cualquier caso, si una martingala es adaptado a su filtracion natural, la condicién (4.5) se puede enunciar
de manera equivalente: para cualquier sucesion de tiempos, 0 <ty < t; < ... < ty41, y sucesion de estados

(0, @1, ..., Ty, Tpy1) se tiene:

FE [X(tn-l—l)‘X(tn) = $7L,X(t”_1) = Tp—1y--- ,X(to) = ZEQ] = Tn.

Se usa el concepto de martingala en teoria de la probabilidad entre otras muchas cuestiones para hacer
referencia al juego equitativo, consistente en un juego reiterativo a partir de un valor, con la informacion,
hasta el tiempo ¢. El juego sera equitativo, si los valores esperados futuros de {X, },>¢, segtin una medida de

probabilidad P, dada la informacion hasta el momento ¢, es precisamente el valor actual de X; [2].

Las martingalas son procesos que estan relacionados con los juegos justos. Por ejemplo, si X; representa la
fortuna de un jugador al tiempo ¢, y quien supondremos apuesta de manera continua, entonces la igualdad
anterior se interpreta del siguiente modo: en promedio la fortuna del jugador al tiempo t dada toda la historia
del juego hasta el tiempo s anterior a t es la fortuna del jugador al tiempo s, es decir, el juego es justo pues
el jugador en promedio no pierde ni gana. Cuando se cumple que F[X;|F;] < X, se dice que el proceso es
una supermartingala, se trata entonces de un juego desfavorable al jugador pues en promedio su fortuna
disminuye. En caso de la desigualdad contraria el proceso es una submartingala, juego favorable al jugador.
Cuando se toma esperanza sobre la igualdad (4.5), se obtiene E[X,;] = E[X,]. Esto quiere decir que todas las
variables aleatorias que conforman una martingala tienen la misma esperanza. En particular, si la variable

inicial X es cero o su esperanza es cero, entonces F[X;] = 0 para cualquier ¢ > 0 [4].

Un ejemplo de un proceso martingala es el modelo Black-Scholes[29] en tiempo discreto en donde M, es el
precio de la accién en el tiempo n, y {Y,, = e?, Z, ~ N(0,0)},>0 son variables aleatorias independientes y

positivas tal que (Y;, — 1) x 100 representa la variabilidad de la accién:
{Mp41 = M,Y,,n >0}

Una simulacién de tres posibles trayectorias de un modelo Black-Scholes con Z,, ~ N(0,0.01) y My = 10 se

muestra en Figura 4.1.

4.4. PROCESOS DE POISSON

DEFINICION 5 Decimos que la variable aleatoria X sigue una distribucion de Poisson de pardmetro

A > 0,X € Pois()), cuando su soporte o conjunto de valores es el conjunto de los enteros no negativos, y su
7AAk

funcion de cuantia viene dada P(X = k) = eT’ keZg.

DEFINICION 6 Un proceso estocdstico de tiempo continuo {N;,t > 0}, y con espacio de estados el con-

junto discreto {0,1,...}, es un proceso de Poisson de pardmetro o intensidad A > 0, si cumple las siguientes

propiedades:
a) No =0, es decir el elemento inicial del proceso es cero.

b) Si s <t entonces Ny < Ny.
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Simulaciones de un Proceso Martingala

10.75-
10.50 -
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t (Tiempo)
Figura 4.1: Simulaciones de un modelo Black-Scholes con Z,, ~ N(0,0.01) y M, = 10.

¢) Tiene incrementos independientes, es decir, Yn >0 y 0 < t; < tg < ... < t,, las variables aleatorias,

N, — No, N¢y — Neyy oo, Ny, — Ny son independientes.

n—1
d) Nirs — N tiene distribucion de Poisson con pardmetro At, para cualesquiera s > 0, t > 0.

El proceso de Poisson se utiliza para modelar situaciones de conteo de ocurrencias de un evento particular en
un intervalo de tiempo dado. Por ejemplo, N; puede representar el naumero de llamadas telefénicas recibidas
en un conmutador, o el nimero de accidentes ocurridos en un cierto lugar, o el nimero de clientes que buscan
un servicio durante el intervalo de tiempo [0, t], etc. Una simulacion de tres posibles trayectorias de un proceso

de Poisson con pardmetro de intensidad A = 2 se muestra en Figura 4.2.

Por definicion se tiene que Vt > 0, E[N;] = At, y Var[N;] = At. Ademas, se tiene que para t > 0,s > 0, se
cumple que E[Nyi4|N,,0 < r <¢] > Ny, puesto que

E[Nt+S|NT,0 <r< t] = Nt + )\87

donde As > 0. Por lo tanto, un proceso de Poisson es una submartingala.

Uno de los objetos de estudio acerca de este proceso es la variable T}, definida como el tiempo que transcurre
entre el evento k—1 y el evento k, llamado también tiempo de interarribo. Puede demostrarse que los tiempos
T1,Ts, ... son variables aleatorias independientes, y cada una de ellas tiene distribucién exponencial con
parametro A. Reciprocamente, a partir de esta coleccion de variables aleatorias independientes e identicamente

distribuidadas puede construirse el proceso de conteo de Poisson {Ny,t > 0} [4].
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Simulaciones de un Proceso de Poisson
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Figura 4.2: Simulaciones de un proceso de Poisson con intensidad A = 2.

Una importante aplicacién del proceso de Poisson se encuentra en la probabilidad de ruina de una compania
aseguradora. El modelo clasico de Cramer -Lundberg es el proceso estocéstico a tiempo continuo {Cy,t > 0}

dado por
Ny

Ci=u+ct— Z Y;,
j=1
en donde u es el capital inicial de la compania seguradora, ct es la entrada por primas hasta el tiempo ¢
con ¢ una constante positiva, Y es una variable aleatoria que representa el monto de la j-ésima reclamacion,
{N¢,t > 0} es un proceso de Poisson de parametro A, de modo que {R; = Z;V:tl Yj,t > 0} es un proceso de
Poisson Compuesto. La variable estocastica C; representa el balance mas sencillo de ingresos menos egresos
de una compania aseguradora. Al proceso {Cy,t > 0} se le llama proceso de riesgo. Tres trayectorias de este

proceso se muestran en la Figura 4.3.

4.5. PROCESO DE MARKOV

4.5.1. PROPIEDADES BASICAS

En esta seccion consideramos problemas actuariales en el que los flujos de efectivo dependen del resultado de

un proceso de varios estados.

Para empezar, sea X (t) el estado de un individuo en el tiempo (edad) ¢ > 0. Denotamos el proceso estocastico
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Simulaciones de un Proceso de Riesgo
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Figura 4.3: Simulaciones de un proceso de riesgo con A = 1.5, © = 1000, ¢ = 50 y el monto de reclamaciones

sigue una distribucién exponecial con pardmetro o = 0.05

por {X(t),t > 0}. Asumimos que el proceso tiene como espacio de estados, el conjunto {1,2,...,k}. Ahora,

se tiene la siguiente definicion del tipo de proceso estocatico a considerar [21]

DEFINICION 7 {X(t),t > 0} es un proceso de Markov si, para todo s,t > 0 ei,j, x(u) € {1,2,...,k,...},

se cumple la siguiente propiedad

P(X(s+1t)=jl1X(s) =14, X(u) =z(u),0<u<s)=P(X(s+1t)=jX(s) =1).

Por lo tanto, el futuro del proceso (después del tiempo s) depende solo del estado s en el momento actual y

no de la historia del proceso hasta el momento s.

La razonabilidad de la condicién de Markov depende del nivel de detalle en la descripcion del estado en
el futuro, en el modelo considerado. Por ejemplo, consideremos el modelo de tres estados, mostrado en la
Figura 4.4. En este caso, la condicion de Markov puede ser inapropiada. El futuro de la salud de una persona
discapacitada recientemente es probable que difiera de la de una persona de la misma edad que ha estado

inactiva por un largo tiempo; esto se discute en el siguiente capitulo.

La propiedad de Markov, de puede enunciar de manera equivalente: para cualquier sucesion de tiempos,

0<ty<ty <...<tpy1,y sucesion de estados (zg,Z1,...,Tn,Tnt1) Se tiene:

P (X(tn+1) = $n+1|X(tn) = xn,X(tn_l) = Tn—1y--- ,X(to) = xo)
=P (X(tnt1) = Tp1| X (tn) = zn) -
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Figura 4.4: Modelo de tres estados.

DEFINICION 8 La funcion de probabilidad de transicion, para s,t > 0 y dos estados i,j € {1,2,...k}
cualquiera, se define como:

pij(s,s +1) = P(X(s+1) = jla(s) = 1),
la cual es la probabilidad de alcanzar el estado j en el tiempo t comenzando en el estado © en el tiempo s.

Dada la definicién de funcién de probabilidad de transiciéon se tiene que Zle pij(s,s +t) = 1 para todo

t > 0. Se necesitan las funciones de probabilidad de transicion en el calculo de valores actuariales.

DEFINICION 9 Se asume la ezistencia de los limites ju;;(t) = limy,_,o+ W,i,j € {1,2....k},
donde

1 sii=j
0ij = o
0 sii#j
los cuales representan la fuerza de transicion del estado i al estado j en el tiempo t.
Se observa que pg; es siempre no positivo. La negatividad de pgg, por ejemplo, refleja la accion de otras

fuerzas de transicion, las cuales causan la transferencia fuera del estado 0. Este argumento, se fundamenta

en el siguiente resultado.

TEOREMA 1 Para todo @ y t, se cumple que
k
Z 1ij(t) = 0.
§=0

Demostracion. Fijemos cualquier i y t. Utilizando la notacién de la o pequeiia °, de la definicién anterior

se tiene que para todos los estados j y h > 0,

4Para el caso s = t se cumplen las condiciones iniciales (4.13) del sistema de ecuaciones diferenciales (4.11)
5Se dice que un funcién f definida sobre un intervalo [0,b] es de la clase o(h) si limj_,q f(h)/h = 0. Se escribe o(h) para

representar tal funcion.
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DPij (tv t+ h) = hﬂij (t) + O(h)ai 7é j7 (46)

Sumando sobre el indice j resulta:
k
§=0

Luego, sustrayendo 1 de cada lado, dividiendo por h y tomando el limite mientras h — 0 se prueba el teorema.

Es facil ver que, para s > 0,t,u >0, ¢,7 € {1,2,...,k}

k
pij(s,s +t+u) = Zpig(s, s+t)py(s+t,s+t+u), (4.8)

1=1
las cuales son conocidos como las ecuaciones de Chapman-Kolmogorov. El sistema (4.8) representa las ecua-
ciones en dos saltos de tiempo a partir del tiempo inicial s, lo cual refleja que para llegar al estado j en el
tiempo s + t + u desde el estado i en el tiempo s, es necesario considerar todos los estados posibles a los

cuales se llega en el tiempo intermedio s + ¢.

Las fuerzas de la transicion y la funciones de probabilidad de transiciéon estén relacionadas por las ecuaciones

de Kolmogorov hacia adelante y hacia atréas:

k

0

Epij(s s+t)= lzlpil 5,8+ ) (s+1) (4.9)

5 k

6101]ss+t :Z — it (8)pij (s, s +t), (4.10)
I=1

respectivamente, con condiciones iniciales p;;(s, s) = d;;. En general, estos sistemas de ecuaciones diferenciales

deben resolverse numéricamente para obtener las funciones de probabilidad de transicion.

TEOREMA 2 (Ecuaciones hacia progresivas de Kolmogorov) Para todo par de estados i,j y los
tiempos 0 < s < t.

8tpz_] szl S, t /J/l] (411)

Demostraciéon. Empezamos por derivar la versiéon discreta de la formula anterior. Las ecuaciones de Chapman-
Kolmogorov (4.8) se pueden reformular de manera equivalente para los estados ¢, j y tiempos 0 < s < ty
h > 0.

k

pi(s,t+h) = puls, t)pi(t,t + h), (4.12)
1=0
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reflejando el hecho de que con el fin de alcanzar el estado j desde el estado i en el intervalo de tiempo s,t+ h
debemos primero llegar a un estado k en el tiempo ¢, y luego ir de un estado [ a otro estado j en las unidades

de tiempo proximo h.

Sustituyendo de (4.6) y (4.7) en el segundo factor del sumando (4.12),
ij s,t+ h hz pzl /J’lj ) +6;5 + 0(h>)
k
pij(s,t+h) hZle s, )y (t) + ZPH(SJ)%‘ + Zpiz(&t)o(h)
pij(s,t+h) = thzlst,ulJ )+ pij(s,t) 4+ o(h).

Restando p;;(s,t) de ambos lados, dividiendo por h, y tomando el limite cuando h — 0 da (4.11). El teorema

asociado al sistema de ecuaciones regresivas de Kolmogorov se demuestra de manera semejante.

El sistema (4.11) es un sistema de ecuaciones diferenciales en la variable ¢ para un valor fijo de s. En general,
habréd muchas soluciones a un sistema de ecuaciones diferenciales de este tipo. Sin embargo, existe una
solucion tunica si especificamos las condiciones iniciales apropiadas. En nuestro contexto, estas condiciones

son los requerimientos obvios que para todo t,

0 sii#£j

pij(t,t) = { o (4.13)
1 sii=j.

Hay una formulacién matricial simple de la matriz de (4.11). Al fijar s, ¢, se tiene que P(s,t) es la matriz de

transicion para el intervalo de tiempo (s, ). Esta es la matriz con una entrada en la fila i-ésima y la columna

j-ésima de p;;(s,t). También se tiene una matriz correspondiente M (t) cuya entrada en la fila i-esima y

columna, j-ésima es 1;;(t). M(t) es llamada a menudo como la matriz de intensidad.

/ . . . .
Sea P (s,t) la matriz en la que cada entrada es la derivada parcial con respecto a t de la entrada correspondi-
ente en P(s,t). Las ecuaciones hacia adelante de Kolmogorov con las condiciones iniciales, pueden expresarse

como:

P'(s,t) = P(s,t)M(t), (4.14)
P(s,s) =1. (4.15)

La siguiente es una consecuencia simple pero util de las ecuaciones hacia adelante, el cual generaliza un
resultado del modelo de dos estados de vida o muerte, cuando se tiene un estado, como el de estar vivo, el

cual no se puede acceder desde cualquier otro estado.
DEFINICION 10 Un estado es llamado anti-absorvente, si para todo j #1i y s < t, se tiene pji(s,t) =0.

En el siguiente teorema, se adopta una hipoétesis formalmente mas débil que involucra fuerzas en lugar de

probabilidades, que por la segunda declaracién resultan ser equivalente.
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TEOREMA 3 Sea un estado tal que p;;(t) =0, Vj # ¢ y t. Entonces, para s < t,

pii(S,t) = ef: i (r)dr

)

pji(s,t) =0, para j # 1.

Demostracion. De (4.11) se tiene

0
apji (53 t) = pji(s7 t)p’” (t)a

una ecuacion diferencial que se resuelve facilmente con solucién

pji(s, t) = K(S)ef; Hiz‘(T)dr’

para alguna funciéon K (s) independiente de . Ya que pj;(s,s) = 0 para j # i, se debe tener que K(s) =1, si

j=10 K(s)=0,sij+#1i, de donde sigue la conclusion del teorema.

Otra cantidad de interés es la denominada probabilidad de permanencia para un estado. Definimos:

DEFINICION 11 La probabilidad de permanencia de un estado i se define de la siguiente manera:

pii(s,t) = P(X, = iys <7 <X, = i).

Tenga en cuenta que la probabilidad de permanencia difiere, en general, de p;;(s,t), puesto que el corre-
spondiente evento requiere que el proceso permanezca en el estado ¢ por un intervalo entero de tiempo, en
lugar de so6lo en los puntos extremos. Sin embargo, las dos probabilidades serédn la misma para un estado

anti-absorbente.

Puesto que las probabilidades de permanencia son utilizadas en las seccién siguiente, se determinara una

manera de evaluarlos. Sea

qi(s,t) = pii(s,t) — pg(s,t)

Esta es la probabilidad de que a partir del estado ¢ en el momento s, el proceso esta de regreso en el estado

¢ en el tiempo ¢, habiendo dejado el estado i en algiin momento durante el intervalo. Sea

V; (t) = limh_>0+ 7q'i(t7;+h) .

Ahora empleamos la técnica de anadir estados. Dado un proceso y un estado ¢, anadimos un nuevo estado
1" que es un clon del estado i. Transiciones fuera del estado i* sigue el mismo patrén que las transiciones
fuera del estado i, mientras que las transiciones que originalmente llegaron al estado i seran desviadas al
estado clonado ¢*. Ahora bien, decir que el nuevo proceso esta en el estado ¢ en un momento s y ademas
en un tiempo posterior ¢ significa que debe haber permanecido alli todo el tiempo ya que no puede volver a
entrar. Ademas, las fuerzas de transicion del estado i permanecen siendo igual en ambos procesos. Entonces

tenemos:
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p?i(sv t) = pi(s, 1), :U';‘j = ij,J #1,4".
Tomemos en cuenta la cantidad p;.. Ahora

ya que el nuevo proceso se movera desde el estado i al estado ¢*, precisamente cuando el proceso original se

mueve desde el estado ¢ de regreso al estado ¢ habiendo dejado el estado ¢ en algtin momento. De la definicion
),
i, (t) = vi(t).
Aplicando el teorema (3) al estado i en el nuevo proceso, conduce a la férmula
pﬁ(s’ t) — efst (.u'ii(r)fvi(r))dr.
Esta formula no permite, sin embargo, calcular el término de la izquierda exactamente ya que v; también
implica probabilidades de permanencia. Todo lo que podemos decir sin hipétesis adicionales es que
pi(s, t) < elswadr,

Sin embargo, supongamos que tenemos un proceso tal que, para todos los estados i, ¢t y h > 0, se cumple

qi(t,t+ h) = o(h). (4.16)

Esta hipoétesis dice que es muy poco probable que en un pequeno intervalo de tiempo haya un movimiento
hacia fuera de un estado y de regreso a ¢él. Cuando esta suposicion es vélida, tenemos que v;(t) = 0 para todo

t y ahora podemos declarar el siguiente teorema.

TEOREMA 4 Para un proceso que satisface (4.16),
pii(s,t) = el wii(r)dr

OBSERVACION 1 Podemos ver la primera declaracion en el Teorema (8) como el caso especial del Teo-

rema (4) , cuando q; de hecho igual a 0.

Para resumir nuestras conclusiones en esta seccion hemos demostrado que, dadas las fuerzas de transicion,
podemos en teoria resolver un sistema de ecuaciones diferenciales para llegar a las requeridas probabilidades
que nos interesan para nuestras aplicaciones. Sin embargo, en la practica, la soluciéon puede ser dificil o

imposible de obtener con exactitud.

4.5.2. ANALISIS POR TRAYECTORIAS:

Supongamos entonces que se nos da p,;(t) para todo 4, j y t, y queremos determinar la probabilidad que a
partir del estado ¢ en cualquier momento s, estemos en el estado j en el tiempo t. Lo que podemos hacer de
forma sencilla es lo siguiente. Dado cualquier camino que va desde el estado i al estado j, podemos deducir
una férmula para la probabilidad de que a partir del estado ¢ en el momento s, el proceso esté en el estado j

en el tiempo t, siguiendo la trayectoria prescrita con exactitud. Precisamente, se nos da un camino 7 que es
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una secuencia de estados, ig,41,...,i, donde ig =i e iy = j. A continuacién, queremos que la probabilidad
de que el proceso haga una transicion desde el estado ¢ a i1, siga por una transiciéon desde i; a is, seguido por
una transicion de iy a i3, y asi sucesivamente, continuando de tal manera, sin visitar ningtin otro estado, y,
finalmente, alcanzar el estado j en o antes del tiempo ¢, y permanenciendo en el estado j hasta el momento t.
Denotemos tal probabilidad por p] j(s, t). Estas probabilidades pueden calcularse por integracion, utilizando
solo las fuerzas de transicion y las probabilidades de permanencia. Asi que asumiendo que (4.16) se cumple,

por lo que hemos reducido el problema a la evaluacién de integrales.

Como ejemplo, consideremos el caso méas simple posible de un camino de longitud 1, es decir m = (i, j).

A continuacioén, tanto en modelos de dos estados como aquellos de multiples estados se tiene,

PZFJ (57 t) = fst p{i(57 T).U’ij (r)pfj (Ta t)d?"

La férmula anterior deriva en un caso especial en el cual todos los estados no activos son absorbentes, por
lo que no se puede salir de ellos, lo que significa que el tercer factor en el integrando no aparece ya que es
igual a 1. En resumen, la férmula anterior muestra que con el fin de pasar de ¢ a j a lo largo de la ruta de
un solo paso, tres eventos tienen que ocurrir. En primer lugar, el proceso debe permanecer en el estado 4
hasta algan tiempo r entre el tiempo s y el tiempo ¢. Este evento tiene probabilidad p;;(s,r). No puede ir
primero a otro estado y luego volver, ya que constituiria un camino diferente del considerado. En segundo
lugar, debe haber una transicién al estado j en el momento r. Pensemos en la probabilidad de esto como
i (r)dr. Finalmente, el proceso debe permanecer en el estado j desde el tiempo r al tiempo t. No puede
dejar el estado j y regresar, ya que esto constituiria de igual manera un camino diferente. Se obtiene la proba-

bilidad requerida mediante la integraciéon del producto de estas probabilidades sobre los tiempos 7 entre s y .

A medida que la longitud de la trayectoria aumenta la féormula se vuelve mas complicada. Considere un

camino de dos pasos, m = (i, k, j). Ahora necesitamos una integral doble. La férmula es

” t ot
pri(s,t) = [; [ pass ) pin(r)pig (r1, 72) e (r2)pj; (r2, t)dradry .

La formula anterior parece extremadamente compleja, pero simplemente registra lo que ahora son cinco pasos
para cumplir las condiciones requeridas. El proceso debe permanecer en el estado ¢ hasta algtn tiempo 71,
luego se transfiere al estado k, entonces permanece en el estado k hasta algin tiempo 79, a continuacion se

transfiere al estado j, y, finalmente, permanecera en el estado j hasta el momento .

Un célculo similar que se plantea para un camino dado m, es encontrar la probabilidad de que a partir del
estado 7 en el momento s, el proceso se transfiere al estado j antes del tiempo ¢, habiendo seguido exactamente
el camino prescrito. Obtenemos la misma integral multiple como se ha descrito anteriormente, excepto que la
probabilidad de permanencia final se omite, ya que el proceso s6lo tiene que entrar, pero no necesariamente
permanecer en el estado final en el camino prescrito. Por supuesto, cuando el estado final es absorbente, los

dos problemas son idénticos.

EJEMPLO 2 Considere un modelo de tres estados saludable-enfermo-fallecido como en la Figura 4.4. Las

fuerzas de la transicion son constantes con pgy = 2, po2 = 1, p190 = 1, p12 = 3. Encontrar la probabilidad



4.5. PROCESO DE MARKOV 21

que una vida saludable se convierta en estado enferma, y luego muera sin recuperarse antes del tiempo 1 (que

podrian ser anos).

Solucién. Tenemos pgo = —3, p11 = —4. La ruta en cuestion es 7 = (0, 1,2) y la probabilidad necesaria es:
1,1
po2(0,1) = / / e 31926~ 4r2=) 3, dry .
0 r1

La integral doble se evalta a

-3
g {1 36 —e (e — 1)] = 0.4279.

En general, un camino de longitud n requerird una integral n-dimensional con un integrando que consta de
2n + 1 factores, por lo que puede convertirse rapidamente en computacionalmente infactible. Aparte de que
hay otra dificultad. Por lo general, lo que realmente queremos es p;;(s,t). En algunos casos esto podria ser
obtenido sumando pfj(s, t) para todos los posibles caminos 7 de ¢ a j. Sin embargo, incluso en el mas simple
de los modelos, podria de hecho ser un niimero infinito de caminos y este procedimiento no funcionara. Esto
normalmente se producird cada vez que hay una probabilidad positiva de transiciones de dos vias, como
en el modelo de tres estados salud, enfermedad, fallecido donde personas sanas pueden recuperarse. Una
persona puede pasar de un estado saludable al estado fallecido, por enfermar y luego morir, o enfermarse, a
continuacion, recuperarse, luego, volver a enfermarse y morir, o recuperarse dos veces antes de la muerte, o

cualquier ntimero de infinitas posibilidades.

4.5.3. PROCESOS DE TIEMPO CONTINUO ESTACIONARIO
FUERZAS CONSTANTES DE TRANSICION

Expresiones explicitas para las funciones de probabilidad de transicién estan disponibles cuando se supone
que p;;(t) = pi; para todo t. Tal proceso de Markov hace referencia a tiempo homogéneo o estacionario.
La hipotesis de fuerzas constantes de transicion implica que el tiempo de permanencia en cada estado es
exponencialmente repartido. Ademas, las funciones p;;(s, s+t) son las mismas para todo s > 0 y por lo tanto

se puede escribir p;;(t).

A modo de ejemplo, podemos escribir completamente la solucion para el proceso estacionario general de dos

estados. Supongamos que la matriz de intensidad es:

w0

Sea p(t) = e H+) A continuacion, la matriz de transicion P(t), que tiene la entrada de p;;(¢) en la fila

i-ésima y la columna j-ésima, esta dada por:

P(t) = (p+v)"! ( po(t) + v —pp(t) + 1 >

—vp(t)+v  vp(t)+p



22 CAPITULO 4. LOS PROCESOS ESTOCASTICOS

Podemos comprobar que P(t) satisface ecuaciones 4.14 y 4.15 por céalculo directo, observando que:

dp(t)/dt = —(p + v)p(t), p(0) = 1.

Es conveniente expresar las fuerzas de la transicién y las funciones de probabilidad de transiciéon en forma
matricial. Sea M la matriz k x k con entrada (i, j) igual a p;; y P(t) la matriz k x k con la entrada (i, j)

igual a p;;(t). Correspondiente a (4.8), las ecuaciones de Chapman-Kolmogorov estan dadas por

P(t +u) = P(t)P(u). (4.17)

También, correspondiente a (4.9) y (4.10), las ecuaciones hacia adelante y hacia atras de Kolmogorov se
pueden escribir como

P'(t) = P()M (4.18)

P'(t)= MP(t) (4.19)

Con la condicion inicial P(0) = I. El problema de valor inicial formulado por 4.18 y 4.19 dan la solucion:

P(t) = M!
M?t?

=1+ Mt+—;

+ ...

Este resultado es de poco uso debido a que la serie puede converger con bastante lentitud. Sin embargo, como
se ha senialado por Cox y Miller [4], si M tiene valores propios distintos, di,ds, ... ,dy, entonces M = ADC
donde C = A=Y, D = diag(dy, ..., ds) %, y la columna i-ésima de A es el vector propio por la derecha asociado
con d;. Por lo tanto,

P(t) = A diag(e®?, ... e )C (4.20)

Entonces, el problema de encontrar las funciones de probabilidad de transicién se reduce al problema de la
determinacion de los valores propios y los vectores propios de la matriz de fuerzas de transicion M. Esta tarea
se realiza con software apropiado disponible libremente. El requisito que M tenga valores propios distintos no
implica restriccion préctica. En las situaciones que se considera, esto sera el caso para casi todos los valores
de los parametros. Podemos ilustrar esto en el caso del modelo de tres estados que se muestra en la Figura

4.4. Tenemos:

—(p12 + p13) M1z H13
M = 121 —(p21 + p23) 23
0 0 0

Los valores propios de M son las soluciones de 7

8diag(dy, . .., dy) es la matriz diagonal k x k cuya diagonal principal es (dj, ..., dy) y tiene 0 en las demas entradas.
7El polinomio caracteristico de M en términos de d y sus raices son los valores propios de M.
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SOBREVIVIENTE MUERTO

Figura 4.5: Modelo de dos estados.

d[d® + (pa2 + pas + pia1 + pios)d + piaofins + pispior + paspes] =0 (4.21)

Claramente, 0 es un valor propio. Ninguno de los otros dos valores propios puede ser 0, porque esto requeriria
que al menos una fuerza de la mortalidad sea 0. Por lo tanto, si los tres valores propios no son distintos, la

ecuacion cuadratica entre corchetes de (4.21) debe tener una sola raiz. Es decir,

(a2 + pas + pot + po3)? — 4(1apos + Haspor + Hispas) = 0

Esto implica que, para cualquier eleccion de tres valores de parametros, el cuarto debe satisfacer una ecuacion
de segundo grado. Por lo tanto, un méximo de dos valores de cualquiera de los cuatro pardmetros resultaran
en valores propios que no son distintos. Es entonces muy poco probable que las estimaciones de los paramet-
ros resulten en valores propios que no son distintos. En el caso de que esto ocurre, un ligero cambio en
un parametro eliminara el problema. Si, al tratar con modelos més complicados, valores propios distintos no

pueden lograrse, una descomposicion analoga a la forma canénica de Jordan es posible (Véase Cox y Miller [5])

De la ecuacion (4.20) ahora podemos escribir

k
pij(t) = Z QinCnje™™’
n=1

donde a;; y ¢;; son las entradas (4, j) de A y C, respectivamente. Por lo tanto, las funciones de probabilidad

de transicién pueden expresarse explicitamente como simples funciones de t.

Por ejemplo, en el caso de dos estados (Véase Figura 4.5), tenemos:

M= —Hi12  H12
0 0

Entonces d; = —pu12 y d2 = 0. Los vectores propios correspondientes son (1,0)y (1,1). Asi,

A:ll 1]7
0 1
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De la ecuacion(4.20) entonces tenemos:

P(t) =A diag(e®?, e®2t)C

11 ezt () 1 -1

I
e~ k2t 1 _ g—pa2l

L

Por lo tanto, como se esperaba, p11(t) = e 12t pio(t) = 1 — e #1128 poo(t) =1, y pai(t) = 0.

Tenga en cuenta ahora que, dado cualquier vector propio a = (ag, a1, ..., a) y cualquier i fijo, la matriz P(t)

At
)

At) es una solucion

que tiene todas las entradas cero a excepcion la fila i-ésima la cual es (age, aje™, ..., age
de P(t)’ = P(t)M. Esto se sigue del hecho que la entrada (ij)-ésima de P(t)M serd Aa;e* que es la derivada

de la correspondiente entrada en P(t).

Note que dado cualquier nimero finito de soluciones a P(t)" = P(¢)M, la linealidad implica que cualquier
combinacion lineal de estas soluciones también sera una solucién. Por lo tanto, buscamos una combinacién
lineal que satisfaga las condiciones iniciales. Esto siempre se puede hacer en el caso de que podamos encontrar

k vectores propios linealmente independientes. Esto se ilustra con un ejemplo sencillo:

EJEMPLO 3 Para los datos dados en el Ejemplo 2, encuentre las probabilidades de los siguientes eventos.
a) Una vida ahora incapacitada estard activa en el tiempo 0.5.
b) Una vida ahora activa estard fallecida en el tiempo 1.

Solucion. La matriz intensidad es:

-3 2
M=11 -4 3
0 0 0

Podemos ver inmediatamente que 0 es un valor propio con un vector propio de (0,0, 1).

También podemos sefialar que puesto que las filas de P(¢) suman 1, las filas de M suman 0, y la dltima fila
de P es (0,0,1), es suficiente resolver el sistema reducido P" (t) = P"(t)M" en el que r superindice indica

una matriz con la fila k y columna k eliminada. Asi podemos considerar vectores propios de

-3 2
M=
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El determinante de M"™ — A es A% + 7TA + 10 el cual igualando a 0, resulta en valores propios de —5 y —2.

Resolviendo, encontramos respectivos vectores propios de (1,—2) y (1,1) 8.

Para satisfacer las condiciones iniciales, se necesita que la primera fila de P" sea la combinacién lineal
particular de los vectores a = e 5¢(1,—2) y b = e=2!(1,1) que da el vector (1,0) cuando ¢t = 0. Se resuelve
esto para obtener un primer vector fila de %a + %b. Para la segunda fila, se necesita una combinacién lineal
que da el vector (0,1) cuando ¢ = 0. Se resuelve esto para conseguir un segundo vector fila igual a —%a + %b.

Las probabilidades de transiciéon son dadas por
poo(t) = 37 + 272 poi(t) = =27 + Ze 7,
pm(t) — —%e_St + %6—2757 pll(t) —_ %6—515 + %e—Qt.
Las respuestas a las preguntas particulares formuladas son:
a) p10(0.5) = 0.0953.
b) 1= poo(1) — por(1) = 0.8218.

La respuesta a la parte b) es, por supuesto, mas grande que la del Ejemplo 2 ya que aqui permite un nimero

arbitrario de recuperaciones, asi como la muerte de una persona en buen estado de salud.

FUERZAS CONSTANTESANTES DE TRANSICION POR PARTES

Se ha asumido en la seccion anterior de que las fuerzas de transicién eran constantes con respecto al tiempo
t . Esto permite la representacion conveniente de las funciones de la probabilidad de transicién. Desafor-
tunadamente, en muchas aplicaciones actuariales, esto es poco practico. Se requiere fuerzas que varien con
la edad. En el ejemplo de dos estados que se muestra en la Figura 4.5 necesitamos claramente una fuerza
de mortalidad que varfa con la edad de la persona. Podemos lograr esto, preservando al mismo tiempo la
tratabilidad de las fuerzas constantes, utilizando las funciones de fuerza de transiciéon que son constantes por
partes. Es posible que se desee utilizar fuerzas de transicion que varien con cada ano de edad. En algunos

casos, sin embargo, seré razonable utilizar grupos de edad mas amplios.

(m)

Sea p;;(t) = Hij sit € [tm—1,tm), parta m = 1,2,..., donde ¢y = 0. También, sea p(m)

tj
probabilidad de transicion asociada con intervalos de tiempo [u,u + t) contenidos en [t;,—,tm). En forma

(t) la funcion de

de matriz, tenemos M (™) y P(™)(t). Ahora definamos m, siendo el nimero entero tal que t,,, 1 <t < tp,.

Luego de la ecuacion (4.17) tenemos

P(s,t) = P (t,, —s)PMetD (0 — b, ) Pt =t ). (4.22)

Por lo tanto, dado s y ¢, la matriz de probabilidad de transicion se puede calcular. Primero determinamos A(™),
D)y 0 = (A(M)=1 de M (™) para cada m, como se describe en la seccion anterior. P(™)(t) se obtiene
entonces utilizando la ecuacion (4.20). Finalmente, P(s,t) se puede encontrar utilizando la ecuacion(4.22).

Como se mencion6 anteriormente, una ventaja del enfoque descrito es que las funciones de probabilidad de

transiciéon se expresan de una manera muy conveniente para obtener cantidades tales como el tiempo de

8Tenga en cuenta que los vectores propios no son Gnicos puesto que pueden ser multiplicados por una constante distinta de

cero.
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espera esperado en un determinado estado, o el valor actual esperado de pagos realizados de forma continua

mientras se permanece en un estado dado. La integracion requerida se puede realizar analiticamente.

4.6. CADENAS DE MARKOV

DEFINICION 12 Una cadena de Markov es un proceso estocdstico a tiempo discreto {Xn,n=0,1,...}

con espacio de estados discreto y tal que satisface la propiedad de Markov, es decir, para cualquier n > 0 y

cualesquiera estados xg,x1,...,Tny1 Se satisface la identidad:
P(Xn+1 = l’n+1|Xn = Tpy-... ,Xl = ’I'l,XO = .’Eo) = P(Xn+1 = I’n+1|Xn = SCn) (423)
Si el tiempo n+1 se considera como un tiempo futuro, el tiempo n como el presente y los tiempos 0,1,...,n—1

como el pasado, entonces la condiciéon (4.23) establece que la distribuciéon de probabilidad del estado del
proceso al tiempo futuro n 4+ 1 depende tnicamente del estado del proceso en el tiempo n, y no depende de

los estados en los tiempos pasados 0,1,...,n — 1 [12].

4.6.1. CADENAS DE MARKOV DE ESTADO FINITO

A veces, es conveniente reetiquetar con enteros los valores posibles que pueden ser tomados por las variables
aleatorias en una cadena de Markov. Nos referimos a estos enteros como los estados del sistema. Y decir que
el sistema esté en el estado ¢ en el tiempo k si X}, toma el valor i. Las probabilidades fundamentales p;;(k, n)
seran la probabilidad de estar en el estado j en el tiempo n dado que el proceso estaba en el estado ¢ en el
tiempo k. En esta secciéon consideramos cadenas de Markov con un nimero finito de estados, nos limitamos

nuestra atenciéon al caso estacionario.

EJEMPLO 4 Una caja contiene dos bolas, cualquiera de las cuales puede ser roja o amarilla. En cada
etapa, una bola es elegida al azar y substituida por una bola del color opuesto. Sea X, el numero de bolas

rojas en el cuadro en el momento n. Encuentre la matriz de transicion.

Soluciéon. Aqui tenemos una cadena de Markov de tres estados. Vamos a numerar los estados por el niimero
de bolas rojas en la caja. Si hay 0 6 2 bolas rojas, estamos seguros de pasar al estado 1, mientras que si hay
una bola roja, nos movemos a cualquiera de los estados 0 6 2, con igual probabilidad. Por lo tanto la matriz

de transicion es:

0 1 0
P=|1/2 0 1/2
0 1 0

4.6.2. PROBABILIDADES DE TRANSICION.

La probabilidad P(X,,+1 = j| X, = i) se denota por p;;(n,n + 1), y representa la probabilidad de transiciéon

del estado i en el tiempo n, al estado j en el tiempo n+1. Adicionalmente se dice que la cadena es estacionaria
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u homogénea en el tiempo si estas probabilidades, p;;(n,n + 1), no dependen de n, lo cual se denota como
Pij 6 pij(1)-

Asi, se forma la matriz de probabilidades de transicién en un paso:

Poo Po1 --- Pok
Pio P11 --- Dik
P = P20 P21 --- D2k
Pko Pk1  ---  DPkk

Las entradas de esta matriz son nimeros no negativos y la suma de ellos en cada renglon es uno. A tales
matrices cuadradas se les llama matrices estocasticas. Reciprocamente, a partir de una matriz con estas
caracteristicas junto con una distribucién inicial para Xg, se puede construir una cadena de Markov. Las
cadenas de Markov son modelos ampliamente conocidos y la propiedad de Markov hace que estos procesos

sean atractivos de modelar pues dicha propiedad hace que ciertas probabilidades sean faciles de calcular.

Las cadenas de Markov con frecuencia aparecen dentro de otros modelos estocésticos de interés teodrico o
aplicado. El proceso de riesgo a tiempo discreto, por ejemplo, el cual modela de manera simplificada la
evolucién a lo largo del tiempo del capital de una compania aseguradora, resulta ser una cadena de Markov.

El proceso de riesgo en tiempo discreto {Cy,,n > 0} esta dado por

Cn:qunfin,
j=1

donde se supone que u € {0,1,...} es el capital inicial, que en cada unidad de tiempo la compania recibe
una unidad monetaria por concepto de primas, y {Y1,Y>,...} son variables aleatorias independientes e idén-
ticamente distribuidas con valores en el conjunto {0,1,...} tal que E[Y;] < 1 2, representan el monto de las

reclamaciones en los periodos sucesivos. Tres trayectorias de este proceso se muestran en la Figura 4.6

Proposicion. La matriz de probabilidades de transicién P = (p;;) cumple las siguientes dos propiedades:
a) pij >0,

k
b) > i—opi =1.
Demostracion. La primera condicion es evidente a partir del hecho de que estos nameros son probabilidades.

Para la segunda propiedad se tiene que para cualquier estado ¢ y cualquier entero n > 0,

1=P(Xps1 €40,1,... k}X, =1)

- P(U?:O(Xn+l = ])|Xn = Z)

k

= P(Xn+1 = J‘X = Z)
j=0

Dij

Il
-M’T

<
I
=)

9A esta condicion se le llama condiciéon de ganancia neta.
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Simulaciones de un Proceso de Riesgo Discreto
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Figura 4.6: Simulaciones de un proceso de riesgo discreto con v = 100 y el monto de reclamaciones sigue una

distribucién de Poisson con parametro a = 0.8

Esto ultimo significa que a partir de cualquier estado ¢ con probabilidad uno la cadena pasa necesariamente a
algin elemento del espacio de estados en el siguiente momento. En general toda matriz cuadrada que cumpla
estas dos propiedades se dice que es una matriz estocastica. Debido a la propiedad de Markov, esta matriz
captura la esencia del proceso y determina el comportamiento de la cadena en cualquier tiempo futuro. Si
ademaés la matriz satisface la condicion Zf:o pi; = 1 es decir, cuando la suma por columnas también es uno,

entonces se dice que es doblemente estocéstica [12].

4.6.3. DISTRIBUCION DE PROBABILIDAD INICIAL.

En general puede considerarse que una cadena de Markov inicia su evoluciéon partiendo de un estado @
cualquiera, o més generalmente considerando una distribucién de probabilidad inicial sobre el espacio de esta-
dos. Una distribucién inicial para una cadena de Markov con espacio de estados {0,1,2,...,k} es simplemente
una distribuciéon de probabilidad sobre este conjunto, es decir, es una coleccion de ntimeros {po,p1,p2 - - ., Pk}
que son no negativos y que suman uno. El nimero p; corresponde a la probabilidad de que la cadena inicie
en el estado i. En general, la distribucién inicial juega un papel secundario en el estudio de las cadenas de
Markov [4].
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EXISTENCIA

La propiedad de Markov es equivalente a la igualdad
(0, X1, ..., Tn) = p(xo)p(x1|Z0) - - . s P(T|TH—1).

Esta identidad establece que las distribuciones conjuntas p(xg,x1,...,x,) se encuentran completamente es-
pecificadas por la matriz de probabilidades de transicién y una distribuciéon inicial. En el texto de Chung
[28] puede encontrarse una demostracion del hecho de que dada una matriz estocastica y una distribucion de
probabilidad inicial, existe un espacio de probabilidad y una cadena de Markov con matriz de probabilidades

de transicion y distribucion inicial las especificadas [4].

4.6.4. ECUACION DE CHAPMAN-KOLMOGOROV.

Este resultado es analogo a (4.8) para el caso continuo. Permite descomponer la probabilidad de pasar del
estado ¢ al estado j en n pasos, en la suma de probabilidades de las trayectorias que van de ¢ a j, y que

atraviesan por un estado k cualquiera en un tiempo intermedio 7.

TEOREMA 5 Ecuacion de Chapman-Kolmogorov. Para cualesquiera nimeros enteros r y n tales que

0 <r < n, y para cualesquiera estados i y j se cumple:

k
pij(n) = Zpil(’f‘)plj(n - ).
=0

Demostraciéon. Por el teorema de probabilidad total y la propiedad de Markov,

pij(n) = P(X, = j|Xo = 1)

I
W

P(X, =4, X, =1,Xo =1)/P(Xo = i)

Il
=)

P(X, = j|X, = )P(X, = 1| X, = i)

[
]~

I
=)

[
M)~

pii(n —7)pa(r).

I
=)

Graficamente, las trayectorias que van del estado i al estado j en n pasos se descomponen como se muestra
en la Figura 4.7. Para fines ilustrativos se dibujan las trayectorias de manera continua pero en realidad no lo

som.

Esta ecuaciéon es importante para hacer ciertos calculos, y se usa con regularidad en el estudio de las cadenas

de Markov. En particular, la siguiente desigualdad es un consecuencia del teorema.
Para cualquier estado k y para 0 < r < n, se tiene que p;;(n) > pi(r)pr;(n — 7).

Como una consecuencia importante de la ecuaciéon de Chapman-Kolmogorov se tiene el siguiente resultado:
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Figura 4.7: Trayectoria de n pasos de transicion.
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TEOREMA 6 La probabilidad de transicion enn pasos, p;j(n), estd dada por la entrada (i, j) de la n-ésima
potencia de la matriz P, es decir, p;j(n) = (P™);;.
Demostracion: Esta identidad es consecuencia de la ecuacion de Chapman-Kolmogorov aplicada n—1 veces.

La suma que aparece abajo corresponde a la entrada (4,j) de la matriz resultante de multiplicar P consigo

misma n veces.

k
pij(n) = Zpi,il(l)l)il,j (n—1)

k

=3 piis (Wpir iz (Wi (n — 2)

11,12

= Z Piiy (1)pi1712(1) .. 'pin—17j(1)

11,82, yfn—1

= (P")ij.

4.6.5. DISTRIBUCIONES DE X,

Dada una cadena de Markov de estado finito, jcuél es la distribucion de X7 Esta es una pregunta basica
sobre cualquier proceso estocéstico. La distribucion se puede dar como un vector 7w, (k+ 1)— dimensional,
cuya i-ésima entrada, denotada por m,(i), es igual a P(X,, = ). Esto dependera, por supuesto, de g, el
vector que da la distribucion inicial en el tiempo 0. (En ciertas aplicaciones, podriamos saber el valor de Xo,
en cuyo caso, o serd simplemente un vector con una sola entrada de uno, y las otras entradas iguales a 0).

Comenzando con n = 1, calculamos
. k .
P(X1=j) = >i_omo(i)pij,

que es solo la entrada j-ésima del vector obtenido multiplicando el vector mp (visto como una matriz de

1 x (k4 1)) ala derecha de P. El mismo argumento vale para cualquier n, y podemos concluir

Ty = moP" (4.24)



4.6. CADENAS DE MARKOV 31

EJEMPLO 5 Una caja contiene dos bolas, cualquiera de las cuales puede ser roja o amarilla. En cada
etapa, una bola se elije aleatoriamente y reemplazada con una bola de color opuesto. Sea X,, el niumero de
bolas rojas en la caja en el tiempo n. Supongamos que comenzamos con una distribucion uniforme, es decir,
hay una probabilidad 1/3 de que se tome cada uno de los valores 0,1,2. ;Cudl es la probabilidad de que
X101 =17

Solucién. La matriz de transicion es la siguiente,

0o 1 0
P=|1/2 0 1/2
0 1 0

La probabilidad que pide es el componente dos de 7191 = mo P! segtin (4.24). La computaciéon de grandes
potencias de matrices se hace a menudo calculando valores propios, pero podemos evitar eso aqui. Después
de un par de multiplicaciones, vemos que P3 = P. Por lo tanto P> = P3P? = PP? = P, y de manera similar,

cualquier potencia impar de P es igual a P. Por lo tanto,

0 1 0
0 1 0

La probabilidad de que Xj¢; sea igual a 1 es 2/3.

4.6.6. CADENAS DE MARKOV NO ESTACIONARIAS.

Las transiciones en los modelos multi-estado son normalmente dependiente de la edad. Para controlar esto,
necesitamos extender los conceptos y notacién que hemos introducido para la matriz de transicion para que

se apliquen al caso no estacionario.

Para una cadena de Markov no estacionaria, en lugar de la tinica matriz de transicién P, necesitamos para

cada entero no negativo n, una matriz P,, cuya entrada (7, j) es p;;(n,n +1).

Los principales parametros de interés son las probabilidades p;;(k,n) de estar en el estado j en el instante n
condicionada a estar en el estado ¢ en el instante k. Al derivar el analogo del Teorema 6 no necesitamos que
las matrices sean iguales, y el argumento dado se pueden adaptar facilmente mostrando que p;;(k, k + n) es

la entrada (7, j) de PyPyy1...Prin—1, es decir,

pij(k,k+n) = (PuPry1- Pryn—1)ij, (4.25)

lo que reduce al resultado del Teorema 6 del caso estacionario. La ecuacion (4.24) ahora toma la forma:

Thk4+n = WkPkPk—Q—l---Pk—&-n—l- (426)
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4.7. ELEMENTOS DEL CALCULO ESTOCASTICO

4.7.1. PROCESOS DE WIENER

DEFINICION 13 Decimos que un proceso estocdstico {X¢,t >0} es un proceso de Wiener o movimiento

browniano estindar (MBE) si cumple:
1. Xo = 0.
2. Tiene incrementos normalmente distribuidos, es decir, Yu >t > 0 se cumple que X, — X; ~ N(0,u—t).

3. Tiene incrementos mutuamente independientes, es decir, Vt, > t,_1 > ... > tg > 0 se cumple que

th - th,th - tha cee 7Xn - anl-
4. Tiene trayectorias muestrales continuas con probabilidad 1.

De la condiciéon 2 y 3 deviene que Vt > 0, Xy ~ N(0,t) y Cov[X,,, X;] = min(u,t), ya que Vu > ¢ > 0:

Cov[X;, Xu] = E[(Xu — Xt) + X3) X4
E[(X, — X)X + E[X]]

E[X, — X;|E[X] +t

=0-+1¢
=t.

De este modo un movimiento browniano estandar esté definido segin una medida de probabilidad P bajo la

que los incrementos tienen las propiedades anteriores. Por lo tanto,

Xy, — Xy . . h 1 %

siendo ¢(-) la funcién de distribucion acumulada de una normal estandar.

OBSERVACION 2 Un movimiento browniano estindar es un proceso de Markov, ya que el incremento
desde el presente a cualquier periodo futuro es independiente del pasado. También, es martingala por ser el

cambio esperado en el valor del proceso igual a 0.

Por otra parte Mikosch (1999) [2] demuestra que las trayectorias muestrales de un movimiento browniano
estandar no son diferenciables en ningun tiempo. A esta irregularidad se ha de anadir que la variabilidad de
estas trayectorias no se hallan acotadas en ningtn intervalo finito [0, ¢]. Estas dos irregularidades son las que
obligan a recurrir al calculo estocéstico. Tres trayectorias de un proceso de Wiener estandar {W (¢), ¢ € [0,10]}

se muestran en la Figura 4.8.
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Simulaciones de un Proceso de Wiener
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Figura 4.8: Simulaciones de un proceso de Wiener estandar {W (t),t € [0,10]}

4.7.2. PROCESO DE WIENER GENERALIZADO.

33

Consideremos un movimiento browniano estandar {W;,¢ > 0} y un proceso estocéstico {X;,t > 0} definido

por:

Xy = Xo + put + oWy, t>0

siendo p, o constantes y X el valor inicial del proceso.

A partir de las propiedades del movimiento browniano estandar, tenemos que X; se distribuye normalmente

con media pt y varianza o2t. Asi el cambio del proceso {X;,t > 0} se determinara a partir de

Xy — Xt =plu—1t)+o(W, —Wy) Yu>1t>0.

El incremento en el proceso para un intervalo infinitesimal seré

dX; = pdt + cdW,

en el que dW;, se puede considerar como una variable aleatoria con distribucion N(0,dt). De este modo

el proceso {X;,t > 0} se denomina proceso de Wiener generalizado o Movimiento Browniano Geométrico

(MBG) donde el parametro p denominado componente tendencial, determina el cambio esperado por unidad

de tiempo, y el parametro o denominado volatilidad del proceso, refleja la incertidumbre acerca de los valores
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futuros del proceso.

El proceso de Wiener generalizado sigue siendo un proceso de Markov, y sus trayectorias son continuas no
diferenciables en ningtn punto, pero ya no es necesariamente una martingala como si lo era el movimiento

browniano estandar. Sélo serd una martingala cuando el componente tendencial tome el valor 0.

Cuando los parametros p y p varfan deterministicamente en el tiempo, {X;,t > 0} sera un proceso de Wiener

generalizado no homogéneo con respecto al tiempo y se puede escribir como

dXt = /Ltdt + O'tth.

Para un intervalo de tiempo relativamente pequefio A t, tendremos un incremento esperado en el proceso
de aproximadamente pAt y su varianza sera aproximadamente o2At. Rigurosamente el incremento para este

intervalo sera de

t+AL tHAL
Xigar — Xp = / Houdu +/ oudWy,
t t

siendo |, At o,dW, la denominada integral estocastica o integral de Ito.

t

De entre las muchas propiedades de la integral de Ito, aqui destacaremos que si o(u) es una funcion deter-

. t+At . e t+At
minfstica entonces ft+ 0,dW,, tiene distribucion N (O, ft+ Jgdu).

4.7.3. PROCESOS DE DIFUSION

DEFINICION 14 Un proceso estocdstico {X;,t > 0} serd un proceso de difusion unidimensional si se

puede representar para un intervalo de tiempo infinitesimal

dXt = [,L(Xt, t)dt + O'(Xt, t)th,

pasando a ser ahora el componente tendencial y la volatilidad, funciones del tiempo y del valor actual del
proceso. Cuando el proceso estocdstico se halla en las dos partes de la igualdad, ésta se denomina ecuacion
diferencial estocdstica (EDE).

Dado que dW; tiene una distribucion N (0, dt), la media y varianza de los incrementos en el proceso para un

intervalo infinitesimal [¢,¢ + dt] condicionadas a la informacién disponible en el instante ¢ seran

Et[dXt} = M(Xt,t)dt
Vi[dXy] = o ( Xy, t)dt

Rigurosamente el incremento en el proceso de difusion para el intervalo [t, ¢ + At] sera
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t+At t+At
Xiwnr — Xe = / (X, 8)ds JF/ o(Xs, s)dWs,
t t

siendo
t+AL
/ w(Xs, s)ds
t

una integral de Riemann y
t+At
/ o(Xs, s)dWs
t
una integral de Ito.

Un proceso de difusion es un proceso de Markov debido a que tanto el componente tendencial como la volatil-
idad dependen exclusivamente del valor actual del proceso. Al igual que el proceso de Wiener generalizado
no es una martingala, salvo en este caso que u(Xy,t) =0, VX, ¢t > 0. [gualmente las trayectorias muestrales
seran continuas y no diferenciables en ningtin punto. En cuanto al espacio de estados S y la distribucion de

los valores futuros dependerén de las funciones p y o.

4.7.4. LEMA DE ITO

TEOREMA 7 Un proceso estocdstico unidimensional {X,t > 0} es un proceso de Ito si sigue la siguiente

dindmica

dXt = /,Ltdt + O'tth,

con Xy € R, donde u, op son a su vez procesos estocdsticos.

El Lema de Ito se puede considerar como la correspondiente estocastica de la regla de la cadena del calculo
ordinario. Se hace indispensable para resolver ecuaciones diferenciales estocasticas en las cuales el proceso

estocastico, sigue una dinamica en la que se incluyen a su vez otros procesos estocasticos.

Sea el proceso de Ito anterior y f(X:,¢) € R una funcién continuamente diferenciable dos veces respecto a

X y una vez respecto a t. Entonces el proceso estocastico {Y;,t > 0} definido por

}/t:f(Xt7t)7 t207

serd también un proceso de Ito, determinandose su dinaAmica como sigue:

_[of(Xy,t) | Of(Xy,t) 1O f( Xy, t) o Of (X, 1)
o= | =g — T —x Mty axe 0|t Ty oW
La expresién anterior se puede escribir cémo
Xy, t Xy, t 10%f(Xy,t
ay, = 0 Eet) gy 0FXet) e LX) (0

ot 0X 2 0X?
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donde hemos de tener en cuenta para el calculo de (dX;)? que

(dt)* = dtdW; = 0

(dW;)? = dt,
de manera que

(dX,)? = (uedt + 0, dWy)? = p2(dt)? + 2ps0vdt + o2 (dW;)? = (02)dt.

4.7.5. TEOREMA DE GIRSANOV

Una importante aplicacion del Teorema de Girsanov, es recoger la probabilidad de valoracion, en la ecuacién
diferencial estocéstica que recoge la evolucion del proceso estocastico referente al precio de instrumentos

financieros.

Seguin este teorema un proceso de Wiener generalizado con componente tendencial, es decir, que no es
martingala, se puede ver como un proceso de Wiener sin componente tendencial, mediante un cambio sobre
la medida de probabilidad, P.

Asi, definido un espacio de probabilidad, (€2, F, P), consideramos una variable aleatoria, L > 0 con esperanza

la unidad, tal que

Q(A) = E[14L]

define una nueva medida de probabilidad. El hecho de que la esperanza de L sea igual a 1 garantiza que

Decimos que L es la densidad de @) respecto a P, en términos matemaéticos

dQ

— =1L
dP

La esperanza matematica de la variable aleatoria X en el nuevo espacio de probabilidad (2, F, Q) sera

Eo|X] = E[XL).

Rigurosamente en términos generales, el teorema es el siguiente.

TEOREMA 8 Sea {X;,t > 0} un proceso adaptado a P que cumple la condicién de Novikov:

1 (T
exp (2/ det)] < 00,
0

E
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y {Wy,t € [0,T]} un movimiento browniano estdndar. Entonces, el proceso
_ t
Wt = Wt + / XSdS
0

es un movimiento browniano respecto a la nueva medida de probabilidad Q).

Este teorema nos permitira aplicar la nueva medida de probabilidad @ con riesgo neutro, usada en la valo-

racién de instrumentos financieros cotizados, en lugar de la probabilidad real, P con riesgo positivo.

Consideraremos como ejemplo el modelo de Black-Scholes, segtn el cual el precio de un activo con riesgo,

sera

1
St = S() exp <UWt + Mt - 20'2t> .

donde interpretamos p como el tanto de rendimiento medio y ¢ como la volatilidad del rendimiento.

Por otra parte tenemos el activo sin riesgo que evoluciona

Br = Boe™.

A continuacion pretendemos encontrar la medida de probabilidad @, que determina que para esa probabilidad

Se] S
Fa M_ﬁo

Por otra parte tenemos que segin la medida de probabilidad real, P, se da

St S .
" {@} - FEEP lexp(o)Wy + (1 — (1/2)0* — 7)t]
- %Z exp((u — 7)t).

De este modo, la medida de probabilidad, @, riesgo neutro, ha de cambiar p por r. Llamando

m—rr

Wt:Wt+ t

tenemos que

s,

t

= pdt + odW,

rdt+ad(Wt+urt)
g

= rdt + odW,.
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Asi segtin el Teorema de Girsanov, existe una probabilidad, @ bajo la cual el proceso W; es un movimiento
browniano estandar, con lo cual el rendimiento del activo S, sera equivalente al de (;, es decir el rendimiento
libre de riesgo. En definitiva, valorar bajo la medida de probabilidad @, seré equivalente a valorar con el
tipo libre de riesgo, mas una prima de riesgo, m(t), que recoge el precio de mercado del riesgo inherente al

instrumento financiero, es decir, una medida de la aversion al riesgo agregado en el mercado.

Se dice que se da una situacion de ausencia de oportunidad de arbitraje (AOA), si existe una medida de
probabilidad @, riesgo neutro, equivalente a la medida de probabilidad real P, en los términos mencionados

arriba. Asimismo, se dice que el mercado es completo, si esta medida de probabilidad, @, es tnica.



Capitulo 5

ACTUARIA

5.1. CONCEPTOS EN EL AREA DE SEGUROS DE VIDA

DEFINICION 15 Prima: [4] es un pago por adelantado que un asegurado realiza a una compania ase-
guradora para obtener una cobertura parcial o completa contra un riesgo determinado, en los términos y

condiciones que establece la del seguro.

DEFINICION 16 ;Qué es el sequro? Basicamente, el sequro es un contrato que realiza el Asegurado
y el Asequrador en el cual se compromete este iltimo, mediante el cobro de una prima, a indemnizar los

danos causados por el siniestro ocurrido, siempre y cuando éste se encuentre cubierto por la pdliza o contrato
[3]

Para comprender todo lo relacionado con la actividad aseguradora es necesario definir varios términos que
intervienen en la misma y que deben estar claros antes de realizar el andlisis de cualquier resultado o mas
aun, antes de empezar con el estudio, la biasqueda y el calculo de las polizas o planes de pension a realizar.

En primer lugar, se tienen tres conceptos basicos en el seguro: el riesgo, la incertidumbre y el siniestro [17].

DEFINICION 17 Carlos Trujillo define en [15] el riesgo como un acontecimiento futuro e incierto que

al momento de producirse da lugar a consecuencias perjudiciales.

DEFINICION 18 La incertidumbre la describe como el desconocimiento acerca de cudndo un hecho o

suceso va a ocurrir, asi como la duracion e intensidad [15].
DEFINICION 19 EI término siniestro se refiere a la materializacion del riesgo.[3]

Se tienen los siguientes conceptos que son clave en una empresa de seguros y los personas que participan en

el contrato de seguro:[17]

DEFINICION 20 Asegurador: persona juridica que acepta el riesgo y se compromete a pagar o indem-

nizar, en caso de ocurrir un siniestro.

DEFINICION 21 Tomador: persona natural o juridica que, obrando por cuenta propia, traslada los ries-

gos al Asequrador y se obliga a pagar la prima.

39



40 CAPITULO 5. ACTUARIA

DEFINICION 22 Asegurado: persona natural o juridica cuyos bienes, enfermedades, accidentes o vida
se protegen a través del contrato de sequros. El asequrado tamién es la persona sobre la que recae la cobertura

del riesgo.

DEFINICION 23 Beneficiario: persona designada para recibir la indemnizacion.

DEFINICION 24 La péliza es el contrato de sequro donde se especifican las condiciones bajo las cuales el
Asegurador acepta el riesgo y se obliga a indemnizar las pérdidas o danos econdmicos que puedan sobrevenir
al Asequrado, los cuales estén cubiertos por la misma. Asimismo, el tomador se obliga a cumplir dichas reglas
y se obliga al pago de la prima correspondiente. En otras palabras, es un convenio legal entre el Asegurador

y el Tomador que cumple ciertas cldusulas.[16]

Las partes en que se divide la poliza son:
1. Condiciones Generales: clausulas que son iguales para todos los contratos del mismo género.
2. Condiciones Particulares: aquellas que se confeccionan para adaptar la péliza a cada caso en especial.
3. Anexos: documentos que se agregan a la poéliza para hacer algin cambio o modificaciéon en ella.

Ademas, para soportar cualquier evento numeroso que pueda ocurrir o que traiga como consecuencia multi-
ples asegurados afectados y por tanto, miltiples indemnizaciones, la compania de seguros debe contar con
reservas que le permitan afrontar dicha situaciéon. En otros términos, la reserva no representa una utilidad
para la empresa de seguros sino que se conserva como garantia de que cubriran las reclamaciones de los
tenedores de poliza. Se define en forma amplia como la diferencia entre el valor actual de la suma asegurada

y el de las primas futuras.

Las polizas de vida consisten en indemnizar al asegurado o al (los) beneficiario (s) en el momento del fallec-
imiento del inscrito o al tiempo que éste haya acordado en el contrato de seguro. El riesgo que esté en juego
es el fallecimiento del asegurado, por lo tanto lo que se mide es la probabilidad de que el inscrito, asegurado o
beneficiario (depende del contrato que se haya realizado) llegue con vida a cierta edad o al final del contrato.
Para el calculo de la prima se utilizan féormulas actuariales con variables que son sustituidas por los valores
de la tabla de mortalidad a usar. Por ejemplo, si se quiere saber la probabilidad de que una persona de edad
T esté viva n anos después, es decir, a la edad x + n; se calcula la probabilidad de supervivencia denotandose

de la siguiente manera:

logr
nPx = xl+L (51)

donde el numerador se refiere al ntimero de personas vivas a la edad = + n (los casos favorables) que sera
menor que el denominador o el ntimero de personas vivas a la edad z (casos posibles) y, la probabilidad de

mortalidad como,

nQe = o — lern
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donde el numerador se refiere al nimero de personas vivas a la edad x menos la cantidad de personas vivas

a la edad x + n que serd menor que el nimero de personas vivas a la edad .

Por otra parte, se tiene que s6lo hay dos posibilidades para esa persona, esta viva o estd muerta a la edad
z 4+ n. Sabiendo que la suma de las probabilidades individuales es igual a la probabilidad total, se tiene lo
siguiente:

nPa +n Gz = 1. (5.3)

5.2. SEGURO DE VIDA

En seguros, el area actuarial es aquella que equilibra y sostiene el mercado asegurador. Se hacen estudios
estadisticos, analisis de datos, de resultados, se predice lo que pueda ocurrir, se calcula la probabilidad de
ocurrencia de un suceso y se halla la tasa que, en términos actuariales, es el costo matematico del riesgo. Se
observa entonces que a fin de cuentas son las aplicaciones matematicas y los conocimientos que se puedan

tener sobre ellas los que forman en cierta parte a un actuario [15].

Se desea saber cual serd el numero aproximado de personas que sobrevivan luego de una cantidad dada
de anos, que es lo mismo a hallar aproximadamente la probabilidad de supervivencia o mortalidad de un
individuo en ese grupo de personas. Se aplicaria entonces el reciproco del Teorema de Bernoulli (Ley de los
grandes naumeros), donde se permite determinar un valor tan aproximado como se quiera de la probabilidad
de un acontecimiento observado, repitiendo un gran niimero de veces el experimento. Es asi como se obtienen

los valores que serviran para construir la tabla de mortalidad que permita hallar el valor de las primas [15].

Para el actuario trabajando en el area del seguro de vida, el principal objetivo es estimar el patrén de
mortalidad, que se exhibe por un grupo de individuos. Un dispositivo basico para llevar a cabo esto es

conocido como una tabla de vida o tabla de mortalidad.

Sea lp un numero arbitrario, usualmente tomamos una cifra redonda como 100000. Supongamos que iniciamos
con un grupo ly de recién nacidos. Podriamos predecir cuantos de estos individuos sobreviviran en cualquier
tiempo dado en el futuro. Por supuesto, no podemos esperar calcular esto exactamente, pero podemos esperar
llegar a una estimacion cercana si tenemos estadisticas suficientemente buenas. Sea [, el nimero de aquellas
vidas originales de 0 anos de edad quienes todavia estén vivos a la edad x, y sea d, el naumero de aquellas
vidas originales de 0 anos de edad quienes mueren entre la edad x y x 4+ 1. La relaciéon basica entre estas

cantidades es:

lop1 = Iy — d.

DEFINICION 25 Una tabla de vida es una estructura matricial de l, y dy donde x es un entero no negativo
(Véase Tabla 5.1). La tabla terminard en alguna edad, denotado por w, tal que I, = 0. Este es la edad limite
de la tabla, y denota la primera edad en la cual todos los del grupo original han muerto. El valor real w

variard con la tabla de vida particular, pero tipicamente se toma alrededor de 110 6 mds [14].
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Tabla 5.1: Modelo de tabla de vida.

x lz dx
0 | 100000 | 2000
1] 98000 | 1500
2 | 96500 | 1000
3 | 96500 | 900
w 0

Se sabe entonces que Graunt fue el primero en crear una tabla de mortalidad, pero en la busqueda de
mejorar esta tabla y darle un enfoque légico a los resultados en la misma, continuaron los cientificos Jan
Witt y Jan Hudde, quienes partieron del supuesto de una fuerza constante de mortalidad, lo cual fue de
vital importancia cuando se empezaron a realizar los estudios sobre la matematica actuarial. Se tiene que
las tablas de mortalidad y de vida tienen sus origenes en estudios estadisticos y probabilistas. Actualmente,
cada regiéon o pais puede generar su propia tabla basada en el comportamiento demografico de la poblacion.

En las ciencias actuariales el uso de estas tablas y se aplica en el el ramo de seguros de vida [15].

5.2.1. RIESGOS Y SEGUROS.

Un actuario tipico se refiere a muchos problemas, pero podemos identificar dos grandes temas abordados por
esta profesion: riesgo y finanzas. No importa cuales son las precauciones que toma, usted no puede librarse
por completo de la posibilidad eventos desafortunados, pero lo que se puede hacer es tomar medidas para

mitigar la pérdida financiera en cuestiéon. Uno medida es adquirir un seguro.

Los origenes fueron hace muchos anos y se puede remontar a los miembros de una comunidad que ayudan a
otros que ha sufrido la pérdida de una forma u otra. Por ejemplo, la gente ayudaba los vecinos que habian
sufrido una muerte o enfermedad de un familiar. Si bien este tipo de ayuda fue en muchos casos sin duda
debido a sentimientos altruistas, también habia una motivacion de interés. Debemos estar preparados para
ayudar a un vecino que sufre alguna calamidad, ya que la familia podrian necesitar dicha asistencia. Esto a

la larga se formalizo, dando lugar a las compaifiias de seguros que conocemos hoy en dia.

Con la institucién de las companias de seguros, el intercambio ya no se limita al &mbito de vecinos o miembros
de la comunidad, sino que podria ser entre todos los que eligieron adquirir un seguro de una compania en
particular. Aunque hay muchos tipos diferentes de seguro, el principio basico es similar. Una empresa conoci-
da como el asegurador se compromete a pagar dinero, el cual nos referiremos como beneficios, en momentos
determinados, ante la ocurrencia de eventos especificos que causan la pérdida financiera. A cambio, el seguro
de la compra de la persona, conocida como el asegurado, se obliga a los pagos de las cantidades prescritas

para la empresa, estos pagos normalmente se conocen como las primas. El contrato entre el asegurador y el
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asegurado es a menudo conocida como la péliza de seguro.

El Riesgo se transfiere asi de las personas que enfrentan pérdida a la aseguradora. La aseguradora a su vez
reduce su riesgo al asegurar un nimero suficientemente grande de individuos, de modo que las pérdidas se
pueden predecir con precision. Consideremos el siguiente ejemplo, que simplificado pero disenado para ilustrar

la idea bésica.

Supongamos que un cierto tipo de evento es poco probable que ocurra, pero si es asi, provoca una pérdida
financiera de 100, 000. El asegurador estima que aproximadamente 1 de cada 100 personas que se enfrentan
a la posibilidad de dicha pérdida en realidad lo experimentara. Si se asegura a 1,000 personas, entonces se
puede esperar 10 pérdidas. Sobre la base de este modelo, el asegurador cargaria cada persona una prima
de 1,000. (Estamos ignorando ciertos factores, tales como los gastos y ganancias.) Seria recoger un total
de 1,000,000 y se tiene la suficiente precisiéon para cubrir la pérdida de 100,000 para cada uno de los 10
individuos que experimentan esto. Cada individuo ha eliminado su riesgo, y en la medida en que la estimacion

de 10 pérdidas es correcta, la aseguradora ha eliminado asimismo su propio riesgo.

Concluimos esta seccidon con unas cuantas palabras sobre la conexion entre el seguro y juegos de azar. Muchas
personas creen que el seguro es en realidad una forma del dltimo, pero en realidad es exactamente lo contrario.
Los juegos de azar intercambian cierto por lo incierto. La cantidad de dinero que se tiene en el bolsillo esta
ahi con certeza si tu no juegas, pero esta sujeto a incertidumbre si se decide apostar. Por otro lado, el seguro
negocia incertidumbre por certeza. el consumo incierto de tu riqueza, debido a la posibilidad de pérdida
financiera se convierte a certidumbre de pagos mucho mas pequenos de primas si tu contratas un seguro en

contra de la pérdida.

5.3. LA ADECUACION Y LA EQUIDAD.

Ahora podemos dar una descripcion general de las responsabilidades de un actuario. La imperiosa tarea es
asegurar que las primas, junto con las ganancias de inversion, son adecuados para proporcionar el pago de
los beneficios. Si esto no es cierto, entonces no sera posible que el asegurador cumpla con sus obligaciones
y algunos de los asegurados necesariamente no recibirdn compensaciéon por sus pérdidas. El desafio en el
cumplimiento de este objetivo surge de las diversas areas de la incertidumbre. La cantidad y el momento en
que los beneficios tendran que ser pagados, asi como las ganancias de la inversién, no se conocen y estan
sujetas a fluctuaciones aleatorias. El actuario hace uso sustancial de métodos probabilistas para manejar esta

incertidumbre.

Otro de los objetivos es lograr la equidad en la fijacion de las primas. Si un asegurador ha de atraer a
los compradores, debe cobrar tasas que se perciben como justas. Aqui también, la aleatoriedad significa que
no resulta facil como definir la equidad en este contexto. No se puede decir que dos personas que pagan la
misma cantidad de las primas recibiré exactamente el mismo beneficio, ya que negaria el arreglo compartido

inherente en la idea de seguros. Mientras existen diferentes puntos de vista posibles, la equidad en seguros
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se espera generalmente que signifique el hecho que la esperanza matemaética de estos dos individuos deberian

ser los mismos [14].

En los modelos y célculos actuariales o financieros que se lleven a cabo debe cumplirse la equidad para que sea
confiable la operacion. Los céalculos se realizan en el momento actual y se denomina ecuaciéon de equilibrio
financiero-actuarial, donde se verifica la igualdad entre valor actual de las aportaciones y el valor actual
de las prestaciones. Ahora bien, éste es el valor actual que debe pagar el participante por un intervalo de
tiempo y que a su vez sea igual al valor que recibira luego de ese tiempo, calculado éste en el tiempo presente.
En otras palabras, segin la definicion dada por el diccionario de finanzas, el valor actual es el resultado de
descontar cantidades futuras de la cantidad presente, utilizando una determinada tasa de descuento. Esta
tasa de descuento refleja los tipos de interés del dinero y el elemento de riesgo que existe en la operacion. Se

tiene que mientras mayor sea el lapso de tiempo, menor sera el valor actual.

Ahora bien, este principio de equivalencia es fundamental para que permanezca explicita la confiabilidad de
los célculos y la finalidad que se desea, la cual se relaciona con que ambas partes, la institucion aseguradora

o financiera y el asegurado o cliente respectivamente, salgan beneficiados en dicha operacion.

5.4. PROBABILIDAD DE SUPERVIVENCIA Y MORTALIDAD

Aunque suponemos que podemos predecir con exactitud I, todavia hay aleatoriedad en nuestro modelo, ya
que no se sabe si cualquier individuo dado seré uno de los supervivientes en un punto determinado de tiempo.
Es conveniente introducir algunas nociones elementales de probabilidad. Para enteros no negativos n y x,

sea:

l
nPx = acl+n . (54)

i, Cuél es el significado de este término? Tomemos en cuenta que [, denota la cantidad de sobrevivientes a la

edad z y l;4+,, cantidad de personas que sobrevivira a la edad = 4+ n del grupo considerado. El cociente en-

tonces nos da la probabilidad de que una persona de edad z, denotada por (z), sobrevivira a la edad z+n anos.

De igual manera se define:

lm - lm n
ndy = n (5.5)
Esto nos da la probabilidad de que (z) muera entre las edades de x y  + n. Esté claro que

A modo de ejemplo, de la Tabla 5.1 se tendria opy = 965/1000, 2g1 = 25/980.

OBSERVACION 3 Puesto que el subindice 1 a la izquierda se presenta con frecuencia se omite por con-
veniencia de notacion. Es decir, p,, denota 1p., y q. denota 1q.. La cantidad q, se refiere a menudo como

la tasa de mortalidad a la edad x.
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. Cual es la probabilidad de que (z) morira entre las edades de z +n y  + n + k7 Esto es una cantidad que

vamos a utilizar con frecuencia. Hay tres maneras principales de expresarla:

lr+n - lr+n+k

= nPz —n+k Pz (58)

El numerador es el nimero de las personas que viven a la edad x+ n, menos el nimero de personas viviendo a
la edad x+n+k. Esta diferencia debe ser el nimero de personas que murieron entre las dos edades. Dividiendo
por el ntiimero de personas con las que se empezd nos dara la probabilidad requerida. En la segunda expresion
expresamos la cantidad como la probabilidad de que (z) vivird n afios, pero no vivird n + k afos. En la
tercera expresion se consideran dos etapas al morir entre las edades especificadas, (z) debe vivir primero en

la edad x + n y, luego, el individuo, siendo entonces de la edad = + n, debe morir en los préximos afos k.

Otra identidad tutil, que nos referiremos como la regla de la multiplicacién, es:

n+kPx = nPzx kPx+n (510)

para todos los enteros no negativos n, k y z. Intuitivamente, se dice que, para que (z) viva n + k anos, el

individuo debe primero vivir n anos, y luego, siendo de la edad = + n, debe vivir otros k anos [1].

OBSERVACION 4 Hay que notar que,

n+kPz = nPz kPz+n

= nPz(l =k Gatn)
= nPz —n Pz kqz+n
= nPz —nlk 9=

=nlk Pz

Por lo que,

nlkPz Fnk 4z = nDzx
n|kPx + nlkde
nPx nPz

Las probabilidades del miembro izquierdo de la igualdad son condicionales.

5.5. CONSTRUCCION DE LA TABLA DE VIDA

La tabla de vida se construye en la practica, obteniendo en primer lugar los valores de ¢, parax = 0,1, ..., w—1.
La obtencion de estos valores es un problema estadistico que no vamos a discutir en detalle. Se trata basica-

mente de la realizaciéon de un estudio en el que se observa cuanto tiempo la gente de diferentes edades viviran.
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Por ejemplo, si observamos un grupo de 1,000 personas de 50 afios de edad exacta y 10 de ellos mueren dentro
de 1 aflo, entonces podriamos estimar gso como 0,01. Por supuesto, esto es una simplificaciéon extrema y el
proceso es mucho mas complicado. No es préactico reunir un grupo de personas de exactamente 50 anos de
edad en un momento dado de tiempo, y luego observarlos durante un ano entero. En la practica, las personas
entraran en el estudio en varias ocasiones, y lo abandonaré por razones distintas de la muerte. Ademas, se
debe lograr la coherencia entre los valores en las diferentes edades. El area estadistica conocida como anélisis
de supervivencia se ocupa de estos problemas. La tabla de vida puede ser construida inductivamente, a partir

de lp, a partir de las formulas:
dz = lsz, lm+1 - lm - dx, (511)

sin embargo, no es, por lo general, necesario calcular realmente [, y d,. En la préctica, las tablas de vida
se especifican por so6lo dar los valores de ¢, que es suficiente para los calculos necesarios. La ventaja de la
forma tradicional reside principalmente en su atractivo intuitivo, en lugar de su utilizacién como herramienta
de calculo [16].

En la rama de Seguros de Vida se llevan a cabo estudios para la creacion de nuevas poélizas o para renovar los
calculos de las tasas respectivas. Se debe tener en cuenta la probabilidad de que el asegurado o beneficiario
de la poliza contratada siga con vida al momento de recibir la indemnizacién. Para efectuar estos célculos,
se utiliza una tabla de mortalidad cuyos valores en cada variable dependen del interés técnico que se use, el
cual puede tener un valor maximo de 12 %, ya que a mayor interés técnico menor prima pero més riesgo para
la empresa, por lo que suele aplicarse un interés técnico de 6 %. Después de fijar este interés, debe hallarse el
valor actual que esta dado por:

1
T 144

v

el cual serviré para conseguir los valores de algunas columnas en la tabla. Se tiene entonces que la tabla de

mortalidad para calculos actuariales estd compuesta por las siguientes columnas:
= ¢,: Probabilidad de que una persona de edad x fallezca antes de alcanzar la edad x + 1.
= [,: Numero de personas vivas a la edad .
= p.: Probabilidad de que una persona de edad x sobreviva un ano mas.
= d,: Nimero de personas fallecidas entre la edad z y « + 1.
= D,: Columna de valores conmutativos que vienen dado por la formula: D, = v®[, .
= N,: Columna de valores conmutativos que se obtienen mediante el siguiente calculo N, = >" D,..
s C,:Columna de valores conmutativos alcanzados al aplicar C,, = v®t1d,.
= M,: Columna de valores conmutativos que se obtienen mediante el siguiente calculo M, =Y ¢,.

Esas son las columnas que componen los tipos de tablas de mortalidad utilizadas para realizar los calculos
relacionados con seguros sobre personas. Las tltimas cuatro columnas son consecuencia de los valores dados
por las anteriores, los cuales a su vez dependeran del interés técnico que se utilice. Hay sociedades de actu-
arios que construyen tablas en base a la recopilaciéon de datos que hacen sobre la mortalidad de la poblacion

estudiada, realizan los estudios estadisticos necesarios y asi calculan los valores que componen la columna
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de la variable g, referidos a la probabilidad de que una persona de edad x muera antes de llegar a la edad
z + 1. Es importante tener en cuenta que se debe llevar a cabo el estudio estadistico de tal forma que los
resultados sean confiables, por lo que se deben clasificar, coordinar los resultados experimentales, distribuirlos
de manera racional en grupos comparables entre si, en fin, hacer los estudios estadisticos necesarios. Pero
debe considerarse también las condiciones de la poblacion que se esta analizando, que estén sometidas a las
mismas influencias y que ademas, las observaciones provengan de una muestra probabilistica. Esto limita la
construccién de las tablas de mortalidad, ya que es forzoso conseguir grupos lo suficientemente grandes como

para alcanzar resultados estables, se sabe que en estadistica eso es muy relevante para validar los resultados.

Se tiene entonces que los valores de la columna ¢, son los que marcan la diferencia entre las distintas tablas
de mortalidad ya que dependen de las condiciones de la poblacién que se haya estudiado. Luego, entre
las mas conocidas o usadas para los célculos del Seguro de Vida estan: Comisionado Ordinario Estandar
(Commissionary Standard Ordinary C.S.0.) y Sociedad Ordinaria de Actuarios (S.0.A.) [15].

5.6. LA FUERZA DE LA MORTALIDAD

Una motivacion intuitiva. ;Cudl es la probabilidad de que (x) morira en el instante siguiente de tiempo.
Podriamos aproximar esto observando jq,, pero si asumimos la continuidad y tomamos el limite cuando h
tiende a 0, obtendriamos 0. Pero la respuesta 0 no nos da ninguna informacioén sobre la mortalidad de (x) en
ese punto. En su lugar, calculemos una tasa anual de mortalidad en la edad (x), dividiendo por h antes de

tomar el limite. Esto conduce a la siguiente definicion.

DEFINICION 26 La fuerza de la mortalidad en la edad (x) es la cantidad:
d

o hdx lw _l:v+h _ Ilm _ d
ple) = Mim 5= = Jin = = = =T = g loslle) (5.12)

La expresion después de la tercera igualdad es util para obtener informacion adicional. Tenemos un grupo de
vidas decreciente con el tiempo debido a la mortalidad. La cantidad p(z) nos da la tasa relativa de disminucion

en este grupo de edad =x.

En muchos casos estamos buscando a una edad x fijo y queremos que la variable sea el tiempo t. De acuerdo

con ello, definiremos:
pz(t) = p(x +1).

Podemos ver p,(t) como la fuerza de la mortalidad en el momento ¢ para un individuo de edad z en el tiempo

0. De la cuarta expresion en (5.12),

__%(tpx)
pia (1) = r— (5.13)

de la cual se deriva:
Pe =€ Jo pa(r)dr (5.14)
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EJEMPLO 6 Supongamos que la fuerza de la mortalidad estd dada por

Encontrar una expresion para ip;.

Solucion. Para t < w —z de (6.2),

¢ ¢ 1
—/ uw(r)drz—/ —dr
0 o W—x—T

log(w — x — t) — log(w — x)

w—x—1
log(——),
g(— =)
a continuacion, sustituimos en (5.14) para obtener
w—z—1 t
Po=(—)=1- 5.15
the = (———) T (5.15)

5.7. FUERZAS DE MORTALIDAD SELECTA

Las tasas de mortalidad, ¢, son una funciéon de la edad alcanzada solamente. Los datos observados muestran
que para los compradores de seguros de vida, la mortalidad no s6lo depende de la edad, sino también de la
duraciéon desde que la poliza fue comprada. Para ver por qué esto debe ser cierto, vamos a comparar dos
personas ambos de 60 anos, por igual en todos los aspectos excepto que A hace poco adquirié una poliza de
seguros, y B compré una péliza hace 1 ano a 59 anos Durante el proximo ano, es de esperar que A tendra
una mayor probabilidad de vivir 61 anos de edad que B. Esto surge del hecho de que el asegurador no tiene
que aceptar a todos los que solicitan una péliza. Las aseguradoras pueden solicitar a los individuos someterse
a examenes médicos, o que proporcionen informaciéon sobre su salud, estilo de vida y otros factores, con el
fin de verificar que se trata de riesgos razonables. Por otra parte, si tenemos en cuenta un tercer individuo,
C, también de 60 afnos de edad, de forma similar a A y B, excepto que a C se le vendié una pdliza a los 58
anos, su oportunidad de vivir durante el proximo afios puede esperarse que sea incluso menos que el de B.

Esta persona ha tenido 2 anos de decaimiento.

Se mantiene la convencion de que los subindices denotan la edad alcanzada, pero ponemos corchetes alrededor
de la edad en que se emiti6 la poliza, con el fin de separar edad y la duracién. Por lo tanto, el simbolo sq[,)4
indica la probabilidad de que una persona ahora de edad x + ¢, a la cual le fue vendido el seguro a la edad x,
morira en los proximos s anos. Esto es conocido como una tasa de mortalidad selecta, ya que incorpora los

efectos de la capacidad de la aseguradora para seleccionar.

DEFINICION 27 Definimos:
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Tabla 5.2: Tabla selecta y ultimadada para un perfodo selecto de 2, X = 60.

x| qlx] | qlx]+1 | qlx]+2 | z+2
60 | 0.10 0.12 0.15 62
61| 0.11 0.14 0.17 63
62 | 0.12 0.15 0.18 64

sPlz]+t = 1 —s Q)+t

Como de costumbre omitimos subindices izquierda de 1 para q y p. La discusion que acabamos de hacer sobre

mortalidad selecta nos muestra que:

q60] < q59)+1 < q[sgl42 < -

y en general,

Q)+t < Qz—s])+t+s> (5.16)

para todo x y t no negativo, y 0 < s < .

5.7.1. TABLAS ULTIMADAS Y SELECTAS

Para modelar plenamente este fenomeno necesitariamos una tabla de mortalidad independiente para cada
edad x para cubrir las polizas emitidas a esa edad. Por supuesto, las tablas se hacen més cortas con el aumento
de la edad de emision. La edad 2 de la tabla consistiria de las w — entradas {2434+, t=0,1,...,w—x—1}.
Las observaciones muestran, sin embargo, que los efectos de seleccion disminuyen con el tiempo y pueden
tender a desaparecer después de un cierto periodo de tiempo, conocido como el periodo de seleccidon. Si
el periodo de selecciéon es r, se puede esperar que dos individuos de la misma edad, que han emitido un
seguro hace r o mas anos, exhibira las mismas tasas de mortalidad, aunque la edad de emision sea diferente.
Esto permite alguna simplificacién. Podemos volver al simbolo ¢, significando la probabilidad de que una
persona de edad y que le fue emitido el seguro r 0 més anos atras morira dentro de un ano. En otras palabras
postulamos que la igualdad (5.16). se cumple cuando ¢ > r, para que podamos eliminar los corchetes cuadrados
y denotar el valor comin por ¢, Las tasas de g, se conocen como las tasas ultimadas, y la tabla de vida
resultante se conoce como una tabla de mortalidad selecta y ultimada. Una opcién coman para cada periodo
selecto es de 15 anos, aunque algunas tablas recientes han utilizado tanto como 25. La tabla 5.2 tiene un

periodo selecto de 2, pero que es suficiente para ilustrar la idea basica.

Para encontrar las tasas de mortalidad aplicables a una poliza emitida a la edad x, empezamos en la columna
izquierda, leyendo hasta llegar a la columna final, y después hacia abajo. Asi, por ejemplo, las tasas utilizadas

para una poéliza emitida a los 60 anos seria en orden,

q[60]> 9[60]+15 9[60]+2 = 462, 963,964, - - - »
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lo cual en este ejemplo son 0.10,0.12,0.15,0.17,0.18, . ... Podemos imaginar las tasas de mortalidad como los
flujos de varios arroyos, todos corriendo al mismo rio, que es la columna final. Por lo tanto, no necesitamos
una tabla separada completa para cada edad, sino s6lo r + 1 columnas. Tablas con un periodo selecto de 0
anos, que es precisamente lo que hemos estado discutiendo en capitulos anteriores, se conocen como tablas

de agregacion.

Algunas personas prefieren construir una tabla selecta y ultimada de [, aunque esto no es realmente necesario,
ya que como hemos visto, siempre se puede trabajar directamente con los valores de ¢, . El proceso es directo,
aunque requiere un poco de cuidado. Uno completa la primera columna ultimada, para calcular los valores de
l, comenzando con un valor arbitrario para [, que es la primera entrada de esta columna. Uno simplemente

recorre hacia atras para completar las otras entradas, utilizando la ecuaciéon de recursividad:

Ua]+k+1
ok = l[j]qm (5.17)

Por ejemplo, en la tabla anterior, si lgz = 5000, entonces l[g1)41 = % = 5814 y lgy) = % = 6353.

Cambiar las féormulas anteriores para incorporar la mortalidad selecta es, por lo general, sélo una cuestion de

insercion de un corchete alrededor de la edad de emision. Vamos a ver algunos de ellos en detalle:

= La regla de la multiplicacion (5.10), s4tPx =s Pz tPz+s, S€ convierte en

s+tP[z] =s Pla] tPa]+s- (5.18)
= Definimos ; ;
. hqz])+t , [z]4+t — Uz]+t+h
,Ux(t) hll&) h, hli&) h,l[m]_;'_t

siguiendo la notacién estandar, el corchete no es necesario ya que la = es ya separado de la t.

= La identidad basica (5.14), puede escribirse

D) = € Jo pa (r)dr. (5.19)

Por supuesto, si el periodo de seleccion es 0 entonces p,(t) es exactamente igual a p(x +t) y esta de acuerdo

con la notacion que ya hemos presentado en el tema de la fuerza de mortalidad.



Capitulo 6

MODELOS EN MATEMATICA
ACTUARIAL

6.1. MODELO DE TIEMPO DISCRETO.

Modelos multi-estado son un intento de mirar a una variedad de contratos de seguros de vida y anualidades
de manera unificada, haciendo uso de los procesos de Markov. Como motivacién, tomar un individuo ahora
de edad x y considerar una cadena de Markov de dos estados, donde la persona se encuentra en estado 0
(vivo) 6 el estado 1(fallecido) en cualquier momento. Contratos de seguros de vida ofrecen beneficios tras la
transferencia del estado 0 al estado 1, mientras que los contratos de anualidad de vida proporcionan beneficios

siempre que el proceso permanece en el estado de 0.

De manera méas general, considere un modelo de decrementos multiples para (z) con m causas de fracaso.
Podemos considerar una cadena con m+ 1 estados. El estado 0 significa que (x) no ha sucumbido a cualquier
causa y se refiere a menudo como el estado activo. El estado j se refiere a haber sucumbido a la primera
causa j. Los beneficios del seguro se pueden ver como los pagos provenientes de la transferencia del estado 0

a otros estados.

Para otro ejemplo, considere un contrato de vida conjunta emitida a (z) e (y). Ahora podemos tener una
cadena con cuatro estados, como se ilustra en la Figura 6.1 Las flechas indican que hay posibles transiciones
de estado 0 al estado 1 o el estado 2, ocasionados por la muerte de (y) 6 (z) respectivamente, y luego mas
transiciones desde el estado 1 o el estado 2 al estado 3, cuando se produce la muerte del segundo. La linea
de puntos, muestra una transicion directa del estado 0 al 3. Un seguro de vida conjunta se puede considerar
como dos contratos, un pago de beneficios tras la transferencia del estado 0 al estado 1, y los otros beneficios
pagados en el momento de la transferencia del estado 0 al estado 2. Una anualidad de vida doble en general
puede ser considerado como tres contratos separados, donde el contrato ¢ = 0, 1,2, paga beneficios siempre
y cuando el proceso esta en el estado i. Esto se puede generalizar a los contratos relativos de n vidas donde

tendremos 2" estados.

Por supuesto, podemos imaginar patrones més generales de transision. Podemos desear investigar un modelo

o1
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Figura 6.1: Modelo de cuatro estados.

de miltiples decrementos més enriquecido donde los particulares pueden ser transferidos entre los estados
varias veces. Una persona con discapacidad puede recuperar y volver a entrar en el grupo principal de la vida.
En nuestro modelo original ignoramos lo que le pas6 a una vida una vez que dej6 el grupo por cualquier causa,
pero tal vez desee modelar el hecho de que alguien que deja por una causa fuera de la muerte posteriormente

fallezca.

Hay muchos ejemplos de beneficios de seguros y anualidades aplicables a ese caso general. Cuando la dis-
capacidad es uno de los decrementos, podemos tener un contrato que paga beneficios cuando una persona
se convierte en beneficiario por discapacidad, y luego atin mas cuando muere una persona con discapacidad,
v pagos adicionales, posiblemente, que continiian durante la incapacidad. En esta seccién vamos a tratar el
modelo general de varios estados. Primero discutimos el modelo de tiempo discreto, donde las transiciones
entre estados pueden ocurrir s6lo en los momentos enteros.Enseguida tratamos modelos de tiempo continuo

mas complicado, donde tenemos en cuenta transiciones en momentos arbitrarios.

De hecho, una disposiciéon comtin en muchas pélizas de seguro de vida es una clausula de exencién de
prima de incapacidad, lo que significa que la persona no tiene que pagar las primas durante el tiempo que
estan desactivados. Consideramos que ésta es una anualidad proporcionando los pagos durante un estado de
discapacidad, que cesa cuando hay un traslado de regreso a un estado activo. Estas son s6lo algunas de las

posibilidades, y que invitan al lector a pensar aplicaciones adicionales.

6.1.1. MODELOS MULTIESTADOS

En figura 6.2 se representa los estados saludable-enfermo-fallecido.

Por ejemplo, en nuestra cadena simple de vida o muerte de las matrices de transiciéon son dadas por

Pn _ Pz+n  daz+n
0 1

En el ejemplo de decremento miltiple, la matriz P, sera similar a la anterior, excepto la primera fila sera
(p;:zn, qa(cl_zn, ¢z +n,.., qi"lzb,) v las restantes filas tendran uno en la principal diagonal y ceros en las otras

columnas.
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ESTADO 1: ESTADO 2:
ACTIVO INCAPACITADO

ESTADO 3:
FALLECIDO

Figura 6.2: Modelo de tres estados.

Ahora introducimos un modelo de multi-estado que no esta cubierta por nuestros casos anteriores de miltiples
vidas o la teoria de decrementos multiples. Ademas, permite una transiciéon bidireccional entre ciertos estados,
que es realmente donde la generalidad del modelo multi-estado es el més 1til. Esta es la cadena tal como se
representa en figura 6.2, donde la persona puede estar saludable o enferma, pero ahora permite la recuperacion

de el estado saludable.

Existen varias aplicaciones, el estado enfermo podria referirse a ser discapacitado, 6 un namero de otras
posibilidades para un estado que deseamos distinguir de un grupo principal de vida, pero que puede transferir

de nuevo al grupo principal.

EJEMPLO 7 Considere el modelo de la figura 6.2 y supongamos que las matrices de transicion para tiempos

0, 1, 2 se dan como sigue:

¢ Cudl es la probabilidad de que una persona que estd viva en el tiempo 0, esté viva en el tiempo 2 y fallezca

en el tiempo 37

Solucién: Primero calculamos la matriz de transiciéon para pasar de un estado a otro en el primer ano.

0.35 0.65
PyP; =
0 1

Usando la formula 3.4, la probabilidad requerida es:. pgo(0,2)po1(2,3) = 0.35 x 0.6 = 0.21.
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6.1.2. SEGUROS MULTIESTADOS DE TIEMPO DISCRETO

Para modelar el contrato general de este tipo, tomaremos una cadena de Markov con estados numerados
de 0 a N. Supongamos que el proceso comienza en el estado a en el tiempo 0. Fijemos dos estados ¢ y j, y
considerar un contrato que paga un beneficio de by en el instante k£ + 1, condicionado a una transferencia del
estado ¢ al estado j que se produce entre el tiempo k y el tiempo k + 1. Esto es, el proceso estaba en el estado

i en el instante k, y luego en el estado j en el instante k + 1.

NOTACION 1 Si tenemos varios beneficios diferentes de transferencia que se distinguird por by, como sz.
En general, para las cantidades como los beneficios, primas, reservas y gastos, superindices se refieren a
los estados, y se mantiene nuestro uso previo de subindices para referirse al tiempo. Esto difiere de nues-
tra convencion de probabilidades donde utilizamos subindices para referirse a los estados, y escritura entre

paréntesis.

Un método conveniente para discutir los beneficios de varios estados en el contexto de modelo estocéstico es
hacer uso de variables aleatorias de los indicadores. Para cada niimero entero no negativo k, sea Ij la variable
aleatoria que toma los valores de 0 6 1, respectivamente, en consecuencia como una transferencia de i a j

ocurrido o no entre el instante k y k + 1. El valor actual de los beneficios de el contrato se da por

Z = ibkv(k + 1)1 (6.1)
k=1
Ya que
E(Ik) = pai(0, k)pij (k, k + 1), (6.2)
el valor presente actuarial es
i brv(k 4+ 1)I10pas (0, k)pi; (k, k 4+ 1) (6.3)

k=0

De nuevo tenemos nuestro patron familiar con una suma de tres factores denominados. De hecho, podemos
considerar cada sumando como un factor de cuatro denominado donde es en si misma la probabilidad de
recibir un pago en el producto de dos factores, la probabilidad de transicion al estado ¢ a travez del tiempo

k y la probabilidad de transiciéon del estado ¢ al estado j en el periodo siguiente.

EJEMPLO 8 Considere la cadena dada en el ejemplo 4. Un contrato de 3 anos escrito en una vida saludable,
proporciona beneficios al final del ano de la muerte. La ventaja de muerte es 3 si la persona muere mientras
estd sana y 2 si la persona muere mientras estd en el proceso de sanacion. Si el interés es constante del 5%,

encontrar el valor presente actuarial.

Solucién: Podemos ver esto como dos contratos separados, uno que pagan 3 para la transferencia del estado
0 al estado 2, y el segundo pago de 2 para la transferencia del estado 1 al estado 2. Utilizamos las matrices

en ejemplo 4 y la formula (3.4). Para el primer contrato,

pOQ(O, ].) = 01, poo(o, ].)pog(].7 2) = 0, 14, poo(o, 2)])02(27 3) = O, 371’0,3 =0.111.
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asi que:
Valor presente actuarial ' = 3[(0,1)(1,05) — 1+ 0,14(1,05) — 2 + 0,111(1,05) — 3] = 0, 9543.
Para el segundo contrato,
po1(0, Dp12(1,2) = 0.06, po1 (0, 2)p12(2,3) = 0,3320,4 = 0.132
asi que
Valor presente actuarial = 2(0,06)(1,05) — 2 + 0, 132(1,05) — 3] = 0.3369.
Por lo tanto, el valor presente actuarial total es de 1.2912.

EJEMPLO 9 Tomar la misma cadena como en el ejemplo anterior. Considere la posibilidad de un contrato
que paga 1 al final de cualquier ano de la transferencia sea considerada saludable para ser poco saludable,
siempre que esta se produce dentro de los prozimos 3 anos. Encuentre el valor esperado y la varianza de los

beneficios.
Solucién. Ahora tenemos
p01(0,1) = 0,2, poo(0, 1)po1(1,2) = 0, 21pgo(0,2)po1(2,3) = 0,3720,3 = 0.111,
asi que
Valor presente actuarial = 0,2(1,05) — 1+ 0,21(1,05) — 2+ 0,111(1.05) — 3 = 0,4768.

La determinacion de desviaciones aqui es diferente del modelo de decrementos miltiples donde los beneficios
son pagado a la transicion a un estado absorbente. En este caso, no debe recibir beneficios en méas de un ano.
Debemos utilizar el enfoque adoptado en la formula de pago actual de la anualidad de varianzas. Tenga en

cuenta sin embargo, que los céalculos de
E(lol2) = po1(0,1)p10(1,2)po1(2, 3) = 0.006,

que es la probabilidad de tener problemas de salud, recuperacion, y luego tener problemas de salud de nuevo,
con lo que la remuneracién que perciben es tanto el tiempo 1 y en en el tiempo 3. Podemos entonces calcular

las covarianzas
CO'U(I()Il) = —0, 042,00’[)(_[0[2) = —O, 0162, CO'U(Ilfg) = —0, 02331,
que conduce al calculo de la varianza como

(0.2)(0.8)(1.05)( — 2) + (0.21)(0.79)(1.05) — 4 + (0.111)(0.889)(1.05) — 6 — 2[0.042(1.05) — 3 + 0.0162(1, 05) —
4+ 0.02331(1,05) — 5 = 0.2195.

6.2. APLICACION ESTOCASTICA DISCRETA

Para un modelo de tres estados la fuerza de transicion en forma matricial y en el rango de edad (x,z + 1),

es decir en intérvalos de un ano, es la siguiente:

1Valor presente actuarial:es el valor estimado, a una fecha determinada, de un flujo de egresos o ingresos proyectados de

acuerdo con un conjunto determinado de hipotesis actuariales.
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Figura 6.3: Modelo de tres estados.

i) uy uly

M=1{0 —usy sy
0 0 0

En nuestro modelo de tres estados(ilustrado en Figura 6.3) siendo p;; las fuerzas de transicion se tiene que

la probabilidad de sobrevivir un periodo de tiempo t es:
p11(t)+p12(t)
Por Teorema 4,

pun(f) = el
— elrarly (6.4)

— e-(u12+u13)t

ya que las fuerzas ji;; son constantes y segin la matriz de fuerza de transicién anterior.

Luego por teoria de caminos:

pialt) = / p12(0, )11 (2)paa (i, €) o

t
_ / eme un(r)dr’uu(x)ef; Mzz(r)drdx
0
t

(6.5)
= / e[‘“lr]gﬂlg(x)e[””r];dx
0
t
:/ e—(#12+#13)mu12(x)e—#%(t—@)dx
0
t
p11(t) + Pra(t) = e nztrs)t +/ e~ (matma)e o (g)e (7 0) gy
0
— o3t — + 13— t
_ e*(#12+lt13)t + H12€ H23 []_ —e (12+p13—p23) ] (66)

12 + H13 — (23
113 — ‘u%,e*(mfrms)t + /“26*#2375
B 12 + p13 — p23
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Tabla 6.1: Comparacion de fuerzas de mortalidad con duracion de poliza del seguro de 0.5 a 10.5 anos para

x = 45.

Calculando la fuerza de transicién de acuerdo a la Definicién 26, Ecuacién 5.12 tenemos lo siguiente:

Por lo tanto:

DURACION | ESTIMACION TABLA |IDIFERENCIA]
0.5 0.001074479947551 | 0.001030530814524 |  0.0000439491
1.5 0.001252486563121 | 0.001310858800101 |  0.0000583722
2.5 0.001403399097258 | 0.001441037796404 |  0.0000376387
3.5 0.001531380293049 | 0.001541187018829 |  0.0000980673
4.5 0.001639942505756 | 0.001631329895349 |  0.0000861261
5.5 0.001732052325901 | 0.001701446639758 |  0.0000306057
6.5 0.001810217545144 | 0.001771568300868 |  0.0000386492
7.5 0.001876559668377 | 0.001841694879371 |  0.0000348648
8.5 0.001932874535901 | 0.001901807289596 |  0.0000310672
9.5 0.001980683122152 | 0.001961923313541 |  0.0000187598
10.5 0.002021274187352 | 0.002012022760954 0.000925143
11.5 0.002055740149779 | 0.002062124718448 |  0.0000063846
12.5 0.002085007300416 | 0.002112229186274 |  0.0000272219
13.5 0.002109861284178 | 0.002162336164683 |  0.0000524749
14.5 0.002130968612322 | 0.002212445653928 0.000081477
15.5 0.002148894840867 | 0.002252535053294 0.00010364
16.5 0.002164119943750 | 0.002252535053294 |  0.0000884151
17.5 0.002177051322331 | 0.002252535053294 |  0.0000754837
18.5 0.002188034820924 | 0.002252535053294 |  0.0000645002
19.5 0.002197364058518 | 0.002252535053294 0.000055171
20.5 0.002205288337339 | 0.002252535053294 |  0.0000472467

p(t) =

%(tpx)

pa(t) = — )

_ Ep11(t) + pra(t)]

p11(t) + p12(t)

tPx

(,u23 - ﬂlS)(Mlg —+ M13)67(#12+}L13)t o ,LL12,U,2367H’23t

(23 — puaz)e(—Hztuas)t — 1y e host

(6.7)

Por lo tanto, p12, p13 y pe3 debe ser elegido de modo que la ecuacion 6.7 represente mejor el efecto de seleccion

para este grupo de edad. Encontramos que, para cualquier eleccién de los tres valores de parametros, hay

una segunda eleccion que produce exactamente de la misma p(t).

Entonces, para cada u(t), la parametrizacion es tnica. En ausencia de informacion previa acerca de los valores

de los parametros, una eleccién arbitraria del subconjunto pueden ser hechas. Nuestro objetivo es simplemente
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x107° COMPARACION FUERZAS DE MORTALIDAD PARA EDAD ALCANZADA DE 45

25 T T .

— TABLA DE MORTALIDAD|
MODELO DE MARKOV

Fuerza de mortalidad

15—

25

Duracién de poliza

Figura 6.4: Comparacion de fuerzas de mortalidad para edad alcanzada de 45 anos.

encontrar la mejor p,(t) basado en esta configuracion de tres estados.

Puesto que la fuerza de transicion del estado 1 al estado 2 es probable que sea bastante grande en relacion
con las fuerzas de la mortalidad, parece razonable suponer que po3 < 12 + p13. Se deduce de la Ecuacion
6.7 que limp_, o0 p(t), = pioz. También tenemos p(0) = py3. Para 0 < ¢ < oo, u(t) es la media ponderada de
la fuerza selecta, p13, y la fuerza maxima, po3. Los pesos son las probabilidades condicionales de estar en los

estados seleccionados, y en ultima instancia a la duracién ¢ dada la supervivencia de duracién t.

Para ilustrar el procedimiento descrito anteriormente, se utiliza el modelo de tres estados se muestra en la
figura 6.3 para describir mortalidad selecta. Se obtienen valores de los parametros de modo que el modelo
refleja la mortalidad agregada masculina en la Individual Ordinary Mortality Table 2 1982- 1988, publicado

por el Instituto Canadiense de Actuarios [18]. El desarrollo de esta tabla es descrito por Panjer y Russo [19].

Asumimos que las fuerzas de la transicion son constantes dentro de cada afio de edad. Por lo tanto, para el
rango de edad [z, x+1], hemos utilizado las diversos tasas de mortalidad por edad cumplida x para determinar
las estimaciones de p{%, u{%) |y u§%). En primer lugar, se calcularon las fuerzas tabulares de mortalidad de

las tasas de mortalidad asumiendo que, para k =0, 1.....14,

/‘[7;71@]+k+é = —log(1 - q[qﬂ;—ka)
y para k > 14,
Moy =—Log(l—q;).

?Dicha tabla se encuentra en la direccién electronica siguiente http://mort.soa.org
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Tabla 6.2: Fuerzas de transicion.

X P i3 M3 X G pi3 M3

45 | 0.00097 | 0.16439 | 0.00225 | 58 | 0.00303 | 0.16552 | 0.00929
46 | 0.00107 | 0.16415 | 0.00251 | 59 | 0.00327 | 0.16593 | 0.01031
47 1 0.00117 | 0.16378 | 0.00280 | 60 | 0.00355 | 0.16585 | 0.01143
48 |1 0.00128 | 0.16346 | 0.00313 | 61 | 0.00381 | 0.16661 | 0.01266
49 | 0.00140 | 0.16292 | 0.00349 | 62 | 0.00409 | 0.16707 | 0.01401
50 | 0.00154 | 0.16293 | 0.0039 | 63 | 0.00439 | 0.16798 | 0.01548
51 | 0.00167 | 0.16396 | 0.00436 | 64 | 0.00471 | 0.16839 | 0.0171
52 | 0.00183 | 0.16445 | 0.00487 | 65 | 0.00502 | 0.16918 | 0.01887
53 | 0.00199 | 0.16526 | 0.00543 | 66 | 0.00535 | 0.17003 | 0.02080
54 | 0.00218 | 0.16430 | 0.00606 | 67 | 0.00568 | 0.17094 | 0.02291
55 | 0.00237 | 0.16503 | 0.00675 | 68 | 0.00603 | 0.17213 | 0.02521
56 | 0.00258 | 0.16443 | 0.00752 | 69 | 0.00637 | 0.17322 | 0.02772
57 | 0.00280 | 0.16474 | 0.00836 | 70 | 0.00671 | 0.17450 | 0.03046

T indica un valor tabular. Aunque las fuerzas de mortalidad aparecen en la tabla publicada, utilizamos el

superindice para distinguirlos de las fuerzas de la mortalidad que resultan de nuestro modelo de Markov.

Como una funciéon de la duraciéon de la poliza(con edad alcanzada fija), la fuerza de mortalidad aumenta
durante el periodo de 15 anos y se mantiene constante a partir de entonces. Nuestra correspondiente fuerza
“ajustada” de mortalidad, u(z)(t), determinada por la Ecuacién 6.7, muestra este comportamiento. Aumenta

hacia su limite a medida que la duracion de la poliza se acerca al infinito. Sea nuestra estimacion de p(z'? igual

a la fuerza dltima tabular de mortalidad para la edad x 4+ 1/2. Las estimaciones de M%) y u%) se obtuvieron
para minimizar las desviaciones cuadradas de u(*)(t) de las fuerzas tabulares de mortalidad en las duraciones
0.5,1.5,2.5.....14.5. Es decir, minimizamos

u [ r 2 () 2
k=0 [u[x,w% — p(k+1/2)

El resultante p(4%) (t) se representa en la Figura 6.4 junto con pps_s4¢ Demuestra que, aunque hemos
utilizado un modelo con sélo tres parametros, nuestra fuerza resultante de mortalidad es bastante similar a
la que se basa en la tabla en casi todas las duraciones selectas. Es solo cerca del final del periodo selecto que
nuestra fuerza de mortalidad parece ser significativamente menor. La razén es que nuestra fuerza ajustada
de mortalidad debe tener un camino mucho mas suave hacia el dltimo nivel. La grafica también muestra que
las dos curvas estan muy cerca después de 30 anos y casi indistinguibles después de 40. Los resultados son
similares para otras edades alcanzadas. Los pardmetros estimados obtenidos para las edades de 45 a 70 se

muestran en Tabla 6.2. Como es de esperar, hay muy poca variaciéon en las estimaciones de ,u:(é). Todos se

)

son ligeramente inferiores a las fuerzas

(x)

tabulares de duracién 1. Tal como se ha indicado anteriormente, las estimaciones fi55° son iguales a las fuerzas

encuentran en el intervalo de 0.163 a 0.174. Las estimaciones de ug

ultimadas tabulares correspondientes.
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Tabla 6.3: Valores propios de M.

Al A2 A3
—0.00225 | —0.165366241 | 0

Los pardmetros estimados muestran que la Tabla 6.2 puede ser usada para encontrar varias probabilidades

de interés. Para el rango de edad (z,x + 1), la fuerza de transicion de la matriz es

T AT A VT

w0 e
0 0 0
Donde los valores propios para M son A\; = —ué?, Ao = —u%) + ug‘?, A3 = 0. Y los correspondientes vectores

propios son:

1) /(5 + )+ i)

v = 0
0
Vo =
1
Vg = 1
1

Para xz = 45, tendremos que los valores y vectores propios son los siguientes:

Presentamos ahora la matriz P*°(1), definida por P(t) = Adiag(eM?, ...,e**) A~ para t = 1, donde la i-
ésima columna de A es el vector asociado a \;, diag es la matriz diagonal de e* (V) e*2(t)  eAr(t) y A=1 eg
la inversa de la matriz A. Aqui ¢ representa 1 ano después de la edad z, es decir, estas probabilidades estan

dentro del intérvalo [z, 4+ 1) donde las fuerzas de mortalidad son constantes.

1.0078 1 1 0.9978 0 0 0 1 -1
PH1) =] 1 0 1 0 0.8476 0 1 —1.0078 0.0078
0 0 1 0 0 1 0 0 1

0.8476 0.1513 0.0011
=| 0 0.9978 0.0022
0 0 1.0000
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Analogamente para z = 45, encontramos P*°(2), para t = 2, donde t representa 2 afios después de la edad

x, es decir, estas probabilidades estan dentro del intérvalo [z, z + 2).

Para ello primero calculamos

1.0089 1.0 1.0 0.9975 0 0 0 1.0 ~1.0
P*%1) =1 1.0 0 1.0 0 0.8477095 0 1.0 —1.0089 0.0089
0 0 1.0 0 0 1.0 0 0 1.0

0.8477 0.1511 0.0012
=0 0.9975 0.0025
0 0 1.0

Ahora para obtener p(45,47) efectuamos,

0.8476 0.1513 0.0011 0.8477 0.1511 0.0012
PHMPY1)=1| o 0.9978  0.0022 0 0.9975 0.0025
0 0 1 0 0 1

0.7185 0.2790 0.0025

p(45,47) = | 0 0.9953  0.0047

0 0 1

Para x = 45, encontramos P%(3), para t = 3, donde t representa 3 afios después de la edad z, es decir, estas

probabilidades estan dentro del intérvalo [z, z + 3).

Anélogamente debemos calcular:

1.0101 1 1 0.9972 0.0 0 0 1 —1.0000
P71 =1 1 0 1 0 0.8479 0 1 —1.0101  0.0101
0 0 1 0 0 1 0 0 1
0.8479 0.1508 0.0013
P71 =1 0 0.9972 0.0028
0 0 1

Ahora efectuamos
P*(1)P*(1)P7(1), ya que necesitamos P*°(3) o sea P(45,48).
P(45,48) = P*(1)P*(1)P*"(1)

0.6092 0.3866 0.0042
P(45,48) =1 0 0.9925 0.0075
0 0 1



62 CAPITULO 6. MODELOS EN MATEMATICA ACTUARIAL

Tabla 6.4: Comparaciéon probabilidades de supervivencia.

t D15 1 —pi3(45,45+1t) | t Dis 1 —p13(45,45 + t)
1 0.99897 0.9989274 14 | 0.9436032 0.9438404
2 10.9975214 0.9975492 15 | 0.9347888 0.9341106
3 | 0.9957658 0.9958387 16 | 0.9234337 0.9247601
4 10.9936747 0.9937653 17 1 0.9117430 0.9136896
5 | 0.9912203 0.9912967 18 | 0.8989695 0.9015096
6 | 0.9883657 0.9883912 19 | 0.8850534 0.8881620
7 | 0.9850546 0.9850103 20 | 0.8699190 0.8735737
8 | 0.9812228 0.9811063 21 | 0.8535037 0.8576851
9 | 0.9768171 0.9766351 22 | 0.8357508 0.8404424
10 | 0.9717767 0.9715398 23 | 0.8166037 0.8217924
11 | 0.9660141 0.9657719 24 | 0.7960171 0.8016933
12 | 0.9594548 0.9592690 25 | 0.7739516 0.7801094
13 | 0.9520191 0.9519802 26 | 0.7503770 0.7570154

La probabilidad de que una persona esté viva a la edad de t anos, habiendo adquirido el seguro a los x anos

tiene la siguiente formula:

T _ l[m]+t,
tp[ﬂﬁ] ]

Al encontrar los valores propios correspondientes y los vectores propios por derecha, podemos obtener la
matriz de probabilidad de transicién para intervalos de tiempo dentro de este rengo de edad, utilizando la
Ecuacion (4.20). Si este procedimiento se repite para todo entonces podemos usar la Ecuacion (4.22) para

determinar la matriz de probabilidad de transicion.

Para cualquier rango de edad la Tabla 6.4 muestra las probabilidades supervivencia obtenidas de esta manera.
Los ntmeros representan la probabilidad de que un individuo con contrato de seguro a la edad de 45 anos
sobrevive en los proximos 50 anos, es decir, 1 — Py3(45,45 4 t). Estos se comparan con las probabilidades
de tP[7415]’
supervivencia obtenidas utilizando un modelo simple de tres estados de Markov son muy cercanos a los

determinado a partir de la tabla de mortalidad. La Tabla 6.4 indica que las probabilidades de

obtenidos directamente de la tabla de mortalidad. Se presenta en la Figura 6.5 la comparaciéon de éstas

probabilidades.

Mortalidad selecta y mortalidad final se discutié porque es un simple caso de dependencia de duraciéon. Las
técnicas desarrolladas en esta tesis es mas 1util para tratar las aplicaciones que requieren un mayor nimero

de estados.
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COMPARACION PROBABILIDADES DE SUPERVIVENCIA
1

I I I L
— SUPERVIVENCIA TABLA
SUPERVIVENCIA MARKOV

09—

0.85—

Probabilidades supervivencia

08—

075 \ \ \ \ \
0 5 10 15 20 25 30

Tiempo transcurrido

Figura 6.5: Grafico de comparacion probabilidades de supervivencia.

6.3. APLICACION ESTOCASTICA CONTINUA

Partiendo de la tabla de mortalidad dindmica, que establece para cada generaciéon una cohorte de 10™ individ-
uos, cuyo descenso gradual hasta la edad maxima, w, determina la esperanza matemaética de las probabilidades

de supervivencia y fallecimiento, se define:

l:}c+T

Tfth+t =
l:c+t

como la probabilidad de supervivencia en el intervalo [t, T], segin la probabilidad real, P.

El tanto instantédneo o fuerza de mortalidad, como

o (t) = { ln(T—tPac+t):| .

O
que sigue un proceso estocasico que se rige por la siguiente Ecuacion Diferencial Estocastica:
dpa(t) = ((0)(t) — apa(t))dt + pdW (t) (6.8)

Ahora de acuerdo a las anteriores ecuaciones se introduce la probabilidad de supervivencia del asegurado en

t,
t
Dz = €xp (—/ Nm(s)d‘S)
0



64 CAPITULO 6. MODELOS EN MATEMATICA ACTUARIAL

para considerar que existe una medida de probabilidad, @, riesgo neutro, para la cual las probabilidades de

supervivencia del asegurado en [t, T], condicionadas a la supervivencia en t,

i = (tp:z:) (Tftpert)

TPx

son martingala, Esto permite determinar la probabilidad de supervivencia en el intervalo [T — t], 7—tPzit,
la cual se considera que tiene un solo factor de riesgo, identificado con el tanto instantaneo de mortalidad,

iz (t), y representado por, ;p.y¢(1(t)), siendo 7 = T — t. Aplicando It6-Taylor se obtiene

Jdp Op 10%p
desalia0) = (Gt + Goauct o @) (e.7)

Luego sustituyendo Ecuacion (6.8 )

Op 8p 1o2%p Op
T T 2. TYAW
( tdt —|— 2 952 (t, T)dt + oc—(t,T)dW (¢)

donde se ha incluido el coeficiente de deriva m(t) = (0(t) — ap,(t)).

Ahora si se identifica, por teoria de movimiento browmiano.

(P OP L 20
Datt (e (1)) my (8, T) = (0 dt + 8 + 57 o (t,T).

et O)o(t.T) = o(t. 1) 5 (0.7)

De lo cual se obtiene:

drpzit [M:L’ (t)] =7 pert(//'w (t))(mp(t7 T)+ U:D(t> T)dW(t))

En cuanto al cambio a la medida de probabilidad, @, riesgo neutro, se considera

mp(t’ T) — M(t)

T == )

Como una prima asociada al factor riesgo, e independiente del plazo [¢,T]. Asi bajo ésta nueva medida de

probabilidad ;pgy+ (12 (t)), cumple:
drpait(pa(t) = depati(pa(t) (42 (t) — 0p(t, T)7(t))dt + 0, (8, T)dW (1))

Aplicando el teorema de Girsanov se puede escribir lo siguiente como

A1 (8)) =5 Pare((8)) (1o (D)t + 0 (1, TYAW (D)) (6.9)
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donde dW = W (t) — n(t)dt

Asi mismo bajo ésta medida, la difusiéon de la probabilidad de supervivencia futura tendria lugar bajo un

nuevo coeficiente de deriva, asi:

(% 1 0%
DessuaOing(0.7) = (Gode (-t om() 52 + 32 ) (.

por lo que se tiene
drpasi (e (t)) =1 Dot (1 (1) (M (8, T) + 0 (8, T)AW (1)) (6.10)

Combinando (6.9) y (6.10) se llega a:

2 d*p

p 1.0
2 oz P

— + (m+ pn(t)) 0

P
ot op "

asi como la condicién final ¢ P,y = 1 para todo pent =T.

Se puede comprobar que este modelo presenta caracteristicas de los modelos afines de tipos de interés, al

encontrar el anterior problema de valor final una solucién de la forma
tPotr = A(7)exp [=B(T) 1 (1)]
Diferenciando en el problema de valor final ésta expresion respecto a t y u, se tiene:

1
[A" = 0tAB + 5p* AB® — (B' = aB + D)o (t)]Pate (1)) = 0

siendo A'(1) = Lgs_T) y B'(1) = agS,T).

Dividiendo por ;p,++(i2(t)) y teniendo en cuenta que para todo p, se ha de cumplir la anterior expresion se

llega a:

A —0(t)AB + %GMB? =0

B —aB+1=0.

La condicion opy4r (e (t)) = 1 equivale a decir que A(0)=1 y B(0)=0.
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Se obtiene:



Capitulo 7

CONCLUSIONES

1. Tratar los problemas actuariales por medio de procesos estocéasticos multiestados, hace mas facil los
célculos de probabilidades de transicién, que por medio de las Tablas de Mortalidad de grupos selec-

cionados.

2. Es necesario seleccionar subgrupos de personas con cierta caracteristica, dentro de grupos generales, ya
que asi se enfocaran problemas especificos del area de seguros de vida, anualidades y primas netas. si

se evitaran pérdidas.

3. Las estimaciones de las fuerzas de mortalidad obtenidas tienen un error del 0.001 %, con respecto a las

obtenidas usando valores de la Tabla de Mortalidad.

4. Las estimaciones de probabilidad de supervivencia obtenidas tienen un error del 0.001 %, con respecto
a los valores de la Tabla de Mortalidad.

5. Los procesos estocasticos son modelos precisos para representar estimaciones en actuaria, en especial

en seguros de vida, que dependen del tiempo.
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RECOMENDACIONES

1. Aplicar los célculos a tablas de vida de El Salvador.

2. Investigar procedimientos de construcciéon de tablas de vida.
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Capitulo 9

Anexos

9.1. DEFINICION DE FUNCIONES

9.1.1. CALCULO MATRICES DE TRANSICION

format long;
y=[1.007823824841410;
1.008869492692340;
.010057759676490;
.011460940531540;
.012988055431520;
.014711154061780;
.016664276546620;
.018853595007750;
.021227643292750;
.024207922282740;
.027251105712610;
.030963046149860;
.034923314131180;
.039284862304400;
.044276374573440;
.049908447207770;
.056081487132500;
.063073855219730;
.070670740125490;
.079438543508790;
.089153700159710;
.099953209918600;
.112066413518690;

e e e e e T e e e T e T e T e e e G e S e S S T S e G
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1.125432135486970;
1.140592103222060;
1.157573801661010];

q = [—0.00225 —0.165366241224380;

—0.00251
—0.00280
—0.00313
—0.00349
—0.00390
—0.00436
—0.00487
—0.00543
—0.00606
—0.00675
—0.00752
—0.00836
—0.00929
—0.01031
—-0.01143
—0.01266
—0.01401
—0.01548
—0.01710
—0.01887
—0.02080
—0.02291
—0.02521
—0.02772
—0.03046

ak = cell (1, 26);
c = cell(1, 26);
b = cell (1, 26);
mult = cell (1, 26);
multk = cell (1, 26);
for k = 1:26
ak{k} = [y(k) 1 1;
ak{k};

—0.
—0.
—0.
—0.
—0.
—0.
—0.
—0.
—0.
—0.
—0.
—0.
—0.
—0.
—0.
-0.
—0.
—0.
—0.
—0.
—0.
—0.
—0.
—0.
—0.

1

c{k} = ak{k}"(-1);

c{k};

b{k} = [exp(q(k,1)) 0 0 ; 0 exp(q(k, 2)) 0 ; 0 0 1 |;

165217240179543;
164948758587571;
164733553055137;
164325677800446;
164464544044076;
165633372754123;
166280122052106;
167250201377171;
166481186174481;
167399432186599;
167008906907421;
167543180906017;
168557447237695;
169204300426705;
169392346632700;
170422205535238;
171165014426039;
172374179255060;
173093337562531;
174201492735008;
175376342499578;
176622039147094;
178151885241616;
179591432149858;
181207560698695];

01; 001 |;
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bik};

mult{k} = ak{k}xb{k}xc{k};
k

m = mult{k}

if k —1
multk{k} = mult{k};
else
multk{k} = multk{k—1}*mult{k};
end
mk = multk{k}

end

9.1.2.

ESTADOS.

format long;
y=[1.007823824841410;

1

e e e e e T e e e T o T e S e R e e O e R R S e N o

.008869492692340;
.010057759676490;
.011460940531540;
.012988055431520;
.014711154061780;
.016664276546620;
.018853595007750;
.021227643292750;
.024207922282740;
.027251105712610;
.030963046149860;
.034923314131180;
.039284862304400;
.044276374573440;
.049908447207770;
.056081487132500;
.063073855219730;
.070670740125490;
.079438543508790;
.089153700159710;
.099953209918600;
.112066413518690;
.125432135486970;
.140592103222060;
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1.157573801661010];

q = |

~0.00225 ~0.165366241224380;
~0.00251 —0.165217240179543;
~0.00280 —0.164948758587571;
~0.00313 ~0.164733553055137;
—0.00349 —0.164325677800446;
—0.00390 —0.164464544044076;
~0.00436 ~0.165633372754123;
~0.00487 ~0.166280122052106;
~0.00543 ~0.167250201377171;
—0.00606 —0.166481186174481;
~0.00675 ~0.167399432186599;
~0.00752 ~0.167008906907421;
—0.00836 ~0.167543180906017;
—0.00929 —0.168557447237695;
~0.01031 ~0.169204300426705;
~0.01143 ~0.169392346632700;
~0.01266 ~0.170422205535238;
~0.01401 —0.171165014426039;
~0.01548 —0.172374179255060;
~0.01710 ~0.173093337562531;
—0.01887 —0.174201492735008;
—0.02080 —0.175376342499578;
~0.02291 —0.176622039147094;
~0.02521 —0.178151885241616;
~0.02772 ~0.179591432149858;
—0.03046 —0.181207560698695];

ak = cell (1, 26);
c = cell (1, 26);
b = cell (1, 26);
mult = cell (1, 26);
multk = cell (1, 26);

for k = 1:26
ak{k} = [y(k) 1 1; 1 0 1; 0 0 1 ];
ak{k};
c{k} = ak{k}"(-1);
c{k};
b{k} = [exp(q(k,1)) 0 0 ; 0 exp(q(k, 2)) 0 ; 00 1 |;

b{k};
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mult{k} = ak{k}xb{k}xc{k};

k;
m = mult{k};
if k=1
multk{k} = mult{k};
else
multk{k} = multk{k—1}*mult{k};
end
mk = multk{k};
end

%% % %obteniendo cada matriz por separado
A 46= ak{2};

Diagonal 46= b{2};

AinversA 46= c{2};

A 47= ak{3};

Diagonal 47= b{3};

Ainversa 47= c{3};

P_47=A 47«Diagonal 47xAinversA 47
P 46=A 46«xDiagonal 46xAinversA 46
p45_47=multk {1}«PYO_46;

% Para obtener la matriz de transicidon de (45,47)
P 45=multk {1};

P 46=multk {2};

P 45 A7-P_45+P_46;

M45 47 = mult{1}*mult{2};
M45 48 = mult{1}*mult {2} xPYO_47;

9.1.3. COMPARACION DE PROBABILIDADES DE SUPERVIVENCIA

for 1=1:26

SUPEVI_TABLA-—|
0.998927428;
0.997549282;
0.995838734;
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-3
D

.993765321;
.991296708;
.988391167;
1985010266
.981106294;
976635149;
971539816
.965771873;
.1959269008;
95198024 ;
.943840382;
.934788785;
.924760098;
.913689603;
.90150959;
.888162031;
.873573677;
.857685112;
.840442429;
.821792437;
.801693275;
78010947 ;
75701535 |

S O O O O O O O O O O o o o o o o o o o o oo

SUPERV MARKOV-=
[0.99897;
.9975215;
.9957659;
9936747 ;
9912204 ;
9883657 ;
9850546 ;
9812228 ;
9768171 ;
9717767 ;
9660141 ;
9594548
9520191 ;
9436032 ;
9341106 ;
9234337 ;
9117430 ;

o

SO O O O O O O O O o o o o o o
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O O O O O o o o o

plot (T, SUPEVI TABLA, ’'r’); hold on;

plot (T, SUPERV_MARKOV) ;

xlabel (’Tiempo_transcurrido’);
ylabel(’Probabilidades_supervivencia’);

legend ( 'SUPERVIVENCIA_TABLA’ , 'SUPERVIVENCIA _MARKOV’ ) ;
title ( ’'COMPARACION_PROBABILIDADES_DE_SUPERVIVENCIA ’ ) ;

9.2.

% Grafica fuerzas de mortalidad con

tablas de mortalidad.

format long;

.8989695
.8850534
.8699190
.8535037
.8357508
.8166037
.7960171
.7739516
.7503770

tiempo=]|

0 N O O e W N

9;

10;
11;
12;
13;
14;

15];

probabilidadtabla=|

modelo de Markov respecto al de

7

FUERZAS DE MORTALIDAD MODELO DE MARKOV RE-
SPECTO A LA DE TABLAS
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-3
0]

.00103;
.00131;
.00144;
.00154;
.00163;
.00170;
00177,
.00184;
.00190;
.00196;
.00201;
.00206;
.00211;
.00216;
.00221;
.00225;
.00225;
.00225;
.00225;
.00225;
.00225];

O O O O O O O O O O O o o o o o o o o o oo

probtablaya=zeros (21 ,1);

for i=1:21,;

% de la tabla MU'T.
probtablaya(i,1)=—log(l—probabilidadtabla(i,1));
end

probtablaya;

% ESTA ES LA TABLA PARA TOMAR LOS Mij
M=[0.164392434124508 0.000973807099872 0.00225;

0.164150370857307 0.001066869322236 0.00251;

0.163779611833286 0.001169146754285 0.00280;

0.163455681766388 0.001277871288749 0.00313;

0.162924620499085 0.001401057301361 0.00349;

0.162926633788368 0.001537910255708 0.00390;
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0.163960876837304

0.164453283123428

0.165255262889566

0.164304649781897

0.165027306845786

0.164427169292386

0.164742385137199

0.165524246972001

0.165929563989982

0.165846002070434

0.166609744634957

0.167067387053002

0.167982007024396

0.168385221095573

0.169179870063665

0.170026744109887

0.170937996088954

0.172125712512875

0.173223356215153

0.174501426929112

1=0;
for t=.5:20.5

0.001672495916819

0.001826838928678

0.001994938487605

0.002176536392584

0.002372125340813

0.002581737615035

0.002800795768818

0.165524246972001

0.165929563989982

0.165846002070434

0.166609744634957

0.167067387053002

0.167982007024396

0.168385221095573

0.169179870063665

0.170026744109887

0.170937996088954

0.172125712512875

0.173223356215153

0.174501426929112

0.00436;

0.00487;

0.00543;

0.00606;

0.00675;

0.00752;

0.00836;

0.00929;

0.01031;

0.01143,

0.01266;

0.01401;

0.01548;

0.01710;

0.01887;

0.02080;

0.02291;

0.02521;

0.02772;

0.03046];
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i=i41;
tiempo2(i,1)=t;
end

tiempo?2;

% Estos son los lamdas para cada edad.

mut=zeros (21 ,1);

i=0;
for t=.5:20.5
i=i+1;

mut (i,1)=((M(1,3)-M(1,2))*(M(1,1)+M(1,2))x
exp(—M(1,1)+M(1,2))*t)-M(1,1)*M(1,3)=
exp(-M(1,3)+t)) /[(M(1,3) ~M(1,2))
exp(—(M(1,1)+M(1,2))*t)-M(1,1)*exp(—M(1,3)*t)];

end

mut ;

plot (tiempo2, probtablaya,’r’); hold on;

plot (tiempo2, mut);

xlabel ( ’Duracion_de_poliza’);

ylabel ( ’Fuerza_de_mortalidad ’);

legend ( 'TABLA_DE_MORTALIDAD’ , '"MODELO_DE_MARKOV’ ) ;

title (*COMPARACION_FUERZAS_DE_MORTALIDAD_PARA_EDAD_ALCANZADA_DE_45 )

9.3. OBTENCION PROBABILIDADES DE SUPERVIVENCIA.

% Este algoritmo calcula las probabilidades de transicion M {13} obtenidas
de la matriz de transiciéon.
y=[1.007823824841410;
1.008869492692340;
.010057759676490;
.011460940531540;
.012988055431520;
.014711154061780;
.016664276546620;
.018853595007750;
.021227643292750;
.024207922282740;
.027251105712610;
.030963046149860;
.034923314131180;
.039284862304400;
.044276374573440;

I = T T = T = S e S e e e
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1.049908447207770;
1.056081487132500;
1.063073855219730;
1.070670740125490;
1.079438543508790;
1.089153700159710;
1.099953209918600;
1.112066413518690;
1.125432135486970;
1.140592103222060;
1.157573801661010];

q=|

~0.00225 ~0.165366241224380;
~0.00251 ~0.165217240179543;
~0.00280 —0.164948758587571;
~0.00313 —0.164733553055137;
~0.00349 —0.164325677800446;
~0.00390 —0.164464544044076;
~0.00436 ~0.165633372754123;
—0.00487 ~0.166280122052106;
~0.00543 ~0.167250201377171;
~0.00606 —0.166481186174481;
~0.00675 ~0.167399432186599;
~0.00752 ~0.167008906907421;
~0.00836 ~0.167543180906017;
~0.00929 —0.168557447237695;
~0.01031 ~0.169204300426705;
~0.01143 ~0.169392346632700;
—0.01266 —0.170422205535238;
~0.01401 ~0.171165014426039;
—0.01548 —0.172374179255060;
~0.01710 ~0.173093337562531;
—0.01887 —0.174201492735008;
~0.02080 —0.175376342499578;
~0.02291 ~0.176622039147094;
~0.02521 —0.178151885241616;
—0.02772 —0.179591432149858;
~0.03046 —0.181207560698695];

ak = cell (1, 26);
c = cell(1, 26);
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b = cell (1, 26);
mult = cell (1, 26);

multk =

cell (1,

26);

PROBABILIDAD=zeros (26 ,1);

for k =

1:26

ak{k} = [y(k) 1 1; 1

ak{k};
c{k}
c{k};
b{k}
b{k};

= ak{k}"(-1);

= lexp(q(k,1)) 0 0 ; 0 exp(q(k, 2)) 0 ; 00 1 |;

01; 001 |;

mult{k} = ak{k}*b{k}xc{k};

k

m = mult{k}

if k=1
multk{k}

else

multk{k}

end

mk = multk{k}
PROBABILIDAD (k,1)~mk (1 ,3);

end

PROBABILIDAD

mult{k };

multk{k—1}+*mult{k};

CAPITULO 9. ANEXOS

9.4. CALCULO DE FUERZAS DE TRANSICION.

% Este algoritmo

desde 45 hasta 70 anos,

qa=|
0.00050
0.00108

0.00050
0.00117

0.00051
0.00128

0.00052
0.00141

0.00060
0.00120

0.00061
0.00131

0.00063
0.00145

0.00065
0.00160

0.00066
0.00135

0.00067
0.00149

0.00069
0.00164

0.00072
0.00181

calcula

las fuerzas de transicidn

para cada ano,

siempre y cuando se digite el respectivo ano;

0.00071
0.00152

0.00073
0.00168

0.00076
0.00186

0.00079
0.00206

0.00079
0.00191

0.00083
0.00211

0.00088
0.00235

0.00195

0.00086
0.00216

0.00091
0.00241

0.00098
0.00268

0.00077 0.00082 0.00089
0.00172

0.00221

0.00095
0.00246

0.00101
0.00274

0.00110
0.00306

0.00098
0.00225

0.00105
0.00251

0.00113
0.00280

0.00124
0.00313
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0.00054
0.00155

0.00055
0.00172

0.00057
0.00190

0.00060
0.00211

0.00063
0.00235

0.00068
0.00262

0.00073
0.00291

0.00080
0.00325

0.00087
0.00362

0.00094
0.00403

0.00103
0.00449

0.00113
0.00499

0.00124
0.00554

0.00136
0.00615

0.00067
0.00177

0.00069
0.00196

0.00073
0.00218

0.00078
0.00242

0.00084
0.00270

0.00091
0.00301

0.00099
0.00335

0.00109
0.00374

0.00119
0.00417

0.00131
0.00464

0.00145
0.00516

0.00160
0.00574

0.00176
0.00638

0.00195
0.00707

0.00075
0.00201

0.00079
0.00224

0.00084
0.00249

0.00091
0.00278

0.00099
0.00310

0.00108
0.00346

0.00119
0.00385

0.00131
0.00430

0.00144
0.00479

0.00159
0.00533

0.00176
0.00593

0.00195
0.00659

0.00216
0.00731

0.00240
0.00811

0.00084
0.00230

0.00089
0.00256

0.00097
0.00285

0.00105
0.00318

0.00116
0.00355

0.00127
0.00396

0.00140
0.00442

0.00154
0.00493

0.00171
0.00549

0.00189
0.00610

0.00210
0.00679

0.00233
0.00754

0.00258
0.00836

0.00287
0.00927

0.00094
0.00262

0.00101
0.00292

0.00111
0.00326

0.00122
0.00364

0.00134
0.00407

0.00147
0.00454

0.00163
0.00506

0.00180
0.00564

0.00200
0.00628

0.00222
0.00698

0.00247
0.00775

0.00274
0.00861

0.00305
0.00954

0.00338
0.01057

0.00106
0.00299

0.00116
0.00334

0.00127
0.00373

0.00140
0.00417

0.00154
0.00465

0.00170
0.00519

0.00189
0.00578

0.00210
0.00644

0.00233
0.00716

0.00259
0.00796

0.00288
0.00884

0.00321
0.00981

0.00357
0.01087

0.00396
0.01203

0.00120
0.00342

0.00132
0.00382

0.00145
0.00427

0.00160
0.00476

0.00177
0.00531

0.00197
0.00592

0.00219
0.00660

0.00243
0.00734

0.00271
0.00816

0.00301
0.00907

0.00335
0.01006

0.00373
0.01115

0.00415
0.01235

0.00461
0.01366

0.00137
0.00349

0.00150
0.00390

0.00166
0.00436

0.00184
0.00487

0.00204
0.00543

0.00227
0.00606

0.00253
0.00675

0.00281
0.00752

0.00313
0.00836

0.00349
0.00929

0.00389
0.01031

0.00432
0.01143

0.00480
0.01266

0.00534
0.01401
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0.00149
0.00683

0.00164
0.00756

0.00179
0.00837

0.00196
0.00925

0.00215
0.01022

0.00235
0.01128

0.00257
0.01243

0.00280
0.01369

0.00305
0.01507

0.00332
0.01656

0.00360
0.01819

0.00391
0.01997

0.00423
0.02189

0.00457
0.02399

0.00216
0.00784

0.00238
0.00868

0.00263
0.00961

0.00291
0.01062

0.00320
0.01172

0.00353
0.01293

0.00389
0.01425

0.00427
0.01568

0.00469
0.01725

0.00514
0.01896

0.00564
0.02082

0.00617
0.02284

0.00674
0.02504

0.00736
0.02743

0.00265
0.00898

0.00294
0.00994

0.00325
0.01099

0.00359
0.01214

0.00397
0.01340

0.00438
0.01477

0.00483
0.01627

0.00532
0.01790

0.00585
0.01969

0.00643
0.02163

0.00705
0.02374

0.00773
0.02604

0.00847
0.02854

0.00926
0.03126

0.00318
0.01026

0.00352
0.01135

0.00390
0.01254

0.00432
0.01385

0.00477
0.01527

0.00527
0.01683

0.00581
0.01853

0.00640
0.02038

0.00705
0.02240

0.00775
0.02460

0.00851
0.02699

0.00934
0.02960

0.01024
0.03243

0.01121
0.03551

0.00375
0.01170

0.00416
0.01293

0.00461
0.01428

0.00510
0.01575

0.00564
0.01737

0.00623
0.01913

0.00687
0.02105

0.00758
0.02314

0.00834
0.02542

0.00918
0.02791

0.01008
0.03061

0.01107
0.03355

0.01214
0.03675

0.01330
0.04023

0.00440
0.01330

0.00487
0.01469

0.00540
0.01622

0.00598
0.01788

0.00661
0.01970

0.00730
0.02169

0.00805
0.02386

0.00887
0.02622

0.00977
0.02879

0.01074
0.03159

0.01181
0.03464

0.01296
0.03795

0.01422
0.04156

0.01558
0.04547

0.00511
0.01509

0.00567
0.01667

0.00628
0.01838

0.00695
0.02026

0.00768
0.02231

0.00848
0.02454

0.00935
0.02698

0.01031
0.02964

0.01135
0.03253

0.01248
0.03568

0.01372
0.03911

0.01506
0.04284

0.01652
0.04689

0.01810
0.05129
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0.00592
0.01548

0.00656
0.01710

0.00727
0.01887

0.00804
0.02080

0.00888
0.02291

0.00980
0.02521

0.01081
0.02772

0.01191
0.03046

0.01311
0.03345

0.01441
0.03670

0.01583
0.04023

0.01738
0.04408

0.01906
0.04826

0.02089
0.05280
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0.00493 0.00803 0.01012 0.01226 0.01456 0.01706 0.01982 0.02287
0.02626 0.03003 0.03421 0.03885 0.04400 0.04972 0.05606 0.05773

0.00532 0.00874 0.01105 0.01340 0.01592 0.01866 0.02169 0.02503
0.02873 0.03285 0.03741 0.04247 0.04810 0.05433 0.06124 0.06308

0.00572 0.00952 0.01206 0.01464 0.01740 0.02040 0.02371 0.02736
0.03141 0.03590 0.04088 0.04641 0.05254 0.05933 0.06685 0.06889

0.00614 0.01034 0.01314 0.01597 0.01899 0.02229 0.02590 0.02990
0.03432 0.03922 0.04465 0.05067 0.05735 0.06474 0.07293 0.07517

0.00659 0.01124 0.01431 0.01741 0.02072 0.02432 0.02828 0.03264
0.03747 0.04281 0.04873 0.05529 0.06256 0.07061 0.07950 0.08198

0.00706 0.01219 0.01557 0.01897 0.02259 0.02653 0.03085 0.03561
0.04087 0.04670 0.05315 0.06030 0.06820 0.07695 0.08662 0.08934

0.00755 0.01321 0.01692 0.02065 0.02461 0.02891 0.03363 0.03882
0.04456 0.05091 0.05794 0.06571 0.07431 0.08381 0.09431 0.09730

0.00806 0.01431 0.01838 0.02246 0.02679 0.03149 0.03663 0.04230
0.04855 0.05546 0.06311 0.07156 0.08090 0.09122 0.10261 0.10589];

x = 70;
UT = zeros(15,1);

for k = 0:14
UT(k+1) = —log(1—q(x—k—30,k+1));
end
u23 = —log(l—q(x—14-30,15+1));
u23 = 0.03093;
ul3 = x0(1);
ul2 = x0(2);
U = zeros(15,1);
for k = 0:14
U(k+1) = UT(k+1) — ((u23 — ul3)*(ul2+ulld)xexp(—(ul2 + ulld)=x
(k+1/2))—ul2xu23*xexp(—u23x(k+1/2))) /
((u23 — ul3d)*xexp(—(ul2 + ul3)*x(k+1/2))—ul2+exp(—u23*(k+1/2)));
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end
end
% Esta es la funcidn para obtener los wvalores que devuelve el

algoritmo anterior.

x0 = [.1 .1]; % Estimacidn inicial

options = optimset(’Algorithm’, {’levenberg—marquardt’,.00001},
"TolFun’, le—10);

x = lsqnonlin (@forcesofmortality68 ,x0, [], [],

options) % Invoca optimizador

9.5. DEFINICION DE FUNCIONES EN ARCHIVO PROCESOS.R

9.5.1. Procesos de riesgo

library (plyr)

ProcesoPois <— function (t,lambda){
N<— rpois (1,txlambda) #Paso 1
C<— sort(runif(N,0,t)) #Paso 2 y 3
data . frame (x=c(0,0,C),y=c(0,0:N))

NPois<—function(n,t,rate){
C<— lapply (1:n, function(n) data.frame(ProcesoPois(t,rate),
Simulacion=n)) #Genera N dataframes con los procesos
C<—ldply (C, data.frame) #Une en una sola dataframe
C$Simulacion<—factor (C$Simulacion) #Convierte en factores
gplot (x,y,data=C, geom=c (" step"," point "), color=Simulacion , xlab=
"t (Tiempo)",ylab="N(t)" , main=sprintf(" Simulaciones de un Proceso de Poisson"))
}
ProcesoRisk <— function(N,ratel, rate2){
# SIMULACION DEL PROCESO DE RIESGO A PARTIR DEL LA SIMULACION DE

EXPONENCIALES#

#N=10 #NUMERO DE RENOVACIONES
lambdal=ratel #ANTENSIDAD

lambda2=rate2 FANTENSIDAD

u=1000 # Capital inicial de aseguradora

¢=50 # Constante para el calculo de primas

S=0 #Variable que servira para guardar los tiempos entre renovaciones.
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T=0 #Variable que servira para guardar los tiempos de renovacion

t=0 #Variable auxiliar para acumular la sumas de los tiempos entre

renovaciones

d=0

R=0

D=0 # Balance de aseguradora
T[1] =0

D[1] =u

for (i in 1:N){

S[i]=rexp(1,lambdal) #Simulacion de una variable exponencial
R[i] =rexp(l, lambda2)

T[(i-1)*2+1+1]=t

D[(i-1)%2+1+1]= u + c+T[(i—1)%2+1+1] — d

d =R[i] + d;

t=S|i]+t
for(j in 2:2) {
T[(i-1)%2 + j +1] = T[(i-1)%2 +1+1] + j*S[i]/2
D[(i—-1)%2 + j +1]= u + cxT[(i—-1)%*2 + j +1] — (d — R[i])
}
}

T[N#2+1+1]=t
D[N#2+1+1]= u + cxT[i*2+1+1] — d

#Nt=seq (1:N)
Nt=D
data . frame (x=T, y=Nt)

}

NRisk<—function (n,N,ratel , rate2){

C<— lapply (1:n, function(n) data.frame(ProcesoRisk (N,ratel , rate2),
Simulacion=n)) #Genera N dataframes con los procesos

C<—ldply (C, data.frame) #Une en una sola dataframe

C$Simulacion<—factor (C$Simulacion) #Convierte en factores

gplot (x,y,data=C,geom=c("line" " point "), color=Simulacion ,xlab="t (Tiempo)"
ylab="C(t)" ,main=sprintf (" Simulaciones de un Proceso de Riesgo"))

}

ProcesoMartin <— function (N, P0, sigma){
# SIMULACION DEL PROCESO MARTINGALA A PARTIR DEL LA SIMULACION DE NORMALES#
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S=0 #Variable que servira para guardar los tiempos entre renovaciones

Y=0
M-P0
M[1] =M

for(i in 1:N){
S[i]=rnorm (1, 0, sigma) #Simulacion de una variable normal de

media 1 y desviacién sigma

Y[i]=exp(S[i])
Mi+1] = M[i]*Y][i]
}

Nt=seq (1:(N+1))

data . frame (x=Nt, y=M)
}

NMartin<—function (n,N, PO, sigma){

C<— lapply (1l:n, function(n) data.frame(ProcesoMartin (N, PO, sigma),
Simulacion=n)) #Genera N dataframes con los procesos

C<—1dply (C, data.frame) #Une en una sola dataframe

C$Simulacion<—factor (C$Simulacion) #Convierte en factores

gplot (x,y, data=C, geom=c (" step"," point "), color=Simulacion ,xlab="t (Tiempo)",

ylab="Mt" ;main=sprintf (" Simulaciones de un Proceso Martingala"))

}

ProcesoRisk2 <— function (N, rate){
#SIMULACION DEL PROCESO DE RIESGO A PARTIR DEL LA SIMULACION DE EXPONENCIALES#

#N=10 #NUMERO DE RENOVACIONES
lambda=rate F#ANTENSIDAD

u=100 # Capital inicial de aseguradora
d=0
R=0

D=0 # Balance de aseguradora

D[1] = u
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for (i in 1:N){
R[i] = rpois(1l, lambda)

d =RJ[i] + d;
D[i+l]= u+ i —d
}
T=seq (1:(N+1))
data . frame (x=T, y=D)
}
NRisk2<—function (n,N,rate){
C<— lapply (1:n, function(n) data.frame(ProcesoRisk2 (N, rate),Simulacion=n))
#Genera N dataframes con los procesos
C<ldply (C, data.frame) #Une en una sola dataframe
C$Simulacion<—factor (C$Simulacion) #Convierte en factores
gplot (x,y,data=C,geom=c (" step"," point"), color=Simulacion ,xlab="t (Tiempo)",
ylab="Ct" ,main=sprintf (" Simulaciones de un Proceso de Riesgo Discreto"))
}
ProcesoWiener <— function (T, N){
#N <— 100
x <— seq(0,T-1/N,by = 1/N)
y <— cumsum(rnorm (T*N,0,1/N))
data . frame (x=x,y=y)

}

NWiener<—function(n, T, N){

C<— lapply (1:n, function(n) data.frame(ProcesoWiener (T, N),Simulacion=n))
#Genera N dataframes con los procesos

C<—ldply (C, data.frame) #Une en una sola dataframe

C$Simulacion<—factor (C$Simulacion) #Convierte en factores

gplot (x,y,data=C,geom=c (" line","line "), color=Simulacion , xlab="t
m (Tiempo)",ylab="W(t)" ,main=sprintf(" Simulaciones de un Proceso de Wiener"))

}

9.5.2. Proceso de riesgo

library (ggplot2)

#source ("C:/ Users /PCMaster /Dropbox /TESIS-RV08020/Simulaciones/
ProcesoPoisson .R")

source ("C:/ Users/Usuario /Dropbox/TESIS-RV08020/Simulaciones/
ProcesoPoisson .R")

P<—ProcesoRisk (20,3, 0.5)
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gplot (x,y,data=P,xlab="t (Tiempo)",ylab="X(t)" ,main="Proceso de Riesgo",

geom=c ("line","line"))
NRisk (3,10, 1.5, 0.05) #Intensidad = 2
rexp (10, 0.9)

9.5.3. Martingala

library (ggplot2)

source ("C:/ Users /PCMaster /Dropbox /TESIS-RV08020/Simulaciones/
ProcesoPoisson .R")

#source ("C:/ Users/Usuario/Dropbox /TESIS-RV08020/Simulaciones/
ProcesoPoisson .R")

P<—ProcesoMartin (20, 10, 0.01)

gqplot (x,y,data=P, xlab="t (Tiempo)",ylab="Mt" ,main="Proceso Martingala",

geom=c ("step", "point"))
NMartin (3, 20, 10, 0.01)

z = rnorm (10, 1, 0.002)
exp(z)

9.5.4. Proceso de riesgo discreto

library (ggplot2)

source ("C:/ Users /PCMaster /Dropbox /TESIS-RV08020/Simulaciones /
ProcesoPoisson .R")

#source ("C:/ Users/Usuario/Dropbox/TESIS-RV08020/Simulaciones/
ProcesoPoisson .R")

P<—ProcesoRisk2 (20, 0.8)

gplot (x,y,data=P,xlab="t (Tiempo)",ylab="Ct" main=

"Proceso de Riesgo Discreto",geom=c("step", "point"))
NRisk2 (3, 20, 0.8)

rpois (10, 1.5)

9.5.5. Proceso de Wiener

library (ggplot2)
source ("C:/ Users /PCMaster /Dropbox /TESIS-RV08020/Simulaciones/

ProcesoPoisson .R")



9.5. DEFINICION DE FUNCIONES EN ARCHIVO PROCESOS.R

#source ("C:/ Users/Usuario/Dropbox/TESIS-RV08020/Simulaciones/
ProcesoPoisson .R")

P<—ProcesoWiener (10, 100)

gplot (x,y,data=P,xlab="t (Tiempo)",ylab="W(t)" , main=

"Proceso de Wiener" ,geom=c("line", "line"))

NWiener (3, 10, 100)
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