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Dedicatoria

Reflexioné muchas veces hacer mi dedicatoria, quizds no sea oportuno
decir el nimero de ocasiones pero aclaro que los desvelos, los viajes de San
Salvador hasta mi cantén fueron de algtin modo componiendo todas las pa-
labras que debian caber en este apartado muy personal e intimo. Quiero
dedicar la culminacién de este trabajo a la memoria de mi hermano Oscar
Manuel. ;Qué puedo decir de vos? jAbsolutamente todo! Atin siendo menor
que yo Yy, en la légica, aparentemente era tu mentor o “ejemplo”, siempre
fuiste de admiracién. Nos convertimos en amigos y en complices de mu-
chos logros junto con nuestra familia. Parezco un desquiciado escribiendo
esto como si pretendiera que lo fueras a leer, no obstante, las palabras que
acd residirdn dentro una biblioteca o que sé yo, son palabras que siempre
escuchaste de mi y todo eso me hace sentir seguro. No hay tormento en
mi vida luego de tu ausencia, no estoy reprimido ni nada por el estilo. So-
lamente estoy triste, extrandndote junto con todos en casa. Eso es todo ac-
tualmente. Pero en mi interior existe siempre ese grito que no es revulsivo
sino mas bien amargo y lleno de terror de saber que no iba a estar con vos
jamas. Todo esto me estruja, constituye la parte mas suceptible de mi vida.
He estado clinicamente deprimido y he aparentado hasta donde puedo la
estabilidad de mis emociones. Intenté devolverme a la vida y quisé iniciar
desde alguna condicién inicial pero los intentos han resultado equivocos
porque no quiero adaptarme. Con vos sofidbamos con celebrar mis logros
como éste y por tanto, te doy un homenaje lleno de respeto y de muchisimo
amor a través de cada ecuacién o razonamiento 16gico que acd exista. Todo
es por vos y lucharé junto con “los de la casa” como si nada hubiera pasado.
Lo digo con esperanza y todo el &nimo del universo, pues, no le daré tregua
a lo que viene ni se la he dado; no le he dado ventaja de nada. Fuimos mu-
chos los afectados luego de tu muerte y eso habla de lo especial que fuiste.
A todos nos ensefiaste a vivir con dignidad y darle la espalda a las incre-
dulidades de las personas hacia uno. Fuiste un personaje increible, lleno de
vida, un completo artista, un altruista incomparable. Tt legado es notable y



asi seguira siéndolo. A pesar de lo mal que probablemente sonara pero re-
construir lo que hiciste en mi no sera facil, sera como unir un rompecabezas
sin simetria, sin idea de qué figura debo recrear, de piezas no numerables.

Insisto una vez mds, comparto a tu memoria esta tesis y te doy el home-
naje mas modesto pero sincero. Término con un par de poemas hechos por
Juan Ramoén Jiménez y Américo Ochoa:

Melancolia CXXXYV - Platero y yo
Juan Ramén Jiménez

Esta tarde he ido con los nifios a visitar la sepultura de Platero, que
estd en el huerto de la Pifia, al pie del pino redondo y paternal. En
torno, abril habia adornado la tierra hiimeda de grandes lirios
amarillos.
Cantaban los chamarices alld arriba, en la ciipula verde, toda pintada
de cenit azul, y su trino menudo, florido y reidor, se iba en el aire de
oro de la tarde tibia, como un claro suefio de amor nuevo.
Los nifios, asi que iban llegando, dejaban de gritar. Quietos y serios,
sus ojos brillantes en mis ojos, me llenaban de preguntas ansiosas.
-jPlatero amigo!-le dije yo a la tierra- ; si, como pienso, estds ahora en un prado del
cielo y llevas sobre tu lomo peludo a los dngeles
adolescentes, ;me habrds, quizd, olvidado? Platero, dime: ;te acuerdas
aiin de mi?
Y, cual contestando a mi pregunta, una leve mariposa blanca, que antes
no habia visto, revolaba insistentemente, igual que un alma, de lirio en lirio...

Versos obtenidos de A la hora del sol
Premio centroamericano Juan Ramén Molina (Poesia), 1988
escrito por Américo Ochoa

Yo no queria estar
encarcelado
y busqué la tierra
y encontré mis 0jos
me vi a oscuras
se encendio la luz y mi reloj
y me vi descalzo.
Yo no queria estar
encarcelado
Busqué la tierra
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se encendio la luz
Me vi por fin
encontré mis 0jos
mi reloj
mi tugurio
mis remiendos
mi ropa blanca
mi hambre
mi tos
mis labios rotos
mi madre llorando
mi hermano muerto
Yo no queria estar encarcelado
busqué la tierra
y encontré la lucha
mi libertad
tus ojos

Oscar Manuel Moreno Ramirez
(1993 - 2015)

“Don’t cry over the split milk!”
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Resumen

Moreno Ramirez, Juan José. 2017. Algunos cilculos de K-grupos algebraicos.

Trabajo de graduacién de Licenciatura en Matematica. San Salvador,
Universidad de El Salvador.

La teorfa K algebraica es una rama de las mateméticas que cimenta su estu-
dio en calcular ciertos grupos abelianos a partir de un anillo dado y que se
conecta con areas como geometria, teoria de anillos y teoria de ntimeros. Los
K-grupos obtenidos tienen mucha informacién acerca de los anillos que los
generan; sin embargo, existe mucha dificultad notoria de calcularlos. Esta
investigaciéon comprende un desarrollo progresivo de diferentes etapas que
inicia desde la recopilacién bibliogréafica hasta la comprensién de muchas
teorias que van inmersas y que son fundamentales, como teoria de médu-
los y teoria de categorias. En este sentido, pueden exhibirse los K-grupos Ky,
Kj y K, de manera sistematica a pesar de que la obtencién de cada uno sigue
métodos diferentes y nada predecibles. Lo antes mencionado dificulté hacer
un resultado general que haga compacto la aprehension de esta investiga-
cién. Por consiguiente, este trabajo exhibe: el calculo de Ky de un dominio
de factorizacién tnica, el cdlculo de K; de un cuerpo y una construccion pa-
ra el calculo del K-grupo de orden 2 del anillo Z y exponemos el teorema
de Matsumoto para el cdlculo de K, de un cuerpo.

Palabras clave: K-grupos, grupo de Grothendieck, grupo de Whitehead,

grupo de Milnor, grupo de Steinberg, simbolos de Steinberg, extensiones
centrales, teorema de Matsumoto.
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Introduccidon

“El descubrimiento es el privilegio del nifio:

el nifio que no tiene miedo de estar una vez mds equivocado,
de parecerse a un idiota,

de no ser serio,

de no hacer las cosas como todos los demds”

Alexander Grothendieck (1928-2014)

Estos versos parecen haber sido escritos expresamente, mas que para cual-
quier otro campo del conocimiento, atin mds que para cualquier espiritu
artistico, sino que resuena a tremenda voz en el quehacer de un matemati-
co; el cual se ve retado muchas veces a conseguir respuestas maravillosas y
que el fruto més notorio de su trabajo es el descubrimiento.

El presente documento estd dentro de una rama de la matematica relativa-
mente nueva, que naci6 a finales de los cincuenta en algunos trabajos de
A. Grothendieck sobre la algebrizacion de la teoria de categorias y la cual se
conoce con el nombre de Teoria K algebraica y que tiene conexiones con geo-
metria, topologia, teoria de anillos y teoria de ntimeros. En palabras simples
podemos definir a la teoria K algebraica como el estudio de funtores K;, que
relaciona categorias pequefias y la categoria de grupos abelianos. Las preo-
cupaciones de los primeros pioneros en esta drea fue estudiar la categoria
de médulos proyectivos finitamente generados sobre un anillo arbitrario A
y esto constituy6 el centro del afdn, pues, encontraron relaciones con gru-
pos lineales los cuales tienen un rol de importancia en casi todos los objetos
de las matematicas. En este sentido, hemos indicado que fue Grothendieck
quién fue el primero en estudiar el grupo Ko(C) (en ese tiempo escrito como
K(C)) donde para un esquema X, C es la categoria P(X) de haces localmen-
te libres de Ox-moddulos. El grupo Ky (C) clasifica las clases de isomorfismo
en C y Grothendieck buscé nombrar a la teoria que refleja “clase”. El usé la
letra K de la palabra alemana “Klassen” que su traduccion es clases para
nuestro idioma espafiol. En pocas palabras, esta es la razén de por qué apa-
rece la K en la teoria K. Todo esto se concibi6 alld por el afio de 1,957 (al-
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gunos asumen que fue en 1,958). Otra nocién importante es que la teoria
K algebraica se considera como las primeros intentos de generalizar partes
del algebra lineal, notablemente la teoria de la dimensién de espacios vec-
toriales, y determinantes, para médulos sobre anillos arbitrarios. Por con-
siguiente, al haber plasmado el origen de todo este meollo, coloquialmente
hablando, los objetos aritméticos, topolégicos o geométricos son asignados
en otros objetos llamados K-grupos. Los objetos obtienen su nombre a partir
de su notacién, es decir, dado un anillo A, podemos construir grupos, que
se denotan como Ky(A), K1 (A), Ka(A),..., Ky(A),... n € IN los cuales son los
K-grupos de orden 7, en este marco, atin més, debemos estudiar los funtores
entre la categoria de anillos Ring y la categoria de grupos abelianos Ab

K, : Ring — Ab, n € IN.

Los K-grupos son grupos en un sentido del dlgebra abstracta. Ellos contie-
nen informacién detallada sobre el objeto original pero calcularlos es una
tarea notoriamente dificil. Por ejemplo, un ejemplo excepcional es el calculo
de los K-grupos del anillo de los ntimeros enteros.

Bajo toda esta perspectiva, este documento se compone de dos partes: la pri-
mera parte trata de los temas preliminares para poder entrar en esta area;
constituimos un capitulo de los conceptos basicos y hacemos un repaso de
las definiciones de teoria de grupos, teoria de anillos y teoria de médulos, con-
cretando en cada seccién un recuento de definiciones, proposiciones y re-
sultados que nos dotarfan para la comprensién exhaustiva de las secciones
siguientes. En este sentido, continuamos el recorrido estudiando teoria de ca-
tegorias y en la cual damos las definiciones y propiedades principales, para
luego hablar de las trasformaciones naturales y dar la definicién de categoria
abeliana.

La segunda parte se desglosa en tres capitulos: el grupo de Grothendieck Ky de
un anillo, el grupo de Whitehead Ky de un anillo y el grupo de Steinberg y el grupo
Kjy. Para el capitulo sobre el grupo de Grothendieck proveemos las defini-
ciones, proposiciones y teoremas que dan claridad a la hora de calcular este
K-grupo de orden 0 para un anillo arbitrario; los resultados principales es
el célculo de Ky para dominios de factorizacioén tnica y anillos locales. Algo
importante es que el calculo de Ky de un anillo no necesariamente nos lleva
a determinar todas las clases de isomorfismo, sino que el cédlculo determina
todas las clases de isomorfismo que son estables, por ende exponemos el
concepto de mddulos establemente isomorfos.

Asimismo, para el capitulo 3, sobre el grupo de Whitehead Kj, iniciamos
con la definicién de matriz elemental y el grupo de matrices de orden n x n
con entradas en un anillo conmutativo que tienen determinante distinto de
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cero que conoceremos como grupo lineal general. Por lo que iniciamos tam-
bién dando diversos resultados para poder llegar la construccion del grupo
de Whitehead (llamado también grupo de Bass-Whitehead). Establecemos las
propiedades funtoriales de K; y exponemos el resultado que dice que el K-
grupo de orden 1 de un cuerpo es isomorfo al grupo de sus elementos in-
vertibles.

Y para terminar con la parte dos, en el capitulo sobre el grupo de Steinberg y
el grupo Kj, iniciamos con los resultados sobre extensiones centrales de gru-
pos. A continuacién se propone la definicién del grupo de Steinberg y se
relaciona éste con el grupo de matrices elementales de orden 7, y de ahi la
concepcion del K-grupo de orden 2, el cual debemos a John Milnor, que es el
nucleo entre el grupo de Steinberg y el grupo de matrices elementales. Des-
de luego, analizamos las propiedades de K; y la propiedad mas importante
es su funtorialidad. En este sentido, de entre tantos resultados, uno de los
mas notables es que el K-grupo de orden 2 de un anillo es igual al centro del
grupo de Steinberg, el cual, se le atribuye a Michel André Kervaire (1,927 -
2,007). Para continuar, trabajamos con los elementos del grupo de Steinberg
para obtener relaciones muy importantes, la cual establece que el grupo de
Steinberg es la extension central universal del grupo de matrices elemen-
tales. Luego, nos embarcamos a mostrar el calculo de K; para el anillo de
los ntimeros enteros Z; la construccion es debida a Milnor y presentamos
el lema de Silvester que es la base de dicha construccién. Para finalizar el
capitulo, presentamos el cdlculo de K; para un cuerpo, el cual se le conoce
como teorema de Matsumoto, que afirma que K; de un cuerpo:

Ky(F) 2 F* @z F*/{a® (1 —a)|a #0,1)

y damos una explicacién de como Matsumoto demostré este resultado, usan-
do la definicién de simbolos, los cuales son usados en teoria de niimeros vas-
tamente, y son usados en la construccion del teorema de Matsumoto para el
célculo del K-grupo de orden 2 de un cuerpo. Al mismo tiempo, presenta-
mos las aplicaciones de K, en otros objetos, por ejemplo: formas cuadriticas.
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Parte 1

Preliminares






Capitulo 1

Conceptos basicos

Referencias

Ao largo de dicho capitulo se hizo una revisién exhaustiva en los siguientes
libros que se citardn a continuacién con el propésito de abordar el estudio
de los temas preliminares. El lector puede revisar cada referencia donde se
le proveeré los detalles de las pruebas a cada proposiciéon. Véanse entonces:
(Northcott, 1960), (Weibel, 1994), (Cartan y Eilenberg, [1956), (Stammbach y
Hilton, [1971), (Mac Lane, (1998), (Pareigis, 1970), (Borceux, 1994), (Anderson
y Fuller, 1992), (Atiyah y MacDonald, 1969), (Fuchs, [1970), (Kashiwara y
Schapira| 2005), (Gruenberg, (1970), (Mitchell, 1965), (Barr, Grillet, y van Os-
dol, [1971).

1.1. Teoria de Mo6dulos

1.1.1. Definicién
Sea A un anillo conmutativo con 1 # 0.

Definicién 1.1.1.1 Un A-médulo o médulo sobre A es una pareja (M, u) donde
M es un grupo abeliano aditivoy y : A x M — M es una funcién escrita («, x) —
ax tal que los siguientes axiomas se satifacen:

a(x+y) = ax+ay

(a+B)x = ax+ px
(@B)x = a(px)
Ix = x

estoparaa,p € \; x,y € M



1.1. TEORIA DE MODULOS

Afiadimos que, un A-moédulo es un sistema algebraico M con una operacién
binaria + : M X M — M con un conjunto de operaciones unarias M — M,
una para cada & € A. u se llama multiplicacién escalar de M y los elementos
de A se llaman escalares. Si A es un cuerpo K, entonces un A-médulo es un
K-espacio vectorial.

Definicién 1.1.1.2 Sean M, N A-médulos. Una funcion f : M — N es un ho-
momorfismo de A-mddulos (0 es A-lineal) si

flx+y) = f(x)+f(y)
flax) = af(x)

para todo « € Ay todo x,y € M.

Asi f es un homomorfismo de grupos abelianos los cuales conmutan con la
accion de cada & € A. Si A es un cuerpo, un homomorfismo de A-médulos
es la misma cosa que las transformaciones lineales de espacios vectoriales.

Proposicién 1.1.1.3 La composicion entre dos homomorfismos de A-médulos es
nuevamente un homomorfismo de A-mddulos.

El conjunto de todos los homomorfismos de A-mddulos de M a N puede
considerarse como un A-médulo como sigue: definamos f + gy af por las
reglas

(f+8)(x) = f(x)+g(x)
(af)(x) = af(x)

para todo x € M. Mediante esta definicién, los axiomas para A-médulos se
satisfacen. Este A-mddulo es denotado por Hom (M, N).

Los homomorfismos u : M’ — My v : N — N’ inducen funciones i :
Hom(M,N) — Hom(M',N)y @ : Hom(M,N) — Hom(M, N’) definidos
como sigue:

a(f) = fou, o(f) =vof.
Estas funciones son homomorfismos de A-médulos.
Para cualquier médulo M existe un isomorfismo natural Homp (A, M) =

M: cualquier homomorfismo de A-médulos f : A — M es determinado
unicamente por f(1), el cual puede ser cualquier elemento de M.
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Definicién 1.1.1.4 Un submoédulo N de un A-médulo M es un subgrupo de M
ypara todo o € A, «N = {ax|x € N}.

Esto nos da a entender que, N es un submédulo de M si N es un subgrupo
del grupo abeliano M y es cerrado bajo la multiplicacién escalar.

Si consideramos el anillo A como un A-mdédulo, un submoédulo de A es
un subconjunto I' de A cerrado bajo la suma y tal que al' C T para todo
a € A. Dicho subconjunto se llama ideal del anillo A.

Definicién 1.1.1.5 Sea f : M — N un homomorfismo de A-médulos. El nticleo
de f, denotado con ker f, es el conjunto de todos los elementos x € M tales que
f(x) = 0. La imagen de f, denotada con im f, es el conjunto de f(x) tales que
x € M.

Proposiciéon 1.1.1.6 Sea f : M — N un homomorfismo de A-mddulos. Enton-
ces, si M’ es un submédulo de M, f(M') es un submédulo de N y si N’ es un
submédulo de N, f~1(N’) es un submédulo de M.

Corolario 1.1.1.7 La imagen de f : M — N, im f, es un submoédulo de N; y el
niicleo de f, ker f, es un submédulo de M.

Definicién 1.1.1.8 Llamaremos endomorfismo a un homomorfismo f : M —
M y diremos que es automorfismo si dicha f es biyectiva.

1.1.2. Teoremas de isomorfismo

Se proporcionaran tres teoremas que son ttiles para determinar si dos
modulos son isomorfos. Se seguird considerando a A como un anillo con-
mutativo con 1 # 0.

Proposicién 1.1.2.1 Sea (N;);c; una familia de submédulos de un A-médulo M.

Entonces ﬂ N; es un submédulo de M.
iel

Sea S un subconjunto de un A-médulo M. S estd contenido al menos en
un submoédulo de M. Por la proposicion la intersecciéon de todos
los submédulos de M que contienen a S es un submédulo de M. Dicha
interseccion es el submédulo mas pequefio de M que contiene a S.
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Definiciéon 1.1.2.2 La interseccion ﬂ N; de los submédulos N; de un A-modulo
icl
M que contiene a un subconjunto S de M se llama submoédulo generado por S,

denotado por (S). Si ﬂ N; = M, S C N;, decimos entonces que M estd generado
icl
por S y que S es un conjunto de generadores de M.

Definicién 1.1.2.3 Decimos que un elemento x de un A-médulo M es una com-
binacién lineal de elementos de un subconjunto S de M si existe un niimero finito
de elementos {x;}7_, de S tal que x = ayx1 + ... + apXy, &; € A

Definicion 1.1.2.4 Sea N un submodulo de un A-médulo M, entonces el médulo
cociente M/ N es el grupo cociente abeliano M/ N provisto de una multiplicacion
escalar w : A x M/N — M/N dada por u(a,x + N) = ax+ N; a € A,
x+ N € M/N.

Definicién 1.1.2.5 Llamamos coimagen y contcleo de un homomorfismo de A-
médulos f : M — N a los médulos cocientes de M y N:

coim f = M/ker f
coker f = N/im f

respectivamente.

Proposicién 1.1.2.6 Un homomorfismo de A-médulos f : M — N es
1. monomorfismo si, y sélo si, ker f = 0.

2. epimorfismo si, y solo si, coker f = 0.

Proposicién 1.1.2.7 Sean f : M' — M, ¢ : M — M" dos homomorfismos de
A-médulos y h = g o f la composicién. Entonces,

1. si h es monomorfismo, f es monomorfismo, y

2. si h es epimorfismo, g es epimorfismo.

Definicién 1.1.2.8 Diremos que un homomorfismo f : M — N es trivial si
f(x) = 0 para todo x € M. Es decir, im f = 0. Equivalentemente, f = 0 si,
y sélo si, ker f = M.
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Teorema 1.1.2.9 (Primer teorema de isomorfismo) Sea N un submoédulo del
A-médulo My f : M — M’ un homomorfismo de A-mddulos tal que N C ker f.
Entonces existe un homomorfismo tinicoh : M/N — M’ tal queho 7t = f

M—"M/N
o
M/
ademds, para dicho homomorfismo h, im h = im f y ker h = (ker f)/N.

Si ocurre que N = ker f, entonces 1 es un monomorfismo. Asi que f(M) =
im f = M/ker f = M/N.

Definicién 1.1.2.10 EI homomorfismo de inclusion de un submédulo N de un
A-modulo se denotard con 1 : N — M.

Teorema 1.1.2.11 (Segundo teorema de isomorfismo) Sean N, N’ submodu-
los de un A-médulo M. Se tiene entonces que

1. Para el homomorfismo de inclusion 1 : N — N+ N, (NNN’') € N'y
ademds

o~

2. vinduce un isomorfismo ' : N/(NNN') — (N+ N')/N’

¢Qué pasa cuando tomamos el médulo cociente de un médulo cociente? El
siguiente teorema responde esta interrogante.

Teorema 1.1.2.12 (Tercer teorema de isomorfismo) Sean M ¢ M’ C M A-
médulos, entonces, (M/M")/(M'/M") = M/M'.

1.1.3. Swucesiones exactas

Definicién 1.1.3.1 Diremos que una sucesion de A-modulos

...—)M,'_lgMi Ji M,‘+1 fiH/...

es semiexacta en M, si im f;_1 C ker f;. Si es semiexacta en cada A-médulo, la
llamaremos sucesion semiexacta.

Proposicién 1.1.3.2 Una sucesion de A-médulos

...HMi_lleM,'

es semiexacta en M, si, y sélo si, la composicion f; o f;i_1 = 0.
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Definicién 1.1.3.3 Diremos que una sucesion de A-modulos

...HMiflﬁQMiLMiJrl&...

es exacta en M, si es semiexacta e im f;_q O ker f;. Sies exacta en cada A-médulo,
la llamaremos sucesién exacta.

Esto equivale a decir que una sucesién es exacta en M; si, y sélosi, im f;_1 =
ker f;. A una sucesion exacta de la forma

f

0—M M2 M —0

la llamaremos sucesion exacta corta.

Definicion 1.1.3.4 Sean M, M/, N, N’ A-médulos, con f, f', g, &' homomorfis-
mos de A-moédulos. Decimos que el diagrama

Mf—>N

M N
conmutasi fo f' =gog.

Proposicion 1.1.3.5 Sean M’ — M — M” y N’ — N — N dos sucesiones
exactas cortas, y supongamos que, el siquiente diagrama conmutativo

M——s M —s M"
b e
N+—N—»N"

dos de los tres homomotfismos h', h, "' son isomorfismos. Entonces el tercero es
también isomorfismo.

Proposicién 1.1.3.6 Consideremos el siguiente diagrama conmutativo con reglo-
nes exactos

Mmoo
e
/
0— N SN N7
Entonces existe un homomorfismo d : ker h" — coker ' tal que la siguiente
sucesion es exacta

ker b —— ker h—s ker W' —2 coker i —X— coker "'
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1.1.4. Suma y producto directo

Sea (M;);e; una familia de A-mdédulos. Sea HM,- su producto carte-
iel
siano, es decir, [ [ M; = {f : 1 — | JM;|f(i) € M; paratodo i€ I}.Que—
i€l icl
remos definir en H M; una estructura de A-médulo. Definamos

i€l
+: [ [Mix[[Mi — [ M

i€l i€l i€l
mediante

f+g[ — UMZ
i€l

i (f9)) = f(E) + ().

[ [ Mi 1a operacién + forma un grupo abeliano. El elemento identidad es la
il
funcién
0:1 — UM
i€l

i — 0(i)=0.

Definamos p : A X HM,- — HM,- mediante
icl icl
(, f) = pla, f) =af : T — UM
iel

i (af)(0) = alf(D).

Y mediante esta definicién junto a la de + hemos dotado a H una estructura
de A-médulo. !

Definicion 1.1.4.1 H M; se llama producto directo de la familia (M;);c; de
NA-modulos M;, i € IZ.GI

Definicion 1.1.4.2 Sea H M; = {f e [[Milf(i) =0 paracasitoda i€ I}.
iel i€l

@ M; se llama suma directa de la familia (M;), i € 1.

i€l
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Si el conjunto de indices I es finito, tenemos

[IMi =P M,

i€l iel
Para cada j € I tenemos un epimorfismo de A-médulos
pj: H — M; V] el
i€l
fo= opiH)=£3G), vfellM
i€l
al que llamaremos proyeccion natural de producto directo [ J;c; M; en M. La res-
triccién de pj a @) M; se llamara proyeccion natural de la suma directa @5 M;
iel iel

en M]

También para cada j € I existe un monomorfismo ¢; : M; — P M;, dado
por iel
‘ N Jx sii=j
x»—>t](x)(1)—{0 Siit]

que se llama inclusion natural del A-médulo M; en la suma directa @ M;.
icl
Vamos a denotar f(i) con f;. Entonces, los elementos de @ M; son familias
iel

(fi)ier- Con la notacién escogida, la suma y la multiplicacién escalar son
(fidier + (8i)ier = (fi + &i)ier y a(fi)ier = (afi)ier-

Teorema 1.1.4.3 (Propiedad universal de la suma directa) Si M es un A-modu-
loy {¢;: Mj — M}]. <1 ¢s una familia de homomorfismos de A-mddulos, enton-

ces existe un homomorfismo tinico ¢ : EB M; — M tal que ¢ o 1j = @, para
iel

toda j € I.

Se debe notar que el teorema caracteriza, junto con las inclusiones, a la suma
directa, salvo un isomorfismo. Si I = {1,2}, el teorema nos dice que, dados
p1: My — My ¢ : My — M junto con las inyecciones (1 : M; —
M; & My ip: My — My @& My, existe un homomorfismo tnico ¢ : Mj ®
Mj; — M tal que hace conmutar el siguiente diagrama:

P1 H 92
P

M, M @ My, &2— M,

10
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Ahora tomemos un S, S un A-médulo; ysea tj : My — S, th: Mo — S
1nyecc1ones que cumplen (1.1.4.3). Sea M = M; ® My y Pj = L j =12
Como (S, /! ) satisface (1.1.4.3), existe un homomorfismo tnico ¢ : S —

M & M tal que el siguente diagrama conmuta

M & M>

5 a I
¢
A 5 i
M, S M,

Tomando a M = Sen (1.1.4.3) con qo;. = l;- tal que My © M; cumplas las con-

diciones de (1.1.4.3). Entonces existe un homomorfismo ¢’ : M1 & M, — S
tal que el siguiente diagrama es conmutativo

M=S

A

pi=n " " Pr=1
¢
L i L
My — 1 M & My P M>
Luego obtenemos el diagrama

My & My

LI ON
P

My & My

Por la unicidad de (1.1.4.3) obtenemos que ¢ o ¢' = 1pj,5m,. De igual ma-
nera se puede concluir que ¢’ o ¢ = 1. Entonces, ¢ y ¢’ son isomorfos.

A continuacién estableceremos la propiedad llamada universal del produc-
to directo. Un elemento del producto es una familia (fj);e; de elementos
fj € M; sin ninguna restriccion, y las f; pueden ser diferentes de cero para
todoj € I.

Teorema 1.1.4.4 (Propiedad universal del producto directo) Si M es un A-
modulo y {ipj : M — Mj}]. < €5 una familia de homomorfismos, entonces existe

un homomorfismo tinico  : M — HMj tal que pjop =1;, j € L
jel

11
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Definicién 1.1.4.5 Diremos que una sucesion exacta corta

f g

M’>—> M —°y M//
se escinde si existe un homomorfismo g’ : M" — M tal que go §' = 1pn.

Proposicién 1.1.4.6 Si
f 8

M—— M —2% M"

es una sucesion exacta corta que se escinde, entonces M = M’ & M".

Teorema 1.1.4.7 Si un A-médulo M posee submédulos N y N’ tales que N N
N' =0y N+ N' = M, entonces ¢ : N® N' — M, dado por ¢((y,y')) =
v+, es isomorfismo.

Corolario 1.1.4.8 Sean f : M' — My g : M — M" tales que g o f es un
isomorfismo. Entonces M = im f @ ker g.

1.1.5. Homx (M, N)

Sea A un anillo conmutativo con 1 # 0.

Antes se establecié que Homp (M, N) es el conjunto de homomorfismos de
A-médulo M en el A-médulo N. Tomemos f, g : M — N A-homomorfismos
y definamos f + ¢ : M — N mediante (f + g)(x) = f(x) + g(x). De in-
mediato se comprueba que esta definicién hace de Homa (M, N) un grupo
abeliano. Definamos una multiplicacién escalar: sea af : M — N, a € A,
mediante (af)(x) = a(f(x)). Utilizando la conmutatividad de A, es facil
comprobar que Homa (M, N) tiene una estuctura de A-médulo.

Sea i : N — N un homomorfismo de A-médulos y (M L> N) un ele-

mento de Homa (M, N'). Asociemos a f un homomorfismo (M 2N ) €
Homa (M, N) mediante una funcién

. = Homa (M, ) : Homa(M,N') — Homa (M, N)

dada por ¥.(f) = ¢ o f. Por medio de esta definicién ¢, es un homomor-
tismo (de grupos abelianos si A es no conmutativo) de A-médulos, llamado
homomorfismo inducido por .

12
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Proposicion 1.1.5.1 Sean p : N' — Ny ¢’ : N — N” homomorfismos de
A-médulos y M un A-médulo.

1. sily : N —> N es la identidad, entonces
1Ny : Homa(M,N) — Homa (M, N)
es la identidad, y
2. (¥ o). =glop.

Sea ¢ : M’ — M un homomorfismo de A-médulos y (M N N) €

Homx (M, N). Asociemos a ¢ un homomorfismo (M’ 7, N) € Homx(M',N)

mediante una funcién
¢* = Homp(¢,N) : Homa(M,N) — Homa(M',N),

dada por ¢*(g) = G o ¢. Es claro que ¢* es un homomorfismo de A-médu-
los, llamado homomorfismo inducido por ¢.

Proposicién 1.1.5.2 Sean ¢ : M' — My ¢’ : M — M" homomorfismo de
A-médulos y N un A-mddulo.

1. sily; : M — M es la identidad, entonces
1p™ : Homa (M, N) — Homa (M, N)
es la identidad.
2. (¢log) =g og".

Proposicién 1.1.5.3 Sean {M;}ic; y {N;}ic1 familias de A-médulos, M y N son
A-modulos. Entonces

1. Homp (@Mi,N> = [T Homa(M;, N).

iel i€l

icl icl

2. Homp (M,HNi> = T Homa(M, N;).

13
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Proposicion 1.1.5.4 Sean

NN

una sucesion exacta de A-modulos. Entonces, para cualquier A-moéduloo M, la
sucesion inducida

0—— Homa (M, N') — Homa (M, N) —"*+ Homx (M, N")

es exacta.

Proposicion 1.1.5.5 Sean

MMM

una sucesion exacta de A-modulos. Entonces, para cualquier A-mdéduloo M, la
sucesion inducida

0 —— Homa(M",N) 2 Homa (M, N) —2 Hom (M", N)

es exacta.

1.1.6. Moddulos libres y proyectivos

Consideraremos la suma directa GB A]- de la familia de anillos A]-, je],
j€l
donde cada A]- es isomorfo a un anillo fijo A, es decir, Aj = A,j €] Sea
11 Aj — P A la inclusion natural. Escribamos (1) = ¢, donde
j€l

s _f1sij=]
ef—%’—{o sij£, j€]

Luego, cada x € @ Aj puede escribirse en forma tnica como x = Zx]-ej.
j€l j€]
Ala funcibn g : | — @AJ-, dada por g(j) = e;j, la llamaremos funcién
j€]
candnica. Veamos que la pareja @ Aj, g | es una solucion de un problema

j€l
universal.

14
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Proposicién 1.1.6.1 Para todo A-médulo M y para toda funcion f : | — M,
existe un homomorfismo tinico ¢ : @ Aj —> Mtal que f = pog.
j€]

Definicién 1.1.6.2 Diremos que la familia (x;);c de elementos de un A-mdédulo
M es:

1. linealmente independiente si es ¢ es inyectiva.
2. una familia de generadores si ¢ es sobreyectiva.

3. una base si ¢ es biyectiva.

En otras palabras, la familia (x;);c; es linealmente independiente si

¢ (2 A]-e]-> = Zijj = Oimplicaque A; = Oparatodaj € ], A; € A. Decir
j€l i€l

que ¢ es sobreyectiva equivale a decir que todo elemento de M se puede
escribir como Z)\jxj, es decir, como una combinacion lineal. Decir que ¢ es

i€l
biyectiva equivale a decir que todo elemento x € M se puede escribir de
una, y solamente una , manera en la forma x = Z Ajxj, para todaj € J. Se
j€]

dird que una familia (x;);cs es linealmente dependiente si dicha familia no
es linealmente independiente.

Por definicién, @ A eslibre, y la familia (e;);<; es una base (llamada candni-
j€]

ca). Frecuentemente se identifica a | con el conjunto de ¢; mediante una bi-
yeccion dada por j — e;. Diremos que un subconjunto X de M es linealmente
independiente si la familia definida por la funcién identidad de X en X es li-
nealmente independiente, y X serd una base de M si la familia definida por
la identidad de X en X es una base de M. Por lo tanto, toda familia definida
por una funcién biyeccién de un conjunto de indices | en un conjunto X de
M es linealmente independiente o base, respectivamente. También diremos
que el subconjunto X es linealmente dependiente si X no es linealmente in-
dependiente.

Diremos que un A-médulo L es libre con base en el conjunto X si X es una

base para L. Si un A-mdédulo posee un conjunto finito de generadores, dire-
mos que es finitamente generado.

15
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Proposicién 1.1.6.3 1. €P A;j es un A-médulo libre con base {e;} c).
j€l
2. Si L es un A-médulo libre con base X, entonces es isomorfo a @ Aj.
j€l
Corolario 1.1.6.4 Sea {L;};c; una familia de A-mddulos libres. Entonces @ L;

iel
es un A-médulo libre.

Proposicién 1.1.6.5 Todo A-mddulo M es cociente de un A-médulo libre.

Definicién 1.1.6.6 Una A-médulo P se llamard proyectivo si, para todo homo-
morfismo f : P — N y para todo epimorfismo ¢ : M — N de A-médulos, existe
un homomotfismo h : P — N talque ¢ oh = f.

M-t uN—50

Proposicién 1.1.6.7 Si P es un A-médulo proyectivo y
N'>—— N —» N"
es una sucesion exacta, entonces la sucesion inducida
0—— Homp(P,N") —— Homp (P, N) —— Homa(P,N") ——0
es exacta.

Proposicién 1.1.6.8 Si L es un A-mddulo libre, entonces, para todo homomotfis-
mo f : L — N y para todo epimorfismo ¢ : M — N, existe un homomorfismo
h:L — M tal que f = ¢ o h.Es decir, si L es libre, entonces L es proyectivo.

Proposicién 1.1.6.9 P = @Pi es un A-médulo proyectivo si, y sélo si, P; es
i€l
proyectivo.

Teorema 1.1.6.10 Sea P un A-médulo. Entonces los siguientes enunciados son
equivalentes:

1. P es proyectivo.

16
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2. Toda sucesion exacta corta

se escinde.
3. P es un sumando directo de un A-médulo libre.

4. Para cualquier sucesion exacta corta

0 N’ N N" 0

la sucesion inducida siguiente es exacta:

0—— Homp (P, N') —— Homp (P, N) —— Homx(P,N") ——0

1.1.7. Maoddulos inyectivos

Definicién 1.1.7.1 Un A-médulo I se llamard inyectivo si, para todo homomor-
fismo f : M — 1y para todo monomorfismo ¢ : M — N de A-mddulos, existe
un homomorfismo h : N — I tal que ho ¢ = f.

O—>M>L>N

I

Proposicién 1.1.7.2 Si I es un A-médulo inyectivo y

0 MMM 0

es un sucesion exacta, entonces la sucesion inducida

/*x

0—— Homa(M", 1) — Homa (M, I) —2— Homa(M',T) —— 0

Proposicién 1.1.7.3 Si ] = @ Ij es un A-mddulo inyectivo, entonces I; es inyec-
j€]
tivo.

Proposiciéon 1.1.7.4 Sea {I;};c; una familia de A-mddulos inyectivos, entonces
el producto directo [T;c; I; es inyectivo.

17
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Teorema 1.1.7.5 Sea I un A-médulo. Entonces los siguientes enunciados son equi-
valentes:

1. I es inyectivo.

2. Toda sucesién exacta corta

0 I M M 0

se escinde.
3. I es isomorfo a un sumando directo de un A-médulo inyectivo.

4. Para cualquier sucesion exacta corta

0 I M M 0

la sucesion inducida siguiente es exacta

/%

0—— Homa(M", 1) *— Homa (M, I) —¥— Homp (M',T) ——0

1.1.8. M&®aAN

Definicién 1.1.8.1 Una funciéon f : M x N — T es bilineal si cumple las
siguientes propiedades:

fla+x,y) = flx,y) + f(x2,y)

floyi+y2) = flxy)+ f(x,v2)
fxy) = Af(xy)
flx,Ay) = Af(xy)

para x,x1,X2 € M; y,y1,y2 € NyA € A

Dados dos A-médulos M y N, vamos a construir un nuevo A-médulo T
con la propiedad de las que las funciones bilineales M x N — U estén
en correspondencia uno a un con los homomorfismos (funciones lineales)
T — U para todo A-médulo U.

Definicién 1.1.8.2 El producto tensorial de M y N es la pareja (T, f), donde
f: M x N — T es bilineal, tal que si U es un A-méduloy g : M x N — U
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es bilineal, entonces existe un homomorfismo tinico de A-médulos h : T — U tal
que el siquiente diagrama es conmutativo

M><Nf—>T

Xh

u

El producto tensorial de dos A-mdédulos, si existe, es tinico. Es decir, dados
(T, f) y (T', f’) dos productos tensoriales de M y N, existe un isomorfis-
mo entre T y T'. Entonces podemos hablar del producto tensorial de My N
y lo denotaremos con M ® N. El producto tensorial posee una propiedad
universal: dada una funcién bilineal ¢ : M x N — U, existe un homomor-
tfismo tinico h que hace conmutativo el siguiente diagrama

MxN-J . MaN

u

Veamos que, dados dos A-médulos M y N, siempre existe su producto ten-
sorial: sea L el A-médulo libre con base M x N (los elementos de L son
combinaciones lineales con coeficientes en A de parejas ordenadas (x, y) tal
que x € M, y € N). Sea K el submédulo de L generado por los elementos
de la forma

L (x+x,y) = (xy) — (¥, y)
2. (x,y+y) - (xy) — (x,y)
3. (Ax,y) — (x,Ay), A € A.

Definamos M ® N = L/K. Denotemos con x ® y la clase lateral (x,y) + K.
Ahora, f : M x N — M ® N dado por f(x,y) = x ® y es bilineal. Debido
a lo anterior, podemos alternativamente definir M ® N como el A-médulo
generado por todos los simbolos x ® y, x € M, y € N, sujeto a las relaciones

L. (M+x0)Qy=xQy+xey
2.xQ0(W1+1) =X +x@Y»

3. ARy =xQAy; x,x1,x2€ M,y,y1,y12 € NyA € A.
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Proposicion 1.1.8.3 Sean p : N' — Ny ¢’ : N — N” homomorfismos de
A-médulos y M un A-médulo. Entonces

1.silyy: M — Myly : N — N son los homomorfismos de identidad
entonces 1y @ 1y es la identidad de M @ N, y

2. (mey)eo(m@y) = (An@ (¥ o p)).

Proposicion 1.1.8.4 Sean ¢ : M — My ¢’ : M — M" homomorfismos de
A-médulos y N un A-médulo. Entonces

1.silyy : M — My ly : N — N son los homomorfismos de identidad,
entonces 1y @ 1y es la identidad de M @5 N, y

2. (¢'@1n)e(p@ln) = ((¢' 0 9) @1n).
Proposicién 1.1.8.5 1. Sean My N A-médulos con N = @) N;. Entonces
iel
M ®n (@ N,-) = (P(M@AN)
iel iel
2. Sean My N A-médulosy M = @ M;. Entonces
iel
(@ Mi) ®A N = P(M; @5 N)
iel iel
Proposicién 1.1.8.6 1. Si

NN N

es una sucesion exacta de A-médulos y M un A-mddulo, entonces

1 1 /
Mo N M Mo N Mo N ——0

es una sucesion exacta.

2. Si

/
MM M
es una sucesion exacta de A-médulos y M un A-médulo, entonces

M ox NN Moy NZEWM @ N——0

es una sucesion exacta.
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Consideremos el caso en que A no necesariamente sea conmutativo. En ge-
neral, no podemos proporcionar a M ® N una estructura de médulo.

Definiciéon 1.1.8.7 Sea A un anillo con 1 (no necesariamente conmutativo), con
M un A-médulo derecho y N un A-médulo izquierdo. El producto tensorial de
My N sobre A, M ®x N, es el grupo abeliano obtenido como el cociente del grupo
abeliano libre generado por x ® y, x € M, y € N entre el subgrupo generado por

1. (x+¥)@y—(xy+x ®y)
2x0y+yY) - (xQy+xy)
3. M@y—x®Ay, x,x' € M,y,y € N, A€ A
M @ N es el cociente de M ®7z N bajo las relaciones xA ® y = x ® Ay.

1.2. Categorias

Definicién 1.2.0.8 Una categoria C consta de
1. una clase de objetos A, B, C.

2. para cada par de objetos A, B € C, un conjunto Home (A, B) cuyos elemen-
tos se llaman morfismos f de A en B, denotados con f : A — B.

3. para cada terna de objetos A, B, C € C, una ley de composicién Homg (A, B) X
Hom¢(B,C) — Hom¢ (A, C) que satisface las siguientes axiomas:

a) Hom¢(A, B) = Home(D, E) si, y sélosi, A= D, B=E.
b) Sif:A— B,g:B— Cyh:C — D,entonces h(gf) = (hg)f.

c) Para todo objeto A € C existe un morfismo 14 : A — A tal que para
cualesquiera f : A — By g : C — A, se tiene que fln = fy

1pg =g

Al morfismo 14 lo llamaremos morfismo de identidad. En Hom¢(A, B) dire-
mos que A es el dominio y B el codominio de f. La composiciéon de dos
morfismos f y g, escrita indistintamente go f = gf, estard definida si, y
solo si, el codominio de f es igual al dominio de g. Diremos que un morfis-
mo f : A — B es invertible o isomorfismo si existe un morfismo g: B — A
tal que gf = 14y fg = 1p. Diremos entonces que los objetos A y B son
isomorfos, escribiéndolo A = B. Ahora, veamos cOmo se relaciona una ca-
tegoria con otra.
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Definicion 1.2.0.9 Sean C y C' dos categorias. Un funtor covariante F : C —»
C' es una regla que asocia

1. a cada objeto A € C, un objeto A" € C'
2. a cada morfismo (f : A — B) € Hom¢ (A, B), un morfismo
(E(f): E(A) — FE(B)) € Home/(F(A), F(B))
que satisface las siguientes condiciones:
3. F(fog) =F(f)oF(g)y

4. F(1a) = 1p(n)

Definicién 1.2.0.10 Sean C y C' dos categorias. Diremos que F : C — C’ es un
funtor contravariante si satisface (I) y (IV) de la definicion anterior y, ademds, las
siguientes dos condiciones:

1. A cada morfismo (f : A — B) € Homg, py le asocia un morfismo

(F(f) : F(B) — F(A)) € Homg:/(F(B), F(A))
2. F(fog)=F(g)oF(f)

1.2.1. Transformaciones naturales

Definicién 1.2.1.1 Sean C y D dos categoriasy F, G : C — D dos funtores. Una
transformacién natural T de Fa G, T : F — G, es una coleccién de morfismos
T4 ¢ F(A) — F(A) en D, uno para cada objeto A € C, tal que, para cualquier
morfismo f : A — BenC, (G(f)) ota = 10 (F(f)), es decir, que el siguiente
diagrama

F(A
F(f)l

) —6(4)
F(B) —— G(B)

conmuta.

Si esto sucede, diremos que T4 : F(A) — G(A) es natural en A.
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Definicién 1.2.1.2 Sean C y D categorias, F,G : C — D funtoresy T : F —
G una transformacion natural. Diremos que T es una equivalencia natural o iso-
morfismo natural si T4 : F(A) — G(A) es un isomorfismo para toda A € C.
Si esto sucede, diremos que los funtores F y G son equivalentes en forma natural.

Definicién 1.2.1.3 Sean C y D categorias. Sea F : C — D un funtor. Diremos
que F es una equivalencia si existe un funtor G : D — D tal que GF,1:C —
C con equivalentes en forma natural, y FG,1 : D — D también son equivalentes
en forma natural. Si F es una equivalencia, diremos que las categorias C y D son
equivalentes.

Se dira que una categoria es una categoria pequefia si su clase de objetos es un
conjunto. En el caso en que C sea una categoria pequefia y D es cualquier
categoria, podemos hablar de la categoria de todos los funtores F : C — D
y la denotamos con DE.

Definicién 1.2.1.4 Sean C y C’' dos categorias. El producto cartesiano C x C’
consiste en las parejas (A, A’), A € C, A" € C' y los morfismos

Homeye((A,A”),(B,B")) = Hom¢ (A, B) x Homei (A, B').
Definicién 1.2.1.5 C se llamari subcategoria de D si
1.¢cD
2. C(A,B) C D(A, B) para toda pareja (A,B) € C x C

3. La composicion de cualesquiera dos morfismos en C es la misma que su com-
posicion en D, y

4. 14 es la misma en C que en D.

Diremos que una subcategoria C C D es plenasi Hom¢(A, B) = Homp(A, B)
para toda pareja (A, B) € C x C.

Diremos que un funtor F : C — D es pleno si F envia a Hom¢ (A, B) sobre
Homp(F(A),F(B)) para toda A, B € C. También diremos que F es fiel si F
envia a Hom¢ (A, B) inyectivamente en Homp(F(A), F(B)). F se llamara en-
caje pleno si F es pleno, fiel e inyectivo en objetos. Se debe observar que F(C)
no es ni siquiera una subcategoria de D pero, si F es un encaje pleno, enton-
ces F(C) es una subcategoria plena de D.
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Ahora estableceremos el proceso de dualizacién: sea C una categoria. Po-
demos formar una nueva categoria CO7 llamada categoria opuesta de C cuyos
objetos son los mismos que los de C, pero Homop(A, B) = Hom¢(B, A).
Afirmamos que un funtor contravariante F : C — D es un funtor cova-
riante de CO7 en D. Decimos que C°7 se obtiene de C invirtiendo flechas.
Este proceso, llamado dualizacién, se puede aplicar a definiciones o teore-
mas, e incluso a demostraciones. No obstante, muchas veces se encuentran
limitaciones para aplicarlo.

1.2.2. Categorias abelianas

Definicién 1.2.2.1 Sea C una categoria y sean A, B dos objetos de C. El producto
de Ay B en C consta de un objeto P en C y dos morfismos,p : P — Ayq: P —
B, tales que, para cualesquiera dos morfismos f : X — Ayg: X — BenC,
existe un morfismo tinico h : X — P tal que el siguiente diagrama conmuta:

X

7N

es decir, f = phy g = qh.

Definicién 1.2.2.2 Se C una categoria y sean A, B dos objetos de C. El copro-
ducto de A y B en C consta de un objeto Q en C y dos morfismosi: A — Qy
j 1 B — Q tales que, para cualesquiera dos morfismos f : A — Xyg: B — X
en C existe un morfismo tinico h : Q — X tal que el siguiente diagrama conmuta:

X

AR

es decir, f = hiy g = hj.

Los morfismos p y g se llaman proyecciones y los morfismos i, j se llaman
inyecciones. Se acostumbra escribir P = A x By Q = A U B. Estas definicio-
nes se pueden generalizar de manera obvia para el caso de una familia de
objetos A;;c; de una categoria C.

Dada una categoria C cualquiera, no se puede asegurar que el producto o

coproducto exista siempre. Lo que se puede asegurar es que, si el producto
o coproducto existe, entonces es tnico.
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Proposicion 1.2.2.3 Sean Py P’ dos productos para A y B, objetos de C. Entonces
existe un isomorfismo iinico h' : P — P’ tal que f = ph' y g = gh’.

Definicién 1.2.2.4 Sean f : X — Ay g : Y — A morfismos en una cate-
goria C. El producto fibrado o cuadrado cartesiano de (f,g) es una pareja de
motfismos ¢ : B — X,y : B — Y con fo = gy tal que,si ¢’ : C — Xy
7' : C — Y son tales que f¢' = g7/, entonces existe una vinica h : C — B tal
que ¢ = ghy ' = yh.

BN

Denotamos con (B, (¢, 7)), o simplemente con B = Y A X, el producto fibrado de

(f,8)

Definicién 1.2.2.5 Sean f : A — Xy g: A — Y morfismos en una categoria
C. El coproducto fibrado (suma fibrada o cuadrado cocartesiano) de (f, ) es
una pareja de morfismos ¢ : X — By vy : Y — Bcon ¢f = g tal que si
¢ : X — Cyv': Y — Cson, tales que ¢' f = 7', entonces existe una tinica
h:B— Ctal que ¢’ =heyvy' = hy.

f

— X

BN

Denotamos con (B, (¢,7)), o simplemente con B = X \V X, el coproducto fibrado

de (f,8)-

Definicién 1.2.2.6 Una categoria aditiva A es una categoria con objeto cero en
la cual cualesquiera dos objetos poseen un producto y el conjunto de morfismos
Hom 4(X,Y) es un grupo abeliano tal que la composicién

Hom 4(X,Y) x Hom4(Y,Z) — Hom4(X,Z)

es bilineal.
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Definicién 1.2.2.7 Una categoria abeliana es una categoria aditiva que ademds
satisface las siguentes propiedades

1. Todo morfismo posee un niicleo y un conticleo.

2. Para o un monomorfismo y B un epimorfismo, & € ker B si, y solo si, p €
coker a.

3. Todo morfismo puede factorizarse como « = By, con B monomorfismo y 7y
epimorfismo.
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Capitulo 2

El grupo de Grothendieck K de
un anillo

Referencias
Exponemos las principales referencias que se usaron durante la preparacion
del presente capitulo (como también sirvieron para los que le siguen). Véan-
se entonces: (Milnor, 1971), (Rosenberg), 1995), (Magurn, 2002), (Weibel, 2013),
(Bass, 1968), (Swan, [1968), (Silvester, 1981), (Atiyah, [1967), (Arlettaz, 2000),
(Kuku, 2007), (Steinberg), 1968).

2.1. Definiendo Ky(A)

La K-teorfa algebraica se ocupa, ampliamente, de las propiedades de
ciertos grupos Ko(A), K1(A), K2(A), ..., construidos a partir de un cierto
anillo A. Por lo cual, estamos en posicién de describir el primero de éstos
grupos.

Definicién 2.1.1 Sea A un anillo. Definimos el grupo de Grothendieck Ko(A)
como el grupo abeliano dado por los siguientes generadores y relaciones: tomamos
un generador [P] para cada clase de isomorfismo de A-médulos proyectivos finita-
mente generados P y una relacion [P| + [Q] = [P & Q] para cada par P, Q de
A-médulos proyectivos finitamente generados.

Todavia mas formalmente, escribamos con F = F(A) al grupo abeliano
cuyos generadores libres (P) son las clases de isomorfismo de A-mddulos
proyectivos finitamente generados P (es decir, (P) = (P;) siy s6losi P = P;)
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y sea R el subgrupo de F generado por todas las expresiones de la forma
(P) + (Q) — (P & Q). Entonces, Ko(A) = F/R. De hecho, esta es una de-
finicion particular del grupo de Grothendieck Ko(A), pero es la, digamos,
“tradicional” para el calculo de K-grupos, ya que la definicion no particular
considera una categoria de A-moédulos izquierdos yMod (categoria abelia-
na) y de ésta se estudia una subcategoria C de n\Mod. Y ahora, tomamos la
clase de isomorfismo (M) de un A-m6dulo M (objeto de la subcategoria C) y
se construye al grupo abeliano libre F conbase { (M) |[M € Ob(C)} ysea R el
subgrupo de F generado por las expresiones de la forma (M) + (M) — (M)
donde

0—Mr——M—sM'——0 2.1)

recorre todas las sucesiones exactas cortas en C. Entonces se define Ky (C) =
F/R, el grupo de Grothendieck de C; se denota con [M] a la imagen de (M)
en Ko(C). Siempre que se tenga una sucesion exacta corta como en (2.1)
se tendrdn expresiones [M] = [M'] + [M"] en K¢(C). En particular, y fue
lo que se defini6 al inicio, consideraremos una subcategoria especifica de
AMod. Sea C = AP, la subcategoria de los A-médulos (izquierdos) proyec-
tivos finitamente generados. Y se denota a Ky(P) simplemente con Ky(A).

Definicién 2.1.2 Sea A un anillo. El grupo Ko(A) es el grupo de Grothendieck
Projs o ()™ asociado al monoide Proj¢ o (A) de las clases de isomorfismos de A-
médulos proyectivos finitamente generados.

Hablemos sobre las clases de isomorfismo de A-mdédulos proyectivos finita-
mente generados. Ellos forman un conjunto Proj fg. (A), que puede conver-
tirse en un monoide conmutativo con una operaciéon + definida como (P) +
(Q) = (P® Q) y el 0-médulo como el elemento identidad; no es un grupo
y tampoco un monoide con cancelacién en general

PPeQ=2PdQ=% P =P,.

Por tanto, es conveniente en dotar a Proj g.(A) de una estructura de gru-
po para gozar de una propiedad de cancelacion, atn si esto se traduzca en
la pérdida de informacién. Al estudiar el K-grupo, Ko(A), en si mismo no-
tamos que su naturaleza parte (y es una generalizacién) de la idea como
surge Z a partir del monoide conmutativo IN de los enteros positivos o de
la manera en la que un anillo es “localizado” mediante el uso de inversos
formales de ciertos elementos.
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Proposicién 2.1.3 Sea S un monoide conmutativo. Entonces existe el grupo de
Grothendieck asociado a S, que es un grupo abeliano ST = G junto con un mor-
fismo de monoides ¢ : S — G tal que para cualquier grupo H y un morfismo de
monoides P : S — H existe un tinico morfismo 0 : G — H haciendo que el
siguiente diagrama conmute ({ = 0 o @):

Demostracion. Construyamos el grupo de Grothendieck asociado a S. De-
finamos a G como el conjunto de clases de equivalencia de pares (x,y) con
x,y € S,donde (x,y) ~ (u,v) siy sélo si existe un k € S tal que

x+ov+k=u+y+k

en S. Denotemos por [(x,y)] a la clase de equivalencia de (x,y). La suma
estd definida por la regla

[(x)] + [ y)] = [(x+ 'y +9)].

Notar que para cualquier x y yen S, [(x,x)] = [(y,y)], puesto que x +y =
¥y + x y denotemos a este elemento con 0, es decir, [(x,x)] = 0 el cual es el
elemento identidad para G, ya que para cualquier x, yy zen S

(x+zy+2)~(xy)

lo cual es cierto si y sélo si existe unk € Stalque x +z+y+k = x +
y+z+kenS. De la definicién vemos que también satisface la propiedad
asociativa. Y por tltimo observemos que

(e + ()] =[x +yy +x)] = [(x+y,x+y)] =0

y de estd manera [(x,y)] = —[(y, x)], es el elemento inverso en G. Estudie-
mos la existencia del morfismo 6. La aplicaciéon ¢ : S — H se extiende a
un mapeo Z-lineal ¢ : Fz(S) — H.Parax,y € S,

P((x+y) —x—y) = p(x +y) — ¥(x) — P(y) = On.

Asi que ¥ induce un homomorfismo de grupos 0 : G — H con §(¢(x)) =

6(%) = ¢(x) = ¢(x) para cada x € S. Completamos la prueba estudiando la
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unicidad del morfismo 6: Si G’ y ¢’ satisfacen la misma propiedad, entonces

s—V ¢ 2.2)

Sl

H=G

En este caso tenemos que ¢ = 6’ o ¢ y por hipétesis que ¢ = 6 o ¢'. Luego,

g = oy
g = 000 oy

Y por tanto, 6 o 8’ = idg. De la misma manera vemos que

o= 0oy
1’D/ — 0/0901/)/

y asi 6’ 0 0 = idg. En otras palabras, G = G’ y el morfismo 6 es tnico salvo
isomorfismo.

Observacion 2.1.4 Podemos ver ademds que, S ~~ ST es un funtor Mon —
Grp, adicionalmente para cualquier morfismo de monoides f : S1 — Sy obtene-
mos canonicamente

f

51—>52

L]

Este funtor (—)" : Mon — Grp es adjunto a la izquierda al funtor olvidadizo
Grp — Mon:
HomGrp(S+/ G) = Hom pjon (M/ G)

Podemos aprovechar en este lenguaje otra forma de adaptar la definicién
del K-grupo Ko(A).

Hemos dicho que Ky(A) es un funtor; en otras palabras, si tenemos un
homomorfismo de A-médulos ¢ : R — R/, existe un homomorfismo indu-
cido Ko(¢) = ¢« : Ko(R) — Ko(R’) satisfaciendo las condiciones usuales

Ko(1r) = 1g,(ry, Ko(@ o) = (9o ¢p)s = @s 0 P
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Observacion 2.1.5 Sea f : R — S un morfismo en Ring y M un R-médulo (iz-
quierdo) proyectivo finitamente generado. Entonces R = M @& N como R-médulos
(izquierdo) para algiin n € IN, asi viendo a S como un S — R-bimédulo, tenemos

S"=(S®RR)"=SRRR"= SRR (M®N)
y por tanto
S"= (S®rM)® (S®rN)

y por consiguiente S @r M es un S-médulo proyectivo finitamente generado. Ademds,
si M = N como R-médulos, entonces S Qg M = S ®gr N como S-médulos. Por
tanto tenemos un mapeo bien definido

Proj;,(R) — Proj,(S)
dado por
(M) = (S ©r M)

De hecho, ya que el producto tensorial se distribuye sobre sumas directas,
el mapeo anterior induce un homomorfismo de grupo

f+ : Ko(R) — Ko(S)
dado por
[M] — [S ®@r M].

En este momento, usando la observacién (2.1.5) tenemos el siguiente teore-
ma:

Teorema 2.1.6 Ky es un funtor covariante de Ring a la categoria Ab de grupos
abelianos donde Ky envia morfismos f a f,

Demostracién. Sean f : R — Sy g : S — T morfismos en Ring. Entonces
para un generador [M] € Ko(R) tenemos

(g0 f)«(IM]) = [T@rM]
(T ®sS) R M|
[T ®s (S ®r M)]
= g (f«(IM]))

(8= 0 f) ([M])

Y por otro lado, siid : R — R es un morfismo identidad en Ring, entonces

id«([M]) = [R ®r M] = [M] = id([M])
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En general, si [M| = [N] no siempre tenemos que M = N. Veamos un
criterio que constituird cuando [M] = [N] en Ky(A).

Proposicién 2.1.7 Sean Py Q dos A-médulos proyectivos finitamente generados.
Entonces [P] = [Q] en Ko(A) si, y sdlo si, existe un enteron > 0 tal que P G A" =
QA"

Demostracion. (<)
Supongamos que P & A" = Q & A" entonces

PoA"]=[QoA" = [P+ [A"] =[Q] +[A"]

y como Kp(A) es un grupo, podemos cancelar y por lo tanto, [P] = [Q] en
Ko(A).

(=)

Ahora supongamos que [P] = [Q]. Trabajemos en Projs,(A) y conside-

remos las clases de isomorfismo de los A-médulos Py Q, es decir, (P)
y (Q) en Projs,(A). Dada la hipétesis, tenemos que (P) — (Q) € R (re-
cordando que R es el subgrupo generado por las expresiones de la forma
(E) + (F) — (E® F)), y por lo cual existen finitos A-médulos proyectivos
finitamente generados P;, Q;, P]-’ y Q;. tales que

(P) = (Q) = L (P} +(Q0) — (P Q) - L ((P) +(Q) — (Plo Q)

i j
por consiguiente

(P)+ L (BN +{Q) + L ((P@ Q) = (Q)+ L (P} +(Q) + L((Bf & Q)
]

i i j

(P) + (Z<Pj’> +) Q) + ) (P& Qi>> =(Q)+ (Z(R) +) Q) +) (P® Q}>>

j j i i i j
Los términos de cada lado de esta ecuacién son los mismos, excepto posible-
mente en el orden en el cual éstos se exhiben. Para captar esta idea, hagamos

A:EBPi,B:@Qi,C:@Pj’yD:@Q}yObter\emosque
i i Jj j

PEPAPBOPCED=QRA®BRCED
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o que es lo mismo
roX=QoX

donde X = A® B® C® D. Es de esta manera que X es un A-médulo
proyectivo y finitamente generado, luego, existe un A-médulo Y tal que
X @Y = A" para algin n € IN, de este modo

POAN' ZPO(XaY)Z(POX)OYZ(QOX)OYZQ®(XDY)

y por tanto
Po A" = Q@ A"

Definicién 2.1.8 Dos A-médulos P y Q son isomorfos establemente si existe
un niimero natural n tal que P & A" = Q & A",

Esta definicion nos capacita para decir que dos elementos de Ky(A) son
iguales si, y s6lo si, son isomorfos establemente. El calculo de Ky(A) no ne-
cesariamente nos lleva a determinar todas las clases de isomorfismo, sino
que Ko(A) determina todas las clases de isomorfismo estables.

Consideremos a V' como un espacio vectorial de dimensién infinita sobre
un cuerpo F. Luego, V@& V = V (dos espacios vectoriales son isomorfos
si y s6lo si tienen la misma dimensién). Expresemos A = Homp(V,V) =
Endp(V). A es un anillo si, para f,g € A, definimos f + ¢y fg por (f +

1g)(v) = f(v) +g(v)y (fg)(v) = f(g(v)) para todo v € V. Como A-médu-
0s,

ADA Homp(V,V)® Homp(V,V)
Homp(Ve V,V)
Homp(V,V)

A

11111

Si describimos esto no tan implicitamente, vemos que si v — (v1,v2) es un
isomorfismo de V. — V @ V, esto induce un isomorfismo A — AP A
dado por (f,g) — (f,g), donde (f,g)(v) = f(v1) + g(v2). De esta manera,
A=A y més generalmente, A" = A. Ahora lo més importante, en Ko(A),
tenemos entonces que [A] = [A @ A] = [A] + [A] lo cual implica que [A] =
0 y por lo tanto, [A"] = 0. En conclusién, el K-grupo de orden 0 de A es
trivial, es decir, Ko(A) = 0.
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Observacion 2.1.9 Sea P un A-médulo proyectivo finitamente generado. Por con-
siguiente, tenemos que P ® Q = A", para algiin médulo Q; pero A" = A, es
asi que, P ® Q = A y podemos considerar a P y Q como ideales (izquierdos) de A.
Por lo que los elementos del anillo A son de la forma x = p+qconp € Pyg € Q.
Por un lado, si escribimos 1 = p+q con p € Py q € Q entonces consideremos un
r € Py hagamos
r=rp+rq.

Luego,

r —rp =rqgeP

eP cp
pero como q € Q, tenemos quer —rp =rqg € PN Q = 0. Asi,

rq=0y r—rp=20

por lo que r = rp. En particular, p> = py pq = 0. Y podemos estudiar simi-
larmente el caso en que sir € Q, rp = 0y rq = r y concluir que qz =qy

qp = 0.

De este modo, probemos que, como A-médulos, P = Homp(pV, V) don-
de V es un espacio vectorial de dimensién infinita sobre un cuerpo F y
Homp(pV,V) = {a : pV — V (donde « es aplicacion F-lineal)}. Prime-
ro, definamos
B: P — Homp(pV,V)

tal que

m— B(m) = ma(po)
= m(pv) paratodov eV

y B esta bien definida, pues dados mq,my; € P, m; = mp = my(pv) =
my(pv) y por tanto B(my) = B(my). Ahora, tomando my,my € P

B(my+mp) = (my+my)(po)
= my(po) + (m2)(po)
B(my+my) = B(my)+ B(m2)

yparaA € A,
p(Am) = Am(pv) = A(m(pv)) = Ap(m).

Es asi que, B es un homomorfismo de A-médulos.
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Estudiemos si  es un monomorfismo. En este apartado cabe hacer mencién
que B se puede definir por restriccién, puesto que, P C A = Homp(V,V)y
pV C V.Seay € ker B, entonces

B(y) 0
y(pv) = 0
(yp)v = 0

lo cual implica que yp = 0. Pero por la observacién (3.1.10), yp = y y enton-
ces y = 0. Luego, B es un homomorfismo inyectivo.

Veamos ahora que B es un epimorfismo. Sea A € Homp(pV, V), A es un ma-
peo F-lineal pV — V. Definamos para un r € A arbitrario que A(pv) = rv
para todo v € V. Entonces,

rqu = Apqu) = A((pq)v) = A(0-v) = A(0) = 0
esto como consecuencia que pg € PN Q. Es asi que
rqu=0=rq=20

yasir =rp+rqg=rppues P® Q = Ay por tanto r € P por la observaciéon
(3.1.10). Luego, B es un epimorfismo.

Todavia un poco mas, si ahora tomamos unv € V, v = vp + vg, enton-
ces obtenemos que V = pV + qV. Si escogemos que pv = qu para algunos
v,ueV

pv = qu = p*v = pqu = p*v = (pq)u =0-u =0

= pV NqV = 0. Por tanto, V = pV @©qV y como V es un espacio vec-
torial de dimensién infinita debemos tener que o bien V = pV 6 V = 4V,
posiblemente ambas opciones. En el primer caso, si V = pV, entonces

P = Homp(pV,V)
= Homp(V,V)
= A
Por lo que en Ko(A), [P] = [A], y por lo discutido anteriormente, [P] =

[A] = 0. Por un argumento andlogo, podemos obtener que Q = A y como
A = P& Q obtenemos que [A] = [P & Q] = [P] + [Q] resulta que [Q] = 0

37



2.1. Ko DE UN ANILLO A

nuevamente. Y asi, Ko(A) = 0.

A partir de la observacion (2.1.5) el homomorfismo de grupos Ko(f) = f« :
K(R) — K(S) esta bien definido y por el teorema (2.1.6), Ky, resulta ser
un funtor (covariante) entre las categorias Ring y Ab respectivamente. Sea
ahora | un ideal bildtero del anillo R. Introducimos asi el siguiente

Lema 2.1.10 Sea f : R — S un homomorfismo de anillos conmutativos sobre-
yectivo. Entonces Ko(f) : Ko(R) — Ko(S) estd dado por [P] — [P], donde
P = P/]JPy también | = ker f.

Demostracion. Sea P un R-médulo. Como | es un ideal de R entonces P es
un submoédulo de P y luego P/ JP es un R-médulo. Consideremos el mapeo

F:SxP/JP — P/]P

dado por
(s,7) — 7P
donde f(r) = sy p = p+ JP. Comprobemos que F es un mapeo bien
definido. Sean (s1,p), (s2,7) € S x P/JP. Si (s1,p) = (s2,P), como pares
ordenados, s; = s, y como f es sobreyectivo tenemos que s; = f(r1) y
sp = f(rp). Porlo quesi f(r1) = f(r2) entonces
f(r1)—f(ra) =f(r1—r)=0 = rn—rnecj=kerf

— (1’1 —1’2)}9 - ]P

= np-—npe]JP
y de esta manera obtenemos que 71p = 72p. Veamos el siguiente diagrama

SXP———P

Sx P/JP——P/]P

F junto con la aplicacién natural (proyeccién canénica) 7t : P — P/ ]JP bus-
camos que g : S X P — P/]JP definida por g(s, p) = 7p, sea una aplicacion
bilineal, esto es,

1.
g(s,pr+p2) = r(p1+p2)
= rp1+1p2
= Tp1+7p2
g(s,pr+p2) = g(s,p1)+8(s p2)
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2. como s = f(r) entonces para sy +sy = f(r1) + f(r2) = f(r1 +12)

8(51 +52/P

g(sl +52/P

)

)

= (rn+n)p

rip + rap
rp+np
g(s1,p) +g(s2,p).

3. Sea A € S.Puesto que f es sobreyectivo existe un y € R tal que f(u) =
A luego As = f(p)f(r) = f(pr) y asi

= prp

prp +JP

u(rp+JP) = u(7p)

Ag(s, p)-

g(As, p)

g(As, p)

4. Sea A € S, entonces

g(s,Ap)

g(s,Ap)

<

~—

(up
)
ur)p, u,r € R
(rp
Ag(s,p)-

—~
=

~~

=
N—

Y por lo anterior la aplicacién g : S x P — P/]P es una aplicacién bilineal
y por tanto induce § : S ®r P — P/JP definida por 1 ® p — p (por la
propiedad universal). Pero ahora, $ ! dada por p + 1 ® p es bien definida,
desde luego que, si p1,p2 € P/JP,y si p1 = pp entonces p; — p2 € JP,

ademas

1® (p1— p2)

1®p —1®p2

(ry€], todoA) 1 ®ZVAPA
A

Y (1®7apa)

A

Y (f(r) @ pa)
Y (0@ py)

)
(puesto que 1) € J)

A
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Y de esta manera $o ¢! = g—lgg = Id, por tanto S ®gr P = P/JP. Y es
asi como Ky (f) dado por [P] — [P] tiene sentido.

Ahora usemos el resultado del lema (2.1.10) para demostrar el siguiente teo-
rema que nos asistird muchisimo al momento de calcular los Ky-grupos de
un producto de anillos.

Teorema 2.1.11 Ko(Al X Az) = Ko(Al) D Ko(Az).

Demostracion. Tenemos la aplicacion i; : Ko(A1) — Ko(A1 X Ap) que va-
mos a definir de esta manera: Sea P un Aj-médulo proyectivo finitamente
generado; vamos a desvirtuar a P para considerarlo como un (A X Ajp)-
moédulo haciendo que A; actte trivialmente, es decir, (m,n)p = mp para

m &€ Ay, n € Apyp € P. Vamos a reconocer a éste médulo escribiendo Py

definimos a i1 haciendo que [P] — [P]. Veamos que esta bien definido: sean
[P1], [P2] € Ko(A1), luego

[P =[P <= dIneN:A{&P = A& P, (como Aj-mddulos)
= (A1 X A2)@p, AT D P = (A X Ap) @p, AT B P
= [(A1 X A2) @p, AT] @ [(A1 X Ag) @4, Pr] = ...

= [(A1 X A2) @p, AT] @ [(A1 X Ap) @4, P

= [(A1 X A2) ®a, M1]" @ [(A1 X Ap) @, Py] =

[(A1 % Ag) ®a, A1]" @ [(A1 X Az) @, Po]
— (A1 X A2)" D [(A1 X Ag) @p, P1] = (A1 X A2)" @ [(A1 X A2) ®p, P
= (A1 xM)"® P 2 (A X Ay)" @ P, (como (A X Ap)-médulos)
= [P] =[P].

luego, i1 estd bien definida. Y asimismo podemos definir i : K(Ap) —
Ko(A1 x Ap) de la misma manera, de modo que ahora al tomar un Aj-
modulo proyectivo finitamente generado, digamos Q, debemos transfor-
marlo a un (A7 X Ap)-mdédulo haciendo que A; actte trivialmente; por con-
siguiente estamos diciendo que (m,n)qg = ngparam € A;,n € Ay yqg € Q.
Ahora tomemos una aplicacién 71 : Ko(A1 x Ap) — Ko(A1), la cual conse-
guimos usando el funtor K en la aplicaciéon A; x Ay — Ay, y 11 esta dada
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por [P] — [P/ A;P] por el lema (2.1.10). Si P es un Aj-médulo entonces

Azﬁ = {tp| tEAl,pEﬁ}

{t-(Ap1)[t € A, A € (A1 X Ap), p1 € P}

{t-((m,n)p1 :=mp1)}, (donde A = (m,n),m e Ay,n € Ay)
{t-(mp1) =0} (ya que A, actta trivialmente)

0

de esta manera P/A,P = {(m,n)p = 7ip |(m,n) € (A1 X Ay), p € P} =P
(como Aj-moédulos) puesto que mp ¢ AP, de donde hemos obtenido que
11 0 ip = Id, explicitamente

[P] " [B] — T4 [P/ A, P

~_ -

Y podemos también considerar 71, : Ko(Aq x Ap) —> Ko(Az) y definir de
la misma manera y resultard que 7 0 i = Id.

Para cualquier A;-médulo P, tenemos que AP = P, por consiguiente AP =
Py por tanto P/ AP = 0. En otras palabras, (772 0 i1)([P]) = m(i1([P])) =
m2([P]) = [P/A1P] = [0] = 0y asi 1 0y = 0. Y similarmente 771 0 iy = 0.
Finalmente, sea M un (A1 X Ap)-médulo y sea x € M.
xeM — x= ()Ll,)tz)m, AME A, A EN
— x=((A1,0)+(0,A2))m
— x = (A,0)m+ (0,Ax)m
— x= Am + Aym
— =~
EMM  €EAM
— x &€ A{M+ ApM.

Y si ademdas y € AjM + A, M tenemos

yeEAM+AM = y=Am+ Aym

y = (A, p2)m+ (p1,A2)m

y = (M, p2) + (p1,A2))m
y=(M+pLp2t+Ar)m

y= (A}, Ay)m, A7 € A, A5 € Ay
y € M.

IR
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Esto resulta que M = A;M + Ay, M. Ahora consideremosaz € A{MN A M,
esto es,

ze AAMNAM — ze€e AfMyz e AjM
= z=Amyz=Aym donde me M,A; € Aj,Ay € Ay
= z=(Aym,0) yz=(0,Am)
— Alm:0yA2m:0
= z=0

y de esta manera, A\M N AoM = 0, y por tanto M = A{M @& Ay M. Esto
lo utilizamos con el objetivo, fenomenal por cierto, de que los (A1 X Aj)-
modulos pueden exhibirse como suma directa por el reciente resultado. Y
en K()(Al X Az):

[M] € KO(Al X Az) - [M] = [AlMEB AQM]
= [AM] + [AxM]
= i1 [A1M] + ipmp[ Ay M] esto en Ko(Aq X Ap)

es decir, Idy,a, xa,) = 1177412772, 81 M es finitamente generado y proyectivo.
De donde, Ko(A1 x Ay) estd creado por las imdgenes de i1 e ip; y concluimos,
por lo tanto, que se verifica que Ko(A1 X Az) = Ko(A1) @ Ko(A2).

Observacién 2.1.12 Si deseamos calcular el K-grupo de orden cero del producto
cartesiano de los anillos A1, Ay, ..., Ay, el teorema nos ayuda a extender
inductivamente el cdlculo, pues

k
Ko(A1 X Ag X ... x Ag) = Ko(A1) & Ko(A2) & ... & Ko(Ar) = @ Ko(A)
j=1

Vamos a iniciar el cdlculo de K de anillos de un interés més practico. Sea A
un anillo local. Si I es un ideal de A tenemos que A /I es un cuerpo ya que
I es un ideal maximal. Hagamos I = rad A. Ahora, si M es un A-médulo
proyectivo finitamente generado, podemos asumir que M & N = AX para
algtn k. Por consiguiente, M/IMy N/IN son A/I-médulos, por tanto, son
modulos libres, digamos de rangos m y n, respectivamente, con m 4+ n = k.
Elegimos elementos de la base y los ordenamos de una manera conveniente
asi: x1,...,Xu € My Xy41,..., X € N. Se desea mostrar que el conjunto
{x1,..., %} es una base libre para A; esto mostrara particularmente que
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{x1,...,Xm} es un conjunto generador linealmente independiente para M,
ademds que M es libre con rango determinado tinicamente por

rnk(M) = dimy ;M /IM.

Sea {ey, ..., e} la base estandar de A¥. Como tenemos dos conjuntos gene-
radores de A¥, cada elemento puede ser expresado en términos del otro, y
existen elementos a;; y b;; de tal manera que

k
e =) WX, Y X = Zbllel '
j=1
Asi conseguimos que
k k
ei=Y_a;)_ bie
j=1 1=l

y obtenemos entonces

kK k
ZZ az]]l 1] 61—0
j=11=1

ysi A = (a;;) y B = (bjj), ésto significa que AB — I = 0y entonces AB = I.
Por otro lado, sustituyendo en la otra forma, obtenemos que:

k k

Y ) (bijaj — i) x; = 0

j=11=1
y como los x; son linealmente independientes médulo el ideal I de A, esto
muestra que BA — I € rad M, (A) y por la Proposicién (......), BA es inverti-
ble, por tanto B es invertible. Como A es inversa a la izquierda para B, esto
muestra que también es inversa a la derecha, es decir, BA = I. Esto prueba
{x1,...,%m} es una base libre para A¥. Por lo que todo A-médulo proyecti-
vo generado finitamente es libre con rango definido tinicamente. Asi, para
la clase de isomorfismo de un A-médulo proyectivo finitamente generado
M, podemos definir un morfismo tal que [M]| — rnk(M). En este sentido,
para un generador [M] € Ky(A) hemos de tener que

[M] = [A"] = n[A]

donde n = rnk (M). De lo que se concluye que Ko(A) estd generado por
[A]. Ahora supongamos que

0] = k[A] = [AF], keN.
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Esto implica que existe un r € IN y verifica que

AN @02 A @A
entonces

r=rnk(AT ®0) = rnk(A" ® AF) =r+k
de donde r = 0. Por tanto [A] no tiene orden finito en Ko(A) = ([A]),
entonces
Ko(A) = Z.

Este resultado lo resumimos en el siguiente
Teorema 2.1.13 Sea A un anillo local. Entonces Ko(A) = Z.

De igual importancia es si A es un dominio de ideales principales (DIP) y
consideramos los médulos proyectivos finitamente generados sobre A. Sea,
entonces, M un A-médulo. Podemos asumir que M estd contenido en algtin
A", conn € INy. En este sentido, se argumenta por induccién sobre n que M
es isomorfo a AF,con k € INy, para algtin k < n. Si n = 0, no hay nada que
probar (M esta contenido en un médulo de rango 0, es decir, M C AY = {0}
y se deduce que M = {0} mediante la inyeccién canénica). Asumamos que
el resultado es vélido para valores pequefios de n y sea 7 : A" — Ala
proyeccién candnica. Observar que 7t mapea a M sobre un A-submédulo
de A, es decir, un ideal de A. Si (M) = 0, entonces podemos ver a M
contenido en ker m = A""!y acé se usa la hipétesis inductiva. Por otro
lado, t(M) es un ideal distinto de cero y entonces es isomorfo a A como
un A-mdédulo (esto porque A es un DIP). Luego al tomar la restricciéon de 7
sobre el médulo M,

0—— ker el —— MM A —0

tenemos que M es isomorfo a ker 7t|p & A. Como podemos ver, ker 7t|
estd contenido en A", aplicamos la hipétesis inductiva para concluir que
es isomorfoa AF, con k' < n — 1.
Por lo tanto, M = A¥ conk = K +1 < (n —1) +1 = n. Ademas esto nos
dice que M es un moédulo libre. El argumento anterior nos muestra adicio-
nalmente que cada submédulo de un A-médulo libre es libre en dominio de
ideales principales. Ahora estudiando éste tipo de A-médulo en las clases
de isomorfismo, vemos que

M= AF — [M] = [AY
— M =[AD...0A

k veces

— [M] = k[A]
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donde k es el rango de M, es decir, k = rnk(M). Entonces Ko(A) estd gene-
rado por [A] y podemos usar las nociones anélogas que se exhibi6 para los
anillos locales. Esto da lugar al siguiente

Teorema 2.1.14 Sea A un dominio de ideales principales. Entonces Ko(A) = Z.

2.2. Resultados

Veamos, en el marco de lo expuesto anteriormente, algunos ejemplos
para calcular el grupo de Grothendieck Ky para varios anillos.

Ejemplo 2.2.1 Sea K un cuerpo. Entonces cada K-méddulo finitamente generado
es un espacio K-vectorial de dimension finita. Tomemos un K-médulo M y supon-
gamos que la dimg (M) = n. Entonces tenemos que que M = K". Tomando
clases de isomorfismo esto da lugar a que [M] = [K"] = n[K] y asi el gru-
po Ko(K) estd generado por [K]. Pasemos a calcular su orden: supongamos que
[KP] = p[K] = [0] para algin p € Ny. De la definicion tenemos que
existe un m € IN tal que
K™ @0 = K" ¢ KV

luego m = dimg (K™ & 0) = dimg (K" & KP) =
p = 0. Por tanto, m no tiene orden finito en Ko(IK)
clasificacion de los grupos ciclicos obtenemos que

m + p, por consiguiente
= ([K]). Por tanto de la

Ko(K) 2 Z

Es ast, los K-mddulos son K-espacios vectoriales, necesariamente libres y por tan-
to proyectivos. A este respecto, los K-mddulos proyectivos finitamente generados
son los IKK-espacios vectoriales de dimension finita. También pudimos calcular el K-
grupo Ky considerando la funcion dimyg : Ko(K) — Z definida como [M]
dimg (M) = n. Si

0 M’ M M 0

es una sucesion exacta corta de K-espacios vectoriales que se escinde, entonces
M = M & M" ydelo cual dimg(M) = dimg(M' & M") = dimg(M') +
dimyg (M"), ahora dimy es un homomorfismo de Ko (K) a Z. Como dimy (K) = 1,
dimy es sobreyectivo. Sea [P] € ker (dimk) = dimk (P) = 0 lo que implica que
P = K = 0y asi ker (dimk) = {[0]}. Por lo tanto, Ko(K) = Z.
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Ejemplo 2.2.2 Dada una categoria abeliana A con sumas directas contables (o

productos). Tomemos Ay € Ob(.A) con k € |, ] un conjunto de indices numerable.

Sea B = @Ai. Entonces Ay ® B = Akea@Ai = @Ai = B. Asi [B] =
ie] ie] ie]

[Ax @ B| = [Ak] + [B] y entonces [Ay] = 0. Por tanto Ko(Ay) es trivial.

Este procedimiento es frecuentemente conocido como “the Eilenberg swind-
le” que literalmente se traduce al espafiol como “la estafa de Eilenberg”, y
el cual, da un medio para probar que el grupo de Grothendieck de una gran
variedad de categorias abelianas es cero. Estd es un razén por la que, por
ejemplo, se debe restringir a los médulos proyectivos finitamente genera-
dos en la definicién de K de un anillo. La idea esta basada, esencialmente,
en la paradoja del Hotel de Hilbert.

Ejemplo 2.2.3 Sean A y B dos categorias abelianas equivalentes. Escojamos dos
funtores F y G tales que F : A — By G : B — A; como son equivalentes
implica que FG : B — B, FG es naturalemente isomorfo a idpg y asimismo GF es
naturalemente isomorfo a id 4. Por lo tanto

KQ(FG) = KQ(F)K()(G) : K()(B) — Ko(B)

y también
Ko(GF) = Ko(G)Ko(F) : Ko(A) — Ko(A).

Por lo que Ko(FG) es naturalemente isomorfo a idy gy y Ko(GF) es naturalmente
isomorfo a idg, ( 4). Por lo tanto Ko(A) es equivalente a Ko(B).

Podemos observar con mds claridad lo que este ejemplo muestra. Suponga-
mos los anillos R y R’ son isomorfos, esto es, hay un homomorfismo f tal
que f : R — R’ es biyectivo. En consecuencia existe un homomorfismo
g:R — Rtalque fog = idg y go f = idg. Por el teorema (2.1.6), Ko
es un funtor covariante y entonces Ko(f o g) = Ko(f) o Ko(g) = idg,(r) ¥
también Ko(g o f) = Ko(g) o Ko(f) = idk,(r)- Es asi que, Ko(R) = Ko(R'),
esto es, la categoria de R-mdédulos proyectivos finitamente izquierdos gP es
equivalente a la categoria de R’-mddulos proyectivos finitamente generados
izquierdos g/P (que al mismo tiempo ambas categorias son subcategorias de
la categoria abeliana RMod).
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Capitulo 3

El grupo de Whitehead K; de un
anillo

3.1. K;deun anillo A

Definicién 3.1.1 Se denotard con M, (A) al anillo de las matrices cuadradas de
orden n, donde A es el anillo al cual pertenecen las entradas y, respecto a A, se
dird que es un anillo con unidad.

Definicién 3.1.2 Sea GL,(A) el grupo de las unidades de M,,(A\), M, (A)*, es
decir, GL, (/) es el grupo de las matrices invertibles de M,, (/). Reconoceremos a
GL, () bajo el nombre de grupo general lineal.

Definicién 3.1.3 Una matriz que difiere de la matriz identidad por un elemento
A € A fuera de la diagonal, se le conoce como matriz elemental y la denotaremos
como e’ con i # |, es decir, una matriz de la forma

1’
T 0 0 ... 0 ... O]
010 ... 0 ...0
001 ... A ...0
el);: . . : . .
00 0 . 1 0
000 ... 0 ... 1]

Observacién 3.1.4 Una matriz elemental ef} tiene la forma tanto de una matriz
superior y una matriz inferior segiin la posicion que adopte el elemento A en el
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3.1. Ky DE UN ANILLO A

arreglo. Entonces
det(e{-}) =1

si A no estd en la diagonal principal de la matriz, y
det(e?j) =A

si A estd en la diagonal principal. Esto se debe a que el determinante de una matriz
triangular es igual al producto de todos los elementos de la diagonal de ef}.

De la Observacion (3.1.4) vemos que una matriz elemental e{-} tienen deter-

minante distinto de cero, por tanto es invertible y asi ef} € GLy(A). Sin
pérdida de generalidad, fijemos a n = 3 y calculemos la matriz inversa de
e;}parai:2yj:3:

10 0(1 00 10 0/1 0 O
01 A0 1 0] R p 1001 —A
00 1/0 01 0 01|00 1
por lo que la matriz inversa de ef} es ei;/\. Es claro que podemos expresar

cada matriz elemental en la forma
612; =1I,+ )\6,']'

donde I, es la matriz identidad de orden n y €;; es una matriz cuyas entra-
das son todas cero excepto en la posicién ij-ésima que estd 1.

Sean ez.A]. y ef} dos matrices elementales de orden n con i # j . Entonces te-
nemos que el producto

ef-eli = (In+Aeij)(In + peyy)
= I,-I,+1,- peij + )\61']' Iy + /\eij " HE€ij
=0
I, + HEj] + /\61']'
In+ (A + p)ej;

: A (AM=1 A=A A-A _ 0 _
Y particularmente, e - (el-].) =el-e =N =6V =1,
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Recordemos que el conmutador de dos elementos a y b de un grupo se de-
fine como

[a,b] = aba~ b~ L.

Sean ef}, e,fl € GL,(A) coni # jyk # . El conmutador de e{-} y eZl es

A A Ay—1 -1
[eij'eZl] = eij'ezl'(eij) -(e;i‘l)
R e
= G CCi -
SR

Dividamos los célculos de los productos (I) y (II). Sabemos que ef}- =I,+

A€jjy que eZl = Iy + pe;jj, entonces sij £ kei=1I:

e?j cey = (In+ Aey) (In + pew)

= In+ pey + Aejj + A€ - peg
= I+ pey + Aeij + (Ap) €ij * €k
——
=0
= Iy + pey + Aejj.

Luego

e e,;” = [In+ (—=A)e][In + (—p)en]

In + (—p)en + (—A)eij + (—A)eij - (—p)en

I+ (—u)en + (—)L)el']' + (Ap) €ij * €kl
hn

= L+ (—pen + (—A)e.
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3.1. Ky DE UN ANILLO A

Y esto implica que

A E A
€ij " k1 " Cij

A LR
Por tanto, [ei]., eyl = e

"

—H

+

(In + pew + Aeij) [In + (—p)en + (—A)€ij]

Ly + (—p)en + (—A)eij + pew + peg - (—p)ew +
per - (—A)ei + Aejj + Aejj - (—p)en + Aeij - (—A)e
In+ (—p)en + (—A)eij + pew + (—W)e_ld\'/@‘F

0
(—Ap)e - €ij + A€jj+ (—Ap) €ij - € +(—AA) €5 - €

In + (—p)en + (—A)eij + per + (—Ap)en - €5 + Aejj
Lo+ (i + pen + (A + Aeyj +(=Apen - €

=0 =0
Iy + (—Ap)exj, yaqueey -€jj = €;j
ek]' .

cuandoi =1y j # k.

Si ahora tomamos que i # [y j = k, obtendremos que

A

ez-]--e;;l = (In+ Aeij) (In + pex)

= Iy + pey + Aejj + A€ - peg
= In+ pep + Aeij + (Ap)eij - €n
+ pen + Aejj + (Ap)ej
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Posteriormente tendremos que

e{-}- . e;{ll -ei;/\ . elgy = [In + pen + Aejj + ()\,H)eil} [In + (—p)en + (_A)eij + (/\V)eil}
In + (—p)en + (—A)ei; + (Ap)ei + pex + pexy - (—p)en +

+ pen - (—A)eij + pe - (Ap)eq + Aeij+ Aejj - (—p)en +
+ Aeij- (—A)eij + Aeij - (Ap)en + (Ap)ey + (Ap)ey - (—p)en +
+ (Apei - (=A)eij + (Ap)en - (Ap)e
= In+ (—plen + (—A)eij + (Ap)eq + pex + (—pp) € - €+
3
+ (—AW) ex - €ij +(pAR) € - €5 +A€jj + (—Ap)es; - € +
—— \—\6—/
-0 =
+ (=AM eij - € +(AAp) € - € +(Ap)eq + (—Apup) € - € +
\_:,0_/ \_:,0_/ V:(J
+ (=ApA) e e +(ApAp) € '0€iz
-0 =
= In+ (—p)en + (—A)eij + (Ap)ei + pey + +Aeij +
+ (—Ap)eij - e + (Ap)eir
= L+ (op e+ (A +Ae; +(Ap)e +
=0 0
+ (—Apeij - e + (Aues

I, + ()L‘Z/l)é‘il + (—)\y)eﬂ + ()L]«l)é‘ﬂ, porque €;; - €y = €j
In+ (Ap)ean + (Ap — Apey

= I+ (Alu)eil

_ A
= & -

Y es asi que [e?j, eZl] = e;}” . Falta considerar el caso en que i # | y j # k. Para

ello consideramos de la misma manera a e} = I, + A€y eZl = I, +pueyy

g
procedemos a calcular su producto:

e?j ceyy = (In+ Aei) (In + pex)
= In+ pex + A€jj + A€jj - peg
= I+ pey + Aejj + (Ap) €5 - €x
N e’

=0
= In+ peg + Aej
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3.1. Ky DE UN ANILLO A

eit ey = [l+ (—=A)eg[ln + (—p)ex]

In+ (—p)en + (=A)eij + (=A)eij - (—p)en

In+ (—p)en + (—A)eij + (Ap) €5 - €n
han

= In+ (—pen + (—A)eij.
A continuacién, observamos que el producto de ef}- i;/\
camente la misma cosa cuando estudiamos el caso de j # ke i = [; 1o que
cambiard serd por la nueva consideracion para los indices. Entonces, vea-
mos el producto bajo esta restriccion:

2 —H T
€y e - e espracti-

efe et ey = (In+ pen + A [In + (—p)ew + (—A)ey)

Iy + (—p)er + (—A)eij + pew + peg - (—p)ex +
per - (—A)eij + Aejj + Aejj - (—p)ew + Aejj - (—A)ej;
In + (—p)en + (—A)eij + pe + (—pp) € - € +

~0
+ (—Au)ey - €ij +A€jj + (—Ap) €ij * €kI +(—AA) €ij * €jj
e =0 -0
I + (—p)en + (—A)eij + pen + Aejj
L, + (—,’I/l + ‘M)GkL—F (—)L + )\)61']'
=0 0

_|_

- I,

eh

Y por lo tanto, | ijs e]ill] = I, cuando j # k e i # . En resumen, tenemos la

siguiente
Proposicién 3.1.5 Sean el.A]., e,i’l € GL,(A). Entonces se cumple que

(

I, si j#k i#I

bl =S M s j=k izl
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Sea

J = {matrices elementales ef}, A€ A}
J es no vacio, porque paraA; = 0 = A - A € A, e?j = ef}‘A = ef}ei? = I

y al menos I, € J. Por la Observacién (3.1.4) vimos que ef} € GLy(A) y por

consiguiente ] C GL,(A). Ahora consideremos el subgrupo generado por
el conjunto J, (J):

k

J) = {]‘[Xff X €7, a ez}.
i=1

Veamos que (J) es subgrupo de GL,(A). Sean x,y € (J), entonces

l

-1
vyl = HX;’H(HY]ﬁ])

Bj

Por tanto, (J) < GL,(A). Clasicamente, éste subgrupo es conocido como
grupo elemental lineal y nos adaptaremos al contexto simbolizandolo como

E,(A), es decir, E,(A) := (J).

Observacion 3.1.6 Sean m y n enteros positivos tales que m < n y sea A un
anillo con unidad. Consideremos la funcion

Quun : GLy(A) — GLu(A)

A 0
A (O In—m)

definida como
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3.1. Ky DE UN ANILLO A

donde I, es la matriz identidad de orden (n — m) x (n — m) y las matrices cero,
0, son de tamafio apropiado. Probemos que (), es un homomorfismo de grupos.
Tomemos dos matrices de orden m con determinante no nulo, A,B € GLy,(N).

Entonces
AB 0

In—m
- A 0 B 0
- 0 In—m O In—m
= Qm,n(A)Qm,n(B)

Luego efectivamente Oy, ,, es un homomorfismo entre los grupos GLy (A) y GLy(A).

Si reconocemos a cada matriz A € GL,(A) con la matriz

(13 (1)) € GLyy1(A)

conseguimos inclusiones GL1(A) C GLy(A) C GL3(A) C ...

Definicién 3.1.7 Para un anillo con unidad A definimos
GL(A) = | JGLa(A)
n

al que llamamos grupo lineal general estable de A.

Por la Observacién (3.1.6) la inclusion de

Qn,n+1

GLy(A)——=GLy11(A)
se restringe a la inclusién de E, (A) C GL,(A), teniendo que

Ey(A)——E,11(N).

Definicién 3.1.8 Para un anillo con unidad A definimos

[ee]

E(A) = JEa(A)

n

que conoceremos como grupo elemental estable de A.
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Lema 3.1.9 [Whitehead] Para un anillo A tenemos que E(A) es el subgrupo con-
mutador de GL(A), es decir,

E(A) = [GL(A), GL(A)]

Demostracion. Probemos primero que E(A) D [GL(A), GL(A)].

Sean X,Y € GL,(A) entonces se tiene que [X, Y] = XYX 'Y~ € [GL,(A), GL,(A)].
Luego identificamos a la matriz [X, Y] = XYX 'Y~! en GL,,(A) mediante

el morfismo (), »,,, es decir,

[XY] ©
(X, Y] — . : (3.1)
2n—n

En GLy,(A), la ecuacién (4.2) adopta lo siguiente:

[XY] © XY(YXx)! 0
(o In> N ( 0 (YX)lYX)

X 0 Y 0 (Yx)~t o
0 X1 0 Y! 0 YX

Lo que se desea es que pueda ser expresado como el producto de ma-
trices elementales en GL,, (A). Entonces bastara con que cada matriz en ()
pueda reducirse a I, mediante operaciones elementales. Como para cada
X € GLy(A), tenemos que

o) - )l o)

en GLy,(A) y también

0 X I, X I, O I, X
-xXx1 0 0 I, -x1 1, 0 I,

Luego vemos que las matrices
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3.1. Ky DE UN ANILLO A

pertenecen a Ej,;, puesto que

Lt ), ajeg = [ (In+age)
1<i<n 1<i<n
n<j<2n n<j<2n

0 —I
I 0
puede reducirse a I, mediante operaciones elementales de renglén, enton-
0 _In In _In In 0
I, 0 I, 0 0 I,)
Por tanto hemos obtenido que [GL,(A), GL,(A)] C Epu(A) y por lo tanto
[GL(A), GL(A)] C E(A).

y ademads la matriz

Ahora probemos que E(A) C [GL(A), GL(A)].

Mediante la Proposicién (3.1.5), hemos visto que cada matriz elemental pue-
de expresarse como el conmutador de otras dos matrices elementales, en-
tonces podemos exhibir esta idea diciendo que

A A1
e = lej el (A)

es decir, paraij € {1,...,n} yA € Aexisteunk € {1,...,n} diferentes de
iy j tal que se cumple (A) para n > 3. Por lo que [E,(A), Ex(A)] = Ex(A)
y, en conclusion, [E(A),E(A)] = E(A) C GL(A).

Po lo tanto,
[GL(A),GL(A)] = E(A).
[ |

Observacion 3.1.10 Para elementos x y y de un grupo de un grupo G, es claro
que xy = yx si, y solo si, el conmutador [x,y)| es igual a la identidad. Para probarlo,
vemos que

wy=yx <= xy(yx)" =yx(yx)~'
— xyx_ly_1 =e
—= [xy]=e
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Ademés, resulta que también

-1

[yl = [y, x].

Al subgrupo generado por todos los elementos de la forma [x, y] se le conoce
como subgrupo conmutador de G y se simboliza por [G, G]. Sea [m, n| € [G,G]
y § € G entonce tenemos que

glm, n]g_1 = gmnm_ln_lg_1

= gm(g'g)n(g” 1g)m‘l( “lom (g 'e)g!
= (gmg ") (gng ") (gm'g )(gn g M(gg™)
= (gmg ") (gng ") (gmg™) ' (gng™ )
= [gmg~',gng”'] € [G,G].
Por lo tanto, [G, G| < G. Al cociente
Ga» = G/[G, G]

es conocido como la abelianizacién de G. Como se tiene que

(x[G,GLylG,G]] = [m(x), m0(y)]

= mo([x,y])
= [xy][G,C]
G,G],

(donde 7y : G — G/|[G, G] dada por x — x|G, G]) por la Observacién
(3.1.10) deducimos que G, es un grupo abeliano.

Proposicién 3.1.11 Supongamos que G es un grupo. Un subgrupo H contiene a
(G, G| si, y sdlosi, H<1 Gy G/H es abeliano.

Demostracién. “<=" Supongamos que H < G y que G/H es abeliano, en-
tonces para todo x,y € G,

v yJH = xyx"'y 'H
= (xH)(yH)(x"'H)(y"'H)
= (xH)(x'H)(yH)(y 'H)
(xx"'H)(yy'H)
H.
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Entonces [x,y] € H y por tanto [G, G| C H.

“==" Supongamos que |G, G] C H. Entonces

(xH)(xH) = xyH
= xy(y 'x 'yx)H
= x(yy ')x 'yxH
;\/_/
=e

xx lyxH

yxH
(yH)(xH),

entonces G/H es un grupo abeliano y asi H < G (todo subgrupo de un
grupo abeliano es un subgrupo normal).

Definicién 3.1.12 Para cada anillo A, el grupo de Whitehead (Bass-Whitehead)
de A es el K-grupo algebraico

Ki(A) = GL(A)ay = GL(A)/E(A).

3.2. Determinantes y SK;

Ahora, sea f € Homging(R,S), es decir, sea f un morfismo entre los
objetos Ry S de la categoria Ring, por tanto un homomorfismo de anillos.
Entonces existen homomorfismos de grupos

fu: GLy(R) —> GL,(S)

dado por
(aij) = (f (i),
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puesto que

n

fu((aij)(bij)) = fn((é%k%))

()

(i f(%)f(hj))
=

(f(aij))(f(bij))
fn(aij) fu (bij)-

Esto da lugar a construir un diagrama

GLu(R) —" GL,(5)

GLm (R) f_m> GLm (S)

conmutativo, es decir, que f, o Q,Ifi = Q,Sn o fm para m < n pues, tomando
una matriz (x;;) € GLy(R) obtenemos

(fao ) ((xi) = fulQ((x3))

— fn( (xé'j) In(zm)
- (%’5)) féf)m))

- (G 0,

(5,0 fu)((xi)) = Q)

Por otro lado

De lo anterior se deduce que f, o QR = Q7 o f.
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Recordando que GL(A U GL,(A) tenemos de nueva cuenta un ho-

momorfismo
GL(R) — GL(S)

para anillos R y S. Esto a su vez induce un homomorfismo tomando su
abelianizacién (cociente sobre su subgrupo conmutador) definido tal que

fi +Ki(R) — Kq(S)
dado por
[AJE(R) = [fa(A)]E(S).
Teorema 3.2.1 Kj : Ring — Ab es un funtor donde Ky envia morfismos f a f1.

Demostracion. Supongamos que f : R — Sy g : S — T son dos homo-
morfismos de anillos. Para cada A € GL,(R) tenemos que

(g0 f)2([AJE(R)) = [(go fIn(A)]E(T)
= [8n(fu(A))]E(T)
= & ([fa(A)E(S))
= &:(f([AJE(R)))
= 8.0 f1([AJE(R))

Asi también si id : R — R es el morfismo identidad en Ring, entonces

id, ([AJE(R)) = [id(A)]E(R) = [A]E(R).

AA

Podemos considerar el determinante de una matriz como una aplicacion
entre los grupos
det : GL(A) — U(A) = A”

donde U(A) = A* denota las unidades del anillo A.
Sea
SL(A) := ker (det : GL(A) — A¥)

y lo llamaremos grupo especial lineal de A el cual es un subgrupo de
GL(A) que consiste de aquellas matrices con determinante igual a 1. Ob-
servemos que hemos podido definir det debido a que det,, : GL,(A) — A*
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es invariante bajo la inclusiéon GL,(A) — GL,11(A). Veamos que la aplica-
cién det es un homomorfismo.

Sean A,B € GL,(A) entonces por la definicién del determinante aplicado
al producto de matrices tenemos que

det,(AB) = det,(A)det,(B)

y por lo cual det es un homomorfismo.

El homomorfismo det induce un homomorfismo
det! : GL(A)/E(A) = K1 (A) — A*

puesto que E(A) C SL(A) C ker(det) definido tal que para cada [A] €
Ki(A) ([A] = AE(A)), [A] = det! ([A]) = det(A).

Podemos construir una aplicacion inversa

A* = GLy(A)— GL(A)

y sea entonces ! := go f.

Definamos ahora
ker(det' : K1(A) — A*) = SL(A)/E(A) = SKq(A).

Esto da lugar a considerar una sucesién exacta corta
1
1—— SKy (A Ky (A) s AF —— 1

donde 6 es la inclusién (se comprueba que im(0) = ker(det!)) y puesto que
existe 1! : A* — K;(A) como se dedujo, y tal que det! (i} (1)) = u para todo
u € A* la sucesion exacta corta se escinde y

Ki(A) = SKi(A) & A* (3.2)

Como puede considerarse conocido (en algunas ocasiones) A*, el calculo
de K1 (A) se limita al de SK;(A).
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Observacién 3.2.2 Sea T un cuerpo y sea A = (a;;) € GLy(T). La primera
columna de A no puede consistir solamente de ceros porque si asi fuera, la matriz
A no seria invertible. Luego, ajy # O paraalgini =1,...,n. 5ii = 1, muy bien.
Sino,

0o ... 1

1,-1,1 1
eje; ey =

W=l -1 0 o ..
0 0 1
entonces usamos e}ieijle}i para multiplicar a A y poner algo distinto de cero en la

posicion (1,1). Luego podemos asumir muy bien que a1y # 0. Sumando —ailal_ll
veces la primera columna a la ij-ésima fila para i # 1. podemos cancelar todas las
otras entradas en la primera columna. Esto reduce A a la forma

ail *
0 A

con A’ una matriz de orden (n — 1) x (n — 1), y de hecho det(A) = aydet(A’).
Repetimos este proceso para A’, asi vamos transformando a la matriz A, por opera-
ciones elementales de renglén, a la forma

aml % %
0 anr» *
o 0 A"

con A" una matriz de orden (n — 2) x (n — 2). Continuando, por induccién, ve-
mos que A puede ser transformada a una matriz triangular superior invertible a
través de las operaciones elementales de renglon. Ahora asumamos que A es una
matriz triangular superior invertible. Sumando miiltiplos del 1iltimo renglén a los
otros renglones, podemos eliminar todas las entradas en la 1iltima columna a ex-
cepcion de any,. Entonces sumando miiltiplos de los (n — 1)-ésimos renglones a los
otros renglones, podemos cancelar todas las entradas de en la columna (n — 1)-ési-
ma excepto para a,_1 ,_1. Siguiendo por induccién, podemos reducir por renglones
a A en una matriz diagonal invertible D = (d;;). Ademds, las operaciones elemen-
tales de renglon no cambian el determinante, esta matriz diagonal D tiene el mismo
determinante como nuestra matriz original A.

Finalmente, tenemos que transformar a D en una matriz diagonal con a lo sumo
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una entrada en la diagonal diferente de 1. Asi como en la prueba del Lema (3.1.9),
hemos de concluir que las matrices de la forma

1 0 0 0

0 a 0 0
diag(1,...,1,a,a 19, 1) =

0 0 a! 0

0 0 0 1

son matrices elementales. Multiplicando previamente a D por tales matrices, trans-
formamos a D en una matriz diagonal con a lo sumo una entrada en la diagonal,
decir en la posicion (1,1), diferente de 1. Esta entrada debe ser la misma como el
determinante, luego si A tiene determinante 1, vemos que puede ser transformada
por operaciones elementales de renglén a la matriz identidad. En otras palabras,
A€ E(T).

Asi las cosas, para cualquier matriz A € SL(A) = ker(det), y podamos

transformar la matriz
A 0

4

0 I,

para una adecuada k, en la matriz identidad I, ; mediante operaciones ele-
mentales por renglén o columna, afirmamos que A es una matriz elemental
y por tanto SL(A) = E(A). Esto depende sin duda alguna del anillo A. En
el caso de la Observacién (3.2.2), si A es un cuerpo K, SL(K) = E(K). Y
podemos establecer el siguiente

Teorema 3.2.3 Si A es un cuerpo, entonces K1 (A) = A*
Demostracién. De la ecuacion (3.2) tenemos que
Ki(A) 2 SKq(A) & A,

Como SKj(A) = SL(A)/E(A) y para un cuerpo A se tiene SL(A) = E(A),
conseguimos que SKi(A) es trivial. Entonces

Ki(A) 2 0® A" A"

63



3.2. DETERMINANTES Y SK;

Observacion 3.2.4 El teorema fue el resultado de que si cualquier matriz
con entradas en un anillo A\ es reducida a la matriz identida mediante operaciones
elementales por renglon o columna entonces SK1(A) es trivial. Como éste proceso
de reduccion puede ser aplicado no sélo a cuerpos sino también a un dominio eucli-
diano o un anillo local o un anillo conmutativo finito, podemos extender el teorema

en forma andloga.

Ejemplo 3.2.5 Calculemos Ky(Z). Sabemos que Z* = {—1,1}, por lo que nos
podemos limitar al cilculo de Ky (/) al cdlculo de SK1(Z).

Sea X # I, € SL,(Z). Estd matriz posee como entradas niimeros enteros e identi-
fiquemos ésta matriz con una de orden n + 1, es decir,

X 0
X =
0 1

Mediante un proceso finito de pasos podemos transformar X' en una matriz identi-

dad como se extendié en la Observacion (3.2.2). Por tanto, X € E,(Z) y como fue
arbritraria, SL,(Z) = E(Z). Asi, K1(Z) = {—1,1}.
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Capitulo 4

El Grupo de Steinberg y el grupo
Kz

4.1. Extensiones centrales

Definicién 4.1.1 Se define el centro de un grupo G como el conjunto de los ele-
mentos de G que conmutan con todos los elementos de G, y lo simbolizaremos por
Z(G), es decir,

Z(G) ={ge G:xg=gx Vx € G}.

Definicién 4.1.2 Un grupo G se dice perfecto si G es igual a su subgrupo con-
mutador, es decir, G = [G, G].

Definicién 4.1.3 Una extension central de un grupo G por un grupo A es una
sucesion exacta corta

¢

1 A X G 1

tal que A esta en Z(X), el centro de X.

Si ¢ y A son claros desde el contexto, es decir, si sabemos reconocer a ¢ y
a A de algtin modo segtn sea el caso, podemos, por abuso del lenguaje,
refirnos al grupo X como una extensién central del grupo G. En este sentido,
podemos dar, a continuacién, una definicién anédloga a la definicién .

Definicién 4.1.4 Por una extension central de un grupo G se entiende a un par

(X, ¢) que consiste de un grupo X y un homomorfismo ¢ de X a G que cumple que
ker ¢ C Z(X).

65
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Definicién 4.1.5 Una extension central (U, v) de un grupo G es universal si,
para cada extension central (X, ¢) de G, existe un iinico homomorfismo h : U —
X tal que v = ¢ o h, es decir, el siguiente diagrama es conmutativo:

Proposicién 4.1.6 Si una extension central universal existe, es tinica salvo iso-
morfismos.

Demostracion. Supongamos que (U, u) y (V,v) son extensiones centrales
universales de un grupo G. Queremos probar que U = V. Por definicién
@.15), seanh: U — Vyh' : V — Utalesquevoh =pypoh’ =v,es
decir, que el siguiente diagrama

conmuta. De lo anterior,

voh=u = uoh'oh=uy
— ‘uo(h/oh):]/l

por tanto i’ o h = Idy. Asimismo tenemos que

poh'=v = vohol=v
= vo(hol)=v

y por lo cual, ho i/ = Idy;. Por lo tanto U = V.

Definicién 4.1.7 Una extension central (X, $) de un grupo G se escinde si ad-
mite una seccién, esto es un homomotrfismo s : G — X.

Lema 4.1.8 Sean (X, ¢) y (Y, ¢) extensiones centrales de un grupo G. Si Y es
perfecto existe al menos un homomorfismo de Y a X sobre G.
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Demostracién. Supongamos que f1 y que f, son homomorfismos de Y a X.
Lo que se desea es mostrar que al tomar dos homomorfismos arbitrarios de
Y a X ambos homomorfismos son iguales, es decir, fi(x) = fo(a) Va € Y.
Lo que tenemos por el momento, podemos verlo en el siguiente diagrama.

Puesto f1 y f» son homomorfismos de Y a X, tenemos que para alginy € Y,

¢(f1(y)) = ¥(y) y asimismo ¢(f2(y)) = ¢(y). Luego obtenemos que

o(Ay) = ¢(fa(y))
A) = fu).

En todo caso hablamos de un isomorfismo y esto es trivial segtin lo mostra-
do. Sin embargo, seas B, ' € ker ¢ C Z(X) y tomemos z,y € Y. Podemos
considerar en X las relaciones

fly) = f(y)B

En este sentido vemos que

(1Y) = ¢(f2(y)

Il
==
ey
=
/-Q-\E
=
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y bajo condiciones ¢ es bien definida.

filvz) = AW)A(2)
= fa(y)Bfa(z)p’

(
= £ (A1) )] £E) [f6) ()

s

€Z(X) €Z(X)
= RWRE [AH) A [AEAG)]
eZTX) ei{x)
= PWARE [AE) AR AW A
€Z(X) €Z(X)
ARG = LWAE) [AE)AE)] L)
cZ(X)
= PWRELE) T [AE) )]
€Z(X)

AW2) i) k)T = faly )fz(Z)fz( ) alz) !
Alyzy'z7h) = flyzy 'z
flly.z]) = fally,2]).

Ahora usamos la hipétesis que Y es perfecto, y como Y estd generado por
conmutadores, por tanto, esto prueba que f1 = fo, Va = [y,z] € Y.

Lema 4.1.9 Sea (Y, ) una extension central de G. Si Y no es perfecto, entonces
para una extension central (X, ¢) elegida adecuadamente existe mds que un homo-
morfismo de Y a X sobre G.

Demostracion. Si Y no es perfecto, existe un homomorfismo distinto de cero ¢
de Y sobre algtin grupo abeliano, digamos Y,, = Y/[Y, Y]. Esto es asi pues-
to que si por un momento asumimos que Y es, en efecto, un grupo perfecto,
entonces al tomar el homomorfismo canénico Y — Y/[Y, Y], definido por

a — afY,Y] Va € Y, vemos que a es un producto finito de conmutadores
k
[a]-, b]-] conj€ {1,2,3,...,k}, es decir, &« = H[a]-, b]-], por lo tanto a € [Y, Y]
j=1
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y «[Y,Y] = 0. Asumiendo que Y es un grupo perfecto, el homomorfismo
canoénico se vuelve el homomorfismo nulo. Por consiguiente, el homomor-
fismo

p:Y —Y/[Y,Y]

es no nulo.

Elijjamos X = G x Y/[Y, Y] y un homomorfismo ¢ de G x Y/[Y,Y] a G
definido por ¢(g,A) =g,V (g,A) € G x Y/[Y,Y]. Veamos,

(
ker ¢ = {(a,b) e GXY/[Y,Y] : ¢(a,b) =a=0}
= {(0,b) e GxY/[Y,Y]}

y como para un (x,y) € G x Y/[Y,Y],
(x,y)(0,b) = (0y
(
(

)
0, y) yaqueyb € Y/[Y, Y]y Y/[Y,Y] es abeliano.
0,6)(x,y)

y por lo tanto (0,b) € Z(G x Y/[Y,Y]), porlo cualker ¢ C Z(G x Y/[Y,Y])
y de esta forma (G x Y/[Y, Y], $) es una extesion central sobre G. Haciendo

f(m) = (p(m),1) y g(m) = ((m), ¢(m))
tenemos dos homomorfismos de Y a G x Y/[Y, Y] sobre G.

f

Y@GXWYY]
\ /

Asi el lema queda demostrado.
|

Lema 4.1.10 Si (X, ¢) es una extension central de un grupo perfecto P, entonces
el subgrupo conmutador [ X, X| es perfecto, y lo mapea sobre P.

Demostracién. Sea (X, ¢) una extension central de P. Probemos que ¢ es un
homomorfismo sobreyectivo. Sea p € P. Entonces p tiene la forma p =
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l
H[xj, yi] ya que P estd generado por productos de conmutadores. Desarro-
j=1
llando [}, y;] obtenemos que

l

l
p=ITkyl =11 (xwix v ).
]:

j=1

Como ¢ es un homomorfismo sobreyectivo de X a P, puesto que es una
extension central, tenemos que para cada q € P existe un &« € X tal que
¢(a) = g; es asi que que para cada x; y y; en P existen y; y v; en X de
manera que ¢(p;) = x; y ¢(v;) = y;. Obtenemos entonces que

I
:“N

[T (¢ o))
= T (ot (1) ¢ (7))
[T (¢ (o ™))
fomr)

| 1w, Vj])
j=1

l
luego para cada p € P existe un [ [[uj,vj] € [X, X] tal que se cumple que
j=1

I
¢ (H[Vj, v]-]> = p. Asi, ¢ de [X, X] a P es sobreyectivo.
=1

—.
~ |l
—_

I
-~ T

\.

TN~ "~
:|~

= ¢

—

= ¢

Ahora probemos que [X, X] es un grupo perfecto, es decir, que [X, X] =
[[X, X], [X, X]]. Veamos la inclusién [[X, X], [X, X]] C [X, X].

m

Sea w € [[X,X],[X, X]] entonces w tiene la forma w = [ [[re, s con r y
k=1

s en [X, X]. Por consiguiente, ry = [a,b] y sy = [c,d] con a,b,c,d € X,
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electos asi sin perder la generalidad de la prueba. Es asi que

m

w = H [rk/ Sk]
k=1
m

= I (rseri's?)
= ﬁ <[a'b][Crd][a,b]_l[c,d]—l)

k=1
m
= 11 ((aba1b12£cdcldlz(abalb1)1A(cdcld1)1)
=\ T " 5 "
€x

por tanto, w € [X, X] y en consecuencia [[X, X], [X, X]] C [X, X].

Ahora probemos que [X, X] C [[X, X], [X, X]]. Puesto que ¢ es un homo-
morfismo sobreyectivo de [X, X] a P, todo elemento x € X puede ser escrito
como el producto x'c con x’ € [X, X] y ¢ € ker ¢ C Z([X, X]). Entonces cada
generador [x,y] de [X, X] adopta la forma

[x’y] _ [xc y/C//] para x’,]/ c [X X] YCl,C” c kerqb
= (Y)Y )
= ()Y
( )(C”C )( -1 e 1)]/ -1
_ ( )(C”Cl 1)( -1 e 1)]// 1
_ ( )(x/ 1 11— 1)( "ol—= 1)]// 1
= Ay (R )y’
:xy(ll/)(lllllll)yll
_ x/y/x/ 1(C/C// 1 e~ 1)y/ 1

t o =1 1170 =1 1 1—1
XyXx cC c C
yx—y T (ee e e)

1)(//1///1 1

x/y/x/ 1y/ 1 -
[, y'] € [[X, X, [X,X]],

y asi [X, X] C [[X, X], [X, X]]. Por tanto [X, X] es un grupo perfecto.
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Observacién 4.1.11 A la pareja ([X, X], ¢|(x x)) se le conoce como extensién
central perfecta de P.

4.2. Grupo de Steinberg

Introduciremos un grupo abstracto definido por generadores y relacio-
nes las cuales estdn disefiadas para imitar el comportamiento de las matri-
ces elementales. De nuevo, sean 7, j enteros tales que i # j entre 1 y n y sean
A, u € A, donde A denota un anillo.

Definicién 4.2.1 Para n > 3 el grupo de Steinberg St,,(A) es el grupo definido
por generadores (simbolos formales) x{}, 1<i,j<mni#jyA € Asujetoalas
relaciones

A AT
Xjx; = X
Aonl 1 paraj#ki#l,
Xijr X | = N
xil” paraj =k, i # I

Definamos un homomorfismo candnico

dado por
xf}v—ﬂp(xf}) :e?j.

Esta asignacién da lugar a un homomorfismo puesto que cada una de las
relaciones entre generadores de St(A), tomemos x?j y xZ., obtenemos que

ALK At
<P(xijxij> = ‘P(xij )
A+u
ij
L AH
= G

= €

La imagen de ¢,

im¢p = {y € GLy(A): T x e St,(A) tal que p(x) =y}
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y asi vemos que la imagen de ¢ contiene matrices elementales de orden 7,
de lo cual, podemos afirmar que ¢ (St,(A)) C GL,(A) y que de hecho la
imagen de ¢ es igual al subgrupo generado por todas las matrices elemen-
tales de orden n, E,, (A).

Quitando las restricciones 1 < i,j < n sobre los generadores x{;, la misma
presentacion define el grupo de Steinberg
St(A) := St (A),

o podemos verlo como el limite h;n St,,(A), dado por los mapeos

Sty (A) — Styi1(A)

De esta manera obtenemos un grupo correspondiente y un homomorfismo
correspondiente

¢ : St(A) —» E(A).

Definicién 4.2.2 El grupo K, de un anillo A estd dado por
Ko(A) = ker (St(A) — E(A) C GL(A)).
Por consiguiente, tenemos la siguiente sucesién exacta

1—— Ka(A) —— St(A) —"= GL(A) —— Ky (A) — 1.

Es claro que si K»(A), entonces St(A) = E(A), y asi las relaciones de Stein-
berg forman un conjunto de relaciones que definen a E(A). Podemos ima-
ginar de alguna manera a K»(A) como el conjunto de relaciones no triviales
entre matrices elementales.
Observacion 4.2.3 Cualquier relacion

Al A Ar

i1j1 iofo " iy T

entre matrices elementales, obtenemos que

- T
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r
A L . .
entonces 1£I1 X5 € Ko (A). Lo que nos indica que cada matriz elemental da origen
a un elemento xﬁ}le;z . xf:;.r de Ky(A), y cada elemento de Ky(A) puede ser

obtenido en esta forma.

Como por ejemplo la matriz

ol 0 1 _ senmt/2 cosit/2
12621 €12 -1 0 —cost/2 senrt/2

en Ep(Z) representa una rotacion de 90° y al multiplicar 4 veces ésta matriz
por ella misma obtenemos la matriz identidad I, es decir, tienen un periodo
4. La relacion

4
1 ,—1,1
(elzezl 612) =D
. 1 4
en E»(Z) da origen a un elemento <x%2x2_1 x%2> en Kp(Z).

Si f: A — A’ es un homomorfismo de anillos, f induce un homomor-
tismo de grupos

St(f) : St(A) — St(A)

dado por
A

A

Teorema 4.2.4 St(—) es un funtor covariante de la categoria Ring hacia la cate-
goria Gr.

Demostracién. Sean los homomorfismos f : A — By g: B — Cenla
categoria Ring. Entonces tenemos que para un x{; € St(A)

St(go f) (xgj) _ x;"j"f(”

f’i'(f(A))

= St(g) <x£()\)>

= st(g) (st() (x}))
X

_ (St(f)ost(g))( ij

~

p
~_
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Por otro lado, si tenemos Id : A — A en Ring entonces

A L4
= xl/}

= Id (xf}) .

En lo que concluimos que St(g o f) = St(g) o St(f) y que St(Ids) = Idgy ),
por lo tanto St(—) es un funtor covariante.

Como pudimos ver en la Definicion (4.2.2), Ko(A) = ker ¢ C St(A); si
restringiésemos St(f) : St(A) — St(A’) a un homomorfismo

Kz(f) : Kz(A) — KZ(A/) ,
para cada homomorfismo f : A — A’, esto da origen a un diagrama

1——Ky(A) —— St(A) —— E(A) C GL(A) —— K (A) —— 1
Kalf) st e e

~

1——Ky(A) —— St(A) —— E(A') € GL(A) —— Ky (A) —— 1

que conmuta. Esto hace que K; sea un funtor entre las categorias Ring y Gr
en el sentido de la Observacion (4.2.3).

Corolario 4.2.5 K; : Ring — Gr es un funtor covariante que envia homomor-
fismos entre anillos f a homomorfismos entre grupos Ko (f) := f«

Ag
ikfk

r
Demostracion. Sea m € Kp(A), entonces m tiene la forma m = H x.* . Ne-
k=1
cesitamos demostrar que Kp(go f) = Kp(g) o Kp(f). Sean f : A — By

¢ : B — C homomorfismos en Ring. Apliquemos Ky(g o f) al generador
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my tenemos que

Ka(go f)(m) = Ka(go f) (f[xgﬁ-k)

y hemos demostrado que Ky(go f) = Kz(g) o Ka(f).Seaahora Id : A — A
en Ring. Luego obtenemos que

Ka(Id)(m) = Ka(Id) (ﬂxi’}k)
LAy
o Uxikjkk

Hr A
= X. k
]k
k=1

.
A
= Id (H xik’;k>
k=1

= Id(m)
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y con ello llegamos a que Ky(Id4) = Idg,(4). Por lo tanto, K(—) es un
funtor covariante entre las categorias Ring y Gr.

|
Teorema 4.2.6 (Steinberg) Para cada anillo A, Ko(A) = Z(St(A)).

Demostracion. Primero veamos que “K; 2 Z(St(A))”.

Sea p € Z(St(A)). Si p en St(A) conmuta con cada elemento de St(A), es
decir, pg = gqp con g € St(A), entonces ¢(p) también conmuta con cada
matriz elemental en E(A). Pero

Z(E(A)) = {X € E(A) | XY =YX, VY € E(A)} = {I},

el centro de E(A) es trivial, entonces ¢(p) = I y por lo tanto p € ker ¢ =
Ky (A).

Ahora probemos que “K; C Z(St(A))”.

Seam € Ky(A), esto implica que ¢(m) = I. Debemos probar que m conmuta
con cada generador xf} de St(A). Escojamos un entero « lo suficientemente
grande tal que m puede ser expresado como un producto de generadores
x{} coni < ayj < «. Enlo que sigue, vamos a apoyarnos en un subgrupo
a partir de St(A), el cual denotaremos por B, y se define como el subgrupo
generado por los elementos x} con1 < i < a —1y A € A. Por las relacio-
nes de la Definicion (4.2.1), vemos que B, es un grupo abeliano; en efecto,
dados dos generadores de ‘B,, tomemos xj, y x]”“, con i # j, calculando su

A M

conmutador obtenemos que [xm, Xia

-1
A _ A
(xh) ==t

Sea w € P,. Este elemento w adopta la forma

} = 1 = P, es un grupo abeliano, y

a—1

w=]] <x2‘x">ﬁi , (4.1)

i=1

y ésta es la tinica manera de escribir a cada elemento de 3,. En efecto,
supongamos que un w en ‘B, puede ser expresado de dos maneras distintas

a—1

w=]] (x?oéi)ﬁi

i=1
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y que también

i=1 =1
a—1 a—1
)\1 :Bl Ai —i o
; (xzzx> 'H<xi1x = €
i=1 i=1
a—1 a—1
x)\iﬁi ) x B e
in o -
i=1 i=1
a—1
AiBi =Ny
(xia ’ xioc e
=1
a—1
Hx/\ilgi_Ai'Yi — e
in -
i=1
a—1 0
- Hxizx
i=1
= ABi—ADNvi = 0
AiBi = Dpi

Bi = i <%) pues A; # 0,

si en este punto hacemos que A; = A;, seguimos en el caso de que w estd ex-

. 4 : 1
presado de dos maneras distintas y en consecuencia — = 1y por tanto

1
Bi = vi- Lo que significa que w se expresa de manera tinica como (4.1).
Tomando la imagen ¢ de este elemento w tenemos que

1 M

a—1 A 1 )tz

Pp(w) = H €y = :
i=1 1 Azx—l

1
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estd en E,(A), ¢ es inyectiva sobrer B,. Siparai # jy {i,j,k} C{1,...,a —
1} y tomemos A,y € A, entonces

-1 -1
At (A — A (A Py~ mu
Xij X ka (xij) = Xij¥a <xij) (X)X
=e
_ A
]1 . .
B X, Sl jFEk
Au_u ..
Xiy Xpp S1 J=Kk

y ambos resultados pertenecen a ‘B,. Y esto muestra que

-1
A A A —A
xijma <x1']'> = xij;’plkxi]' B,

A

parai,j < «. Ahora, como m es un producto de x;j;

coni,j < « se sigue que

m‘Bam_1 C By -

Sip € P, entonces mpm’1 € B, también, entonces

¢ (mpm™t) = p(m)gp(p)p(m) !

y como tenemos por hipétesis que ¢(m) = I, obtenemos que
¢ (mpm™*) = (p) .

La inyectividad de ¢ sobre 93, implica que mpm~! = p y de ésta manera
hemos obtenido que mp = pm para todo p € L,.

Existe un argumento similar, m conmuta con cada elemento de un subgru-
po generado por aquellos x}. con 1 < i < a — 1. Podemos identificar a este
subgrupo denotédndolo como B;. Entoncessii # jei,j€ {1,...,a —1},y
A € A, entonces m conmuta con

A ALl
X = |:xi“, x“]‘] .
Como « es arbitrariamente grande, podemos continuar incrementanto a «

por cualquier cantidad y el argumento se sigue sosteniendo. Entonces m
conmuta con cada generador de St(A), por lo tanto m € Z(St(A)).
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Observaci6n 4.2.7 Por el Teorema vemos que Ky () es un grupo abeliano.
Por lo tanto, a partir del Corolario , Ky es un funtor entre la categoria Ring
y la categoria Ab.

Teorema 4.2.8 Una extension central (U, v) de G es universal si, y sélo si U es
un grupo perfecto, y cada extension central de U se escinde.

Demostracion. “<=" Supongamos que cada extensioén central de U se escin-
de. Tomemos una extensién central (X, ¢) de G. Debemos obtener un ho-
momorfismo de U a X y demostrar que éste homomorfismo es tinico para
concluir que (U, v) es una extension central universal.

A partir del producto cartesiano U x X (que es un grupo), formemos un
conjunto con aquellos pares ordenados (u,x) de U x X que cumplen que
v(u) = ¢(x) en G. De hecho es cierto que

{(u,x) eUx X |v(u)=¢(x)} cUxX

yvemos quesim,n € {(u,x) € U x X | v(u) = ¢(x)} entonces m = (u1,x1)
y n = (up,xp) para ug, up € U, x1,x, € X de modo que v(uy) = ¢(x1) y
v(up) = ¢(x2), luego obtenemos que

mn—t = (uy,x1)(uz,x0)

= (u1,x1) (u2—1’x2—1>

-1

-1 -1
\/—/ N
cu eX

Por consiguiente

v <u1u2_1) = ¢ (x1x2 1)
o) = oG (s >
v(m) ()™ = ¢ (x) ¢ (x)”

esasi que mn~! € {(u,x) € Ux X |v(u) = ¢(x)} y este conjunto tiene es-
tructura de grupo; aun més {(u,x) e U x X |v(u) =¢(x)} < Ux Xylo
denotaremos por U x ¢ X.
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Podemos construir un homomorfismo 77 de U X X a U definiendo
(u,x) — m(u,x) =u, V(u,x) € U xgX
puesto que dados (u1,x1) y (up, x2) en U X X:

7T((u1,x1)(u2,x2)) = 7T(H1M2,x1xz)
= UqUp

= 7t(uy, x1)7(u, x2) .
7T es sobreyectivo pues tomando un w € U, por definicién de como fue

definido 77, w = 7m(p) con p € U X X; luego p es de la forma p = (u, x)
conuclUyx e X.

= w=rmn(p)=n(ux) = u
— w=u
= p=(w,x)

luego existeun p = (w,x) € U xg X tal que w = n(p) = m(w, x).

Sea ahora w € ker 7t. Esto implica que

m(w) = e, welxgX
m(u,x) = e
u = e;

Ademads con esto tenemos

— x €ker m C Z(X);

luego vemos que

ker m={(e,x) | x € Z(X)}.
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4.2. GRUPO DE STEINBERG

A este respecto, elijamos un w € ker tyunz € U X Xy vemos que

wz = (e x)(uy,x1)
= (euy, xx7)

= (ull xxl)

= |u, xx |, x € Z(X)
—~
€x
(u1,x1) (e, x)
zZw ,

w conmuta con cada z = (uq,x1) € UXg X, porloquew € Z (U xgX)y
por supuesto que ker 1 C Z (U x g X).

Por lo tanto comprobamos que (U x X, 71) es una extension central de U.
Y ademas, dicha extension central admite una seccion

UL Uxex
definida por
e fu) = (u,b(u))

donde h : U — X es un homomorfismo. Y vemos que

fluuz) = (uquz, b(uiuz))
= (w112, b(u1)b(u2))
= (u1,5(u1))(uz, b(u2))
= flur)f(u2) .
De acuerdo a los Lemas y (#.1.9), el homomorfismo h es tinico pues

por hipétesis U es un grupo perfecto. Por lo tanto, (U, v) es una extension
central universal de G.

“=—" Sea (U, v) una extension central universal de G. Usando los Lemas

(4.1.8) y (4.1.9), para cualquier otra extension central de G, digamos (P, ¢),

existe un tnico homomorfismo de U a P, salvo isomorfismo. Luego U es
un grupo perfecto. Ahora nuestro objetivo es demostrar que cada extension
central de U se escinde.

Tomemos una extension central (X, ¢) de U. Esto produce

¢

X——-U-—"25G
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y mostraremos que la composicién v o ¢ produce una extensioén central de
G.Seaxy € X.Siv(¢p(xg)) = eentonces ¢(xp) € ker v C Z(U). La aplicacién

X — xoxxa1

define un homomorfismo de X a X sobre U, pues

Xy — xoxyxal = XpX xalxo yxal
N——

=€

= (xoxx(jl) (xoyxo_l) .

Restringiendo al subgrupo conmutador [X, X]| y usando los Lemas
y (4.5.21), observamos que el homomorfismo resultante de [X, X] a [X, X]
sobre U es la identidad. Se argumenta esto pues [X, X| C X y esto implica,
que X < X y asu vez X/[X, X] es un grupo abeliano. Entonces

1~

k
[T [xv] '_”COH X, yjl xg =

j=1

%y <x0x0 ) VH %, Y]

NN
—_

I
::]»

[xj, ] -

~.
I
—_

Asi xop conmuta con los elementos de [X, X]. Sin embargo, X estd generado
por [X, X] junto con ker ¢, se sigue que xo conmuta con todos los elementos
de X. De esta manera (X, v o ¢) es una extension central de G. Por hipétesis
(U,v) es universal, entonces existe un homomorfismo f : U — X sobre
G. La composicion ¢ o f es un homomorfismo de U a U sobre G, que es por
tanto igual a la identidad. Asi f es una seccién de (X, ¢). Esto muestra que
cada extension central de U se escinde.

4.3. Calculos en el grupo de Steinberg
En esta seccién, veremos un par de procedimientos para construir los

elementos de K;(A). Tomemos en principio dos matrices A, B € E(A). Sean
ahora dos representantes a,b € St(A) de manera tal que

¢la) = A, p(b) =
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El conmutador [a,b] = aba~'b=! € ker (¢ : St(A) — E(A)) = K(A). Se
denotaré a este elemento del grupo de Steinberg como

AxB=a,b]

para ése conmutador. Lo siguiente es muy interesante: las matrices elemen-
tales A y B no dependen de los representantes a y b en St(A). Por ejemplo,
si para un 4 € St(A) tenemos que ¢ (i) = A, en consecuencia obtenemos
que

¢(a) = A=¢(a).

Lo que implica que
¢ (a—la) =1 = a7 'a:=3 € K(A)

y que por tanto @ = a3. Luego,

AxB [4,D]
= aba 'p!
= (a3)b(a3)" b7
= (a3)b (3 )b
— (3175 ) flb 1
= aba 'b!
[a,b] .

Proposicion 4.3.1 A % B es invariante bajo automorfismos internos de E(A)
(PAP~') « (PBP™) = AxB

Demostracion. Sean a, b, p € St(A) y consideremos el automorfismo definido
por p. Entonces tenemos que a — a? = pap~! y asimismo b — b? = pbp~!
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Entonces vemos que
[aP,bP) = [pap !, pbp '] = (PAP‘1> * (PBP_1>

= (o) (o) () (por )
= (pow™) (pop7") (™) (797")
= (aba‘lb_1> pl

pla, blp™" = [a, b

[a, D]
Ax%B.

Proposicién 4.3.2 La construccion A = B tiene la propiedad que
BxA=(AxB)"!
y es bimultiplicativa
(A1Ay)xB = (A1 xB) (A2 xB) .

Demostracién. Tenemos las siguientes identidades para conmutadores que se
satisfacen dado un grupo G arbitrarioy x,y,z € G.

vyl = [y
[xy,z] = [xz)[y,z].

Tomemos en este caso representantes en ay,a,b € St(A), luego, ¢(a1) =
A1, ¢(a2) = Ay y ¢(b) = B. Entonces aplicando las identidades anteriores a
la construccién * obtendremos por consiguiente que

BxA = [b4]
= bab a1

_ <b—1> -1 (a‘1> -1 p1;-1
= (aba_lb_1> B

= [a,b]7}

= (AxB)™!
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Ahora, nos falta probar la bimultiplicidad.

(A1A2)xB = [a1a2, D]
(a1, 6] [az, b]

[a1,b] [a2,b] ... por la Proposicién [4.3.1]
= (A1 *B) (A2 B)

Para u € A consideremos los elementos

u-1
wij(u) : —xl]x]l x}‘j

y
hl-]-(u) = wl](u)wzj(—l) .

Observemos que

o ou—u o (e
wii(u)w;i(—u) = Xipxt g (xi]. X X;;
_ ol o —u—(—uTh) gy

1] i xji ]
I
=1

_ Uu.—u

XijXij

wij(u)wii(—u) =
y también que
hij(l) = wz](l)wz] 1)

(—
(x,] 51)
1

x x
_ -1 1
= 1] Xj; <xl]x1] )x

- ()

Ly—1
1] ij

= xljxﬂ

hij(1)
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Seana,b,c,d € Ay enteros positivos i # j, denotemos por

N
(€ o

a aquella matriz que es obtenida a partir de la matriz identidad I € GL(A)
intercambiando la i, i-coordenada con a, 1a i, j-coordenada con b, 1a j, i-coordenada
con ¢, y la j, j-coordenada con d. Entonces éstas matrices pueden ser multi-
plicadas de manera ordinaria como si trataran de matrices de 2 x 2:

AN g — (AB)(i’j)

Es asi que:

Entonces

(i (i (i
1 u 1 0 1 u
¢ (wi(w) = (0 1) (—u—l 1) (0 1)

y ademas

(i,f) o\ (@)
¢ (hij(u)) = (_31 g) <(1) 01)

AN
- (0 u1> '

Estdn matrices son muy cercanas a las matrices elementales usadas para
la eliminacién de Gauss-Jordan en la resolucién de sistemas de ecuaciones.

. A . .
Por ejemplo, para ¢ (xij> , al hacer unos ajustes por operaciones elementales
de renglén, digamos sumar —A veces el j-renglén al i-renglén, éste ajuste
nos resulta que ¢ <xf;> = e%. Cuando A es conmutativo tenemos que el
determinante es invariante.

Definicién 4.3.3 Sea 2 C St(A) el subgrupo generado por los w;j(u) para ente-
ros positivos i # jy u € A*. Sea ) C St(A) el subgrupo generado por los h;j(u).
Por construccion $ < 20.
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Los subgrupos 20 y $ de St(A) estan relaciones mediante ¢ a un subgrupo
estandar de GL(A). Para cada entero positivo 1, existe un homomorfismo P
del grupo simétrico S, a GL(A), tomando ¢ a la matriz permutacién

n
= Z €o(i)ir
i=1
puesto que,

T) =Y €(iti Y €x(j)j = ) Eoor(j)j = P00 T).

Denotando por P,(A) (la imagen de P) al subgrupo generado por las matri-
ces P(0) vemos que P,(A) < GLy(A).

También existe un homomorfismo A del producto cartesiano de grupos A™ x
.. x A* hacia GL(A), tomando (d1, ..., d,) ala matriz diagonal

n
Ady,...,dy) = 2611'61'1' :

La imagen de A, D, (A) es un subgrupo de GL,(A). Vemos también que
A(dy, ..., dn)P(0) = ) di€ii Zea(])]
= Zd
= Y€ e]]
= P(O’)A(dg(l), e /da(n)) .

Entonces P,(A)D,(A) es un subgrupo de GL,(A). Los elementos en P, (A) D, (A)
son las matrices monomiales, a saber, las matrices de n x n en las que cada fila

y cada columna tiene exactamente una entrada distinta de cero, y éstas en-
tradas distintas de cero provienen de A*. En GL(A), éstos subgrupos estan
encajados: P,(A) C Py11(A), Du(A) € Dyi1(A), y sus uniones

— U P(A), D(A) = [ DlA
n=1 n=1

son subgrupos de GL(A). Los elementos de P(A) son las matrices obtenidas
a partir de I, permutando finitamente sus filas (renglones); las matrices en
D(A) son las matrices diagonales con entrada en la diagonal desde A*, pero
finitamente muchos de ésas entradas son iguales a 1. A su vez,

P(A)D(A) = | (Pu(A)Du(A))
n=1
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el cual es el grupo de todas las matrices monomiales sobre A.

Como P(A) ND(A) = {I»}, vemos que comparandon las entradas, cada
matriz monomial tiene exactamente una expresiéon

P(0)A(dy, da, ...)

cono € S yd; € AX, cond; = 1 para finitamente muchos i. Por lo tanto,
para cada entero i # j y para cualquier u € A%,

@) s_. -1 (i.f)
4’(wij(”)):<(1) é) (L(l) 2) ,

es una matriz monomial. Entonces ¢ (20) es un grupo de matrices mono-
miales:

¢ (W) S (P(A)D(A)) NE(A) .
Podemos resumir éste resultado en el siguiente

Lema 4.3.4 Si A es conmutativo entonces la imagen ¢(20) C GL(A) es el con-
junto de todas las matrices monomiales con determinante 1.

¢ (hij(u)) = (g ugl)(w‘)

podriamos embeber de alguna manera la imagen de %;;(1) mediante ¢ en
E3(A) haciendo el arreglo habitual,

Como

0 0 1
Si
-1 00
P={0 01
0 10

es una matriz de permutaciéon en E3(A), podemos observar que el automor-
fismo interno definido por P en E3(A) produce que para toda ¢ (f;;(u))

u 0 0
P (hij(u)) P71 = (0 1 o) :

00 u'l
De esta manera ¢ (£)) es un grupo de matrices diagonales:

¢(9) € D(A) NE(A).
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Proposicién 4.3.5 El niicleo del homomorfismo
$lag : W — GL,(A)
estd en el centro de St ().

Demostracion. Sea Cy, := ker ¢|qy. Sea también w € C, entonces ¢(w) = I con
w € 2. Queremos probar que w conmuta con cada simbolo xl); Tomando la

conjugacion de x{; por el elemento w tenemos que

wxf}w_1 = x,fl € St,(A)

parak # |y u € A. Ahora aplicando ¢ obtenemos

(o) = ()
p()¢ (x}) pw)™ = o)

A -1 n
A K

I ‘ el] — ekl * I
A LH

A

en GL;(A). Esto implica que xj; = X}, y que por tanto

w - x/\ = X.. W
yasiw € Z(St,(A)).

Dado un w € 20 podemos expresar a ¢(w) con una matriz monomial, es
decir, como un producto PD entre una matriz permutacién y una matriz
diagonal, el siguiente lema nos permitird hacer calculos con elementos de
20 y los simbolos xf} € St,(A).

. i Ui)wj_l
esigual a xn(ij) .

)\ _
ij?

Lema 4.3.6 La conjugada wx 1

Demostracion. Sea e?]- € GL(A). Sin pérdida de generalidad, pensemos que

el

jj es una matriz de 2 x 2, es decir, e?j € GLy(A) coni =1y j = 2. Ahora,
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para un w € 2U arbitrario su imagen mediante ¢ corresponde a una matriz
monomial. Tomando la conjugacién de ef-} por ¢(w) tenemos

pw)g (x}) 9(w) ' = g(w)elg(w) ' € GLy().

Como ¢(w) es monomial, significa que ¢(w) := PD, donde P es una matriz
de permutacién que corresponde a la permutacién

(12
S \2 1
4! 0

D_(O 02>'

PDe}(PD)™' = PDeiD~'P~!
(0 1\ (o1 0 [1 A\ (vt} 0\ 0 1
— 1 0/\0 v»)\0o 1) 0 o»'/\1oO
(0 v\ (1 A\ [0 o
- (4] 0 01 7)2_1 0
0 v 0 vl_l
V1 MA U;l 0
_ 1 0
— oAyt 1

vl)wz’l
Cr(1),m(2) ’

y D es una matriz diagonal

Luego tenemos

en GL(A). Esto implica que en 20

—1
Ao—1 01\,
wxlzw = xn(l)’n@) .

Lo anterior tiene por consecuencia el siguiente
. . ., _1
Corolario 4.3.7 La conjugacion por w transforma w;j(u) en Wy i (j) (viuv. )

-1
y asuvez, hij(u) en by () (viuz;]ﬂ) My () (vivj—l) :
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Demostracion. Vemos que

ww;;j(u)w

Mientras tanto

whij(u)w_l

Wr(i),m(j) (—Uﬂ’fl)

-1

-1
U, —u u,,,—1
Z-]'x]-l- xl-jw

1 —u 1t -1
i

wx

wxtw rw X w w1
N~ ] N~ 1]
=1 =1

u,,,—1 —ul 1 u,,—1
(wxi]-w )(wxﬁ w )(wxijw >

v,-uvj_l —U,-u_lvj_l v,-uvj_l

(i) (j) X n(i) i) (i) ()

-1 -1 -1
—Ul'Uj —(—vivj ) —Z)il)]-

(i) ()X n()el) — Xrli) ()

—1y —1
v} -1 _(vlv'il) 1 vio ! -1
) " g
("n(i)n(;‘)) (xnm,n(z‘) (xno‘),n(]’))

v,-v].’l - (v,-vj_1> viv].’l -
Xoe(i) (i) ¥ (i) i) Xrei) ()
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por consiguiente hemos obtenido que

whij(Wyw ™ = W) () (v,-uv].‘1> Wr(i),n(j) <_vivj_1)

whij(W)yw ™" = h(i) () (vi”vj_l) (i), () <Uivj

Veamos una aplicacion directa del corolario (4.3.7) como una ilustracién.
En inicio, sea w = w;;(u) de tal manera que la permutacién asociada 7
traspongaiyjy quev; = —u !

w asimismo tenemos

, vj = u. Tomando la conjugada de clases de

—1 Cor.[4.3.7 _ _
ww;j(u)w 1 437 Wr(i), () (—u Yuu 1)
wii(u) wy(wwy(w) " = wy (—u)
=1
wi]-(u) = ZU]'i (—M71> .

Por tanto tenemos la siguiente
Proposicién 4.3.8 wjj(u) = wj; (—u~1).
Ahora, si w = hy3(u) y elejimos una permutacién 7t que no trasponga los i y

los j, es decir, la permutacién identidad y tomamos v; = u y v = u~'. Por
consiguiente calculamos la conjugacién de w a h13(v) y obtenemos que

_1 CorlE37 _ 18—
whiz()w™" “"=2 b)) (01003 1) h(1),m(3) (0105 1) 7!

I
=
fry
w
VS
<
(o]
N— N N
=
—_
w
—~
N
— N N
LoL
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y multiplicando a ambos lados de la ecuacién anterior por h13(v) ! conse-

guimos que
whyz(v)w ™ hyz(v) ! h13(uv)hyz(u) " hyz(v)
hio(u)hy3(0)hio () Mz (0) ™ = hiz(uo)ha(u) 'hya(0)”
[h2(u), hi3(0)] = his(uo)hiz(u) hyz(0) 7",

y lo podemos resumir como la siguiente

_ =

Proposicién 4.3.9 El conmutador de [hy5(u), h13(v)] es igual a la expresion hyz(uv)hyz(u) ~thiz(v) 1.
O en general, tenemos la

Proposicion 4.3.10 Supongamos que u,v € A y que uv = vu. Para cualesquie-
ra tres diferentes enteros positivos i, j y k,

[hie(u), hij(0)] = hij(uo)hy(u) hij(v)
Demostracién. Mediante un cdlculo directo vemos que
[hie(u), hij(0)] = hi(u)hij(0)hye(u) " hij(v) !

Hagamos w = hy(u) y tomemos la permutacién identidad y que las entra-
das en la diagonal de ¢(w) tienen u; = u y u; = 1. Entonces

hig () hij(0) hi () " hij(0) 71 = <Whij(v)w_1) hij(v) !
(i) () (0085 i ey (i) ™ i (0) 7

= hij (uv) hij(u) hij(v) !
H

Usando la proposicién ??, no resulta ser tan laborioso mostrar que, para
cualquiera enteros positivos m # nei # jcon [hyu(u), hij(v)] € Kz(A),
este conmutador puede ser escrito en la forma [h(p), hij(v)] por la conmu-
tatividad de las unidades p y v. La idea es la siguiente. Por ejemplo,

[ij(u), hij(0)] = hi(u)hij(0)hyj(u) ~'h "(v)*1
= hlj(uvu)hlj( u)” s ()

- iy (o) )
- [ ) o]

94



ALGUNOS CALCULOS DE K-GRUPOS ALGEBRAICOS

Y asimismo la proposicion 22 nos demuestra que el conmutador [/ (u), 1 (v) |
es independiente del subindice k. Con el fin de identificar los elementos de
K>(A), consideramos el comportamiento de los /;;. Si tomamos i, 1’ € 9,
todas las entradas en la diagonal de la matriz ¢(h) conmuta con las corres-
pondientes entradas de la matriz ¢(h’) siy s6lo si

¢ ([, 1']) = [¢p(h),¢p(H)] =1,

es decir, si y solo si [l 1] es un elemento de K;(A). La proposicién ?? nos
otorga el respaldo suficiente para calcular éstos tipos de conmutadores.

Definicién 4.3.11 [y (u), hjj(v)] = {u, v}

La siguiente proposicion nos demostrara que {u, v}ij es también indepen-
diente de iy j.

Proposiciéon 4.3.12 Si y,v € A con yv = vy, e i # j son cualquiera enteros
positivos, tenemos que

{P‘rV}zj ={wvh, -

Demostracion. Al tomar la conjugacion de clases de una matriz diagonal por
la matriz ¢ (wp,(1)), el efecto intercambia la entrada p, p con la entrada g, 4.
Entonces, conjugando con una w € 20 apropiada, dicha matriz permuta la
diagonal mediante cualquier arreglo 77 en Se. Escojamos tal w de manera
que 77(1) =1, m(2) =2y 11(3) = k. Luego

¢ (whs(ww™) = ¢ (hx(w), y
4)(wh12(u)w*1) = ¢ (hij(u)) .

Por lo tanto, hy(u) (whlg(u)w_l)_1 = B1y hir(u) (whu(u)w_l)_1 = B, de
donde B1, B2 € Ka(A). Es asi que

hic(u) = Prwhiz(w)w™, y
hi]-(u) = ,327/01112(1/!)1()71
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Entonces

{mv}; = (i (), hij(v)]
= [[Bl <wh13(y)w_1> , B2 (whlz(v)w_1>
(

= B <Wh13 (Whlz 1)

DL
= B (wh13 w 1) B2 (wh12 > whlg(y)w_l)_l 51_1 (Wllz v)w_l)

— (whlg(y)w_ ) (whlz(v)w_ ) (whlg(y)w_1>1 <wh12(1/)w_1)

w{p,vipw
{m vy,

puesto que {1, v}, € Ka(A).
|

Definicién 4.3.13 Supongamos que A es un anillo. Un simbolo de Steinberg
sobre A es un elemento

{mvia=A{mvin
de Ky(A), donde y y v son unidades de A. Cuando la eleccion del anillo A es
evidente apartir del contexto, solamente se escribird {u, v} por {u, v} .

Definicién 4.3.14 Denotemos por S al subgrupo de St(A) generado por los simbo-
los de Steinberg.

Veamos ahora una consecuencia que relaciona el simbolo de Steinberg
{u,v} con la estructura aditiva del anillo A.

Proposicion 4.3.15 Si ambos u y 1 — u son unidades, entonces {y,1 —u} = 1.
Ademds para cualquier unidad w la identidad {p, —u} = 1 se verifica.

Demostracién. Tomemos un v que lo podemos escoger igualal —p 6a —pu
indistintamente. El objetivo es comprobar la igualdad

ha(p)ha(v) = hia(pv) .

Sabemos por definicién que h12(¢) = w12(8)wip(—1) para todo § € A*.
Entonces ajustando la ecuacién anterior obtenemos que

w1z (p)wi(—Dwip(v)wia(—1) = wip(pv)wia(—1)
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y ésto es suficiente para mostrar que

wip (H)wip(—1)wrp(v) = wip(uv). (4.2)
Si en principiov =1 — y, por la Proposiciénm

wip(—1) = w1 (1) = 23 x, %k
sustituyendo en la ecuacion vemos que

wip(p)wi(—Nwn(v) = wp(p)wn(lw(v)
= wia(p) [x%ﬂlexﬂ wi2(v)

= [wlz(y)xilwu(y)‘1w12(y)} x5 [wlz(v)wu(V)_lx%zwlz(v)] :

De acuerdo al corolario obtenemos

(g1 B v (—y—-1)-1
wlz(y)wu(—l)wlz(v) = [xfré)f;r(l)) w12(‘u)] x121 [w12(1/)xn(2)1n(1)) }

—y2 2
— M -1 —v
= Xyp wip(p)x wi2(v)xy,
2 _ 1 -1
— [ H B LH =1 (v =V v —v
= T <x12x21 x12) *12 <x12x21 x12> *12

-1 _
—u ptv=1__yl 24y
21 Y12 X1 Xpp

2

2
S A

p(—p+1) —p ! prv—1_ =1 v(—v+1)
= X1 X12 X120 X1 X2 .

Como v = 1 — y entonces tenemos que y + v — 1 = 0; asi también —u? + y =
p(—p+1) = yvy también —v? +v = v(—v + 1) = vu = v, sustituyendo
en la ecuacion anterior nos resulta que

p(=pt1) —pt ptv—=1_y1 v(—v+1) v —p ' oyl v
X12 Y12 X1 X2 Xpp = XppXpp XXy Xpp
-1 -1
N N T Ty 11%
= XX X12
_ v —(uv)Tt v
= XX X12
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puesto que

—(pv)?

nv
Y por tanto x12 X1y

X1p = W12

(uv) y desde luego, hip(pt)hi2(v) = hip(uv).

A esta altura resulta claro ver que el simbolo de Steinberg de {y, v} es

{n,v}

Para calcular el simbolo {,

(nv)
hia(pv) (hi2(v)hi2(p))
haa (pv) o (vp) !
hia(pv)hip (uv) !
1.

—u}, procedemos como se hizo anteriormente

partiendo de la relacién (4.2) en la que es suficiente que

wip (i) win(—1)wip(—p) = wip(—p*)

para que

hi2(u)hio(—p) = haa(—p?).

Ahora, el elemento wyy(—u) es igual a wyp (1) !

wia(—p)

xl_zyxz_l(
-1
(xlllz)

1
(x12x21

wi2(p)
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Entonces

wip(p)win(—Nwip(—p) = wip(p)wa (Nwip(p) "

= Wr(2),(1) (ﬁiil(—lfl))

- o i)

= wp(—p?).
Por tanto

{w—nt = [h2(p), ha(—p)]
= hp(—p?)hao(p) Mo (—p) 7!
= hip(—p2) (ha(—p) () ™
= hp(=p*)hia(—p*) !
= 1.

Teorema 4.3.16 Si A es un cuerpo finito o si A\ es el anillo de los enteros médulo
una potencia de un primo impar, entonces {y, v} = 1 para todo y y ven A*.

Demostracién. Primero supongamos que A = [F; es un cuerpo con g ele-
mentos. Entonces IF;® es un grupo ciclico de orden g — 1 generado por un

elemento v. Sean entonces 1”,1° € IF; y calculemos su simbolo de Stein-

berg.
{v', v’} = {1/. : .y,vs}
rveces

= {v.v’}.. {v,’}
I’Veces
e
— {V, 1/}Sr ;
entonces K> (IF,) es ciclico generado por {v,v}. Ademds como {v,v}~! =

{v,v} por su antisimetria, entonces {v,v}?> = 1. Por lo que {v,v}" es trivial
si n es par. Por lo que s6lo debemos ocuparnos en mostrar si {v,v}" = 1 si
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n es impar.
Si g es par
v} = {17}
= {Lv}

y esto es cierto pues

{vvy* = (v}
= {1,v}.

Supongamos en su lugar que q es impar. La mitad de los elementos de ;'

son cuadrados 1,v2,v4, ..., 1173 y la otra mitad son no cuadrados. Elimi-

nando al 1, el conjunto F \ {1} tiene mds no cuadrados que cuadrados. La

funcion
FoN\{1} — F7\ {1}
definida por
pr=1l—p

es su propia inversa. Es por tanto biyectiva. Entonces para algtn no cua-
drado u, 1 — u es también un no cuadrado. Entonces y = 1!y 1 — u = v¥,
entonces

1 = {p1-u}
= {vv'}

= {v,v}"

y ut := n es impar. Por lo tanto, para un cuerpo finito F; con g elementos
resulta que {3, v} = 1 para p,v € F.

Ahora si A = Z/p"Z con p un primo impar, entonces un argumento si-
milar al de antes se aplica ya que (Z/p"Z)” es ciclico y ademds un entero es
un residuo cuadritico médulo p" si, y sélo si, es un residuo cuadrdtico médulo p.
Luego si en Z/p"Z hay q = 2F elementos entonces tenemos que

{v,v}i71 = {qul,v}
- v
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ahora por la antisimetria del simbolo de Steiberg

v} = {vv}
y asi

1 = {v,v}?

- )

= {Lv}

para el caso en que g = 2! = 2. Por lo tanto, {v,v}1~! = 1.

Proposicién 4.3.17 Todos los simbolos hji (1) pueden ser expresados en términos
de los hyx(p) con j = 1. De hecho éstos simbolos satisfacen las identidades

hic()hii () =1,y () " () ™ ()~ =1

Demostracion. Veamos, a partir del conmutador [/ (pt), wj(1)] se tiene

(), wie(D)] = he(p)wipc (1) hig(p) oy (1) 7!
(wik(l/‘)wik(_l))wjk(l)( wi () wi(—1)) " wye(1) !
( Jwik(Dwir (1)~ wik(l/‘)ilek(l)il
(1) ( ) wie (1)~

-1
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sin embargo, por otro lado:

hie(p), wie(1)] = he(p)wje (DR () " wje(1) !
)

= Tu()hij ()"
Entonces hemos obtenido que
hj (i) = ha () hig () 1 (4.3)

A partir de la ecuacién (4.3) si multiplicamos por h; () tenemos

hi (g () = ha ()i ()~ g ()
= hye(p)hii(p) " hip () b (p)

1.

Por tanto

hje()hii () = 1. (4.4)
Y ademas, por

() = hac(p)hi(p) ™!
hic() T hig(u) = hij(p)~
-1
1= ()™ (i) ()
1= () () R ()

y por la ecuacién , haciendo h (i) = hy; (i) ! tenemos

hij () () i () =1
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Teorema 4.3.18 Sea A cualquier anillo conmutativo. El subgrupo
ker ¢|oy := Cp = 0N (ker ¢) C Sty (A)
estd generado por los simbolos {u,v}.

Demostracion. Recordemos de la Definicién [4.3.3|que $) es el subgrupo gene-
rado por todos los elementos /;j(p) con u € A*. De acuerdo al Corolario
una consecuencia inmediata es que $ <120. En 2, usaremos “=" para
denotar la congruencia médulo $. Como

hij(a) = wij(a)wj(—1) = wyj(a)w; (1)~

se sigue que

Tenemos ademds que
wii(Dwij(Dw; (1) = wi(—1) = w;(1) 7,
y vemos a continuacion que
wji(1) = w;j(1) 7" = w;j(—1)

y que por lo cual

Asi que cada w € 20 es congruente médulo $) a un producto de factores
w;j(1) coni < j. Si 7 es una trasposicién de (i,1) entonces
wi(Dwje(D)wiy (1) ™ = w20 (1) (méd. H),
entonces
wir(Dwix(1) = W),z (Dwi (1) (méd. H), (4.5)

parai,j > 1. La relacién 1) nos ayuda a colocar todas los casos de wjk(l)
a laizquierda. Luego usemos las relaciones

wjk(l)2 = wir(Dwp(=1) =1 (méd. $) ,

y
wii(Nwi(1) = wi(Dwj(1) (méd. H)

para k # | para eliminar los wjx(1) uno o dos a la vez. Al final habré co-

mo méximo un solo wj(1) a la izquierda. Pero este tinico wj(1) no pue-
de ocurrir ya que de lo contrario ¢(C) no corresponderia a la permutacion
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identidad. De igual manera podemos eliminar todas las veces que aparezca
wj;1(1), y asi, continuando inductivamente hasta que hayamos probado
que C =1 (moéd. $). Asi C puede ser expresado como un producto de
elementos ;. Aplicando la Proposicion se si‘gue que C puede ser ex-
presado como un producto de elementos 11 y sus inversas.

Ahora en & tenemos que

hik(p) = hie(p)hie(n) (méd. &)

y
hy (p)hi(n) = hie(n)hy(p) (moéd. &) .

Se sigue que el elemento C puede expresarse como un producto de la forma

C = hlz(]/lz)hlg(‘l/l3) e hln(yn) (méd 6) .

Esto implica que ¢(C) es la matriz diagonal

diag <y2,...yn,y2_1,...,y;1) .

Pero ¢(C) = 1 por hipétesis, por tanto yp = 3 = ... = y, = 1y tenemos
que
C=1 (méd. 6),

es decir, todo elemento de C, esta generado por los elementos de &.
[ |

Definicién 4.3.19 Sea T el subgrupo de St,(A) generado por todos los x{} con
1<i<j<nyAeA

Proposicién 4.3.20 Cada elemento de T puede ser escrito como un producto en
orden lexicogrifico
Hxij /

i<j
con Ajj € A. Entonces ¢ es isomorfismo entre T y el grupo de matrices triangulares
superiores en GL(A) con 1 en la diagonal.

Demostracion. Para cada i, sea T; el subgrupo de St(A) generado por aquellos
x?j conj > iy A € A. Estos generadores conmutan pues si tomamos xf; LY
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N PR PR A A _ s :
iy, tal que (i1,j1) < (i, j2) entonces [xil i izjz] = 1y asi T; es abeliano.

Por la Definicién cada elemento de T; puede ser escrito en la forma

X X

n
Aiivk _  Aiiv1 A2 x/\i,i+n

Xiivk = X1 Xiiv2 - Xiign -

k=1

Supongamos que i < k < [ ei < [.Para a,f € A, por Definicién
implica que

Boa _ {x,flxgaxg , sij=k

XX
ikl x B . .
XjgXij,  Si] # k.

Asiquesii < k <, entonces x3,T; = T;x;. Por tanto Ty T; = T; Ty sii < k, y
por consiguiente para todos los pares i, k. Supongamos que t € T. Entonces
t pertenece a algtin producto

TinTio) - Tiry © TiT2... Ty
— T,,... T
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.. . ., . A,-]-
para un suficientemente grande 7. Entonces f tiene la expresion t = [ | x; :
i<j
y si aplicamos ¢

p(t) = ¢ (Hx?;f)

i<
= TIo (")
i<j
A
= I1¢
i<j
~ TT (0 2ges)
i<j
= I+ ) Ajjei
i<j
1 Ap )L13 My
1 Ay ... A
— : P I
Anfl,n
1

es una matriz triangular superior con 1 en cada entrada de su diagonal. Para
probar que ¢ es un isomorfismo necesitamos evaluar si ¢ es biyectivo. Para
ello,

kerglr = {reT : ¢(7)= I}
por lo que si v € T entonces ¢(y) = Io y como ¥ = [ | x;\ff con Ay € A
p<q
hemos obtenido que e;,\g" = leo <= Ap; = 0 para cada p, q y que por lo tanto

v=1¢€ T C St(A).Y de esta manera ker ¢|7 = {15,[(/\)} y ¢ es inyectivo.

Ahora vemos si ¢ es un epimorfismo. Tomemos una matriz triangular su-
perior en GL(A), . Entonces T := ¢|7(w) con w € T.Y por construccion,
el epimorfismo es claro. Luego, en resumen, ¢ es un isomorfismo.

Proposicién 4.3.21 Si A es un cuerpo o un anillo con divisién entonces cada ele-
mento de St (A) pertenece a TAGT.
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Demostracién. Naturalmente por la Definici(’)n cada elemento del grupo

St (A) estd generado por los simbolos formales x; j con j = i%1 (puesto que

en principio tomamos los indices i # j). Ya que
A v,-)\vfl
wij(l)xijwij(_l) = xn(i),jn(j)

= X)) € St,(A),

y si la permutacién correspondiente a w, 71, transpone los indices i en j te-
nemos

—A

T

se sigue que St, (A) estd generado por T y los w;j(1) € Wcon j = i £ 1.
Con lo que es suficiente para probar la proposiciéon que T20T es cerrado
bajo multiplicaciéon por la derecha por w;;1(1). Para ello hagamos para
simplificar la notacién que j = i + 1. Sea « € T20T entonces a = t;wt, con
t; € Tparai =1,2y w € 209. Como en la Proposicién el elemento f;

de T puede ser expresado como xf}tg,, donde t3 es un producto de factores

x,ill conk <1y (k1) # (i,j). Entonces

wij(1)xfw;i(—1) = x

tlwtzwij(l) = tw <x{}t3) wlj(l)
= twxfw(1wij(—1)tw;(1)

= tlwx?jwij(l)u K

donde
ty = wi]'(—l)t?)wi]‘(l) eT.

Luego, basta con comprobar que wx?jwi]-(l) e TWT.
Sea 7t la permutacién correspondiente a w.

Caso 1. Si (i) < m(j) = m(i+ 1), entonces

wx?jwij(l) = wx{}w_lwwij(l)
vi/\vfl
= (i) @0 ()

)\/

Caso 2. Si 7t(i) > 7t(j) y A es una unidad, entonces

A —A A1
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Ahora si sustituimos x{; en wx%wij(l) obtenemos
_ -1
wx%wij(l) = u;(u;lj()\)xij%c?Z >w1](1)
_ —1
= wwl]()t)xij)‘x;; wlj(l)
_ _ -1
= wwl](/\)xi]-)‘wlj()\) wlj()\)xﬂ wlj(l)
v;(—A)o; ! _
= wxn(i)/n(j]) wl]()\)x]); w;i(1)
v;(—=A)v; ! ~1
— wxn(i),n(]f) w 1wwi]~(/\)x]1 w;j(1)
(i) UI(_A)U'_1>U7T<1) —1
= Xom(i)(rom() | PP wis(1)
(i) (vl(_/\)vj_1>v_l -1

/\/ —A_l
= (¥roritrom (@i M) (w5l )

_ A —A1
— ic(non)(i);(NOH)(]lwa](A)wl](1251(]),71(1) e TT .
eT €W €T

Caso 3.S5i A ¢ A*, entonces A = 0 porque A es un cuerpo. Entonces
wx{}wij(l) = ww;;(1) € W C TWT .

Luego de los Casos 1, 2 y 3 demostramos que T2UT es cerrado por multipli-
cacion a la derecha por w;;1(1). Y debido a ésto cada elemento del grupo
de St, (A) pertenece a T2IT.

Teorema 4.3.22 Si A es un cuerpo o un anillo con division entonces, entonces el
kernel de ¢ : St,(A) — En(A) C GL,(N), estd contenido en 23, y por lo
tanto ker ¢ = C,,. Por consiguiente el grupo de Steinberg Sty (/\) es una extension
central de E, ().
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Demostracion. Sea { € ker ¢. Entonces ¢({) = I,.
Pero { = Hywt, € St,(A) por la Proposicion4.3.21|con t; € T parai =1,2y
w € 2. Es asi que

$(0) = ¢(hwty)
= ¢(t)p(w)p(tz) .
Entonces
p(hwty) =1 = ¢(t)p(w)p(t2) = I
= p(w) = p(t) " 'p(t2) !
= ¢(w) =¢ (5'57) .

Hemos llegado a que la matriz monomial ¢(w) es igual a una matriz trian-

gular superior ¢ (tl_ 1t2_ 1) con entradas en su diagonal de 1. Por lo que

pw) =9 (1'5") = I
y ésto implica que w € ¢|qy := C,, := Z(St,(A)) por Proposicién[4.3.5]y
o(h'n") = b
(') = 9(t)
1

' =t

puesto que por la Proposicién4.3.20|¢ es un homomorfismo inyectivo sobre
T. Es asi que

{=twt, = (=twt'=weW.

Por consiguiente, ker ¢ C 20.
Y por la Proposicién tenemos que ker ¢ = Cj,.

Combinando los teoremas (4.3.16} |4.3.18| y 4.3.22| y pasando por el limite di-
recto cuando n — co como en la Definicién esto implica el siguiente

Corolario 4.3.23 Si A es un cuerpo entonces Kp(A) estd generado por los simbo-
los de Steiberg {u,v}. En particular si A es un cuerpo finito entonces Ky (A) = 1.
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Demostracion. Si A es un cuerpo entonces por la Definicién tenemos
que el kernel de ¢ es K>(A). Por el teorema4.3.22) K, C 20y por el teorema
4.3.18 nhl{loo Cpn = WNKy(A) = Kz(A) y por lo tanto, K> (A) estd generado

por los simbolos {y,v}. Ademas, si A es un cuerpo finito, para y,v € A~

tenemos que {y, v} = 1 por teorema y de nuevo, por el teorema|4.3.18
obtenemos que Kp(A) = 1.

4.4. Calculo de K»(Z)

4.4.1. Construccién de Milnor
El objetivo méas importante de esta seccién es demostrar el siguiente

Teorema 4.4.1.1 El grupo St,,(Z) es una extension central
1—C,— Sty (Z) — E(Z) — 1

donde C,, es el grupo ciclico de orden 2 generado por el simbolo

4
{-1,-1} = (shag'sly)

Histéricamente, la prueba del teorema F estd basada en un trabajo
clasico que se le atribuye Wilhelm Magnus'|en su articulo iiber n-dimensionale
gitter transformationen en el afio de 1935 en la revista Acta Math nimero 64.
Sin embargo, el espiritu de la demostracién conlleva una idea mas simpli-
ficada. John Milnor basé la prueba del Teorema en un trabajo, que
para la época, fue inédito y estaba por ser publicado. Estamos hablando de
la investigacién de John Richard Silvester que llevaba por titulo A presenta-
tion of GL,(Z) y GL,(K[X]) que estaba por aparecer en ese entonces. Una
mencién que se debe hacer es que Silvester y también K. Dennis, usaron el
mismo método para probar el isomorfismo Ky(F(X)) = Ky(F) donde F(X)
denota el anillo de polinomios en una indeterminada sobre un cuerpo F
y luego Dennis extendi6 el resultado al caso de un anillo de divisién. Co-
mo la prueba de Silvester es inductiva, debemos considerar los casos para
n =1, 2. Para n = 1, simplemente definimos St;(Z) como trivial. Para
n = 2, la definicion de acuerdo a Steinberg es como sigue.

1Matematico alemén (1907-1990).

110



ALGUNOS CALCULOS DE K-GRUPOS ALGEBRAICOS

Definicién 4.4.1.2 Para cualquier anillo A, sea Sty () el grupo con generadores
Xt y x5y, con A € A, y definiendo las relaciones

A i AH
XjiX; = X
/ A
A e
wij (i) X (—p) = x;;
_ -1
para p € A* donde w;j(p) por definicion es igual a xf;.xji” xf;

El analogo del teorema es el siguiente. Introduciremos la notacién x;;

para el generador x}]
Teorema 4.4.1.3 El grupo Sty(Z) es una extension central

1—C——SK(Z) — Ex(Z) —— 1

4
donde Cy es un grupo ciclico libre generado por el elemento <x12x2_11x12> .

De esta manera, debemos demostrar los teoremas 4.4.1.1|y 4.4.1.3|mediante
la propuesta hecha por Silvester. Manos a la obra.

Consideremos un conjunto que consiste de todas las n-adas de enteros (a1, a, . ..

que denotaremos por Z" = Z x ...Z. Ahora, destaquemos la accién del
N e’

nveces

grupo de Steinberg St,,(Z) sobre Z" y consideremos a Z" como un St, (Z)-
modulo y que lo hacemos actuar a la derecha. Es decir

7" x St,(Z) — Z"

donde tomamos un elemento w € Z" x St,(A) que tiene la forma w =
(z,p) conz € Z"y p € St,(A) respectivamente y lo mapeamos w =
(z,p) — zp y que vamos a definir la operacién zp como sigue. Por ejem-
plo, si n = 2 la accion estd determinada por las relaciones

(a1,a2)x12 = (a1,a1 + az), (a1,a2)x01 = (a1 + ap,a2)

R 1 . . . o
en donde x;; = x;; para i # j variando entre 1y 2 para nuestro caso n = 2.
Para el caso generalizado, si escojemos xfj y sin = 2 para darnos la idea maés
clara, tenemos que

(ﬂllﬂz)xfz = (11, €a1 + ap), (611,612)3651 = (a1 + eap, a7) .
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Definamos una norma sobre Z" mediante
(ay,az,...,a0)|| = |a1| + |a2| + ... + |an] -

Sea £ una base canénica de vectores de Z", tal que ||B|| = 1.

El subgrupo de St,(A) generado por los elementos

-1

ZUI']' = wi]-(l) = xl]x]l xi]'

serd denotado por 20 = 20,.
¢Qué ocurre si w;; actia sobre algtin vector arbitrario en Z"? Si, de nuevo,
n=2

1
al,ﬂz)x12X21 X12

(a1, a2)x12) %57 x12

(ﬂlfﬂz)wu = (
(
= (m ﬂ1+a2)x211x12
(
(—
(—

= (m —ay —ay, a1+ a2)xp
ap, a1 + az)x1p
ap, a1+ ap — az)

(al,ﬂz)wu = (—ﬂz,al)-

A partir de éste resultado obtenemos la siguiente

Proposicién 4.4.1.4 La accién de 20 sobre Z" preserva la norma.

Demostraciéon. Sin pérdida de generalidad, hagamos n = 2 y observemos que
(a1, a2)wil| = [[(=az,a1)]]

| = 2| + |ad |

|a1] + |az]

= [[(a, @)

Lema 4.4.1.5 (Silvester) Cada elemento en St,(A) puede ser expresado como un
producto

8182 - .- 8w
con w € Wy, donde cada g es uno de los generadores de Steinberg xil, de tal
forma que

18811l < (1881821l < [1Bg182 - - - &l -
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Demostracién. Tomemos una sucesion { gy };_, de elementos de Steinberg.
Podemos asociar una sucesion 1 = 1y, 11, T, . . ., Ty de enteros positivos que
estdn definidos mediante la expresion

T = ||Bg182 - - Skll -

En la sucesion considerada 1, 1y, T, . . ., Tk pueden existir cambios a partir de
la monotonicidad y la cual puede ser calculada aproximadamente por un
par (A, u) de enteros positivos. Si la sucesiéon 1, 73, o, . . ., Tx no es monétona,
existe algtin a tal que 7, > T,41. Entonces hagamos que

A := Méx {a tal que 74 > Ty11}

que es el valor méas grande de 7, para el cual la sucesién no es monétona.
Pero pueden haber muchos valores distintos de a para el cual éste maximo
se alcanza; para manejar este problema hagamos

p:=Max{atalque T, = A > 1511} .

De otro modo, si la sucesién es monétona (1 < 77 < ... < 1;), hacemos
A=pu=1

Los pares (A, i) estan ordenados lexicograficamente, asi que: (A, u) > (A, u')
si,ysélosi, A > AN 6A=Ayu>py.

La demostracion del consiste en mostrar que cada palabra g; ... gw con
(A, 1) > (1,1) puede ser alterada, usando las relaciones de Steinberg, para
decrecer el par (A, ). Luego de repetir este proceso un ntmero finito de ve-
ces, debemos conseguir la palabra requerida con (A, u) = (1,1).

Supongamos que el par (A, 1) > (1,1). Luego
A=T,> Ty
Si decidimos tomar a y = 0 tendriamos que
A=1>T1
pero es imposible. Asi que tengamos en cuenta que y > 1y que

Ty—1 < Ty -
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Para establecer mejor las ideas y compendiar la notacién, supongamos que
el generador g, es igual a x1,. El caso general puede ser reducido a este caso
especial de la siguiente manera: Si g, = x;;, podemos sin complicacién algu-
na renumerar las coordenadas para sustituir i y j por 1y 2 respectivamente.
Sigy = xl-;l entonces conjugando cada g, por w;; y reemplazando S por
-1 . e
pw; j Y W por wjjw, obtenemos un problema equivalente, con g sustituido
por x;j;. Y luego procedemos como antes.

Asumamos entonces que g, = X12. Hagamos que

Bg182---8u = (a,b,c,...) €Z",

resulta que
IBgng---gy—l = (a,b—a,c,...) .

Por tanto la desigualdad 7, 1 < T, puede ser escrito como

b —a| < [b]
ya que
Tui-1 = Ty
188182 - &u-1ll < 1Bg182--- gyl
la| +b—al+|c|+... < |a|+|b|+]c|+...
lb—al < |b|.

Como consecuencia, ésto es claramente equivalente a
la| <2|b|, ysi a#0 entonces ab > 0. (4.6)

La prueba del lema se dividird en siete casos, dependiendo de g;, ;1. Con-
sideremos los casos donde g, 11 conmuta con g = x12.

Caso 1. Supongamos que g, = xj; con j > 3. Sin pérdida de generali-
dad podemos asumir que j = 3y n = 3. Asi g, transforma (a,b,c) en
(a,b,ea+ c), con

lc| > |ea+c| .
Entonces la palabra g1 ... gyw reemplazando el producto ¢,8,+1 = X12x73
por x{;x12. Entonces la transformacién

8u+1

(a,b—a,c)gﬂ—>(a,b,c) (a,b,a+c)
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serd reemplazado

(a,b—a,c)——(a,b—a,ea+c)— (a,b,ea+c) .

Los niimeros asociados 7, no han cambiado, excepto que 7, = ||(a,b,c)|| es
reemplazado por un ntimero 7', = ||(a,b — a,ea + c)|| que satisface
Ty1 > Ty

Un poco de inspeccién muestra que el par (A’, y’) asociado con la nueva su-
cesion es menor que (A, ).

. e . . .
Caso 2. Si gu+1 = Xj; con iy j mayores que 2, la demostracion es la mis-
ma como en el caso 1.

Caso 3. Supongamos que g,4+1 = g, = Xjp. Si € = —1, entonces pode-
mos cancelar el factor ;g 1, asi reduciendo (A, ). Pero € no puede ser
+1, pues

(a,b,¢)gus1 = (a,b+a,c)

entonces debemos tener que
|b—a| < |b] <|b+a

lo cual es imposible.

Caso 4. Sigy+1 = x5, (0 x5, coni > 3) luego es necesario dar un argumento

menos simple. Observemos que el producto x1,x5, en el grupo de Stein-
4 € 4 € L€ —€ %

berg también pu'edg ser expresado como X512, 6 COMO X 3x5X 5, 6 cOMoO

x5, X12X5,. Esto significa que la transformacién

(a,b—a,c)——(a,b,c)— (a,b+e€c,c)
corresponde al producto x1,x5,; puede ser sustituido por
(a,b—a,c)—— (a,b—a+ec,c)—(a,b+ecc)
o por
(a,b—a,c)——(a,b—a,c+ea)— (a,b+ec,c+ea)— (a,b+ec,c)
o incluso por

(a,b—a,c)— (a+ec,b—a,c)— (a+ec,b+ec,c)— (a,b+ec,c).
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Eso nos muestra que la primera sustitucion reducird (A, ) dando que
b—a| > |b—a-+ec|. 4.7)
De igual manera la segunda sustitucién reducira (A, p) si
lc| > |c+eal, (4.8)
y la tercera sustitucion reducira (A, u) si
la| > |a+ec|. (4.9)

Por lo que debemos demostrar que al menos una de las tres desigualdades
anteriores es vélida. Observemos primero que la desigualdad 7, > 7,41
implica que

|b| > |b+ec| .
Por tanto, b y ec deben de tener el mismo signo. Si a # 0, entonces se tiene
de la primera desigualdad (4.16), que a y ec tienen el mismo signo y por lo
tanto las desigualdades y son verificables. Sin embargo, si a = 0

entonces @) es también vdlida. Estos detalles completan la discusién del
caso 4.

Caso 5. Si g,41 = x5, entonces el producto g, g, +1 corresponde a la trans-
formacién

(a,b—a)— (a,b) — (a +€b,b) (4.10)

con
la| > |a+ eb| .

Si € fuera +1, entonces a y b deberian tener signo opuesto, contradicien-
do (4.16); asi que podemos asumir que € = —1. Sustituyendo el producto
X12X5; POT X21wy1(—1), y notanto que el elemento wy; (—1) puede pasar por

Su+28u+3 - - - Sk por el Corolario vemos que la transformacién (4.10)

puede ser sustituida por
(a,b—a) -2 (b,b—a) .
Evidentemente esto disminuye a (A, u).

Caso 6. Supongamos que g1 es igual a x55 (6 xgj con j > 3). En este caso
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la palabra x15x5; puede ser sustituida por xj;x5;x120 6 por x5;x{3x12 6 por
x21xf3xf21w12. Concernientemente, la transformacion

(a,b—a,c)——(a,b,c) —— (a,b,c+ eb)
puede ser sustituida por una de las siguientes:
(a,b—a,c)— (a,b—a,c+ea)—(a,b—a,c+eb)— (a,b,c+€b),

(a,b—a,c)——(a,b—a,c+eb—ea)— (a,b—a,c+eb)— (a,b,c+eb),

0 por
(a,b—a,c)— (b,b—a,c)—— (b,b—a,c+eb) — (b, —a,c +€b) .

Asi (A, u) pueden disminuir si

lc| > |c+eal, (4.11)
lc| > |c+e€eb—eal,o (4.12)
la| > [b] ; (4.13)

usando la desigualdad |b — a| < |b|. La desigualdad 7, > 7,41 implica que
lc| > |c+€b|,
y que c y b tienen signo opuesto, y
6] < 2]c] .

Sia = 0, entonces la desigualdad (4.12) es satisfecha. Pero sia # 0, entonces
ab > 0, por la desigualdad (4.16), tenemos que €a y c tienen signo opuesto.
Ahora bien |a| < 2|c|, lo cual implica (4.11), 6 |a] > 2|c| que implica (4.13).

Caso 7. Si gu41 = x5 (6 x§; con i > 3), entonces x1px5; es igual a
€ —€ € —€,.—€,.€ s A
X51X12X5y Y @ X§; X715 X3, X]5. Por tanto la transformacién

(a,b—a,c)—(a,b,c)—— (a+ec,b,c)
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puede ser sustituida por
(a,b—a,c)—— (a+ec,b—a,c)— (a+ec,b+ec,c)— (a+ec,b,c)
o incluso por

(a,b—a,c)— (a+ec,b—a,c)— (a+ec,b—a,—ea) — (a+ec,b, —e€a)

|

(a+e€c,b,c)
Por tanto (A, i) puede ser reducida si
|b+ec| <|b|, 6 (4.14)
c| > [a] . (4.15)

La desigualdad 7, > 7,41 para este caso implica que
ja] > Ja+ec
es asi que a y ec tienen el mismo signo, y
lc| < 2]al .

En conclusién b y ec tienen signo opuesto (esto por 4.16)), es asi que |c| <
2|b| 1o cual implica (4.14), 6 |c| > 2|b| el cual junto con (4.16) implica (4.15).

|
Lema 4.4.1.6 EI niicleo del homomorfismo natural
¢:St,(Z) — E,(2)
estd contenido en el subgrupo 25,.
Demostracién. Como vector canénico f en Z", tomemos el n-ésimo vector ba-

se (0,0,...,0,1). Por el lemma4.4.1.5 cualquier elemento dado en el nticleo
de ¢ puede ser escrito como un producto g ... gxw con

1< [[Bg1ll < lIBg1g2ll < ... < [|Bg1---&w| =1.
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La ecuacion ||fg1]| = 1 implica que el generador de Steinberg g1 debe dejar
invariante a f3, y se sigue inductivamente que cada g, debe dejar invariante
a B. Ademds, puesto que ¢ (g1 - ..gxw) = 1, el elemento w € 20, debe tam-
bién dejar fijo a B.

z : €

Asi la palabra g1 ... gxw no puede contener a cualquier generador xj; con
i = n. Puede contener a algunos xfj con j = n, pero si es asi, usando las rela-
ciones de Steinberg, podemos forzar a que los tales x{, estén a la izquierda.

Haciendo el producto de todos estos x{, sea igual a x, significa que podemos
escribir g7 ... gxw como un producto

x¢(y)w
donde ¢ denota el homomorfismo natural
¢:St, 1(Z) — St,(Z) .

Tomando el caso cuando n = 4 para ilustrar mejor esta idea, tenemos que
ambas matrices ¢(x) y ¢(x¢(y)w) tienen la forma

1 00 = * x % 0
01 0 x * % % 0
001 | Y [+ % %0
0 0 01 0 001

respectivamente. Pero el producto de estas matrices es I,;, entonces

y se sigue que x = 1.
Ahora escribamos a w como un producto ¢(w’)3 con

w €W, 1, 3€W,Nker¢.

Se sigue que el elemento original g; ... gxw del ker ¢ puede ser expresado
como un producto ¢(yw’)3. Ahora, yw' pertenece al nticleo de

Stnfl(z) — Enfl(z) ’
por tanto yw’ € 20,1 por la hipétesis inductiva. Por lo tanto, {(yw’) € 20,,.
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Ahora debemos demostrar los teoremas4.4.1.1|y 4.4.1.3|

Demostracion de 4.4.1.1] A partir del resultado del lema el nicleo
del homomorfismo natural ¢ : St,(Z) — E,(Z) estd contenido en el

subgrupo 20, de St,(Z), se sigue inmediatamente que al tomar la restric-
cién de ¢ a 2, tenenemos que éste nicleo estd contenido en el centro del
grupo de Steinberg St,(Z), lo cual muestra que St,(Z) es una extension
central de E,(Z) y al tomar el limite directo cuando n — oo tenemos que
Ky (Z C Z(St,(Z))) y que por tanto estd generado por los simbolos {u,v}
donde u,v € Z*, es decir, u y vson 1 6 —1. Es asi que en K(Z) esta por
formado por los elementos {1,1}, {—1,1}, {1,—-1} y {—1, —1}.

Haciendo célculos directos tenemos que

{11} = [ha(1),hij(1)]
= (

— 1,.-1.1,-1,1,-1
= Sttt it

= 1.
Ademéds que

{—1,1}1']' = [hik(_l)'hi]'(l)}
-t
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basandonos en el resultado precedente. También podemos ver que

{1,-1}; =

[hie(1), hij(—1)]

= hlj((l)(_l))hl](l)_lhl](_1)_1

Mientras queda

{(-1,-1} =

Que por tanto

y es asi que

{-1-1}{-

hij(—1)hij(1) " hij (1)~

(wij(—D)w;(—1)) (wi(Dawy(—1)) " (wi(—1)wy(—1))

wij(—1) wij(=1)wy;(=1) ™ w(1) My (1) My (1)
-1

wij(—1)w;j (1) "ty (1) w(—1) 7

wij(—1)w;j(—1)w(—1) 1w (—1) 7

1.

= [hik(_l)rhz]< 1)}
hij((=1)(=1))hii(=1) Ty (—1) 7!
hij(Dhi(—=1) " hy(—1) 7!

= hij(=1)"'hy(-1)!

= (hij(_l)hij(_l))il

= (wy(~Dwy(—wy(—1)w;(~1)) '

1l
S
S :
: N N /N :
I
|

I
—~
S
~
—~
p—
S—
~—
=

N
=
[0
\N>:<|
—_
=
Nl
N——
15N

1,-1} {(=1)(-1),(=1)(—1)} por bimultiplicidad

{11}
1
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lo que muestra que {—1, —1}{—1, -1} = {—1, —1}? tiene orden 2. Por tanto
K3(Z) es un grupo ciclico generado por {—1, —1} y debido a la caracteriza-
cién de los grupos ciclicos de orden finito tenemos que

K(Z) 2 Z/2Z .

Demostracion de|d.4.1.3| La relacion wipwy1 = 1 en St,(Z) implica que el gru-
po 2 es ciclico. Ademads ¢ (w1;) tiene orden 4, el nicleo de ¢ esta generado

por (w12)4.

4,5. Teorema de Matsumoto

En esta seccion, el principal objetivo es exhibir las ideas de la demostra-
cién del calculo del grupo K (FF), donde FF es un cuerpo. El resultado al que
estamos haciendo referencia se debe principalmente al aporte realizado por
Hideya Matsumoto en 1969 y es comtinmente conocido como teorema de Mat-
sumoto, ver en (Matsumoto, 1969).

Para cualquier cuerpo FF, H. Matsumoto, describi6 al grupo K (IF) mediante
generadores y relaciones. Anteriormente en4.3.23/hemos visto que K5 (F) es
generado por ciertos simbolos {x,y} para x,y € F* = F — {0}, y que para
lo cual hemos hecho un estudio en los detalles que muestran la demostra-
cién en (Milnor, (1971). Habiendo dicho esto, lo que deseamos es estudiar el
siguiente

Teorema 4.5.1 (Matsumoto) El grupo abeliano Ky (IF) tiene una presentacion,
en términos de generadores y relaciones, de la siquiente manera. Los generadores
{x,y}, con x.y € [F*, estin sujetos tinicamente a las siguientes relaciones y a sus
consecuencias:

1. {x,1—x} =1parax #0,1,
2. {x1x0,y} = {x1,yH{x2, v},
3. {x, a2}t = {x, y1H{x y2}-
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Idea de la demostraciéon de

Brindaremos las ideas que giran entorno a la demostracion del teorema
Previamente estudiamos que C,;, que es el nticleo de la extensién cen-
tral

St,(F) — SL,(F),

es generado por los simbolos {x,y} (de Steinberg) correspondientes y sa-
tisfacen efectivamente {4.3.11} 4.3.18| [4.3.22 y 4.3.23] Y de acuerdo con tales

resultados, una consecuencia inmediata es que Ky (F) = U Ch.
n=1

La demostracion de tiene a su base una reformulacién de su enun-
ciado usando los conceptos de simbolos que aparecen en el drea de teoria de
nuimeros. Entonces podemos embarcar camino a entender esta reformula-
cién diciendo que

Definicién 4.5.2 Sea [F un cuerpo (conmutativo) y sea A un grupo abeliano. Un
simbolo de Steinberg c o simplemente simbolo es una aplicacion

c:F*xF* — A
que satisface que
L c(xixa,y) = c(x1,y)c(x2,y) y c(x,y1y2) = c(x, y1)e(x,y2);
2. ¢(x,y) = 1 para todo (x,y) € F* x F* tal que x +y = 1.
Desde luego podemos ahora reformular el enunciado de como sigue

Teorema 4.5.3 (Teorema de Matsumoto usando simbolos) Dado cualquier simbo-
lo ¢ sobre F*, con valores en un grupo abeliano A, satisfaciendo la identidad

c(x,1—-x)=1,

existe uno y solamente un homomorfismo de Ky (IF) a A, el cual lleva el simbolo
{x,y}ac(x,y) para todo x,y € F*.

¢Por qué usar simbolos? En primera instancia, se usa c¢ para construir una
extension central

1—A—>G—>SL,(F) — 1.

Ahora, para llegar a dicha extension central, necesitamos hacer sistematica-
mente lo siguiente:
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1. Primero hacer la extension central sobre el subgrupo D de GL,([F),
el cual anteriormente denotamos como el subgrupo de las matrices
diagonales;

2. luego la extension se realiza sobre el grupo M de las matrices mono-
miales

3. y finalmente se realiza la extension sobre el grupo SL, (IF).

Paso 1

En primer término, como hemos indicado como bosquejo de lo que debe
hacer, para realizar la extension central sobre el subgrupo D, necesitamos
construir

1—A—9H—D—1,

sea $) = D x Ay definamos la operacién en §) como sigue:
(d,a)(d',a') = (dd’,aa'l—[c(ui, vj)> :
i>]
donde d = diag (uy,...,u,) yd = diag(vy,...,v4).

Tomemos ahora
¢:9H—D

como la proyeccién canénica sobre la primera componente, es decir,
(d,a) — ¢(d,a) =d.
Vemos que

(d,a)(d,a") — ¢ ((d,a)d,a") = ¢ (dd',aa’nc(ui,v]-)>

i>
ad’
¢(d,a)p(d',a)

.. ¢ es en efecto un homomorfismo.
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Ahora calculemos su nucleo,

ker ¢ = {(d,a)e$H : ¢(d,a) =ep =1}
= {(d,a)eHnH :d=ep=1}
= {(La) € 9}
= [IxA.

Tomemos un A € ker ¢ = I X Ay elijamos un w € §) arbitrario. Entonces
Aw = (La)(x,y)

= (Ix, aync(ui,vj)>

P>

= (xl,yanc(ui, vj)> y,a € Ay A es abeliano.
i>]

= (v y)(La)

= wA

y esto implica que A € Z($)). Por tanto, ker ¢ C Z(5)). Y hemos comprobado
que (£, ¢) es una extension central de D.

También tenemos dos resultados a partir de la extension central de D.

Proposicién 4.5.4 Si ¢(h) = diag(uy, ..., un) y ¢(k) = diag(vy,...,vn), en-
tonces hkh =1k~ es igual al producto

c(uy,v1)c(up,v3) . ..c(uy, vy)
Proposicién 4.5.5 Los simbolos h;j(u) satisfacen las identidades

hji(u) = hij(u) ™" = Ry () " gy (u) ™

hij(u)hij(v) = c(u, v)hij(uv) .

y que podemos comprobar usando la propiedad antisimétrica del simbolo
¢ y haciendo un tipo de distincién especial en los indices i y j que estd deta-
llado en (Milnor, 1971).
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Paso 2

Habiendo abordado el primer paso, debemos ahora estudiar la extensién
central del grupo de matrices monomiales. En este punto, la construccién es
mas laboriosa y quizds menos obvia que la anterior. Deseamos construir
un grupo W que contenga a § y mapeando sobre el grupo de las matri-
ces monomiales M. Como un primer paso construiremos un subgrupo 20
generado por ciertos simbolos w;j(+1). Hay dos posibilidades.

» Caso1.Sic(—1,—1) =1 definimos 20y como el grupo My que consiste
de matrices monomiales en SL, (IF) cuyas entradas distintas de cero son
+1. Definimos w;;(1) = wj;(—1) como la matriz monomial con entra-
da ij-ésima 1 y entrada ji-ésima —1, cuyas otras entradas distintas de
cero son 1 a lo largo de la diagonal. Definimos ¢ : 209 — My como
la aplicacién identidad.

» Caso2.Sic(—1,—1) # 1, entonces [F debe ser un cuerpo de caracteristi-
ca cero lo cual se argumento en Por tanto FF contiene al anillo
Z,y podemos identificar My con el grupo de todas las matrices mono-
miales en SL, (Z). Sea 20 el grupo basado sobre My en la extension cen-
tral St,(Z) — SL,(Z). Asi una aplicacién natural ¢y : 2y — M
esta definida, y elementos w;;(+1) € 2, son definidos como en 4.4}

Es asi que luego debemos relacionar este grupo 2, al grupo § definiendo
una accién de 20 sobre §). Ademads la accién de un elemento wy depen-
dera tnicamente de ¢y(wy ), trabajaremos de primer momento con matrices
monomiales.

Para cada permutacién 7t de {1,...,n} sea py la matriz permutacion aso-
ciada. Cada matriz monomial m puede ser escrita tinicamente como el pro-
ducto prdiag(uy, ..., u,) de una matriz permutacioén y una matriz diagonal,
dentro de GL,([F).

Proposicién 4.5.6 Para cada matriz monomial m = prdiag(u, ..., u,) hay uno
y sélo un automorfismo w(m) de $ el cual deja a A fijo puntualmente y lleva

cada h;j(v) a c(uiufl,v)hn(i),ﬂ(j)(v). Este automorfismo «(m) depende homo-

morficamente de m y coincide con el automorfismo interno h — hihh;' cuando
m = ¢ (h1) es una matriz diagonal.

A fin de construir un grupo 20, generado por §) y 20y, también necesita-
mos descibir la interseccién $ N 2Wy. Sea $Hy C H el subgrupo generado
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por los simbolos #;;(—1). Este subgrupo puede ser identificado con el sub-
grupo de 20, generado por los simbolos correspondientes d;;(—1), en el ca-
so que Wy = My; o por los simbolos correspondientes /;;(—1) en el caso
W, C Sty (Z)

Definicién 4.5.7 Sea 20 el espacio $ x 2 el cual es obtenido mediante la iden-
tificacién de (hhg, wq) con (h, howg) para cada hy € $9. Definimos la operacién
producto en 20 por

(h,wo) (W, wp) = <h <w0hw51> ,wowé) ,
usando la accion de 20 sobre §) descrita en{4.5.6

Proposicion 4.5.8 La operacién producto enfd.5.7es compatible con las identifica-
ciones, y hace que el conjunto 20 en un grupo. Ademds, definiendo ¢ : 2 — M
mediante ¢(h, wy) = ¢(h)p(wy), el grupo W es una extension central de M con
kernel isomorfo a A.

Sea T el grupo de las matrices triangulares superiores con ceros por debajo
de la diagonal y unos sobre la diagonal.

Lema 4.5.9 Cada matriz s en SLy,(IF) puede ser escrita como un producto tmt’ con
tyt'ymen M. A pesar de que las matrices t y t' no son determinadas de forma
uinica, la matriz monomial m es tinicamente determinada por s. Asi una retmcciénﬂ
bien definida p : SL,(IF) — M estd dada por la formula p(tmt') = m.

Paso 3

Hasta aca nos hemos enfocado en dos de las tres observaciones. Estamos
listos para dar la construccién ingeniosa de Matsumoto de una extensién
central de SL,(F). Sea

X C SL,(F) x 20

el conjunto de todos los pares (s, w) satisfaciendo la condicién
p(s) = ¢p(w) .

Ademds no hay manera obvia de hacer a este conjunto X en un grupo, hace-
mos algo mds en su lugar. Sea G el grupo de las permutaciones de X" el cual

2Sea X un espacio topoldgico y A un subespacio de X. Entonces un mapeo continuo
p : X — A es una retraccién si la restriccion de p a A es el mapeo identidad sobre A.
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esta generado por ciertas permutaciones A(h), u(t) y 1., definidas como lo
hacemos en este momento.

Para cada h € $) sea A(h) la permutacion

A(h)(s,w) = (¢(h)s, hw)
del conjunto X. Resulta ser claro que esta transformacién preserva la con-
dicién p(s) = ¢(w), y que A mapea el grupo § inyectivamente en el grupo
de todas las permutaciones de X'

Para cada t € T sea y(t) denota la permutacion

u(t)(s,w) = (ts,w) .
Claramente y mapea a T inyectivamente en el grupo de las permutaciones
de X

Para cada « = (i,i+ 1) sea 17, que denota la permutacién definida haciendo
Na(s, w) igual tanto a (my(1)s, we(1)w) a medida que p (m,(1)s) es igual a
my(1)p(s) 6 dy(u)~1p(s). Claramente esta definicién es elaborada para pre-
servar la condicién p( ) = ¢(w). No es dificil ver que

Nalla = A (h—a(=1)) ,
lo que muestra que 7, en efecto un permutacién (se ha usado la identidad
c(u,—u)=1).

Estas permutaciones A(h), p(t) y 7, deben ciertamente generar algtn sub-
grupo G del grupo de todas las permutaciones de X'.

Proposicién 4.5.10 Este grupo G actiia de modo simplemente transitivo sobre
X. En otras palabras, dado cualquier (s,w) y (s',w’) en X, hay uno y sélo un
g€ Goeong(s,w) = (suw).

Asi como el prueba de observamos que SL,(IF) es generado por T
y los elementos m,(1). Asi operando (s, w) por alguna sucesiéon de per-
mutaciones (t) y 17, podemos ciertamente transformar la primera com-
ponente s de (s, w) a s’. Esto significa, podemos encontrar un gy € G con
go(s,w) = (s',w*). Ahora ya que ambos (s, w’) y (s',w*) pertenecen a X,
concluimos que w' = w* moédulo el subgrupo A de 20. Por tanto operan-
do sobre (s’,w*) por un A(a) adecuado obtenemos (s, w’). Esto prueba la
existencia de g con ¢(s, w) = (s/,w’).

I

Teorema 4.5.11 El grupo G es una extension central de SLy, (IF) con niicleo A(A) =
A.
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Conclusion

Ahora probaremos el teorema[4.5.1] Sea ¢ : F* x F* — A un simbolo
universal de Steinberg sobre el campo F. En otras palabras sea A un grupo
abeliano el cual est4 definido por generadores c(u,v) sujetos tinicamente a
las relaciones

c(uqup,v) — c(uq,v)c(uz,v), c(u,v1v2) — c(u,v1)c(u,vy)

y
c(u,1—u)=1

y a las consecuencias de éstas relaciones.

Sea {u,v} € Ky(IF) el simbolo de Steinberg de la seccién[4.3| Ademas {u, v}
es bimultiplicativo y satisface que {u, 1 — u} = 1, entonces existe uno y sélo
un homomorfismo

n: A—> K> (]F)
el cual lleva ¢(u,v) a {u, v} para todo u 'y v en IF. Lo que debemos probar es
que 7 es un isomorfismo.

Sea

1— s A——G——SLy(F) —1

la extensiéon central universal del teorema Pasando al limite directo
cuando n — oo, obtenemos un extensién central correspondientes

1 A G SL(F) ——1.
Pero ya vimos que la extensiéon
1— Ky(F) —— St(F) —— SL(F) —— 1

es la extension central universal de SL(IF). Es asi que existe uno y s6lo un
homomorfismo
¢:St(F) — G

el cual cubre a la identidad de SL(IF). Claramente ¢ mapea K (FF) en A.
Comparando con4.5.4} y recordando que § = A() C G, vemos que ¢ lleva
{u,v} a c¢(u,v) para todo u y v. Pero y lleva c(u,v) a {u,v} para todo u y
v. Ademads K;(IF) estd generado por los simbolos {u, v}, y A estd generado
por los simbolos c(u,v), y asi completamos la prueba que K (FF) = A.
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En (Dalawat, 2004) aparece un pregunta sumamente importante: ;existe un
simbolo universal ¢ : F* x F* — U sobre [F? En otros términos, ;existe
un grupo conmutativo U y un simbolo ¢ sobre [F con valores en U tales
que, dado cualquier simbolo ¢’ : F* x F* — A (siendo A un grupo con-
mutativo), existe un inico homomorfismo f : U — A de grupos tal que
¢’ = f oc? Claramente, si simbolo universal existe, es tinico, salvo isomor-
fismo.

La existencia de un simbolo universal no es dificil de ver: sélo tomemos
U como el cociente de F* ®z [F* por el subgrupo generado por aquellos
elementos x ® y con x,y € F* paralocual x +y = 1.

Definicién 4.5.12 Sea IF un campo. El simbolo universal sobre IF es denotado por
{,}:F*xF* — Ky(F),
o mds precisamente por {, }.

El teorema junto a su genérico sugieren una posible generaliza-
cién algebraica del funtor K»(—) a dimensiones mayores: John Milnor defi-
nié en (Milnor, 1970) lo siguiente.

Definicién 4.5.13 Para cualquier cuerpo F, el dlgebra tensorial sobre F* es
T>|< (FX) :@Tn (IFX) s
n=1

donde IF* es considerada como un grupo abeliano y

Tn (IFX) :]\FX ®Z]FX ®Z...®Z]F>i .

NV
n veces

En ésta élgebra, podemos considerar el ideal Z generado por todos los ele-
mentos de la forma u ® (1 — u) cuando u € F*. Entonces la teoria K de
Milnor de F esta definida por

KM(F) =T, (F*) /T.

Para cada entero positivo 7, los elementos de KX (IF) son los simbolos {u1, uy, . .

con los u; en [F* satisfaciendo las condiciones escritas multiplicativamente:
1 {uu'} =1,
2. {ul—u} =1,
3. {u,v} = {o,u}~L.
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Aplicaciones

Elhecho que el grupo K (FF) es trivial para cada cuerpo finito FF tendrd mu-
chas consecuencias cuando Kj sea relacionado con otros objetos, como for-
mas cuadraticas, dlgebras simples centrales (ASC), formas diferenciales, etcéte-
ra.

K, y formas cuadraticas
Sea FF un cuerpo en el cual 2 es invertible.

Definicién 4.5.14 Un espacio cuadritico (reqular) sobre un cuerpo F es un IF-

espacio vectorial V (de dimension finita) dotado con una forma bilineal simétrica
b.

Es posible elegir una base para V' y a1, ...,a, € F* tales que tenemos
b(7v,7) = a1vi + a3+ -+ any? (4.16)

para todo v = (y1,72,--.,7n) (n = dim V) en V. Las clases de isometria
de FF-espacios cuadraticos forman un monoide con suma directa ortogo-
nal como la ley de la suma: este monoide es integral. El grupo correspon-
diente de las diferencias YW(FF) es llamado el grupo de Grothendieck de
F. La clase de la forma en W(F) es denotada por (aj,a,...,a,) =
(a1) + (az) + - - - + (a,). El producto tensorial sobre F vuelve a YW(FF) en
un anillo cuya multiplicacion estd caracterizada por (xy) = (x)(y) y donde
(1) es el elemento neutro. Tamando dimensiones nos da una sobreyeccién
canénica de anillos dim : W(IF) — Z. Denotemos por [ como el niicleo de
éste aplicacion, el cual se conoce como ideal de aumentacion.

Seah = (1,—1) = (1) + (—1) la clase del plano hiperbdlico; esto corres-
ponde a la espacio cuadratico L & Homg(L,F), (7,7") — 9*(v), donde
L de un recta vectorial como [F-espacio vectorial. El subgrupo H genera-
do por & es un ideal en W} (IF) (un espacio cuadratico (ay,ay,...,a,) “re-
presenta al 0” si, y solamente si, (a1,4y,...,a,) = (by,by,...,by_2) + h pa-
ra algtin espacio cuadratico (b1, by, ..., b, 1)); tenemos que H NI = {0}.
El cociente W(FF) = W(F)/H es llamado anillo de Witt de TF; la iamgen
I = [/(HNT) = I del ideal [ es un ideal maximal en W(F) con Z/2Z
como el cociente. Estamos principalmente interesados en la IF,-dlgebra gra-
duada asociada al anillo filtrado

.CcPcPPclIcW(F).
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Existe un homomorfismo c; : F* — I/1? dado por

Lema 4.5.15 ((Milnor, 1970)) EI mapeo cy(x,y) = s1(x)s1(y) es un simbolo con
valores en 12/1° sobre TF; el homomorfismo correspondiente de Ky(IF) es trivial
sobre 2K (TF).

Existe por tanto un tinico homomorfismo de [F»-dlgebras graduadas
c:K(F)/2K(F) — Z2/2Z& 1/ PoP/P®--- (4.17)

extendiendo c; y co.

Milnor mostré que el mapeo[4.5.15/es siempre sobreyectivo y conjetur6 (1970)
que este es biyectivo para todos los cuerpos FF (en los cuales 2 es invertible).
El probé la biyectividad para cuerpos globales.

La conjetura finalmente fue probada por Orlov, Vishik y Voevodsky, en (Orlov,
Vishik, y Voevodsky, |1996).

Teorema 4.5.16 ((Orlov y cols.,[1996)) El mapeo (4.5.15| es un isomorfismo de
Fp-dlgebras graduadas.

Continuando asumiendo que 2 es invertible en el cuerpo F, sea IF una clau-
sura algebraica separable de F y T = Gal(IF/TF) el grupo de los automorfismos
de IF sobre [F. Consideremos la sucesion exacta

{1} —{1,-1} E F {1}

de I''moédulos discretos. La sucesién de cohomologia larga asociada propor-
ciona (al identificar al [-médulo {1, —1} = F" con Z/2Z) una inyeccién
6 1 F* /F** — H! (T,Z/27Z) el cual es un isomorfismo por el teorema 90
de Hilbert: HY(T,F") = {0}.

Lema 4.5.17 ((Tate,[1970)) EI mapeo 5(x,y) = &1(x) — 61(y) es un simbolo
con valores en H*(T, Z./2Z.) sobre TF; el homomorfismo correspondiente de Ko (TF)
es trivial sobre 2K (IF).

Existe por tanto un homomorfismo tnico de [F;-algebras graduadas

6 :K(F)/2K(F) — Z/2Z ® H\(I,Z/2Z) & H*(T,Z/2Z) & - -- (4.18)
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extendiendo J; y 4. Hemos visto que é; es un isomorfismo; luego en 1981
Merkurjerv demostré que 6, es un isomorfismo. En 1970, Milnor demostré que
0 es un isomorfismo cuando FF es cuerpo finito, un cuerpo local, un cuerpo
global o un cuerpo ordenado maximalmente. Su conjetura que menciona-
mos, que se referia a que éste es un isomorfismo para todos los cuerpos (en
el que 2 es un elemento invertible), fue demostrada por Voevodsky en 1996

y obtuvo una medalla. Tiempo después, Rost y andlogamente Merkurjev y
Suslim probaron que d3 es un isomorfismo.

Teorema 4.5.18 ((Orlov y cols.,1996)) EI mapeo es un isomorfismo de IF;-
dlgebras graduadas.

Una consecuencia de los teoremas 4.5.16| y 4.5.18, el anillo graduado aso-
ciado al anillo filtrado W(IF) es canénicamente isomorfo al anillo de coho-
mologia de los I'mdédulos Z/27. Para ver hasta dénde llega este resultado,
observar que los intentos previos para construir mapeos entre los dos ha
sido éxitosa solamente en grados bajos o inferiores.

K, y algebras simples centrales

Definicién 4.5.19 Sea [F un cuerpo (conmutativo). Un F-dlgebra (de dimension
finita, asociativa) A es llamada simple si los tinicos ideales bilaterales de A son

{0}y A.

Definicién 4.5.20 Un F-dlgebra A se dice central si IF es precisamente el centro

de A.

Wedderburn demostré que cada [F-dlgebra simple central A es isomorfo a la
algebra de matrices M, (D) de un cuerpo D (o dominio de integridad) sobre
IF; el par (1, D) es tinicamente determinado por A, salvo isomorfismo. Dos
tales dlgebras A y A’ se dicen similares si los correspondientes cuerpos (do-
minios de integridad) con isomorfos. Las clases de similitud de F-algebras
simples centrales forman un grupo B(IF), conocido como el grupo de Brouer
de IF como producto tensorial como ley de multiplicacién. Es un grupo de
torsién, como un argumento de restriccién-correstriccion lo muestra.

El grupo B(F) puede también ser visto como el grupo de las clases de
F-isomorfismo de [F-dlgebras las cuales llegan a ser isomorfos, sobre una
clausura algebraica separable F de F, para M, (FF) (algtn 1), con producto
tensorial de algebras dando una ley de grupo.
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Ahora sea n > 0 un entero y asumamos que [F contiene un raiz n-ésima
primitiva « de 1, es decir, « € F* es de orden n, y asi n es invertible en F.
Para a,b € F*, consideremos el F-dlgebra A, (a, b) con la presentacion

"=a y'=b xy=ayx.

Es una F-dlgebra simple central cuya clase c,(a,b) € B([F) es anulada por
n, es decir, pertenece a ,B(IF) que es un grupo de n-torsion.

Lema 4.5.21 ((Tate, 1970)) El mapeo (a,b) — cy(a,b) es un simbolo con valores
en ,B(IF) sobre IF.

Teorema 4.5.22 ((Merkurjev y Suslin| 1982)) EI mapeo asociado es un isomor-
fismo
K> (F)/nKy(IF) — B(F) .

Asfi cada élgebra simple central cuya clase es anulada por n es similar a un
producto de algebras en la de presencia de las raices n-ésimas de 1. Al ele-
gir a @ como una raiz primitiva n-ésima de 1 en F nos permite identificar a
2B (F) con H3(T,Z/2Z). El lema implica que existe un tnico homomorfis-
mo de (Z/27Z)-élgebras graduadas

oy : K(F)/nK(F) — Z/2Z ® H'(T,Z2./2Z) ® H*(T,Z./2Z) & - - - (4.19)

la cual se restringe al simbolo ¢, sobre IF* x [F*. Pero veamos lo que sucede
cuando una primitiva raiz n-ésima de 1 puede no estar a disposicién en F.
Mas generalmente, sin asumir la existencia de una raiz primitiva n-ésima
de 1 en [F pero simplemente que 7 es invertible en F, tenemos una sucesién

exacta
X X

(1} ——Z/nz(1) —F 25 F {1}

de I'-moédulos discretos, donde Z/nZ(1) =, F"~ es el grupo de las raices

n-ésimas de 1 en F~ con su T-accién natural. La sucesién exacta larga de
cohomologia y el teorema 90 de Hilbert proporciona un isomorfismo J; :
F* /F*" —s HY(T,Z/nZ(1)). Considerando el producto cup sobre la coho-
mologia

_ H'(I,Z/nZ(r)) x H(T,Z/nZ(s)) — H" (T, Z/nZ(r +s))
que da un mapeo bilineal 6, : F* /IF*" x F* /IF*" — H?(T,Z/2Z(2)).

Lema 4.5.23 ((Tate, 1970)) EI mapeo 65(x,y) = 61(x)_01(y) es un simbolo so-
bre IF.
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Eligiendo una raiz n-ésima primitiva a de 1 cuando existe una en IF, y usan-
do eso para identificar los grupos ,B8(FF), H>(T,Z/nZ) y H*(T, Z/nZ(2)),
el simbolo J; se vuelve el mismo como el simbolo ¢, del lema El ma-
peo asociado a c, es asi el mismo en este caso como el de la

Conjetura 4.5.24 ((Bloch y Kato|, [1986)) EI homomorfismo asociado de las (Z./nZ)-
dlgebras graduadas

6 : K(F)/nK(F) — Z/nZ & H (T,Z/nZ(1)) ® H*(T,Z/nZ(2)) & - - -
(4.20)
es un isomorfismo para todos los cuerpos IF en los cuales n es invertible.

El teorema principal de (Merkurjev y Suslin, 1982) dice que el mapeo J; :
K(F)/nKy(F) — H?(T,Z/nZ(2)) es siempre un isomorfismo; Tate prob6 en
1976 esto para cuerpos globales. Mientras que Bloch, Gabber y Kato proba-
ron esta conjetura cuando IF es un cuerpo de caracteristica 0 dotado con una
evaluacion discreta de caracteristica residual p # 0y n es una potencia de p.

La conjetura de Bloch-Kato hace una prediccién muy importante de el alge-
bra graduada @ H' (I, Z/nZ(r)) es generada por elementos de grado 1.

r
Por lo tanto, los grupos de Galois deberian ser muy especiales entre los gru-
pos profinitos a este respecto.

K, y extensiones abelianas

Sea IF un cuerpo, F la extension abeliana maximal de F y T' = Gal <I~F|]F> el

grupo (conmutativo, profinito) de los F-automorfismos de TF.

Asumamos que F es finito. Sabemos que entonces existe un mapeo natural
p: Ko(F) =Z — T, dado por n — ¢" donde ¢ es el automorfismo x — x9,
g = CardF. La imagen de p es densaen I'.

Luego, sea IF un cuerpo local, es decir, una extension finita de Q, (p pri-
mo) o un cuerpo isomorfo a K((T)) donde K es un cuerpo finito. Entonces
existe un mapeo natural

p: K (F)=F< —T

cuya imagen es densa en I'. Este mapeo y sus propiedades forman el conte-
nido esencial de la teoria de extensiones abelianas de cuerpos locales.
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Lo que acabamos de ver son las versiones en las dimensiones 0 y 1 de una
teoria general de cuerpos locales de dimensién n. Tal cuerpo F (n > 1) es
completo con respecto a una evaluacién discreta cuyo cuerpo residual es un
cuerpo local de dimensién n — 1.

Teorema 4.5.25 ((Kato y Saito, 1986)) Sea IF un cuerpo local de dimension n.
Existe un homomorfismo natural

0 Ky(F) — T = Gal (]“F\]F)

cuya imagen es densa.

Ademés, este “mapeo de reciprocidad” es compatible con las normas de
extensiones abelianas finitas. Asi para un cuerpo local IF de dimensién 2, el

grupo Gal (lﬁﬂF) es generado por elementos de la forma p({x,y}) (x,y €

F*), y todas las relaciones entre estos elementos son consecuencias de la
bilinealidad y “{x,y} = 1 cuandox+y =1".

K; y la unicidad de las leyes de reciprocidad

Sea IF un cuerpo local distinto de C y sea y(F) =« F* el grupo de las raices
de 1 en IF. Este grupo es ciclico y su orden m es invertible en [F. Considere-

mos la extensiéon L = F ( V IFX) de IF; es una extension abeliana maximal

de exponente m. Esto es de grado finito como subgrupo cerrado F*" C F*
de indice finito.

El cociente F* /IF*" admite dos descripciones. Primero, por la teoria de
extensiones abelianas de cuerpos locales, el cociente es isomorfo al grupo
G = Gal(L|F) de F-automorfismos de L. Por otro lado, obtenemos un iso-
morfismo

o F*/F*" — HY(G,u(G))

a partir de la sucesion exacta corta

{1} — p(F) — L* L L —— {1}

de G-m6dulos discretos. Como la accion de G sobre y([F) es trivial. tenemos
HY (G, u(F)) = Hom(G, u(IF)). Asi obtenemos un isomorfismo

F*/F*" —s Hom <1FX/1FXm,y(1F)) ,
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es decir, una dualidad perfecta de Z /mZ-moédulos. El correspondiente ma-
peo bilineal
(=, =) : F* xF* — u(F)

pasa a ser un simbolo, conocido como “simbolo residual de norma” tradu-
cido literalmente de “norm residue symbol” o todavia més conocido como
simbolo de Hilbert. Este simbolo es un simbolo continuo universal sobre FF el
cual es un resultado que demostré Calvin Moore. Ademds, ésto muestra
que el mapeo sobreyectivo natural

Ky (IF) — p(F)

admite una seccién y su ntcleo es un grupo divisible de forma tnica, cu-
ya demostracién debemos a Tate y a Merkurjerv. De hecho, para cualquier
divisor d de m obtenemos un simbolo continuo con valores en ;4 (IF) sobre
FF al elevar el simbolo residual de la norma a la potencia n/d. Ahora sea FF
un cuerpo global, y(IF) C F* el grupo de las raices de 1 en FF y, para cada
elemento real o ultramétrico v de FF, sea y (IF,) el grupo de las raices de 1
en el cuerpo local F,. Poner m = Card (F,), m, = Cardu (F,); m divide
a my, para cada v. Tenemos también que los elementos imaginarios de IF no
desempenan ninguna funcién en lo que sigue: C* es conexo y por tanto el
simbolo continuo universal sobre C es trivial.

Consideremos a @ i (F,); donde v recorre a los elementos reales o ul-

v
tramétricos de F. Tenemos un homomorfismo natural de esta suma directa
a 1(FF) en la v-ésima componente es el mapeo § + B . También, para
x,y € F*, tenemos (x,y), = 1 para casi todo v. Asi conseguimos una suce-
sion
A
Ky(F) —= @y (Fy) — p(F) — 1. (4.21)

La ley de reciprocidad “explicita” nos dice que esta sucesién es un complejo.
Tate prob6 que la sucesion (4.21) es exacta para IF = Q. En general, uno tiene
una “ley de reciprocidad tinica” en el siguiente sentido:

Teorema 4.5.26 ((Chase, 1972)) La sucesion es exacta para cada cuerpo
global IF.

Cuando F es un cuerpo de caracteristica p, Tate prob6 que ker (1) es un
grupo finito de orden primo para p. Para cuerpos de nameros, la finitud
de ker (M) fue probada por Brumer en el caso abeliano real completamente
y por Garland en general, como una consecuencia de su teorema, en cuya
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prueba us6 geometria riemanniana y formas d&rmonicas, sobre el anulamien-
toe H2(SL,(9),R) (n > 6) para el anillo de los enteros O de [F. Ahora estos
resultados finitos son corolarios de los resultados generales de Quillen.

K3 y los valores especiales de funciones L
(L-functions)

Sea C una curva absolutamente conexa, proyectiva, suave sobre Q de géne-
ro ¢ > 1. Sea N el conductor y L(C,s) la L-funcién o funcién L asociada

la Gal (Q|Q)-representacién H? (C@, Q1>, para cualquier nimero primo .
L(C,s) converge cuando la parte real de s es mayor que 5

Conjetura 4.5.27 La funcién

Ns/2

A(C,s) = 2%

['(s)SL(C,s)

admite una continuacion analitica en todo C y satisface la ecuacion funcional
A(C,s) = wA(C,s —2),
conw=+16w=—1.

Se seguiria que A(C,0) € R*. La conjetura es verdadera para curvas mo-
dulares. Es también verdadera para curvas de género 1, como un resultado
de los trabajos de Wiles y otros mostrando que todas la Q-curvas elipticas
son cocientes (de los jacobianos) de curvas modulares. Nos interesa mucho
el valor especial de A(C,0).

Sea F = Q(C) el cuerpo de las funciones de C. Esto es también el cuerpo
de funciones de cualquier haz sobre Z (Z-haz) plano, propio, regular cuya
fibra genérica es C. Fijemos ahora un haz ¥.. Cada punto P de X da origen a
una evaluacién discreta vp de [F y por tanto a un homomorfismo

hp : Kx(F) — k(P)”™,

donde k(P) es un cuerpo residual en P. Denotamos por K»(C,Z) a la in-
terseccion de ntcleos de todos éstos homomorfismos; K»(C, Z) es indepen-
diente del haz X. Pongamos K»(C,Q) = Kz(C,Z) ®z Q.

Conjetura 4.5.28 El espacio vectorial K»(C, Q) es g-dimensional.
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Sea X = C(C) un curva analitica compleja deducida a partir de C. Esto es
una superficie orientable conexa compacta de género g y viene dotada con
una involucién real analitica, inducida por la conjugacién compleja.

Para (f,g) € F* x [F*, recordemos que [F = Q(C), consideremos la 1-forma

vse = log|f|dArg(g) — log|g|dArg(f) (4.22)

sobre el complemento in X de los divisores de f y g; es bilineal en f y g. Esta
1-forma es cerrada, como dvy , es la parte imaginaria de dlog(f) A dlog(g),
lo cual se anula.

Sea S un subconjunto finito de X y w una 1-forma cerrada (suave) sobre
X — S. Para cualquier lazo suave orientado v en X — S, tenemos el nimero

(rwlxs =5 [ @
TWIXSs = 5o )
el cual depende solamente sobre la clase de v en H1(X — S, Z).

Sean f,g € F* talesque f + ¢ = 1y tomar a S como el complemento en X de
los divisores de f, g. Tenemos que (7, v¢,¢)x,s = 0, puesto que vy, = dD(f),
donde D es la funcién dilogaritmo, una funcién real analitica de z # 0,1 en
C:

D(z) = Arg(1 — 2)log|z| — Im (/0 log(1 — t)?) .

Ademés, para s € S, sea ys un lazo suave alrededor de s en X, y sea f,g €
F*. Se puede comprobar que

(s vg) x s = loglts({ £, 811,

donde t; es el simbolo en el lugar de [F determinado por s. Asi, si {f, g}

pasa a pertenecer en K;(C,Z), entonces (')/S,vf,g) Xs = 0 para cada s € S.

Asi obtenemos un par
(=, =) :Hi(X,Z) x K5(C,Z) — R..

Los invariantes de Hy (X, Z)™ bajo la conjugacién compleja pertencen en el
nucleo izquierdo de (—, —). Esta es la restriccion a los “anti-invariantes” lo
cuales dan un “mapeo regulador”:

(—, =) H(X,Q) xK(C,Q) — R, (4.23)

139



4.5. TEOREMA DE MATSUMOTO

viniendo cuando integramos la 1-forma contra los 1-ciclos, como se ha visto.
Observar que dimH;(X,Q)™ = g.

Conjetura 4.5.29 El par (—, —) es perfecto.

Eligiendo las Q-bases para H; (X, Q)™ y K»(C, Q), el par (4.23) da una matriz
en GL¢(R). La clase de sus determinantes en R* /Q* es independiente de
la eleccion de las Q-bases.

Conjetura 4.5.30 El determinante de esigual a A(C,0) en R* /Q*.

Una versién débil ha sido probada para curvas elipticas teniendo multipli-
caciéon compleja. Similares conjeturas han sido avanzadas para curvas sobre
cualquier cuerpo de ntimeros. La comprobacién numérica sea ha llevado a
cabo en algunos casos.
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