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Resumen

El presente trabajo consiste de un tema que tiene mucha importancia en la mayoria de ramas de la
Fisica, Ingenieria y Economia como es la estabilidad. Primero se presenta a modo de resumen algunos
definiciones sobre autovalores y autovectores, asi como la forma de Jordan que serd de gran utilidad
para decir cuando un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias o una matriz es estable, inestable

o asintéticamente estable.

También se estudian las ecuaciones lineales y no lineales no auténomas, con coeficientes constantes

para poder analizar que tipo de estabilidad presentan.

Pero principalmente se estudiaran las funciones de Lyapunov, las cuales nos ayudan a determinar si
un sistema de ecuaciones diferenciales es estable, inestable o asintéticamente estable sin saber cual es

su solucién.



Introduccion

Desde los origenes de lo que conocemos como ciencia, el hombre ha tratado de entender y explicar
su entorno, pero se ha encontrado con un mundo cambiante, donde todo estd en movimiento, y se ha
propuesto comprender el como y el por qué de esos movimientos. Una forma de explicar este com-
portamiento es a través de las Ecuaciones Diferenciales Ordinarias (EDO’s), pero algunos fenémenos
requieren de un sistema de éstas. La teoria de las ecuaciones diferenciales ordinarias intenta entender
procesos en movimiento, es decir cambios o variaciones de un objeto con respecto al tiempo. Se entiende
por sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias a 2/(t) = f(t,x).

En este trabajo, estudiaremos el concepto de Estabilidad de Lyapunov el cual juega un papel funda-
mental en la Teoria de Sistemas y Control. La estabilidad es una propiedad cualitativa de las ecuaciones
diferenciales a la que se le considera la mas importante de todas.

La Teoria de Estabilidad es una materia antigua que aparece casi al mismo tiempo que la Teoria de
Ecuaciones Diferenciales. El objetivo de la Teoria de Estabilidad en el sentido de Lyapunov es extraer
conclusiones acerca del comportamiento de un sistema sin determinar sus trayectorias solucién. Quizas
el primero en estudiar estabilidad en el sentido “moderno”fue Lagrange (1788), quien analiz6 sistemas
mecanicos usando lo que ahora llamamos Mecéanica Lagrangiana. Una de sus conclusiones fue que en
ausencia de fuerzas externas el estado de equilibrio de un sistema mecanico conservativo es estable
siempre que este corresponda a un minimo de la energia potencial del sistema. Varios investigadores
siguieron los métodos de Lagrange, pero la mayor parte de su trabajo estuvo restringida a sistemas
mecanicos conservativos descritos por ecuaciones de movimiento Lagrangiano. El avance significativo
en la Teoria de Estabilidad que nos permite analizar ecuaciones diferenciales arbitrarias se debe al Ma-
temético Ruso A.M. Lyapunov (1892). Lyapunov no tnicamente introdujo las definiciones bésicas de
estabilidad que en la actualidad son usadas, sino que demostré muchos de los teoremas fundamentales.
El trabajo de Lyapunov fue desconocido en el Oeste hasta alrededor de 1960 y todo el avance en la
Teoria de Estabilidad hasta ese tiempo se debe a Matematicos Rusos. Ahora, los fundamentos de la
teoria estan bien establecidos y se le considera como una herramienta indispensable en el andlisis y
sintesis de sistemas no lineales.

Este trabajo se puede resumir de la siguiente manera.

En el primer capitulo, se estudian las ecuaciones lineales. Donde la herramienta principal en el estudio

de las ecuaciones lineales, es el andlisis matricial, que se estudia en 1.1. Luego se exponen, en 1.2, los
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elementos basicos de la teoria espectral de operadores en espacios de dimensién finita. Esto nos permite
presentar una demostracion del teorema de descomposicion de Jordan.

Las tdltimas secciones 1.3, 1.4 y 1.5 aplican los resultados de que disponemos al estudio general de las
ecuaciones lineales, con coeficientes constantes y ecuaciones periddicas, respectivamente.

En el segundo capitulo, se dan las definiciones bésicas de estabilidad, estabilidad asintética y se estudia
la estabilidad de ecuaciones lineales.

El estudio de la estabilidad en los sistemas lineales es sencillo, esto, al analizar las caracteristicas de los
autovalores y autovectores de la matriz asociada al sistema, pero en sistemas no lineales no se puede
aplicar esta técnica directamente, para ello se procede a realizar una linealizacién y a partir del sistema
linealizado se puede hacer el estudio de la estabilidad.

En el tercer capitulo, se exponen en primer lugar, en las secciones 3.1, 3.2 y 3.3, algunos teoremas sobre
estabilidad, estabilidad asintética, estabilidad uniforme e inestabilidad, que constituyen los resultados
bésicos de la teoria.

Presentamos a continuacion en detalle la construccién de la funciéon de Lyapunov para una ecuacién
lineal con coeficientes constantes en la seccién 3.4.

En el cuarto capitulo, se expone en un brebe resumen la estabilidad en Ingenieria, se presentan las
definiciones de la transformada de Lapalace y la funcién de transferencia que son las definiciones que
se ocupan para estudiar la estabilidad y el criterio de Routh-Hurwitz, en particular la tabulacién de
Routh.



Metodologia

A continuacién se describen los aspectos importantes de la metodologia de trabajo:

1. Tipo de investigacion: Este proyecto de graduacién es de caracter bibliografico-descriptivo.

Bibliografico: Se ha hecho una extensa recopilacién de libros impresos y de libros obtenidos
por Internet para contar con el suficiente material que cubra las necesidades del estudio y de las
que puedan surgir méas adelante. El objetivo es compilar coherentemente la informaciéon mas 1til

y destacada del tema.
Descriptivo: Ya que se pretende estudiar con detalle las demostraciones de cada uno de los

teoremas propuestos.

2. Forma de Trabajo: Se realizaron reuniones periddicas con el asesor del trabajo para tratar
los diferentes aspectos de la investigacion como estudiar y discutir la teoria, tratar los diferentes
aspectos del trabajo escrito y de las presentaciones.

3. Exposiciones: Se tendran dos exposiciones

Primera Exposicién (Piblica): Presentacién del Perfil del Proyecto de Investigacién.

Segunda Exposicién ( Publica): Presentacién Final del Trabajo de Investigacién: resumen

de resultados y aplicaciones.



Capitulo 1
Ecuaciones Lineales

La teoria de ecuaciones diferenciales lineales es béasica en multitud de aplicaciones a la Fisica, la
Economia y la Ingenieria, etc. Muchos problemas reales vienen a plantear ecuaciones que son lineales
o que admiten una aproximacion lineal que es suficiente para muchos propdsitos.

La herramienta principal en el estudio de las ecuaciones lineales, es el analisis matricial, cuyos resultados
mas utiles para nuestro propdsito se exponen en 1.1, a modo de resumen. A continuacién se exponen,
en 1.2, los elementos basicos de la teoria espectral de operadores en espacios de dimension finita. Esto
nos permite presentar una demostracién bastante sencilla y directa del teorema de descomposicién de
Jordan y al mismo tiempo nos da ocasién para desarrollar algunas de las ideas bésicas subyacentes a
la teoria espectral general de operadores, de tanta importancia en el analisis y en la Fisica actual.
Las secciones 1.3, 1.4 y 1.5 aplican los resultados de que disponemos al estudio general de las ecuaciones

lineales, con coeficientes constantes y ecuaciones periddicas, respectivamente.

1.1. Elementos de analisis matricial

1.1.1. TIsomorfismo entre operadores lineales y matriciales

Se puede establecer un isomorfismo entre el espacio vectorial de las matrices n X n de elementos
complejos y el espacio de las aplicaciones (u operadores) lineales definidas en un espacio vectorial X
complejo de dimensién n, hacia el mismo X . Esto nos permitira hablar indiferentemente de operadores
lineales o de matrices.

Lo primero que vamos a probar es que toda aplicacién matricial es una aplicacion lineal.

Sea A una matriz n x n de elementos de C, A = (a;j). Sea X un espacio vectorial sobre C de dimensién
n,y sea B = {e1,e2,...,e,} una base fija de X. Definimos la aplicacién 6(A) : X — X del siguiente
modo:

Para e; ponemos

H(A)ej = Zaijei
i=1
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observemos que #(A)e; lo que nos esta dando son las columnas de la matriz A y, si € X se puede

expresar de manera linica como una combinacién lineal de los elementos de la base

n
xr = E xjej
Jj=1

entonces aplicando 6(A) a ambos lados de esta ultima igualdad se tiene:

0(A)x = ijH(A)ej sustituyendo 0(A)e;

n n
= Z AijjT;€; = Z$;‘61
ij=1 i=1
0(A)x = z*
donde hemos llamado

n
i =) aijz;
j=1

Ahora veamos que la aplicacion asi definida es lineal, para ello recordemos la definicién de aplicacién

lineal.

Definicion 1.1.1. Sean X e Y dos espacios vectoriales sobre el mismo cuerpo K, una aplicacion

T: X —Y se dice lineal w homomorfismo si se verifica:
T(azx+ py) = aT(x) + BT (y) para cualquier o,feK z,ye X
si T es biyectivo, se dice que T es isomorfismo.
Veamos que 6(A) es un operador lineal es, decir si se cumple la propiedad de la definicién anterior
0(A) [Ax + pa'] = M(A)z + pb(A)z’, A peC

Demostracion:

Sea

n n
x = E xje; = E T;e;
j=1 j=1

0(A)(az + ') = 0(A) | a) wje;+ 8D ajej | =0(A) > (ax; + Ba)) e
e = ~

n n n
/
= E axj + pr)) E axj + pr)) E aije;
j=1 j=1 i=1
n n
= g ozx] + B:U ajje; = o E xja;je; + B g x i€
3,j=1 1,7=1 7,7=1
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n n n n
= o3 (S oy 53 (S
j=1 \i=1 Jj=1

=1
= a) z0(A)e;+ B 2i(A)e; = ab(A)> wje; + BO(A) ) le;
j=1 7=1 7=l =1
= af(A)z + BO(A)x’

asi la aplicacion es lineal y si escribimos las coordenadas de x y x* como los vectores columnas

T9 . x5
Cla)=1 .1, C@)=
T xy,

se tiene C(z*) = AC(x).
A continuacién probaremos que toda aplicacion lineal es una aplicacién matricial.
Reciprocamente si se tiene el operador lineal T : X — X, podemos definir una matriz ¢(7") de

elementos complejos de dimension finita n X n del siguiente modo: Si

n
Tej: E aijei
=1

entonces la columna j-ésima de ¢(T") serd, precisamente:

Denominemos M (n, C) al espacio vectorial sobre C de todas las matrices n x n de elementos complejos
y L(X, X) al espacio sobre C de todos los operadores lineales de X a X, siendo X el espacio vectorial
sobre C de dimensién n en el que ha fijado la base 8. Entonces, § : M(n,C) — L(X,X) es un
isomorfismo suprayectivo cuyo inverso es precisamente ).

Decimos que 6 es un isomorfismo ya que por propiedad de isomorfismo tenemos que entre dos espacios
de igual dimensién siempre existe un isomorfismo.

Si X = C" y tomamos en X la base

1 0
0 1
€1 = , 62 = ’ ,€n =
0 0 1

10
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entonces, dada una matriz A = (a;;) € M(n,C) y un vector:

x1
x = 2 eC"
Tn
se tiene 0(A)x = A(z) y, en particular,
aij
0(A)e; = a.Qj
Gnj

Es decir, 6(A) es precisamente el operador que transforma los elementos de la base B en los corres-
pondientes vectores columna de A.

Estas consideraciones permiten identificar operadores lineales y matrices de una forma natural. En lo
que sigue hablaremos indistintamente del operador T' € L(X, X) y de su matriz asociada ¥ (T, que

también denominaremos a veces T, suponiendo que se ha elegido una base B en X.

1.1.2. Equivalencias de normas en un espacio de dimension finita

Las normas son herramientas bésicas para definir y analizar la convergencia de una sucesion de vectores
en espacios vectoriales. Como es habitual, una sucesién {ﬂ:k} C X se dice que converge a x (y se escribe
2% — ) si la sucesién de nimeros reales {||z" — x|} converge a cero, ||z* — z|| — 0, siendo || || una
norma definida en X. Esta definicién depende de la norma || ||. En principio podria suceder que una
sucesién de vectores convergiera para una norma pero no para otra. De hecho, esto es perfectamente
posible en espacios de dimensién infinita, pero no en espacios de dimensién finita.

A continuacién presentamos algunas definiciones de las cuales nos vamos a auxiliar para estudiar lo

que es equivalencias de normas.

Definicién 1.1.2. Una norma en un espacio vectorial X sobre K es una funcion || || : X — [0, 00)

tal que para cualesquiera x,y € X y A € K:
i) |zl =0 y|z|]| =0 siy sdlo six=0
it) [[Az]| = [Alll]
iii) ||z + yll < [zl + [yl
Al par (X,|| ||) se le llama espacio normado.

Definiciéon 1.1.3. Se dice que el operador lineal T : X — Y es isométrico o que es una isometria

cuando | Tx| = ||z|| x € X. Si T es isométrico de la relacion |[Tx — Ty|| = ||z — y|| (z,y € X) se

11
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deduce que T es inyectivo. También es claro que toda isometria T es continua con |T|| = 1. Si T es
una isometria y ademds es biyectiva se dice que T es un isomorfismo isométrico.

Isometria: se conserva la distancia entre los puntos.
Sea X un espacio vectorial complejo de dimensién finita n. Sea
B ={e1,ea,...,en}
una base de X. Definimos una aplicacién lineal o : X — C™ poniendo, x = > " | z;e; € X

I

La aplicacién es trivialmente un isomorfismo suprayectivo que permite identificar X con C", una vez
fijada la base 8.

Es claro que si en X se tiene una norma || || y se define, para a € C™:

p(a) = o' (@)] = ) wieil
i=1

entonces p es una norma en C" y, asi, o se convertird en un isomorfismo suprayectivo de (X, | ||) a
n

(C".p).

Definicién 1.1.4. Dos normas || || y || ||* sobre el espacio vectorial X son equivalentes si existen dos

constantes a,b > 0 tales que

allzl] < fl=]I" < bllzll, Ve X

Demostraremos que en C™ una norma cualquiera p es equivalente a la norma:

1
xT9 n
zh = || . => =l
: i=1
In 1

es decir debemos de encontrar constantes a y b tales que
ap(z) < ||zl < bp(z), VeeX

Para ello observemos en primer lugar que, si

1 0 0

0 0
€1 = , 62 = ’ y En =

0 0 1
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y N =sup{p(e;) : i =1,2,...,n}, se tiene:

n
p(x) = p (Z xiei> por ser p lineal ya que « es lineal
1

n
< Zp(xiei) por propiedad i) y i) de la definicién 1.1.2
1

n
< Z|x,~]p(ei) por como se a definido N
1

n
< N |ni| = Nlz|
1

entonces

p(z) < Nlz|p (1.1.1)

Supongamos ahora que se tiene una sucesiéon {z¥} C C" tal que ¥ — 0 en la norma | |;. Si es que
p(2¥) no converge a 0, entonces existe > 0 y una subsucesién de {z*} que denominaremos de nuevo

{z*} tal que 2¥ — 0, 2 # 0, y p(2*) > 1. Consideremos los puntos:

k
TS
|z% 1

Se tiene, claramente, |zk|1 = 1 ya que asi como esta definido es el vector unitario y, segtin la ecuacién
(1.1.1), se tiene

p(z") < NI 1 =N

Pero por otra parte,

k
p(z%) = »p <56k|> por propiedad ii) de la definicion 1.1.2
™
1 k p($k)
= —_— xT = —
|CCk|1 p( ) ’xk‘l
n
>
Ea

y, asi, p(z¥) — oo para k — oo. Esta contradiccién demuestra que p(z*) — 0. Asi, siendo p una
norma en C” resulta que es una aplicacién continua de C™ a [0, 00) respecto de | |;. Como el conjunto

{z € C" : |z|; = 1} es compacto en (C",| |1), existe z con |z|; = 1 tal que
p(z) = H = min{p(z) : |z} = 1}

Siendo p una norma en C" se tiene z # 0, y asi, H > 0. Por tanto, para todo x € C", z # 0, resulta:

() -

1
|z[1
p(x)

|z[1

p(x) por propiedad [ii)] de la definicién 1.1.2

13
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asi
1
e[ < (@) (1.1.2)
de las ecuaciones (1.1.1) y (1.1.2) se tiene:
1 1
— < <
po)y <l < (@)

Esto demuestra la equivalencia de las normas | |; y p en C™.
En particular, todo espacio normado de dimensién finita es un espacio de Banach. En general, en lo

que sigue utilizaremos la norma euclidea de C™, es decir, si x € C"

n 1/2
|z = (Zrm?)
i=1

Una ventaja importante de la norma euclidea consiste en que estd asociada de una forma natural con

el producto escalar definido del siguiente modo para x,y € C™ :

n
i=1
Se tiene
2| = (z, )"/

La norma euclidea presenta también la ventaja de poseer una derivada continua respecto de las com-
ponentes en C"™ — {0}, lo cual no sucede con otras normas usuales como

n
s =) |zl o bien |rlo =max{|z;|:i=1,2,...,n}
=1

Tiene, sin embargo, la desventaja de que la norma asociada a ella de los operadores T' € L(X, X),
norma que introducimos a continuacién, es de una expresién de calculo mas complicada que en los
otros casos.

1.1.3. Norma de un operador

Daremos primero la definicién de norma para poder aplicar la definicién al operador T

Definicién 1.1.5. Se dice que una funcién || || : M(n,C) — R es una norma matricial si y sélo si

para todo A, B € M(n,C) se cumplen las siguientes propiedades:
1. ||Al|>0s A#0y||[A|| =0 siy sdlo si A= 0 positiva
2. ||aA| = |a|||A|| para todo o € R homogeneidad
3. ||A+ B| < ||A|| + || B]| desigualdad triangular

estas propiedades expresan que las mormas matriciales deben ser, en particular, normas vectoriales

sobre M (n, C) considerado como espacio vectorial.
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Sea X un espacio vectorial complejo de dimensién n y sea B = {ej, e2,...,e,} una base de X. Sea || ||

una norma en X. Para T' € L(X, X) definimos la norma matricial inducida por una norma vectorial:
1T = sup {|[T] = [l«] <1}

Es claro que, por las consideraciones de la subseccién 1.1.2, existe M > 0 tal que si ||z|| < 1, entonces

n n
g |zi| < M < 00, siendo x = g i€
i=1 i=1

Asi, aplicando el operador T a x se tiene

n
\Tz|| = | (Z aziei> por ser T lineal
i=1
n
= inTei aplicando propiedades [ii)]| y [iii)] de la definicion 1.1.2 se tiene
i=1
n n
< Y lalITel < MY e < o0
i=1 i=1
para todo x con ||z|| < 1. Por tanto, la aplicacién || || definida as{ en L(X,X) toma sus valores en
[0, 00).

Nota 1. La norma del operador (o matriz) T también la podemos definir como

|17 = sup {|[ T « [l«]| <1} = sup {[|T=[}

llzll<1

Ahora veamos que asi como se ha definido T es una norma, y por la definicién 1.1.5 y la subseccién
1.1.1, se tiene para A, B € L(X, X).

1. ||[A] >0si A#£0.

2.
laAll = sup {[eAz|[} = sup {[of[[Az|]} =|af sup {[Az|} = |a[|A]
Jeli<1 B B
3.
A+ Bl = sup {[|(A+ B)z|} = sup {|[Az + Bz|]}
o<1 leli<t
< sup {[|Az|| +|[Bz|} < sup {||Az|} + sup {[[Bz|}
o<1 leli<t lefi<1
= [Al+1B]

Asi, T es una norma y convierte a L(X, X), que es espacio de dimensién n x n, en un espacio de
Banach. El espacio (L(X, X),|| ||) admite, como se ha visto en la subseccién 1.1.2, un isomorfismo
isométrico con (C™*", p), donde p es una norma en C"*" obtenida en C™*" por medio del isomorfismo
suprayectivo « que existe entre L(X, X) y C™"*".

La norma || || definida en L(X, X) satisface, las siguientes propiedades.

15
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Propiedad 1.1.1. a) ||Az| < ||All||z]]

b) Consistencia |AB] < || All|| Bl
para todo x € X, A€ L(X,X), Be L(X,X)

Demostracion. [a)]

Cuando ||z <1, [|Al] = supyz <1 {1 Az} = [[Az]| = [[Allljz]] = [[Az]].

» Cuando ||z|| =a # 1, seay = Y entonces lly|| < 1 por lo tanto
a
1Ayl < [[Allllyll = allAyll < al|Allllyl = [|Aayll < [[All[leyl] = [|Az] < [[All]l]]

[b)] Para probar la propiedad de consistencia, ocupamos la propiedad a) asi se tiene
[ABz|| < | All[[Bz| < [lA[ll[B]l[]
luego [|ABJ| < || All[|B]|- O

Es fécil interpretar en términos de las matrices A € M (n, C) asociadas a los operadores A € L(X, X),
lo que significa Ay — 0 en la norma asociada a una norma cualquiera || || de X. Como una norma
posible en M (n,C) es

g(A) = layl
ij=1

k

y todas las normas son equivalentes, resulta que, para la sucesion {Ax}, Ay = (aij

k
j
Es fécil ver que en M (n, C) se tiene T, — T si, y sélo si, para cada € C" se tiene Tpz — T'z. Para

), se tiene A — 0

para k — oo si, y sélo si, para cada par i, j, se tiene a?. — 0 para k — oo.

ello basta ver que T — 0 es equivalente a que para cada x € C™ se tenga Tpx — 0. Supongamos que

esta ultima condicion se cumple. Sea T} = (tfj) y tomemos

Entonces

y asi se tiene, para cada i,

tf1—>0 para k — oo
Andlogamente se obtiene para todo par i, j,

tfj —0 para k— o

La implicacion en el otro sentido es mas sencilla.
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1.1.4. Exponencial de una matriz

Antes de comenzar, recordemos un teorema importante sobre series. Se dice que la serie ) _ a,, converge

absolutamente si converge la serie ) |ay,|.
Teorema 1.1.1. Supongamos que

a) Y00, an converge absolutamente

b) 3ol an = A,

¢) Yonzobn =B,

d) cn = 1o anbnk (n=0,1,2,...)
Se verificard que

i ¢, = AB.
n=0

Esto es, el producto de dos series convergentes converge, haciéndolo ademas hacia el valor previsto, si
al menos una de las dos series converge absolutamente.

La prueba de este teorema se pueden ver en los libros [3] y [4].

Sea, como hasta ahora, X un espacio vectorial complejo de dimensién ny seaT € L(X, X ). Supongamos

que
o
> axM*
k=0

es una serie numérica con ay > 0, M > 0, convergente. Si ||T'|| < M, entonces la serie

o
Zaka donde T° =1, identidad
k=0

satisface la condicién de Cauchy, (recordemos que la condicién de Cauchy nos dice que ) a,, converge

si, y s6lo si para cada € > 0 existe un entero N tal que [} ;" ai| < esim >n > N) es decir:

m m
Zaka <ZakMk—>0paraj,m%oo, j<m
I k=j

y, asi, define un operador lineal
o0
S = Z apTF
k=0

Mk
En particular, > ;2 T converge a eM para cualquier M real y, asf, para todo T' € L(X, X) se puede

definir el operador

o0 k

T
eXp(T) = €T = F
k=0

que satisface las propiedades siguientes:
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Propiedad 1.1.2. Algunas propiedades importantes de exp(T) = eT

1. lexp(T)[| < exp (I T'])

2. SiA,Be L(X,X)y AB = BA entonces exp(A+ B) = exp Aexp B
3. expAexp(—A) =1 =exp(—A)exp A

4. (exp A)~1 = exp(—A)

Demostracion. A continuacion demostraremos estas propiedades

1.
o oo o
T* [l I7*
lexp(m)| = |3 || <D0 Fr <20 = eI
k=0 k=0 k=0

k k
k!
(A+B) =3 ABFT =N AT
i ( ) — 7'k = J)!

y asi

X (A+BF 1. K
exp(A+ B) = (—i_k!):Zk;!Z'AJBk]

0 5=0
oo k 1
= Z TAJBk]seah—k‘—ij J<k <>
== Ik =)
- sz!h! igh — Z? <Z h') por teorema 1.1.1
§=0 h=0 §=0 h=0
= exp(A)exp(B)

estando todos los cambios de orden de sumacién justificados por la convergencia absoluta de las

series exp(A), exp(B), es decir, la convergencia de las series exp(||A||), exp(||B]|).

3. Es una consecuencia inmediata a partir de la propiedad anterior ya que

exp(A)exp(—A) = exp(A — A) = exp(0) = I = exp(—A + A) = exp(—A) exp(A)

4. Por la propiedad anterior se tiene

I
exp(A)

exp(A)exp(—A) =1 = exp(—A) =
esto es (exp(A))~! = exp(—A), es decir, la exp(A) es invertible.
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Por tanto, la matriz exp(A) nunca es singular.
Como veremos més adelante, el célculo explicito de exp(A) es sencillo una vez que se conoce la forma

canénica de Jordan de A.

1.1.5. Derivacién

Consideremos ahora una funcién de R con valores en el espacio normado L(X, X)
A:teR— A(t) e L(X, X)

Tiene sentido hablar de limites, continuidad, una vez que tenemos una topologia en L(X,X). En
particular, si tg € R podemos definir la derivada A’(ty) de A(t) en ty del siguiente modo:

. A(to+ h) — A(to)
/ —
At = Jim S

cuando este limite existe.
La existencia de tal limite tiene lugar si, y sélo si, todas las componentes a;;(t) de A(t) son derivables

en tg y la derivada entonces es precisamente
A'(to) = (aj;(to))

Para verlo basta recordar que todas las normas en L(X, X) son equivalentes y una de ellas es precisa-
mente
n
> lagl para A= (ai))
ij=1
La derivada tiene las propiedades siguientes. Si A(¢) y B(t) admiten derivadas en tg, entonces la funcién
S = A + B definida por S(t) = A(t) + B(t) satisface

(A+ B)(to) = A'(to) + B'(to)
y la funcién P = AB definida por P(t) = A(t)B(t) satisface
P'(ty) = A'(to) B(to) + A(to)B'(to)

La demostracién es rutinaria.
Si A’(to) existe, y también (A(tg)) ™!, entonces, siendo A(t) continua en t( y, por tanto, det A(t) una
funcién continua de R a C que no se anula en ty, existe un intervalo [ty — h,ty + h] de to en el que

det A(t) # 0, y, asi, se puede definir:
J:t€fto—hto+h] = J(t) = (A(t)) ™
y se tiene, ademds,

1 (A(to + 5)) " = (A(to)) !

s—0
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También se verifica:
J'(to) = —(A(to)) " A’ (to) (A(to)) ™"
En efecto:

J/(to) — lim J(tO + 8) — J(tO)

por como esta de finida J(t)

5—0 S
= lg% (Alto + S))_; ~ (A(to) ™ multiplico por la identidad T = (A(to)) ™" A(to)
= ll_l)% A(to))_lA(tO)(A(toj 5)7" — (Alto)”! saco factor comim (A(tg)) ™"
= ll’_l;I(l)(A(t()))_l A(to)(A(t(): ) -1 reescribimos I = A(to + s)(A(tg + s)) ™"
(At A AG + ) = At + )t +9)

5—0 S
= i) AR gy 4 )0

= —(A(to)) " A'(to) (A(to)) "
En general se tiene, para A, B € L(X, X),
det(AB) = (det A)(det B),

y si se define la traza de A como
n
trA = Z Qjj
j=1

entonces:

tr(AB) =tr(BA)

lo que se comprueba directamente mediante la definicion de determinante y traza.

Es sencillo ver que si A(t) es derivable, entonces:

ayq(t) ar2(t) ... ain(t) ar1(t) aja(t). .. ain(l)
et = o] Y 00 g | ) A
a1 (t) an2(t) ann (1) an1(t) apa(t) ... ann(t)

an(t) alz(t). a’ln(t)

b4 det 21(t) aza(t). .. ay,(t)

es decir, la derivada del determinante de A(¢) es la suma de los determinantes de las matrices obtenidas

sustituyendo en A(t) una fila (columna) por su derivada.
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1.1.6. Ejemplo

Ejemplo 1.1.1. Se considera un espacio vectorial complejo V de base B = {ej,ea,...,en} y un

operador lineal T : V — V definido por las siguientes relaciones:

T(61 + 62) = deg
T(61 — 62) = 262
T(ea+e3) = 2e3— ey

Hallese la expresion matricial de T respecto de la base B.

Solucion. Por la linealidad de T se tiene

T(61 + 62) = T(el) + T(SQ) =4
T(e1 —ez) = T(er) —T(e2) = 2eq
T(ez + 63) = T(ez) + T(63) =2

al sumar las ecuaciones (1.1.3) y (1.1.4) se tiene

2T (e1) = de3 + 2e5 = T'(e1) = 2e3 + €2
y al restar las ecuaciones (1.1.3) y (1.1.4) se tiene

2T (eq) = de3 — 2e9 = T'(ez) = 2e3 — €2

luego esta iltima ecuacion junto con (1.1.5) nos da que T(e3) = 0, entonces se tiene que

T(el) = 2e3+e9
T(ea) = 2e3—e
T(63) = 0
asi la matriz de T respecto a la base B = {e1,ea,...,e,} es
0 0 O
A=11 -1 0
2 2 0
de forma que
0 0 0 T
T(z) = -1 0] [ 22

(1.1.3)
(1.1.4)
(1.1.5)

notemos que T(e;), i =1,2,3 nos da las columnas de la matriz A como vimos en la subseccion 1.1.1.
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1.2. Teoria espectral elemental. Teorema de Jordan

Sea X un espacio vectorial complejo de dimensién n y sea B = {ej,ea,...,e,} una base de X. Sea
T € L(X, X) tal que Te; = Aje1, A1 € C. Entonces recordando que la expresiéon matricial Ty de T
respecto de la base B segin la subseccién 1.1.1 es tal que Tej = Y " | a;je;, es decir, que la columna

j-ésima de Tiy estd formada por las coordenadas de T'e; respecto de B es de la forma:

Al oai2 a2...ai

0 ago ass ... aon

Ty =
0 an?2 an3 Ann
Asimismo, si Te; = \je; para i =1,2...,n entonces:
A 0 0
0 Ao 0
Tp =
0 0 ... M\

es decir la expresién de T respecto de B es extraordinariamente sencilla y hace transparente la estruc-
tura de T'.
Veamos como varia T por un cambio de base.

Sea P = (p;;) una matriz n x n no singular de elementos complejos y sea

n
e = § Pjie;
=1

es decir, escribimos la nueva base como combinacién lineal de los elementos de la base anterior de
forma tnica.
La nueva base es B = {€1,...,€,}. Si la expresién de T respecto de B es Tz = (tij), esto quiere decir,

segun la subseccién 1.1.1, que
n
Téj =Y tié;
i=1
es decir, teniendo en cuenta que €; = > ;" p e
n n
Té; =Y pyTe= Y tijprien
j=1 ik=1

Como Te; = >_}_; tpey, resulta:

n n
Z trupjer = Z pritijer

1,k=1 ik=1

y siendo B = {ej,ea,...,e,} una base:
n n
Z tkiply = Zpkitij
1=1 i=1
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es decir, TgP = PTj entonces

Tp = PTzP™"
Ejemplo 1.2.1. Si
17 3 —6 1 01 5 1 =2
Tg=| -4 02 |, P=f0o21]|, P'=[2 1 -1
28 5 -9 2 1 3 -4 -1 2
encontrar Tp.
Solucién.
17 3 —6 1 01 0 2
TgP =1 —4 0 2 021 ]=1]12°0 2
28 5 -9 2 1 3 10 1 6
luego
5 1 -2 5 0 2 5 0 0
Plgp=12 1 -1 0 22 |=]0
-4 -1 2 10 1 6 0 0 2
entonces
5 0 0
Tz=1|1 0 1 0
0 0 2

Asi, un mismo T € L(X, X) que tiene una representacién complicada respecto de una base B admite
otra muy sencilla respecto de B.

El problema que nos proponemos a continuacion consiste en determinar bases respecto de las cuales
el operador T' tenga una expresién tan simple como sea posible. Como se ha visto, este problema es
equivalente al siguiente: dada una matriz Tz héllese una matriz no singular P tal que Tz = P~ 1TgP

tenga una expresion simple.

Una primera respuesta sencilla la da el siguiente teorema. La forma triangular que se obtiene es

muy ttil para diversos propdsitos.

1.2.1. Teorema de Schur

Teorema 1.2.1. Sea A € M(n,C) una matriz cualquiera. Entonces existe una matriz P € M(n,C)

no singular tal que P~YAP tiene la forma siguiente:

Al a2 aiz...aip
0 AQ ag3 ... agn
PlAP=| 0 0 )X3...a3

0 O 0 ... A\
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Demostracion. La demostracién procede por induccién sobre n.

Para n = 1. Efectivamente, A = [a] basta elegir P = [1], entonces
PIAP = [1]7'[a][1] = [W)[a][1] = [a]

Supongamos el teorema cierto para n = h y sea ahora A de dimensién h+ 1. Existe un niimero A; € C
y un vector no nulo z € C*"! tal que Az = \jz. En efecto, si escribimos esta ecuacién (A — A\ )z =0
y A1 es tal que det(A — A1) = 0, entonces la ecuacién (A — A1)z = 0 tiene solucién = # 0. Asi, basta
escoger \; como una de las h + 1 raices del polinomio de grado h+ 1 del det(A — A1) y resolver dicha
ecuacién. Tomamos ahora una base en C"*! que tenga x como primer elemento. Sea Q la matriz no
singular de cambio de base. Entonces, por ser Ax = A\ix, la expresion en la nueva base del operador

lineal cuya expresién era A en la base inicial es

AQ - A[$17(127Q37~~7(]n]
= [Ax1,Aq, Ags, ..., Aq,) recordemos que Ax = \x

- [)\lxlqu27Aq37' 7Aq”.]

A bi2 biz ... bin
= [‘T17qQ7Q37”'7Qn] 0 b32 b33 b3n
0 bno by ... bun
luego, aplicando Q! a la izquierda se tiene
A1 b12 biz ... b
0 b22 b23 ce bgn
QtAQ=1 0 b b3z ... b3, | =B
0 bna bn3 bnn
Consideremos ahora la matriz:
ba2 ba3 ban
b b .. bn
B=| " 7 | e M, C)
bn2 bn3 bnn

Por la hipétesis inductiva existe P; tal que:

A2 €23 C4...Cop
0 /\3 C33... C3p,
PI'BiPL=[ 0 0 M...cay
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siendo A1, Ag, -+, A, los valores propios de Bj.
Sea
1 0
R= eMh+1,C)
0 Py
Se tiene:

Definimos P = QR. Por se P invertible se tiene que P~! = (QR)™! = R™'Q! entonces P! =
R'Q71, y se tiene que:

(QR)'A(QR) = R'Q 'AQR

0 1] o

Pf1>Q1AQ<0 P1>

0 ><A1a1><10>

Pt )\o | B J\o | P
)G

B )\ 0 | P

-

| > | > S| = [en}
e
s
=

[
[
[
[

asi se tiene que

Al a2 a13...a1q
0 )\2 az3 ... agn
PlAP= 0 0 )X3...a3,

0 O 0 ... A\

con lo que se demuestra el teorema. ]

La forma triangular que hemos obtenido es interesante, pero no puede compararse en simplicidad con
la forma diagonal que obtuvimos en la introduccién con respecto a la base B = {e1,ea,...,¢e,} tal que
Tej = Ajej para j =1,2,...,n. Surge en seguida la cuestién: ;Serd posible, dada T' € L(X, X)), hallar
una base B que satisfaga la condicién? En otras palabras, dada una matriz A, ;se puede encontrar P
no singular tal que P~!AP sea diagonal? La respuesta es negativa.

Supongamos, en efecto:

A:<2 0>’ PZ(a b>’ P‘lAPz(a 0>:;1
1 2 c d 0 g

Entonces habria de ser AP = PA, es decir:
2a 2b [ aa Bb
a+2c b+2d ac  Bd
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asi, tenemos que:
2a = ax
2b =bp
a+2c=cxu
b+2d=dp
lo que implica « =2, 8 =2, a =0, b =0, y asi, P seria singular, en contradicciéon con la hipdtesis.
Por tanto, A no admite una expresién diagonal.
Hemos visto el papel que desempenan, tanto en la diagonalizacién de una matriz como en su forma
triangular, los vectores x € X tales que Tx = Az. Aun cuando no siempre se puede encontrar una base
formada por tales vectores, es de esperar que sistemas de vectores de este tipo puedan ser ttiles en la
tarea de simplificar en lo posible la expresion de un operador mediante un cambio de base. Este es el

significado del teorema de Jordan y de las definiciones que siguen.

1.2.2. Definiciones basicas

1. SeaT € L(X,X) y A € C. Se dice que \ es autovalor de T si existe x € X, z # 0 tal que

Tx = Ax, es decir, si el operador T'— AI no es invertible.

2. Si A es autovalor de T, cualquier z € X, x # 0 tal que Tz = Ax se denomina autovector de T

(correspondiente al autovalor \).
3. El conjunto de todos los autovalores de T' se denomina espectro de T y se denota o(T).

4. Los nimeros A € C—o(T) se denomina wvalores regulares de T, es decir, A € C es valor regular
de T si T — A es inversible.

5. El espectro o(T") de un operador lineal cualquiera 7' no es nunca vacio ni tiene més de n puntos
distintos, siendo n la dimensién de X. En efecto, si B = {ej,e2,...,e,} es una base de X y
designamos por T la matriz expresién del operador T respecto de B, A € C serd autovalor de T'
si, y so6lo si, det(T'— M) = 0 por el teorema de Rouché, y siendo det(T" — A\I) un polinomio de
grado n (polinomio caracteristico de T') resulta que existen a lo sumo n puntos distintos en o (7')

(las m raices del polinomio caracteristico) y que siempre existe alguno.

6. El conjunto de autovectores de T' correspondiente al autovalor A es un subespacio de X que se

denomina autoespacio de T (correspondiente a \) y lo denotaremos
NI ={ze€ X : (T —\)z) =0}

Un vector z puede ser tal que (T — M) (x) = 0, pero (T — AI)?(z) # 0. Por eso introducimos el
siguiente subespacio de X para k =0,1,2,... y cualquier A € C

N\k)={zeX:(T- )z =0}
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Se verifica claramente

N\ k) C N\ k+1)

dado que, son subespacios N (A, k+ 1) debe de tener una dimensién mayor que N (A, k). Ademsés,
si

N(\E)=N\Ek+1)
entonces, para todo h = 2,3,..., se tiene
N(M\NE)=N\k+h)

Probaremos lo anterior por induccién sobre h. En efecto, supongamos N(A\, k+ 1) = N(\ k) y
sea x € N(\ k+ 2), es decir,
(T — M2z =0

Entonces:
(T — XD)*((T — \)z) = 0.

Asi, por ser (T'— A )x € N(A\,k+1) = N(\ k), se tiene:
(T — AD*((T = XD)z) = (T — M\)* g = 0.
y, por tanto,
re NANEk+1)=N\k)

Asi:
N\ k+2)=N(\k)

Del mismo modo,
N\ k+h)=N(\E)

Por tanto, la cadena de subespacios
{0} = N(A\0),N(\1),N(\2),...

es una cadena estrictamente creciente, y, puesto que la dimensién del espacio es finita, los subes-
pacios anteriores no pueden crecer de manera indefinida, sino que para algin k, N(\, k 4+ 1) =

N(\, k), entonces se estaciona en este N(\, k) se tendra que
NANOSNALD)SNAN2)S...S N n) =N n+1),

Ahora bien, es claro que para A € C es imposible que se tenga:
NAOSNAML)SNA2)S...SNAn) SN n+1),

ya que si asi fuera existirian n + 1 vectores linealmente independientes en X.

Por tanto, existe para cada A € C un entero minimo v(\), denominado #ndice de )\, tal que

N v(\) +1) = N(A, v(\))
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Es claro que v(\) < n pues, no se puede pasar de la dimensién n por que si se pasa ya no seria

de dimensién n. Obsérvese, ademds que A € o(T') es equivalente a v(A\) > 0 ya que

» Supongamos que A € o(7T) y demostremos que v(A) > 0, por la definicién de autovalor se
tiene que
Tr=Xx= (T—A)z=0

y por la cadena
{6} = N(A0) S N1 S N(A2) S ... S N(A\n) = N(An+1),
lo cual significa que v(\) > 0 por que al menos debe ser 1 para detenerse.
» Ahora suponemos que v(\) > 0y veamos que A € o(T). Por la definicién de indice tenemos
N\ v(N) =N\ v(A)+1) con v(A) >0
veamos la cadena estricta

{6} =N SNAD S NA2S ... SN () = N, v(\) +1),

tenemos que si {6} = N(X,v())), es decir, el ultimo subespacio (ntcleo) es sélo el vector
cero, entonces todos son iguales. Pero esto no es posible, lo cual implica que existe = # 0
con z € N(\, v(\) tal que (T — M)*Nz = 0.
Ahora analicemos los siguientes casos para v(\)
e Siv(\) =1 se tendrd que (T — AI)x = 0, pero esto es Tx = Az, asi A € o(T).
e Siv(A) # 1 tendremos entonces que
(T —AI)"WYz = 0
(T = XI)(T = M)V = 0 sea y= (T — )N g
(T'-X)y = 0
Ty = Ny

de donde, A € o(T).

Asi, tenemos v(\) > 0 entonces A € o(T).

1.2.3. Teorema de Cayley-Hamilton
Sea

k
PN =) a;N
=0

un polinomio en A con coeficientes complejos, y sea T € L(X, X). Podemos escribir:

k
P(T) =) o;T’ € L(X, X)
j=0
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Como veremos a continuacién, dos polinomios P()), Q(\), atin sin ser iguales, pueden ser tales que los
operadores P(T'), Q(T) coincidan, dependiendo esto de la estructura misma de 7', esencialmente de su

espectro. Este es el contenido del siguiente teorema.

Teorema 1.2.2 (Cayley-Hamilton). Sean P(A) y Q(X) dos polinomios y T' € L(X,X) un operador
lineal. Entonces P(T) = Q(T) si, y sdlo si, P(A\)—Q(\) tiene un cero de orden v(u) para cada p € o(T).

Demostracion. Sin pérdida de generalidad podemos suponer Q(A) = 0. Se trata de demostrar entonces
que P(T) = 0 si, y sélo si, P(\) tiene un cero de orden v(u) para cada p € o(T).

Supongamos que P()) tiene un cero de orden v(u) para cada p € o(T'). Construiremos primero un
polinomio R(\) = 0 tal que R(T) = 0 y demostraremos que P()\) es multiplo de R(\). Asi, P(T) = 0.
La construccién de R(\) se realiza como sigue:

Tomamos una base {x1,z9,...,x,} de X. Entonces los n + 1 vectores
2 n
.%'1,T$1,T xl,...,T I

son linealmente dependientes (puesto que tenemos un vector mas que la dimensién en la que estamos
trabajando, de lo cual resulta que uno de ellos es combinacién lineal de los otros), es decir, existen a;,

7=0,1,...,n, complejos no todos nulos tales que

n .
Z ajT]xl =0
7=0

Asi, si S1()) es el polinomio
S1(A) =) a;N
j=0

es claro que S1(7)z1 = 0 (de la observacién anterior al teorema tenemos S1(T)z1 = 37, a;jT7zq = 0).

Anélogamente existen S;()), j = 2,3,...,n, polinomios no idénticamente nulos tales que S;(T)x; = 0

con z; # 0,z € X, para algin j. Tomemos ahora el polinomio
R\ = [T 5
j=1

Claramente, R(T)z; =0 para j =1,2,...,ny, asi, R(T)z = 0 para todo z € X, es decir, R(T") = 0.
Ahora reescribiremos R(A) como producto de la factorizacién de los polinomios S;(A) con sus respec-

tivas multiplicidades, de donde, resultara que algunos de ellos no son autovalores de S;(A). Sea
m
RO\ =a [T = )™
h=1

Veamos que se pueden suprimir en R(\) algunos factores, conservandose aun la propiedad R(T") = 0.

En efecto, sea
m

mto(T) y RO =al[O—pum)™
h=2
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Entonces
(T —mDR*(T)x =0 para todo xe€X

Si existiera x € X tal que y = R*(T)x # 0, entonces (T — pu11)*y = 0, y esto implica que uy € o(T)
contra lo supuesto. Asi se ha de tener necesariamente R*(T)x = 0. De esta forma se pueden suprimir

en R(\) todos los factores (A — up)* con up ¢ o(T) y se obtiene:
R\ =a H()\ —0,)% con 6, € o(T)
h=1

un polinomio tal que R(T) = 0. Con el desarrollo anterior se ha logrado factorizar cada S;()), de tal
forma que sélo se tenga las raices de estos polinomios.
Demostramos a continuacién que los exponentes 3 se pueden todavia rebajar. Sabemos que para todo

x € X se verifica

R(T)=a ﬁ(T —0,1)Pre =0
h=1

y, por tanto,
S

a(T = 0,1) T](T = 051)rz =0
h=2
Si 1 > v(61), entonces, en virtud de la definicién de v(60;) se tiene también, para todo x € X,

S
a(T = 0,1)" ) T[ (T = 0n1)Prz =0
h=2
Por tanto, si ponemos 1, = min(f1,v(61)), se tiene:

a(T = 0,1)" [[(T = 6u1)Prz =0
h=2

para todo x € X. Procediendo asi con 65,03, ...,60s, resulta que si

Nh = ml’n(ﬂfh V(Hh))v

entonces el polinomio
S

RN =a ] = 0™

h=1
es tal que R(T) = 0.

Ahora bien, si P(A) tiene un cero de orden v(6) para cada 0;, € o(T), entonces P()\) es multiplo de

R(\) y, asi, P(T) = 0.

Supongamos ahora que

PO = [T =A™

es tal que P(T) = 0. Demostraremos que cada autovalor u € o(T), (A — p)**) divide a P(\). Es decir

que p coincide con alguno de los A; y que el exponente correspondiente «; es mayor o igual que v(u).
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En efecto, sea pu € o(T), x # 0 tal que Tz = px. Entonces se puede escribir, aplicando P a ambos
lados de la igualdad
P(T)z = P(p)a = 0;

y, asi, siendo = # 0, ha de ser P(u) = 0, lo que demuestra que p es raiz de P()\) y asi coincide con
algin \;, por ejemplo, con A;. Veamos que entonces o > v(A1). Supongamos que fuese aq < v(Aq).

Entonces existirfa, en virtud de la definicién de v(A1), un z € X, = # 0 tal que
y=(T—-MI)"x#0,

y ademas,

(T =MD = (T -MDy=0

Entonces podemos escribir, puesto que Ty = A1y.
Como y # 0, esto implica A\; = A; para algin j # 1, lo que es contradictorio con la factorizaciéon
de P()\). Asi, a1 > v(\1) y lo mismo para los demds autovalores. Esto concluye la demostracién del

teorema. 0

Obsérvese que el teorema anterior se puede expresar de la forma siguiente, donde P™(\) denota el

polinomio obtenido a partir de P(\) derivando m veces.

Teorema 1.2.3. Sea T € L(X,X) y P(\) un polinomio en XA con coeficientes complejos. Entonces
P(T) =0 si, y sdlo si, P™(u) = 0 para todo p € o(T') y todo m, 0 < m < v(p) — 1.

Notemos que este teorema nos estd diciendo el comportamiento del polinomio en el operador T €
L(X, X) se reduce a estudiar el comportamiento del polinomio evaluado en un autovalor del espectro
al derivar un cierto nimero de veces.

El teorema de Cayley-Hamilton permite obtener operadores con propiedades prefijadas construyen-
do polinomios adecuados. Presentamos a continuacion un corolario del teorema que permite obtener
una descomposicion del espacio X en una suma directa sobre los que 1" actia de una forma simple.
Esta descomposicién nos conducird finalmente a la descomposicién de Jordan. Anteponemos un lema

algebraico que utilizaremos para dicho corolario.

Lema 1.2.1. Se dan k puntos de C, ai,az,...,ar y para cada j = 1,2,...,k se dan r; + 1 nimeros

complejos a?, h=0,1,...,7;. Entonces existe un polinomio complejo P(\) tal que se tiene P"(a;) =
h

a’l.

J

Demostracion. Para simplificar la notacién construimos el polinomio en un caso sencillo en el que queda
clara la idea para el caso general. Se dan a, ag, a1, a2, b, B, 81, ¢, Y0, 71, V2, V3, todos ellos complejos, y

se pide hallar P(\), polinomio tal que

)
S
[
Q
S
B!
&
!
2

P"(a) = ay

=y, P'(c)=7v, P"(c)=13
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Tomamos el polinomio:

P(\) = co+ei(A—a)+ecA—a)?+ (A —a)®[cs +ca(A—b)] +
+ A—a)PA=b)[e5 + (A —c) +cr(A—c)* +es(A— )],
donde los ¢; se determinan del siguiente modo. Hacemos A = a y resulta og = cy. Derivamos respecto
de A\ y hacemos A\ = a y se obtiene a; = c¢;. Derivamos dos veces y hacemos A = a y se obtiene
ag = 2co. Hacemos A = b y resulta
Bo=co+ci1(b—a)+ ca(b— a)® + c3(b— a)?;
es decir, c3 se obtiene por recurrencia, conocidos cg, c1, ce. Derivamos y hacemos A = b y resulta c4

conocidos cg, c1, co, c3, etc. ]

Corolario 1.2.1. Sea T € L(X,X) yo(T) = {1, A2, ..., \p}. Para cadai=1,2,...,p. Sea E;(\) un

polinomio en A tal que:

i) E;0\) =1, E™O\) =0 para 1<m<v(\)—1

i) E™(\) =0 para 1<m<v(\)—1, j#i
Entonces se tiene:

a) Ei(T) #0.

b) (Ei(T))* = Ei(T), E{(T)E;(T) =0 para i # j.

c) I = Zle Ei(T)
Demostracion.

a) Por el teorema 1.2.3 tenemos que E(T) = 0, si y sélo si, E(™()\;) = 0 para todo \; € o(T) y todo
m, 0 < m < v(\;) — 1. Pero por la condicién ¢) del corolario se tiene que E;()\;) = 1, EZ-(m)()\i) =
0 para 1< m<wv(\)—1 Porlo tanto E;(T) =1 # 0.

b) De (E;(T))? = E;(T) tendremos que

(Ei(T))* = E(T) =0 (1.2.1)
Si no derivamos la ecuacién anterior, por la condicién i) del corolario y teniendo en cuenta de nuevo
el teorema 1.2.3 tendremos que (E;(T))* — E;(T) =12 —1=0.
Si derivamos la ecuacién (1.2.1) tendremos [(E;(T))? — E;(T)]' = 2E;(T)E{(T) — E}(T) por i)

[(Ei(M)? = Es(N)] = 2E;(X\) E{(N) — Ej(A\) =0

para m = 1 se tiene E/()\;) = 0.
Luego E;(T)E;(T) = 0 para i # j al derivar se tendrd E{(T)E;(T) + E;(T)E(T) = 0 por el teorema
1.2.3 tenemos E{(\;)Ej(\i) + Ei(\) E%(Ni) = 0y por la condicién ii) se cumple la igualdad, lo mismo

sucede para A;.
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¢) Hacemos I — > * | E;(T) = 0 pero de nuevo ocupando el teorema 1.2.3, puesto que dicho teorema
nos dice que el comportamiento del polinomio en el operador T' € L(X, X) se reduce a estudiar el
comportamiento del polinomio evaluado en un autovalor del espectro al derivar un cierto nimero de

veces. Asi I — Y% | Ej(N)=1-%,_,1=0.Por tanto I = >0, E;(T).
O

Con las propiedades a),b) y ¢) del corolario anterior es de comprobacién inmediata que si
Aj:Ej(T)X, j:1,2,...,p

entonces

Recordemos las propiedades de suma directa. Diremos que X es suma directa de los subespacios A;

cumplen
lAiﬂAj:@
IX:Al—l-AQ—I—...—I-Ap

En efecto, cualquier z € X se puede expresar como

notemos que esto resulta de multiplicar por z el inciso ¢) del corolario 1.2.1 y si z es de A; y del espacio

lineal engendrado por los A; con j # i, entonces
z=FEiz;, z= ZEj(T)a:j
J#1
Asi,
E(T)z = E{(T)E;x; se a sustituido z = E;x;
= (BEi(T))*x; por b)

= Z

Ei(T)z = Ei(T)ZEj(T)a;j se a sustituido z = ZEj(T)mj

i i
= ZEi(T)Ej(T)xj como E;(T)z =z
J#i
= z
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por lo anterior y por b)
Ei(T)z = (Bi(T))?zi = Ei(T)zi = 2 = Y _ B(T)E;(T)a; =0
J#i

También se verifica T'A; C A;. En efecto, si z € T A;,

Por tanto, el estudio de T se reduce al estudio de cada una de las restricciones de T" a A;.
Si en X se toma una base formada por la unién de bases de cada uno de los subespacios A;, entonces,

recordando la subseccion 1.1.1, resulta que la expresién de T' es una matriz del tipo

M, 0
0 Mo

0
0 | M,

siendo M; una matriz cuadrada de dimensién igual a la dimensién de A;.
El teorema siguiente identifica el espacio A; con el espacio N(A;, v(A;)). Esto nos permitird inmedia-

tamente expresar T' de una forma atin mas simple, escogiendo en cada A; una base adecuada.

Teorema 1.2.4. Con las notaciones del corolario anterior y las observaciones precedentes se tiene
para cada \; € o(t):
Ai = EZ(T)X = N()\z‘, V()\Z))

Ademds,

v(\;) < dim A;
Demostracion. Por el teorema de Cayley-Hamilton es inmediato que
(T — X)) M E(T) =0
Esto demuestra que
A =E{(T)X c NOy,v(\)) ={z € X - (T = \I))"Pz =0}
Como sabemos que X = A1 ® Ay @ ... D Ay, a fin de demostrar que
N, v(N)) =4,

bastarda comprobar que:

P=NMvO) U NG| = {0}
i
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Supongamos que hubiese x # 0, z € P. Sea «, con 0 < a < v()\;) el entero mayor tal que z =
(T'— X\iI)®z # 0. Entonces

(T—ND)z=(T-ND*2=0 y asi Tz=\z

Sea

= Zyj con y; € N(Aj,v(A)))
J#i
Entonces, si aplicamos a x el operador
(T = XD [[(T =MD"
J#i
resulta

[T =x)z=0
J#i
lo que implica z = 0. Esta contradiccién demuestra que P = {0}.

A fin de demostrar que se tiene
dim A; = dim N (A, v(\;)) = v(\)
procederemos del siguiente modo. Sabemos que, por definicién,
{0} S N, 1) G N(AL2) G .o G N, v(N) = N(Ai,v(\) + 1)
Asi existen v()\;) vectores xx € N(\;, k), k=1,2,...,v()\;) linealmente independientes. Por tanto,
dim A4; > v(\)
Esto demuestra el teorema. d
Observamos ahora que (T'— \I)*M) A; = 0 y llamemos B; = T — A\;I. Asf resulta:
T4, = Bila, + MiI|la, con B'™A; =0

Es decir, la restriccion de T a A; es la suma de un miltiplo de la identidad \;I y de la restriccién de
B; a A;. Si logramos expresar B;|4, de una forma sencilla es claro que habremos logrado una expresién
sencilla de T'. Veamos ahora cémo se puede elegir en A; una base para que B;|4, tenga una expresién
sencilla (es decir buscamos una base de A; para que nos quede la matriz T en la forma de Jordan).
En lo que sigue, por comodidad de notacién nos restringimos a considerar un A; y suprimiremos los
subindices .

Sabemos que se tiene

{0}SNAL)SNAN2)S ... SN v(N)=A
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Escogemos en N (A, v(A)) un espacio H(v(\) — 1) complementario de N(\, v(A) —1) en N(A,v(A)). Es
decir, H(v(\) — 1) es tal que

N v(A)=NM\v(\)—1)e Hv(\) —1)

Sabemos que podemos encontrar una base de N(\,v(\) —1) € H(v(X) —1)la cual serd {x1,z2,...,2p}
y otra de N (X, v(N)) la cual serd {z1,x2,...,%p, Tpt1, ... 24} como son bases se puede escribir de forma
tinica la sumatoria con a € A, a = Y 1_, az; = Z§:1 ;T + ZZ:erl 0T

Entonces sea {x1,22,...,%s, } una base de H(r(\) —1).

Veamos que
{Bzi,bxa,...,Bxp, } C N\, v(A) —1) = N\, v(A) —2)

y ademaés son linealmente independientes. En efecto, para lo primero se tiene, por ejemplo,
B"W 1By = B'Wz =0

pero, en cambio,
BV(A)—QB:El — Bu()\)—lxl 7& 0

ya que 1 ¢ N(A\,v(A) —1).
Para la independencia lineal se procede asi. Si

N N
Z o;Bx; =0, entonces BYW-1 Z a;x; =0
1 1

(Podemos suponer v(\) > 1, pues de otro modo todo lo que precede es trivial.) Como

h1
> i € Hv(A) — 1)
1

resulta que se ha de tener
hy
Z oy — 0
1

Como {z1,x2,23,...,%n, } s base de H(v(\)—1), esto implica que o; = 0 para todoi =1,...,hy. Asi,
{Bz1, Bxa,...,Bxy, } son vectores linalmente independientes de N (A, v(A) — 1) — N(A,v(\) — 2). Por
tanto, este conjunto de vectores se puede completar para obtener una base de un espacio N (A, v(\) —2)
complementario de N (A, v(A) —2) en N(\, v(A\) — 1), es decir, tal que

N v(\) = 1) = N\ v(\) —2) @ H(v()\) — 2)

Sea esta base

{B[IJl,Bl'Q, N ,Bxhl,xhl+1, N 7$h2}

Consideremos ahora el sistema de vectores:
{B%*zy,B%*zy,...,B%zy,, Bxy,11,...,Bry,} € N\, v(\) —2) = N\, v(\) —3)

36



Capitulo 1. Ecuaciones Lineales 1.2. Teoria espectral elemental. Teorema de Jordan

que son linealmente independientes. Procediendo andlogamente, obtenemos finalmente una base de

A = N(\v()\)) formada por los vectores
2 2 2
{:Ul,:cg,...,xhl,Bml,BxQ,...,Bxhl,mh1+1,...,Ba:h2,B :Cl,B xQ,...,B a:hl,BthH,...,Ba:hQ}

Respecto de la base, ordenada de la forma siguiente:

2 A)—1 2 A)—1
{z1, Buz1,B x1, ..., BNl 29 Bry, B2xs, ..., B"W 1y,

2 A)—1 A)—2
Thy, Bmhy)B xh17"'7BV( ) xhlvxh1+17Bxh1+l7"'7BV( ) Thyi+1,
Thy, Bl’hz,...,By(A)_2$h2,

)

el operador B tiene la expresién matricial siguiente:

J1 0
0 J2
Jr—1 0
0 Ju
donde cada matriz .J; corresponde a cada sistema parcial {1, Bx1, B2y, .. .,B”(’\)_lxl} y tiene la
forma:
A 0 0 0 O
1 X 0 0 0
0 1 X 0 0
Ji =
0o 0 1 XN O

0O 0 0 1 N

Pero veamos como es que se ha obtenido la matriz J; ella resulta de aplicar el operador 1" a cada

elemento de la base ordenada, en particular para {:cl,Bazl,BQ:cl,...,B”(/\)_lxl} para el resto de

elementos resulta de manera analoga. Aplicando T a cada uno de ellos resulta

T(xl) = Ar1+ Bz
T(Bx1) = B(Tzy)= ABz + B’z
T(B?z,) = B*(Tz))=AB%z + Bz,
T(B%z) = B*Tz)=AB3z + Bz,
T(B* N lz) = B (Txy) = AB" W gy + B Wy
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Por lo estudiado en la subseccion 1.1.1, tenemos que la imagen de cada elemento se puede ver como

un vector columna, de donde resulta que B es

M O 0O 0 0
M 0O 0 0
1 N 0 0
B = (a;l Bxi B2.561 ngl BV(A)_lxl) !
0 0 1 X O
0 0 0 1 N\
[ /0 0 o0 M O 0 0]
1 0 A 0 0
— (xl Bz, B’z ... B"(’\)_l:m) 0 0 1o 0 A 0
\o 0o 1 o 0 0 0 NJ/]
= (xl Bz,  B?x; B3x; ... B”(’\)_lxl) [H1 + M\ 1]

De todo esto resulta el teorema de descomposicién de Jordan.

Teorema 1.2.5 (Teorema de descomposicién de Jordan). Sea A una matriz n x n de elementos de C.

Existe entonces una matriz no singular P tal que A= PJP~!, siendo J de la forma:

J1 0
0 Jo
J =
0 0
0 Jrr
donde cada J; es de la forma:
(673 0
1 (6%}
Ji =
0 1 o

siendo «; un autovalor de A.
La matriz J estd univocamente determinada salvo permutaciones de los bloques J;. La matriz J se

denomina la forma canonica de Jordan de A.

La determinacién univoca de .J resulta de la unicidad del operador B estudiado anteriormente.
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1.2.4. Forma canodnica de una matriz real

Supongamos que 1" es una matriz real n x n. Conviene a veces representar 7" mediante una descom-
posicién real andloga a la de Jordan. Tal descomposicién es posible en el sentido que se indica a
continuacién. La presentamos y demostramos en un caso particular a fin de evitar complicaciones de
notacién, pero el resultado es general y la marcha de la demostracién es la misma.

Sea T una matriz real 5 x 5, representacion de un operador lineal, que llamaremos también T', respecto

de la base B = {e1, €9, €3, €4, €5}, del espacio X. Supongamos que la forma de Jordan de T es

a+ bi 0 0 0 0

1 a+ bi 0 0 0

J = 0 0 a—bi 0 0
0 0 1 a—>bi 0

0 0 0 0 c

donde a,b,c € R. Veamos que entonces existe una matriz real no singular @ tal que 7 = QKQ~!

donde:

a b 0 0 O
-b a 0 0
K = 1 0 a b 0
0 1 —=b a O
0 0 0 0 ¢

Para verlo volvamos a la demostracién del teorema 1.2.5. Ante todo es claro que, siendo T real, si A es
un autovalor de T, entonces A lo es también. Ademas, A y A tienen la misma multiplicidad, el mismo
indice y las dimensiones de los espacios N (A, k), N (), k) son las mismas.

Al efectuar la eleccion de la base que conduce a la descomposicién de Jordan, es claro asimismo que

L1,Z2,...,Tpy, CON
n
Ty = E k€L, jZl,...,h1
k=1

es base de H(v(\)—1), espacio complementario de N (A, v(A)—1) en N(\,v(\)), y tomamos los vectores
n
jj:Z@jkek, jzl,...,hl
k=1

entonces 71, T2, - . . , Tp, , constituyen una base de un espacio H(v(\)—1) complementario de N (A, v()\)—
1) en N(A,v())). Asi, en la eleccién de la base de un espacio se puede proceder paralelamente, de la
forma indicada con \ y . Esta observacién conduce con facilidad al resultado que buscamos.

Supongamos que hemos procedido asi en el caso concreto que nos ocupa, y que hemos obtenido la base.

{21, (T — (a+ bi)I)x1,Z1, (T — (a+ bi)])T1, 22}

Llamemos

x1=y1, (T — (a+bi))xy = yo, %1 = U1, (T — (a + bi))ZT1 = Yo, x2 = Y3
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y observamos que si
5
i =Y Bikex
k=1
entonces,
5
gj = Z Bjkex
k=1

La representacién matricial del operador lineal T respecto de la base {y1,y2, 1,2, y3} es

a+ bi 0 0 0 0
1 a—+bi 0 0 0
J = 0 0 a — bi 0 0
0 0 1 a—>bi 0
0 0 0 0 c
Esto quiere decir:
Ty = (a+bi)yi +y2
Ty = (a+bi)y
Tyr = (a+bi)y1 + o
Tygo = (a+bi)ya
Tys = cys
Tomemos ahora los vectores
z1:y1+g1, zi‘:yl_,gl, 22:y2+§2’ Z;:yl—_§1’23:y3
2 27 2 23

Es facil comprobar que los vectores de {z1, Z7, y2, Us, 23} tienen coordenadas reales respecto de {eq, es, €3, e4, €5
p q I 173/ 7y27 I I 9 9

y que constituyen una base Z. Asimismo es sencillo comprobar que

Tz = az; —bz] + 22
Tz, = bz +azi+25
Tzy = azo— bz

Tzy = bzy+az

Tz3 = cz3

Es decir, la representacion de T respecto de base Z es:

a b 0 0
—-b a 0 O
K= 1 0 a b 0
0 1 =b a O
0 0 O 0 ¢
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Ademés, la matriz (Q de cambio de la base B a la Z es real. Por tanto, T'= QK Q™! con Q real, lo que
demuestra la proposicion inicial.
El resultado general puede enunciarse del modo siguiente.

Toda matriz A € M (n, R) admite una expresion Q~1.J1Q, donde Q € M(n,R) y J; es una matriz de

la forma:
D 0 0
H; 0
0 Hy 0
Jp =
0 H,
Ly 0
0 0
0 L,

donde D es una matriz diagonal real, cada H; es una matriz real y de la forma:

(673 0
Ji = 1 Qv
0 1 Qo
y cada L; es tambien real y de la forma:
A; 0

0 Iy A;

1 0 i b;
I, = y A= ¢
0 1 —b; a;

1.2.5. Calculo de polinomios y series de matrices

siendo

Si A= PJP~!, entonces A2 = PJ?P~!, A¥ = PJ*P~! para todo k entero positivo. Asi, si Q()\) es
un polinomio en A, se tiene:

Q(A) = PQ(J)P!

Asimismo,

exp(A) = Pexp(J)P !,
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y la exp(J) se calcula muy sencillamente:

exp(J1) 0
exp(J) = exp(J2)
0 exp(Jp)
siendo
1 0
1/1! 1

exp J; = exp(ay) | 1/2! 1/1! 1

1/(h—1)! 1/(h=2) 1/11 1

1.2.6. Ejemplo

Ejemplo 1.2.2. Calculo de la forma de Jordan de una matriz siguiendo el procedimiento de la demos-

tracion del teorema

10 4 13
A=15 3 7
-9 —4 -12

Solucién. Se tiene det(A — M) = - A3 + A2+ X —1=—(A—1)2(A+1).
Asi, el espectro es o(T) = {1, —1} y sus multiplicidades son 2 para A =1 y 1 para A = —1. Estudiamos

el indice

a) N(1,1) ={z: (A— 1)z =0}

9 4 13
A-1=1|5 2 7
-9 -4 -13

Ahora, tenemos que encontrar un vector x tal que (A — 1)z =0

9 4 13 I
5 2 7 xI9 -
-9 —4 -13 I3

o O O

notemos que el renglon 3 (que denotaremos Rs3) es el negativo del renglon 1 Ry, entonces trabajando

solo con los renglones Ry y Ry obtenemos

9 4 13 0 -1 0 —1 0
5 2 7 0] Ri = R1 — 2Ry 5 2 7 0] Ry —» Ro+5R;
-9 —4 -13 0 -9 —4 -13 0
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-1 0 -1 0 -1 0 -1 0
0 2 2 0| R2— %RQ 0 1 1 0
-9 —4 —-13 | 0 -9 —4 —-13 | 0
resulta que
—x1 —x3=0
To+x3=0
esto es, r1 = —x3 y x9 = —x3 resulta que el vector x es (x1,xe,r3) = (—x3, —r3,23) = v3(—1,—1,1).
FEl espacio es
T -1
zo | = | —-1]s
T3 1

b) N(1,2) ={z: (A—1)%z =0}

2 —

9 4 13 T 9 4 13 9 4 13 T 0
5 2 7 To | = 5 2 7 15} 2 7 T2 =10
-9 —4 -13 T3 -9 —4 -13 -9 —4 -13 T3 0
9 4 13 21 -1
5 2 7 | =1-1
-9 —4 -13 z3 1
9 4 13 -1 -1 0 -1 1
5 2 7 —1| Rl — R1—2Ry 5 2 7 —1| Ry — Ry +5R;
-9 —4 -13 1 -9 —4 -13 1
-1 0 —1 1 . -1 0 -1 1
0 2 2 4| Ry — §R2 0 1 1 2
-9 —4 -13 1 -9 —4 -13 1

resulta que

—Z1 — k3 = 1
29+ 23 = 2
esto es, si z3 = 0 se tiene z1 = —1 y 29 = 2, por otro lado si z3 = 2 entonces z1 = —3 y zo = 0.
FEl espacio es
T -1 -3
Ty | = 2 t+ 0 u
T3 0 2

de manera andloga se hace para

43



Capitulo 1. Ecuaciones Lineales 1.2. Teoria espectral elemental. Teorema de Jordan

¢) N(1,3) = {z: (A—1)3z = 0} coincide con N(1,2). Se tiene
v(l)=2
Ahora veamos para el autovalor A = —1 tenemos

d) N(—1,1) ={z: (A+ 1)z =0}

El espacio es

I -2
xT9 = —11v
I3 2
e) N(— = {z: (A+1)*x = 0} coincide con N(—1,1). Se tiene
v(-1)=1

Con esto es claro que la forma de Jordan es

0
0

1
J=11
0 -1

o = O

Para hallar la matriz P se puede proceder como en la demostracion. Tomamos

-1
er=1 2 N(1,2) — N(1,1)
0
Y, a continuacion,
-1 -1
ea=A-1) 2 | =1]-1
0 1
Tomamos también
-2
és=|—-1|eN(-11)
2
Con esto, la matriz P es
-1 -1 -2
P=12 -1 -1
0 1 2

y se tiene, efectivamente
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Ejemplo 1.2.3. De una matriz se sabe que
J(A) = {17 _176}
Yy que:
dimN(1,1) = dimN(1,2)=3
dimN(-1,1) = 3, dimN(-1,2) =4 dimN(-1,3) =dim N(-1,4) =5
dimN(6,1) = 2, dimN(6,2) =dim N(6,3) =3

¢ Cudl es la forma de Jordan de A?

Solucién. Se da que o(A) = {1,—1,6} y por teorema 1.2.4 sabemos que los correspondientes indices

son

ademds se sabe que

dimN(1,v(1)) = 3
dimN(-1,v(-1)) = 5
dim N(6,v(6)) = 3

segun el teorema 1.2.4 y las consideraciones anteriores a dicho teorema se tiene que

de donde
dim X =11

y asi A € M(11,C). Ahora, se tiene que una base para A es
{21,..., B0 g g BV gy gy BT

Para Ay = 1 tenemos que v(\1) = 1 entonces tenemos una matriz de 3 x 3 tal que en la diagonal
principal van 1 y en las restantes posiciones van 0.
Para Ag = —1 se tiene v(X\a2) = 3 es decir que la matriz es de 5 x 5 tal que en las ultimas dos filas es

diagonal. Asi

T = B+AM=B-1

T(ze) = (B—1)zg = Bxy—x2
T(Bzy) = (B —1)Bxzy = B%*zy — Bxy
T(B*z3) = (B —1)B%*zy = B%xzy — By
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1.3. Ecuaciones Lineales

asi se tiene la matriz

0
-1 0 0 0
0

0
-1 0
0 O 0 -1

Para A3 = 6 tenemos que v(\3) = 2 entonces tenemos una matriz de 3 X 3

T
T(xs3)
T(Bxg)

asi se tiene la matriz

B+X=B-6
(B — 6):133 = BZL‘3 — 6:133
(B — 6)Bx3 = B%x3 — 6Bux3

6 0 0
1 6 0
00 6
Por tanto la forma canonica de la matriz A es
0
0 0 0
0
-10 0 0 0
1 -10 0 O
J = 0 0o 1 -1 0 0 0
0 o0 0 -10
o o o0 o0 -1
6 0 0
0 0
0 0 6

1.3. Ecuaciones Lineales

Consideramos la ecuacion

o' (t) = A(t)z(t) + b(t)

(1.3.1)

donde A : [tg, t1] = J — M, (n,C) es una aplicacién continua de [tg, t1] = J C R al espacio de matrices

n x n de elementos complejos, y b : [to,t1] — C™ es una aplicacién continua. Se busca una funcién

x : [to,t1] — C™ (todos los vectores se escriben como vectores columna) que sea derivable en [tg,t1] v

su derivada satisfaga la ecuacién (1.3.1). Tal funcién z(t) se denomina solucién de (1.3.1).
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La ecuacién (1.3.1) se llama homogénea si b(t) = 0, y afin o no homogénea si b(t) # 0.

El problema de Cauchy consistird en obtener una solucién z(¢) de (1.3.1) tal que
z(ty) =% e C
El teorema siguiente es una sencilla aplicacion de los teoremas de existencia, unicidad y prolongacién.

Teorema 1.3.1. El problema de valores iniciales

{ 2/ (t) = At)z(t) + b(t), teJ
(o) = &°

con la significacion de A, b, z, J, £ dada arriba, tiene una tinica solucion prolongable a todo el

intervalo J.
Demostracion. Obsérvese que siendo
f(t,8) =A)E+0b(t), teld ¢(eC,

se tiene

F(8€Y) = £(1,6%)] < (mdx AT)))]E! - €|
y, asi, se puede aplicar el teorema de Picard globalmente. (Aqui, |-| indicard una norma fija en C" y

la correspondiente norma en M (n, C")). O
Definicién 1.3.1. Se dice que una matriz ®(t) es una matriz fundamental de la ecuacion

2'(t) = A(t)z(t) (1.3.2)
st sus n columnas son n soluciones linealmente independientes de dicha ecuacion.

Si ®(t) es una matriz fundamental de (1.3.2), el conjunto de soluciones de (1.3.2) se podra representar
por
D(t)c (1.3.3)

siendo ¢ € C" un vector arbitrario. En efecto, la combinacién lineal
1 ® () 4 -+, P (1)

toma la forma (1.3.3) en notacién matricial.
Resolver la ecuacion (1.3.2) se reduce, pues, a encontrar una matriz fundamental.
El teorema que sigue se refiere primero a la estructura del conjunto de soluciones de la ecuacién (1.3.1),

y proporciona después la solucién del problema de valores iniciales mediante la formula de Lagrange.

Teorema 1.3.2. Sea la ecuacion
2'(t) = A(t)z(t) + b(t) (1.3.4)

con A : [to,t1) = J — M(n, C) continua y b : [to,t1] — C" continua. Entonces:
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a) Principio de Superposicion. Si b(t) =0, el conjunto de todas las soluciones de 1.3.4 es un
espacio vectorial Z de dimension n. Una base de este espacio se denomina un sistema fundamental

de soluciones. (La definicion de suma de soluciones y producto escalar por solucién es natural.)

b) Sea b(t) =0 y {z1(t), x2(t),...,xn(t)} = H un sistema de soluciones. Entonces H es un sistema
fundamental de soluciones si, y sdlo si, la matriz ®(t) de columnas x1(t), x2(t), ..., z,(t) es no
singular para algun t € J. Cuando asi sucede ® se denomina matriz fundamental de la

solucion de la ecuacion y se tiene, evidentemente,

Reciprocamente, si X : [to,t1] = J — M(n, C) es derivable y verifica para t € [to, 1]
X'(t)=At)X(t), detX #0

para algin t € [to,t1], entonces X (t) es matriz fundamental de la ecuacion

c) Sib(t) # 0 el conjunto T de soluciones de (1.3.4) constituye un espacio afin de dimension n.
Si z,(t) es solucion de la ecuacion (1.3.4) con b(t) # 0 y Z es el conjunto de soluciones de
x'(t) = A(t)z(t), se tiene:

T = {zp(t) +y(t) : y(t) € Z}

d) Férmula de Lagrange o de variacion de las constantes. El problema de valores iniciales

A)z(t) +b(t), teJ

—
8 8
= =
o =
o
T

(e

tiene por solucion unica
t

B(H)E + (1) / 1 (s)b(s)ds

to
donde ®(t) es matriz fundamental de 2'(t) = A(t)x(t) tal que ®(tg) = I. Tal matriz siempre

existe y es unica.

Demostracion.  a) La primera parte es sencilla. Demostraremos que existe una base de n soluciones
L1y esLp.
Llamemos eq, e9, ..., e, a los siguientes vectores
1 0 0
0 0
€1 = , €2 = ) ,E€n =
0 0 1

y sea x; la solucién tinica del problema
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() =At)x(t), teJ
[0 = 4050 e
x(to) = e;

Las soluciones x; forman una base del espacio vectorial Z. Para ver que son linealmente inde-

pendientes, supongamos
n
Z a;zi(t) =0
j=1

Haciendo t = tg, se tiene
n
Z Q5T (to) =0
j=1

n
E ajej = 0
j=1

1 0
0 1 0
ap | | ta| |+ F+an] | =0
0 0 1
obtenemos
aq
an, | =0

Ademsds forman todo el espacio. En efecto, sea z(t) una solucién de 2'(t) = A(t)x(t), y sea

B1
2(to) =11 | =8
Bn
Formemos la solucién

Z(t) = Zﬁjl‘j(t)

Tanto z(t) como Z(t) son soluciones del problema

asi, por la unicidad,
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b)

Supongamos det ®(s) = 0 para algtin s € J. Entonces se tendra que las columnas de det ®(s) son

linealmente dependientes, es decir:
n
Zajmj(s) =0 con algin oj #0
j=1

con algin a; # 0. Consideramos
n
2() = (1)
j=1

Se tiene que z(t) es solucién del problema

Pero la funcién idénticamente nula es también solucién de tal problema. Asi, por la unicidad,

2(t) = 0. Por tanto,
n
Z a;zi(t) =0
j=1

y, por consiguiente,
det ®(t) =0

De este modo, o bien det ®(¢) = 0 o bien det ®(t) # 0 para todo t € J.

Cualquier solucién de z/(t) = A(t)z(t) es de la forma ®(t)c con ¢ € C™ constante si ®(¢) es una
matriz fundamental. Si se quiere hallar una solucién de 2/(t) = A(t)z(t) se puede intentar variar
¢ (variacién de las constantes) y ensayar z(t) = ®(t)c(t) (es decir, se supone que z(t) es solucién

de la ecuacién (1.3.4)). Se ha de tener al derivar y reemplazar z(t) en (1.3.4):
2(t) = A(t)z(t) + b(t) = ' (t)c(t) + ®(t)c (1)
Sabemos que &'(t) = A(t)®(t), y, asi, ha de resultar:
AW (H)c(t) + b(t) = A(R)B(H)e(t) + D) ()

por lo que hay que escoger

Si se quiere z(ty) = €0, entonces se ha de verificar simultdneamente

{ J(t) = oL (H)b(t)
c(to) = @~ ()"

Si @(t) se ha escogido tal que ®(tp) = I, entonces

t
c(t) = &° +/ O L(s)b(s)ds

to
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y, asi

2(t) = ®(t)e0 + d(t) /t d1(s)b(s)ds

to

O

Obsérvese que, con la notacién de la demostraciéon de a), la matriz ®(¢) tal que ®(¢p) es la que tiene

por columnas las soluciones de

P, {xl(t) = Alb)2(®) i=1,2,....n
z(tg) = e;

El resultado siguiente se suele denominar férmula de Jacobi.

Teorema 1.3.3 (Férmula de Jacobi). Sea ®(t) una matriz n X n cuyas columnas son todas solucion
de z'(t) = A(t)x(t). Entonces se verifica:

(det @) (t) = trA(t) det ®(t)

Y, asi:

¢
det ®(t) = det D(to) exp/ trA(s)ds
to

Demostracion. Sea

V11(t) ia(t) ... Pin(t)
Pa1(t) aa(t) ... 1han(t)

P, () P11(t) P12(t) .. d1n(t)

(det ®)'(t) = det b et | V() Y2(t) - an(t)

Un1(t) Yn2(t) . Pnn(t) 1 (8) Yo () - P (t)

Como se tiene ®'(t) = A(t)®(t) el primer determinante del segundo miembro es

a1 + a2 + ...+ a1 - - @111 + a12V2n + .o+ A1nUnn

det o = aq1 det ®(t)

con lo cual:
(det @) (t) = trA(t) det ®(t)
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El estudio de una ecuacién lineal de orden n del tipo:
2™ () + a1 ()" (E) 4+ - a1 (D)7 (8) + an(t)z(t) = f(2)

donde a; son funciones escalares continuas de [tg,t1] a C, asi como f, y la  que se busca es una
funcién con n derivadas continuas en [to, ¢1], y con los valores en C se reduce al estudio realizado ya

de la ecuacién lineal vectorial mediante el cambio

w0\ ()
R I Rl
w000\l

Resulta asi la ecuacion

donde
0 1
1 0
0 0 0 1
‘1
—an(t) —ap—1(t) —ai(t)

Para la ecuacién diferencial lineal de orden n se puede, por tanto, formular un teorema de existencia y
de estructura paralelo a los teoremas 1.3.1 y 1.3.2. El teorema 1.3.3 da ahora un resultado especialmente
sencillo, conocido como formula de Liouwille. Obsérvese que si x1,x2,...,x, son soluciones de la

ecuacion
2™ @)+ a @z V@) + -+ an()z(t) =0

entonces la matriz correspondiente a ®(t) del teorema 1.3.3 es

T €2 Tn
/ / /

x x x
1 2 n

®(t) = .

n—1 n—1 n—1

x] Ty xy

y, asi, su determinante es el wronskiano de las funciones 1, o, ..., z,. De este modo, si senalamos por

W(t) =W (z1(t),...,za(t)) = det D(t),
se tiene
W (t) = —a1 ()W (t)

y, por tanto

W (t) = W (to) exp / (—ax(s))ds

to
que es la formula de Liouville.
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1.3.1. Ejemplos

Ejemplo 1.3.1. Resuélvase el problema
2 (t) + 42" (t) — 5z(t) = 0
z(0) =1, 2/(0) =0, 2”(0) =0

y determinese como se comporta la solucion en el infinito, es decir, si es acotada o no, si tiende a cero

para t — o0 o0 no, etc.

Solucién. La ecuacion caracteristica de la ecuacion diferencial dada es
N 44N —5=0
Encontramos las raices de la ecuacion anterior

XA’ -5 = 0
A =1) (A2 +5X+5) = 0 resolviendo la cuadratica resulta

() 0 (52) -

de donde las raices de la ecuacion caracteristica son

5+vh 55

AM=1, A= 5 3= 5

Dado que las raices son reales y distintas se tiene que la solucion general de la ecuacion diferencial

dada es

At

z(t) = c1eM! 4 cpe?t 4 czetst

La derivacion nos lleva a

J}/(t) = )\1616>\1t + )\2C2€>\2t + 03)\36)\3t

2"(t) = MereM + Ajepe? + Ajezes!

ast, de las condiciones iniciales se obtienen las ecuaciones

z(0) = c1+eatez=1
I‘I(O) = A1+ Xoco+A3ec3=0
2”(0) = XNep4 Mea+ M3 =0

para A1 = 1 el sistema anterior se convierte en

z(0) = c14+cete3=1 (1.3.5)
1‘,(0) = 1+ Xco+A3ec3=0 (1.3.6)
2”(0) = e14 Mo+ A3 =0 (1.3.7)
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Restando 1.3.6 de 1.53.7 se tiene

2 2
+vE\_(savs\ | (B (s-vs) ],
2 2 2 2 2 5
resolviendo lo anterior se obtiene

—(10 — 3v/5)
3= ———~—0C
10 — 3v/5

6/5
c+———=c=1
"0V

5v/5 0
€] — ———Cy =
Y 10+3vE
Simultaneando ambas ecuaciones se obtiene

sustituyendo cz en 1.3.5

y sustituyendo c3, A2 y A3 en 1.53.6

c—E 0—73—'—2\/5
=11 27

Sustituyendo en 1.3.5 ¢1 y ca
3-2v5
11
ast, se obtiene que la solucion del problema inicial planteado es
5 ot 3+2V5 0 3-2V5
1) = —eM 2 3
)= et e e

C3 =

Es obvio que la solucion no es acotada en t > 0, puesto que si bien los dos ltimos sumandos tienden

a cero cuando t tiende a infinito, el primero no es acotado.

1.4. Coeficientes Constantes

Definicién 1.4.1. Una ecuacidn diferencial '(t) = f(t,z(t)) se denomina auténoma cuando la
funcion f(t,€) es solamente la funcion de &, es decir, es una ecuacion de la forma x'(t) = f(x(t)). Si

la ecuacion es lineal y auténoma, serd x'(t) = Ax(t) + b, con A,b constantes.

Consideremos primero el problema
() = Az(t) en [to,t1] =J
(P) :
z(to) = §

El problema anterior posee una tinica solucién que es la funcién definida por
.T(t) _ eA(t—to)go

Veamos que en efecto es asi, para ello nos auxiliamos del método de aproximaciones sucesivas (o
iterantes de Picard). Sea f(t,z(t)) = Az(t), por tanto, la ecuacién integral equivalente a (P) es

x(t) =&+ t Ax(s)ds
to
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Capitulo 1. Ecuaciones Lineales 1.4. Coeficientes Constantes

La iterante incial asociada a (P) es la funcién constante definida por zq(t) = £° las demds iterantes

estan definidas y vienen dadas asi:

t t
n(t) = @+lﬁm@Mv=@+lﬂ%%s:@+A§$¢=@+A@u—m

Ot 3; 52 t
() = &+ / z1(s)ds =€+ [ A[€0 + Aes]ds = € + [Ag% + A2§02]

to to to

= 4 AL —to) + Azgoi(t _2t°)2
rst) = €+ [ aalopts =+ [ AL+ A5 + 47 Jas
to to

2 371
— Oy [A§05+A2£082—|—A3503]
to

— to)?

= §0+A§0(t—to)+A2§°( o (t—to)?

300
+ A°¢ 3l

’ t t 2 n—1
Tn(t) = @+/mWﬂWk:§+/f1@+&%+ﬁ@S+”+AW%OS ds
to to 21 (n—1)!
0 0 2032 3033 osnt
= &+ [Ag s+A£§+A£§+...+A”§ ']
! ! to

At + a0 _Q,tO)

t—to)? t—t 3 t—t N\
- §0<I+A(t—to)+A2( 2'0) Rl 310) +...+A"7( n'°)>

A3§0( to)

t—to)"™
+An€0( '0)

Se tiene entonces que la sucesién de funciones x,, asi construida coincide con la sucesién de las sumas

A(t—to)é-O 50 ZOO Ak (t—to)* (Ap*F

parciales de la serie e o — g~ (definicién de matriz exponencial et = o )

parat € R
keOry k(e k
lfm zn(t) = lim Z ARt —t9)" . -0 Z A= t)" _ aw-w0)g0

n=co n—yo0 £ k! — k!
Por consiguiente, la sucesién de iterantes x, converge puntualmente en R hacia la solucién tnica
eAlt=t0)¢0  del problema (P).
Ahora, veamos que la solucién ®(t) = eA(=%) del problema (P) es una matriz fundamental.

Tenemos que la matriz A es constante y escribamos

Alt—to) _ i A¥(t —to)*

€ !

k=0
Teniendo en cuenta que
) 1Rt — o)™l _ [IAI*[( — to)*]
k! h k!

. w  IAlIF|t = to)*
iy g A0
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Capitulo 1. Ecuaciones Lineales 1.4. Coeficientes Constantes

A"t —to)"
n!
compactos, cada término de la serie es infinitamente diferenciable y la serie de las derivadas término
A(t—to)

A(t—to)

se sigue que e estd bien definida. Mds atin como > 7 converge uniformemente sobre

a término también es uniformemente convergente, obtenemos que ®(t) = e satisface la ecuacion
matricial lineal homogénea
(o]

ZnA”t—to _AZA” Lt — o)™~ _Aq)(t)

n—l

tal que ®(tg) = I. Asi, hemos mostrado que para sistemas lineales con coeficientes constantes la matriz

A(t—to)

fundamental principal viene dada por ®(t) = e con ®(tg) = 1. Y, asi, se quiere resolver ahora el

problema
{ 2/ (t) = Az(t) + b(t)
w(to) = ¢

Aplicando la férmula de Lagrange que esta en el teorema 1.3.2 d), se tiene que

z(t) = ®)E" + (1) /t d1(s)b(s)ds

to

t
_ eA(t—t0)§0+€A(t—to)/ [eA(s_tO)]_lb(s)ds

to

t
_ eA(tt0)€0+/ eAlt=10) = Als—t0) ) g

to

t
— eA(t—to)gO + / eA(t—t0—8+t0)b(8)ds

to

t
o(t) = eAlttolg 4 / eAt=9)p(s)ds

to

La expresién explicita de e es sencilla en términos de la forma canénica de Jordan.

Sea primero L = Al + H, con

Entonces, puesto que Al + H conmutan, se tiene

0 0
0 0 0
0 0 00
0
H? = 0 H3 = ) 0 SHFEL=1 0 0 0
0 1 00 ' 1 0 0...0
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Capitulo 1. Ecuaciones Lineales 1.5. Ecuaciones periddica

H* = 0, resulta por lo estudiado en la subseccién 1.1.4 que:

0 k
Lt (H4ADE _ _HE N DY
et =e =e'teN = Z o ©
k=0
en notacién matricial, esto es:
1
t
— 1
1!
et = t2 t 1 et
2! 1!
th—1 k=2
e 1
(k=1 (k—-2) 1!
Asi, si A= PJP~!, entonces
eAt — PeJtP—l
Si J es la forma de Jordan de A:
Ly 0
J = Lo
0 Ly,
donde cada L; = A\;I + Hj es de la forma anterior, se tiene
elt 0
€At — Pe]tpfl —PpP eLQt P*l
0 eLht

Ljt

donde cada e™i* tiene la forma expresada como antes.

1.5. Ecuaciones periddicas

Sea la ecuacién z/(t) = A(t)z(t), t € R, donde A(t + 7) = A(t) para todo t, siendo 7 un niimero real

fijo. Si z(t) satisface la ecuacién y escribimos y(t) = z(t 4+ 7) entonces se tiene:

y(t) =2 (t+7)= At + 1)zt +71) = A(t)y(t)
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Capitulo 1. Ecuaciones Lineales 1.5. Ecuaciones periddica

y, asi, también y(t¢) es solucién. Por lo tanto, ®(¢) es una matriz fundamental, también lo es ®(t + 7)

y, por consiguiente, existe una matriz no singular constante C tal que
O(t+71)=0(t)C

haciendo ¢t = 0, en la ecuacién anterior y suponiendo que ®(0) = I, se tiene que
o(1)=2(0)C =C

A la matriz C se le llama matriz de monodromia.

7L

Lema 1.5.1. Sea C una matriz no singular, entonces existe una matriz L tal que C' = €™, siendo L

en general de elementos de C.

Entonces, si denominamos

se puede poner:

B(t+71) = ®@t+71)e et =t +7)C et

Asi resulta el siguiente teorema.

Teorema 1.5.1 (Floquet 1883). Toda matriz fundamental ®(t) para el sistema periddico z'(t) =

A(t)x(t) puede representarse en la forma

donde L es constante y B(t) es periodica de periodo T

Demostracion de lema. Si C' fuese un nimero distinto de 0, cualquier determinacion de log C' serviria

como L. Es decir, se podria poner
L =logC =log(l+ (C —1)),

y, si |C — 1| < 1, se tiene llamando N = C — 1:

La expresién de la derecha puede tener sentido, segiin sabemos, para una matriz y, asi tal vez podamos

esperar que si ponemos N = C — 1 en el caso en que C sea una matriz, no singular, y obtenemos

N2 N3 N4
L=N—-—+4+"— - "— 4+ ...
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Capitulo 1. Ecuaciones Lineales 1.5. Ecuaciones periddica

entonces sea e’ = C.
La presentacion rigurosa de este razonamiento heuristico se puede realizar del modo siguiente: Sea en

primer lugar N una matriz n X n de la forma

« 0
N=1]20 o} 0
0 .0 Q 0
con a € C. Demostraremos que, si
NZ N3 Nt v uv? U3
N)y=N——+———+... T =I+—=4+ =4+ —=—+4...
R(N) R R UL At TR THR i

entonces

T(R(N)) =1+ N

(obsérvese que siendo N™ = 0, R(NN) es una matriz bien definida). Para ello procedemos por induccién
sobre la dimensiéon de N. Si n = 1 nada hay que demostrar. Supongamos que la propiedad es cierta

para toda matriz del tipo de la N de dimensién n — 1. Entonces, escribiendo

0 0---0 0 0 0---0
o 0---0 0 0---0

A= 0 0 N* = o
0 0 .0 0 0 a---0

se puede poner, ya que AN* = N*A =0, A> = 0:
R(N)= A+ R(N")
y, por tanto, como AR(N*) = R(N*) =0,
T(R(N)) = T(A)T(R(NY)),

pero
T(A)=I+A y T(R(N)=1I+N"

por la hipdtesis inductiva. Asf:

T(R(N) =T +A)I+N*)=I+N*"+A=I1+N
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Capitulo 1. Ecuaciones Lineales 1.5. Ecuaciones periddica

Supongamos ahora que C es un bloque de Jordan, es decir, C' =X+ H con A# 0y

0
10
H= 0
0 1 0
Entonces se puede poner
~ C H
A * A *

Si ponemos L = R(N), entonces expL = C'y, asi,
C =X = XexpL = exp((log \)I + L) = exp L

llamando L = (log A\)I + E, pudiéndose tomar en log A cualquiera de las determinaciones del logaritmo
de .
Sea ahora C' una matriz arbitraria no singular. Entonces todos sus autovalores son distintos de cero y

su forma canénica de Jordan J tiene bloques andlogos a la C' tratada antes. Es decir:

J1 0
Jo

0 Jh,

L

y para cada J; sabemos hallar L; tal que e/ = J;. Ponemos entonces:

Ly 0
Ly
M —
0 Ly
y tendremos eM = J. Ahora, si C = P~'JP, ponemos L = P"'MP y tendremos el = C. O
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Capitulo 2

Teoria de estabilidad. Método de la

primera aproximacion

El problema sobre estabilidad de soluciones de una ecuacién diferencial ordinaria surge como continua-
cién sobre la dependencia de las soluciones respecto de los valores iniciales y parametros. Un proceso se

0 en instante t

desarrolla gobernado por una ecuacién diferencial z/(t) = f(¢, xz(t)). Bajo condiciones x
su funcionamiento viene dado por x(t), pero por errores de medicién o por una perturbacién imprevista
es posible que el valor real en el instante tg sea #° en lugar de ser z° y, por tanto, su funcionamiento
real serd dado por 7°(¢). ;Cémo se comporta Z(t) con respecto a z(t)?

Cuando se considera un intervalo finito de tiempo proporciona bastante informacién suficiente. Pero
en muchas ocasiones interesa especialmente lo que va a ocurrir cuando t tiende a oo. Por ejemplo, y
este es uno de los problemas clasicos que han originado la teoria, el sistema solar ;es estable o llegara
a una situacién critica, provocada por perturbaciones pequenas, que produzca su desmembramiento?
El estudio de este tipo de problemas tiene su origen en LAGRANGE, DIRICHLET y sobre todo, més
recientemente, en los trabajos de A.M LYAPUNOV Y POINCARE, formando lo que se denomina la
teoria global o geométrica de ecuaciones diferenciales ordinarias. Constituye una rama muy amplia
de la teoria de ecuaciones diferenciales. En este capitulo se exponen las nociones més importantes de
estabilidad y algunos teoremas tipicos de la teoria que se obtienen al estudiar las soluciones de la
ecuacién bajo estudio, siguiendo méas o menos lo que se denomina el método de la primera aproxima-
cion. En el capitulo siguiente se expone el segundo método de Lyapunov o método directo que se basa

en el estudio de la funcién f(t,£) que aparece en la ecuacion diferencial misma.
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Capitulo 2. Teoria de estabilidad 2.1. Nocién de estabilidad

2.1. Nocion de estabilidad

2.1.1. Definiciones

Consideremos la ecuacién 2/(t) = f(t,z(t)), donde f estd definida en [tg, +00) x R™ en general, y

satisface condiciones que permiten garantizar que existe solucién unica, al menos local, del problema
2(t) = f(t,z(t)  @(to) = a°
Esta solucién serd denominada z(t;t, 2"). Supongamos que x(t; g, 2°) estd definida en [tg, +00).

Definicién 2.1.1. Diremos que z(t;tg,2°) es estable (a la derecha, en el sentido de Lyapunov) si
para cada € > 0 existe § = 0(e,tg) > 0 tal que para todo x' con |v' — 2% < § se tiene que x(t;tg, z1)

existe y estd definida en [ty, +00) y se verifica

lz(t; to, x1) — z(t;to, 2°)| < € para todo t >ty

A
/"\
_—

Figura 2.1: Estabilidad

Definicién 2.1.2. Se dice que z(t;tg,2°) es asintéticamente estable (a la derecha, en el sentido

de Lyapunov) si es estable y ademds existe n > 0 tal que si |v' — 2°| < n, entonces
lz(t; to, 2t) — z(t;t0,2°)| = 0 para t — 400

Definiciones andlogas se pueden dar de la estabilidad (asintética) a la izquierda, pero, en general,
cuando nos refiramos a la estabilidad de una solucién, sobrentenderemos que se trata de estabilidad a
la derecha.

Normalmente, interesa estudiar la estabilidad a la derecha como parte del analisis del comportamiento
a largo plazo (o sea, en el sentido de los tiempos crecientes) de las soluciones de un sistema y, por
ello, el término “estabilidad ”se referird sisteméticamente a la estabilidad a la derecha (en sentido de

Lyapunov). Como iremos viendo, en la practica interesa estudiar la estabilidad de ciertas soluciones
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Capitulo 2. Teoria de estabilidad 2.1. Nocién de estabilidad

Figura 2.2: Estabilidad asintética

que representen comportamientos significativos del sistema fisico modelado por la ecuacién diferencial,
particularmente soluciones constantes (o estacionarias) y soluciones periédicas.

Cuando se tiene una ecuacién de orden superior en forma normal:
2™ @) = ft,z(t), ...,z

la estabilidad (asintética) de sus soluciones se define mediante la estabilidad (asintética) de las solu-

ciones correspondientes de la ecuacién vectorial asociada.

2.1.2. Estabilidad de la solucién trivial

El estudio de la estabilidad de las ecuaciones lineales admite una reduccién importante.

Sea a'(t) = A(t)z(t) + b(t) con A(t) continua de [tg, +o0) a M,(C) o M,(R) (matrices complejas o
reales n x n). La solucién z(t; g, 2°) existe y es tinica y estd definida en todo [tg, +00) para cualquier
20, Mediante la férmula de Lagrange:

z(t;to, x°) = ®(t)z" + /t d(t)D1(s)b(s)ds

0

donde ®(t) es la matriz fundamental tal que ®(tg) = I, resulta el siguiente teorema.
Teorema 2.1.1. La solucién x(t;tg, 2°) de
2'(t) = A(t)z(t) + b(t) (2.1.1)

es estable (asintdticamente estable) si, y solo si, la solucidn T(t) = 0 de 2/(t) = A(t)z(t) es estable

(asintdticamente estable).

Demostracion. Supongamos que el sistema (2.1.1) es estable. La estabilidad asintética se prueba de

manera andaloga.
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Si x(t;tp,2°) es una solucién fija y sea x(t) cualquier otra solucién de (2.1.1) y definimos y(t) =
x(t) — x(t; to, 2°) la cual es solucién de z'(t) = A(t)z(t). Como z(t; tg, 2°) es estable, se tiene que, dado
€ > 0, existe § > 0 tal que si |z(tg) — 2°| < § entonces |z(t) — x(t;tg, 2°)| < €, Vt > to lo cual implica
que:

ly(t)| = |7(t) —y(t)| = |0 —y(t)| <€, Vt = to, si|y(to)| = |0 —y(to)| < I, es decir que la solucién trivial
de 2/(t) = A(t)x(t) es estable.

Ahora supongamos que la solucién trivial es estable: Dado € > 0, existe § > 0 tal que si [0 —y(to)| < ¢
entonces |0 — y(t)| < €, Vt > to, es decir |z(ty) — 2°| < J, entonces |z(t) — z(t;to, 2°)| < €, Vt > to por

lo cual se deduce que x(t; g, 2°) es estable. O

Asi pues, y en resumen, el estudio de la estabilidad de una solucién cualquiera de un sistema lineal se
reduce al estudio de la estabilidad de la solucién 7(¢) = 0 del sistema homogéneo asociado. El teorema
anterior muestra que para la ecuacién lineal 2/ (t) = A(t)z(t)+b(t) todas sus soluciones tienen el mismo

cardcter de estabilidad o inestabilidad. Asi, para una ecuacién lineal tiene sentido hablar de estabilidad

(asintdtica) de la ecuacion misma.

2.1.3. Ejemplos
Ejemplo 2.1.1. La solucién y(t) = 0 de 2'(t) = (x(t))? no es estable ni a la derecha ni a la izquierda.

Solucién. Sabemos que las soluciones de la ecuacion diferencial z'(t) = (z(t))? son las ramas de la

hipérbola

1
z(t) = P k constante

donde las soluciones positivas estan dadas por (—oo, k) y las soluciones negativas por (k,+00).

/ |
|
oy

|
S

Figura 2.3: Curvas graficas de las soluciones de la ecuacién z'(t) = (z(t))? (Ejemplo 2.1.1)

De la grdfica podemos observar que si tomamos cualquier solucion que este arriba (rojo) de y(t) = 0

no se mantiene cerca de y(t) = 0, es decir si nos tomamos un entorno bien pequeno que contenga a
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estas soluciones para un tiempo dado, dichas soluciones no se mantendrdn cercanas para un tiempo
posterior. Por otro lado las soluciones que estin por debajo (verde) de y(t) = 0 si se parecen a ella,
pero de la definicion sabemos que la estabilidad es para toda solucion que parta cerca de la solucion que

se estd analizando. Un razonamiento andlogo se puede hacer para ver la inestabilidad por la izquierda.

Ejemplo 2.1.2. Se considera la ecuacion x'(t) = 1—(z(t))?. La solucion y(t) = +1 es asintoticamente

estable. La solucion z(t) = —1 no es estable.

Solucién. La solucion de la ecuacion diferencial dada es

ke2t — 1
z(t) = ke?t +1

pero si imponemos la condicién inicial x(0) = 2° tendremos que la solucién estard dada por

(14 29)e? — (1 —2%)

z(t) = (14 z0)e?t 4 (1 — 29)

Por lo que tendremos que analizar los siguientes casos, para poder graficar las curvas soluciones.

» Si—1 < 2% < 1 las curvas soluciones serdn las que se encuentran entre las rectasy =1 ey = —1

(curvas rosada).

s Si 20 > 1 las curvas solucion serdn las curvas que se encuentran arriba de la recta y = 1 (curvas

moradas).
» 20 < —1 las curvas solucién serdn las curvas que se encuentran abajo de la recta y = —1 (curvas
marron,).
Veamos que y(t) = +1 es asintdticamente estable, para ello nos tomamos alguna solucion que se

encuentre por encima o por abajo de la recta y(t) = +1.

0 > 1, diremos que y(t) = +1 es asintéticamente estable si para todo € > 0 existe § > 0

Sea x

tal que para todo z° con |z — 1| < & se tiene que la solucion x(t;to,2°) estd definida en [to,00) y

se verifica que |x(t;to,z') — y(t)| < € y si, ademds, existe n > 0 tal que |2° — 1| < n implica que

y ) 0y _ _

Jim [ (t; o, 27) = y(£)] = 0

14 20Ve2t — (1 — o0

D B B e .

(120 4 (1~ 2?)

@+ a)e? — (1 - a%) — (14 2%e* — (1 —29)

(14292t + (1 — 29)

-1

|—2(1 — 2°)| _ 2[(1 — 29)]
|(1+20)e2t + (1 —29)|  [(1429)e2t + (1 — 20)]
< (2" = 1)

de donde se deduce que, dado € > 0, si 2° es tal que |(2° —1)| < 6 = € entonces x(t;tg, 2°) estd definida
y se verifica que |x(t;tg, v1) — y(t)| < e Vt >ty y ademds th’m |z(t; to, 2°) — y(t)] = 0.
—00

Un razonamiento andlogo se puede hacer para observar que z(t) = —1 no es asintdticamente estable.
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Figura 2.4: Curvas graficas de las soluciones de la ecuacién z/(t) = 1 — (z(¢))? (Ejemplo 2.1.2)

Ejemplo 2.1.3. Sea la ecuacion x'(t) = 0. Todas sus soluciones son estable, pero ninguna es asintoti-

camente estable.
Solucién. Las soluciones de la ecuacion diferencial 2'(t) = 0 son
z(t)=a

donde a una constante real arbitraria.

Figura 2.5: Curvas gréficas de las soluciones de la ecuacién z’(t) = 0 (Ejemplo 2.1.3)

Notemos que si tomamos dos soluciones cualesquiera que estén cercanas, estas se matendrdn siempre
cercanas para todo tiempo, de ahi que se dice que las soluciones de z'(t) = 0 son estables, y no son
asintoticamente estables ya que la estabilidad asintdtica lo que nos dice es que una de las soluciones

converge a la otra y en este caso no es ast.
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Ejemplo 2.1.4. Las soluciones de 2'(t)+x(t) = 0 son asintdticamente estables a la derecha e inestable

a la izquierda.

Solucién. Sabemos que las soluciones de la ecuacion diferencial ' (t) 4+ 2(t) = 0 son dadas por x(t) =
ce™t.

De la grdfica (ver Figura 2.6) podemos observar que cualesquiera dos soluciones que se tomen cercanas
para un tiempo cualquiera inicial, estas siempre se manendrdn cercanas para todo tiempo posterior y
esto es lo que nos dice la definicion de estabilidad, mds aiun para t — +oo estas soluciones convergen
una a la otra. Por tanto se dice que las soluciones x(t) = ce™t de 2'(t) + z(t) = 0 son asintdticamente
estables.

Para ver la inestabilidad a la izquierda, veamos que si tomamos dos soluciones cualesquiera para un

tiempo inicial que estén cercanas, estas soluciones para un tiempo posterior no se mantendrdn cerca,

es decir se alejan entre ellas, por lo que se dice que las soluciones son inestables.

a(t)

Figura 2.6: Curvas graficas de las soluciones de la ecuacién 2/(t) + z(t) = 0 (Ejemplo 2.1.4)

2.1.4. Acotacion y estabilidad

Definicién 2.1.3. Consideramos la ecuacion ' (t) = f(t,z(t)) y la solucién x(t; tg, 2°) que suponemos
definida para t > to. Decimos que x(t;tg,2°) es acotada (a la derecha) si existe M, 0 < M < oo, tal
que |z(t;to, 2°)| < M para t > tg.

Acotacién y estabilidad son conceptos independientes en general. En efecto, toda solucién z(t) =t + ¢
de 2/(t) = 1 es estable a ambos lados, pero no acotada a ningin lado. Asimismo, todas las soluciones
de la ecuacién

1
7" = —5(562 + (564 +4l‘,2)1/2)l’

son de la forma x = csin(ct + d) y asi, son acotadas a la derecha y a la izquierda por ¢, pero, salvo la

solucién idénticamente nula, ninguna es estable ni a la derecha ni a la izquierda.
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Sin embargo, para las ecuaciones lineales existe la siguiente relacién.
Teorema 2.1.2. La ecuacion x'(t) = A(t)x(t) es estable si, y slo si, todas sus soluciones son acotadas.

Demostracion. Supongamos que la solucién trivial z(t) = 0 de 2/(t) = A(t)x(t) es estable. Entonces

oe;
dado € > 0, existe § > 0 tal que |z;| < 0 implica |z;(¢;to, 2;)| < € para todo t > tg, si hacemos z; = 71
tendremos
(562' .
|i(t; to, 7)’ <e, Vizxty, 1t=1,...,n
donde {ej,eq,...,e,} es base candnica de C™ y ¢ es el nimero dado en la definicién de estabilidad.

Luego, si ®(t) denota la matriz fundamental del sistema 2'(t) = A(t)z(t) cuyas columnas son las

soluciones x;(t; to, %), entonces ®(t) estd acotada, lo cual a su vez implica la acotacién de las soluciones
del sistema 2/ (t) = A(t)z(t).

Reciprocamente, supongamos que todas las soluciones de a/(t) = A(t)z(t) estan acotadas en [tg, 00) y
sea t > to; entonces existe una constante M tal que |®(t)| < M para t € [tg, 00), siendo ®(t) la matriz
fundamental del sistema que verifica ®(tp) = I (las columnas de una matriz fundamental son soluciones
linealmente independientes del sistema). Dado € > 0, |20 < ﬁ implica que |®(t)z% < |®(¢)||z°] <

M ﬁ = € para t € [tp, 00) es decir la solucién trivial es estable. O
Teorema 2.1.3. Sea la ecuacion lineal 2'(t) = A(t)x(t) + b(t).
1. Si sus soluciones son todas acotadas, entonces la ecuacion es estable.

2. Si la ecuacion es estable y una solucion es acotada, entonces todas son acotadas.

2.1.5. Ecuacién variacional

Si deseamos estudiar la estabilidad de la solucién x(t; tg, %) de la ecuacién

2(t) = f(t,2(t)) (2.1.2)

se puede reducir al estudio de la estabilidad de la solucién trivial de un sistema equivalente a (2.1.2)

parece natural, observando las definiciones anteriores, introducir como nueva variable:
y(t) = x(t) — x(t;to,2°)
con lo que la ecuacién anterior resulta:
y'(t) = 2'(t) — ' (t; to, 2°)
= [t (1) = f(t,z(t;to,2°))

Flt,y(t) + z(t;to, 2°)) — f(t,2(t; to, )
y(t) = Fty) (2.1.3)
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Las propiedades de estabilidad de z(t; tg, z%) como solucién de (2.1.2) serdn las mismas que las de la
solucién y(t) = 0. Obsérvese que y(t) = 0 es solucién de esta ecuacién (2.1.3) y que x(t;tg,2°) es
solucién estable (asintéticamente estable) de (2.1.2) si, y sélo si, y(t) = 0 es solucién estable (asintoti-
camente estable) de (2.1.3). Si f tiene derivadas parciales continuas respecto de las componentes de z,

la ecuacién (2.1.3) se escribe:

y'(t) = fu(t,x(t;to, 2°))y(t) + g(t, y(1)), (2.1.4)

donde f, representa la matriz jacobiana de f respecto de z y g(¢,u) es la funcién
g(t.u) = f(t,x(tito,2") +u) — f(t,2(tito,2")) = falt, 2(t:to, 2"))u,

Para t fijo se tiene g(t,u) = o(|u|) para |u| — 0, asi, se puede conjeturar que el término g(¢,y(t)) de
(2.1.4) influya poco el comportamiento asintético de la ecuacién (2.1.4); es decir, se puede esperar que
la solucién y(t) = 0 de (2.1.4) sea estable (asintéticamente estable) si, y sélo si, y(t) = 0 es solucién

estable (asintéticamente estable) de la ecuacién

Y'(t) = falt,x(tto, %))y (t) (2.1.5)

que es lineal y homogénea. Veremos que bajo ciertas condiciones resulta en efecto asi, aunque esto no
es cierto en general.

La ecuacién (2.1.5) se denomina ecuacién variacional de 2/ (t) = f(t,x(t)) respecto de la solucion
x(t; g, 20).

Por ejemplo, la solucién y(t) = 0 de /() = 0 es estable, pero esta misma funcién como solucién de
2'(t) = (x(t))? no lo es. Obsérvese que la primera ecuacién es la ecuacién variacional de la segunda
respecto de y(t) = 0.

En cambio, y(t) = 0 es solucién inestable de z/(t) = z(t), pero es asintGticamente estable como solucién

de 2/(t) = z(t) — e!(x(t))3, cuyas soluciones tienen la forma

Cet

x(t) =
+\/1 + §C2(e3f -1)

2.1.6. Estabilidad orbital

Sea 2/(t) = f(x(t)) un sistema auténomo y supongamos que se tiene una solucién y(t) no constante que
es periddica de periodo T'. Entonces y(t + h) es también solucién de periodo 7" para cualquier h € R.
Como |y(to+h) —y(to)| puede hacerse tan pequenio como se quiera eligiendo h pequenio, y, sin embargo,
ly(t+h) —y(t)| con h fijo no tienden a cero para t — oo, resulta que y(t) no es asintéticamente estable.
Pero es muy distinto el comportamiento de y(t) segin que una solucién z(t) de la ecuacién que pasa
por un punto (1, z(¢1)) tal que z(t1) esté cercano a la curva v (érbita) en R™ definida por t — y(t) se
mantenga cercana a esta orbita para t > t1, o que se aleje mucho de la curva. Esto motiva la definicién

siguiente.
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Definicién 2.1.4. Sea 7 la érbita en R™ definida por t — y(t), donde y(t) es como se indica arriba.
La solucién y(t) se denomina orbitalmente estable si para cualquier € > 0 existe § > 0 tal que
si z(t;tg,x°) es solucion que satisface d(z(t;to,z%),7) < 6, entonces x(t;tg,x°) existe para t > tg
y d(z(t;tg,2°),v) < € para todo t > to. (Aqui, d(z,7) significa la distancia euclidea del punto x al

congunto ~y.)

Definicién 2.1.5. La solucion y(t) se denomina orbitalmente estable (y la érbita ~ se llama enton-
ces ciclo limite) cuando y(t) es orbitalmente estable y ademds existe n > 0 tal que si d(z(t; t, 2%),7) <

n entonces d(x(t;to,2°),~y) — 0 para t — +oo.

Nota: Todas las definiciones anteriores dan una idea de algunos de los problemas que se estudian
en la teoria de la estabilidad de ecuaciones diferenciales ordinarias. Para muchos propdsitos estas
definiciones son insuficientes y es necesario afinar y modificar los conceptos aqui introducidos. En estas

notas trataremos solamente de algunos problemas fundamentales relativos a las nociones introducidas.

2.2. Estabilidad de ecuaciones lineales

Al estudiar las propiedades de estabilidad de una solucién z(t;tg,2°) del sistema lineal 2/(t) =
A(t)x(t) + b(t), hay que estimar |x(t; g, #1) — x(t; tg, 2°)| para soluciones x(t; g, #!) tales que |zt — 20|
sea pequeno; pero la funcién z(t;tg, ') — z(t;tg,2°) es solucién del sistema homogéneo asociado
2'(t) = A(t)x(t), con las propiedades de estabilidad de una solucién cualquiera del sistema lineal no
homogéneo son exactamente las mismas que las de la solucién trivial del sistema homogéneo asociado.
En particular, cualquier solucién no nula del sistema 2'(t) = A(t)z(t) tienen las mismas propiedades
de estabilidad que la solucién y(t) = 0.

Como hemos visto, tiene sentido hablar de la estabilidad (asintética) de una ecuacién lineal, y nos
podemos reducir, para estudiarla, a considerar el cardcter de la solucién y(t) = 0 de 2/(t) = A(t)x(t).
El teorema siguiente expresa una condicién de estabilidad en términos de una matriz fundamental.
Como siempre, suponemos A funcién continua de [tg,0) a M(n,R).

Obsérvese que, si bien a veces resulta conveniente introducir nimeros complejos para algin punto
particular del estudio de las ecuaciones que se consideran, gracias a la forma de Jordan real para una

matriz real.
Teorema 2.2.1. Sea X(t) una matriz fundamental de la ecuacion

2 (t) = At)z(t) (2.2.1)
Entonces:

1) La ecuacion (2.2.1) es estable si, y solo si, existe una constante M, 0 < M < oo, tal que

| X (t)|| < M para todo t > tg.
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2) La ecuacion (2.2.1) es asintéticamente estable si, y solo si, |X(t)|] — 0 para t — oo. (Se

considera, por ejemplo, la norma euclidea.)

Demostracion. Como X (t) es matriz fundamental, podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que

X(tg) = I, ya que para cualquier par de matrices fundamentales X (t), Xo(t) se tiene
X1(t) = Xa(t)C,

con C' matriz constante no singular.

0 0

La solucién z(t) tal que x(tg) = z" es entonces x(t) = X (t)z".

Para demostrar 1), supongamos primero que || X (¢)|| < M. Se tiene entonces
()] = X (®)2°] = [ X (®)ll|2°] < M|z

y, ast, si |29 < eM~1 =6, se tiene |z(t)| < € para t > to. Lo que demuestra la estabilidad de y(t) = 0.
Reciprocamente, si se tiene la estabilidad de y(t) = 0, entonces, para todo € > 0 existe 0 > 0 tal que
si |20 < 0 se tiene |z(t)] < e, es decir, | X (¢)2°| < e. Fijemos un € y un § que satisfacen esta relacion.

Entonces se tiene:

1X(8)] = sup {IX (£)z] : |2] < 1} = sup {|X<t>z5|}s |20 < a} <

[Selie)

lo que demuestra
€
5

Para demostrar 2), supongamos primero que || X (¢)|| = 0 para t — oo.

[ X(t)]| < < <oo para todo t=tg

Entonces:

lz(t)| < [|X(@®)]||z°] =0 para t— oo
y, asi, (2.2.1) es asintéticamente estable. Reciprocamente, supongamos que existe n > 0 tal que
lz(t)] =0 para t—oo si 2% <n
Entonces:
IX(1)2°) =0 para t—oo y |20 <,

0, lo que es lo mismo,

<1

0
T .
— 0 para t— oo siempre que

X(t)

es decir,

|IX(t)y] = 0 para t— oo siempre que |y <1

pero esto implica

IX@®)] —0 para t— oo.
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FEl teorema anterior nos asegura que el comportamiento de la norma de una matriz fundamental
proporciona la informacién deseada sobre estabilidad de la ecuacién lineal. En el caso de la ecuacion
lineal auténoma (coeficientes constantes), A(t) = A, sabemos que una matriz fundamental es e4? y,
asi, el estudio de la estabilidad de tal ecuacién se reduce al de la norma de esta matriz. Los resultados
siguientes proporcionan desigualdades para la norma de esta matriz que simplifican el problema de la
estabilidad.

Teorema 2.2.2. Sea J una matrizn x n (real o compleja), J = N + L, siendo A € C, I la identidad,

L" = 0 para h < n. Entonces existe un polinomio p(t) de coeficientes positivos y de grado h — 1 tal que
le”]] < p(t)et

Demostracion. Se tiene, sit > 0,

JtH )\H_L)tH

lle = e sustituyendo J

|eMtet || por propiedad 1.1.2 2)
At _ Ie)\t

|[IeMelt|| por ser e

< |lZeM||||eH|| por propiedad 1.1.1b)
= |M||1]|||e™ or propiedad 2) de la definicion 1.1.5
por prop
= |M[|le™|| por ser |I] =1
Lt L2t2 thlthfl
= 1+ T Tt = | ya que |eM] = etfeA
tIL th_l Lh—l
< etfer <1 + Hl‘H + ... (hul)") por inciso 3 de la definicion 1.1.5
p(t)
por lo tanto
le” || < p(t)et e
lo que demuestra el teorema. ]

Corolario 2.2.1. Sea A una matriz real n X n con unico autovalor \ y sea J su forma de Jordan,
A = P71 JP. Entonces existe un polinomio de coeficientes no negativos y de grado menor o igual a
n — 1 tal que

le]] < p(t)e! oA

para t = 0.

Ademds, si el indice de \ es v(\) = 1, entonces se puede tomar p(t) =c¢ > 0 y, asi:
HeAtH < CetRe/\

para t = 0.
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Demostracion.

AtH

/N

N

por lo tanto

[P’ P| ya que e = P7le/tP

P~ e’ || P|| por propiedad 1.1.1b)

| PL|P|lpi(t)etfe  aplicando el teorema anterior
c1p1(t) e = p(t)e™  haciendo |P7||P|| = c1
~—

p(t)

le]| < p(t)e! e

Demostracién, para la segunda, si v(A) = 1, es claro que J = Al y, asi:

A
le]

NN

por lo tanto

||P71€JtPH ya que eAt — P*leJtP

P~ H[lle” I|P|| por propiedad 1.1.1b)
HP%HHPle(t)etRE)‘ aplicando el teorema anterior
cipi(t) e haciendo | P~|||P|| = c1

~——

p(t)
p(t)eF tomando p(t) = ¢

CetRe/\

HeAtH < cetRe/\

Corolario 2.2.2. ) Sea A una matriz real n X n y sea

= méax {Rel : X autovalor de A}

Entonces existe un polinomio p(t) de grado menor o igual que n—1 y de coeficientes no negativos

tal que

para todo t = 0.

le]] < p(t)et

b) Sea A una matriz real n X n tal que

p = max {Re) : X autovalor de A} =0

y si ReA=0 entonces v(\) = 1. Entonces existe una constante ¢ > 0 tal que

para todo t > 0.

le]| < e
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Demostracion. Para la parte a). Sea A = P~1JP, J forma de Jordan, y sea

J1
Jo

Jp

y Ji = Ailp,;xn; + L; donde I, xy, es la matriz identidad y L; es nilpotente de grado n;, L = 0.

Se obtiene entonces
e < Il l1P]|
p
< 1P (lee‘mll> 1P|l
i=1

Ahora, para cada i =1,...,p

L t L. n,-—ltn,-—l
et < etnen (g Il L)
1! (nl—l)‘

Si se considera p = max {Re); : i = 1,...,p} se obtiene

- IIL ||
lel < [IP~HI1P] ZZ

i=1 j=1

p(t)

por lo tanto
e[| < p(t)et

Ahora para la parte b)

P
le® < 1P (Zle‘]"t|> 1P|
i=1
IL ||
= 2 liey 1HIIPH
i=1 j=1
p(t)
= cpt)e p=0
por tanto ||ed?|| < c. O

De los resultados anteriores se obtienen inmediatamente criterios de acotacién o estabilidad. Obsérvese
que estos resultados proporcionan ademads una estimacion cualitativa 1util sobre el comportamiento

para t — oo de las soluciones.
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Teorema 2.2.3. Se considera el problema

siendo A una matriz real n x n y sea o(A) el espectro de A.

a) Si p = méx{ReX: A€ 0(A)} < 0, entonces existe un polinomio p(t) que depende sélo de A,
de grado menor o igual que n — 1 y de coeficientes no negativos, tal que la solucion de (P),
z(t) = e2, verifica:

|z(t)] < p(t)et|2°]
y, ast, la ecuacion ' (t) = Ax(t) es asintdticamente estable.
b) Sipp=méx{ReX: X € c(A)} =0, y se verifica, para todo \ € d(A) con ReA =0, que v(\) =1,

entonces existe una constante ¢ > 0 que depende solo de A tal que |x(t)| < ¢|z°|. En este caso,

la ecuacion x'(t) = Ax(t) es estable, pero no asintdticamente estable.

¢) Sip=méx{Re): X € o(A)} >0, entonces la ecuacion z'(t) = Az(t) no es estable.

Demostracion. La de a) y la primera parte de b) es una consecuencia directa del corolario 2.2.2. Para
ver que en b) no hay estabilidad asintética, sea A un autovalor de A tal que Re\ = 0, es decir, sea
A= fBicon B € R yseaz” # 0 autovector correspondiente a A, es decir, Az° = Biz". Entonces,
claramente, e*20 = €20 y, por tanto, la solucién z(t) = eA*2? de (P) verifica |z(t)| = |2°| y, de ese
modo, no hay estabilidad asintética.

Para probar c) procedemos andlogamente. Sea A = a + 3i con a > 0 autovalor de A, y sea 20 # 0 tal
que Az = (a + Bi)z°. Entonces

2(t) = e At 0 _ (atBi)t .0

y, por tanto, |z(t)| = e*|2°| — oc. O

2.2.1. Ejemplos

Ejemplo 2.2.1. Sea

J =

S =N
= N O
O O

Hadllese un polinomio p(t) tal que ||e’t|| < p(t)e? para todo t.

Solucién. Por teorema 2.2.2 se tiene que J = A + L, donde

100 000
J=2_1010]|+[1 00
A \0 01 010
1 L
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se observa que L® = 0. Por lo que

IR 2 T 7 2 2 £
(t)y=1+ T + o + i —1+t+§
Por lo tanto )
t
e < (1 -+ e

Ejemplo 2.2.2. Estudiese la estabilidad de los siguientes sistemas lineales:

.
o (26, 1
()= (—2 5> 0+ (cos(t))

b)

-1 0 0 1
' (t) = —3 1 |2+ ] ¢
1 -3 et

Solucién. Para resolver los dos literales anteriores nos auxiliaremos de los teoremas 2.1.1 y 2.2.8
, por lo que estudiaremos la estabilidad de la solucidn nula de x'(t) = Ax(t) para decir que tipo de
estabilidad presenta la ecuacion anterior z'(t) = Az(t) + b(t).
a) Los valores propios de A son A = 1,2 por lo que o(A) = {1,2}, es decir que los valores propios son
ambos mayores que 0 asi p > 0, por lo tanto aplicando el teorema 2.2.3 ¢) se concluye que la ecuacion
no es estable.

Por teorema 2.1.1 la ecuacion,

no es estable.
b) Los autovalores de A son A = —1,—2, —4 de donde o(A) = {—1,—-2, -4}, asi, p < 0 y aplicando el
teorema 2.2.3 se tiene que la ecuacion x'(t) = Axz(t) es asintdticamente estable. Por teorema 2.1.1 se

concluye que la ecuacion

-1 0 0 1
)= 0 -3 1 [z@®)+]|¢
1 -3 et

es asintdticamente estable.

2.3. Algunos criterios de estabilidad asintética

En la practica, cuando para un sistema que se rige en su funcionamiento por una ecuacién lineal con

coeficientes constantes es deseable que haya estabilidad, el tipo de estabilidad que se debe lograr es la
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asintética. En efecto, la estabilidad no asintdtica, que se da cuando para algin autovalor A se verifica
ReX =0, v(A) = 1, es muy 14bil, ya que basta una perturbaciéon pequena de los coeficientes para que
sea Rel > 0y asi no haya estabilidad.

En cambio, si para todo A es ReA < 0, una perturbacién pequenia de los coeficientes no variard esta
propiedad y asi seguirda habiendo estabilidad.

A continuacién presentamos algunos criterios de estabilidad asintética para una ecuacion con coefi-
cientes constantes reales, que son las de ordinario aparecen en la practica. Obsérvese primero que el
problema se ha reducido, por el teorema 2.2.3, a una cuestiéon puramente algebraica. Se trata simple-
mente de averiguar si todos los autovalores de una matriz, o, en forma equivalente, todos los ceros de
un polinomio (el polinomio caracteristico de tal matriz) tiene parte real estrictamente negativa.

El primer criterio es de muy sencilla aplicacién, y, aunque no constituye una caracterizacion necesaria

y suficientes de estabilidad, permite decidir en muchos casos la carencia de estabilidad.

Definicién 2.3.1. Diremos que F(z) = 2" +a12" ' +...+a, con aj € R es un polinomio de Hurwitz,

st todas sus raices tienen parte real negativa.

Teorema 2.3.1. Si F(z) = 2" + a12" ' + ... + a, con a; € R tiene algin coeficiente menor o igual

que cero, entonces F(z) tiene alguna raiz que no tiene parte real estrictamente negativa.

Demostracion. En efecto, si F(z) tuviese todas sus raices con parte real estrictamente negativa, enton-

ces
h r

F@) = [ = a™ [T [ = 5" + 51"

i=1 j=1
con a; < 0, B; <0, v; € R. Por tanto, todos sus coeficientes son positivos, es decir, a; > 0. Esto

demuestra el teorema. O
El criterio anterior permite, por ejemplo, decidir que
B4 1727 41220 +132° + 42t + 2127 + 62+ 4
tiene alguna raiz con parte real mayor o igual que cero. Pero no nos permite decidir si
2241122 + 6246
por ejemplo, tiene todas sus raices A con ReA < 0 o no.
Corolario 2.3.1. Todo polinomio de sequndo grado es de Hurwitz si y sélo si a; >0, i =1,2.

Demostracion. Cuando n = 1, Fi(2) = 2+ a1 <= z = —ay. Para n = 2, sea el polinomio F5(z) =

2% 4+ a1z + as cuya ecucacién caracteristica es F(\) = A2 + a1\ + ag, entonces

\ = ay + +/a? — 4dag
B 2
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Si las raices son reales, como \/a% —4dag < \/a% = a1 ya que ag > 0, se tiene entonces que ambas
raices tienen parte real negativa. Si las raices son complejas se tiene que la parte real —a; es siempre

negativa. ]

El criterio siguiente, basado en un caso particular sencillo de un teorema general de la teoria de la
variable compleja, proporciona una condicién necesaria y suficiente para determinar la estabilidad
asintética. Exponemos primero la nocién de variacién del argumento de F(z) cuando z recorre un arco

de curva y un lema que conduce facilmente al teorema.

Definiciéon 2.3.2. Sea G un arco de curva orientada en C dado por una funcion continua g :
[0,1] - C. Sea F : z €~ F(z) € C una funcion continua en G tal que f(z) # 0 para todo z €
G. Consideramos una cualquiera de las determinaciones del argumento de F(g(0)) en radianes que
denominaremos ArgF(g(0)), y para cada t € [0, 1] tomamos la determinacion ArgF(g(t)) del argumento
de F(g(t)) que hace que la funcion ArgF(g(t)) sea continua en [0,1]. Denominaremos variacion del

argumento de F(z) sobre G al valor.
v(F(2),G) = ArgF(g(1)) — ArgF(g(0))
Las propiedades siguientes que utilizamos son de demostracion sencilla:

1) v(F(z),G) no depende de la parametrizacion f de G ni de la determinacion de ArgF(g(0)) que

se ha escogido.
2) Si G1 y G son dos curvas determinadas por
g1[071/2]_>c Y gg[O,l/Q]-)C

tales que

g1(1/2) = g2(1/2) y G=G1+Gy

es la curva determinada por

gi(t) si 0<t<1/2
g(t) si 1/2<t<1

entonces

v(F(z),G1 + Go) = v(F(z),G1) + v(F(z),G3)
3) Si F1 y Fy son dos funciones en las condiciones de la F de la definicion, entonces

v(F1(2)Fa(2), G) = v(F1(2),G) + v(Fa(z),G)
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Figura 2.7: Representacion grifica del lema

Lema 2.3.1. Sea F(z) = 2" +a12" ' + ... + a,, un polinomio con coeficientes en C. Sea C,. para cada
r > 0 fijo la curva cerrada formada por el segmento que va de ri a —ri y la semicircunferencia de
centro el origen que va de —ri a ri situada en Re\ > 0. Supongamos F(z) # 0 siempre que z € C,.
Entonces el nimero de ceros de F(z) en D,, interior del semicirculo determinado por C,, contando

cada cero tantas veces como indica su orden de multiplicidad, es igual a v(F(z),Cy)/2m
Demostracion. El polinomio F(z) se puede escribir:
F(z) = (2= A)" (2 — A2)*2.(z2 — A\p)2?P

no siendo A1, Ag,... A, de C;, ya que F(z) # 0, cuando z € C,. Utilizando la propiedad 2) de v(F(z), G)
se obtiene:
v(F(z),Cr) = av(z — A\, Cy) + ... + apu(z — Ap, Cy)

Es claro que si A\; € D entonces
v(z — X\, Cp) = 2m,

y si \; ¢ D entonces
v(z— X\, Cr) =0

Por tanto:
v(F(z),Cy) =2mm

Siendo m el niimero de ceros en D,, cada uno contando segiin su multiplicidad. O
Supongamos ahora que F(z) tiene coeficientes reales y no posee ningiin cero imaginario puro, es decir:
Fliy) = A(y) +iB(y) = (an — an—oy® + an_ay*...) + i(an_1y — an_3y> +...) #0
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para todo y € R, lo que equivale a firmar que A(y) y B(y) no tienen ninguna raiz real comun.
Llamemos I, al segmento que va de ri a —ri, y S, a la semicircunferencia que va de —ri a +7ri con

centro en el origen situada en Rez > 0. Entonces
C.=1.+5,.
Supongamos que r > 1. Se tiene, usando la propiedad 3) de v(F(z), G):
v(F(2), Cr) = v(F(2), Ir) + v(F(2), 5r)

para v(F(z), S,) se tiene:

W(F(2),S,) = w <(f_(zl>)n(z - 1)”,57«)

— v <(F_<1>)s> Fo((z— 1), 8,)

Calculemos v(F(z),C,) cuando r — oco. Como para cualquier 7 € R resulta que

F(re'm)

—— — 1 para r — o0,

(,reZT _ 1)n

obtenemos de aqui que
Fz) —0 —
— ara T — 00
(Z _ 1)7’1 p Y
F(z)

ya que para 7 suficientemente grande estd muy préximo al punto 1 cuando z € S,. Por otra

(z—-1)"

parte, se tiene claramente que
v((z—=1)"8) =nv(z—1,5,) =n~w

para r — oo. Asi, v(F(z),S,) — nm para r — oo. También es sencillo ver que v(F(z), I,) coincide con

B(y)

la variaciéon —L, del arco cuya tangente es (medida a lo largo de una determinacién continua

de tal arco) cuando y varia de +r a —r. Como v(F(z),C,) es un multiplo entero de 27 y es funcién
continua de r en aquellos valores r en los que esta definida (F(z) ha de ser no nula sobre C;), resulta
que v(F(z),C,) tiene un limite para r — oo y, asi, —L, — —L para r — oo. Por tanto :

lim v(F(z2),Cy) = =L+ nm

7—00

B(y)
A(y)

determinacién continua de tal arco, cuando y varia de —oo a +oc.

Obsérvese que L es la variacién del arco tangente de , medida en radianes a lo largo de una

Obsérvese también que para r suficientemente grande todas las raices de F(z) con parte real positiva
estdan en D,.. Asi, el numero de tales raices con parte real positiva, segun el lema, serd cero si, y sélo

si, L = nw. De este modo, resulta el siguiente teorema.
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Teorema 2.3.2. Sea F'(z) un polinomio con coeficientes reales de grado n y sea F(iy) = A(y)+iB(y) #
0 para y € R. Entonces todas las raices de F(z) tienen parte real negativa si, y solo si, L = nm, donde

B
L es la variacion del arco tangente de Agy; cuando y varia de —oo a +00.
Yy

Ejemplo 2.3.1. FEstudiese la estabilidad de la ecuacion lineal

2" + 112" + 62’ + 62 =0 (2.3.1)

Solucién. El polinomio caracteristico es

F(z) =23 + 11224+ 6246
Yy se tiene:
F(iy) = A(y) +iB(y) = (6 — 11y*) + i(6y — y°)
la curva

B(y) y(y — v6)(y + V6)

Aly)  (V11y — V6)(V1ly + V6)

es de la forma siguiente:

e
=

<
i
-

Figura 2.8: Representacion grafica del ejemplo

y, asi, L = 3w y, por tanto, todas las raices de F(z) tiene parte real negativa.

Entonces la ecuacion (2.3.1) es asintoticamente estable.

La conveniencia de la determinacion de la estabilidad a la vista solamente de los coeficientes de F'(z) sin
necesidad de calcular las raices de A(y) y B(y) ha conducido al criterio de Routh- Hurwitz. Obsérvese
que en el ejemplo anterior los valores exactos de las raices de A(y) y B(y) no interesan tanto como la

situacion relativa de estas raices. La utilizacién del teorema clasico de Sturm sobre este aspecto da
lugar al teorema siguiente.
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Teorema 2.3.3 (Criterio de Routh-Hurwitz). Sea
F(z)=2"+ a2t L+ ajznfj + ... +ay,

un polinomio con coeficientes reales. Entonces todos los ceros de F(z) tienen parte real negativa si, y

solo si todos los determinantes de la matrices diagonales principales de la matriz

aiz 1 0 0 O 0
ag as a; 1 0 0
as a4 a3 ag ai 0
ar as as a4 ag 0
0O 0 0 O 0 ... an

son positivos, es decir:

as ag

ar 1 0
D1:a1>O,D1:det(al 1)>0,D3:det<a3a2a1> >0, ...

as a4 as

Asf, el criterio para z2+a1z+as es a; > 0,ap > 0. Para 22+ a12%2+asz+az esa; > 0, ajaz —ag > 0,
az > 0. Para z* 4+ a12® + a9z + azz +ag es a1 > 0, ayag — a3 > 0, (a1az — a3) — aaq > 0, ag > 0.
Aplicando al ejemplo anterior, F(z) = 23 + 1122 + 6z + 6.
Se tiene a1 = 11 > 0, ajas —az3 =11 x6—6 > 0, ag = 6 > 0, y, asi, obtenemos el mismo resultado que
antes.
2.3.1. Ejemplos
Ejemplo 2.3.2. Estudiese la estabilidad de

a3 d?

Solucién. Reescribiendo la ecuacion diferencial lineal dada se tiene que
2+ 82" +14x +24 =0
el polinomio caracteristico a esta ecuacion es
F(z)=2°+82+14
st suponemos que F(z) tiene coeficientes reales y no posee ningin cero imaginario puro, tenemos que
F(iy) = A(y) +iB(y) = (an — an—2y® + an-sy* — -+ ) + i(an-1y — an-3y® +--+) #0
En nuestro caso ag =1, a1 =8, ag =0, ag = 14. Entonces
F(iy) = Aly) +iB(y) = (14 - 8y%) +i(0 - 8y°)
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Vi4 Vi
V8 0 N
\/ﬁk ? V14
T VB V8
B
Figura 2.9: Curva de L = ()
A(y)
La curva 5 5
B(y) —8y —8y

Aly) ~ 14—8y2 (VA — VBy)(VId+ VBy)

ast, se puede notar que sélo hay una variacion, entonces tenemos que L = m, donde L =

B(y)
o . o Aly)
y varia de oo a —oo. Por lo que la ecuacidn diferencial lineal dada no es asintdticamente estable.

cuando

También lo podemos ver a partir del criterio de Routh-Hurwitz. Ya que este criterio lo que nos dice
es que todos los ceros de F(z) tienen parte real negativa si y sdlo si todos los determinantes de las
matrices diagonales principales son positivos.

En efecto, para nuestro caso se tiene la matriz

8 1 0
14 0
0 0 14
ast, a1 =8 >0, ajas —az3 =0—14 = —14 < 0 por lo que no cumple con las condiciones del teorema.

Por tanto no es asintéticamente estable.
Ejemplo 2.3.3. Para qué valores de k € R es estable el sistema que tiene por ecuacion caracteristica
N+ kA+2k—1=0

Solucion. Resolviendo la cuadrdtica en términos de \.

ket K2 — 42k — 1)

A 2
—k+Vk?2—-8k+4 —k—VkZ—-8k+4
Al = 5 , Ag = 5
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Resolviendo la cuadrdtica en términos de k

8++64—-16 8+ V48
2 2

ki = 44+2V3, ky=4-2V3

k

Veamos que al sustituir los valores de k1 y ko en A1 y Ao se obtiene que las raices son

ki —4-2V3

N = 21: 2\f=—2—\/§<0
—ky  —4+42

N = 22: zﬁ:—2+¢§<o

lo mismo sucede para Ao em ambos casos.

Ahora bien, veamos que sucede para los valores que puede tomar k.
w Sik >k =4+2V3~T7.46 entonces \y <0 y Ay < 0. Es decir las dos raices son negativas.

n Sik < ky=4—2vV3~0.53 entonces \i < 0 y Ao > 0. Es decir en este caso tendremos raices

positivas y negativas.

» Si ko < k < ki, entonces A\ 2 € C.
Por lo tanto, los valores de k € R que hacen que el sistema sea estable son k = 4 — 2y/3 y
k= [4+2V3,4+00) y también los valores de [0.5,4 — 2v/3] ya que si k = 0.5 tenemos que A\; = 0
y Ao = —1 y sabemos que si las raices son cero es estable o si son negativas es asintoticamente

estable.

2.4. Estabilidad de soluciones de ecuaciones no lineales

Como hemos visto, el estudio de la estabilidad de una ecuacién lineal
o' (t) = A(t)z(t) + b(t)

Es problema particularmente simple cuando A(t) = A es matriz constante. El siguiente teorema,
esencialmente debido a LYAPUNOYV, se refiere a una reduccién a este caso del estudio de la estabilidad
de un problema todavia lineal, pero no de coeficientes constantes. El método por el cual aqui se resuelve,
la utilizacion del lema de Gronwall, es muy fecundo y sirve también para tratar algunos casos de

estabilidad de ecuaciones no lineales, como se indica a continuacién.

Lema 2.4.1 (Lema de Gronwall). Sean u,v funciones continuas no negativas en el intervalo J C R,

to € J. Supongamos, que C es una constante real. Si se cumple

/tt u(s)v(s)ds

/t:v(s)ds )

u(t) < O+

Entonces
u(t) < Cexp (

para cada t € J.
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Teorema 2.4.1. Se considera la ecuacion
o' (t) = Az(t) + C(t)x(t) (2.4.1)

donde A es una matriz n X n constante de elementos reales y C : [0,00) — M (n, R) es una funcion
matricial continua.

Sea a = max {Re\; : \; € 0(A)} y sea z(t) la solucion de (2.4.1) en [0,00) tal que x(0) = zV.
Entonces, para todo b > a existe una constante k que depende de b y de A solamente tal que para todo

t > 0 se tiene: .
l2(t)| < k|20 exp <bt + k/ HC’(S)\dS)
0

0

Demostracion. Sabemos que la solucién z(t) de (2.4.1) tal que z(0) = z" existe y estd definida en

[0, 00). Llamemos b(t) = C(t)x(t). Entonces x(t) es la solucién del problema
2/ (t) = Az(t) + b(t)
2(0) = 2

y, asi, aplicando la férmula de Lagrange, resulta:

z(t) = ®@1)E0 + d(t) /tq)_l(s)b(s)ds (1) = eAlt—to)

to

t t
_ eA(t—tO)x0+/ eA(t—to)[eA(s—to)]—lb(S)ds:eA(t—tO)x0+/ (A(L=10) Al0=3) ) g

to to
t
= Al=t)0 4 / At=)p(s)ds to =0
to
t
= M0+ / eAt=)p(s)ds  b(t) = C(t)x(t)
0
t
= M0 4 / A=) (s)x(s)ds
0
del corolario 2.2.2 resulta facilmente que para b > a existe k tal que
||| < ke (2.4.2)

para todo t > 0. En efecto, sabemos que existe un polinomio ¢(t) tal que
||6At|| < q(t)eat _ q(t)e(afb)ebt < kebt

si se elige k > q(t)el* Yt para todo t > 0, lo que se puede hacer, ya que ¢(t)e(®=?t — 0, para t — co.
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Por tanto, podemos escribir:

t
lz(t)] < ]eAtH]xD\+/O eAE=|1C(s)|||z(s)|ds  por la ecuacion 2.4.2

t
< kela®] + / k"9 O(s) () ds
0
t
= kM [ e o) a(s)lds
0
t
= (kw4 [ M@
0

t
Me(t)] < K2+ /0 V(1 C(s)lll(s)|ds

ahora hacemos u(t) = e~%|x(t)|. Aplicando el lema de Gronwall, resulta la desigualdad del teorema.

t
Ma(®)] < kla¥)eh /0 1C(s)]ds
t
)] < Ha®)eteh / 1C(s) s
0

t
@) < K]t /0 1C(s) |ds

Del teorema anterior se obtiene inmediatamente el corolario siguiente.

Corolario 2.4.1. 1) Sea 2/(t) = Az(t) asintdticamente estable y sea

t
bt—I—k/HC(s)Hds—)—oo para t— oo
0

entonces la ecuacion ' (t) = (A + C(t))z(t) es también asintdticamente estable.

2) Sea x'(t) = Axz(t) estable y sea
| 1els < oo
0

Entonces la ecuacion x'(t) = (A+ C(t))x(t) es estable.

Obsérvese que si

/ lC(s) ds < oo
0

(2.4.3)

entonces, eligiendo b < 0, ya se tiene la condicién (2.4.3). Asimismo, si ||C(s)|| — 0 para s — oo se

tiene también (2.4.3), eligiendo b < 0. En efecto, veamos en primer lugar que si ||C(s)|| — 0 para

s — 00, entonces

(1/t)/0 IC(s)l|ds — 0 para £ — oo

Sea € > 0. Elegimos t tal que

ICGs)l < 5 para t >t

N ™

86



Capitulo 2. Teoria de estabilidad 2.4. Estabilidad de ecuaciones no lineales

Entonces, si t > tg, se puede poner:

1 t 1 to t 1 to 1 t
F[icias = 3| [Miewias+ [ceis] = [Celas; e
0 0 to 0 to
1 [l le [t 1 [to t—tge
< - —Z — - i
< t/o HC’(S)Hds—l—t2/tOds t/o ICGs)ds + =5
1 [t € 1 [t €
< - “1< = -
< ¢ [Iceas+ gt [Cicwlas+

Sit1 =ty es tal que
1 [t
;[ lelas <
0

DN

y tomamos t > t1,entonces: .
IACOITES
lo que demuestra que .
1/0 IC(s)llds = 0

para t — 0o. Si se escribe

bt+k/0tHC(s)Hds:t <b+k1 /OtHC’(s)Hds)

con b < 0, se obtiene facilmente (2.4.3).

El teorema siguiente se obtiene por el mismo procedimiento que el anterior. Las condiciones que se
imponen son las adecuadas para poder aplicar el lema de Gronwall. Sin embargo, no siendo la ecuacién
que se estudia estrictamente lineal, la existencia de solucién en [0, c0) no esta asegurada de antemano

con tanta facilidad como en el caso anterior.

Teorema 2.4.2. Se condidera la ecuacion
2 (1) = A®)a(t) + (.2 (1)) (2.4.4)

donde A : [0,00) — M(n,R) es continua y f : [0,00) x B(0,a) — R™ (donde B(0,a) es una bola
euclidea cerrada de centro el origen y radio a) es también continua.

Sea Y (t) matriz fundamental de y'(t) = A(t)y(t) tal que Y (0) = I. Supongamos que existe k > 0 tal
que

Y)Y Ys)| <k para t>s5>0
Supongamos también que existe una funcion y(t) continua y no negativa definida en [0,00) tal que
F(OI <A®)IE] (8,€) € [0,00) x B(0,a)

y tal que

/OOO y(t)dt < oo
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Entonces eziste una constante positiva h > 1 tal que sit; € [0,00) y x(t) es solucion local de (2.4.4) a
la derecha de ty tal que
lz(t1)| < hla,

se verifica que z(t) es prolongable a [t1,00), y cualquier prolongacién a [t1,00) satisface
|z(t1)| < hlz(t1)] para todo t >t

Si ademds se tiene Y (t) — 0 para t — oo, entonces para la x(t) anterior definida en [t1,00) se verifica

x(t) = 0 para t — oo.

Demostracion. Sea x(t) solucién local de (2.4.4) a la derecha de 1, y denotemos también por x(t)
no prolongable estrictamente a la derecha. Supongamos que ésta no esté definida en [t,00). El lema
de Wintner excluye que esté definida en [t1,t2) con 2 < co. Asi, podemos suponer que estd definida

[t1,t2]. En este intervalo la funcién z(t) es la solucién del problema lineal no homogéneo

y'(t) = A(t)z(t) + b(t)

y(t1) = z(t1)

(P)

siendo b(t) = f(t,z(t)). Por tanto, por la férmula de Lagrange se obtiene:

£(t) = Y (Y (t)x(tr) + / Y (1Y 1 (s) (s, 2(s))ds

t1
para t € [tl,tz].
Tomando normas resulta,
t
0l = [rov e+ [ yOrt st
t1

< YOy 't)z(t)| + t Y ()Y Yt f(s,2(s))ds

t1
t
< HY(t)Y_l(tl)lllﬂﬂ(tl)lJr/ Y (1)Y ™ (t1)|| | (s, 2(s))|ds  por las hipdtesis
S——— t1 ~~
k k v(s)lz(s)]

< k\x(t1)\+k/ ~v(s)|z(s)|ds

t1

es decir,

()] < Kl(t)| + k / 7(s)|(s)|ds

t1

para t € [t1,t2], y, por el lema de Gronwall:

(o) < Hla(en)lexp (& /:ws)ds)

h = méx <1, k exp (k: /tltv(s)ds>)

88

Sea



Capitulo 2. Teoria de estabilidad 2.4. Estabilidad de ecuaciones no lineales

Entonces |z(t)| < h|xz(t1)| para t € [t1, 2], y, por la condicién dada también se tiene, |z(t2)| < h|z(t1)]
asi, |xz(t2)| < a, lo que implica que x(t) es estrictamente prolongable a la derecha de to, en contra de
la hipétesis de no prolongabilidad. Asi, z(t) estd definida en [t1,00). Para cualquier ¢t > ¢; se puede

repetir el razonamiento que nos ha conducido a
[z()] < hlz(t1)],

y esto concluye la primera parte del teorema.

Para la segunda parte se tiene, para t > t;:
t
2(t) = Y)Y (t)z(t) + | V(Y H(s)f(s,2(s))ds

t1

Si se cumple que Y (t) — 0 para t — oo se verifica
Y)Y Ht))z(t)) =0 para t— oo

También, escogiendo ¢; < t9 < t y aplicando normas se tiene para la integral:

t

Y ()Y L(s)f(s,z(s))ds

< W0 [T s

t
-+ t Y ()Y L(s)f(s,z(s))ds

t1

< [yl tQYl(s)f(s,w(S))dH oy e fs.ats)las
k

< o | Y () (s, 2(s))ds| + k / o (s)|e(s)]ds

= S1+5

Por hipétesis se sabe que ftzo ~(t)dt < oo es decir que la integral converge, y que la funcién es continua
y no negativa, es decir que se puede acotar superiormente.
Dado e¢ > 0 podemos escoger t2 grande de modo que

[e.9]

Se= [ (@)lat)lds < khfa(en)] [ (s)ds

to )

esto es cierto por lo demostrado en la primera parte que |z(s)| < hlz(t1)| para s >t > 0 asi

Sy < kh|z(t1)] ~v(s)ds <
to

N

y, una vez fijado ta, de este modo se tiene, para todo ¢ suficientemente grande, que S; < €/2. Asi

‘fttl Y ()Y ~1(s)f(s,7(s))ds| < e. Por tanto, se obtiene que |z(t)| — 0 para t — oo. O

El corolario siguiente es consecuencia sencilla del teorema.

Corolario 2.4.2. Se considera la ecuacion (2.4.4) del teorema anterior. Se supone, como antes, que
Y)Y H(s)| <k<oo para 0<s<t
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y que N
|fE I <v@)E] con /0 y(t)dt < oo

Entonces la solucion x(t) = 0 de (2.4.4) satisface la siguiente condicion de estabilidad (estabilidad
uniforme). Para cada € > 0 existe 6 = 0(e) > 0 tal que si T(t) es solucion local de (2.4.4) a la derecha
de t; =0 con |Z(t)| < entonces Z(t) es prolongable a [t1,00) y satisface |Z(t)| < € para t € [t1,00).

A fin de demostrar el teorema siguiente, relativo a la estabilidad asintética de la solucién nula de

(2.4.4), presentamos primero un lema interesante también por si mismo.

Lema 2.4.2. Sea Y : [0,00) — M(n, R) continua y tal que Y (t) es no singular para todo t € [0,00).

Supongamos que existe k > 0 tal que
/ |V (¢) s)|lds < K para todo t € [0,00)
Entonces existe una constante h > 0 tal que
t
Y (t)]| < hexp <_k) para t>1
Demostracion. Ponemos a(t) = ||V (t)||7! y la identidad Y (#)Y (¢)~! = I. Y ademas

la(®)] = [IIY ()| = a(t)
entonces se tiene que |a(t)| = |[Y (t)[|~" y ast [[Y'(t)|[|a(t)| = I, entonces [[Y(¢)[| = |a(t)| "' y podemos
escribir la identidad . .

Y(0) / a(s)ds = / Y ()Y~ ()Y (5)a(s)ds
0 0
tomando normas y ocupando propiedades de normas resulta
t t
Wl [ awas = ol [ o) d
¢ t
\a(t)]_l a(s)ds _ H / Y ()Y ()Y (s)a(s)ds

[iverenpe )= [y

< k por hipédtesis

HY(t) /Ota(s)ds

N

Asi se tiene la siguiente desigualdad

la(t) _1/0 a(s)ds < k (2.4.5)

para todo ¢ € [0,00). Si escribimos
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y derivando b(t) se tiene:
t
V(t) = jt/o a(s)ds = a(t)

entonces, sustituyendo b(¢) en la ecuacion (2.4.5) se tiene:

ahora pasando |a(t)| a multiplicar al otro lado de la desigualdad
be) < la(t)|K = a(t)h

y sustituyendo b'(t) = a(t) obtenemos

despejando k de la desigualdad

o lo que es equivalente

integrando entre 1 y ¢ se obtiene:

t bl t
/ () g5 > / k~ds (2.4.6)
1 b(s) 1
integrando cada una se tiene

tb'(s) _ n t
| Gatds = o),

ahora con la otra integral
S 1 1
/lk_ ds = k74 =kt —1)

volviendo a la ecuacién (2.4.6) y sustituyendo los resultados de las integrales

In (:8) >k (t—1)

Aplicando la exponencial a ambos lados de la desigualdad se tiene:
b(t
L) >exp (b (t—1))

como teniamos que ka(t) > b(t) entonces podemos concluir que

b(t)

> e zexp (k7 (1))

(1)

ka(t)
b(1)
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de aqui se tiene

icégt)) > exp (k:_l (t—1))
ki:z%” >exp (K71 (t— 1))
k exp (k71 (t — 1))
o0~ alt)
57 >l e (67 (1= 1)
sustituyendo |a(t)|~! = ||V (¢)|| resulta
77 > IV @llexp (7 ¢ = 1)
y que es equivalente "
Y (t)][exp (k7 (¢ — 1)) < b1)

1
b(L) exp (k1 (£ — 1))

YOl <

k t 1
Wl <o (<4 5)

k _ t
Y () < mexp (k™) exp <_k>

k
tomando h = — exp (lfl) por lo tanto:

b(1)

1Y@l < hexp (—fﬂ)

Teorema 2.4.3. Se considera nuevamente la ecuacion
2(6) = A(®)a(t) + f(t, (1)) (2.4.7)

teniendo A(t) y f(t,€) la significacion del teorema (2.4.2).

Supongamos que existe k > 0 tal que
t
/ Y ()Y L(s)||ds <k para t € [0,00)
0

Sea y(t) constante y menor que k=1. Entonces la solucién Z(t) = 0 de (2.4.7) es asintdticamente

estable.
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Demostracion. Por el lema anterior Y (¢t) — 0 para t — ooy, asi, ||Y(¢)|| < M para cierta M < oo y
todo t € [0,00). Por la férmula de Lagrange, si x(¢) es una solucién local de (2.4.7) a la derecha de

t = 0, se tiene:
t
z(t) =Y (t)z(0) —I—/ Y ()Y L(s)f(s,z(s))ds
0
para t en el intervalo de definicién de z(t) a la derecha de t = 0. Asi, por las hipdtesis:

|z(t)] = M|z(0)| + vk sup |z(s)| : s € [0, ]

por tanto :
sup z(s)| : s € [0,] < (1 — k)™ M|z(0)|

con lo cual se demuestra facilmente que la solucién z(t) se puede prolongar a [0,00) si |z(0)| es
suficientemente pequeno, y que la solucién Z(t) = 0 es estable. Tratemos de ver que z(t) — 0 para
t — 00, con lo cual quedard probada la estabilidad asintética de z(t) = 0. Sea

p= T [o(t)

t—o00

y escojamos 7 tal que vk < 7 < 1. Si fuese p > 0, entonces ur~' > p, y, asi, existe t; tal que
|z(t)| < pr~! para todo t > t;. De la férmula de Lagrange utilizada antes, dividiendo la integral en

dos partes y tomando normas, resulta:
S 1
lz(@)] <Y (@) [lJ2(0)] + ||Y(t)||/ Y7 (s) f(s,x(s))ds|+ vkpr™" para t=t
0
si hacemos t — oo y tomamos el limite superior resulta, por ser ||Y(¢)|| — 0 para t — oc:
p < Akpr ™t < p

lo que es contradictorio. Asi, ha de ser ;4 = 0, lo cual demuestra el teorema. O
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Teoria de estabilidad. El método

directo de Lyapunov

El problema de la estabilidad de una solucién g(t) de una ecuacién diferencial

y'(t) = g(t,y(t)) (3.0.1)
queda reducido, mediante el cambio
y(t) = y(t) +x(t) (3.0.2)

al problema de la estabilidad de la solucién trivial z(¢) = 0 de una ecuacién diferencial
2(1) = f(t, (1)) (3.0.3)

donde f(t,0) = 0.
Veamos como es que se pasa de la ecuacién (3.0.1) a la ecuacién (3.0.3). Como §(t) es solucién de la
ecuacién diferencial y'(t) = g(¢,y(t)), también se cumple que §'(t) = g(¢,y(t)). Despejando x(t) de la

ecuacion (3.0.2) se tiene que
z(t) = y(t) —yt)
=a'(t) = y'(t) =7 {t) =g(t.yt)) — gt y(t))
=a'(t) = g(t,y(t) +2(t) - g(t,5(t) = f(t,2(t))

El método directo o segundo método de Lyapunov, permite resolver este problema sin necesidad de

conocer la forma general de la solucién del problema

{ 2! (t) = f(t,2(t))
z(to) = &o

y de ahi proviene su nombre. Para ello, motivado por consideraciones mecéanicas, Lyapunov introdujo

una cierta funcién llamada ahora funcién de Lyapunov, que por sus relaciones con la funcién f(t,§),
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ecuacién diferencial que se estudia, proporciona informacién sobre la estabilidad de la solucién trivial.
En este capitulo se exponen en primer lugar, en las secciones 3.1, 3.2 y 3.3, algunos teoremas sobre
estabilidad, estabilidad asintética, estabilidad uniforme e inestabilidad, que constituyen los resultados
bésicos de la teoria. Presentamos aqui como muestra un resultado sobre lo que se denomina problema
inverso en la teoria del método directo, de gran actualidad, sobre todo en la escuela rusa, y que
consiste en determinar hasta qué punto la estabilidad, estabilidad asintética, etc., son equivalentes a
la existencia de una funciéon de Lyapunov adecuada.

La construccion de una funcién de Lyapunov para un problema dado no sigue ningtiin método uni-
versalmente valido, por eso presentamos a continuacién en detalle la construcciéon de la funcién de
Lyapunov para una ecuacién lineal con coeficientes constantes en la seccién 3.4.

El intenso interés que existe actualmente por el método directo de Lyapunov se debe sobre todo a sus
aplicaciones importantes en la teoria de estabilidad de sistemas de control.

Muchos de los textos que se refieren a la estabilidad por segundo método de Lyapunov suelen exigir

que en la ecuacién
a'(t) = f(t, =(t))

la funcién f(¢,&) sea tal que la solucién del problema

{ 2'(t) = f(t,z(t))
z(to) = &o

cuando existe, sea unica. Aqui se ha prescindido en general, de esta restriccién y se ha impuesto
solamente que f(¢,&) sea continua en un cierto dominio.

En el tratado de Lyapunov y en muchos de los textos con especial interés en la aplicacién del método
directo a los problemas de la teoria de control, la ecuacion que se estudia es auténoma, es decir, del

tipo

3.1. Estabilidad y estabilidad uniforme

Definicién 3.1.1. La solucién trivial z(t) = 0 se dice estable en [ty,0) cuando para cada € > 0 existe

0 > 0 tal que cualquier solucion local a la derecha del problema

(P { 2(t) = f(t,2(1))
z(to) = &o

con |&| < 9§, esta definida en [tg,0) y verifica |x(t)| < € para todo t > ty.

Definicién 3.1.2. La solucion trivial x(t) = 0 se dice asintdticamente estable en [ty,00) cuando
es estable en [ty,00) y ademds existe n > 0 tal que cualquier solucion de (P) con |&| < n verifica

|z(t)| — 0 para t — +oc.
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Consideremos en general en esta seccién una ecuacién z’(t) = f(¢,z(t)), donde
f:lto,0) x G C RxR" - R" (3.1.1)

(G entorno abierto del origen en R™) es una funcién continua en su dominio de definicién y f(¢,0) =0
para todo t > tg.
En el contexto del problema inverso en el método directo de Lyapunov es particularmente importante

la nocién de estabilidad uniforme que definimos a continuacién.

Definicién 3.1.3. La solucién trivial de x'(t) = f(t,x(t)) se dice uniformemente estable en [tg, 00)
cuando para cada € > 0 tal que B(0,€) C G exziste § > 0 tal que si z(t) es solucion local a la derecha
del problema
P { 2(t) = f(t2(1))
z(t) =&

con t1 = to, |&1] < 9, se tiene entonces |z(t)| < € para todo t > t;.

La nocién de estabilidad uniforme tiene también un claro interés practico. De un modo vago significa
que las perturbaciones pequeinias, no solo en el instante inicial, sino también en cualquier instante
posterior, no tiene mucha importancia.

Si la solucién trivial es uniformemente estable en [ty,00) es claro que es estable, pero la implicacién
contraria es falsa.

El primer teorema que presentamos proporciona una condicién suficiente de estabilidad para la solucién

trivial.

Teorema 3.1.1. Consideramos la ecuacion z'(t) = f(t,x(t)), donde f es una funcién tal como se ha
indicado anteriormente.

Supongamos que existe una funcion
V : [to,00) x B(0,7) C R x G — [0, 00)
tal que
a) V(to,&) — 0, para || — 0.

b) V(t,&) = a(|§]) para todo t € [ty,0), || < r, siendo a : [0,7] — [0,00) una funcidn continua,

estrictamente creciente y tal que a(0) = 0.

¢) Para toda solucion local a la derecha x(t) de 2'(t) = f(t,z(t)) tal que |z(to)| < r se verifica que
la funcion V*(t) = V(t,z(t)) es funcion no creciente de t alli donde esta definida.

Entonces la solucion trivial es estable en [tg, 00).
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Demostracion. La idea geométrica de la demostracion es sencilla para n = 2. El razonamiento analitico
es el mismo para cualquier dimension.

V es una funcién auxiliar y para n = 2 se tiene que
V : [to,00) x B(0,r) CR x G C R x R? = [0, 00)

es decir que B(0,7) C G C R2. Representemos graficamente para t fijo (t no se muestra en la figura),
t > to, los puntos z = V(¢,§), siendo £ = (x,y). Por la condicién b) se tiene que || = |(z,y)| es una
circunferencia de radio menor o igual que r; también se nos dice que la funcién a se aplica a || y esta
aplicacién lo que nos da son las imdgenes de las circunferencias |£| con su respectivo radio, ademds
cada punto de la circunferencia tiene una imagen que también es un punto. Ahora bien, como decimos
que cada punto de la circunferencia tiene un punto imagen podemos unir dicho punto con su respectiva
imagen y asi se obtiene el cilindro que se observa en la figura. Por otro lado dependiendo de como sea
el radio de la circunferencia asi es la imagen entonces todas estas imagenes vienen a ser como curvas
de nivel, y asi se obtiene el paraboloide que se muestra también en la figura y dicho paraboloide es lo
que se obtiene de hacer a(|¢]). También podemos ver que a es continua pues no tiene salto y ademads
que es estrictamente creciente, lo que nos dice a(0) = 0 es que al hacer a(|£|) con |£] = 0 es el origen.
Todos estos puntos z = V(t,€) se mantienen, segin la condicién b), para cualquier ¢ > ¢y por encima
de la superficie de revolucién z = a(|£]) (ver la figura 3.1).
Dado € > 0 tal que B(0,¢) C G, sea p = a(e) > 0 (es decir en la figura tomamos que el radio de [¢|
es € y p = a(e) es la distancia de la imagen de un punto de la circunferencia a dicho punto.) Como
V(to,&) — 0 para || — 0 (esto lo que nos esta diciendo es que cuando se aplica el limite a |{] se va
acercando al origen entonces la funcién V también se acerca al origen), segin la condicién a), existe
d > 0 tal que si |£] < J se tiene

0< V(to, &) <p

(Esto es cierto porque a es una funcién continua, entonces V' no se puede salir de donde estéd definida
la funcién.) Tomamos una solucién local a la derecha de to cualquiera z(t) tal que |x(tp)| < d. Si para

algun t; > to fuese x(t1) > €, entonces
Vi(t) = V(tr, x(t1)) = allz(t)]) = p > V(to, z(to)) = V*(to)

y, asi, V*(t1) > V*(ty) esto nos lleva a una contradiccién ya que V* es no creciente por c). Por tanto,
x(t) < e para todo t > tg en el que x(t) estd definida. Esto demuestra que z es prolongable a [ty, o0]
(porque al tomarnos un ¢ que sea mayor que tp la solucién no se sale siempre se mantiene en ese

intervalo) y que la solucién trivial es estable. O

Observacion 1. Si V es derivable respecto de t y &, entonces también lo es V* respecto de t para una
solucion x(t), y se tiene:

avr ov

o (B = 5 (ta(t) + (gradV(t, (1)), F(t,2(1)))
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Figura 3.1: Representacion geométrica del teorema

donde

gradV (t,z(t)) = :
ov
)

y (.,.) representa el producto escalar en R™. La funcion del seqgundo miembro se suele denominar la

derivada total de V respecto de la ecuacion

a'(t) = f(t,%(t))

Veamos que si el sistema es auténomo, es decir si z'(t) = f(x(t)), podemos observemos que esta
derivada puede pensarse como la derivada direccional de V(z) en la direccion del campo f(z(t)), es

decir
"oV

! — D . / —
V'(x) V(z) x Z 3

=1

2! =VV- f(z)

T

Por lo tanto, si V'(z) es negativa, V decrecerd a lo largo de la solucion de x'(t) = f(x(t)). Esto es lo

que nos dice la condicion c) del teorema.

También la estabilidad uniforme se puede caracterizar de modo semejante, como se indica en el teorema

que sigue.

Teorema 3.1.2. Consideramos la ecuacion x'(t) = f(t,x(t)), donde f es una funcién tal como se ha
indicado anteriormente.

Supongamos que existe una funcion
V i [to,00) x B(0,7) C R x G — [0,00)

tal que
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a) Ezisten dos funciones a : [0,7] — [0,00) y b: [0,r] — [0,00) continuas, estrictamente crecientes,
tales que

a(0) = b(0), a([¢]) < V(£ €) < (<))

para todo t € [ty,00), |§| < 7.

b) Para toda solucion local a la derecha x(t) de cada t > to tal que |x(t1)| < r se verifica que la

funcion V*(t) = V(t,x(t)) es funcion no creciente de t a la derecha de t1 alli donde estd definida.
Entonces, la solucion trivial de 2'(t) = f(t,x(t)) es uniformemente estable en [ty, o).

Demostracion. La significacion geométrica del razonamiento que sigue es clara con una imagen como
la del teorema anterior. Para n=2. Como B(0,7) C G C R?, y sea ¢ = (z,y) se tiene, entonces que [¢|
es una circunferencia de radio menor o igual que 7 en el plano XY, a(0) = b(0) = 0 es el origen.
a(|€|): representa la imagen de la circunferencia || < 7, es un paraboloide, lo mismo que, b(|¢|).
V(t,€) = a(]€]): significa que para t > to los puntos V(¢,&) son mayores que el solido de revolucién
a(jé)).
Para b(|¢]) > V(t,£): significa que para t > to los puntos V(t,£) estan por debajo del solido de
revolucién b(|£]).
Sea € > 0 dado tal que

B(0,¢) c B(0,r) C G

Tomamos a(e) > 0, y sea 0 > 0 tal que a(e) = b(d) (Sabemos por a) que a(|¢]) < V(¢,€) < b([¢]); es
decir que a(|€]) < b(]€|) esto es si elegimos una circunferencia de radio € debe existir otra circunferencia
de radio ¢ tal que en algiin momento estas dos circunferencias son iguales).

Sea t1 > to y x(t) una solucién tal que |x(t1)| < d, para ver que la funcién V* es decreciente; suponemos
que es estrictamente creciente para llegar a una contradiccién con la condicién b).

Si para ty > t; se verificase |z(t2)| > €, entonces:

Vi(ta) = V(t2,2(t2)) = a(|z(t2)]) por a)
a(€) = b(8) = blla(t1)]) por |a(t1)] < 6
V(tl,:z:(tl)) = V*(tl)

WV

y, asi, V* no serfa creciente para z(t). Por tanto, ha de ser |z(t)| < € para todo t > t;. Esto demuestra
que la solucién x es prolongable a [t1,00) (porque al tomarnos un ¢ que sea mayor que 1 la solucién

no se sale siempre se mantiene en ese intervalo) y que la solucién trivial es uniformemente estable. [

El teorema siguiente es un ejemplo de los resultados sobre el problema inverso en la teoria del
segundo método de Lyapunov. Afirma que la condicién del teorema precedente sobre la estabilidad

uniforme no es sélo suficiente, si no también necesaria.
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Teorema 3.1.3. Consideramos la ecuacion x'(t) = f(t,z(t)), donde f es una funcién como se ha
indicado en la introduccion de esta seccion. La solucidon trivial es uniformemente estable en [ty,00) si,

y solo si, existe una funcion V (t,&) con las propiedades a) y b) anteriores.

Demostracion. En vista del teorema anterior es suficiente probar que si la solucién trivial es unifor-
memente estable, entonces existe V (¢,£) con las propiedades a) y b).

Lo que se quiere es probar que existe una funcién V(¢,£) con las propiedades del teorema anterior.
Para ello procedemos como sigue (es decir debemos de construir dicha funcién con las propiedades a)
y b) del teorema).

Primero veamos que la funcién V (¢, €) verifica la propiedad a) para ello, por la definicién de estabilidad
asintética nos tomamos en primer lugar ¢ > 0 tal que B(0,¢) C G. Sea 0 < s < c. Definimos §(s)
como el supremo de todos los nimeros 0, con 0 < s < ¢ tales que si t1 > tg, || < 0 y z(t) es solucién
local a la derecha de ¢; tal que z(t;) = &, se verifica |z(t)| < s para todo t > t1. Segun la definicién
de estabilidad uniforme se verifica §(s) > 0 para todo s € (0, ¢| (ya que si nos tomamos un radio bien
pequeno tendremos que J(s) es pequeno, pero a medida que el radio de la circunferencia es mayor d(s)
también es mayor es por eso que se dice que J(s) es no decreciente). Ademds, J(s) es no creciente. Asi,
por el lema 3.1.1 de variable real que enunciamos y demostramos a continuacién de esta demostracién,
se puede elegir 0* : (0,c] — (0, ¢] tal que 0* es continua, estrictamente creciente y tal que §*(s) < d(s)
para todo s € (0,c|]. Ademas, se tiene 6*(s) < s, y, asi, 6* — 0 para s — 0. Por consiguiente, existe

una funcién b estrictamente creciente y continua inversa de §* definida en
(07 5*] = (07 T]

Notemos que en el teorema 3.1.2 se tiene que b : [0,7] — [0, 00) para lograr que cumpla esto debemos
de poner b(0) = 0, entonces b es estrictamente creciente y continua en [0, 7].

Para t > tg y £ € R™ tal que |{| < r definimos V (¢,&) como el supremo de los valores absolutos de
|z(t 4+ o)| al recorrer x todas las soluciones tales que z(t) = £ y o todos los valores de [0,00) en x estd
definida.

Pongamos a(s) = s para s € [0,7] y veamos que

a([&l) < V(¢,€) <b([¢])

para t € [tg,00), £ € R™, [¢] < 7.
Que V (t,€) > |£] = a(]€]) es consecuencia inmediata de la definicién.

Para ver que b(|¢|) > V (¢,§) procedemos de la forma siguiente. Si fuese

b(l&1]) < V(t1,61)

Para algin t; € [tg,00) y &1 con [£1| < r, segin la definicién de V' (¢1, &), existiria una solucién x; tal
que

ri(t) =&y |zt + o) > b))
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para algiin o > 0. Pero, segin la definicién de §, esto quiere decir que

(b([&11)) < l&l,

lo que es claramente imposible si £ = 0. También lo es si £ # 0, pues esta desigualdad implicaria:

[61] = 67 (b(I&1])) < 0(b(|En])) < [&]

lo que es contradictorio.

Por lo tanto la funcién V (¢, &) cumple con la propiedad a) del teorema anterior.

Veamos finalmente que la funcién V (¢, &) verifica la propiedad b). Sea Z(t) una solucién que verifica
Z(t1) = & con |&| < r.

Consideramos t3 > t9 > t1, y sea:

Queremos demostrar que
V*(t3) < V*(to)

Esto resulta facilmente de la misma definicién de V(¢,€). En efecto, todas las soluciones x(t) que
intervienen en el calculo de V(t3,Z(t3)) mediante el supremo de x(t3 + o) indicado en la definicién
intervienen también en el cdlculo de V (t9, Z(t2)), ya que los puntos (te, Z(t2)) v (t3,Z(t3)) estan sobre

la trayectoria de la solucién z(t) (véase la figura 3.2). O

Z(t)

E(t)

Figura 3.2: Representacion grafica del teorema 3.1.3

Lema 3.1.1 (Lema de la variable real.). Dada una funcion p : [0,1] — [0,1] tal que p(0) =0, p(z) >0
para x € (0,1], y p es no decreciente, eziste otra funcién q : [0,1] — [0,1] estrictamente creciente,

continua y tal que q(x) < p(x) para todo x € [0,1].

Demostracion. La funcién p tiene a lo sumo un conjunto numerable de saltos y se puede escribir
p(z) = s(x) +¢(x), donde ¢ es una funcién continua no decreciente y s es la funcién de saltos. Es decir,

si los puntos de discontinuidad de p son {r} y el salto en r; es

myp = lim p(zx) — lim p(z)
x—)r}j Ty
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Entonces:

s@)=>_ mp y clx)=p) - s(z)

TR<x

Si ¢(x) > 0 para z(0), entonces podemos poner

Veamos que ¢(z) cumple con las condiciones del enunciado.
» ¢(x) es continua porque c¢(x) es continua y la exponencial también lo es.

» g(z) ya que ¢(x) es no decreciente y asi, como, se ha definido la exponencial vemos que es

decreciente, pero cuando hacemos el producto se obtiene una funcién estrictamente creciente.

» g(z) < p(z) por como hemos definido p(x) se tiene que debe ser mayor que ¢(z) ya que p(z)

cubre todo [0,1] x [0,1], en cambio, ¢(z) no.

y asi esta funcién satisface las condiciones del enunciado del teorema.
Supongamos ¢(z) = 0 para = € [0,7] y ¢(z) > 0 para = € (0,7]. Consideramos entonces la funcién de
saltos s en [0,7]. Se tiene s(z) > 0 para = € [0, r]. Definimos la funcién s* : [0,1] — [0, 1] del siguiente

modo:
s(s/2) si r/2<

La funcién s* es una funcién en escalera, menor o igual que s en todo punto de [0,r], y con disconti-
nuidades tan sélo en los puntos r/2,r/4,r/8, ...

Construimos a continuacién la funcién s : [0, 1] — [0, 1] indicada en la figura 3.3 (linea de puntos).
La funcién ¢(s) = s(z)e™* satisface las condiciones del enunciado.

Veamos que

» g(z) es continua: de la figura se observa que § es continua y ademads la exponecial es continua,

por lo que producto de continuas es continua.

» ¢(x) es estrictamente creciente: ya que § es estrictamente creciente y aunque e~ sea no creciente

cuando se realiza el producto de funciones se obtiene que es estrictamente creciente.

» g(z) < p(z): como ¢(x) = 0 entonces p(z) = s(z) para x € [0,7] con s(x) > 0 por otro lado
s*(x)

entonces se tiene que p(x) > §(x) para x € [0,r], asi p(x) = §(x) + ¢(z) para x € [0, 1] por lo que
q(z) < p(z)

<
< s(z), por como esta definida en [0,r]. También de la figura se tiene que 5(z) < s*(z),
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Figura 3.3: Representacion grafica del lema 3.1.1

3.1.1. Ejemplos

Ejemplo 3.1.1. FEstudiese la estabilidad de la solucion trivial del sistema auténomo

{ o' (t) = a(x(t))® + by(t)

Y (1) = —cx(t) + d(y(1))* (3.1.2)

(Se puede sequir el método de separacion de variables intentando obtener una funcion V(&1,&2) de la

forma
V(&1,&2) = Vi(&r) + Va(§2)

e imponiendo ademds que la funcion V* sea del mismo tipo que V'.)

Solucién. Para simplificar los cdlculos escribimos el sistema 3.1.2 en la forma

{ z' = ax3 + by

/ p—

y = —cx + dy?
De la observacion 1 se tiene por ser un sistema autonomo que

V=V i) = 30 5 7@

Denotemos V' = V*. Como se nos dice que la funcién V' debe ser del mismo tipo que V tenemos

"oV
=1
= V{(z)(az® + by) + V3 (y)(—cx + dy®)
= aV{(2)z® + bV (2)y — V5 (y)z + dV3 (y)y® (3.1.3)

Para que V' tenga la misma estructura funcional que V' se requiere que

bV (x)y — cV3(y)z =0
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Separando variables, se tiene
by cx

Vily) ~ Vi(x)

donde cada una de estas fracciones pueden ser constantes, como por ejemplo, 3 Ast,

cT _ 1
Vi) — 2
2cx = V{(x) integrando
cz? = Vi(z)
by 1
V3(y) 2
20y = Viy(y) integrando
by = Vi(y)

se tiene, asi que

V(z,y) = Vi(z) + Va(y) = ca® + by’
luego, sustituyendo V{(x) y V4(y) en 3.1.3 resulta que
V' = a(2cx)x® + b(2cx)y — c(2by)z + d(2by)y® = 2acx® + 2bdy*

Cuando a =0,b>0,¢c>0,d <0 se tiene que V' <0y V — 0, ademds V es definida positiva, por lo

que cumple las condiciones del teorema 3.1.1, asi se concluye que el sistema dado es estable.

Ejemplo 3.1.2. Estudiese la estabilidad de la solucion trivial del sistema
{fmz—ammm4
y'(t) = (x(t)) y(t)

Solucién. Primero reescribamos el sistema anterior como sigue

{ 2 = _xy4
y' = a'y(t)
Sea la funcion de Lyapunov de la forma V(z,y) = Vi(x) + Va(y). Al igual que el ejemplo anterior se

quiere que V' tenga la misma estructura que V.

Asi
V'(z) = V{(z)(—2y") + V3 (y)a'y = 0 (3.1.4)

entonces
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. . 1 .
Cada una de estas fracciones pueden ser, constantes digamos —. Se tiene, entonces que

3 1
Vi@ 4
Vi(z) = 42° integrando resulta que

N— N—
|
&
'

(
(z

=

Haciendo lo mismo para y resulta Vy(y) = —4y3 y Va(y) = —y* de donde
V(z,y)=a' -y’

sustituyendo V{(z) y V4(y) en 3.1.4

V'(z) = 423 (—xy?) + 432ty = —42™y + 42ty =0 (3.1.5)
Ast, V'(z) <0,V — 0 y ademds es definida positiva, entonces la solucion trivial (z,y) = (0,0) del
sistema dado es estable, ya que cumple con las hipotesis del teorema 3.1.1.
Ejemplo 3.1.3. Funciones de Lyapunov motivadas por la fisica del problema, péndulo
simple.

Consideremos el péndulo de masa unitaria, longitud I, donde 8 es el dngulo de desviacion con respecto

a la vertical y g es la aceleracion gravitacional, entonces el movimiento del péndulo es gobernado por

la ecuacion diferencial
mlf + mgsin(h) = 0

Como m = 1, y dividiendo entre | la ecuacion anterior se convierte en

Figura 3.4: Péndulo simple

b+ %Siﬂ(@) =0 (3.1.6)

Al introducir las variables 1 =0 y zo = 0 la ecuacion 3.1.6 es equivalente al sistema
x) = @9
r_ 9.
vy =7 sin(z1)

Estudiar la estabilidad de la solucion trivial del sistema anterior.
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Solucién. Dado que se estd tratando un modelo de un sistema fisico y se conoce el significado de las
variables, resulta natural tomar como funcién candidata de Lyapunov a la energia del mismo, que para
este caso es la suma de la energia potencial y cinética de la masa.
2
x
2

Definamos la energia del péndulo V(x) como la suma de sus energias cinética V (xa) = y potencial

Vizy) = [y %sin(wl)daﬁ = %(l—cos(xl)), con referencia de energia potencial elegida tal que V(0) = 0,

es decir,

r1 2 2
V(z) = / J sin(z1)dx + %o g(1 —cos(z1)) + 2
1 2 1 2

Definida sobre el conjunto {x € R" : —m < x1 < 7}. La derivada de V (z) a lo largo de las trayectorias

del sistema es

V'(z) = %sin(wl)xll + xomlhy = %sin(xl)xg — xg(% sin(z1)) =0

Asi, se muestra que la funcion V(x) cumple con las hipétesis del teorema que son V. — 0, es definida

positiva y V' < 0. Por tanto la solucidn trivial es estable.

3.2. Inestabilidad

El método directo de Lyapunov permite también dar condiciones que implican la inestabilidad de la

solucién trivial. Como en la seccién anterior consideramos una ecuacion z'(t) = f (¢, z(t)), donde
f:[to,00) x G C R x R" - R" (3.2.1)

(G entorno abierto del origen en R™) es una funcién continua y f(¢,0) = 0 para todo ¢ > ¢¢. La solucién

trivial z(¢) = 0 es inestable en [tp, 00) cuando no es estable en [tg, 00).

Corolario 3.2.1. Sea z : [a,b] — R"™ una funcion continua. Las tres propiedades siguientes son

equivalentes

a) La funcion z es no creciente en |a,b].

_ th) —

b) Para todo t € (a,b), D+z(t) = limsup;,__,+ z(—l—h)z(t) <0
- t+h)— z(t

¢) Para todo t € (a,b), D z(t) = limsup;,__,o- W <0

Teorema 3.2.1 (Teorema de Chetaiev). Sea 2'(t) = f(t,z(t)), como se indica en (3.2.1), y suponga-

mos que existe una funcion continua
Vi [tg,0) x B(0,7) C R x G — (—00,00)

tal que se verifica:

a) |[V(t,€)] <b(|g]) parat > to y |§] < r, siendo b: [0,r] — [0,00) estrictamente creciente, continua y
tal que b(0) = 0.
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b) Para cada § >0 y t; >ty existe £*, |£*| < 0, tal que V (t1,£*) < 0.
c) Six(t) es una solucion tal que x(t1) = &1 con ty >ty y |&1] <7, se tiene:

lim sup V(ty 4 h,x(ty + h)) — V(t1, z(t1))
h—0+ h

< —c(l&l)

siendo ¢ : [0,7] — [0,00) continua, no decreciente y tal que ¢(0) = 0.

Entonces la solucion trivial es inestable en [tg, 00).

Demostracion. La prueba la haremos por contradiccion, es decir supondremos que la solucién trivial
es estable en [tp, 00) y trataremos de llegar a una contradiccién con la hip6tesis. Por definicién tenemos
que si la solucién trivial es estable en [tg, c0), entonces para cada € > 0, 0 < € < r, existe § > 0 tal que
sinp <y x(t) es una soluciéon tal que x(ty) = 1y, entonces |x(t)| < € para todo t > tg.

Por la condicién b) podemos escoger &, |£o| < d tal que V(tp, &) < 0. Si z(t) es solucién tal que
x(tg) = &o, entonces |z(t)| < € para todo t > ty.

Por la condicién a) se tiene, entonces
[V (#,x(8))] < blz(t)] < ble) (3.2.2)

para todo t > to. En lo que sigue suponemos elegida esta solucién x(t) con x(ty) = &p.
La condicién ¢) implica que V (¢, z(t)) es no creciente en [ty, 00) ya que una solucién cualquiera z(t) es
no creciente en [tg, o) si, y s6lo si DV z(t) < 0 para t € [tg,o0) (esto es por corolario 3.2.1) y ademds

como c es positiva de ahi resulta que V (¢, z(t)) es no creciente. Asi, para todo t > ty se tiene:
V(t,z(t)) < V(to,&) <0

y, por tanto:
[Vt ()] = [V (to, o)
por la ecuacién (3.2.2) se tiene que
b(|z(t)]) = [V (to, &0
y, asi:

2 (t)] = 67|V (to, &0)I)

para todo t >ty donde b~! representa la funcién inversa de b.

La condicién ¢) implica también que, si llamamos

oA0) = V(t,2(0) — Vlt0.&0) + [ ella(u)

to

entonces .

z(t+h)=V(t+h,z(t+h)) — V(to, &) + / c(|z(u)])du

to
luego se tiene que

t+h
z(t+h)—z(t)=V(Et+hzt+h) = V() + /t c(|z(u)])du
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asi que
) 2(t+h) — 2(t) ) V(E+ha(t+h) = V() + [ ()] du
limsup —————= = limsup
h—0+ h hs0+ h
t+h
- d
— lmsup V(t+h,x(t+h))—V(t,x(t)) + lfmsup L e(Jo(uw)|)du
h—0+ h h—0+ h
= limsup V(t+halt+h) = V(t,z@) + c(Jz(t)]) c es creciente
h—0*t h
t+h,x(t+h))—V(tz(t
< limsup Vit+ha(t+h) = Vi, 2(t)) + c(€) por la condicion c)
h—0Tt h
< 0
asi
t+h)—z(t
lim sup z(—i—_)z() < 0 para todo t = tg
h—0+ h

y, por tanto, por el corolario 3.2.1, z(¢) es una funcién no creciente.
Ahora, si evaluamos g en la funcién z se tiene

2(to) = V(to,2(to)) = V(to, o) + / " e(le(w))du pero a(ty) = €°

to

2(t)) = Vi(to, &%) — V(t, &%) +0
Z(to) = 0

z(tg) = 0, entonces z(t) < z(tg) = 0, es decir z(t) < 0, lo que implica que
t

V(t,z(t)) — V(to, &) + / c(|z(u)|)du <0
to

entonces

V@ﬂméV%fwj/deWu

to
Como |z(t)] = b1 (|V (to, &)]), se sigue que

c(lz®)]) = (b (|V(to, &)]))  por ser lafuncién ¢ no decreciente

ahora, integrando se tiene
t t
[dmwmolkwwwwmmzatWWMWmmm

multiplicando por -1 .
—/t c([ar(u))du < —(t = to)e(b™ (IV (o, o)1)

y, asi:

Vit olt) < v<t0,g0)—/ ol ()| du

to

< Vito, &) — (t —to)e(d™[(V(to, &)))))
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por lo que

V(t,z(t)) = V(to, &) — (t — to)c(d™ ([V (t0, &)1))

de este modo,

V(t,x(t)) - —o0 para t — —oo
lo cual contradice la relaciéon hallada anteriormente:
[V (t, z(t)] < ble)
O

Como caso particular del teorema de Chetaiev se obtiene el primer teorema de Lyapunov sobre inesta-

bilidad. Aqui presentamos a continuacién el llamado segundo teorema de Lyapunov sobre inestabilidad.

Teorema 3.2.2 (Segundo teorema de Lyapunov sobre inestabilidad). Sea z'(t) = f(t,z(t)), como se

indica en (3.2.1), y supongamos que existe una funcion
V i [to,00) x B(0,7) — (—00, +00)
acotada, con derivadas continuas y tal que

a) Six(t) es una solucion tal que |z(t)| < r para todo t > tg, se define V*(t) = V(t,z(t)), entonces:

av
dt

(t) = AV (t) + W(t,x(t))

con X > 0, donde W : [tg,00) x B(0,7) — [0,00) es una funcién continua no negativa.

b) Para todo § > 0,0 < 6 < r, existe & con [&o| < 6 tal que |V (to,&o)| > 0 y, si W no es idénticamente
nula, se puede elegir &y tal que V (tg, &) > 0.

FEntonces la solucion trivial es inestable.

Demostracion. La prueba la haremos por contradiccion, es decir supondremos que la solucién trivial
es estable y llegaremos a una contradiccién. Si hay estabilidad, para € > 0, con € < r, existe § > 0 tal
que una solucién z(t) tal que |z(tg)| < d verifica |£| < e para todo t > ty. Tomamos, de acuerdo con
b), & o] < 0, tal que |V (to,&)| > 0y, si W no es idénticamente nula, V' (tg,&p) > 0. Consideremos

una solucién z(t) tal que

z(to) = &o
Segun las condiciones del teorema, V' (¢, z(t)) es acotada. Por otra parte, por a) podemos escribir:
dv*
V1) = AV (1) + Wt 2(1)

V(t,z@)] = [V (O)) = AV (@) + W (L, z(t))
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veamos que en esta ultima ecuacidon tenemos las hipodtesis del teorema de la férmula de Lagrange
(teorema 1.3.2d) ya que z/(¢t) = [V*(@)], z(t) = V*, A = X, b(t) = W(t,z(t)) z(to) = V*(0) y

& = V (to, x(to)) asi se tiene el problema de valores iniciales

{[W@WZM”®+Wﬂw®)
V*(to) = V(to, z(to))

que tiene solucién tnica. Pero por ser A una constante se tiene que ®(¢) = M asi, se tiene que

V(t,z(t)) = eMV (tg, 2(to)) + M /tt e MW (s, 2(s))

que es no acotada para t — 400 y por hipdtesis tenemos que V' (¢, z(t)) es acotada, lo que nos da una

contradiccion. Esto demuestra el teorema. O
Observese que en el teorema se puede imponer en a) la condicién W < 0 en lugar de ser W > 0, e
imponer en b), si W no es idénticamente nula, V (¢g,&) < 0.

3.2.1. Ejemplos

Ejemplo 3.2.1. Se considera el sistema
{fMZMWW+@@
y'(t) = —cx(t) + d(y(t))®

estudiado en el ejemplo 3.1.1 de la seccion anterior. Demuéstrese que si bc < 0, ad < 0, o bien si

(3.2.3)

a>0,b>0,c>0,d>0, entonces la solucion trivial es inestable.

Solucién. Del ejemplo 3.1.1, sabemos que

V(z,y) = Vi(z) + Va(y) = ca? + by?

V'(z,y) = a(2cz)z + b(2cx)y — ¢(2by)z + d(2by)y® = 2aca® + 2bdy*
Veamos que V' se puede escribir como V'(x) = AV (x) + W (x). Asi
V' (x,y) = 2(az® + by?)(cx® + dy*) + [~2(ad + be)z?y?

Si be < 0, ad < 0, entonces V'(x,y) > 0, ast, el sistema dado serd inestable. Por otro lado, si a > 0,
b>0,c>0,d>0, tenemos V'(z,y) > 0, también es inestable. En ambos casos se cumplen las

hipotesis del teorema 3.2.2.

Ejemplo 3.2.2. Se considera el sistema:

Estidiese la estabilidad de la solucion trivial. (Utilicese V (€&1,&) = &4 — €5.)
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Solucién. Primero reescribamos el sistema anterior de la siguiente forma

y’:x3—y5

Sabemos que

v _ - al (z)
dr - 0x; '
de donde, resulta que
Vizy) = Vi@ +Viy)y = Vi(@)(=® +9°) + V3 (y) (@ — y°)

= Vi)’ + V{(2)y’ + V3(y)a® — V3(y)(5°)
Como, V'(x,y) debe tener la misma estructura que V(z,y) = Vi(z) + Va(y), entonces se tendrd que
Vi(@)y’ + V3(y)z® =0

separando variables
V/( ) 3 V/( ) 3 .Z'3 y3
y)z® = =Vi(x)y° = =—
? ' Vi(z) Vi)

1
Cada una de las fracciones pueden ser constantes, digamos 1 Asi, se tendrd V/(x) = 423 al integrar,

resulta Vi(z) = 2* y VJ(y) = —4y? integrando Va(y) = —y*. Ahora

V(z,y) =a"—y*

V'(z,y) = Vi(2)2® + V3 (y)y° = 4a°2° + 4yPy° = 4a® + 4° = 4 (2" — ") + (82’
(z,y) = Vi(z) 2(y)y Yy y=4 (@ —y)" +87y)

A 1% 114
Analizando para x, y se tiene; si x > 0, y > 0, entonces por teorema 3.2.2 se tiene que V'(x,y) > 0,

ast la solucion trivial del sistema dado es inestable. El mismo resultado se obtiene para r < 0, y < 0.

3.3. Estabilidad asintdtica

El método directo de Lyapunov permite también estudiar la estabilidad asintética de la solucién trivial.

Como en la seccién anterior, consideramos una funcién continua
f:[to,00) x G C R xR" - R"

donde G es un entorno abierto del origen, y se tiene f(¢,0) = 0 para todo t > to. Estudiamos la
estabilidad asintética de la solucién trivial x(¢) = 0 de la ecuacién z'(t) = f(t, z(t)). Recordamos que
se dice que la solucién trivial es asintéticamente estable en [tg, 00) cuando es estable, y, ademas, existe
0 > 0 tal que si z(t) es una solucién que verifica |x(fp)| < d, entonces z(t) estd definida para t > to y

verifica x(t) — 0 para t — oo.
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Teorema 3.3.1. Consideramos la ecuacion '(t) = f(t,x(t)) que se indica arriba. Supongamos que
existe la funcion
V i [to,00) x B(0,7) CR x G — R"

tal que

a) V(to,&) — 0 para todo |£| — 0.

b) V(t,&) = a(|§]) para todo t > to, €] < r siendo a : [0,7] — [0,00) una funcidn continua,
estrictamente creciente y tal que a(0) = 0 (es decir V (t,£) es definida positiva).

¢) Para toda solucidn local x(t) a la derecha de ty tal que |x(to)| < r se verifica:

timsup VX ZEE RN ZVEZO) 1,y

h—0t

para todo t donde este limite estd definido, siendo ¢ : [0,7] — [0,00) una funcién continua, no

decreciente y tal que ¢(0) = 0.
Entonces la solucion trivial es asintdticamente estable.

Demostracion. Por el corolario 3.2.1 tenemos que V(¢,z(t)) es no creciente en ¢ si para todo ¢

DV (t (1)) = limsup LT M2 P) —VILz®)
h—0+t h

y por la condicién c) sabemos que ¢ es positiva de ahi resulta que la condicién ¢) implica junto con
el corolario 3.2.1 que V(¢,z(t)) es no creciente en ¢ tal como existe el teorema 3.1.1 sobre estabilidad.
Asi, la solucidn trivial es estable. Por tanto, existe 6 > 0 tal que si z(¢) es una solucién con |z(t)| < r

para t > tg. De la condicién ¢) se tiene que si llamamos

z(t) = V(t,x(t)) — V(to, z(to)) +/ c(V(s,x(s)))ds

entonces trh
z(t+h)=V(E+h,z(t+h)—V(te,z(ts)) + /t c(V(s,z(s)))ds
asi que o
zZ(t+h)—z2(t)=V(t+h,z(t+h) = V(tz(t) + /t c(V(s,z(s)))ds
luego
) 2t+h)—2(t) V(t+ha(t+h) = V(t,at) 1 ’f+hc o o(sMds
h,fi%lipT = h}llriségp [ - +o /t (V(s,z(s)))d
< lmsup V(t+ h,z(t+h)) — V(t,x(t))
h—0t+ h
t+h
+ limsup / c(V(s,x(s)))ds por c) se tiene
h—0t+ t
< —e(V(t,z(t))) + c(V(t, z(t)))
< 0
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Asi se tiene que

. V(t+h,z(t+h) = V(t,zt) 1 [th
h;fi%lip h t h/t c(V(s,2(s)))ds| <0 (3.3.1)

Esto demuestra, en primer lugar, que V' (¢,z(t)) es no creciente, en virtud del corolario 3.2.1, y, asi

lim V(t,z(t)) = Vo =0

t—o00

Pues sabemos que al aplicar limite a una funcién no creciente esté siempre es positiva.

Supongamos primero Vy > 0. Entonces ¢(Vp) > 0, y, siendo ¢ no decreciente, se tiene:
c(V(t,z(t))) = (Vo) >0 para todo t >ty

Sustituyendo Vj en la ecuacién (3.3.1) se tiene que

t+h,x(t+h)) —V(tx(t 1 [tth
lmwﬁVV+ﬁ(+D Vita(®) 1 d%mﬂ 0
h—0+ h h
V(t+h,z(t+h) = V(t,z(t 1
l{m sup [ (t+ha(t+h) (¢, 2(1)) 4 = e(Vy)s i_s_h} <0
h—0+t h h
asi se tiene: , ,
t t —V(t,z(t
h—0+ h

Ahora sustituyendo tg en z(t) se obtiene

z(to) = V (to, z(to)) — V(to, o) + /t c(V(s,2(s)))ds = V(to, ) — V(to, &) = 0

to

Por ser z(t) no creciente por el corolario 3.2.1 se tiene que z(t) < z(tg) = 0, asi z(t) < 0. Entonces

z(t) = V(t,z(t)) — V(to, z(to)) +/ c(V(s,z(s)))ds <0

de donde 0
V(t,z(t)) — V(to, z(to)) + /t: c(V(s,z(s)))ds <0
V(t,z(t)) — V(to,z(to)) < —/t: c(V(s,z(s)))ds
V@dmwmwm><l}mms
Vitat) - Vito,alts) < —c(Volt —t0))

Asi,

V(t,xz(t)) - —oo para t— +oo,
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lo que contradice a). Por tanto,
Vo=1limV(t,z(t)) =0 para t— 400

Esto implica, segin b), que

a(|z(t)]) = 0 para t— +oo
y, de ese modo, |z(t)| — 0 para t — +o00 lo que demuestra estabilidad asintética. O
Un teorema importante sobre estabilidad asintética es el siguiente.
Teorema 3.3.2. Consideramos la ecuacion auténoma

2'(t) = f(z(t)), x:R—R"

donde f : R® — R™ es de clase C*(R®) y tal que f(0) = 0. Supongamos que existe una funcion
V:R® = [0,00), V € CHR™) tal que

a) V(€)>0si€#0, V(0)=0.
b) V(&) — oo para || — oo. (Definicion de radialmente no acotada.)

c) Sixz(t) es una solucidn cualquiera distinta de la trivial, y V*(t) = V(z(t)), entonces

av
dt

(t) <0
para todo t.

Entonces, la solucion trivial es globalmente asintdticamente estable, es decir, si x(t) es cualquier solu-
cion, z(t) — 0 para t — oo.

Si en lugar de c) se verifica la condicion

o) 0= (G . sew) <o

M = {5 ER" (@Z@,f@) - 0}

es tal que para ninguna solucion x(t) distinta de la trivial se verifica

y el conjunto

{z(t):t=te} C M
para ningun tg, entonces la conclusion es también vdlida.

Demostracion. Sea & € R™ arbitrario. Sea ¢ = V(&p). La condicién de radialmente no acotada b)
implica que para cualquier ¢ > 0 existe r > 0 tal que V(§) > V(&) cuando ||&]| > r. Sea z(t) una
solucién tal que x(0) = &. Por tanto se sigue de la condicién ¢) dado que:

avr
dt

(t) <0,
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se tiene:

para t > ty. Por tanto se verifica que
B={eR": V(§) <V(&)}

es cerrado y acotado, existe algin punto 7 € B que es un punto w de &y, es decir, es tal que para
cualquier entorno suyo U(n) y cualquier T > 0 existe t > T tal que z(t) € U.

Por el lema que presentamos a continuacién, el conjunto €2 de todos los puntos w de & es un conjunto
cerrado, y, si z(t) es una solucién tal que z(tg) € Q para algin ty, entonces z(t) € Q para t > t.

Como V(z(t)) es no creciente, resulta que el conjunto de puntos w de 7 se encuentra sobre
H={{cR": V() =V}

Supongamos primero V(1) = 0. Entonces H = 0, y, asi,
liminfz(t) =0 para t— oo

Como de las condiciones dadas y del teorema 3.1.1 se deduce la estabilidad de la solucién trivial, la
condicién liminf z(¢) = 0 conduce a lim z(t) = 0 para ¢t — oo.

Supongamos ahora V(1) > 0. Sobre H se encuentra el conjunto {2 de puntos w de & que tiene la
propiedad anteriormente indicada. Si z(t) es solucién tal que z(ty) € Q para algtn ty, entonces z(t) € Q

para todo t > to. Si consideramos V' (z(t)) para t > to, se tiene:

(GeCO11G0)) =0

y, asi, z(t) para t > t¢, se encuentra sobre el conjunto M y, por tanto, las condiciones c) o ¢’) implican
z(t) = 0.

De este modo resulta, como antes, lim z(t) = 0 para t — 0. O

Lema 3.3.1. Consideramos la ecuacion auténoma
2(t) = f(t,z(t)), z:R—R"

donde f : R® — R™ es de clase C'(R™). Sea € € R® y x(t) solucidon tal que z(t1) = & para algin t;.
Decimos que un punto n € R™ es punto w de & cuando para entorno U(n) den y todo T >ty existe
t > T tal que x(t) € U(n).

Con esta terminologia el conjunto 2 de puntos w de £ es cerrado y satisface la propiedad siguiente: Si
n es punto w de £ y z(t) es solucion tal que z(tp) = n para algin ty, entonces todos los puntos z(t)

para t > tg son puntos de w de &.
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Demostracion. Que €2 es cerrado se deduce facilmente de la misma definiciéon. Para demostrar la otra
propiedad indicada, sean n € Q y z(¢) solucién tal que z(tg) = 7. Fijemos z(t1) con t; > to. Sea G
un entorno cualquiera de z(t1). Sea U(n) entorno de 1 tal que toda solucién y(t) con y(to) € U(n)
satisface y(t1) € G. La existencia de U(n) queda garantizada por la continuidad de la solucién respecto
de las condiciones iniciales. Sea ahora dado cualquier T > t3. Sabemos que existe t* > T tal que

x(t*) € U(n). Consideramos la funcién
u(t) = z(t +t* —to)
Por ser la ecuacién auténoma, resulta que u(t) es solucién y satisface

u(to) = z(t") € U(n)

Por tanto,
u(t) = z(t1 +t* —to) € G,

lo que demuestra que z(t1) es punto w de &. O

3.3.1. Ejemplos

Ejemplo 3.3.1. Se considera el sistema

{fMZWWW+@®

Y (t) = —ca(t) + d(y(t))? (3.3.2)

estudiado en el ejemplo 3.1.1 de la seccion 3.1. Demuéstrese que si b > 0, ¢ > 0a < 0,d <0, la
solucion trivial es asintoticamente estable.

Solucién. Sabemos por el ejemplo 3.1.1 que

V(z,y) = Vi(z) + Va(y) = ca? + by?

V'(z,y) = a(2cx)z® + b(2cx)y — ¢(2by)x + d(2by)y® = 2aca® + 2bdy*

Asi, V(x,y) cumple con V(z,y) — 0 cuando (z,y) — 0, ademds es definida positiva y al analizar
b>0,c>0a<0,d<0enV'(x,y) resulta que es menor que cero. Por tanto cumple las propiedades

del teorema 3.1.1.

Ejemplo 3.3.2. Estudiese la estabilidad de la solucion trivial del sistema

{fm:—mu@w>
Y () = (x(t)*y(t)

116



Capitulo 3. Método directo de Lyapunov 3.4. Funcién de Lyapunov

Solucién. Primero reescribamos el sistema anterior como sigue

x = —2xy?
y =aly

Sea la funcion de Lyapunov de la forma V(z,y) = Vi(x) + Va(y). Al igual que el ejemplo anterior se
quiere que V' tenga la misma estructura que V.
Ast
V'(z) = V] (z)(=2zy*) + VJ(y)z'y = 0 (3.3.3)
entonces
—y4 274 —y3 23
7 = 377 == T =17
Vawy  Vil@z  Va(y) Vi)

. . 1 .
Cada una de estas fracciones pueden ser, constantes digamos 1 Se tiene, entonces que

20 1
Vi) 4

!
1

<

) = 8% integrando resulta que

(
(

~_ ~—

274

=

x
Haciendo lo mismo para y resulta Vy(y) = —4y3 y Va(y) = —y* de donde
V(a,y) = 20t -y
sustituyendo V{(x) y V4 (y) en (3.3.3)
V'(z,y) = 823 (—2zy?) + 4y3zty = —162ty* + 42y = —122%* (3.3.4)

Ast, V(z,y) <0, V(z,y) = 0 y ademds es definida positiva, entonces la solucién trivial (x,y) = (0,0)

del sistema dado es asintoticamente estable, ya que cumple con las hipdtesis del teorema 3.3.1.

3.4. La funcion de Lyapunov para ecuaciones lineales con coeficientes

constantes

En esta seccidn nos ocuparemos de la construccién de las funciones de Lyapunov, para sistemas lineales
a coeficientes constantes.
Primero tenemos algunas clasificaciones de las formas cuadraticas. Clasificacién a través de la forma

canonica:

= Dados los elementos de la diagonal de la matriz asociada a la forma candnica, es decir, los

coeficientes de los términos cuadrados: ai1, a9, ..., an, la forma cuadratica es:

» Definida positiva, si todos los a;;,7 = j son positivos n = r = p. n : es dimensién de la
matriz. r : es el nimero de valores de la diagonal diferente de cero. p : es el nimero de valores

estrictamente positivos de la diagonal.
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» Definida negativa, si todos los a;;,% = j son negativos n =r, p = 0.
= Semidefinida positiva, si algunos a;;,% = j son positivos y otros nulos r < n,p = r.

» Semidefinida negativa, si algunos a;j,7 = j son negativos r < n,p = 0. No definida, si

algunos a;;, % = j son negativos y otros positivos.

Consideremos la ecuacién 2/(t) = Az(t), donde z : R — R™ y A es una matriz n X n con elementos
reales.
El estudio de la estabilidad de la solucién trivial se puede llevar a cabo por el método directo de

Lyapunov de la siguiente forma. Construiremos una funcién

V(&) = (& BE)
para £ € R™ y B una matriz real simétrica n X n atin desconocida, tal que si z(¢) es una solucién de
2/ (t) = Ax(t) se verifique, si V*(t) = V(z(t)) = (x(t), Bx(t)):

avr
dt

(t) = —(x(t), Cx(t))
donde C es una matriz real dada definida positiva. Derivando V se tiene

Vi(2(t) = (2/(t), Ba(t)) + (x(t), Ba'(t))
= (Axz(t),Bx(t)) + (x(t), BAxz(t))
= (z(t),(A*B+ BA)zx)
= —(x(t),Cx(t))
basta demostrar que dada C existe B tal que A*B + BA = —C', donde A* representa la traspuesta de

A.

Para ello consideramos el operador lineal
F:M(n,R)— M(n,R)

(donde M (n, R) representa el espacio vectorial de dimensién n x n de las matrices n x n de elementos
reales) definido por
F(B) = A*"B + BA para cada B € M(n,R)

A fin de demostrar que A*B + BA = —C tiene solucién, cualquiera que sea la matriz C bastara

demostrar que el operador F es inversible, es decir, que ningtin autovalor de F es nulo.
n
det F(B) = [ (3.4.1)
i=1

Sea p un autovalor de F'y sea B # 0 tal que
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es decir,
A*B+ BA=uB

0, lo que es lo mismo,

(A* — ul)B=—-BA
El lema general que sigue demuestra que A* — uly —A tienen que tener un autovalor comun.

Lema 3.4.1. Sean B, P, Q € M(n,R) tales que B # 0 y PB = BQ. Entonces P y Q tienen un

autovalor comin.

Demostracion. Supongamos que P y ) no tienen un autovalor comun. Luego los polinomios carac-
teristicos p(A) = det(P — AI) de Py q(\) = det(Q — AI) de @ son primos entre si, por tanto, existen
dos polinomios a(A) y b(\) tales que
a(Mp(A) +b(N)g(A) =1
Sea h(A) = a(A)p(N). Se tiene
L=h(A) =b(Mg(A)

Entonces, por el teorema de Cayley-Hamilton 1.2.2, resulta al evaluar P en h(P) = a(P)p(P) =0, y
Qenl—h(Q)=">0Q)q(Q) entonces h(Q) = 1.

Por otro lado, como

PA) = AT kAo a(N) = st e s1A s
p(P) = mP"+---+1P+ro  a(Q) =5nQ" + - +51Q + 59

y por hipétesis tenemos que PB = B(Q), entonces al multiplicar h(P) = a(P)p(P) por B se tiene

h(P) = a(P)p(P)B

(P)

= a(P)(rpP"B+---+rPB+nryB) PB=DBQ

= a(P)(rnBQ" +---+7m1BQ +19B)

= a(P)BP(Q)

= Ba(Q)P(Q)

= Bh(Q)
asi

h(P)B = Bh(Q),

resulta B = 0, lo que es contradictorio con la hipdtesis. ]

El lema nos asegura, por tanto, que A* — ul y —A tienen que tener un autovalor comin. El teorema
siguiente nos garantiza mediante ciertas condiciones que todo autovalor de F' es distinto de 0 y, entonces,

F es inversible.
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Teorema 3.4.1. Sea A € M(n,R) y sea 0(A) = A1,...,\p su espectro, es decir, el conjunto de sus
autovalores. Supongamos que para dos autovalores cualesquiera \;,\, no necesariamente distintos, se

verifica \; + A\, # 0. Entonces, la ecuacion en B € M(n,R)
A*B+ BA=-C

donde C' es una matriz dada de M(n,R), tiene solucion unica. Si C = C*, entonces B = B*. Ademads,
si C = C* es definida positiva (esto es, (Cx,x) > 0 para todo x # 0) y los autovalores de A tienen

todos parte real negativa, entonces B = B* es también definida positiva.

Demostracion. Para cualquier autovalor p del operador F definido antes se verifica que A* — ul y
—A tienen algin autovalor comin, segin hemos visto. Los autovalores de A* — ul son \; — pu para
Ai € 0(A), y los de —A son —\j para A\, € o(A). Asi, las condiciones del teorema garantizan que p no
es nulo, y, por tanto, F' es inversible y por ser la inversa unica se tiene la unicidad de la solucién.

Si C = C* entonces B* es también solucion de B*A+ A*B = —C* = —(C'y, por la unicidad de solucién,
resulta B = B*. O

Recordemos lo estudiado en los capitulos anteriores, sobre la forma de Jordan en 1.1.4, 1.2, 1.4 y 2.1.

Sabemos que si A es una matriz n X n, y existe una matriz P tal que A = P~1JA, entonces et =

P~ 1e/tP donde J tiene la forma de Jordan de A.

6At — P—lejtp eJt — Zejqjt

_ IZeJtP eJt_e)\tZLth

7=0

P n—1

_ iy Z Lﬂtﬂ it p

=1 7=0

=S b (A (3.4.2)

Teorema 3.4.2. Sea A una matriz n X n. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
1. Todos los valores propios de la matriz A tienen parte real negativa.

2. Para todas las matrices C = CT > 0 existe una solucion inica B = BT > 0 a la siguiente

ecuacion de Lyapunov:
ATB4+ BA=-C (3.4.3)
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Demostracion. Solo probaremos la parte solo si.

Supongamos que A tiene valores propios con parte real negativa. Definamos
+o00 T
B= / e tCeMdt (3.4.4)
0

notemos que la integral en (3.4.4) esta bien definida, ya que los elementos de la matriz integrando son
todas combinaciones lineales de funciones de la forma t*e® (esto por (3.4.2)) donde « tiene una parte
real negativa, la integral existe y es finita.

Ahora verifiquemos B asi como se ha definido es una solucién a (3.4.3). En efecto

—+o00 —+o0
ATB+BA = / ATeA CeA gt + / ATt CeA Adt
0 0

400
- / (ATeATtOeAt+eATtCeAtA) dt
0

= /0+00 % (eATtC’eAt) dt
_ [eATtCGAt} teo

= —C

0

(ya que th'm eA"tCet = 0). Lo cual muestra que existe una matriz B satisfaciendo (3.4.3). Ademas,
— 00

la solucion es tnica; en efecto, supongamos que existen dos soluciones By y By cualesquiera. Entonces:

ATBi +BiA+C = 0 (3.4.5)
ATBy+ BoA+C = 0 (3.4.6)

restando (3.4.6) de (3.4.5) obtenemos

AT(Bl — Bg) + (Bl — BQ)A =0

At

multiplicando la ecuacion anterior a la izquierda por eATt y a la derecha por e*’, se tiene:
e [AT(By — By) + (B — Ba)A] et = 0
AT AT(By — By)e™ + eA By — By)Ae™ = 0
d
@ (eATt(Bl o BQ)@At> = 0
lo cual ademaés implica al integrar lo anterior que
d (oary At
7(6 (Bi — Ba)e )dt - 0
o dt
|:€ATt(Bl — B2)€At:|zo = 0
—(B1—B3) = 0
By = Bs
asi, existe una dnica solucién que satisface (3.4.3) O
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De las consideraciones anteriores resulta facilmente el siguiente teorema.
Teorema 3.4.3. Consideremos la ecuacion
2'(t) = Az(t) (3.4.7)

siendo A € M(n,R) tal que todos sus autovalores tienen parte real negativa. Entonces la solucion

trivial es asintoticamente estable.

Demostracion. Dado que los autovalores de A tienen parte real negativa, existe una soluciéon definida

positiva B a la ecuacién de Lyapunov
ATB4+BA+1=0
Escogemos, como una funcién de Lyapunov, la forma cuadratica
V(x) = (z,Bz) = 2" Bz
que es por supuesto una funcion definida positiva. Su derivada es

V'(z) = (2/,Bx)+ (x,Bx)
= (Az,Bz) + (x, BAz) = 2T AT Bz + 2" BAx
= 27(ATB + BA)x
= (z,(ATB + BA)x)
= (z,—Iz)
= —|?

por tanto V'(z) es definida negativa. Asi el sistema (3.4.7) es asint6ticamente estable. O

Los otros resultados sobre la estabilidad de la solucién trivial de z'(t) = Axz(t), A constante, que
conocemos del capitulo 2, pueden también obtenerse a través del método directo de Lyapunov, pero

se llega a ellos de una forma algo mas artificiosa que alli.

3.4.1. Ejemplos

Ejemplo 3.4.1. Dada la ecuacion

obténgase explicitamente una funcion de Lyapunov siguiendo la idea del teorema 3.4.3.
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()

El sistema anterior serd asintdticamente estable, si los valores propios de la matriz A tienen parte real

Solucion. Sea

negativa y ademds V(z) >0 y V'(z) < 0.

Primero determinemos los valores propios de A.

det(A—XI) = 0 es decir

M —(a+dX+(ad—bc) = 0 resulta entonces que
(a+d) £ +/(a—d)?+ 4bc
A2 = 5

Para que \12 tengan parte real negativa se tiene que cumplir algunos de los siguiente casos:
» (a—d)?+4bc>0y(a+d) <0
» (a—d)?+4bc=0y(a+d) <0
» (a—d)?+4bc<0y(a+d) <0

Ahora bien, se debe de encontrar una funcién V(z) = (z, Bz) = 27 Bx > 0 tal que V'(z) = (z, (AT B+
BA)z) = 2T (ATB + BA)x < 0. Sabemos que la ecuacion de Lyapunov es dada por ATB+ BA = —C,
donde C' simétrica, definida positiva. Tomando C =1 y

g (P ¢
q T
ATB4+ BA=-C=-1

(9 1 R T I

al hacer el producto y suma de matrices se obtiene

2ap + 2cq ag+bp+er+dg\ (-1 0
aq+bp+cr+dg 2bq + 2dr 0o -1

de donde, se tienen las ecuaciones

entonces

2ap +2cq = -1 (3.4.8)
ag+bp+cr+dg = 0 (3.4.9)
2bq +2dr = -1 (3.4.10)
despejando q de (3.4.8) se tiene
1+ 2ap
q=-
2c
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sustituyendo q en (3.4.10) resulta que

b—c+ 2abp
2cd

sustituyendo q y r en (3.4.9) se obtiene

 ad—bc+ P +d?
P= 2(abe + bed — a?d — ad?)

ahora, sustituyendo p en q y en r obtenemos

B —(ac + bd) . a? + ad + b*c — bc?
1= 2(abc + bed — a?d — ad?)  2c(abc + bed — a?d — ad?)
denotemos por
k = ad—bc+c?+d> 1= —(ac+bd)
m = a*+ad+b*c— b n = abc + bed — a*d — ad?
ast,
k l m
p = — q = — = —_—
n n 2cn

por lo que la matriz B que se busca es
B_ k/n 1l/n
I/n m/2cn
k [
V(x) = (z,Bz) = 27 Bz = (;p y) /n /n v
l/n m/2en) \y

k l l T
vm»:<x+yx+»my><>
n n n 2cn Yy

k l
V() = —2? +2—xy + ﬂy2 >0
n n 2cn

resulta, entonces que

Veamos que det(B — AI) = 0 para calcular los valores propios de la matriz B.

det(B—X) = 0 es decir

l n nl m?
2
S I —— ] = l
A <2k + 20k> A+ (4ck2 4k2> 0 resulta entonces que
Ly Ny (Lo
2k 2ck 2k 2ck k2
A2 = 5

si los autovalores de la matriz B son positivos quiere decir que la matriz B es simétrica y definida
positiva, por tanto el sistema es estable. Y ademds se cumple que V'(x) < 0 ya que como definimos
ATB + BA = —C = —I entonces V'(z) = —(v,7) = —aTz = — (22 + y?) < 0.

Por lo tanto, el sistema dado es asintoticamente estable.
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Ejemplo 3.4.2. Dado el siguiente sistema

Estudiar que tipo de estabilidad presenta.
Solucién. Sea

(55

El sistema dado serd asintdticamente estable , si los valores propios de la matriz A tienen parte real

negativa y si V(x) > 0 y V/(z) < 0. Determinando los autovalores de la matriz A.

det(A—XI) = 0
M 4+5 A+4 = 0

A =-1 Ay =—4

Debemos encontrar una funcion de Lyapunov V(z) = (x,Bx) = 2Bz > 0 y V'(z) = (x,(ATB +
BA)x) = 27 (ATB+ BA)x < 0. Sea C = I, donde ATB + BA = —C.

Definamos
a b
B =
0 —4 a b n a b 0 1 B -1 0
1 -5 b ¢ b ¢ —4 -5 0 -1
—&b a— 5b —4c B -1 0
a—5b—4c¢ 2b—10c 0 -1

de donde se obtienen las siguientes ecuaciones

asi

-8 = -1
a—>bb—4c = 0
20 —10c = -1
, 9 1 1
asia = —, b= =, c = = resulta entonces que
8 8 8
9/8 1/8
NCTCY
1/8 1/8
luego

V() = (&, (ATB + BA)r) =" (ATB + BAr = (2 ) (?;Z 1;2) (‘;) _ ggg + %xy + égﬂ >0
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st B tiene los autovalores positivos entonces estable.

Calculando los autovalores de la matriz B tenemos que

det(B—A) = 0

5

5+ V17
8

1
8
Ao =

)

como los autovalores son positivos, quiere decir que la matriz B es simétrica y definida positiva por

tanto el sistema dado es estable y asintdticamente estable, ya que V'(x) < 0.
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Capitulo 4

Estabilidad en Ingenieria

4.1. ;Por qué un sistema estable es util en ingenieria?

Supongamos que tenemos un sistema de ecuaciones diferenciales lineales no homogéneo
o' (t) = Az(t) + b(t)
donde A € M (R, n) y supongamos que el sistema homogéneo asociado
2/ (t) = Az(t)
es asintéticamente estable. Entonces toda solucién del sistema homogéneo
(t) = zp(t) = eMC, CeR
verifica que
g, =) =0
Ahora bien, toda solucién del sistema no homogéneo es de la forma
2(t) = 24(t) + 7, (1)

donde zp(t) es una solucién particular del sistema no homogéneo. Si tomamos limites cuando t a
infinito, tenemos que
z(t) 2 xp(t)

es decir, para tiempos grandes (aqui lo de grande depende de cada sistema) la solucién del sistema no
auténomo es basicamente la solucién particular del mismo y la parte de la solucién correspondiente al
sistema homogéneo se va reduciendo con el tiempo. En ingenierfa a la funcién b(t) se le llama entrada
del sistema y x,(t) es la salida del mismo. Si el sistema es estable, al variar la entrada, varfa la salida
sin que la parte homogénea intervenga en el proceso. Esto es lo que ocurre en la mayoria de los sistemas
lineales utilizados en las ciencias experimentales, como en circuitos eléctricos o vibraciones mecanicas.
Muchos de los problemas de los modelos de aplicacién en ingenieria estudian la estabilidad ocupando

la transformada de Laplace.

127



Capitulo 4. Estabilidad en Ingenieria 4.2. Transformadas de Laplace

4.2. Transformadas de Laplace

Definicién 4.2.1 (La transformada de Laplace). Dada una funcion f(t) definida para toda t > 0
la transformada de Laplace de f es la funcion F definida como sigue:
Fls) = Lf(t) = / St f (1)t
0

para todo valor de s en los cuales la integral impropia converge.

Recuérdese que una integral impropia en un intervalo infinito estd definida como el limite de la
integral en el intervalo acotado; esto es,

00 b
/ g(t)dt = lim [ g(¢t)dt

b—oo J,

Si el limite en la integral existe, entonces se dice que la integral impropia converge; de otra manera

diverge o no existe.

Definicién 4.2.2 (Funcién de transferencia). La funcion de transferencia de un sistema descrito
mediante una ecuacion diferencial lineal e invariante con el tiempo se define como el cociente de la
transformada de Laplace de la salida (funcion de respuesta del sistema) y la transformada de Laplace
de la entrada (funcion excitacion), bajo la suposicion de que todas las condiciones iniciales son cero,

es decir, se considera que el sistema bajo estudio estd en reposo.

R(s) G(s) C(s)

Figura 4.1: Representacién de la funcién de transferencia (o ganancia) de un sistema

Para el sistema ilustrado en la Figura 4.1, la salida C(s) es el producto de la ganancia G(s) y la entrada

C
R(s), lo que implica que C(s) = R(s)G(s); la ganancia del sistema es entonces G(s) = Rg;; para

sistemas descritos por ecuaciones diferenciales lineales e invariantes en el tiempo, tal como:

aoy" + a1yt a1y Fany = box™ F o™ 4 by 12 F b (0= m)
donde y es la salida del sistema y x es la entrada. La funcién de transferencia (o ganancia) viene dada
por:

. , L[salida) Y(s) bos™+b1s™ 4 £ b1+ by,
F ) d t = G = = —=
uncion de transferencia (s) Llentrada] ~ X(s)  aos™ +a1s™ L+ -+ an_15 + an

4.2.1. Funcion de transferencia en lazo cerrado

Para el sistema que aparece en la Figura 4.2, la salida C(s) y la entrada R(s) se relacionan del modo

siguiente:
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Cls)

H(s)

Figura 4.2: Sistema en lazo cerrado.

o bien,
Cs) _ Gls)
R(s) 14+ G(s)H(s)

La funcién de transferencia que relaciona C(s) con R(s) se denomina funcién de transferencia en lazo

(4.2.1)

cerrado. Esta funcién de transferencia relaciona la dindmica del sistema en lazo cerrado con la dindmica
de los elementos de las trayectorias directa y de realimentacién.
A partir de la Ecuacién anterior, C(s) se obtiene mediante

G(s)

OO = TG H()

R(s)

Por tanto, la salida del sistema en lazo cerrado depende claramente tanto de la funcién de transferencia
en lazo cerrado como de la naturaleza de la entrada.
La ecuacion caracteristica de la ecuacién 4.2.1 queda definida como:

_kQ(s)
P(s)

J(s)=1+G(s)H(s) =0 G(s)H(s) = [(s) = P(s) + kQ(s)

donde Q(s) es un polinomio de grado n de la ecuacién caracteristica en s y sus raices son llamadas
ceros, P(s) es un polinomio de grado m y sus raices son llamadas polos, el cual analizaremos con detalle

a continuacién.
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Un sistema lineal invariante en el tiempo es estable si:
a) Ante una entrada acotada responde con unan salida acotada.

b) Si todos los polos de la funcién de transferencia estdn en el semiplano negativo de s, es decir,

tienen la parte real negativa.

4.3. Meétodos para determinar la estabilidad

Nuestro problema ahora es determinar la estabilidad de un sistema de control, para ello existen varios
métodos para determinar la estabilidad de un sistema realimentado, estos involucran las raices de la

ecuacién caracteristica. Los métodos mas utilizados para estudiar la estabilidad de sistemas de control

son:
1. Criterio de Routh-Hurwitz.
2. Criterio de Nyquist.
3. Método de Diagrama de Bode.

Es evidente que para el andlisis de los sistemas de control, se presentan métodos alternativos que
resuelven el mismo problema, el disenador simplemente selecciona el método a utilizar que considere
que es la mejor herramienta, dependiendo de la situacién particular que enfrenta. En lo particular,

preferimos los dos primeros, sin desmeritar y quitar la importancia al diagrama de Bode.

Criterio de Routh—Hurwitz

Es un método algebraico que ofrece informacién sobre la estabilidad absoluta de un sistema lineal

invariante en el tiempo que tiene una ecuacioén caracteristica con coeficientes constantes.

Tabulacion de Routh

Para construir la tabulacion de Routh se basa en ordenamiento de los coeficientes de la ecuacion
caracteristica f(s) = ags™ + a1s" ! + -+ an_15 + a, = 0 tomando una lista o arreglo como sigue a

continuacion:

apg a a4 ...

S ay a3z as...
S Cl C2 C3...

SO d1
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Una regla nemotécnica consiste en tomar el inicial y luego saltar un coeficiente y seleccionar el otro que
sigue hasta que se agoten los coeficientes, luego se empieza por el siguiente que no fue seleccionado en
el paso anterior y se repite el mismo proceso para completar las dos filas principales. Los coeficientes

b1, b2, b3, etc., se evalian del modo siguiente

a1a2 — apag a1a4 — QoG5
bp=———— bg=——— b3 =

ay ay ai

a1ae — aoar

La evaluacién de las b contintia hasta que todas las restantes son cero. Se sigue el mismo patron de
multiplicacién cruzada de los coeficientes de los dos renglones anteriores al evaluar las ¢, las d, las e,
etc. Las raices de la ecuacion caracteristica estaran en el semiplano izquierdo, si todos los elementos de
la primera columna tienen el mismo signo, asi mismo el niimero de cambios de signos en los elementos
de la primera columna equivale al niimero de raices con parte real positiva o en el semiplano derecho.
El criterio establece que para que un sistema sea estable, requiere que no haya cambios de signos en

la primera columna de la tabulacién, éste es un requisito necesario y suficiente.

4.3.1. Ejemplo

Ejemplo 4.3.1. Sea el sistema, determine si es estable o no.

Primero se debe hallar la funcion de transferencia de lazo cerrado:

R(s) 2 EGs) | o (s) C(s)
B(s) s — 1
(s) = s(s2+s+1)(s+2)
C(s) G(s) 1

R(s) - 1+ G(s)H(s) - st +3s34+3s24+25+1

La ecuacion caracteristica del sistema es:
s*+3s2+3s2+25s+1=0

Se construye la tabla, con los coeficientes: {ap =1, a1 =3 aa =3 a3 =2 aq = 1}.

st 131
s3 32
s by by
st c1

O dy

131



Capitulo 4. Estabilidad en Ingenieria 4.3. Métodos para determinar la estabilidad

3x3—-2x1 7 3x1—-1x0
! 3 3 2 3
o(7) _3 i
o 2i—3b A3 5 g2 Gbe—eb 7
= by B 7 7 1= 1 S5
3 7

La tabla queda de la siguiente forma:

st 131
s 32
7

2
1
3
5
1 =
7
91

Y como en la primera columna no hay cambios de signos en los coeficientes, se puede asequrar que el

sistema es “estable”, debido a que no posee polos positivos o con parte real positiva.

El método del Criterio de Nyquist y el método de Diagrama de Bode son menos utilizados para analizar
la estabilidad. Por lo que en este trabajo no se estudiarén sélo nos enfocamos a estudiar el criterio
de Routh-Hurwitz que es el méas utilizado para determinar la estabilidad de un lazo cerrado o si una
ecuacién polindmicas posee raices positivas sin resolverla para determinar tambien su estabilidad.

Segun el Lic. Ricardo Cortes en Ingenieria no estudian la estabilidad por medio del método de Lyapunov

puesto que es mucho mas complicado, asi prefieren estudiar la estabilidad de una forma mas sencilla.
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Conclusiones

Se presentan las principales conclusiones, a las que se ha llegado después del desarrollo de este

proyecto y que resumen los aspectos mas sobresalientes de la teoria estudiada:

1. Estudiar la Teoria de Estabilidad de sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias es muy im-
portante, ya que es un tema que no sélo se aplica en matematicas sino que en diversas areas como
la Fisica, la Economia y la Ingenieria, etc., por lo que requiere de conocimientos vistos en célculo,
algebra lineal y topologia. Y asi mejorar la comprension y aplicacién de muchos conceptos;, este

tema una opcién para incluirse en los estudios de licenciatura.

2. La estabilidad es una propiedad cualitativa de los sistemas de ecuaciones diferenciales a la que

se le considera la mas importante de todas.

3. La forma candnica de Jordan, simplifica los calculos para encontrar la exponencial de una matriz,
ya que esta es de gran utilidad para determinar la estabilidad de un sistema lineal, conociendo

los autovalores.

4. Para determinar la estabilidad de un sistema lineal no homogéneo basta con estudiar la estabilidad

del sistema lineal homogéneo.

5. El criterio de Routh-Hurwitz permite determinar la estabilidad asintdtica de un sistema lineal
con coeficientes constantes; aunque, como se requiere calcular el determinante esto puede resultar

muy complicado para matrices de gran dimensién.

6. El teorema de Lyapunov se refiere a una reduccién del estudio de la estabilidad de un problema
todavia lineal pero no de coeficientes constantes, y asi se requiere de un lema que es muy fecun-
do y sirve también para tratar algunos casos de estabilidad de ecuaciones no lineales. Ademads
requiere de ciertas condiciones especiales adicionales, generalmente relacionadas con acotacién y

convergencia.

7. Después de realizar el andlisis de sistemas de ecuaciones diferenciales no lineales mediante el uso
de las funciones de Lyapunov, se observa que, se requiere de una gran habilidad para la obtencién

de una funcién de Lyapunov.
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8.

10.

En el trabajo se ha mostrado en general el uso de las funciones de Lyapunov, aunque fueron poco
los ejemplos utilizados. Sin embargo, el tema es muy amplio y existen diversas aplicaciones para

estas.

Un trabajo a futuro, podria ser estudiar la Teoria de Control que requiere haber estudiado antes
la Teoria de Estabilidad.

Se puede ver como trabajo a futuro desarrollar funciones para sistemas mas especializados, no

sélo sistemas fisicos, sino también en ciencias en las que se pueda utilizar.
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Apéndice A

Existencia, unicidad y prolongabilidad

de soluciones

A.1. El problema de Cauchy. Solucién global

El primer teorema de existencia se suele denominar teorema de Picard-Lindel6f. Antes de presentar
este teorema veremos como se reduce el problema que nos ocupa a la determinacion de un punto fijo
para una cierta transformacion integral.

El problema de valores iniciales o problema de Cauchy consiste en lo siguiente:
Se da una funcién f : [to,t1] x R® — R™ continua y se da un punto £ € R"™. Se pide hallar, si es
posible, una funcion

x: [to, t1] = R™ de C'([to, t1], R™)

tal que

2'(t) = f(t,z(t)) para t € [to,t1]

tal que
a(to) = &

Se comprueba de inmediato que el problema de Cauchy es equivalente a resolver la ecuacién integral
t
w(t) =&+ [ f(s,2(s))ds
to

A continuacién presentamos dos teoremas. El primero de ellos es el teorema de Picard-Lindel6f resuelve

el problema de la unicidad de la solucién si la fucién f verifica la condicién de Lipschitz.

Teorema A.1.1 ( Picard-Lindelof ). Consideremos el problema

{x’(t):f(t,x(t)) para t € [to, t1]
(to) = €°
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Sea f : [to, t1] x R™ — R™ continua y tal que satisface la condicion de Lipschitz siguiente:
[f(tah) = f(t,2%)] < Lla' — 27

parat € [to,t1] y o', 2% € R®, siendo L una constante. Entonces el problema propuesto tiene una tinica

solucion.

Demostracion. En el espacio vectorial X = C([to, t1], R™) definimos la norma siguiente:
Para z € X ponemos:
]| = sup {e ¥ a(t)] : ¢ € [t0, 1]}

siendo K > L una constante fija. Con esta norma el espacio X es un espacio de Banach.

Definimos, para z € X:

Tx(t) =& + t f(s,x(s))ds

Entonces, si 1,22 € X, se tiene:

e KU Ty (1) — Taa(t)] < / te’K(“tO’rf(s,xl(s))—f(s,xz<s>>\ds<

to
t

< Loy — x| | e KE9)ds <
to

< — | |71 — 22|
< T x
K ! 2

L
IT1(t) = T22(t)]| < gollzr — 2]

Por tanto

siendo L/K < 1. Asi, T es una transformacién contractiva y existe un tnico punto fijo z que es la

Unica solucién del problema. O

A.2. Prolongabilidad de soluciones

Para terminar se considera el problema de la prolongacién de una solucién de un problema de
Cauchy. Los teoremas anteriores aseguran la existencia y unicidad o la existencia de la solucién.
Tratamos de resolver la siguiente cuestién. jDe qué formas puede suceder que una solucién no sea
estrictamente prolongable a la derecha?

Es decir, nos proponemos el problema (a la derecha)

a'(t) = f(t,x(t))
(P)
z(to) = &o
donde f estd definida en un cierto conjunto A de R x R®, (t9,£°) € A y suponemos que existe alguna
solucién a la derecha y, por consiguiente, alguna solucién (z,I) no prolongable estrictamente a la

derecha. ;Cémo es entonces el comportamiento de z(t) cuando t se acerca al extremo derecho del

intervalo I?
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Teorema A.2.1. Se considera el problema

P { 2/(t) = f(t, (1))
(to) = o

donde f estd definida y es continua en un conjunto K compacto de R x R®, (t,£°) € K y supone-
mos que existe alguna solucion a la derecha de ty y, por tanto, alguna solucion (x,I) no prolongable
estrictamente a la derecha. Entonces, I = [tg,t1] con t1 < 0o, y en este caso (t1,x(t1)) pertenece a la
frontera Fr(K) de K.

Es decir, se excluye I = [to,t1) con t; < ooy, ademds, resulta que la grafica de x acaba en un punto
de la frontera de K.

Cuando el conjunto de definiciéon de f es un abierto D, la situacién es mas complicada.

Teorema A.2.2. Sea f definida y continua en un conjunto abierto D de R x R®. Sea (t9,£%) € D y
se considera el problema:
P) { 2/(t) = f(t, (1))
z(to) = &o

Sea = una solucion no prolongable estrictamente a la derecha, y sea I su intervalo de definicion.
Entonces I = [tg,t1) con t; < 00 y x es tal que su grdfica, que estd contenida en D, tiene todos sus
puntos limites para t 1 t1 en la frontera de D. Si D no es acotado se considera que el punto del infinito
es de la frontera de D. (Se considera R x R™*U{oco} con la topologia de la compactificacion por adicion

de un punto.)
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