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Resumen

La geometria semi-riemanniana es una rama de la geometria de Riemann, la cual tiene como
base la geometria diferencial.

Clasicamente la geometria diferencial define las variedades diferenciales, que en geometria
semi-riemanniana estan dotados de un tensor metrico (0,2) diferenciable, simetrico y no
degenerado en cada punto de la variedad.

El término derivada covariante se utiliza a menudo para la conexion de Levi-Civita y la
expresion en coordenadas de dicha conexién es utilizando los simbolos de Christoffel.




Introduccion

El presente trabajo esta estructurado en cuatro capitulos.
En el Capitulo T esta la teoria basica necesaria para la construcciéon de las variedades dife-
renciables, asi como la variedad producto y los teoremas de la funciéon inversa e implicita
necesarias para sustentar dicha teoria. Se dan varios ejemplos para ilustrar la construccion
de las diferentes variedades y clasificar grupos ya conocidos.
Luego, en el Capitulo II, desarrollamos los conceptos de funcion diferenciable, vectores tan-
gentes a una variedad y a un punto para luego definir el espacio tangente y cotangente, el
primero dotado de espacios vectoriales y el segundo de 1-formas.
En el Capitulo III se muestra la importancia que tienen los campos vectoriales al momento de
definir los tensores, aqui los tensores estan formados por campos vectoriales y por 1-formas,
antes de finalizar el capitulo introducimos las formas bilineales simetricas las que nos seran
de utilidad al momento de establecer una metrica.
Para terminar introducimos el concepto de producto escalar y definimos el dual de un campo
vectorial como dicho campo provisto de un producto interno.
En el dltimo capitulo comenzamos definiendo el corchete de Lie, asi como sus propiedades,
luego hablamos de las isometrias como una aplicacion que conserva distancias y tensores
metricos.
Las variedades semi-riemannianas son aquellas provistas de una metrica, donde dicha metrica
no es mas que un (0, 2) tensor simetrico nodegenerado que esta definido por una forma bili-
neal, luego para derivar dos campos vectoriales definimos una conexién a la que llamaremos
de Levi-Civita, que es la unica libre de torsion y ademés no depende del campo vectorial ele-
gido, y terminamos con algunos ejemplos en los que encontramos la conexion de Levi-Civita
utilizando los simbolos de Christoffel.



Metodologia

Para cumplir satisfactoriamente con los objetivos propuestos en esta investigacion se
seguiran las siguientes etapas:

I. Revisién bibliografica: Se indagara en diferentes libros, articulos y revistas de divul-
gacion matematica, con la finalidad de conocer y relacionar los enfoques de cada autor,
se espera tener un libro o documento como base, sin embargo es importante aclarar que
se tendra un banco de documentos que facilite el acceso a la informacion para superar
dudas que se presenten durante la investigacion.

1. Demostraciéon de los principales teoremas: Se demostraran con la mayor cantidad
de detalles posible cada uno de los resultados enunciados, especialmente aquellos que
fundamentan los resultados principales que se desean establecer.

111. Forma de Trabajo. Se realizaran reuniones periddicas con el Docente Director del
trabajo, para discutir todos los aspectos de la investigacion sobre el trabajo escrito y
las presentaciones que se realizaran.

1v. Exposiciones. Se realizardn dos exposiciones:

= Primera exposicion: presentacion del perfil del trabajo de investigacion.

» Segunfa exposicion: presentacion final del trabajo de investigacion.



Capitulo 1

Variedades diferenciales

En este capitulo introduciremos una importante nocién de las variedades diferenciables.
Generalizacion de curvas y superficies en R? estudiado en la geometria diferencial clasica.
Nuestras variedades tienen el modelo de las estructuras diferenciables de series en los espacios
vectoriales a través de cartas locales compatibles. Damos muchos ejemplos, estudiando sus
subvariedades y mapeos diferenciables.

Sea R™ el espacio vectorial real m-dimensional estdndar dotado con la topologia inducida
por la métrica euclidiana dada por

d(x,y) = \/(131 - y1)2 + ot (xm - ym>2-

Para un entero r no negativo y un subconjunto abierto U de R™, los mapeos de la forma
C"(U,R™) denotan los mapeos r-veces continuamente diferenciables de U en R™.
Por transformaciones suaves U — R™ nos referimos a los elementos de

(U, R™) = ﬁ O"(U,R™).

r=0

El conjunto de transformaciones analiticas suaves U de R™ lo denotamos por C*(U, R™).

Definicién 1.1 (Curva parametrizada regular en R™.)

Sea I € R un intervalo abierto. Una curva parametrizada en R™ es una aplicacion diferen-
ciable v : I — R™ de clase C*°. La curva v se dice que es regular si v'(t) # 0 para todo
tel.

Definicién 1.2 (Superficie reqular en R™.)

Una superficie (diferenciable) regqular en R™ es un subconjunto S € R™ tal que para todo
punto de S existe un entorno V del punto en S (con la topologia relativa) y una aplicacion
X :UeR™ — V, U abierto, satisfaciendo las siguientes propiedades:

1) X es un homeomorfismo',

!Funcién inyectica y continua con inversa continua



6 1. VARIEDADES DIFERENCIALES

2) X : U — R™ es diferenciable,
3) dX tiene rango 2 en todos los puntos de U.

Como vemos por la definicion anterior, que formalmente es idéntica a la correspondiente
para superficies del espacio euclideo tridimensional, la tnica diferencia consiste en la amplia-
cion del espacio donde vive la superficie.

Definicién 1.3 (Carta.)
Sea M un conjunto. Una carta m-dimensional sobre M es una aplicacion biyectiva ¢ : U €
M — R™ cuya imagen V = p(U) es un conjunto abierto del espacio euclideo.

El conjunto U, dominio de la carta ¢, se denomina entorno coordenado, ya que todos los
puntos de U tienen asignadas, via (, unas coordenadas.
En efecto, si m; : R™ — R denota la funcién proyecciéon en la i-ésima coordenada, entonces se
definen las funciones coordenadas asociadas a la carta (U, ) como x; = m; o . Entonces,
las coordenadas de un punto p en la carta ¢ son (z1(p), ..., Zn(p)).
Al igual que ocurre con las superficies, hay conjuntos que no pueden cubrirse mediante
una sola carta, de modo que necesitaremos colecciones de cartas entre las que exista cierta
compatibilidad.

Definicién 1.4 (Cartas compatibles.)

Dos cartas m-dimensionales (U, ) y (V, 1) sobre un conjunto M son compatibles si UNV = ()
0 bien UNV £ 0, los conjuntos o(UNV) y (UNV) son abiertos de R™ y las aplicaciones
Yot ypoy™ son difeomorfismos (de clase C*).

Ahora estamos en condiciones de definir uno de los conceptos fundamentales de este
capitulo.

Definiciéon 1.5 (Estructura diferenciable.)

Un atlas diferenciable m-dimensional sobre un conjunto M es una familia de cartas A =
{(Uas ¥a) taca satisfaciendo las siguientes condiciones:

1) UgealU, = M.

2) Para todo par de indices o y 3, las cartas (Uy, pa) y (U, p5) son compatibles.

Diremos que el atlas A determina una estructura diferenciable sobre M si es mazimal para
las condiciones anteriores, y lo denotaremos por A.

Proposicion 1.1 Cualquier atlas diferenciable sobre un conjunto M se puede completar a
un atlas maximal de manera unica, es decir, todo atlas diferenciable sobre un conjunto estd
contenido en exactamente un atlas maximal.

Entonces, para definir una estructura diferenciable no necesitamos especificar un atlas
maximal sobre M, sino simplemente un atlas diferenciable.



Proposicion 1.2 Sean A; y As dos atlas diferenciables sobre un conjunto M. Los atlas son
equivalentes si y solo si, A1 U As constituye un atlas.

Definicion 1.6 (Variedad diferenciable.) R
Una variedad diferenciable de dimension m es un par (M, A) formado por un conjunto M y
una estructura diferenciable A sobre M.

Para indicar la dimensiéon m, en algunas ocasiones escribiremos M™ en lugar de M, y
cuando la estructura diferenciable sea conocida omitiremos cualquier referencia a ella.

Ejemplo 1.1 (Un espacio vectorial.)
Sea V' un espacio vectorial real de dimensidn m. Fijada una base {e1,...en}, la aplicacion

z:V — R™, T (ZAZ@) = (AL )
=1

determina una estructura de variedad diferenciable sobre V. Ademds, cualquier otra base
da origen a la misma estructura diferenciable. La inyectividad de x es consecuencia de la
propiedad seqin la cudl la expresion de un vector en una base es unica. Por otro lado, la
sobreyectividad es consecuencia de que toda base es un sistema generador del espacio vectorial.
Consideremos ahora y : V. — R™ otra carta global asociada a otra base fi, ..., fm. Entonces
el cambio de cartas v oy~' : R™ — R™ es una aplicacion lineal cuya matriz asociada es la
matriz del cambio de base. En consecuencia, x oy~ es diferenciable (al igual que yox™') lo
que implica que x ey determinan la misma estructura de variedad diferenciable sobre V.

Otro ejemplo interesante de variedad diferenciable es el espacio real proyectivo m-dimensional
RP™.

Ejemplo 1.2 (El espacio proyectivo real m-dimensional.)
En el espacio euclideo R™™ — {0} se define la siguiente relacion de equivalencia

p~q sty solo si, py q son colineales.

Sea RP™ el espacio cociente de las clases de equivalencia. Vamos a dotar a RP™ de una
estructura de variedad diferenciable.

RP™, con dicha estructura diferenciable, se denomina el espacio proyectivo real m-dimensional.
Dado el punto p = (p1,...,Dms1), denotaremos por [(p1, - .., Pms1)] @ la clase de equivalencia
determinada por p. Definimos los subconjuntos V; C RP™ por V; = {[(p1, - - -, Pm+1)] | i # 0},

y consideremos las aplicaciones ; : V; — R™ dadas por ¢;([p]) = p%.(Ph ey Dic1y Pid1s - -y Pmt1)s
para i =1,....m+ 1, donde (p1,...,Pi—1,Di+1,---,DPms1) €S una notacion para indicar que
hemos suprimido la coordenada i-ésima.
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Entonces {[(Vi, i) }+t constituye un atlas sobre RP™.

a) (Vi, ;) es una carta m-dimensional.

Comprobemos, en primer lugar, que @; esta bien definida, es decir: si [p] = [q]
o([p]) = ¢(lq]). Si [p] = [q] existe X € R, X0, tal que ¢; = Ap;, j=1,...,m+ 1.
Siq; #0 yp; # 0 entonces

1 1
vilq]) = —_(Ch, e Qim15 Qi1 - Gm1) = )\p()‘pl» e AD—1, ADi 1 - APmt) = @i([p)).-

(2

entonces

La aplicacion ¢; es inyectiva, pues si p([p]) = ¢([q]) entonces p;/pi = q;/qi, j=1,...,m+
1, j # i. Pero entonces q; = (¢;/pi)p; para todo j, por lo que ¢ = Ap, con X\ = q;/pi, ¥y
consecuentemente [p] = [q].

La aplicacion p; es sobreyectiva sobre R™, ya que sit = (t1,...,t,) € R™ entonces [p| =
[(t1, .o tic, Lty oo tm)] € Vioy wi([p]) = t.

b) Trivialmente se tiene U*'V; = RP™, ya que si [p] € RP™ entonces existe un indice i tal
que p; # 0, por lo que [p] € V;.

¢) Para finalizar debemos comprobar la diferenciabilidad de los cambios de cartas. Para ello, y
sin pérdida de generalidad, consideremos las cartas (Vi,p1) y (Va, va). Entonces o1 (ViNVa) =
{t e R"| t; # 0} = pa(Vi N Vo) y los cambios de cartas estan definidos por

1

©10@y (t, ... ty) = E(l,tQ, oo tm) = wi([p])

que son diferenciables.

Ejemplo 1.3 Sea C el plano complejo extendido dado por
C=CuU {0}

y un punto, C* = C\{0}, Uy = C y U, = C\{0}. A
A continuacion definimos las coordenadas locales xq : Uy — C y 2o : Uy — C de C por
Loz 2 Y T s W 1/w, respectivamente. Los mapeos de transformacion correspondientes

Too0xy ', mgoay : C*— C*

estan dados por z — 1/z, asi A = {(Uy, ), (Use, Too)} €s un C®-atlas de C. La variedad
analitica (C, A) es llamada esfera estandar.

Para el producto de dos variedades diferenciables tenemos el siguiente resultado.

Proposicion 1.3 (La variedad producto.)

Sean (Ml,fll) Yy (Mg,/lg) dos variedades diferenciables de clase C". Sea M = My x M, el
espacio producto con la topologia producto. Entonces existe un atlas A de M convirtiendose
en (M, A) una variedad diferenciable de clase C" y la dimension de M salisface

dimM = dimM; + dimM,



Demostracién :

En efecto, sean {(UasTa)}taca ¥ {(Vs,yp)}pen atlas para My y Mo, respectivamente. En el
producto cartesiano U, X Vg, para todo o y 3, definimos una aplicacion 2.5 : Uy X Vg —
R™F por zas(p, q) = (za(p), ys(q))-

Entonces, {(Ua X V3, 208)| | (o, ) € Ax B} es un atlas sobre el producto cartesiano My x Ms.
En primer lugar, el conjunto imagen z.5(Us X Vi) = 24(Uy) % ys(Vp) es abierto (por ser
producto de abiertos) y la aplicacion z.p es biyectiva, por serlo x, y yp.

Esto prueba que (U, x Vg, zap) es una carta sobre M. En sequndo lugar, U g)2as(Ua, Vs) =
(Uaa(Ua)) x (Usys(Vs)) = M.

Para finalizar resta comprobar que los cambios de cartas son diferenciables. Consideremos
dos cartas (Uy % V3, 2q8) y (Uy X V5, 2,5) tales que (U, x Vi) N (U, x Vi) # 0. Entonces
U,NUs #0y VaNV, #0, y entonces x4 © x;l eypo ygl son diferenciables.

Ahora solo queda notar que zqz 0 z;l;l = (x40 x;l) x (ygoys ') para deducir que el cambio de
cartas es diferenciable.

El concepto de subvariedad de una variedad diferenciable jugara un papel importante a
medida que avanzamos y nos serd de especial utilidad en la conexiéon entre la geometria de
una variedad y la de su espacio ambiente.

Definicién 1.7 Si m,n son enteros positivos con m < n y (N”,AN) es una C"-variedad.
Un subconjunto M de N se dice que es una subvariedad de N si para algun punto p € M
existe una carta (Uy, ¢p) € Ay tal que p € U, y p: U, C N — R™ x R*™™ satisface

p(Up N M) = ¢(Up) N (R™ x {0}).

Proposicion 1.4 Si m,n son enteros positivos con m < n y (N", AN) es una C"-variedad.
Sea M es una subvariedad de N dotado de la topologia del subespacio y m: R™ x R"™™ — R™
la proyeccion natural del primer factor. Entonces

Av ={(Uy N M, (7 0 2)|v,nm)| p € M}

es un C"-atlas de M. Por lo tanto el par (M, flM) es una C"-variedad m-dimensional. La
estructura diferenciable Ay de M es llamada estructura inducida de Ay.

Observacion 1.1 Nuestro prozimo objetivo es demostrar el Teorema de la Funcion Implicita
que es una herramienta util para la construccion de subvariedades en R™.
Para ello utilizamos el Teorema cldsico de la Funcion Inversa que se indica a continuacion.
Notar que st

F:U—>R"

es un mapeo diferenciable definido en un subconjunto abierto U de R™, entonces su diferencial
dF, : R™ = R" en el punto p € U es un mapeo lineal dado por la matriz de n x m.
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OF/0x1(p) --- OF )0z (p)
dF, = : :
OF,/0x:(p) -+ OF,/0xm(p)

Sivy : R — U es una curva en U tal que v(0) = p y 4(0) = v € R™ entonces la
composicion Floy: R — R" es una curva en R" y usando la regla de la cadena tenemos

d
dr, -v = g(F 0 v(0))]s=o0-

Este es el vector tangente de la curva F oy y F(p) € R"™.

Por tanto el diferencial dF, puede ser visto como un mapeo lineal que lleva vectores tangentes
en p € U a vectores tangentes en la imagen F(p) € R". Mds adelante puede generalizarse al
conjunto de variedades.

Observacion 1.2 (Teorema de la Funcion Inversa.)
Sea U un subconjunto abierto de R™ y F : U — R™ un C"-mapeo. St p € U y el diferencial

dF, : R™ — R™

de F' y p son invertibles, entonces existen entornos abiertos U, alrededor de p y U, alrededor
de ¢ = F(p) tal que F = Fly, : U, — U, es biyectiva y la inversa (F)™' : Uy, — U, es un
C"-mapeo. El diferencial (dE,)™" de F~" satisface

(dﬁ_l)p = (de>_1

es decir, es la inversa del diferencial dF, de F' en p.

Definicién 1.8 Sean m,n nimeros naturales, U subconjunto abierto de R™ y F : U — R"
un C"-mapeo. Un punto p € U se dice que es un punto critico de F' si el diferencial

dF, : R™ — R"

no es de rango completo, y regular si no es punto critico. Un punto q € F(U) se dice que es
un valor regular de F si todo punto en la pre-imagen F~*({q}) de q es reqular y un valor
critico en otro caso.

Observacion 1.3 Notar que si m,n son enteros positivos con m > n entonces p € U es un

punto reqular de
F=(F,. F):U—>R"

sty solo si el gradiente gradFy, ..., gradF, de las funciones coordenadas Fi, ..., F, : U — R
son linealmente independientes en p, o de manera equivalente, el diferencial dF,, de ' a p
satisface la siguiente condicion

det(dF, - (dF,)") # 0.
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Teorema 1.1 (Teorema de la Funcion Implicita.)
Sean m,n enteros positivos conm >n y F : U — R™ un C"-mapeo de un subconjunto abierto
U de R™. Siq e F(U) es un valor regular de F, entonces la pre-imagen F~'({q}) de q es
una subvariedad de dimension (m —n) de R™ de clase C".
Demostracion:
Sea p un elemento de F~'({q}) y K, el nucleo del diferencial dF),, es decir, el subespacio
(m — n)-dimensional de R™ dado por K, = {v € R"| dF, - v = 0}. Sea m, : R™ — R™™"
es un mapeo lineal tal que |k, : K, — R™™™ es biyectiva, 7TP|KPL = 0 y define el mapeo
Gp: U —=R" xR™™ por

Gp:z— (F(x),m(x)).

Entonces el diferencial (dG,), : R™ — R™ de Gp, con respecto a la descomposicion de
R™ = KpL ® K, yR" =R"® R™™", es dado por

(de>p - ( 0 7Tp ) ’

por tanto biyectiva. Ahora se sigue del Teorema de la Funcion Inversa que ezisten entornos
abiertos V), alrededor de p y W, alrededor de G,(p) tal que G = G|y, : V, = W, es biyectiva,

la inversa é;l : W, =V, es de clase C", d(é;l)gp(p) = (dGp), " y d(é’;l)y es biyectiva para
todo y € W,. Ahora tomemos U, = F~*({q}) NV, tenemos

Uy =G, (({a} x R™™) NW))

ast, si m: R" x R™™™ — R™™" es la proyeccion natural sobre el sequndo factor, entonces el
mapeo
Tp =m0 Gply 1 Up = ({g} x R™™")NW, = R™™

es una carta en el entorno abierto Up de p. El punto q € F(U) es un valor regular por lo que
el conjunto

B={(Up,3,)| p € F'({a})}
es un C"-atlas de F~'({q}).

Empleando el Teorema de la Tunciéon Implicita, tenemos el siguiente interesante ejemplo de
la esfera n-dimensional S” y sus tangentes T'S™ que son subvariedades diferenciables de R
y R?"+2 respectivamente.

Ejemplo 1.4 (La esfera n-dimensional.)

Sea S™ = {(z1, 79, ..., Tpy1) € RV Z;L;rll x5 = 1} la esfera unitaria n-dimensional. Para
cada j = 1,....,n + 1 consideremos los conjuntos U;“ ={(z1,...,Tp41) € S | z; > 0} y
U7 ={(z1,...,2041) € S" | 17 < 0} notemos que estos conjuntos son abiertos en S™ y que

St =U(U uU;).

Jj=1
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Denotemos por D™ C R™ el disco abierto unitario D" = {t = (t1,...,t,) €R"| Y7 7 <1}
y definimos las aplicaciones

+ . 77£ n + o A
i U = R" por @i (zy,. ., 0001) = (21,0, 35,000, Tpg),

donde &; significa que hemos omitido esa coordenada.

Veamos en primer lugar, que (Uji, g&jc) es una carta n-dimensional para todo 7.

Un punto t = (t1,ts,...,t,) € R™ estd en la imagen de UjjE st existe un valor ty € (—1,1) tal
que (tl, PN ,tj_l,to,tj, cee ,tn) S Uji

Entonces t2 + ... +t2 =1 —1t2 <1 por lo que t estd en el disco abierto unitario D" C R".
Ademds, gpj-[ es inyectiva ya que st

@;t(xla S 7$n+1) = gp;t(wl’ ce >wn+1)

entonces x; = w; para todo i # j, lo que también implica que

szl—ijzzl—Zw?:wj.

i J#i
Hasta aqui hemos probado que (Uji, goji) es una carta n-dimensional.
En sequndo lugar, UjUle = S", dado que, si v = (x1,...,T41) € S" entonces © # 0 por lo

que tiene alguna componente xj; # 0. Si x; > 0 se tiene que x € Uj+7 mientras que st v; < 0
entonces v € U .

Luego {(Uji, ©; } es un atlas para S".

Finalmente, para analizar los cambios de coordenadas vamos a considerar, sin pérdida de
generalidad, las cartas (U], ¢7), (Us,¢3), cuya interseccion es el conjunto de la esfera S™
dado por U NU, = {z| 21 > 0,25 > 0}.

El cambio de coordenadas ¢oF o (o)t : o (U NUS) — oI (U NU), donde

o (U NUS) = of (U NUS) es el conjunto {(ty,...,t,) € D"| t; > 0}, estd definido por

3 0 (@)t ta) =

que es diferenciable, ya que Z?:1 t? < 1.

Por tanto, S™ posee estructura de variedad diferenciable.

Ejemplo 1.5 Sea F : R™™! — R el C*-mapeo dado por
F(pry oo Pmga) = Dy 405 + o+ Pl
Entonces el diferencial dF}, de F' en p esta dado por dF,, = 2p, asi
dF, - (dF,)" = 4|p|* € R.
Esto significa que 1 € R es un valor reqular de F por lo que el fibrado
™ = {p e R™| pf? =1} = P ({1})

de F es una subvariedad m-dimensional de R™1,
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Ejemplo 1.6 Sea F : R™" x R™™ — R? es un C¥-mapeo definido por F : (p,v) —
((Ip]* = 1)/2, (p,v)). Entonces el diferencial dF\,,y de F' y (p,v) satisface

p 0
(70

Un stmple cdlculo muestra que

ey P (pv) _ 2
det(dF - (dF)") = det( o) ol 4 Ip? ) T L+ v >0

en F~1({0}). Esto significa que
F({0}) ={(p.v) e R™ x R™| |p|* = 1 y (p,v) =0},

que denotamos por TS™, es una subvariedad de R*™*2 de dimension 2m. Mds adelante vere-
mos que T'S™ es lo que comunmemte se llama un haz de tangentes de la esfera m-dimensional.

Aplicamos el Teorema de la Funcién Implicita para construir un importante grupo ortogo-
nal O(m) que es una subvariedad del conjunto de vectores reales de la matriz m xn de R™*™,

Rme

Ejemplo 1.7 Sea Sym(R™) el subespacio lineal m(m + 1)/2-dimensional de consti-

tuido por todas las matrices simetricas de orden m X m
Sym(R™) = { y € R™ ™| y' = y}.
Sea F: R™™ — Sym(R™) el mapeo definido por
F:zw o'z

Siy I — R™™ es una curva en R™*™, entonces

L For(s)) = 4(s) +1(s)(s),

ds
ast, el diferencial dF, de F' a v € R™*™ satisface
dF, : X — X'z + 2'X.
Esto significa que para un elemento arbitrario p en

O(m) = F~'({e}) = {p e R™"| p'p = e}

y Y € Sym(R) tenemos dF,(pY/2) =Y.

Por tanto, el diferencial dF), es sobreyectivo, y la matriz identidad e € Sym(R™) es un valor
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reqular de F.

Del Teorema de la Funcion Implicita tenemos que O(m) es una subvariedad de R™*™ de
dimension m(m — 1) /2.

El conjunto O(m) es el grupo ortogonal.

El concepto de mapeo diferenciable U — R", definido en un subconjunto abierto de R™, se
puede generalizar a mapeos entre variedades. Veremos que las propiedades mds importantes
de estos objetos en el caso cldsico también son validas en el conjunto de variedades.

Definicién 1.9 Si (M™, AM) y (N, AN) son C"-variedades. Un mapeo ¢ : M — N se
dice diferenciable de clase C" si para toda carta (U,x) € Ay y (V,y) € An el mapeo

yopo ff_1|m(Um¢*1(V)) cx(UN gf)_l(V)) CR™ - R

es de clase C". El mapeo diferencial v : I — M definido en un intervalo abierto de R es
llamada una curva diferenciable en M. Un mapeo diferenciable f : M — R con valores en
R es llamada una funcién diferenciable en M. El conjunto de funciones suaves de M es
denotado por C*(M).

Proposicién 1.5 Sean (My, Ay), (My, Ay), (Ms, As) C"-variedades y ¢ - (My, Ay) = (My, As),
Y (Mg, Ay) — (M3, Az), son mapeos diferenciables de clase C". Entonces la composicion
potp: (M, Ay) — (Ms, As) es un mapeo deferenciable de clase C.

Definicién 1.10 Dos variedades (M, Ay (N, AN) de clase C" se dice que son difeomor-
fas si existe un C"-mapeo biyectivo ¢ : M — N tal que la inversa qb_lA : N — M es de clase
C". En este caso el mapeo ¢ es llamado difeomorfismo? entre (M, Ay) y (N, Ay).

Se puede demostrar que la esfera bidimensional S? en R3 y la esfera de Riemann son
difeomorfas.

Definicién 1.11 Para una variedad diferenciable (M, ./Zl) denotemos por D(M) al conjunto
de todos los difeomorfismo. Si ¢, € D(M) entonces la composicion ¢ o y la inversa ¢
son difeomorfismos. El par (D(M),0) se llama difeomorfismo de grupo de (M, A). La
operacion es claramente asociativa y la identidad mapea el elemento neutro.

Definicién 1.12 Dos C"-estructuras A/All Y A, en la variedad topoldgica M se dice que son
diferentes si la identidad idy : (M, A1) — (M, As) no es difeomorfismo.

2Homeomorfismo diferenciable con inversa diferenciable.
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Ejemplo 1.8 (Las proyecciones estereogrdficas.)
En la esfera m-dimensional S™, sean los puntos N = (0,0,...,1) y S = (0,0,...,—1) y
consideremos U =S™ — N y V =8™ — S. Definamos las aplicaciones

x:U—R" e y:V—R"

por

zi(z1,...,% =—— € yilz1,...,2 =— 4i=1,....m+ 1.
z( 1 m+1> 1— 21 yz( 1 m+1) 1+ 2ir
Veamos que {(U,x), (V,y)} constituye un atlas para S™ equivalente al de los hemisferios. Lo
llamaremos el atlas estereogrdfico.
En primer lugar, (U,x) es una carta m-dimensional sobre la esfera. La aplicacion x es in-
yectiva, ya que st
(21, s Zma1) = (Wi, .oy Wint1)
se tiene que
Zi Wy .
= , 1=1...,m,
I—2zm1 1 —wmp

de donde elevando al cuadrado y sumando obtenemos

- o m 2 2
Como los puntos z y w estdn sobre la esfera, Y iv 22 =1—22 ., y > wi =1—w2,,, por
lo que

( Zm+1 wm+1)2

=1

Ltz l—zpy  l-why 14 wen
1 - Zm+1 B (1 - Zm+1)2 B (1 - wm+1)2 a 1— wm+1’
de donde se deduce que z,11 = Wpi1 Y, en consecuencia, z; = w; para v = 1,...,m. La
aplicacion x es, también, sobreyectiva sobre R™, ya que si t = (t1,...,t,) € R™, entonces
tomando z = (21, ..., 2m+1), donde
[¢]]* -1 2t;
Zm4l = W i:W, =1,....m

es fdcil ver que x(z) = t. Esto prueba que x es una carta y de forma totalmente andloga se
puede mostrar que (V,y) es, también, una carta m-dimensional sobre S™. Como UUV = S™,
s6lo resta comprobar que los cambios de cartas xoy~' e yox~! son aplicaciones diferenciables.

Sea t € R™, entonces la aplicacion x oy~ : R™ — {0} — R™ — {0} estd definida por

_ t

que es claramente diferenciable en su dominio. Como v oy 't = yox~!, queda probado que

{(U,x),(V,y)} es un atlas sobre la esfera.
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Veamos a continuacion que dicho atlas es equivalente al atlas de los hemisferios.

Para esto es suficiente probar que los cambios de cartas (entre cartas de un atlas y otro)
son diferenciables. Sin pérdida de generalidad, consideremos las cartas (U,x) y (U, p10)
pertenecientes al atlas estereogrdfico y al atlas de los hemisferios, respectivamente. Entonces
UNUyp = Uy y consecuentemente (U NUyp) = {t € R™| t; > 0} = H y ¢10(U NUy) =
{t e R™"| ||r]| < 1} = B(0;1).

Los cambios de cartas estdn, por tanto, definidos como sique:

VI-TE & tn 1 )

ropl0™: B(0;1) — H, :Uogpl_ol(tl,...,tm):< Tt T i Tt

_ _ 2o 2, It —1
poa” i H = B01), g™ (. tn) = <HtH2+1""’ R+ e
que son claramente aplicaciones diferenciables.
En consecuencia, ambos atlas son equivalentes, por lo que determinan la misma estructura

diferenciable sobre la esfera S™.

Observacion 1.4 Sean (M, flM), (N, AN) variedades diferenciables de clase C" y de di-
mension m. St M y N son homeomorfismo de espacios topoldgicos y m < 3, entonces
(M, Ay) y (N, Ay) son difeomorfismos.

La siguiente proposicion es muy ttil ya que generaliza un resultado clasico de analisis real
de varias variables.

Proposicién 1.6 Sean (Ny, Al) y (N, le) dos variedades diferenciables de clase C" y My, M,
subvariedades de Ny y N, respectivamente. Si ¢ : N1 — Ny es un mapeo diferenciable de
clase C" tal que ¢p(My) esta contenido en My, entonces la restriccion ¢|y, @ My — My es
diferenciable de clase C".

Ejemplo 1.9 Como resultado de la proposicion 1.6 tenemos que los siguientes mapeos son
suaves.

(i) 1 :R' =5 ST CC, ¢ : t — e,

(ii) ¢ : R™T {0} — S™ CR™, ¢ : x — /|2,

(iii) ¢35 : S* CR3 — S3 CRY, ¢3: (2,9, 2) = (2,9,2,0),

(iv) ¢y : 3 CC? = S2CCXR, ¢y:(21,22) = (22179, |21]* — |22]?),

(v) ¢5 : R {0} = RP™, ¢5: 7 — [a],

(vi) pg : S™ — RP™, ¢ : x — [x].

En geometria diferencial estamos especialmente interesados en las variedades diferencia-
bles que llevan un grupo compatible estructuralmente con su estructura diferenciable. Tales
variedades llevan el nombre del famoso matematico Sophus Lie (1842 - 1899) y jugaran un
papel importante en este trabajo.
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Definicién 1.13 Un grupo de Lie es una variedad suave G con estructura de grupo tal
que el mapeo p: G x G — G con

p:(p,q)—>p-q!

es suave. Para un elemento p de G la traslacion izquierda por p es el mapeo L, : G — G
definida por L, :q—p-q.

Ejemplo 1.10 Sea (R™,+,-) el espacio vectorial m-dimensional dotado con la estructura
diferencial estandar. Entonces (R™,4) con p : R™ x R™ dado por
p:(pg)—p—q

es un grupo de Lie.

Corolario 1.1 St G es un grupo de Lie y p un elemento de G. Entonces la traslacion iz-
quierda L, : G — G es un difeomorfismo suave.

Proposicién 1.7 Sea (G,-) un grupo de Lie y K una subvariedad de G que ademds es
subgrupo. Entonces (K,-) es un grupo de Lie.

El conjunto de los nameros complejos diferentes del cero (C*,-), junto al producto nor-
mal forman un grupo de Lie. El circulo unitario (S, ) es subgrupo de (C,-) que ademaés es
compacto y de Lie. Otro subgrupo es el conjunto de los niimeros reales sin el cero (R*,-) que
contiene al subgrupo de los reales positivos (R*,-).

El grupo de Lie de los nimeros complejos diferentes de cero (C*,-) tiene una conocida repre-
sentacion lineal p : C* — R?*2? dada por

. a b
p.a+bz»—>(_b a)'

Que es claramente inyectiva y respeta las estructuras multiplicativas estandar de C* y

R?*2 es decir
T Y
- ( ax—by ay—i—bm)

—(ay +bz) azx —by

pla+ib) - (x+iy) =

= p((az — by) +i(ay + b))
= p((a+ib)(z +iy)).
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Como introduccion al siguiente ejemplo haremos lo mismo para el caso complejo: Sea
o : C? — C?*2 el mapeo lineal complejo dado por

A continuacién un facil calculo demuestra que se cumple lo siguiente

21 wq 22 W2

o(z,wy) - p(2, w2) = T R
- 2129 — W1Ws 21Way + W1 22
—Z1We — W12 Z1Z2 — W1W2

= 0'(2122 — w1’u72, Z1Wo + w122)

Ejemplo 1.11 Sea H el conjunto de los cuaterniones dado por
H={z+wj| z,w € C}.

Equipamos a H con la adicion, la multiplicacion y el conjugado, que satisfacen

(1) (z+wj) =% —wj,

(ZZ) (2,’1 + U)lj) + (22 + U)Qj) = (2’1 + ZQ) + (w1 + wg)j,

(1) (z1 + w1j) - (22 + waj) = (2122 — W Wa) + (z1ws + W1Z2) 7.

Este se extiende a las operaciones estandar de C como un subconjunto de H. Se ve fdacilmente
que los cuaterniones no nulos de (H*,-) forman un grupo de Lie.

En H definimos el producto escalar

HXH%]HL (p7Q)'_>pq
y una norma de valor real dada por |p|* = p-D. Entonces la esfera unitaria tridimensional S?

en H 2 R, con el producto restringido, forma un subgrupo compacto de Lie (S?,-) de (H*,-).
Ambos son no abelianos.

Ahora vamos a introducir algunos de los grupos de matrices reales y complejos de Lie.

Ejemplo 1.12 Sea Nil® el subconjunto de R3*3 dado por

1
Nil> ={[ o € R*3| z,y,2 € R}.
0

O~ 8
[ SN
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Entonces Nil? tiene una estructura diferenciable natural determinada por las coordenadas
globales ¢ : Nil> — R3 con
1 =z
o: 1 0 1
0 0
Se puede ver que si * es el producto estandar de matrices, entonces (Nil3,*) es un grupo de
Lie.

z
y | = (2,9, 2).
1

Ejemplo 1.13 Sea Sol® el subconjunto de R**3 dado por

e 0 =
Sol’ ={| 0 e* y | eR¥>? z,y,2 € R}.
0 0 1

Entonces Sol® tiene una estructura diferenciable natural determinada por las coordenadas
globales ¢ : Sol®> — R? con

e 0 =z
p:| 0 e* y | = (2,y2).
0O 0 1

Se puede ver que si * es el producto estandar de matrices, entonces (Nil®,*) es un grupo de
Lie.

Ejemplo 1.14 El conjunto de matrices reales invertibles de m x m
GL,,(R) = {A € R™™| detA # 0}

dotado del producto estandar de matrices tiene estructura de grupo de Lie. Este es llamado el
grupo general lineal y su elemento neutro e es la matriz identidad. El subconjunto GL,,(R)
de R™ ™ es abierto y de dimension dimGL,,(R) = m?. Como subgrupo de GL,,(R) tenemos
el grupo especial lineal SL,,(R) dado por

SL,.(R) = {A € R™™| detA = 1}.

Mads adelante mostraremos que la dimension de la subvariedad SL,,(R) de R™*™ es m? — 1.
Otro subgrupo de GL,,(R) es el grupo ortogonal

O(m) ={A e R™™| A'A = e}.

Como ya vimos en el ejemplo 1.7 la dimension de O(m) es m(m —1)/2.
Un subgrupo de O(m) y SL,,(R) es el grupo especial ortogonal SO(m) que definimos
como

SO(m) = O(m) N SL,,(R).

Puede mostrarse que O(m) es difeomorfo a SO(m) x O(1). Note que O(1) = {1} asi que
O(m) puede ser visto como la doble cobertura de SO(m). Esto significa que

dimSO(m) = dimO(m) = m(m — 1) /2.
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Ejemplo 1.15 El conjunto de matrices reales invertibles y complejas de m x m
GL,,(C) ={A € C™™| detA # 0}

dotado del producto estandar de matrices tiene estructura de grupo de Lie.

Este es llamado el grupo complejo general lineal y su elemento neutro e es la matriz
identidad. El subconjunto GL,,(C) de C™*™ es abierto y dimGL,,(C) = 2m?. Como subgrupo
de GL,,(C) tenemos el grupo complejo especial lineal SL,,(C) dado por

SL,.(C) = {A € C™™| detA = 1}.

La dimensidn de la subvariedad SL,,(C) de R™ ™ es 2(m* — 1). Otro subgrupo de GL,,(C)
es el grupo unitario U(m) dado por

U(m) ={A e C™™"| A'A = ¢}.
Cdlculos similares a los del grupo ortogonal muestran que la dimension de U(m) es m?.
Como subgrupo de U(m) y SL,,,(C) tenemos el grupo especial unitario SU(m) que se
define como
SU(m) = U(m) N SL,,(C).

Puede mostrarse que U(1) es difeomorfo a S' y que U(m) es difeomorfo a SU(m) x U(1).
Esto significa dimSU(m) = m?* — 1.



Capitulo 2

Espacio tangente

2.1. Funciones y aplicaciones diferenciables

Vamos a establecer el concepto de funciéon diferenciable en una variedad M y el de aplica-
ciones diferenciables entre variedades, para lo cual utilizaremos el lenguaje de cartas locales
y poder utilizar asi el concepto de diferenciabilidad en R™ del Calculo.

Definicién 2.1 Sea M una variedad diferenciable. Una funcion f: M — R se dice que es
diferenciable (de clase C™) si para toda carta (U, ), foe™' : p(U) = R es una funcidn
diferenciable de clase C*°.

Observacion 2.1 La diferenciabilidad de f depende de la estructura diferenciable de M y
no de la elecion de las cartas; pues si (U,p) y (V, ) son dos cartas de M con UNV # &,
foot es diferenciable si y sélo si f o ¢~ es diferenciable. Esto es consecuencia del hecho
de ser

fopt=(fog)o(pop™)

y de que ¢ o o=t es siempre diferenciable por la propia definicion de variedad diferenciable.

Representamos por §(M) el conjunto de las aplicaciones diferenciables sobre M.
Para el estudio local es natural no s6lo considerar funciones f : M — R definidas en todo M

sino también admitir funciones que estén definidas solamente en un entorno de un punto de
M.

Definicién 2.2 Sea x un punto de la variedad diferenciable M. Una funcion f se dice que
es diferenciable de clase C™° en un entorno del punto z si su dominio D es abierto,

x € Dy y feF(Dy), cuando en Dy se considera la estructura diferenciable inducida por la
de M.



22 2. ESPACIO TANGENTE

Asi pues, f es diferenciable en un entorno del punto x € Dy, si para toda carta (U, ) en
M con z € U, la composicion fo o™t :o(DyNU) — R es diferenciable de clase C™.

Denotaremos por §(x) el conjunto de las funciones diferenciables en el entorno de x.

Algebra de las funciones diferenciables en un entorno de un punto x de una variedad
M.

Si f,g€F(x)y A€ R, entonces f+ g, fgy Af, definidas por

(f+9)Ww) =f) +a9), (f9Ww)=FfWaly), M)y =), yeDrnD,

son funciones con dominio la interseccion de los dominios de f y de g, y trivialmente f +
g, fg, \f € §(x), dado que cada carta (U, ¢), con x € U, se tiene

(f+g)opt=(foe )+ (gop™),

(fg) o' =(fop Ngop™), (Ao ' =A(fop™).

Con estas operaciones el conjunto §(z) se convierte en un éalgebra. Asi mismo, el conjunto
de las funciones diferenciables sobre M, §(M), se dota de una estructura de algebra.

Definicién 2.3 Sean M; y M, dos variedades diferenciables. Una aplicacion F : My — M,
se dice que es diferenciable (de clase C™) si para todo x € M, existe una carta (U, 1)
alrededor de x y una carta (Us, pa) alrededor de F(x) con F(Uy) C Us y tal que

woo Fopit: o) CR™ —R™

es diferenciable.

Observacion 2.2 De esta definicion se sigue que la aplicacion F es continua, pues si B
es un abierto de My que contiene a F(x), @2(Uy N B) es un abierto de R™ y (p3 0 F o
01 )N (p2(Uy N B)) es un abierto de R™ (ny,ny dimensiones de My y My, respectivamente),
luego A = 7 (g0 F ooy we(Us N B))) es un abierto de M, y se verifica F(A) C B;
es decir, F' es continua.

Si se impone que la aplicacion F' : M; — M, sea continua, siempre se puede lograr la
condicion de la definicion: F(Uy) C Us.
Ademés la definicion dada no depende de las cartas tomadas.
Veamos ahora una caracterizacion equivalente de aplicaciéon diferenciable entre variedades.



2.1. FUNCIONES Y APLICACIONES DIFERENCIABLES 23

R™ ®1 R72 P2
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Figura 2.1: Aplicaciones diferenciables.

UQ)

v

Proposicion 2.1 Sean My y My dos variedaes diferenciables y F . My — My una aplicacion
continua, entonces I es diferenciable si y solo si para toda funcion diferenciable f W C
My — R, W abierto, f o F es diferenciable en F~1(W).

Demostracion :

Sean x € My, W un abierto de My que contiene a F(x) y una funcion f € §(W), demostremos
que fo F € §(x). St (Uy,¢1) y (Us, p2) son cartas alrededor de x y F(x), respectivamente,
tales que F(Uy) C Uy, entonces Uy N F~Y(Usy) es un entorno abierto de .
Asi, al ser F diferenciable en z y f € F(F(x)), resulta que py0 F o ¢!
01(x) y fopy! es diferenciable en vy F(x)). Luego

foFopi'=(fopy)o(paoFopr)

es diferenciable en ¢1(x); lo que quiere decir que f o F es diferenciable en x.
Reciprocamente, para probar que F es diferenciable, tenemos que establecer que @y 0 F o 7"
es difenciable, o, lo que es equivalente, que sus funciones componentes

es diferenciable en

SjogozoFogol_l :yjoFocpl_1
son diferencibles, donde s7 : R — R y oy = (y',...,y"2). Lo que es cierto, pues basta tomar
f:yj7<j:1,...7n2). O

Denotamos por §(M;, Ms) al conjunto de las aplicaciones diferenciables de M; en M.

Definiciéon 2.4 Dos variedades diferenciables My y My se dice que son difeomorfas si existe
una aplicacion diferenciable F : My — M,y que admita inversa F~' : My — M, diferenciable.
A una tal F se le denomina difeomorfismo.
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Observacion 2.3 Dos variedades difeomorfas son necesariamente homeomorfas. El proble-
ma estriba en saber si dos variedades diferenciables homeomorfas son difeomorfas. Se de-
muestra que lo son si la dimension es 1, 2 0o 3. En el caso general es preciso decir que ello
no es siempre posible.

2.2. Espacio tangente y cotangente

Un concepto de gran importancia en la teorfa local de las variedades diferenciables es
el espacio tangente en un punto. Si se imagina que la variedad estd inmersa en el espacio
euclideo R", resulta intuitivo hacer corresponder a cada p € M un cierto espacio vectorial:
el espacio de los vectores tangentes a M en p.

Para ello debemos recurrir a las cartas que forman el atlas que describe su estructura dife-
renciable. Asi, y volviendo al caso de superficies en R3, un vector tangente ¥ a una superficie
M en un punto p contenido en la imagen de una representacién paramétrica local

F:ACR> - McCR® (v u?) = T(u',u?)

viene dado por
L 0% 5 0T

out Y ou?
es decir, un vector esta determinado por un par de nimeros reales (v',v?), respecto a una
representacion paramétrica dada, que son sus componentes en la base {0F/0u', 0F/0u?}.
De nuevo aqui, recurrimos a vectores tangentes en R, pero éstos se pueden entender como
una aplicaciéon que asigna a cada funcion diferenciable un ntmero real determinado por el
valor de la derivada direccional con respecto a ellos, en su punto de aplicaciéon. Y a esta
interpretaciéon de vector es a la que acudiremos en una variedad.

=0

Definicién 2.5 Un vector tangente a una variedad diferenciable M de dimension n en
un punto x € M, es una aplicacion

v:g(zr) = R,

tal que fijada una carta coordenada (U, p) en M con x € U, existe una n-upla (a', ... a") de
numeros reales tal que, para toda f € §(x):

- O(fop™?
v<f>:;a%

lp(x)

Observemos que si v : F(z) — R es una aplicacion que verifica esta propiedad relativa-
mente a una carta coordenada (U, ) con z € U, la misma propiedad se verifica también
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para cualquier carta coordenada (V, @) con x € V; es decir, existe una n-upla (b, ...,b") de
niimeros reales tal que, Vf € §(x),

~ i 0(foo™)
v f = bz—, .
) z_; ol ()
J_
En efecto, supongamos que v tiene a (a',...,a™) como n-upla asociada a la carta (U,¢),

entonces

’U(f) _ Zaia(foaﬁi ) :Zaza(f ¢7 o'¢ogpf )

=1 8Tl lo(2) i=1 67«z lo(x)

= i [=0(foe)  A(riogop
B Za <Z ori ori w(@)

lo(@)

n ' n I(fo _1 ‘
N Za( % Ji(aﬁw_l)w(x))

lo()

= > <Z a'Ji(¢o 90_1)|¢<x>> W

()

donde (J/(¢ o ")) es la matriz jacobiana de la aplicacion ¢ o ¢!, Por tanto

oo™
v(f) = ;b]T|

o(@)
donde .
V=> aJ(¢oe )pw.
i=1

En consecuencia, esto significa que, para que una aplicacion v : §(x) — R sea un vector
tangente en x € M, basta con que verifique la condicién exigida en la definiciéon con respecto
a una carta coordenada (U, ¢) para que automaticamente la satisfaga para todas las cartas
coordenadas.

Para un punto = € M, representamos por T, (M) el conjunto de los vectores tangentes a M
en z, que llamaremos espacio tangente a la variedad M en z.

Sea ahora (U, ) una carta coordenada con z € U, y sean (z',... 2") las funciones
coordenadas de esta carta. Para cada i = 1,2, ..., n, definimos:
0 o(fop™)
- - R (f)=———7— , Vfe
5 (8@ SR por () =SES )
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y observemos que % € T,(M) trivialmente, puesto que la n-upla de nimeros reales que le
corresponde, relativamente a la carta (U, ¢), es (0,...,1,...,0), con el 1 en el i-ésimo lugar.

Proposicién 2.2 Sea M una variedad diferenciable de dimension n. El espacio tangente
T.(M) en un punto x es un espacio vectorial sobre el cuerpo de los nimeros reales R de

dimension n. Si (U, p) es una carta coordenada con x € U y (x',... x") sus funciones coor-
denadas, {%, o %} constituye una base de T,(M), denominada base candnica o natural
asociada a la carta (U, ).

Demostracion :

De forma natural, a T,,(M) se le dota de una estructura de espacio vectorial sobre el cuerpo
de los nimeros reales como sigue: si v,v1,v9 € Tp,(M) y A € R

v+ e F(x) = R M F(z) > R

(01 +02)(f) = vi(f) +va(f)  (A)(f) = Ao(f) VfeT(x).

Para ver que vy + ve, v € T,(M), observemos que dada una coordenada (U, ) con x € U,
(al,....a}), (ai,...,a}) y (a',...,a") las n-uplas de nimeros reales asociados a vi,ve Y v
respectivamente, entonces (aj+aj, .. .,at+ay) es la n-upla asociada a vi+vy y (Aa',. .., Aa™)
es la n-upla asociada a v, ambas relativamente a la carta (U, ).

Veamos ahora que {%, B 9V constituyen un sistema generador de T,(M); entonces, aso-
ciado a la carta (U, ), v determina una n-upla de nimeros reales (a', ... a") de forma que,

para f € §(x) arbitraria

n

0(fop™ -

=1

luego

U:;aaxi

o ol

y, por tanto, {5, .., 5on } generan T(M).

Veamos, finalmente, que son linealmente independientes. Para ello, supongamos que tenemos
una combinacion lineal

'— =0
oxt ’

si se la aplicamos a cada 7 € §(z), tenemos

— 7 1 1’0(70 1 _n i$) _\J
0= ZA&C (a7) Z)\ ZAam@ ;A(sg_w

luego N =0,Vj € {1,2,...,n}. O
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Cambio de base de vectores tangentes candnicos en un punto x € M.

Sean (U, ) v (V,¢) dos cartas alrededor de un punto z € M, (z',....2") y (y*,...,y")
las respectivas funciones coordenadas y, finalmente, {%, . agn} y {aiyl, . %} las co-
rrespondientes bases canonicas de T, (M ). Vamos a obtener la matriz que expresa el cambio
de una base a otra.

Para obtenerla, observemos que, Vf € §(z) y cadai=1,2,...,n,

im_@(fosfl) _O(fogtogop)
ox? ort @) ort lp(z)
N Ofod)  A(rTogop)
= 97 b ort (@)

pero 17 o ¢ =1/, para j = 1,2,...,n, luego

d o™ A(foe™)
8xi<f) N Z ort e O 4

J=1
n

g, ., 0
= 2- axi(y)g—yj( )

- (Z . <yﬂ'>a%) (),

y como f es arbitraria, se sigue

0 "0 .0
57 = 2 g
j=1

lo que significa que (3% (y’)) es la matriz cuadrada de orden n que da el cambio de base

correspondiente a un cambio de cartas. Conviene observar, para clarificar las cosas, que se
trata de una matriz numérica cuyos términos estan dados por

0, 5 0op™) Ol opopt)

- yj - - )
8x1( ) or? lo(x) or’ lo(x)

se trata pues de la matriz jacobiana de la aplicacion ¢ o ¢~! de cambio de coordenadas
evaluada en el punto ¢(x).

Proposicion 2.3 Todo vector tangente v € T,(M) satisface las siguientes propiedades, para
fig € §(x) y A € R arbitrarios:

1oo(f+g) =v(f) +v(g),
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2. v(Af) = Mu(f),
3. v(fg) =v(f)g(x) + f(z)v(g).

Demostracién :
Las tres propiedades se demuestran de forma andloga; centrémonos, por tanto, en una de
ellas, por ejemplo la tercera.

Para ello, tomemos una carta (U, p) arbitraria con x € U y sea (a',...,a") la n-upla de
numeros reales que determinan a v en este sistema de coordenadas.
Entlonces

"9 opt
v(fg) _ Zaz ((fga)rlgp )Sp(z)

— ort o (2)

n 0 owp L ow L
- Y (fop)go¥™))

= e (A2 geua) + o e ML) )

— ort e ort

aza(f o 9‘0_1) g(x) 4 Z a”f(x)a@;f_l)

— ot @) — ()

_ (5 e At (S0
B ( o wm)g()+f()<§: or ww)

i=1 i=1

= v(fglx) + flz)o(g). O

Es importante senalar que las propiedades 1),2),3) de esta proposicion caracterizan to-
talmente a los vectores tangentes en x € M, las cuales se resumen diciendo que la aplicacion
v : F(x) — R es una derivacion. Es decir, de forma equivalente a la que hemos dado, se puede
definir 7T,(M) como el conjunto de las derivaciones

D(z)={v:F(x) >R/ v es una derivacion}.

Para establecer esta equivalencia, observemos, en primer lugar, que ® es un espacio vectorial
sobre el cuerpo de los nimeros reales con las operaciones

(v +w)(f) =o(f) +w(f), (Qu)(f) =X o(f) Yv,weD(x)yreR.

Para ver que T,,(M) y ®(x) coinciden, necesitamos el siguiente lema:

Lema 2.1 Sea (U, ) un sistema coordenado alrededor de xo € M, con funciones coordenadas
(', ... 2") y tal que 2'(z9) =0, i =1,2,...,n, y p(U) = By (e). Entonces para toda funcion
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f € §(xo), existen n funciones fi,..., fn € §(xo), tal que

n

fla) = flxo) + ) a'(x) filx)

=1

para T en un entorno de x.
Demostracion :
Sea la funcion diferencial F = fop™' : Bl(e) CR" — R; para (£',...,£") € By (g), hacemos

F(@,_..7§”> = F(fl,-",fn)—F(fl,...,f’%l,(])—i—F(fl,“.,g"*l’O)
_F(glv"'agn_Qvoao)+F(£1,...,€n_2,070)—|—...

—F(£4,0,...,0)+ F(¢4,0,...,0) — F(0,...,0) + F(0,...,0)
— Z[F(gl,...,gifl,tgi,o,...,0)]3+F(o,...,O)
=1
"L OF . v )
= F(0,... (eh e 0, ..., 0)Ed
IR D R L

= F(0,...,00+ ) &F(E....&Y
i=1

donde las F;, definidas por Fy(&',... &) = 01 BE(EY, ..., €71, t€80,...,0)dt es diferenciable.

Tomando f; = F; o0, para 1= 1,2,...,n, queda probado el lema. O

Proposicién 2.4 Eziste un isomorfismo' entre los vectores tangentes en xy a M y el con-
junto de las derivaciones D(xy).

Demostracion :
Todo vector tangente v € T,,(M) verifica las propiedades de la proposicion 2.3, luego es un
elemento de D (zo). En particular los elementos de la base candnica {32, ..., 5%} C D(xo).

Para establecer la otra inclusion, observemos en primer lugar que
v(ie)=0 para veED(xy) yceR

pues v(c) =v(cl) = cv(l) = cv(1-1) = c(1v(1) + 1v(1)) = 2cv(1), asi cv(l) = 0 y, por tanto,
v(c) = 0.

Tomemos ahora una carta local (U, ) de funciones coordenadas (x', ... z") alrededor de x,
tal que p(xg) =0 y p(U) = B (e). Demostraremos, que para todo v € D(xy), se tiene:

v = Zv(x’)ami.

=1

En efecto, Vf € §(xg) y utilizando el lema anterior:

'Homomorfismo que admite inversa.
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o(f) = U(f(l"o)-i-zxifi)

= > (o) flwo) + 2 wo)o(£)

1=1

= Yo

i=1

= (Zv(xl)ail> (f). O

i=1

Asociaremos a cada aplicacion diferenciable entre variedades una aplicacion lineal entre
sus espacios tangentes.
Sean M y N variedades diferenciables de dimension m y n, respectivamente, y ' : M — N
una aplicacion diferenciable. Dado un punto € M, consideremos su punto imagen F'(x) € N,
y los espacios tangentes T,,(M) y Tp)(IN). Para v € T,(M), vector tangente en el punto
x € M, definimos
F.(v) :§(F(x)) - R

como la aplicaciéon dada por

(E.(0)](h) =ov(ho F),  Vhe 3(F(x)).

Observemos que esta aplicacion esta bien definida, puesto que ho F' € §(x), al ser h y F
diferenciables.

Proposicion 2.5 Para cada v € T,(M), Fi(v) € Tpu)(N) y la aplicacion
Fo:T,(M) = Tpey(N) v Fi(v)

es lineal (es decir homomorfismo entre espacios vectoriales).

Demostracion :
Para ver que F.(v) € Tp@)(N) tendremos que probar que si (V,¢) es una carta local en N,
con F(z) € V, existe una n-upla (b*,...,b") de mimeros reales de forma que
" O(hog )
F,(v)](h) = V—= Vh € §(F(x
Roln =05 (F()
donde s7 : R" — R es la j-ésima proyeccion.
Para ello, consideremos una carta local arbitraria (U, p) en M con xz € U, y sea (a',..., a™)
la m-upla de numeros reales tales que
~ 9(fop™)
v(f) = a'——————-—= VfeS(x
() Z ort o) ()

=1
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donde r' : R™ — R es la i-ésima proyeccion.

Recordemos que, si (z',...,2™) y (y',...,y") son las funciones coordenadas de las cartas

(U,¢) y (V,9), entonces {%, .. .,%} y {Biyl”"’ay"} son bases de Tp(M) y Tpy)(N)
respectivamente. Se deduce, para h € F(F(z)), que:

[Ex()](h) =

=
>
o
.

Il
M=
g@A
2|
=
O
!

@
I
—

[
=
=

o

T

o

©

P ort (=)
S 0(hogtogoFop™)
B Z;a or? (@)
— [N~ Ohoo™) d(s’ opoFop!)
- izla <j1 Os7 Jo(r() or |@<x>>

<.
Il

I
agb
2 PN
[
@S
<
O
|
o
©
<
&
N———
=
& >
> O
TS
2
3

Il
[]=
@
ij‘
C,DO
S -
L

<.
Il
—

Por tanto, F.(v) € T (N).
Como h es arbitraria, de aqui se sigue

Z 8y3 con V=v(oF), (j=1,2,...,n).

J=1

Ademds, estas mismas expresiones nos permiten deducir que F, es un homomorfismo entre
espacios vectoriales y deducir cual es la matriz de numeros reales que tiene asociada con

respecto a las bases candnicas {%, ce axim} y {%, ce %}.
En efecto
: 8
8:102 Z 833’ E

de lo que se sigue que F, es lineal, y estd determinada por la matriz de coeficientes:

d(s’ogoFop)
ort ()

(Bl = (g o F) =

€ 41,2,... € {1,2,...
axz ? {7 I 7m}yj {7 ) 7n}

es decir, que F, estd representada por la matriz jacobiana, de m columnas y n filas, en el
punto ¢(x), de la aplicacion ¢ o F o o1, O
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Definicion 2.6 A la aplicacion lineal Fy : T,(M) — Tp)(N), inducida por la aplicacion
diferenciable F' : M — N, entre los espacios tangentes en puntos correspondientes, le llama-

mos aplicacién lineal tangente de F, aplicacién inducida por F o también diferencial
de F.

Proposicién 2.6 Sean F': M — N y G : N — P aplicaciones diferenciables entre varieda-
des. Entonces

(GoF), =G, 0oF..
Demostracién :
Para un punto x € M se tienen las aplicaciones inducidas:

F* G*
To(M) —=Tp)(N) —=Tg(r())(P)

\_/’

(GoF)x
Sean v € T,(M) y h € §(G(F(x))) arbitrarios, entonces

[(Go F).(v)](h) = v

Observacion 2.4 Curvas sobre una variedad.

Consideremos las curvas como un caso particular de aplicaciones entre variedades, pues tra-
taremos con curvas parametrizadas.

Una curva en una variedad M es una aplicacion diferenciable de un intervalo abierto de R
en M. A menudo hablaremos de una curva

v:la,b] CR — M,

donde [a,b] es un intervalo cerrado de R, y en este caso suponemos que vy admite una extension
diferenciable a un abierto de R que contiene al intervalo [a,b].

Sea v: I — M, con I CR un intervalo, una curva diferenciable sobre M. Para cada t € 1,
el vector tangente a la curva en el punto y(t) es, por definicion

50 =7 () € T ),

donde % es el vector basico asociado a la coordenada r de R.
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Si (z',...,2™) es un sistema de coordenadas locales alrededor del punto (), entonces
: " d(z'oy) 0O
t) = —_ . .
() ; dr 10T |yt

Habiendo definido los conceptos de curvas y de vector tangente, podemos ahora dar una
interpretacion geométrica de la aplicaciéon F, inducida por la aplicaciéon diferenciable entre
variedades ' : M — N.

Si v € T,(M) tomemos una curva vy sobre M tal que v(0) = x y 4(0) = v; entonces F, o~ es
una curva en N, verificAndose (F o v)(0) = F(z) y también F o v(0) = F,(v).

Observemos que tal curva ~y existe, sin mas que considerar una carta (U, ¢) alrededor de
xr € M y tomar, por ejemplo, la imagen mediante ¢! de un segmento de la recta en R" que
pasa por p(z) y tiene la direccion del vector @, (v). También observemos que la obtencion del
vector F,(v), no depende de la curva elegida con tal que pase por = y sea tangente a v.

Asi pues, para hallar la imagen de un vector v € T,(M), trazamos una curva a la que el
vector v es tangente, hallamos su imagen en N y tomamos el vector tangente en esta curva,
obteniéndose el vector F.

Definicién 2.7 Denominamos espacio cotangente en el punto x de la variedad diferen-
ciable M al espacio vectorial real T (M) dual del espacio tangente T, (M) en x.

Un elemento w € T} (M) es, por definicién, una aplicacion lineal w : T, (M) — R, al cual
denominaremos, indistintamente, vector cotangente, covector o 1-forma en el punto .

Si (U, (z',...,2™)) es una carta local con = € U, la base canénica {32, ..., 32} de T,(M)
nos permite definir por dualidad una base natural en el espacio cotangente T (M) cuyos
elementos los representamos por {dz', ..., dz"} y que estan definidos por

donde 6% son los delta de Kronecker: 65 =0, si i # j; 0% = 1, si 1 = j.

Veamos ahora que la aplicacion lineal tangente de una funcion real se puede considerar como
un elemento del espacio cotangente.

Sea f € F(M) y x € M, entonces f induce, de forma natural, una aplicacion lineal

f* . TZ(M) — Tf(x) (R)
y, si se considera el isomorfismo natural,
d
bt@) : Tia)(R) = R dado por )\d— = A,
r

siendo 7 : R — R la funcién coordenada en R. Obtenemos la aplicacion
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Veamos como esta definida df, para ello, si v € T,.(M), ponemos f,(v) = )\d%, asi

df (v) = (Ps@) © ) (V) = by) (/\d%) =\

y tan solo nos queda por determinar este ntimero real A:

A— (Adi) (r) = (£ (0))(r) = (o f) = o)

por tanto

df(v) =v(f) Vve T, (M).

Como consecuencia de esta relacion, se tienen las siguientes propiedades, para v,v" € T, (M)
vacR:

df (v +v") = (v+0)(f) = v(f) +'(f) = df (v) + df ()

df (av) = (av)(f) = a(v(f)) = adf (v)
y, por tanto, df € T (M).

Definicién 2.8 Para cada f € §(x), el elemento df € T (M), definido por df (v) = v(f),
Vv € T,(M), se denomina diferencial de la funcidn f en el punto x € M.

Observacion 2.5 Obsérvese que, en el caso particular de M = R", df es la diferencial ordi-
naria. Ademds, queda justificada la notacion para los elementos de la base dual {dx', ... dxz"}
de T*(M), asociada a una carta local (U, (x',... 2™)), pues de hecho, como x* : U — R, da’

es la diferencial de x*.

Si f € §(x), x € U, entonces

o =3 ()

En particular, si (V, (y},...,9")) es otra carta coordenada alrededor del punto x, entonces la
relacion entre las bases naturales {dz',... dz"} y {dy',...,dy"} en T;(M) se expresa por

, L
dyj = Z Z(yj)dl‘l
p oz
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2.3. Rango de una aplicaciéon diferenciable

Sea F': N — M una aplicacion diferenciable entre variedades diferenciables de dimen-
siones n y m, respectivamente, y sea x € N. Si (U,p) y (V,¢) son sistemas coordenados
locales alrededor de x y de F'(z), respectivamente, tales que F'(U) C V, entonces tenemos la
correspondiente expresion de F' en coordenadas locales

F:qﬁoFogp_l:Lp(U) — (V)
(€1, ) = B(EY, .. 6" = (FHE &M, F™(E, .. €M),

Definicién 2.9 Elrango de F en x es el rango de la matriz jacobiana de F en o(x).

Asi, el rango de F' en x es el rango en ¢(z) de la matriz

OF! oF!
ar1 e g
oF™ oOF™
orl e orn p(x)

Esta definicion debe ser independiente de la eleccion de las coordenadas. Para lo cual basta
observar que la matriz anterior es la asociada a la aplicacion lineal inducida entre los espacios
tangentes T,(N) en x a Ny Tp)(M) en F(x) a M, relativamente a las cartas (U, p) y (V, ¢):

F, : Ty(N) = Tp@) (M)
pues, [V = sl ogpo Foe! para j = 1,...,m. Asi, podemos dar la siguiente definicion

equivalente:

Definicién 2.10 Se llama rango de F en x al rango de la aplicacion lineal inducida F, :
Tx(N) — Tp(x)(M).

Proposicion 2.7 Teorema del rango. Sea F' : N — M wuna aplicacion diferenciable entre
variedades de dimension n y m, respectivamente, y supongamos que rango de ' =k en todo
punto de N. Si x € N, entonces ezisten sistemas coordenados (U, @) y (V,¢) alrededor de x
y de F(z) tales que p(x) =0 € R", p(U) = Cg(e) y ¢(F(z)) =0 € R™, ¢(V) = Cy'(e) y la

expresion de F en coordenadas, ' = ¢ o F o ™1, estd dada por

F(E, ... &M =(&Y....¢"0,...,0).

Demostracién :
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F
R™ \ ¢
d’(‘/’)
‘ ¢
gb' o F o S0/71
R" R™
N <’
¢oFo 90*1'
Cr(e) Cg'(e)

Figura 2.2: Teorema del rango.

Sean (U',¢") una carta alrededor de z en N y (V',¢') una carta alrededor del punto F(z)
en M, verificandose F(U') C V', entonces la aplicacion

Qb,OFOQO,_l . S0/((]/) CcR* — ¢/(V/) c R™
es diferenciable y de rango constante igual a k en ¢'(U’), entonces existen (en virtud del
teorema del rango entre espacios euclideos) conjuntos abiertos A C @' (U') y B C ¢'(V') con
O'(z) € Ay ¢'(F(x)) € B, y existen difeomorfismos G : A — Cfl(e) CR" y H : B —
Ci(e) C R™, werificando (H o (¢/ o F o™ 1) o G™H(Ci(e)) C Ci(e), tal que esta aplicacidn
se expresa en la forma simple

(Ho(¢/ o Foy ™ )oG N (..., &") = (&,...,€"0,...,0).
Consideremos ahora las cartas

(U, ) = (SDI—l(A), Go 901@’*1(14)) alrededor de x;

V. o) = (¢”<B), Ho ¢1¢,71(B)) alrededor de F(x),
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con lo que
poF oy :p(U)=Cie) = ¢(V) = Cg'(e),

(€. ) — (€., 650...,0. O

2.4. Inmersiones, submersiones y embebimientos

Definicién 2.11 Decimos que una aplicacion diferenciable F': N — M es una inmersiéon
de N en M si el rango F = dimN en todo punto; es decir, si F,(x) es inyectiva para todo
x € N. Se dice que F' es submersion de N en M si el rango F' = dimM en todo punto; es
decir, si F.(z) es sobreyectiva para todo x € N.

Definicién 2.12 F' es un embebimiento si es una inmersion inyectiva que ademds es
homeomorfismo de N sobre su imagen F(N), con la topologia como subespacio de M. La
imagen de un embebimiento se llama subvariedad embebida.

Ejemplo 2.1 Sea m < n. La aplicacion
jm,n): (z',...,2™) e R™ = (2',...,2™,0,...,0) € R"

viene dada por las ecuactones

Yy = T

ym = pm
ym—l—l _ 0
\ yn = 0

luego es C*° y su matriz jacobiana es

( Lxm )
O(n—mxm)

donde I, xm es la matriz unidad mxm y O@—m)xm €S la matriz nula (n—m)xm. Esta matriz
tiene un menor mazimal no nulo, luego la aplicacion lineal asociada, que es la derivada de
j(m,n), es inyectiva. Vemos asi que j(m,n) es una inmersion C*, que se llama inmersion
canonica de R™ en R™.

Ejemplo 2.2 Nos proponemos averiguar en qué puntos es submersion la aplicacion

fi(z,y,2) €ER® — (zyz,x +y + 2) € R%
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yz xz xY
1 1 1

por lo que solo dejard de ser submersion en las soluciones del sistema

El jacobiano es

yz—xz = 0

yz—axy = 0

zz—zy = 0
que puede escribirse

(y—x)z = 0

(z—z)y = 0

(z=y)z = 0

cuyas soluciones con x # 0, y # 0, z # 0 vienen dadas por x =y = z # 0, las que cumplen
x = 0 también cumplen y = 0 o z = 0, con lo que obtenemos los ejes y e z y de manera
similar vemos que las restantes soluciones son los puntos del eje x. Asi pues, f es submersion
salvo en los ejes coordenados y en la recta x =y = z.

Ejemplo 2.3 Se considera la aplicacion [ : (x,y,2) — (xy+z,x+y+ 2,y + z). Su matriz
jacobiana es

oo R
—_ =8
— O =

luego f es inmersion en todo punto.
Para ver si es inyectiva y homeomorfismo planteamos el sistema de ecuaciones

u = TYy+z
v o= T+y+z
t = Y
r o= Y+ z.
De las tres dltimas ecuactones obtenemos

r = v—r

y = t

z = r—t

lo que quiere decir que f es inyectiva y que su inversa coincide con la restriccion a la imagen
f(R3) de

g(u,v,t,r) = (v —r,t,7 —1).
Dado que g es continua como aplicacion de R* en R®, su restriccion a la imagen de f, que

es f~1, es continua cuando en la imagen se considera la topologia relativa. Por tanto, f(R3)
es embebimiento.



Capitulo 3

Formas bilineales simétricas

La geometria semi-riemanniana implica un tipo particular de (0,2) tensor en el espacio
tangente. Para estudiar esto en general, sea V' un espacio vectorial real (de dimensién finita
en el contexto indicado). Una forma bilineal en V' es una funcion R-bilineal b: V x V' — R,
y consideremos solo el caso simétrico: b(v, w) = b(w,v) para todo v, w.

Definicién 3.1 Una forma bilineal simétrica b en V' es:

1. definida positiva (negativa) si v # 0, entonces b(v,v) > 0 (< 0),
2. semidefinida positiva (negativa) si b(v,v) >0 (< 0) para todo v € V,

3. no degenerada si b(v,w) = 0 para todo w € V, entonces v = 0.

Si b es definida, entonces es semidefinida y no degenerada.
Si b es una forma bilineal simétrica en V, entonces para cualquier subespacio W de V la
restriccion b|(W x W), denotada simplemente b|W, es de nuevo simétrica y bilineal.
Si b es [semi-]definida, entonces también b|W es [semi-|definida.

Definiciéon 3.2 FEl indice v de una forma bilineal simétrica b en V' es la mayor dimension
de los subespacios vectoriales en las que b|W es definida negativa.

Asi, 0 <v < dimV y v=0siy sblo si b es semidefinida positiva.
La funcion ¢ : V' — R dada por ¢(v) = b(v,v) es la forma cuadrdtica asociada a b. A menudo
es méas facil de tratar que b, y no se pierde informacion ya que b puede ser reconstruida por
la identidad de polarizaciéon
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Siey,...,e, es una base para V, entonces la matriz (b;;) = b(e;,e;) de n x n es llamada la
matriz de b relativa a eq,...,e,.
Ya que b es simétrica, esta matriz es simeétrica. Note que b esta determinada por

b (Z V;€4, Z wjej> = Z bijvw;.

Lema 3.1 Una forma bilineal simétrica es no degenerada si y solo si su matriz en relacion
con una de las bases es invertible (por tanto cada una).

Demostracion :

Sea ey,...,e, una base para V. Siv € V, entonces b(v,w) = 0 para todo w € V si y sdlo si
b(v,e;) =0 para todo i =1,...,n.

Ya que (bi;) es simétrica,

b(v,e;) =b <Z vje;, ei> = Z bijvj.

Ast que b es degenerada si y solo si existen nimeros vy, ..., v, todos diferentes de cero tales
que Y biv; = 0 para i = 1,...,n. Pero esto es equivalente a la dependencia lineal de las
columnas de (b;;), esto es, (bi;) es singular. O

3.1. Producto escalar

Definicion 3.3 Un producto escalar g en un espacio vectorial V' es una forma bilineal simé-
trica no degenerada en V.

Los productos interiores son productos escalares positivos, un ejemplo es el producto punto
en R™, para el cual v -w =) vw;.
Muchas propiedades de los productos interiores se transfieren a los productos escalares, sin
embargo surgen algunos nuevos fenémenos distintivos cuando ¢ es indefinida.
Cambiar el signo en la definicién del producto punto en R? da el ejemplo mas simple de un
producto escalar indefinido.

Vectores v,w € V' son ortogonales, escribimos v_Lw y satisfacen g(v,w) = 0.
Subconjuntos A y B de V son ortogonales, escribimos A1 B y satisfacen v_Lw para todo
veAywéeB.

Cuando el producto escalar g es indefinido ya no podemos representar los vectores ortogonales
como angulos rectos entre si.
Si W es un subespacio de V, entonces

Wh={veV: :ivlW}

W+ es subespacio de V llamado W ortogonal.
No podemos llamar a W+ el complemento ortogonal de W dado que W + W+ generalmente
no es todo V. Sin embargo la operaciéon ortogonal tiene dos caracteristicas familiares:
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Lema 3.2 5@ W es un subespacio de un espacio con producto escalar V, entonces

1. dimW + dimW+ =n = dimV,

2. (WhHL=w.

Demostracion :

1. Sea ey, ..., e, una base para V asociada a W, es decir, para la cudl ey, ..., e, es una
base para W.
Ahora v € W+ si y solo si g(v,e;) =0 para 1 <i < k, que en términos de coordenadas
es

j=1

Esto es, k ecuaciones lineales con n incognitas, y por lema 3.1 las filas de la matriz de
coeficientes son linealmente independientes, por lo que la matriz tiene rango k.

Por lo tanto por dlgebra lineal, el espacio de soluciones tiene dimension n — k.

Pero mediante la construccion de las n-uplas soluciones (vy, ..., v,) oblenemos los vec-
tores v =Y vie; de W+,

2. Ya que v € (W)t significa v L W, tenemos W C (W)L, Por 1) estos dos subespa-
cios tienen la misma dimension, por lo tanto son iguales. O

Note que la nodegeneracion de g en todo el espacio V es equivalente a V+ = 0.
Un subespacio W de V es llamado no-degenerado si g|IW es no-degenerado. Cuando V' es
un espacio con producto interior, todo subespacio W es de nuevo un espacio con producto
interior (bajo g|W) por lo tanto es no-degenerado.
Sin embargo, cuando g es indefinida habra siempre subespacios degenerados; por ejemplo,
cualquier vector nulo seria uno. Por lo tanto, un subespacio de un espacio con productos
escalares no necesariamente es un espacio con producto escalar.
Esta dificultad esta vinculada a la anterior implicacion de la operacion ortogonal.

Definicién 3.4 Sea V' un espacio vectorial con un producto escalar. Un subespacio vectorial

W CV se dice no-degenerado si W N W+ = {0}.

Lema 3.3 Un subespacio W de V' es no-degenerado si y sélo si V' es suma directa de W y
W+,

Demostracion :

Por una identidad del espacio vectorial estandar

dim(W + W) + dim(W n W) = dimW + dimW+.
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De acuerdo al lema 3.2, el lado derecho es n = dimV.
dim(W + W) + dim(W n W) = dimV.

Entonces W+W=+ =V siy sdlo si WNWL =0, pero por definicion 3.4 se cumple WNW+ =
0. Por lo tanto V =W @ W+,

De manera inversa, como W N W+ =0, quiere decir W N W+ se anula y por definicion 3.4
es equivalente a la nodegeneracion de W. O

Ya que (W+)t =W, se sigue que W es no-degenerado si y soélo si W+ lo es.

Dado que ¢g(v) = g(v,v) puede ser negativo, la norma |v| de un vector es definida por
lg(v,v)|"2. Un vector unitario u es un vector de norma 1, esto es g(u,u) = 1. Es costum-
bre llamar al conjunto de vectores unitarios ortogonales, ortonormales, y para n = dimV,
cualquier conjunto de n vectores ortonormales en V' es necesariamente una base para V.

Lema 3.4 Un espacio con producto escalar V' # 0 tiene una base ortonormal.
Demostracion :

Ya que g es no-degenerada, existe un vector v € V' tal que g(v,v) # 0. Ahora v/|v| es un
vector unitario. Por lo tanto es suficiente demostrar por induccion que cualquier conjunto
ortonormal ey, ...,e, con k < n puede ser ampliado por uno. Por lema 5.1, estos vectores
abarcan un (k-dimensional) subespacio no-degenerado W. Solo queda encontrar un vector
unitario en W+ # 0. Pero como se ha indicado anteriormente W= es también no-degenerado,
por lo que el argumento anterior muestra que contiene un vector unitario. O

La matriz de g relativa a una base ortonormal ey, ..., e, para V es diagonal: de hecho,
g(ei,e;) = d;565, donde ¢j = g(ej,e;) = £1.

Siempre que sea conveniente, ordenaremos los vectores en una base ortonormal para que los
signos negativos, si los hay, vienen primero y lo llamaremos signatura (eq,...,&,).
Teniendo en cuenta estos signos, la expansién ortonormal se conserva.

Lema 3.5 Sea ey, ..., e, una base ortonormal de V, con ; = g(e;, e;). Entonces cada v € V

tiene expresion unica
v = E eig(v, ei)e;.

Para la prueba es suficiente demostrar que v menos la suma es ortogonal a cada e;; asi
por la nodegeneracion de g es cero.
La proyeccion ortonormal m de V sobre un espacio no-degenerado W es la transformacion
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lineal que envia W+ a 0 y deja cada vector de W fijo.
Una base ortonormal eq, ..., e, para W siempre puede ampliarse a una base para V'; asi

k
m(v) = Zejg(v, —ej)e;j.

Es costumbre hacer referencia al indice v del producto escalar g de V' como indice de V,
escribimos v = indV.

Lema 3.6 Para cualquier base ortonormal eq,...,e, de V, el nimero de signos negativos
(€1,...,€n) es el indice v de V.

Demostracion :

Supongamos que los primeros m signos €; son negativos. El resultado es trivial si g es definida,
y 0 < m < n. Observemos que g es definida negativa en el subespacio S por ey, ..., €ny; asi
v>m.

Para demostrar la desigualdad inversa, sea W un subespacio arbitrario en el que g sea definida
negativa, y definimos w: W — .S por

m(w) = — Zg(w, €;)e;.

Note que w es lineal. Eso es suficiente para demostrar que m es uno-a-uno, pero entonces
dimW < dimS = m, por lo tanto v < m. Si w(w) = 0, por la expansion ortonormal

w = Z g(w, ej)e;.
j>m
Pero tomando w € W,

0>g(w,w) = Zg(w,ej)z.

ji>m
Entonces g(w, e;) =0 para j > m, por tanto w = 0. O
Se deduce que para un subespacio no-degenerado W de V/
indV = indW + indW+,

va que la prueba del lema 3.5 muestra que existe una base ortonormal para V' asociada a la
suma directa V = W + W+,

V y V tienen productos escalares ¢ y g. Una transformacion lineal 7 : V — V conserva
productos escalares

g(Tv,Tw) = g(v,w)  para todo v,w € V.

En este caso T necesariamente es uno-a-uno, porque si Tv = 0, entonces g(v,w) = 0 para
todo w, por lo tanto v = 0.
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Note que T preserva productos escalares si y s6lo si preserva sus formas cuadraticas asociadas,
esto es,
q(Tv) = q(v)  paratodov € V.

Una implicacién es obvia, la otra se sigue por las propiedades de polarizacion.

Un isomorfismo lineal T': V' — W que conserva productos escalares se denomina isometria
lineal'. Por las observaciones anteriores, una transformacion lineal 7' : V. — W es una
isometria siy sélo si dimV = dimW y T preserva productos escalares (o de forma equivalente,
preserva sus formas cuadraticas).

Lema 3.7 Los espacios de productos escalares V- y W tienen la misma dimension e indice
st y solo si existe una isometria lineal de V a W.

Demostracion :
Suponiendo que los invariantes son los mismos, tomando bases ortonormales eq,. .., e, para
Vyeél, ... e para W. Por el lema 3.6, podemos suponer que (e;,e;) = (e}, e;) para todo i.

Sea T' una transformacion lineal tal que Te; = €] para todo i. Entonces (Te;, Tej) = (e}, €})
para todo i,j. Por lo tanto, por la linealidad T es una isometria lineal.

De manera inversa, st T : 'V — W es una isometria lineal, entonces T lleva una base
ortonormal de V' a una base ortonormal de W. Entonces dimV = dimW y, por lema 3.6,
ndV = indW. O

L Aplicacién entre dos espacios métricos que conserva las distancias entre los puntos.



Capitulo 4

La conexion de Levi-Civita

4.1. Corchete de Lie

Si V, W son dos campos de vectores diferenciables y f es una funcion diferenciable, enton-
ces V(Y (f)) e Y(X(f)) son funciones diferenciables. Sin embargo, este tipo de operaciones no
conduce en general a nuevos campos de vectores diferenciables, ya que envuelven derivadas
de orden superior a la primera. No obstante, la diferencia de ambas iteraciones si produce un
nuevo campo de vectores.

Si V,W € X(M), entonces el operador [V, W] definido por:
V.W]: fedM) = [V,WI(f) = VW) - W(V(f) € S(M)

define un campo tangente en M, que se denomina corchete de Lie de V y W.
Si (%, ) es una carta de M, y V7, W son las componentes de V, W respectivamente, se

tiene:
o OW'? - Ov' 0
_ J I
IAUEDS (Z (V 5 ~ W W)) S

i=1 \j=1

La aplicacion corchete de Lie (VW) € X(M) x X(M) — [V,W] € X(M) verifica las
siguientes propiedades:
YU, V,IW € X(M),Vf € F(M)

1) Es R—bilineal, y [U, V] = —[V, U],
2) [U’ [V> W” + [Va [VVa U]] + [VV, [Ua VH =0,VU,V,IWV e x(M)a
3) VW] = fIV,W]=W(f)V,

4) VW] =V(HW + f[V,W].
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Un R—espacio vectorial X(V'), dotado de un operador corchete (V,WW) € X(V) x X(V) —
[V, W] € %(V) que verifique las propiedades 1) y 2), se denomina Algebra de Lie.
La propiedad 2) es conocida con el nombre de identidad de Jacobi.

Un campo V € X(M) induce un operador Ly denominado derivada de Lie que actua de
la siguiente forma:

a) Sobre los campos: Ly : W € X(M) — [V, W] € X(M).
b) Sobre las funciones: Ly : f € F(M) — V(f) € F(M).

y se verifica para toda f € (M) y todo V,W € X(M) las propiedades:

1) Ly es R—lineal y Ly (fW) = Ly (f)W + fLy(W).
2) [Lv, Lw] = L[V,W] (donde [Lv, Lw] = LV o LW - LW o Lv)

4.2. Variedades semi-riemannianas

La geometria familiar del espacio euclidiano R? puede ser rastreada hasta su producto
interno natural, el producto punto. Por medio del isomorfismo natural 7,(R*) ~ R? el pro-
ducto punto puede ser desplegado en cada espacio geométrico tangente. Entonces se pueden
realizar operaciones geométricas basicas tales como medir la longitud de un vector tangente
o el angulo entre ellos.

La teoria de superficies en R? en su forma clasica es el trabajo de Gauss, que mostré en
1827 que la geometria intrinseca de una superficie S en R? (aproximadamente, la geometria
percibida por los habitantes de S) deriva tnicamente del producto punto cuando se aplica a
los vectores tangentes a S.

Ya, en 1854 Riemman vi6 lo que se necesitaba para generalizar estos dos casos especiales e
introducir la geometria en una variedad n—dimensional arbitraria; un producto interior debe
ser dado en cada espacio tangente. Este se cree que proporciona, en particular una medida
infinitesimal de distancia. Crudamente, si p y p + dp son puntos cercanos, la distancia entre
ellos es la norma del vector tangente dp.

Bajo el impulso de Einstein en la teorfa general de la relatividad (1915) una generalizaciéon
més técnica del producto interior se debilité a la nodegeneracion.

Definicién 4.1 Un tensor métrico g en una variedad diferenciable M es un campo tensorial
simétrico no-degenerado (0,2) sobre M de indice constante.

En otras palabras g € T5(M) asigna diferenciablemente a cada punto p de M un producto
escalar g, en el espacio tangente T,(M), y el indice de g, es el mismo para todo p.
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Definicién 4.2 Una variedad semi-riemanniana es una variedad diferenciable M dotada con
un tensor métrico g.

Asi, estrictamente hablando una variedad semi-riemanniana es un par ordenado (M, g);
dos diferentes tensores métricos en la misma variedad constituyen diferentes variedades semi-
riemannianas. Sin embargo solemos denotar una variedad semi-riemanniana por el nombre
de su variedad diferenciable M, N, ...

El valor comin v del indice g, en una variedad semi-riemanniana M es llamado el indice de
M:0<v <n=dmM.Siv=0,Mes una variedad riemanniana; cada g, es entonces
(definida positiva) un producto interior sobre T,(M). Siv =1y n > 2, M es una variedad
de Lorentz.
Las variedades semi-riemannianas son a menudo llamadas pseudo—riemannianas, o incluso
en terminologia antigua variedades riemannianas, pero reservamos el ultimo término para el
caso distintivo definido positivo.
Usamos (,) como una notacion alternativa para g, escribimos g(v,w) = (v,w) € R para
vectores tangentes, y g(V, W) = (V, W) € §(M) para campos vectoriales.
Sizl,...,2" es un sistema coordenado en % € M, las componentes del tensor métrico g en
U son

9ij =1(0;,05) (1 <i,j<n).

Por lo tanto, para los campos de vectores V =Y V0, y W =Y W99,
g(V,W) = (VW) => g,V W

Ya que g es no-degenerada, en cada punto p de % la matriz (g;;(p)) es invertible, y su matriz
inversa se denota por (¢”(p)). La formula usual para la inversa de una matriz muestra que
las funciones ¢ son diferenciables en % .

Como g es simétrica, g;; = g;; v por lo tanto g = g’ para 1 < i,j < n. Finalmente en %
el tensor métrico se puede escribir como

g = Z gijdx’ @ da’ .

Recordar del capitulo 2 que para cada p € R™ existe un isomorfismo lineal canénico de R™ a
T,(R™) que, en términos de coordenadas naturales, envia v a v, = > v'9;. El producto punto
sobre R" da lugar a un tensor métrico sobre R™ con

(Up,wp) =V - w = Zviwi.

En adelante en cualquier contexto geométrico R™ denota el resultado de una variedad rie-
manniana, llamada n—espacio Euclideo.
Para un entero v con 0 < v < n, cambiar los primeros v mas arriba a menos da un tensor

métrico
v n
- _ (9 Jand
(Vp, wp) = 5 v'w' + E vw

i=1 j=v+1
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de indice v. El espacio semi-euclideo resultante R se reduce a R" si v = 0. Para n > 2, R}
es llamado el n—espacio de Minkowski.
Sin =4 es el ejemplo mas simple de un espacio-tiempo relativista.

Tomamos la notaciéon
- { —1 para 1< <,
i =

+1  para v+1<i1<n.

Entonces el tensor métrico de R} puede escribirse
g= Z gdu’ @ du'

El significado geométrico del indice de una variedad semi-riemanniana deriva de la siguiente
tricotomia.

Definiciéon 4.3 Un vector tangente v de M es

espacial si (v,v) >0
nulo si (v,v) =0,
temporal st (v,v) <0

El conjunto de todos los vectores nulos en T,(M) se denomina el nullcone en p € M. La
categoria en la que cae un determinado vector tangente se denomina su caracter causal.
Esta terminologia se deriva de la teoria de la relatividad, y particularmente el caso de Lorentz,
también se dice que los vectores nulos son ligeros.

Sea q(v) = (v,v) para cada vector tangente v de M. En cada punto p de M, q determina la
forma cuadratica asociada del producto escalar en p; asi q define el tensor métrico.

SiV e X(M)y f € F(M), entonces q(fV) = f?q(V) € F(M), luego q no es un campo
tensorial. Clasicamente q se llama elemento de linea de M, y se denota por ds?. En términos
de un sistema de coordenadas

q=ds’ = Z gijdxidxj.

Aqui, la yuxtaposicion de diferenciales denota la multiplicacion ordinaria de funciones (en
cada espacio tangente), asi que

a(V) = 3 gyda’(V)dad (V) = 3 giyVIV7.

Como en el capitulo 3, la norma |v| del vector tangente es |q|'/2, y los vectores unitarios,
ortogonalidad, y ortonormalidad se definen como anteriormente lo hicimos.

El origen de la notacion inusual de ds? se puede ver intuitivamente como sigue. Asumamos por
simplicidad que M es riemanniana. Si p y p’ son puntos cercanos con sistemas de coordenadas
(', . 2" y (2t + Axl, .o 2"+ Ax™) relativo a algan sistema, entonces el vector tangente
Ap = > Ax'0; a p punto proximo a p’. Entonces el cuadrado de la distancia As de p a p’ es
aproximadamente

|Apl* = (Ap, Ap) =) _ gij(p) Az’ Ad?,
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como en la formula ds? = > g;;dx’dx?.

Existe una forma de obtener una nueva variedad a partir de una ya dada, esta forma
consiste en dotar a la nueva variedad con la metrica de la otra.

Por ejemplo, supongamos primero que P es una subvariedad de una variedad riemanniana
M. Ya que cada espacio tangente 7,,(P) de P se considera un subespacio de T),(M), obtenemos
un tensor métrico Riemanniano g, en P simplemente aplicando el tensor métrico g de M a
cada par de vectores tangentes a P.
Formalmente, g, es el pullback j*(g), donde j : P C M es el mapeo inclusion. Por ejemplo,
la esfera estandar n—dimensional de radio » > 0 es la subvariedad riemanniana

S"(r)={p:Ipl=r} deR™

Sin embargo, cuando el tensor métrico g de M es indefinido, entonces j*(g) no puede ser una
métrica en P. Un (0,2) campo tensorial simetrico es una métrica si y soélo si cada T,,(P) es
no-degenerado en 7),(M) relativo a g y el indice de T),(P) es el mismo para todo p.

Definicién 4.4 Sea P una subvariedad de una variedad semi-riemanniana M. Si el pullback
Jj*(g) es un tensor métrico en P, entonces hace a P una subvariedad semi-riemanniana de
M.

Consideremos ahora el producto de variedades.
(Si se sabe que P es de Riemann o de Lorentz, estos términos reemplazan semi-riemanniana)

Lema 4.1 Sean M y N variedades semi-riemannianas con tensores métricos gy, y gy - 91 T
y o son las proyecciones de M x N sobre M y N, respectivamente, sea

g=m"(gy)+ 0" (8n)

Entonces g es un tensor métrico en M x N haciendo una variedad producto semi-riemanniana.
Demostracién :
Desde la notacion del pullback: si v,w € Ty o (M x N), entonces

g(v, w) = gy (dr(v), dn(w)) + gy(do(v), do(w)).

Asi g es simetrico. Para mostrar la no-degeneracion, supongamos g(v,w) = 0 para todo
w € T(pyq)(M X N)

En particular, para todo w € Ty, oM tenemos gy (dm(v),dn(w)) = 0, ya que do(w) = 0.
Pero tal dm(w) llena T,(M), por lo tanto drw(v) = 0. Similarmente do(w) = 0; por lo tanto
v=0.

Bases ortonormales de T,(M) y T,(N) combinadas dan una base ortonormal para T, (M x
N). Por tanto el indice de g tiene valores constantes indM + ind N a
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El mismo esquema se extiende a cualquier producto finito de variedades semi-riemannianas.
Por ejemplo, el espacio semi-euclideo R, es

Rix ... .RyxR'x ... R =Ry xR"™.
v factores n—v factores

4.3. Isometrias

Una isometria es un tipo especial de mapeo que expresa la nociéon de isomorfismo para
variedades semi-riemannianas.

Definicién 4.5 Sean M y N variedades semi-riemannianas con tensores métricos g, Y gy -
Una isometria de M a N es un isomorfismo ¢ : M — N que preserva tensores métricos:

*(8n) = 8-

Explicitamente, (d¢(v), dp(w)) = (v, w) para todo v,w € T,(M), p € M. Ya que ¢ es un
isomorfismo lineal, cada mapeo diferencial d¢, es un isomorfismo lineal, la condicién métrica
significa que cada d¢, es una isometria lineal. El pullback opera de forma usual en elementos
lineales, y dado que estas determinan sus tensores métricos, la preservacion de las métricas
es equivalente a ¢*(qn) = qu-

Es facil ver que

(1) El mapeo identidad de una variedad semi-riemanniana es una isometria.
(2) La composicion de isometrias es una isometria.

(3) El mapeo inverso de una isometria es una isometria.

La interpretacion de q = ds? como el cuadrado de la distancia infinitesimal sugiere pensar
en la isometria como un movimiento rigido, en contraste con un difeomorfismo arbitrario que
puede deformar a M en una aplicacién en V.

Un objeto que conserva en algtin sentido todas las isometrias se llama tnvariante isométrico;
y la geometria semi-riemanniana se describe tradicionalmente como el estudio de tales in-
variantes. Si existe una isometria entre M y N, se dice que son isométricos; mas o menos,
variedades isométricas son geometricamente las mismas.

Sea V' un espacio con producto escalar, esto es, un espacio vectorial real provisto de un
producto escalar. Entonces V' es una variedad, y asi como en el caso V = R"”, la formula
(vp, wp) = (v,w) define un tensor metrico en V, haciendolo una variedad semi-riemanniana.

Lema 4.2 Si UV : V — W es una isometria lineal de espacios con productos escalares (con
V, W semi-riemannianas), entonces W : V — W es una isometria.
Demostracion :
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Ya que los mapeos lineales son diferenciables, el isomorfismo lineal V es un difeomorfismo.
St v, € T,(V), entonces dV(vp)wpy = (V(0))w(p)-
Ast, U preserva tensores metricos, ya que

(A9 (vp), d¥(wy,)) =

Se tiene que, si V' es un espacio de productos escalares de dimension n e indice v, entonces

como una variedad semi-riemanniana, V' es una isometria en R?. De hecho, el isomorfismo
de coordenadas de cualquier base ortonormal para V' es una isometria (lineal).
Si M es una variedad semi-riemanniana arbitraria, su tensor métrico hace que cada uno de
sus espacios tangentes sea un espacio semi-euclidiano de la misma dimensién e indice que M.
Esto es visto como la generalizacion de la geometria semi-euclidea a través de la geometria
semi-riemanniana.

4.4. La conexion de Levi-Civita

Sean V' y W campos vectoriales en una variedad semi-riemanniana M. El objetivo de
esta seccion es mostrar como definir un nuevo campo vectorial Dy W en M cuyo valor en
cada punto p es la velocidad vectorial de cambio de W en la direccion V). Existe una manera
natural de hacer esto en R7.

Definicion 4.6 Sea u',...,u" coordenadas naturales en R". Si V.y W =S W'0; son cam-
pos vectoriales en R, el campo vectorial

DyW =Y V(W)

es llamado la derivada natural covariante de W con respecto a V.

Ya que esta definicion utiliza las coordenadas distintivas de R} no es obvio como extenderla
a una variedad semi-riemanniana arbitraria. Empezamos, por tanto, por axiomatizar sus
propiedades.

Definicion 4.7 Una conexidn D en una variedad diferenciable M es una funcion D : X(M) x
X(M) — X(M) tal que

(D1) DyW es §(M)—lineal en V,
(D2) DyW es R—lineal en W,
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(D3) Dy(fW) = (V)W + f(DyW) para f € F(M).

DyW es llamada la derivada covariante de W con respecto a V para la conexion D.

El axioma (D1) afirma que Dy W es un tensor en V; por lo tanto, por proposicion A.5
para un vector tangente individual v € T,(M) tenemos un vector tangente bien definido
DyW € T,(M), en efecto, (DyW), donde V es cualquier campo vectorial tal que V), = v.
Por otra parte, (D3) muestra que Dy W no es un tensor en W.

Ahora podemos afirmar con més presicion nuestro objetivo; que es demostrar que en cada
variedad semi-riemanniana existe una tinica conexiéon que comparte dos propiedades adicio-
nales (D4) y (D5) de la conexion natural en RY.

El siguiente paso es algebraico.

Proposicién 4.1 Sea M una variedad semi-riemanniana. SiV € X(M), sea V* una 1-forma
en M tal que

VH(X)=(V,X) paratodo X € X(M).

Entonces la funcion V- — V* es un isomorfismo §(M)—lineal de X(M) a X*(M).
Demostracion :

Yo que V* es §(M)—lineal, de hecho es una I1-forma, y la funcion V. — V* es también
S(M)—lineal. Para mostrar que es un isomorfismo consideremos los siguientes resultados:

a) Si (V,X)= (W, X) para todo X € X(M), entonces V.=W.

b) Dada una 1-forma 6 € X*(M), entonces existe un dnico campo vectorial V € X(M) tal
que 0(X) = (V, X)) para todo X.

Por la §(M)—linealidad se cumple (V, X) = 6(X) para todo X en % . 0

Asi, en la geometria semi-riemanniana podemos transformar libremente un campo vec-
torial en una I-forma, y viceversa. Pares correspondientes V' <— 6 contienen exactamente
la misma informacion, y se dice que son metricamente equivalentes. Kl siguiente resultado
fundamental ha sido llamado el milagro de la geometria semi-riemanniana.

Teorema 4.1 En una variedad semi-riemanniana M existe una unica conexion D tal que

(D4) [V,W]=DyW — DyV, y

(D5) X(V,W) = (DxV,W) +(V,DxW),
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para todo X, VW € X(M). D es llamada la conezxion de Levi-Civita de M, y es caracterizada
por la formula de Koszul

2(DyW, X) = VW, X)+W(X,V)—-X(V,W)
Demostracién :
Supongamos que D es una conexion en M que satisface los axiomas (D4) y (D5). En la

parte derecha de la formula de Koszul en los primeros tres términos usamos (D5) y (D4) en
los siguientes tres. La mayoria de los términos se cancelan en pares quedando unicamente
2(Dy W, X).

Entonces D satisface la formula de Koszul y por azioma a) de la prueba anterior, es inica.
Si partimos de la formula de Koszul podemos deducir (D1) — (D5).

Para demostrar (D3). Sea X un campo vectorial arbitrario, y dado que las funciones las
podemos tomar como tensores, entonces

2Dy (fW), X) = V(W X) + fW(X,V) = X{V, fW)
—(V W X)) + (fW X V) + (X [V, fW).

Ademds, de las propiedades del corchete de Lie sabemos [fW, X] = =X fW + fW, X] y
[V, fW] =V fW + f[V,W], sustituyendo y agrupando de forma conveniente obtenemos

VIW, X))+ VX, W)+ XH(V.W) =XV, IWV)+ f{2(DyvW, X) - VW, X)+ XV, W)}
=2V fW + fDyW, X).
Entonces por la unicidad 2{Dy (fW), X) = (V)W + fDyW, X) y en consecuencia
Dy(fW) = (V)W + fDyW.
Para probar (D4) iniciamos de la siguiente forma
2(DyW, X) = VIW,X)+W(X,V)—-X(V,W)
_<V> {Wv X]> + <W7 [Xv V]> + <X7 [Vv W]>

2(DwV, X) = WV, X)+V(X, W) - X(W, V)
—(W [V, X]) + (V. [X, W]) + (X, [W, V]).
Restando las igualdades anteriores
2(DyW, X) =2(DwV, X) = (X, [V,W]) +([V,IW], X)
(V. W], X) + (V. W], X)
= 2([V, W], X).
Por tanto, [V, W] = DyW — Dy V.
Para probar D5), de la formula de Koszul
2(DxV, W)y = X(VW)+ V(W X)—-W(X,V)
—(X, [V, W]) + (V. [W, X]) + (W, [X, V]).
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2ADXW, V) = X(W,V)+W({V,X)—V(X,W)
_<X7 [I/V, V]> + <Wv [‘/7 X]> + <V7 [X7 W])

Sumando las igualadades anteriores
2(DxV, W) + (DxV, W) =2X(V,W).
Obtenemos el resultado.
X(V,W) =(DxV, W)+ (DxV,W)
Para la linealidad de W, tomamos f € F(M), entonces

2Dy (fW), X) = V(W X)+ fW(X,V) = X{V, fW)
—(V. W XT) + (WX V) 4+ (X [V fW).

Utilizamos las propiedades de los tensores

2Dy (fW), X) = V(fW,X)+ fW(X,V) = X(V, fW)
—(V,(fW, X] =W X)) + (fW, [ X, V]) + (X, (VW + f[V,W])).
= VW, X)+ [W(X,V) = X[(V,W) = [V, [V,W])
V. XfW) + f(W X, V]) + (X, VW) + f(X, [V, W]).
= 2f(DyW, X).

Finalmente para la linealidad en V, tomamos a € R

2Dy W, X) = aV(W,X)+W(X,aV) — X(aV, W)
—(aV, [W, X]) + (W, [X, aV]) + (X, [aV, W]).
— AV, X) + aW(X,V) — aX(V,W) — aV,[W, X])
+HV, XaW) + oW, [ X, V]) + (X, VaW) + (X, [V, W]).
— 2a(DyW,X) D

Definicién 4.8 Sea z!,.... 2" un sistema coordenado en un entorno % de una variedad
semi-riemanniana. Los simbolos de Christoffel para este sistema coordenado son las funciones
con valores reales Ffj en % tal que

Dy, (9;) = ZPZ@k (1<4,7<n).
k

Ya que [0;,0;] = 0, se deduce de (D4) que Dy, (9;) = Dy, (9;), por lo tanto I'}; = T'%;.

J 3
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La conexién D no es un tensor, entonces los simbolos de Christoffel no obedecen la regla
usual de las tansformaciones de los tensores bajo el cambio de coordenadas.

Proposicién 4.2 Para un sistema de coordenadas x*, ..., x" en U,

(1) Do, (S W) = ¥ { Wk + 5, TEW L 6

donde los simbolos de Christoffel estan dados por

Demostracién :

1. Tomando V =0;, X =0; y f =Y. W y sustituyendo en D3)
Do, (> W70;) = 0, W70;) + Y W(Dy,0;)
J
y por la definicion de los simbolos de Christoffel
Dy, (Y _W;) = 0,()_Woy) ZWJ Zrk Ok)
y por la linealidad de la derivada covariante

Dy, (Y W) = 0:(W'0y + W20y + ... + W"0,) +ZWJZF’“8k
agrupando de manera conveniente
) 0 & k
Dy,(Y_W'0;) = ; {axz’W + WJFU} O

2. Tomando V = 0;, W = 0; y X = 0,, y sustituyendo en la formula de Koszul

2(D5,0;,0p) = 0i(0j,0m) + 0i(Om, 0j) — Om(0;, 0;)
—(0;, 05, 0m]) + (0}, [Om, Oi]) + (O, [0:, 05])-

de la definicion anterior tenemos que los corchetes son cero, es decir [0;,0;] =0
2(Dp,0;,0m) = 0i(0;, Om) + 0j(Opm, 0i) — 0m(0;, 9)

usando la definicion de los simbolos de Christoffel y las componentes

Z Fk ak, 8 gjm + Biﬂ Gim — =2 Z szgam
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Aplicando ) g™ a la igualdad anterior, tenemos

0 0 0
E mk E a . L ..
qg (2 - Fijgam - aﬂflgjm 01:j 9im 0$mgzg>

1 0 0 0
k - § mk . . —

Usando (D1) podemos calcular cualquier Dy W en entornos coordenados por la primera
formula anterior, mientras que la segunda férmula es la descripcion en coordenadas de como
determinar el tensor métrico en la conexiéon de Levi-Civita.

Lema 4.3 La conezrion natural D de la definicion 4.6 es la conexion de Levi-Civita de un

espacio semi-euclidiano R para todo v = 0,1,...,n. Relativo al sistema de coordenadas en
Rn
14

_ _J -1 para 1<j=<v,
1. gij = 0i;¢5, donde 5]—{ 41 para v+1<j<n,
ko
2. I, =0,

para todo 1 < 1,7,k < n.
Demostracién :

1. Es esencialmente la definicion del tensor métrico de R}. Para probar que D es una
conexidn de Levi-Civita de R}, hay que comprobar (D1) — (D5).
Para comprobar D5). Sabemos que (V,W) =>"&,V'W", entonces

X(V,W) = D aX(VHW +> VX (W)
= (DxV,W)+(V,DxW).
Las demds propiedades se prueban de manera andloga.

2. De la proposicion 4.2 sabemos
1 0 0 0
rk = = mik . P — .

1 0 0 0
Fk = 35 mk “Uimem a_ Yimem T 5 UVijcy
i 5 ;g {axléj Em + (%UJ(S € axméjej}

k

Esto se cumple ya que los g;; son constantes O
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Un campo vectorial V' es paralelo siempre que su derivada covariante Dx V' sea cero para
todo X € X(M). Asi, la anulacion de los simbolos de Christoffel en el lema significa que los
campos de coordenadas naturales del vector en R son paralelos.

En general, los simbolos de Christoffel de un sistema de coordenadas mide el fallo de los
campos vectoriales de coordenadas para ser paralelo.

Ejemplo 4.1 (Coordenadas cilindricas en R?) Sean r,p,2 las coordenadas cilindricas
en R® como se indican en la figura. Entonces (r,p,z) es un sistema coordenado en el se-
miplano x > 0, y = 0.

Las funciones de coordenadas estdn bien definidas y existe un mapeo inverso dado por

T = TCOoSsp,

Yy = rsinp,

z=2z.

Entonces por el teorema de la base

0, = cosp0d, + senpdy;

ﬁQJ
I

rU, donde U = —senyp0, + cosp;
0. = 0..
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Para calcular el elemento de linea debemos encontrar las componentes que lo conforman, para
ello hacemos uso de la siguiente formula

8:76,
Z 835 f

Entonces

dx = cos dr — rsin pdp

dy = sin pdr + r cos @dp

dz = dz

Si sustituimos en la ecuacion del elemento de linea obtenemos

ds* = da*+ dy* + d2?
ds* = dr* +r’dp?* + dz*

Retomando que el tensor metrico esta dado en términos de una forma cuadratica, y ya te-
niendo sus elementos, nos queda

g1 912 Gi3 1 0 0
g= 1|9 Ggoo Gz | =0 r* 0
931 932 933 0 0 1

Entonces g11 = g33 = 1, ga2 = %, y gi; = 0 para todo i # j.
Calculamos los simbolos de Christoffel para este sistema coordenado, por supuesto haciendo
uso de las componentes del tensor

5 f 0 ) 9
v {&wg] " 52? axmg]}

F2 = 112 2 _|_£ _2 _|_122 2 _|_£ _i
12 — 29 87’921 &pgn 8rg12 29 8r922 8@912 &pgm

1 5[0 0 0
+59 923 + 7—013 — 7912

2 or Oy 0z
1 0

I, = 5922{57"2}
1 1

I, = 5(2r)=

272
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Ya que los simbolos de Christoffel son simetricos, entonces I3, = T3 = %

L 1 40 0 0 1,0 0 0
Iy = 59 8_921 + =021 — =022 ¢ + =9 922+ 7922 — 7922
© e

2 or 2 Op dp Oy
1 5[0 0 0
+§9 {%923 + %923 - @922}
= L2l
ry, = 1(—27“) = —.
22 7

En particular es un sistema coordenado ortogonal; esto es, los campos vectoriales de coordena-
das son mutuamente ortogonales. Cdlculos directos muestran que los simbolos de Christoffel
de las coordenadas cilindricas son cero excepto I}, = —r y T3, = T3, = 1/r. Por lo tanto,
todas las coordenadas covariantes son cero, excepto

Dar (aeo) - F%2ar + F%QE)@ + F:{)2az
1
= ;(‘)@

1
= ;(—r sin @0, + r cos 0,)
= —sinpd, + cos pd,.

Dy, (0,) = T30, +T13,0,+ 15,0,
= —ro,
= —r(cos pd, + sin@d,)
= —rcospdy — 1sind,.
De nuevo por la simetria de la deriwada covariante

Dy, (0,) = Dy, (0,) = — sin 0, + cos ¢,

Estas formulas son consistentes con lo que podemos ver en la figura.
Dado que 0. es también un campo vectorial de coordenadas naturales que debe ser paralelo.
Igualmente esperamos Dy, (0.) = Dy, (0,) = 0, ya que 0, y J,, permanecen paralelos a medida
que el punto p se mueve en la direccién de z.
La derivada covariante Dy puede extenderse para operar en campos tensoriales arbitrarios.
De hecho (D2) y (D3) son exactamente lo que se necesita para aplicar el teorema 4.1.

Definicién 4.9 Sea V un campo vectorial en una variedad semi-riemanniana M. La (Levi-
Civita) derivada covariante Dy es el inico tensor derivacion en M tal que

Dyf=Vf  paratodo f € F(M),
y DyW es la derivada covariante de Levi-Civita para todo W € X(M).
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Si A € T(M) entonces el (r,s) campo tensorial Dy A es F(M)—lineal en V € X(M). De
hecho, por corolario A.1 basta comprobar que los tensores derivaciéon Dy gw y fDy + gDw
son equivalentes en F(M) y X(M). Pero la primera es definicion y la segunda es (D1). Esta
observacion justifica la siguiente definicion.

Definicién 4.10 La diferencial covariante de un (r,s) tensor A en M es el (r,s + 1) tensor
DA tal que

(DAYO,....0", Xy, ..., X, V) = (DyA)O,....07, Xy,..., X)

para todo V, X; € X(M) y ¢ € X*(M).

En el caso excepcional, r = s = 0 la diferencial covariante de una funcion f es la diferencial
usual df € X*(M), ya que

(DfY(V)=Dyf=Vf=df(V) paratodoV € X(M).

DA es simplemente una manera conveniente de recoger todas las derivadas covariantes de A.
Al igual que para un campo vectorial, un campo tensorial A es paralelo siempre que su dife-
rencial covariante sea cero, esto es, Dy A = 0 para todo V' € X(M). Por ejemplo, utilizando
la regla del producto resulta que (D5) es equivalente al paralelismo del tensor métrico g.

Si A € TL(M) las componentes de DA relativas a un sistema coordenado son denotadas por
Ai~1 ..... i‘T = (a/auk)All ..... i.r

J15--50s3 J1yeesds”

Ejemplo 4.2 Calculamos los simbolos de Christoffel de la esfera.
La formula de los simbolos de Christoffel es

1 0 0 0
k mk _ _—
% = B E :9 {&Eigjm t g 9im aa:mgij} '

y la métrica inducida mediante el pullback es

ds* = a*dh* + a*sen?0dy?.
Tenemos que encontrar
1 1 _ il 1 2 2 2 2
F117 F12 _F217 1—\227 F117 F12 _F217 F22'

Calculamos por ejemplo T}, = Ffw y para ello utilizamos las componentes del tensor

g g2 | _ | @ 0
8 921 922 0 a?sin®0dp?
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1 0 0 0
F%z = 5911 {%921 + %921 — %922}

_+_1 21 i _|_i _i
29 8(,0922 8g0922 890922

R O
= 2a2{ 89(a sin 9)}

1
= ﬁ(—Zaz sin  cos 0)
a

'yl = —sinfcosb.

De la misma forma se calculan los restantes.

Cuando hacemos todos los cdlculos finalmente para R? obtenemos que todos los simbolos de
Christoffel con cero, de manera que la derivacion parcial coincide con la derivacion covarian-
te, como esperdbamos.

Ejemplo 4.3 El teorema de Whitney nos dice que toda variedad diferenciable admite una
métrica. La idea es sencilla: como toda variedad M admite una inmersion f : M — R™ en
un espacio euclideo de dimension m, entonces f*h es una métrica de Riemann en M donde
h es la metrica ordinaria de R™.

Dada una variedad de Riemann (M, bf g) siempre podemos construir una conexion V com-
patible con la métrica V, =0, y libre de torsion, T(V) =0 a la que llamaremos conexion de
Levi-Civita.

La condicion be g= 0 hace que

X(bf 9(Y,2)) = bf g(VxY, Z) + bf g(Y,VxZ).
Si las escribimos tres veces permutando los campos X, Y, Z, obtenemos
X(bf g(Y,Z)) = bf g(VxY, Z) + bf g(Y,VxZ)

Z(bf (X, Y)) = bf (V2 X,Y) + bf (X, V2Y)
Y (bf ¢(X, 2)) = bf g(Vy X, Z) + bf g(X,V,Y).

Sumando las dos primeras, restando la dltima y aplicando T (V) = 0, es decir, que VxY —
VyZ = [X,Y], tenemos

X(bf g(Y,2)) + Z(bf 9(X,Y)) =Y (bf 9(X, 2)) = bf g([X,Y],Z2) + bf g(|Z,Y], X) + bf g([X, Z],Y)
+2bf (V2 X,Y)

despejando tenemos

2] (V2 X,Y) = SIX(7 oY, 2)) + Z(0f X, Y) + Y (bf 9(Z, X)) = bf o([X, Y], 2)
= —([Z,Y],X)—i—bfg([X,Z],Y))}.
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Si (U, (x%)) es un abierto de coordenadas en (M, bf g), veamos la expresion de los simbolos

de Christoffel de la conexion de Levi-Civita V.

En la expresion anteror hacemos Z = 25, X = 2= Y = -2 y como el corchete de Lie para
oxt’ oxd’ oz

estos campos es cero, entonces

o 0 1.0 0 0
2bf g(V o — ) = 5{%%# + %gjr + %Qij}

227 Oz Ox”

es decir
1.0 0 0
Fl"iT:__-ir —9ir + =—0i;
is9 2{(%39 + 8:1;19] 8:707“9]}
y utilizando la matriz inversa g de g;; resulta

. 1.0 0 0 ,
Féjgirg b= Fijézk = Ffj = 5{@%% + %gjr + %gzj}g k.

Por lo que los simbolos de Christoffel se obtienen a partir de la métrica y de sus primeras
deriwadas.

Definiciéon 4.11 Sea M una variedad diferenciable. Llamaremos campo tensorial métrico o,
stmplemente, métrica sobre M a cualquier campo de tensores 2-covariante simétrico bf g sobre
M. En este caso se dice que la métrica g es:

1. riemanniana si g, es un producto escalar euclideo de T,(M) para todo p € M.
2. lorentziana si g, si es un producto escalar lorentziano de T,(M) para todo p € M.

3. semi-riemanniana si g, es un producto escalar de T,(M) con indice s constante para
todo p € M*

Ejemplo 4.4 La métrica riemanniana usual de R" es

n

go=dr' @dr' +... +dr" @da" = Z(dmi)2.

i=1
Andlogamente, la métrica lorentziana usual se define como

gr = —dz' @ dz' + d2® @ d2® + ... + d2" ®@ da" = —(dz")* + Z(dmi)z.

=2

1Si M es conexa entonces la condicién de que la métrica sea no degenerada implica que el indice sea
constante.
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Ejemplo 4.5 Sea S una subvariedad de R™. Como T,(S) es un subespacio de T,(R™) para
todo p € S, la métrica usual gy de R™ puede restringirse a T,(S) para proporcionar un
producto escalar euclideo gg sobre cada T,(S). Es decir

g5 T,(S) x T,(S) — R
(v,w) = go(v,w).

El campo de tensores g° sobre S asi determinado es una métrica riemanniana. Esto ocurre,
por ejemplo, en la esfera bidimensional S* C R3 (asi como en cualquier superficie de R3),
sobre la que se puede inducir la métrica usual de R®. Con mds generalidad, para cualquier
variedad riemanniana (M, g), su métrica puede inducirse por restriccion a cualquier variedad
suya S, generdndose asi una nueva variedad riemanniana (S, g°).

Observacion 4.1 En el ejemplo anterior, si la métrica de partida g fuera semi-riemanniana,
habria que tener la precaucion de que el campo de tensores inducido g° sobre la subvariedad
no degenerase en ningun punto. Con esta restriccion, (S, g°) también es una nueva variedad
semi-riemanniana, aunque no necesariamente del mismo indice que (M, g).

Ejemplo 4.6 Consideremos sobre R?* un campo de tensores arbitrario
bf 9= gui(z,y)da* + gia(w,y)(do @ dy + dy ® daw) + gao(w, y)dy’.

Si el determinante
911(%@ 912(3573/)
921(% y) 922(% y)

es distinto de 0 en todo punto de R? entonces g es una métrica semi-riemanniana.

Si el determinante es mayor que 0 y g11 > 0 entonces g es riemanniana.

Finalmente, si el determinante es menor que 0 entonces g es lorentziana.

FEsto se mantiene aun cuando (x,y) representaran coordenadas de cualquier variedad bidi-
mensional (en el abierto donde estén definidas). El criterio para comprobar cudndo es rie-
manniana se generaliza fdcilmente a dimensiones superiores.

Ejemplo 4.7 Consideremos dos variedades semi-riemannianas (M, g), (N, q).
Para la variedad producto M x N se tiene la identificacion natural T(, (M x N) = T,(M) x
Ty (N), de modo que cada vector tangente en (p,p’) se puede ver como un par (vy,v,,) €

T,(M) x T,y(N). De modo natural, podemos considerar g y g’ como tensores métricos sobre
M x N vy definir

(g + g,)((vpﬂ U;,)’)v (wP7 w;’)) = g(UZ” wl’> + g/(vllf’ w;")'

Por tanto, g + g’ es una nueva métrica semi-riemanniana cuyo indice es la suma de los
indices de g y ¢’ (en particular, si ambas son riemannianas entonces g+ ¢’ también lo es). Si
h,f € F(MxN), h>0,f>0 entonces hg+ fg' es también una métrica semi-riemanniana.
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Ejemplo 4.8 (Onda plana en coordenadas locales.) Para el caso de la onda plana, la
métrica estd dada por

g=du®dv+ F(x', 2*)du ® du + dr' @ do' + dr* @ da?

esta tiene una representacion matricial dada por

o

I
SO O
OO - O
— o o
O = OO

Con F = F(x',2?).
Calcularemos los simbolos de Christoffel para este tensor, los cuales estin dados por la ex-

Presion:
1 0Gmi  OGmj  0gij
Fk — - km m-z @] . ij
" 229 (5@] * ozt OJx™

en donde g"™ son las componentes de la matriz de los coeficientes de la base dual, que
estd dada por la inversa de g=1. Asi, necesitamos calcular g=*.
Recordando que

g Jet() dj(g)
Tenemos entonces que
100 0
L o100 o0
& “looo 1
00 1 —F

Ahora que ya tenemos las componentes inversas del tensor g, podemos calcular los simbolos
de Christoffel, entonces

11 47 | 9931 Ogs1  0Ogss 1 15 | Ogz2  Ogs2 0Ogs3
r Z _ - _
33— 2&/ ou ou  Ox! +2&,—/ ou Oou  Oz?
=1 Vv ~ -0 \Y™~ =~
= -0 =0 -0
L os (0933 Ogss  Ogss
2&/ ou ou ou
=0
1 0F
T = 20!

Cilculos directos nos permiten encontrar los restantes simbolos de Christoffel, y para estd
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métrica son:

My = 320,

F§3 = _%%7

Fgl = Fils = %%7

F%zs = §2 - %%7

I = 0, para el resto de los casos.

Para finalizar debemos encontrar la conexion de Levi-Ciwita de esta curva plana, y lo hacemos
utilizando la definicion.

4
Do, (0p) = Y ThHop= T4, Oy + IF) O + T 0+ T, 0,
=0 =0 =0 =0

Dy, (0,) = Zr O = Ty 0, + T2 0,2 + E/ Oy + T'150,
=0 =0 =0
1 8F
= 20,
2 0zt

De manera andloga se calculan las restantes coordenadas covariantes, que son:

Dawl (0p) = Daﬂ (0p2) = Dy, (0,) =0,
10F 10F
Da0) = ~55;2% = 55a%
Dazl (8352> = Dazz (axl) =0,
10F
D811 (au> - -Dau(azl) - 5%8'07
D311 (av) = Dy, (afﬂl) =0,
10F
Dy ,(0u) = Doy, (0,2) = 5@@”
Do,(8,) = Do (0,2) =0,
D, (0,) Dy, (0,) =0



Apéndice A
Tensores

La nocién de campo tensorial generaliza la funcion real, campo vectorial y 1-formas; y
por lo tanto proporciona los medios matematicos de describir objetos méas complicados en
una variedad.

Los tensores se dan en muchas formas, pero su propiedad caracteristica es siempre la
multilinealidad. La definicién que utilizamos de tensores se convierte facilmente en la des-
cripcion clasica de coordenadas del tensor.

Los tensores sobre una variedad diferenciable son a los tensores sobre un espacio vectorial lo
que un campo de vectores es a un vector tangente.

La ultima parte del capitulo trata de la generalizacion del producto interno en la cuél se
basa la geometria semi-riemanniana.

Definiciéon A.1 Una I-forma 0 sobre una variedad M es una correspondencia que asigna a
cada punto p € M un covector 0, € T (M).

Decimos entonces que, si 7* : T'M* — M es la proyeccién canoénica del fibrado cotangente

en M, entonces una 1-forma es una aplicacion 0 : M — T M* tal que n* o6 = 1,,. La 1-forma
se dice diferenciable si es una aplicaciéon diferenciable de M en T'M*. El conjunto de las
1-formas diferenciables serd denotado por X*(M).
En otras palabras, toda 1I-forma puede interpretarse, de una manera natural, como una
aplicacion entre el conjunto de los campos de vectores diferenciables X(M) y el conjunto de
las funciones continuas, lo que nos conduce a caracterizar las 1-formas diferenciables 6 como
aquellas para las que #(X) es una funcion diferenciable, siempre que X sea un campo de
vectores diferenciables. Es decir:

Proposicion A.1 Sea M una variedad diferenciable. Una 1-forma 0 es diferenciable si y
solo si, 0(X) € F(M) para todo campo X € X(M).

En el conjunto de las I-formas diferenciables sobre M podemos definir dos operaciones
naturales, la suma y el producto por funciones diferenciables, de la manera siguiente:
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Suma: Si 0,w € X*(M) entonces § +w : X(M) — F(M) estd definida por
(0 +w)(X): M =R, (0+w)(X)(p)=0p(Xp) + wp(X,)
Producto: Si 0 € X*(M) y f € (M) entonces f0: X(M) — F(M) esta definida por

(fOX) - M =R, (fO)(X)(p) = f(p)0p(X})

Con las dos operaciones anteriores, el conjunto X*(M) admite estructura de modulo! sobre
el anillo §(M) de las funciones diferenciables.

Entre los covectores tangentes existen unos que son especiales, y son aquellos que provienen
de una funcién diferenciable. Si f : M — R es una funcion diferenciable y p es un punto
de M, podemos pensar en la aplicacion diferencial df, como un covector en p, después de
hacer la natural identificacion entre el espacio tangente Ty, R y R. Esta interpretacion nos
permite considerar la I-forma df, que a cada p le asocia la aplicacion diferencial df,, y que
se denomina la diferencial de f.

Proposicion A.2 Sea M una variedad diferenciable y f € F(M) una funcion diferenciable.
Entonces df es una I1-forma diferenciable.

Esta manera de construir 7-formas nos conduce a definir una aplicacién d entre las fun-
ciones diferenciables F(M) y las I-formas diferenciables X*(M), denominada la aplicacion
diferencial y que posee interesantes propiedades:

Proposicion A.3 (1) d: F(M) — X*(M) es R-lineal.
(2) Si f,g € F(M), entonces d(fg) = gdf + fdg.
(3) Si feF(M) yheFR) entonces d(h(f)) = h'(f)df.

La siguiente definicion cubre los dos casos principales que necesitamos: el modulo X(M)
sobre (M), y el espacio vectorial T,(M) sobre R. Sean Vi, ..., V; médulos sobre el anillo
K. Entonces V] x ... x V; es el conjunto de todas las s-uplas (vy,...,vs) con v; € V;. La
definicion componente a componente habitual de suma y multiplicaciéon por un elemento de
K hace a V} x ... x V; un modulo sobre K, llamado producto directo (o suma directa y la
notacion x es reemplazada por @).

Si W es un modulo sobre K, una funcion

A Vix. ... xVy,—=W

es K-multilineal si A es K-lineal en cada espacio, esto es, para 1 <i < sy v; € V; (i # j),
la funcién
v — A(Ul, ey Vi1, U, V541, - v s ,’Us>

! Generalizacién de espacio vectorial sobre un cuerpo, donde los escalares son los elementos del anillo y
donde esta definida la multiplicacion entre elementos del anillo y el médulo
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es K-lineal.

Si V' es un modulo sobre K, sea V* el conjunto de todas las funciones K-lineales de V' a K.
La definicion usual de adicién y producto de funciones por elementos de K hace a V* un
modulo sobre K, llamado el mddulo dual de V.

SiV; =V para 1 <1i<s, lanotacion V; x ... x V; es abreviada a V?.

Definicién A.2 Para enteros r > 0, s > 0 diferentes de cero, una funcion K-multilineal
A: (V) xV* = K es llamado un tensor de tipo (r,s) sobre V.
(Aqui, entendemos A:V®* - K sir=0,y A: (V") — K sis=0).

El conjunto T%(V') de todos los tensores de tipo (r, s) sobre V' es un modulo sobre K, de
nuevo con la definicién de suma y producto de funciones por un elemento de K.
Un tensor de tipo (0,0) sobre V' es simplemente un elemento de K.

A.1. Campo tensorial

Introducimos a continuacion los campos tensoriales de tipo (r, s) sobre una variedad M
como las aplicaciones §(M )-multilineales de X*(M) x X(M)* en F(M).

Definicién A.3 (1) Un campo tensorial A de tipo (r,s) sobre una variedad M es una apli-
cacion §(M)—multilineal A : X*(M)" x X(M)* — F(M). Diremos que A € T.(M).

(2) Un campo tensorial covariante de orden s sobre una variedad M es una aplicacion

§(M)—multilineal A : X(M)* — F(M).

(3) Un campo tensorial contravariante de orden r sobre una variedad M es una aplicacion

S(M)—multilineal A : X*(M)" — F(M).

Ejemplo A.1 La funcion evaluacion E : X*(M) x X(M) — F(M) es dada por E(0,X) =
0X. Naturalmente E es §(M)-lineal en cada espacio, por lo que es un campo de tensores en
M de tipo (1,1).

Ejemplo A.2 Toda 1-forma 0 puede considerarse un tensor de tipo (0,1).

Ejemplo A.3 Todo campo de vectores diferenciable puede interpretarse como un tensor de
tipo (1,0), considerando X : X*(M) — F(M) definido por X (0) = 6(X).

Cuando disponemos de varios tensores los podemos operar de diversas maneras. Las ope-
raciones son las siguientes:
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Suma : Sean A, B € TL(M), entonces A+ B : X*(M)" x X(M)* — F(M) se define como
sigue:

(A+B)O',...,0", X1,...,X,) = A0, ...,0", X1,....,X,) +B@,...,0", X1,...,X,).

Note que A+ B € §(M).
Producto por funciones : Sea A € T(M) y f € F(M). Definimos fA : X*(M)" xX(M)* —
§(M) por

(FAY(O,...,0", X1,....X,) = f-A0,...,0",X1,...,X,)

de igual forma notar que fA € T(M).

Producto : Mientras que s6lo podemos sumar dos tensores del mismo tipo, podemos realizar
el producto de dos tensores de cualquier tipo. Sean A € /(M) y B € T, (M). Definimos
A® B : X (M) x 2(M)*+s" — F(M) por

(A ® B)<917 s 70r+7'/7X17 s 7Xs+s’)
= A0Y,...,0", X1,..., X)) -BO 0 X, Xy

Puede probarse que A® B € T;i;f(M) La operacién ® se denomina producto tensorial.

Como toda funcion diferenciable f puede considerarse un tensor de tipo (0,0), entonces si
A € TI(M) se tiene que
fRA=A® f=fA.
Proposicion A.4 1. El producto tensorial ® es F(M)—bilineal.
2. El producto tensorial @ es asociativo y no conmutativo.

3. SifeFM), AcT(M)y B eI, (M), entonces

f(A® B)=(fA)®@ B=A® (fB).

Asi, si A es también de tipo (0,0) el producto tensorial se reduce a la multiplicacion
ordinaria en §(M).
Evidentemente, el producto tensorial es §F(M)-bilineal, es decir

(fA+gAY® B=fA® B+ gA'® B,

con una identidad similar para B. Ademés, es inmediato a partir de la definicion que el
producto tensorial es asociativo. Sin embargo, el producto tensorial generalmente no es con-
mutativo. Por ejemplo, en un entorno coordenado

(de' @ dz?)(01,0,) = da'(0))dx?(ds) =
(do? @ dx')(01,0,) = da*(0y)dx' (D)

Y

1
0,



70 A. TENSORES

asi que dz' ® dv? # da? ® dat. Por otra parte, las funciones conmutan con todo:

fIA®B)= fA® B=A® fB.

Tensores de tipo (0, s) se dice que son covariantes, mientras que el tensor de tipo (r,0)
con r > 1 es contravariante. Por ejemplo, las funciones reales y I1-formas son covariantes;
los campos vectoriales son contravariantes.

Un (r, s) tensor es un tensor mixto si r, s son diferentes de cero.
Observe que la definicion de producto tensorial muestra que si A es covariante y B es con-
travariante, entonces A® B = B ® A.

A.2. Tensor en un punto

Si V es un espacio vectorial y V* denota el espacio vectorial dual, entonces los tensores
de tipo (r,s) sobre V son las aplicaciones multilineales t : V*" x V¥ — R. El objetivo de
esta seccion es mostrar que todo campo tensorial sobre una variedad diferenciable M puede
interpretarse como una aplicacién que asigna a cada punto p de M un tensor en su espacio
tangente. Al igual que para un campo vectorial o de una 1-forma, cualquier campo tensorial
A en M de hecho puede ser visto como un campo en M, la asignacion de un valor A, en
cada punto p € M. El hecho esencial es que cuando A se evalia en una I-forma o un campo
vectorial de una funciéon de valor real

A, ..., 0", X, ..., Xy),

el valor de esta funciéon en un punto p € M no depende de la totalidad de cada 1-forma o
campo vectorial, o incluso en sus valores en un entorno de p, sino Gnicamente de los valores
en el mismo punto p.

Formalmente:

Proposiciéon A.5 Seap € M y A € T (M). Sea gr,....0m yo',. .. 0" 1-formas tales que
0, = 0", (1<i<r). Sea X1,..., X,y Xi,..., Xy campos vectoriales tales que X;|, = X;l,
(1 <j<s). Entonces

A@Y,.. 0, X0 X)) = A .07 X, X)) ()

la prueba serd facil una vez establezcamos el siguiente resultado.

Lema A.1 Si cualquiera de las 1-formas 0,...,0" o campos vectoriales X, ..., X, es cero
en p, entonces

A, .07, X1, X)(p) =0

Demostracién :
Supongamos que X,|, = 0.
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Sea x', ... 2" un sistema de coordenadas en un entorno % de p. Entonces X, =Y X'0; en
U, donde X' = X' € F(U). Sea funa funcion bache en p con soporte en U .

A continuacion como de costumbre fX' es una funcion suave en todo M, y andlogamente
f0; € X(M).

Por lo tanto

fRPA0, ... X)) = A@6Y,..., f*X,)
= A(0',....)>  fX'f0;)

n

= Y XA, f0,).

=1

Ya que Xi|, = 0, cada X'(p) = 0; ademds f(p) = 1.2 Por lo tanto, de la evaluacion de la
formula anterior en p tenemos A(0', ..., X,)(p) = 0. a

Demostraciéon de la proposicién anterior:
Para mayor claridad supongamosr =1, s = 2.
Consideremos la siguiente identidad telescopica (extensible de alguna manera para cualquier
T, S).

A0, X,Y)— A0, X,Y) = AB—-0,X,Y)+ A0, X — X,Y)
+A0,X,Y —Y).

Por hipdtesis  — 0, X — X yY —Y se cancelan en el punto p. Por lo tanto, por el lema
anterior,

A(é,X,Y)(p) = A(0, X,Y)(p). O

Se desprende directamente de la proposicion A.5 que un campo de tensores
A € TI(M) tiene un valor A, en cada punto p de M, es decir, la funciéon

Ap (T (M)")" x (T,(M))* = R

se define como sigue.
Sial,...,a" € T,(M)*y x1,...,xs € T(M), sea

Ayat, A xy,w) = A0 00 X, X (p),

2Dado un entorno % de un punto p € M, existe una funcion f € F(M), llamada funcién bache en p, tal
que

1. 0< f<lenM,
2. f =1 en algin entorno de p,

3. soportef € U.
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donde 6',...,0" son cualquiera de las I-formas en M tal que 0’|, = o (1 < i < r)y
X1,..., X son los campos vectoriales tales que X;|, =2 (1 < j < s).

Es facil comprobar que la funcién A, es R-multilineal; entonces, por la definicion A.2 es un
(r,s) tensor sobre T,,(M). Por lo tanto podemos considerar A € T7(M) como un campo de
asignacion sin problemas a cada p € M, el tensor A,,.

Al igual que un campo vectorial es una secciéon lisa del haz de tangentes T'M, un campo
p — A, es una seccion lisa del (r,s) haz de tensores, este tltimo se obtiene, mas o menos,
mediante la sustitucion de cada T,(M) en T'M por el espacio T,(M)’ de (r,s) tensor sobre
T,(M). A la invesa, una seccion transversal lisa, es decir p — B, € T,(M)3, por simplicidad,
surge del unico tensor B € T3(M) dado por

B(0,X,Y)(p) = By(0y, X, Y})

para todo punto p, I-forma 0,y campos vectoriales X, Y. (Que la seccion es suave significa
que el valor de B esta en §F(M).)

En particular, la interpretacion de la seccién transversal muestra que si A € TL(M) y % es
un conjunto abierto de M, entonces la restriccion A|% de A a %/ es un campo tensorial bien
definido en % .

A.3. Tensor componente

En esta parte vamos a generalizar a campos tensoriales las ecuaciones que nos daban las
componentes de un campo de vectores o de una 1-forma en funcion de las bases canonicas
asociadas a un sistema de coordenadas. Surgen, de este modo, las componentes tensoriales,
que identifican univocamente el campo tensorial del que proceden y permiten dar, al mismo
tiempo, la interpretacion clasica de los tensores en coordenadas.

Las formulas coordenadas X = > X(z")9; de un campo vectorial y para una I1-forma 6 =
> 6(0;)dz’ se puede extender facilmente a un campo tensorial arbitrario.

Definicion A.4 Sea & = (x',...,2™) un sistema de coordenadas en % C M. Si A € (M),
entonces las componentes de A con respecto a & son las funciones reales

Ai.h.“’ir == A(dl‘11, oo 7dl.ir’ ajla A 78js) en %

J1yeeeds

donde todos los indices varian de 1 a n = dimM.

Note que, para (0,1) tensor, es decir, una I-forma, estos componentes son exactamente
los de la formula 0 = > 60(0;)dx'. Para ver que el acuerdo correspondiente es valido para
un campo vectorial X debemos usar su interpretaciéon como un (1,0) campo tensorial. Por
la definicion anterior, la i-ésima componente de X relativa a & es X (dz'), que se interpreta
como dz'(X) = Xa'.
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Similarmente, cuando un (1, s) campo tensorial es dado en la forma A : X(M)® — X(M) sus
componentes se determinan directamente por la ecuaciéon

A(d;,,...,0 ZAlh .05,

ya que para su interpretacion A € T(M)
A(dl’j, 02-1, ce ,81'5) = dxj(A(&-l, cen 8“))

= Z Al1 77777 dxj k)

= Azlv-"ﬂs

La evaluacion de un campo tensorial en una I-forma y campos de vectores puede ser descrito

en términos de coordenadas. Por ejemplo, supongamos que A es un (1, 2) tensor. Escribimos
= > 0rdz® para una I-forma arbitraria y X = Y X%9;), Y = > Y7(9;) campos de

vectores arbitrarios. De la §(M)-multilinealidad de A obtenemos

A0, X,Y) =) A(da*, 0;,0)0: XY =Y ALOLX'Y.
1,3,k 1,7,k

Para un sistema fijo de coordenadas, las componentes de una suma de tensores son solo
la suma de las componentes (recordar que solo se anaden tensores del mismo tipo). Las
componentes de un producto tensorial estan dadas por
i1, ar+r _ $1,eeey i X i7'+17~~~:ir+r/

(A®B); o = Ag g - By
donde, es usual, todos los indices van de 1 a n = dimM. Para comprobar esta féormula,
supongamos que A es de tipo (1,2) y B es de tipo (1,1). Entonces A ® B es un (2,3) tensor
con componentes:

(A® B, = (A® B)(dz",da?,0,,0;,0,)

wp
= A(dl‘k, 81-, 8J) : B(dl’q, 8p)
= ALBI.

Sea £ un sistema de coordenadas en % C M. A continuacion, al igual que un campo vectorial
o I-forma, cualquier tensor tiene una expresion tnica en % en términos relativos a las
componentes de £. Supongamos por ejemplo que r = 1y s = 2. Entonces 0, @ do' ® dz’ es un
(1,2) tensor en % para todo 1 < 14,75,k < n. Afirmamos que si A es cualquier (1,2) tensor,
entonces

A= ZAk8k®dx ®@ds’  en %,

donde cada indice se suma de 1 a n. Ya que ambos lados son §F(% )-multilineales basta con
comprobar que tienen el mismo valor en dz™,d,,0, para todo 1 < m,p,q < n. Esto sigue
inmediatamente de
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(Or @ dz* @ da?)(dx™, ,, 0,) = dax™(Oy)dz" (0,)dx? (0,) = 0;*5. 67

prq’

donde equilibramos el indice para extender la delta de Kronecker

1 sz

N Y S i =7,
0 = 0i = 0y {o si Q.

En general:

Lema A.2 Sea z',..., 2™ un sistema coordenado en % C M. Si A es un (r,s) campo
tensorial, entonces en U ,

A= AP0, ... @0, @d) ®@ ... @ da”,

donde cada indice varia de 1 a n.

A.4. Contraccidon

No obstante, una de las operaciones mas destacables que podemos hacer con los tensores
es la contraccion, la cual transforma tensores de tipo (7, s) en tensores de tipo (r—1,s—1),y
cuya definicion general deriva del caso especial denominado contraccion (1, 1), que transforma
tensores de ese tipo en funciones diferenciables.

Lema A.3 Emiste una tnica funcion §(M)-lineal C : T{(M) — F(M), llamado (1,1) con-
traccion, tal que C(X ® 0) = 60X para todo X € X(M) y 6 € X*(M).

Demostracion :
Ya que es F(M)-lineal, C serd una operacidn puntual. En un entorno coordenado % del
(1,1) campo tensorial A puede escribirse como Y A'0; @ da?. Ya que C(0; ® da’) debe ser
dz?(9;) = 07, no tenemos mds remedio que definir

C(A) =Y A=) A(dz", ).

Entonces C conserva las propiedades de tensor en % . Para obtener la funcion global que se
necesita es suficiente demostrar que esta definicion es independiente de la eleccion del sistema
de coordenadas.
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Pero

m 0 B oz’
;A(dy ’83;_’”) B ;A( 8xz Z@y 3xﬂ)
B oy™ 8:63
L 9y 8y 8353

9
" Oz

Z7j7m

= ) 64 (d
2%
)
- . (]
or?

= Z A (dxi,
1
Evidentemente, la contraccion (1, 1) esta intimamente relacionada con la nocion de traza.
Extender la contraccion (1,1) a un tensor de tipo superior del esquema es especificar un
espacio covariante y un contravariante y aplicar C a estos dos espacios.
Supongamos A € T(M), 1 <i <ry1l<j<s. Fijamos I-formas 0, ...,0"!, y campos
vectoriales X1,..., X,_1. Entonces la funcién

0,X) = A@',....0,...,007  X1,...,X,..., X))
es un (1,1) tensor que se puede escribir como
A, .0 X, X ).
Aplicando la contraccion (1, 1) a este tensor produce una funcién de valor real denotada por
(CIA)O',....07 7 Xy, X ).

Note que CjA es §(M)-multilineal en este argumento. Por lo tanto es un tensor de tipo
(r —1,s — 1) lamada la contraccion de A sobre i, j.
Por ejemplo, si A es un (2,3) campo tensorial, entonces C3(A) es el (1,2) campo tensorial
dado por

(C3A)(0,X,Y) = C{A(-,0, X,Y,)}.

Relativo a sistemas de coordenadas, las componentes de C1 A estan dadas por

(C5A)5 = (C3A)(da*,0;,0))
= C{A(,dwk,@,aj,)}
= ZA m,dxk,ai,ﬁj,ﬁm)

= ZAZJWN
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donde utilizamos la féormula de coordenadas para C de la prueba anterior.

Si pensamos en un tensor de tipo (1,1) como una correspondencia que a cada punto p le
asigna un operador lineal A, sobre T},(M), entonces la contraccion (1,1) sobre A es la funciéon
diferenciable que a cada punto le asocia la traza del operador A,.

A.5. Tensor covariante

Un hecho basico de los covectores, que se generaliza a cualquier tensor de orden covariante
s > 0, es que toda aplicacion lineal entre espacios vectoriales V. y W induce una aplicacién
lineal entre los espacios T2(V) y T9(W). En exacta analogia, cualquier aplicacion diferenciable
f: M — N entre dos variedades diferenciables induce una aplicacion f* : T(N) — TU(M)
que a cada tensor covariante A sobre N le asigna un tensor del mismo orden sobre M, f*(A),
que se denomina el pullback de A mediante f.

Definicion A.5 Sea ¢ : M — N un mapeo suave. Si A € TX(N) con s > 1, sea

(0" A)(vy,...,v5) = A(dpvy, ..., dovy)
para todo v; € T,,(M), p € M. Entonces ¢*(A) es llamado el pullback de A por ¢.

En cada punto p de M, ¢*(A) da una funcién R-multilineal de 7,(M)* a R, esto es, un
(0, s) tensor sobre T,(M). Los célculos de coordenadas muestran que ¢*(A) es un campo
tensorial covariante y suave en M. En el caso especial de un (0,0) tensor f € §F(N), el

pullback de M se define como ¢*(f) = fo ¢ € F(M).

Notar que ¢*(df) = d(¢* f).
Las siguientes propiedades de la operacion pullback pueden ser facilmente verificadas.

Lema A4 1. Si¢: M — N es un mapeo suave, entonces ¢* : TU(N) — TU(M) es R-lineal
para cada s > 0, y
¢"(A® B) = ¢"(A) ® ¢*(B)

para tensores covariantes arbitrarios (0,s) y (0,t).

2. SiY: N — P es también un mapeo suave, entonces
(Y o¢) =¢ o : TY(P) = TY(M)
para cada s > 0.

Definicién A.6 1. Diremos que un tensor A € T3(M) es simétrico si A(z,y) = Ay, x),
Ve,ye V.

2. Diremos que un tensor A € T3(M) es antisimétrico si A(z,y) = —A(y,z), Vz,y € V.

En caso de tensores de tipo (0,2) se puede dar una definicion anéloga; en cambio, para
tensores tipo (1, 1) esto no tiene sentido.
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A.6. Tensor derivacion

El apartado anterior ha tratado del algebra tensorial, de ahora en adelante consideremos
el calculo tensorial.

Definicion A.7 Un tensor derivacion & en una variedad suave M es un conjunto de fun-
ciones R-lineales
D=9 T (M) —=ZT(M) (r>0,s>0)

tal que para cualesquier tensores A y B

1. 2(A®B)=9A® B+ AR 9B,
2. 9(CA) = C(ZA) para cualquier contraccion C.

Asi, 7 es R-lineal, preserva el tipo de tensores, obedece la regla del producto de Leibniz,
y conmuta con todas las contracciones.
Para una funcion f € F(M) recordar que fA = f® A; por lo tanto Z(fA) = (Zf)A+ fPA.
En el caso especial 7 = s = 0, 2 es la derivada en T5(M) = F(M) asi, como se discuti6 en
el capitulo 2, existe un tnico campo de vectores V € X(M) tal que

92f=Vf paratodo f e F(M).

Dado que la derivacion del tensor generalmente no es §(M)-lineal, el valor de ZA en un
punto p € M no se puede encontrar simplemente de A,. Sin embargo se puede encontrar a
partir de los valores de A en una vecindad pequena y arbitraria de p.

Esta propiedad local del tensor derivacion puede expresarse de la siguiente forma.

Proposicion A.6 St & es un tensor derivado en M y % es un conjunto abierto de M,
entonces existe un unico tensor derivacion Dy en U tal que

Dy (AU ) = (2A)|%  para todo tensor A en M.

(Do es llamado la restriccion de 9 a U, y en lo sucesivo se omite el subindice % .)

Demostracién :
Esquema de la prueba:
Sea Be T(U). Sip € U sea funa funcion bache en p, con soporte en % .
Asi fB € T(%). Se define
(-@02/3)10 = -@(fB)p'

A continuacion mostrar

1. Esta funcion es independiente de la funcion bache.
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2. D9 B es un campo tensorial suave en U .
3. Dy es el tensor derivacion en % .
4. Dy tiene la propiedad de restriccion habitual.

5. Dy es Unica. O
La formula de Leibniz (A ® B) = A ® B + A ® 2B puede ser reescrita como sigue:

Proposicién A.7 (Regla del producto) Sea Z el tensor derivacion en M. Si A € TL(M),
entonces

GIAWG,....07, X1,.... X,)] = (ZA)6,....00,X,,.... X,)

r

+Y AW, 90,07 Xy, X)
+Y A0 X, 9K, X).
j=1

(La situacidon de los paréntesis es crucial aqui, en el lado izquierdo se aplica a una funcion,
en el lado derecho del tensor A a 1-formas, y a campos vectoriales).

Demostracién :
Por simplicidad, sea r = s = 1. Afirmamos que

A0, X) =C(A®0® X),

donde C' es la composicion de dos contracciones. De hecho, con relacion al sistema de coor-
denadas A® 0 @ X tiene compontes A50, X", mientras A(6, X) =3 AL0; X7,
Ast

P(A0,X)) = 2C(AR0 X)
= C2(A®0 X)
= C(24000X)+C(A 200 X)+C(A®0® 2X)
= (24)(0,.X)+ A(20,X)+ A0, 2X). O

Para un (1, s) tensor expresado en una funcion §(M)-multilineal A : X(M)* — X(M) el
tensor derivacion obedece la regla del producto habitual, es decir,

D(AX,, ..., X)) = (ZA)(X,,..., X,)+ XS:A(Xl, DX LX),
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Ambas versiones de la regla del producto se resolveran con frecuencia para el término que
implica ZA. Esto da una formula para & de un tensor arbitrario en términos de &, aplicado
unicamente a funciones, campos vectoriales y I-formas. Pero para una I1-forma

(20)(X) = 2(0X) — 0(2X).

Luego, la formula del producto satisface funciones y campos vectoriales.

Corolario A.1 Silas derivaciones de los tensores Py y P coinciden en las funciones F(M)
y los campos vectoriales X(M), entonces D = Ds.

Ademaés, a partir de datos adecuados de F(M) y X(M) podemos construir un tensor
derivacion.

Teorema A.1 Dado un campo vectorial V- € X(M) y una funcion R-lineal 6 : X(M) —
X(M) tal que
(fX)=V[fX+ fo(X) paratoda f€F(M), X €X(M),

existe un unico tensor derivacion 2 en M tal que 0 =V : F(M) — F(M) y I3 = 6.

Demostracién :
A y D8 son dados. La férmula que precede el corolario A.1 muestra que 9 en una I1-forma,
0 debe ser definida por

(20)(X) =V (0X)—6(6X) paratodo X € X(M).

Usando la férmula dada para § es fdcil de comprobar que 260 es F(M)-lineal, por lo tanto es
una 1-forma, y que 2 = 97 : X*(M) — X*(M) es R-lineal.
Por la regla del producto, 9 en un (r,s) tensor A con r + s > 2 debe ser definido por

(2A)(0',...,0", X1,...,X,) = V(AO,...,0",X1,...,X,))

=D A, 20,607 X, .. X,)
i=1

=D A0 X 0K X).
j=1

(En el lado derecho 9 es una 1-forma y se define como anteriormente lo hicimos.)

De nuevo es facil verificar que PA es F(M)-multilineal, por lo tanto es un (r,s) tensor, y
que 9 : (M) — TL(M) es R-lineal.

Ademds, un cdlculo directo muestra que Z(A® B) = ZARQ B+ A® ZB. (Tomar A y B de

tipo (1,1) para ver como funciona.)
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Para probar que 9 es conmutativa con contraccion, considere primero el caso

C:TH(M) = F(M).

Mostrar que PC = CZ en el producto tensorial 0 @ X es inmediato a partir de la definicion
de 9 que es una 1-forma. Por lo tanto 2C = CZ es suma de términos de la forma 0 X. Ya
que D es local y C es puntual, es suficiente probar C = CZ en los entornos coordenados.
Pero el lema 5 muestra que todo (1,1) tensor se puede escribir como una suma.

La extension de las contracciones arbilrarias es un ejercicio de paréntesis.

Tomando A € TY(M) por ejemplo,

(2CA)(X) = 2((C2A) (X)) — (C24)(2X)
= Q(C{A<'>X")})_C{A('?-@X")}

= C{2(A)(X,) - A(, 2X,")}
= C{(ZA)(- X, )}
(CLPA)(X).

Por lo tanto 9C3A = C3 92 A. O



Conclusiones

* Una buena parte de los conceptos y resultados del analisis en R™ se puede extender
a espacios mas generales que denominaremos variedades diferenciales, que intuitivamente es
un espacio localmente equivalente a R™.

* Muchos sistemas fisicos, sobre todo en Mecéanica, pueden modelarse usando una varie-
dad diferenciable.

* Para generalizar el concepto de diferencial de una funcién se requiere construir previa-
mente el espacio tangente en un punto de una variedad abstracta. Para ello debemos ver los
vectores tangentes como operadores que actuan en el anillo de funciones.

* Los campos vectoriales son aplicaciones que asignan de forma diferenciable a cada pun-
to, un vector apoyado en él, y puede interpretarse como un operador de derivaciéon con valores
reales que generaliza la idea clasica de derivada direccional.

* Emn el espacio euclideo sabemos derivar un campo diferenciable Y en la direccion de otro
X, v obtenemos otro campo diferenciable. Pero si tenemos una variedad abstracta sobre la
que no podemos servirnos de una estructura intrinseca, como podemos definir el equivalente
a la derivada?. Esté cuestion la resolvemos utilizando la conexiéon de Levi-Civita, herramienta
que nos abrira una puerta para estudiar geodesicas, curvatura y otros objetos de la geometria
semi-riemanniana.
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