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INTRODUCCION

El presente trabajo de graduacion esta orientado al estudio de una de las ramas de la
matematica: la geometria, y comprende como estudio especifico la investigacién de

temas que abarca la Geometria Moderna.

Los matematicos de la era moderna han extendido la geometria mas alla de la
heredada por los griegos. Estos son los actores de descubrimiento de muchas
proposiciones nuevas relacionadas con las circunferencias y las figuras rectilineas,
éstas deducidas de las enumeradas en “Los Elementos” de Euclides. A este nuevo
descubrimiento de proposiciones se le conoce como Geometria Moderna, y constituye
una continuacion o extension de “Los Elementos” y herramientas que Euclides ya

aporto.

El trabajo de investigacion se denomina: INTRODUCCION A LA GEOMETRIA DE
BROCARD. Este hace referencia a los puntos de Brocard, angulo de Brocard,

circunferencia de Brocard, y finalizando con los triangulos de Brocard.

Para el desarrollo del analisis del tema a abordar se consideran tres capitulos que se

describen a continuacion.

CAPITULO |
PRELIMINARES: ELEMENTOS BASICOS DE LA GEOMETRIA EUCLIDIANA.

Este comprende los elementos béasicos de la Geometria Euclidiana; como rectas,

segmentos, angulos, triAngulo, cuadrilateros y circunferencia.



CAPITULO II

ELEMENTOS BASICOS DE LA GEOMETRIA MODERNA.

En este capitulo se desarrollard —en el contexto de la Geometria Moderna- algunos
temas como: segmentos dirigidos y partiendo de ésta nocion se estudian los teoremas
de Ceva y Menelao; la cuaterna armonica y posteriormente haz armoénico. Para los
triangulos se estudia un nuevo concepto “simedianas”; éste se relaciona con algunas
rectas notables que se desarrollan en el capitulo I, considerando a su vez algunas

propiedades importantes para el desarrollo del capitulo IIl.

CAPITULO Il
INTRODUCCION A LA GEOMETRIA DE BROCARD.

En este capitulo se desarrolla el tema de interés, comenzando con los puntos de
Brocard, dando a conocer su construccién y sus propiedades, partiendo de las
propiedades de dichos puntos se define el angulo de Brocard, por ultimo se estudia

circunferencia y triangulos de Brocard con sus respectivas construcciones.



JUSTIFICACION DEL PROBLEMA.

Se ha elegido investigar el tema Introduccion a la Geometria de Brocard, para
indagar e investigar campos mas avanzadas que hasta ahora son poco tratados en la
geometria impartida en los cursos actuales de la carrera Licenciatura en Matematica,
se abordan conceptos que permiten la conexidn con otros nuevos y que sirven como
base para construir nuevas teorias, ésto es; a partir de los conceptos basicos de la

Geometria Euclidiana se construyen conceptos de la Geometria de Brocard.

El enfoque principal en esta investigacion se hara alrededor de la teoria de la
Geometria Moderna, se extenderan las definiciones, propiedades y teoremas mas
importantes que serviran como base para la construccion y comprension de la

Geometria de Brocard.



OBJETIVOS

OBJETIVO GENERAL.

Conocer los conceptos involucrados para las construcciones en la Geometria de

Brocard.

OBJETIVO ESPECIFICOS.

e Investigar el contexto histérico de la geometria moderna y geometria de
Brocard.

e Entender e Interpretar definiciones de la geometria moderna que ayuden en la
construccion de los elementos de la Geometria de Brocard.

e Aplicar conceptos y teoremas de la geometria moderna en la construccion y

demostraciones en la Geometria de Brocard.



SIMBOLOGIA
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CAPITULO |

PRELIMINARES: ELEMENTOS Y RESULTADOS BASICOS DE LA GEOMETRIA
EUCLIDIANA

En este capitulo, se comienza dando los términos y relaciones preliminares de la
Geometria Euclidiana y su conexion por medio de los axiomas a medida se vayan
enunciando y notar como de éstos se deducen los teoremas, a su vez identificar como
las definiciones necesarias se desprenden de éstos con el propésito de caracterizar

los nuevos objetos.

1.1 DEFINICION DE GEOMETRIA.

Geometria, palabra griega cuyo significado es medicién de la tierra, es la ciencia que
trata de las propiedades de las figuras geométricas las cuales se emplean para la

medicion de extensiones.

Las Extensiones a las que se refiere la definicion de geometria, son porciones de
espacio que ocupa, una figura geométrica, llamandose extension volumétrica en el
caso de ser un sdlido, extension superficial si fuese una superficie y extension lineal

en el caso de una linea.

1.2 OBJETO DE LA GEOMETRIA.

La Geometria Euclidiana es la rama de la geometria que esta basada en los
postulados de Euclides. A partir de estos postulados y una légica rigurosa, se
demostraron un gran numero de teoremas, que desarrollaron los cimientos de la
geometria Euclidiana. Esta tiene como propésito primitivo el estudio de las figuras

geomeétricas, basandose en la forma, extension y relaciones que guardan entre si.

La Geometria Euclidiana esta dividida en dos partes, éstas son:

1



Planimetria, parte de la geometria que trata de las figuras en el plano. También se
conoce como Geometria Plana, llamandosele figuras geométricas planas a aquellas
cuyos puntos estan en un mismo plano. Entre estas figuras planas tenemos: el

triangulo, el circulo, el cuadrado, etc...

Estereometria, conocida como Geometria del Espacio, ésta es la rama de la
geometria que se encarga del estudio de las figuras geométricas voluminosas que
ocupan un lugar en el espacio; a su vez estudia también las propiedades y medidas
de las figuras geométricas en el espacio tridimensional o espacio euclideo, en
dicho espacio la forma de las figuras geométricas corresponde a nuestras ideas
intuitivas sobre como son. En esta rama a las figuras geométricas también se les
denomina sodlidos, entre éstos se encuentran el cono, el cubo, el cilindro, la

piramide, la esfera, el prisma, etc..

En los siglos V-XV la Matematica comienza nuevos caminos y la Geometria apenas

tiene nuevas aportaciones, excepto algunos teoremas de caracter no regular.

En Occidente, a pesar de que la Geometria era una de las siete Artes Liberales, en las
escuelas y universidades se limitaban a ensefiar Los “Elementos”, y no habia
aportaciones, excepto en la investigacion sobre la disputa del V postulado, que se
pretendia llegar a dilucidar en este periodo (era o no independiente de los otros cuatro).
Después de esto se abri6 un gran campo de posibilidades para la resolucion del
problema (siglo XVI) y se empiezan a formular una serie de hipétesis. La geometria
amplia su campo de accion hacia nuevos problemas (siglo XVI-XX) y asi comienzan
los nuevos descubrimientos en esta rama, los cuales posteriormente seran conocidos
como “Geometrias no Euclideas”, llegandose a dar nuevas formulaciones en las cuales
no se acepta el V postulado de Euclides, sino que se aceptan otros principios que dan

origen a las llamadas “geometrias no euclidianas”.

Las nuevas ramas son: la Geometria Proyectiva, la Geometria Descriptiva, la
Geometria No-Euclideana o Hiperbdlica (Lobatschewski), y en la actualidad la
Topologia y la Geometria Vectorial. El extenso tratado de Euclides, “Los Elementos"

de geometria deja de ser un texto autorizado de geometria en el siglo XIX.


http://es.wikipedia.org/wiki/Figura_geom%C3%A9trica
http://es.wikipedia.org/wiki/Cono_(geometr%C3%ADa)
http://es.wikipedia.org/wiki/Cubo
http://es.wikipedia.org/wiki/Cilindro
http://es.wikipedia.org/wiki/Pir%C3%A1mide_(geometr%C3%ADa)
http://es.wikipedia.org/wiki/Esfera
http://es.wikipedia.org/wiki/Prisma_(geometr%C3%ADa)

En lo siguiente de este capitulo, todos los términos y definiciones se refieren y se

trabajan en la Geometria Euclidea.

1.3 ELEMENTOS GEOMETRICOS.

Las figuras geométricas elementales en el plano son el punto y la recta, cuyos
conceptos son fundamentales o primitivos y no se definen; simplemente se enuncian
estableciendo su existencia. Estas ideas bésicas de la Geometria permiten pensar en
el mundo fisico, en cada objeto que se ve y se conoce con detalle; sin embargo, es
importante notar que los conceptos de punto y recta son simples abstracciones de la

mente y se aceptan sin definicion.

Para designar los puntos se emplean letras latinas mayusculas: A4, B, C, A, B', B4, D4,

.... En la siguiente figura se observan los puntos A, B, C'.

A B,

La idea de una recta se aprecia al hacer uso de la regla y un lapiz bien afilado, trazando
con el lapiz de extremo a extremo de la regla sobre un papel, al final de los extremos
se coloca una flecha, indicando que la recta se extiende indefinidamente. El trazo que
resulta no es realmente una recta, sino simplemente su representacion ya que este
concepto solo es una idea en la mente, y por tal razén no puede verse ni tocarse. La

figura 1 es la representacion de la recta que pasa por los puntos Ay B.



AB

Figura 1
Para designar una recta se puede hacer de dos maneras:

1. Se emplean letras latinas minusculas: a, b, 14, I, U', " (figura 1).

2. AB, Ay B son puntos por los que pasa la recta (figura 1).

El plano.

La superficie de algunos objetos conocidos nos puede dar la idea de lo que es un
plano, no son realmente el plano, sino simplemente representan la idea de él. Por
ejemplo: la superficie de una mesa, de una pizarra del aula, etc., nos da la idea de
plano. La mayoria de veces se representa un plano por un paralelogramo, tal como se

muestra en la Figura 2, y se leera plano P.

Figura 2
4



1.4 ALGUNOS TEOREMAS, AXIOMAS Y POSTULADOS DE LOS ELEMENTOS
GEOMETRICOS.

Al tener la idea intuitiva de un punto, recta y plano se vera que existen teoremas,
postulados, axiomas de incidencia; estos ultimos se refieren al nUmero de axiomas
nuevos que surgieron a partir de la idea intuitiva de punto, recta y plano. Primero se

definirdn los siguientes términos:

Proposicion: Es el enunciado que consta de una hipétesis o suposicion, y de una tesis

o conclusion.

Axioma: Es una proposicion evidente en si misma, y por tanto se admite sin

demostracion.

Postulado: Es una proposicién no evidente por si misma, no es demostrada, pero que

se acepta ya que no existe otro principio del que pueda ser deducida.
Teorema: Es una proposicion que hay que demostrar.

Lema: Es un teorema preliminar que nos sirve de base para demostrar otras

proposiciones.

Corolario: Es un teorema cuya verdad puede deducirse de otro ya demostrado.

AXIOMAS DE INCIDENCIA.

Definicién. Puntos colineales.

Los puntos son colineales cuando estan en una misma recta.

Definicion. Puntos coplanares.

Los puntos son coplanares cuando estan en un mismo plano.

Axioma 1. Dos puntos distintos determinan una recta y sélo una a la cual pertenecen.

Por un punto pasa al menos una recta.



Axioma 2. A toda recta pertenecen al menos dos puntos distintos.

Axioma 3. Tres puntos distintos que no estan en una misma recta, determinan un

plano y so6lo uno al cual pertenecen. Por dos puntos distintos pasa al menos un plano.

Axioma 4. A todo plano pertenecen al menos tres puntos distintos no colineales.

Axioma 5. Si dos puntos de una recta estan en un plano, la recta esta contenida en el

plano.

Axioma 6. Si dos planos diferentes se cortan, su interseccion es una recta.

Postulado 1. Existen infinitos puntos.

Postulado 2. Existen infinitas rectas.

Teorema |. «Si dos rectas diferentes se intersectan, su interseccién es un solo
punto.>>
Teorema Il. «Si dos rectas diferentes se intersectan, existe un plano unico que las

contiene.>

Teorema lll. «Sil es unarecta y A un punto que no pertenece a ella, existe un plano

anico que contiene a la recta y al punto.>

1.5 RECTAS Y SEGMENTOS.
1.5.1 Rectas.

Definicion. Linea.
Es una figura geométrica unidimensional que se forma por una sucesion infinita de

puntos.



A patrtir de la definicidén, una linea se caracteriza por no tener grosor y se extiende sin
fin en el plano.

Las lineas pueden adoptar la forma de recta (figura 3.a), curva (figura 3.b), mixta

(figura 3.c) y quebrada o poligonal (figura 3.d).

Figura 3

Definicién. Rectas secantes.

Son dos rectas que tienen un punto en comun.

En la figura 4, O es el punto comun de las rectas [, y [,, asi las rectas son secantes.

Figura 4



Rectas paralelas.

Definicion. Rectas Paralelas.

Dos rectas son paralelas si estan en un mismo plano, y su interseccién es vacia.
Para designar que las rectas [, y [, son paralelas se escribe [, || L,.

Enla figura 5, l; es paralela a [,.

h

Y

Figura 5 -

Semirrectas.

Definicion. Semirrecta o rayo.

Es cada una de las dos partes en que queda dividida una linea recta al ser cortada en
cualquiera de sus puntos.

En la figura 6, el punto O corta la recta [ obteniéndose asi dos semirrectas, el punto

O se llama punto de origen de las semirrectas. Para denotar una semirrecta, se coloca

en primer lugar el punto de origen, es decir; 04, OB (figura 6), también se puede

designar semirrectas con las letras latinas minusculas.

8



1.5.2 Segmentos.

Definicién. Segmento de recta.

Porcion de linea recta limitada por dos puntos (Figura 7).

*>
® 0

Figura 7

Para designar un segmento se utiliza la notacion AB, los puntos A y B se denominan
extremos del segmento y los demas puntos entre A y B forman un conjunto llamado

interior del segmento AB.

El segmento AB es una parte de la semirrecta AB o sea, esto indica que todo punto

del segmento 4B es un punto de la semirrecta 4B.

Ademas del paralelismo de dos rectas, se puede referir al paralelismo de dos
segmentos (figura 8.a), al de dos semirrectas o rayo (figura8.b), y al de una

semirrecta y un segmento (figura 8. c).

[
o
* =
e
®u
re]

— —o—~
C D o} T R S
@ o) @ @ @
a) b) c)
Figura 8

1.5.2.1 Tipos de segmentos.
Definicion. Segmento nulo.

Un segmento es nulo cuando sus extremos coinciden.



Un segmento nulo se denota por 0.

Definicion. Segmentos consecutivos.

Dos segmentos son consecutivos cuando tienen un extremo en comdan.

1.5.2.2 Medicion de un segmento.
Definicion. Medida de un segmento.

Es un nimero positivo que compara la longitud del segmento dado con la longitud del

segmento unitario. *

Para denotar la medida de AB se utiliza la notacion mAB o AB. La medida de un
segmento puede ser dada en las unidades de kilometros, metros, centimetros, yardas,

pulgadas, pies, etc..

Para medir un segmento se emplean diversos instrumentos de medicion, el mas

sencillo es la regla graduada. En figura 9 la medida de AB es igual a 10 centimetros.

B
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Figura 9

Definicion. Punto medio de un segmento.

Es el punto que divide al segmento en dos segmentos iguales.

1 EI Segmento unitario: es el segmento cuya longitud es una unidad.
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Todo segmento se caracteriza por tener un punto medio que lo biseca. Si 0 es el punto

medio de AB, se verifica que mAO = mOB = mTE.

1.5.2.3 Operaciones con segmentos.

Si se ubican en una recta los puntos A, By C en forma consecutiva, claramente se

determina AC y los segmentos consecutivos AB y BC (figura 10).

Figura 10

Adicion y sustraccion de la medida de segmentos.

A partir de las medidas de los segmentos AC, AB y BC se observa que la longitud del
segmento AC es igual a la suma de las longitudes de los segmentos consecutivos AB
y BC. Asi,

mAC =mAB+mBC = x=a+b
Ademas, esto implica que

mAB = mAC —mBC = a=x-b

mBC =mAC —mAB=b=x—a

Donde x = mAC a = mAB A b = mBC.

Observacion: La medida de un segmento nulo es 0.
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Producto de la medida de segmentos.

En la figura 10, B divide el segmento AC, las longitudes de los segmentos que
resultan son: mAB = a 'y mBC = b. El producto de la medida de estos dos segmentos

es:

mAB -mBC =a-b

1.6 ANGULOS.

Definicion. Angulo.
Es la abertura entre dos rayos de origen comun.

Los elementos de un angulo son: el vértice y sus dos lados. Los dos lados del angulo

son los dos rayos y el punto comun es el vértice (Figura 11).

A
Lado
0° B
/ Lado B
Vértice
Figura 11

Para denotar un angulo cuyos lados son OAy OB(figura 11), se escribe £AOB. Es
indiferente el orden de los lados que se tomen para denotar un angulo, es decir;
también se puede escribir LBOA o para abreviar simplemente se escribe 20 “angulo

0” utilizando solamente el vértice del angulo.
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1.6.1 Interior y exterior de un angulo.

Definicién. Interior de un angulo.

Subconjunto de puntos que pertenecen a la parte del plano que se encuentra entre los
lados del angulo.

Definicién. Exterior de un angulo.

Subconjunto de puntos que pertenecen a la parte del plano que se encuentra fuera de
los lados del angulo.

Enla figura 12, M es un punto interior del &ngulo y P un punto exterior del angulo.

Figura 12

1.6.2 Medida de un angulo.

De manera semejante que se usa una regla graduada para estimar la medida de un
segmento, se puede determinar la medida de un angulo utilizando un transportador,

que es un instrumento para medir y construir angulos.
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Definicion. Medida de un angulo.
Es el nUmero de grados sexagesimales de un angulo.?

Para denotar la medida de un angulo se escribe m2AOB 0 4A0B vy se lee “medida del
angulo AOB”. Para designar el numero de grados que un angulo mide se utiliza las
letras del alfabeto griego, asi; si el nUmero de grados que mide 2AOB es a, se escribe
msAOB = «a.

La medida de un angulo es un nimero real positivo comprendido entre 0 y 2x rad. 3

Nota: Relacion entre grados sexagesimales y radianes.
La equivalencia entre grados sexagesimales y radianes es:
2m rad= 360°, esto es

m rad= 180°

Por tanto
1 radidn ~ 57.29577951 grados sexagesimales y

1 grado sexagesimal = 0.01745329252 radianes.

1.6.3 Clasificacion de los angulos por su medida.

Los &ngulos por su medida se clasifican en: agudo, recto, obtuso y llano.

1. Angulo Agudo: es el angulo que mide menos de 90° (Figura 13.a).

2 Un grado sexagesimal: es el angulo central de una circunferencia subtendido por un arco cuya longitud es igual
a 1/360 de la circunferencia.

3 Un radian: es el arco de circunferencia cuya longitud es igual al radio. Un radian se denota por 1 rad.

14



2. Angulo Recto: es el angulo que mide 90° (Figura 13.b).
3. Angulo Obtuso: es el angulo que mide méas de 90° y menos de 180° (Figura 13.c).

4. Angulo Llano: es el angulo que mide 180° (Figura 13.d).

Figura 13

1.6.4 Adicion y sustraccion de angulos.

Las operaciones de suma y sustraccion de angulos se abordaran de manera semejante

a las operaciones con segmentos.

Axioma 7. Adicién de angulos.

Si P es un punto interior del 2ABC , entonces mzABC = m£ABP + msPBC

(Figura 14).

Figura 14
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Ademas de la adicion se tienen las siguientes relaciones (Figura 14).
msLABP = m£ABC — m4PBC

m<PBC = mszABC — m<ABP.

1.6.5 Clasificacion de los éangulos de acuerdo a su posicién y

caracteristica.

1. Angulos adyacentes: Son aquellos que poseen el vértice y un lado en comun;
y los lados no comunes estan en distintos semiplanos determinados por el lado

comun (figura 15).

Figura 15

2. Angulos opuestos por el vértice: Son los angulos que se forman cuando dos
rectas se cortan en un punto y los lados de uno son semirrectas opuestas a los

lados del otro (figura 16).
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Figura 16

3. Angulos Complementarios: Son dos angulos cuyas medidas suman 90°.

Asi, si £ABC y £DOE (figura 17) son complementarios se cumple que:
msLABC + m£DOE = 90°

Be= A E 0

Figura 17

Ademas, como los angulos son complementarios, cada uno de ellos es el complemento

del otro, m£ABC es el complemento de m«DOE y viceversa.

4. Angulos suplementarios: Son dos angulos cuyas medidas suman 180°.

Asi, si £ABC y «DOE (Figura 18) son suplementarios se cumple que:

17



msLABC + m«DOE = 180°

2 g

Figura 18

o

Ademas, como los angulos son suplementarios, cada uno de ellos es el suplemento

del otro, m£ABC es el suplemento de m«DOE y viceversa.

1.6.6 Congruencia de angulos.

Definicion. Congruencia de angulos.

Son los angulos que tienen igual medida.

La congruencia de £AOB y «CDE se denota por £AOB = «CDE. En la figura 19,

£AOB = £CDE porque tienen la misma medida.

45°
45° D

Figura 19
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Axioma 8.
a) Todo angulo es congruente consigo mismo, esto es ZAOB = £AO0B.
b) Si £LAOB = «DEF, entonces £DEF = £AOB.

c) Dos angulo congruentes a un tercero angulo, son congruentes entre si: ZAOB =
£CDE N £CDE = £HI] = £AOB = £HI]J.

Teorema IV. «Los angulos opuestos por el vértice son congruentes. >
Demostracion:

Sean £AOB y «C0OD éangulos opuestos por el vértice. De la figura 20 los angulos
¢<DOB y £AOB son adyacentes suplementarios, y también 2COD y «DOB son

adyacentes suplementarios. Entonces se tienen las siguientes relaciones:
ms£DOB + m£AOB = 180°
msCOD + ms«DOB = 180°
= ms£DOB + m£AOB = m«COD + m«DOB
= msLAOB = m«COD

= 2LA0OB = 2£C0OD

A

Figura 20
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1.6.7 Angulos formados por rectas paralelas y una transversal.*

Dos rectas paralelas que son cortadas por una transversal forman ocho angulos, éstos

se clasifican en:

a) Angulos Alternos. Son los pares de angulos que se encuentran en semiplanos
distintos con respecto a la transversal y pueden estar dentro o fuera de la

paralelas. Estos son de dos tipos:

Angulos alternos internos: Estos estan dentro de las dos rectas paralelas en distintos

semiplanos con respecto a la transversal (Figura 21. a).

Angulos alternos externos: Son los que estan fuera de las dos rectas paralelas y en

semiplanos diferentes con respecto a la transversal (Figura 21.b).

Los angulos alternos son congruentes.

Figura 21

4 Existen angulos alternos y correspondientes formados por rectas que no son paralelas cortados por una
transversal.
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b) Angulos Correspondientes. Son los que se encuentran en un MiSmMo
semiplano con respecto a la transversal. Estos pueden ser correspondientes

agudos (Figura 22.a) y correspondientes obtusos (Figura 22.b). Estos angulos
son congruentes.

Figura 22

c) Angulos conjugados. Son angulos que se encuentran internos (Figura 23.a)
0 externos (Figura 23.b) a las rectas paralelas y en el mismo semiplano con

respecto a la transversal, éstos son suplementarios.

y —
>

Figura 23
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1.6.8 Rectas perpendiculares.

Definicion. Rectas Perpendiculares.

Son las rectas que al cortarse forman angulos rectos.

Para denotar que las rectas [; y I, son perpendiculares se escribe [; L L,.

h

Figura 24

En la figura 24, las rectas [, y [, se cortan en P, claramente [; 1 I,. El punto A que
pertenece a la recta [, y B que pertenece a la recta [; forman el segmento PA y
segmento PB, asf; por definicion de rectas perpendiculares PA L PB y PA L PB,
concluyéndose que se puede referir a la perpendicularidad de segmentos y semirrectas

0 rayos.

Definicién. Rectas oblicuas.

Son las rectas secantes que no son perpendiculares (Figura 25).
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Figura 25

Definicion. Mediatriz de un segmento.

Es la recta perpendicular al segmento en su punto medio (Figura 26).

Figura 26

1.6.9 Bisectriz de un angulo.

Definicién. Bisectriz de un angulo.

Es la semirrecta que divide a un angulo en dos angulos congruentes (Figura 27).
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Figura 27

B =a = +AOP = +POB

Si el rayo OP es la bisectriz del angulo 2A0B, se verifica que mzAOB = 2a, asi

msAOB msAOB

msAOP = y m£POB =

Propiedad. Las bisectrices de los &ngulos adyacentes suplementarios forman un

angulo recto.

1.7 POLIGONOS.

1.7.1 Poligono.
Definicion. Poligono.

Dados los puntos Py, P,, ..., B, de los cuales no hay tres colineales, y con n > 3,

entonces, a la reunién de los segmentos P, P, , P,P;, ..., P,,_, B, se le denomina poligono

abierto y a la reunion de los segmentos P, P, ,P,Ps, ..., B,P; se le denomina poligono

cerrado.
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v

Figura 28

Para nombrar o referirse a un poligono se utilizan letras latinas mayusculas, en caso

de la figura anterior el poligono ABCDEFGH.

Definicion. Diagonal.
Segmento de recta formado por la unién de dos vértices no consecutivos de un

poligono.

Definicién. Poligono convexo.

Un poligono es convexo si se encuentra en un mismo semiplano respecto a la recta

que contiene cualquiera de sus lados (Figura 29), se dira cdncavo en caso contrario.
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Figura29

1.7.2 Triangulos.
Definicion. Triangulo.

Es un poligono cerrado de tres lados.

Las partes de un triangulo (Figura 30).

1. Sus tres lados: son los segmentos AB, BC, AC.
2. Sus tres vértices: son los puntos A4, B, C.
3. Sus tres angulos, 24, B, +C estan determinados por los segmentos AB, BC,
AC.
A
Vertice —

<—An‘guf 0

Figura 30
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Para referirse al triAngulo determinado por los segmentos AB, BC y AC (Figura 30), se

utiliza la notacion AABC.

1.7.2.1 Interior y exterior del tridngulo.

Definicion. Interior del triangulo.

Subconjunto de puntos que pertenecen a la parte del plano que se encuentra dentro

de la reunion de los tres segmentos.

Definicion. Exterior de un triangulo.

Subconjunto de puntos que pertenecen a la parte del plano que se encuentran fuera

de la reunion de los tres segmentos.

Enla figura 31, P, Q y L son puntos exteriores del triangulo y S es un punto interior.

Figura 31
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Definicion. Angulos exteriores de un triangulo.

Son los angulos que se encuentran en el exterior de un triAngulo determinado por un

lado y por la prolongacion del otro que le es adyacente (Figura 32).

%
\ "
Y /
A\ !
A i/
N
a’ g
61
B \
92 \
A
p A
Figura 32 A

, Figura 33 '
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Definicion. Region triangular.

Es la reunion del triangulo con su interior.

Teorema V. «Si a partir de una semirrecta 04 se construyen en un mismo semiplano
dos angulos distintos £AOB y £A0C, el rayo OB pasara entre los lados de 2£A0C o el

rayo OC pasaré entre los lados del angulo 2A0B.>

Demostracion:

Sea OM la semirrecta complementaria de 04, a partir de esto se construye la
figura 34, se observa que los &ngulos £MOB y «MOC son diferentes, asi; se tiene que

£2MOB es menor que 2MOC.

La recta [, que contiene a OC corta el lado MA de A ADM, entonces I, corta el lado
MD o AD de AADM.

- o

M O A
Figura 34

El punto de interseccién se halla en 0C ya que los segmentos MD, 4D y el rayo OC se

encuentran en un mismo semiplano respecto a la recta I, es decir el rayo OC corta el

segmento MD o el segmento AD.
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Si el rayo OC cortase el segmento MD, pasaria entre los lados de ~MOB, entonces se
tiene mzMOC + m«£COB = m«MOB de este modo mzMOC seria menor que m£MOB.

Pero ésto es imposible ya que £ZMOB es menor que £ZMOC —«.

Por tanto, el rayo OC no corta el segmento MD vy, entonces corta el segmento 4D. Esto

también quiere decir que el rayo ocC pasa entre los lados de 2AOB.

1.7.2.2 Clasificacion de los triangulos.

Los tridngulos se clasifican de acuerdo a sus lados y a sus angulos.

Con relacién a sus lados.
1. Equilatero: Cuando sus tres lados son congruentes (Figura 35. a).
En un triangulo equilatero la medida de los angulos es 60° cada uno.
2. IsOsceles: Cuando al menos dos de sus lados son congruentes (Figura 35.b).

En un triangulo isésceles que no es equilatero -por conveniencia al lado desigual se le

llama base (PR en figura 35. b)- los angulos adyacentes a la base son congruentes.
3. Escaleno: Cuando sus tres lados son desiguales (Figura 35.c).

En un triangulo escaleno, los tres angulos no son congruentes.

b) c)
Figura 35
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Con relacién a sus angulos.

1. Acutangulo: Es aquel tridngulo que tiene sus tres angulos agudos (Figura 36. a).
En este triangulo sus angulos exteriores son obtusos.

2. Obtusangulo: Es aquel triangulo que tiene un angulo obtuso (Figura 36.b).

En un triangulo obtusangulo el lado mayor es el que se opone al angulo obtuso.

3. Rectangulo: Es aquel triangulo que tiene un angulo recto (Figura 36.c).

En los lados de un triangulo rectangulo, al lado que se opone al angulo recto se le llama
hipotenusa a los otros dos se les llama catetos y, ademas; los angulos agudos son

complementarios. Al referirse a un triangulo rectangulo se utilizara la notacion 4ABC.

Hipotenusa

Cateto

¢)

Figura 36

1.7.2.3 Teoremas fundamentales en todo triangulo.

Teorema VI. « En todo triangulo la suma de las medidas de sus tres angulos interiores

es igual a 180°. >

Teorema VII.«<En todo triangulo, la medida de un angulo exterior es igual a la suma

de las medidas de los angulos interiores del triangulo no adyacentes a él.>>

Teorema VIIl. «En todo tridngulo se cumple que a mayor lado se le opone mayor

angulo.>»
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Demostracioén:

C
u:>u
M
Sea el AABC (Figura 37), se demostrara que:
mCB > mAC = mzA > m«B
Sobre BC, se ubica el punto M tal que: A Figura 37 B

AAMB es isOsceles.
Luego:

msLMAB = m«B
Pero,

msA > msLMAB

=>msA4A > msB

Teorema IX. «<En todo triangulo la longitud de uno de sus lados estd comprendida

entre la suma y la diferencia de las longitudes de los otros dos lados. >
Demostracién:
Sea el AABC dado en figura 38.

La menor distancia entre dos puntos es la
longitud del segmento que los une. Asi, en el

triangulo dado b < a + c. También

a<b+c. Portanto,a—c< b <a+c.

Figura 38
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1.7.2.4 Puntos y rectas notables de un triangulo.

1. Altura.
Definicion. Altura de un triangulo.

Es el segmento que parte de uno de sus vértices y llega en forma perpendicular al lado

opuesto o0 a su prolongacion (QS en figura 39).

Todo triangulo tiene tres alturas.

Definicién. Ortocentro.

Es el punto donde concurren las tres alturas de un tridngulo (H en figura 39).

Q
O
90°
]
P 3 R
Figura 39

Definicion. Area triangular.
El area triangular es igual a la mitad del producto de una base con su respectiva altura.

Para denotar el &rea triangular de AABC se utiliza la notacién (ABC).
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PR-QS

En figura 39,(PQR) = .

2. Mediana.
Definicion. Mediana de un triangulo.

Es el segmento de recta determinado por un vértice y el punto medio del lado opuesto
(BP en figura 40).

Todo triangulo tiene tres medianas.

Definicion. Baricentro (centroide).

Es el punto donde concurren las tres medianas de un tridngulo (G en figura 40). ®

Propiedad: El segmento que une el baricentro con el vértice mide el doble que el

segmento que une el baricentro con el punto medio del lado opuesto (Figura 40).

A

Figura 40

> El centroide es el punto donde un soporte simple puede equilibrar un objeto.
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3. Mediatriz.
Definicion. Mediatriz de un triangulo.

Es la recta perpendicular a cada lado del triangulo en su punto medio (I, en figura 41).

Todo triangulo tiene tres mediatrices.

Definicién. Circuncentro.

Es el punto donde concurren las tres mediatrices relativas a los lados de un triangulo
(0 en figura 41).

Figura 41

4. Bisectriz.

Todo tridngulo tiene tres bisectrices correspondiente a sus angulos interiores, cuya

prolongacién esta limitada por el lado opuesto (AD en figura 42).

Ademas de dibujar las bisectrices de los angulos interiores de un triangulo, también se
pueden dibujar bisectrices correspondientes a los &angulos exteriores ( AE en
figura 42).
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Figura 42

Definicién. Excentro.

Es el punto donde concurren las bisectrices de dos angulos exteriores de un triangulo

y la bisectriz del tercer angulo interior (E en Figura 43).

Figura 43
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Definicién. Incentro.

Es el punto donde concurren las tres bisectrices interiores de un triangulo (I en
figura 44).

Figura 44

1.7.2.5. Congruenciade triangulos.

Definicién. Triangulos congruentes.

Dos triangulos son congruentes, si tienen la misma forma y el mismo tamanio.

Para denotar que dos tridngulos son congruentes, se utiliza la notacion AMNL = APRS,

en figura 45
MN = PR «M = /P
NL =RS «N = /R

ML = PS zL = /S
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R

N L R S

Figura 45

Para que un par de triangulos sean congruentes, no necesariamente se debe verificar
que todos los pares de elementos sefialados en la figura 45 deben ser congruentes,
ésto se enuncia en los siguientes criterios, que garantizan la congruencia de dos

triangulos.

Primer criterio: LAL (Lado — Angulo - Lado).

Dos triAngulos son congruentes, si tienen congruentes dos lados y el angulo

comprendido entre ellos (figura 46).

IR

M L P S
Figura 46

NL=RS z+L=+S ML=PS
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Segundo Criterio: ALA (Angulo - Lado - Angulo).

Dos triangulos son congruentes, si tienen congruentes un lado y los angulos

adyacentes a él (figura 47).

M L P S
Figura 47

LM =y¢sP ML=PS «L=/S

Demostracion:
Se quiere probar que:

LM = +P N\ ML=PSA\ <L =+5 = AMNL = APRS.

Supongase que MN # PR, entonces MN > PR o MN < PR.

a. Casoenque MN > PR.

Sea Q€eMN tal que MQ =PR
(figura 48), entonces por el criterio LAL

AMQL = APRS.

P S

ASi, LQLM = LRSP — Figura 48
Yaque 2NLM = RSP, entonces MN < PR.
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b. Casoenque MN < PR. o

Se demuestra de manera similar, N ,,.-'"'" R
llegandose a la misma contradiccion '
(Figura 49). Asi, MN > PR.

Por lo tanto MN = PR.

= AMNL = APRS

Figura 49

Tercer criterio: LLL (Lado — Lado - Lado).

Dos triangulos son congruentes, si los tres lados del primer triangulo son congruentes

con los tres lados correspondientes del segundo (figura 50).

N R

R

M L P S

MN =PR NL=RS ML=PS

Caso especial de congruencia: triangulos rectangulos (CTR).
En los criterios anteriores se observa que es necesario que tres elementos sean

congruentes, en los triangulos rectangulos basta que se verifique la congruencia de

dos pares de elementos, como se muestra a continuacion:
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1. « Dos triangulos rectangulos son congruentes, si tienen sus catetos

congruentes.> (figura 51. a)
2. «Dos tridngulos rectangulos son congruentes, si tienen congruentes la hipotenusa

y un angulo agudo.> (figura 51.b)

3. «Dos triangulos rectangulos son congruentes, si tienen congruentes la hipotenusa

y un cateto.> (figura 51.c)

Figura 51

Teorema X. Punto de la mediatriz.

« Todo punto de la mediatriz de un segmento equidista de los extremos del

segmento.>>
Demostracion:

Lo que se quiere demostrar es que:

| es la mediatrizde ACyVB €l = AB = BC.

>|
=
or

Como 4AMB = ABMC; (CTR 1)

Lo
= AB = BC Figura 52
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Propiedad. El circuncentro equidista de los vértices del triangulo.

Teorema XI. Altura de un triangulo is6sceles relativo a la base.

«En todo tridngulo isésceles la altura relativa a la base, es también una mediatriz,

mediana y una bisectriz interior.>
Demostracion:

En la figura 53, AABC es isosceles, con base BC y
altura AH (relativo a la base). Lo que se quiere
demostrar es que: AH es mediatriz, mediana y

bisectriz interior del A ABC.
El 4ABH = AAHC; (CTR 2)

= BH = HC AmtBAH = m«CAH

Figura 54

Por tanto, AH es mediana, mediatriz y una bisectriz
interior del AABC.

Teorema XII. Punto de una bisectriz de un angulo.
«Todo punto de una bisectriz de un angulo equidista de los lados del angulo.>
Demostracién:

Lo que queremos demostrar es que:

OP es bisectriz del LAOBy Q € OP = QA = QB (Figura 54).

Como 40AQ = 40BQ; (CTR 2)

= QA =(QB
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e L

90°

B H C

Figura 53

Teorema XllIl. Puntos medios.

«Toda recta trazada por el punto medio de un lado de un triAngulo paralela a uno de

sus otros dos lados, interseca al tercer lado en su punto medio.>
Demostracion: B
Lo que se quiere probar es que: ¢

BM = MAy! || AC = BN = NC

Sea CQ || AB (Figura 55)

= LAMC = £LMCQ N £QMC = £MCA ; Por

angulos alternos. A

Figura 55

De donde, se tiene que AMAC = ACQM (criterio ALA).
= AM = QC

M es punto medio de AB, asi MB = QC y por angulos alternos ZNCQ = £NBM,
£ZBNM = £QNC por ser opuestos por el vértice, asi; ZBMN = £NQC. Por el criterio
ALA se tiene que: AMNB = AQNC,

= BN = NC
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Definicién. Base media.

Es el segmento que une los puntos medios de dos lados de un triangulo.

Teorema XIV. Base media.
«En todo triAngulo una base media es paralela al tercer lado e igual a su mitad.>
Demostracion:

Lo que se quiere probar es que:

MN es base media = MN || AC A MN = AZ—C.

Sea CQ || AB (Figura 56)
Por angulos alternos,

msLCMQ = ¢ = meMCA N m£AMC = m£MCQ

=a+pf

Figura 56

Ademas, MC es lado de AAMC A AQCM, luego
AAMC = AQCM, asi; AC = MQ.

Luego como MA = QC = MB = QC.
Como N es punto medio de BC, BN = NC y por angulos alternos
m£MBN = m«NCQ = B, asi; AMBN = ACQN (criterio LAL).

= MN =NQ =a

Como AC = MQ = 2a

MN = —
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Si se traza [, paralela a AC que pase por M por el teorema anterior (teorema XIlI)
dicha recta pasara por el punto medio de BC, es decir, pasa por N, asi; el segmento

MN esta contenida en la [, entonces MN es paralela a AC.

1.7.3 Teoria de cuadrilateros.

Definicién. Cuadrilatero.

Es un poligono de cuatro lados.

Se estudiara Unicamente los cuadrilateros convexos.

En la figura57, A,B,C y D son los vértices, AB,BC, CD y DA son los lados y

a, S, 0, ¢ son los angulos interiores del cuadrilatero.

Figura 57
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En la figura 58, DB y AC son diagonales del cuadrilatero.

Figura 58

Teorema XV. «Las diagonales de un cuadrilatero convexo se cortan.>
Demostracion:
Por hipétesis el cuadrilatero es convexo, como en la figura 58.

Los puntos B y C se encuentran en el mismo semiplano con respecto a la recta que

contiene a AD por hipotesis, ademas AC y AB se encuentran en dicho semiplano.

Segun el teorema V, AC pasa entre los lados que forman el &ngulo 2BAD o AB pasa

entre los lados que forman el angulo 2CAD.

Pero 4B no puede pasar entre los lados que forman 2CAD ya que los puntos C y D se
hallan en el mismo semiplano con respecto a la recta que contiene a AB. Por lo que
AC pasa entre los lados que forman el angulo 2BAD, asi por el teorema V BD corta a
la recta que contiene AC, es decir, BD se interseca con la recta que contiene a AC.
Andlogamente, para los puntos D, C y BD, DC que se encuentran en el mismo

semiplano con respecto a la recta que contiene a AD.

Utilizando los mismos teoremas analizando 2ABC y £ABD, se demuestra que la

diagonal AC corta a la recta que contiene a BD, asi AC y BD se cortan, y dicho punto
es anico.
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Pero dicho punto pertenece a la diagonal BD y también a la diagonal AC por lo que las

diagonales se cortan.

Teorema XVI. «Las suma de los &ngulos internos de un cuadrildtero convexo es igual
a 360°.>»

1.7.3.1 Clasificacion de los Cuadrilateros.

Definicion. Trapezoide

Es el cuadrilatero que no tiene lados paralelos.

Se le conoce también como cuadrilatero asimétrico (Figura.59. a).

Un caso especial de este tipo de cuadrildtero es el trapezoide simétrico o

contraparalelogramo, en el cual una diagonal es mediatriz de la otra (Figura.59.b).

Figura b9

Definicién. Trapecio.

Cuadrilatero que consta de dos lados paralelos denominados bases.
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El segmento perpendicular a las bases se denomina altura y al segmento que une los

puntos medios de los lados no paralelos se le denomina mediana.

En la figura 60, ABCD es un trapecio con AB || CD , EH la altura y GF mediana.

O ¢
T
O ¢

Figura 60

Clases de trapecios.

Los trapecios se clasifican mediante sus lados no paralelos.

v" Si los lados no tienen igual longitud, se denomina trapecio Escaleno, (Figura 61).

Figura 61
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v" Si los lados tienen igual longitud, se denomina trapecio Isésceles, (Figura 62).

> ¢
(V]

Figura 62

v Siuno de los lados no paralelos es perpendicular a las bases, se denomina trapecio

Rectangulo (Figura. 63).

[ ]

Figura 63

Definicion. Paralelogramo.

Cuadrilatero que posee sus lados opuestos paralelos.

En todo paralelogramo se cumple que sus angulos opuestos son congruentes y

ademas sus diagonales se bisecan.
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En la figura 64, ABCD es un paralelogramo y cumple que AB || CD y BC || AD con
AB = CD y BC = DA, AC se biseca con BD, £ABC = +CDA ademas AE y AF son

alturas.

Figura 64
Clases de paralelogramos.
v Romboide: Se le conoce también como paralelogramo (Figura 65).
B C
Ad *D
Figura 65
v Rectangulo: Paralelogramo equiangulo; también llamado cuadrilongo

(Figura 66).
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D C
Figura 66
v Rombo: Paralelogramo equilatero (Figura 67).
B

<1
%

Figura 67
v Cuadrado: Paralelogramo equilatero y equiangulo (Figura 68).
A | D
F
|
B ' c
Figura 68
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1.8 SEGMENTOS PROPORCIONALES.

1.8.1 Proporcionalidad.

Una proporcion es una igualdad formada por dos razones.

Se tienen dos formas de expresar una proporcion:

1. extremo : medio :: medio : extremo

extremo __  medio

medio extremo

Media proporcional: Es cuando el valor de los términos medios 0 extremos son

iguales.

R1Q
QR

Rla

Propiedad general de proporcionalidad. El producto de sus medios es igual

producto de sus extremos.

Definicion. Razon de dos segmentos.

Es el cociente que se obtiene al dividir las correspondientes medidas de los segmentos

expresadas en la misma unidad.

En la figura 69, la razén de los segmentos es:
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8u

Figura 69

1.8.2 Segmentos proporcionales.

Definicion. Segmentos proporcionales.

Dos segmentos AB y CD son proporcionales a otros dos A’B’ y C'D’ cuando sus

. . . AB _ A'B'
correspondientes medidas lo son, es decir; o oo

Los segmentos en figura 69y figura 70 son proporcionales.

MN _ AB _
OP CD
M N
. o .
O- _P
) 6u i
Figura 70
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1.9 SEMEJANZA.

1.9.1 Poligonos semejantes.

Definicion. Poligonos semejantes.
Dos poligonos se denominaran semejantes, si poseen el mismo numero de lados, sus
lados correspondientes son proporcionales y la medida de sus angulos

correspondientes son congruentes.

Figura 71

En la figura 71, se tiene que el poligono ABCDEFHG es semejante al poligono
A'B'C'D'E'F'H'G', se denota esta caracteristica como sigue: ABCDEFHG ~
A'B'C'D'E'F'H'G'.

Definiciéon. Lados homodlogos.

Son los lados cuyos extremos estan en vértices correspondientes a angulos

congruentes.

54



La razén que mantienen los lados homadlogos es un nimero real denominado razon

de semejanza.

1.9.2 Triangulos semejantes.

Definicién. TriAngulos semejantes.

Dos triangulos seran semejantes, si cumplen las condiciones de la semejanza de los

poligonos.

Sea AABC ~ AA'B'C’, como se muestra en la figura 72:

Figura 72

Satisfaciéndose: 2zA = £A', 1B = «B'y «C = +(’', ademas;

AB BC AC
A'B' T B'c’ T A'c’ T

k, donde k es la razén de semejanza.

Para establecer la semejanza entre triangulos, no es necesario que se verifiquen

todas las relaciones anteriores como se muestra a continuacion.
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1.9.2.1 Criterios de semejanza en tridngulos.

Primer criterio: Angulo- Angulo.

«Dos triangulos son semejantes si dos angulos del primero son congruentes a dos

angulos del segundo.>» (Figura 73)

B
B
c A
A

Figura 73

Segundo criterio: Lado-Angulo-Lado.

«Si dos triAngulos poseen dos pares de sus lados proporcionales y el &ngulo

formado entre ellos congruentes entonces son semejantes.> (Figura 74)

B B
c
Cc
A
A

Figura74
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Tercer criterio: Lado-Lado-Lado.

«Si dos triangulos poseen sus tres lados proporcionales, entonces son semejantes.>

Lema 1: Sea P un punto sobre uno de los lados (o su prolongacion) del AABC,

entonces

AP _ (APC)
PB~ (PBC)®

Demostracion:

Al tomar la condicién con P perteneciente a
AB (Figura75), formando los triangulos
AAPC y APBC, al trazar la altura desde el
vértice C en ambos triangulos se tiene que

dicha altura es comun de donde se tiene

que:

Figura 75

AP - h

(APC) = ——
2

PB-h

(PBC) = —

AP-h
(APC) —3— AP (APC) AP

(PBC) PB-h_ PB__ (PBC) PB
2

El caso en el que P se encuentra sobre la prolongacion de AB, el andlisis es similar,

por lo que el lema queda demostrado.
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1.10 CIRCUNFERENCIA.

Definicidn. Circunferencia.

Es el conjunto de todos los puntos del plano que estan a una misma distancia de un
punto fijo, llamado centro de la circunferencia. (En la figura 76 el centro es denotado

por la letra 0).

semicircunferencia

Elementos de la circunferencia

Figura 76

Definicién. Puntos conciclicos.

Es el conjunto de puntos que estan en una misma circunferencia.

1.10.1 Lineas en la circunferencia.

Definicién. Radio.

Es el segmento que une cualquier punto de la circunferencia con su centro (r en
figura 76).
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Definicién. Cuerda.

Es un segmento de recta que tiene por extremos dos puntos de la circunferencia (MN
figura 76).

Definicion. Arco.
Es cada parte de la circunferencia limitada por dos puntos de la misma.

/N
Para denotar un arco se utiliza la notacion MN (Figura 76).

Definicién. Diametro.

Es toda cuerda que pasa por el centro de la circunferencia (4B figura 76).

La medida del diametro es igual a dos veces la medida del radio.

Definicidn. Semicircunferencia.

N
Es cada uno de los arcos determinados por los extremos de un diametro (AB en
figura 76).

En lo sucesivo se denotara a una circunferencia con la expresion (0), con O como
VRS
centro de ésta, y en ocasiones necesarias se expresara como (MN), con MN al arco

que caracteriza a dicha circunferencia (Figura 76).

1.10.2 Posiciones relativas de un punto respecto a una circunferencia.

Definicion. Punto interior.

Es el punto cuya distancia al centro de la circunferencia es menor que el radio
(Figura 77. a).
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Definicién. Punto sobre la circunferencia.

Es el punto que pertenece a la circunferencia (Figura 77.b).

La distancia de este punto al centro de la circunferencia es igual al radio.

Definicién. Punto exterior a la circunferencia.

Es el punto que esté fuera de la circunferencia (Figura 77.c).

La distancia de este punto al centro de la circunferencia es mayor que el radio.

a) b) ¢)

Figura 77

1.10.3 Posiciones relativas de unarecta y una circunferencia.

Definicidn. Recta secante.

Es la recta que tiene dos puntos comunes con la circunferencia (Figura 78.a).
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Sea A y B los puntos que corta la recta [ a la circunferencia (0) y un punto P de la recta
pero exterior a la circunferencia (Figura 78.a). El segmento PB se llama segmento

secante y PA se llama segmento exterior del segmento secante.

Definicion. Recta tangente.

Es la recta que tiene un punto comun con la circunferencia. A este punto se le

denomina punto de tangencia (Figura 78.b).

Definicién. Recta exterior.

Es la recta que no tiene puntos en comun con la circunferencia (Figura 78. c).

a) b) c)

Figura 78

1.10.4 Angulos con relacién a una circunferencia.

Definicién. Angulo central.

Es el angulo formado por la abertura de dos radios de una circunferencia.
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La medida del arco que subtienden dos radios es igual a la medida del angulo central

que éstos forman (Figura 79), es decir:

m@= m<AOB

Figura 79

Definicion. Angulo inscrito.

Es el angulo cuyo vértice esta sobre la circunferencia y sus lados son semirrectas

secantes a esta.

Mide la mitad de la medida del arco que abarca dichas semirrectas (Figura 80), es

decir:

mcsAPB = %mZIE .
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Figura 80

Definicién. Angulo semi-inscrito.

Es el angulo formado por una recta tangente y una cuerda que parte desde el punto

de tangencia.

Mide la mitad de la medida del arco que abarca dichas lineas (Figura 81), es decir:

msAPB = %mPB

Figura 81

Definicion. Angulo ex-inscrito.

Es el angulo suplementario a un angulo inscrito formado por una recta secante y una

cuerda.
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Su medida es igual a la mitad de la medida del arco que intersectan dichas lineas

(Figura 82), es decir:

m<BPC = %CPA

Figura 82

Definicién. Angulo interior.

Es el angulo cuyo vértice es interior a la circunferencia y es formado por dos rectas

secantes.

Su medida es igual a la semisuma de las medidas de los arcos opuestos a los angulos

iguales que abarcan dichas rectas (Figura 83), es decir:

m£APB =1 (AB + (D).

Figura 83
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Definicion. Angulo exterior.

Es el &ngulo que tiene su vértice en el exterior de la circunferencia y sus lados son
rectas que cumplen una de las siguientes condiciones: a) dos secantes, b) una

tangente y una secante, y ¢) dos tangentes a ella.

Su medida es igual a la semidiferencia de las medidas de los arcos que abarcan

dichas rectas es decir:

Para a) Figura 84.a

m£APB =1 (AB - CD)
para b) Figura 84.b

mzAPB = 1 (AC - 4B)
Y c) Figura 84.c

msAPB = :(AMB — AB)
Ademas, para c) se cumple que

m<APB = 180° — AB.

P
B
A A B
c M
a) b) c)
Figura 84
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Teorema XVII. KEn toda circunferencia se cumple que a cuerdas congruentes le

corresponden arcos congruentes, y viceversa.>»

N ')
De la figura 85.a , MN = EF < MN = EF.

Teorema XVIII. «Si un radio es perpendicular a una cuerda, entonces dicho radio

bisecara a la cuerda.>

Asi; en la figura 85.b, se establece que: OL 1L AB = AH = HB.

Teorema XIX. «Si en una circunferencia se traza una recta tangente, al trazar un
segmento desde el centro al punto de tangencia, éste segmento caera

perpendicularmente a la recta.>

Es decir, si M es punto de tangencia entonces, OM L [ (Figura 85.c).

M l o
M—~E A = T g
. N
a) b) c)

Figura 85
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1.10.5 Posiciones relativas entre dos circunferencias.

Sean las circunferencias de centro 0 y 0'de radios R y r, respectivamente y la

distancia entre sus centros 00’ = d; luego las circunferencias seran:

Circunferencias exteriores: Si la distancia entre sus centros es mayor que la suma

de la medidas de sus radios (Figura 86.a), es decir:
d>R+r.

Circunferencias interiores: Si la distancia entre sus centros es menor que la

diferencia de las medidas de sus radios (Figura 86.b), es decir:

d<R-r.

Circunferencias tangentes interiores: Si la distancia entre sus centros es igual a la

diferencia de las medidas de sus radios (Figura 86.c), es decir:

d=R-—r.

Donde [ es la recta tangente comun a las circunferencias.

& @ (@

a

Figura 86
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Circunferencias tangentes exteriores: Si la distancia entre sus centros es igual a la

suma de las medidas de sus radios (Figura 87.a), es decir:
d=R+r.

Donde [ es la recta tangente comudn a las dos circunferencias.

Circunferencias secantes: Si la distancia entre sus centros es mayor que la
diferencia de las medidas de sus radios y menor que la suma de las medidas de sus

radios (Figura 87.b), es decir:

R—r<d<R-+r.

Donde AB es la cuerda determinada por los puntos de interseccion de las dos

circunferencias.

Circunferencias concéntricas: Si sus centros coinciden (Figura 87.c), es decir:

d=0.

.-‘ 1\\
<y >
a) b) c)
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1.10.6 Circunferenciainscritay circunscrita.

Definicion. Circunferencia inscrita en el triangulo.

Es la circunferencia que tiene su centro dentro del triangulo y es tangente a sus

lados.

Teorema XX. «<El centro de la circunferencia inscrita en el triangulo se encuentra en

el punto de interseccion de sus bisectrices.>
Demostracion:

Sea O el centro de la circunferencia inscrita

(Figura 88). Como se desea que el punto O esté
dentro del triangulo, A0 y AB se encuentra en el
mismo semiplano respecto a AC y en el mismo

semiplano respecto a AB se encuentra A0 y AC.

Por lo tanto, A0 pasa entre AB y AC. Sean C1 Y B Figura, 88

los puntos de tangencia de la circunferencia con AC y AB del triangulo. De los
triangulos rectangulos 4AC,0 y 4AB;0 tienen la hipotenusa A0 en comin y los
catetos 0C; y OB; iguales por ser radios asi, resulta que el 4AC,0 y el 4AB,0 son
congruentes por CTR3. De aqui se deduce la congruencia del ZOAC, con él LOAB;.
Pero esto significa que el centro de la circunferencia se encuentra en la bisectriz del
triangulo, trazada desde el vértice A. Andlogamente se demuestra que el centro de la

circunferencia esta en las otras dos bisectrices del triangulo.

Nota. En todo triangulo se puede inscribir una circunferencia, determinada por el

incentro.
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Definicion. Circunferencia circunscrita al triangulo.

Es la circunferencia que pasa por cada uno de los vértices del triangulo.

Teorema XXI. Existencia y unicidad de la circunferencia.

«Por tres puntos distintos, no colineales pasa una y solo una circunferencia.>

Demostracioén:

Existencia. Sean A, B, C tres puntos distintos y no colineales
(Figura 89); sean m y m' las mediatrices de los segmentos AC
y AB respectivamente y por el teorema |, existe un Unico punto
{0} = mnm'. Como O € m, por las propiedades de la
mediatriz se tiene que, 0A = 0C y similarmente, como 0 € m'

entonces OA = OB, porlotanto OA = OB = 0C luego, O es el

centro y OA el radio de una circunferencia que pasa por los

Figura 89

puntos A, By C, que se le llamara (0).

Unicidad. Supongamos que por los puntos A, B y C pasa otra circunferencia (0'); como
0'A = 0'B entonces por las propiedades de la mediatriz 0’ € m'y como 0’'A = 0'C
entonces 0’ € m, luego {0’} = m N m'ycomo {0} = m N m' portanto 0’ = 0. De
esta manera se concluye que la circunferencia de centro 0’ y de radio 0'A y la

circunferencia (0) son la misma.

Nota. En todo triAngulo se puede circunscribir una circunferencia, determinada por el

circuncentro.
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1.10.7 Circunferencia exinscrita a un triangulo.

Definicion. Circunferencia exinscrita a un triangulo.
Es la circunferencia que es tangente a un lado y a las prolongaciones de los otros dos

lados de un triangulo.

En la figura 90, la circunferencia de centro O esta exinscrita en AABC, y es tangente
al lado BC.

Figura 90

Al radio de la circunferencia ex-inscrita se le denomina ex-radio (r,). El subindice indica
que corresponde al BC (BC = a). En un AABC se pueden dibujar tres circunferencias

ex-inscritas cuyos radios serian denominados 7, 1, Y 7.

1.10.8 Cuadrilatero inscrito (cuadrilatero ciclico).

Definicidon. Cuadrilatero inscrito.

Es el cuadrilatero cuyos vértices pertenecen a una circunferencia.

En todo cuadrilatero inscrito se cumple las siguientes propiedades:

1. Los angulos opuestos son suplementarios (Figura 91. a).

2. Las diagonales forman angulos congruentes con los lados opuestos
(Figura 91.b).
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3. Un angulo interior del cuadrilatero inscrito es congruente con el opuesto exterior
(Figura 91.c).

a + 3 =180° a=7 ,
a) b) c)
Figura 91

1.10.9 Cuadrilatero inscriptible.

Definicion: Cuadrilatero inscriptible.

Es el cuadrilatero que puede inscribirse en una circunferencia.

Para que esto suceda, dicho cuadrilatero debe cumplir con cualquiera de las tres
propiedades dadas para un cuadrilatero inscrito. En la figura 92.a, el cuadrilatero
ABCD es inscriptible, ya que sus angulos opuestos 2B y «D son suplementarios. El
cuadrilatero PQEF (Figura 92.b) también es inscriptible, puesto que cumple con la
segunda propiedad. Todo trapecio isésceles es inscriptible (Figura 92.c) ya que

cumple con la primera propiedad.
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Figura 92

Observaciones.
1. Enla figura 92.a, AC es diametro de la circunferencia circunscrita.
2. Enla figura 92.b, PF es didmetro de la circunferencia circunscrita.
3. Enla figura 92.c, el trapecio is0sceles MNLG es inscriptible, ya que
a+ 6 =180°.
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CAPITULO L.
INTRODUCCION A LA GEOMETRIA MODERNA.

Se le llama geometria moderna a aquella que histéricamente surge entre la geometria
deductiva desarrollada después de Euclides, y anterior a las geometrias no

euclidianas.

Caracterizada por los nuevos estudios al cual se hace referencia a esta geometria,
como son el empleo de signos en segmentos de rectas, asi como también el asignar

sentido a angulos que estan en un mismo plano.

En este capitulo se desarrolla el teorema de Ceva y Menelao los cuales estan
estrechamente relacionados, estos son potentes herramientas que permiten tratar
elegantemente muchos problemas en los que interviene la colinealidad de puntos y la
concurrencia de rectas. También se abordan algunos temas relacionados con
triangulos, segmentos de recta y circunferencia, que comprende las propiedades que
se refieren a: Triangulo pedal, polos, polares, simedianas —se le recomienda al lector
que tenga conocimiento de simetrias y relaciones trigpnométricas-, punto simediano y
exmedianas. También se dan a conocer algunos temas referentes a la geometria de

Lemoine que son importantes para el desarrollo de este trabajo.

A continuacién se presentan los elementos basicos de la geometria moderna.

2.1 SEGMENTOS DIRIGIDOS.

Un paso adelante en el sistema de los numeros fue el de incluir los nimeros negativos,
de lo cual han resultado grandes avances de los que pudieron imaginar aquellos que
tomaron parte en este hecho. Asi también gran progreso fue en geometria asociarle a

algunos de los conceptos fundamentales la nocion de signo y longitud.

Recordando que, si en una recta se toman dos puntos distintos Ay B (Figura 93), ellos

nos determinaran un segmento de recta.
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Figura 93

En geometria elemental se refiere a este segmento como segmento AB y usualmente
su interés radica en su longitud. Sin embargo, se puede asociar la idea de direccion.
Asi, si la porcion de recta entre estos dos puntos se imagina desarrollada desde A a
B, se tiene el segmento dirigido AB, mientras si se desarrolla de B a A, se tiene el
segmento dirigido BA. Las longitudes de los segmentos dirigidos AB y BA son las
mismas, pero sus direcciones son opuestas. Esta diferencia de direcciones es analoga
a la diferencia en signos de los niameros y que es convenientemente indicada por

medio de tales signos.

En lo sucesivo, cuando se hable de un segmento de recta, se entenderd un segmento

dirigido, a menos que se aclare lo contrario.

Relaciones entre segmentos de rectas dirigidos.

Los segmentos dirigidos AB y BA son, como se ha sefialado anteriormente, iguales en

longitud pero opuestos en direccion.

Estos hechos estan indicados por la ecuacion

B =-BA.

O por la ecuacion equivalente

=
oy
+
%
&



Si A, B y C son tres puntos colineales y consecutivos,

B+ BC +CA =0.

2.2 RAZON DE PARTICION DE UN SEGMENTO DE RECTA.

Si P es punto cualquiera en AB ya sea entre Ay B o externo a AB, se dice que divide
a AB enlarazonr = 2—;. Si P esta entre A y B divide al segmento internamente y la

razon de particion es positiva; si esta fuera de AB divide al segmento externamente, y

la razon de particion es negativa.

Teorema XXII. «Sean P y Q dos puntos en la recta determinada por los puntos Ay B.

Si P y Q divide al segmento AB en la misma razén entonces coinciden.>>

Demostracioén:

Sean P y Q tales que ﬁ—; = g—g = r, por tanto, se tiene que
AP = rPB (1)
AQ =rQB (2).
Pero ademas,
AP + PB = AB 3)
AQ + QB = AB (4).

De (3) y (4) se tiene,
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PB = AB — AP,

QB = AB — AQ.

Sustituyendo estos valores en (1) y (2) se tiene que:

AP = r(AB — AP), (5)

AQ =r(AB — AQ) (6).

De (5) y de (6) se obtiene:

rAB
AP =rAB — AP = AP + rAP = rAB = AP = .
1+r
rAB
AQ =1AB —rAQ :>AQ+rAQ=rAB:AQ=1+r.

Por tanto AP = AQ, asi; los puntos P y Q coinciden.

2.3 TEOREMAS DE CEVA Y MENELAO.

En esta seccion se estudiaran un par de teoremas que resultan de gran utilidad cuando
se trata con problemas sobre rectas concurrentes o puntos colineales. Estos teoremas
son conocidos como Teorema de Ceva y Teorema de Menelao. Cada uno de ellos

tiene una doble utilidad, ya que se pueden aplicar para demostrar que ciertas rectas
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son concurrentes (ciertos puntos son colineales), o una vez que se sabe que ciertas

rectas son concurrentes (puntos colineales) se quiere obtener informacion sobre estas.

Antes de enunciar los teoremas mencionados, se introducira el término ceviana.

Definicién. Ceviana.

Es el segmento de recta que une un vértice de un triangulo con un punto cualquiera

del lado opuesto o de su prolongacion.

Teorema XXIIl. Teorema de Ceva.

«Dado un 4A4BC, sean L, M y N puntos sobre los segmentos BC, CA y AB,

respectivamente. Entonces, las cevianas AL, BM y CN concurren si y solo si

Demostracion:

Supdngase primero que las cevianas AL, BM y CN son concurrentes en un punto S
(Figura 94).

‘ . “c
B L

Figura 94
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Y sean las paralelas BD, CE a ASL a través de B y C respectivamente, intersectando a

las prolongaciones de CN, BM en D y E respectivamente. De lo cual resulta que:

AANS~ADNB AN _ 24
- —

NB _ BD’

AEBC~ASBL BL_LS

~ ﬁ—:—

BC CE’

ABDC~ALSC = Be _5b

LC LS’

AASM~AEMC M _CE
- —

MA _ SA’

Entonces, multiplicando se tiene:

AN BL BC CM AS LS BD CE

NB BC LC MA BD CE LS SA

Y simplificando se tiene

AN BL CM

NB LC MA

Ahora supongase que los puntos L, M y N cumplen que:

AN BL CM

NB LC MA
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Y supdngase ademas que AL, BM y CN no son concurrentes. Considérese el punto S
donde se intersectan BM, CN y supdngase que AS intersecta a BC en un punto L. Dado

que AL’, BM y CN son concurrentes, por lo demostrado anteriormente tenemos que

AN BL CM_l_AN BL CM
NB L'C MA =~ NB LC MA®
De esto se tiene que
BL' BL
LU'C LC’

De aqui se sigue que L' = L, ya que si un segmento es divido en la misma razén por

dos puntos entonces, estos puntos coinciden. Asi; las cevianas son concurrentes.

Teorema XXIV. Teorema de Menelao.

«Dado un AABC, sean M, N y L, puntos cualesquiera sobre los segmentos BC, CA 'y

AB, respectivamente. Entonces M, N y L son colineales si y sélo si

AN BL CM _ L
NB LC MA

Demostracioén:

Sean L, M y N las intersecciones de LMN con los segmentos de AABC en CA, AB 'y
BC en su prolongacion (Figura 95), y sea una paralela a AB que pasa por C

intersectando a LMN en D. Entonces se tiene que:
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Figura 95

ANBL ~ ADCL NB _ BL 1
~ - —

DC —LC’ @

AMAN ~ AMDC be _ M 2
~ ) — = —

AN MA’ @

Multiplicando (1) y (2) se tiene

NB DC  BL CM
DC AN LC MA

NB BL CM

AN~ LC MA

AN BL CM

NB LC MA

Supongase ahora que los puntos L, M y N cumplen que

AN BL CM

NB LC MA
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Supdngase ademas que la prolongacion de MN corta a la prolongacion de BC en L',

entonces
AN BL CM AN BL CM
NB LC MA " NB L'C MA
De donde se tiene que
BL' BL
L'C LC

De lo cual se deduce que L' = L, ya que si un segmento es divido en la misma razon
por dos puntos entonces estos puntos coinciden. De lo cual se concluye que L, My N

son colineales.

2.4 DIVISION ARMONICA.

Definicién. Divisiéon armoénica.

Dos puntos dividen a un segmento arménicamente si lo dividen interna y externamente

en la misma razon.

Es decir dos puntos C y D dividen arménicamente a un segmento dado AB si

AC _ AD
CB~ DB

AD
C B BD

L >
p O
[ Nw)

|

AC
—CB—

Figura 96
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Donde el punto C esta en el interior de AB y D en su prolongacién tal como se presenta
en la figura 96. Los puntos C y D se llaman conjugados arménicos con respecto a A

y B y viceversa.

Los cuatros puntos A4, B, C y D se dice que forman una cuaterna armonica.

Se usard la notacién (ABCD) = —1 para denotar una cuaterna armonica.

2.4.1 Construccién de conjugados armdnicos.

Dado un segmento AB y un punto C (Figura 97), para construir el cuarto arménico, es
decir el conjugado armoénico de C respecto a AB, se puede proceder de la siguiente

manera.

D ——

Figura 97

Se trazan dos rectas paralelas cualesquiera por A y B, se traza una recta por C que
corte a estas paralelas en 0 y P respectivamente. En la recta PE se ubica Q tal que

PB = BQ. Se traza larecta 55 El punto D donde se intersectan 55 y AE es el cuarto

armonico buscado.

En el caso especial en que C es el punto medio de 4B, D es el punto al infinito de AB.
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Para demostrar que efectivamente este es el punto buscado, basta comprobar que

AAOC ~ ACPB y que AOAD ~ AQBD, por tener sus angulos correspondientes iguales,

de donde:
AOAC ~ ACPB = Ac_ 04
CB  BP’
AOAD ~ AQBD Ab _ 04
~ = — = —
Q BD ~ QB
Por tanto
AC 04 AD 04 _ AC _ AD
CB —-PB’ —DB  —-BQ CB DB

Teorema XXV. «Si, en una cuaterna armoénica (ABCD) = —1, todos los segmentos

son medidos desde el punto B, tenemos que

SRS
BA BC BD’
Demostracioén:
Dada la relaciéon
AC _ AD
CB DB

Se tiene que (Figura 96) AC = AB — CB = AB — (—BC) = AB + BC,
AD = AB + BD

AB+BC  AB+BD
[ DB

=

= AB+BC _AB+BD
BC BD
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AB BC AB BD
“BC BC BD BD

(—BA) - BA+1
BC BD
BA ) BA+1
= _——1] = ——
BC BD
BA BA
=9
BC BD
pa( ) =2
: P
BC  BD
2 1 N 1
BA BC BD

Teorema XXVI. «Si 0 es el punto medio de 4B, y si C, D son dos puntos de 4B, y los
segmentos formados por dichos puntos son medidos desde el punto 0. Entonces, A4,

B, Cy D forman una cuaterna armonica si y solo si
0A? =0C-0D.>»

Demostracion:

De la proporcién

AC _ AD
CB~ DB

Y sabiendo que BD = —DB entonces
AC _AD

CB~ BD
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Ademas, si se escriben las relaciones de los segmentos de recta dada en figura 96

se tiene:

A0+ 0C A0+ 0D
A0 — 0C 0D — A0

- —0A+0C —0A+0D
—0A—0C 0D+ 0A

= (—0A+ 0C)(0D + 0A) = (—0A+ 0D)(—0A — 0C)
= —0A-0D — 0A?> +0C-0D +0C - 0A = 0A*> + 0A-0C — 0D - OA— 0D - OC
= —04*>+0C-0D = 0A*—-0D -0C
= 20A4* =20C - 0D

= 0A*= 0C-0D.

La prueba se hace en sentido contrario a la de la parte anterior.

2.5 HAZ ARMONICO.

Definicion. Haz armonico.

Es el conjunto de cuatro rectas concurrentes que pasan por cuatro puntos colineales

y consecutivos que forman una cuaterna armonica.

En la figura 98, si los puntos A, B, C y D forman una cuaterna armonica, entonces
04, 0B, 0C y 0D forman un haz arménico. El punto O se llama centro del haz y oC y

0D se dicen que son conjugados arménicos respecto a 04 y OB y viceversa.

86



Figura 98

Para denotar un haz armoénico se utilizara la notacion 0(ABCD) = —1.

Teorema XXVII. «Dado (ABCD) = —1 y un punto O exterior a AB, si se traza una

paralela a 04 por B que corte a 0C,0D en P y Q, entonces PB = BQ.>
Demostracion:

De los dos pares de triangulos semejantes AOAC, APCB y AOAD, ABQD (Figura 99)

se tiene:

A0 AC A0 AD
PB  CB’ BQ DB
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Figura 99

Ahora dado que (ABCD) = —1, las dos razones del lado derecho de las igualdades son

igual; entonces

A0 A0 PB - B
—_—= = .
PB~ BQ ¢

Teorema XXVIII. «Si dos rayos conjugados de un haz arménico son perpendiculares,

entonces éstos son bisectrices del angulo formado por los otros dos rayos del haz.>>

Demostracion:

Sea 0O(ABCD) = —1y GH paralela a 04 que intersecta a OB, 0Cy OD en F,G y H. Se

tiene por el teorema anterior que GF = FH, y Si 04 es perpendicular a OB, se forman

los triangulos 40FG y AOFH (Figura 100).
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A C B D

Figura 100

Entonces por el criterio de congruencia CTR1, los triangulo 40FG = A0FH, de ésto
resulta que m«GOF = m«HOF, por lo tanto OB es bisectriz del angulo formado por los
rayos oC y 0D, y por la propiedad de la seccién 1.6 04 es bisectriz exterior del angulo

formado por los rayos oC y oD.

2.6 POTENCIA DE UN PUNTO CON RESPECTO A UNA CIRCUNFERENCIA.

Definicion. Potencia de un punto con respecto a una circunferencia.

Es el producto constante de las medidas de los segmentos de cualquier secante
trazada desde el punto, comprendidos entre dicho punto y las intersecciones de la

secante con la circunferencia.

Enla figura 101, la potencia de P con respecto a la circunferencia es:

PA-PB =PC-PD =PM-PN =k.
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Figura 101

Teorema XXIX. «Si por un punto se trazan rectas secantes a una circunferencia, el
producto de las medidas de un segmento secante por su segmento externo es igual al

producto de las medidas del otro segmento secante por su segmento externo.>

D

Figura 102

Es decir; si PAB y PCD (figura 102), son secantes de la circunferencia (0), entonces

PB -PA = PD - PC.
Demostracion:

Por hipoétesis se tiene que PAB y PCD son secantes de (0). Si se traza AD y BC. Los
VEERS
angulos en D y en B subtienden el arco AC, luego resulta que APBC y APDA son

semejantes (primer criterio de semejanza), por tanto
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PB _FC PB - PA PC - PD
_— . — .
PD PA

Teorema XXX. «Si dos cuerdas se intersecan en un punto interior de una
circunferencia, entonces el producto de las medidas de los segmentos determinados
en una de ellas es igual al producto de las medidas de los otros dos segmentos

determinadas en la otra secante.> (Figura 103)

Iiqura 103

Demostracion:
Si se trazan los segmentos AD y CB. Se tiene que AAPD ~ ACPB (primer criterio de

semejanza), asi; se tiene que el 2D = 2By £APD = +CPB.

Por tanto

AP PD

— =— = AP - PB = PC - PD.
cCP PB
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Teorema XXXI. «La potencia de un punto con respecto a una circunferencia es igual

a la diferencia entre el cuadrado de su distancia al centro de la circunferencia y el

cuadrado del radio.>

Es decir; dadas las secantes en Figura 104, PO = d, OM = r, entonces

Potencia = d* — r> = PM - PN

Figura 10/

Demostracion:
Como las secantes trazadas son arbitrarias entonces se elige como una de ellas la
secante que pasa por el centro de la circunferencia. Si se designa por d la distancia

de un punto P al centro y por r el radio de la circunferencia, se obtiene:

PM -PN = (d —r)-(d + 1) = potencia.

Del teorema de la potencia se tienen las siguientes observaciones.

a. Siel punto P es exterior a la circunferencia (Figura 104),d >ry
d? > r?,luego d? — r? > 0 y la potencia es positiva.
b. Si el punto P esta sobre la circunferencia, d = r y d? —r? = 0 y la potencia es

nula.
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c. Siel punto P es interior a la circunferencia (Figura 104), d <ryd*—-r?<0y

la potencia es negativa.

Teorema XXXII. «Si desde un punto exterior a una circunferencia se trazan una
tangente y una secante, la medida del segmento tangente es media proporcional entre

todo el segmento secante y su segmento externo.> (Figura 105).

Es decir; si PT es tangente a (0) y PAB secante a (0) entonces, PT? = PB - PA

R A
— ~B
\
Y,
7
Figura 105

Demostracion:
Se traza BT y AT, se observa que £PTA = «B, por subtender el mismo arcoy P es

un angulo comun, asi; APBT ~ APTA (primer criterio de semejanza), por tanto:

PB—PT=> PT?2 = PA-PB
PT  PA N

Corolario 1. La potencia de un punto exterior a una circunferencia es igual al cuadrado

del segmento tangente trazado desde el mismo punto:

Potencia = PA- PB = PT?.
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Teorema XXXIIl. «La tangente [ a la circunferencia circunscrita de un AABC a traves

de un vértice (Figura 106) cumple que

LB_CZ

LC  b%’
Donde el punto L es el intersecto de [ con la recta que contiene el lado opuesto del

vértice considerado.>
Demostracioén:

Sea AL el segmento de la tangente [ a la circunferencia en el vértice de AABC, y LB el

segmento determinado por L y B de AABC formandose el AALB y AALC.

A
4

]
AN

Figura 106

v

<
<

Entonces el ZLAB y «C son congruentes, ya que subtienden el mismo arco, ademas
tienen el mismo angulo L en comun, de aqui resulta que el AALB y AALC son

semejantes; entonces

LB AB LB? AB?
—_—_— e — = —
AL AC ALZ  AC?

Ahora AL? = LB - LC por el teorema anterior; entonces

LB?>  AB?
LB-LC AC?
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LB AB? c?

LC _AC?  p?°

2.6.1 Ejeradical de dos circunferencias.

Definicion. Eje radical de dos circunferencias.
Es el conjunto de puntos que tienen igual potencia con respecto a dichas
circunferencias (Figura 107).

Figura 107

Observaciones.

1. El eje radical es perpendicular al segmento determinado por los centros de las

circunferencias.

PQ en figura 107.

2. El eje radical de dos circunferencias tangentes es la tangente comun en el punto de

tangencia.

3. El eje radical de dos circunferencias secantes es la cuerda comun.
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Teorema XXXIV. «Los ejes radicales de tres circunferencias, con centros no

colineales, tomadas en pares son concurrentes.>

Demostracion:
Si el eje radical de las circunferencias (4), (B) intersecta el eje radical de las
circunferencias (4), (C) en el punto Ry R,, R, R, son potencias de R para (A), (B),

(C) respectivamente, tenemos:

Es decir, el punto R se encuentra en el eje radical de las circunferencias (B) y (C), por

lo tanto los ejes radicales de (4), (B), (4), (C)y (B), (C) concurren en el punto R.

Figura 108
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2.7 PUNTOS INVERSOS EN UNA CIRCUNFERENCIA.

Definicidn. Puntos inversos.

Dos puntos P y Q colineales con el centro de una circunferencia (0) ubicados en un
mismo semiplano con respecto a la recta que contiene a un diametro, se diran puntos
inversos, si el producto de sus distancias al centro de (0) es igual al cuadrado del

radio.

En figura 109, P y Q son inverso, es decir;

OP - 0Q = AO?

Figura 109

Observacion.

1. Si un punto se toma en la circunferencia, su inverso coincide con el punto
considerado (B en figura 109).

2. Siun punto se toma exterior a la circunferencia su inverso se encuentra en el
interior, y si el punto es interior a la circunferencia su inverso es exterior (P, Q

en figura 109).
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Teorema XXXV. «Dos puntos inversos dividen el diametro correspondiente

armonicamente. El reciproco también se cumple.>

Demostracioén:

Sea P, Q dos puntos inversos de la circunferencia (0) (Figura 109) y A, B los extremos

del diametro que contiene a P, y en su prolongacion a Q.

Por hipotesis se tiene que OP - 0Q = OB?; por lo tanto por teorema XXVI de los

puntos armonicos (ABPQ) = —1.

Si (ABPQ) = —1, aplicando el reciproco de teorema XXVI se tiene que

OP - 0Q = OB?; por lo tanto, los puntos P, Q son inversos con respecto a la

circunferencia dada.

2.8 CIRCUNFERENCIAS ORTOGONALES.

Definicion. Circunferencias ortogonales.

Son dos circunferencias cuyo cuadrado de la longitud del segmento que une los

centros es igual a la suma de los cuadrados de sus radios.

Teorema XXXVI. «En dos circunferencias ortogonales los dos radios que pasan a
través de un punto comun a las dos circunferencias forman un angulo recto. El

reciproco también se cumple.>
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Demostracion:

Figura 110

Sea (0) y (K) dos circunferencias ortogonales (Figura110) y r, R los radios
respectivos, por definicion se tiene que 0K? = R? + r2, por lo tanto por el reciproco del
teorema de Pitagoras el triangulo es rectangulo, de esta forma el &ngulo formado por

los radios es recto.

Considérese las circunferencias (0), (K) en figura 110, y r, R los radios respectivos
que pasan a través de un punto comun M, tal que 20MK = 90° por hipotesis, asi por

el teorema de Pitagoras el triangulo AOMK es triangulo rectangulo por lo tanto

OK? = R? 4+ rZ2.
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Teorema XXXVII. «Si dos circunferencias son ortogonales, el radio de una
circunferencia que pasa a través de un punto comun a las dos circunferencias es

tangente a la segunda circunferencia. El reciproco también se cumple.>>

Demostracioén:

Sea C un punto comun a las dos
circunferencias ortogonales (0), (K).
Por teorema XXXVI (“=”), los radios de
(0) y (K) forman angulo recto pasando
a través del punto comun C. Si se traza
una tangente a (K) por C (Figura 111)
el radio KC de (K) es perpendicular a la

tangente (por teorema XIX), de donde

se verifica que la tangente a (K) en C

Figura 111

coincide con el radio OC de (0).

Los dos radios pasan por un punto comun C considerado, sea OC tangente a (K) en
C, por lo que el radio KC es perpendicular a la tangente por € de (K), asi 40CK = 90°;
por lo tanto, las circunferencias son ortogonales (por teorema XXXVI “”).

Teorema XXXVIII. «<Si dos circunferencias son ortogonales, cualesquiera dos puntos
de una de ellas colineal con el centro de la segunda circunferencia son inversos para

esta segunda circunferencia. El reciproco también se cumple.>
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Demostracioén:

“* ”

=

Sea (4), (B) dos circunferencias
ortogonales (Figura 112), sea E, F dos
puntos de (B) colineales con el centro de

(A), y sean C, D, los extremos del

diametro de (4), si M es un punto comdn
para (A) y (B) tenemos AM? = AE - AF
(teorema XXXII). Pero AM = AC = AD,;
asi, AC?=AE-AF por lo tanto, por
teorema XXVI (CDEF) = -1, por lo que

E, F son puntos inversos de (A) (por teorema XXXV).

Figura 112

Por hipoétesis, los dos puntos E, F de (B) son colineales con el centro de (4) y son

inversos con respecto a (4), por lo tanto: AC? = AE - AF; por consiguiente para M un

punto comin a las dos circunferencias, AM? = AE - AF. De este modo, AM tiene que
ser tangente a (4) (teorema XXXII); por lo tanto, las circunferencias son ortogonales
(por teorema XXXVII).

29 POLOS Y POLARES CON RESPECTO A UNA CIRCUNFERENCIA.

2.9.1 Rectas polares y polos.

Teorema XXXIX. «EI conjugado armonico de un punto fijo con respecto a un par de
puntos que se encuentran en la circunferencia dada y que son colineales con el punto

fijo, describe una linea recta perpendicular al diametro.>>.
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Demostracién:
Caso 1: Punto fijo es exterior a la circunferencia.

Sea la circunferencia de centro (0) dada
enla figura 113y P un punto fijo dado que
se encuentra en la prolongacion de AB, se
eligen dos puntos E, F que se encuentran
sobre (0) y que son colineales con P. Sea
M el conjugado arménico de P con A
respecto a E, F y Q el pie de la

perpendicular sobre el didmetro AB que

pase por M.

Figura 113

Se dibuja la circunferencia (K) que pasa por los puntos P, M y Q (por teorema XXI por
tres puntos pasa una y solo una circunferencia), (K) tiene por didmetro a PM ya que
MQ es perpendicular a 4B, por hipétesis los puntos E, F dividen PM armdnicamente
de este modo E, F son inversos con respecto a (K), por lo tanto las circunferencias (0)
y (K) son ortogonales (teorema XXXVIII). En consecuencia, por el teorema XXXVIII
los puntos P, Q en la circunferencia (K) que estan en AB son inversos con respecto a
(0), y como todo inverso es unico el punto Q es fijo, ademas es un conjugado armonico
de P. Por lo que el conjugado arménico M de P para E, F siempre generara una recta

que pase por el punto Q, lo que demuestra la proposicion.

Caso 2: punto fijo es interior a la circunferencia.

Anélogamente, si el punto P es interior a la circunferencia tal como lo muestra la
figura 114.
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Figura 114

Definicion. Recta polar con respecto a una circunferencia.

Es la recta perpendicular al didmetro que pasa a través del punto inverso de un punto

dado (MQ en figura 113 y figura 114).

Definicién. Polo de una recta.

Es el punto inverso del pie de la perpendicular al diametro que es colineal con el centro

de la circunferencia (P en figura 113y figura 114).

Observaciones.

a) La polar de un punto sobre la circunferencia es la tangente a la circunferencia
en ese punto (I en figura 115.a), y el polo es su punto de tangencia (B en
figura 115. a).

b) Cada punto en el plano tiene una polar con respecto una circunferencia, excepto

el centro de la circunferencia.
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c) Cada recta en el plano tiene un polo con respecto a una circunferencia, a
excepcion de las rectas que pasan a través del centro de la circunferencia.

d) Si el polo es un punto interior a la circunferencia, la recta polar no corta la
circunferencia (Figura 115.d).

e) Si el polo se encuentra fuera de la circunferencia, su recta polar coincide con la
recta que une los puntos de tangencia de las tangentes desde el polo a la
circunferencia (Figura 115.e).

[

- X

Figura 115

Teorema XL. «Si la recta polar del punto P pasa por el punto Q, la recta polar de Q

pasa por el punto P >.
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Demostracion:
Caso 1. El punto Q de la polar de P es interior a la circunferencia.

Sea [, la polar de P y Q un punto de [
(Figura 116), silarecta PQ toca la circunferencia
en los puntos C, D, entonces (PQCD)=-1
(teorema XXXIX); por lo que P es el conjugado
armonico de Q para C, D, entonces el polar de Q

pasara a través de P.

Figura 116

Caso 2. El punto Q de la polar de P es exterior a la circunferencia (Figura 117).

Sea [, la polar de P, Q un punto de [; exterior a I

(0) y P', Q' los polos respectivos. Ya que
OP-OP'=R? 'y 0Q-0Q =R? entonces
AOQ'P'~AOPQ, por lo tanto los puntos P, Q y sus

inversos P’, Q' son ciclicos, asi; PP Q, £PQ'Q

del cuadrilatero ciclico PQQ'P' son iguales.

Por hipétesis QP es la polar de P, ya que pasa

Figura 117

por Q y a través de P’ el polo de P de esto se tiene que
£PP'Q = 90°, por lo tanto 4PQ’'Q = 90°, . Asi, la recta PQ’ que pasa a través de Q' el
inverso de Q es perpendicular a 0Q, es decir, PQ’ es la recta polar de Q que pasa a

través de P.
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2.9.2 Puntos y rectas conjugadas.

Definicion. Puntos conjugados con respecto a una circunferencia.

Dos puntos tales que la recta polar de un punto pasa a través del otro punto (P, Q en

figura 118).

L

T e

Figura 118

Observaciones.

a) Un punto dado tiene un namero infinito de puntos conjugados, esto es, todos
los puntos de su polar (T, Q en figura 118 son puntos conjugados de P).
b) Sidos puntos conjugados son colineales con el centro de la circunferencia, ellos

son puntos inversos para la circunferencia (P, P en figura 118).

Teorema XLI. «Si el polo de la recta l;, esta en la recta [,, el polo de la recta [, se

encuentra en la recta [; >.
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Demostracion:

Sea P, Q los polos de las rectas [, I, respectivamente. Por hipétesis P se encuentra
en [, , es decir; la polar [, de Q pasa a través de P. Por lo tanto, por el teorema XL, la

polar [; de P pasa por Q.

Definicién. Rectas conjugadas de una circunferencia.

Son dos rectas de tal manera que el polo de una se encuentra en la otra (I; y [, en
figura 119).

l

Figura 119

Observacion.

Una recta dada tiene un namero infinito de rectas conjugadas, es decir, todas las rectas

a través del polo de la recta dada (I, I3, [, en figura 119 son rectas conjugadas para
l,).
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2.10 TRIANGULO CEVIANO.

Definicion. Triangulo ceviano.

Para cada punto P interior a AABC, las cevianas AB’, BC', CA’ que pasan por P cortan
a los lados del triangulo en A’, B’, C'. El triangulo A'B'C’, es el triangulo ceviano de P
(Figura 120).

Figura 120

2.11 TRIANGULO PEDAL.

El triAngulo ceviano mencionado en 2.10 es un tipo mas general de un triangulo
asociado dado un punto P arbitrario interior a dicho triangulo. El triangulo pedal sugiere
una caracteristica especial para obtener los vértices del nuevo triAngulo que resulte

como lo muestra la definicién a continuacion.
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Definicion. Triangulo pedal.

Sea P cualquier punto interior del triangulo ABC dado, las perpendiculares a los tres
lados BC, CA, AB que pasan por P y tienen pies A’, B’, C' son los vértices de un
triangulo A'B'C’ llamado triAngulo pedal de ABC para el “punto pedal” P (AA'B'C' en
figura 121).

Figura 121

2.12 RECTAS ANTIPARALELAS.

Definicion. Rectas antiparalelas.
Dadas dos rectas a y b no paralelas y p la bisectriz del angulo formado por a y b. Las
rectas c y d son antiparalelas con respecto a las rectas a y b si los angulos que cy d

forman con la bisectriz son iguales (a en figura 122).
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Figura 122

Teorema XLII. «Si las rectas c y d son antiparalelas con respecto a las rectas a y b,
y si A, B, C y D son los puntos de interseccion entonces el cuadrilatero ABCD es

ciclico.>»

Demostracién.

Caso 1.

Sean A, B C, D, P, Ry Q puntos de intersecciéon como en la figura 123. Haciendo

a = 4APR a = 4CPR = 4ARQ, 8 = 4BQR y = 4BAD 6 = ABCD. Para demostrar este
caso, y + 6 = 180°.

Como 4PQC =180°—fya + 6§ + 4PQC = 180°, puesto que son los angulos interiores
del triangulo APQC, entonces § = 180° — a — 4PQC = 8 — a. Consideremos ahora el
triangulo APAR. Como ZPRA =180°—B y a + APRA + £PAR = 180° por ser los
angulos interiores de triangulo APAR, se tiene

4PAR =180°—a—4PRA=Ff—-a y como y=180°—-4PAR =180°—-f + a,
entonces y + 6 = (180° — B + a) + (B — a) = 180°. Asi son suplementarios. Ademas
y+ 6+ 4ADC + 4ABC = 360°, por lo que 5ADC + 4ABC = 180°. De esta forma se
obtiene un cuadrilatero convexo con angulos opuestos suplementarios; y por lo tanto
ABCD es inscriptible.
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Figura 123

Caso 2.

Sean A, B, C,D, P, Ry Q como en la figura 124,y a = 4APR = ADPR, B = 4AQR =
ABRQ, y = 4ACD y 6 = 4ABD. Para este caso se traza la recta que pasa por el
segmento AD para que los puntos B y C queden en el mismo semiplano determinado
por AD. Se demostrara que § =vy.

Los angulos interiores del triangulo APQC suman 180°, por lo tanto f = a + 6. Y por
otro lado, considerando el triangulo APRB, se tiene que § = a + y. Lo anterior implica

que y = f —a = §. Por lo tanto el cuadrilatero ABCD es inscriptible.

! Fi gura 124
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2.13 SIMEDIANAS.

Definicién. Simediana.

Es la recta simétrica de una mediana de un triangulo respecto a una bisectriz que

pasa por el mismo vértice (CS en figura 125).

Figura 125

En un tridngulo hay tres simedianas interiores.

Observe que puede obtenerse la simediana respecto a la bisectriz exterior trazada

desde el mismo vértice (BG' en figura 126 ).

Figura 126
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Teorema XLIII. «La simediana con respecto a un angulo es el lugar geométrico de los

puntos medios de las antiparalelas del lado opuesto a dicho &ngulo.>>
Demostracion:

La recta que contiene a ED es antiparalela respecto del lado BC en el triangulo AABC

(Figura 127). Luego AABC ~AADE son semejantes.

Figura 127

Si ahora se toman los puntos medios M de BC y F de DE se construyen AAFE Yy AACM

gue son semejantes entre si, ya que 4C = £E y la razén entre los lados que lo
ED

determinan: AE/AC = FE/CM, yaque CM = %C y FE = >

Por tanto, los angulos 2EAF y £MAC son congruentes. Asi; el punto F, punto medio

de la antiparalela a BC de AABC pertenece a la simediana de 2A.

Teorema XLIV. «Las intercepciones, sobre la circunferencia circunscrita de un
triangulo, de la prolongacion de una mediana y la simediana correspondiente

determinan una recta paralela al lado del triangulo opuesto al vértice considerado. >
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Demostracion:

El AA'B" es equivalente a A'B'B (Figura 128) formados por las intercepciones de la
circunferencia circunscrita de AABC con las prolongaciones de la mediana CM vy la
simediana CS y los extremos de AB, se deduce que ABAA’ = £ABB’ y dado que

/\ /\ - 7 .
AA' = BB' puesto que AA' = BB’', se tiene que el cuadrilatero AA'B’B es un trapecio

isosceles (Observacion 1.10.9) de donde AB || A'B’.

Figura 128

La proposicién anterior proporciona una construccion simple de las simedianas de un

triangulo.

Teorema XLV. «La simediana de un triangulo pasa a través del punto de intersecciéon
de las tangentes a la circunferencia circunscrita que tienen por puntos de tangencia a

los otros dos vértices del triangulo.> (D en Figura 129)
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Demostracion:

El punto de interseccion D de las tangentes DB y DA a la circunferencia circunscrita
(G) de AABC en Ay B es el polo de AB para (G) (segun observacion b) y e) en seccion
2.9.1); por lo tanto, la recta que contiene al diametro II’ de (G) (Figura 129) que pasa
por D es la mediatriz de 4B, por teorema XXXIX. Ya que M y D dividen II
armonicamente se tiene que (DMII") = —1 (teorema XXXV), y por lo tanto
C(DMII") = —1. Ahora <ICI' es un &ngulo recto; por lo tanto, CI y CI' son las

bisectrices del angulo £DCM Teorema XXVIII, es decir, ZMCI = £ICD.

Figura 129

Pero CI es la bisectriz interna de «C de AABC, y dado que CM es la mediana de AABC;

por lo tanto, CD es la simediana de AABC trazada desde C, por definicion.
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Teorema XLVI. «La simediana correspondiente a un vértice de un triangulo divide al

lado opuesto en segmentos proporcionales a los cuadrados de los otros dos.>

Demostracion:

De la figura 130, se tienen las siguientes relaciones:

A
B S H, M c
Figura 130

1 1 BC

(BAM) == BA-AM - sen (4BAM) = 5-—= AH, (1)
1

(CAS) ==+ CA- AS - sen (4CAS) = -+ SC - AH, 2)
1

(BAS) == BA- AS - sen (4BAS) = = BS - AH, (3)
1 1 BC

(MAC)ZE'CA'AM'SBTI(AMAC)Z E‘T'AHa (4)

Teniendo en cuenta las igualdades de angulos ZBAM = £CAS ; £BAS = +MAC

Entonces al realizar (1)+(4)

%-BA~AM-sen (4BAM) %-BZ—C-AHa
1 =1 BC =1
E'CA'AM'SGTl(iMAC) E'T'AHa

De donde:

116



BA - sen (4BAM)

= 5
CA - sen (#MAC) ®)
Al realizar (3)+(2)
1 1
5+ CA - AS - sen (4CAS) _3°SC-AHy  sC
%-BA . AS - sen (4BAS) %-BS .AH, BS
De donde:
SC _ CA-sen (4CAS) .
BS  BA-sen (4BAS) ®)

Realizando (6)+(5)

sc CA-sen (4CAS)

BS _ BA-sen (8BAS) _ SC CA?

1 ~ BA-sen (4BAM) ~ BS _ BA?
CA -sen (MAC)

Definicién. Simediana externa.

Es la tangente a la circunferencia circunscrita de un triangulo en el vértice de éste,
siendo ésta la conjugada armédnica de la simediana correspondiente con respecto a

dicho vértice.

2.13.1 El punto simediano o punto de Lemoine.

Teorema XLVII. «Las tres simedianas de un triAngulo concurren.>
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Demostracién:

Se trazan las simedianas correspondientes a cada vértice de AABC (Figura 131), éstas

por teorema XLVI cumplen que:

Figura 131

BS, AB? CS; BC® AS, AC?
S.C_ Ac?'s,A_aB2 Y 5,B” BC?

Luego aplicando el teorema de Ceva se tiene:

BS; CS; AS, AB* BC* CA* _
S,C S;A S,B AC? AB? BC?

Por lo que las cevianas AS; ,BS;y CS, son concurrentes.

Definicion. Punto Simediano.

El punto comudn de las tres simedianas de un triangulo es llamado el punto simediano,

o el punto de Lemoine, del triangulo. El punto es denotado usualmente por K.
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Teorema XLVIII. «Las distancias de un punto sobre una simediana de un triangulo a

los dos lados que forman el &ngulo del cual parte, son proporcionales a estos lados.>>

Demostracion:

Sean x e y las distancias desde el pie de la simediana AS (Figura 132) a los lados
AB y AC de AABC.

Dado que AASC y AASB tiene una altura comun trazada desde A (AH), se tiene que:

(ASC) _SC
(ASB) ~ SB
(ASC) _ b?

= s~ ¢ (Teorema XLVI),

pero (ASC) =22y (ASB) = =*

2

Figura 132

Se tiene pues:
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Ahora las distancias desde cualquier punto de AS a AC y AB son proporcionalesax e y

(por semejanza de triangulos); de ahi la proposicion.

Corolario 2. Las distancias del punto de Lemoine K hacia los lados del triangulo son

proporcionales a los respectivos lados, y K es el Unico punto, dentro del triangulo, que

tiene esta propiedad.

Teorema XLIX. «Dos antiparalelas a dos lados de un triangulo son de igual longitud,

si y sOlo si éstas se intersectan sobre la simediana relativa al tercer lado del triangulo.>>

Demostracioén:

Por hipotesis se tiene que las antiparalelas a los lados del triangulo son de igual
longitud.

Sean DE y FH (Figura 133) las antiparalelas a los lados CA y 4B, respectivamente,

de AABC, y sea M el punto de interseccién. Se tiene pues:

4HFC = 4DEB = 4A
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Entonces AFME es is6sceles, por lo que FM = ME, pero FH = DE de donde

MH = MD.

F S E C

@ 9

Figura 133

Sea S el intercepto de AM con BC, y SQ con SP las paralelas a DE y FH que pasan
por S. Se tiene pues que en los triangulo AAQS y AADM los angulos £ASQ y £AMD

son congruentes y comparten el &ngulo £SAD, por lo que éstos son semejantes.

Analogamente para los triAngulos AAPS y AAHM, se tienen las siguientes razones:

DM AM HM AM

0s ~as Y ps T s
De donde:
DM _HM
QS PS

Pero, se tiene que DM = HM, por lo que QS = PS.

Ahora, observando que ABSQ y ACSP son semejantes a AABC, se tiene:

BS c SP

C-
SQ b’ SC b’

121



BS PS _ c?

Entonces, o sc—p2Y dado que QS = PS, se tiene:
BS c?
SC b2

Y por teorema XLVI, AS es la simediana relativa a BC.

La prueba se hace en sentido contrario a la de la parte anterior.

2.13.2 Las circunferencias de Lemoine.

Teorema L. «Las tres paralelas a los lados de un triangulo a través del punto de

Lemoine determinan sobre éstos seis puntos conciclicos.>

Demostracion:

Sean las tres paralelas EKF', FKD'y DKE' a los lados BC, CA y AB respectivamente

(Figura 134), intersectando a éstos en los puntos D, D'; E, E'y F, F'.

Dado que AFKE' es un paralelogramo, la linea E'F es cortada por la simediana AK y
ésta es entonces antiparalela a BC por teorema XLIII, entonces también a EF’, es decir,

los cuatro puntos E,E’,F y F' son conciclicos por teorema XLII.
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Figura 134

Ademés FE' es antiparalelo a DD’ por lo que el cuadrilatero FE'DD' es ciclico.

De manera andloga, lo mismo ocurre para los grupos de puntos F, F', Dy D’ (ya que

—>

DF' es antiparalelaa AC)y D,D',Ey E'.

Puesto que F, D'y D se encuentran en la circunferencia de E', F, D y D' y también en

la circunferencia de F, F’, D y D' estas circunferencias coinciden por teorema XXI.

Se concluye que los puntos D, D', E, E’, F y F' son conciclicos.

Definicién. Primera circunferencia de Lemoine.

Es la circunferencia definida por los seis puntos del teorema anterior.

Las paralelas consideradas son frecuentemente llamadas las paralelas de Lemoine.
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Teorema LI. KEI centro de la primera circunferencia de Lemoine de un triangulo se
encuentra a la mitad de la distancia entre el circuncentro y el punto de Lemoine del

triangulo.>
Demostracioén:

Sea 0 el circuncentro de AABC (Figura 135), L el punto medio de OK, y M el punto

medio comin de AK y E'F.

Figura 135

La recta ML formada por los puntos medios de dos lados de AKOA es paralela al tercer
lado 04, por ser base media; pero el circunradio 04 es perpendicular a E'F, dado que
E'F es antiparalela a BC; entonces ML también es perpendicular a E'F y como pasa
por el punto medio M, ML se encuentra en la mediatriz de E'F; y como todo punto de
la mediatriz equidista de los extremos se tiene que E’ y F equidistan del punto L.
Similarmente las mediatrices de DF’ y D'E pasan a través de L. Entonces la proposicién

se cumple.
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Teorema LIl. «Las tres antiparalelas a los lados de un triangulo a través del punto de
Lemoine del triangulo determinan sobre los respectivos pares de lados no
correspondientes seis puntos contenidos en una circunferencia cuyo centro coincide

con el Punto de Lemoine.>
Demostracion:

Las tres antiparalelas son iguales y son cortadas por el punto simediano K; por teorema
XLIX, asi pues K es equidistante desde los extremos de estas antiparalelas y entonces
K es el centro de una circunferencia que pasa a través de los seis puntos considerados
(Figura 136).

Definicién. Antiparalelas de Lemoine

Son las tres antiparalelas consideradas en el teorema anterior.

Esta circunferencia es conocida como la segunda circunferencia de Lemoine o

circunferencia coseno del triangulo.

Figura 136
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CAPITULO 1l
INTRODUCCION A LA GEOMETRIA DE BROCARD.

Pierre René Jean Baptiste Henri Brocard, nacié el 12 de mayo de 1845 en Vignot
(parte de Commercy), Francia y murié el 16 de enero de 1922 en Bar-le-Duc,
Francia; sus padres fueron Elizabeth Auguste Liouville y Jean Sebastien Brocard.
Brocard estudié en la Escuela Politécnica de donde la mayoria de los graduados en
este momento se convirtieron en oficiales técnicos de las fuerzas militares y de
hecho eso es exactamente el camino que tomé Brocard, unirse al Cuerpo de

Ingenieros del Ejército francés.

Sus dos publicaciones importantes fueron los dos volimenes de Notas de
“Bibliographie des Corbes géométriques” (1897, 1899) y los dos volimenes de
“‘géométriques Courbes REMARKABLES” el primero de los cuales fue publicado en
1920, el segundo en 1967 después de su muerte. Las notas pueden ser
consideradas como un libro de consulta de las curvas geométricas, con un indice
elaborado minuciosamente que contiene mas de un millar de curvas nombradas. El
texto consta de breves parrafos descriptivos, con diagramas y ecuaciones de estas

curvas.

En 1876, Brocard pregunté si las Unicas soluciones para n! + 1 = m?2, en nimeros
enteros positivos (n,m) son: (4,5),(5,11),(7,71). Este problema sigue abierto, ni

siquiera se sabe si hay sélo un nimero finito de soluciones.
Una contribucion adicional, referente a curvas de persecucion es la siguiente.

Una curva de persecucion es aquella que trazada por un punto P siempre se dirige
hacia un punto X , donde ambos puntos se mueven con la misma velocidad. La idea

fue introducida por Bouguer alrededor de 1732.

En 1877 el matematico Edouard Lucas pregunté: ¢qué curvas serian las dibujadas
por el recorrido de tres perros, si éstos inicialmente se encuentran en los vértices de

un triangulo equilatero y se ejecutan una después de otra?
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En 1880 Brocard demostrd que la curva de persecucion de cada perro seria la de
una espiral logaritmica y que los perros se reunirian en un punto comun. Este punto

se conoce ahora como el punto de Brocard.

3.1 LOS PUNTOS DE BROCARD.

Sea un punto P interior de AABC, se une éste a cada vértice, formando los tres

angulos a, f y 8 mostrados en la figura.

Figura 137

En muchos casos, estos angulos son diferentes.

¢ Existe un punto P interior de AABC que hara de estos tres angulos iguales?

Considérese la circunferencia (AB) que pasa por los vértices A y B de AABC
(Figura 138) y tangente en B al lado BC. Del mismo modo una circunferencia (BC)
se puede describir en el lado BC tangente en C a CA, y de nuevo una circunferencia
(CA) en el lado CA tangente en A a AB.
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Figura 138

Tomando los vértices A,B y C de dos en dos en la permutacion circular en sentido
anti-horario, se obtiene el grupo de circunferencias y se dird que este grupo es
directo; el grupo indirecto de circunferencias es el descrito por (AC), (CB) y (BA) en

sentido horario (Figura 139).

Figura139
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Teorema LIII «Las tres circunferencias del grupo directo tienen un punto en
comun.>

Demostracion:

Las dos circunferencias (AB), (BC) tienen el punto B en comun (Figura 140); por lo
tanto, se retnen en otro punto , dentro del AABC. Ahora la circunferencia (AB) es

tangente a BC en B, 4A0B = 180° — AB, y de manera similar angulo
4BOC = 180° — AC,
Asi,

£AQC = 360° — (180° — £B) — (180° — 4C) = 4B + 4C = 180° — 44

Se analizan los casos en que (1 es un punto exterior a (AB) y cuando es un punto

interior.
Para Q un punto exterior se tiene:

Al trazar AQ, éste corta a la circunferencia

(AB) en P y al trazar CQ en Q.

Por ser un angulo exterior se tiene que:

_ mZZ‘—mEa
ZAQC = —
_ 360°—ma—m;;(3
ZAQ0C = —
o _360°_ma_m?5
180 4A = . > .
mPQ

180° — 44 = 180° —AA—T

mPQ = 0° Figura 140
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El analisis es similar para Q un punto interior a (CA).

Asi, el punto Q pertenece también al arco de la circunferencia (CA) que se encuentra

en el interior de AABC; de ahi la proposicion.

Teorema LIV. «Las tres circunferencias del grupo indirecto tienen un punto en

comun Q'.>

La prueba se realiza de manera analoga a la del teorema anterior.

Definicién. Puntos de Brocard.

Los dos puntos 2, 2" mencionados en los teoremas anteriores se conocen como los

puntos de Brocard del triangulo.

El punto 2 se conoce como el punto positivo de Brocard, dado que resulta de la
interseccion de las circunferencias del grupo directo (sentido anti-horario); y se

conoce como punto negativo de Brocard.

Definicion. Rayos de Brocard.

Son los rayos que tienen por extremo uno de los vértices del triangulo y pasan por

uno de los puntos de Brocard.

AQ, BQy CQ para el punto positivo y AQ’, BQ' y CQ' para el negativo.
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Teorema LV.

K(a) 4NAB = £ (QBC = 4 ()CA, y el punto (2 es el Unico que tiene esta propiedad.
(b) 4 V'AC = ABC()' = A()'BA,y el punto (2’ es el Unico que tiene esta propiedad.>
Demostracion:

Tomando como base la figura 140 se observa que: AQAB es inscrito en la
circunferencia (AB) se mide por medio del arco B12, y el 402BC formado por la cuerda
B0 y la tangente BC a la misma circunferencia se mide también por medio del arco

B(; por lo tanto, estos angulos son congruentes.

Del mismo modo para £0BCy £(CA en la circunferencia (BC). Ahora bien, si 2" es
cualquier otro punto tal que el £0"AB = 40" BC, la circunferencia que pasa por los
puntos ",A,B serd tangente a BC en B, es decir, 2" serd un punto de la
circunferencia (AB). Del mismo modo, con el fin de satisfacer la condicion £0"BC =
40" CA, el punto 2" tendra que estar sobre (BC); por lo tanto, 2" es idéntico a (2. De

manera similar para la parte (b).

Definicion. Angulo de Brocard.

A los angulos £0AB y 40'AC se llama el angulo de Brocard del triangulo y con

frecuencia se denota por w.

Los éangulos de Brocard cumplen con #£0AB = 4(0'AC, puesto que por la

construccion subtienden los mismos arcos.
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3.1.1 Construccién de los puntos de Brocard.

Sea AABC (Figura 141) y una circunferencia del grupo directo, (CA), el punto Q de

Brocard y el angulo de Brocard puede ser construido como sigue.

A través del punto de contacto A de (CA) trazar una paralela al lado opuesto BC

encontrandose nuevamente a (CA) en I.

La recta que contiene a BI unira I al tercer vértice B que se encuentra nuevamente

con (CA) en el punto 2 requerido, y 4IBC es el angulo de Brocard del AABC.

Figural141

De hecho, se tiene que:

30AB = 40CA = 40IA = 40BC

Similarmente para el segundo punto de Brocard.
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Observacion.

En los AACI,A ACB (Figura 141), se cumple £4IC = ABAC, ALAC = 4ACB; por lo
tanto, #ACI = 4ABC; la recta que contiene a CI es por lo tanto tangente a la
circunferencia circunscrita (0) del AABC. En consecuencia, el punto I se puede
determinar por Al paralelo a BC e IC tangente en C a la circunferencia circunscrita
(0) del AABC. Asi, el angulo de Brocard puede estar construido sin la ayuda de una
de las circunferencias del grupo directo; repitiendo esta construccion dos veces

podemos determinar el punto de Brocard.

Observacion.

Sean D, ] los pies de las perpendiculares de A, I sobre BC (Figura 141). Se tiene:

a

B] BD DC ¢ ¢ BD DC

n- 0 I

I] I] 4D AD

Por los triAngulos rectangulos 41JB, 4ADB, AADB y AlJC (4QCI = 4B) :

cotw = cotA + cotB + cotC.

De acuerdo a la relacion anterior entre el angulo de Brocard y los angulos del

triangulo dado, se deduce que:

w < 30°
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Teorema LVI. «Las intercepciones en la circunferencia circunscrita de un triangulo
de las rectas que unen los vértices con uno de los puntos de Brocard forman un

triangulo congruente con el triangulo dado.>

Figura 142

Demostracion:

Sean las rectas AQ, BQ y CQ, que cortan a la circunferencia (0) en A, By C’

(Figura 142). En el triangulo AA'B'C’ se tiene:

3A' =4B'A'C+ 4C'A'C = 4B'AC + 4C'BC = 4B'AC + 4BAB’' = 4A

Igualmente para los angulos #2B" y «C'. Asi los dos triangulos AABC yAA'B'C’ son

semejantes.

. - . . - /\ /—\
Dado que estan inscritos en la misma circunferencia; entonces AB = A’'B’' por lo que

AB = A’B" y por tanto AABC = AA'B'C’.
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Teorema LVII. «<El triangulo pedal de un punto de Brocard es semejante al triAngulo
dado.>»

Demostracion:

Sean L, M y N las proyecciones del punto de Brocard Q a los lados de AABC
(Figura 143).

Figura 143

Teniendo en cuenta la definicién del punto de Brocard y los dos cuadrilateros ciclicos
QMAN y QNBL, se tienen:

4A = 40AN + AO0AM
4A = 4OBL + A0AM
4A = ZONL + 40AM
4A = 4ONL + 4ONM = AMNL

Del mismo modo para los otros pares de angulos de los triangulos AABC y AMNL, se

tiene que AABC~AMNL. De manera andloga para '
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3.2 CIRCUNFERENCIA DE BROCARD.

Definicién. Circunferencia de Brocard.

Es la circunferencia (0OK), que tiene por diametro el segmento determinado por el

circuncentro O y el punto simediano de un AABC (Figura 144).

|
B A

0O

Figura 144

Teorema LVIIl. «Los puntos de Brocard estan en la circunferencia de Brocard.>»
(Figura 145)

Figura 145
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Demostracion:

Sean A;, B; y C; los segundos puntos de interseccién de las mediatrices con la

circunferencia de Brocard, ademas; A’, B’y C' los pies de las mediatrices de AABC.

Tracense los segmentos AC;, BC,, BA,, CA,, CB, y AB;, formandose los triAngulos
isésceles ABC,, BCA; y ACB,, dado que A,, B; y C; se encuentran en las mediatrices.
Por ser KO diametro el angulo 2K A, 0 es recto por lo tanto KA, es paralelo a BC y las

distancias de K y A; a BC son iguales, como se muestra en la figura 146.

Figura 146

Resultados similares se obtiene con respecto a los otros dos lados del triangulo,

entonces del corolario2 se deduce que:

AA" BB CiC
BC CA AB -

(1

Se va a demostrar que el punto de interseccién P de AC; con BA,; se encuentra en la

circunferencia (OK), figura 147.
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A partir de (1) se deduce que los triangulos isOGsceles ABC;, BCA; y ACB; son

semejantes; por tanto:
¢tBAA" = LAC,C' = LPC,0.

Asi los puntos A4, C; son conciclicos con 0, P; por tanto, P se encuentran en (OK).

Figura 147

Una vez mas teniendo en cuenta los triangulos semejantes BCA,, CAB, se va a

demostrar que la interseccion (P) de BA; y CB; se encuentra en (0K).

Entonces, de la semejanza de los tridngulos isésceles se tiene que:

¢BAA" = £CByB' = £PB,0.

Asi los puntos A;, B; son conciclicos con 0, P; por tanto P se encuentra en (0K).

De ahi los tres segmentos BA,;, CB; y AC; se intersectan en un mismo punto P en
(OK).
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Ahora, de la semejanza de los tres triangulos isosceles AA;BC, AB;CA y AC,AB se

tiene:
/PAB = +«PBC = £/PCA;

Por tanto P, coincide con el punto de Brocard (.

De manera similar, se puede demostrar que los tres segmentos B;A, A,C y C,B se

encuentra en (OK) en el segundo punto de Brocard Q'.
[ |

Teorema LIX. «La circunferencia de Brocard es concéntrica con la primera

circunferencia de Lemoine de un triangulo.>
Demostracion:

Como ambas circunferencias tienen como centro el punto medio del segmento
determinado por el circuncentro y el punto simediano del triangulo (por definicion y
Teorema LI); de ahi la proposicion.

3.3 TRIANGULOS DE BROCAR.
3.3.1 PRIMER TRIANGULO DE BROCARD.
Definicion. Primer triangulo de Brocard de AABC.

Triangulo formado por los segundos puntos de interseccion de las mediatrices con la

circunferencia Brocard de AABC (P, Q y R en figura 148).
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Figura 148

Construccion del primer triAngulo de Brocard.

Por definicion P, Q y R estan en las mediatrices de BC, AC y AB, asi los triangulos
APBC, AQCA Yy ARAB son isésceles (Figura 149).

En el APBC, Q se encuentra en BP (demostracion del teorema LVIII), los &ngulos de

la base en APBC son iguales a w.

Asi, puesto que por teorema LV el punto negativo de Brocard Q' requiere que el
angulo £0'CB = w (Figura 149), se deduce entonces que Q' se encuentra en PC.
Por lo tanto:

P es el punto de interseccion de BQy CQ'.
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Figura 149
De manera similar en el AQCA, Q se encuentra en QC, por lo que:

£QCA = 4QAC = w.

Asi, para el punto negativo de Brocard 2Q'AC debe ser w (Figura 149), se deduce

entonces que Q' se encuentra en AQ. Por lo tanto:

Q es el punto de interseccion de CQ y AQ' R es punto de interseccion de AQ y BQ'.

Asi, se tiene: No importa que punto de Brocard se tome para generar el primer
triangulo de Brocard los mismos tres puntos P, Q y R se obtienen en la circunferencia

de Brocard si se une de los vértices a Q 0 para (0'.

Observacioén. De la deduccién anterior, para construir el primer triangulo de Brocard
se tomaran los vértices de AABC por parejas, se dibujaran los primeros y segundos
rayos de Brocard correspondiente segun los vértices tomados y considerando la

direccién ciclica de AABC, esto es; si el sentido ciclico es A—> B — C para A, B
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dibujar AQ, BQ’, para B, C dibujar BQ, CQ/, para C, A dibujar CQ, AQ’. Si el sentido
ciclico es A - C — B dibujar segundos rayos de Brocard y primeros rayos de Brocard

como anteriormente.

Teorema LX. Semejanza del primer triangulo de Brocard y el tridngulo dado.
«EI primer tridngulo Brocard de 4ABC es semejante al triangulo ABC >.
Demostracion:

Referente a la figura 149, 4QCA = w, ademas; se tiene A0CB = 4C — w. Por lo
tanto, en AQBC, el angulo exterior 4PQQ = w + (4C — w) = AC (por teorema VII)

= £PQQ = «C.

Ahora, en la circunferencia de Brocard, £PQQ subtiende el mismo arco que 2PRQ,
asi; «R en el triangulo de Brocard es congruente a €. Del mismo modo, en AQAB se
tiene que £0AB=w Yy 40BA = 4B — w, luego el angulo exterior £RQOP = w +
(4B — w) = 4B (por teorema VII)

= £ROP = /B.

En la circunferencia de Brocard 2RQP subtiende el mismo arco que ZRQP, asi; 2Q
en el triangulo de Brocard es congruente con «B. Luego el 2P = £A. Asi, por el

primer criterio de semejanza, los triangulos APQR y AABC son semejantes.

Del teorema anterior se tiene que los angulos homalogos son:
2AYy 2P
2By £Q

2CY LR
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B Figura 150 c

De esta forma las direcciones ciclicas P - Q - R son opuestas a A > B - C, y se

tiene que un triAngulo dado y su primer triAngulo de Brocard son inversamente

semejantes (Figura 150).

3.3.2 SEGUNDO TRIANGULO DE BROCARD.
Definicion. Segundo triangulo de Brocard de un triangulo ABC.

Triangulo formado por los segundos puntos de interseccion de las simedianas con la

circunferencia de Brocard de AABC (X, Y y Z en figura 151).

X 0

Figura 151
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