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RESUMEN

Este trabajo de grado estd enfocado en el area de Topologia Algebraica, sobre el
calculo de los GRUPOS FUNDAMENTALES DE SUPERFICIES. Antes de tratar los Gru-
pos fundamentales de superficies, se dan unas nociones generales sobre Topologia Ge-
neral, se introduce lo que es una variedad con borde y sin borde, asi también se estudia

un poco la Teoria de Grupos.

El segundo capitulo es dedicado al estudio de Superficies Topoldgicas, en el que
introducimos la nocion de Esquemas de una Region Poligonal y Superficies Topoldgicas

donde se aborda el Teorema de Clasificacion de Superficies.

En el tercer se ha calculado los grupos fundamentales de superficies; primeramente
se estudia algunas propiedades elementales de los grupos fundamentales, seguidamen-
te se enfatiza en los espacios recubridores y por medio de ellos se calcula los grupos
fundamentales de algunas superficies; por ultimo se describe el Teorema de Seifert Van-
Kampen y se calcula los grupos fundamentales de superficies de forma general utilizan-

do dicho teorema.



INTRODUCCION

La Topologia es una rama de la matematica dedicada al estudio de aquellas propie-
dades de los cuerpos geométricos que permanecen inalterados por transformaciones
continuas. Uno de los principales problemas de la Topologia es saber cuando dos es-
pacios topoldgicos son o no homeomorfos (de forma semejantes), lo cual en general
es muy dificil. No hay un método para resolver este problema en general, pero existen

técnicas que se aplican en casos particulares.

Al demostrar que dos espacios son homeomorfos consiste; en construir una aplicacion
continua de uno en el otro que tenga inversa continua y construir aplicaciones continuas
no es un problema de gran dificultad. Ahora bien, para demostrar que dos espacios no
son homeomorfos se debe probar que no existe ninguna aplicacion continua con inversa

continua. y este es un problema mas complicado que el anterior.

Se puede en cambio, encontrar propiedades topolégicas, es decir, propiedades de un
espacio topoldgico que se conserven bajo homeomorfismos, entre las que se tienen: co-
nexidad, compacidad y los axiomas de numerabilidad y separacion, etc.; se puede usar
esto para saber que la bola cerrada no es homeomorfa a la bola abierta y que ésta no

es homeomorfa a la unién disjunta de dos bolas abiertas.’

La intencion de este trabajo de graduacién es introducir al lector a la “Topologia Alge-
braica”, haciendo énfasis al concepto de Grupo Fundamental y Grupos Fundamentales

de Superficies. Puesto que en los cursos que hemos realizado de Topologia no se han

véase el libro de Topologia 2¢ Edicién, James R. Munkres



abordado a profundidad tales conceptos, se partira de cero para que el lector pueda
comprender totalmente lo que es el grupo fundamental de un espacio topoldgico, in-
troduciendo los conceptos previos necesarios para su comprensiéon,como: continuidad,
compacidad, conexidad, espacio producto, espacio cociente, los axiomas de separacion
Asi mismo, con el concepto de grupo, subgrupo, subgrupo normal, para poder abordar y

comprender los Grupos Fundamentales de Superficies.

Para facilitar la comprension del texto, se dara a conocer brevemente, sin entrar en de-
talles, lo que contiene cada capitulo para asi tener una idea mas esquematizada de lo

que se intenta explicar en cada uno de ellos.

El Trabajo de Graduacién esta separado en tres capitulos:

En el Capitulo I, las herramientas que utilizamos para llevar a cabo el calculo de los
grupos fundamentales de Superficies son técnicas basicas de la Topologia Algebraica.
Para ello en este capitulo se introduce conceptos de la Topologia General y un poco de
Teoria de Grupos, lo cual a estas alturas se considera conocido.

En el Capitulo Il, se aborda el desarrollo del Teorema de Clasificacion de Superfi-
cies, por lo tanto se introduce los conceptoss necesarios para entender de mejor manera
este Teorema: - Esquema de una region poligonal.

- Superficies Topolégicas.

En el Capitulo lll, Primeramente, se desarrolla la Teoria principal de Topologia Alge-
braica después, se propone abordar en primera fase el calculo de los grupos fundamen-
tales de Superficies utilizando los espacios recubridores y en una segunda fase, calcular,
a través del Teorema de Seifert- Van Kampen, la estructura de los grupos fundamentales
de Superficies.

Anexamos un apéndice sobre los grupos fundamnetales de superficies con borde para

que algunos interesados en el tema continuen con nuevas investigaciones sobre este.



Objetivos de Investigacion.

Objetivo General:

Desarrollar la teoria y técnicas basicas para el calculo de los Grupos Fundamentales

de Superficies.

Objetivos Especificos:

= Fundamentar los conceptos y propiedades de la teoria basica de los Grupos Fun-

damentales.

= Detallar los preliminares basicos para el estudio de los Grupos Fundamentales de

Superficies.

m Calcular los Grupos Fundamentales de Superficies utilizando espacios recubrido-

res y el Teorema de Seifer- Van Kampem.

Xii



Capitulo 1

PRELIMINARES

En este capitulo se pretende recordar algunos conceptos béasicos de Topologia ge-
neral y teoria de grupos. Se veran algunas definiciones, propiedades basicas y teoremas
de fundamental importancia en el contexto en que se realiza el Trabajo de Grado y que

seran utilizados en el desarrollo del mismo.

1.1. TOPOLOGIA GENERAL

1.1.1. Espacios Topologicos

Definicién 1.1.1. Una topologia sobre un conjunto X es una coleccién de subconjuntos

T de X que satisface :
a) 0, XeT
b) U e T = U, UaeT

c) U,Uy, ..U, €T = NU, €T
=1
Se llama espacio topolégico a un par ordenado (X, 7 ), donde 7 es una topolo-
gia en el conjunto X. Se dird que un subconjunto U de X es un conjunto abierto si U

pertenece a la coleccién 7.



1.1. TOPOLOGIA GENERAL 2

Ejemplo 1.1.1. Sea X un conjunto cualquieray 7 := P(X), donde P(X) es el conjunto
potencia de X, esta es una topologia sobre X y se le conoce con el nombre de topologia

discreta.
Ejemplo 1.1.2. Sea X un conjunto cualquieray 7 := {(), X'} ,esta es una topologia sobre

X, y se conoce con el nombre de topologia trivial o topologia indiscreta

Definicion 1.1.2. Sean 7 y 7' dos topologias sobre un mismo espacio X.Si7 C 77, se
dice que 7' es mas fina que 7 o que 7 es mas gruesa que 7. Si la inclusién es estricta,
se dira que es estrictamente mas fina o estrictamente mas gruesa respectivamente.

Dos topologias 7 y 7' se dirdn comparablessi7 Cc T'o 7' C T.

Ejemplo 1.1.3. La topologia discreta es la topologia mas fina que puede definirse en
un conjunto y la topologia trivial es la topologia mas gruesa que puede definirse en un

conjunto dado.

1.1.2. Base, Subbase y Bases locales para una Topologia

Definicion 1.1.3. Sea X un conjunto, una base para una topologia sobre X es una co-

leccion B de subconjuntos de X llamados basicos, tales que:

1. Para cada xz € X, existe al menos un elemento basico B que contiene a x.

Ve € X,dB € Btal que x € B.

2. Siz pertenece a la interseccion de dos elementos basicos B y B, entonces existe

un elemento basico B3 que contiene a x tal que By C By N By, es decir,

Vo € BiN By, con B1,By € B,dB3 € Btal quex € B3 C B1 N By

Ejemplo 1.1.4. Los conjuntos unipuntuales son una base para la topologia discreta.

Ejemplo 1.1.5. Sea B la coleccion de los intervalos abiertos de la recta real, B asi defi-

nida es la base para la denominada topologia usual en R.



1.1. TOPOLOGIA GENERAL 3

Definicion 1.1.4. Una subbase S para una topologia sobre X es una coleccion de
subconjuntos de X cuya unién es igual a X. La topologia generada por la subbase S se
define como la coleccion T de todas las uniones de intersecciones finitas de elementos
de S.

Definicion 1.1.5. Sea (X, 7)) un espacio topolégico y sea a € X. Una base local en a

es una coleccién B, C T tal que:

1. Si B € B,, entoncesa € B

2. SiU €T yaeU,entonces existe B € B, talque B C U.

Definicién 1.1.6. Un conjunto X, se dice que es contable si es finito, o si es numerable’.

Axiomas de Numerabilidad.

Definicion 1.1.7. Un espacio topolégico (X, 7), se dice que es 1-contable o 1AN o que
satisface el primer axioma de numerabilidad si existe una base local contable en cada

punto de X.

Definicion 1.1.8. Un espacio topolégico (X, 7) se dice que es 2-contable o 2AN o que

satisface el segundo axioma de numerabilidad si existe una base contable para 7.

1.1.3. Axiomas de Separacion: 7} y Ts.

Definicion 1.1.9. Se dice que un espacio topolégico (X,7) es un espacio 77 si para
cada par de puntos z,y € X, existen entornos U,V de z e y respectivamente tales que

r¢VeydgU>

Definicion 1.1.10. Un espacio topolégico X se denomina espacio de Hausdorff o es-
pacio 75 si para cada par de puntos distintos x,y de X, existen entornos disjuntos U y

V de z y y respectivamente®.

'Un conjunto es numerable si existe una aplicacion biyectiva entre el conjunto X y Z+.
2se le atribuye a Fréchet
3fue introducido por Hausdoff en 1914.
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1.1.4. Funciones Continuas

Definicion 1.1.11. Sean (X, 7,) e (Y,7,) dos espacios topolégicos. Una funcién f :

X — Y se dice que es continua si, para cada abierto V' € 7, se tiene que f~(V) € T,.

Definicion 1.1.12. Sea f : X — Y una aplicaciéon se dice que es una aplicacion
abierta si para cada conjunto abierto U de X, el conjunto f(U) es abierto en Y. Se dice
que es una aplicacion cerrada si para cada conjunto cerrado A de X, el conjunto f(A)

es cerradoenY.

Teorema 1.1.1. (Lema del pegamiento) Sea X = AU B, donde A y B son cerrados en X.
Seanf: A—Y yg: B— Y continuas tales que f(z) = g(x) para todox € AN B,

entonces la funcion h : X — Y definida por

f(z),z € A

h(z) = es continua.
g(x),z € B

Definicion 1.1.13. Sean X y Y dos espacios topoldgicos, sea f : X — Y una biyec-
cién. Sila funcidon f y la funcién

iy — X
son ambas continuas, entonces se dice que f es un homeomorfismo®.

Otro modo de definir un homeomorfismo, es decir que es una correspondencia bi-

yectiva f : X — Y tal que f(U) es abierto si y sélo si, U es abierto. Se denota por ~.

Definicion 1.1.14. Una propiedad topoldgica es una propiedad que si la posee un

espacio topolégico X, entonces la posee cualquier imagen homeomorfica de X.

4 homeomorfismo (homeo= semejante, morfo = forma), como una biyeccién entre dos espacios topolo-

gicos que conserva la estructura topoldgica.



1.1. TOPOLOGIA GENERAL 5
1.1.5. Topologia de subespacio

Definicion 1.1.15. Sea X un espacio topolégico con una topologia 7. Si A es un sub-

conjunto de X, la coleccién
Ta={UNA:UeT}

es una topologia sobre A, denominada topologia de subespacio o topologia relativa.
Con esta topologia, A se denomina subespacio de X; sus conjuntos abiertos son todas

las intersecciones de conjuntos abiertos de X con A.

Ejemplo 1.1.6. Si T es la topologia discreta sobre un conjunto X y A C X, entonces T4

es la topologia discreta sobre A.

Ejemplo 1.1.7. Si T es la topologia trivial sobre un conjunto X y A C X, entonces T4 es

la topologia trivial.

Teorema 1.1.2. Un subespacio de un espacio de Hausdorff es un espacio de Hausdorff.

1.1.6. Topologia producto sobre X x Y.

Definicion 1.1.16. Sean (X, 7x) y (Y, 7y) espacios topolégicos. La topologia producto

sobre X xY es aquella que tiene como base la coleccion B = {U XV : U € Tx,V € Ty}.

1.1.7. Espacio Conexo.

Definicion 1.1.17. Un espacio topolédgico es conexo si no puede ser expresado como

la unién disjunta de dos conjuntos abiertos no vacios.
Ejemplo 1.1.8. Sea T la topologia usual en R, entonces (R, 7") es conexo.

Teorema 1.1.3. La imagen continua de un espacio conexo es conexa.
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1.1.8. Espacio Compacto.

Definicion 1.1.18. Una coleccion A de subconjuntos del espacio X se dice que cubre
X, o que es un cubrimiento de X, si la unién de los elementos de A coincide con X.
xclysnB
BeA
Se dice que A es un cubierta abierta de X si es un cubrimiento de X formado por

conjuntos abiertos de X.

Ademas, dada cualquier cubierta .4, una subcubierta de A es un subconjunto de A

que es tambien una cubierta.

Lema 1.1.1. Si X es un espacio 2-contable, cada cubierta abierta de X tiene una sub-

cubierta contable.

Definicion 1.1.19. Un espacio X se dice que es compacto si de cada cubrimiento

abierto de A podemos extraer una subcoleccién finita que también cubre a X.

Ejemplo 1.1.9. La recta real R no es compacta, pues la cubierta de R por intervalos
abiertos

A={(n,n+2)|neZ}
no contiene ninguna subcubierta finita que cubra a R.

Teorema 1.1.4. Cualquier subconjunto cerrado de un espacio compacto es compacto.

Demostracion. Sea A C X donde X es compacto y A es cerrado. Sea U una cubierta
abierta de A.
U' =UU{X <A}, es una cubierta de X, luego 3U;,U,,--- ,U, € U’ tal que
Acxclu
=1

SiUy, =X A, entonces Uy, - ,Uy_1,Ugs1,--- ,U, cubrea Ay estanen U. ]

Teorema 1.1.5. Sea (X, T ) un espacio de Hausdorff, sea A un subconjunto compacto
de X yseap € X /A. Entonces existen conjunto abiertos U y V tales que A C U y
peV.
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Corolario 1.1.1. Cualquier subconjunto compacto de un espacio Hausdorff es cerrado.

Demostracion. Sea A C X compacto y X un espacio de Hausdorff.
Seap € X 7A, por el Teorema 1.1.5, existen abiertos U, V' disjuntos talesque A C Uy
peV,V C X /A, portanto X A es abierto. Asi A es cerrado. ]

Corolario 1.1.2. Sea (X, 7T) un espacio Hausdorff compacto. Un subconjunto A de X

es compacto si y solo si es cerrado.
Teorema 1.1.6. La imagen continua de un espacio compacto es compacta.

Demostracién. Sea f : X — Y donde X es compactoy seald = {U,},n € J es
una cubierta abierta para f(X). Como U,, son abiertos en f(X) y como f es continua,
entonces f~1(U,) es abierto en X.

Sea A = {f'(U,) : n € J} es una cubierta abierta para X. Como X es compacto,

entonces A admite una subcubierta finita.
V={fYU,,):k=1,...m}

y de manera que f(f~*(U,,)) = U,, , entonces B = {f(f~'(U,,)) : k = 1,....,m} es

una subcubierta finita para f(X). O
Teorema 1.1.7. Todo intervalo cerrado y acotado en R es compacto.

Teorema 1.1.8. Sean X un espacio compacto y Y un espacio T y sea f una funcion

biyectiva continua de X aY, entonces f es un homeomorfismo.

Lema 1.1.2. (Lema del nimero de Lebesgue) Sea A un cubrimiento abierto del espacio
métrico (X,d). Si X es compacto, existe 6 > 0 tal que para cada subconjunto X con

diametro menor que ¢, existe un elemento de A conteniéndolo.

1.1.9. Topologia Cociente.

Definicion 1.1.20. Sean X e Y espacios topoldgicos y sea p : X — Y una aplicacién
sobreyectiva. La aplicacién p se dice que es una aplicacidon cociente siempre que un

subconjunto U de Y es abierto en Y siy solo si, p~!(U) es abierto en X,
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La aplicacion cociente es también llamada una identificacion. Esta condicion es
mas fuerte que la de continuidad; en ocasiones se le llama “continuidad fuerte”.
Dos clases especiales de aplicaciones cociente son las aplicaciones abiertas y las apli-
caciones cerradas. Sin embargo, si una aplicacién es cociente no implica que sea una

aplicacién abierta o cerrada.

Definicion 1.1.21. Sea (X, 7") un espacio topolégico, sea Y un conjuntoy seap : X —
Y una aplicacion sobreyectiva, entonces i = {U € P(Y) : p~*(U) € T} es una topo-
logia sobre Y y es llamada la topologia cociente sobre Y inducida por p. El espacio

(Y,U) es llamado un espacio cociente.

Especificamente, si ~ es una relacién de equivalencia sobre un espacio topolégico
X. Para cada ¢ € X, sea [q] denota la clase de equivalencia de ¢, y sea X/ ~ de-
nota el conjunto de clases de equivalencia: Esta es una particiéon de X, la cual es una
descomposicion de X entre una coleccion de conjuntos disjuntos cuya unién es X. Sea
p: X — X/ ~ una proyeccién natural llevando cada elemento de X a su clase de equi-
valencia. Entonces X/ ~ junto con la topologia cociente determinada por p es llamado

el espacio cociente o espacio de identificacion de X por la relacion de equivalencia.

Definicion 1.1.22. Sip : X — Y es una aplicacion cociente, un subconjunto A de X se
dice que es saturado (con respecto a p) si A = p~!(B) para algun subconjunto B C Y’

(si es igual a la imagen inversa completa de un subconjunto de Y').

Si Y es un espacio cociente determinado por una relacion de equivalencia, los con-
juntos saturados son aquellos que son uniones de clases de equivalencia. Mas gene-
ralmente, para cualquier espacio cociente p : X — Y, un subconjunto p~'(y) C X
para y € Y es llamado una fibra de p; un conjunto saturado es uno que es una union de
fibras. Aunque las aplicacion cocientes no siempre llevan conjuntos abiertos a conjuntos
abiertos, existe una forma alternativa de caracterizacion de aplicaciones cocientes en

terminos de conjuntos abiertos saturados.
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Lema 1.1.3. Una aplicacion continua sobreyectivap : X — Y es una aplicacion co-

ciente si y solo si toma conjuntos abiertos saturados a conjuntos abiertos.

Este Lema se satisface también a conjuntos cerrados y saturados a la vez, a conjun-

tos cerrados.

Lema 1.1.4. Suponga que p : X — Y es una aplicacion cociente. La restriccion de p a

cualquier conjunto saturado abierto o cerrado es una aplicacion cociente.

Ejemplo1.1.10. Sea X1, ..., X} espacios topologicos, y sea ¢; € X;. Lacunade X4, ..., X}
(también llamado su punto unién), se escribe X; V --- V X, es el espacio cociente ob-
tenido de X; U --- U X por identificar ¢; ~ --- ~ q,. En otras palabras, se pegan los
espacios juntos identificando todos sus puntos distinguidos juntos. Asi la cuna R VIR es

homeomorfa a la unién del eje X y el eje Y en el plano.

1.1.10. Espacio localmente Euclideo.

Definicion 1.1.23. Sea X un espacio topoldgico. Un espacio topologico X se dice que
es localmente Euclideo de dimensiéon n si para todo punto ¢ € X tiene un entorno
que es homeomorfo a un subconjunto abierto de R"™. Tal entorno es llamado un entorno

Euclideo de g.

Para algunos efectos, es util ser mas especificos hacerca del tipo de subconjuntos
abiertos para caracterizar los espacios localmente Euclideos. El siguiente lema establece
que se podria reemplazar “subconjuntos abiertos” por bolas abiertas o por el mismo R".

Los detalles de la prueba de los siguientes Lemas se encuentran en [3] Jhon Lee,

“Introduction to topological manifolds”.

Lema 1.1.5. Un espacio topoldgico X es localmente Euclideo de dimension n si y solo

si sostiene cualquiera de las siguiente propiedades:
a) Cada punto de X tiene un entorno homeomorfo a una bola abierta en R".

b) Cada punto de X tiene un entorno homeomorfo a R"™.
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El siguiente lema establece un resultado muy interesante cuando un espacio es lo-

calmente Euclideo bajo una aplicacién cociente de un espacio 2-contable.

Lema 1.1.6. Sean X un espacio 2-contable y = : X — S una aplicacion cociente. Si S

es localmente Euclideo entonces es 2-contable.
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1.2. VARIEDADES CON BORDES Y SIN BORDES.

En esta seccién se define una variedad topoldgica, la cual forma parte de una clase
muy importante de espacios topoldgicos (aquellos que localmente son como los espacios
euclideos) necesarios en Topologia Algebraica. Asi también de manera similar se define
una variedad topoldgica con borde.

Se establece como tercera condicion de variedad que: “cada punto tiene un entorno
que es homeomorfo a un disco abierto”, esto significa que el espacio es localmente a
R™.

Ejemplo1.2.1. 1. El espacio euclideo R™ es una variedad topolégica de dimension n.

2. Todo abierto no vacio de R" es una variedad topoldgica de dimensién n.

3. Laesfera 5" = {af + 23 +--- + 22, = 1} C R""! es una variedad de dimension

n.

Todo abierto no vacio de una variedad topolégica es una variedad topoldgica de la

misma dimension.

El concepto de variedad con borde es una ligera generalizacién del concepto de

variedad y se define como sigue:

Definiciéon 1.2.1. Una variedad topoldgica n-dimensional con borde o n-variedad

con borde es un espacio Haurdorff 2-contable X tal que si z € X entonces:
1. x tiene un entorno que es homeomorfo a un disco abierto B, o

2. x tiene un entorno que es homeomorfo al espacio

B} = {z = (r1,2 - 7) €R": 2] < 1y, > 0}

Siz € X y x tiene un entorno que es homeomorfo a B”, entonces z es llamado un punto
interior de X y el conjunto de todos los puntos interiores de X es llamado el interior de
X.

Siz € X y x tiene un entorno que es homeomorfo a B”, entonces x es llamado un punto
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frontera de X y el conjunto de todos los puntos fronteras de X es llamado la frontera
de X.

Si X es una n-variedad con frontera, se denota la frontera de X como 9(X).

Ejemplo 1.2.2. Variedades n-dimensionales con borde.

1. El disco cerrado o bola £ = {z € R" : |z| < 1} es una variedad n-dimensional

con borde. La esfera S"~! es el borde, y el disco abierto B" es el interior.

2. El medio-espacio {x € R" : x; > 0}, es una variedad n-dimensional con borde.
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1.3. UN POCO DE TEORIA DE GRUPOS.

En esta seccién se mencionan algunas definiciones y teoremas basicos sobre la
teoria de grupos de manera superficial, todo esto es solo para que el lector se familiarice
con dichos conceptos (para mayores detalles ver Abstract Algebra, Herstein [6]), lo cual
sera de vital importancia en el analisis y comprensién de la Seccion 3.5: Teorema de

Seifert-Van Kampen.

1.3.1. Definicion de grupo, homomorfismo e isomorfismo.

Definiciéon 1.3.1. Se dice que un conjunto no vacio G es un grupo si en él hay definida

una operacioén x tal que :

1. a,b € G implicaque a*xb € G.

(Esto se describe diciendo que G es cerrado respecto a )

2. Dados a,b,c € G, se tiene que a * (b* c) = (a*b) * c.

(Esto se describe diciendo que es vélida la ley asociativa en G.)

3. Existe un elemento especial e € Gtalque axe =exa =a paratodoa € G (e se

llama elemento identidad o unidad de G.)

4. Paratodo a € (G existe un elemento b € G tal que axb = b*xa = e. ( Este elemento

b se escribe como ! y se llama inverso de a en G.)

Un grupo G junto con la operacion x, se representa como (G, ). A la operacién x
en G se le suele llamar producto, pero recuérdese que no tiene nada que ver con el

producto tal como se conoce en los enteros, racionales, reales o complejos.

Ejemplo 1.3.1. Sea G = Z el conjunto de los nimeros enteros y la operacién x la adicién

ordinaria, +, en Z, entonces (Z, +) es un grupo.

Si el grupo esta formado solamente por el elemento neutro entonces se le llamara

grupo trivial, es decir, si G es un grupo talque G = {e}, entonces G es un grupo trivial.
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Ademas, si en el conjunto (G,*), no se cumplen algunos de los axiomas de grupo,

entonces (G, x) recibe el nombre de magma o grupoide.

Definicion 1.3.2. Se dice que un grupo G es un grupo finito si consta de un nimero finito

de elementos. El nimero de elementos de G se llama orden de GG y se denota por |G|.

Definicion 1.3.3. Se dice que un grupo G es abeliano si axb = b*a paratodo a,b € G.

Definicion 1.3.4. Un subconjunto no vacio H de un grupo G se llama subgrupo de G, si

H mismo forma un grupo relativo al producto de G.

Dicho de otra manera, un A ¢C G es un subgrupo de G siy solo si es cerrado con

respecto a la operacion de Gy que dado a € A existe el elemento a~! € A.

Definicion 1.3.5. Se dice que un grupo G es ciclico si existe un a € G tal que cada
x € G es una potencia de a, es decir, z = o’ para algun j. En otras palabras G es ciclico

si G = (a) para algin a € G, en cuyo caso se dice que a es un generador para G.

Ejemplo 1.3.2. Un grupo ciclico infinito es Z = (1).

Definicion 1.3.6. Sean (G, G’ dos grupos; entonces una aplicaciéon ¢ : G — G’ es un

homomorfismo si p(ab) = p(a)p(b) paratodo a,b € G.

En esta definicién el producto ubicado en lado izquierdo en ¢ (ab) es el de GG, mientras
que el producto de p(a)p(b) es el de G'. Una descripcién breve de un homomorfismo es

que preserva la operacion de G. No se requiere que ¢ sea subreyectivo; si lo es, se dira.

Definicion 1.3.7. El homomorfismo ¢ : G — G’ se llama monomorfismo si ¢ es inyec-
tiva. Un homomorfismo que es sobreyectivo se denomina epimorfismo. Los homomor-

fismo que son monomorfismos y epimorfismos a la vez se denominan isomorfismos.

Ademas se dird que dos grupos G, G’ son isomorfos si existe un isomorfismo de G
sobre GG’ y se denotard G = ('. Existe una relacién homomorfa entre las unidades de

los grupos G, G/, que se plantea en el siguiente lema:
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Lema 1.3.1. Sip es un homomorfismo de G en GG', entonces :
1. (e) = €, el elemento unidad de G'.

2. pla™') = p(a)™!, paratodoa € G

La imagen de ¢, que es ¢(G), se define como ¢(G) = {¢(a) : a € G}.

Lema 1.3.2. Si ¢ es un homomorfismo de G en (', entonces la imagen de ¢ es un

subgrupo de G'.

Si la imagen de un homomorfismo ¢ : G — G’ es {¢}, entonces el homomorfismo
se llamard homomorfismo trivial. Pero si la inclusion y siempre que G C G/, p(x) =
x, Vr € (G, entonces el homomorfismo ¢ se llamara homomorfismo identidad y se
denotara por .Se escogib ciertos homomorfismos que fueron llamados monomorfismos.
Su propiedad es que son inyectivos. Hace falta saber qué tan distante se encuentra un

homomorfismo dado de ser monomorfismo. Esto conlleva la siguiente:

Definicion 1.3.8. Si p es un homomorfismo de G en GG/, entonces el kernel o nlcleo de

o, Ker(y), se define por Ker(p) ={a € G: p(a) =€}
El siguiente teorema se demuestra usando el Lema1.3.1.
Teorema 1.3.1. Si v es un homomorfismo de G en GG, entonces:
(a) Ker(y) es un subgrupo de G.
(b) Dadoa € G, d'(Ker(y))a C Ker(p).
Corolario 1.3.1. Si ¢ es un homomorfismo de G sobre G', entonces ¢ es un monomor-
fismo si y sélo si Ker(yp) = {e}.

Definicion 1.3.9. Si x y y son elementos de un grupo G, se dice que y es el conjugado

de z siy = cxc ! paraalgin ¢ € G.
Y p g

Definicion 1.3.10. Un subgrupo N de G se dice que es un subgrupo normal de G si

a'Na C N paracadaa € G.
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Dicho de otra manera, un subgrupo normal de G es aquél que contiene a todos
los conjugados de sus elementos. Si A es un subconjunto de G, se puede considerar la
interseccion N de todos los subgrupos normales de G que contienen a A. N es también
un subgrupo normal de G, y se denomina menor subgrupo normal de G que contiene

a A.

Definicién 1.3.11. Sea N un subgrupo normal de G'y
—={la]:a € G} ={Na:aeG}

se denomina grupo cociente se lee “G sobre N o G médulo N” con la operacion [a][b] =

[ab].
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1.3.2. Sumas Directas de Grupos Abelianos.

En esté subseccién se dara una breve introduccion de suma directa(externa e inter-
na). El principal propésito es definir grupos abelianos libres, es decir, grupos abelianos
bajo la operacién suma, de modo que 0 representa el elemento neutro del grupo, —z

denota el inverso de x y nx representa la suma de n copias de x.

Definicion 1.3.12. Sea {G,, }.c una coleccion de grupos abelianos. Sea G el subgrupo
del producto cartesiano consistente en los elementos (z,).c tales que z, = 0,, es el
elemento neutro de G, para todos los indices « excepto para una cantidad finita, junto
con la operacién suma componente por componente. Se dice que G es la suma directa

externa de los grupos G, y se escribe®

G = @ G, = {(xa) € HGO‘ : 2o = 0 excepto un nimero finito de a} )

Se puede probar facilmente que G asi definido es un grupo abeliano. Para mayores

detalles revise Topologia, James R. Munkres [1].

Observacion 1.3.1. e (PG, esunsubconjuntode [] G,.
acJ acK

° ED]GQ = ]_LGQ, si el conjunto de indices es finito.
IS i€

Ejemplo 1.3.3. @ Z es la suma directa externa de copias infinitas de Z. Es un ejemplo

n=1

claro que la suma directa es distinta del producto directo
Pz c ]z
n=1 n=1
Dado que el elemento que consta de tomar sol6 el elemento identidad en las infinitas
copiasde Z, (1,1,1,..,1,...) ¢ PZ.
n=1

Un ejemplo en el caso que el coﬁjunto de indice es finito, como RGR = (1,0)R+(0, 1)R;

Si(z,y) e RxR,(x,y) = (2,0) + (0,y) = (1,0)x + (0,1)y e RO R.

Satisface la siguiente propiedad universal:

5 G, denota el producto cartesiano de G,
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Lema 1.3.3. Sea {G,}.cs una familia indexada de grupos abelianos, G un grupo abe-
liano y sea i, : G, — G una familia de homomorfismos. Si cada i, €s un mono-
morfismo y G es la suma directa externa de los grupos i.(G,), entonces G satisface la

siguiente condicion de extension:

(*) Dado cualquier grupo abeliano H y cualquier familia de homomorfismos h,, : G, —

H, existe un homomorfismo h : G — H tal que h o i, = h,, para todo «.

Ga iD‘G - @a Ga
|

Ih
xv

H

Ademds, h es unica. Reciprocamente, suponga que los grupos i,(G,) generan G y se
satisface la condicion de extension (x). Entonces cada i, es un monomorfismo y G es la

suma directa de los grupos i, (G.,).

Una consecuencia inmediata es el teorema de unicidad para las sumas directas ex-

terna:

Teorema 1.3.2. (Unicidad de sumas directas externa). Sea {G,}.c, una familia de
grupos abelianos. Suponga que G y G' son grupos abelianos y sean i, : G, — G
ei, : G, — G familias de monomorfismos tales que G es la suma directa de los
grupos i,(G,) y G' es la suma directa de los grupos i.,(G,). Entonces existe un tnico

isomorfismo ¢ : G — G’ tal que ¢ o i, = !, para todo «.

Demostracion. Como G es la suma directa externa de los grupos G, e {i.,} es una
familia de homomorfismos, entonces por el lema 1.3.3 existe un Unico homomorfismo
¢ : G — G’ tal que ¢ o i, = i/, para todo a. De manera anéloga, como G’ es la suma
directa externa de los grupos G, e {i,} es una familia de homomorfismos, entonces
existe un Unico homomorfismo ¢ : G' — G tal que ¥ o i/, = i,, para cada a. Entonces
Yo ¢ : G — G satisface que ¥ o ¢ o i, = i, para cada a; como el elemento neutro de
G tiene la misma propiedad, por el lema 1.3.3 esta es Unica y nos permite asegurar que
1 o ¢ debe coincidir con el elemento neutro de G. De manera similar, ¢ o 1) debe coincidir

con el elemento neutro de G'. O
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Si G es la suma directa externa de los grupos G, relativa a los monomorfismos i,
en muchas ocasiones se usara la notacién G = ®G,, para indicarla, incluso aunque
los grupos G, no sean subgrupos de G. Esto es, se identifica a cada grupo G, con su
imagen bajo i,, y se tratara a G como una suma directa ordinaria en lugar de considerarlo
como una suma directa externa.

Sea G es un grupo abeliano y sea {G, }.cs una familia indexada de subgrupos de G. Se
dira que los grupos G, generan G si cada elemento z € G puede escribirse como una
suma finita de elementos de los grupos G,,.

Se define ahora la suma directa interna.

Definicion 1.3.13. Supongase que los grupos G, generan G y que paracada = €
s6lo existe una J-upla, (z,)acs, CON 2, = 0 siempre, excepto para una cantidad finita de
indices «, tal que = = >z, es Unica. Se dice que G es la suma directa interna de los

grupos G, y se escribe
G =326,
o0 bien, en el caso finito, G =G, Gy, ® - - - D G,,.
Ejemplo 1.3.4. Z¢ = {0,1,2,3,4,5} es la suma directa interna de los subgrupos Z, =
{0,1} y Z3 = {0,1,2}, es decir, Zg = Zs ® Z3
El siguiente lema proporciona la propiedad universal para la suma directa interna.

Lema 1.3.4. Sea G un grupo abeliano y {G} una familia de subgrupos de G. Si GG es la

suma directa de los grupos G, entonces G satisface la siguiente condicion:

(*) Dado cualquier grupo abeliano H y cualquier familia de homomorfismos h,, : G, —
H, existe un homomorfismo h : G — H cuya restriccion a GG, coincide con h,, para

cada «.

Ademas, h es unica. Reciprocamente, si los grupos G, generan G y la condicion de

extension () se satisface, entonces GG es la suma directa de los grupos G.,.

De este lema se deducen distintos resultados acerca de sumas directas, los cuales

se mencionan a continuacion:
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Corolario 1.3.2. Sea G = G @ G». Suponga que G, y G5 es la suma directa de los
subgrupos H,, o € J y Hg, 3 € K respectivamente, donde los conjuntos de indices J y

K son disjuntos. Entonces G es la suma directa de los subgrupos H., para~y € J U K.

Demostracion. Sean h, : H, — H 'y hg : Hz3 — H familias de homomorfismos.
Sihy: Hy, — Hy hg: Hg — H son familias de homomorfismos, entonces por el
Lema 1.3.4, se extienden a homomorfismos hy : G; — H y hy : Go — H respectiva-

mente. Asi, hy y hy se extienden a un homomorfismo h : G — H. O

Este corolario implica, por ejemplo que (G; & Gs) ® Gz = G1 & Gy, @ Gz = G1 @
(G2 @ Gs).
Corolario 1.3.3. SiG = G1 ® G+, entonces G /G4 es isomorfo a G .
Observacion 1.3.2. La suma directa interna(cuando esta definida) y externa son isomor-
fas.

Ahora se centra el estudio en grupos abelianos libres.

Grupos abelianos libres.

Definicion 1.3.14. Sea G un grupo abeliano y sea {a,} una familia indexada de ele-
mentos de G; sea (G, el subgrupo abeliano ciclico infinito de G generado por a,. Si G,
generan G se dira que los elementos a, generan G. Si G es la suma directa de los

grupos G, entonces se dice que G es un grupo abeliano libre con base {a,}.

Dicho de otra manera o como una definicion simplificada: Un grupo abeliano libre

con base {a,} es todo aquel que es la suma directa de copias de Z.
Ejemplo 1.3.5. 7?2 es un grupo abeliano libre.

Las propiedades universales en la suma directa implica la siguiente propiedad uni-

versal para grupos abelianos libres.

Lema 1.3.5. Sean G un grupo abeliano y {a,}c; una familia de elementos de G que
generan G. Entonces G es un grupo abeliano libre con base {a,} si, y sélo si, para cada
grupo abeliano H y cualquier familia {y.} de elementos de H existe un homomorfismo

h de G en H tal que h(a,) = y. para todo «. En este caso, h es Unica.
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1.3.3. Productos libres de grupos.

En esta subseccion se consideran grupos GG que no tienen que ser necesariamente
abelianos. En este caso, se escribira G de forma multiplicativa. Se denotara el elemento
neutro de G por 1, y el inverso del elemento = sera representado por z~*. El simbolo
2™ denotara el producto de n copias de z, ™" el producto de n copias de ! y 2° el

elemento neutro.

Se estudiara un concepto que desempenfia un papel, en el caso de grupos arbitrarios,
similar al que juega la suma directa para los grupos abelianos. Se denomina producto

libre de grupos.

Sea G un grupo. Si {G,}.cs es una familia de subgrupos de G, se dird que estos
grupos generan G si todo elemento de GG puede escribirse como un producto finito de
elementos de los grupos G,,. Esto significa que existe una sucesion finita (1, xo, - - , x,)
de elementos de los grupos G, tal que x = z;---x,. Dicha sucesion se denomina
palabra; se dice que representa al elemento x de G. El nUmero n es la longitud de la

palabra z. Se llamara silaba a cada palabra con n = 2.

Ejemplo 1.3.6. Algunos ejemplos de palabras pueden ser (z,z, z,x), (€, e19) y (z,271).

Sixz,y € G, con z # y, entonces, (z,y) e (y, ) no son silabas iguales.

Considere una coleccién no vacia de grupos {(G,,*,) : a € J}. Se define una pa-
labra reducida (en estos grupos) de longitud n > 0 a una sucesion finita (z1, za, ..., x,),

donde cada z; tiene las siguientes dos propiedades:
i) ningun x; es el neutro del grupo a cual pertenece; y
i) dos terminos consecutivos no pertenecen al mismo grupo.

Se denotara por 1 la palabra de longitud 0 (usualmente llamada la palabra vacia).
Sea G la coleccion de tales palabras. Ahora se procedera a construir una operacion -

binaria sobre este conjunto.

1.-1:=1
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L (zq, 29, ..., Tp) = (T1, T2y ..., Tp)
(1, @0, ..., xp) 1 := (1, 20,...,2p)
Ahora suponga que se tiene dos palabras de longitudes positivas, digase (z1, zs, . . ., Z,)

Y (Y1,Y2, - -, Ym). Se quiere definir

(Il,l’g, tet ,I’n)' <y17y27 cee Jym)

Caso 1: Si x,, y y; no pertenecen al mismo grupo, entonces se define

(xlvx%"'7xn).<y1ay27"'7ym) = (‘rlvau"'7xn7y17y27"'7ym)

Caso 2: Si z,, y y; pertenecen al mismo grupo G,, pero x, *, y1 # Ig,, entonces se

define

(.1'1,1’2, o 7wn)' <y17y27 v aym) = (-1'17:[;27 ey Tp—1, Ty ¥ Y1, Y2, - - - 7ym)

Caso 3: Si z,, y y; pertenecen al mismo grupo G,, pero =, %, y1 = Ig,, entonces se

exige, siguiendo la definicién anterior,

(xhx?? s 7xn)' (yhy% s »ym) - (xhx?? s an—l)' (927937 s 7ym>

Ejemplo 1.3.7. Suponga que se tienen dos grupos G y Gs. Sean z1,y;1 € G — {e1}
y T2,y € G2 — {ea}. Entonces la palabra (zy, ey, x9,y2) no es reducida, mientras que

(x1,y2) ¥ (22, y1) si. La palabra (z1, (z9- y2)) sera reducida si 'y solo si z3- y2 # €.

La operacion binaria que se ha definido recibe también el nombre de yuxtaposicion.
Observe que la operacion binaria es asociativa, 1 es neutro y cada palabra reducida

(z1,9,...,x,) tiene como inversa (respecto a esta operacion) a la palabra reducida

-1

(z;% . gt 2.

Observacion 1.3.3. Desde ahora en adelante se identificara cada palabra reducida (x1, o, . . .

de longitud n > 0, con z1z5 - - - x,, (€s decir, no se hara uso del simbolo ”,” ni de los pa-

réntesis). Asi (z1,za,...,2,) Y X129 - - - T, S€ refieren a la misma palabra reducida.
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Ejemplo 1.3.8. Suponga que se tienen dos grupos G y G,. Sean x1,y; € G; —{e1} y
To, Yo € Gy — {es} tal que wy = (212927 ") y wo = w125 ", €ntonces wy- wy, = 1 mientras

1 1 p
que wa- W1 = 1Ty T1T2Tq . Asi wy- wq # Wo- W1 .

Definicion 1.3.15. El grupo obtenido de esta manera es llamado el producto libre de

los grupos {(Ga, *q) : v € J}.

Observacion 1.3.4. Cuando se tiene un numero finito de grupos G4, Gs, ..., G,, enton-

ces su producto libre se denota por G * G * ... x G,,.
El producto libre arbitario es denotado por *,c ;G-

Ejemplo 1.3.9. Considere G; = {I;,z} (es decir, un grupo de orden 2, luego 2 = I)
y Gy = {I,y,y?} (es decir, un grupo de orden 3, luego 3* = I,). Entonces una lista de
algunas de las palabras reducidas de G; * (G5 son las siguientes:

Longitud 0 : 1

1

Longitud 1 : z,y,y* =y~
Longitud 2 : zy, zy?, yx, y*x

Teorema 1.3.3. (Propiedad universal del producto libre externo.) Dada una familia
{G4}acs de grupos, existe un grupo G y una familia de monomorfismos i, : G, — G

tal que G es el producto libre de los grupos i,(G.).

Los detalles de la demostracion se encuentran en el libro de Topologia segunda

edicion. James R. Munkres.

Definicion 1.3.16. Sea G un grupo, sea {G,}.cs una familia de subgrupos de G que
generan G. Suponga que G, N G esta formado sélo por el elemento neutro cuando
a # (. Se dira que G es el producto libre interno de los grupos G, siparacadax € GG
existe una Unica palabra reducida en los grupos GG, que representa a x. En este caso se

escribira

G = *aEJGa

0, enelcaso finito, G = Gy * Gy x - - - x G,,.



1.3. UN POCO DE TEORIA DE GRUPOS. 24

El producto libre verifica una propiedad universal dada en el siguiente lema, através

del cual puede observarse la analogia con la suma directa de grupos abelianos.

Lema 1.3.6. Sea GG un grupo y {G,} una familia de subgrupos de G. Si G es el producto

libre de los grupos G, entonces GG satisface la siguiente condicion:

(*) Dado cualquier grupo H y cualquier familia de homomorfismos h,, : G, —> H, existe

un homomorfismo h : G — H cuya restriccion a GG, coincide con h,, para cada c.

Ademas, h es unico.

Demostracion. Primero se probara la unicidad de h. Dado x € G, con x # 1, sea
(x1,9,...,x,) la palabra reducida que lo representa. Si h existe, entonces satisface

la ecuacion

h(z) = h(z1) - h(20) = hay (21) - B, (T0)

donde «;, es el indice tal que z; € G,,.
Suponga que existe un i’ diferente a h que satisface las mismas condiciones, es decir
que, dado x € GG, con x # 1y sea (x1, 9, ..., ,) la palabra reducida que lo representa,

h/ satisface la ecuacion

Como

por lo tanto h(x) = h'(x) y asi h es Unica.

Se probara ahora la existencia de h.

Sea h definida por la ecuacion h(z) = h(zy)---h(z,) = hay (1) ha, (2,) SI  #
1 y se asigna h(1) = 1. Como la representaciéon de x por una palabra reducida es
Unica, como se probd en la parte anterior, h esta bien definida. Se debe probar que

h es un homomorfismo. Primero se probara un resultado preliminar. Dada una palabra
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w = (z1,x9,...,x,) de longitud positiva en los elementos de los grupos G,, se define

¢(w) como el elemento de H dado por la ecuacion

(W) = ha,y (21)hay (T2) - - - ha (1)

donde «; es el indice tal que z; € G,,. Pero «; es unico excepto si x; = 1; por tanto, ¢
esta bien definida. Si w es la palabra vacia, se hace ¢(w) igual al elemento neutro de H.
Se probara que si w’ es una palabra obtenida de w aplicando una de las operaciones de
reduccién, entonces ¢(w') = ¢(w).
Suponga primero que w’ se obtiene eliminando el factor z; = 1 de la palabra w y que
cumple las mismas condiciones. Entonces ¢(w) = hq, (1) ha, (22) - - - ha, (T0) Y P(w') =
Ry (1) hay (22) - - - b, (,) de manera que ¢(w') = ¢(w). En segundo lugar, suponga
que o; = a1, y Que

W = (L1, TiTig 1, Ty
Entonces ¢(w') = ha, (1) hay (22) -+ - By (25) Pay (Tig1) = - Py, (T0).

Como «o; = «;1, entonces
hoi (Ti)hasyy (Tiv1) = Py (i) hay (Tis1) = ha, (TiTi41)
Donde o = a;; = a;+1. De manera que

P(W) = ha, (21)hay (22) -+ ha (T hayy (Tis1) -+ ha, (T0)
= ha, (21)hay (22) -+ - ha (€:Ti41) - - - ha, (20)
= ha(21) - ha(@i@is1) - - ha(zn)
= ho(®1- - TiTig1 - Tn)
Por lo tanto ¢(w') = h(w').

Con un procedimiento similar se obtiene ¢(w) = h(w) y se concluye que ¢(w') = p(w).

Suponga ahora que h es un homomorfismo y que w = (xy,22,...,2,) y w' =
(y1,v2,---,Ym) SON palabras que representan a x e y, respectivamente.
Sea (w,w’) la palabra (z1, 2, ..., Tn, Y1, Y2, - - -, Ym) QUE representa a xy.

Entonces

o(w, w/) = hay (21) =+ P, (Tn) har (Y1) -+ - Dy, (7)) = B(2Y).
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Ademas

P(w)p(w') = hay (v1) -+ - b, (T0) R (1) - - - By, (3m) = h(2) R (y).
De ahi que ¢(w,w’) = ¢p(w)p(w’) y por lo tanto h(zy) = h(x)h(y). O

Lema 1.3.7. Sean {G,} una familia de grupos, G un grupo e i, : G, — G una familia
de homomorfismos. Si cada i, es un monomorfismo y GG es el producto libre de los

grupos i, (G,), entonces G satisface la siguiente condicion:

(*) Dado cualquier grupo H y cualquier familia de homomorfismos h,, : G, — H, existe

un homomorfismo h : G — H tal que h o i, = h,, para todo a.
Ademas, h es unico.

Teorema 1.3.4. (Unicidad de productos libres). Sea {G,}.c, una familia de grupos.
Suponga que G y G' son grupos e i, : G, — G ei., : G, — G’ son familias de mono-
morfismos tales que las familias {i,(G.)} e {i.,(G.)} generan G y G', respectivamente.
Si tanto G como G’ satisfacen la propiedad de extensiéon enunciada en el Lema 1.3.7,

entonces existe un unico isomorfismo ¢ : G — G tal que ¢ o i, = i, para todo a.

La demostracion es muy similar a la correspondiente demostracién para sumas di-

rectas.

Lema 1.3.8. Sea {G,, }.cs una familia de grupos, G un grupo e i,, : G, — G una familia
de homomorfismos. Si se satisface la condicion de extensiéon del Lema 1.3.7, entonces

cada i, es un monomorfismo y G es el producto libre de los grupos i, (G.).

Demostracion. Se probara en primer lugar que cada i, €s un monomorfismo. Dado un
indice 3 escribase H = Gg. Sea h, : G, — H laidentidad si a = 3, y el homomorfis-
mo trivial en caso contrario. Sea h : G — H el homorfismo dado por la condicién de
extension. Entonces 1 o ig = hg, de modo que ig es inyectivo; es decir, es un homomor-
fismo.

Por el Teorema 1.3.3, existe un grupo G’ y una familia i, : G, — G’ de monomorfis-

mos tal que G’ es el producto libre de los grupos i, (G,). Ambos grupos G y G’ tienen
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la propiedad universal del Lema 1.3.7. El Teorema 1.3.4 implica entonces que existe un
isomorfismo ¢ : G — G’ tal que ¢ o i, = i.,. Se sigue entonces que G es el producto

libre de los grupos i,(G.,). O

Corolario 1.3.4. Sea G = (1 * (G5, donde GG, es el producto libre de los subgrupos
{H,}aes ¥ G2 es el producto libre de los subgrupos { Hs } sc - Si los conjuntos de indices

J y K son disjuntos, entonces G es el producto libre de los subgrupos { H., }c.juk -

La demostraciéon es similar al Corolario 1.3.2.

Este resultado implica en particular que
Gl*GQ*G3:G1*<GQ*G3):(Gl*Gg)*Gg.

Teorema 1.3.5. Sea G = G * G5 y N; un subgrupo normal de G;, parai =1,2. Si N es

el menor subgrupo normal de G que contiene a N, y N, entonces

G/N = (G1/N1) * (Ga/N2)

Demostracion. La composicion de los homomorfismos inclusién y proyeccion
G1 — Gy xGy — (G xG9)/N
aplica V; en el elemento neutro, de modo que induce un homomorfismo
i1 : G1/N1 — (G1 *G3)/N.

De manera anéaloga la composicion de los homomorfismos inclusién y proyeccion induce
un homomorfismo

’ig . GQ/NQ — (Gl *GQ)/N

Se probara que la condicion de extensién del Lema 1.3.8 se satisface con respecto a
i1 € i9; se deduce entonces que i; e i, son monomorfismos y que (G; *x G3)/N es el
producto libre extenso de G;/N; y G»/N, relativo a estos monomorfismos. Por tanto,

sean hy : G1/N; — H 'y hy : Go/Ny — H homomorfismos arbitrarios. La condicién
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de extension para GG * GG, implica que existe un homomorfismo de G * G, en H que
coincide con la composicién

de la aplicacion proyeccion y h; sobre G;, para ¢ = 1, 2. Este homomorfismo aplica los
elementos de N; y N, en el elemento neutro, de modo que su nucleo contiene a N. Por
tanto induce un homomorfismo h : (G; * G3)/N — H que satisface las condiciones

hlzhoilthZhOiQ. ]

Corolario 1.3.5. Si N es el menor subgrupo normal de GG, x Gy que contiene a G,
entonces (G x G3) /N = Gs.

La nocién de “ menor subgrupo normal” es un concepto que aparecera frecuentemen-
te. Es claro que, si N es el menor subgrupo normal de G que contiene al subconjunto
A de G, entonces N contiene a A y todos los conjugados de los elementos de A. En el

siguiente lema se establece que estos elementos generan de hecho el subgrupo N.

Lema 1.3.9. Sea A C . Si N es el menor subgrupo normal de GG que contiene a S,

entonces N esta generado por todos los conjugados de los elementos de S.

Los detalles de la demostracion se encuentran en el libro de Topologia segunda

edicion. James R. Munkres.
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1.3.4. Grupos libres

En esta subseccién se utilizara el producto libre de grupos para establecer una nueva
clase de grupos que se denominan “grupos libres”, que consiste en todos los productos
posibles de un conjunto de “generadores ”. Se comienza con algunas definiciones.

Sea G un grupo y {a,} una familia de elementos de G, con « € J. Se dice que los
elementos {a,} generan G sitodo elemento de G puede escribirse como un producto de
potencias de los elementos a,. Si la familia {a,, } es finita, se dir4 que G esta finitamente

generado.

Definicion 1.3.17. Sea {a,} una familia de elementos de un grupo GG. Suponga que
cada a,, genera un subgrupo ciclico infinito G, de G. Si G es el producto libre de los
grupos {G,} entonces se dice que G es un grupo libre, y la familia {a,} se dice que

es un sistema de generadores libres para G.

En este caso, para cada elemento x de (7, existe una Unica palabra reducida en los
elementos de los grupos G, que representa x. Esto significa que si z # 1 entonces x

puede escribirse de la forma Unica como

T = (aal )m (aOéz)m'“(aak)nk

donde «; # a1 y n; # 0 para todo i ( n; puede ser negativo).
Ejemplo 1.3.10. Un grupo ciclico es un grupo libre generado por un solo elemento.
Los grupos libres estan caracterizados por la siguiente propiedad universal(para los

detalles de la prueba revise Topologia, James Munkres [1]):

Lema 1.3.10. Sea G un grupo y {a,}aecs una familia de elementos de G. Si G es un
grupo libre con sistema de generadores libres {a,}, entonces G satisface la siguiente

condicion:

i) Dado cualquier grupo H y cualquier familia {y.} de elementos de H, existe un ho-

momorfismo h : G — H tal que h(a,) = y. para todo c.

ademads, h es unico. Reciprocamente, si la condicién de extension 1) se satisface, enton-

ces G es un grupo libre con sistema de generadores libres {a,,}.
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Del Corolario 1.3.4 de la Subseccién anterior se desprende el teorema siguiente:

Teorema 1.3.6. Sea G = G x G, donde GGy y G5 son grupos libres con {ay}acs ¥
{aa}ack como sistemas de generadores libres, respectivamente. Si J y K son disjuntos

entonces G es un grupo libre con sistemas de generadores libres {as }aciuk -

Definicion 1.3.18. Sea {a,}.cs Una familia arbitraria indexada. Sea G, = {a” : n €

«

7} .5. Se convierte G, en grupo con la operacién

n+m

n m __
cal = al

a(X «

Entonces a® es el elemento neutro de G, y a." es el inverso de a”. Se denota a,
simplemente por a,. El producto libre externo de los grupos {G,} se denomina grupo

libre generado por los elementos a,,.

Definicion 1.3.19. Sea A = {a} un conjunto con un Unico elemento. Se considera el

conjunto (a) formado por todas las potencias de a con exponente cero, esto es:
(a) = {d": k € Z}.

Se operan dos elementos de (a) sumando exponentes. El neutro se obtiene parak =0y
elinverso de a” es a=*. El grupo resultante se llama grupo libre de rango uno generado

por a. Asi que (a) = Z mediante el isomorfismo a* — k.

Definicion 1.3.20. Sea {G;}!_, una familia finita disjunta, donde G; = (a;) para cada
i = 1,...,n. El producto libre %" ,G; se denota (ay,...,a,) y se llama grupo libre de

rango n generado por {ay, ..., a, }. A veces se escribe (ay,...,a,) = Z* - x Z.

Ejemplo 1.3.11. ;Cémo son los elementos de un grupo libre G = (a,b)? Deben ser
palabras reducidas cuyas letras estan en el grupo libre generado por (a) o (b), es de-
cir, cada letra es una potencia de a o b con exponente no nulo. Algunos ejemplos son
a®b"a3, ab, baob>a2b.

Ejemplo 1.3.12. ;Cémo son los elementos de (ay, ..., a,,)? Deben ser palabras reducidas

cuyas letras estan en algun (a;). Por tanto :

(a1, an) = {ay al? o afm o m e NU{OY, iy € {1, ..} by € Z— {0}, VI =1,...,m}

bel conjunto de todos los simbolos de la forma a” con n € Z.
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donde ademas cada par de indices consecutivos son distintos.

Observacion 1.3.5. No es verdad que {(ay,--- ,a,) = Z™ sin > 2. De hecho, el primer
grupo no es abeliano mientras que Z" si lo es. Si G es un grupo libre por los elementos
aq, S€ hara un abuso de la notacién al identificar los elementos del grupo G, con sus
imagenes bajo el monomorfismo i, : G, — G que aparece en la construccion del
producto libre externo. Entonces cada a, se trata como un elemento de G y la familia

{a.} forma un sistema de generadores libres de G.

Seguidamente se vera la conexidn que existe entre los grupos libres y los grupos
libres abelianos; pero antes se debe recordar la nocion algebraica de subgrupo conmu-
tador.

Definicion 1.3.21. Sea G un grupo. Si z,y € G, se denotara por [z, y| el elemento

[z, y] = zyz 'y

de G que se denomina conmutador de x e y. El subgrupo de GG generado por el conjunto
de todos los conmutadores en G, es decir generado por todos los elementos de la forma
ryx~ly~! para x,y € G, denomina subgrupo conmutador de G y se representa por
G, G

Ejemplo 1.3.13. [z,y| = 1 si y solo si x, y conmutan.

Ejemplo 1.3.14. G es abeliano siy solo si [G,G] = 1.

Definicion 1.3.22. Sea G un grupo, el grupo cociente G/[G, G| recibe el nombre de

abelianizacion de G y se denotado por G.
Ahora se daré el siguiente Teorema:

Teorema 1.3.7. Dado G, el subgrupo [G, G| es un subgrupo normal de G y el grupo

cociente G /|G, G es abeliano.

Demostracion. Paso 1: Primero se probara que cualquier conjugado de un conmutador
estaen |G, G|.

Sea g € Gy [z,y] un elemento de [G, G|, entonces

glz,ylg~" = g(zyz~'y g™ pordef.1,3,21
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= (gwyx ") (y 'g™"); porpropiedad Asociativa

Como y~1y = 1, entonces y~'yg = ¢; agregando g~! en ambos lados de la igualdad se

1,1 _

obtiene : 7'y ~lyg = g~1g = 1, por lo tanto g1y~ = (yg)~'.

(gzyz™) = (gryz ) (D) (y 'g™")

pero g 'y lyg = 1, entonces

(gryz™ ) () (y'g™") = (goyz ) (g 'y yg)(y g™

gryr gy ) (ygy g

gx)y(z g Ny D ygy g™

y\x
gx)y(gz) 'y ) (ygy g™

(
(
((
= ((

= [97,y] - [y, 9]

Asi cualquier conjugado de un conmutador esté en [G, G].

Paso 2: Se probara que |G, G| es un subgrupo normal de G.
Sea z un elemento arbitrario de [G, G, se probara que cualquier conjugado gzg~' de 2
esta también en [G, G]. El elemento z es un producto de conmutadores y de sus inversos.

Como

z es en realidad el producto de conmutadores. Sea z = z2;...z,, donde cada z; es un

conmutador. Entonces

929~ = (92197 ") (9229 ") .. (9209 ")

es un producto de elementos de |G, G] por el paso 1y, por tanto, pertenece a [G, G].
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Paso 3: Se probara que G/[G, G] es un grupo abeliano. Si G' = [G, GG] se probara
que
(aG")(bG") = (bG")(aG")

Sea [a, b] un elemento de |G, G].

Como [a, ] € [G, G], entonces [a~1,b71] € [G, G].

Ademas, [a~!,b7!] = a7 'b"'abde maneraque a b tabestaen G'. Asi (a 'b'ab) G =

G
(a ' 'ab)G’ = G' = abG’ = baG’
= (aG")(bG') = (bG")(aG")
que es un elemento de G'. Asi G/[G, G| es abeliano. O

Teorema 1.3.8. Sea G un grupo. Si h : G — H es un homomorfismo de G en un
grupo abeliano H, entonces el nicleo de h contiene a |G, G], de modo que h induce un

homomorfismo dnico k : G/|G,G] — H.

G_)_Gab
s

hL /g
y2

H

Demostracion. Se probara que el nicleo de & contiene a [G, G.
Por hipétesis H es abeliano y el ndcleo de h aplica cada conmutador en el elemento
neutro de H.

Sea [a, b] un elemento de |G, G].
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Con h(1) como la identidad en H, la cual se denotard 15, es decir h(1) = 15.
Asi [a, b] pertenece al nucleo de h. Por tanto, el nicleo de h contiene a [G, G|, de modo
que h induce un anico homomorfismo k.

OJ

Teorema 1.3.9. Si G es un grupo libre con generadores libres a,,, entonces G /|G, G| es

un grupo abeliano libre con base [a, |, donde |a,] denota la clase de a,, en G/|G, G|.

Demostracion. Sea GG un grupo libre con generadores libres a,,.

Sea {y,} una familia cualquiera de elementos que generan un grupo abeliano H.
Como H es abeliano, entonces por el Lema 1.3.5 existe un homomorfismo h : G — H
tal que h(a.) = y. para cada a. Ademas,

como h : G — H es un homomorfismo de G en un grupo abeliano H, entonces por el
Teorema 1.3.8 el nlcleo de & contiene a [G, G|, de modo que & induce un homomorfismo
k:G/|G,G] — H que aplica [a,] en y,.

Asi G/|G, G| es un grupo abeliano libre con base [a,], donde [a,] denota la clase de a,

en G/|G,G]. O



Capitulo 2

SUPERFICIES TOPOLOGICAS.

2.1. ESQUEMAS DE UNA REGION POLIGONAL.

En esta seccion se desarrolla un método llamado "esquema” necesario a lo largo
de este trabajo de grado para llegar a que toda superficie puede ser expresada como un
espacio cociente de alguna regién poligonal de R?, que servira de base para entender de
mejor manera el famoso Teorema de Clasificacion de Superficies. Para este propdésito,

se dan las siguientes definiciones:

Definicién 2.1.1. Una regién poligonal 12 en R? es un conjunto compacto, cuya frontera
topoldgica es unidén de una familia finita de aristas(segmentos cerrados), con puntos

finales denominados vértices, tales que:

a) Vp (que no sea vértice) en una arista, existe un entorno U € R?, talque RNU = UNH,

donde H = {(z,y) € R?: ax + by + ¢ > 0} es algiin semi-plano cerrado;

b) cada vértice v posee un entorno V € R, talque RNV =V N H, donde H son dos

semiplanos cerrados cuyas fronteras se cortan en v.

35
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(a) llustracién del literal a), un punto (b) llustracion del literal b), un vér-

p en una arista. tice v.

Definicién 2.1.2. Sea L € R? un segmento, una orientacion de L es una ordenacion
de sus extremos, al primer punto a se llama punto inicial y el segundo b se llama punto
final del segmento orientado. Se dira que L esta orientado de a a b, puede indicarse

dibujando una flecha sobre el segmento apuntando de a a b.

Figura 2.1: L estéa orientado de a a b.

Definicion 2.1.3. Sea L y L’ dos segmentos, donde L esta orientado de a a by L’ de
cady sea f una aplicacién, se llama la aplicacion lineal positiva de L a ' si es el
homeomorfismo que lleva el punto = = (1 — s)a + sbde L al punto f(z) = (1 — s)c+ sd

de L/, con s € [0, 1].
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Figura 2.2: f es una aplicacion lineal positivade L a L'.

Si Py () son dos poligonos con igual nimero de vértices, vy, Up,; --.; Up, ¥ Vgos Vgy s -5 Vg »
respectivamente, con v,, = v, Y vy, = v,,, €ntonces existe un homeomorfismo' f :
J(P) — 0(Q) que aplica el segmento L = v,, ,v,, en el segmento L' = v,, ,v,, por
medio de una aplicacion lineal positiva. 2Si p € Int(P)y q € Int(Q) son puntos fijos, en-
tonces f se puede extender a un homeomorfismo entre Py () haciendo que el segmento

de pax € O(P), se aplique linealmente en el segmento de g a f(z) € J(Q) (Figura 2.3).

Figura 2.3: Dos poligonos con igual niumero de vértices y cada par de aristas identifica-

das por medio de una aplicacion lineal.

'El simbolo 0 denota la frontera
2Int(P) es el conjunto de los puntos interiores del poligono P.
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Definicion 2.1.4. Sea P un poligono, D el conjunto de las aristas de P y O el conjunto

de etiquetas. Un etiquetado de las aristas de P es una aplicacién £ : D — O

En otras palabras, lo que hace E es etiquetar cada una de las aristas del poligono,

puede ser que dos 0 mas aristas tengan la misma etiqueta.

Ejemplo 2.1.1. Las orientaciones y etiquetados de las aristas de un cuadrado unitario

I? = [0, 1]* se muestran en la siguiente figura:

Figura 2.4: Orientaciones y etiquetados de las aristas de un cuadrado unitario.

Ahora, se define una relacion de equivalencia entre los puntos de P:

Definiciéon 2.1.5. Sea P un poligono. Dada una orientacién de cada arista de P y un

etiquetado F, se define una relacién de equivalencia entre los puntos de P:
i) VY € Int(P), se tiene que x es equivalente a si mismo, es decir = ~ x.

i) Dadas dos aristas de P que tengan la misma etiqueta y f la aplicacién lineal positiva
entre ellas, se toma cada punto de = de la primera arista equivalente al punto f(z)

de la segunda arista.

Por medio de la Definicién 2.1.5, se tiene una relaciéon de equivalencia en P. El
espacio cociente X se dird que se ha obtienido pegando las aristas de P que dependera

de las orientaciones dadas y el etiquetado.
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Ahora se introduciera un método bastante conveniente, en el cual las orientaciones y

los pares de aristas son identificadas en un poligono.

Definicion 2.1.6. Sea P un poligono con vértices sucesivos vy, Up, , ..., U, , donde v, =
vp,,. Dadas las orientaciones y un etiquetado de P. Sean ay, ..., a,, las distintas etiquetas
asignadas a las aristas de P. Vk, sea qa;, la etiqueta asignada a la arista v,,_,v,,, y sea

er = +106 — 1, segun la orientacion asignada vaya de v,, , a v,, 0 al contrario. Asi
w = (a;,)" (@) (as,)™
se llamara esquema de longitud n de las aristas de P.

Cabe aclarar que esto ocurre en torno a la frontera del poligono, recordando las
etiquetas asignadas a las diferentes aristas en sucesion. Si la orientacion o flecha de
un arista apunta en la misma direccion (mientras se mueve a lo largo de la frontera),
entonces se escribe la etiqueta para la arista sin exponente (o el exponente +1). Por
otro lado, si la flecha apunta en direccion opuesta, entonces se escribe la etiqueta para
la arista con el exponente —1. Por ejemplo, en la Figura 2.4 las identificaciones son

precisamente identificados por el esquema:
a bttt

Este recorrido comienza en el vértice de la parte inferior de la figura en sentido contrario
a las manecillas del reloj. Podriamos comenzar de cualquier vértice, y proceder o en
sentido a las manecillas del reloj o en sentido contrario, al moverse entorno a la frontera.
Si el recorrido comenzard en el vértice de la parte inferior de la figura en sentido a las

manecillas del reloj, el esquema es el siguiente:
abab

En el desarrollo de este trabajo, cualquier esquema que se presente, el recorrido ir4 en
sentido contrario a las manecillas del reloj, a menos que se especifique lo contrario pero

se iniciara en cualquier vértice.
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2.2. SUPERFICIES TOPOLOGICAS.

En esta seccién se daré la definicién n-variedad y 2-variedad. Después se define: la
Suma Conexa de Superficies y los Espacios Triangulables, conceptos utiles para la de-
mostracion del Teorema de Clasificacién de Superficies, que después sera sustentado

con las propiedades invariantes: Caracteristica de Euler y Orientabilidad.

2.2.1. Definicién y construccion de superficie topologica.

En esta parte se construyen las principales superficies topoldgicas que son funda-

mentales pues en estas se centra el desarrollo de este Trabajo de Grado.

Definicion 2.2.1. Una 1-variedad es llamada una curva y una 2-variedad es llamada

una superficie y se denotara por S.

Una 2-variedad o tambien llamada superficie topoldgica, puede ser compacta o no
compacta, conexa 6 disconexa en cualquiera de los casos, una superficie topoldgica es
localmente compacta.

Usando lo discutido en la seccidn 2.1 se establece la siguiente proposicion:

Proposicién 2.2.1. Sea R una regién poligonal en R?, con un nimero par de aristas
y sea ~ una relacion de equivalencia como en la Definicion 2.1.5. El espacio cociente

resultante es una superficie compacta.

Demostracion. Sea S el espacio cociente y sea m : R — S la aplicacion cociente.

Los elementos de S se dividen en tres conjuntos disjuntos:

= Conjunto de puntos cara: son aquellos cuyas imagenes inversas en R estan en el

interior de R;
= Conjunto de puntos vértices: son aquellos cuya imagen inversa son vértices;

m Conjunto de puntos de aristas: son aquellos cuyas imagenes inversas estan en

una arista pero no son vértices.
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Se desea probar que S es compacta y es una superficie. La demostracién se sigue de

la siguiente manera:

a) Compacidad. Es claro que S es compacto, ya que la imagen continua de un espacio
compacto es compacta, y como R es compacto por Definicién 2.1.1 y 7 es sobreyec-

tiva y continua por .

b) Superficie. Debera cumplir que es un espacio: Localmente Euclideo, Hausdorff y 2-

contable. Asi

i) Para probar que S es localmente Euclideo, se analizara separadamente los tres

tipos de conjuntos antes mencionados.

a) Conjunto de puntos cara. Como 7 es inyectiva en Int(R), Int(R) es un subcon-
junto abierto saturado de R por Definicion 1.1.22, asi la aplicacién restriccion 7
a Int(R) es una aplicacion cociente inyectiva por el Lema 1.1.4 y por lo tanto

es homeomorfismo. Asi 7(Int(R)) es un entorno Euclideo de cada punto cara.

b) Conjunto de puntos de aristas. Un punto m de una arista tiene exactamente
dos imagenes inversas my y ms, cada una sobre diferentes aristas. Usando la
condicion a) en la Definicién 2.1.1, existen entornos disjuntos U; y Us de m; y

m, respectivamente, tal que R N U; es un semi-disco cerrado(Figura 2.5). Sea

Figura 2.5: Entorno Euclideo de un punto de una arista

Vi=RnNU,.
Es facil construir homeomorfismos «; llevando V; a un semi-disco en la mi-

tad superior del plano y as llevando V5 a un semi-disco en la mitad inferior del
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plano, de manera que m; y mo ambos van al origen y se respetan las identifi-

caciones de las aristas . Se define
a: ViUV, — R?

por o = a; en Vi y a = ay en V5. Reduciendo V; y V; si necesario, se puede
garantizar que V; U V5 es un conjunto abierto saturado en R (esto significa que
para cada punto en V; UJP, el punto frontera correspondiente esta en V5, y por
el contrario). Entonces la restriccion de w a V; U V5 es una aplicacién cociente,
asi a desciende a una aplicacién & : V — R2, donde V = 7(V; U V%). La
imagen contiene un entorno del origen por construccién, y el dominio V es
la imagen bajo m de un conjunto saturado abierto y por tanto abierta. Esto

demuestra que m tiene un entorno localmente Euclideo.

Conjunto de puntos vértices. De forma similar un punto vértice v tiene como
imagen un conjunto finito de vértices {v;,...,v;} C R. Para cada i, se elige
un homeomorfismo de un entorno de v; en R a un subconjunto abierto en un
“cufia ” cerrada de angulo 27 /k en el plano, que es un conjunto descrito en
coordenadas polares por {(r,0) : 6y < 6 < 6y + 27 /k}. (Si se coloca v;, en el
origen, dicho homeomorfismo se da en coordenadas mediante transformacion
de abanico de la forma (r,6) — (r, 0y + cf) para las constantes adecuadas
0y, c.)

Debido a que cada arista esta emparejada con exactamente otra, las k£ cufias
se pueden aplicar sobre un conjunto que contiene un entorno del origen al rotar
y unir las piezas. Sin embargo, esto puede no respetar las identificaciones.
Para corregir, se puede someter cada cuia a una transformacion preliminar que
reescale sus aristas de forma independiente. Primero, mediante una rotacién
seguido de una transformacion de abanico, lleve la cunia al primer cuadrante
de modo que una arista se sitla a lo largo del eje x positivo y otro a lo largo
el eje y positivo. A continuacién, cambie la escala de los dos ejes mediante
transformacion lineal (z,y) — (ax, ay).

Finalmente, use otra transformacién de abanico para insertar la cuia en su
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Figura 2.6: Entorno Euclideo de un punto vértice.

lugar. (El caso k = 1 merece un comentario especial. Este caso puede ocurrir
si las dos aristas adyacentes al vértice Unico v; se identifican entre si; entonces
puede verificar las aplicaciones construida a entornos v; sobre un entorno del
origen, con ambas aristas van a un mismo rayo). En cada caso, se finaliza
con una aplicacién definida sobre un conjunto abierto saturado en R, el cual

desciende a un homeomorfismo de un entorno de v a un entorno del origen.

i) Probar que es un espacio Hausdorff es lo mismo que demostrar que las fibras
de m pueden separadas por conjuntos abiertos saturados. Es facil comprobar,
caso por caso, que las imagenes inversas lo suficientemente pequefas son bolas

Euclidianas.

i) 2-contable. El espacio cociente es 2-contable, ya que S es un espacio localmente

Euclideo, por el Lema 1.1.6.

En base a esta proposicion, se presenta el siguiente resultado.

Resultado 2.2.1 (Construccién de Algunas Superficies). La esfera S?, el toro T?, la

botella de Klein K2, el plano proyectivo real RIP? y la banda de Mdbius M son superficies.

Demostracion. Construcciones:
La esfera S? = {(z,y,2) € R®: 22 + y* + 22 = 1} se puede construir tomando un disco

D?* = {(z,y) € R*: 22 + y*> < 1} por el colapso de la frontera, (D?) = {(z,y) €
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R?: 22 + y*> = 1}, y encogiendo su borde completo hasta tener un Unico punto; es
D2

decir, S* ~ —, identificando (z,y) ~ (z,—y) para todo (z,y) € 9(D?). Se expresa

brevemente por medio del siguiente esquema aa !, por lo tanto se tiene que la esfera S

es una superficie compacta.

(@) (b)

a

Figura 2.7: a) Disco con las aristas identificadas y b) el espacio cociente resultante:

esfera

El plano proyectivo real RPP?, puede ser construido de dos formas:

1. Puede ser construido de un disco pegando los puntos antipodales® = y —z; es
decir, RP? ~ %2, donde se identifican z ~ —x,Vz € 9(D?) como se muestra en
la Figura 2.8 a). Se identifican los puntos de las aristas siguiendo el esquema en

sentido a las manecillas del reloj: aa.

2. El plano proyectivo puede también ser construido del espacio cociente de un cua-

drado unitario, RP? ~ % mediante la relacion.
i) (Ovy) = (171 _y)avy S [!
i) (2,0) ~(1—=x,1),Vex el

Observando la Figura 2.8 b), se obtiene el esquema abab. El plano proyectivo es

una superficie compacta.

3Antipoda: que esté diametricamente opuesto con respecto a los que se toman como punto de referen-

cia, por ejemplo —x es la antipoda de x en una circunferencia.
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Q

Y
4

b A )

<N
[

a
(a) (b)
Figura 2.8: a) El plano proyectivo como el espacio cociente del disco D?. b) El plano

proyectivo como el espacio cociente del cuadrado unitario.

El Toro T? puede ser construido como el espacio cociente del cuadrado unitario 12,

identificando pares de puntos, es decir, T? ~ § donde
) (2,0) ~ (z,1),Vz € 1,

i) (0,y) ~(1,y),Vy € 1.

Se identifican los puntos de las aristas por medio del esquema aba~'b~!. Por lo tanto,

el toro es una superficie compacta (ver Figura 2.9).

0 X 1 '
a xOx1) a

(@) (b) ()

Figura 2.9: llustracién de las identificaciones en la regidn poligonal I? para formar el toro.
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La Banda de Mobius * M tiene la propiedad notable que posee un sola cara y un
solo borde, por esto, ha sido utilizada como un ejemplo de propiedad invariante orien-
tabiliad. Puede ser construida girando un rectangulo y pegando las aristas debidamente

identificadas, por medio de la relacién(Figura 2.10).

0,y) ~ (1,1 —y),Vy eI

La banda de Mébius es el espacio cociente de un cuadrado unitario con un numero impar
de aristas identificadas, es por esto que no se puede obtener un esquema, esto implica

que, la banda de Mdbius es una superficie no compacta.

(a) (b) ()

Figura 2.10: llustracién de las identificaciones en la region poligonal I? para formar la

banda.

De igual forma la °botella de Klein K2, puede ser construida como el espacio co-

ciente del cuadrado unitario, identificando pares de puntos, asi K? ~ % con la relacion:
) (0,y) = (L,y),Vy € L.
i) (2,0)~(1—z,1),Vz el

En la figura 2.11 a) se da la representacion poligonal de la botella, b) se hace la
identificacién 1) donde el par de aristas etiquetadas por a son pegadas para obtener un
cilindro por medio de una aplicacion lineal. En c¢) antes de pegar el otro par de aristas
etiquetadas por b el cilindro es girado y después se realiza la identificacion ). Se iden-
tifican las aristas por medio del esquema a~'ba~'b~!, de ahi, la botella de Klein es una

superficie compacta. (ver Figura 2.11) O

4Nombrada en honor al Matematico Aleman A.F. Mébius (1790-1868)
5Nombrada en Honor de Felix Klein(1849-1925)
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Figura 2.11: llustracién de las identificaciones en la region poligonal I? para formar la

botella de Klein.

A deyl

Q
LN
77
3N
7

- ~

o<
o
Q"\
-
/<4'

(a) (b) ()

2.2.2. Suma Conexa de Superficies.

Intuitivamente la suma conexa de dos superficies se forma cortando un pequefio agu-
jero circular en cada superficie y pegando las superficies justo a lo largo de las fronteras
de estos agujeros.

La siguiente definicion es un modo de construccion de superficies mas usual.

Definicion 2.2.2. Sean S; y S, superficies, sea D? un disco cerrado (donde D? es ho-
meomorfo a {x € R? : |z| < 1})en S;. SeaY; = S; —int(D?), paracada i = 1,2y
sea

f:o(D}) — 9(D3)
un homeomorfismo. La suma conexa S; #5955, es el espacio cociente obtenido de Y; U Y,

identificando los puntos = y f(z), para cada z € 9(D?)

Es decir que:
YUY,

~Y

S1#52 ~

donde se identifican z ~ f(z) para Vo € 9(D?).

Ahora se considera algunas propiedades de esta operacién de la formacién de sumas

conexas de superficies compactas:
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S1# 52

Figura 2.12: Suma conexa de superficies.
a) Conmutativa, S1#55 &~ So#.951.
b) Asociativa, (S1#S52)#S3 &= S1#(527#S53).
c) Elemento Neutro S?, S#5? ~ S.

d) El tipo de topologia de S;#S55 no depende de la eleccién de los discos cerrados (D,

y D5) ni de la eleccion del homeomorfismo f.

Los literales a), b) y ¢) se demuestran por medio de la definicion de suma conexa. Gra-
cias a la propiedad d), se tiene toda la libertad para elegir como hacer los agujeros, y
cémo pegar las superficies agujereadas, el resultado nos dara siempre la misma super-

ficie.

Los detalles de la se encuentran en “Introduction to topological manifolds”, Jhon Lee

[3].

Teorema 2.2.1. La suma conexa de dos superficies es una superficie.
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2.2.3. Espacios Triangulables.

Definicion 2.2.3. Una triangulacion de una superficie compacta S consiste de una co-

leccion finita {77, 75, ..., T,,} de subconjuntos cerrados de .S que cubre S'y una coleccién
{p; T/ — T;: i=1,2,...,n}

de homeomorfismos, donde cada 7}’ es un triangulo en el plano. Cada 7; es también
llamado un triangulo. Los miembros de 7; que son imagenes de los vértices de T}’ son
llamados vértices, y los subconjuntos de 7; que son imagenes de las aristas de T;" son
llamadas aristas. Ademas, para cada par 7; y T} de triangulos distintos, 7; N 7} = &, o

T; N'T; es un vertice, o T; N T} es una arista.

Toda triangulacion de una superficie conexa compacta satisface las dos condiciones

siguientes:
1. Cada arista le pertenece exactamente a dos tridngulos.

2. Sea v un vértice de una triangulacién. Entonces se puede ordenar el conjunto de
todos los tridngulos que tienen el vértice v ciclicamente Ty, Ty, T5, ..., T,, = T de

manera que, para0 < i <n — 1, T; y T;,, tengan una arista comun.

Tal vez, las condiciones en la Definicién 2.2.3 son aclaradas por la Figura 2.13, la cual

muestra tres tipos de intersecciones de triangulos no apropiadas.

S

(a) (b) ()

Figura 2.13: a) La interseccion de T3 y T no es una arista, b) La interseccion de T3 y T, es otro

triangulo y ¢) La interseccion de Ty y T son dos vertices.
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Ejemplo 2.2.1. EL T?, RP? y el S? son espacios triangulables.

Demostracion. En la Figura 2.14, se muestran las triangulaciones del toro y el plano
proyectivo real.

v v Vs v
. .

V3 ¢!

+ t
T T/ T,
K T T Ty
1
v, A
T Va7 T2 LE
9
Te V. Ts Vy
T J / 4V, A T
1 4 T, 5
T
6
v, T Tis
4 12 v,
Ty Ty T,
T
1 T
Tig 18 Tm -
V.
v
1 V. Va ! ) Vs vy
(a) (b)

Figura 2.14: a)Triangulacion del toro y b) plano proyectivo real.

La siguiente Figura 2.15 es una triangulacion de la esfera: los discos son los dos

hemisferios; se triangula como esta indicado.

Figura 2.15: Triangulacioén de la esfera.
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2.2.4. Pruebadel Teorema de triangulacion para una Superficie Com-

pacta.

La primera prueba rigurosa de una superficie compacta podria ser triangulada fue
dada por Tibor Radé en 1925, la prueba requiere el uso del Teorema de la Curva de
Jordan, la cual se merece que se desarrolla en una subseccién aparte. Este teorema
establece que toda superficie compacta es triangulable, es decir, que se puede dividir
en tridngulos que encajan satisfactoriamente, es vital para demostrar el Teorema de
Clasificacion de Superficies compactas. Para ello, se necesitaran los resultados de arco
simple, curva cerrada simple, arco poligonal simple en un espacio topolégico, Teoria
de Grafos y una extension del Teorema de la Curva de Jordan( Teorema de Jordan-
Schénflies) y asi finalizando con el objetivo de Triangular una Superficie. (El contenido
de la seccién se tomo del articulo “The Jordan-Schonflies Theorem and the Classification

of Surfaces”, por Carsten Thomassen [7]).

2.2.4.1. Grafo Planar y El Teorema de la Curva de Jordan.

Definicion 2.2.4. Un arco simple en un espacio topolégico X es la imagen de una apli-
cacién continua inyectiva, f : [0,1] — X. Se dice que f(0) y f(1) son los extremos del
arco y que el arco une a f(0) y f(1). Una curva cerrada simple es definida analoga-
mente excepto que ahora f(0) = f(1)(es homeomorfa a S'). Se dice que X es conexo
(mas precisamente, arco conexo) si cualquiera dos elementos de X se unen por un arco

simple.

(a) Arco simple (b) Arco no (c) Curca ce- (d) Arco poligonal

simple rrada simple simple
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N
NV

Figura 2.16: Ejemplo de un grafo.

Definicion 2.2.5. Un arco poligonal simple en el plano es un arco simple o curva

cerrada que es la union de un namero finito de segmentos de linea recta.
Se muestran algunos resultados interesantes:

Lema 2.2.1. Si {2 es un conjunto abierto conexo en el plano, entonces cualquiera dos

puntos en ) son unidos por un arco poligonal simple en (.
Una region de un conjunto abierto en el plano es un subconjunto conexo maximal.

Definicion 2.2.6. Un grafo GG es la unién de dos conjuntos finitos disjuntos V' = V(G)
y £ = FE(G) (lamados los vértices y las aristas, respectivamente) tal que, con cada
arista, existe asociados dos vértices distintos x e y, llamados los extremos de la arista.
Si dos vértices x e y estan unidos por una misma arista, se dira que los vértices = e y
son adyacentes, y se representara la arista correspondiente por xy o yx. También se
puede decir que los vértices x e y son dos vértices vecinos, que son los extremos de un
mismo lado, o que son incidentes al lado yx. Por otra parte, se dir4 que dos lados son
adyacentes si tienen al menos un vértice en comun. Si mas de una arista unen x e y se

habla de una arista multiple.

Para poder representar algebraicamente un grafo es necesario que esté etiqueta-
do, es decir, que los vértices se distingan unos de otros mediante etiquetas, las cuales

pueden ser numeros o letras.

Definicion 2.2.7. Para cada n > 1, se llama K, al grafo completo de n vértices, co-

nectados dos a dos de todas las maneras posibles.
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Figura 2.17: Los grafos completos K, Ko, K3y K4

Dos grafos tendran la misma “forma matematica "cuando la unica diferencia entre
ambos, en cuanto a su estructura, sea que se haya usado cualquier tipo de representa-
cion distinta para sus vértices, mientras que las conexiones entre ellos sean las mismas.

En este caso se dira que son isomorfos.

Definicion 2.2.8. Se dir4 que los grafos G = (Vi, Ey) y Gy = (V4, E5) son isomorfos
o que hay un isomorfismo entre ambos si existe un biyeccién b : V; — V5 tal que para

todo =,y € Vi, xy es una arista de (&, si y solo si b(z)b(y) es una arista de G.

Puede ocurrir que dos grafos con distinta representacion grafica tengan la misma

“forma matemaética ”. Por ejemplo, los dos grafos de la figura siguiente:

Vv,

4 V3 Vq

V.
vy Vo 1 V.,

Figura 2.18: Grafos isomorfos

son isomorfos mediante las aplicaciones que hacen corresponder a cada vértice de
uno de los grafos, el vértice con el mismo nombre en otro grafo.
Dentro de un mismo grafo hay distintas sucesiones posibles de vértices; las definiciones

siguientes se refieren a suceciones con interés mateméatico por sus propiedades.
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Definicion 2.2.9. Un camino cerrado o ciclo, es un camino vy, . . ., v, tal que vy = v,.

Ejemplo 2.2.2 ( Camino y Ciclo). Primeramente se realiza la representacion algebraica
del grafo G; que viene dada por:

G = (V,E) = (V(G1), E(Gh))

V =V (Gy) = {1, v, v3, 04, U5, 06 }

E = E(G1) = {(v1,v2), (v2,v3), (v3,v4), (va,5), (5, v6) }
Asi se calcula lo siguiente:

1. Uncamino en G €s vy — U3 — U4 —> Us

2. Uncicloen Gy es vy — vy — v — ¥y

Vi
G1
Va3 Y2

Ve

Vs

Vs

Figura 2.19: Grafo conexo

SiGesungrafoy A C V(G) U E(G), entonces G — A es el grafo obtenido de G por
la eliminacion de todos los vértices de A y todas aquellas aristas que estan en A o son
incidentes con un vértice en A.

Existen grafos donde para cada par de vértices x e y hay al menos un posible camino co-
nectandolos y existen grafos donde no hay camino alguno conectando una determinada
pareja de vértices. Si un grafo representa una red de comunicaciones es indudablemen-
te importante conocer si existe algin camino entre una determinada pareja de vértices.

Esto llevd a los matematicos a introducir el concepto de grafo conexo.

Definicion 2.2.10. Se dice que G es conexo si todo par de vértices en G estan unidos
por un camino, y G es 2-conexo si es conexo Yy, para todo vértice v, G — {v} ( que

también se denota por G — v) es conexo.
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Ejemplo 2.2.3. Se observa que el grafo G; es un grafo conexo, mientras que el grafo G5

es un grafo no conexo.

I

Figura 2.20: Grafo inconexo.

El grafo G puede ser embebido en un espacio topolégico X si los vértices de GG
pueden ser representados por elementos distintos en X y cada arista de G puede ser
representada por un arco simple que une dos extremos de tal manera que dos aristas
tienen a lo sumo un extremo en coman. Si X es el Plano Euclideo R?, entonces un grafo
representado en X es un grafo plano(que puede ser dibujado sin que sus aristas se

intersecten), y un grafo abstracto que puede ser representado en X es un grafo planar.

Lema 2.2.2. SiG es un grafo planar, entonces G se puede dibujar(embebido) en el plano

tal que todas las aristas son arcos poligonales simples.

Una subdivisiéon de un grafo G, es un grafo obtenido de G “insertado vértices en

aristas(por ejemplo, cambiando - - por -——"-) ". Mas precisamente, algunas
(o todas las) aristas de G son remplazadas por caminos con los mismos extremos. El
teorema de Kuratowski establece que: Un grafo es no planar si y solo si contiene una
subdivision de uno de los grafos de Kuratowski K33 o Ks. K5 es el grafo con cinco
vértices tal que todo par de vértices estan unidos por exactamente una arista. K; 3 es el
grafo con seis vértices vy, va, V3, Uy, Uz, ug y las nueve aristas v;u;, 1 <1 < 3,1 < j < 3.

Solo se usara el simple hecho que K3 3 es no planar.
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Para esto se necesita el siguiente caso especial del Teorema de la Curva de Jordan.

Lema 2.2.3. Si C es una curva poligonal cerrada simple en el plano, entonces R? \ C

tiene precisamente dos regiones, cada una de las cuales tiene C como frontera.

Demostracién. Primero se prueba que R*\ C tiene a lo sumo dos regiones. Asi que su-
pongase que ¢, g2, g3 pertenecen a regiones distintas de R*\ C. Seleccione un disco D
tal que D N C sea un segmento de linea recta. Para cada i = 1, 2, 3 se puede caminar a
lo largo de un arco poligonal simple (cerca de C pero no interceptando C) de ¢; a D. En-
tonces, algunos dos de ¢y, g2, q3, son conectados por un arco simple poligonal,(Observe

la siguiente figura) una contradiccion.

A continuacion se prueba que R?*\ C no es conexo. Para cada punto ¢ en R\ C
se considera un rayo L comenzando en q. La interseccién L N C' es un numero finito
de intervalos algunos de los cuales pueden ser puntos. Considere tal intervalo (). Si C'
centra y deja () en el mismo lado de L se dira que C toca L en (). De lo contrario, C

cruza L en (). Es facil ver que el numero de veces que C' cruza L (reducido modulo 2) no
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cambia cuando la direccion de L esta cambiada. Asi que ese numero sélo depende en ¢
(y C) y se llama la paridad de g. Ahora, la paridad es la misma para todos los puntos en
un arco poligonal simple en R>\ C'y por lo tanto es igual para todos los puntos en una
regién de R?\ C. Considerado un rayo que cruza C' una vez que se obtiene puntos de
diferente paridad y por lo tanto en diferentes regiones, como se muestra en la siguiente

figura.

Q L

\V v\/_ |

® .

]

La regién no acotada de una curva cerrada C' es llamada el exterior de C'y es deno-
tado por ext(C'). La unién de todas las demas regiones es el interior y es denotado por
int(C). Adicionalmente, se tiene: int(C) = C Uint(C) y  ext(C) = CUext(C).

Ahora se extendera el Lema 2.2.3

Lema 2.2.4. Sea C' una curva poligonal cerrada simple y P un arco poligonal simple en
int(C) tal que P une p y q en C' y no tiene otro punto en comin con C. Sea P, y P, los
dos arcos en C' de p a q. Entonces R? \ (C' U P) tiene precisamente tres regiones cuyas

fronteras son C, P, U P, P, U P, respectivamente.

Demostracién. Claramente, ext(C') es una region de R?\(C' U P). Como en el Lema
2.2.3 se concluyé que la adicién de P a C parte a int(C') en a lo sumo dos regiones. Asi,
s6lo se necesita demostrar que P parte a int(C') en (al menos) dos regiones. Sea Ly, Lo
segmentos de linea cruzados tal que L; es un segmento de P, y L, tiene precisamente
el punto en L; N Ly en comun con C'U P. Por el Lema 2.2.3, los extremos de L, estan
en el int(C) y en regiones distintas de R?\(P U P,), por lo tanto también en regiones

distintas de R?\ (P U C), véase en la siguiente figura.
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Observacion2.2.1. El Lema 2.2.4 implica que, sir y s son puntos en P \{p, ¢} y P>\{p, ¢},
respectivamente, entonces no es imposible unir r y s por un arco poligonal simple en

int(C') sin ser intersectado P.

Estas observaciones también se mantienen cuando ext y int son intercambiados.
Todo hasta ahora es estandar y trivial. Ahora se esta listo para el Teorema de la Curva
de Jordan. Se observa una vez mas que la prueba usa solamente la no planalidad de

K373.

Proposicion 2.2.2. Si C' es una curva cerrada simple en el plano, entonces R*\ C' es

inconexo.

Demostracion. Sea L, (respectivamente, L) una linea recta vertical intersecando C' tal
que C' esté enteramente en el plano medio cerrado derecho (respectivamente, izquierdo)
de Li(respectivamente, L,). Sea p;, el punto superiorde L, NC parat = 1,2, ysea P y
P; las dos curvas en C' de p; a po. Sea L3 una linea recta vertical entre L, y L,. Como
PN L3y P, N Ly son compactos y disjuntos, L3 contiene un intervalo L, que une P,
con P, y que tiene solamente sus extremos en comun con C. Sea L5 un arco poligonal
de p; a py en ext(C) que consiste en segmentos de L, L, y un segmento de linea recta
horizontal por encima de C. Si L, estd en ext(C), entonces existe un arco poligonal
simple Lg en ext(C) de L, a Ls. Pero entonces C' U Ly U Ls U Lg es un grafo plano
isomorfo a K3 3, contradiciendo el hecho que no es planar. Por lo tanto, el punto medio

de L, no esté en ext(C), asi que int(C') es no vacio.
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Asi la figura en el Ext(C') es isomorfa a K3 3

O

Se usara la no planalidad de K33 para demostrar que int(C') tiene solamente una
region. Para esto se necesitara algunos hechos de la teoria de grafos. Primero un resul-

tado sobre grafos abstractos.

Lema 2.2.5. Si G es un grafo 2-conexo y H es un subgrafo 2-conexo de GG, entonces
(G se puede obtener a partir de H por adiciones sucesivas de caminos tal que cada uno
de estos caminos junten dos vértices distintos en el grafo actual y tiene todos sus otros

vértices fuera del grafo actual.

Lema 2.2.6. SiI" es un grafo plano 2-conexo con al menos tres vértices de cuyas aristas
son arcos conexos simples, entonces R* \ T tiene® |E(T")| — |V(T')| + 2 regiones cada

una de las cuales tiene un ciclo de I' como frontera.

6Si S es un conjunto, entonces | S| denota su cardinalidad.



2.2. SUPERFICIES TOPOLOGICAS. 60

Demostracion. Sea C un ciclo en I'. Por el Lema 2.2.3, el Lema 2.2.6 se mantiene si
I' = C. De lo contrario, I' puede ser sobtenido de C' anadiendo sucesivamente caminos
como en el Lema 2.2.5. Cada uno de estos caminos se agrega en una region. Esa regién
esta limitada por un ciclo y ahora se aplica el Lema 2.2.4 para completar la prueba.
(Lemma 2.2.4 dice que el nUmero de regiones se incrementa en 1 cuando una regién se

subdivide). n

Para un grafo plano T, las regiones de R? \ I' también se denominan carasde I'. La
cara no acotada es la cara exterior y, si I' es 2-conexo, entonces la frontera de la cara
exterior es el ciclo exterior.

La unién de dos grafos abstractos se define de manera obvia. Para grafos planos se

utilizara un tipo diferente de union.

Lema 2.2.7. SiI'; y I'; son dos grafos planos tal que cada arista es un arco poligonal

simple, entonces la union deI'y y I'; es un grafo I's.

Observacion 2.2.2. Se tienen dos Grafos, se toman como vértices cada linea quebrada
y también se toman como vértices todos los cruces de las lineas quebradas de un grafo
con el otro, todo esto se define como unién de dos grafos. Por lo hay ocasiones en que
las aristas se cortan pero no necesariamente es que hay un vértice que determine ese
corte, es decir, ese punto de corte pueda que simplemente sea un accidente a la hora

de dibujar.

Siambos I'y y I'; en el Lema 2.2.7 son 2-conexos y tienen al menos dos puntos en

comun, entonces también I's es 2-conexo.

Lema 2.2.8. Sea I'|,Iy,...,I', grafos planos 2-conexos que cuyas aristas son arcos
poligonales simples tal que I'; tiene al menos dos puntos en comun con cada I';_1 y
I';+1 y ningun punto en comun con cualquier otro I';(i = 1,2, ...,k — 1). Asumase tam-
bién que I'y N T'y, = &. Entonces cualquier punto que esta en la cara exterior de cada

uly I'hul'y---T'h_y UT', esta también en la cara exteriorde 'y UT's U --- UT,.

Proposicion 2.2.3. Si P es un arco simple en el plano, entonces R? \ P es conexo.
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Demostracion. Sea p, q dos puntos en R?\ Py sea d un nimero positivo tal que cada p, q
tenga una distancia > 3d de P. Se unira p, q por un arco poligonal simple en R?\ P. Dado
que P es la imagen de una aplicacion continua (y por lo tanto uniformemente continua)
se puede hacer una particion de P en segmentos Py, P, ..., Py talque P, une ap; y p;i1
parai = 1,2,...,kytal que cada punto en P, tenga una distancia menor que d de p;(i =
1,2,...,k — 1). Sea d la distancia minima entre P, y Pj;1<1<j5—-2<k—2 Observe
que d < d.Paracadai=1,2,... k, se parte P, en segmentos P;1, P, o, ..., P, tales
que P, ; se une a p; ; con p; ;41 para j = 1,2, k; — 1y tal que cada punto de P, ; tiene
una distancia menor que d’'/4 a p; ;, y sea I'; el grafo que es la unién de las fronteras de
los cuadrados que consisten en segmentos de linea horizontal y vertical de longitud d’/2
y tiene un punto p; ; como punto medio. Entonces los grafos I';,I',,...,I'; satisfacen
la hipétesis del Lema 2.2.8. Por lo tanto, ambos p como ¢ estan en la cara exterior de
I'yu... Uy (porque estan fuera del disco de radio 3d y con centro p; mientras I'; UT'; ¢
esta dentro de ese disco) y P no interseca esa cara. Por lo tanto, p y ¢ pueden unirse

por un arco poligonal simple disjuntos de P. O

Definicion 2.2.11. Si C es un conjunto cerrado del plano y € es una region de R? \ C,
entonces un punto p € C' es accesible de () si para algun (y por lo tanto cada) punto
q € €1, existe un arco poligonal simple de ¢ a p que tiene solamente p en comun con C'

(observe la siguiente figura).

Observacion 2.2.3. Si C' es una curva cerrada simple, entonces p no necesita ser ac-
cesible desde (). Sin embargo, si P es cualquier arco de C' que contiene a p, entonces
la Proposicion 2.2.3 implica que R? \ (C'\ P) es conexo y por tanto contiene un arco

poligonal simple P’ de ¢ a una region de R? \ C distinta de €. Entonces P’ interseca C'
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en un punto en P. Como P puede ser elegido arbitrariamente pequefo se concluye que

los puntos en C' accesibles desde €2 son densos en C.

También se obtiene:

Teorema 2.2.2 (Teorema de la Curva de Jordan.). Si C' es una curva cerrada simple
en el plano, entonces R* \ C' tiene precisamente dos regiones, cada una de las cuales

tiene C' como frontera.

Demostracion. Suponga que qi, ¢2, g3 SOn puntos en regiones distintas €2, {25, ()3 de
R2\C. Sea Q,,Q,, Q3 segmentos disjuntos dos a dos de C'. Por la Observacion 2.2.3,
(2; tiene un arco poligonal simple P, ; de ¢; a );, para ¢,j = 1,2,3. Se puede asumir
que P,; NPy = {q;} para j # j' . (Si se camina a lo largo de P, , desde (), hacia ¢; y
se alcanza P, ; en ¢, # ¢;, entonces se puede modificar P, » tal que su Gltimo segmento
esté cerca del segmento de P,; de ¢, a ¢; y tal que el nuevo P;, solo tiene ¢; en co-
mun con F; ;. F; 5 puede ser modificado de manera similar, si es necesario) Claramente,
P, ;N Py j = @ cuando ¢ # i'. Ahora se puede extender (sumando un segmento en cada
(1,2, Qs3) 1a unién de los arcos P, ;(i,j = 1,2,3) a un grafo plano isomorfo a K 3.
Esto contradice el hecho que es no planar. Asi, R?\C' tiene precisamente dos regiones
ext(C) y int(C). Como arriba, la Proposiciéon 2.2.3 implica que cada punto de C' es un

punto limite de ext(C) y int(C'). Observe la siguiente figura::

Asi la figura siguiente es isomorfa K3 3
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Q3

Q2 Q:

9,

]

El Teorema de la Curva de Jordan es un caso especial del Teorema de Jordan-
Schénflies que se prueba en la siguiente subseccidn. Por esto se generaliza algunos de

los resultados previos. Primero, el Lema 2.2.4 se generaliza como sigue:

Lema 2.2.9. Sea C una curva cerrada simple y P un arco poligonal simple en int(C)
tal que P une p y q en C' y ningun otro punto tiene en comun con C. Sea P, y P los
dos arcos en C' de p a q. Entonces R? \ (C' U P) tiene precisamente tres regiones cuyas

fronteras son C, P, U P y P, U P, respectivamente.

Demostracion. Como en la demostracion del Lema 2.2.4, |a Gnica parte no trivial es pro-
bar que int(C') esta dividido en (al menos) dos regiones. Si los extremos de L, (definidos
como en la demostracion del Lema 2.2.4) estan en la misma region de R?\(P U C), en-
tonces esa regién contiene un arco poligonal P; tal que P; U Ly es una curva poligonal
cerrada simple. Por la prueba del Lema 2.2.3, los extremos de L, estan en regiones
distintas de R?\ (P U L). Pero también estan en la misma region de R?\(P; U L) ya
que estan unidos por un arco simple (en P U (') que no se interseca P; U L,. Esta

contradiccién demuestra el Lema 2.2.9. O
También se generaliza el Lema 2.2.6.

Lema 2.2.10. SiT" es un grafo plano 2-conexo conteniendo un ciclo C' (que es una curva
cerrada simple) tal que toda arista en I\ C' son arcos poligonales simples en int(C),
entonces R*\ T tiene |E(T")| — |V (T')| + 2 regiones cada una de las cuales tiene un ciclo

de I' como frontera.
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Finalmente, se debe usar el hecho que el Lema 2.2.7 sigue siendo valido siI'; y I’y
son grafos planos cuya interseccién contiene un ciclo tal que toda aristaen I'; o I'y (no

en () son arcos poligonales simples en int(C).

2.2.4.2. Teorema de Jordan-Schonflies.

Definicion 2.2.12. Si C'y ('’ son curvas cerradas simples y I y IV son grafos 2-conexos
que consiste en C (respectivamente, C’) y arcos poligonales simples en int(C)(respectivamente,
int(C")), entonces I' y I se dice que son planos-isomorfos si existe un isomorfismo de
I a I tal que un ciclo en I" es un limite de cara de I" si la imagen del ciclo es una cara

de la frontera de I y tal que el ciclo externo de I" se relaciona con el ciclo externo de I".

Teorema 2.2.3. Si f es un homeomorfismo de una curva cerrada simple C' sobre una
curva cerrada simple C’, entonces [ puede extenderse a un homeomorfismo de todo el

plano.

Demostracion. Sin pérdida de generalidad se puede suponer que C’ es un poligono
convexo. Primero se extiende f a un homeomorfismo de int(C) a int(C'). Sea B un
conjunto denso contable en int(C')(por ejemplo los puntos con coordenadas racionales).
Dado que los puntos en C' accesibles de int(C) son densos en C, existe un conjunto
denso contable A en C' que consiste de puntos accesibles de int(C'). Sea py, ps, ... una
sucesion de puntos en AU B tal que cada punto de AU B ocurre infinitamente a menudo
en esa sucesion. Sea I'y que denota cualquier grafo 2-conexo que consiste en C'y al-
gunos arcos poligonales simples en int(C). Sea I, un grafo que consiste en C’ y arcos
poligonales simples en int(C’) tales que I') y 'y son planos-isomorfos (con isomorfismo
go) tales que go y f coinciden en C' N V(I'y). Ahora se extiende f a C UV (T'y) tal que
go Yy f coinciden en V (I'y). Se definird una sucesion de grafos 2-conexos 'y, 'y, Ty, ... ¥
Iy, I'... tal que, para cadan > 1, I',, es una extensién de una subdivisionde I',,_, I/, es
una extensién de una subdivisiéon de I'),_,, existe un isomorfismo plano g,, de I';, sobre I')
coincidiendo con g,,_; en V(I',_1), y I, (respectivamente ") consiste de C' (respectiva-
mente C’) y arcos poligonales simples en int(C) (respectivamente int(C’)). Asumiendo

también que I", \ C’ es conexo para cada n. Entonces se extiende f a C UV (T',,) tal que
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f'y gn coincide en V(T',,).

Supongase que ya sea ha definido I'g, I'y, ..., oy, 6, T s TV 0 Y 90,915 - Gt Se
definira I',,, I'!, y g, como sigue. Considere el punto p,. Si p,, € A, entonces sea P un
arco poligonal simple de p,, a un punto ¢, de I',_; \ C'talque I',,_1 N P = {p,, ¢, }- Sea
I',, denota el grafo I',,_; U P. P es dibujo en una cara de I',,_; acotada por un ciclo .5,
digase. Se afiade a I'/,_; a un arco poligonal simple P’ en la cara delimitada por g,,_1(5)
tal que P’ une a f(p,) con g,_1(qn) (si ¢, €s un vértice de I',,_1) o un punto en g,_1(a)
(si a es una arista de I',,_; que contiene el punto ¢,,). Entonces se pone I'), =1 _UP’y
se define el isomorfismo plano g, de I',, a I/, de manera obvia. Se extiende f tales que
f(an) = gn(qn)-

Si p, € B se considera el cuadrado mas grande que tiene lados verticales y horizonta-
les, que tiene p,, como punto medio y que esta en int(C). En este cuadrado (cuyos lados
no se van a agregar a [',,_; como pueden contener infinitamente muchos puntos de C)
se dibuja un nuevo cuadrado con lados verticales y horizontales cada uno de los cuales
tiene distancia < 1/n de los lados del primer cuadrado. Dentro del nuevo cuadrado se
dibujan lineas verticales y horizontales tales que p,, esta en una linea vertical y una linea
horizontal y tal que todas las regiones en el cuadrado tienen didmetro < 1/n. Sea H,, la
unién de I',,_; y los nuevos segmentos de linea recta horizontal y vertical posiblemente
junto con un arco poligonal adicional en int(C') para hacer que H,, 2-conexo y H,, \ C co-
nexo. Mediante el Lema 2.2.5, H,, se puede obtener de I';,_; afiadiendo sucesivamente
caminos en caras. Se afaden los caminos correspondientes a [/, , y se obtiene un grafo
H! que es un plano isomorfo a H,,. Entonces se afiaden lineas verticales y horizontales
en int(C') a H!, de manera que el grafo resultante no tenga una region (delimitada) de
diametro > 1/2n. Si es necesario, se desplazan algunas de las lineas un poco tal que
intersecan C” sélo en f(A) y tal que todas las regiones acotadas tienen diametro < 1/n
y tal que cada una de las nuevas lineas tiene solamente interseccion finita con H . Esto
extiende H, en un grafo que se denota por [",. Se suma a H,, arcos poligonales tales
que se obtiene un grafo I',, en plano-isomorfo a [/,. Entonces se extiende f tal que se
define en C' U V/(I',,) y coincide con el plano-isomorfismo g, en V(T',,). Cuando se ex-

tendiende H, en I/, y H,, en I',,, se estan afiadiendo muchos aristas y quizés es dificil
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visualizar lo que esta pasando. Sin embargo, el Lema 2.2.5 establece que se puede ver
la extension de H, en I/, como el resultado de una sucesién de extensiones simples,
cada una de las cuales consiste en la adicién de un camino (que en este caso es un
segmento de linea recta en una cara). A continuacion, se realiza sucesivamente las adi-
ciones correspondientes en H,. Tenga en cuenta que se tiene mucha libertad para eso
ya que dado el actual f sélo se define en el conjunto de vértices actual. Las imagenes
de los puntos en las aristas actuales no se han especificado todavia. De esta manera,
se extiende f a una aplicacion inyectiva definidaen ' = C UV ([) U V(I';) U--- y con
la imagen C’' U V/(T'y) U V(I'}) U - - -. Estos conjuntos son densos en int(C) y int(C"),
respectivamente. Si p es un punto en int(C') sobre el cual f no esta definido todavia,
entonces se considera una sucesion ¢, g, ... quUe converge a p y que consiste en puntos
en V(I'g) UV(I'y) U---. Se va a demostrar que f(q1), f(q2), ... converge y sea f(p) el
limite. Sea d la distancia de p a C' y sea p, un punto de B de distancia < d/3 de p.
Entonces p esta dentro del cuadrado méas grande en m teniendo p,, como punto
medio (y también dentro de lo que se llama el nuevo cuadrado si n es suficientemen-
te grande). Por la construccion de I',, y I/, se deduce que I',, tiene un ciclo S tal que
p € int(S) y tal que tanto S como g, (.S) estan en discos de radio < 1/n. Como f apli-
ca F nint(S) en int(g,(S)) y F Next(S) en ext(g,(S)), se sigue en particular, que la
sucesion f(qm), f(qms1), ... estéd enint(g,(S)) para algin m. Como n puede ser elegido
arbitrariamente largo f(q1), f(g2), ..., €s una sucesiéon de Cauchy vy, por lo tanto, con-
vergente. Se deduce que f esta bien definida. Ademas usando la notacién de arriba, f
aplica int(S) enint(g,(S)). Por tanto f es continua en int(C'). Puesto que V(I ) UV (I"})
es denso en int(C") el mismo argumento muestra que f aplica int(C') a int(C") que f
es inyectiva y que f~! es continua en int(C"). S6lo queda demostrar que f es continua
sobre C. (Entonces también f~! es continua como int(C) es compacto). Para probar
esto es suficiente considerar una sucesion ¢i, go, ... de puntos en int(C') que converge a
g en C'y entonces demuestre que f(¢1), f(¢2), ... converge a f(q). Suponga, pues, que
esto no es el caso. Como int(C’) es compacto se puede asumir (considerando una sub-
seccién apropiada, si es necesario) que ligf(qn) =q # f(q). Como f~! es continua en

int(C"), ¢ estd en C’. Como A es denso en C, f(A) es denso en C"y, por tanto, cada
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uno de los dos arcos en C’ de ¢’ a f(q) contiene un punto f(q1)y f(g2), respectivamente,
en f(A). Para algin n, I',, tiene un camino P de ¢, a ¢, teniendo sélo ¢; y g2, en comin
con C'. Por el Lema 2.2.9, P separa int(C') en dos regiones. Estas dos regiones estan
aplicadas en las dos regiones distintas de int(C’) \ ¢,(P). Una de ellas contiene casi
toda la f(gq,) mientras que la otra tiene f(q) en su frontera, pero no la frontera comin a
ambas regiones.Por lo que no se puede tener IQ f(gn) = ¢. Esta contradiccién muestra

que f tiene la extensién apropiada a int(C).

Por argumentos similares, f puede extenderse a ext(C'). Considere un sistema de coor-
denadas en el plano. Sin pérdida de generalidad se puede suponer que int(C') contiene
el origen y que tanto C' como C’ estan en el interior del cuadrangulo 7" con esquinas
(+£1,41). Sean Ly, Lo, L3 los segmentos de lineas (en lineas a través del origen) de
(1,1),(—=1,—-1) y (1,—1), respectivamente, a C. Sea p; el extremo de L; en C para
i =1,2,3. Sean L} y L), arcos poligonales de f(p;) a (1,1) yde f(p2) a (—1. — 1), res-
pectivamente, de modo que L} N L, = @ y L, tiene solamente sus extremos en comun
con C"y T para ¢ = 1,2. Es facil ver que se puede encontrar un arco poligonal L} de
f(ps)oa(l,—1)oa(—1,1) tal que L} es disjunto de L} N L y tiene sélo sus extremos
en comun con C" y T. Después de una reflexiéon de C’ en la linea a través de (1,1) y
(—1,—1), si es necesario, se puede asumir que L; va a (1, —1). Ahora se puede usar el
método de la primera parte de la prueba para extender f a un homeomorfismo de int(T')
tal que f es la identidad en T'. Entonces f se extiende a un homeomorfismo de todo el

plano tal que f es la identidad en ext(T). O

Si F' es un conjunto cerrado en el plano, entonces se dice que el punto p en F es
curva-accesible si, para cada punto ¢ no en F, existe un arco simple de ¢ a p teniendo
s6lo p en comun con F'. El Teorema de Jordan-Schénflies implica que todo punto en una
curva cerrada simple es curva-accesible. Se tiene la extension de la parte del Teorema

2.2.2.

Teorema 2.2.4. Si F' es un conjunto cerrado en el plano con al menos tres puntos curvas-

accesibles, entonces *2 \ F tiene a lo sumo dos regiones.
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En el teorema 2.2.4, “tres” no puede ser remplazado por “dos ”. Ver esto, sea F' una

coleccion arcos simples disjuntos enteramente entre dos puntos fijos.

Teorema 2.2.5. SiI" y I son grafos planos 2-conexos tal que g es un homeomorfismo
y plano-isomorfo de I sobre I''. Entonces g puede extenderse a un homeomorfismo de

todo el plano.

Demostracion. La prueba es por induccidén en el numero de aristas de TI'.

Si I' es un ciclo entonces este teorema se reduce al Teorema 2.2.3. Ademas se sigue
del Lema 2.2.5 que I' tiene un camino P y un subgrafo 2-conexo I'; conteniendo el ciclo
exterior de I' tal que I es obtenido de I'; mediante la adicién P en int(C') donde C limita
una cara de I';.

Ahora se aplica la hipétesis inductiva primero a I'; y entonces a los dos ciclos de C U P

que contiene P. O

2.2.4.3. Triangulando una Superficie.

Considere una coleccion finita de poligonos convexos disjuntos dos a dos (junto con sus
interiores) en el plano tal que todos los lados son de longitud 1. Forme un espacio topo-
l6gico S como sigue: Cada lado en un poligono se identifica con precisamente un lado
en otro(o en el mismo) poligono. Esto también define un grafo G cuyos vértices son las
esquinas y las aristas los lados. Claramente S es compacta. Ahora S es una superfi-
cie, si S es conexa (es decir, G es conexa) y S es localmente homeomorfa un disco a
cada vértice v de (G. Si este es el caso entonces se dice que G es una 2-celda embe-
bida(inscrustacion de 2 célula) en S. Si todos los poligonos son tridngulos, entonces se
dice que GG es una triangulacion de S'y que S es una superficie triangulada. En caso
de una triangulacién se debe asumir que existen al menos cuatro triangulos y que no

existen aristas multiples.
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Teorema 2.2.6. Toda superficie S es homeomorfa a una superficie triangulable.

Demostracion. Como el interior de un poligono convexo puede ser triangulable es su-
ficiente para demostrar que S es homeomorfa a una superficie con una 2-celda embe-
bida.Sea S una superficie, se sabe que para cada punto p € S, existe un disco D(p)
del plano que es homeomorfo a un entorno abierto U de p en S. (En lugar de especi-
ficar un homeomorfismo se usa la misma notacién para un punto en D(p) y el punto

correspondiente en S). En D(p) se dibujan dos cuadrangulos Q;(p) y Q2(p) tal que

p € int(Q1(p)) C int(Q2(p)).

Como S es compacta, tiene un namero finito de puntos py, ps, ..., P, pPara los que se
puede repetir la construccién anterior talque
S= Umt(Ql(Pi))-
=1

No hay inconveniente alguno suponer que los subconjuntos D(p;), ..., D(p,) son fijos y
disjuntos dos a dos en el plano (teniendo en cuenta, a pesar, que ellos también corres-
ponden a subconjuntos de S ). Sin embargo se modifica se modifica el homeomorfismo
entre D(p;) y el correspondiente conjunto en S'y considerar nuevos cuadrangulos Q1 (p;).
En concreto se demostrara que los Q1(p1), ..., @1(p,) pueden ser elegidos de tal mane-
ra que se forma una 2-celda embebida S. Suponga, por induccion en k, que han sido

elegidos de tal forma que cualquier par de

Ql(pl)a Ql(p2); ooy Ql(pkfl)

tienen solo un nimero finito de puntos en comin en S. Ahora se centra en Qs (py). Se
define un segmento malo como un segmento P de algin Q;(p;)(1 < j < k—1) que une
a dos puntos de Q2(px) Y que tiene todos los demas puntos en int(Qa(px))-

Sea @Q3(px) un cuadrado entre Q1 (px) ¥y Q2(px). Se dice que un segmento malo dentro
de Q2(px) €s un segmento muy malo si interseca a P pero no interseca a ningln otro
segemento malo. Puede haber una cantidad infinita de segmentos malos pero so6lo una
cantidad finita de segmentos muy malos. El segmento muy malo junto con Q2 (py) forma

un grafo I" 2-conexo. Al redibujar I dentro de Q2(px) tal que se obtiene un grafo I que
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es plano-isomorfo a I' y talque todas las arista de I'” son arcos poligonales simples. Esto
se puede hacer usando el Lema 2.2.5.

Ahora se aplica el Teorema 2.2.5 para extender el isomorfismo plano de I" a I'” a un ho-
meomorfismo de intQ,(p,) manteniendo fijo a Q2(py). Esto transforma Q1 (pr.) y Q3(pr)
en curvas cerradas simples @} y Q5 tal que p, € intQ} C intQ}. Considere una curva
poligonal cerrada simple Q% en Q2(px) tal que Q) C intQ} y tal que Q4 no interseca
segmentos malos excepto en un segmento muy malo (que son ahora arcos poligonales
simples). (La existencia de ()% se puede establecer de la siguiente manera: para todo
punto p en %, sea R(p) un cuadrado con p como punto medio tal que R(p) no intersec-
te ni a ] ni ningln segmento malo que no sea segmento muy malo. Se considera un
cubrimiento finito (minimal) de )% por tales cuadrados. La unién de estos cuadrados es
un grafo plano 2-conexo cuyo ciclo externo puede jugar el rol de Q%). Al redibujar IV U Q%
(que es un grafo 2-conexo) y utilizando el Teorema 2.2.5 una vez mas se puede asu-
mir que )% es de hecho un cuadrangulo que tiene @} en su interior. Si % es la nueva
eleccion de @, (px), entonces cualquiera dos de Q1 (p1), ..., Q1(px) tiene sélo interseccién
finita. La hip6tesis inductiva es probada para todo k.

Por lo tanto, se puede asumir que existe s6lo un nimero finito de segmentos muy malos
dentro de cada Q2 (px) y que estos segmentos son arcos poligonales simples formando

un grafo plano 2-conexo. La unién
@)
i=1

puede ser pensada como un grafo I" dibujado en S. Cada regién de S\I" esta acotada por
un ciclo C'en I'. (Se puede pensar en C' como una curva poligonal cerrada simple dentro
de algin Q,(p;)). Ahora dibuje un poligono convexo C’ de lado de longitud 1 tal que las
esquinas de C’ correspondan a los vértice de C'. La unién de los poligonos C’ forma una
superficie S’ con una 2 celda embebida I que es isomorfa a I'. Un isomorfismo de I" a
I'" puede extenderse a un homeomorfismo f del conjunto de puntos de I" en S sobre el
conjunto de puntos de IV en S’. En particular, la restriccion de f al anterior ciclo C' es un
homeomorfismo en C’. Por el Teorema 2.2.3, f puede extenderse a un homeomorfismo

de int(C) aint(C"). Esto define un homeomorfismo de S sobre 5.
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2.2.5. Teorema de Clasificacion de Superficies

En este subseccidn se demostraré el Teorema de Clasificacion de Superficies. Pero,
como una preparacion para la prueba, se describird lo que podria ser llamada la "Re-
presentacion canoénica” de la suma conexa de n-toros y la suma conexa de m-planos
proyectivos reales. Los conceptos desarrollados en esta subseccion seran utiles en el

Capitulo 1.

2.2.5.1. Representacion candnica de la suma conexa de n-toros.

Como se recordara del Resultado 2.2.1, cada toro T?; y T?, es el espacio cociente
del cuadrado unitario, identificando las aristas opuestas, como se indica en las siguientes

Figuras 2.21.

vy ! v vy D, v,

a
1 T a T, a,

Figura 2.21: Representacion poligonal de dos toros, T?; y T?,.

@ T a T
1 1 a, > 2 a,

di

V1 V2 V.

Observe que los cuatro vértices de cada cuadrado unitario estan identificados(es
decir, que los cuatro vértices por medio de una relaciéon de equivalencia es un mismo
punto) y convertido en un solo punto en el toro. Para formar la suma conexa, recortamos
un agujero circular en cada toro y se designa por d; y d, los bordes de losa agujeros

como se indican en las fechas. Luego se representan los dos toros T?; y T?, con discos
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abiertos removidos puede verse como se muestra en la Figura 2.22 (esto sucede al es-
tirarse el vértice).

2 1 v v, by v,

a T a T, a,

Figura 2.22: Los toros T?; y T?, con los interiores de los discos removidos y con las

fronteras de los discos.

Al complementar la suma conexa de los dos toros, pegamos a lo largo de los dos circulos

dy y dy, como en la Figura 2.23.

1

V1 , V1
N\
X &

a
R T

1 b2

Vi=Y2 o\ Vo
77
d1:d2
<

V1 ;=2

oV
N N

Figura 2.23: Representacion poligonal de T?,#T?, de dos Toros.
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Asi la suma conexa de dos toros se puede representar como el octdgono demostrado
en la Figura 2.24. Notese que los ocho vértices(vs) del octagono estan identificados en
un solo punto de T?,#T?,, este octagono con las aristas identificadas en pares es nues-
tra deseada “representacion candnica” para la suma conexa de dos toros. El esquema

es aybya; 'by tasboay byt (comenzo del vértice superior). Como se demuestra.

Figura 2.24: Representacion candnica de T2, #T2,.

Si se hace este mismo procedimiento para la suma conexa de tres toros(tomando la
suma conexa de dos toros antes dada), entonces sera obtenida identificando los lados
de un 12-gono en pares, con esquema a;ba; 'b; 'asbyay by tazbsay 'by ! (Figura 2.25).

Generalizando se presenta la siguiente definicién:

Definicion 2.2.13. Sea N el espacio cociente obtenido de un poligono P de 4n-aristas

por medio del esquema
(a1bra; b7 ) (agbeas 1051 (anbpa, tbh).

Este espacio se llama suma conexa de n toros o simplemente n-toro, se denotara por

T2 4. 4 T2.
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Figura 2.25:

[

b,

A d
A 4

Representacion poligonal de T2, #T2,# 2.
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2.2.5.2. Representacion candnica de la suma conexa de m-planos proyectivos.

Se considera un procedimiento analogo para la suma conexa de dos planos proyec-
tivos reales. Se vi6 en el Resultado 2.2.1 literal 1), el plano proyectivo como el espacio
cociente de un disco circular(Figura 2.8); puntos antipodales sobre la frontera son identi-
ficados. Tomando dos planos proyectivos reales, en cada uno se eligen un par de puntos
antipodales en la frontera como vértices, la circunferencia del disco es dividida en dos
segmentos. Asi, se puede considerar el plano proyectivo real como obtenido de un 2-
agono por la identificacion de las dos aristas. La Figura 2.26, demuestra como obtener
una representacion canénica de la suma conexa de dos planos proyectivos como un cua-
drado con las aristas identificadas en pares. El método es basicamente el mismo como
el que se utiliza para obtener la suma conexa de dos toros como un espacio cociente de

un octagono. El esquema es aja asas (en sentido a las manecillas del reloj).
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(d)

Figura 2.26: Representacion poligonal de RP; #RP;.

Definicion 2.2.14. Sea m > 1y M el espacio cociente obtenido de un poligono P de

2m-aristas por medio del esquema

(a1a1)(azas)...(amam).

Este espacio se llama suma conexa de m planos proyectivos reales o simplemente

m-planos proyectivos reales, se denotara por RP? #...# RP?.

Lema 2.2.11. La botella de Klein es la suma conexa de dos planos proyectivos reales.

K? ~ RP?#RP?

Demostracion. Se presenta un demostracién geométrica.
Se comienza con la botella de Klein, que tiene como esquema a~'ba~'b~! y se repre-
senta por un cuadrado, al cuadrado se le traza una diagonal, como se muestra en Figura
(a).

Después se corta el cuadrado justo sobre su diagonal, etiquetada por ¢, teniendo

como resultado dos triangulos iguales con sus aristas etiquetadas y orientadas(Figura
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(b)), los cuales se giran de manera que, las aristas etiquetadas por a queden juntas para

poderse pegar(como se ve en (c) y (d) ) por medio de una aplicacion lineal,
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ya pegadas se obtiene un poligono que es homeomorfo a un cuadrado con pares de
aristas orientadas y etiquetadas por b y ¢ (ver Figura (e)) teniendo como esquema bbcc
que es lo mismo como obtener dos planos proyectivos reales cada uno homeomorfo a un
poligono con aristas identificadas con esquema bb y cc respectivamente, asi esta ultima

figura es la representacién de la suma conexa dos planos proyectivos reales. O

Lema 2.2.12. La suma conexa de un toro y un plano proyectivo real es homeomorfa a la

suma conexa de tres planos proyectivos reales.

T?#RP? ~ RP?#RP>#RP>
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Demostracion. Se desea probar que:

T?#RP? ~ RP*#RP>#RP?
~ (RP*#RP?)#RP?

~ K24RP?.

En el Lema 2.2.11 se demostré que la suma conexa de dos planos proyectivos reales
es homeomorfa a una botella de Klein. Por lo tanto, se debe probar que la suma conexa
de un toro y un plano proyectivo real es homeomorfa a la suma conexa de un plano

proyectivo y una botella de Klein
T?4#RP? ~ RP?#K?

Para hacer esto, serd conveniente dar una construccion alternativa para una suma co-
nexa de cualquier superficie S con un toro o una botella de Klein, es decir, para S#T?
6 S#RIP2. Como ya se vi6 en el Resultado 2.2.1, el toro y la botella de Klein se pueden

representar como rectangulos con sus aristas identificadas.

a a
N B LA B
4 7
b N Q/\ b b P O/\ b
> €
A’ B’ A B’
a a

Figura 2.27: toro con un agujero y botella de Klein con un agujero
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Para formar la suma conexa, primero se corta el disco que esta sombreado en los
diagramas de la Figura 2.27, cortar un agujero similar en S. Sin embargo, en vez de

hacer el pegado del toro o la botella de Klein en un paso, se puede hacer en dos etapas:

» Primera etapa; Pegar sobre la parte del toro o la botella de Klein que es la imagen
del rectangulo ABB’A’ bajo la identificacién, y después pegar sobre el resto del
toro o botella de Klein. En esté etapa se forma la suma conexa de .S con un tubo
abierto o cilindro. Tal tubo abierto o cilindro es homeomorfa a una esfera con los
agujeros cortados en ella, y como la suma conexa de S con una esfera es S (por
propiedad de suma conexa), por lo tanto, el espacio resultante de la primera etapa

es homeomorfa a la superficie original S con dos agujeros cortados en ella.

m Segunda etapa; conecte las fronteras(o bordes) de estos dos agujeros con un tubo
que es lo restante del toro o la botella de Klein. La diferencia entre los dos casos
depende de si se conectan las fronteras asi ellos tendrian orientaciones iguales u
opuestas. Esto es ilustrado en la Figura 2.28, donde S es una banda de Mébius.

Ahora se afirma que los dos espacios mostrados en las Figuras 2.28(a) y 2.28(b)

(a) M#T? (b) M#K?

Figura 2.28: (a) Suma conexa de una banda de Mobius y un toro. (b) Suma conexa de una

banda de Mdbius y una botella de Klein.

(es decir, la suma conexa de una banda de Mdébius con un toro y una botella de
Klein respectivamente) son homeomorfas. Para ver esto, imaginese que se corta
cada uno de estos espacios topoldgicos a lo largo de los segmentos AB. En cada
caso, el resultado es la suma conexa de un rectangulo con un toro, con los extre-
mos del rectangulo de ser identificados con un giro, como se muestra en la Figura

2.29. Por lo tanto, los dos espacios son homeomorfos.
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Figura 2.29: Resultado de cortar los espacios sobre el segmento AB.

El plano proyectivo se puede obtener por pegar la frontera de un disco a la frontera de
una banda de Mdbius (asi el plano proyectivo real puede pensarse como una banda de

Mébius a la que se ha cocido un disco, como se muestra en la Figura 2.30).

(O3 3ol Jo

Figura 2.30: Banda de Mdbius a la que se le ha cocido un disco.

A

Como M#T? ~ M#IK? (mostrado en la Figura 2.28 y 2.29), y son los espacios
obtenidos por pegar un disco sobre cada frontera. Asi, la suma conexa de una plano
proyectivo real con un toro es homeomorfa a la suma conexa de una botella de Klein con

un plano proyectivo real, RP2#T? ~ RP2#K?, como se queria probar O

Teorema 2.2.7 (Teorema de Clasificacion de las superficies). Si S es una superficie

compacta, entonces es homeomorfa a uno de los siguientes:

a) La esfera:aa™!.

b) La suma conexa de n toros:
(arbra; o7t (agbaay 'byh). . (anbpa, b, ).
c) La suma conexa de m planos proyectivos:

(ara1)(a2az)...(amam).
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Demostracion. Se desea probar que S es homeomorfa a una de las superficies listadas,

para eso se consideran los siguientes pasos:

PRIMER PASO: Como S es una superficie compacta y por el Teorema 2.2.6, S es trian-
gulable. Se denotara por n el numero de triangulos. Se enumeran los triangulos
11,15, ---,T,, asi que el tridngulo T; tiene una arista e; en comun con al menos
uno de los triangulos 71, --- ,T; 1,2 < i < n.

Ahora, se etiqueta cualquiera de los tridngulos 77;

T, cualquier triangulo que tenga una arista en comun con 77,

T5 cualquier triAngulo que tenga una arista en comun con 7 0 75, etc. Si en alguna
etapa no se podria continuar este proceso, entonces se tendran dos conjuntos de
triangulos {74, -+ , Ty} y {Tys1, - - , T} tal que ningln tridngulo en el primer con-
junto tendria una arista o vértices en comun con cualquier triangulo en el segundo
conjunto. Pero esto daria una particion de S en dos conjuntos cerrados no vacios

disjuntos, contradiciendo la hipétesis de que S esta conectada es decir, conexa.

Ahora se utiliza este ordenamiento de los triangulos 7, - - - ,T},, junto con la elec-
cién de aristas es, e3, - - , e,, para construir un “"modelo” de la superficie S en el
plano Euclidiano; Este modelo sera un poligono cuyos lados seran identificados
en pares. Recuérdese que para cada triangulo T; existe un tridngulo Euclidiano
ordinario 7} € R?* y un homeomorfimo ; de T/ sobre T; ( por Definicion 2.2.3). Se
puede suponer que los triangulos 77,75, --- , 1) son disjuntos dos a dos; si no lo

son, se puede transladar algunos de ellos a otras del plano R2. Sea
T = U?:l(Ti/)

entonces 7" es un subconjunto compacto de R2.
Se define la aplicacion:
o: T — S
por (¢|T!) = ¢;, la aplicaciéon ¢ es continua y sobreyectiva. Como 7" es compacto
y S es un espacio Hausdorff, ¢ es una aplicacién cerrada, y por tanto S tiene la

topologia cociente inducida por ¢. Esto es una declaracion matematica rigurosa de
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la idea intuitiva de que S es obtenida pegando los triangulos T}, 75, - - - , justo a lo

largo de las aristas apropiadas.

El poligono deseado sera construido como un espacio cociente de 7". Consideré
cualquiera de las aristas ¢;, 2 < i < n. Por hipbtesis, e; es una arista del triangulo 7;
y de otro triangulo 7}, para los que 1 < j < i. Por lo tanto, ¢~ *(e;) consiste de una
arista del triangulo 77 y una arista del triangulo 77. Identificando estas dos aristas
de los triangulos 7} y Tj’ por la identificacién de los puntos que aplica por ¢) sobre
el mismo punto de ¢; (intituivamente hablando se pegan los triangulos 77 y T;). Se
hacen estas identificaciones para cada una de las aristas es, e3,--- ,¢e,. Sea D el
espacio cociente resultante de 7”. Es claro que la aplicaciéon ¢ : 7" — S induce
una aplicacién ¢ : D — S, y ademas S tiene la topologia cociente inducida por
1 (como D es compacta y S es Hausdorff, 1 es una aplicacion cerrada). Ahora se
afirma que topoldgicamente D es un disco cerrado. La demostracion depende de

dos hechos:

a) Sean E; y F, espacios disjuntos, los cuales topolégicamente son discos ce-
rrados (es decir, son homeomorfos a E?). Sean A; y A, subconjuntos de la
frontera de E; y Es, respectivamente, los cuales son homeomorfos al inter-
valo cerrado I,y sea h : Ay — A, un homeomorfismo determinado. Se
formara un espacio cociente de E; U Ej, por identificar puntos que correspon-
de bajo h. Entonces, topolégicamente el espacio cociente es también un disco
cerrado. Intuitivamente, significa que pegando dos discos justo a lo largo a un

segmento comun de sus bordes, el resultado es una vez mas un disco.

b) Formando el espacio cociente D de 1", se puede o tomar todas las iden-
tificaciones a la vez, o hacer las identificaciones correspondientes a es, a

continuacién las correspondientes a es, y asi sucesivamente.

Usando estos dos hechos se probara que D es un disco, como sigue. 77 y T son
topolégicamente equivalente a discos. Por lo tanto, el espacio cociente de 7] U T,

obtenido por identificar puntos de ¢~ '(e;) es una vez mas un disco (por literal
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a)). Luego se forma un espacio cociente de este disco 77 U T, y T} por hacer las
identificaciones correspondientes a la arista e3 y asi sucesivamente.
Es claro que S es obtenida a partir de D por identificar ciertos pares de aristas en

la frontera de D.

Ejemplo 2.2.4. La superficie de un cubo es triangulada al dividir cada cara en dos
tridngulos por una diagonal. El disco resultante D podria parecer el diagrama, de-
pendiendo, por supuesto, sobre como los tridngulos estan enumerados, y como las
aristas es, e3, - - - , e1o fueron elegidas. Las aristas a D que han de ser identificadas
y etiquetadas en la forma habitual. En este etapa, se pueden olvidar las aristas
es, €3, ..., €12. Asi, en lugar del poligono en Figura 2.31, se podria trabajar igual de

bien con el diagrama en la Figura 2.32.

N

T1 e,
aNy A\ 4
T.
2 f
> ¢ ¢
3
T
5 e T Tg
6 3 e €40 T e
EAN eg 4 11 AN e
e
Ty T, s Tio |8 T2
N\ L L
7 A Y N\
e
7 c
T €g
d N AN C
Tg

QW

Figura 2.31: La figura muestra facilmente una visualizacion del ejemplo.
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Figura 2.32: Trabajar con este diagrama

SEGUNDO PASO: Eliminacion de aristas adyacentes de primer tipo. Se ha obteni-
do un poligono D cuyas aristas son identificadas en pares para obtener la superfi-
cie dada S. Estas identificaciones puede ser indicadas por el préximo esquema. Si
la letra designada a cierto par de aristas ocurre con ambos exponentes, +1y —1,
en el esquema, entonces se podria llamar al par de aristas un par de primer tipo;
al contrario (en sentido a las manecillas del reloj), el par es de segundo tipo. (Por

ejemplo en la Figura 2.32, tiene por esquema
aa L b e gec g dd e,

los siete pares son de primer tipo). Se desea probar que un par de aristas adya-
centes de primer tipo pueden ser eliminadas, solo si existe en el poligono al menos
cuatro arista en total. Es facil verlo de la secuencia de la Figura 2.33. Se continua
este proceso hasta que todos los pares de este tipo son eliminados, o hasta obte-
ner un poligono con solamente dos lados. En este Gltimo caso, la superficie seria
homeomorfa a este poligono, cuyo esquema sera aa 0 aa™!, es decir, que puede
ser un plano proyectivo real o una esfera, y se completa la prueba. De lo contrario,

se procede como sigue.
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Figura 2.33: Eliminacién de un par de aristas adyacentes de primer tipo.

TERCER PASO: Transformaciéon a un poligono tal que todos los vértices estén
identificados a un solo vértice. A pesar de que las aristas del poligono dado,
sean identificadas en pares, los vértices no, estos pueden ser identificados en
conjuntos de uno, dos, tres, cuatro,... . A dos vértices del poligono se llaman equi-
valentes si y solo si, estan identificados. En la Figura 2.32 existen ocho clases de
equivalencias de vértices distintas. Algunas clases de equivalencias contienen so-
lo un vértice, mientras que otras clases contiene dos o tres vértices.

Supdbngase que se ha llegado a cabo el segundo paso las veces posibles. Se
desea probar que se puede transformar el poligono en otro poligono con todos sus
vértices perteneciendo a una clase de equivalencia.

Supdbngase que existen al menos dos clases de equivalencias de vértices diferen-
tes. Entonces, el poligono tiene un par de vértices adyacentes que son no equiva-

lentes. Etiquetados por V; y V5. La Figura 2.34 muestra como proceder.

Como V; y V, son no equivalentes, y se ha realizado el segundo paso, se deduce
que las aristas a y b no deben ser identificadas. Al hacer un corte a lo largo de la
linea etiquetada por ¢, desde el vértice V5 al otro vértice de la arista a (es decir, al

vértice de la arista a, que es distinto de V).
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Figura 2.34: Transformacion de un poligono a otro con todos sus vértices equivalentes.
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Luego, se pegan las dos aristas etiquetadas por a. Un nuevo poligono con un
vertice menos en la clase de equivalencia de V; y un vértice mas en la clase de
equivalencia de V5. Si es posible, se realiza el segundo paso de nuevo. A conti-
nuacioén, se lleva a cabo el tercer paso para reducir aun mas el numero de vértices
en la clase de equivalencia de V; y luego, se vuelve hacer el segundo paso de
nuevo. Se continua alternativamente haciendo el tercer y segundo paso hasta que
la clase de equivalencia de V; se elimine por completo. Si mas de una clase de
equivalencia de vértices permanece, se puede repetir este procedimiento para re-

ducir el nUmero a una clase de equivalencia.

Si se continta de esta manera, finalmente se obtiene un poligono tal que todos los

vértices deben ser identificados a solo un vértice.

CUARTO PASO: Como hacer cualquier par de aristas de segundo tipo adyacentes.
Se desea demostrar que la superficie dada puede ser transformada de modo que
cualquier par de aristas del segundo tipo sean adyacentes entre si. Supdngase

que se tiene un par de aristas de la segunda clase que no son adyacentes, como

en el primera diagrama de la siguiente figura.
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~———

Figura 2.35: transformacién de dos aristas de segundo tipo a adyacentes.

Corte a lo largo de la linea punteada etiquetada por a y pegar justo a lo largo de
b. Como se muestra en el segundo diagrama de la Figura 2.35, las dos aristas son
ahora adyacentes. Se continua este proceso hasta que todos los pares de aristas
del segundo tipo sean adyacentes. Si no hay pares del primer tipo, entonces se
habra terminado la prueba, porque el esquema del poligono debe entonces ser de
la forma aya,asasa,a,, y por tanto S es homeomorfa a la suma conexa de n planos
proyectivos.

Supodngase, por el contrario, que en esta etapa existe al menos un par de aristas
del primer tipo, cada una de las cuales estan etiquetadas por c. Entonces, se afirma
que existe al menos otro par de aristas del primer tipo de tal manera que estos
dos pares se separan entre si, es decir, las aristas de los dos pares se producen
alternativamente a medida que se avanza alrededor de la frontera del poligono.
(Por lo tanto, el esquema debe ser de la forma c...d...c7!...d"'..., donde los puntos
denotan la posible ocurrencia de otras letras).

Para demostrar esta afirmacién, supéngase que las aristas etiquetadas por ¢ no
estan separadas por ningun otro par del primer tipo. Entonces el poligono dado
tiene el aspecto indicado en la Figura 2.36.

Donde A y B designan una secuencia de aristas. El punto importante es que
cualquier arista en A debe ser identificada con otra arista en A, y similarmente
para B. Ninguna arista en A debe ser identificada con una arista en B. Pero esto
contradice el hecho de que los vértices iniciales y finales de las aristas etiquetadas

por c debe identificarse, en vista del tercer paso.
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’’’’’’
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Figura 2.36: En caso que exista una arista de primer tipo.

QUINTO PASO: Pares de primer tipo. Supdngase, que se tienen dos pares de primer
tipo que se separan como se describe. Véase la Figura 2.37.
Se probara que se puede transformar el poligono de manera que los cuatro lados

en cuestion sean consecutivos alrededor del perimetro del poligono.

—_——— c
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Figura 2.37: Diagrama de ilustracién. Quinto paso.

Primero, se corta a lo largo de ¢ y se pega justo a lo largo de b para obtener la
Figura 2.37 a). Luego, cortar a lo largo de d y pegar justo a lo largo de a para
obtener la Figura 2.37 b) como se desea.

Continuar este proceso hasta que todos los pares de primer tipo estén en grupos
adyacentes de cuatro aristas, como cdc—'d~! en la Figura 2.37 b). Si no existen
pares segundo tipo, esto se conduce al resultado deseado porque, en este caso,

el esquema debe ser de la forma
(arbra; by ) (agbsas tb5 ). (anbpa, tbh).

y la superficie es homeomorfa a la suma conexa de n de toros.
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Falta considerar el caso en el cual existan pares de ambos tipos, es decir, de primery
segundo tipo. La clave para esta situacion es el Lema 2.2.12. Cabe aclarar que este lema
se encarga de los casos restantes. Supdngase que después de que el quinto paso se ha
completado, el poligono tiene m pares (m > 0) de segundo tipo tal que las dos aristas de
cada par son adyacentes, n cuadruples (n > 0) de lados, cada cuadruplo consistiendo de
dos pares de primer tipo separados entre si. Entonces, la superficie es la suma conexa
de m planos proyectivos reales y n toros, la cual por el lema es homeomorfa a la suma

conexa m + 2n planos proyectivos reales. Esto completa la prueba. O

2.2.6. Algunas propiedades invariantes

Se puede llegar a preguntarse ;Como diferenciar dos superficies y determinar si es-
tas son homeomorfas o no? o ; Cémo se puede determinar si los tipos de superficies que
se dieron en el Teorema 2.2.7 son topolégicamente distintas? puede ser que existan dos
enteros positivos m y n.con m # n, tal que la suma conexa de m-toros sea homeomorfa
a la suma conexa de n-toros. Para responder estas preguntas se introduce un namero
invariante llamado la caracteristica de Euler y una propiedad invariante llama orientabi-

liad.

Definicion 2.2.15. Sea S una superficie compacta con triangulacién {7}, Ts, ..., T,,}. Si

t = es el numero de triangulos.
e = es el numero de aristas distintas de S.

v = es el numero de vértices distintos de S.

entonces

X(S)=t—e+wv
es llamado la Caracteristica de Euler’ de S.

Lema 2.2.13. La caracteristica de Euler del T?, el RP? y 1aS? 0,1 y 2 respectivamente.

Este nimero entero fue descubierto por el matematico y fisico suizo Leonhard Paul Euler(1707-1783).

Denotada por la letra griega Ji ().
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Demostracion. Enla Figura 2.14 a), se di6 una triangulacién del toro, de la cual se obtuvé

8 vértices distintos, 24 aristas distintas y 16 triangulos. Por lo que,
X(T*)=t—e+v=16—24+8=0.

En la misma Figura 2.14 b), se mostré una triangulacién del plano proyectivo, de la cual

se obtuvé 6 vértices distintos, 15 aristas distintas y 10 triangulos.
X(RP?) =t —e+v=10—-15+6=1.

Y de la Figura 2.15, se di6 una triangulacién de la esfera, la caracteristica de Euler de la
esfera es:

X(S?)=6—-9+5=2.
O

Considerando este y otros ejemplos se sugiere que la caracteristica de Euler de una
superficie compacta S depende solamente de S y no de la tridngulacién elegida.

Ahora se obtienen los siguientes teoremas:

Teorema 2.2.8. Si S; y S, son superficies compactas, entonces x(S1#5S2) = x(S1) +
X(S2) —2

Demostracion. Supongase que S; y S, son triangulables, por el Teorema 2.2.6.

Si se toman las triangulaciones T, y T, de S; y S5, respectivamente. Se elige un tridn-
gulo T} en T, y un triangulo 7, en T's,. Ambos son homeomorfos a un disco cerrado, asi
que se pueden usar como los discos que se quitan en cada superficie S; y S, para formar
la suma conexa. El resto de triangulos en T, y T,, da una triangulacién de S;#.5,. (Por
ejemplo, si las fronteras de los triAngulos que se han eliminado son como se muestra en
la Figura 2.38, entonces v;, esté identificado con v, y e;, esté identificado con e,,) para
1=1,2,3.

Calculando t, e y v para esta triangulacion de S;#55:

t(S1#:S2) = t(S1) — 1 +t(S2) — 1 =t(S1) + t(S2) — 2,
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V2

v.
€2, 22

Figura 2.38:
ya que en cada triangulacién se quitd un triangulo;
e(S1#52) = e(S1) + e(S2) — 3,
como las tres aristas de 7 se identifican con las tres aristas de 75;
v(S1#52) = v(S1) + v(S2) — 3,

los tres vértices de T se identifican con los tres vértices de T5.

Al calcular:

X(S1#52) =t(S1#52) — e(S1#£52) + v(51#52)
=(t(Sy) +t(S2) — 2) — (e(S1) + e(S2) — 3) + (v(S1) + v(S2) — 3)
=t(S1) + t(S2) —2 —e(S1) — e(Sa) + 3+ v(S1) +v(S2) — 3
=(t(51) — e(S1) +v(51)) + (£(52) — e(S2) + v(52)) — 2
=x(51) + x(52) — 2

O

Usando este Teorema y una induccién, a partir de los resultados dados para la esfera,
el toro y el plano proyectivo real, se obtienen los siguientes valores para la caracteristica

de Euler de las diversas posibles superficies compacta:
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SUPERFICIE COMPACTA CARACTERISTICA DE EULER
Esfera 2
Suma conexa de n-toros 2—-2n
Suma conexa de n-planos proyectivos 2—n
Suma conexa de un plano proyectivo y n-toros 1—2n

Teorema 2.2.9. Si S| y Sy son homeomorfas, entonces x(S1) = x(S2)

Demostracion. SiTs, es una triangulacionde Sy f : Sy — S2 es un homeomorfismo,

entonces

To, ={f(T)|T € Ts,}

es una triangulacion de S;. Como tiene el mismo nimero de vértices, aristas y triangulos

que Ts,, entonces x(S1) = x(S2) O

Definicién 2.2.16. Una superficie conexa S es orientable si todo camino cerrado con-
serva la orientacién; Una superficie conexa S es no orientable si existe al menos un

camino que invierte la orientacién.

Otra forma en que se define si una superficie es orientable es usando la banda de
M©obius. Asi,una superficie S es orientable si no contiene ningun subespacio homeomor-
fo a la banda de M&bius y si dira no orientable si contiene un subespacio homeomorfo a

la banda de Mébius.

Ejemplo 2.2.5. EI T? y la S? son superficies orientables, mientras que el RP? y la K2 son

superficies no orientables.

Una superficie que es la suma conexa de n-toros o n-planos proyectivos se dice que
es de género n, mientras que una esfera es de género 0. La siguiente relacion entre el

género g y la Caracteristica ded Euler y de una superficie compacta sostiene que:

%(2 —X) enelcasoorientable

2—x enelcasonoorientable
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Definicion 2.2.17. La superficie

Sk T2 4 T2 . # T2, (n>0)

J/

~~
n

que simplemente es S? # nT?, se llama superficie orientable estandar de género n.

Definicion 2.2.18. La superficie

S® # RP” # RP? ... # RP?, (m >1)

m

que simplemente es S?#mRP?, se llama superficie no orientable estandar de género

m.

Proposicion 2.2.4. Cualquier superficie compacta orientable es homeomorfa a una es-
fera 0 a una suma conexa de toros. Cualquier superficie compacta no orientable es
homeomorfa a una suma conexa de planos proyectivos reales o a la suma conexa de

una Botella de Klein y una superficie compacta orientable.

En base a estas dos propiedades invariantes y como consecuencia del Teorema

2.2.7, se obtiene el siguiente resultado:

Teorema 2.2.10. Sea S| y Sy dos superficies compactas, entonces S; = S, si y so6lo si

tienen la misma caracteristica de Euler y ambos son orientables o no orientables.



Capitulo 3

CALCULO DE LOS GRUPOS
FUNDAMENTALES DE SUPERFICIES.

3.1. Homotopia de caminos

Se inicia esta subseccion considerando caminos sobre un espacio X y una relacion
de equivalencia entre ellos la cual se conoce como homotopia de caminos. Después, se
define cierta operacién sobre la coleccion de las clases de equivalencia que la convierte

en lo que en algebra se conoce como un grupoide.

Definicion 3.1.1. Si f y f’ son aplicaciones continuas del espacio X en el espacio Y,
se dice que f es homotdpica a [’ si existe una aplicaciéon continua F': X x [ — Y tal
que

F(z,0) = f(z) y F(z,1)=f'(z)
para cada z € X. La aplicaciéon F' se conoce como homotopia entre fy f'. Si f es

homotopica a f’, se escribe f ~ f’.

Una homotopia se puede imaginar como una familia uniparamétrica continua de apli-
caciones de X en Y. Si se piensa en el pardmetro ¢t como representante del tiempo,
entonces la homotopia F' describe una deformacién continua de la aplicacion f en la

aplicacion f/, cuando ¢t se mueve de 0 a 1.

94
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Figura 3.1: Homotopia entre fy f’

Definicion 3.1.2. Si f ~ f’y f’ es una aplicaciéon constante, se dice que f es homoto-

picamente nula.

Definicion 3.1.3. Un camino en un espacio topolégico (X, 7) es una aplicacién conti-
nua f : [0,1] — X tal que f(0) = x¢y f(1) = x1; es decir, zy es el punto inicial y z;
es el punto final del camino. El camino f(x) = f(1 — z) para cada = € [0, 1] es llamado

el camino inverso de f.

Definicion 3.1.4. Un espacio X se dice que es conexo por caminos si para todo par

de puntos de X, existe un camino que los une.

NOTA: En este capitulo se usard por conveniencia, el intervalo I = [0, 1] como el

dominio de todos los caminos.

Si fy [’ son dos caminos en X, existe una relacion mas fuerte entre ellos que la

homotopia simplemente. Lo cual se describe en la siguiente definicion.

Definicion 3.1.5. Dos caminos f, f' : I — X, se dice que son homotdpicos por
caminos si tienen el mismo punto inicial zy y el mismo punto final z1, y si existe una

aplicacion continua F': I x I — X tal que

F(s,0) = f(s) v F(s,1) = f'(s)
F0,t) =29 y F(1,t) =1

para cada s,t € I. La aplicaciéon F' recibe el nombre de homotopia de caminos entre f

y f'. Si f es homotdpico por caminos a f’, se escribe f ~, f'.
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IxI

Figura 3.2: Descripcién de una homotopia de caminos.

La primera condicion establece simplemente que F' es una homotopia entre [y f/,
es decir, que I representa una forma continua de deformar el camino f en el camino
f'; mientras que la segunda condiciéon que, para cada t, la aplicacién f;, definida por
la ecuacion f;(s) = F(s,t), es un camino desde x, hasta z;, dicho de otro modo, los

puntos extremos del camino permanecen fijos durante la deformacién.

Lema 3.1.1. Las relaciones ~ y ~, son relaciones de equivalencia.
Demostracion. Se comprobaran las tres propiedades de una relacién de equivalencia.

1. Reflexividad. Se probara que f ~ f.
Sea f : X — Y una funcién continua y sea la aplicacion ' : X x I — Y tal que

F(z,t) = f(x),con 0 <t < 1. F' es continua ya que f es continua.

Como F(z,0) = f(x)y F(x,1) = f(x), entonces por Definicién 3.1.1, f ~ f

Ahora se probara que f ~, f
Sea f : I — X un camino, por lo tanto f es continua. Sea la aplicacion F' :
I x I — X tal que F(s,t) = f(s) para cada s,t € I. Como f es continua,

entonces F' es continua. Luego

F(s,0) = f(s),  F(s,1)=f(s) y
F(0,t) = f(0) =20, F(Lt)=f(1) =2

entonces por Definicién 3.1.5, f ~, f.
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2. Simetria. Se probara que si f ~ f/, entonces f' ~ f.
Sean f, f' : X — Y aplicaciones continuas. Supongase que f ~ f’. Como [ ~
f’, entonces existe una aplicacion continua F' : X xI — Y, talque F(x,0) = f(x)
y F(z,1) = f'(x); es decir F' es una homotopia entre fy f’.
Definase una aplicacion H : X x I — Y, tal que H(x,t) = F(z,1 —t), para
0 <t <1, lacual es continua ya que F' es continua.

Y ademas

H(z,0) = F(z,1—-0)

=fle) = H(z1)=f(z)
Por lo tanto H es una homotopia entre f'y f, asi f' ~ f
Ahora se probara que si f ~, f’, entonces f’ ~, f.

Sean los caminos f, f' : I — X. Supongase que f ~, f’. Como f ~, f’, enton-

ces existe una aplicacion continua F': [ x I — X, tal que

F<570) = f(S), F(Sa 1) = f/(S)
F(O,t) = 2o, F(l,t) =T

para cada s,t € I. Definase una aplicacion
H:IxI— X,talque H(s,t) = F(s,1—t) paracadas,t € I, la cual es continua

ya que F' es continua. Ademas
H(s,0) = F(s,1—=0)=F(s,1) = f'(s)y H(s,1) = F(s,1 = 1) = F(s,0) = f(s),

asi se tiene que, H(s,0) = f'(s) y  H(s,1)= f(s)
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HO,)=FO0,1—t)=2y y  H1t)=F1,1—t)=ux.

Por lo tanto, H es una homotopia de caminos entre f'y f. por lo que f' ~, f

3. Transitividad. Se probaraque si f ~ f'y f' ~ f”, entonces [ ~ f”

Sean las aplicaciones continuas f, /', f": X — Y.

Supongaque f ~ f'y f' ~ f".

Como f ~ f’, entonces existe una aplicaciéon continua F': X x I — Y tal que
F(z,0) = f(z)y F(z,1) = f'(z).

Ademas, como [’ ~ f”, entonces existe una aplicacion continua H : X x [ — Y

tal que
H(z,0)=f(z) vy  H(1)=["()

Ahora, definase una aplicacion G : X x I — Y/, tal que

F(z,2t) , t€]0,1]
G(z,t) =
H(z,2t—1) , te[i1]

Se probara que G(x,t) esta bien definida.

Para ¢t = ; se tiene:

1 1
G (:1:', 5) =H (m,2(§) - 1) = H(z,0) = f'(z),
asi F(z,2t) = H(z,2t — 1) cuando ¢ = 5. Por lo tanto G(x, t) esta bien definida.
Ademas como G es continua en los subconjuntos cerrados X x [0,1] y X x [$,1]

de X x I, entonces por el Lema del Pegamiento, G es continuaen X x I.
G(z,0) = F(2,2(0)) = F(2,0) = f(z) = G(z,0) = f(z) y

G(z,1) = H(z,2(1) = 1) = H(z,1) = f"(x) = G(z,1) = f"(z).
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Por lo tanto, G es una homotopia entre fy f”, asi f ~ f".

Ahora se probara la transitividad para ~,, es decir; si f ~, f'y f' ~, f”, en-
tonces f ~, f".

Sean los caminos f, f', f" : [ — X.

Supongase que f ~, f'y f' ~, f”. Como f ~, f’, entonces existe una aplicaciéon

continua F': I x I — X tal que

F(S70) = f(S) y F(S’) - f/<8)=
F(0,t) = xg y F(1,t) = x4,

para cada s,t € 1. Como f’' ~, f”, entonces existe una aplicacién continua

H:IxI— X talque

H(s,0)=f'(z) 'y  H(s1)=[f"(s)
H(0,t) = xo y H(1,t) =z,

para cada s,t € I. Ahora, definase la aplicacion G : I x I :— X por la ecuacion

F(s,2t) , te0,1]
G(s,t) =
H(s,2t—1) , te[i1]
Se probara que G(s, t) esta bien definida.

_1
Vease parat = 3,

= f'(s),

H(s,2t — 1), por lo tanto G/(s, t)

G G,(%)) - H(

de manera que cuando ¢ = 3 se tiene F(s

\/\/

esta bien definida.
Luego, como F'y H son continuas, entonces por el lema del pegamiento, G es
continua.

Ademas,
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G(s,0) = F(s,2(0)) = F(s,0) = f(s);
G(s,1) = H(s,2(1) —1) = H(s,1) = f"(s)
G(0,t) = F(0,2t) = xg y G(1,t) = H(1,2t — 1) = 3.

Por lo tanto, G es una homotopia entre fy f', asi f ~, f".

Luego por a),b) y c), las relaciones ~ y ~,, son relaciones de equivalencia.
]

Si f es un camino, se denota su clase de equivalencia de homotopia de caminos por

[/]-

Corolario 3.1.1. Sean f y g dos caminos en X. f ~,, g si y sdlo si [f] = [g].

Demostracion. ” = " Suponga que f ~, g.

Sea h € [g].
helgl=h~gNg |
= f~h
= h € [f].
Luego [g] C [f].
Sea h € [f].

helfl=f~nh
=ho~, fAfg
=h~,g

= helfl,

asi [f] C [g]. Por lo tanto [f] = [g]-
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" Suponga que [f] = [g]
Sea h € [f],
h e [f] = h =~y f

Como [f] = [g], entonces h € [g].

helg)=h~,g

=g~ h

g hANh~, f=g~,f
:>f:pg

Luego, si [f] = [g] entonces f ~, g

]

Definicion 3.1.6. Sean f,g : X — R? aplicaciones continuas; la aplicacion F(x,t) =
(1 —t)f(x) + tg(x) es una homotopia entre ellas, y es llamada homotopia por rectas

porque lleva el punto f(z) al punto g(z) a lo largo del segmento de recta que las une.

Si f y g son caminos de z( a =1, entonces F' serd una homotopia de caminos.
En general, sea A C R", convexo (lo cual significa que para dos puntos cualesquiera
a,b de A, el segmento de recta que los une esta contenido en A). Entonces dos cami-
nos cualesquiera f,g en A de xy a x; son homotépicos por caminos en A, ya que la

homotopia por rectas F' entre ellos mantiene su imagen en A.

Ejemplo 3.1.1. Sea X el plano agujereado R? — {0}, el cual se escribirda como R? — 0.

Los siguientes caminos en X,

f(s) = (cosms,senms),

g(s) = (cosms, 2sens)

son homotopicos por caminos; la homotopia por rectas entre ellos es una homotopia de

caminos aceptable. Pero la homotopia por rectas entre f y el camino

h(s) = (cosms, —senms)
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Figura 3.3: Homotopia por rectas

no es valida, porque su imagen no esté contenida en el espacio X = R? — 0.

Ciertamente, no existe una homotopia de caminos en X entre f y h. Intuitivamente
esta claro que no es posible deformar f pasando por el agujero en 0 sin introducir una
discontinuidad.

El Ejemplo 3.1.1 ilustra el hecho de que es necesario conocer el espacio rango antes
de poder decidir si dos caminos son homotépicos por caminos o0 no. Los caminos fy h

podrian ser homotdpicos por caminos si estuvieran en R2.

Ahora se introduce un poco de algebra a esta situacién geométrica. Se define cierta

operacion sobre las clases de homotopia de caminos como sigue:

Definicion 3.1.7. Si f es un camino en X de xy a x1,y g es un camino en X de z; a x»,

se define el producto f x g de f y g como el camino h dado por las ecuaciones

f(2s) , s€0,1]
(f % g)(s) = h(s) =
g(2s—1) , s€[i1]
La aplicacion h estd bien definida y es continua, por el lema del pegamiento; es un

camino en X de x( a x,. Se puede imaginar a h como el camino con primera mitad es el
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camino f y segunda mitad es el camino g.

Se probara que h esta bien definida y es continua.

Para el valor comln s = % se tiene que:
0(3) = reE = =a 5 n(3) s -0=g0 o,

por ser f y g caminos en X, asi que f(1) = x; = ¢(0), por lo tanto la aplicaciéon h

esta bien definida. Ademas como f y g son continuas por ser caminos, y cumplen con

Figura 3.4: La operacién producto sobre caminos.

f(1) = ¢g(0), entonces por el Lema del Pegamiento (Teorema 1.1.1), h es continua y por

tanto es un camino en X con punto inicial x¢ y final x5; es decir, un camino de xy a x».

Lema 3.1.2. La operacion producto sobre caminos induce una operacion bien definida

sobre las clases de homotopia de caminos, dada por la ecuacion

[f]*[g] = [f * 9]

Demostracion. Supongase que f ~, f'y g ~, ¢’, Sea F' una homotopia de caminos

entre fy f'y sea G una homotopia de caminos entre g y ¢’. Definase
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H (%t) _F (2(%),1&) PO =2
H (%t) e (2(%) _ 1,t) —G0.) = 2

Por lo tanto H(s,t) esta bien definida para toda ¢; ademas como F' es continua en [ x

Para s = 1.

[0, %] y G es continua en I x [%, 1], entonces H es continua en los subconjuntos cerrados
Ix[0,5]yIx|[3,1]deI x I, asipor el Lema del Pegamiento (Teorema 1.1.1), H es
continua en todo [ x I.

Ahora, se vera que H es una homotopia de caminos entre f x gy f' * ¢’

Para ello, se tiene que si s € [0, 1]:
H{(s,0) = F(2s,0) = f(2s) = (f * g)(s)
H(s,1) = F(2s,1) = f'(2s) = (f' * g')(s)
y sis € [3,1] se tiene:
H(s,0)=G(2s—1,0)=¢g(2s—1)=(fxg)(s)
H(s,1)=G(2s—1,1)=¢'(2s — 1) = (f' x ¢')(9).

también se tiene que,:

Asi H es una homotopia de caminos entre fx gy f' xg', fx g, f' * ¢

Por lo tanto [f * g] = [f] * [g]
[

La operacién x sobre clases de homotopia de caminos satisface propiedades muy
parecidas a los axiomas de grupo. Estas propiedades se conocen como propiedades
de grupoide de *. Una diferencia respecto de las propiedades de grupo es que [f] * [¢]

no esta definida para cualquier par de clases, sino Unicamente para aquellos pares [f],

[g] para los que f(1) = g(0).

Teorema 3.1.1. La operacion = tiene las siguientes propiedades:
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() (Asociatividad). Si ([f] = [g]) = [h] esta definida, también lo esta [f]  ([g] x [h]), y son

iguales.

(i) (Neutro a izquierda y derecha). Dado x € X, se denota por e, el camino constante
e, - I — X se lleva todo I al punto x. Si f es un camino en X desde x, hasta x1,

entonces

e * [F1=11 v [f]xlea] =[S

(i) (Inverso). Dado el camino f en X desde x, hasta x,, sea f el camino inverso de f.

Entonces

Tl =Tlew] —w  [f]x[f] = [ea].

Demostracién. (i) Se probara que:
(@) Si ([f] = [g]) * [h] esta definida, entonces [f] * ([g] * [h]) esta definida.

(b) ([f1+[g]) =[]y [f] * ([g] * [n]) son iguales.

(a) Suponga que ([f] * [g]) * [h] esta definida. Como ([f] * [g]) * [h] esta definida,
entonces por definicion de producto de caminos (Definicion 3.1.7) f(1) = ¢(0) y

(f *x9)(1) = g(1) = R(0).

gh

f(0) f(1) a(h) h(1)
g(0) h(0)

Como g(1) = h(0), entonces [g * h] esta definida, asi (g x h)(0) = z; = ¢(0) =
F(1)y (gxh)(1) = z3. Por tanto, ya que g(1) = h(0) y (¢*h)(0) = f(1), entonces
[£]* ([g] * [1]) esta definida.

(b) Se probara que ([f] * [g]) * [h] = [f] * ([g] * []).

Noétese que:

([f1 [g]) * [n] = [f]* (lg] % [A]) < [f * g]  [h] = [f] * [g  h]; por ellema3,1,2
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< [(f*g)*h]=[f*(g=h)]; porellema3,1,2
< (fxg)*xh~, f=*(g*h); porelcorolario3,1,1.

asi que, sélo se probarad que (f * g) x h ~, f * (g * h), donde dichos productos

de caminos vienen dados por:

y
f(2t) t €0, 5]
(f*x(gxh)(t) =
(gxh)(2t—1) , teli1]
f(2t) t €0, 3]
=9 9(2(2t -1)) tels 3]
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f(2t) , t€[0,1]

=9 g(4t—2) , te[i g

(@) (b)

107

La idea es llevar el camino de (a) a (b) para ello se ubica en el siguiente diagra-

ma.

.1

-
()

f g h
0,0 /(r““~°>/r("2’0) 1,0
! /

La ecuacion de la recta que pasa por (1,0) y 1, 1) es
1 1
s—s1=mt—t)=s—-0=1(t—-)
1 4
=s=4t—1
s+1

==

4
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La ecuacion de la recta que pasa por (3,0) y (%, 1) es:

s=4t—-2=s5+2=4¢
s+2
4

=t=

Asi se tiene el siguiente diagrama:

(1.1

)/4,0) (1,0)

st1 1) entonces la pendiente es:

Sea L,(t) la recta que pasa por: (0,0) y (=

. 1-0 __ 1 _ 4
m = s+170_ s+1
4 4

y la ecuacioén de la recta es:
4 4t +1
S=0=:50-0)=S5=5,0<t<%

Sea L,(t) la recta que pasa por: (£4,0) y (22, 1) entonces

=4

|
ST

y la ecuacién de la recta es:

S0 =a(t— =) > S =4t — (s +1), =L <1 < 22

Sea L;(t) la recta que pasa por: (££2,0) y (1, 1) entonces

— 1 _ 1 _ 4
m = 1_5;01—2 - 4—2—2 T 9—3

y la ecuacioén de la recta es:

S—0=55(t- )= 5=55 -5 =97 <

108
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Por lo tanto, definase

fGH) , te0,=
F(t,s)=q g4t —s—1) , te [ =2
| AR te [R]

Asi como f, g y h son continuas, entonces por el Lema del Pegamiento F' es

continua y ademas

F(t,0) =14 g(4t—1) , te[: 1] =((f*g)=h)t)

h2t—1) , teli]
y (
f(2t) , t€[0,3]
F(t,1) =1 g4t —3) , te[L3] =(f*(gxh)(t)
h(2t—1) , te[31]
también,

F(0,5) = f(3) = f(0) =z
F(1,s) = h(A5=2) = h(E=2) = h(1) = o5

2

Asi la aplicacion F' es una homotopia de caminos entre (f xg) xhy f (g h),

porlo que (f xg)xh =, f*(g+h)y porlo tanto, ([f]*[g]) = [A] = [f]* ([g] * [h])-

(i) Primero se probara que [e,,]| * [f] = [f].
Para ello basta comprobar que e, * f ~, f.

Como e,, : I — X es el camino constante que lleva todo I al punto zo y f :
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[0,1] — X es un camino desde x( hasta x;, entonces

(€xy)(2t) =19 , t€0,3]
(€ao * f)(t) =
f2t —1) , te3,1]

Se representan los caminos en el siguiente diagrama:

0 12 1

(©) (d)

110

La idea es llevar el camino de (c) a (d). Para ello se ubica en el siguiente diagrama.

\
F(112)(1-5)
N f
©.1) 1,1)

Rl oS NPty (O

0.0)] &

1-0
s—sp=m(t—t)=>s—1= 7 (t—0)
0—3
1
:>S—1:—1t
T2
=s5=—-2t+1
1—s
=t =

2

Se tiene:
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©1) 1.1

©0.0) ((1-8)/2,0) (1.0)

Sea L4(t) la recta que pasa por (%, 0)y(1,1).

1-0 1 2
m = 1—8:18: )

entonces la cuacion de la recta es:

2 1—s 2t 1—s

S—0= t— = 5= —
1—i—s( 2 ) 1+s 1+ s

2t—1+s

=S5 =
1+s
Por lo tanto, definase
i y tE[O,%]
F(t,s) =

FEE) L telF ]

La cual es continua, ya que f es continua. Y se tiene:

To ’ tE[O,l]

ZTo , te [0,0]

ademas:
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P =1 (P =1 (120) = s =

1+ s 1+ s

Asi la aplicacion F' es una homotopia de caminos entre e,, * f y f, por lo tanto:

exo ¥ [ 2 f.

Ahora se probara que [f] * [es,] = [f]
Basta comprobar que f xe,, ~, f. Como e,, : I — X es el camino constante que

lleva todo I al punto z; y f : [0,1] — X es un camino desde x, hasta x;, entonces

(f(2t) , te[0,3]
(f * em)(t) =
(ex)(2t—1) =21 , te€[3,1]

Se representan los caminos f y e,, * f por los diagramas:

(e) (f)

La idea es llevar el camino de (¢) a (f), esto se representa en el siguiente diagrama:

Luego, encontrando la ecuacion de la recta que pasa por (3,0) y (1,1)

sA t=(s+1)12 7
f /
©.1) (1,1)

R iy, dalay (1
/71
/7 1
.1/ l !
0,0 f //(1/2,0) &, (1,0)
/
La pendiente es:
1-0 1
1—-1 1
2 2
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y la ecuacion es:
1

s—slzm(t—tl)is—O:Q(t—é)
=s5=2t—1
=s+1=2t
s+ 1
=t =
2
Se tiene el diagrama:
sA
((s+1)/2,1)
0,1) (1,1)
|
|
|
|
|
|
|
1 L
0,0 ((s+1)/2,0) (1,0) t
Sea L (t) la recta que pasa por (0,0) y (51, 1).
1-0 1 2
L N S g
S0 T 541
la ecuacion de la recta es:
2 2t
S—0)=—(@(t—-0)=S=
( ) s+ 1( ) s+ 1
Por lo tanto, definase
f(25) , telo, 5]
F(t,s) =

I y tG[ﬂ,l]

La cual es continua, ya que f es continua. Y se tiene:
fee) =12t , telo]
F(t,0) = = (f*ex)(t)
T , t e [l 1]
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Ademas:

Asi la aplicacion F' es una homotopia de caminos entre f x e,, y f, por lo tanto

f*es > f.

(i) Primero se probara que [f] * [f] = [e,,]. Basta con probar que f * f ~, e,,. Como

f: I — X esuncaminode z,a z; y f es el camino inverso de f, entonces

ft=1)=f1-(2t-1)) = f(2-2t),
asi se tiene:

f(2t) , t€0,1]

ft—1)=f2-2t) , teli 1]

Se representan los caminos e,, y f * f por los diagramas:

0 112 1 1

(9) (h)

La idea es llevar el camino de (g) a (k). Para ello se ubica en el primer diagrama de

la siguiente figura .
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s

S

- A
(ChY * (.1 (0.1) (1.1

i

1

|
(O0s)g---------- $----- ————— %

; ; ; (1)

1

i J i
(0,0) fo@ro)  f (10 00) (t,O\ (1,0)

Encontrando la ecuacién de la recta que pasa por (¢,0) y (0, 1).

la ecuacion de la recta es:

S—O:—%(T—t):St:—Tﬂ
=T =t—-1t8

=T=t(1-29),

luego, T = t(1 — s). Asi defina la aplicacién F': I x I — X dada por la ecuacién
f2(H1 = s))) , t€[0,3]
F(t,s) =

f(e=2t)1=s)) , telz]]

F' es continua, ya que f es continua.

Ademas,
F(2t(1 = 0)) = f(21) , tel0,]

F(t,0) = = (f*[)(®),
f(2=-20)(1-0)=f(2—2t) , tel}1]
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f(2t(1 = 1)) = f(0) =z , te]0,3]
F(t,1) = = €gy-

f(2=2001-1))=f(0)==z0 , te€[i 1]

F(0,s) = f(2(0)(1 = s)) = f(0) = 20,
F(1,s) = f((2=2(0)(1 = s)) = f(0) = zo

Asi la aplicacion F es una homotopia de caminos entre f x f y e,,, por lo que
f = f ) €qp-

Ahora se probara que [f] * [f] = [ex,]-

Para ello basta comprobar que f  f ~, €z,. Como f : I — X es un camino de z,

az;y f es el camino inverso de f, entonces

f(2t) , t€[0,3]

La idea es llevar el camino de (k) a (1). Para ello se ubica en el siguiente diagrama.
Encontando la ecuacion de la recta que pasa por: (¢,0) y (0, 1).

La pendiente es:
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A . b
%
1) T (1,1) 0,1) (.1
|
|
|
|
|
|
0S4 — — = — = — — — — —4(1,9)
h | h
|
|
_ K :
(0,0) f (120 f (1,0) (0,0) (t,O\ (1,0)

asi la ecuacioén de la recta es:

1
S—O:—g(T—t)éSt:—Tﬂ
=T =t—-1tS

=T=t(1-29),

117

luego, T = t(1 — s). Asi defina la aplicacién F' : I x I — X dada por la ecuacién

f2t(1 —s)) , t€0,1]
F(t,s) =

fl@=2t)1=s)) , telz]]

F es continua, ya que f es continua. Ademas,

F(2t(1-0)) = f(2t) , 10,5
F(t,0) = = (f= @),
f(2-201-0)=f2-2t) , telz1]
F2t(1 1)) = f(0) = = , t€[0,3]
F(t,1) = = e,

fle=2)1-1))=f0) =21 , t€[51]
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F(0,5) = f(2(0)(1 - 5)) = f(0) = a1,

F(1,5) = f((2—-2(1)(1 = 5)) = f(0) ==

Asi la aplicacion F' es una homotopia de caminos entre f * f y e,,, por lo que

[ f ~p ex, y portanto [f] x [f] = [ea,].

]

Se puede decir que, mientras el resultado concierna a clases de homotopia de ca-
minos, no importa como se parte el intervalo cuando se forma el producto de caminos.

Este resultado se establece formalmente a continuacion:

Teorema 3.1.2. Sea f un camino en X y sean ay, ..., a,, numeros tales que 0 = ay <
a; < ---<a, =1.8ea f; : I — X el camino igual a la aplicacién lineal positiva de I

en [a;_1,a;] compuesta con f. Entonces
1= LA [l
Demostracion. Hagase una particion del intervalo I = [0, 1] como sigue:
I =10,1] = [ag,a1] U [ay, as) U+ U lan_1, ay]

Donde ap = 0y a; = 1, para cada intervalo [a;_1, a;| se puede tomar una aplicacion

lineal positiva del camino f; : I — X de la siguiente manera
fiilag,a] — X, fo i [ar,a0) — X, o [ap—1, 0] — X

Como el camino f tiene el mismo punto inicial y final que el camino f; * fo % - - * f,,,

entonces
f=hsfoxonfo=[fl=[fixfax-*[fi]
Luego, como
Lo foseox fu] = [fu] * [fo] %o % [
entonces

L] = [fu] * [fa] % - [ful-
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3.2. Grupo Fundamental

En la seccion anterior se observo que el producto de dos caminos de un espacio
topologico no siempre esta bien definido y por tanto, el producto de sus clases con la
operacion x tampoco lo estd y cuando lo esta, satisface practicamente los axiomas de

grupo, pero no tiene una estructura de grupo.

Ha manera de solventar esta situacion, suponga que se escoge un punto xy de X que
sirva como punto base y se restringe a aquellos caminos que comienzan y terminan en
xo. Por lo que, el conjunto de sus clases de homotopia de caminos si es un grupo con la

operacion x. Este sera denominado grupo fundamental de X.

En esta seccion se estudia el grupo fundamental y algunas de sus propiedades mas
relevantes, las cuales seran de mucha utilidad para la demostracion del Teorema de

Seifert-Van Kampen, que se analizara en la seccion 3,5.

Definicion 3.2.1. Sea X un espacio topolégico y o € X. Un camino f en X tal que

f(0) = f(1) = x se llama lazo o camino cerrado basado en xy.

Definicion 3.2.2. El conjunto de las clases de homotopia de caminos asociadas a los
lazos basados en z(, con la operacion x, se denomina grupo fundamental de X relativo

al punto base z, y se denota por (X, ), es decir:

m (X, zo) = {[f] : fesunlazoen X basado en xy}

Por el Teorema 3.1.1, se tiene que la operacidn x, restringida a este conjunto, satisfa-
ce los axiomas de grupo. Dados dos lazos f y g basados en z, el producto f * g siempre

esta definido y es a su vez un lazo basado en z.

Ejemplo 3.2.1. Sea R" el espacio euclideo n-dimencional. Entonces 7 (R", z) es el

grupo trivial (consistente sélo en el elemento neutro) para todo x, € R", ya que f es un



3.2. GRUPO FUNDAMENTAL 120

lazo basado en xg, la homotopia por rectas es una homotopia de caminos entre f y el
camino constantemente igual a . Mas en general, si X es un subconjunto convexo de

R™, entonces 7 (X, xq) es el grupo trivial para todo zy € X.

Si se eligen dos puntos distintos x,y € X, de antemano no existe alguna razén por
la que m (X, z) y m(X,y) deban estar relacionados. Sin embargo, si existe un camino

de z a y, entonces estan relacionados.

Definicion 3.2.3. Sea f un camino en X de = a y. Se define la aplicacion
Up :m(X,z) — m(X,y)

por la ecuacion

Us(lgl) = [f = g * f].

Notese que la aplicacion Uy esta bien definida ya que la operacion x esta bien de-
finida. Ademas, si g es un lazo basado en z, entonces f * (¢ * f) es un lazo basado
en y, por lo que Uy lleva elementos de 7 (X, ) a elementos de 7 (X, y), tal y como se

buscaba(ver Figura 3.5).

Figura 3.5: f * (g * f) es un lazo basado en y.

El siguiente resultado analiza que ocurre en ciertos casos cuando se cambia de punto

de base.

Teorema 3.2.1. Sea X un espacio topologico y x,y € X. Si existe un camino en X de x

ay, entonces los grupos 7 (X, z) = (X, y).
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Demostracion. Se desea probar que la aplicacion U, definida en 3.2.3 es un isomorfis-

mo:

a) Primero se probara que Uy es un homomorfismo de grupos, es decir que V[g], [h] €

m (X, 2), Ur(lg] + [R]) = Us((g]) * Us([h])-

Sea f un camino de = a 3. Si g es un lazo con base en x, entonces(f * g) * f es un

lazo con base y.

En efecto, aplicando las propiedades sobre el producto de caminos desarrolladas en

la seccién anterior, se tiene que:

U (lg] * [h]) = Us([g * hl), por lema 3,12
= [f * g*h* f)], por definicién 3,2,3
= [f % g * e, * h x f], por teorema 3,1,1(n)
= [f*g* f*f*hx f], porelteorema3,1,1(mn)
= [(f* g f)* (f xhx[)], porteorema 3,1,1(1)

=[f*xgx*f]*[f*h=xf], porlema3,12

= Us([g]) = Us([R]), por definicién 3,2,3
Por lo tanto, Uy es un homomorfismo de grupos.

Ahora se probara que Uy es biyectiva.
Usando el camino f de y a , se define Uy : m; (X, y) — m1(X, z), dado por
Us([h]) = [f = hox f1,V[h] € m (X, y)

Para probar que U, es biyectiva, se debe satisfacer que:

) (UroUy)(lg]) = [g]-

i) (Uy o Ug)([h]) = [h].
i) Sea [g] € m(X,x)

(Ugo Us)(lg]) = Us(Us([g])), por def. de composicion

= Uf-([f* g * f]), pordef.3,2,3
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[f * (f*g*f)=* f]pordef.3,2,3
f*f)*xgx*(f=*f)], porteo.3,1,1(1)

[(
(Lf = f1) = [g] = ([f = f]), por lema 3,12
(71

[

1 [f1) * [g) # ([f] = [£]), por lema 31,2

e.] * [g] * [ex], porteo.3,1,1(m)

]
ex] * ([g] * [ex]), porteo.3,1,1(1)
)

e.] * [g], porteo.3,1,1(n).

[
[
[
[

gl
Asi Uy es inyectiva.

i) Sea [h] € m(X,vy).

(Ug o Up)([1]) = Ug(Us([h])), por def.de composicion.
= Uf([f:* hx f]), pordef.3,2,3

= Us([f * h* f]), def.3,2,3

fx(f*hx*f)xf], pordef.3,2,3

fx f)xhx(f* f)], porteo.3,1,1(1)
1) % [h] * ([f * f]), porlema3,1,2

[ [f1) * [h] % ([f] = [£]), por lema 3,12

(U o U)([H]) = [e,) * 1] % [e,], por teo.3,1,1(n)
= (le,] * [1]) * [e,], porteo.3,1,1(1)

h] % [e,), por teo. 3,1,1(n)

= h]

Asi U; es sobreyectiva, por br) y bi) Uy es biyectiva.

Luego por a) y b) U es un isomorfismo.
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De esto se obtiene el siguiente corolario:

Corolario 3.2.1. Si X es un espacio conexo por caminos, y para todo par de puntos

z,y € X, entonces m (X, x) = m (X, y).

Demostracion. Supongamos que X es un espacio conexo por caminos. Sea x,y € X.
Como X es conexo por caminos, entonces existe un camino de z a y. Asi por el Teorema
321, m(X,x) = m(X,y)

O

Observacion 3.2.1. El resultado anterior no se satisface si se omite la condicion de que

X es conexo por caminos; incluso si X es conexo, el resultado no es valido en general.

Definicion 3.2.4. Se dice que un espacio topolégico X es simplemente conexo si X
es conexo por caminos y (X, x() es el grupo trivial para algun z, € X, y por tanto ,

para todo xg € X.

Lema 3.2.1. En un espacio simplemente conexo X, dos caminos cualesquiera con el

mismo punto inicial y final, son homotdpicos por caminos.

Demostracién. Sean f, g dos caminos en X de x a y. Como f(1) = g(0) , entonces el
producto f x g esta definido y es un lazo en X con base en z.
Por hipétesis X es simplemente conexo , entonces [f * g] € m (X, z) = {[e.]}.

Por tanto [f * g] es homotdpico al lazo constante en z, es decir
1F 9] = e
[f % g] x [g] = [ex] * [g]; multiplicando por [g] ambos miembros
[f * g% g] = [ex * g]; por el lema 3,1,2
[f % (g * 9)] = [g]; por el teo. 3,1,1(1) y (1)
|f *e,] = [g]; porelteo.3,1,1(m)
[f] =1g] ;porelteo.3,1,1(n).
Asi

Epg
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A continuacion, se presentan algunas de las propiedades esenciales de las aplica-

ciones continuas en relacion al grupo fundamental:

Lema 3.2.2. Sea ¢ : X — Y una funcion continua,

i) Si fygsoncaminosen X, entonces ¢ o fyyogsoncaminosenY.

i) Si f~,g, entonces po f~,pog

iy Si fygcaminoscon f(1) = ¢(0), entonces po (f*xg) = (po f)*(pog).

iv) Si f esunlazo en X con base en x € X,entonces ¢ o f es unlazo en Y con base
en ¢(x).

Demostracion. i) Se probara que:

a) si f esuncamino, po f esuncaminoenY

b) si g es un camino, p o g es un camino en Y

a) Suponga que f es un camino en X.
Como f es un camino , entonces f : [0,1] — X es una funcién continua.

Asi,

pof:[0,1] —Y
Como ¢y f son funciones continuas , entonces ¢ o f es continua.
.o fesuncaminoenY.
El literal b) es de forma anéloga.
i) Suponga que f ~, g.

Como f ~, g, entonces f, g tienen el mismo punto inicial =y y el mismo punto final

x1. Se cumple que :
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F() =g(1) = »(f(1)) =

©(g(1)) = (wo f)(1) = (pog)(1)

y existe una aplicacion continua. F': [0,1] x [0,1] — X tal que

F(s,0) = f(s)

F(O,t) =X

o Fls,1) = g(s)

s F(l,t):l’l

Se define K = 9o F:[0,1] x [0,1] — Y

Como ¢y f son continuas, entonces K es continua.

Ademas

K(5,0) = (po F)(s,0) =

p(F(s,0)) = ¢(f(s)) =

(o f)(s)

K(s,1) = (po F)(s,1) = p(F(s,1)) = ¢(g(s)) = (¢ o g)(s)
K(0,t) = ¢(F(0,1)) = ¢(x0) = yo

K(Lt) = 90<F(17t)) = QO(:El) = U1

Por lo tanto K es un homotopia de caminos entre ¢ o fy ¢ o g. Asi

pof~,pog

iy Suponga que f, g caminos en X con f(1) = g(0).

Como f(1) = ¢(0), entonces f * g esta definido.

Se tiene

(fxg)(t) =

p((f*9)(1) = 9

e((f *9)(t) = {

Por otro lado se tiene :

(

F20),t € o, %]

1
92t -1t e 510

(

o(r(20), 1 € 0, 5],

L plg(2t = 1)), € [%,1]-

(po)(20).1 € [0,35),

(pog)2t —1),t € [%, 1].

125
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pof:[0,1]] =Yypog:[0,1]] —Y

como ¢ o f es un camino en Y por 1), analogamente ¢ o g es un caminos en Y.
Ademas
(o (1) =w(f(1)); pordef.decomposicion.
= (9(0)); por hip. f(1) = g(0)

= (pog)(0); pordef.decomposicion.

Asi el producto (¢ o f) * (¢ o g) esta bien definido.

Se tiene

1
Of 2tat 07_7
((po f)x(pog))t) = e el 2]1 (3-2)
(pog)2t—1),t €[5, 1],

Por las aplicaciones definidas en (3.1) y (3.2), se concluye que:
po(fxg)=(pof)x(pog)

Suponga que f es un lazo en X con base en z.
Como f es unlazo, entonces f : [0,1] — X es una funcién continua tal que y ¢ es

continua entonces la composicion
pof:]0,1] —Y,

es continua.

Ademas cumple
(p 0 £)(0) = p((0) y (0o £)(1) = @(f(1)
= () = ¢()
es decir, p o f es un lazo en Y basado en el punto ().

Asi, si[f] € m (X, x),[p o f] es un elemento bien definido de (X, p(z)).
O

El objetivo ahora es probar que el grupo fundamental es un invariante topolégico.

Para ello, se introduce el siguiente concepto:
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Definicion 3.2.5. Sea ¢ : (X,z) — (Y, ¢(z)) una aplicacién continua (es decir, ¢ es

una aplicacion que lleva el punto = € X al punto ¢(x) € Y). Se define
pu t m (X, 2) — m (Y, p(2))
por la ecuacién ¢.([f]) = [¢ o f]. La aplicacién ¢. se denomina homomorfismo indu-
cido por ¢, relativo al punto base .
Lema 3.2.3. ¢, es un homomorfismo de grupos.
Demostracion. Se probara que:
i) @.Bien definida.
i) w. Homomorfismo.
Sean [f],[g] € m (X, x).
i) . Bien definida. Suponga que [f] = [g]-
[fl=1l9] = f ~, g ;porelcolorario3,1,1
= pofr~,pog ;porlema3?22u)
= [po fl=|pog] ;porcolorario3,l,l
= ¢:([f]) = ¢u(lg]) ; pordef.3,2,5

Por lo tanto, ¢, esta bien definida.

i) Homomorfismo. Se desea probar que V[f], [¢] € m1 (X, x),

p([f] % [g]) = :([£]) * e (lg])-

Por ello, se tiene:

@«([f] % [9]) = u([f % g]) ; porlema3,1,2
=[po(f*g)] ;pordef.325
= [(po f)*(pog)] ;porlema3,2,2III)
=[(po /)] x[(¢og)] ;porlema3,1,2
= ou([f]) x ullg]) ; pordef.3,2,5.
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Por lo tanto ¢, es homomorfismo. Por los literales 1) y 11) ¢, es un homomorfismo de
grupos.
O

El Teorema que se vera a continuacion, muestra las dos propiedades generales basi-
cas de los homomorfismo inducidos, llamadas “propiedades funtoriales”, que se deducen

de forma inmediata de la Definicién 3.2.5.

Teorema 3.2.2. Sean X, Y, Z espacios topoldgicos.

i) Sip: X — Y, ¢:Y — Z son aplicaciones continuas, entonces (1 o ), = 1, 0 ¢,

i) Sii: X — X es laidentidad, i, es el homomorfismo identidad de w1 (X, x).

Demostracion. i) Suponga que ¢ y v son aplicaciones continuas.

Por Definicion 3.2.5, se tiene que

(o @)([f]) = [(ow)o fl;
=[o(pof)]; porpropiedadasociativa parala composicion
= [W(po f)]; pordef.decomposicion.

Por otra parte,

Lox([f]); pordef.decomposicion.

(Vo) =10,

i) Suponga que ¢ es la identidad en X.

Por Definicion 3.2.5 se tiene

i([f]) = lio f]
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]

Corolario 3.2.2. Sip : X — Y es un homeomorfismo, entonces ¢, : m(X,z) —

(Y, px)) es un isomorfismo.

Demostracion. Sea ¢ : (Y,y) — (X, x) la aplicacién inversa de ¢.

Como 9 es la aplicacion inversa de ¢, entonces por el Teorema 3.2.2, se cumple que
0. 0y = (5090)* = iy,

donde i es la aplicacion identidad en (X, z).

Ademas,
0y 00, = (9005)* = Jus
donde j es la aplicacion identidad en (Y, y).

Como i, y j. son los homomorfismos identidad de los grupos 7 (X, z) Y m(Y,y)

respectivamente, d, es la inversa de ., por lo tanto ¢, es un isomorfismo. O

Notese que del resultado anterior se deduce que el grupo fundamental es un invarian-
te topologico, por tanto puede ser utilizado como una herramienta para la clasificacion
fopoldgica de espacios. Ademas, las propiedades mencionadas en el Teorema 3.2.2,

expresan que el grupo fundamental es una via para pasar de la Topologia al Algebra:

i) Para cada espacio topolégico (X, (), se obtiene un grupo (su grupo fundamental

m (X, 20)).

i) Para cada aplicacion continua ¢ entre espacios topoldgicos basados se obtiene un
homomorfismo entre los grupos fundamentales asociados ( el homomorfismo induci-

do ¥.)

ii) La composicion de funciones continuas, induce la composicion de homomorfismo

inducidos.

iv) La identidad induce el homomorfismo identidad.
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v) Todo homomorfismo induce un isomorfismo.

Asi, se reemplaza la Topologia por Algebra y se utilizan los conocimientos de Alge-
bra para aprender algo sobre Topologia. A las propiedades 1) — Iv) se les conoce como

propiedades funtoriales.

La aplicacién i, : m (U, xg) — 71 (X, o) definida por
ix(le]v) = [ioa] = [a],

donde [a]y denota la clase de equivalencia de o en U C X, no coincide con la clase de
equivalenciade a en X.Yaque [a|y = {f € m(U,x0) : B ~a}y|a] ={F € m(X,zo) :
p ~ a}, es decir, que existen lazos en X relacionados con « que no estan en U.

Analogamente, la aplicacion j, : m(V, xg) — m1(X, x0) definida por

J(lalv) = [joa] =al,

donde [a]y denota la clase de equivalencia de « en V' C X, no coincide con la clase de
equivalencia de a en X. Ya que, [a]y = {6 € m(V,z0) : B ~ «a}, es decir, que existen

lazos en X relacionados con oo que no estdanen V.

Teorema 3.2.3. Suponga que X = U UV donde U y V son dos conjuntos abiertos
de X, supongase que U NV es conexo por caminos y xo € UNV. Seani y j las
aplicaciones inclusion de U y V', respectivamente, en X. Entonces las imagenes de los

homomorfismos inducidos
iw s (U, x0) — (X, 20) ¥ ju : m(V,20) — m1(X, 20)
generan m (X, xo).

Demostracion. Se probara en primer lugar que existe una subdivision ag < a; < ... < a,
del intervalo [0, 1] tal que a(a;) € U NV y a(la;-1,a;]) esta contenido en U o V' para

cada i, donde « es un lazo en X basado en x,.
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Para ello, se comienza eligiendo una subdivision by, ..., b, del intervalo [0, 1] tal que,
para cada i, el conjunto «([b;_1, b;]) esté contenido en U o V por el Lema del nimero de
Lebesgue 1.1.2. Si a(b;) € U NV para cada i, entonces el teorema estaria demostra-
do. Si no, suponga que «(b;) ¢ U NV, para algln indice i, entonces cada uno de los
conjuntos «([b;—1,b:]) y a([b;, bi11]) estd contenido en U o en V. Si a(b;) € U, enton-
ces a([bi_1,b;]) y a([b;, bir1]) estarian en U, y si a(b;) € V los conjuntos a([b;_1,b;]) ¥
a([b;, bi41]) estarian en V. En cualquier caso se puede quitar el b;, ya que si estd en U
la imagen de i, estaria a m (X, x¢) y si b; estd en V' la imagen de j, estaria a m; (X, zo).
Quitando b; de by, ..., b, y obtiene una nueva subdivision cy, ..., ¢,,_1 que satisface la con-
dicién de que «a([¢;_1, ¢;]) esté contenida en U o en V, para cada i.

Al repetir un nimero finito de veces este proceso conseguira la subdivision deseada.

Se procede a probar el teorema. Sea f y una subdivision ag, ..., a, la subdivision
construida anteriormente y se define o; como el camino en X igual a la aplicacion li-
neal positiva de [0,1] en [a;_1,a;] compuesta con «. Entonces a; es un camino que
esté contenido en U o en V, por lo que utilizando el Teorema 3.1.2 se tiene que [a] =

[a1] * [aa] * ... * [au].

Como U NV es conexo por caminos , se puede elegir un camino 3; en U NV de
zo a afa;) y dado que a(ag) = a(a,) = zo, S€ puede escoger que [y y 5, sean ambos

caminos constante en x,. se tiene ahora

gi = (ﬁifl * OCi) * B@

para cada i. Se tiene que g; es un lazo en X basado en xy cuya imagen esta contenida

en U oenV ysecumple que

[an] * [ag] ook o] = [(Bo * an) * 51] * [(Br* ag) * 32] ok [(Bno1 * o) ¥ Bl

En el Teorema 3.1.1 se prob6 que la operacién * es asociativa.

= [Bo * (aq * 5_1)] * [B1 % (g * 5_2)] ko [Br1 * (% B_n)]
= [(Bo * o) * (B1 % Br) * (02) % (B Bo) ok (Bt % Bue1) * (v % B)]
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= [(Bo * a1)] = (e) * (a2) * (€) .. * (€)  (an * By)]
= [(Bo * a1)] * () * ... % (v % By)

= [Bo * o % g % ... % () * By,

= Bo* [a1 * Qg % ... % ) * B

Como «a(ag) = a(a,) = o, ademas, Sy y 5, son ambos el camino constante en xy,

entonces [y * 5, = €

= o * Qg * ... % Q)

= [aq] * [a] * ... * [cu,]
[

Este teorema establece que, dado un lazo o en X basado en z, este es homotépico
por caminos a un productos de la forma (31 * (2 * (... x 3,))), donde cada f3; es un lazo
en X basado en x( enteramente contenido en U 0 en V. Ademas es un caso especial de
un famoso teorema de topologia conocido por Teorema de Seifert-Van Kampen, el cual
expresa el grupo fundamental del espacio X = U U V de manera mas general, cuando
U NV es conexo, en términos de los grupos fundamentales de U y V.

El siguiente Corolario sera necesario para calcular el grupo fundamental de S? en la

seccion 3.4. El cual se deduce inmediatamente.

Corolario 3.2.3. Supongase que X = U UV, donde U y V' son conjuntos abiertos de
X yque UNYV es conexo por caminos y no vacio. SiU y V' son simplemente conexos

entonces X es simplemente conexo.

Demostracion. Por hipotesis se tiene que X = U UV, donde U y V son conjuntos
abiertos de X y que U NV es conexo por caminos y no vacio, por lo tanto existira al
menos un elemento zo € U NV.

Entonces por el Teorema 3.2.3, las imagenes de los homomorfismos inducidos generan
a m (X, xg).

Ahora, si U y V son simplemente conexos, esto implica que (U, xy) = m1(V, xo) son
iguales al grupo fundamental trivial, entonces (X, zo) es el grupo fundamental trivial.

Asi, X es simplemente conexo. O
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Teorema 3.2.4. 7, (X x Y, (x0,0)) es isomorfo am (X, zo) x m1(Y, yo)

Demostracion. Seanp: X xY — Xyq: X xY — Y las aplicaciones proyeccion
en X e Y respectivamente, es decir, p(z,y) = x y q(z,y) = y paratodo (z,y) € X x Y.

Como p y q son continuas, considérense los homomorfismos inducidos

P (X XY, (20,90)) — m(X, z0)
¢ m(X XY, (20,90)) — m(Y, yo).

definidos por la ecuacion p.([f]) = [po fly ¢.([f]) = [¢ o f] paratodo lazo fen X x Y
basado en (xg, yo).

Dado que p. y ¢. son homomorfismos, entonces se define un homomorfismo
O (X XY, (20,y0)) — (X, 20) X T (Y, 90)
dado por la ecuacién

O([f]) = (p«([/1); a([1)) = (lp o . [g 0 f])

Se probara que ¢ es un isomorfismo.

Primero se probara que la aplicacion ¢ es sobreyectiva.

Sea g : [0,1] — X un lazo basado en xy y sea h : [0,1] — Y un lazo basado en ;.
Se debe probar que el elemento ([g], []) esta en la imagen de o.

Definase f : [0,1] — X x Y dado por la ecuacion f(s) = (g(s), h(s)).

Como f(0) = (9(0),h(0)) = (zo,40) y f(1) = (9(1), h(1)) = (x0,30), entonces f es un

lazo en X x Y basado en (xg, o) y se tiene que

o([f1) = (Ipo fl,lg o f1) = (9], [P,

por lo que ® es sobreyectiva.

Ahora se probara que ® es inyectiva. Para ello se vera que el nucleo de ¢ es cero.
Suponga que f : [0,1] — X x Y es unlazo en X x Y basado en (z¢, o) y tal que
O([f]) = ([po f],[go f]) es el elemento neutro de (X, zq) x 71 (Y, yo). Esto quiere decir
que po f >~y e Y qo f 2, ey;sean

F:Ix]I—XyG:IxI—Y

las respectivas homotopias de caminos. Entonces la aplicacion
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H:IxI—XXxY
definida por
H(s,t) = (F(s,t),G(s,t))

es una homotopia de caminos entre fy el lazo constante basado en (o, ¥o), €(z,40)> Y2
que H(s,0) = (F(s,0),G(s,0)) = ((po [)(s), (g0 )(s)) = f(s).

y H(s, 1) = (F(s.1), G(5,1)) = (€,(5). €30(5)) = (20, 50) = €(a.0)(5)-

Por lo tanto ¢ es biyectiva. Luego, como ® es un homomorfismo y es biyectiva, entonces

m (X X Y,z X yo) €s isomorfo a w1 (X, zg) x (Y, yo). O

3.2.1. Retraccion y Retracto de deformacion fuerte.

En esta subseccién se introduce la definicion sobre Retraccion, Retracto de defor-
macion fuerte. Pero antes de desarrollar el tema principal se dara un pequeno enfoque
sobre la homotopia relativa la cual nos ayuda a comprender el concepto de Retracciony
Retracto de deformacion fuerte.

Dados los espacios topolégicos X y Y la relacién de homotopia ~ es una relacion de
equivalencia en el conjunto C'(X,Y") de las aplicaciones continuas que fue desarrollado
en la Seccién 3.1.

Asi introduciendo un concepto mas general de homotopia, se tiene el de homotopia rela-
tiva a un subconjunto A, en el que se requiere que la homotopia no mueva ningln punto

de A.

Definicion 3.2.6. Sean X,Y espacios topologicos , A € Xy f,g : X — Y dos
aplicaciones continuas. Se dice que f es homotodpica a g relativamente a A si existe
una homotopia ' : X x I — Y entre fy g tal que paratodoa € A, F(a,t) no depende

de t; en otras palabras, F'(a,t) = f(a) = g(a) paratodoa € Ayt € I.

Observe, entonces, que f(a) = g(a) para todo a € A. La homotopia F' se llama
entonces homotopia relativa a A y se denotara la relacién de homotopia relativa a A por

f ~g(relA)opor F : f ~,.,4 g si se quiere especificar la homotopia relativa a A entre
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Iyg-

Cuando se tiene una homotopia relativa ' : f ~ g(relA), puede interpretarse que F
deforma de modo continuo f en g dejando fijos los puntos de A; es decir, para los puntos
a€ A, F(a,t) = f(a) = g(a) no depende de t.

Es claro que si A = (), la homotopia relativa a A coincide con la relacion de homotopia

vista en la Seccién 3.1.

Lema 3.2.4. La relacion ~,. 4 definida en el conjunto de las aplicaciones continuas de

X enY es una relacion de equivalencia.

Utilizando el concepto de aplicaciones homotdpicas se puede establecer una relacion

de equivalencia entre espacios topologicos en el siguiente sentido.

Definicion 3.2.7. Se dice que una aplicacion continua f : X — Y es una equivalencia
homotopica si existe una aplicacién continua g : ¥ — X tal que go f ~ idx y

f og~1dy. Tal que g se dice que es una inversa homotodpica de f.

Definicion 3.2.8. Se dice que dos espacios X e Y son homotdpicamente equivalentes
0 que tienen el mismo tipo de homotopia si existe alguna equivalencia de homotopia

f: X — Y.Ental caso se denota X ~ Y.

La nocion del tipo de homotopia generaliza a la del tipo topoldgico ( correspondiente
a la relacion de homeomorfismo). Pues, una consecuencia inmediata de las definiciones
anteriores es que dos espacios homeomorfos son del mismo tipo de homotopia. Pero el
reciproco no es cierto.
Los espacios que son homotdpicamente equivalente a un punto reciben un nombre es-

pecial:

Definicion 3.2.9. Se dice que un espacio topologico X es contraible si X es homotdpi-

camente equivalente a un punto.

Intuitivamente, un espacio es contraible cuando puede deformarse en si mismo a un

punto.
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La siguiente definicion recoge nociones sobre subespacios con un comportamiento

homotdpico especial respecto al espacio total.

Definicion 3.2.10. Sea X un espacio topologico, A C X. Se dice que A es un retracto
de X (o que X se retrae a A) si existe una aplicacién continua r : X — A tal que
roi = idy(es decir r(a) = a, paratodo a € A), donde i : A — X es la inclusion. A la

aplicacién r se le llama retraccion.

Lema 3.2.5. Si A es un retracto de X, entonces el homomorfismo de grupos fundamen-

tales inducido por la inclusion j : A — X es inyectivo.

Demostracion. Por hipétesis A es un retracto de X, entonces existe una aplicacion con-
tinuar: X — Atalqueroj=1dy: A—> A,donde j: A — X es lainclusion.
Como r y j son aplicaciones continuas por Definicion 3.2.5, r, y 7, son homomorfismos

inducidos. Asi por el Teorema 3.2.2 1) se tiene
(roj)e =rs0j.

Como id4 es la identidad de A, entonces por el Teorema 3.2.2 1) (id ). es el homomor-

fismo identidad de (A, a), por lo tanto j,. debe ser inyectiva. O

Asi se introduce lo que es el concepto de retracto por deformacion y retracto por de-

formacion fuerte. Comenzando primeramente con el siguiente lema.

Lema 3.2.6. Sean h,k : (X,zy) — (Y, yo) dos aplicaciones continuas. Si h y k son
homotdpicas y si la imagen del punto base x, de X permanece fija en y, durante la

homotopia, entonces los homomorfismos h. y k. coinciden.

Demostracion. Supongase que h y k son homotopicas y la imagen del punto base z
permanece fija en y, durante la homotopia. Como h y k& son homotdpicas, entonces
existe una aplicacion continua

H:XxI—Y

tal que

H(zo,t) = yo, Vt, y  H(z,0) = h(x) H(z,1) = k(x).



3.2. GRUPO FUNDAMENTAL 137
asi H es una homotopia entre h y k. Si f es un lazo en X basado en z(, considere
fxid: I xI— Xx1I
entonces la composicién
K=Ho(fxid):IxI—Y

es una homotopia entre los lazos ho f y ko f basados en y,, donde K es una aplicacién

continuaenYy

K(2,0) = (Ho f x id)(x,0) = H((f x id)(x,0))
= H(f(x),id(0)) = H(f(x),0)
= h(f(z)) = (ho f)(z).
Ademas:
K(z,1) = (Ho f x id)(z,1) = H((f x id)(z, 1))
— H(f(x),id(1)) = H(f(2),1)
= k(f(z)) = (ko [)().

Y también, es una homotopia de caminos porque f es unlazoen xyy H aplica xgx [

en yp:
K(0.) = (Ho f x id)(0,) = H((f x id)(0,1))
= H([(0),4d(t)) = H(zo,1)
=1y, Vt € I.
Y

K(1,t) = (Ho f x id)(1,t) = H((f x id)(1,1))
= H(f(1),4d(t)) = H(zo,1)

=1, VLt € I.

por hipétesis se tiene que h, k : (X, z9) — (Y, yo) son aplicaciones continuas 'y f es un

lazo en X basado en z, entonces por el Lema 3.2.2w) ho fy ko f sonlazosen Y con
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base en el punto y.
Asi [f] € m(X,z0), [ho f]y [k o f] son elementos bien definidos en (Y, yy). Por

Definicion 3.2.5, se tiene

h(lfD) =Theofl kd([f])=T[ko/]
y
hof~y,kof=[hofl=1lkof] ,porLema322
= h([f]) = k([f]) ;pordefinicion3,2,5
para todo lazo en (X, x). Asi los homomorfismos inducidos coinciden. O

Utilizando este Lema, generalizando un resultado concerniente al espacio R*\{0},
probado anteriormente, demostrando que el homomorfismo inducido por la inclusién j :
St — R\ {0} no solo es inyectivo sino también sobreyectivo. Generalizando se probara

el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.2.2. La aplicacion de inclusion j : S — R™™\ {0} induce un isomorfismo

de grupos fundamentales.

Demostracion. Sea X = R"™\{0} y by = (1,0,...,0). Sear : X — S la aplicacion

r(xr) = Z-. Por hipotesis se tiene que j : S™ — R"™\{0} la aplicacion inclusion.

ll]l*

Entonces
idgn =r07j:8" — R\ {0} — S

1dsn es la aplicacion identidad de S™. Como r y j son aplicaciones continuas por el

Teorema 3.2.21) — 1) se tiene
(roj)e =71s0jp = (iden)s = tdr(sm
Se considera ahora la composicién j o r, la cual aplica X en si misma;

X— 5" —X
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donde la aplicacion, j or no es la identidad de X, pero j or ~ idy. En efecto, existe una
homotopia por rectas H : X x I — X, dada por

tx

Hzt)=(1—-t)r+ —,
]

Se observa que H(x,t) nunca es igual a 0 porque (1 —t)x + ﬁ es un numero entre

ly ||71H . El punto b, pertenece fijo durante la homotopia ya que ||by|| = 1. Por tanto X'y

S™ son equivalentes por el Lema 3.2.6. O

Definicion 3.2.11. Sea A C X. Se dice que A es un retracto por deformacién de X
(0 que X se retrae por deformacion a A) si existe una retracciéon r : X — A tal que

1or ~idy,dondei: A — X eslainclusion.

Esto es, A es un retracto por deformacion de X si existe una homotopia F': X xI —
X tal que F(z,0) = z paratodo x € Xy F(x,1) € A paratodo x € X. Observe
que si A es un retracto por deformacion de X, entonces A y X son homotopicamente

equivalentes. De acuerdo a la definicién anterior se llega a otra definicion.

Definicion 3.2.12. Se dice que un subconjunto A de X es un retracto por deformacion
fuerte de X ( 0 que X se retrae por deformacion fuerte a A) si existe una retraccion

r: X — Atalque ior ~idx(relA).

En otras palabras, A es un retracto por deformacién fuerte de X, si existe una ho-
motopia F' : X x [ — X tal que F(z,0) = z para todo = € X, F(a,t) = a para todo
a€ A telyF(x,1) € Aparatodo z € X. Considerando las dos ultimas definiciones
se tiene que un retracto por deformacién fuerte es también un retracto por deformacion.
De manera intuitiva, se puede considerar que A es un retracto por deformacion fuerte de

X, si X puede deformarse, en si mismo, a A dejando fijo a A.

La demostracion del Ejemplo 3.2.2 se generaliza inmediatamente para demostrar el

siguiente.
Teorema 3.2.5. Sea A un retracto por deformacion de X y xo, € A. Entonces la aplica-
cion de inclusion

J: (A zg) — (X, )
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induce un isomorfismo de grupos fundamentales.

Demostracion. Por Definicion 3.2.10 se tiene que r o j = id4; y por lo tanto 7, o j, =
(id4).. Esto nos dice que j. es monomorfismo, por otro lado por Definiciéon 3.2.11 se
tiene jor ~ idy, entonces j es una equivalencia homotopica entre Ay X. Por el Teorema
3.2.2, j,or, = (idx)., con lo cual j. es epimorfismo. Asi j induce un isomorfismo de

grupos fundamentales. O
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3.3. Espacios recubridores.

En esta seccién se introduce una de las herramientas mas usuales que servira para
el calculo de los grupos fundamentales como lo es espacio recubridor. El estudio de los
espacios recubridores de un espacio X esta estrechamente relacionado con el estudio
del grupo fundamental de X, estableciéndose relaciones cruciales entre los dos concep-
tos.

De modo que se analiza previamente la nocién de aplicacion recubridora y sus propie-

dades de elevacion de caminos y homotopias.

3.3.1. Espacios recubridores

Primeramente se dara un par de definiciones mas débiles que la nocién de aplicacién

recubridora:

Definicion 3.3.1. Una aplicacién continua f : X — Y es localmente inyectiva si para

cada x € X existe un entorno abierto U tal que f|y : U — Y es inyectiva.

Definicion 3.3.2. Una aplicacién continua f : X — Y es un homeomorfismo local si
para cada = € X existe un entorno abierto U tal que f(U) es abiertoen Yy f|y : U —

f(U) es un homeomorfismo.
A continuacion se define una condicién mas fuerte que homeomorfismo local :

Definicion 3.3.3. Seap : F — B una aplicacion continua y sobreyectiva entre espacios
topolégicos. Un conjunto abierto U de B se dice que esta regularmente cubierto por p si
la imagen inversa p~!(U) puede escribirse como la unién disjunta de conjuntos abiertos
V,, de E tal que ply,, es un homeomorfismo. La coleccién {V,} serd denominada una

particion de p~!(U) en rebanadas.

Si U es un conjunto abierto que esta regularmente cubierto por p, frecuentemente
dibujamos el conjunto p~*(U) como una “pila de tortillas ”, cada una con la misma forma
y tamano que U, flotando en el aire sobre U; la aplicacion p las comprime a todas sobre

U.
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Resultado 3.3.1. Si U esta regularmente cubierto por py W C U es abierto, entonces

W esta regularmente cubierto por p.

Demostracion. Sea p : E — B continua y sobreyectiva.

Sea U C B que esté regularmente cubierto por p.

Como U esta regularmente cubierto por p, entonces p~!(U) = |, V. donde V, son
abiertos disjuntos tal que p|y, : V., — U es un homeomorfismo.

Como W C U, entonces p (W) C p~}(U) = U, Va
—p ' (W) =p ' W)n(JVa)

=o' ) na)

Asi se tiene que p|,-1w)nv, : p~ (W) NV, — W es una aplicacion continua e inyecti-
va.Se debe probar que p\p_l(w)wa es sobreyectiva.
SeaweW

weW =welU
= p v (w) € p~ v, (U)
= p . (w) €V,
Ademas p~!(w) € p~1 (W), de manera que p~!(w) € (p*(W)NV,)

p~ P (W) N Va(w) € p7H (V) NV,
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Asi p~tp~ (W) NV, es sobreyectiva de modo que p~!|p~ (W) NV, es un homeomor-

fismo. Por lo tanto W esta regularmente cubierto por p. O

Definicion 3.3.4. Seap : E — B una aplicacién continua y sobreyectiva entre espacios
topoldgicos. Si todo punto b € B tiene un entorno U que esta regularmente cubierto por
p, entonces p se dice que es una aplicacion cubriente y £ es un espacio recubridor

o cubriente de B.
En otras palabras,
Definicién 3.3.5. p : £ — B es una aplicacion cubriente si:
i) p es continua y sobreyectiva.

i) paratodo xz € B existe un entorno abierto U de z tal que

p'(U) = Va

acJ
para una cierta coleccion {V, : o € J} de subconjuntos de E tales que V,, N V3 = ()

para a # By plv, : Vo — U es un homeomorfismo para cada « € J.

Notese que una aplicacion recubridora es siempre un homeomorfismo local y un

homeomorfismo local es localmente inyectivo; sin embargo los reciprocos no son ciertos.

Resultado 3.3.2. Si p : E — B es una aplicacion recubridora, entonces para cada

b € B, el subespacio p~!({b}) de E tiene la topologia discreta.

Demostracion. Sean p es una aplicacién recubridora, 7 la topologia de subespacio para
p~1({b}) y Tus la topologia discreta.
Ya se sabe que 7 C 7. (por el Ejemplo 1.1.3). Solo se debe probar que 7z, C T, es

decir que p~!({b}) son abiertos en la topologia discreta, asi:

p~ ({0}) ={z € E:p(z) = b}
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Luego 7 = {V, Np ' ({b}) : U € E abierto}. Sea U abierto en B, tal que b € B.
Como p es un aplicacion recubridora, entonces U esta regularmente cubierto por p, en-
tonces p~ ! (U) = Uy,; Vas Va abierto en E'y Va, ply, : Vi, — U es un homeomorfismo.
Seax € p'({b})
rep'({t) =z Vo
disj
—z €V, paraalgininico«

— e (T ({0) N Va)

Asi {z} C (p7'({b}) N VL),
Suponga que existe y # x , y € (p~1({b}) NV,)

yeVe vy plwly) =0

Asi plv, (v) = plv, (z), = # y de manera que p|y, no es inyectiva (—+—).

Ademas

yep '({b}) = plva(y) =b
= {2} =p ' ({b}) N V.

Asi {z} es abierto en la Topologia de subespacio de p~ ({b}). Por lo tanto p~ ({b}) tiene

la topologia discreta. O

Lema 3.3.1. Sip: E — B es una aplicacion recubridora entonces p es una aplicacion

abierta.

Demostracion. Supongase que p : £ — B es una aplicacion recubridora. Sea A un
subconjunto abierto de E'y sea z € p(A).
Como p es una aplicacién recubridora, existe un entorno U de x abierto de B que esta

regularmente cubierto por p. Asi

Como = € p(A) entonces existe a € A tal que p(a) = =, (a € p~'(x)) por ser p
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sobreyectiva y existe un Unico V, tal que a € V,, . Ahora a € V, N A que es un abierto
en EyV,NACYV,.Seael homeomorfismo p|y, : Vo, — Uy, plv,(Va N A) C U, es un
abierto en U, que a su vez es abierto en B. Puesto que =z = p(a) € p(V, N A) C p(A),

resulta que p(A) es abierto, por lo que p es una aplicacién abierta. O

Teorema 3.3.1. La aplicacién p : R — S* dada por
p(z) = (cos 2wz, sen 2mx)
es una aplicacion recubridora.

La aplicacion p se puede representar como una aplicacion que enrolla la recta real R

alrededor del circulo Sy, en el proceso, aplica cada intervalo [n,n + 1] sobre S*.

Demostracion. La aplicacion recubridora p reside en las propiedades elementales de las
funciones seno y coseno.

Se debe probar que los entornos:
1. Uy = (Rt x R)N St
2. Uy=(RxR")NSL
3. U3= (R xR)n St
4. U= (R xR)NSL
estan regularmente cubiertos por p y que p es continua y sobreyectiva.

1. SeaU; = (RT x R) N S*.

Por hipétesis p(x) = (cos 2wz, sen 27x), asi

p ' (U) ={z €R:p(x) € Uy}

= {z € R: (cos2mz,sen2rx) € Up}

consiste en aquellos puntos = para los que cos 27z > 0.
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. . ™ T
Como se sabe que el coseno es positivo en el intervalo (—5, 5), entonces

T corp <X
2 2

2n7r—g<27rx<2n7r+g,n€Z

Anm — 1 dnm+ 7
—_— <22 << —

Anm — 1 dnm+ 7
9 2nx 2

2T 2T 27

dnm — 1 oy e dnm+ 7
e — :E e —
47 47

es decir,

neL nez
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4 4
se restringe p al intervalo cerrado V,,, se tiene :

1 1
donde V,, = (n ——,n+ —) son abiertos disjuntos. Tomando la clausura de V,,,

p A 1

1 1 _
V- |:7’L——,7’L+—:| —>U1
Asi, la aplicacion p|y. es inyectiva, debido a que sen 27z es estrictamente monéto-
na en tales intervalos.
Ademas

- 11
Sea (z,y) € Uy, luego 3z € {—A—l, ﬂ tal que p(z) = (z,y)

p(z +n) = (,9)

Asi, ply, es biyectiva. Como p es continua, entonces p|y;, es continua. Asi ply, :
V,, — U, es continua y biyectiva, ademéas V,, es cerrado y acotado, entonces V/,
es compacto, y como U; C R?y R? es Hausdorff (por Teorema 1.1.2), entonces U,
es Hausdorff; se tiene que p|y; : V,, — U, es un homeomorfismo, por el Teorema
1.1.8. Esto implica que p|y, : V,, — U; es un homeomorfismo, ya que conserva la

continuidad y biyectividad al restringir el dominio y rango de la funcion restriccion.

2. SealU; = (RxRT)N St

Por hipétesis p(x) = (cos 27z, sen 27x), asi

p 1 (Uy) = {z €R:p(x) € Uy}
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= {z € R : (cos2mx,sen2rz) € Uy}

consiste en aquellos puntos x para los que sen 27z > 0. Como se sabe el sen es

positivo en el intervalo (0, 7), entonces
0<2mx<m

2nm — 0 < 2mx < w4+ 2nm,n € Z

2nm — 0 - 2mx - T+ 2nm
27 2 27

1
n<x<§—|—n

1
— T € (n,n—|—§)

es decir,

p () =JVu=J (n,n+ %)

nez ne”

1
donde V,, = (n,n + 5) son abiertos disjuntos. Tomando la clausura de V,, se
tiene :
1 _

p’Vn tn,n+ 5 — U2
Asi p|y., es inyectiva, debido a que sen 27z es estrictamente monétona en tales
intervalos.
Ademas

- 1
Sea (z,y) € Us, luego 3z € [O, 5} tal que p(z) = (z,y)

p(z +n) = (,y)

Asi, ply, es biyectiva. Como p es continua, entonces p|y;, es continua. Asi ply, :
V,, — U, es continua y biyectiva, ademas V, es cerrado y acotado, entonces V,,
es compacto, y como U, C R? y R? es Hausdorff(por Teorema 1.1.2), entonces U,
es Hausdorff; se tiene que p|y;, : V,, — U, es un homeomorfismo, por el Teore-
ma 1.1.8. Esto Gltimo implica que pl|y, : V,, — U, es un homeomorfismo, ya que
conserva la continuidad y biyectividad al restringir el dominio y rango de la funcién

restriccion.
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Ys

i
SERAND

U

4

(@) Us = (R xR)N b) Uy = (RxR™)N
Sl St

Los entornos siguientes se desarrollan analogamente.
Asi la unién de estos cuatro subconjuntos recubren a S*, y cada uno de ellos es-
ta4 regularmente recubierto por p. Por lo tanto p(x) = (cos2mx,sen2mrz) es una

aplicacion recubridora.
O

Teorema 3.3.2. Sip: E — Byyp' : E' — B’ son aplicaciones recubridoras, entonces
pxp:ExE — BxB
es una aplicacion recubridora.

Demostracion. Dados b € By b € B’, sean U y U’ entornos de b y V/,respectivamente,
que estan regularmente cubiertos por py p'. Sea {V.} y {V;;} particiones en rebanadas
de p~ 1 (U) Y (p')~1(U"), respectivamente. Entonces la imagen inversa mediante p x p/
del conjunto abierto U x U’ es la Unién de todos los conjuntos V,, x VB’. Estos conjuntos
son abiertos disjuntos de F x E’, cada uno de ellos se aplica homeomérficamente sobre

Ux U porpxp.
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Ejemplo 3.3.1. El espacio T? = S! x S* (es decir, el toro). La aplicacion producto
pxp:RxR— St xSt

donde p es la aplicacién del Teorema 3.3.1, es un cubrimiento del toro por el plano
R?, de manera que cada uno de los cuadros unidad [n,n + 1] x [m,m + 1] se enrolla

completamente alrededor del toro, por medio de p X p.

Ra

3.3.2. Levantamientos de Caminos.

A continuacién, se presentan los principales teoremas de levantamientos de caminos
y homotopia para cubrientes. En las demostraciones se utilizan algunos resultados de

Topologia General y lo visto de aplicaciones recubridoras.

Definicion 3.3.6. Sea p : ¥ — B una aplicacién recubridoray f : X — B una
aplicacién continua entre espacios topolégicos. Un levantamiento o elevacion de f

(respecto a p) es una aplicacion continua f : X — Ftalquepo f = f.

4

La existencia de levantamientos cuando p es una aplicacién recubridora es una he-
rramienta importante en el estudio de los espacios recubridores y el grupo fundamental.
Primero se probara que para un espacio recubridor, los caminos pueden ser levantados

y asi mismos las homotopias de caminos.
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~E
a
0,1] f—>B

Ejemplo 3.3.2. Considere el cubrimiento p : R — S' del Teorema 3.3.1. Si f : [0,1] —

S', es un camino, entonces el camino f(s) = (cos s, sen 7s) se levanta al camino f(s) =
S

5.
Solucién: Sea
p:R— St

x — p(x) = (cos 2wz, sen 27x)

una aplicacion recubridora por el Teorema 3.3.1.

Sea

f:[0,1] — S*

s — f(s) = (cosws,sen7s)

un camino. Como f(s) = (cos7s,sen ws) €s un camino, entonces f(s) es continua.

Asi por Definicion 3.3.6, se tiene po f = f. Ademas

(cos 2 f(s),sen 27 f(s)) = (cos s, sen7s)

Entonces
cos 2m f(s) = cos s Y sen 27 f(s) = sen s
onf(s) = ws+ 2nm onf(s) = ws + 2nw
f(s)=5+n f(s)=5+n

Asi, el camino f(s) = (cos7s,sen7s) se levanta al camino f(s) = 5

Todo diagrama del tipo anterior tiene elevacion unica.
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Lema 3.3.2. Seap : E — B una aplicacion recubridora con p(eq) = by. Cualquier
camino f : [0,1] — B comenzando en b, tiene un tnico levantamiento a un camino f

en E que comienza en ey.

Demostracion. Como p es una aplicaciéon recubridora, se sabe que para cada punto
r € B, existe un abierto Uy que esta regularmente cubierto por p,(p~(U,) = J Vi..)-

La familia A = {U,|x € B} es un cubrimiento abierto de B, donde cada U, es regu-
larmente cubierto por p, como f es continua , entonces A’ = {f~}(U,)|z € B} es una
cubierta abierta del intervalo [0, 1] y como [0, 1] compacto, por el Lema del nimero de
Lebesgue 1.1.2 se puede encontrar una particién de [0, 1], 0 = sq, S1, ..., Sn_1, Sn = 1, tal

que para cada i existe U,, tal que f([s;, si+1]) C Uy,-

Se definira el levantamiento paso a paso.
Primero definase f(0) = ¢, entonces se define f en [0, s,] de la Gnica manera posible
para que se verifique p(f(s)) = f(s), es decir, se define f(s) = P va, (f(5)), que esta
bien definida pues f([0,s1]) C V., y plv,, es biyectiva. Ahora se supone que f(s) esta
definida para 0 < s < s;. Recuerde que el conjunto f([s;, si41]) C U,,. Sea {V;, } la

particién de p~!(U,,) en rebanadas. Cada V.., s homeomorfo a U,, por p. Entonces

i

f(s) estéd en alguno de lo V,, , se denota 1. Definase

F(s) = (plv) ' (F(s)); Vs € [si, 5041]

Como ply, : Vo — U, es un homeomorfismo, ya que p es aplicacién recubridora enton-
ces f es continua en [s;, s;41]. De esta manera se define f(s) en todo [0, 1]. Por el Lema

de pegamiento, se asegura la continuidad de f Por la definicion de f es inmediato que

pof=/F.

La unicidad se probard paso a paso.
Suponga que existe otro levantamiento f de f comenzando en ¢, entonces f(O) =ey=
f(0).

Se supone que f(a) = f(a), Ya € [0,s;].Sea V, como se definié anteriormente, en-
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tonces para s € [s;,si41), f(s) = (plv,) *(f(s)).Como f es un levantamiento de f,

f([si,8i41]) € p~(U,) = V., Las rebanadas V,, son abiertas y disjuntas. Como el

conjunto f([si,sm]) €s conexo, f([si,siﬂ]) c V.. Como f(si) = f(s;) C Vj, entonces

f([si,si41]) C Vi. Entonces con s € [s;, s;11], f(s) =y cony € Vo C p~1(f(s)).Pero solo

hay un punto 1, 5 = (plv, )~ (f(s)). Por lo tanto, f(s) = f(s)¥s € [ss, $i1]-
]

Ademas de la propiedad de elevaciéon de caminos las aplicaciones recubridoras tie-

nen las propiedades de elevacion de homotopias. como se muestra en la siguiente figura.

b

IXIF—>B

Observe que las aplicaciones recubridoras tienen esta propiedad de levantamiento.

Lema 3.3.3 ( Teorema de levantamiento de homotopias). Seap : £ — B una
aplicacion recubridora con p(eg) = by. Sea F' = I x I — B una funcién continua con

F(0,0) = by. Existe un unico levantamiento de F' a una aplicacién continua

F:Ix]—FE

tal que F(O, 0) = eo. Si F' es una homotopia de caminos, entonces F también es una

homotopia de caminos.

Demostracién. Dada F, Se define F(0,0) = e,. Ahora utilizando el Lema 3.3.2 para
extender F al borde izquierdo {0} x Iy al borde inferior I x {0} de I x I. Se extendera
F para todo I x I como se sigue : Utilizando la misma notacién del primer parrafo del
Lema 3.3.2, se observa que {F~!(U,)|b € B} es un cubrimiento abierto de I x I, que
es compacto, por lo tanto, aplicando nuevamente el Lema de Lebesgue 1.1.2, se puede
construir dos particiones de I.

Sea

So < S1... < Sy

to < t1... <1,
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de tal manera que si se denota por I; = [s;_1, s;] y por J; = [t;_1, ;]

F([sic1, 8] X [tia, ti]) = F(Li x Jj)

siendo U, un abierto de B que esté regularmente cubierto por p.

Como antes, puede definirse F paso a paso, empezando por el rectangulo I; x J; y
siguiendo por los otros rectangulos I; x J; de la fila inferior, después con I; x J; de la
fila siguiente, y asi sucesivamente.

En general, dado i, y j, se asume que F esta definido en el conjunto A determinado
por la unién de {0} x I, I x {0} y todos los rectangulos previos a I;, x I, ( aquellos
rectangulos I; x I; con j < jo y aquellos j = jo € ¢ < 7). Suponga que también F esun
levantamiento continuo de F'| 4.

Se define ahora F sobre I, x J;,. Se sabe que existe un conjunto abierto U C B que
esta regularmente cubierto por p y que contiene al conjunto F'(1;, x J;,). Sea {V,} la
particién de p~!(U) en rebanadas en las que cada conjunto V,, se aplica homeomorfa-
mente sobre U mediante p. Se tiene definida a F' en el conjunto C' = AN (I;, x J;,). El
conjunto C' es la union del borde izquierdo y del borde inferior del rectangulo I;, x J;,,
por tanto C' es conexo. Asi, F(O) es conexo y por lo tanto debe estar contenido dentro

de uno de los conjuntos V,,, se denotara por 1}, a tal conjunto.

Sea py = ply, : Vo — U. Como F es un levantamiento de F| 4, se sabe que
po(F(z)) = p(F(z)) = F(z) YreC

por lo tanto, F(z) = py ' (F(z)) Yz € C. Luego , se puede extender a F definiendo

F(z) =py (F(2)Va € I x Jj,

gue sera continua por el lema del pegamiento. Continuando de esta manera se puede
seqguir definiendo F en todo I2.

Ahora sup6ngase que F' es una homotopia de caminos. F'lleva {0} x I al punto b, € B.
Como F es un levantamiento de F, F({0} x I) c p~'(by), pero este conjunto tiene

la topologia discreta como subespacio de F. Dado que F es continua y {0} x I es
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conexo, F'({0} x I) es conexo, debe ser por tanto un conjunto unipuntual, analogamente

F({1} x I) es unipuntual. Por tanto F' es una homotopia de caminos. O

Como corolario se obtiene el lamado teorema de monodromia.

Corolario 3.3.1 (Teorema de monodromia). Seap : £ — B una aplicacion recubrido-
ra con p(ey) = by. Sean f y g dos caminos en B de by a by, y sean f Y g Sus respectivos
levantamientos a caminos en &/ comenzando en e.

Si f y g son homotdpicos por caminos, entonces f y g son homotdpicos por caminos y

terminan en el mismo punto de E.

Demostracion. Sea F' : [ x I — B la homotopia de caminos entre f y g, entonces
F(0,0) = bo.

Sea [': IxI — E ellevantamiento de F' a E tal que F(0,0) = e,. Por el Teorema 3.3.3,
I es una homotopia de caminos, por lo que F({0} x I) = {eg} y F({1} x I) = {e;}.
La restriccién F|1X{0} de F al lado inferior de I x I es un camino en F gue comienza en
eog Y €s un levantamiento de F\IX{O}. Por la unicidad de los levantamientos de caminos,
se tiene que F(s,0) = f(s). Analogamente, F|;.(; es un camino en E que es un
levantamiento de F'|;,{13, que comienza en e, porque F(O x I) = {eg}. Por unicidad de
la elevacion de caminos tenemos que F(s,1) = g(s). Por lo tanto, como fy g acaban

eney,y Fesla homotopia de caminos entre ellos. O
Es decir, caminos homotdpicos se elevan a caminos homotépicos.

Definicion 3.3.7. Sea p : E — B es una aplicacién recubridoray by € B. Se elige ¢q
de forma que p(ey) = by. Dado un elemento [f] de m (B, by), sea f el levantamiento de
f aun camino en E que comience en ¢,. Se denota por ¢([f]) el punto final f(1) de f.

Entonces ¢ es una aplicacion bien definida
§b : 71'1(B, bo) — p_l(bg)‘

Esta es la accion de monodromia derivada de la aplicacion recubridora p. Desde luego,

depende de la eleccién del punto ey.
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Teorema 3.3.3. Seap : E — B una aplicacién recubridora con p(ey) = by.

a)

b)

Si E es conexo por caminos, entonces la accion de monodromia

¢ (B, by) — p~*(bo) es sobreyectiva.

Si E es simplemente conexo, entonces es biyectiva.

Demostracion. Se probara:

a)

Suponga que E es conexo por caminos, dado cualquier e; € p~t(by). Como ey € E'y
E es conexo por caminos, entonces existe un camino f tal que f(0) = egy f(1) = ;.
Asi

f=pof:[0.1] —B

Donde:
(po £)(0) = p(£(0)) y (po f)(1) =p(f(1))
= p(eo) = p(e1)
= by = by

es un lazo en B con base en by. Asi [f] € m1(B,by) y por Definiciéon 3.3.7, ¢([f]) =

f(l) = e;. Por tanto ¢ es sobreyectiva.

Suponga que E' es simplemente conexo. Como E es simplemente conexo, entonces
E es conexo por caminos, asi por el literal a), ¢ es sobreyectiva. S6lo se probara que
¢ es inyectiva.

Sean [f],[g] € m1(B, by) tales que ¢([f]) = &([g]). Sean f y § los levantamientos de
fy g, respectivamente, a caminos en E que comienza en e, entonces f(1) = j(1).
como E simplemente conexo (por el Lema 3.2.1), existe una homotopia de caminos
Fen E entre fy §. La aplicacién F = p o F' es una homotopia de caminos entre f y

g. Asi, f ~, g entonces [f] = [g]. Por lo tanto ¢ es inyectiva.
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3.4. Grupos Fundamentales de algunas superficies.

En esta Subseccién se calcula los grupos fundamentales de algunas superficies uti-
lizando espacios recubridores. Y se prueba de otra manera que las superficies: toro y
plano proyectivo real no son homeomorfas, comparando sus grupos fundamentales. Por
lo visto en la Seccion 2,2 se sabe que una superficie es un espacio de Hausdorff con una
base contable, tal que cada punto tiene un entorno que es homeomorfo a un subconjunto

abierto de R2.

A continuacion, se establecera un resultado que sera necesario para calcular el grupo

fundamental del toro, el cual es: el grupo fundamental del circulo.

Teorema 3.4.1. El grupo fundamental del circulo S' es isomorfo al grupo aditivo de los

enteros 7.

Demostracion. Sea

pR— St

x +—> (cos 2wz, sen 27x)

por el Teorema 3.3.1 se sabe que p es una aplicacién recubridora. Sea ey = 0 y sea

bo Ip(eo) = (170)'

Como
cos2nx =1=2nmx=0+2mn, necZz
2
:>x:0—|—Ln
27
=>xr=n, neElwm,
y

sen2nxr =0=2rr =0+ 271, neEZ
2
S r=04 0
2

=xr=n, nNELZL,
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entonces p~!(by) = Z. Dado que R es simplemente conexo, la accion de monodromia
¢ : mi (ST, bg) — p~1(by) = Z es biyectiva.

Ahora solo falta probar que ¢ es un homomorfismo.

Sean [f], [g] € m1(S*,b) y sean fy G sus respectivos levantamientos a caminos en

R comenzando en 0.

Seann = f(1)y m = §(1), entonces ¢([f]) = f(1) = ny ¢([g]) = (1) = m. Sea j el
camino §(s) = n + g(s) en R. Donde §(0) = n + §(0) = ny g(1) = n + g(1) = n + m.
Luego, como p(n + =) = p(z), para todo = € R, (es periédica, de periodo 1) se tiene

que (po g)(s) = p(g(s)) = p(n + §(s)) = p(§(s)) = g(s). Asi § es un levantamiento que
comienza en n y termina en n + m; ya que f(1) = n = §(0), entonces el producto f * g

esta definido, y ademas por el Lema 3.2.2 )

p(f*g) =(pof)*(pog)=fxg

es decir, f % g es el levantamiento de f * g que comienza en 0, y termina en n + m, asf

o([f] * [g)) = &([f * g]) = (F % 9)(1) = (9)(1) = n+m = ¢([f]) + é([g])

y por lo tanto ¢ es un homomorfismo. Luego ¢ es un isomorfismo, y asi el grupo funda-

mental de S* es isomorfo al grupo aditivo Z ]
Utilizando el Teorema 3.4.1 se deduce inmediatamente el grupo fundamental del toro.

Corolario 3.4.1. El grupo fundamental del n-toro T" = S' x S* x ... x S es isomorfo

al grupo Z". En particular T? = S* x S! es isomorfo aZ x 7
Demostracion. w1 (T") = 71 (S x --- x S1), luego

71 (T?) = 7 (S* x SY) 2 7 (Sh) x 71 (SY); por el teorema 3,2,4
= 7 X Z; por el teorema 3,4,1
Por tanto, 7, (T?) es isomorfo a Z x Z. O

También de los Teoremas 3.4.1 y 3.2.4 se obtiene un resultado muy interesante,

como lo es el grupo fundamental del cilindro y se describe en el siguiente corolario:
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Corolario 3.4.2. El grupo fundamental del cilindro S* x R es isomorfo al grupo 7.
Demostracion.

(S x R) =2 7 (SY) x 71 (R); por el teorema 3,2,4
=~ 1,(SY) x {e}; porelejemplo3,2,1
= 7 x {e}; por el teorema 3,4,1

~7,

asi el grupo fundamental del cilindro S* x R es isomorfo al grupo Z.
O

Otro grupo fundamental que es importante conocer es el de la esfera S?. De hecho

puede demostrarse lo siguiente:
Teorema 3.4.2. Sin > 2, lan-esfera S™ es simplemente conexa.

caption. Sean p = (0,0,....,1) y ¢ = (0,0, ..., —1) en R™"! el polo norte y el polo sur de

S™, respectivamente.

Paso 1: Se prueba que, paran > 1, la esfera agujereada S™ — p es homeomorfa a R".
Se define f : (8™ —p) — R”

1

flx) = f(z1, ..., Tpe1) = 1_—x+1(x1, ey Tpt1)-

La aplicacion f se denominada proyeccion estereografica. (Si se escoge la recta
en R"*! que pasa por el polo norte p y el punto z € S™ — p, entonces esta recta

interseca al n—plano R™ x 0 C R™*! en el punto (f(z),0).)

Se comprueba que f es un homeomorfismo viendo que la aplicacién g : R* —

(S™ — p) dada por

9W) = 91, Yn) = E@)Y1, - 1Y) Yn, 1T = 1(y)),

2
donde t(y) = F es la inversa por la derecha y por la izquierda de f.
)
Ademas, la aplicacion de reflexion (z1, ..., xp41) — (21, ..., Tn, —Tp11) define un
homeomorfismo entre S™ — p y S™ — ¢, de manera que el espacio S — ¢ también

es homeomorfo a R".
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p=(0,0,...1)

Figura 3.6: Proyeccion estereografica

Paso 2: Ahora se probara el teorema.

Sean U y V los conjuntos abiertos U = S" —py V = 5" — g de S™. Se comprueba
primero que, paran > 1, la esfera S™ es conexa por caminos. Esto se deduce del
hecho de que U y V' son conexos por caminos (al ser homeomorfos a R, por el
Paso 1) y tienen en comun el punto (1,0, ...,0) € S™.

Se probara que, paran > 2, la esfera S es simplemente conexa. Los espacios
Uy V son simplememente conexos, al ser homeomorfos a R™; ademas U NV =
S™—{p, q}, que es homeomorfo bajo la proyeccion estereografica a R"\ {0}. Asi, el
espacio U NV es conexo por caminos, ya que todo punto de R™\ {0} puede unirse
con un punto de S™~! por un segmento de recta y S"~! es conexo por caminos si

n > 2, entonces por el Corolario 3.2.3, S™ es simplemente conexo para n > 2.
]

Esto demuestra que el grupo fundamental de S? es el grupo trivial para todo punto
en S2.
Antes de calcular el grupo fundamental del plano proyectivo real, se tiene el siguiente

teorema, el cual sera de gran utilidad para el calculo de dicho grupo:
Teorema 3.4.3. La aplicacion cociente p : S*> — RIP? es una aplicacion recubridora.

Demostracion. Se probara en primer lugar que p es una aplicacién abierta, es decir,

para todo U abierto de S? se tiene que p(U) es abierto en RP?, lo que quiere decir por
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definicion que p~!(p(U)) es abierto en S2.
Sea « : S? — S? la aplicacion antipoda dada por a(z) = —x y sea U un abierto en S2.
Como la aplicacion o es un homeomorfismo, se tiene que a(U) es abierto en S2. Dado

que
p(p(U)) = U Ua(l),

este conjunto es abierto en S?, por lo que p es una aplicacion abierta.

Ahora se probara que p es una aplicacion recubridora. Dado un punto y de RP?
elijase * € p~!(y). Entonces escdjase un e-entorno U de = en S? para algun ¢ < 1,
utilizando la distancia euclidea d de R?. Se tiene que U no contiene ningun par {z, a(z)}
de puntos antipodas de S? dado que d(z, a(z)) = 2.

En consecuencia, la aplicacion

p:U— pU)

es biyectiva. Como es continua y abierta, es un homeomorfismo. Analogamente

p:aU) — pla(U)) = p(U)

es un homeomorfismo. Por tanto, el conjunto p~!(p(U)) es la unién de los dos conjuntos
abiertos y disjuntos U y «(U), cada uno de los cuales se aplica homeomorfamente me-
diante p sobre p(U). Entonces p(U) es un entorno de p(z) = y que esta regularmente

cubierto por p. Asi p : S? — RIP? es una aplicacion recubridora. O

En el siguiente corolario se da a conocer el grupo fundamental del plano proyectivo

real:

Corolario 3.4.3. 7, (RP?,y) es un grupo de orden 2.

Demostracién. La proyeccion p : S? — RIP? es una aplicacion recubridora. Como S?
es simplemente conexa, entonces por el Teorema 3.3.3, existe una correspondencia
biyectiva entre 7, (RP?, ) y el conjunto p~!(y). Dado que el conjunto p~—!(y) tiene dos
elementos, entonces 7, (RP?, ) es un grupo de orden 2, Y cualquier grupo de orden 2
es, desde luego isomorfo a Z/2Z (es decir, los enteros mod 2). Asi m;(RP2,y) es un

grupo de orden 2. O
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Del grupo fundamental del toro (Corolario 3.4.1) y el grupo fundamental del plano
proyectivo real (Corolario 3.4.3), se obtiene el siguiente corolario, el cual establece que

el toro y el plano proyectivo real son topolégicamente distintos.

Corolario 3.4.4. E/toro T? = S xS! y el plano proyectivo real RIP? no son homeomorfos.

Demostracion. Por los Corolarios 3.4.1 y 3.4.3 se sabe que el grupo fundamental del
toro T? = S x S! es isomorfo al grupo Z x Z y que el grupo fundamental del plano
proyectivo es un grupo de orden 2, asi sus grupos fundamentales no son isomorfos y por

tanto el toro T? = S* x S! y el plano proyectivo RIP? no son homeomorfos. O
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3.5. EIl Teorema de Seifert-Van Kampen

En esta seccion se aborda el problema de determinar el grupo fundamental de un
espacio X que puede escribirse como la uniéon de dos subconjuntos abiertos U y V,
donde la interseccidén es conexa por caminos. Al inicio de este Capitulo, se probd que
si xg € U NV, las imagenes de los grupos (U, xg) y m1(V, x) en w1 (X, xg), bajo los
homomorfismos inducidos por la inclusién, generan el grupo (X, x¢). El teorema que
se discutird y se analizara en este apartado es que (X, z¢) esta, de hecho, completa-
mente determinado por estos dos subgrupos, el grupo m; (U NV, xq) y los homomorfismo
entre estos subgrupos inducidos por la inclusién. Este es un resultado bastante basico
para el calculo de grupos fundamentales. Permitira calcular los grupos fundamentales

de numerosos espacios, incluyendo las superficies compactas.

Teorema 3.5.1. Sea X un espacio topolégico talque X = U UV, donde U,V yUNV
son subconjuntos abiertos, conexos por caminos yU NV # () en X. Seaxzo € UNV.

Sea H un grupo arbitrario y sean

¢1Z7T1(U,.CE0)—)H Yy ¢217T1(‘/,$0)—>H

homomorfismos. Sean iy, 19, j1, jo oS homomorfismos indicados en el siguiente dia-

grama, cada uno de ellos inducido por la inclusion.

US| <U7 xO)

N

Wl(Uﬂ‘/,‘IQ)ﬁﬂl(X,l’o)z)—)H

m1(V, o)
Si ¢1 011 = ¢9 0 iy, entonces existe un unico homomorfismo ¢ : m (X, xo) — H tal

que o ji = @1 Y $ 0 jo = @a.
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Demostracion. Primeramente se probara la unicidad.

El Teorema 3.2.3 afirma que 7 (X, x() esté generado por las imagenes de j; y jo.
Como las imagenes de j; y j» generan m (X, zy), es decir, si g; € m (U, zo) entonces
J1(g1) € mi(X, m9) y go € mi(V, o) entonces ja(ga) € (X, wo).

Ademas, como ¢; € 71 (U, zg) entonces ¢1(g1) € H. Por lo tanto, al aplicar ¢ sobre el
generador j;(¢1), es decir ¢(j1(¢g1)) € H, debe ser igual a ¢1(g;). De igual forma, como
g2 € m(V,xg), entonces ¢2(g2) € H, asi que al aplicarle ¢ a este elemento, es decir,
®(j2(92)) € H, debe coincidir con ¢,(g2), por lo tanto ¢ esta determinado completamente
por o1y ¢o.

Se introduce la siguiente notacién: Dado un camino f en X, se escribe [f] para denotar
su clase de homotopia de caminos en X. Si f esta en U, entonces [f]y denotara su cla-
se de homotopia de caminos en U. De manera que las representaciones [f]y ¥ [flunv

seran las clases de homotopia de caminos de V' 'y U N V respectivamente.

Paso 1. Se define una aplicacién p que asigna a cada lazo f basado en x,, conteni-

doen U oen V, un elemento de H. Se define

p(f) = ([flu) sifestaenU
p(f) = oo([f]lv) sifestaenV

Si f e UnNV,entonces ¢1([flu) = ¢1(i1([flunv)) ¥ d2([f]v) = d2(ia([flunv)), por

lo tanto p esta bien definida y estos dos elementos de H, por hipétesis son iguales. La

siguiente aplicacién p satisface las siguientes condiciones:

) Si[flu = [glu, osi[flv = [g]v, entonces p(f) = p(g).

i) Si fygestanen U o siambas estan en V, entonces p(f * g) = p(f) - p(g)-
Ahora se demuestran estas afirmaciones:

) Supongase que [f] = [g]u-

Como [f]y = [g]uv al aplicar ¢; en ambos lados de la igualdad se obtiene:

o1([flv) = ¢1([glv)
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De manera similar para [f]y = [g]v.

Supongase que fy g estanen U.

p(f *g) = o1([f * glv)

Como [f * g] = [f] = [g], entonces ¢1([f * glu) = ¢1([f]v * [9]u)- Por hipbtesis ¢; es

un homomorfismo de manera que ¢1([f]v * [g]v) = ¢1([flv) * é1([9]v) por lo tanto:

p(f *g) = o1([flv) * 1([glv)
p(f *g)=p(f)-p(g)

Similarmente para f y g estanen V.
p(f*g) = oi([f * glv)

Como [f x g] = [f] = [g], entonces ¢1([f * g]v) = ¢1([f]v * [g]v). Por hipdtesis ¢, es

un homomorfismo de manera que ¢ ([f]v * [g]v) = é1([f]v) * ¢1([g]v) por lo tanto:

p(f *g) = o ([flv) * o1([g]v)
p(f*g) = p(f)-plg)

Paso 2. Ahora se extiende p a un aplicacién o que signa a cada camino f definido en

U oenV,unelemento de H, tal que la aplicacion o satisface las siguientes condiciones:

a)

b)

Si [flv = [glv 0 si [flv = [g]v, entonces o(f) = o(9g).

Si f y g estan en U o si ambas estan en V, entonces p(f * g) = o(f) - o(g), siempre

que f * g esté bien definido.

Se comienza eligiendo, para x en X, un camino «, desde x, hasta x como sigue:

Si x = xg, sea «, el camino constante en zg.

SixreUNV,seaa,elcaminoenUNYV.

YsizestaenU oenV peronoenUNV, sea a, elcaminoen U o en V respectivamente.

Entonces para cualquier camino f en U o en V de x a y, se define unlazo L(f) en U o

en V, respectivamente, basado en x por la ecuacion
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L(f) = ou* (f x )

Figura 3.7: Se define un lazo L(f) = o, * (f * cy)

Se define o(f) = p(L(f)). Ahora, se probara que o es una extensién de p.

Si f esunlazo en zyque estaen U o en V, entonces

L(f) = Eg ¥ (f * exo)'

ya que «,, es el camino constante en z, entonces L(f) es homotépica por caminos a f
enUoenV.

De manera que, si f estad en U,[L(f)|v = [f]u, p(L(f)) = p(f) por condicién 1) y como
o(f) = p(L(f)), entonces o (f) = p(f).

Si festaen V,[L(f)]lv = [flv, p(L(f)) = p(f) por condicién 1)y como o(f) = p(L(f)),
entonces o(f) = p(f).

Ahora se probara las condiciones 1) y 1)

a) Sean fy g caminos homotopicosen U oen V.
como [y g caminos homotépicos en U o en V, entonces los lazos L(f) y L(g) son
también homotdpicos por caminos en U o en V, de manera que la condicién 1) para

p se aplica.

b) Sean fy g caminos homotépicos en U o en V/, tales que f(1) = ¢(0).

Se tiene

L(f) % L(g) = (w * (f * @) * (o * (g * @2))



3.5. EL TEOREMA DE SEIFERT-VAN KAMPEN 167

para puntos x, y, z. por el Teorema 3.1.1 la operacién * es asociativa.

L(f) * L(g) = (ap * (f * ay) * ay x (g % )

(g ) * (ay * ay) * (g% ;)

(apx f)x (g% a,))

ok % gx )

(
(
((aq = f) * €qy % (g % @2))
(
(

= L(f*g)

por lo tanto el lazo L(f) * L(g) es homotdpico por caminosen U oen V a L(f * g),

se tiene que

p(L(f * g)) = p(L(f) * L(g))
p(f *g) = p(L(f) * L(g))

y como p(f xg) = p(L(f) * L(g)), se probé en el Paso 1, entonces
p(L(f * g)) = p(L([)) * p(L(g))

por las condiciones 1) — 1) para p. Pero o(f) = p(L(f)), de manera que
p(L(f*g)) = o(f*g)yp(L(f)-p(L(g)) = o(f) - o(g)

por tanto o(f * g) = o(f) - o(g).

Paso 3. Ahora se extiende la aplicacién o a una aplicacién 7 que lleva un camino

arbitrario f a un elemento de H. Esta aplicacion satisface las condiciones siguientes:

a) Si[flv = [g]u, osi[f]v = [g]v, entonces 7(f) = 7(g).

b) 7(fxg) =7(f)-7(g9), sl f* g esta bien definido.
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Dado f, se selecciona una particién so < --- < s, de [0, 1] tal que f aplica cada uno de
los sub-intervalos [s;_1,s;] en U o V, es decir, f : [s;_1,8;] — U 6 f : [s;i_1,8:] — V.
Se denotara por f; la aplicacion lineal positiva del intervalo [0, 1] en el intervalo [s;_1, s;]
compuesta con f, es decir que, sip : [0,1] — [s;_1, s;] es la aplicacion lineal positiva,

entonces f; = fop. De manera que f; esuncaminoen U oen V,y por el Teorema 3.1.2

1= LAl ]

Si 7 debe ser una extension de o que satisfaga las condiciones @) y b) de manera que
debe verificar que:

7(f) = o(f1) - o(fa)...o(fn)

Se probara esta afirmacion, se sabe que [f] = [fi|*---*[fu] ¥ [f]*- - -*[fu] = [fix...*x fu],
entonces [f] = [f1 %+~ fu] y por a) se tiene que 7(f) = 7(f1 * ... % f,), por la condicién

b), setiene 7(f) = 7(fu* - x fu) =7(f1) - 7(fa)-

Y como 7 es una extensién de o, entonces 7(f;) = o(f;) por lo tanto se tiene:

7(f1)..7(fn) = o(f1)...o(fn) (3.3)
7(f) = o(f1) - o(fe)..o(fn) (3.4)

De manera que se utiliza esta ecuacion como definicién de 7.

Se probara que esta definicién no depende de la eleccidn del subintervalo. Para ello es
conveniente con probar que el valor de 7(f) no cambia si se aflade un Unico punto p a
la particion. Sea i el indice tal que s;_1 < p < s;.

Se definen f, f!" caminos en el espacio topolégico X iguales a las aplicaciones lineales
positivas de [0, 1] en [s;,_1,p] ¥ [p, si], respectivamente, compuestas con f, es decir, si p’
y p” so aplicaciones lineales positivas tales que p' : [0,1] — [s;—1,p] y p” : [0,1] —
[p, s:], entonces f/ = fop'y fI' = fop”, recuerde que f aplica a cada uno de los
subintervalos [s;_1,s;] en U o en V, es decir, f : [s;_1,s;] — UoV. Por lo tanto f/, f/

son caminos que estan contenidos en U o0 en V. Como

7(f) = o(f1) - o(fo) - o(ficr) - o(fi) - o(fixr) - o (fn)

Al calcular 7(f) se utiliza la nueva particién, el tnico cambio en la formula (3,4) es que
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el factor o( f;) desaparece y es reemplazado por el producto o(f/)-o(f!"), asi se obtiene:

T(f) =0o(fi)-a(f2)---o(ficr) - o(fi) - o(f]) - o(fira) - - o (fn)

Pero f; es homotépica por caminos a f/ f;"en U oen V, porlotanto o(f;) = o(f!)-o(f!)
y por las condiciones a) y b), de manera que 7 esta bien definida.
Si festaen U oenV , se puede utilizar la particién sy < --- < s, de [0, 1] para definir

7(f), entonces 7(f) = o(f) por definicion y por lo tanto T es una extensién de o.

Paso 4. Se probara la condicién a) para la aplicacién 7. En primer lugar, se verificara
esta condicién en un caso especial. Sean f, g caminos en X desde x y hasta y, y sea F
una homotopia de caminos entre ellos.

Suponga la hipétesis adicional que existe una particién sy < --- < s, de [0, 1] tal que F
aplica cada rectangulo R; = [s;_1, ;] x I dentrode U ode V, es decir, p : [s;_1, 8| x [ —
Ubp:lsi1,8)x I —V.

Se prueba en este caso que 7(f) = 7(g).

Dado 4, se considera la aplicacion lineal positiva de [0, 1] en [s;_1, s;] compuesta con f
0 con g y se denomina a estos dos caminos f; y g;, es decir f; = fopy g, =gop. La
restriccion de F' a cada rectangulo R; nos proporciona una homotopia entre f; y g; que
toma valores en U o en V, pero por tener diferentes punto inicial z y final y, no es un
homotopia de caminos.

Considere los caminos trazados por los extremos durante la homotopia. Se define j;
como el camino 3;(t) = p(s;.:), de manera que (; es un camino en X desde f(s;) hasta
g(s;). Como [y(t) = p(se,t) es un camino en X desde f(sy) hasta g(sg) significa que
B lleva todo I al punto a z, por lo tanto 3, es un caminos constante, de la misma forma
Bn(t) = p(sn,t) es un camino en X desde f(s,) hasta g(s,) significa que 3,(t) lleva
todo I al punto y, asi que 3, es un camino constante.

Ahora se probara que para cada ¢,

fi*x Bi ~p Bic1 % gi

con la homotopia de caminos en U o en V. En el rectangulo R;, se considero el camino



3.5. EL TEOREMA DE SEIFERT-VAN KAMPEN 170

Figura 3.8: Homotopia de caminos en R;.

que recorre los lados inferior y derecho de R; desde s; 1 x 0 hasta s; x 0y hasta s; 1 x 1;
si se compone este camino con la aplicacion F' se obtiene f; x 3;.De la misma manera ,
si se considera el camino que recorre los lados izquierdo y superior de R; al componerlo
con F' se obtiene el camino 5;_; * g;. Como el rectangulo R; = [s;_1,s;] x I, ademas
sp < - < s, estaen [0,1] y [0,1] es ordenado, entonces por definicion de convexo R;
es convexo. Como R; es convexo, existe un homotopia de caminos en R; entre estos
dos caminos, si se compone con F' se obtiene una homotopia de caminos ente f; x 5; y
Bi—1 * g; que tiene lugar en U o en V/, como se queria probar.

Como f; * B; ~, Bi—1 * g;, entonces

[fz * Bz] = [51'—1 * gi]

Al aplicar la condicién a) para o se tiene que:

U(fi * 51) = U(ﬁifl * gi)

por la condicién b) para o se tiene

o(fi)-o(Bi) =o(Bi-1)-0(gi)

Operando o(3;)~! por la derecha

o(fi)-o(B)-o(B) " =0o(Bica) - o(g:) - o(B)~" (3.5)
o(fi)-e=0(Biz1)-o(g) o(B)~" (3.6)
o(fi) =c(Biz1) - o(gi) - U(ﬁi)_l (3.7)

Como fy ¥ 3, son caminos constantes en = y y respectivamente, entonces
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Bo * Bo = Lo ¥ Pn * Pn = B
Al aplicar la condicion a) para o se tiene
(8o * Bo) = o(Bo) y o(Ba * Ba) = 0(B)
Por condicion b)
(Bo) - 0(Bo) = a(Bo) y o(Ba) - 0(Bn) = o(Bn)

Donde solo sera posible si o(5y) =1y o(8,) = 1.

Ahora se calcula 7 de la siguiente manera:

7(f) = a(f1) - o(fa) - o(fn)

Sustituyendo la ecuacion (3.7) en esta ecuacion: o(f) = o(fy) - 0(g1) - o (1)~ - o(B1) -

o(g2) - 0(B2) ..o (Bua) - 0(gn) - 0(B) !

Por condicién b) , o(8;) "' - o(B;) = o(B; ! * B;) entonces

7(f) = 0(Bo) - algr) - o(Br "+ B1) - 0(g2) - 0(B2) "0 (Bur) - 0(gn) - 0 (B) ™
Como ;! * 31 = 3. donde §3, es la identidad, por lo tanto
T(f) = 0(60) ’ U(gl) ' O-(/BE) ’ 0(92) : U(ﬁe) e U(Be) : U(gn) : O-(Bn)_l
7(f) = o(Bo) - a(g1) - o(g2) -+~ o(gn) - o (Ba) ™"
Como o (3y) = o(B,) = 1, del hecho que o(3,) = 1 se tiene que o(53,)~' = 1 por tanto
o(Bo) - o(g1) - 0(g2) -~ 0(gn) - U(@n)_l =0(g1) - o(g2) -~ 0(gn)
7(f) =0(g1) - o(g2) -+ - o(gn)

y como o(g1) - o(g2) - --o(gn) = 7(g) entonces

Con lo que se ha probado la condicién @) en un caso especial. Ahora se probara la
condicién a) en el caso general.

Dados f, g y una homotopia de caminos F' entre ellos, se considera una subdivision
S0, .-, Sn ¥ to, ..., tmy de [0, 1] tales que F' aplica a cada rectangulo [s;_1, s;] x [tj_1,%;] en

UoenV.Sea f; el camino f;(s) = F(s,t;) por lo que
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fols) = F(s,t0) = F(s5,0) = f(5) Y fm(s) = F(s,tm) = F(s,1) = g(s)

entonces fo=fY f. =g.
El par de caminos f;_; y f; satisfacen las condiciones del caso especial, es decir : Si

[fi—1] = [f;] entonces 7(f;—1) = 7(f;) para todo j.

Por el caso especial, se tiene

T(f) =o(f)-o(f)---o(fn) y7(f) = o(g1) - 0(g2) - - - o(gn)

De manera que o(f1) = o(g1) , o(f2) = o(go) y asi hasta o(f,,) = o(gn)-
Pero o(f1) - o(f2) - -+ o(fn) = 7(g) como se probd también en el caso especial.

Por lo tanto

T(f)=0o(f1) - o(fo) - o(fu) =0(g1) - o(g2) - - - o(gn) = T(9)

Como f = f, entonces :
7(f) = 7(fo)

Retomando la afirmacion, si [f;_1] = [f;] entonces 7(f;_1) = 7(f;) para todo j, haciendo

j = 1 setiene 7(fy) = 7(f1), por lo que

T(f) =7(fo) = 7(f1)

Anélogamente para j = 1, 7(f,) = 7(f2)

T(f) =7(fo) = 7(f1) = 7(f2)

Y repitiendo este proceso hasta j = m se obtiene:

(f)=7(fo) =7(fi) = 7(f2) = ... = 7(fim)

Pero como f,, = g, entonces

T(f) =7(fo) =7(f1) =7(f2) = ... = 7(fm) = 7(9)

De manera que 7(f) = 7(g), como se deseaba.
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Paso 5. Ahora se probara la condicion b) para la aplicacién 7.

Dado un camino f * g en X, se escoge una subdivisién so < --- < s, de [0,1] que
contenga al punto % como un punto de la subdivision tal que fx*g aplica cada subintervalo
enU oen V. Sea k el indice tal que s, = %

Parai = 1,..., k, la aplicacién lineal positiva de [0, 1] en [s;_1, s;] compuesta con f x g
coincide con la aplicacién lineal positiva de [0, 1] en [2s;_1,2s;] compuesta con f; se
denota esta aplicacion por f;. De la misma forma, paracada: = k+1, ..., n, la aplicacion
lineal positiva de [0, 1] en [s;_1, s;], compuesta también con fx*g coincide con la aplicacion
lineal positiva de [0, 1] en [2s;_; — 1,2s; — 1] compuesta con g; se denota esta aplicacion

por g;_r. Utilizando la subdivision sy, ..., s,, para el dominio del camino f * g se obtiene:

frg=foxfus-xfuxgokgrx- - *gnoi
T(fxg) =7(fox fix-- % fr* gox gis - gny)
=7(fo) - 7(f1) -+ 7(fk) - 7(90) - 7(91) - - - T(9n—)
= (7(fo) - 7(f1) -+ - 7(fx)) - (7(90) - 7(91) - - - T(9n—))
=7(f)-7(9)
T(fxg)=0(f1)---o(fr)-o(91) - 0(gn-t)

Usando la subdivision 2sy, ..., 2s, para el camino f se tiene

7(f) = a(f1) - o(fa) - o(fe)

Y utilizando la subdivision 2s;, — 1, ...,2s,, — 1 para el camino g se obtiene
7(9) =0(g91) - o(g2) -~ 7 (gn-r)
Como 7(f *g) =0o(f1)-o(f2)...o(fx) -o(q)-0o(g2)...0(gn_r), €ntonces

T(fx9) = a(fi) - o(fa).o(fr) - o(91) - 9(g2) .0 (gn+)

Asociando se tiene

7(f*g) = (o(f1) - o(f2)...o(fr)) - (o(g1) - 0(g2)-..0(gn—+))
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pero 7(f) = o(f1) - o(fe).-.o(fx) y 7(g9) = 0(g1) - 0(g2).-.0(gn—+) pOr tanto

7(f)-7(9) = (0(f1) - o(f2)-.o(fi)) - (0(g1) - 0(92)---0(gn-1))

De lo que se concluye que 7(f x g) = 7(f) - 7(g), o que prueba la condicién b).
Paso 6. El teorema se obtiene ahora aplicando los pasos desarrollados anteriormente.

Para cada lazo f en X basado en x, se define

por las siguientes condiciones a) y b) se prueba que ® es un homomorfismo bien defini-
do.
Se probara que ¢ o j; = ¢;.

Si f esunlazo en U, entonces

(@0 j1)([flv) = @(hlf]v)

Como 7(f) = p(/f)

Ademas, p(f) = ¢1([f]v) por lo tanto

(I)(jl[f]U) = ¢1([f]U)

De la misma manera, ® o j, = ¢».

Si f esunlazo en V, entonces

o ja([flv) = @(ilflv)

Por lo tanto, ®(js[f]v) = éa([f]v) -
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Teorema 3.5.2. Version clasica del teorema de Seifert-van Kampen Supongamos las

hipotesis del teorema precedente. Sea
j : 7T1(U, .1'0) * 7T1(V, $0) — 7Tl(X, .I'o)

el homomorfismo del producto libre que extiende los homomorfismos j; y j» inducidos
por la inclusion. Entonces j es sobreyectivo y su nucleo es el menor subgrupo normal
N del producto libre que contiene todos los elementos representados por palabras de la

forma
ir(g)~",i2(g)

parag € m(UNV, xp).

En otras palabras, el nucleo de j esta generado por todos los elementos del producto

libre de la forma i,(g)ti»(g) y sus conjugados.

Demostracion. Como 7(X, x) esté generado por las imagenes de j; y j» entonces j es
sobreyectiva.

Se probara que N C Ker(j). Como Ker(j) es normal, entonces es suficiente probar
que i1(g) ti2(g) pertenece al Ker(j) paratodo g € m(UNV,x0).Sii: UNV — X es

la aplicacion inclusién, entonces

(joir)(g) = (jroi1)(g) =1i.(g) = (J2 042)(g) = (j 0 d2)(9).

Entonces #,(g) 'i»(g) pertenece al nicleo de j.
Se deduce entonces que j induce un epimorfismo

T <v7 xO)

k:m (U, xg) * N

— m (X, xg).

Se probara que N = Ker(j) demostrando que k es inyectivo. Para ello sera suficiente
con probar que k posee una inversa por la izquierda.

Sea H el grupo (U, xp) * W Se define ¢; : m(U,z9) — H igual a la inclusién
de (U, xo) es el producto libre compuesta con la proyeccién del producto libre en su

cociente con N. Sea ¢, : m(V,xz9) — H la aplicacién definida de modo anélogo. Se
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considera el diagrama.

Ut (U7 .',UO)

AN

m(U NV, z0) 2 m (X, m0) == H
T (V, zo)

Es facil ver que ¢; 0 i3 = ¢9 0. Si g € m(U NV, xg), entonces ¢(i1(g)) es la clase
i1(g)N en H,y ¢(is(g)) es la clase iy(g)N. Como i;(g) tis(g) € N, las clases son
iguales.

Se deduce del Teorema 3.5.1 que existe un homomorfismo ¢ : 7 (X, z¢) — H tal que
doj; =@y Pojy, = ¢s. Se probara que ¢ es un inverso por la izquierda de k. Sera
suficiente demostrar que ® o k actia como el elemento neutro sobre cualquier generador
de H, esto es, sobre cualquier clase de la forma g/N, donde g € w(U, x¢) y 7(V, x). Pero
sig € m(U,x), se tiene

k(gN) = 3j(g) = ji(9)
de modo que

D(k(gN)) = @(j1(9)) = ¢1(g9) = gN

como se deseaba. Un razonamiento similar se aplica si g € m(V, o). O
Algunas aplicaciones del Teorema de Seifert-Van Kampen son las siguientes:

Corolario 3.5.1. Suponga las hipotesis del Teorema de Seifert-Van Kampen. Si 'V es

simplemente conexo, existe un isomorfismo
k:m(U,x9) /N — m (X, x0)

donde N es el menor subgrupo normal de (U, z,) que contiene la imagen i,(m (U N

V,z0)) del homomorfismo

il : Wl(UﬂV,ﬂf()) — 7T1(U,.CEO).
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Es decir que, el nlcleo de k es igual a (i1(m (U NV, xp))). Con este corolario se
determina por completo la estructura de 7 (X, x) ya que
™1 (U, xg) ‘
(11(m (U NV, 20)))
Teorema 3.5.3. Supongamos la hipotesis del Teorema de Seifert-Van Kampen. SiU NV

Wl(Xa .T()) =

es simplemente conexo, entonces (X ) es el producto libre de w1 (U) y w1 (V') respecto

a los homomorfismos j; : m (U) — m(X), 72 : m (V) — m(X).

Se calculara ahora el grupo fundamental de la figura del ocho, usando el Teorema

3.5.3.

Proposicion 3.5.1. Sea X un espacio topoldgico tal que X = AUB, ANB =1y, Ay

B son homeomorfos a S* entonces 71 (X, zy) es el grupo libre de dos generadores.

Demostracion. Si Ay B fuesen abiertos se podria utilizar directamente el Teorema 3.5.3
pero no lo son. Sin embargo se hara una modificacién ligera para obtener conjuntos

abiertos. Seaa € A —xqy b € B — x( entonces, se define

U=X—-{a} y V=X-{b}

O XX O

(a) El espacio U ) Espacio homeo- (c) La retrac-
morfo a U cion de U al
circulo.

Entonces ambos U,V son abiertos y son homeomorfos a una circunferencias con
dos antenas y ademas

ANB =X —{a,b}
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es contraible. Por otra parte A, B son retractos de deformacién de U y V' respectivamen-

te, por lo que

7T1(A7$0) :WI(UafEO)
7T1(B7£U0) = 7T1(V, 930)

Ahora se puede utilizar el Teorema 3.5.1 sobre conjuntos abiertos U, B para obtener

que 71 (X, zo) es el producto libre de (U, zo) y 7(V, z), asi que
m(X,z0) =Z * Z
O

Sea E? el disco unitario cerrado en R?, sean a, b puntos distintos en el interior de F?,
seaY = E? — {a, b}, entonces se puede encontrar X C Y tal que X sea la unién de
dos circulos y cada circulo rodea a cada punto a,b y X es un retracto de deformacion
de Y asique m(X) = 7(Y) es el grupo de dos generadores. Se puede aplicar el mismo
razonamiento si se considera el disco abierto menos dos puntos, o todo el plano menos
dos puntos, etc. o en lugar de quitar un punto, podemos quitar un disco pequefio y el

resultado es el mismo.
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3.6. Calculos.

Los célculos de esta seccion nos permiten determinar los grupos fundamentales de
todas las superficies. Se obtendra los grupos fundamentales de superficies compactas
Con respecto a los grupos fundamentales de superficies no compactas, se dara una

pequefa observacién al final de este texto.

3.6.1. Grupos Fundamentales de Superficies compactas.

Mediante unos ejemplos se mostrara como se puede aplicar el Teorema de Seifert-
Van Kampen (Teorema 3.5.1) para determinar la estructura del grupo fundamental de
una superficies compacta. Con esta forma se podra obtener el grupo fundamental de

cualquier superficie compacta.

Proposicién 3.6.1. ( Grupo fundamental del toro T?). Se sabe del Corolario 3.4.1 que
7 (T?) = m(S') x m(S'), ademas es el producto de dos grupos ciclicos infinitos, es
decir, un grupo abeliano libre de dos generadores. Sin embargo, a partir del Corolario

3.5.1, se obtendra el mismo resultado.

Demostracion. Se representé al toro T? como el espacio obtenido al identificar los lados
opuestos de un cuadrado tal como se mostr6 en el Resultado 2.2.1. Las aristas a y b se
convierten bajo la identificacion en circunferencias que se cortan en el punto zy, como

se ve en la Figura 3.9.

Figura 3.9: Representacion del toro.
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Sea y el centro del cuadrado, U = T*\{y} y V la imagen del interior del cuadrado
por la identificacién; como T? es Hausdorff, U es un subconjunto abierto, V' también
es abierto, pues V' es el complemento de la union de las circunferencias a y b bajo la
identificacién que es compacta y por lo tanto cerrada. También U,V y U NV son arco-
conexos, pues son imagenes de aplicaciones sobreyectivas de un espacio topoldgico
conexo por caminos; también V' es simplemente conexo, pues es homeomorfo a un
disco abierto. Asi, se puede aplicar el Corolario 3.5.1.

Seax; € UNV. Sise aplica el Corolario 3.5.1 se demuestra que

771(U7IE1)
N

es un isomorfismo, y su nlcleo es el menor subgrupo normal de 71 (U, 1) que contiene

k- —>7T1(T2a371)

la imagen ¢(7m1 (U NV, x1)) del homomorfismo

Q : 7T1(U N ‘/,.771> — 7Tl<U,LI?1).

Xo Cl\ X0 Xo (,1\ Xo b
U 4 7
b4 Oy Vb b 4 b
Xo ‘a Xo Xo \a Xo a
(a) (b) (c)

(d)

Figura 3.10: La union de los circulos a y b es un retracto de deformacién de U

Puesto que el borde de un cuadrado es un retracto por deformacion del cuadrado

menos un punto(como se muestra en la Figura 3.10 (a) y (b)), resulta que la unién de



3.6. CALCULOS. 181

los circulos a y b es un retracto por deformacién de U. Por lo tanto, m (U, xo) es un
grupo libre de dos generadores. Para ser méas precisos (U, z() es un grupo libre de
dos generadores («) y (3), donde «, 3 estan representados por los circulos (son clases
de lazos determinados por) a y b respectivamente(vease Figura 3.10 (¢) y (d)).

Sid: I — U esuncaminode zy ax; en Uy sea § = [d] entonces 7, (U, z;) €s un

grupo libre de dos generadores

o =0 tPxaxd=0"ad

B =61%xBx6=06"156

ya que por el Teorema 3.2.1, la aplicacion Uy : (U, zg) — w1 (U, x1) €s un isomorfismo
tal que Uglp] = [d™" * pxd] = [d7"] = [p] * [d] .
Por otro lado, una circunferencia es un retracto por deformacién de U N V(Figura

3.11).

unv

O}’

Figura 3.11: Una circunferencia es un retracto por deformacion de U N V.

Por lo tanto, m (U NV, ) = Z, el grupo ciclico infinito generado por la clase de
equivalencia v de un lazo ¢ que da una vuelta alrededor del punto y. A partir de la Figura

3.12, resulta que:
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Xo > Xo
C
at cy a
X1
d 3
Xo 'b Xo

Figura 3.12: Determinacién del grupo fundamental de un toro.

90('7) — 0/6,0/_15,_1

Como ~y generaa m (UNV,zy), Si[p] € m (U NV, x;) entonces [p] = 7", para algin
n € 7, asi
p(lp]) = (") = p(7)" = (@B’ p7)"

En general; o(m (U NV, z1)) = (¢/'B'a/" 1571,

Por lo tanto, 7 (T? z,) es isomorfo al grupo libre de generadores o' y /3 médulo el
subgrupo normal generado por el elemento o/3'a/~*3'~1. Cambiando al punto base z,
(Corolario 3.2.1) se tiene que 7, (T?, z,) es isomorfo al grupo libre de generadores a y 3
médulo el subgrupo normal generado por aBa~ 1571,

Esto significa que exactamente se tiene una representacion para el grupo:

~ U7 ~ 7B ~ 1 He
1 (T?, x) = Wfl((@r(i;(;) = <aﬁ<§—1ﬁ>—1> >~ (o, B afa”tft =1).

Por una parte, los generadores ' y 3 de (T2, zo) conmutan, por lo que (77, zo) es
un grupo conmutativo, asi es isomorfo a un grupo abeliano libre de generadores a y 33,
que ya se conoce. Por tanto: m,(T?, zg) X Z x Z.

]

Proposicién 3.6.2. El grupo fundamental del plano proyectivo real, RPP?: Por el Coro-
lario 3.4.3 se sabe que el grupo fundamental del plano proyectivo real es el grupo ciclico
de orden 2. Este grupo fundamental también se puede determinar usando el Teorema

3.5.1.
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Demostracién. Ya se sabe que se representa a RIP? como el espacio de identificacion

obtenido de un 2-agono al identificar las aristas opuestas, como en la Figura 3.13.

d

Xo Xo

Figura 3.13: Representacién del plano proyectivo real.

Bajo la identificacion, la arista a representa una circunferencia. Sea y el centro del

poligono, y sean
U = RP*\{y} , V = la imagen del interior del poligono bajo la identi ficacién

Entonces se cumplen las condiciones necesarias para el Teorema de Seifert-Van Kam-
pen. La circunferencia a es un retracto por deformaciéon de U, asi (U, z() es un grupo
ciclico infinito generado por («), donde « es un camino cerrado de U que corresponde a
a. Si § denota el camino de x a =1 que corresponde a d, entonces 71 (U, 1) es un grupo

ciclico infinito generado por el elemento
o =6"tad.

El subespacio V' es contractil al punto ¢ y, por tanto, m (V,z,) = {e}. La curva c es
un retracto por deformacion fuerte de U NV, por tanto =1 (U NV, ) es el grupo ciclico
infinito generado por (), donde ~ denota un camino cerrado de U NV, que corresponde
a c, es decir, recorre a c en la direccién indicada(ver Figura 3.14).

Por el Teorema de Seifert- Van Kampen resulta que 7 (RP?, z;) es el grupo generado

por o/. En U se tiene que
p(y) =0""aad
=6 ta(60 Had
=0t xa*x6) (0 xaxd)
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Figura 3.14: Determinacioén del grupo fundamental de un plano proyectivo real.
=aa,

por lo que p[y] = (a?). De donde resulta que 7;(RP?,z,) es el cociente de un gru-
po ciclico infinito generado por o/ mddulo el subgrupo generado por o?; equivalente,
71 (RP?, x4) es el cociente de un grupo ciclico infinito generado por o moédulo el subgru-
po generado por o, es decir,

mU zo) o (@) o
ker(k) (a?)

T (R]P)Q, Io)

IR
I
B
e

[\
|
=
IR

]

Proposicion 3.6.3. Grupo fundamental de suma conexa de n toros, T*#...#T?. El
método es completamente analogo a los casos anteriores, pero el resultado final es

nuevo y mas complicado.

Demostracion. Se puede representar la suma conexa S de n toros como un 4n—agono
(Por Definicion 2.2.13) con las aristas identificadas en pares, como se muestra en la
Figura 3.15.

Bajo la identificacién, las aristas aq, b1, as, bo, - - - , ay,, b, forman circulos en S, y cual-
quiera dos de estos circulos se intersecan solo en el punto base z.

Como antes, sea U = S\{y}, el complemento del centro y, y sea V' la imagen del
interior del poligono bajo la identificacion; V' es un disco abierto en S.

La unién de los 2n circulos aq, by, as, bs, ..., a,, b, €s un retracto por deformacién de
U, por lo tanto, de manera andloga al caso del toro, el 71 (U, x) es un grupo libre de 2n

generadores aq, b1, as, B, ..., au,, B, donde «; es representado por el circulo a;, y 3; es
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Figura 3.15: Determinacion del grupo fundamental de un superficie orientable de género

n.

representado por el circulo b;. Como antes, sea d el camino de zy a 1 y 6 = [d] entonces

m1 (U, zo) es isomorfo bajo U, a w1 (U, x1) entonces es un grupo libre de generadores

/ -1

B =0""p0.

Y asi, m (U N V,z1) es un grupo ciclico infinito con generador ~ representado por el

circulo ¢, y

()
(7)
p(7) = (d (arbiar by -+ apbpay byt )d)
() = {d~ a1 (dd )by (dd™ M a; (dd= )by (dd ™) - - - an(dd™ )b, (dd™)a,  (dd~ )b, ) d)
()

donde [o, 3/] denota el conmutador o/ Bl 3,

%
Como resultado, 7 (.S, zo) es el cociente del grupo libre de generadores «y, S, ..., an, By

n
maédulo el subgrupo normal generado por el elemento [][«;, 5;] es decir, tiene la siguien-
=1
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te representacion

7T1(S, LEQ) = 7@7—B2> <CY1,61, "'70571)671 : H[aﬂﬁl] = 1>

(ITles, Bi]) i=1

i=1

1%

Enelcason > 1, no existe ninguna descripcién intrinseca sencilla de este grupo. Sin em-
bargo, se ve facilmente que, si se abelianiza 7, (S, z), se obtiene un grupo abeliano libre
de 2n generadores como consecuencia de que la unica relacion existente esta contenida
en el subgrupo conmutador del grupo libre de generadores a4, 31, ..., ay,, B,. Resulta de
esto que sim ¢ n, la suma conexa de n toros y la suma conexa de m toros tienen grupos
fundamentales no isomorfos. Este resultado es més fuerte que el probado en el Capitulo
2, donde se demostré que estos espacios no eran homeomorfos (bajo el supuesto que

la caracteristica de Euler era una invariante topoldgica). O

Proposicion 3.6.4. Grupo fundamental de la suma conexa de n planos proyectivos,
RP24.. #RP? :.

Demostracién. La suma conexa RP2# .. #RP? de m planos proyectivos reales puede
obtenerse al identificar a pares los lados de un poligono de 2n aristas, tal como se dijo

en la Definicion 2.2.14(ver Figura 3.16).

Figura 3.16: Determinacién del grupo fundamental de un superficie no orientable de gé-

nerom
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Siguiendo exactamente igual que en el caso anterior, se obtiene que el grupo funda-
mental 7 (RP?#...#RP? x,) admite una presentacion formada por el conjunto de gene-
radores

aq, Qg ..., Oy

donde «; esta representado por el circulo a;, y una relacion
a%ag a2 =1
De nuevo,para n > 1, este grupo no admite una descripcion intrinseca sencilla. O
Debido a estos resultados se obtiene lo siguiente:

Corolario 3.6.1. Grupo fundamental de una Superficie compacta. El grupo funda-

mental de una superficie compacta conexa X es isomorfo a:
a) m(X) = (0|0) (el grupo trivial), si X = S?
b) m(X) = (e, Br, - s, B enfrag Byt nfuay Bt = 1), 81X = TP #T°

c) m(X) X (o, - ,a, : at---a2 =1),si X = RP*#--- #RP?.

Demostracién. Para el literal a), esto se deriva del Teorema 3.4.2. Para los casos res-
tantes se utilizan las proposiciones 3.6.3, 3.6.4 y las presentaciones poligonales del Teo-
rema 2.2.7, se observa que para cada superficie distinta de la esfera, la presentacién

estandar identifica todos los veértices a un punto. O

Nota: Ahora se esta finalmente en posicidén para llenar el bloque en nuestra clasifica-
cion de superficies compactas demostrando que las diversas superficies en la lista dada
anteriormente son realmente topolégicamente distintas. Se realiza demostrando que sus
propios grupos fundamentales no son isomorfos. Incluso esto no es completamente sen-
cillo, porque implica resolver el problema de isomorfismo para ciertos grupos finitamente
presentados. Pero en este caso se puede reducir el problema a un problema mucho mas
simple que involucre los grupos abelianos.

Es relativamente facil calcular la abenializaciones de los grupos fundamentales de su-

perficies compactas.
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Proposicion 3.6.5. Los grupos fundamentales de superficies compactas tienen las si-

guientes abelianizaciones:

{m(X)}* = {e}, si X = 5*
{m (X))} =27, si X = T #T°
{m (X))} 2 72" X /27, si X = RP*# - .. #RP?

Demostracion. El caso de la esfera es inmediato del Teorema 3.4.2.
Sea G = m(X).
Si X ~ T?#---#T?, entonces

G= <a1a61a"' 7anaﬂn : alﬁlal_lﬁl_l"'anﬁna';lﬁn_l = 1>
= <a1a61a"' 7ana6n : [051;61]"‘[04”/8”] :1>
7,

I

Como G es abeliano, en G = G/[G, G], los conmutadores son triviales entonces no

hay relaciones entre las imagenes de aq, 31, - - , ap, Ba.
. b [ - Q v o) [ 2
--Ga :<O‘1aﬁ17"'7an7ﬁn>:zn-

Sea G = m(X)
Si X ~ RP24 - . . #RP2.

~ 2 2
G= (o, ,a,:a)-a, =1)
G no es abeliano, pero en G = G/[G, G| las imagenes de a1, - - - , a,, conmutan entre
si. Los elementos de G son palabras en ay, ..., a, tal que af"' a5 - - - o), es decir,
G = {palabrasen ay,--- ,ap : " ag?---an™}

donde no conmutan las palabras y se quedan en el orden que se han escrito.

Mientras que los elementos del abelianizado son monomios, es decir,

G = {monomios a;™, @™ - @, : ataz---a =1}



3.6. CALCULOS. 189

Pero como a3 ---a? = 1, se puede reordenar como (o - - - a,)*> = 1 sustituyendo

f = a;---a, entonces 3> = 1. Ahora si se toma un monomio en G, de la forma
@™, "1 @™ sustituyendo o, = fa tan Tt ag

Al reordenar se obtiene un monomio en as,...,&,_1 y /3, estos generan a todos
los elementos del abelianizado. Finalmente, la Unica relacion entre &y, ..., 0,1 y (3 €s
(% = 1, por lo tanto los generadores ax, ..., &,_1 quedan libres sin ninguna relacién, asi
(A1, .y ) 2 Z 1y (B2 32 = 1) =2 Z/27. Una representacion del grupo abelianizado
es:
LGP ay A, B =1) 22 x )27,

]

Ahora se puede recalcar nuevamente la invariante combinatoria que se discutio al

final del Capitulo 2.

Corolario 3.6.2. La orientabilidad de una superficie compacta es un invariante topoldogi-

co.

Demostracion. Combinando los resultados de la Proposicion 2.2.4 y la Definicion 2.2.18,
se puede concluir que ninguna superficie que tiene una presentacion orientada es ho-

meomorfa a una que no. O

Corolario 3.6.3. La caracteristica de Euler de una superficie compacta es un invariante

topoldgico.

Demostracion. Supongamos que W; y W, son presentaciones de superficies poligona-
les tales que |WW;| = |W,| . Cada una de estas presentaciones se puede transformar
en una de las estandar por transformaciones elementales, y puesto que las superficies
representadas por diversas presentaciones estandar no son homeomoérfas, ambas pre-
sentaciones deben reducir al mismo estandar. Puesto que la caracteristica de Euler de
una presentacion es sin cambios por transformaciones elementales, las dos presenta-

ciones deben haber tenido la misma caracteristica de Euler para comenzar.
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Corolario 3.6.4. E/ abelianizado del grupo fundamental de una superficie orientable de
géneron es 7Z>".

El abelianizado del grupo fundamental de una superficie no orientable de género m es
7Y X L.

El siguiente Corolario puede considerarse como el resultado que relaciona superfi-

cies y grupos fundamentales.

Corolario 3.6.5. Sean S, y S, dos superficies. S, y So son homeomorfas si y solo si sus

grupos fundamentales abelianizados son isomorfos.

Demostracion. Resulta inmediato del Teorema de Clasificacién de superficies compac-

tas 2.2.7 y superficies con borde y del Corolario 3.6.4. O

En general se obtiene el siguiente resultado llamado la Conjetura de Poncaré uno de

los siete problemas del Milenio.

Corolario 3.6.6. Una superficie es simplemente conexa si y solo si es homeomorfa a la

esfera S2.

El Corolario 3.6.4 se podria usar como método para decidir si un espacio es una

superficie topoldgica o no.

Corolario 3.6.7. Sea X un espacio y vy € X. Si{m (X, o)} no es isomorfo ni a Z*"

niaZ™ ' x 727, entonces X no es una superficie.

En cuanto al grupo fundamental de una superficie no compacta, William Massey en

su libro “A Basic Course in Algebraic Topology ” [5, pag. 114], establece que:

Observacion 3.6.1. El grupo fundamental de una superficie no compacta(2-contable)
es un grupo libre con un conjunto finito o numerable de generadores. Toda superficie no

compacta simplemente conexa es homeomorfa al plano R?.



Apéndice A

SUPERFICIES TOPOLOGICAS CON
BORDE.

En esta seccion se estudian: las superficies topolégicas con borde, la orientabilidad
de superficies topoldgicas con borde, clasificacion de superficies conexas, compactas
con borde y la caracteristica de Euler, dichos resultados son muy similares a los de
superficies topolégicas.

El concepto de superficie topoldgica con borde es una ligera generalizacion del con-

cepto de superficie topoldgica, y se establece como sigue:

Definicion A.0.1. Una superficie topoldgica con borde es un espacio Haurdorff, 2-

contable S tal que si x € S entonces:
1. x tiene un entorno que es homeomorfo a un disco abierto B2, o

2. x tiene un entorno que es homeomorfo al espacio

B? ={x = (z1,22) € R*: |z| < lymy > 0}

Siz € Sy x tiene un entorno que es homeomorfo a B2, entonces x es llamado un punto
interior de S y el conjunto de todos los puntos interiores de S es llamado el interior de
S.

Six € Sy z tiene un entorno que es homeomorfo a B2, entonces x es llamado un punto

191
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frontera de S y el conjunto de todos los puntos fronteras de S es llamado la frontera de
S.

Si S es una superficie con borde, se denota el borde de S como 05S.

Ejemplo A.0.1. El cuadrado D = {(z,y) e R} -1 <z <1, -1 <y < 1}y elcilindro
C =S' x [0, 1], son superficies con borde.

La frontera del cuadrado es 0D = {(z,y) € R¥|lz = +£1 A -1 <y < 1} U{(x,y) €
R* —1<z <1 A y= =1}y elinterior del cuadrado es int(D) = {(z,y) € R?| -1 <
r<1lAN-1<y<l1}

La frontera del cilindro es 9C = S*x {0, 1}, y el interior del cilindro es int(C) = S'x (0, 1).

Ejemplo A.0.2. La banda de Md&bius M, tal como se define normalmente, es una super-

ficie topoldgica con borde.

Otros ejemplos de superficies topoldgicas con borde pueden obtenerse recortando
una coleccion de pequenos discos abiertos de una superficie topoldgica.

El conjunto de puntos frontera de una superficie topolégica con borde es una 1-
variedad, es decir, una curva. El interior es una superficie topolégica no compacta.
El lector observara que los términos “interior” y “frontera” se han empleado en los parra-
fos precedentes en un sentido distinto del que usualmente tienen en la topologia conjun-

tista. Sin embargo, el empleo de estos términos raramente lleva a confusion.

Definicion A.0.2. Una componente del borde de una superficie S es una sucesion

anidada P, D P, D ... de regiones conexas no acotadas en S tal que:
(a) La fronterade P, en S es compacta Vn;

(b) Para cualquier subconjunto acotado A € S, P, N A = () para n suficientemente

grande.

p* denota las clases de equivalencias de las componentes del borde conteniendo p =

PDOPRPD---.
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A una variedad 2-dimensional con borde (no vacio) conexa se le llamara una super-
ficie con borde. La palabra “superficie” sola continuara significando una superficie sin

borde.

Clasificacién de superficies con borde conexas y compactas.

Se ha enfatizado mucho al hecho de que, si en una superficie compacta se seleccio-
na un namero finito de discos cerrados disjuntos y se quita sus interiores, se obtiene una
superficie con borde. El nimero de componentes del borde es igual al nimero de discos
escogidos. Reciprocamente, suponga que S es una superficie con borde compacta, cu-
yo borde tenga £ componentes, k£ > 1. Cada componente del borde es una 1-variedad
conexa compacta, es decir, una circunferencia. Si se toma k discos cerrados y se pega el
borde del i-ésimo disco a la i-ésima componente del borde de S, se obtiene claramente
una superficie compacta S*. El tipo topolégico de la superficie resultante S* depende
obviamente sélo del tipo topolégico de S. Lo que no es tan obvio es que se verifique una
especie de reciproco: El tipo topolégico de la superficie con borde .S, depende sélo del
numero de componentes de su borde y del tipo topolégico de la superficie S* obtenida
al pegar un disco sobre cada componente del borde.

Se puede enunciar esto mismo de otra manera: si se parte de una superficie compacta
y se construye una superficie con borde quitando los interiores de k discos cerrados,
que sean dos a dos disjuntos, entonces la situaciéon de los discos que hemos quitado
es indiferente. La superficie con borde resultante sera topolégicamente la misma, inde-
pendientemente de la posicién de los discos elegidos. Se establece formalmente este

resultado de la siguiente manera:

Teorema A.0.1. Sean S, y S superficies con borde compactas; suponga que sus bordes
tienen el mismo numero de componentes. Entonces S y Sa son homeomorfas si y sélo
si las superficies ST y S; (obtenidas pegando un disco a cada componente del borde)

son homeomorfas.

Demostracion. Se indicara una linea de razonamineto en la demostraciéon de la parte

“si” de este teorema. Depende fuertemente del teorema de clasificacién de superficies
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compactas. Como en la demostracién del Teorema de Clasificacién de Superficies com-
pactas 2.2.7, se procede demostrando que S; y S son homeomorfas a un poligono
con ciertos pares de aristas identificados, su llamada forma normal. En primer lugar, se

explicaran las formas normales en detalle.

(a) Forma normal para una esfera con k agujeros. Una esfera esta representada por Un
poligono de dos lados cuyas aristas estan identificadas de acuerdo con el simbolo
_1 pe . ’ .
aa”". Hagase k agujeros en tal poligono como se muestra en la Figura A.1 a) para
el caso en que k£ = 4. Entonces, a partir de un vértice del borde, haganse cortes

c1,Ca, . . ., Cr hasta las correspondientes componentes By, B, . .., Bx del bordes.

(@) (b)

Figura A.1: Una esfera con cuatro agujeros.

Abra cada corte hasta obtener el poligono que se muestra en la Figura A.1 (b). En

general, se obtiene un poligono cuyas aristas estan identificadas segun el simbolo

aailclBlcflchgcgl e CkBkCEI-

(b) Forma normal de la suma conexa de n toros con k agujeros. Los diagramas de la
Figura A.2 (a) y (b) muestran la manera de proceder enelcason =2y k = 4. Es
totalmente analogo al caso de una esfera con agujeros. El resultado es un poligono

de 4n + 3k lados identificados segun el simbolo:

arbia; byt anbyanth e Biert . e Byt
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Figura A.2: Superficie orientable de género dos con cuatro agujeros.

(c) Forma normal de la suma conexa de n planos proyectivos reales con k agujeros. Se
deja al lector que vea que en este caso se obtiene un poligono con 2n + 3k lados

identificados segun el simbolo
aay . . .ananclBlcfl - ckBkc,gl.

Observe que en las construcciones anteriores, se ha tenido cuidado en hacer los
cortes en linea recta, mientras que esta claro que se podria haber hecho los cortes
c, ..., C arbitrariamente, siempre que fueran disjuntos salvo en un extremo.

Se considera ahora triangulaciones de superficies con borde compactas. La defini-
cion es exactamente la misma que la dada en la seccion para el caso de superficies
compactas. Existe, sin embargo, una diferencia entre los dos casos que hay que
hacer notar: En el caso de una triangulacién de una superficie, toda arista lo es de
exactamente dos triangulos. Sin embargo, si una superficie con borde es triangula-
ble, algunas aristas lo seran de un solo triangulo. Estas aristas estaran contenidas en
el borde. Hay un teorema, que se supondra cierto sin demostrarlo, que dice que toda
superficie con borde compacta es triangulable (para la demostracién, véase Ahlfors
y Sario [1], capitulo I, Seccion 8).

Sea S una superficie con borde compacta, con una triangulacién dada. Se puede
suponer que la triangulacién satisface las siguientes condiciones: Si una arista tie-

ne los dos vértices en el borde, entonces toda la arista esta contenida en el borde
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y ningun triangulo tieme mas de una arista contenida en el borde. En efecto, si no

Figura A.3: Subdivisién baricéntrica de un triangulo.

fuera cierta esta condicién, se podria conseguir subdividiendo cada arista en dos
aristas y cada triangulo en seis triAngulos, como se muestra en la Figura A.3. A este
proceso se llama subdivision baricéntrica. Volviendo a subdividir baricentricamente
si es necesario, se puede suponer que la triangulacién verifica incluso la siguiente
condicion: Sean T; y T; triangulos, que tengan cada uno una arista contenida en el
borde. Entonces, T; y T; son disjuntos, o bien tienen un vértice en comun, que es un
vértice del borde.

Sea By, ..., Bg las componentes de la frontera. Si 7" es un triangulo que tiene parte
comun con una de las componentes B;, entonces T’ tiene exactamente dos aristas
que tienen un vértice en B;, pero estan contenidas en B;. Similarmente, si e es una
arista que tiene un vértice en B;, sin estar contenida en B;, entonces ¢ es arista
de dos triangulos, que cortan ambos a B;. Se sigue, pues, que las aristas y tridn-
gulos que que tienen parte comun con B; pero no estan contenidos en B; pueden

ordenarse en uno o mas ciclos de aristas y triangulos alternativamente,
Tl: €1, TQ, €o, ... 7Tn7 €n, Tn+1 = Tl

tal que cada e; es arista de 73 y 15, y cada 7} tiene a e;_; y e; como aristas. Un
sencillo razonamiento muestra que, para cada cada componente del borde B; sélo
puede haber uno de tales ciclos. De las condiciones impuestas a la triangulacién de
S, resulta claro que la union de los tridngulos T4, T5, - - - ,'T,, que tienen parte comun
con B; es homeomorfa a una regién poligonal en el plano con un agujero; la Figura
A.4 ilustra como tal regién podria verse cuando n = 17. Se tendra una regién poligo-

nal P; de estas para cada componente B; del borde, 1 <1 < k.
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AVAvig
R

Figura A.4: Tridangulos cerca de la componente frontera B;.

Sea Ti,...,T; los triangulos restantes de la triangulaciéon de S dada, no contenida
en ninguno de los poligonos P;, 1 < ¢ < k. Con estos £ poligonos y [ triangulos,
se realiza el proceso descrito en el primer paso de la demostracién del Teorema de
Clasificacion de Superficies. Un solo poligono en el plano, que tiene k agujeros en
su interior, y tal que los bordes exteriores de este poligono se identifiquen por pares
(véase, por ejemplo, la Figura A.2 (a)).

Ahora se puede aplicar los seis pasos restantes de la prueba del teorema de clasi-
ficacion de superficies a este poligono con agujeros. Existe una condicién, sin em-
bargo.Cada uno de los pasos requiere ciertos procesos de cortar y pegar juntos de
nuevo. Se supone que estos cortes se hacen para evitar todos los agujeros. Esta
claro que esto siempre se puede hacer. También esta claro que el nUmero de aguje-
ros permanece sin cambios durante todos estos pasos.

Como resultado se obtiene uno de los tres tipos de poligonos mostrados en la Figura
A.5. Por conveniencia, se ha tomado k£ = 4 en cada dibujo. El diagrama (a) corres-
ponde a una esfera con agujeros en ella, el (b) corresponde a una suma conexa de
planos proyectivos reales con agujeros, y (c) corresponde a una suma conexa de to-
ros con agujeros. En cada caso, todos los vértices alrededor del borde del poligono

deben identificarse a un solo vértice.
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(a) (b) ()

Figura A.5: Tipos posibles de superficies con borde con k£ = 4.

Para completar la prueba, se debe ahora hacer cortes ¢y, cs, . . ., ¢ desde el vértice
inicial en la frontera del poligono hasta la frontera de cada uno de los agujeros, y abrir
cada uno de los cortes para obtener un poligono en La forma normal deseada. Por
supuesto, se debe estar seguro de que cualquier dos cortes son parejas disjuntas
excepto para el vértice inicial. Si k& es muy grande (por ejemplo, k& = 10'°) y los
agujeros estan arreglados de alguna manera peculiar, puede no ser inmediatamente
obvio cdmo proceder. Se puede superar esta dificultad mediante un procedimiento
inductivo, como sigue: Hacer un corte desde el vértice inicial hasta el agujero mas
cercano. Abrir el corte asi hecho para obtener un nuevo poligono con tres lados mas
y un agujero menos. De nuevo, haga un corte desde el vértice inicial hasta el agujero
mas cercano en este nuevo poligono, y abra el corte para obtener un poligono con
tres lados mas y un agujero menos. Repita el proceso k veces hasta que se haya
hecho el numero necesario de cortes. Esta claro que se obtine un poligono en una

de las tres posibles formas normales, y asi la demostracién del teorema es completa.
]

De esto se deduce el siguiente resultado para la clasificacién de superficies con

borde:

Proposicion A.0.1. Sea S una superficie compacta y conexa con k componentes de

borde. Entonces S es homeomorfa a:
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k
a) bien a 5%\ ) D?,
k
b) bien aT?# - - - #T?\ ) D?,
k
c) bien aRP?*4# - - - #RP?\ u D2,
donde D; son discos abiertos disjuntos.

Demostracion. Sélo hay que darse cuenta de que si S tiene borde, cada componente de
borde es una variedad 1—dimensional compacta sin borde, es decir, homeomorfa a S*.
Pegando discos D? a esos bordes da una variedad compacta, conexa, sin borde, y por
lo tanto debe estar en la lista del Teorema 2.2.7. Volviendo a quitar los discos, se obtiene

el resultado. O

La caracteristica de Euler y Orientabilidad de una superficie con bor-

de.

La caracteristica de Euler de una superficie triangulable con borde se define exacta-
mente igual que en el caso de una superficie sin borde. Se puede dar el mismo tipo de
argumento que en la subseccion 2.2.6 para demostrar que la carateristica de Euler es
independiente de la triangulacion. Los conceptos de orientabilidad y no orientabilidad se
aplican a las superficies con borde exactamente como en el caso de las superficies. Por
ejemplo, una banda de Md&bius es una superficie con borde no orientable, mientras que

el cilindro {(x,y, 2) € R3: 2>+y? = 1,0 < z < 1} es una superficie con borde orientable.

La orientabilidad de una superficie con borde depende esencialmente de la orienta-
bilidad de su interior considerado como una superficie no compacta. Hagase notar que
cada componente del borde de una superficie es una curva que puede ser orientable o
no. De hecho, puede darse los dos casos. Sin embargo, puede demostrarse que toda
componente del borde de una superficie orientable debe ser orientable. Por otra parte,
una superficie no orientable puede tener componentes del borde orientables y compo-

nentes no orientables.
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Mediante la caracteristica de Euler, se puede dar ahora un conjunto completo de inva-

riantes para la clasificacién de las superficies con borde compactas:

Teorema A.0.2. Dos superficies con borde compactas son homeomorfas si y sélo si
tienen el mismo numero de componentes del borde, son ambas orientables o no orien-

tables, y tienen la misma caracteristica de Euler.

Demostracion. Sea S una superficie conexa, compacta, con o sin borde. Suponga que
S tiene definida una triangulacién y que se forma una nueva superficie con borde S’
quitando el interior de un triangulo, que se halle enteramente contenido en el interior de

S. Entonces el borde de S’ tiene una componente mas que el borde de S, y

X(5) = x(5) -1

es decir, la caracteristica de Euler se reduce en una.
Resulta, pues, que si se parte de una superfice triangulable S* (sin borde), y se quita los

interiores de k triangulos dos a dos disjuntos, se obtiene una superficie con borde, y
X(5) = x(87) — k.

Segun el teorema de clasificacion de superficies compactas, Se obtiene de esta manera
todas las superficie con borde S con £ componentes borde . Se ve, pues, que la caracte-
ristica de Euler de S esta completamente determinada por la de S* y viceversa. Ademas
es inmediato que S y S* son ambas orientables o ambas no orientables. El teorema
se deduce, entonces, del Teorema de Clasificacion de Superficies compactas 2.2.7 y el

Teorema A.0.1. O

Definicion A.0.3. El género de una superficie compacta con borde S se define como el
género de la superficie compacta S*, obtenida adhiriendo un disco a cada componente

del borde de S.
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Ejemplos de Grupos Fundamentales de Superficies con

borde.

En el ejemplo A.0.1 se dio que la banda de Mébius es una superficie no compacta

con borde, el grupo fundamental de esta superficie es:

Proposicion A.0.2. El grupo fundamental 71 (M): Es el grupo libre con un generador,
es decir, m1 (M) = Z, ya que
v = [0 % a*d]

donde ¢ es el camino correspondiente a d y o es el camino correspondiente a a, como

se ve en la Figura A.6.

Xo Xo

S )
(a) (b)

Figura A.6: Determinacién del grupo fundamental de la banda de M&bius.

Otro ejemplo de superficie con borde es el cilindro, anteriormente se demostrdé que

el grupo fundamental del cilindro, (S x R) es isomorfo a Z.



ABREVIATURAS

~clA Homotopia relativa a A entre fy g, page 136
G=G los grupos Gy G’ son isomorfos, page 14

lq] Denota la clase de equivalencia de ¢, page 8

# Denota la suma conexa de superficies, page 47

Q

Denota homeomorfismo, page 4

f Denota el camino inverso de f, page 96

&P Denota la suma directa, page 17

K2 Representa a la superficie topoldgica, botella de Klein, page 46

T2 Representa a la superficie topoldgica, toro, page 44

m1 (X, zo) Grupo fundamental del espacio topolégico X basado en z,, page 120
RP? Representa a la superficie topoldgica, plano proyectivo real, page 44
~ En este texto denotara una relacién de equivalencia, page 8

12

Homotopia entre dos aplicaciones continuas de un espacio topologico,

page 95

2

Homotopia de caminos., page 97

Dx homomorfismo inducido por ¢, page 128



[*g

1,12

SQ

D2

Int(P)

Producto de los caminos f y g, page 104

intervalo [0, 1], cuadrado unitario [0, 1]%., page 38

Denota una superficie topoldgica., page 40

Representa a la superficie topoldgica, 2-esfera., page 44
Denota una triangulacién, page 49

Operacién de producto libre, page 23

Denota la caracteristica de Euler de S, page 90

Espacio cociente de un disco., page 44

Conjunto generado por el elemento a, page 14

Representa a la superficie topoldgica, banda de Mdébius, page 46
Denota al conjunto frontera, page 37

Define un disco en R., page 44

Es el conjunto de los puntos interiores del poligono P, page 37
Aplicacion que relaciona grupos fundamentales, page 121

el espacio cociente o espacio de identificacion de X por la relacién de

equivalencia, page 8

Espacio cociente de un cuadrado unitario, page 44
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