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INTRODUCCION

La Teoria de Nudos es un subcampo de un area de las matematicas conocida como
Topologia. La Topologia es el estudio de las propiedades de los objetos geométricos que
son preservadas bajo deformaciones. Del mismo modo que se piensa en los nudos como
hechos de goma deformable.

En el primer capitulo se explican las reglas para hacer los nudos, se expone la definicion
formal de nudo con un rigor matematico, asi como también se describen los movimientos
Reidemeister los cuales son los movimientos permitidos, que es posible hacer en los nudos
y que no alteran su naturaleza, luego se introducen los denominados enlaces que son una
parte importante en la Teoria de Nudos ya que son una version extendida de nudos, donde
cada componente del enlace es en efecto un nudo. En las inmediaciones del capitulo se
tratan las proyecciones de nudos y se explican como se componen tales proyecciones en el
plano para ser estudiadas, para finalizar se da una pequefia resefia de lo que es la
equivalencia de nudos, por ultimo se trata la relacion entre grafos y nudos, todas sus
propiedades y se explica el proceso de pasar de un grafo a un nudo y viceversa.

En el segundo capitulo se dan a conocer los diferentes tipos de nudos, abordando como
primer tipo los nudos poligonales, en caso de que se pueda representar como una union
finita de segmentos se tiene el tipo de nudo ddcil. Continuando con la clasificacion se tiene
el nudo alternante el cual posee una proyeccion donde los cruces se alternan entre una y
otra hebra como viajando alrededor del nudo en una direccion fija. Ademas se tiene el nudo
casi alternante pero antes de exponer este, se estudia lo que es un poco de la notacién de
Conway, para luego abordar el nudo casi alternante que es un tema reciente en la Teoria
de Nudos, luego se echa un vistazo a lo que son las trenzas. Seguidamente se mencionan
los nudos primos en los cuales se tuvo que abordar el subtema de composicion de nudos, la
suma conexa, para luego comprender los nudos primos que son los que no son posibles
descomponerlos y para finalizar se dan a conocer los nudos toros un tipo muy interesante

de nudo, los cuales viven en la dona como lo diria un Top6logo.

El tercer capitulo inicia con el estudio del Grupo de Trenza, tal como se estudid en el
capitulo anterior, pero esta vez investigando las propiedades y bajo qué operacion hace que
sea un grupo, posteriormente se analiza el orden del grupo y se culmina con la importancia

de los generadores.



las propiedades de caminos en un espacio topoldgico cualquiera, dichos caminos no son
mas que curvas parameétricas, por ejemplo una particula moviéndose en el espacio durante
un cierto intervalo de tiempo describe un camino. Serd conveniente asumir que existe un
tiempo inicial t = 0, un tiempo final de detencion y que el periodo de tiempo de dos
caminos puede diferir. Un camino a en un espacio topologico X es entonces un mapeo
continuo, el nimero || a || es el tiempo de paraday se asume que || a || = 0. Los puntos
a(0) y a(]la]]) en X son el punto inicial y el punto terminal respectivamente, del camino

a.

Concentrandose en el tema principal de este trabajo de graduacion. Una de las entidades
mas importantes de la topologia algebraica es el grupo fundamental de un espacio
topoldgico, en este caso los nudos como espacios topoldgicos.

Se discutiran los espacios basicos y mapeos continuos de la Teoria de Nudos: en el espacio
R3 y los homeomorfismos de R3 sobre si mismo que llevan un nudo en otro del mismo
tipo. Otro espacio de gran importancia es el espacio complementario de un nudo K con
respecto a R3, es decir, el espacio R®> — K de un nudo K, que consiste en todos aquellos
puntos de R3 que no pertenecen a K. Toda la Teoria de Nudos siguiente es un estudio de
las propiedades de los grupos fundamentales de los espacios complementarios de nudos, se

hace el desarrollo del grupo fundamental para un espacio topoldgico arbitrario X .

Hay un método mostrado por Winterger para encontrar el grupo fundamental de un nudo,
es un méetodo comprensible y que facilita la obtencion de las relaciones entre los elementos

del grupo, conociendo sus generadores asi como también la presentacion del mismo nudo.

Por ultimo se definen propiedades de homomorfismos entre espacios topoldgicos y de
isomorfismos entre grupos fundamentales de nudos. Es muy importante conocer el grupo
fundamental de un nudo en un espacio X, para poder determinar el grupo fundamental del

nudo de imagenes mediante un homeomorfismo entre X y un subespacio Y de X.



ANTECEDENTES

El descubrimiento de nudos probablemente fue anterior al del fuego o al de la rueda,
cuerdas, cables etc. Incluso ciertos gorilas salvajes son capaces de hacer nudos completos,
por lo que el principio de hacer nudos muy probablemente precedio la evolucién de la
humanidad. EI testimonio indirecto para un uso de cuerdas y los nudos gque son objetos
perforados, cuentas o colgantes que datan desde hace unos 300,000 afios; también sirvieron

como simbolos en algunas civilizaciones como las de Dinamarca y México.

El uso de los nudos desde la antigiedad ha sido muy importante como lo muestra la
Cronica de Per( escrita por Pedro Cieza de Leo6n (Sevilla 1553), que describe con
asombro como los Incas utilizaban quipus, que eran largas cuerdas con nudos que usaban

para llevar sus cuentas y calcular en sus transacciones comerciales.

Pero no fue sino hasta a finales del siglo XVIII que hace su aparicion la Teoria de nudos

con los estudios de A.T. Vandermonde, Crowell y Fox, Gauss y F. Klein.

El primer documento matematico que menciona los nudos fué escrito por el francés
Alexandre-Théophile Vandermonde (1735-1796), llamado “Remarques sur les problemes

de situation”, sefialando explicitamente las caracteristicas topologicas de los nudos.

Por su parte Gauss (1777-1855) es el primer cientifico que utilizo un concepto directamente
relacionado con lo que hoy se entiende por enlace matematico, al considerar espiras
enlazadas y utilizar su nimero de enlace en la férmula que describe el campo magnético

inducido.

En la parte final del siglo XIX se inici6 un estudio sistematico de la Teoria de Nudos
cuando los matematicos y fisicos se dedicaron a tabular nudos. Lord Kelvin (1867) propuso
la idea de que los atomos eran nudos, formados por pequefios vortices o corrientes cerradas
de éter. El creia que si clasificaba todos los nudos posibles podria explicar como los atomos
absorben y emiten luz. Ahora se sabe que esta idea es incorrecta. El fisico Peter Tait pasé
muchos afos realizando una lista de nudos con la creencia de que estaba creando una tabla
de elementos. Cuando el éter no fue detectado en el experimento de Michelson y Morley, la
teoria de los &tomos modelados mediante nudos fue desechada y la Teoria de Nudos perdio

parte de su interés para los fisicos.


http://es.wikipedia.org/wiki/Lord_Kelvin
http://es.wikipedia.org/wiki/%C3%89ter_%28f%C3%ADsica%29
http://es.wikipedia.org/w/index.php?title=Peter_Tait&action=edit&redlink=1
http://es.wikipedia.org/wiki/%C3%89ter_%28f%C3%ADsica%29
http://es.wikipedia.org/wiki/Experimento_de_Michelson_y_Morley

Los trabajos sobre nudos tuvieron su auge en las décadas de 1950, 1960 y 1970. En la
década de 1980 se encontrd que el ADN estd, algunas veces, anudado, por lo que la teoria
se pudo relacionar con la biologia molecular. Esta investigacion considera importante

explicar mateméaticamente qué es un nudo.

Pero los desarrollos més importantes de esta teoria se han producido en la segunda parte del
siglo XX, gracias a las contribuciones de J.H. Conway, V.F.R. Jones, L.H. Kauffman y
muchos otros. Hoy en dia, la Teoria de Nudos tiene aplicaciones en teoria de cuerdas, en la

gravedad cuéntica, en el estudio de replicacion y recombinacion del ADN.

Los grupos de nudos se convirtieron muy pronto en una herramienta importante en la
Teoria de Nudos. EI método de presentacion de los grupos de generadores y relaciones que
definen ha sido desarrollado por W. Dyck [1882], siguiendo una sugerencia de A. Cayley
[1878].

Este grupo proporciona un método para clasificar los nudos de acuerdo a las propiedades de
grupo. Wilhelm Wirtinger (1865-1945) colaboré con Kurt Reidemeister en la teoria de

nudos, mostrando en 1905 como calcular el grupo del nudo.


http://es.wikipedia.org/wiki/John_Conway
http://es.wikipedia.org/wiki/Teor%C3%ADa_de_cuerdas
http://es.wikipedia.org/wiki/Gravedad_cu%C3%A1ntica

JUSTIFICACION

La palabra nudo designa a un objeto cotidiano que el hombre ha utilizado desde los tiempos
mas antiguos, su utilidad practica no necesita explicacion; es bien conocido por marineros
ya que estos incluso han ideado distintas clases de nudos a los que han denominado con

nombre propio.

Si bien es cierto, muchos estudiantes nunca pensarian en algo tan abstracto cuando
escuchan hablar de nudos reales, ya que el concepto de nudo es algo cotidiano, sin embargo

hablando en un contexto matematico es un poco complicado.

Pero detras de este objeto cotidiano , nadie se podria imaginar que existe una extensa teoria
matematica, la cual es del &rea de la Topologia, es por ello que el presente trabajo de
graduacion, trata de hacer un estudio de la Teoria de Nudos, que es una rama muy joven de
la Topologia, en la cual se pretende estudiar la clasificacion de nudos, invariantes y llegar
al grupo fundamental del nudo ya que es muy util para determinar si dos nudos son
equivalentes o no, ademas se estudiaran los movimientos Reidemeister, que son parte muy
importante para poder clasificar los nudos y asi contribuir con el quehacer matematico en
algo que es un tema novedoso que servirad para posteriores investigaciones en la Teoria de
Nudos.

Este tema ademas es de mucho interés para los matematicos de hoy en dia, ya que alrededor
del mundo es objeto de investigacion, muestra de ello es que la IMU (Union Internacional
de Matematica), tom6 como logo un nudo en tres dimensiones y en sus eventos se le ha
dado mucha importancia a la investigacion de la Teoria de Nudos, destacando el ICM-2006
(Congreso Internacional de Matematica) que se llevo a cabo en Madrid Espafia, donde se

abordaron temas en esta area.

Es por ello que el propdsito de la investigacion es motivar a los estudiantes de matematica,
para que se interesen por el estudio de la topologia, mediante un estudio de la Teoria de
Nudos. Ademas en este tema muchas de las definiciones y resultados son intuitivos, en

ocasiones hasta entretenidas.



OBJETIVOS

Objetivo General

e Dar a conocer la teoria basica de la Teoria de Nudos y proporcionar las

herramientas necesarias para abordar el grupo fundamental del nudo.

Objetivos Especificos

e Mostrar los preliminares fundamentales para la introduccién a la Teoria de Nudos
e Dar a conocer la clasificacion de los diferentes tipos de nudos

e Presentar algunos invariantes en la Teoria de Nudos

e Describir la importancia de los movimientos Reidemeister

e Explicar la estructura de El Grupo Fundamental del Nudo.



CAPITULO I

1.1 Haciendo Nudos.

En multiples ocasiones en la vida cotidiana se tiene la oportunidad de hacer algin nudo,
por lo menos el mas sencillo de ellos. En la figura 1.0 se muestran ejemplos de los nudos
mas conocidos.

Experimentando un poco con un par de cordones uno se puede convencer facilmente de
que los nudos de la figura 1.0 son diferentes, ya que no se puede pasar de uno al otro sin
pasar alguno de los extremos por alguna de las asas, es decir, desanudando primero y luego
volviendo a anudar. Pero el hecho de que sin éxito intentar un gran numero de veces el
transformar un nudo en el otro no es una prueba matematica de que no puede hacerse.
Para poder dar una demostracién matematica, se necesita hacer un modelo matematico de la
situacion fisica. Se deben definir objetos matematicos que aproximen lo mas cerca posible a
los objetos fisicos bajo consideracion. EI modelo puede ser bueno o malo dependiendo de si

la correspondencia entre objetos matematicos y la realidad es buena o mala.

/(a) Nudo trébol (b) Nudo ocho

Figura 1.0: Ejemplos de nudos
Como todo nudo puede ser transformado en otro cualquiera desanudando y volviendo a
anudar, se debe prohibir esta operacion, ya sea en la definicion de cuando dos nudos son
iguales o desde la definicibn misma de nudo. Se optara por el segundo enfoque. Para ello,
existen dos formas de hacerlo, la primera es prolongar los extremos hasta el infinito y la

otra es juntarlos como se vera a continuacion.

Tome un trozo de cuerda. Haga un nudo en la misma. Ahora pegue los dos extremos de la

cuerda juntos para formar un bucle anudado. El resultado es una cuerda que no tiene sueltos



al final y que esta verdaderamente anudada. A menos que se utilicen tijeras, no hay manera

de que se pueda desenredar esta cuerda. (Ver figura 1.1)

M(T\@ &

Figura 1.1: Formacién de un nudo con un trozo de cuerda

De este modo, los nudos quedarian como en la figura 1.2

& (O

(a) Nudo trébol (b) Nudo ocho
Figura 1.2: Nudos cerrados

Definicién 1.0: Un nudo es s6lo un bucle anudado de una cuerda, excepto que se piensa en
la cuerda como que no tiene espesor, su seccion transversal es solo un punto. El nudo es

entonces una curva cerrada en el espacio que no se intersecta a si misma en cualquier lugar.

No se va a distinguir entre la curva original cerrada anudada y las deformaciones de la
misma a través del espacio que no permiten que la curva pase a través de si misma. Todas
estas curvas deformadas se consideraran que son el mismo nudo. Se piensa en el nudo

como si estuviera hecho de caucho facilmente deformable.

Figura 1.3: La deformacion de un nudo no lo cambia

Para formular el modelo matematico se debe dar una definicién matematica de lo que es un

nudo y definir matematicamente cuando dos nudos son iguales. En tal definicion se



considerara a un nudo como un subconjunto del espacio tridimensional. La definicidn

formal es la siguiente:

Definicién 1.1 El subconjunto K < R3 es un nudo si existe un homeomorfismo del
circulo unitario S* en R3 cuya imagen es K. Donde S!es el conjunto de puntos (x,y)
en el plano R? que satisfacen la ecuacion x? + y? = 1.

De ahora en adelante, se pensara en esta definicidn para referirnos a un nudo. EI nudo més
sencillo es la circunferencia estandar S vista en R3, es decir, el conjunto de puntos
{(x,y,00 c R3|x2+ y?=1}en R?> c R3. Este nudo es llamado nudo trivial y
corresponde a no anudar la cuerda y simplemente juntar sus extremos.

El nudo més simple de todos es sélo el circulo sin nudo, se le llamara el unknot o el nudo
trivial. EI proximo nudo simple se denomina nudo trébol. (Ver figura 1.4 (b)). Pero,
¢como  saber que estos son en realidad nudos diferentes?, ;Como se sabe si se esta
intentando desenredar el nudo trébol en el nudo trivial sin usar tijeras y pegamento, si se

tuviera el tiempo suficiente?

QL

a b
Figura 1.4: (a) Nudo trivial (b) El nudo trébol

Hay muchas imagenes diferentes del mismo nudo. En la figura 1.5, se pueden ver tres
imagenes diferentes de un nuevo nudo, llamado nudo ocho. Se le llamara a una imagen de

un nudo tal como una proyeccion del nudo.

O @ @

Figura 1.5: Tres proyecciones del nudo en forma de ocho

Los lugares en los que el nudo se cruza en la imagen se denominan cruces de la

proyeccion. Se afirma que el nudo ocho es un nudo de cuatro cruces porque hay una



proyeccion del mismo con cuatro cruces y no existen proyecciones con menos de cuatro

cruces.

Si un nudo es no trivial, entonces debe tener mas de un cruce en una proyeccion. Porque Si
solo tiene un cruce, entonces, los cuatro extremos (1, 2, 3 y 4) del Unico cruce deben estar
conectados en pares en una de las cuatro formas que se muestran en la figura 1.6. Cualquier
otra proyeccion con un cruce puede ser deformada para parecerse a uno de ellos sin
deshacer el cruce. Pero cada uno de estos es claramente un nudo trivial, ya que entonces se

puede desenredar el Unico cruce.

2 4 2(3 4 3 1 2
4 3
Figura 1.6: Proyecciones de un cruce

Gran parte de la Teoria de Nudos se ocupa de la narracion de cuales nudos son los
mismos y cuales son diferentes. Una versién simplificada de esta pregunta es
la siguiente: "Si se tiene una proyeccion de un nudo, ¢;se podrd decir si es
un nudo trivial?". Ciertamente, si se juega con un modelo de cuerda del nudo por un
tiempo y se logra desenredar por completo, es el nudo trivial. Pero ¢y si
se juega con él durante dos semanas y todavia no se ha logrado desenredar? Todavia podria
ser el nudo trivial y por lo que se sabe, cinco minutos mas de trabajo podrian ser

suficientes para desenredarlo. Asi que no se puede dejar de intentarlo.

Ejemplo 1.0 En la siguiente imagen se tiene la figura del nudo trébol en una forma no

Figura 1.7 Imagen no estandar del nudo trébol

estandar



Pero, de hecho, hay una manera de decidir si una proyeccion dada de un nudo es el
nudo trivial. En 1961, Wolfgang Haken un matematico aleman se le ocurrio un

procedimiento infalible para decidir si un nudo dado es o no el nudo trivial.

Segun su teoria, se deberia ser capaz de dar una proyeccién de un nudo a una computadora,
el equipo correria el algoritmo y nos diria si 0 no el nudo que se dio fué el nudo trivial.
Desafortunadamente, a pesar de que Haken lleg6 con su algoritmo hace mas de 30 afios, es
tan complicado que nadie nunca ha escrito un programa de computadora para ponerlo en

practica.
1.2 Movimientos Reidemeister

Supdngase que se tienen dos proyecciones del mismo nudo. Si se hiciera un nudo con una
cuerda modelando una de las dos proyecciones, entonces se deberia ser capaz de
reorganizar la cuerda para parecerse a la segunda proyeccion. Los tedricos en nudos lo
Ilaman el reordenamiento de la cuerda, es decir, el movimiento de la cuerda a través del
espacio de tres dimensiones, sin dejar que pase a través de si misma, una isotopia
ambiente. La palabra "isotopia" se refiere a la deformacion de la cuerda. La palabra
"ambiente se refiere al hecho de que la cuerda se estd deformando a través del espacio
tridimensional donde se encuentra. Tenga en cuenta que en una isotopia ambiente, no es
posible reducir una parte del nudo hasta un punto, como en la figura 1.8, con el fin de
deshacerse del nudo. Es maés facil pensar en un nudo hecho con una cuerda. Asi como no
es posible deshacerse de un nudo en una cuerda tirando de ella mas y mas fuerte, por lo

gue una isotopia ambiente no nos permitira llegar a deshacerse de un nudo de esta manera.

S - &y - &

\—/

Figura 1.8 No se perminte disminuir parte del nudo a un punto

Definicion 1.2 Una deformacion de una proyeccion del nudo se Ilama una isotopia planar
si deforma el plano de proyeccion, como si estuviera hecha de goma con la proyeccién

dibujado sobre ella (figura 1.9). La palabra "planar' se utiliza porque sélo estan
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deformando el nudo dentro del plano de proyeccion. Tener en mente que este es caucho

altamente deformable.

& - K~ X

Figura 1.9 Isotopias planares

Cuando se estudia la Teoria de Nudos surge la pregunta ¢como se transforma el diagrama
de un nudo si se transforma mediante una isotopia en otro nudo equivalente?, ¢EXisten
algunas reglas que permitan pasar directamente del primer diagrama del nudo al
segundo sin tener que fijarse en la transformacion del nudo original?. Esta pregunta
fue estudiada por K. Reidemeister un matematico aleman en los afos 20’s y describio
dichas reglas que ahora se conocen como movimientos Reidemeister. Con la ayuda
de dichos movimientos, se definieron algunos invariantes para nudos; es decir, la
naturaleza del nudo no cambia al aplicarle tales movimientos. Los movimientos
Reidemeister son tres y se conocen como movimiento de tipo | (agregar o remover un
rizo), tipo Il (agregar o remover dos cruces por arriba (por abajo) consecutivos) y tipo Il
(movimiento triangular). Reidemeister demostré que estos tres movimientos junto con
equivalencias topoldgicas planas de los diagramas son suficientes para generar la isotopia
espacial. En otras palabras, Reidemeister demostré que dos nudos en el espacio pueden ser
deformados el uno en el otro (isotopia espacial) si y sélo si sus diagramas pueden ser
transformados uno en el otro mediante isotopias planas y los tres movimientos (y sus
inversos).

Los movimientos Reidemeister permiten realizar de forma local sobre el diagrama del
nudo pasar de una posicion a otra saltindose la posicion intermedia problematica.
Posiciones no permitidas en una proyeccion, es el punto de paso de cada uno de los

movimientos Reidemeister (ver figura 1.10).

Estos movimientos en las proyecciones equivaldrian a los movimientos que se pueden
hacer con una cuerda con los extremos pegados. Dos representaciones planas se
corresponden con el mismo nudo si se puede pasar de una a otra mediante los movimientos

Reidemeister.
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Figura 1.10 Posiciones no permitidas en una proyeccion

Ademas el reciproco también es cierto: si dos nudos son equivalentes existe una
combinacién finita de movimientos Reidemeister que permiten pasar de uno a otro

(resultado demostrado por el propio Reidemeister y por Alexander y Briggs).

En realidad tener distintas proyecciones para un mismo nudo es equivalente a poder
enredar el nudo (sin cortes ni auto intersecciones) en el espacio tridimensional. Y obtener
un objeto que, aunque a simple vista no se parezca al original, se puede manipular para

llegar a él.

Definicion 1.3 Un movimiento Reidemeister es una de las tres formas de cambiar una
proyeccion del nudo que va a cambiar la relacion entre los cruces. EI primer movimiento
Reidemeister nos permite colocar o sacar una torcedura en el nudo, como en la
figura 1.11. Se supone que la proyeccion se mantiene sin cambios a excepcion del cambio
representado en tal figura. El segundo movimiento Reidemeister nos permite
agregar a cualquiera de dos cruces o quitar dos cruces como en la figura 1.12.
El tercer movimiento Reidemeister nos permite deslizar una hebra del nudo de

un lado de un cruce al otro lado del cruce, como en la figura 1.13.

Observe que aunque cada uno de estos movimientos cambia la proyeccion del
nudo, no cambia el nudo representado por la proyeccion. Cada uno de tales

movimientos es una isotopia ambiente.
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A AP

Figura 1.11 Movimiento Reidemeister Tipo I

L |

-—— ) : - |

(o)
a, ( Qz* |

Figura 1.12 Movimiento Reidemeister Tipo II

| g
=K K=K

Figura 1.13 Movimiento Reidemeister Tipo III

Ejemplo 1.1 La figura 1.14 muestra dos proyecciones diferentes que representan el mismo

L) &

Figura 1.14 Dos proyecciones del mismo nudo

nudo.

En 1926, el matematico aleman Kurt Reidemeister (1893-1971) demostrd que si se tienen
dos proyecciones distintas del mismo nudo, se puede obtener de una proyeccion a la otra
por una serie de movimientos Reidemeister he isotopias planares. Como las dos
proyecciones en el ejemplo 1.1 corresponden al mismo nudo. Por lo tanto, de acuerdo con
Reidemeister, hay una serie de movimientos Reidemeister que nos lleva desde la primera

proyeccion a la segunda.

La figura 1.15 muestra esta serie de movimientos que demuestra esta equivalencia.
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- L=EH=-H-L

Figura 1.15 Movimientos Reidemeister del ejemplo 1.1

Ejemplo 1.2 El nudo ocho es equivalente a su imagen en el espejo es decir, el nudo
obtenido cambiando cada cruce en el nudo ocho por el cruce opuesto. En la figura 1.16, se

observan los movimientos Reidemeister que muestran la equivalencia.

2-9-9-O-@

Figura 1.16 El nudo ocho es equivalente a su reflejo

Ejemplo 1.3 En la figura 1.17 se puede ver paso a paso coOmo se deshace un nudo

utilizando los tres movimientos Reidemeister para llegar al nudo trivial.

Tyor <§30 —_— q)npox %

Figura 1.17 Aplicacion de movimientos Reidemeister para obtener el nudo trivial

A continuacion se presenta una definicion de equivalencia de nudos mediante movimientos

Reidemeister, aunque se trataran equivalencias mas generales en la seccion 1.4
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Definicion 1.4 Dos diagramas de nudo se llaman equivalentes, si estdn conectados por

una secuencia finita de movimientos Reidemeister Q;, i = 1,2,3 o sus inversos Q; .

1.3 Enlaces

Hasta el momento, se ha restringido la atencion a los nudos; es decir, de un solo
bucle anudado. Pero no hay ninguna razon para decir que sélo puede haber un bucle

que anudar.

Antes de dar la definicion de enlace, se definirdn algunos movimientos elementales en los

nudos.

Los nudos pueden ser considerados como poligonales en su forma, a continuacién, ya que
es posible pensar en ellos como compuestos por una inmensa (pero finito) niumero de
aristas, un nudo se representa a menudo con arcos lisos en lugar de poligonales. Como
normalmente se ilustran los nudos, se seguiran ilustrando con arcos lisos por un criterio
estético. Sin embargo, matematicamente, se pueden considerar como una coleccién de

lineas poligonales.

Continuando hacia una precisa interpretacion matematica de un nudo, que facilmente se
pueden realizar modificaciones en la forma de un nudo. Por ejemplo, es posible reemplazar
un borde, AB, en el espacio de un nudo K por dos nuevos bordes de AC,CB. También se
puede realizar la sustitucién inversa. Estos reemplazos son Ilamados movimientos
elementales de nudos. Ahora se va a definir con precisién los movimientos posibles o

reemplazos.
Definicion 1.5 En un nudo dado K se pueden realizar las cuatro operaciones siguientes.

(1). Se puede dividir un borde, AB, en el espacio de K en dos bordes, AC,

CB, mediante la colocacion de un punto C en el borde AB, figura 1.18.

(1)’ [La inversa de (1)] Si AC y CB son dos bordes adyacentes de
K tal que si C es borrado de AB se convierte en una linea recta, entonces

se puede eliminar el punto C, figura 1.18.



15

(2) Supodngase que C es un punto en el espacio que no esta en K. Si el tridngulo ABC,
formado por A, B y C, no intersecta a K, con la excepcion del borde AB, entonces se podré

eliminar AB y afiadir los dos bordes de AC y CB, figura 1.19.

(2)" [La inversa de (2)] Si existe en el espacio un triangulo ABC que contiene dos bordes
adyacentes de AC y CB de K vy este tridangulo no intersecta K, excepto en los bordes AC 'y
CB, por lo que es posible la anulacion de los dos bordes AC, CB y agregar el borde

AB, figura 1.19.

(1)
N\’ = \.Y
A B (1) ACB

Figura 1.18 Operacion 1

2
oC —(-)0 C
Ag—oB — A /\B
/ \ (2)
Figura 1.19 Operacion 2.
Estas cuatro operaciones (1),(1)",(2) y (2)" se denominan movimientos elementales de

nudos. [Sin embargo, ya que (1) y (1) no son “movimientos” en la comprension habitual

de esta palabra, a menudo solo (2) y (2)" se refiere a movimientos elementales de nudos.
Ahora si, se daré una definicion a lo que enlace se refiere.

Definicion 1.6 Un enlace es un conjunto de bucles con nudos, todos enredados (o

conectados), a cada bucle se le llama un componente del enlace.

Dos enlaces son considerados el mismo si se puede deformar el enlace en otro enlace
sin tener que cualquiera de los bucles se intersecte entre si 0 en cualquiera de los
otros bucles en el proceso. Aqui hay dos proyecciones de uno de los mas sencillos

enlaces, conocidos como el enlace Whitehead (figura 1.20).

& &

Figura 1.20 Dos provecciones del enlace Whiteheand
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Ya que se compone de dos bucles anudados entre si, se dice que
es un enlace de dos componentes. He aqui otro enlace conocido con tres componentes,
Ilamados los anillos de Borromeo (figura 1.21). Este enlace se nombra después de los
Borromeos, una familia italiana del Renacimiento que utiliza este patron de anillos

entrelazados en su cresta de la familia.

Figura 1.21 Los anillos de Borromeo

Un nudo se considerara un enlace de un componente.

Definicion 1.7 Dos enlaces L = {K{,K,, ..., K,} Y L' = {K}, K3, ..., K;;} son equivalentes

(o igual) si las dos condiciones siguientes se cumplen:

(1) m = n, es decir, L y L' tienen el mismo numero de componentes.

(2) Si se puede cambiar L en L’ realizando movimientos primarios de nudos un nimero
finito de veces. Para ser exactos, utilizando los movimientos elementales o
movimientos Reidemeister de nudos que pueden cambiar de K; a K , K, a K5, ...,
K., a K;, (m = n) . (Cabe destacar que el tridngulo de un movimiento elemental de

nudo dado no se cruza con cualquiera de los otros componentes.)

Luego sustituir (2) por el siguiente (2)":

(2)" Existe un automorfismo, ¢, que preserva la orientacion de R3 y mapea ¢ (K;) = K},
¢(K2) = K3, ..., 9(Kin) = K.

En sentido estricto, la equivalencia de enlaces también debe estar relacionada en como se
ordenan los componentes. En general, sin embargo, una estricta y tal condicién no es
necesaria, pues se puede reordenar adecuadamente los componentes. Usualmente, por lo
que, (2)’ se sustituye por el texto siguiente (2A):

(2A) Existe un automorfismo de R3 que preserva el orden y mapea la coleccion

K, UK, U ..UK, alacoleccién K; U K, U ...U K;,.
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En lo que sigue se hard uso de (2A) en lugar de (2)'. Si se orienta cada componente del

enlace, entonces las definiciones de equivalencia son solo una extension del caso de nudos.

Ejemplo 1.3. Puesto que los dos enlaces L y L' en la figura 1.22 son exactamente los
mismos, se espera que sean equivalentes. Sin embargo, si se cambia el orden de los
componentes de L, entonces la condicidn (2) de la Definicién 1.7 no es satisfecha y los
enlaces no son equivalentes. Pero la condicion (2A) estd satisfecha; por lo tanto, se

consideran como equivalentes.

Figura 1.22 Enlaces equivalentes

Bastante de todo lo que se ha dicho de nudos es valido para enlaces. Por ejemplo, si dos
proyecciones representan el mismo enlace, debe haber una secuencia de movimientos

Reidemeister para llegar de una proyeccion a la otra.

Definicién 1.8 Un enlace se llama Separable si los componentes del enlace pueden ser
deformados de manera que se encuentren en diferentes lados de un plano en el espacio

tridimensional.

A veces no es muy complicado ver cuando un enlace es separable, como en el primer
eslabon en la figura 1.23. Sin embargo, a menudo pasa el caso de que un enlace es

separable, pero no se puede facilmente decirlo al ver la proyeccion, como en el segundo

0P P

Figura 1.23 Dos enlaces separables

enlace en la figura.
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Ejemplo 1.4 Demostrar que el enlace b de la figura 1.23 es separable

Tipo il Tipo Ill Tipo 1l Tipolie

D@D - DO

Figura 1.24 Movimientos Reidemeister para el ejemplo 1.4

Tipo Il

—

La mayoria de los enlaces en el que se estd interesado son no separables. Una
forma rapida para contar ciertos enlaces separables; es solo contar el nimero de
componentes en el enlace. Si los nimeros son diferentes, los dos enlaces tienen que
ser diferentes. Asi que, obviamente, el nudo trébol, el enlace Whitehead, y los Anillos de

Borromeo todos tienen que ser enlaces distintos.

Si se tienen dos proyecciones de enlaces, cada uno con el mismo numero de
componentes, al igual que para los nudos, nos gustaria decir que representan el mismo
enlace. En la figura 1.25, se muestran dos enlaces simples de dos componentes. Se llama al
primero de ellos el no enlace (o enlace trivial) de dos componentes y la segunda el enlace
Hopf. Una diferencia entre estos dos enlaces es que el enlace trivial es separable, ya que
sus dos componentes pueden estar separados por un plano. Pero en el enlace Hopf, los dos

componentes hacen el enlace uno al otro a la vez.

OO

Figura 1.25 El enlace trivial de dos componentes v el enlace Hopf

Como era de esperar, se puede extender el concepto de nudo trivial para el caso de los
enlaces, es decir, el enlace trivial de n-componente. En la ampliacion de los enlaces, el

enlace correspondiente consta de n nudos triviales disjuntos figura 1.26.
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Figura 1.26 El enlace trivial de » componentes
Seria agradable tener un método para medir numéricamente como dos componentes son
enlazados. Se definird lo que se conoce como el nimero de enlace. Sean K, y K, dos
componentes en un enlace luego se elige una orientacion en cada uno de ellos. Entonces en

cada cruce entre los dos componentes, una de las imagenes en la figura 1.27 los contiene.

LN
v %

+1 -1
Figura 1.27 Calculando el numero de enlace

Tipo 1

Se contara con un +1 por cada cruce del primer tipo, y un —1 por cada cruce del segundo
tipo. A veces es dificil de determinar a partir de la imagen si un cruce es del primer tipo
o el segundo tipo. Téngase en cuenta que si un cruce es del primer tipo, entonces, al girar
la hebra que va por bajo en sentido de las agujas del reloj coincide con la flecha de la hebra
que va por arriba. Del mismo modo, si un cruce es del segundo tipo, entonces, al girar la
hebra que va por bajo en sentido anti-horario coincida con la flecha de la hebra que va por

arriba.

A continuacion se definira el nimero de enlace, un invariante importante para los enlaces

orientados.

En primer lugar, se asignara ya sea 1 o —1 para cada punto de cruce en un diagrama

regular de un nudo o enlace orientado.

Definicién 1.9 En un lugar de paso ¢, de un diagrama orientado, como se muestra en la
figura 1.28, se tienen dos configuraciones posibles. En el caso (a) se asigna sign(c) =1
para el punto de cruce, mientras que en el caso (b) se asigna sign(c) = —1. El punto de

cruce en (a) se dice que es positivo, mientras que en (b) se dice que es negativo.
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5 z

N N
sign{c) = +1 sign(c) = -1
(a) (b)

Figura 1.28 Signos en los cruces
Si se supone ahora que D es un diagrama orientado de un enlace de 2 componentes
L = {K4, K,}. Ademas, se supone que los puntos de cruce de D en el que las proyecciones
de K, y K, se cruzan son cq, €3, ..., ;. (Ignorar los puntos de cruce de las proyecciones

de K, y K5, que son auto-intersecciones del componente del nudo).

Entonces

%{sign(cl) + sign(cz) + -+ + sign(cm)}

es llamado el niumero de enlace de K, y K5, que se denotard por Ik(K4, K>).

La definicion nos indica, que se tomara la suma de los +1 y —1 sobre todos los cruces
entre K, , K, y dividir esta suma por 2. Este sera el numero de enlace. Aclarando que no
se cuentan los cruces entre una componente y si misma. Para el enlace trivial (no enlace),
el nimero de enlace de dos componentes es 0. Para el enlace Hopf, el nimero de enlace
sera 1 o — 1, dependiendo de las orientaciones sobre los dos componentes. Los dos
componentes en el enlace orientado representados en figura 1.29 tienen numero de enlace
2. Observe que si se invierte la orientacion en uno de los dos componentes, pero no el otro,
el nimero de enlace de estos dos componentes se multiplica por —1. Si s6lo se mira el
valor absoluto del numero de enlace, sin embargo, es independiente de las

orientaciones sobre los dos componentes.

Ejemplo 1.5 Verificar que el niUmero de enlace es 2.
€1
> €2
‘XL/' (N
. Cs

Figura 1.29 Numero de enlace 2
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En primer lugar notar que es un enlace de dos compontes, sean K; y K, asi el numero de

enlace es:
Ik(K¢, K;) = %{sign(cl) + sign(cy) + sign(cz) + sign(cy)}
= {1+1+1+1}
1
=-{4}
=2

Ejemplo 1.6 Calcule el nimero de enlace, en el enlace representado en la figura 1.30.

Luego invertir la direccion en uno de los componentes y recalcular lo mismo.

Figura 1.30 Calculo del mimero de enlace

En primer lugar notar que es un enlace de dos compontes, sean K; y K, , luego se

identifica el nimero de cruces

c1(-1)
(1)
' cz(auto cruce)
c4(+1)

cs(auto cruce)

ce(auto cruce)
c7(+1)
| ca(+1)

luego se identifica el nUmero de enlace Co(+1)

Ik(K¢, K;) = %{sign(cl) + sign(cy) + sign(cy) + sign(cy) + sign(cg) + sign(cq)}

= {-1-1+1+1+1+1}

1

=-{2}

=1
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Ahora se invertira la orientacion de uno de los enlaces

c1(+1)

c2(+1)
/ ' cz(auto cruce)
c4(-1)

cs(auto cruce)

cg(auto cruce)
c7(-1)

eol-1)
co(-1)

luego se identifica el nimero de enlace

IkK(Kq, K5) = %{sign(cl) + sign(cy) + sign(cy) + sign(c;) + sign(cg) + sign(cq)}

= {+1+1-1-1-1-1}
1

=-{-2}
=1

Ejemplo 1.7 Calcular el nimero de enlace a los enlaces L y L' en la figura 1.31 (a) y (b),

C S
(®) <“‘[\S‘ (b) <+[/§’

€ G C

respectivamente.

Figura 1.31 Calculo del mimero de enlace
(@ So6lo se necesita calcular los signos en los 4 puntos de cruce c;,c¢,,¢3 Y ¢4. Ya
que el quinto es un auto cruce. Dado que el signo en cada punto de cruce es —1,

Se obtiene que

Ik(K¢{, K;) = %{sign(cl) + sign(cy) + sign(cs) + sign(cy)}

/’\ =-{-1-1-1-1}
“ 1
(s) qC;): =14

=2



23

(b)  Del mismo modo, se tiene que sign(c,) = sign(c,) =1, mientras que

sign(c,) = sign(cs) = —1. Por lo tanto,
Ik(K3, K3) = %{sign(cl) + sign(c,) + sign(cz) + sign(cy)}
= %{1 —1-1+1}
(b) c‘g:é'( =2{0)

G
=0

Los movimientos Reidemeister también se aplican a los enlaces, a continuacion se muestra

la equivalencia mediante tales movimientos.
Ejemplo 1.8. Demostrar que los dos enlaces en la figura 1.32 son equivalentes. Este enlace

se denomina enlace Whitehead.

Figura 1.32 Enlace Whitehead

Aplicando movimientos Reidemeister se tiene

Tipo I,

/\ Isotopia " \
\ wp¥oadlo Tipo| lanar [ ™\ _—
i p | ( )
\.*) 2 veces \ /\
\ \/ / — v
N

Figura 1.33 Movimientos Reidemeister ejemplo 1. 8

Ejemplo 1.9 Demostrar que los dos eslabones de la figura 1.34 son equivalentes. Este

enlace se llama: los anillos de Borromeo.
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SRED

Figura 1.34 Anillos de Borromeo

Aplicando movimientos Reidemeister se tiene

B (B

isotopia

pleia: Cb\\)

Figura 1.35 Movimientos Reidemeister del ejemplo 1.9

Tener en cuenta que si se utiliza una proyeccién especial de la relacion con el fin de
calcular el nimero de enlace. De hecho, es posible demostrar que el calculo de nimeros de
enlaces sera siempre el mismo, no importa lo que la proyeccion de la relacion
utilizada para calcularla. Esto se mostrara probando que los movimientos Reidemeister
no cambien el numero de enlace. Dado que se puede obtener de cualquier
proyeccion de un enlace otra a través de una secuencia de movimientos Reidemeister
como en los ejemplos anteriores, ninguno de tales movimientos cambiara el nimero de
enlace, debe ser que dos diferentes proyecciones del mismo enlace dan el mismo nimero de

enlace.

I. Se vera al inicio el efecto del primer paso en el movimiento Reidemeister en el numero
de enlace. Se puede crear o eliminar un auto-cruce en uno de los dos
componentes, pero no afectaran a los cruces que involucran ambos de los

componentes, de modo que deja el niUmero de enlace sin cambios.
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I1. Ahora, observe que hace un movimiento Reidemeister de tipo Il. En la figura 1.36 se ha
elegido una cierta orientacion de las hebras del enlace. Se estd asumiendo que las dos
hebras corresponden a dos componentes diferentes, porque de lo contrario el movimiento
no tiene ningun efecto sobre el nimero de enlace. Uno de los nuevos cruces contribuye +1
a la suma, y el otro cruce aporta un —1, por lo que la contribucién neta al nimero de enlace
es 0. Incluso si se cambia la orientacion en una de las cuerdas, todavia tendra un +1 y un

—1 contribucidn, asi movimientos del Tipo Il dejan el niamero de enlace sin cambios.

o, U

. - ) -— I

r-l

Figura 1.36 Movimientos Redemeister Tipo II no afectan al numero de enlace

+1

1. Por altimo, ¢qué hay de los movimientos del tipo 111? Una vez orientados se eligen
para cada una de las tres hebras una direccion y + 1 y —1 se asignan a cada uno de los
cruces, es claro que el deslizamiento sobre la hebra en el movimiento Tipo Il
no cambia el nimero de +1 o —1, por lo que el numero de enlace se

conserva (figura 1.37)

|.,\

Figura 1.37 Movimintos Reidemeister Tipo IIl no afectan el numero de enlace

Se dice pues que el nimero de enlace es un invariante de la relacion orientada,
es decir, una vez que las orientaciones se eligen en los dos componentes del enlace,
el nimero de enlace no se modifica por isotopias ambiente. Permanece invariable
cuando se altera la proyeccion del enlace. Otro invariante de los enlaces que ya se ha
mencionado es simplemente el nimero de componentes en el enlace. Se mantiene sin

cambios por isotopias ambientales del enlace.

Es posible utilizar el nimero de enlaces para distinguir enlaces. Dado que se quiere

distinguir los enlaces que aun no tienen orientaciones sobre ellos, se utilizara
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el valor absoluto del numero de enlace. Cualquiera de los dos enlaces con dos componentes
que tienen distintos valores absolutos de sus numeros tiene que enlazar enlaces diferentes.
Por ejemplo, el enlace trivial de dos componentes tiene nimero de enlace 0. Pero el valor
absoluto del nimero de enlace Hopf es 1, por lo que el enlace de Hopf no puede ser el

enlace trivial.

Ejemplo 1.10 Calcular los valores absolutos de los numeros de enlace de los
dos enlaces mostrados en la figura 1.38 con el fin de demostrar que deben ser

enlaces distintos.

@

&

Figura 1.38 Calculo del numero de enlace

Sean K, y K, los componentes del primer enlace , se identifican los signos de cada cruce

apreciados en la figura y luego se calcula el nimero de enlace correspondiente.

X

k(K4 K,) = |§{—1 —1-1-1-1-1}
L T
8 -9
S T-

- =|-3| =

Yo

Luego sean K5 y K, los componentes del segundo enlace , se identifican los signos de

cada cruce apreciados en la figura , y luego se calcula el nmero de enlace correspondiente

autocruce  IK(K3,Ky) = E{—l -1-1- 1}|
ASP -t
S 7

auto cruce = -2 =2

Dado que 3 # 2 implica que los enlaces son diferentes.

('\

¢Qué se puede decir de todos los enlaces a pedazos?. Desafortunadamente, la vida y los
enlaces no son tan simples. EI numero de enlace para el enlace Whitehead en la figura
1.32. Tiene nimero de enlace 0, al igual que el enlace trivial de dos componentes. Asi que
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ni siquiera es posible mostrar que el enlace Whitehead es diferente al enlace trivial de dos
componentes con esta herramienta. Se necesitan algunas otras maneras de distinguir

diversos nudos y enlaces.

La figura 1.39 muestra el enlace denominado Anillos de Borromeo. Téngase en cuenta que
si se quita uno cualquiera de los tres componentes de este enlace, los dos componentes
restantes se convertirian en dos circulos o enlaces triviales. El hecho de que estos
tres anillos estan encerrados juntos se basa en la presencia de los tres

componentes.

—

/|->

£

Figura 1.39 Dos representacones de los anillos de Borromeo

Q

D)

Definicion 1.10: Un enlace se llama Brunnian si el enlace en si es no trivial, pero la
eliminaciéon de cualquiera de los componentes nos deja con un conjunto de circulos
triviales disociados. Estos enlaces llevan el nombre de Hermann Brunn, quien dibujaba

estos enlaces en el afio de 1892.

Ejemplo 1.11 Enlaces Brunnian de cuatro y tres componentes.

4 componentes ~— S —

3 componentes
Figura 1.40 Enlaces Brunnian

1.4 Proyecciones de Nudos

Muchas veces es Util proyectar los nudos en el plano y después estudiarlos mediante

sus diagramas.
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La mejor forma de representar los nudos es mediante una proyeccion en un plano,
dibujando los cruces de forma que se vea qué hebra del nudo pasa por debajo y cual pasa
por encima. Siempre se puede proyectar de forma que los Unicos puntos maltiples sean
puntos dobles y haya un numero finito de ellos. Es similar si se tuviera un nudo hecho con
cuerda y se dejara caer sobre una superficie plana con las correspondientes restricciones.
Estas representaciones se conocen como proyecciones regulares o diagramas planos del
nudo. Por supuesto la cuerda puede caer de varias formas distintas, asi que es necesario
saber cuando dos proyecciones representan el mismo nudo. En principio se adopta la norma
principal de la topologia: la cuerda es elastica, se puede estirar y deformar todo lo que se
quiera. Asi se cubren algunos de los casos sencillos, por ejemplo da lo mismo una cuerda
desanudada con forma de circulo que con forma de cuadrado, porque topoldgicamente son
lo mismo. Sin embargo los movimientos que se hacen con la cuerda en el espacio suponen
nuevas intersecciones en su proyeccién son algo mas complicado de trasladar a dos
dimensiones, ya que para realizarlos se debe pasar por una de las posiciones prohibidas de

las proyecciones regulares.

Se denota por p la funcién que proyecta el punto P(x,y, z) en R3 en el punto P(x,y,0) en el
plano xy, la figura 1.41

ze

z

Figura 1.41 Proyeccion de un nudo en el plano Xy
Si K es un nudo, se dird que p(K) = K es la proyeccion de K. Ademas, si K tiene una
orientacion asignada, entonces de una manera natural K hereda su orientacion de la
orientacion de K. Sin embargo, K no es una curva cerrada simple tendida en el plano, ya

que K posee varios puntos de interseccion. Pero mediante la realizacion de varios
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movimientos elementales de nudos en K (intuitivamente esto es similar a los cambios de K

en el espacio) se imponen las siguientes condiciones:

1) K tiene a lo sumo un nimero finito de puntos de interseccion.

2) Si Q es un punto de interseccion de K , entonces la imagen de la inversa,
p~1(Q) n K, de Q en K tiene exactamente dos puntos. Es decir, Q es un doble punto
de K, figura 1.42 (a); no puede ser un punto multiple de la clase mostrada en figura
1.42(b)

3) Un vértice de K (el nudo considerado ahora como un poligono) nunca se proyecta
sobre un punto doble de K. En los dos ejemplos de la figura 1.42(c) y (d), una linea
poligonal proyectada desde K entra en contacto con un punto(s) vértice de K, por

lo tanto de estos casos no son permisibles.

X X~

Figura 1.42 Condiciones para la proyeccion de un nudo

Una proyeccion K que satisface las condiciones anteriores se dice que es una proyeccion

regular.

Se trabajara con proyecciones regulares, y para simplificar las cosas, se referird a ellos
simplemente como proyecciones, se hard una distincién solo si hay cierta confusion; en
segundo lugar y en esta coyuntura de bastante importancia, es la ambigiiedad de los puntos
dobles. En un punto doble de una proyeccion, no esta claro si el nudo pasa por encima o
debajo de si mismo. Para eliminar esta confusién, se cambia ligeramente la proyeccion
cerca de los puntos dobles, dibujando la proyeccion de modo que parezca haber sido
cortada. Con suerte, esto le dara un efecto trompe I'oeil (para engafiar al 0jo) de un nudo
continuo pasando por encima y debajo de si mismo. Tal proyeccion alterada se llama un

diagrama regular. Figura 1.43(a), (b), mientras que (c) no lo es.
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(a) (c)
Figura 1.43 Ejemplo de diagramas regulares y no regulares

Un diagrama regular da una idea de como el nudo se encuentra en 3-dimensiones, es decir,
que nos permite representar el nudo en forma de diagrama espacial en el plano. Ademas, se
puede utilizar el esquema regular para recuperar la informacion perdida en la proyeccion,
Por ejemplo, la figura 1.43(c) es la proyeccién de los dos nudos (no equivalentes) en figura
1.43 (a) y (b).

Por lo tanto, se tiene que ser un poco mMas preciso en cuanto a la naturaleza exacta de un
diagrama regular y sus puntos de cruce (doble), ya que a partir de la descripcion anterior un
diagrama regular no tiene puntos dobles. Los puntos de cruce de un diagrama regular son
exactamente los puntos dobles de su proyeccién, p(K), con un segmento sobre cruce y
bajo cruce asignado a ellos. De ahora en adelante, se pensard en nudos en términos de esta
interpretacion esquematica, ya que, como se vera en breve, este enfoque da una de las
maneras mas féaciles de obtener una visién (y por tanto los resultados) en la naturaleza de un

nudo.

Para un nudo particular (o enlace), K, sélo hay un diagrama regular en R3, sin embargo, es
posible obtener mas representaciones para tal nudo o enlace tal como se explica a

continuacion.

Dado un nudo K y un nudo K’ obtenido de K aplicando los movimientos elementales de
nudos son considerados como el mismo nudo. Asi, se puede pensar en el esquema regular
de K’ como un diagrama regular para K. Por lo tanto, se deduce que a partir de K es
posible obtener muchas representaciones en diagramas regulares. Es posible que un

diagrama regular pueda tener puntos de cruce del tipo mostrado en la figura 1.44 (a) y / o

(b).
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~
o
(a) (b)
Figura 1.44 Puntos de cruce

Mas en general, se suponen dos diagramas regulares de dos nudos (o enlaces) estan
conectados por una sola banda trenzado; véase, por ejemplo, figura 1.45(a) o (b). Se puede,
de hecho, suprimir este punto de cruce "central™ mediante la aplicacién de una vuelta, ya
sea a la izquierda o la derecha, al nudo, figura 1.45 (c). Un diagrama regular que no posee

ningun punto de cruce de este tipo se llama un diagrama regular reducido.

PP B IR

(b) (c)

Figura 1.435 Diferentes diagramas de nudos

Se toma un punto P arbitrario en un diagrama regular D de un nudo K, luego se mueve
alrededor de D en una direccion fija. Si P, en los puntos de cruce de D se muestra que se
mueve de manera alternante entre un segmento que pasa por arriba y un segmento que pasa
por abajo hasta llegar nuevamente a P, entonces se dice que el diagrama regular es un
diagrama (regular) alternante. Un nudo que posee (al menos uno) diagrama alternante se
Ilama un nudo alternante (ver capitulo 2). Estos tipos de nudos tienen gran importancia en
la Teoria de Nudos, ya que muchas de sus caracteristicas son conocidas. Muchos nudos
"simples" son nudos alternantes. Por lo tanto, es decir, en los afios nacientes de la Teoria
de Nudos, todos los nudos se creian que eran nudos alternantes. EI nudo simple no
alternante, de hecho, es un nudo con 8 puntos de cruce se muestra en figura 1.46. Sin

embargo, que no es en absoluto trivial demostrar que nunca se puede encontrar un esquema

e

alternante para este nudo.

Figura 1.46 Nudo no alternante de 8 cruces
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Se supone que una proyeccion regular K de un nudo K tiene m puntos de cruces,
{P,,P,, ..., P,}- Cada punto de cruce P; de K es la imagen proyectiva de exactamente dos

puntos P/ y P/’ de K (ver figura 1.47).

B

S—t

=a

Figura 1.47 Proyeccion de puntos de cruce

Ahora, a partir de un punto arbitrario P de K, moverse K en una direccion fija
(si K ya tiene una orientacién asignada, a continuacion, siga K a lo largo de esta
orientacion). La primera vez que se llega a un punto P/ y P;’, asignar el nimero 1 a este
punto. Pasando de los puntos P; y P;’, cuando se llega al siguiente punto P/ y P;’, asignar
el nimero 2 a este punto (es muy posible que se pueda asignar el nimero 1 a P/ y el
nimero 2 a P;’). De esta manera, se asignara a los 2n puntos de cruce de K,
{p; .P{' Py ,P),..., BB} nimeros de 1 a 2n, ver figura 1.48

<)

DT ST P
LT TR

)

A

\4 L/ PR —

Figura 1.48 Asignacion de numeros a los puntos de cruce

Debido a esto, es posible asignar dos nimeros a un punto P, de K, es decir, la proyeccion
de los puntos Py, y P;’. A partir de estos conjuntos de pares, (i, j;) para cada punto P, de K,

se obtiene una coleccion de 2n pares de nUmeros,

(1,j1), (2, j2), -+, (21, f2n)

Se van a reescribir estos 2n pares de nimeros en la forma de una permutacion, es decir,
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N=(1 2 3 .. 2n )
+j1 Ej2 Eis ... e )
El signo + o — en frente de j; obedece a la siguiente condicion:

Un " 4+ " se asigna si el punto de K que tiene el nimero entero i asignado a él es superior al

punto que tiene el numero entero j; asignado. Si esta por debajo, entonces se asigna un

Ejemplo 1.12 La forma de permutacion correspondiente al nudo en figura 1.48 es

G560 2 )

Ejemplo 1.13 Las formas de permutaciones que se obtienen a partir de los diagramas

regulares en la figura 1.49 (a) y (b) son, respectivamente,

G560 05259

(a) (b)

Figura 1.49 Permutacion de diagramas regulares

Si se mira de cerca las formas de las permutaciones, a continuacion, las siguientes
observaciones son casi inmediatas. En primer lugar, en el par (k, £j;) un entero es siempre
par y el otro impar. Ademas, si el par (k,tj;) es parte de la forma de permutacion.
Entonces el par inverso, (ji,+k), es también parte de la permutacion. Por lo tanto, si se
conocen las parejas que tienen un k impar, automaticamente las parejas tienen una k par,

que también son conocidas. Por lo tanto, es suficiente considerar solo las formas de
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permutaciones pares que originalmente formaban exactamente la mitad de la forma de la
permutacion impar-numerada. Esto permite ahora escribir la siguiente serie, una fila de n

nlmeros pares
(/1 tjz, s, s Hjan-1)
Esta serie es el cddigo asignado a (un diagrama regular de) K.

Ejemplo 1.14 El codigo del nudo figura 1.49 (a) es (4,6,8,2), mientras que para el nudo de
la figura 1.49 (b) que es (4, —6,8, —2).

En el caso de enlaces, se elige uno de sus componentes y se asignan numeros
a este componente de la manera descrita anteriormente. (Como en el caso del nudo, si la
componente estd orientada, luego seguir su orientacion; de lo contrario, la eleccion de la
direccién en la que se recorre la componente se deja a discrecion.) A continuacion, elija
otra componente y repita el proceso anterior y continuara hasta que todas las componentes
se han atravesado y el nimero asignado. De hecho, si los puntos de partida de cada
componente se eligen adecuadamente, se puede asignar a cada punto de cruce un nimero
par y un numero impar. (¢Por qué es posible elegir un punto de partida tal?) Ya que, se
escribe para cada componente de una fila de nimeros pares de una manera similar como en

el caso del nudo. Asi, cada componente tendra un cédigo asignado al mismo,
(ijll ijg, ijS' Ly ijZk—ll + lll il3' ils, ey il2m—1| )

es el codigo de un enlace (diagrama). El signo delante de la j;, ;... es determinado
exactamente de la misma manera que en el caso de nudos. El simbolo | entre la fila de j; y
[; significa que en este momento la fila de nimeros pares para la primera componente llega

asu fin.

Ejemplo 1.15 El codigo para el (esquema regular de) los anillos de Borromeo en la figura

1.50 es (=6, —8|—12,—10| — 2, —4).
\2
12 3
/'#’or 1
4 11

Figura 1.50 Anillos de Borromeo con su codigo
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Ahora se tiene un método de asignar un cédigo a un nudo dado K.

Sin embargo, inmediatamente se encuentran con un par de problemas. En primer lugar, el
cddigo depende del punto de partida, y, en segundo lugar, un nudo, K, tiene una abundancia
de diagramas regulares. Por lo tanto cada K tiene una abundancia de codigos.
Desafortunadamente, no existe ningin método conocido para decidir si 0 no dos c6digos
corresponden a nudos equivalentes. Sin embargo, se determinara si es 0 no una fila finita de

enteros pares es un codigo para algun nudo.
1.5 Equivalencia de Nudos

Un problema tipico en cualquier rama matematica es la clasificacion de los objetos
estudiados. Esta fue la cuestion a la que quiso dar respuesta Pete G. Tait (fisico-matematico
escoces) con sus primeras tablas de nudos y en general muchos de los resultados de Teoria
de Nudos estan enfocados a este problema.

Un nudo no se cambia perceptivamente si se aplica s6lo un movimiento elemental de nudo.
Sin embargo, si se repite el proceso en diferentes lugares, varias veces, entonces el nudo
resultante parece ser un nudo completamente diferente. Por ejemplo, al echar un vistazo a
los dos nudos K4 y K, en la figura 1.51, denominados el par Perko descubiertos por un

matematico a tiempo parcial y abogado de Nueva York Kenneth A. Perko.

Figura 1.51 El par Perko
En apariencia el par de nudos de Perko se ve completamente diferente. De hecho, durante
la mayor parte de los 100 afios, nadie pensaba de otra manera. Sin embargo, es posible
cambiar el K4 nudo en el nudo K, realizando movimientos elementales de nudos un
numero significativo de veces. Esto solo fue mostrado en 1970 por el abogado
estadounidense K.A Perko.
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Los nudos que se pueden cambiar de uno a otro mediante la aplicacion de
movimiento de nudos primarios se dice que son equivalentes o iguales por lo tanto, los dos
nudos en la figura 1.51 son equivalentes.

Aunque los nudos sean objetos topoldgicos, no se podrd hacer una clasificacion por
homeomorfismo ya que todos los nudos son homeomorfos entre si. Existen dos

definiciones diferentes de equivalencia de nudos:

Definicion 1.11. Dos nudos K, y K, son equivalentes si existe un homeomorfismo de R3
en R3 que transforme un nudo en el otro.

Nudos equivalentes se dice que son del mismo tipo y cada clase de equivalencia de nudos
es un tipo de nudo. Esos nudos equivalentes al circulo desanudado x% + y? =1, z =0,
son llamados triviales y constituyen el tipo trivial. Del mismo modo, el tipo del nudo
trébol, o del nudo ocho es definida como la clase de equivalencia de algunos nudos
representativos particularmente. La declaracion informal que el nudo trébol y el nudo ocho

son diferentes rigurosamente expreso diciendo que pertenecen a distintos tipos de nudos.

La alternativa es una definicién de equivalencia mas estricta, que concuerda con la idea
fisica de una cuerda anudada con los extremos pegados que se pueden manipular sin que se
atraviese a si misma ni se haga cortes. La idea intuitiva es una deformacion continua en el
tiempo que pase de un nudo a otro y que en cada instante de tiempo el objeto de paso sea un
nudo. Este tipo de aplicacion se llama isotopia. Segun el nudo va pasando por las
posiciones intermedias a lo largo del tiempo su proyeccién va cambiando acorde a los
movimientos Reidemeister.

Definicion 1.12 Una isotopia ambiente entre dos aplicaciones continlas f y g es otra
aplicacion continua F: X x [0,1] - Y que cumple F(x,0) = f(x), F(x,1) = g(x) Vx €
R3 vy tal que si t, € [0,1] entonces F(x,t,) es un homeomorfismo.

Definicion 1.13 (Definicion alternativa de equivalencia de nudos) Se dice que dos nudos
K, y K, son equivalentes si existe una isotopia ambiente entre la identidad y un
homeomorfismo h que transforme K, en K, es decir, una isotopia F:R3 x [0,1] =
R3 de forma que F(x,0) =x y F(x,1) =h(x) Vx € R® y h(K,) = K,.

Como se ha mencionado antes de que se use la terminologia ligeramente en relacion con

esta definicion. Un nudo K puede ser un representante de una clase de nudos equivalentes o
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la clase de si misma. Si los nudos K y K' son equivalentes, se dird que son los mismos,
K =K'y se utiliza el signo de igualdad K puede significar una curva cerrada simple

finita poligonal o una clase de tales curvas.

El tema principal de la teoria clasica de nudos es la clasificacion de los nudos con respecto

a su equivalencia.

Definicion 1.14 Si S? esta orientado (nudo orientado) la nocién de equivalencia tiene que
ser ajustada: Dos nudos orientados son equivalentes, si hay una isotopia ambiente

conectandolos que respeta la orientacién de los nudos.

De vez en cuando se va a elegir una orientacion fija en S3 . Isotopias Ambiente respetan la

orientacion de S3.
1.6 Grafos y Nudos

En esta seccidn, se introduce una notacién para las proyecciones de nudos que han sido
utiles en el pasado para la tabulacion de nudos. Proporciona un puente entre la Teoria de
Nudos y la Teoria de Grafos, con el potencial para el desarrollo en ambas

direcciones.

Definiciéon 1.15 Un grafo consiste en un conjunto de puntos llamados vértices y un

conjunto de aristas que los conectan.

Aqui se estd interesado en grafos planares, es decir, los grafos que se encuentran en el
plano, como en los dos primeros ejemplos en la figura 1.52

Definicién 1.16 Un grafo plano (o planar) es un grafo que puede ser dibujado en el plano

sin que ninguna arista se cruce.

A partir de una proyeccién de un nudo o enlace, se crea un grafo plano correspondiente
de la siguiente manera. Primero se sombrearan todas las regiones que estén rodeadas de

Menos cruces y no se permitird sombrear una region adyacente a ella (figura 1.53).
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& €

Figura 1.52 Algunos grafos planares y no planares

<L

Figura 1.53 Proyecciones de enlaces sombreados

Proceso para pasar de un nudo a un grafo

Ponga un Vvértice en el centro de cada region sombreada y luego conectar con una arista dos
vértices que se encuentran en regiones que comparten un cruce (figura 1.54). Este es el

grafo que corresponde a nuestra proyeccion.

& -/

Figura 1.54 Un grafo de una proyeccion de un nudo

Ejemplo 1.16 Algunas proyecciones de nudos a grafos




39

& -

Figura 1.55 Nudos a grafos

No depende en modo alguno de si un cruce es un sobre cruce o un bajo cruce. Asi se
definen los cruces ya sean positivos o negativo dependiendo de la forma en que se cruzan
como en la figura 1.56. Ahora etiquetar cada arista en el grafo plano con un + oun —, en
funcion de si el borde pasa a través de un cruce de + o un — cruce. Se le llama al

resultado un grafo plano firmado (figura 1.57). (Téngase en cuenta que esta convencion de

signos depende de la forma en que se etiqueten los cruces con + ). Una manera de

convertir cualquier proyeccién de enlace en un grafo plano firmado.

O VRN V'
\ /\

Figura 1.36 Slgnos en los cruces

+ +
+ =
+ +
+ +

Figura 1.57 Un grafo firmado de wna proveccion del mdo.
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Ejemplo 1.17 En la figura 1.58 se han dibujado los grafos de planos firmados que

corresponden a los respectivos diagramas regulares en la figura.

(a) (b)
Figura 1.58 De nudos a grafos planos y firmados

¢Y si se quiere ir en la otra direccién? ;Se puede convertir cualquier grafo plano firmado
en una proyeccion del nudo? Ciertamente. Comenzando con el grafo plano firmado, poner
una x a través de cada borde, como en la figura 1.59b. Conecte los bordes dentro de cada
region del grafo como en la figura 1.59c. Las sombras de estas areas que contienen un
vértice. Luego, en cada una de las x, poner en un cruce correspondiente asi el borde es un +

0 un — borde. El resultado es un enlace (figura 1.60).

Figura 1.60 Un enlace generado a partir de un grafo plano
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Ejemplo 1.18 Pasar de un grafo con signos (firmado) a un enlace

+ @\
%
(a) (b) (¢) (d)

Figura 1.61 Pasos de un grafo a un enlace

Por lo tanto, para cada grafo plano firmado existe un correspondiente (diagrama regular de

un) nudo.

Ahora se tiene una manera de ir de proyecciones de nudos a grafos planos firmados y de
regreso. En particular, se pueden convertir preguntas sobre nudos en preguntas sobre
grafos. Por ejemplo, uno de los problemas abiertos en la Teoria de Nudos es encontrar un
algoritmo practico para determinar si una proyeccion es una proyeccion del nudo trivial
(ver seccion 1.1). Esto es equivalente a preguntar si existe 0 no una secuencia de
movimientos Reidemeister que nos lleva de la proyeccion dada a la proyeccion del nudo

trivial.

Pero se pueden convertir las proyecciones de nudos y enlaces en grafos planos firmados.
Se pueden convertir los movimientos Reidemeister en operaciones en grafos planos
firmados.

La cuestion de si las proyecciones de nudos son equivalentes bajo movimientos
Reidemeister se convierte en uno de si grafos planos firmados son equivalentes en el marco

de las operaciones de los movimientos Reidemeister.

En la figura 1.62 se han colocado en yuxtaposicién las graficas planas conectadas con hasta
4 aristas y sus correspondientes nudos (y enlaces). EI nUmero de puentes del grafo es igual
al nimero de puntos de cruce del diagrama regular del nudo. Dado que, en aras de la
claridad, no se han asignado signos a los bordes, estas cifras no son esquemas regulares de

los nudos (o enlaces), sino mas bien sus proyecciones.



Grafo Nudo o enlace

=
A B DD
- © (D
CSDOOGBD

Figura 1.62 de grafos anudos o enlaces
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CAPITULO I

2.1 Nudos Poligonales

Hasta ahora sélo se han observado nudos en términos generales. Pero (Como se puede
especificar un nudo en particular? un método consiste en pensar que es construido de lineas

rectas y dar las coordenadas de las esquinas.

Definicion 2.1.1. Un nudo poligonal es aquel formado por una union finita de segmentos de

recta Ilamados aristas cuyos puntos extremos son los vértices del nudo.

Ejemplo 2.1.1 Representacion de diez nudos que pueden realizarse con a lo sumo ocho

aristas.

"1 51



Figura 2.1.2 Un nudo poligonal v una representacion suave del nudo de 10 cruces

44
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Figura 2.1.3 Nudo poligonal de 10 cruces

Hay dos preguntas béasicas que se pueden hacer sobre nudos poligonales:

1. ¢ Cuantas aristas se necesitan para hacer un nudo dado K?
2. ¢ Se pueden realizar nudos usando n aristas?

Lo primero que se debe decir es que la pregunta 1 presupone que un nudo dado puede ser
representado como un poligono. Muchas de las figuras de nudos parecen que se han
dibujado con lineas suaves, pero se pueden interpretar como poligonos que tienen una
gran cantidad de aristas muy cortas. (En realidad, asi es como la computadora los dibuja.)
Una vez encontrada una representacion poligonal de un nudo se puede manipular y tratar
de reducir el namero de aristas. El poligono en la figura 2.1.2 tiene mas de 50 aristas y esto
es claramente mas de lo necesario. Si se alteran repetidamente los vértices (asegurandose
que se preserva el tipo de nudo), un poco de la arista puede encogerse hasta que sea tan
corta que pueda doblarse y se retira sin afectar el tipo de nudo como se observa en la figura
2.1.3. Programas de computadora que permiten que los nudos evolucionen de esta manera

se han utilizado para encontrar candidatos para los poligonos minimos.

La respuesta a la pregunta 2 se muestra en la figura 2.1.1 para n = 3,6,7,8.
Debe haber al menos tres aristas para formar un triangulo (el nudo trivial) vy
no es dificil demostrar que un poligono anudado debe tener al menos seis aristas.
Enumerando estos poligonos pronto se convierte en impracticable porque el numero de

casos explota a medida que n aumenta.
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Ejemplo 2.1.2 Representacion del nudo trivial en un nudo trivial poligonal.
Figura 2.1.4 Nudo trivial (01)

Figura 2.1.5 Nudo trivial poligonal

Definicion 2.1.2 Se llamara a un nudo docil si se puede representar mediante un diagrama

con un numero finito de cruces.

Si se da el caso contrario, es decir, la Unica representacion que admite que el nudo tenga

infinitos cruces, entonces se trata de un nudo salvaje.

Un nudo dacil es equivalente a un nudo poligonal.

Ejemplo 2.1.3 Algunos diagramas de nudos dociles

O v &

Figura 2.1.6 Nudos dociles
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Ejemplo 2.1.4 Representacion del nudo salvaje

RO RI 9255

Figura 2.1.7 Nudo salvaje
Definicion 2.1.3 Un embebimiento de la unién disjunta de n lineas cerradas quebradas en

R3 es llamado un enlace poligonal de n — componentes.

Segun esta definicion un nudo poligonal es un enlace poligonal de una componente.

Definicion 2.1.4 Dos enlaces poligonales son isotépicos si uno de ellos se puede formar por
transferencia a la otra por medio de una secuencia iterativa de las isotopias elementales y
transformacion inversa. Aqui la isotopia elemental es un reemplazo de un borde AB con
dos bordes AC y BC, siempre que el triangulo ABC no tiene puntos de interseccion con

otros bordes de los enlaces, véase la figura 2.1.8.

\ oC 7
A B

Figura 2.1.8 Isotopia elemental
Ejemplo 2.1.5 Dibuje un nudo trébol poligonal con seis aristas.

Figura 2.1.9 Nudo trebol (31)
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Para dibujar el nudo trébol poligonal se tiene:

Se trazan tres aristas sobre los arcos del nudo trébol, luego se colocan las otras aristas
uniendo cada vértice, respetando los sobre cruces y bajo cruces hasta formar el nudo trébol

poligonal.

Figura 2.1.10 Nudo trebol poligonal

Definicion 2.1.5 Un nudo poligonal K esta en la posicion regular si:

i) los Unicos puntos multiples de K son los puntos dobles y s6lo hay un namero finito de

estos;
ii) ningan punto doble es la imagen de cualquier vértice de K.

La segunda condicién asegura que todo punto doble representa un cruce real, como en la

figura 2.1.11a. Se prohibe la especie de punto doble que se muestra en la figura 2.1.11b,

Cada punto doble de la imagen proyectada de un nudo poligonal de posicion regular es la

imagen de dos puntos del nudo.



\

Figura2.1.11

Ejemplo 2.1.6 Dibuje un nudo ocho poligonal.

Figura 2.1.12 Nudo ocho (4:)

Para representar el nudo ocho se hara lo siguiente: Cada arco se representa con una arista,
luego se colocan las otras aristas respetando los bajo cruces Yy sobre cruces de modo que se

unan en cada vértice, hasta formar el nudo ocho poligonal.

4D
A H

Figura 2.1.13 Nudo ocho poligonal
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2.2 Nudos Alternantes y Casi Alternantes
2.2 A) Nudos Alternantes

Definicion 2.2.1 Un diagrama es alternante cuando partiendo de un punto y avanzando en
una direccion determinada los cruces se van alternando entre sobre cruces y bajo cruces

hasta llegar de nuevo al punto inicial.

Como ya se ha dicho los nudos pueden tener varios diagramas planos que los representen,
asi que se dira que un nudo es alternante si se puede representar con un diagrama

alternante.

El interés que tienen estos nudos es que son un caso mas facil de manejar que cualquier
nudo, gracias a las tres conocidas conjeturas de Tait (1831-1901 fisico y matematico

britanico), que son las siguientes:

1. Si se tiene un nudo alternante y un diagrama alternante del mismo, el niumero de
cruces del diagrama es el numero minimo de cruces con el que se representara el
nudo. De esta forma en este tipo de nudos es muy sencillo hallar el nimero de
cruces. Ademas cualquier representacion plana con ese nimero de cruces minimo
serd alternante.

2. Se asigna una orientacion en el nudo. Un cruce se dice que es positivo si al girar la
hebra que va por bajo en sentido horario coincide con la flecha de la hebra que va
por arriba y serd negativo si al girar la hebra que va por bajo en sentido anti-horario
coincide con la flecha de la hebra que va por arriba. Ahora se suman los cruces
positivos con los negativos y se obtiene un nimero que es invariante por los
movimientos Reidemeister de tipo Il y Ill, no siendo asi para los del tipo I
(autocruces).

3. Si se tienen dos diagramas alternantes de un mismo nudo, se puede pasar de uno a
otro por medio de una cantidad finita de unos movimientos que consisten en hacer
un giro de 180° como en la figura 2.2.1, de forma que traslada el cruce a lo largo

del nudo.



51

d o o
7 —
Figura2.2.1

Este tipo de movimiento no aumenta el nimero de cruces del nudo, al contrario que algunos
de los movimientos Reidemeister. Por tanto la conjetura implica que todos los diagramas

alternantes de un mismo nudo tienen el mismo niimero de cruces.

El nudo trébol en la figura 2.2.2 y el nudo ocho en la figura 2.2.3 son alternantes, ya

que las dos proyecciones del mismo a la izquierda y en medio se alternan.

QD

Figura 2.2.2 Nudo trebol

3

(

Figura 2.2.3 Nudo ocho

Definicion 2.2.2. (Nudo Alternante). Una proyeccién del nudo se llama alternante, si hay
sobre cruces y bajo cruces alternados mientras se viaja a lo largo del nudo. Un nudo se

Ilama alternante, si posee una proyeccion alternante; de lo contrario es no alternante.

Ejemplo 2.2.1 Elige cruces a cada vértice de la figura 2.2.4 para tener como

resultado un nudo alternante.

e

Figura 2.2.4 Una proyeccion con exceso o falta de cruces
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Para elegir cruces a cada vértice de la figura anterior, primeramente se tiene que
seleccionar un cruce de inicio para tomarlo como referencia, en esta ocasion se selecciono
el cruce A, de ahi los cruces se alternan entre sobre cruces y bajo cruces hasta llegar al
punto inicial. Luego se observa que la figura 2.2.4 se ha convertido en un nudo alternante

(figura 2.2.5).
(e
v

Figura 2.2.5 Nudo alternante de la figura 2.2 4

Ejemplo 2.2.2 A continuacién se muestra un nudo no alternante.

Para mostrar que es un nudo no alternante se elige un punto inicial como referencia, en esta
ocasion se selecciono el cruce B, de ahi se observa que los cruces no se van alternando con
sobre cruces y bajo cruces hasta llegar al punto inicial. Por lo tanto se concluye que este
nudo no es una representacion de un nudo alternante, entonces se dird que es un nudo no

alternante.
B

\
/

Figura 2.2.6 Nudo no alternante

Ejemplo 2.2.3 El nudo trivial es también un nudo alternante.

Figura 2.2.7 Nudo trivial
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2.2 B) Nudos Casi Alternantes

Para el tipo de nudos casi alternantes es necesario estudiar la Notacion de Conway que se

abordara a continuacion.

Se introduce una notacion para nudos debido a John H. Conway (1937 Liverpool, Reino

Unido, Prolifico matematico activo en la teoria de nudos).

Definicion 2.2.3 Un enredo es la proyeccion de dos cuerdas enredadas, normalmente
representadas en el interior de una bola, de forma que los extremos de las cuerdas apunten
en las direcciones NO (Noroeste), NE (Noreste), SO (Suroeste) y SE (Sureste)
(figura 2.2.8).

.\’E - e
NO,_ -~ o & /\I
TN eeeay y: N
.\OY' K { T/ \ ):
' : ! () £ >
b g X
SO Seewees \ s )2’\ A
SE ‘\‘--"f/ SE

Figura 2.2.8 Enredos

Se pueden utilizar enredos como los bloques de construccion de las proyecciones de nudos
(figura 2.2.9). Por lo tanto, la comprension de los enredos sera muy Uutil en el entendimiento
de nudos. Dos enredos son equivalentes si se puede pasar de uno a otro por una secuencia
de movimientos Reidemeister mientras que los cuatro criterios de valoracion de las cuerdas
en los enredos permanecen fijos y ademas las cuerdas del enredo nunca estan fuera del

circulo que define el enredo.

a

Figura 2.2.9 Proyecciones de nudos formados por enredos
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Ejemplo 2.2.4 Se muestran a continuacion enredos equivalentes.
/C)\ /6:\3( }-X\S\ @K /@
a b c d 3

Figura 2.2.10 Enredos
Los dos enredos en la figura 2.2.11, figura 2.2.12 y figura 2.2.13 son equivalentes por la

secuencia de movimientos Reidemeister como se muestran a continuacion.

QY

B ¢

Figura 2.2.11 El enredo a) es equivalente al enredo e)

Figura 2.2.12 El enredo b) es equivalente al enredo c)

Figura 2.2.13 El enredo d) es equivalente al enredo e)

Se llamara a una proyeccion de un enlace una proyeccion casi alternante si un cambio de
cruce en la proyeccion haria una proyeccion alternante. Se denomina un enlace casi

alternante si tiene una proyeccion casi alternante.
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Definicion 2.2.4 Una proyeccion de un nudo se llama casi alternante si cruzando la
torcedura puede hacerse alternante. Un nudo o enlace no alternante se llama casi

alternante si tiene una proyeccion casi alternante.

Ejemplo 2.2.5 Mostrar que el nudo 8,4 en la figura 2.2.14 tiene la imagen de proyeccion

=

Figura 2.2.14 Nudo 810

casi alternante.

Aplicando los movimientos Reidemeister se tiene:

A L £ 2)

a — b : Movimiento Reidemeister tipo I11
b — c : Movimiento Reidemeister tipo IlI
¢ — d : Movimiento Reidemeister tipo I

Para mostrar que tiene una proyeccion casi alternante se hace uso de los movimientos

Reidemeister Tipo Il y Tipo | como se observa en la figura 2.2.15.

De hecho, el nudo trivial tiene una proyeccion casi alternante (figura 2.4.16). Aln mas

sorprendente es el hecho de que cada nudo alternante tiene una proyeccion casi alternante.

&

Figura 2.2.16 Una proyeccion casi alternante del nudo trivial
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Simplemente se puede realizar un movimiento Reidemeister Tipo Il a una proyeccion

alternante para obtener una proyeccion casi alternante (figura 2.4.17).

Figura 2.2.17 Nudos alternantes tienen proyecciones casi alternantes

2.3 Trenzas

A principios de la década de 1930, Emil Artin un matematico austriaco (1898-1962)
introdujo un concepto de una trenza (matematica). Esta notable vision propia no era
suficiente para sostener la investigacion en esta area, por lo que poco a poco comenzé a
marchitarse. Sin embargo, en la década de 1950 este concepto de trenzas se encontré que
tienen aplicaciones en otros campos Y esto dio un nuevo impulso al estudio de las trenzas,
reavivando la investigacién en esta area.
La estructura de una trenza en R3 es la siguiente. Sea € un cubo, luego en la parte superior
y en la base se marcan n puntos, Ay, A,,...,A, Yy A}, A, ..., Ay, , respectivamente. Estos
puntos pueden ser arbitrariamente colocados, sin embargo, se expresaran en términos de
coordenadas especificas.
En primer lugar, las coordenadas para € en R3 son

C={(xy,2)0<xy,2z<1}

Seeligen Ay, A, ..., A,y A, A, ..., A;, como sigue

A—(l 1 1) A—(l n 1)
7 \2n+17 ) T 20+ 1

A’—(l 1 0) A’—(l n 0)
t=\2n+1 ) T \22n+ 1’

Por construccion cada A; esté directamente debajo del A; como lo muestra la figura 2.3.1
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/o é’o

"

Figura 2.3.1 Construccion de una trenza
Ahora, unir los puntos Ay, 4, ..., A, con los puntos los A3, 45, ..., Ay, mediante n curvas

(para ser méas precisos deben ser arcos poligonales) en €. Como es usual, se unen de tal
manera que estas curvas (incluyendo los puntos finales) no se crucen mutuamente. No es

necesario unir A; a Aj, pero no es permitido unir A; a mas de un A;. Se le llamara a estos

arcos poligonales: cuerdas.

Definicion 2.3.1: Supongase ahora, que se divide el cubo en dos partes por un plano
arbitrario E que es paralelo a la base del cubo C. Entonces, si E intersecta cada cuerda (arco

poligonal) a uno y sélo un punto, se dice que estas n cuerdas en € son una n-trenza.

Ejemplo 2.3.1. Figura 2.3.2 (a) y (b) son ejemplos de 1-trenzas. Figura 2.3.2 (c), sin

embargo, no es una 1- trenza, figura 2.3.2 (d) y (e) son ejemplos tipicos de 2-trenzas.

g L g) § T
(\J
® ®) ©

-
-

peeccccscches
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o

(d) (e)

Figura 2.3.2 Ejemplos de trenzas v no trenzas
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Definicion 2.3.2 Dadas dos n-trenzas en un cubo, si es posible, mediante la realizacion de
movimientos elementales de nudos en estas cuerdas, transformar una a la otra, entonces se

dice que estas dos n-trenzas son equivalentes (o iguales).

Ejemplo 2.3.2. Demostrar que las 2-trenzas mostradas en la figura 2.3.3 (a) y (b) son

equivalentes

,
B
-
o

B
l

(a) (b)
Figura 2.3.3 Trenzas equivalentes

Se mostrard la equivalencia haciendo uso de los movimientos elementales de nudos

-
o
-
o

— | i\ — |
movimiento
(a) elemental 2 (b)

Figura 2.3.4 Aplicacion de los movimientos elementales

Intuitivamente, dos trenzas (en un cubo), cuyos puntos finales se mantienen fijos, puede
decirse que son equivalentes, si se deforma continuamente una a la otra sin que ninguna
de las cuerdas se intersecte entre si.

De una manera similar como en el caso de nudos, se puede obtener el diagrama regular de
una trenza mediante la proyeccion de la trenza en el plano. La figura 2.3.5 muestra el

esquema regular de una trenza en el plano.
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-

-~
|-
-2

prrssunun e

Figura 2.3.5 Proyeccion de una trenza en el plano

Definicion 2.3.3 Una trenza en el plano es un conjunto de n cuerdas, todas las cuales
unidas a una barrera horizontal en la parte superior y en la parte inferior (figura 2.3.6).

Cada cuerda intersecta cualquier plano horizontal entre las dos barras exactamente una vez.

A A

Figura 2.3.6 Trenza en el plano

Conectando A; a A} , A, a 4y ..., A, a A;, por n segmentos de linea, figura 2.3.7, se puede

formar un tipo especial de trenza. Con la nomenclatura anterior, se le llamara a esta la n-

trenza trivial. e A, A,

——6—0——8—
/ ’ 7
AAX A,
Figura 2.3.7 N-trenza trivial
Suponga que una n-trenza a tiene sus cuerdas conectadas como lo siguiente A; a A§1 , A, a

A; ,...,A, aA; .Entoncesse le puede asignar a a una permutacion
2 n

(1 2 n)
il i2 in'



60
A esto le llama permutacion, la permutacion trenza. La trenza trivial corresponde a la

G2

Ejemplo 2.3.3. La permutacion trenza para la figura 2.3.2 (d) es

permutacion de identidad,

-2
-

¢ Y-a o

PEEEETTERYS T

K

o

-’

(d)

mientras que la permutacion trenza para la figura 2.3.5 es

pumssnunnahas

Dado que si dos trenzas son equivalentes, se deduce que sus permutaciones trenza son

iguales; por lo que la permutacion trenza es un invariante.

2.3.1 Relacion entre Trenzas y Nudos

¢Qué trenzas tienen que ver con nudos Yy enlaces? Siempre es posible tirar
la barra inferior alrededor y pegarla en la barra superior, de modo que las cuerdas
resultantes formen un nudo o enlace, es decir, los puntos A4, 4,, ..., A,, en la parte superior
de un diagrama rectangular de una trenza a se conectan a los puntos A3, A5, ..., Ay,
respectivamente, en la parte inferior del mismo diagrama llamado el cierre de la trenza

(figura 2.3.8). Por lo tanto cada trenza corresponde a un nudo o enlace en particular.

R
& —

Figura 2.3.8 El cierre de una trenza

e
S
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¢Los nudos y enlaces se pueden representar como trenzas cerradas? Si, ya que cada nudo o

enlace es una trenza cerrada. Esto se demostrd primero por J. W. Alexander en 1923.

Se utilizara la idea de los puentes para visualizar esta situacion.

2.3.1.1 NUmero del Puente

En la figura 2.3.9, se visualizan los puentes en el nudo trébol

A

@D

v

| —

X

Figura 2.3.9 Visualizacion en R? de los puentes en el nudo trébol

RS
y a continuacion se muestra un par de proyecciones del nudo trébol y del nudo ocho en el

plano, respectivamente.

@ @

a b
Figura 2.3.10 (a) Nudo trebol v (b) Nudo ocho

Pensar en las partes oscuras de los nudos como acostado por encima del plano xy v el
resto de los nudos como acostado debajo del plano como en la figura 2.3.9. Cada nudo se

cruza con el plano en cuatro puntos. En la figura 2.3.10 en las dos imégenes a y b, hay dos
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arcos desatados en cada nudo, que se extiende por encima del plano. Este es el menor
numero de este tipo de arcos en cualquier proyeccion de estos nudos. Por lo tanto, se dice

que estos nudos ambos tienen nimero de puente 2.

En general, dada una proyeccion de un nudo a un plano, se tiene:

Definicion. 2.3.4 Un paso elevado (figura 2.3.11a) es un sub-arco del nudo que pasa sobre

al menos un cruce pero nunca pasa por debajo de un cruce.

Definicion. 2.3.5 Un paso elevado méaximo es un paso elevado que casi siempre tiene un
limite (figura 2.3.11b). Ambos de sus puntos finales ocurren justo antes de ir debajo de un

cruce.

Definicion 2.3.6 EI numero de puente de la proyeccion es entonces el niUmero de pasos
elevados maximos en la proyeccién (aquellos pasos elevados maximos que forman los
puentes sobre el resto del nudo). Observe que cada cruce en la proyeccién debe tener algun

paso elevado maximo que cruza encima de este.
A o\
N
\ \ N
—\o
a) b)
Figura 2.3.11 (a) Un paso elevado (b) Un paso elevado maximo

Definicion. 2.3.7 El numero de puente de K, denotado b(K), es el nUmero de puente

minimo de todas las proyecciones del nudo K.

Sea L un nudo o enlace en una proyeccion en particular, luego se orienta cada uno de los
componentes de L. Para cualquier hebra, se obtendran puentes donde el primer punto se
elige después de un bajo cruce, el segundo es donde finaliza el primer puente y asi
sucesivamente hasta llegar nuevamente al primer punto. A medida se recorre el nudo o
enlace en la direccion de la orientacion de la hebra, etiquetar estos puntos elegidos con P,
hasta B, (figura 2.3.12). Se piensa en estos puntos etiquetados como la interseccion del
plano de proyeccion con el nudo o un enlace, las hebras encima y debajo del plano de

proyeccion como los puentes.
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La cuerda del nudo de conexion P; a P, se encuentra por encima del plano de proyeccion;

la hebra conexion de P, a P; se encuentra por debajo del plano de proyeccion.

‘\.

Py Py

Figura 2.3.12 Puntos etiquetados Py, ..., Px

Proposicion 2.3.1 Dado cualquier nudo o enlace orientado, si se elige el primer punto
después de un bajo cruce entonces la hebra conexién P,;_; a P,; siempre esta por encima
del plano de proyeccion vy la hebra conexién P,; a P,;,, siempre esta por debajo del plano
de proyeccion.

Prueba:

Sea L un nudo o enlace, luego encontrar una proyeccioén regular, esto se obtiene aplicando
movimientos elementales de nudo o en su defecto los movimientos Reidemeister

Por hipdtesis se tiene que L posee una orientacion, ademas, para cualquier hebra, el primer

punto de un puente se elige después de un bajo cruce,

Luego el segundo sera donde finaliza el primer puente y asi sucesivamente se van
colocando los n puntos hasta llegar nuevamente al primer punto.

A medida se recorre el nudo o enlace en la direccion de la orientacion de la hebra, estos n
puntos se etiquetaran como P;, ..., B, .Teniendo los puntos etiquetados se puede establecer
la siguiente notacion para puentes: P;P;., es un puente que esta por encima del plano y

P;P; .1 un puente que esta por debajo del plano.
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Dado que el primer punto ocurre después de un bajo cruce, P, y P, representa un arco que
estd por encima del plano y entre ellos solo pueden haber sobre cruces por lo que se
representan como P;P, , dado lo anterior P, ocurre antes de un bajo cruce por lo que P,

representa el inicio de un puente que esta bajo el plano asi P,P; y entre estos puntos solo

pueden haber bajo cruces, si se sigue con este procedimiento, se obtendra el puente que esta

por debajo del plano P,_;P; Yy dado que no puede haber dos puentes sobre y bajo el plano

adyacentes se tiene que los puentes sobre el plano serdn de esta manera P,;_P,; Y los

puentes bajo el plano seran P,; P, 4 . |

Al aplicar isotopias (reorganizar sin cortar y pegar) a la proyeccion de manera
que las n hebras por debajo del plano de proyeccion estén alineadas como en la figura
2.3.13. Se organizan los hilos para que los puntos de nimero par son todas préximo

uno al otro.

Figura 2.3.13 Reorganizacion de la proyeccion para alinear los puentes inferiores

No se tiene ningln problema al realizar este reordenamiento, bajo el plano de proyeccion,
ya que solo se estan deslizando, no intersectando arcos. En la parte superior del plano, los
puentes estdn méas desordenados, pero nunca se cruzan entre si, por lo que todavia tienen

perfectamente puentes buenos.

Sea A una linea recta en el plano de proyeccion que es una mediatriz de todos los puentes
inferiores. Cada uno de los puentes superiores cruza un nimero impar de veces, ya que un
puente superior comienza en un punto P,;_; que se encuentra al norte del segmento A y
termina en el punto de P,; que esta al sur del segmento A. Todos los puentes superiores
deben cruzar una sola vez el segmento A, si sucede lo contrario se debera acomodar tales

puentes para que crucen el segmento una sola vez.

Si uno de los puentes superiores cruza A mas de una vez, solo tiene que tomar el segundo

punto en la parte superior del puente donde cruza A después de dejar P,;_,
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y empuje la parte superior del puente por debajo del plano de proyeccion (figura 2.3.14).
El nuevo puente superior ahora se divide en dos nuevos puentes superiores y un nuevo
puente inferior. El primer puente nuevo superior cruza A una vez, mientras que el segundo
puente nuevo superior cruza A dos veces menos que el puente superior inicial lo hizo. Se
puede repetir este proceso con los nuevos puentes superiores y finalmente, con los otros
puentes superiores restantes hasta que cada puente superior cruce la linea A exactamente

una vez.

b
N
|

N A T I e i
AN U~

®oe ‘e

/

Figura 2.3.14 Haciendo puentes superiores que cruzan A una vez.

No se tiene, una representacion de trenza para cualquier nudo o enlace. Pero ahora, si

cada enlace se puede representar como una trenza cerrada.

Definicion 2.3.8 El indice de la trenza de un enlace es el menor nimero de cuerdas

en una trenza que corresponde a una representacion de trenza cerrada del enlace.

Ejemplo 2.3.4 El indice de la trenza del nudo trivial es 1 y el indice de la trenza del nudo

trébol es 2.

El indice de trenza es un invariante de nudos y enlaces, pero en general es
dificil de calcular. Poner un nudo o enlace en forma de trenza y después
contar las cuerdas da un limite superior en el indice de trenza, pero ;como

se sabe que no es una forma de la trenza del nudo o enlace con menos cuerdas?

Por ejemplo, si se observa a las trenzas de tres cuerdas. Si la primera cuerda cruza sobre la
segunda, se le llama un cruce o;. Pero si la primera cuerda cruza bajo
la segunda, se le llama un cruce o7 . Si la segunda cuerda cruza sobre la tercera, se le
llama un cruce o, Y si cruza por debajo de la tercera cuerda, esto es un cruce o, ! (figura
2.3.15). Por lo tanto la trenza mostrada en la figura 2.3.16 se describe completamente

enumerando los cruces ordenados de arriba hacia abajo como o,0,0,0; 10,0,. A esto se le
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llama el término para la trenza. De manera mas general, si se tiene una trenza con n

cuerdas, se denota el cruce i — ésimo de la cuerda i sobre la cuerda i + 1 por o; y el cruce

i — ésimo de la cuerda i bajo lacuerda i + 1 por o; *.

AR
A0 1)

oy 0,1 0, 0,
Figura 2.3.15 Cruces

Ejemplo 2.3.5 Encontrar el término de la siguiente trenza

_

x)
Figura 2.3.16 Encontrando el término de la trenza
Esta es una forma practica para denotar nudos y enlaces. Si lo que se quiere

Asi el términode la trenza

-1
o es 0,0,0,0, 0,0,

v VYV v \L’ \l/

es describir a un nudo particular. Sélo se dira "Este nudo tiene la representacion de trenza

cerrada correspondiente al término o,0,050; 10,07 1.

Ademas de simplificar las  conversaciones sobre nudos y  enlaces,
hay algunas otras ventajas de esta notacion. Por ejemplo, si g, *o; forma parte del término
que describe a una determinada trenza. Entonces geométricamente, este par de cruces se

parece a los que se muestran en la figura 2.3.17.

1273 1 i+1 n-1n

e () oo
(

Figura 2.3.17 Los cruces correspondientes a o7 o;.
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2.4 Nudos Primos

Para estudiar lo que son los nudos primos es necesario abordar la composicion de nudos.

Definicion 2.4.1 Dadas dos proyecciones de nudos, se puede definir un nuevo nudo
obtenido por la eliminacién de un pequefio arco de cada proyeccion del nudo y luego
conectar los cuatro puntos finales con dos nuevos arcos como en la figura 2.4.1. Se llamara

composicion de dos nudos al nudo resultante.

Si se denotan los dos nudos por los simbolos J y K, entonces, su composicién se denota por
J#K. Se supone que las dos proyecciones no se superponen y se eligen los dos arcos fuera

de cada proyeccion para evitar cualquier cruce.

7S RS
TN S

Figura 2.4.1 La composicion J#K de dos nudos J y K
Se eligen los dos nuevos arcos de tal manera que no crucen las proyecciones de los nudos

originales o entre si (figura 2.4.2).

Nuevo cruce no deseado

Nuevo cruce no deseado

Figura 2.4.2 No es la composicionde J vy K

Definicién 2.4.2 Se llamara a un nudo, nudo compuesto si puede expresarse como la
composicion de dos nudos, ninguno de los cuales es el nudo trivial. Esto es en analogia con
los numeros enteros positivos, en los que se llama un entero compuesto si es el
producto de numeros enteros positivos, ninguno de los cuales es igual a 1. Los nudos que

hacen el nudo compuesto se denominan nudos de factores.
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Téngase en cuenta que si se toma la composicion de un nudo K con el nudo trivial, el
resultado es de nuevo K, al igual que cuando se multiplica un niumero entero por 1, se
obtiene el mismo numero entero de nuevo (figura 2.4.3). Si un nudo no es la composicion
de cualesquiera dos nudos no triviales se Ilamard un nudo primo. Tanto el nudo trébol y el

nudo ocho son nudos primos, aungue esto no es evidente.

Nudo trivial K

Figura 2.4.3 K#(Nudo trivial) es solo K

Para el nudo J#K en la figura 2.4.1, es claramente compuesto. Se ha construido
para que lo sea. Pero, ¢y el nudo en la figura 2.4.4 (b)? ¢ Es compuesto?. De hecho, lo es. Si
usted lo hace de cuerda y juega con el nudo, puede finalmente obtener una proyeccién que

muestra que es compuesto.

o &

a)

Figura 2.4.4 Un nudo potencialmente compuesto

Una pregunta interesante. ¢ Es el nudo trivial compuesto? A partir de la imagen de la figura
2.4.4(a), no parece compuesto. Pero tal vez hay una manera de enredar el nudo trivial para
obtener una proyeccion que lo haga un nudo compuesto. Es decir, tal vez hay una imagen
del nudo trivial que tiene un nudo no trivial a la izquierda, un nudo no trivial a la derecha, y
dos hebras del nudo uniéndose a ellos (figura 2.4.5). Tal vez la parte de la proyeccion
correspondiente al nudo de la derecha podria desenredar de alguna manera una parte de la

proyeccion correspondiente al nudo de la izquierda, resultando el nudo trivial.
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X (\/)

Figura 2.4.5 Podria ser este nudc al desenredarlo el nudo trivial
Es un poco desconcertante darse cuenta de que él nudo trivial fuera un
nudo compuesto, entonces cada nudo seria un nudo compuesto. Puesto que cada nudo
es la composicion de si mismo con el nudo trivial, cada nudo seria la composicion de si
mismo con los nudos de los factores no triviales que componen el nudo trivial.

De hecho, el nudo trivial no es un nudo compuesto.

Asi que no hay manera de tomar la composicion de dos nudos no triviales y desanudarlos.
Se puede pensar en este resultado como analogo al hecho de que el nimero entero 1 no es

el producto de dos enteros positivos, cada uno mayor que 1.

Ejemplo 2.4.1 Al observar el nudo de la figura 2.4.6 (a) no parece ser un nudo primo, sin
embargo se pueden aplicar movimientos elementales de nudos de manera que se tenga sélo

una deformacion diferente del nudo figura 2.4.6 (b).

Por ultimo en la figura 2.4.6 (c) se ven los dos nudos separados totalmente de tal manera
que los puentes que se utilizaron no intersectan al otro mucho menos al mismo nudo. Por lo

tanto el nudo de la figura 2.4.6 (a) es un nudo compuesto.

P &

SR .

Ejemplo 2.4.2 Dada la proyeccion regular del nudo figura 2.4.7(a), aplicar isotopia hasta

(b)

Figura 2.4.6

obtener la proyeccion conveniente para descomponer el nudo figura 2.4.7 (b), ahora hacer
los cortes y pegar los extremos correspondientes de los arcos figura 2.4.7(c), por ultimo
aplicar isotopia y hasta que los nuevos nudos tengan una proyeccion regular
figura 2.4.7 (d).
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519

Figura 2.4.7

Una manera en que la composicion de los nudos se diferencia de multiplicar
nameros enteros es que hay mas de una manera de tomar la composicion de dos
nudos. Se tiene la opcién de donde eliminar el arco desde el exterior de
cada proyeccion. (Esta eleccion afectara el resultado? Sorprendentemente, la
respuesta es si. A menudo es posible construir dos nudos compuestos diferentes

desde el mismo par de nudos J y K.
Primero se tiene que poner una orientacién sobre los nudos.

Definicién 2.4.3 Una orientacion es definida por la eleccion de una direccién donde se
viaja alrededor del nudo. Esta direccién es denotada mediante la colocacion de flechas
dirigidas de manera coherente a lo largo de la proyeccién del nudo en la direccion de su

eleccion.

Asi pues un nudo orientado es aquel que satisface la definicion anterior. Al formar la
composicidn de dos nudos orientados J y K, hay dos posibilidades. O bien la orientacién de
J coincida con la orientacion de K en J#K, lo que resulta una orientacion para J#K, o la
orientacion de J y K no coinciden en J#K. Todas las composiciones posibles entre dos
nudos donde las orientaciones no coinciden da como resultado el mismo nudo compuesto;
sin embargo, es posible que el nudo compuesto generado sea distinto al que se forma

cuando las orientaciones coinciden (figura 2.4.8).
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Para convencerse de que las dos primeras composiciones en la figura 2.4.8

realmente no dan el mismo nudo, se puede reducir el tamafio de J abajo en la primera

=L KL KR

(a) Orientaciones que coinciden (¢) Orientaciones diferentes
(b) Orientaciones que coinciden

Figura 2.4.8

imagen (figura 2.4.9) y luego deslizarlo alrededor de K hasta obtener la segunda imagen
(figura 2.4.9). Aunque este no serd el caso, en general, en este ejemplo particular,
la tercera composicion en la figura 2.4.8 también da el mismo nudo como las dos

composiciones anteriores.

Figura 2.4.9 Dos composiciones de nudos que son las mismas

En la teoria matematica de nudos, se llamaran nudos primos a los nudos que no es posible

descomponerlos utilizando la operacién de suma de nudos.
¢Cuando es un nudo primo?

En la forma descrita se dice lo siguiente (figura 2.4.10): Haga un esquema regular de
K #K,, la suma conexa de K; y K, se puede construir mediante la colocacion de los
diagramas regulares de K, y K, lado a lado y luego conectandolos por medio de dos
segmentos paralelos. Por lo tanto, si un nudo K se puede descomponer en K; y K5, €S
decir, K tiene un diagrama regular del tipo mostrado en la figura 2.4.10. Sin embargo,
aunque la teoria indica que en la practica, no se puede deducir a partir del diagrama normal

si un nudo es primo o no.
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X

Figura 2.4.10

Ejemplo 2.4.3 El diagrama regular del nudo, K que se muestra en la figura 2.4.11 no es de

la forma de la figura 2.4.10, pero K no es un nudo primo.

Recientemente, este problema se ha resuelto por completo en el caso de nudos alternos

&oD - QY

Figura 2.4.11

Definicion 2.4.4 Un nudo K se dice que es primo si no es compuesto es decir para L, M

tal que K = L # M, uno de los nudos L, M es trivial.

Un resultado de Horst Schubert (pie de pagina “resultado probado por Schubert en su
tesis doctoral Dic cindeutige Zerlegbarkeit cines Knotens in Primknoten (1949)”)
afirma que todo nudo no trivial posee una descomposicion Unica en nudos primos. Sin
embargo no es todo tan sencillo, ya que la definicion de nudo primo automaticamente
plantea la cuestion de cémo determinar si un nudo es primo o no, igual cuando se pregunta
para un natural. Para un nimero pequefio de cruces existen tablas de nudos, pero a partir de
cierto numero la cantidad de nudos con ese determinado nimero de cruces tiene un tamafio
considerable. En la siguiente tabla, aparece el nimero de nudos primos con n cruces, hasta

16 cruces, se puede verificar la complejidad del problema cuando tienen muchos cruces.
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Numero de cruces n 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Nudos primos con n cruces

Numero de crucesn | 10 11 12 13 14 15 16

Nudos primos con n

cruces 165 552 2176 | 9988 46972 | 253293 | 1388705

Otro problema planteado es si el nudo trivial es compuesto. Se debe de tener cuidado ya
que de ser compuesto es necesario cambiar las definiciones previas de lo contrario todo
nudo seria compuesto, por ser la composicion del mismo con el nudo trivial y en ese caso
el nudo primo deja de tener sentido. ¢y cdmo puede ser compuesto el nudo trivial? Al ver la
proyeccion del nudo trivial como una cuerda sin cruces parece imposible que pueda serlo,
pero se debe tener en cuenta que cada nudo tiene formas distintas de representarse,
equivalentes entre ellas, aunque en el momento de realizar composiciones se pueden tener
resultados diferentes. ¢Es posible que la composicion de dos nudos no triviales, resulte ser
el nudo trivial? La respuesta es que no, claro que no es un problema sencillo al igual que

decir si una proyeccion resulta ser equivalente del nudo trivial.

En la figura 2.4.12 se presenta una tabla de nudos primos con menos de 8 cruces, aunque se
conocen mas. Los numeros que aparecen a la derecha de cada nudo son para diferenciar del
resto de nudos. EI nimero indica el namero minimo de cruces del diagrama plano del nudo

y el subindice es una forma de enumerar los nudos con el mismo ndmero de cruces.
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Figura 2.4.12

2.5 Nudos toros
2.5(A) Nudos toros

Los nudos que se encuentran en un toro sin nudo, sin cruzarse sobre o bajo ellos mismos, se

[laman nudos toros. La figura 2.5.1 es una imagen del nudo trébol en un toro.

(7
Figura 2.5.1 El nudo trebol en el toro

Definicion 2.5.1 Se llamara a una curva que se ejecuta una vez en el corto camino

alrededor del toro una curva meridiana.

Definicion 2.5.2 Una curva que se ejecuta una vez en el largo camino alrededor del

toro se llama una curva de longitud (figura 2.5.2).

El nudo trébol en la figura 2.5.3 envuelve tres veces meridionalmente alrededor del
toroide y dos veces en sentido longitudinal. Se puede ver que estas cifras son correctas, ya
que envuelven el toro afladiendo el meridiano y curvas de longitud en el que la estructura

de trébol se sitla y luego contando el nimero de veces que el trébol atraviesa cada uno. El
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trébol cruza la longitud tres veces. Con el fin de hacerlo, debe envolverse alrededor del
toroide en la direccion meridional tres veces. El trébol cruza el meridiano dos veces, por lo
que debe envolverse alrededor del toro en la direccion longitudinal dos veces. Se
llama al nudo trébol un nudo (3,2)-toro (figura 2.5.3). La figura 2.5.4 es un nudo
(4, 3)-toro. Cada nudo toro es un nudo (p, q)-toro para algin par de enteros. De hecho, los
dos nimeros enteros siempre seran primos relativos (es decir, su maximo comun divisor es

1). Longitud
e

Figura 2.5.2 Un meridiano y longitud en un toro

Meridiano Q Longitud

Figura 2.5.3 El trébol es un nudo (3,2)-toro

Meridiano

Figura 2.5.4 Un nudo (4.3)-toro

Este siguiente nudo (figura 2.5.5) se encuentra en un toro, pero no se ve como el nudo
(p, q)-toro que se ha trazado. Sin embargo, se puede deformar hasta que se vea mas como

el nudo toro que es.
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Figura 2.5.5 Dos imagenes del mismo nudo toro

Definicion 2.5.3 Un nudo (o enlace) es un nudo toro si es equivalente a un nudo (o enlace)

que se puede extraer sin ningun tipo de puntos de interseccion en el toro trivial.

El toro trivial es un Toro solido T obtenido mediante la rotacion alrededor del eje del
circulo m: (x —2)2 + y2 = 1, en el plano xy, que tiene como centro el punto (2,0),
radio de unidad 1, la figura 2.5.6

Figura 2.5.6

Una forma alternativa de construir el toro trivial es: témese un cilindro en R3 con el
circulo unidad x2 +y2+0=1, C; en el plano xy como su base y el circulo unidad
x2+y?+1=1, C, como su base superior, figura 2.5.7 (a). Ahora se tiene que pegar
entre si C; y C, en R3 de manera que C, el eje central del cilindro, se convierte en el nudo
trivial, figura 2.5.7 (b). [Nota: si se pegan C; y C, en la manera que se muestra en la figura
2.5.7 (c), entonces, C no es equivalente al nudo trivial y por lo tanto el toro no es el toro

trivial.]

Un nudo (o enlace) que se encuentra en el toro trivial se dice que es un nudo toro, y se

puede expresar en términos de una forma estandar determinada.



77

Figura 2.5.7

Usese mas concretamente el cilindro por encima de la altura con unidad 1 y como su base

un circulo unitario en el plano xy. Usted puede asignar a la base de C; y C, a la parte

superior de los r puntos Ay A4,...,Ar—1 Y Bgy,Bi,...,B._q, respectivamente. Las

coordenadas son las siguientes, véase también la figura 2.5.8 (a):

2t | 2m 2r = Dm | 2(r—D)m

Ay, =(1,00),4, = <cos—,sm—,0>, v Ay = (cos ,sin ,0)
r r r r
2T 2T 2(r—Dn 2(r—Dn

B, =(1,0,1),B; = (cosT,sinT, 1), wi,Bp_q = (cos ( " ) ,sin ( " ) ,1)

Figura 2.5.8

Una vez asignado los puntos, se trazan los segmentos «;, del punto A, hasta el punto By en

el cilindro (k = 0,1,...,r — 1) . Ahora, manténgase la base C,, fija y dar a todo el
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cilindro una torsién mediante la rotacion de la parte superior alrededor del eje z en un

, 2 . , .- .
angulo de %q (En este caso, g es 0 bien un nimero entero positivo o negativo).

Ejemplo 2.5.1
Seaq = 2yr = 3.

AO = (1;0;0)
2n  2m -1 +3
A = (cos?,sm?,O) = (—2,—2,0>

23-1n _ 23-1)n 4m 4m -1 —V3
3 ,sin 3 ,O) = (cos?,sm—,O) = 0

4, = (
2 cos 3

By, = (1,0,1)

-1 V3
Blz _,£,1
2 2
B, = (22205
2 21 2;

Ahora cuanto va a rotar cada punto.

2nq  2(2)m _ 4m
r 3 3

En la figura 2.5.8 (b) el caso g = 2 y r = 3 se muestra, mientras que en figura 2.5.8 (c)

muestrael casog = -2y r = 3.

Por altimo, se va a identificar el punto (x,y,0) de C, hasta el punto (x,y,1) de C, (como
antes, el centro C se convierte en el nudo trivial). Esto crea un solo toro trivial T, con los r
segmentos ag, a4, ...,a,_; que han sido transformados en un nudo (o enlace) en su
superficie. Este nudo (o enlace) se llama nudo (g, r)-toro (o enlace) y se denota por K, .-, la

figura 2.5.9
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Figura 2.5.9

Considérese el circulo m que se utiliz6 originalmente para formar el T toro trivial. Ademas,

supongase K es el limite de un disco que se encuentraen T, la figura 2.5.10

Figura 2.5.10

Estos nudos triviales m y K, o enlaces triviales consisten en algunos de estos nudos
triviales en T, no es un nudo toro como se describe anteriormente. De hecho, se va a
considerar este tipo de nudos (o enlaces) para corresponder al caso r = 0, tal que se dice

que m es un nudo (1,0)-toro, K . El nudo, K, se llamara un nudo (0,0)-toro, K, o-
Ejemplo 2.5.2 K (3,2) y K (-3, 2), en la figura 2.5.11, son equivalentes al trébol.
Enestecasog =3yr = 2.

Ay =(1,0,0)

2T 2T
A = (cos7,sin7,0> = (-1,0,0)

BO = (1)0)1)

B, = (-1,0,1)
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La rotacion para los puntos es:

2w _ 2O _ 30 = 5400
r 2 o=
K(u) K(-39 2)

Figura 2.5.11

A partir de un nudo toro K, , se puede obtener la orientacion del nudo toro K (q,7) 0
K (—q,— 7). Sin embargo, también es posible obtener desde el enlace de toro K, un
enlace toro orientado que no es ni K (g, ) ni tampoco K (—q, —r).

Ejemplo 2.5.3 Supdngase que ¢ = 4y r = 2,y a, tiene una orientacion hacia arriba,

mientras que la asignacién de a; una orientacion hacia abajo, figura 2.5.12 (a).

4!

;"r
£e..

(c)
Figura 2.5.12

Entonces, mediante la identificacion de los extremos como se ha descrito anteriormente, se
obtendra un enlace toro orientado, figura 2.5.12 (b) y (c). Sin embargo, este enlace toro no

esni K (4,2) ni K (—4,—2). Ademas, no existen q y r para que se convertira en un enlace
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toro orientado del tipo K (g, ). Por lo tanto para evitar tal confusion que ocurre, se van a
considerar, desde aqui en adelante solamente nudos toros o enlaces orientados K (g, r), con

la orientacion asignada como se ha descrito anteriormente.

¢Como hacer para dibujar un nudo (p, g)-toro de manera diferente a la que se acaba de

mostrar?

Ejemplo 2.5.4 Supdngase que se quiere hacer el nudo (5, 3)-toro. Este nudo envuelve
alrededor del toro cinco veces meridionalmente y cruza tres veces su longitud. Se marcan
cinco puntos en el ecuador exterior del toro y cinco puntos en el ecuador en el interior
(figura 2.5.13), es decir el cinturdn que posee el toro. También se quiere que el nudo se
envuelva tres veces longitudinalmente alrededor del toroide. Coincidiendo cada punto que
se marca en el exterior del ecuador del toro al punto correspondiente en el ecuador dentro,
la utilizacion de un segmento que los une directamente en la parte inferior del toro
(figura 2.5.14). Ahora, se da a cada punto del ecuador exterior una 3/5 de una vuelta en
sentido horario de su posicion original con respecto al punto del ecuador interior (lo que
significa desplazarlo por delante tres puntos) y se utiliza segmentos para unir los puntos
en la parte superior del toro (figura 2.5.15). El resultado es un nudo que viaja tres veces

<

N—

Figura 2.5.13 Marcar puntos de los ecuadores

Figura 2.5.14 Coloque puntos en el circulo interior del toro.

longitudinalmente alrededor del toro y cinco veces meridionalmente.
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Figura 2.5.15 La construccion de un nudo (5,3)-toro
Del mismo modo, si se quiere dibujar el nudo (p, g)-nudo, que se acaban de colocar p
puntos alrededor de los ecuadores dentro y fuera del toro, agregue en el interior y
fuera puntos directamente a través de la parte inferior del toro y luego fije cada
punto fuera hasta el punto en el interior que son g puntos en sentido horario por delante,

utilizando una cadena que pasa sobre la parte superior del toro.
Teorema 2.5.1 Todo nudo (p, q)-toro es también un nudo (g, p)-toro.
Prueba

Sea un nudo K(p,q) en un toro T, Tomese un disco del toro de manera que se situé en
donde no toque el nudo. Ver la figura 2.5.16.a, extender este disco lo méas que sea posible
en el toro figura 2.5.16.b. Se puede deformar el toro T con un componente limite en dos
bandas que estan unidas una con la otra. Como se produce la deformacion, llevar a lo largo
del toro la acumulacion de puntos del nudo K(p, g) por medio de isotopias y movimientos
Reidemeister de manera de adelgazar las bandas figura 2.5.16.c. La banda mas corta
corresponde a un meridiano del toro, mientras que la banda mas larga corresponde a una

longitud del toro.

a) c)

Banda longitudinal

Banda meridiana
Figura 2.5.16 Imagenes de un toro con una frontera
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Tome la banda mas larga y agacé un giro ver figura 2.5.17.a. Luego tomese la banda mas
corta y gire (ver figura 2.5.17.b.) por lo anterior se pueden deformar nuestras dos bandas
pegadas haciéndolas més anchas para formar el toro como componentes de limites, pero
ahora con las funciones de las dos bandas invertidas. La banda que originalmente
correspondi6é a una longitud en el toro T anterior ahora corresponde a un meridiano en
el nuevo toro T', y la banda que originalmente correspondia a un meridiano en
el anterior del toro T ahora corresponde a una longitud en el nuevo toro T'. Asi el
meridiano y la longitud se han intercambiado, el nudo es ahora el nudo K(q,p) en el nuevo

toro T'.

Figura 2.5.17 Giro de las bandas

Ejemplo 2.5.5 Si se tiene un nudo (3,2)-toro, quiere decir que tiene dos longitudes y tres
meridianos en el toro. Si se aplica el teorema anterior vea la figura 2.5.18, mirando la
secuencia de pasos se puede observar como se acumulan todos los puntos del nudo en el

toro de manera de adelgazar las bandas.

Luego hacen los respectivos movimientos de bandas para intercambiar los meridianos por

longitudes y formar un nuevo toro.

Al final formado el toro el resultado es el nudo (2,3)-toro.
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—’@—’

Figura 2.5.18

2.5(B) La clasificacion de los nudos Toros

En este y en los siguientes apartados considérese principalmente nudos toros en lugar de
enlaces toro. La mayoria de los resultados, sin embargo, se puede demostrar que cumplen

también para los enlaces toro.

Si se dibujan los diagramas que corresponden a los nudos toros en la siguiente proposicién.

Proposicion 2.5.1 Supongase mcd(gq,r) =1y r # 0.

(1) Sig=0,+10r = %1, entonces K(q,r) es el nudo trivial.
(2) Si g, r son enteros que no son iguales a 0, +1 entonces
(i) K(—q,r) es laimagen de espejo de K(q,1).

(i)  K(—q,—r) es el nudo toro con orientacion inversa para K(q,1).

Prueba

(1) Por hipotesis g = 0y r = 1, esto es un (0, +1)-toro lo cual quiere decir que solo

tiene una longitud y cero meridiano. El unico punto es 4, = (1,0,0) y B, = (1,0,1)

. 2 21 (0 , .. .
con un giro de g = ’fr—(l) = 0 por lo tanto no es mas que el nudo trivial figura

2.5.19.
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o
I
=

Figura 2.5.19
2)
(i)  Por hipotesis se tiene que g, r son enteros que no son iguales a 0, +1. Ahora
sea K(—gq, ) un nudo toro, con sus puntos

2 | 2w 2r = Dm  2(r—D)m
Ay, =(1,00),4; = (cosT,smT,O), oA = (cos " ,sin " ,O)

2t | 2m 2r—Dm . 2(r—Dm
B, =(1,0,1),B; = (cosT,smT, 1), v, Bp_q = (cos " ,sin " ,1)

Con una rotacion de:

2n(—q) __ 2nq
r r

Es decir que la rotacion es en sentido de las agujas del reloj y como para para el nudo
K(—q,r) son los mismos puntos pero con rotacion en contra de las agujas del reloj por lo

tanto K(—q,r) es laimagen de espejo del nudo K(q, ) ver figura 2.5.20.

(i)

En contra de las A favor de las
agujas del reloj agujas del reloj

Figura 2.5.20

(ili)  Sea K(q,r) un nudo toro, con sus puntos
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2n 2m
Ay =(1,0,0),4; = <c057,51n7, 0

20— Dm  2(r—D)m
(cos , Sin ,O)
r r

N———
S
b
A
I

(cos 2(r — 1)7t, sin 2(r — 1)71' 1)

B—(IOI)B—( 2m 'Zﬂl) B
0 — yI,1),D1 — COSr,Slnr, y oy Dyp_q - "

Los puntos para el nudo toro K(—q, —) son

Ay = (1,0,0)

, 2r | 2w , 2-=r—-Dm  2(-r—Dm
A = (cos—,sm—,O), v Ay = (cos ,Sin ,O)
-r -r -r -r

, 2r | 2w , 2r+ D | 2(r+ Dm
Al = (cos—,sm—,O),..., r—1 = (cos , Sin ,0)
r —r r r

, 2t 2w , 2r+ D 2(r+ Dm
B; = (cosT,sm—, 1), w,Br_qg = (cos , Sin " ) 1)

Se sabe que las funciones seno y coseno son periodicas (ver figura 2.5.21), los puntos
seran los mismos excepto el orden a la hora de colocarlos, es decir el punto 4; = A; con
j # i, pero se esta hablando de los mismos puntos solo que hay que colocarlos en otro

orden.

I [ | os(icy \]*?*'/- \w Set
Z/ 1T 1 1A
rimmmEmi

.51 1 1 \

AN AT NG

Figura 2.5.21

o
.(D

fen)

S
N
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Un paso natural, desde el punto de vista de la topologia, es para "rellenar” el interior del
toroide trivial, el sélido resultante es el toro solido trivial V. En sentido estricto, el toro
solido trivial se obtiene haciendo girar una vez alrededor del eje y el disco
D2 {(x,y) | x> + y? < 1}; el limite de este disco es el circulo m en la figura 2.5.6. Por lo

tanto, V es homeomorfo a D? x SZ.

Proposicion 2.5.2. Supdngase que V es un toroide sélido trivial en S3. Si V° es el conjunto

de todos los puntos internos de V, entonces S3 — V0 también es un toro sdlido trivial en S3.

Prueba
Considere la posibilidad de que S3 se construye a partir de dos 3-bolas que han sido

pegadas a lo largo de sus respectivos limites que son 2-esferas.

Se puede modificar estas dos 3-bolas para que sean dos solidos cilindros, W; y W, ahora
pegar estos cilindros juntos a lo largo de su superficie. En primer lugar, se pega la parte
superior, base y superficie lateral de W, a la parte superior, base y superficie lateral de W,,
ver figura 2.5.22 (a).

[
L] -

.

Figura 2.5.22

A continuacion, considere relativamente pequefios, en términos de diametro, los cilindros
E, y E, de W, y W,, respectivamente, la figura 2.5.22 (b). Estos dos cilindros pueden ser
considerados como los centros "engordados™ de W; y W,. Si ahora pega W, y W, a lo largo
de sus fronteras de la manera anterior, entonces E; y E, forman un toroide sélido trivial, V,

en S3 (= W, U W,). Por lo tanto, para demostrar la proposicion 2.5.2, es suficiente mostrar
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que el soélido obtenido mediante la extraccion de los puntos internos de este V de S3 es

también un toroide sélido.

Como en la figura 2.5.23(a), en cada uno W,; y W, crear un rectangulo. Estos dos
rectangulos forman un disco D en S3 cuando se pegan las superficies de W, y W,. Para ser
precisos, se pegan juntos los bordes ab y a’b’, bc y b'c’' y cd y c'd’ la figura 2.5.23 (b). Si
ahora se hacen girar el disco una vez alrededor E; y E,, que también han sido pegadas entre
si en la forma prescrita, entonces lo que se tiene es S3 — V°, y por la construccion de este

también es un toroide sélido.

P e

-------
- .

k."

(a) (b)
Figura 2.5.23
Para finalizar vea algunos nudos toros dentro y fuera del toro, ver figura 2.5.24.

O

(1,1)-toro

Q

(2.3)-toro
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CAPITULO IlI

Antes de dar a conocer el grupo fundamental del nudo, se hara un estudio del grupo de la
trenza analizando cada componente que hace posible que tenga esta estructura algebraica.

3.1 El Grupo de la Trenza

Supdngase que B,, es el conjunto de todas las n — trenzas (para ser mas precisos, todas las
clases de equivalencia de estas trenzas). Para dos elementos en B,, es decir, para dos
n —trenzas a 'y f , es posible definir un producto. En primer lugar, pegar la base inferior
del rectangulo C; que contiene « a la base superior del rectangulo C, que contiene S. Al
pegar juntos los dos rectangulos se produce un nuevo rectangulo Cs en el que existe una
trenza que ha sido creada a partir de la yuxtaposicion vertical de a y S, figura 3.1.1 (Es de
notar que se puede crear un rectdngulo como el de @ y B por la reduccién a la mitad del

nuevo rectangulo Cs).

¢, a

af

!
0L

Figura 3.1.1 Creacion de una trenza

La trenza contenida en C5 se llama el producto de a y § denota por af.
Del mismo modo, se puede definir el producto, Ba, de B y a. Pero, en general, no es

verdad que aff = fa, es decir, el producto de trenzas no es conmutativo.

Ejemplo 3.1.1 Mostrar que los dos productos af y Ba, de a,pf en lafigura3.1.2 (a) y (b),

no son equivalentes.



91

A \

(a) (b)

Figura 3.1.2

Solucién:

El producto af es:

op
1 3

Su forma de permutacion es (; é 1) =(1 3)

El producto Ba es:

pe TTT

Su forma de permutacion es (é i 3) =1 2)

)

Dado que sus formas de permutaciones son diferentes se tiene que las trenzas no son

equivalentes.
Por otra parte, aunque el producto no es conmutativo, se tiene que cumple con la

asociatividad, es decir,

Sean a, f y y trenzas en B,,.

a'& B { 1)(\
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Por lo que (ap)y = a(By)

(v FT 1
7] lh

@l el

Figura 3.1.3 Asociatividad en trenzas

Hasta ahora se ha descrito un conjunto B,,, un producto en el conjunto y se ha verificado
que sus elementos cumplen la ley asociativa. Por lo tanto, la pregunta natural se considera
que es, ¢Es posible hacer de B,, un grupo bajo la accion del producto?.

Para demostrar esto, se debe encontrar un elemento unidad y un elemento inverso. La
unidad e es simplemente la trenza trivial, figura 2.3.7. Se sigue facilmente a partir de la
figura 3.1.4 que, con independencia de la trenza, a, ae = a y también se cumple que

eax = Qa.

/

- [
| g

Figura 3.1.4 Elemento unidad en B,

Con el fin de encontrar una inversa para una « arbitraria, considere el reflejo a* de la
imagen, de a. Si se tiene en cuenta la base del rectangulo como un espejo, a continuacion,

la imagen especular es la imagen reflejada en ese espejo.

Ejemplo 3.1.2. Demostrar que a*a y aa™ son equivalentes a la trenza trivial e; vease

también la figura 3.1.5
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Sea «a la siguiente trenza

« [T
X

Si se colocara un espejo en la base inferior del rectangulo, se obtendria lo siguiente
a y
Espejo T— = ( )
Al aplicar movimientos Reidemeister se obtiene la trenza trivial.

aa’ y a'a \ }

A Wy

i X)

Figura 3.1.5 Inversa de una trenza

Dado lo anterior, se puede escribir que aa® = e y a*a = e. Por lo tanto, ahora se tienen
todos los elementos esenciales para que B,, sea un grupo. Este grupo se llama el grupo de
la n — trenza. El elemento inverso, a*, de a se designara por a™?.

Se va a profundizar un poco mas en la estructura de estos grupos. En primer lugar, se tiene

que el grupo de la
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1-trenza, B,, contiene s6lo un elemento, es decir, la trenza trivial, B; = {e}. Los elementos

de B, son parecidos a los dos tipos de trenzas dibujados en la figura 3.1.6.

m - giros a la izquierda m - giros a la derecha
Figura 3.1.6
Por otra parte, B, tiene un infinito ndmero de elementos no equivalentes
(ver proposicion 3.1.1) pagina 98; es decir, es un grupo de orden infinito. Para n > 2,
todos los B,, son un grupo de orden infinito; Sin embargo, existe una manera muy facil de
escribir realmente un elemento en general de uno de estos grupos.
Recordando como se hacia con las n — trenzas en el capitulo 2, es decir, crear ciertas

n — trenzas especificas por conexion A; a A;,, Y A;4+1 a A;, luego conectar el resto 4; y

A; (j # i,i + 1) por segmentos de linea, ver figura 3.1.7 (a).

AA A A, A, AA A A A,

o G

A1A'1A(A'iol AIA;A:'A'\'Q An

(@) (b)
Figura 3.1.7

Se denotaran estos tipos de n — trenzas por o;. De esta manera se puede crear n — 1
trenzas especiales oy, 0y, ...,0,_1. En la figura 3.1.7 (b) también se han elaborado el
elemento inverso de a;, las n — trenzas o; . Se utilizara el término de la trenza para
expresar cualquier elemento en el grupo de la trenza. Por ejemplo, en la figura 3.1.8 se ha

dibujado la trenza cuyo término es a = 0,0,0, '030;.
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'

£ [

o
Figura 3.1.8

Por ello, dada cualquier trenza, se puede expresar como el producto finito de o; y ;. Por
esta razon, las trenzas oy, g5, ..., 0,1 Se dice que generan el grupo de la trenza B,, y asi se
le llamard a o4, 0,, ..., 0,1 l0s generadores de B,,. Por ejemplo, ya que cualquier 2-trenza

puede ser escrita como o™ 0 o; ™ donde por supuestom = 0 y

m _ -m _ -1 -1
0y =010y Yy 07 =01 0q

~————— ————_—
mveces mveces

B, es generado por un solo elemento, o;.
Por lo anterior, se tiene una manera de describir algebraicamente una trenza como un
producto de o; ¥ g, *. Sin embargo, estas representaciones algebraicas no son Gnicas. Por

ejemplo, las dos trenzas 0,05 Yy g;04, en figura 3.1.9, son 4-trenzas equivalentes.

J] /

[ (

G50 = GG

Figura 3.1.9 Trenzas equivalentes

Por lo tanto, en el grupo 4-trenza, B, se cumple la ecuacion g,05 = g50, . Ademas, se tiene
que g,0,0;, Y 0,0,0, son equivalentes 3-trenzas (Figura 3.1.10), la siguiente relacion:

0102071 = 02010,
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o

Figura 3.1.10 Trenzas Equivalentes

Esta igualdad se mantiene incluso si esta trenza se considera como una n — trenza en
general para (n = 3), es decir, el diagrama regular tiene unas pocas lineas no adicionales

de interseccion agregadas, ver figura 3.1.11 (a) y (b).

0,0,0 = 0;6,% 000 = 0300
im IR
\\\ \\ \\ \\

(2) (b)

Figura 3.1.11
Estas igualdades son llamadas relaciones (trenza) del grupo de la trenza. De hecho, si dos

n — trenzas son equivalentes, entonces se puede cambiar de una a otra mediante el uso de
estas igualdades varias veces; se da un ejemplo méas adelante en el ejemplo 3.1.3
Un resultado fundamental en el grupo trenza B,, es que s6lo tiene los siguientes dos tipos de

relaciones llamadas las relaciones fundamentales

(1) 0,0; = gjo; (li—jl = 2);

(2) 010i410; = 014101011 ((=1,..,n—2);

(Por supuesto, existen relaciones triviales, es decir, o;0; ' = ey 0;0; = 0,0 )
Recolectando diversas relaciones, se puede escribir B, en términos de sus generadores

01,0, ..., 0,_1 Y las relaciones fundamentales,
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0,0; = 0;0; (li—jl=2) )
0i0i4+10; = 01410041 ([ =1,..,n—2).

Bn = (0'1, 0'2, ""O-Tl—l

donde se dice que el lado derecho es una presentacion de B,,.

Por ejemplo,

B, = (oa| —)

B, = (04, 030,050, = 0,0,0,),
B3 = (04,05, 03|0,03 = 0301,0,0,01 = 0,010, 0,030, = 030,03 ),

Puesto que, a excepcion de la relacion trivial o,0;! = e, B; no tiene ninguna relacion,

denotan la falta de relaciones por .

Proposicion 3.1.1 Dos 2-trenzas son equivalentes si y solo si se han torcido en la misma
direccion el mismo nimero de veces.

Prueba

Es equivalente a probar que:

Si o; esun generador de B, . Probar que " = ' ©®m=n

Primer caso o =0 => m=n

Supongamos que 0" = g

Dado que o; es un generador de B, se tiene que existe o; * por lo que:

o; Mo" = a; "ot

e =0y "ol

Implica que m = n dado que la identidad es Unica, por lo que e = a; "o
Segundo caso m =n = g{" = a;"

Supongamos que m = n

Dado que o; es un generador de B, se tiene:

0-1 0-1 = 0-1 ...0-1

mveces mveces

0,0y =00, ;dadoquen =m

mveces nveces

ot =07
Esto completa la prueba. [
Ejemplo 3.1.3 Se sigue de la figura 3.1.12 que los dos elementos, a y 8 de B; dado por

_ 2 _—1,-1,.2 _ 1,4
@ = 010,01 0 010, Y B =0, 070,
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Son iguales

i)
X

Figura 3.1.12

Se va a mostrar esto, sin embargo, mediante la transformacion de @ en f mediante la
aplicacion de diversas relaciones de trenza. Se tiene la intencion de utilizar las relaciones
(1) 610,07 " = 03 010,

-1 -1 __ —-1_.-1
(2) 0201 "0~ =01 "0; 0y
ya que esto hard los calculos mucho maés transparente. Por lo tanto, es posible cambiar la

parte o,0; o, ena a oy oy 10, , entonces

_ -1 _-1 2
a = 0,0,(01 “05 " 0,)01 0,

= (010,01 Doy ' (0101)0;

= 010201_1 02_101302

(1) establece que o,0,0; ! = 0, '0,0,. Usando esta igualdad se puede cambiar la parte

interior[_] a o3 '0,0, por tanto, se obtiene
a =|o;10,0,|0;5 00,

=05 '01(0;, 0, )oi o,
= 0, 'oy(e)aio;

= 0; "(0107)0;

=0, 010,

=p
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Ry

Figura 3.1.13

3.2 Caminos y Bucles.

Una particula moviéndose en el espacio durante un cierto intervalo de tiempo describe un
camino. Sera conveniente asumir que existe un tiempo inicial t = 0, un tiempo final de
detencion y que el periodo de tiempo de dos caminos puede diferir. Para cualquiera de los
dos nimeros reales x y y con x < y, se define [x,y] que es el conjunto de todos los
nameros reales t satisfaciendo x <t < y. Un camino a en un espacio topolégico X es

entonces un mapeo continuo
a: [0,]lal] - X.

El nimero || a || es el tiempo de parada y se asume que || a || = 0. Los puntos a(0) y

a(]la]]) en X son el punto inicial y el punto terminal respectivamente, del camino a.

Es importante distinguir un camino a del conjunto de sus imagenes a(t) en X ya que
diferentes caminos pueden tener el mismo conjunto imagen, es decir muchas veces no se
puede distinguir un camino solo con el hecho de conocer las imagenes en el espacio

topoldgico X.
Ejemplo 3.2.1. Sea X el circulo unitario en el plano, dado en coordenadas polares como el
conjunto de todos los pares (r,8) de modo que, los dos caminos

a(t) =(1,t), 0<t<2m,

b(t) =(1,2t), 0<t<2m,

Son distintos a pesar de que tienen el mismo tiempo de parada, el mismo punto inicial y

punto terminal y el mismo conjunto de imagenes.
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Definicion 3.2.1. Dos caminos a y b son iguales si y solo si tienen el mismo dominio de

definicion, es decir, [|a || = || b || y si paratodo t en ese dominio, a (t) = b (t).

Considere cualesquiera dos caminos a y b en X tal que el punto de parada
de a coincide con el punto inicial de b, es decir, a(||lal|]) = b (0). El productoa - b

de los caminos a y b se define por:

a(t), 0<t<all,

@O =, SioD. el <6 e+ lblL

Ahora (a. b)(t) define una funcién continua y a.b es por lo tanto un camino en X. Su
tiempo de parada es
lla.bll = llall + [IbII.

El producto de dos caminos no esta definido a menos que el punto terminal de un camino

sea el mismo que el punto inicial del otro camino.

Definicion 3.2.2. Sean a,b y c¢ caminos con dominios 0 <t < |la|,0 <t <|b| vy

0 < t < ||c|| respectivamente.

(i) a.b esta definido si a(||a|]) = b(0) y b.c esta definido si b(||b|]) = c(0).
(ii) a. (b.c) esta definido si a([|al]) = (b.c)(0) = b(0).

(iii) (a.b).c esta definido si c(0) = (a.b)(lla.bll) = b(|la. bI) = b(|b)).

Donde 0 es el punto inicial y ||al|, ||b]l, [Ic|l, son los puntos terminales de los caminos a, b, ¢

respectivamente.

Estos caminos estan bien definidos y son equivalentes, siempre que una de ellas posea la

ley asociativa se cumple lo siguiente:

a.(b.c) =(a.b).c,
Un camino a es llamado un camino identidad o, simplemente, una identidad, si tiene
tiempo de parada ||a|| = 0. Esto refleja el hecho de que el conjunto de todos los caminos
identidades en un espacio topoldgico puede ser considerado como el conjunto de todas las
identidades multiplicativas para el producto.

Definicidon 3.2.3 El camino e es unaidentidadsie - a=a y b - e =b,cuandoe - a y

b - e estan definidos.
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Definicion 3.2.4 Un camino cuya imagen es un unico punto se le llama un camino

constante.
Nota: Cada camino identidad es constante; pero lo contrario es falso.

Ejemplo 3.2.2 Sea X el circulo unitario en el plano, dado en coordenadas polares como el

conjunto de todos los pares (r,9).

El camino a(t) = (1,t), 0<t <2m tiene como camino identidad el camino

c(t) =(1,0), —2m <t <0,elcualesuncamino constante.

Ahora considere un camino constante ¢(t) = (1,m), —2m <t < —m, el cual no es un

camino identidad del camino a , ya que a(2m) # c(—m). Porlotanto a.c # ayc.a # a.

Para cualquier camino a, se denota por a~! el camino inverso de a en la direccion opuesta.
Asi,
a”t(t) = a(llall - o), 0<t<|all

La razon para adoptar este nombre y notacion para a~! se designa de manera conveniente y
entendible. En la actualidad, llamar a a~! una inversa es un nombre inapropiado en

algunas ocasiones. Es fécil ver que a.a™?! es un camino identidad e si y sélosia = e.

La estructura algebraica del conjunto de todos los caminos de un espacio topoldgico con
respecto al producto esta ciertamente muy lejos de ser la de un grupo. Una forma de
mejorar la situacion algebraicamente es seleccionar un punto arbitrario p en X y restringirse

a caminos que comiencen y terminen en p.

Definicion 3.2.5 Un camino cuyos puntos iniciales y finales coinciden es llamado un

bucle, su punto inicial-final es su punto base.

El producto de cualquiera dos bucles con punto base en p esta definido y es de nuevo un
bucle con base en p. Estas observaciones se resumen en la afirmacion de que el conjunto de

todos los bucles basados en p en X es un semi-grupo con identidad.

El semi-grupo de bucles proporciona una idea de los bucles que tiene un nudo o los que
enlazan un nudo; pero no es un grupo. Volviendo al conjunto de todos los caminos, se

define una nocién de caminos equivalentes. A continuacion, considere un nuevo conjunto,
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cuyos elementos son las clases de equivalencia de caminos. ElI grupo fundamental se

obtiene como una combinacién de esta construccion con la idea de un bucle.

3.2.1 Clases de Caminos y Bucles.

Una coleccion de caminos hg en X, 0 < s < 1 es una familia de caminos continua si
(i) El tiempo de parada ||hg|| depende continuamente en s.

(ii) La funcién h definida por h (s,t) = hg (t) mapea la region cerrada

0 <s <1 0 <t <|h]l continuamenteen X.

Hay que recordar que una funcion de dos variables que es continua en cada punto de su
dominio de definicion con respecto a cada variable no es necesariamente continua en ambas

variables simultdneamente.
Ejemplo 3.2.1.1 La funcion f definida en el cuadrado unitario 0 <s <1,0 <t <1

1,sis=t=0

fls,t) = {(s + t)/Vs? + t?, en otro caso’

Es una funcién que es continua para todo valor de s y t en todo su dominio de definicion

pero no es continua cuando ambas variables son cero simultdneamente.

La coleccion de caminos {f;} definido por f;(t) = f(s,t) no es, por lo tanto, una familia
continua.

Una familia de caminos {h¢} de punto final fijo es una familia continua tal que hg (0) vy
hs(llhg])) son independientes de s, es decir, existen puntos p y q en X tal que
hy(0) = p (punto inicial de cada camino) y hs(||hs]l) = g (punto final de cada
camino) para todo s en el intervalo 0 < s < 1. La diferencia entre una familia continua y
una familia de punto final fijo es ilustrada a continuacién en la figura 3.2.1.1. y figura
3.2.1.2
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h
—_—
l I, Ry IRl

LT

Figura 3.2.1.1 Familia de caminos sin punto final fijo

hylt)
hs' " h’a " )=q

h
—_—

Il

hy(0) = p

Figura 3.2.1.2 Familia de caminos con punto final fijo

Sean a y b dos caminos en el espacio topoldgico X. Entonces, a es equivalente a b,
escrito a = b, si existe una familia de punto final fijo {h.}, 0 < s < 1, de caminos en X

talque a=hy y b =h,.
Larelacion = es una relacion de equivalencia.
Reflexiva

Para cualquier camino a, se tiene que a = a, ya que se puede definir hy(t) = a(t), con
0SSS1AS|,hO=a=h1

Simétrica
a=b implica b =a, por que se puede definir una familia de punto final fijo
ks(t) = hi_s(t). Asiko=a=h; Yk, =b = h,.
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Transitiva

a=b y b=c implica a= c. Para verificar esta afirmacion, sean {hs} vy {ks}
familias de puntos finales fijos que dan las equivalencias a = b y b = c respectivamente.

Entonces, la coleccion de caminos {jg} definido por

Como hy=a, hy =b y ky =b,k; =c entonces ho =a=j, y k; =c =j;. Lo cual
muestra que j;(t) es una familia de punto final fijo demostrando que a = c.

Asi, larelacion = es una relacion de equivalencia y el conjunto de todos los caminos en el
espacio X por lo tanto se dividen en clases de equivalencia. Se denotan
por [a] la clase de equivalencia que contienen los caminos equivalentes de a. Eso es, [a]

es el conjunto de todos los caminos b en X tal que a = b. De ahi, se tiene
[a] =[b] Si y sblosi a = b.

Definicion 3.2.1.1 La coleccion de todas las clases de equivalencia de caminos en el

espacio topolégico X se denota por I'(X). Se llama el grupoide fundamental de X.

Geométricamente, los caminos a y b son equivalentes si y s6lo si uno puede ser

deformado continuamente en X hasta obtener el otro sin mover los puntos finales.

Ejemplo 3.2.1.2 Sea X la region sombreada mostrada en la figura 3.2.1.3 y considere los
cinco bucles siguientes, e (identidad), a4, a,, as,a, en X con punto fijo p. Se tienen las

siguientes equivalencias

Sin embargo, no es cierto que
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ax‘,
g,

LL LI
Figura 3.2.1.3

La figura 3.2.1.3 muestra que ciertas propiedades fundamentales de X reflejan la
equivalencia de algunos bucles de X. Por ejemplo, los puntos que se encuentran dentro del
agujero de X hubieran sido incluidos como parte de X entonces todos los bucles basados
en p habrian sido equivalente al bucle identidad e. Las flechas en los bucles de la figura
3.2.1.3 estan definidas ya que como el intervalo de la variable t lo recorren todos los a;.
Las imagenes recorren alrededor del circuito una vez en la direccion de las flechas. Es
esencial que la idea de a; como una funcién se mantenga. A partir de las imagenes de un
camino no se puede definir el camino completamente; por ejemplo, a; # as.a; ya que
as.as es el camino que recorre a; en dos ocasiones, por lo tanto no son iguales. Ademas ni

siquiera son equivalentes a; # as.as ya que no pertenecen a la misma clase.

Ejemplo 3.2.1.3 Sea X el espacio topoldgico definido como el plano agujerado R? — {0}.

Los siguientes caminos son equivalentes, figura 3.2.1.4
flx) = (cos(nx),sen(nx))

glx) = (COS(T[X) ,2 sen(nx))
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Figura 3.2.1.4

Mientras que los caminos f y h no son equivalentes.

f(x) = (cos(mx) , sen(nx))

h(x) = (cos(mx) , —sen(mx))
Se va a demostrar que la multiplicacién de caminos induce una multiplicacion en el
grupoide fundamental I'(X). Como resultado de ello se pondra toda la atencién a caminos y
productos de caminos, considerando las clases de equivalencia de caminos y la

multiplicacion entre estas clases inducidas. Al hacerlo, se obtendra la estructura algebraica

necesaria para definir el grupo fundamental de un nudo K en un espacio topologico X.

Proposicion 3.2.1.1 Para cualquier camino a,a’,b,b’ en X, si a.b estad definido y

a=~a',b=Db" entonces a'.b’ estd definido y a.b = a'.b'.
Prueba.

Si {hs} y {ks} son las familias de puntos finales fijos que dan las equivalencias a = a’
y b =~ b’ respectivamente, entonces la coleccion de caminos {h, - k;} es una familia de

puntos finales fijos queda a.b = a'.b’.

Observe, en primer lugar, que los productos hg.k, son definidos para cada s en

0 <s <1 porque
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hs(llhsl) = ho(llRoll) = a(llall) = b(0) = ko(0) = ks(0).
En particular, a’. b’ = hy.k,; es definiday también la funcién h - k definida como

(h.k)(s,t) = (hs. ks)(D), 0<s<10<t<|hgll + llksll,
Es simultaneamente continuaen s y t. Yaque |lhs. kgll = [|hgl| + Ilks]| €S una funcién

continua de s, el camino hg. k, forma una familia continla. Se tiene
(hs. ks)(0) = hs(0) = a(0),

(hs- ks)(Ilhs. ks|) = ksCllks|) = b(l[bID,
De manera que {h;.ks}, 0<s<1, es una familia de punto final fijo. Ya que
ho.-ko =a.b 'y hy.k; =a’.b’, laprueba esta completa. |
Considere cualquiera dos caminos a y b en X tal que a - b esta definido. El producto

de las clases de equivalencia [a] y [b] esta definido de la siguiente manera

[a].[b] = [a.b].
Multiplicacion en I'(X) esta bien definida, como un resultado de la proposicion anterior.

Todos los caminos que pertenecen a una Unica clase de equivalencia tienen el mismo punto
inicial y el mismo punto terminal, se puede definir un punto inicial y punto terminal del
cual resulte un camino arbitrario representado por « en I'(X) . El producto a.f de dos
elementos a y B en I'(X) es entonces definido si el punto terminal de @ coincide con el
punto inicial de fB. Un elemento & en TI'(X) es una identidad si contiene un camino
identidad. Asi como antes, se tiene que un elemento & es una identidad si y sélo si
eca=ay - -e=f siempreque € - @ y B.& estén definidos. Esta afirmacion es
similar a lo de caminos. Porque, sea € una identidad y supdngase que ¢ - a esta definida.
Sea e un camino identidad en & y a un camino representativo en a. Entonces
e-a=ayasie - a=a.Similarmente, § - € = f.

Ahora bien, supongase que € no es una identidad. ¢Serd posible encontrar un « tal que
e.a = €? .Seleccionar la clase @ que contiene el camino identidad correspondiente al punto

terminal de todos los caminos en &. Entonces . a esta definido ya que a es una identidad y
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€.a = &. Se concluye que I' (X) tiene estructura algebraica asi como también el conjunto de

caminos en X.

Teorema 3.2.1.1 Para cualquier camino a en X, existen caminos identidad e; y e, tal
que:

_1~

) a.a - =e

i) alaxe,

Prueba

Los caminos e; Y e, son las identidades correspondiente a los puntos inicial y terminal,
respectivamente de a. Considerar la coleccion de caminos {h¢}, 0 < s < 1, definido por

hy(t) = { a(t), 0<t<slall
a2sllall —t), slla|l <t < 2s||all.

El dominio del mapeo h definido por h (s,t) = hy(t) es el &rea sombreada mostrada en
la Figura 3.2.1.5. En la linea t = 0, es decir, en el eje s, h es constantemente igual a a(0).
Lo mismo es cierto a lo largo de la linea t = 2s||a]|. De ahi que los caminos hg; forman

una familia de punto final fijo.

&

\\\\\\ T

Bl 2lal t

Figura 3.2.1.5

Para valores de t alo largo de la linea horizontal s = 1, la funcion h se comporta como

a.a 1.

h0=61
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B a(t), 0<t<|all
hi(t) = {a(ZIIaII —t), llall <t < 2|all

a(t), 0<t<|lal
at(t—llalD), llall <t < 2|all

hi () = (a.a™H)(®),

Y porloque a.a™! =~ e, con lo cual se completa (i).

h(0) = |

Ahora para (ii) considérese el resultado anterior a.a™! = e,, ahora definir el camino
(aaH)t=at(@)rT=ata y el hecho de que e,”! =e,, esto por ser una
identidad.

Por lo anteriora™t.a ~ e, .

Con lo cual la prueba del teorema esta completa. ]

Corolario 3.2.1.1 Para cualquier caminoa y b, si a ~ b, entonces a~! =~ b~ 1.
Prueba. Se sabe por hipdtesis que a ~ b y también que b~ ~ b1,
Ahora por la proposicién 3.2.1.1

a.b ™t~ b.b71

atablt=albb?
e.bl=ale
b~l~a?! [

Se define el inverso de un elemento a arbitrario en T'(X) por a !=[a"'], para

cualquier a en a.

El elemento a~! depende sélo de a y no del camino particular representativo a. Eso es

a~1 estd bien definida.

Definicién 3.2.1.2 Para cualquier « en T'(X), existen identidades &, y &, tal que
aal=¢g yala=e,.
Esta definicion es una propiedad que posee el grupoide fundamental T'(X) maés alla del

conjunto de todos los caminos en X. Ahora se obtiene el grupo fundamental de X con
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respecto al punto base p definiendo exactamente por todas las clases en I'(X) del conjunto

de todos los caminos (bucles) basados en p sera denotado por (X, p).

Se concluye con la siguiente proposicion de utilidad sobre caminos constantes y caminos

identidad con respecto a equivalencia.
Proposicion 3.2.1.2 Todo camino constante es equivalente a un camino identidad.
Prueba. Sea k un camino constante arbitrario en X definido por

k(t)=p, 0<t<]|k|, para algin p € X.

La coleccion de caminos hg definido por hy(t) =p, 0 <t < s||k| es una familia de

punto final fijo.

hi =k con0<t<|k|ly ho(t) =pcon0<t<0,donde h, es el camino identidad

correspondiente a p.

3.3 El Grupo Fundamental del Nudo

El problema principal que se plantea en la Teoria de Nudos es el de encontrar las clases de
equivalencia de estos diagramas, es decir, encontrar los grupos de diagramas que son
isotopicos entre si. Este es un trabajo extremadamente complicado de resolver si solo se
conoce los movimientos Reidemeister. Es aqui donde entran en juego los invariantes de

nudos:

Definicion 3.3.1 Un invariante es una funcién que parte del conjunto de todos los
diagramas de nudos y que asigna a todos los diagramas de una misma clase de equivalencia

la misma imagen.

Definicion 3.3.2 Sea X un espacio topologico y p un punto de X. El conjunto de todas las
clases de caminos asociadas a los bucles con punto inicial-terminal p, con la operacion
antes definida para caminos es el grupo fundamental de X relativo al punto base p y se

denota (X, p).
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El grupo fundamental de X se define como (X, p) y depende de la eleccion del punto base
p. Sin embargo, ahora se demostrara que los grupos fundamentales para X definidos por

diferentes puntos bases p;, py, ..., Pn, -.. SON todos isomorfos.

Proposicion 3.3.1 Sea a cualquier elemento de I'(X) teniendo como punto inicial p y

punto terminal p’. Entonces la siguiente aplicacion
B — a~L.p.a paracualquier f en n(X,p)
Es un isomorfismo de 7 (X,p) sobre w(X,p’).

Prueba. El producto a™!. 8. a esta bien definido ya que el camino a~! comienza en p’ y
termina su recorrido en el punto p, donde empieza y termina el camino £, continuando con

el camino a quien empiezaen p y terminaen p’.
Con esto se concluye que el camino a~!.5.a comienza y termina en p’. Por tanto
al.p.a € nlXp).
Sean B,,B, € n(X,p)

Bi-Br = a™t.(B1.Br).-a = (@™ . Br.a).(a™ . Br.q)
Asi que el mapeo es un homomorfismo.
A continuacion, supéngase

alpLa=alpa

aal.pa=aalp.a

1 1

efia.a = fraa

efi.e =€y €
B = B2
Y se puede concluir que el mapeo es inyectivo.
Finalmente sea ¥ en m(X,p’) entonces y = a L. a.y.a 1. a, para algin a.
y=a l(ay.aV.a
Por lo tanto toda imagen y tiene una preimagen de la forma a.y.a™! en (X, p).
ay.al-y.

Asi, el mapeo es sobre y la prueba estd completa. ]
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Al hablar del grupo fundamental de X en algunos textos se denota r(X). Ocasionalmente
esta omision puede causar confusion (si se esta interesado en propiedades de m(X,p) mas
alla de las que posee como un grupo). En cualquier caso, w(X) siempre significa 7(X, p)

para alguna seleccion del punto base p en X.

Definicion 3.3.3 Sea X un espacio topoldgico. Una separacion de X es un par U,V de
abiertos disjuntos no triviales de X cuya union es X. El espacio X se dice que es conexo si

no existe una separacion de X.

Teorema 3.3.1 La imagen de un espacio conexo bajo una aplicacion continua es un espacio

conexo.
Prueba.

Sea f: X — Y una aplicacion continua y supdngase que X es conexo. Se quiere demostrar

que el espacio imagen f(X) = W es conexo.

Como la aplicacion obtenida de f al restringir su rango al espacio W es también continua,

es suficiente considerar el caso de una aplicacion continua y sobreyectiva.
gX-w
Supdngase que W = A U B es una separacion de W en dos conjuntos disjuntos no vacios y

abiertos en W. Entonces g~1(A) y g~1(B) son conjuntos disjuntos cuya union es X.

Ademas son abiertos y no vacios en X, pues g es continua por que g es sobreyectiva.
De esta forma, constituyen una separacion de X, contradiciendo la hipotesis que X era

conexo. -

Definicidon 3.3.4 Un espacio X se dice que es conexo por caminos si cada par de puntos de

X se puede unir mediante un camino en X.

Sea X un espacio topoldgico que es launion X = X; U X, de subconjuntos abiertos X; y
X, talque X;,X, y X, = X; N X, son todos conjuntos conexos por caminos y no vacio.
Dado que la interseccion X, es no vacia, se deduce que el espacio X es un conjunto conexo

por caminos. Se selecciona un punto base p € X, Yy los conjuntos G; = (X;,p),
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i =0,1,2 junto con los homomorfismos inducidos por los mapeos inclusion forman el

diagrama siguiente.

"o

0y 0y
G, @ G,

wy [ (',0 — ”)lo()l — (')2002.

Ny

Ejemplo 3.3.1 Se va a calcular el grupo del nudo trivial. En la figura 3.3.1 se puede notar
que existen dos tipos de caminos en R3\K, los que le dan la vuelta a K como a , y y los
que no como B. Ademas se tiene que [a] = [a'] y [B] = [B’]. Las clases contienen a bucles
que son isotdpicos es decir, una clase contienen los que le dan el mismo nimero de vueltas
a K. Por lo tanto se tienen las siguientes clases. La clase de bucles constantes [e], la clase
que le da una vuelta [«], la clase que le da dos vueltas [y] el cual también se define como
[a][a] = [y]. En general se tienen la clase de bucles que le da n vueltas dado por
[a][a][a] -+ [a] = [a™]. De esto se concluye que el grupo fundamental del nudo trivial es

un grupo ciclico infinito.

Figura 3.3.1 Grupo del nudo trivial
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Definicion 3.3.5 Una retraccion de un espacio topoldgico X sobre un subespacio Y es un
mapeo continuo p: X — Y tal que, para cualquier p en Y, p(p) = p. Un espacio Y es

[lamado un retractor de X siexiste una retraccion p: X —'Y.

Ejemplo 3.3.2 Considere el cuadrado Q en el espacio euclidiano en dos dimensiones R?
definida por 0 <x <1, 0 <y < 1. Una retraccion de Q sobre el borde E definido por

0<x<1,y=0 estadado por
p(x,y) =(x,0), 0<x,y<1

Al restringir el dominio de esta funcion al conjunto formado por todos (x,y) en Q tal que
xy (x —1) (y — 1) = 0 (al menos uno de los factores debe ser igual cero), se obtiene una
retraccion de los bordes del cuadrado sobre el borde E. Ademas, el origen (0,0) es un
retractor del cuadrado, de su frontera Q y también del borde E. La retraccion con el

dominio se elige adecuadamente, en este caso la funcion estd dada por

p(x,y) = (0,0).
Maés generalmente, para cualquier punto p de un espacio topoldgico arbitrario X, el
mapeo constante p : X - p es una retraccion. Un punto es por lo tanto un retractor de

cualquier espacio que lo contiene.

Se deduce de lo anterior que cualquier punto interior p de un disco circular cerrado D es un
retractor del disco. Se sabe que D es un retractor del espacio complementario D — {p}. Si
p es el centro de D y si se gira D alrededor de su diametro para formar una bola B,
entonces p es un retractor de B y la esfera frontera es un retracto de B — {p}. Si el disco D
se hace girar alrededor de una linea imaginaria en su exterior, D describe un toro sélido V
y p describe un circulo C. Se puede concluir que C es un retractor de V. Similarmente el

toro que constituye el limite de V es un retractor de V — C.

Es igualmente importante, por supuesto, dar ejemplos de subespacios que no son retractores

de sus espacios que los contienen
Ejemplo 3.3.3

(1) Los limites de un cuadrado no es un retractor de un cuadrado.

(2) Del mismo modo, D no es un retractor del disco D.
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(3) No hay retraccion del espacio R sobre los toros sélidos V ni sobre su nicleo C.

(4) Lalinea ecuatorial no es un retractor de la superficie de la tierra.

Bueno, ¢como saberlo? ;Como puede uno probar la no existencia de una retraccion? Una

respuesta se da en el siguiente teorema.

Teorema 3.3.2Si p: X - Y es una retraccion y X es un espacio conexo por caminos,
entonces para cualquier punto base p € X, el homomorfismo inducido

p.: w(X,p) » n(Y,p(p)) es sobre.

Prueba.

Por la proposicion 3.3.1 y las propiedades algebraicas de cualquier homomorfismo
inducidos por un mapeo continuo de un espacio conexo por caminos son independientes de

la eleccion del punto base. Considere los homomorfismos inducidos

n(¥,p) > 7 (X, ) 5 (¥, ).
Donde i:Y —> X definida i(y) =y para toda y € Y, es una retraccion esto por la
inclusion Y c X.
Ya que por hipdtesis p es un retractor, la composicion poi es la identidad entre
espacios topologicos ya que
(ped)) =pi)=p(y)=y,Vy€eY
Por lo tanto p’ o i’ es la identidad entre grupos, de lo cual se tiene que p es sobre. ]

La imagen continua de un espacio conexo por caminos, es conexo por caminos. Asi, un

subespacio Y de un espacio X es conexo, en el entendido que X es conexo por caminos.

Definicion 3.3.6 El grupo fundamental trivial de un espacio topologico, posee solamente

una clase de equivalencia de caminos.

El cuadrado, el disco y el espacio R3 son conjuntos convexos y por lo tanto poseen grupos
fundamentales triviales. Mas adelante se demostrara que el grupo fundamental de la esfera
es trivial. Sin embargo, todos los bucles en la esfera que tienen un punto base se pueden

contraer a ese punto.
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Ahora se continda con la nocion de una deformacion. Un espacio topolégico X es
deformable en un subespacio Y si X se puede reducir de forma continua en Y. Si el
resultado de la contraccion es un conjunto no so6lo contenido en Y sino igual a Y,

entonces nos dicen que X es deformableenY.

Definicion 3.3.7 Una deformacion de un espacio topoldgico X es una familia de mapeos
hs : X - X,0 <s <1, de tal manera que h, es la identidad, es decir, hy(x) = x para
todo x en X y la funciéon h definida por h(s,x) = hg(x) es simultaneamente continua en

las dos variables s y x.

Definicion 3.3.8 Una deformacion de un espacio X en (o0 sobre) un subespacio ¥ es una
deformacion {h,} de X tal que laimagen h;(X) estd contenido en (o igual a) Y. Se dice

que X es deformable en o sobre un subespacio Y si existe tal deformacion.

Ejemplo 3.3.4

(i) Un cuadrado puede ser deformado sobre un borde; una deformaciéon en R?

esta dada por

he(x,y) = (x,(1=5)y), 0=<x,ys<1

(i) La siguiente familia de funciones es una deformacion del cuadrado sobre la

esquina (0,0).

he(x,y) = ((1 -s)x, (1— s)y), 0<xys<l1.

(ili)  El disco D se define con respecto a las coordenadas polares por la desigualdad

0 <r <1 se deforma sobre su centro por las funciones

ho(r0) = (r(1—5),0), [oShS=h

0<6<?2m.

(iv)  El espacio complementario que consiste en todos los puntos de D excepto el
centro puede deformarse en el limite D del disco. La deformacion esta dada por

0<r<i,

hy(r,0) = (r(1—s)+s,6), 0<s<1,
0<6 <2m.
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Con 0<r<1 0<s<1 las desigualdades r<r(1—s)+s<1 estan
satisfechas. Note también que (iv) no puede extenderse a una deformacion de D

sobre D ver figura 3.3.3.

Ejemplo 3.3.5 Un toro solido V puede deformarse sobre un circulo C. En la figura
3.3.2 (a) se muestra un toro solido, en la figura 3.3.2 (b) la direccion de las flechas muestra
la forma de como deformar el toro (suponiendo que este hecho de plastilina) por medio de
un aplastamiento hasta obtener la figura 3.3.2 (c) de lo cual se tiene un disco con un hoyo

en su centro, es claro que esto es posible aplicando homeomorfismos.

Ahora considérese el cilindro solido de la figura 3.3.2 (d) al cual se le ha quitado un
cilindro solido méas pequefio contenido en su centro, en la figura 3.3.2 (e) las flechas
muestran la direccion de como se podria aplicar fuerza para moldear (suponiendo que este
hecho de plastilina) la parte gruesa del cilindro de manera que se forme un cilindro hueco
figura 3.3.2 (f). Por ultimo se pegan los bordes, superior con el inferior del cilindro hueco

formando asf el toro trivial.

N\
| "
\/,

c)

a)

" €) n

Figura 3.3.2



118

Ejemplo 3.3.6 Una deformacion de un disco en su limite puede ser construido como
sigue: Sea el disco D que se define con respecto a coordenadas polares para ser el
conjunto de todos los puntos (r,0) que satisface 0 <r <sin@. (Véase la figura

3.3.3.) El limite D es el conjunto de puntos definidos por r = sin#.
La deformacion ocurre en dos pasos: En el intervalo 0 < s < % , todo el disco se contrae

al origen p. Entonces, en =< s < 1, los puntos se mueven a lo largo de la frontera D

N |-

en la direccion con sentido contrario con el aumento de r y s. Especificamente para

cualquier par ordenado (r, 0) tales que 0 < r < sin 8, se tiene la familia:

(r(1 = 2s),0),

IA
IA

S

1
ho(r,6) = 2’
(sin nr (2s — 1), nr(2s — 1)), <s<1.

N~ o©

Figura 3.3.3

Esta familia de funciones satisface el requisito de continuidad simultanea prescrito por la
definicion de una deformacion. Este ejemplo es particularmente interesante porque se sabe

que el limite D no es un retractor del disco D.

Se acaba de ver un ejemplo de un espacio topoldgico X que puede ser deformada sobre un

subespacio que no es un retractor de X. Es natural preguntarse si, por el contrario, no
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existe retractor que no se pueden obtener por deformacion. La respuesta es si, una buena

herramienta para la busqueda de ejemplos se da a partir del siguiente lema y teorema.

Lema 3.3.1 Si {hg}, 0 <s <1, es una deformacién de X, entonces para cualquier punto
base p en X, el homomorfismo (hy). : m(X,p) - n(X,hy(p)) es un isomorfismo

sobre.

Prueba

Se define un camino a con el punto inicial p y el punto final ¢ = h,(p)
a(t) =h(p), 0<t<1.

Sea a la clase de equivalencia de caminos en X que contiene el camino a. Se va a

demostrar que para cualquier g en n(X,p),

(hl)*(ﬁ) = a_l'ﬁ'a '
y el resultado entonces sigue de la proposicion 3.3.1. Considere un elemento arbitrario S

en m(X,p) y el representante de bucles b en B.El Conjunto
ks(£) = hs(b(£)), 0<s<1, 0<t<]|b.

La coleccion {kg} es una familia continua de bucles; su dominio esta representado en la
figura 3.3.4.

hyb

a k a

1
b 1ol {

Figura 3.3.4

Otra familia continua de caminos se define como sigue y representado en la figura 3.3.5.
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Figura 3.3.5

)

o) = {a(l ~ (=),
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Una familia continua definitiva de caminos esta representado en la figura 3.3.6 y definido

por

L@ ={

a(s+t), s+t <1,
q, s+t=>1,

0<s5t<1,
0<st<1.

a

q

Figura 3.3.6

La familia de productos {j,. k. L} esta claramente definida y es una familia continua de

caminos. Se representa en la figura 3.3.7.
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hy b

7 4

// 4
/‘///'yl |

vy,
,'/ /f/‘

! b a t

Figura 3.3.7

Ya que {js.ks.ls} esunafamilia de punto final fijo, se tienen las equivalencias
al.b.a~c.hb.c,

donde c es el camino constante en g. La clase de equivalencia que contiene cualquier

trayectoria constante es una identidad teorema 3.2.1.2. De ahi que,
at.B.a=[a"tb.a] =[hb]
a l.p.a=(h).p,

Y la prueba estd completa. [ ]

Definicion 3.3.9 Una funcion continua arbitraria f : X - Y de un espacio topoldgico X
en un subespacio Y de X, se dice que es realizable por una deformacion de X si existe una
deformacion {hs}, 0 <s<1,de X talque hy =iof,dondei:Y — X esel mapeo de

inclusion.

Teorema 3.3.3 Si una funcion continua f: X — Y es realizable por una deformacion de X,
entonces para cualquier punto base p en X, el homomorfismo inducido

f.: (X, p) » (Y, f(p)) esunisomorfismo.

Prueba

Sea i: Y — X el mapeo inclusiony {hg} una deformacion de X tal que hy =io f.

Por el lema 3.3.1 la funcién (h,), : n(X,p) - n(Y, h;(p)) €s un isomorfismo.
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Definiendo las aplicaciones i, : n(Y,p) » n(X,p)y f.: n(X,p) » n(Y,p), tales que
L) =yy flx) =x.

Considerando la aplicacién (hy), =i, ¢ f, .

Ahora usando el hecho de que si la composicién de funciones es biyectiva y que f es

realizable por una deformacion, f, debe ser biyectiva.
f. también es un isomorfismo |

Un espacio X es deformable en un subespacio Y siy solo si existe un mapeo f : X - Y
que es realizable por una deformacion de X. En consecuencia y en virtud del teorema 3.3.3,

es facil encontrar ejemplos de retractores que no se puede obtener por deformacion.

Ejemplo 3.3.7 Un borde E de un cuadrado Q es un retractor de la frontera Q del
cuadrado. Supdngase que la frontera Q esta hecha de plastilina, se quiere deformar hasta
hacerla un borde como en la figura 3.3.8, esto no puede ser posible ya que por mas que
junten los bordes siempre habra un espacio entre ellos que no puede ser rellenado. También
no es posible deformar la frontera hasta obtener un punto ya que por mas que junten los

puntos de los bordes habra un hueco que no puede ser rellenado. El grupo fundamental
n(Q) es ciclico infinito ya que solo es una deformacion del nudo trivial y m(E) tiene
grupo fundamental trivial ya que solo hay bucles que enlazan el borde una vez, asi que no

hay mapeo de n(Q) en (E) que sea un isomorfismo.

=> @

Figura 3.3.8
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Es falso que un espacio arbitrario X es deformable sobre cualquier punto en X. Ahora se

esta listo para combinar las nociones de retraccion y deformacion en una sola definicion.

Definicion 3.3.10 Un subespacio Y de un espacio topologico X es una deformacion retractil

de X si existe una retraccion p: X — Y que es realizable por una deformacion de X.

Ejemplo 3.3.8

(@) Ya que h; define una retraccion en cada una de las formulas (i), (ii), (iii), (iv) del
ejemplo 3.3.4 cada una exhibe un retractor de deformacion.

(b) Tanto un borde de un cuadrado y un punto de esquina son retractores de
deformacion del cuadrado.

(c) Un punto interior p de un disco D es un retractor de deformacién de D y el limite

de D esun retractor de deformacion de D — p.

En el siguiente teorema se obtiene una propiedad importante de retractores de

deformacion.

Teorema 3.3.4 Si X es un espacio conexo por caminos Yy la retraccion p: X — Y es
realizable por una deformacion. Si i: Y - X es el mapeo inclusion, entonces para

cualquier par de puntos pen X yq en Y ,ambos homomorfismos inducidos
p.: ©(X,p) > (¥, p(p)),
Lo: (¥, q) » (X, q),
Son homomorfismos sobre.
Prueba

El primer resultado es directamente del teorema 3.3.3. ya que basta que se tome a p, como

una composicion isomorfica.

Para probar la segunda, considerar los mapeos

(X, q) 5 n(¥,q) > n(X,q).

Por hipdtesis se sabe que existe una deformacion {h;} de X tal que h; =io p. Porel lema

3.3.1, (hy), =i, o p,. €sunisomorfismo.
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Ahora como por hipdtesis se tiene que p, es un isomorfismo y usando el hecho de que

i, o p, es un isomorfismo se deduce que i, es sobreyectivo.
Entonces solo falta probar que i, es inyectivo. Lo cual sigue a continuacion.
Sean y4,y, € (X, q), entonces existen B,, 8, € n(Y,q) tal que y; = i.(B1) Y ¥2 = i.(B2).
Como p. es biyectiva existen a;, a, € m(X, q) tal que p.(a1) = 1 Y p.(az) = B.
i*(P*(a1)) = i*(P*(az))
(iy o p) (1) = (is o p)(az)
0 = Ay
p.(ay) = p.(az)

B = B

Con lo que se obtiene que i, es inyectiva.

Por lo tanto i, es un isomorfismo y la prueba esta completada. ]

Conjetura. Si dos nudos déciles en R3 tienen complementos homeomorficos, entonces

los nudos son equivalentes.
El siguiente ejemplo muestra que la correspondiente conjetura para enlaces es falsa.

Ejemplo 3.3.9 Dos enlaces con complementos homeomarficos que no son equivalentes.

en s’

4 / K J —/\8‘(:
C ), >,
\—/ @

Observe que K’ es un trébol (\)

Mientras que K es trivial O
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Por ahora estos enlaces no son equivalentes. Entonces /] U K y J U K’ deben ser enlaces
inequivalentes. Sin embargo, sus complementos (decir que en S3) son homeomorficos para
§3 — ] es homeomorfo con S!x int D?. Aplicando el homeomorfismo de torsion
h(z,w) = (z,zw), donde S* y D? se identifican adecuadamente con subconjuntos de los

nimeros complejos, lleva a K sobre K’ por un homeomorfismo de S3 — J.

Ello se deduce que S3 — (JUK) y S3— (J —K') son homeomorfos.

3.4 Presentacion Wirtinger

Muchas veces es mas facil definir a un grupo mediante algunos de sus elementos llamados

generadores y una relacion entre ellos.

Ejemplo 3.4.1 Sea G el grupo formado por el conjunto {1, m,n} y la multiplicacion dada

por la siguiente tabla:

* 1 m n
1 1 m n
m m n 1
n n 1 m

La tabla anterior tiene 9 entradas, pero usando el hecho (el elemento que se encuentra en la
interseccion de la tercera fila y la tercera columna) que n = m?2, se puede determinar que
los elementos del grupo son 1,m y m?; ademas el hecho de que m3 = 1. Asi, el grupo en
cuestion es descrito mas eficientemente si se nota que el elemento m genera el grupo y que
la ecuacion m3 = 1. Lo anterior, se denomina una presentacion del grupo G, dada por el

generador m, la relacién m3 = 1y esto se denota por
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(m|m® = 1)
En general, una presentacion consta de un conjunto de generadores X = {xy,x,,...} y un
conjunto de relaciones #* = {ry, 1y, ... } denotados por

(x]7)

A las combinaciones posibles de los elementos de #, se les Ilama consecuencias de 7.
Ejemplo 3.4.2 si se tienen las relaciones # = {m3 = 1,n = m?} entonces nm = 1 es una
consecuencia de 7, ya que

n =m?

nm = m?m
nm = m3
nm=1
Otros ejemplos de presentaciones de grupos son las siguientes:
(x, y|xyx = yxy)
(x,ylxy? = y3x,yx* = x°y)
Un grupo puede tener muchas presentaciones diferentes, una cuestion importante al

respecto es saber cuando dos presentaciones diferentes corresponden al mismo grupo.

Definicidn 3.4.1 Dos presentaciones son equivalentes si corresponden a grupos isomorfos.
Una respuesta a este problema es dada por el teorema de Tietze. Para enunciarlo, se
necesita primero definir las operaciones de Tietze:

Definicion 3.4.2 Las operaciones de Tietze son las siguientes:

Operacion tipo | Sea (x|) una presentacion y s cualquier consecuencia de . Considérese
la presentacion (X|$) con § = 7 U {s}. Entonces (X|7) y (X|38) son equivalentes.
Operacion tipo I’ Sea (X|#) una presentacion. Si r es una relacion de 7 que es

consecuencia de las demas relaciones de 7, entonces la presentacion (x|') dada por

7' = #\{r} (las representaciones que estan en #* menos r) es equivalente a (X|7).
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Operacidn tipo Il sea (X|) una presentacion, y un generador que no pertenezcaa X y A

cualquier producto de los elementos de Xx. Considerando la presentacion (y|$) con

y=xU{y}ySs=1U{y= A1}, entonces (X|7) y (J|5) son equivalentes.

Operaciones tipo II’ Considere la presentacion (y|s). Sea x = y\{y} tal que y es un
generador que pertenece a y y sea © = $\{y = A} de manera que A es cualquier producto de

los elementos de X. Entonces (X|7) y (J|5) son equivalentes.

Ejemplo 3.4.3 Mostrar que las presentaciones (x,y|xyx = yxy) y (m,n|m3 = n?) son
equivalentes.
(x, y|xyx = yxy)
U Il m, m=xy
(x,y, m|xyx = yxy, m = xy)
U IIn, n = xyx
(x,y,m,n| xyx = yxy,m = xy,n = xyx)
UIm? =n? (xy)(xy)(xy) = (xyx)(xyx)

(x,y,m,n| xyx = yxy,m = xy,n = xyx,m3 = n?)
Uln=xyxm=xy, xyx=mx=n>=>x=m n
(x,y,m,n| xyx = yxy,m = xy,n = xyx,m3 = n?,x = m~1n)
UImm= (xy)(xy) = (xyx)y = ny = m?, ny =m? =y =n"tm?
(x,y,m,n| xyx = yxym=xy,n=xyx,m3 =n?,x=m"ny =n"1tm?)
UI'xyx =m ™ Inn Im?m I n=mm*’mn=n
(x,y,m,n| xyx =yxy,m =xy,m3 =n%,x =m ™ n,y = n"1m?)
UI'xy=m™tnmn ™ Im?2 =m™Im? =m
(x,y,mn| xyx=yxy,m3=n%x=m"1ny=n"1m?)

UI'md3 =n? = yxy =n"m’mnn " 'm? = n"'mm? = n"'m3 = xyx
(x,ymn|m3 =n?x =mn,y = n"1m?)
urIr
(y,m,n| m3 =n?y =n"1m?)
urIr

mn|m>=n
( 3 =n?)
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El invariante més importante y eficaz de un nudo K (o enlace) es el de su grupo: el

grupo fundamental de su complemento G = m(S3 — K). Frecuentes S3 — K se sustituye

por R3 — K o por S3 —V(K) o R3—V(K), donde V(K) es un cilindro que contiene al
nudo. Los grupos fundamentales de estos diversos espacios son obviamente isomorfos, los
isomorfismos son inducidos por la inclusion. Existe un procedimiento simple, debido a

Wirtinger para obtener una presentacion del grupo de un nudo.

Aplicar isotopias al nudo K en R3 tal que su proyeccion sobre el plano R? sea regular.
La proyecciéon cilindrica Z tiene auto-intersecciones en n rayos proyectados a;
correspondiente a los n puntos dobles de la proyeccion regular. Los a; descomponen Z en
n-celdas Z ; (ver Figura 3.4.1), donde Z ; es limitado por a;_4, a; Yy el arco sobre cruce o;

de K. Elegir la orientacion de Z ; para inducir en o; la direccion de K.

Figura 3.4.1

Definicion 3.4.3. (Presentacion Wirtinger) Sea o;, i = 1,2,...,n, el sobre cruce
de arcos de una proyeccion regular de un nudo (o enlace) K. Entonces el grupo del nudo

admite la siguiente llamada presentacion Wirtinger:

G = n(S3 — V(k)) = (Sq, ey Sp|T1) weer T)-
Ademas, cualquiera de los r; pueden omitirse y lo anterior sigue siendo verdad.

La presentacion Wirtinger, describe un procedimiento para la escritura de una presentacion
del grupo de un nudo K en R3, dada una proyeccién del nudo en un plano P (témese el
plano x — y), con un numero finito de arcos a4, ..., a,. Cada «; esta conectado a a;,;
(i <n),yel a, conectado con «a; por arcos bajo el cruce exactamente como aparece a

continuacion. La union de estos es el nudo K.
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El Algoritmo consiste en asignar una orientacion al nudo de manera que los «; estan

orientados y se asigna el orden de sus subindices como se quiera. Dibujar una flecha corta

marcada x; pasando por debajo de cada «; en direccion de derecha a izquierda segun la

orientacion de cada «;. Esto se supone que representa un bucle en R3 — K .

Ahora en cada cruce, hay una cierta relacion entre las x; las que definen la presentacion de

ese bajo cruce. Las dos posibilidades son:

k
P .Y
R R
L 7‘(" l LA X
e— —_—
k
Ty ¥ b S TS L

K
P Y. S
-~ —
“ x" xiff
Py
XX T %%

Los a;, son los arcos que pasan sobre la hebrade a; a «a;, 4.

Sea r; el que denota cualquiera de las dos ecuaciones posibles descritas anteriormente. En

todo el recorrido hay exactamente n relaciones ry,..

., T, Que puede encontrarse.



130

Ejemplo 3.4.4. Para la figura del nudo ocho, se tiene una presentacion con generadores

X1, X5, X3, X, Y relaciones siguientes

(1) x1x3 = x3x;

3
X3
_—
X1 T TXJ
S ﬂ
Ll
a, | a;
A3
(2) X427 = X3x4
Oy
X
«—fj —
X3 T T X3
-~
b o
ay I j a3z
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(3) x3x1 = X1 X4

..l;.;T T/"
s I l ay
A
ay

Se puede simplificar, usando (1) y (3) para eliminar x, = x3 x,x3 ¥ x4 = %7 1x3%; Y

sustituir en (2) para obtener la presentacion equivalente
m(R3 — figura de nudo ocho) = (x4, X3} X1 1x3x1X3 1x1X3 = X3x7 1 x3%x1).

Ejemplo 3.4.5 Calcular el grupo del trébol utilizando el método de Wirtinger.

2
/
e m
x —
\D
\%
Se tienen generadores x,y,z Yy relaciones

(1) xz = yx
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(2) yx = zy
.
Z
X l‘_ n
.‘,
(3) yz = zx
V4
——>
2 BE
S >
| |
—_—
z

El segundo se puede utilizar para eliminar z = x~1yx, que convierte la primera relacion a

yx = x~yxy. Asi se tiene la presentacion para el grupo trébol

G = (x,y; xyx = yxy).
Ejemplo 3.4.6 El nudo cuadrado

= &

considerar el complemento de:
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Esta claro que esto tiene el tipo de A
homotopia del complemento de la \é
estructura de trébol.

Asimismo para el complemento de:

La union de estos complementos nos da el complemento del nudo cuadrado
Grupo del nudo cuadrado = (x, y,w, z; xyx = yxy,wzw = zZwz, X = W)

= (x,y,z; Xyx = yxXy,Xzx = zxZz).

Ejemplo 3.4.7 El nudo abuelita

Grupo del nudo de la abuelita= (x,y, z; xyx = yxy, xzx = zxz) es isomorfo con el
grupo del nudo cuadrado.

Sucede que, de hecho, los nudos cuadrados y abuelita no son equivalentes a pesar de los

métodos que se ha discutido hasta ahora y no se distingue.

Nota: Los complementos de los nudos cuadrados y abuelita en realidad no son
homeomorfos.

Ejemplo 3.4.8 Calcule una presentacion para el grupo del nudo mostrado a continuacion.

Demostrar que tiene una presentacion con dos generadores.
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2

J

G

Primeramente se le asigna una orientacion al nudo original.

:
2

G

Enumeérese y considérese los primeros tres cruces.

e

@)

3)

A continuacion se asignan el sentido de los posibles caminos que enlazan al nudo.
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Para este primer punto la relacion es yx = xlI.

Para el segundo punto la relacion es xy = yw.



136

ot .
—T |

Para el tercer punto la relacion es yw = wv.
A partir de estas relaciones se puede concluir que:
yw=wv - v=wlyw
xy=yw-ow=y lxy
Si v depende de w y w depende de x, y entonces para todos los otros puntos las relaciones

seran generados por x,l. Entonces el grupo fundamental de este nudo tiene dos

generadores. Y su presentacion es

G=(xLy=xlx1)

3.5 Homomorfismos Inducidos de Grupos Fundamentales

Supdngase que se tiene un mapeo continuo f : X — Y de un espacio topoldgico X en otro

Y. Cualquier camino a en X determina un camino fa en Y dada por la composicién

[0, llalll Sx > v,

Es decir, fa(t) = f(a(t)). El tiempo de parada de fa es la misma que la de a, es decir,

Ifall = |lal|. Por otra parte, la afirmacion a — f o a es preservando producto:

Teorema 3.5.1

(a) Siel producto a - b esta definido, tambien (fea).(feob) y

fe(a-b)=(ca) (feob)



Prueba (a)

Yaque a - b estadefinida, a(||lal|) = b(0). En consecuencia,
(f e &)(llfall) = f(alllal)
fadlifall) = £(b(0)) = (f = b)(0)
Y el producto (f o a).(f o b) por lo tanto esta definido. Por otra parte,
(f © (a.0)(®) = f((a.b)(D))

f(a(t)), 0<t<|all
fF(bt—1llald), llall <t < llall + bl

fa(®), 0<t<|lfall
fot—=Ifald, lifall <t <l|lfall +lfbll

(f o (a.b)) (@) = ((f > @).(f ° b)) (D).

(b) Si e esuncamino identidad, tambiénloes f oe.

© feat=(fea)™"
Prueba (c)

(f o (a.b))(t) = {

( ° @b)® = {

(f ea™H)(®) = f(a™1(1)); por hipotesis
(f ca™ () = f(a(llall — t)); definiendo el camino a™*(¢)

(foa1)(t) = (foa)(l|Ifall — t); aplicando la composicién de funciones.

(f ca™1)(t) = (f e a)~1(t); definiendo la composicion.
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Para cualquier familia continua de caminos {hs}, 0 <s <1, en X, la coleccion de

caminos {fhg} es también una familia continua. Ademas, {fh,} es una familia de punto

final fijo debido a que {h,} también lo es. En consecuencia,

Teorema 3.5.2 Si a = b, entonces foa = f ob.
Prueba

Por hipotesis se tiene que a =~ b, es decir que los caminos son equivalentes.
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Por definicidn se sabe que dos caminos son equivalentes si existe una familia de caminos

de punto inicial-final fijo {hs},0 <s < 1len X,talquea = hyy b = h,.

A (|lAs]|) =g

Si f: X — Y es un mapeo continuo, para los caminos a,b en X, foay f ob definen un

caminoenY.

Considerando la familia {h}, considérese las posibles composiciones de funciones entre f

y alguna h;.

fohy=f(h)=fla)=feca

fohi=f(h)=f(b)=fob
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I\l (f ° hs)((l) — pi (f e hl])(t) = (f ° a)(t)

de lo anterior se tiene una familia de caminos en Y de punto inicial-final fijo definida como
{hi=fohg,0<s<1.
Porlotanto feca = f o b. ]
Asi, f determina un mapeo f, del grupoide fundamental TI'(X) en el grupoide
fundamental I'(Y) dado por la formula

f(la]) = [f e a].

Las propiedades basicas de la funcion f, son resumidas en

Teorema 3.5.3

(i) Si el producto a.f es definido. Entonces también lo es f.(a).f.(B) Yy
fula.B) = f(a)- £.(B).

(i)  Si e es una identidad, entonces tambien lo es f,«.

(i) Si f:X->X es la funcién identidad, es decir, f(x) = x, entonces f, es
también la funcion identidad, es decir, f.a = a.

(iv) Si XLYgZ son mapeos continuos y geof : X —> Z es la composicion,

entonces (go f), = g.° f..

Prueba

Sea f,: T(X) - I'(Y), definidacomo f,([a]) = [fealy f: X > Y.
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Por hipotesis se tiene que a.  esta bien definido. Esto es si se cumple que para
las clases @ = [a] y B = [b], a(|lal|) = b(0). Ahora
a([lal[) = b(0)
f (a(llal])) = £(5(0))
(f e a)([lal]) = (f = b)(0)
[fea]l =1[f °b]
flf e al) = £.(If = bD)
De lo cual se concluye que f,(a). f.(B) esté bien definida.
Continuando se quiere demostrar que f,(a. B) = f.(a). f.(B).
f.(a.B) = f.([a].[b]); sustituyendo
f.(a.B) = f.([a.b]); por definicion.
f.(a.B) = [f ° (a.b)]; aplicando la funcion f..
f.(a.B) = [(f e a).(f o b)]; por el teorema 3.5.1 literal (a).
fi(a.B) = [(f e a)].[(f o b)]; por definicion.
fula.p) = fu(@). £.(B)
Por hipdtesis se tiene que la clase € € T'(X) es una identidad.
Sea ¢ la clase que posee un camino identidad y sea a una clase de equivalencia
en I'(X).
Como ¢ es identidad se cumpleque e.a = a .
f.(&). f.(a) = f.(e.a); por resultado del inciso i).
fo(e).fi(@) = f(a);yaquee.a = a.

Por lo tanto £, (&) es una identidad.

por hipotesis se tiene que f(x) = x. Se quiere demostrar que f,(a) = a.
Seaa = [a] € T(X).
f.(a) = f.([a]); sustituyendo
f.(a) = [f ° a]; aplicando f,
fl@) = [f(a)]; yaque f(x) = x

f.(a) = [a]; aplicando la funcion



f.(a@) = a; sustituyendo
iv) Sea @ = [a] € T'(X). Se quiere demostrar que (g ° f). = g. ° f..
(g. ° f.) (@) = (g, ° £.)([a]); sustituyendo
(9. o f)(@) = g.(f.([a])); composicién de funciones
(9. ° f)(a) = g.([f ° a]); aplicando f.
(g. o f) (@) =[g o (f e @)]; aplicando g,
(g« ° f)(a) = [(g o f) ° a] ; asociando
(g« o fI(@) = (g © f).([a]); por definicion
(g ° f.(a) = (g, ° f.)(a) ; sustituyendo
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Para cualquier eleccion p de punto base en X, f.(m(X,p)) < n(Y, fp). Asi, la funcion

definida por la restriccion f, a m(X,p) (que también debera denotar por f,) determina un

homomorfismo

fo: n(X,p) = n(¥, fp),

que es llamado el homomorfismo inducido por f. Téngase en cuenta que si X es un espacio

conexo por caminos, las propiedades algebraicas del homomorfismo £, son independientes

de la eleccién del punto base. Méas explicitamente, para cualquiera dos puntos p,q € X,

elijaa € I'(X) con punto inicial p y punto terminal q. Entonces los homomorfismos

(X, p) 2> (Y, fp)
f—> a7 1pu l J' Y —> (fx)y(fa)

7(X.q) 2> (Y, fg)

forman un diagrama consistente y los mapeos verticales son isomorfismos sobre. Asi, por

ejemplo, si cualquiera de los dos homomorfismos f, es unoauno o sobre, también lo es

el otro.
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La nocion de un homeomorfismo inducido por un mapeo continuo es fundamental para
topologia algebraica. EI homomorfismo del grupo fundamental inducido por una mapeo

continuo proporciona el puente de la topologia algebraica a la Teoria de Nudos.
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