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Introduccion

La transformacién conforme es un tépico del andlisis complejo con poco es-
tudio a nivel universitario en nuestro pais, lo cual impide que tengamos conoci-
mientos s6lidos sobre las principales transformaciones en el plano complejo que
cumplen con ser conformes. Ademads la teoria de transformacién conforme no es
tan facil de manejar, pues es necesario del dominio avanzado del dlgebra de na-
meros complejos, funciones de variable compleja, funciones analiticas, funciones
armonicas y por supuesto de derivacion e integraciones de funciones de variable

compleja.

En este trabajo se estudiard la geometria de las transformaciones conformes,
que es tan interesante por si misma como por la magnifica visién geométrica que
proporciona. Ademds las transformaciones conformes son de gran utilidad para
resolver problemas de la ingenieria o la fisica que pueden ser expresados en tér-
minos de funciones de variable compleja, pero que presentan severas dificultades
en su geometria. Escogiendo una transformacion adecuada, el problema puede
simplificarse transformando la regién en la que se plantea el problema en otra de

geometria mds accesible.

Asi que presentaremos las definiciones y propiedades de la transformacién

ix



conforme, la transformacién de Mobius, algunas funciones elementales como trans-
formaciones conformes y algunas de las aplicaciones de la transformacién confor-
me. Por dltimo brindaremos una bibliografia en la cual se encuentran libros muy

interesantes que contienen teorfa sobre la transformacién conforme.



Planteamiento del Problema

En las universidades del pais y especialmente en la Universidad de El Salva-
dor, Facultad Multidisciplinaria Oriental no se tiene suficientes trabajos de inves-
tigacion escrito sobre la transformacién conforme, lo cual hace necesario que en
esta facultad se realicen estudios en esta rama del andlisis complejo que sirvan de
base para posteriores estudios académicos y que puedan solucionar problemas
de escasez de informacién sobre la aplicacién conforme o que permitan facilitar el
desarrollo de futuras tesis de investigaciéon que requieran del conocimiento pre-

vio de este topico en especifico.

De no existir suficiente informacién sobre la aplicaciéon conforme, se podria
atrasar el desarrollo de tesis que necesiten un conocimiento subyacente en es-
ta rama del anélisis complejo, lo que dificultaria y harfa méas lento el proceso de
desarrollo de futuros trabajos académicos orientados en esta drea del analisis com-

plejo.
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Justificacion

El propésito del presente trabajo es ampliar los conocimientos adquiridos so-
bre Anélisis Complejo a lo largo de la carrera de Licenciatura en Matemaéticas y
ademads ser una guia a los estudiantes para el desarrollo de sus conocimientos en
dicha area, en particular en el tema que estudiaremos denominado: “Transforma-
ciones Conformes y Algunas de sus Aplicaciones” desarrollando de manera contun-
dente, detallada y precisa la teoria de dicho tema, asi como también dar a conocer
la importancia y utilidad de este topico de la matematica mediante sus aplicacio-
nes, de igual forma servir de apoyo a futuras investigaciones en esta area. Por lo
que concluimos que aparte de ser un tema que dificilmente se alcanza a abordar

en la carrera, es muy interesante y de mucha utilidad e interés para nosotros.
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Objetivos

Objetivo General

» Dar a conocer la base tedrica y algunas aplicaciones de las transformaciones

conformes en el area de Andlisis Complejo.

Objetivos Especificos:

» Desarrollar de manera factible y minuciosa los conceptos, teoremas y lemas

sobre transformaciones conformes.

» Comprender los diferentes tipos de transformaciones en Anélisis Complejo

que son conformes.

» Presentar algunas aplicaciones sobre transformaciones conformes.

xiii



Capitulo 1

Preliminares

1.1. Numeros Complejos

Indudablemente, en cursos previos de matematicas aparecen niimeros com-
plejos. Al aprender a resolver una ecuacién cuadratica ax? + bx + ¢ = 0 por medio
de la férmula cuadrética, se observa que las raices de la ecuacién no son reales,
sino complejas, cuando el discriminante b?> — 4ac < 0. Por ejemplo, ecuaciones
sencillas como x> 4+ 5 = 0y x2 + x + 1 = 0 no tienen soluciones en los ntimeros

reales.

Fueron mas de 200 afios, mds o menos el tiempo que tomo a los nimeros com-
plejos ganar cierta respetabilidad en la comunidad matematica, el simbolo i se
utilizaba originalmente como un disfraz para el engorroso simbolo v/—1. Aho-
ra simplemente se dice que i es la unidad imaginaria y se define por medio de
la propiedad i* = —1. Utilizando la unidad imaginaria se construye un ntimero

complejo a partir de dos nliimeros reales.
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1.1.1. El Sistema de los Nimeros Complejos

Un ntmero complejo es un par ordenado de nimeros reales, y designamos

por C al conjunto de todos los ntimeros complejos. Es decir,

C={(ab):abecR}

En otras palabras, si z es un numero complejo, debe ser z = (a,b) en donde a y b
son ambos ntimeros reales; a se denomina la parte real de z (denotada mediante

Re(z)), y b se denomina la parte imaginaria de z (denotada mediante Im(z)).

Se dice que dos niimeros complejos son iguales si sus respectivas partes reales

son iguales, al igual que sus respectivas partes imaginarias. Es decir,

({11,191) = (l?lz,bz) <~ a1 =ayANb =b

Por supuesto que asi presentado, pareciera ser que C es simplemente otro nombre

para R?, pero ahora definiremos sobre C operaciones que establecen diferencias.

Definicién 1.1. El sistema de los niimeros complejos es el conjunto C de todos los nii-
meros complejos con las operaciones de suma (+) y producto (-) definidas de la siguiente

manera, para complejos cualesquiera (ay,b1) y (az, by):

(a1,b1) + (az,by) = (a1 + az, by + by)

15



(a1,b1) - (a2,b2) = (a1a2 — byby, a1by + agby)

A veces, omitiremos el punto para denotar producto de nimeros complejos.
Como vemos de la definicién, + y - son operaciones binarias (cerradas) en C. El

siguiente resultado establece otras propiedades bésicas.

Proposicién 1.1. La suma y el producto de niimeros complejos son operaciones conmu-
tativas y asociativas, y verifican la distributividad del producto respecto de la suma. EI
complejo (0,0) es el elemento neutro (1inico) de la suma, mientras que (1,0) es el del pro-
ducto. Cualquier complejo (a, b) posee un tinico inverso para la suma, que es (—a, —b).

Cualquier complejo (a,b) # (0,0) posee un tinico inverso para el producto, que es

a b
a2 +b2" a2+b%)

Demostracion. Sean (ay,by), (a2, by) € C. Entonces, por la conmutatividad de la

suma de nimeros reales,

(a1,b1) + (az,bp) = (a1 +az, by + by) = (ay + a1, by + by) = (az,b2) + (a1, b1)

quedando asi establecida la conmutatividad de la suma de complejos. De igual
manera, por aplicacién de propiedades correspondientes para nimeros reales, se
deducen la conmutatividad del producto, la asociatividad de ambas operaciones

y la distributividad del producto respecto de la suma.
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En cuanto al elemento neutro de la suma, observemos que

(a,b) + (x,y) = (a,b) <= a+x=aAb+y=b<=x=0Ay=0

mostrando que (0,0) es el elemento neutro de la suma de complejos, y que es

unico. En cuanto al elemento neutro para el producto, notemos que

a,b)(x,y) = (a,b) <= ax—by=aANay+bx=0>
y y Y

de modo que, resolviendo el sistema en las incognitas x e y queda x = 1, y = 0.
Por lo tanto, (1,0) es el neutro para el producto de complejos. Por otro lado, nétese

que

(a,b)+ (x,y) =(0,0) <= a+x=0Ab+y=0<=x=—aAy=—b

de modo que (—a, —b) es el inverso de (a,b) para la operacién de suma. Similar-

mente, si (a,b) # (0,0), tenemos que

(a,b)(x,y) = (1,0) <= ax—by=1ANay+bx =0

Como esa # 00 b # 0, ocurre que a® + b* # 0, asi que resolviendo el sistema en

17



las incégnitas x e y, llegamos a que

x——a ———b
a2 42 ¥y= a? + b2

%

Siz € C, suinverso para la suma se llama el opuesto de z, y se denota median-
te —z. Si ademads es z # (0,0), su inverso para el producto se llama el inverso de

z, y se denota mediante z 1.

De la cerradura de las operaciones binarias + y - en C y de la proposicién 1.1

vemos que, (C, +, -) es un cuerpo conmutativo.

El simbolo usual (4, b) para representar pares ordenados no es conveniente pa-
ra representar el namero complejo (a, b). Representaremos los nimeros complejos
con un simbolismo mds apropiado en el que va a intervenir el producto complejo.

Para ello, observemos que:

(a,0) + (b,0) = (a+1,0)

(a,0)(b,0) = (ab,0)

esto indica que los nameros complejos de la forma (a,0) se comportan respec-

18



to a la suma y la multiplicacién de nimeros complejos exactamente de la misma
forma que lo hacen los niimeros reales respecto a la suma y multiplicacién pro-
pias.Por esta razén, en las operaciones con nimeros complejos podemos sustituir
los complejos del tipo (a,0) por el namero real a. Es decir, hacemos la identifica-

ci6on (a,0) = a.

El namero complejo (0,1) lo representaremos por i y lo llamaremos unidad

imaginaria. Con ello tenemos que

i =(0,1)(0,1) = (—1,0) = —1

Ahora podemos escribir

(a,b) = (a,0) + (0,b) = (a,0) + (0,1)(b,0) = a+ib

Se dice que a + ib es la expresién binémica del namero complejo (4, b).

1.1.2. Operaciones Fundamentales con Ntimeros Complejos

Los niimeros complejos se pueden sumar, restar, multiplicar y dividir.

Sizy = x1 +iyy, 22 = X2 + iy estas operaciones se definen como sigue.

Suma: z1 + 2o = (v +iy1) + (2 +iy2) = (x1 +x2) +i(y1 + ¥2)

19



Resta: z1 —zp = (x1 +iy1) — (x2 +iy2) = (x1 — x2) +i(y1 — y2)

Multiplicacién: z1zp = (X1 + iyl)(X2 + iyz) = (x1x2 — ylyz) + i(yle + xlyz)

Divisien: 2L — 1 +iy1  xixo +yiy2  .Y1X2 — X1Y2.
vision: — = ; = 5 5 1 5 57
Z7 X +1y7 X2~ + 12 X%+ 12

22750

Definicién 1.2. Si z es un niimero complejo, entonces el niimero que se obtiene al cam-
biar el signo de su parte imaginaria se denomina complejo conjugado o simplemente, el

conjugado de z.

Siz = x + 1y, entonces su conjugado es Z = x — iy. De la definicién de suma, se

tiene que el conjugado de dos niimeros complejos es la suma de los conjugados:

21+z22=21+2

Es mas, se tienen las siguientes tres propiedades:

Las definiciones de suma y multiplicacién muestran que la suma y el producto de

un nimero complejo z y su conjugado z son también ntimeros reales:

20



z+z=(x+iy)+ (x —iy) =2x
zZ = (x +iy)(x —iy) = x* — 2y* = x* +1°

La diferencia entre un nimero complejo z y su conjugado z es un ntiimero imagi-
nario puro:

z—z=(x+1iy)— (x —iy) =2iy

Como x = Re(z) e y = Im(z), entonces z+z = 2x y z — z = 2iy conducen a dos

formulas utiles:

Ademais, zZ = z.

1.1.3. Representacion Graficay Mdédulo de un Nimero Complejo

Un ntamero complejo z = x 4 iy se determina tinicamente por un par ordenado
de nimeros reales (x,y). El primero y el segundo elemento de cada par ordenado
corresponden, respectivamente, a la parte real y a la parte imaginaria del nimero
complejo. De esta forma se puede asociar un niimero complejo z = x + iy con
un punto (x,y) del plano coordenado. Sabemos que un par ordenado de nime-
ros reales puede interpretarse como las componentes de un vector. Entonces, un

nimero complejo z = x + iy puede verse como un vector cuyo punto inicial es el

21



origen y cuyo punto terminal es (x, ).

z=x+ 1y

Figura 1.1: Representacion de nimeros complejos.

El plano coordenado ilustrado en la figura 1.1 se denomina plano complejo
o simplemente el plano z. El eje horizontal o x se denomina el eje real y el eje

vertical o y se denomina el eje imaginario.

La longitud de un vector z, o la distancia desde el origen hasta el punto (x,y),

es evidentemente /x2 + y2. Este numero real se denomina de una forma especial.

Definicién 1.3. El médulo o valor absoluto de z = x + iy se denota por |z| y es el

niimero real
o=y = VE

De la definicién de médulo se tienen las siguientes propiedades:

22



3. |zl =0&z=0.

4. |zw| = |z||w]|.

Z
5. Siw#£0, —‘ :
wl  [wl

6. [Re(2)| < 2l y [Im(z)] < |2].
7. |z| = |z|.
Teorema 1.1 (Desigualdad triangular). Sean z, w € C, entonces |z + w| < |z| + |w|.

Demostracion. Sean z, w € C.

zZweC=|z+w]®=(z+w)(z+w)
— lz4+w]* = (z+w)(Z+D)
— |z 4 w|* = 2Z + 2T + wZ + wo
— z4w] =z + 2@+ D2z + |w|?
— |z +w|? = |2)* 4 20 + 7w + |w]*
2 _ 2 _ 2
= |z+w|” = |z|” + 2Re(zw) + |w|

— |z+w|* < |z|* + |2Re(zW)| + |w]?

— |z+w|* < |z|* 4 2|Re(zW)| + |w]|?

— |z+w|* < |z|* 4 2|z@| + |w|?

= |z 4+ w|* < |2 +2lz|[@] + v’

23



= |z 4+ wl” < (|z] + [w])?

= z+w| <|z|+ |w|.

La desigualdad triangular se extiende a cualquier suma finita como sigue:

121+ 20+ oo + 20| < |z1| 4 |22] + oo+ |24

1.1.4. Forma Polar

Las coordenadas rectangulares (x, y) y las polares (r, ) se relacionan mediante
las ecuaciones x = rcos 0 y y = rsen . Por lo tanto, un ntimero complejo no nulo

z = x + 1y se escribe como :

z=r(cosf +isenf)

Se dice que z = r(cos 0 + isen 0) es la forma polar del nimero complejo z.
De la figura 1.2 se observa que la coordenada polar r puede interpretarse co-

mo la distancia desde el origen al punto (x,y). En otras palabras, se adopta la

convencién de que r nunca es negativo, por lo que se puede considerar de que r
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es el médulo de z, es decir

r=lz|

El 4ngulo 0 de inclinacién del vector z medido en radianes desde el eje real
positivo, es positivo cuando se mide en sentido antihorario y negativo cuando se
mide en sentido horario. El angulo 6 se denomina argumento de z y se escribe

0 = argz.

De la figura 1.2 se observa que el argumento de un ntiimero complejo debe

satisfacer la ecuacion

tanf = = (1.1)

R I

rcosf

Figura 1.2: Coordenadas Polares.

Las soluciones de esta ecuacién no son tnicas, ya que si 6y es un argumento
de z, entonces los angulos 6y + 271, 6y £ 47,..., son también argumentos necesaria-

mente.

Siz = 0, 6 es indefinido. De modo que cualquier ndmero complejo que vaya a

25



ser escrito en polares se sobreentiende que es distinto de cero, aunque tal requisito

no se haga explicito.

El valor principal de arg(z), denotado Arg(z), se define como el danico valor

de arg(z) tal que —m < arg(z) < 7.

Dos propiedades importantes de los argumentos son:

arg(z1zy) = arg(z1) + arg(zz) (1.2)
arg <§—;> = arg(z;) — arg(z2) (1.3)

1.1.5. Férmula de Euler y Forma Exponencial

Una de las constantes més usadas en matematicas es el niimero ¢ o Numero de

Euler, cuyo valor aproximado de 11 cifras decimales es

e ~ 2,71828182846

Esta constante aparece en conexién con los ntimeros complejos, mediante la
relacién maravillosa

¢ = cosf +isenb (1.4)

26



donde el lado derecho representa un ntimero complejo en el circulo unitario de
angulo 6. Dicha férmula se conoce con el nombre de Férmula de Euler en honor a

Leonhard Euler, quien la descubri6 cerca de 1740.

Muchos textos de bachillerato y atin universitarios tienen un tratamiento inade-
cuado, carente de toda pedagogia y rigor matematico, de la férmula de Euler. Pa-
ra estos autores el lado izquierdo no posee ningtn significado y cometen el gran
error de dar la férmula (1.4) como una definicién de ¢. Para poder convencer al
estudiante de que la relacién (1.4) es una verdad matemdtica y no un simple acto
de fé, debemos entonces tratar de entender primero qué cosa es la expresion e y

luego demostrar que dicha relacién se cumple para todo angulo 6.

Del célculo elemental sabemos que las funciones e*, sen y cos6 se pueden

representar en serie de potencias de la siguiente forma.

2 x3

X

X __

e —1+X+E+§+"' (1.5)
63 °
62 @4

cosezl—z%—a—--- (1.7)

Por el momento no nos preocupamos por los problemas de la convergencia

de estas series de potencia. S6lo haremos un cdlculo formal en una primera etapa,
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para descubrir relaciones entre las funciones de manera heuristica, como lo hacian

los matemaéticos en el pasado.

Si en (1.5) hacemos la sustitucion x = if obtenemos

. 102 '0\3 N\
319:1+i9_|_(16) +(10) +...+ﬂ+...
2! 3! n!
. 6> .63
:1—|—19—E—l§—|—---

Olvidando por el momento del problema de la convergencia, podemos hacer
un reordenamiento de esta tltima serie para obtener

. 02 g4 0 6
ef = (1—5+I—---)—I—i(9—§+§—---> = cosf +isenf

Al menos heuristicamente, hemos probado la férmula de Euler. Bastaria dar
un toque final de rigurosidad a nuestro método, probando la convergencia de
ambas series para cualquier 6 ntimero real. Mas sin embargo, lo importante aqui
es que la féormula de Euler permite usar una notacién maés corta para expresar los

numeros complejos tal y como lo indica la siguiente definicion.

Definicién 1.4. La Férmula de Euler permite expresar un niimero complejo no nulo en
su forma exponencial:

z = |z|e® = re'?
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Dos ntimeros complejos z; = 71 eith yzp = rre%2 no nulos, son igualessir; =

yO1 =0 +2km; ke Z.

Para multiplicar niimeros complejos expresados en una de estas formas, basta

multiplicar sus médulos y sumar sus argumentos:

(rleiel)(rzeiez) _ (Vlrz)ei(91+92)

Para dividir nimeros complejos, basta dividir sus médulos y restar sus argu-

mentos:

i0
ne o6

rzei92 N )
El inverso de un ntimero complejo distinto de cero z = re’, tiene como médu-

lo, el inverso del médulo, y como argumento, el opuesto del argumento:

Para elevar un ntimero complejo a una potencia, se eleva el médulo a dicha

potencia, y se multiplica el argumento por el exponente. Asi:

(reie)n _ (rn)en(ie)

cualquiera que sea el nimero entero 7, lo que permite calcular raices n-ésimas.
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Se dice que un nimero w es una raiz n-ésima de un nimero complejo no nulo

zsiw" = z.Siw = rel yz= rpel®2 entonces w" = z se convierte en

rlnen(wl) _ 1’26192

La igualdad anterior se cumple, si y s6lo si,

r = \"/5 y nbp = 6, + 2k (1.8)

donde k € {1,...,n — 1}. Entonces

B 0, + 2kt
N n

th

El conjugado de un ntimero complejo z = re®, tiene el mismo médulo y el

argumento opuesto:

reif — e

Al aplicar la férmula obtenida de una potencia al ntimero complejo de médulo

7] =1, (e!)" = /", se obtiene

(cosf +isen®)" = cos(nf) +isen(nd), VneZ
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Este resultado se conoce como la férmula de DeMoivre y es ttil para deducir

ciertas igualdades trigonométricas.

1.1.6. La Topologia de los Niumeros Complejos.

Necesitamos desarrollar un vocabulario que ayude a describir conjuntos de
puntos en el plano complejo. Una idea fundamental es la de una e-vecindad del
punto zg. Es el disco abierto de radio € > 0 alrededor de zy mostrado en la figura

1.3. Formalmente, es el conjunto de todos los puntos que satisface la desigualdad
{z:]z—2z0| <€}

y se denota por De(zp). Es decir

De(z0) = {z: |z — 2| < €} (1.9)
Yy
*di.
<0
xr

Figura 1.3: Una e-vecindad del punto zg

También definimos D, (zg), como el disco cerrado de radio € con centro en zg y
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D} (zp), el disco reducido de radio € con centro en zg

De(zo) = {z: |z — z0] < &} (1.10)

Dji(zp) ={z:0< |z —zp| < &} (1.11)

El punto zg se dice que es un punto interior del conjunto S siempre que exista
una e-vecindad de zg que solo contiene puntos de S; zg se llama un punto exterior
del conjunto S si existe una e-vecindad de zp que no contiene puntos de S. Si zg
no es ni punto interior ni un punto exterior de S, entonces es llamado un punto
frontera de S y tiene la propiedad de que cada e-vecindad de zp contiene puntos

que estan dentro y fuera de S. La figura 1.4 ilustra esta situacion.

(7

Exterior
Interior

Frontera—""_

X

Figura 1.4: El interior, exterior y frontera de un conjunto S

Denotemos al circulo Cg(zp) y nos referimos a él como el circulo de radio R
centrado en z(. Asi

Cr(z0) = {z: |z — 20| = R} (112)
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El punto zp es llamado un punto de acumulacién del conjunto S si para cada
¢, el disco reducido D;(zp) contiene al menos un punto de S. Un conjunto S es
llamado un conjunto abierto si cada punto de S es un punto interior de S. Un
conjunto S es llamado un conjunto cerrado si contiene todos sus puntos fronte-
ras. Un conjunto S se dice que es un conjunto conexo si cada par de puntos z; y
zp contenidos en S se pueden unir por una curva que estd totalmente contenida
en S. En términos generales, un conjunto conexo consiste en una tinica pieza.

Un conjunto abierto conexo, junto con algunos, ninguno o todos sus puntos fron-
tera, se llama una regién. Una regién que contenga todos sus puntos frontera se
llama regién cerrada. Un conjunto S se dice que es acotado si esta completamente
contenido en un disco cerrado. Un conjunto que no pueda estar contenido en un

disco cerrado se llama un conjunto sin limite o no acotado.

1.2. Funciones Complejas

1.2.1. Funciones de una Variable Compleja

Una funcién de valor complejo f(z) de la variable compleja z es una regla
que asigna a cada nimero complejo z en un conjunto D, uno y sélo un niimero

complejo w. Se escribe

w = f(2)
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y se llama w a la imagen de z bajo f. El conjunto D se denomina el domino de
f(z), y el conjunto de todas las imdgenes R = {w = f(z) : z € D} se llama el
rango de f. Cuando el contexto sea obvio, omitiremos la frase valor complejo y
simplemente nos referimos a una funcién compleja.

Podemos definir el dominio como cualquier conjunto que tenga sentido para una

regla determinada, por lo que para w = f(z) = z?

, se puede tomar todo el plano
complejo como su domino D, o artificialmente podemos restringir el dominio a
algun conjunto tal como D = D1(0) = {z : |z| < 1}. En algunos contextos funcio-
nes se denominan mapeos o transformaciones.

Al igual que z puede expresarse por sus partes real e imaginaria, z = x + iy, es-

cribimos

f(z) =w=u+iv

donde u y v son la parte real e imaginaria de w, respectivamente. De lo anterior

obtenemos la siguiente representacion

w=f(z)=f(x+iy) =u+iv

Puesto que u y v dependen de x e y, pueden considerarse funciones de valor real

de variables reales x e y; es decir,

u=u(x,y) y v=o(xy)
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Combinando estas ideas; a menudo escribiremos una funcién compleja en la for-
ma

f(z) = fx+iy) = u(x,y) +iv(x,y)

(1.13)
La figura 1.5 ilustra la nocién de una funcién (mapeo) usando estos simbolos

Y v
""‘. ll.-'l \\"‘.‘
\ | 1
\ \ \“
\ I'\II "|II \‘
_,| Dominio Rango
Vi D jl : - H |l]I
/ I||
[ — ‘
|
d

u
Figura 1.5: El mapeo w = f(z) = f(x +iy) = u(x,y) + iv(x,y).

El uso de z = re?

, en la expresion de una funcién compleja f(z) puede ser

conveniente. Esto nos proporciona la representacién en coordenadas polares

f(z) = f(reie) =u(r,0) +iv(r,0)

(1.14)

donde u(r,0) y v(r,6) son funciones reales de las variables reales r y 6.

Ahora veamos la interpretacion geométrica de una funcién compleja. Si D es el

dominio de las funciones de valor real u(x,y) y v(x,y), entonces el sistema de
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ecuaciones

u(x,y) y o(xy)

describen una transformacion (o mapeo) para D en el plano xy al plano uv, tam-

bién llamado plano w. Por lo tanto, consideramos la funcién

w = f(z) = u(x,y) +iv(x,y)

como una transformacién (o mapeo) del conjunto D en el plano z sobre el rango

R en el plano w. Esta idea se ilustra en la figura 1.5.

Si A es un subconjunto del dominio D de w = f(z), entonces el conjunto
B = {w = f(z) : z € A} se llama la imagen del conjunto A, y w = f(z) se
dice que es un mapeo de A sobre B. La imagen de un solo punto es un tnico
punto, y la imagen de todo el dominio, D, es el rango, R. El mapeo w = f(z) se
dice que es de A en S sila imagen de A estd contenida en S. Matematicamente se

usa lanotacién f : A — & para indicar que la funcién traza un mapeo de Aen S.

La figura 1.6 ilustra una funcién w = f(z) cuyo dominio es D y cuyo rango
es R. Las areas sombreadas indican que la funcién traza un mapeo de A sobre B.
La funcién también traza un mapeo de A en R, y, por supuesto, también traza un

mapeo de D sobre R.
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Y ()

' Dominio

A

Figura 1.6: w = f(z) mapea de A sobre B, y w = f(z) mapea de D sobre R.

La imagen inversa de un punto w es el conjunto de todos los puntos z en D tal
que w = f(z). Laimagen inversa de un punto puede ser un punto, varios puntos,
o ningln punto. Si el Gltimo caso ocurre entonces el punto w no esta en el rango
dew = f(z).

Laimagen inversa de un conjunto de puntos, S, es la coleccién de todos los puntos

en el dominio que se asignanen S. Si w = f(z) mapea D sobre R es posible que la

imagen inversa de R también sea una funcién, pero la funcién original debe tener

una propiedad especial, es decir, debe ser una funcién uno a uno.

Definicién 1.5. Una funcion w = f(z) se dice que es uno a uno, si a diferentes elementos

del dominio le corresponden diferentes elementos del rango. En esta funcién, para dos

elementos cualesquiera z1 y zo de su dominio se cumple que:

71 # 22 = f(z1) # f(22)
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La figura 1.7 y 1.8 ilustra este concepto

Y ° v
L &
L
i —= U
*
¢
Figura 1.7: Una funcién w = f(z) que es uno a uno.
Yy ° v
T . U
¢

Figura 1.8: Una funcién w = f(z) que no es uno a uno.

Teorema 1.2. Si f1 : C — Cy fy : C — C son funciones uno a uno, entonces f, o f1 :

C — Ces uno a uno.

Demostracion. Sean z1,z; € Ctal que (f 0 f1)(z1) = (f2 0 f1)(2z2).

(fao f1)(z1) = (fa0 f1)(z2) = foalfi(z1)) = fa(fi(z2))
= f1(z1) = fa(z2); f2 esunoauno

= z] = z; fj €sunoauno
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Por tanto, f, o f; uno a uno. &

Definicion 1.6. Dada la funcion w = f(z), una funcién inversa z = g(w), debe

satisfacer las siguientes condiciones,

2(f(z)) =z VzeA vy f(gw))=w, VweB (1.15)

Ademads, si w = f(z) y z = g(w) son funciones que trazan un mapeo de A
en By de B en A respectivamente, y las ecuaciones 1.15 se mantienen, entonces
w = f(z) asigna el conjunto A uno a uno en B. Generalmente indicamos la inversa
de w = f(z) por la notacién z = f~!(w). Si el dominio de f(z) y f~!(w) son Ay

B respectivamente, entonces podemos escribir las ecuaciones 1.15 en la forma

f_l(f(z)):z; VzeA y f(f_l(w)):w; Yw € B (1.16)

Ademads parazg € Ay wy € B.

wo = f(z0) & fHwo) =20 y z0=f"(wo) < f(z0) =wo

1.2.2. Curvas Paramétricas en el Plano Complejo

Definicién 1.7 (Curvas paramétricas en el plano complejo). Si x(t) y y(t) son las

funciones de valores reales de una variable real t, entonces el conjunto C que consiste
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en todos los puntos z(t) = x(t) +iy(t), a < t < b, se llama curva paramétrica
0 curva paramétrica compleja. La funcion de valores complejos de la variable real t,

z(t) = x(t) + iy(t), se llama parametrizacion de C.

Supongamos que una curva C en el plano se parametriza con un conjunto de
ecuaciones x = x(f), y = y(t),a < t < b, donde x(t) y y(t) son funciones reales
continuas. Haciendo que los puntos inicial y final de C, es decir, (x(a),y(a)) y

(x(b),y(b)), se denotan con los simbolos A y B, respectivamente. Decimos que:

(i) C esuna curva suave, si ¥’ y i’ son continuas en el intervalo cerrado [a,b] y

no son simultdineamente 0 en el intervalo abierto (a, ).

(ii) C es una curva suave por tramos si consiste de un namero finito de curvas
suaves Cq, Cy, ..., C, unidas una al extremo de la otra, es decir, el punto final

de una curva Cj coincide con el punto inicial de la siguiente curva Cy + 1.

(iii) C es una curva simple si la curva C no se cruza con sigo misma excepto

posiblementeent =ayt =b.
(iv) C es una curva cerradasi A = B.

(v) C es una curva simple cerrada si la curva C no se cruza con sigo misma y

A = B, es decir, C es simple y cerrada.

Si C no es una curva cerrada, se dice que la direccién positiva en C o que C

tiene una orientacién positiva, si se recorre C desde su punto inicial A a su punto
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final B. En otras palabras, si x = x(t), y = y(t), a < t < b son las ecuaciones pa-
ramétricas para C, entonces la direccién positiva de C corresponde a los valores
crecientes del pardmetro t. Si C se recorre en sentido contrario al de la orientaciéon
positiva, entonces se dice que C tiene una orientacién negativa. Si C tiene una
orientacion (positiva o negativa), entonces la curva opuesta, la curva con orienta-

cién opuesta, se representa con el simbolo —C.

A continuacién se listan las parametrizaciones de algunas curvas comunes en

el plano complejo:

Recta: Una parametrizacion de la recta que contiene a los puntos zg y z; es:

z(t) = zo(1 — t) + z1t, —00 <t < o0 (1.17)

Segmento de recta: Una parametrizacion del segmento de recta de zp a z;
es:

z(t) = zo(1 — t) + z1¢, 0<t<o (1.18)

Rayo: Una parametrizacion del rayo que sale de zg y que contiene a z; es:

z(t) = zo(1 — t) + z1, 0<t<oo (1.19)

Circunferencia: Una parametrizacién de la circunferencia centrada en zp con
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radio r es:

z(t) = zo + r(cos(t) + isen(t)), 0<t<2m (1.20)

En notacién exponencial, esta parametrizacion es:

z(t) =zo+re, 0<t<2m (1.21)

Definicién 1.8 (Imagen de una curva paramétrica bajo una transformacién com-
pleja). Siw = f(z) es una transformacién compleja y si C es una curva parametrizada

por z(t), a <t < b, entonces

w(t) = f=(H), a<t<b (1.22)

es una parametrizacion de la imagen C' de C bajo w = f(z).

1.2.3. Limites y Continuidad

Sea 1 = u(x,y) una funcién de valor real de las variables reales x e y. Decimos
que u tiene limite 1, cuando (x,y) se aproxima a (xg, o), si el valor de u(x,y) se
pueda acercar arbitrariamente al valor u#y cuando elegimos a (x,y) lo suficiente-

mente cerca de (xg, yp). Cuando esto sucede escribimos.

Iim u(x,y) =u
e gy L5 Y) = W0
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En lenguaje mads técnico, u tiene limite 1 cuando (x,y) se aproxima a (xo, yo) si
y solo si |u(x,y) — ug| se puede hacer arbitrariamente pequefio haciendo tanto a
|x — x0| como a |y — yo| pequerios. Esta condicién es como la definicion de limite

para funciones de una variable real. El punto (x, y) estd en el plano xy, y la distan-

cia entre (x,v) y (x0,y0) es v/(x — x0)%2 + (y — yo)2. Con esta perspectiva, ahora

podemos proporcionar una definicién mds precisa de un limite.

Definicién 1.9. La expresion lim  u(x,y) = ug significa que para cada niimero
()= (x0.40)

e > 0, existe un niimero 6 > 0 tal que

\u(x,y) — up| < e siempre que 0 < \/(x —x0)%2+(y—y0)2 <9 (1.23)

El valor u( del limite no debe depender de la forma en como (x, y) se aproxima
a (x9,y0), por lo tanto u(x, y) debe acercarse al valor uy cuando (x,y) se aproxime
a (xo,yo) alolargo de una curva que termina en el punto (xg, o). Por el contrario,
si podemos encontrar dos curvas C; y C; que terminen en (xo, o) a lo largo de la
cual u(x,y) se aproxime a dos valores distintos u; y uy, respectivamente, entonces

u(x,y) no tiene limite cuando (x, y) se aproxima a (xg, o).

Sea f(z) una funcién compleja de la variable compleja z que esta definida pa-
ra todo valor de z en alguna vecindad de zy, excepto posiblemente en el punto

zo. Diremos que f tiene limite wy, cuando z se aproxima a zy, siempre que el va-
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lor de f(z) se pueda acercar arbitrariamente al valor wy cuando elegimos a z lo
suficientemente cerca de zy. Cuando esto resulta escribimos

(=) =wo

La distancia entre los puntos z y zo puede ser expresada por |z — zy|, entonces po-
demos dar una definicién maés precisa similar a la de una funcién de dos variables

reales.

Definicién 1.10. La expresion ILm f(z) = wy significa que para cada niimero ¢ > 0,
Z—2Z

existe un niimero 6 > 0 tal que |f(z) — wo| < e siempre que 0 < |z —zg| < 0.

Usando las ecuaciones 1.9 y 1.11 también podemos expresar la ultima relacion como

f(z) € De(wy) siempre que z € D3 (zp).

La formulacién de limites en términos de discos abiertos ofrece un buen con-
texto para interpretar esta definicion. Se dice que para cada disco de radio ¢ > 0
alrededor del punto wy (representado por D.(wy)), existe un disco reducido de
radio 6 > 0 alrededor del punto zy (representado por D3 (zg)) tal que la imagen
de cada punto en el disco reducido de radio ¢ estd dentro del disco de radio ¢, la
imagen del disco de radio J no tiene que llenar todo el disco de radio ¢; pero si z
se aproxima a zg a lo largo de una curva que termina en zy, entonces w = f(z) se

aproxima a wy. Esta situacion se ilustra en la figura 1.9.
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Figura 1.9: El limite f(z) — wp cuando z — 2

Teorema 1.3. Sea f(z) = u(x,y) + iv(x,y) una funcion compleja que estd definida en

alguna vecindad de z, excepto posiblemente en zg = xo + iyg. Entonces

Zlirrz}()f(z) = wy = Ug + vy (1.24)
si y solo si
lim  u(x,y) =up y lim  o(x,y) =10 (1.25)
(xy)— (xo.40) (xy) = (x0.40)

Demostracién. En primer lugar, supongamos que 1.24 se cumple y demostremos
que 1.25 es verdadera. De acuerdo con la definicién de limite para cada ¢ > 0,

existe un correspondiente § > 0 tal que
|f(z) — wo| < e siempre que 0 < |z — zg| < 4.
Como f(z) —wy = u(x,y) —ug+i(v(x,y) —vg), y usando la propiedad 6 de

modulo de un ntiimero complejo tenemos:
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[u(x,y) —uo| < [f(z) —wo| 'y [o(x,y) —vo| < [f(2) —wol
Asi tenemos,
lu(x,y) —upl < ey |v(x,y) —vo| < € siempre que 0 < |z —zp| < 4, y asi la
afirmacion 1.25 es verdadera.
Por otra parte, supongamos ahora que 1.25 se cumple. Entonces para cada ¢ > 0,

existen ;1 > 0y d, > 0 tal que
lu(x,y) — up| < % siempre que 0 < |z —zp| < d1 y
lo(x,y) —vg| < %siempre que0 < |z —zo| < &

Eligiendo 6 = min{Jj,d»} y aplicando la desigualdad triangular a f(z) —wy =

u(x,y) —ug+i(v(x,y) — vy) tenemos:

|f(2) = wol < [u(x,y) = uo| + [o(x,y) — ol

es decir

s

f(2) —wol < 545 =

5 e siempre que 0 < |z — zg| < &

Por lo tanto la afirmacién 1.25 implica la afirmacién 1.24, y la prueba del teorema

queda completada. &

Teorema 1.4. Supongamos que Zhﬁn;O f(z)=Ay Zhﬁnf;O ¢(z) = B entonces

lim f(z) £ g(z) =A+B (1.26)

Z—2Z0
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Zli_)rrzl f(z)g(z) = AB (1.27)
o flz) _ A

En [3], se esboza una demostracion del teorema 1.4.

Definicién 1.11. Sea u(x, y) una funcion de valor real de las variables reales x e y. De-

cimos que u es continua en el punto (xo, yo) si se satisfacen las tres condiciones siguiente:

lim  u(x,y) existe, (1.29)
(xy)—=(x0.40)
u(xo,yo) existe, (1.30)
lim  u(x,y) = u(xo,yo) (1.31)
(xy) = (x0.40)

Existe una definicién similar para funciones de valores complejos.

Definicién 1.12. Sea f(z) una funcion compleja de la variable compleja z que estd defi-
nida para todo los valores de z en alguna vecindad de zy. Decimos que f es continua en z

si se satisfacen las tres condiciones siguientes:

Zh_{rzl f(z) existe, (1.32)
f(zo) existe, (1.33)
lim £(2) = f(z0) (134)
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Teorema 1.5. Sea f(z) = u(x,y) + iv(x,y) que estd definida en alguna vecindad de z.

Entonces f(z) es continua en zg = xo + iyg si y sélo si u(x,y) y v(x,y) son continuas

en (xo , yo)
En [1] se esboza una demostracion del teorema 1.5.

Teorema 1.6. Supongamos que f(z) y g(z) son continuas en el punto zy. Entonces las

siguientes funciones son continuas en z.

= f(z) £5(2)

En [3] se esboza una demostracion del teorema 1.6.

Ejemplo 1.1. Mostrar que la funcién Arg(z) es discontinua en el eje real negativo.

Solucién. Para verificar que Arg(z) es discontinua en el eje real negativo, basta
comprobar que que tiene una discontinua en el punto z = —1 del eje real negativo,
para ello calculemos el limite de Arg(z) cuando z tiende a z = —1 a lo largo de
las (curvas) semicircunferencias (superior e inferior) de radio 1 y centro el origen

(ver Figura 1.10 ). Sean,

I = lim  Arg(z I = lim  Arg(z
(xy)—=(=1,0) 8(2) Y (xy)—=(=1,0) (z)
X’+y?=1y>0 x2+y?=1,y<0
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entonces 1 # I, (pues ] = myl, = —7 )y por consiguiente lirn1 Arg(z) no existe
z——

y, en consecuencia, la funcion Arg(z) no es continua en z = —1 (tampoco lo es en

cero, ya que no esta definido en z = 0). Por tanto la funcién Arg(z) no es continua

en el eje real negativo.

NN
)

Figura 1.10: La funcién Arg(z) es discontinua en el eje real negativo

1.2.4. Limites y el Punto del Infinito

Hasta el momento el plano complejo, como le hemos visto, no tiene claramente
definido el infinito. Sin embargo, en muchas situaciones es necesario considerar
un punto al infinito, cuando esto ocurre, y el plano complejo incluye al infinito,

hablamos de plano complejo extendido Ce.

El punto o satisface las siguientes reglas algebraicas:

=0, x#0

X+ 00=004+x =009, %

1y 00 = 00y = 00, %:oo, y#0
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En el caso de variables reales, el infinito consta de dos puntos ubicados en
los extremos positivo y negativo del eje real, en ambos casos el valor absoluto es
el infinito. Para el caso de los niimeros complejos, si queremos extender la idea
nos encontramos con un problema, ya que existe un niimero infinito de ntimeros
complejos z tales que su médulo (el andlogo al valor absoluto) es infinito, para
evitar esta situacion trataremos con el llamado punto al infinito. Para visualizar

este punto al infinito se utiliza la siguiente idea.

Consideremos que el plano complejo pasa por el ecuador de una esfera unita-

ria centrada en el origen O, tal como se muestra en la figura 1.11.

Re z

Figura 1.11: Esfera unitaria centrada en el origen

A cada punto z del plano le corresponde un punto P en la superficie de la
esfera. El punto P se determina por interseccién de la recta que va del polo norte
N, y el punto z con la superficie de la esfera. Para puntos z tales que |z| > 1, el
punto P se ubica sobre el el hemisferio Norte, para puntos tales que |z| = 1, el
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punto P esté sobre el ecuador, mientras que para puntos z tales que |z| < 1 el

punto P estd sobre el hemisferio Sur, tal como se muestra en la figura 1.12.

Re z s

Figura 1.12: Esfera de Riemann

Al punto P ubicado en el polo Norte le corresponde el punto al infinito repre-
sentado por co. A la esfera unitaria utilizada para desarrollar la idea del punto al
infinito se le conoce como esfera de Riemann y a la correspondencia entre puntos

P de la esfera y puntos z del plano se le llama proyeccién estereografica.

Con el esquema anterior, podemos ver que conforme aumenta |z|, el punto P
sobre la esfera se acerca a N, lo que nos permite decir que para ¢ positivo y peque-
fo, los puntos en el plano complejo exteriores al circulo |z| = 1/¢ corresponden a
puntos sobre la esfera préoximos al punto N, esto es, los entornos del infinito son

los conjuntos

{z:]z| >1/¢}
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Por lo tanto, se puede establecer las siguientes definiciones.

i) lim f(z) = cosiVe > 0,35 > 0 tal que

Z—20

1
|f(z)]| > - siempre que 0 < |z—2zp| <6

i) lim f(z) =wpsiVe>0,30 >0

Z—00

1
|f(Z) _w0| > € siempre que |Z| > 5

Teorema 1.7. Si zg y wg son puntos en los planos z y w, respectivamente, entonces

o . T
i Zlg]gof(z)_oo si y sélo si Zlgr;om—o,

1
..' 1, — . /l . 1/ - —
ii. lim f(z) =wq siysélosi zli%f (z) wo,

Z—r Q0
iii. lim f(z) = oo siy sélosi limL =0
R VT R
Demostracion.
. oS lim £(2) = o0 y prob lim —— = 0
i. a) Supongamos que lim f(z) = ooy probaremos Ym Y

Por hipétesis, Ve > 0,36 > 0 tal que
1 .
|f(z)] > - siempre que 0< |z—2z| <6.

Esto implica
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b)

ii. a)

b)

’ < e siempreque 0 < |z—zy| <.

=

Por lo tanto, lim —— = 0.

z%zof( )

Supongamos que h = 0y probaremos que lim f(z) = oo.

—z0 f(z ( ) z—20
Por hipétesis, Ve > 0,35 > 0 tal que

@

Esto implica

—0‘ <e siempreque 0< |z—2zy| <
If(z)] > 1 siempreque 0 < |z—z| <é.

Por lo tanto, lim f(z) = oo.

Z—Z0

Z—00 z—0

Supongamos que lim f(z) = wy y probaremos que limf (1> = wWo.

Por hipétesis, Ve > 0,36 > 0 tal que
|f(z) —wo| < e siempreque |z| > }
1 : . .
Cuando reemplazamos z por S en las desigualdades anteriores se tiene

/(5) =

Por lo tanto, hmf (i) = wp.

<e siempreque 0<|z—0| <

z—0

Supongamos que lim f (1) = wy y probaremos que lim f(z) = wy.

z—0 Z—>00

Por hipétesis, Ve > 0,35 > 0 tal que

/(5)

<e siempreque 0<|z—0|<d
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1ii.

b)

1 . . .
Cuando reemplazamos — por z en las desigualdades anteriores se tiene
z

que
|f(Z) - w0| <é€ siempre que |Z| > %
Por lo tanto, Zh—>rrolo f(z) = wy.

Supongamos que Zlg& f(z) = oo y probaremos que lli%j%%) = 0.

Por hipétesis, Ve > 0,36 > 0 tal que
1 1
|f(z)| > ¢ siempreque |z]| > 5
1 : .
Reemplazando z por S en las desigualdades anteriores tenemos

1 1
zZ| =~ 5

)f (%)) > 1 siempre que

Reescribiendo las desigualdades anteriores se tiene

' 1

T —O’<s siempre que 0 < |z—0| <.

N

)

1
Por lo tanto, lim—1 =0.
z—>0f(2)

N S ‘ _
Supongamos que lgr(l)@ = 0y probaremos que }1_}11;0 f(z) = oo.

Por hipétesis, Ve > 0,36 > 0 tal que

']ﬁ—O’ <e siempreque 0< |z—0] <.

1
Reemplazando — por z en las desigualdades anteriores tenemos que
z

. 1
‘ < & siempre que ’E‘ <4

]TZ)_O

Reescribiendo las desigualdades anteriores tenemos

‘ 1
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If(z)] > 1 siempre que |z| >}

Por lo tanto, ZILIIJO f(z) = oo.

1.3. Funciones Analiticas y Armoénicas

1.3.1. Funciones Diferenciables y Analiticas

Usando nuestra imaginacién, tomemos nuestra idea del calculo elemental y
definamos la derivada de f(z) en zy, escrita f'(zp), por

£(z0) = lim {E =f(20) (1.35)

Z—Z0 zZ — ZO

siempre que el limite exista. Si esto sucede, decimos que la funciéon f(z) es dife-
renciable en z. Si escribimos Az = z — zp, entonces podemos expresar la ecuaciéon

1.35 en la forma.

f'(z0) = lim flzo t82) ~ f(z0) (1.36)

Si fijamos w = f(z) y Aw = f(z) — f(z0), entonces podemos utilizar la notacién
oL dw :

de Leibniz 7, para la derivada;

dw Aw

T A (1.37)

f'(z0) =
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Prestar especial atencién al valor complejo Az en la ecuacién 1.37; el valor del

limite debe ser independiente de la manera en que Az — 0.

Si podemos encontrar dos curvas que terminan en zg a lo largo de las cuales
Aw : - Aw
7, Seaproximaa dos valores distintos, entonces 2, N tiene limite cuando Az —
z z

0y f(z) no tiene derivada en z.

Definicién 1.13 (Funcién Analitica). La funcion compleja f(z) es analitica en el
punto zq siempre que exista algiin € > 0 tal que f'(z) exista para todo z € De(zp). En
otras palabras, f(z) debe ser diferenciable no solo en zy, sino también en todos los puntos

de alguna e-vecindad de z.

Si f(z) es analitica en cada punto de la regién R, entonces decimos que f(z) es

una funcién analitica sobre R.

Definicién 1.14 (Funcién Entera). Si f(z) es analitica en todo el plano complejo, en-

tonces f(z) se dice que es una funcién entera.

Los puntos donde la funcién f(z) no es analitica se llaman puntos singulares.
Estos puntos criticos son importantes para las aplicaciones en fisica e ingenie-
ria. Nuestra definiciéon de la derivada para funciones complejas es formalmente
la misma que para las funciones reales y es la extensiéon natural de las variables

reales a variables complejas.
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Las férmulas bésicas de diferenciacién son idénticas a las funciones reales, y
obtenemos las mismas reglas para la diferenciacién de potencias, sumas, produc-

tos, cocientes y composicion de funciones.

Supongamos que f(z) y g(z) son funciones diferenciables y sean ky, k» € C,

entonces se tienen las siguientes reglas de diferenciacion.

4 (k) =0 (1.38)
;—Z(z”) =nz""!; donde 1 es un entero positivo (1.39)
2 (b f(2) = ki (2 (1.40)
9 (f(2) £ hag(2)) = kif'(2) £ g (2) (1.41)
L (F@3(2) = F D)+ F2)F 2 1.42)
i (50) =T S sempreauea) 20 049

—(f(8(2))) = f(8(2))8'(2) (1.44)

Los casos particulares pero importantes de las ecuaciones 1.43 y 1.44, respecti-

vamente, son:

1 _
e (z_”> = Zn—fl; para z # 0 y n es un entero positivo (1.45)
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—(f(2))" =n(f(z))""f'(z); donde n es un entero positivo (1.46)
Teorema 1.8. Si f(z) es diferenciable en zy, entonces f(z) es continua en z.

Demostracion. De la ecuacion 1.35, obtenemos

lim f(Z) —f(Z()) _ f/(ZO>

z—2g Z—Z0

Ademas,

im () — f(ao)) = i [ =L))o

252 2529 zZ— 29
= Zli_{% ]%50(20) Zl;n;) z — zo; Ecuacién 1.27
= f'(20)(0)
= 0.

Este resultado implica que Z11_)11210 f(z)— Zh_)rglo f(zo) = 0, entonces

lim £(z) = f(zo)

Z—20

Por tanto, f(z) es continua en z. O

La regla para derivar polinomios también se puede trasladar al caso complejo.

Si P(z) es un polinomio de grado , tal que
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P(z) = ag + a1z + axz> + - - - + a,z",
entonces la induccién matemadtica, junto con las ecuaciones 1.39 y 1.41, nos da
P'(z) = ay + 2apz + 3azz® + - - - + na,z" L.

Usamos las reglas de derivaciéon como ayuda en la determinacién de cuando

las funciones son analiticas. Por ejemplo, la ecuacién 1.43 nos dice que si P(z) y

P(z)
Q(z)

donde Q(z) # 0. Esta condicion implica que la funcién f(z) = S es analitica para

Q(z) son polinomios, entonces su cociente es analitico en todos los puntos

todo z # 0.

El siguiente teorema es de importancia en el andlisis complejo y es una exten-

sion del andlisis real. La demostracion se encuentra en [1].

Teorema 1.9. Supongamos que f(z) y g(z) son ambas analiticas en zg. Si f(zg) = 0,

2(z0) =0y ¢'(z0) # 0, entonces

1.3.2. Las Ecuaciones de Cauchy-Riemann

El calculo de la derivada de funciones complejas escritas en una forma tal co-

2

mo f(z) = z* es una tarea bastante simple. Pero en la préctica no siempre es tan

facil. Muchas veces nos encontramos con funciones complejas escritas como,
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f(z) = fx+iy) = u(x,y) +iv(x,y).

Por ejemplo, supongamos que tenemos

f(z) = f(x+iy) = (x® = 3xy?) +i(3x%y — ). (1.47)

¢Existe algtin criterio, tal vez con las derivadas parciales de u(x,y) = x> — 3xy?
y o(x,y) = 3x*y — y®, podemos determinar si f(z) es diferenciable, y si es asi, para

encontrar el valor de f'(z)?.

La respuesta a esta pregunta es si, gracias al descubrimiento independiente de
dos ecuaciones importantes por el matemadtico francés Augustin Louis Cauchy
(1789-1857) y el matematico alemédn Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826-

1866).

Teorema 1.10 (Ecuaciones de Cauchy-Riemann). Supongamos que

f(z) = f(x +iy) = u(x,y) +iv(x,y),

es diferenciable en el punto zy = xo + iyo. Entonces las derivadas parciales de u y v existe

en el punto (xo,Yo), y se pueden utilizar para calcular la derivada en (xo, o). Es decir,

f/(ZO) = ux(x0,Y0) + ivx (X0, Y0) (1.48)

y también
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f!(z0) = vy(x0,y0) — iuy(x0,Yo)- (1.49)

Igualando las partes real e imaginaria de las ecuaciones 1.48 y 1.49 obtenemos las llamadas

Ecuaciones de Cauchy-Riemann,

ux(xo0,y0) = vy(x0,%0) ¥ uy(xo0,y0) = —vx(X0,Y0) (1.50)

En [1] se esboza una demostracioén del teorema 1.10. Y es importante tener en

cuenta algunas de las importantes implicaciones del teorema 1.10

i. Si f es diferenciable en zg, entonces la ecuaciones de Cauchy-Riemann 1.50
se satisface en zp, y podemos utilizar cualquiera de las ecuaciones 1.48 0 1.49

para evaluar f'(zp).

ii. Si no se satisfacen las ecuaciones 1.50 en z(, entonces automéaticamente sa-

bemos que f(z) no es diferenciable en z.

iii. Incluso silas ecuaciones 1.50 se satisfacen en zp, no necesariamente se puede

concluir que f(z) es diferenciable en z.

La satisfacciéon de las Ecuaciones de Cauchy-Riemann no es suficiente para
garantizar la diferenciabilidad de una funcién. El teorema siguiente, sin embargo,
da las condiciones que garantizan la diferenciabilidad de f(z) en zy, de manera

que podamos utilizar la ecuacion 1.48 o 1.49 para calcular f(z) en z.
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Teorema 1.11 (Condiciones de Cauchy-Riemann Suficientes para la Diferencia-

bilidad). Supongamos que

f(z) = f(x+iy) = u(x,y) +iv(x,y)

es una funcién continua que estd definida en alguna vecindad del punto zg = xo + iyo.
Si todas las derivadas parciales ux(x,y), uy(x,y), vx(x,y) y vy(x,y) son continuas en el

punto (xo,Yo) y si las ecuaciones de Cauchy-Riemann

ur(x,y) = vy(vy) y uy(xy) = —ox(x,y)

se cumplen en zy = xq + iy, entonces f(z) es diferenciable en zy, y la derivada f'(zg) se

puede calcular con cualquiera de las férmulas 1.48 y 1.49, es decir,

f'(z0) = f'(x0 + ivo) = ux(x0,¥0) + ivx(x0,Y0),

f(z0) = f'(x0 + ivo) = vy(x0,y0) — iy (xo0, Yo)

La forma polar de las ecuaciones de Cauchy-Riemann y una férmula para en-
contrar f'(z) en términos de las derivadas parciales de u(r,0) y v(r,0), se dan en
el Teorema 1.12. Este teorema hace uso de la validez de las ecuaciones de Cauchy-
Riemann para las funciones u(x,y) y v(x,y), por lo que la relacion entre ellas y las
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funciones u(r,0) y v(r,0), es decir,
u(x,y) = u(rcosf,rsenb) = u(r,0), y

v(x,y) = v(rcosf,rsenf) = ov(r,H),

es importante.

Teorema 1.12 (Forma Polar de las Ecuaciones de Cauchy-Riemann). Sea f(z) =
f(re®) = u(r,0) +iv(r,0) una funcion continua que estd definida en alguna vecindad
del punto zq = rge'®. Si todas las derivadas parciales u,(r,0), ug(r,8), v, (r,0) y ve(r, 0)

son continuas en el punto (ro, 6p) y si la forma polar de las ecuaciones de Cauchy-Riemann

1 —1
u,(ro, 00) = %09(70, 6o) vy v(ro,00) = E”G(”Ozeo)/

se cumplen, entonces f(z) es diferenciable en zy = rye'®, y podemos calcular la derivada
p 0="Toe, Yyp

f'(z0) mediante el uso de cualquiera de las dos ecuaciones siguientes
f'(z0) = f'(roe™®) = e~ (u,(ro,60) + ivy(ro,60)) (1.51)

f'(z0) = f(roe'®) = %e‘“"’(w(m 60) — iug(ro,60)) (1.52)

Dos consecuencias importantes de las ecuaciones de Cauchy-Riemann se dan

a continuacion:
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Teorema 1.13. Sea f(z) = f(x +iy) = u(x,y) + iv(x,y) una funcién analitica en el
dominio D. Supongamos que para todo z € D se cumple que |f(z)| = k, donde k es una

constante. Entonces f(z) es constante.

Teorema 1.14. Sea f(z) = f(x +iy) = u(x,y) + iv(x,y) una funcién analitica en el

dominio D. Si f'(z) = 0 para todo z € D, entonces f(z) es una constante en D.

1.3.3. Funciones ArmoOnicas

Sea ¢(x,y) una funcion real continua de las dos variables reales x e y que estd

definida en un dominio D. La ecuacién diferencial parcial

Pxx(x,y) + Pyy(x,y) =0 (1.53)

es conocida como la ecuacién de Laplace y se refiere a veces como la ecuacién
potencial.

Si ¢x(x,y), ¢y(x,y), Pxx(x,y), Pxy(x,Y), Pyx(x,¥) ¥ Pyy(x,y) son todas conti-
nuas y si ¢(x, y) satisface la ecuacién de Laplace, entonces ¢(x,y) es llamada una

funcién armoénica.

En el calculo podrian habernos pedido demostrar que funciones polinémicas

como

u(x,y) =23 =3xy* y o(xy) =3x%y—y>
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y funciones trascendentes como

u(x,y) =ecos(y) y v(x,y)=e"sen(y)

u(x,y) =1In (\/x2+y2) y u(xy) = arctan (%)

son todas funciones armoénicas.

Estos pares de funciones no son elegidas al azar, pues hay una relacion estre-
cha entre ellas, son llamadas funciones arménicas conjugadas. Nuestro objetivo
es entender cémo este concepto estd relacionado con las funciones analiticas. En
el aspecto practico, funciones armoénicas son importantes en las dreas de mate-
maticas aplicadas, la ingenierfa y la fisica matemadtica. Funciones arménicas se
utilizan para resolver problemas que implican temperaturas en estado estaciona-

rio, la electrostatica en dos dimensiones y el flujo de un fluido ideal.

Comenzamos con un teorema importante que relaciones funciones analiticas

y armonicas. En [3], se esboza una demostracién al teorema 1.15.

Teorema 1.15. Sea f(z) = f(x +iy) = u(x,y) + iv(x,y) una funcion analitica en el
dominio D. Entonces ambas u(x,y) y v(x,y) son funciones arménicas en D. En otras

palabras, las partes real e imaginaria de una funcion analitica son armdnicas.
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Definiciéon 1.15 (Funcién Arménica Conjugada). Si tenemos una funcion u(x,y)
que es arménica en el dominio D y si podemos encontrar otra funcién arménica v(x,y)
tal que las derivadas parciales de u(x,y) y v(x,y) satisfacen las ecuaciones de Cauchy-
Riemann en todo D, entonces decimos que v(x,Vy) es una funcién arménica conjugada de
u(x,y). Ademds, se sigue entonces que la funcion f(z) = f(x+iy) = u(x,y) +iv(x,y)

es analitica en D.

El teorema 1.15 desbloquea la relacién entre funciones armoénicas, funciones
armonicas conjugadas y funciones analiticas. En concreto, se establece claramente
la relacién especial entre una funcién armoénica y su arménica conjugada. En tér-
minos generales, la funcién armoénica es la parte real de la funcién analitica dada y

la funcién conjugada arménica es la parte imaginaria de la funcién analitica dada.

1.4. Funciones Elementales

¢Como deberian las funciones de valores complejos, tales como €%, log(z),
sen(z), etc. ser definidas? Claramente, cualquier definicién formal debe satisfa-

cer los siguientes criterios.

i. Las funciones deben ser analiticas.

ii. Las funciones asi definidas deben dar los mismos valores que las correspon-

dientes funciones de variable real cuando el ntimero z es un nimero real.

66



iii. En lo posible, las propiedades de estas nuevas funciones deben coincidir
con sus homologas reales. Por ejemplo, nos gustaria que e“le® = e“1722 gea

valido independientemente de si z es un niimero real o complejo.

1.4.1. La Funcién Exponencial Compleja

Deseamos definir la funcién exponencial compleja f(z) = e* que sea analitica
y que coincida con la funcién exponencial real cuando z = x. Recordemos que la

funcion exponencial real f(x) = e* satisface la ecuacién diferencial

Si tal solucién existe, necesariamente deberd coincidir con e* cuando z = x, pues
sOlo asi satisfard la ecuacion que la determina sobre el eje real. De la definiciéon de
f!, tenemos

uy +ivy =u+iv, u(0)=1, v(0)=0.

Como uy = u, vy = v, al separar variables, tenemos

X X

u(x,y) =p(y)e, olx,y) =q(y)e’,
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con p(0) = 1, g(0) = 0 por las condiciones iniciales. Derivemos estas dos ecua-
ciones con respecto a y, y apliquemos las ecuaciones de Cauchy-Riemann, para

obtener

y p, q son soluciones de la ecuacion diferencial real ¢ (v) + ¢(y) = 0. Todas las
soluciones de esta ecuacion son de la forma A cos(y) + Bsen(y), con Ay B cons-
tantes. Como ¢'(0) = p(0) =1, p’(0) = —¢(0) = 0, debemos tener p(y) = cos(y),

g(y) = sen(y). Por tanto, obtenemos la funcién

f(z) = e*cos(y) +ie*sen(y) = e*(cos(y) + isen(v)),

que coincide con e* cuando z = x y es analitica, puesto que su construccién ga-
rantiza que las parciales son continuas y satisfacen las ecuaciones de Cauchy-

Riemann.

Definicién 1.16. Para todo niimero complejo z = x + iy, se define la exponencial com-
pleja como

e’ = exp(z) = e*(cos(y) +isen(y)) (1.54)
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Teorema 1.16. (La Funcién Exponencial) La funcion exp(z) = e* es una funcion

entera que satisface las siguientes condiciones:

d
i e exp(z) = exp(z) = €%, usando la notacion de Leibniz Eez = e~

ii. exp(z1+z2) = exp(z1) exp(z2), es decir, €172 = e*le?2,

En [1] se esboza una demostracion del teorema 1.16.
Ahora exploramos algunas propiedades adicionales de exp(z) = e*. Usando la

identidad 1.54, podemos establecer facilmente que

eI TiZnT — e”, para todo z, siempre que 1 sea un entero (1.55)
e’ =1, siysolosiz =i2nm, donde n esun entero,y (1.56)
e“l = e, siysolosizy = z1 +i2nm, para algin entero n (1.57)

Por ejemplo, debido a que la identidad 1.54 involucra las funciones periédicas
cosy y seny, dos puntos cualesquiera en el plano z que se encuentran en la misma
linea vertical con sus partes imaginarias que difieren en un multiplo entero de 27t
se mapean en el mismo punto en el punto w. Asi, la funcién exponencial compleja

es periddica con periodo 27T, que se establece en la ecuacion 1.55.
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Ahora analicemos el rango de la funcién exponencial. Si z = x + iy, vemos
de la identidad 1.54 que e* nunca puede ser igual a 0, ya que e* nunca es cero,
y las funciones coseno y seno nunca son cero en el mismo punto. Supongamos
entonces, que w = e # 0. Si escribimos w en su forma exponencial como w =
pe'?, la identidad 1.54 nos da

pei¢ — exeiy

usando la propiedad 1.8, obtenemos

o= e” yo=y+ 2n7t, donde n es un entero

Por tanto

p=|e*| =e' y ¢ € arg(e®) = {Arg(e®) +2n7 : n es un entero}

Resolviendo estas ecuaciones para x e y, se tiene

x =1In(p) y y = ¢ +2nm, donde n es un entero (1.58)

Por tanto, para cualquier nimero complejo w # 0, existe un ntimero infinito de
numero complejos z = x + iy tal que w = e*. A partir de las ecuaciones anteriores,

vemos que los nameros z son

z=x+iy = In|p| +i(¢p + 2nmn)
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z = In|w| + i(Arg(w) + 2n7t), donde n es un entero. (1.59)

Por lo tanto
exp[In|w| + i(Arg(w) +2nm)| = w

o(Injw| +i(Arg(w) +2nm) _

En resumen la transformaciéon w = e* mapea el plano complejo (un ntimero

infinito de veces) en el conjunto de los nimeros complejos no nulos.

1.4.2. La Funcién Logaritmo Complejo

Anteriormente demostramos que si w es un ntiimero complejo distinto de cero,
entonces la ecuaciéon w = e* tiene infinitas soluciones. Dado que la funcién f(z) =
e® es una funciéon de muchos a uno, es decir, para cualesquiera dos puntos en el
plano z con sus partes imaginarias que difieren en un multiplo entero de 27 se
mapean en el mismo punto en el plano w, entonces su inversa (el logaritmo) es una
funcién de uno a muchos, es decir, a cada nimero complejo se le asocian infinitos
valores complejos, que tienen la misma parte real pero su parte imaginaria difiere

entre ellos en un multiplo entero de 27r.

Definicion 1.17 (Logaritmo de Varios Valores). Para z # 0, definimos la funcion

log(z) como la inversa de la funcién exponencial, es decir,

log(z) = wsiysdlosiz=e" (1.60)
g Yy
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Si seguimos los mismos pasos que hicimos en las ecuaciones 1.58 y 1.59, ob-
tenemos que para cualquier nimero complejo z # 0, las soluciones de w en 1.60
toman la forma

w =log(z) =In|z| +1i0, paraz #0 (1.61)

donde 6 € arg(z) y In(z) denota el logaritmo natural del nimero positivo |z|. De-
bido a que arg(z) es el conjunto arg(z) = {Arg(z) + 2ns : donde n es un entero},

podemos expresar el conjunto de valores que comprende log(z) como

log(z) = {In|z| + i(Arg(z) + 2n7) : donde n es un entero} (1.62)

log(z) = In|z| +iarg(z), z#0 (1.63)

donde se entiende que la identidad 1.63 se refiere a la misma serie de ntimeros

dados en la identidad 1.62.

Recordemos que Arg(z) es definido de modo que para z # 0, tengamos — 7t <
Arg(z) < . Llamamos a cualquiera de los valores dados en las identidades 1.62 y
1.63 un logaritmo de z. Tenga en cuenta que los diferentes valores de log(z) todos
tienen la misma parte real y que sus partes imaginarias difieren en la cantidad

2n, donde n es un entero. Cuando n = 0 tenemos una situacién especial.
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Definicién 1.18 (Valor Principal del Logaritmo). Para z # 0, definimos el valor

principal del logaritmo de la siguiente manera:

Log(z) = In|z| +iArg(z); donde |z| >0 y —nm<Arg(z)<nm (1.64)

Hacemos hincapié una vez mds que Log(z) es una funcién de un solo valor
que se obtiene cuando n = 0 en la ecuacién 1.62. La funcién Arg(z) es disconti-
nua en cada punto a lo largo del eje x negativo, por tanto, también lo es la funcién
Log(z). De hecho, debido a que cualquier rama de la funcién de multiplos valo-
res Arg(z) es discontinua a lo largo de algtin rayo, una rama correspondiente del
logaritmo también tendrd una discontinuidad a lo largo de ese mismo rayo. La

rama principal, Log(z), es discontinua en cada punto a lo largo del eje negativo x.

Ahora investigamos algunas de las propiedades de log(z) y Log(z). A partir

de las ecuaciones 1.60, 1.62 y 1.64, se deduce que

exp(Log(z)) =z paratodoz # 0 (1.65)

Log(exp(z)) =z, siempreque — 7 < Arg(z) <7 (1.66)

Cuando z = x + i0, donde x es un ntimero real positivo, el valor principal del
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logaritmo complejo de z es

Log(z) = In|x + 10| + i Arg(x + i0)
= In|x| +7Arg(x)
= In(x) +i(0)

= In(x)

donde x > 0. Por lo tanto Log(x) es una extensioén de la funcién real In(x) para el
caso complejo. Vamos a utilizar la teoria de funciones complejas para encontrar la
derivada de Log(z).

Cuando usamos coordenadas polares para z = re’ # 0 la ecuacién 1.64 se con-

vierte en

Log(z) = Log(re')

= ln’reig + i Arg(re'?)

=In|r|+i0; parar>0 y —nm<0<m

=u(r,0) +iv(r,0)

donde u(r,0) = In(r) y v(r,0) = 0. Debido a que Arg(z) es discontinua sélo en
los puntos de su dominio que se encuentran en el eje real negativo, u y v tienen

parciales continuas para cualquier punto (,6) en su dominio, siempre que re’ no
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estd en el eje real negativo, es decir, —7r < 6 < 7 (Tenga en cuenta la desigualdad
estricta). Ademads la forma polar de las ecuaciones de Cauchy-Riemann se cum-
plen en estd regién y como u,(r,6) = %, ug(r,0) = 0,0,(r,0) = 0y vy(r,0) =1
tenemos que

1 1
uy(r,0) = o= ;vg(r,e)
y

—1 -1
ug(r,0) =0= 70 = —707»(1”,9)

Usando el Teorema 1.12, vemos que

%Log(z) = e_ie(ur(reze) + iug(r,0))

siempre que r > 0y —mr < 6 < 7. Asi, la rama principal del logaritmo tiene la

derivada que esperariamos.

Teorema 1.17. La identidad Log(z1z2) = Log(z1) + Log(zz) es verdadera si y sélo si

— < Arg(z1) + Arg(zp) <7

En [1] se esboza una demostracion del teorema 1.17.
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Teorema 1.18. Sean z1 y zp niimeros complejos no nulos. La funcién de varios valores

log(z) cumple las propiedades conocidas de los logaritmos:

log(z122) = log(z1) + log(zz) (1.67)
log <§—;> = log(z1) — log(z2) (1.68)
log (%) = —log(z) (1.69)

En [1] se esboza una demostracion del teorema 1.18.
Podemos construir muchas ramas diferentes de la funcién logaritmo de varios va-
lores que son continuas y diferenciables excepto en puntos a lo largo de cualquier
rayo preasignado {re’® : r > 0}. Supongamos que a denota un nimero real fijo y
elegimos el valor de 6 € arg(z), que se encuentra en el intervalo « < 6 < a + 271,

entonces la funcién log, (z) definida por

log,(z) =Inr +i6 (1.70)

donde z = re® #0,ya <8 <a+ 27, es una rama de un solo valor de la funcién
logaritmica. La rama cortada por log,(z) es el rayo {re® : r > 0}, y cada punto a

lo largo de este rayo es un punto de discontinuidad de log, (z).

Podemos calcular facilmente la derivada de cualquier rama del logaritmo de

varios valores. Para una rama particular w = log, (z) dez = re? # 0ya <
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6 < a4+ 27 (tenga en cuenta la desigualdad estricta para 6), comenzamos con

z = exp(w) en la Ecuacién 1.60 y diferenciamos ambos lados para obtener

d
1 :EZ
d
= exp(log,(z))
d
~ exp(log, (z)) 2 log, 2)

d
2 log, (2)

Resolviendo para % log, (z) obtenemos

%loga(z):%, paraz =re? Z0ya <0 <a+2m

1.4.3. Exponentes Complejos

La identidad 1.67 nos da log(z") = nlog(z), donde n es cualquier nimero
natural, de modo que e!°8(z") = ¢198(z) — 7" para z # 0. Con estos preliminares,
podemos llegar a la definicién de un niimero complejo elevado a una potencia

compleja.

Definicién 1.19. Sea c un niimero complejo. Definimos z° como sigue

¢ = °108(?) (1.71)
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El lado derecho de la ecuacién 1.71 es un conjunto. Esta definicion tiene sen-
tido, por que si ambos z y ¢ son ntimeros reales con z > 0, la ecuacién 1.71 da la

definicién familiarizada (real) para z°.

Debido a que log(z) tiene multiples valores, la funcién z¢ tendrd en general,
varios valores. Si queremos centrarnos en un sélo valor para z¢, podemos hacerlo

a través de la funcién definida para z # 0 por

f(z) = exp(cLog(z)) (1.72)

que es llamada la rama principal de la funcién de varios valores z¢. Tenga en
cuenta que la rama principal de z¢ se obtiene de la ecuacién 1.71 mediante la sus-

titucién de log(z) por la rama principal del logaritmo.

Consideremos ahora las diferentes posibilidades que pueden surgir de la defi-

nicion de z€.
Caso (i). Supongamos ¢ = k donde k es un entero. Entonces, si z = ret? # 0,
klog(z) = {kIn(r) 4+ ik(6 +2nm) : n esun entero}

oy a 1 ,
Caso (ii). Sic = - donde k es un entero y z = re’ # 0, entonces

k

%log(z) = {%ln(r) + Z(%L#n) : nesun entero} (1.73)
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Por lo tanto la ecuacidon 1.71 se convierte en

1 1 0+2nmt . 0+ 2nrm
zk = rk cosTansenT

);paranzo,l,---,k—l.

Caso (iii). Si jy k son enteros positivos que no tienen factores comunes y ¢ = £,

entonces la ecuacion 1.71 se convierte en

b =4 <C08(9+—inn)]+isenw) ;paran =0,1,--- k—1.

Caso (iv). Supongamos que ¢ no es un ntmero racional, entonces existe un nu-

mero infinito de valores para z¢, siempre que z = re’ # 0.

Sean ¢, d ntimeros complejos, n un entero y z # 0, entonces se tienen las si-

guientes reglas para exponentes

_ 1
7= (1.74)
2628 = o+ (1.75)
C
Z =g (1.76)
Z
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(z5)" =z (1.77)

Podemos calcular la derivada de la rama principal de z¢, que es la funcién

f(2) = exp|cLog(z)].

Por medio de la regla de la cadena,

fl(z) = gexp[c Log(z)] (1.78)

Si restringimos z¢ a la rama principal, z¢ = exp[c Log(z)], entonces para z # 0
y z no es un nimero real negativo, la ecuaciéon 1.78 se puede escribir de la manera

siguiente

Podemos utilizar la identidad 1.71 para definir la funcién exponencial con base

b, donde b # 0 es un nimero complejo

b* = exp [zlog(D)]

1 especificamos una rama del logaritmo, entonces b* sera de un sélo valor
S f del 1 t t b* d 1 lor y

podemos usar las reglas de derivacién para demostrar que la rama resultante de
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b* es una funcién analitica. La derivada de b* esta dada por

d
Ebz = b*log, (b) (1.79)

donde log, (z) es cualquier rama del logaritmo cuya rama cortada no incluye el

punto z = b.

1.4.4. Funciones Trigonométricas e Hiperbélicas
Tomemos y un namero real. A partir de las expresiones
e’V = cos(y) +isen(y)
e ¥ = cos(—y) +isen(—y) = cos(y) — isen(y)
se despeja

_ el¥4eV

cos(y) = &5,y

sen(y) = 58"

Teniendo en cuenta que las expresiones de la derecha tienen sentido si cambio y
por un nimero complejo z, podemos extender estas funciones al plano complejo

como sigue

Definiciéon 1.20 (Las Funciones Seno y Coseno).

eZZ _|_ e*ZZ

: (1.80)

cos(z) =
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(1.81)

Evidentemente, estas definiciones coinciden con sus equivalentes reales cuan-

do z es real. Ademas cos(z) y sen(z) son funciones enteras.

Con estas definiciones, ahora es f4cil introducir las otras funciones trigonomé-
tricas complejas, siempre y cuando los denominadores de estas expresiones sean

distintos de cero.

Definicién 1.21.
_ sen(z) _ cos(z) _ 1 _
tan(z) = 0s(2)’ cot(z) = sen(z)’ sec(z) = cos(z) y ose(z) = sen(z)

Dado que las funciones seno y coseno coinciden con la real del seno y coseno
cuando z es real, las funciones trigonométricas complejas restantes también coin-
ciden con sus equivalentes reales. ;Qué propiedades adicionales son comunes?.

Para empezar tenemos

Teorema 1.19. Las funciones sen(z) y cos(z) son enteras, con

Esen(z) =cos(z) vy Ecos(z) = —sen(z)

Ahora enumeramos varias propiedades adicionales. Para todo ntiimero com-
plejo z,
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i. sen(—z) = —sen(z)
ii. cos(—z) = cos(z)
iii. (cos(z))? + (sen(z))? =1

La otras cuatro funciones trigonométricas, definidas en términos de las fun-
ciones seno y coseno por medio de las relaciones usuales son analiticas, excepto

donde se anulan sus denominadores y satisfacen las reglas normales de deriva-

cion.
diztan(z) = sec’(z)
dizcot(Z) = —csc’(2)
4 sec(z) = sec(z) tan(z)
-~ csc(z) = — cot(z) ese(z)

Usando las ecuaciones (1.80) y (1.81) podemos obtener las siguientes identida-

des importantes:

sen(z) = sen(x + iy) = sen(x) cosh(y) + i cos(x) senh(y) (1.82)

cos(z) = cos(x + iy) = cos(x) cosh(y) — isen(x) senh(y) (1.83)
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Con las identidades (1.80)-(1.83), ahora podemos establecer otras propiedades
de las funciones trigonométricas. Comenzando con algunos resultados periédi-

COS.

Para todo ntimero complejo z = x + iy,
sen(z + 27) = sen(z)
cos(z + 27) = cos(z)
sen(z + ) = —sen(z)
cos(z + 1) = —cos(z)
tan(z 4 1) = tan(z)
cot(z + 1) = cot(z)
Si z,z1 y z son nameros complejos, entonces
sen(z1 + zp) = sen(z1) cos(zz) + cos(z1) sen(z;)
cos(z1 + zp) = cos(z1) cos(zz) — sen(z7) sen(zp)
sen(2z) = 2sen(z) cos(z),
cos(2z) = (cos(z))? — (sen(z))?,

sen(% +z) = sen(5§ —z) = cos(z).
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Una solucién de la ecuacion f(z) = 0 se llama un cero de la ecuacion dada f.

Los ceros de la funcién seno y coseno son los siguientes:
sen(z) =0 siys6losi z=mnm, para n=0+1,+2,.. (1.84)

cos(z) =0 siysolosi z= (2n+1)g, para n=0,+1,+2,.. (1.85)

Ademas, se tienen las siguientes identidades importantes

| sen(z)|? = sen?(x) + senh?(y) (1.86)

| cos(z)|? = cos?(x) + senh?(y) (1.87)

Las funciones hiperbdlicas también tienen uso practico en expresar la funcién
tangente en la forma cartesiana u + iv. Usando la Definicién 1.21, y las Ecuaciones

1.82 'y 1.83, tenemos

_ ., __sen(x+1iy) sen(x)cosh(y)+ icos(x)senh(y)
tan(z) = tan(x +iy) = cos(x +1iy)  cos(x)cosh(y) —isen(x) senh(y) (1.88)

Si multiplicamos cada término a la derecha por el conjugado del denominador, el

resultado simplificado es
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cos(x) sen(x) + icosh(y) senh(y)

tan(z) = cos?(x) cosh? (y) + sen?(x) senh’ (y)

Utilizando las identidades cosh?(y) — senh?(y) = 1y senh(2y) = 2 cosh(y) senh(y)

podemos simplificar la ecuacién 1.88 para obtener

- sen(2x) . senh(2y)
tan(z) = <05(2x) + cosh(27) + lcos(zx) + cosh(2y)

(1.89)

Definicién 1.22. Las funciones seno y coseno hiperbélicos son
1 Z —Z 1 Z —Z
cosh(z) = E(e +e %) y senh(z) = E(e —e 7)

Con estas definiciones, ahora es facil introducir las otras funciones trigonomé-
tricas hiperbolicas complejas, con la condiciéon de que los denominadores en las

expresiones siguientes no sean cero.

Definicién 1.23. Las identidades para las funciones trigonométricas hiperbdlicas son

_ senh(z) _ cosh(z)
tanh(z) = cosh(z) coth(z) = senh(z)
sech(z) = %h(z) csch(z) = sen;(z)

Las derivadas de las funciones hiperbélicas siguen las mismas reglas que en el

calculo:
4 h(z) = senh(z) isenh(z) = cosh(z)
7 cos = se y 7 =
d _ enrti d et
d—ztanh(z) = sech”(z) y e coth(z) = — csch”(z)
% sech(z) = — sech(z) tanh(z) y % csch(z) = — csch(z) coth(z)
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Algunas de las identidades importantes que involucran las funciones hiperbé-

licas son:

cosh?(z) — senh?(z) = 1

senh(z; + z) = senh(z1) cosh(zp) + cosh(z1) senh(z;)
cosh(z1 + z2) = cosh(z7) cosh(z;) + senh(z;) senh(z)
cosh(z + 27i) = cosh(z)

senh(z + 27ti) = senh(z)

cosh(—z) = cosh(z)

senh(—z) = —senh(z)

1.4.5. Funciones Trigonométricas e Hiperbélicas Inversas

Expresamos funciones trigonométricas e hiperbdlicas en términos de la fun-
cién exponencial. Ahora analizamos sus inversas, cuando resolvemos ecuaciones
como w = sen(z) para z , obtenemos férmulas que involucran el logaritmo. Dado
que las funciones trigonométricas e hiperbolicas son todas periddicas, son de mu-
chos a uno; por lo tanto, sus inversas son necesariamente de varios valores. Las

férmulas para las funciones trigonométricas inversas son:

\

arcsen(z) = —ilog(iz+ v1—22)
arccos(z) = —ilog(z+ V1 —2?) (1.90)

arctan(z) = %log (1 jj)
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Las derivadas de arcsen(z), arccos(z) y arctan(z) estan dadas por las siguien-

tes expresiones

1
7 arcsen(z) = N
d -1
- = 1.91
7 arccos(z) N (1.91)
— arctan(z) = o
dz ¢ o1+z2 )

cuando z toma valores al menos en el semiplano superior Im(z) > 0 obtenemos

el valor principal para las funciones trigonométricas inversas
i. Arcsen(z) = —iLog[iz + V1 — 22]
ii. Arccos(z) = g +iLogliz + V1-22
iii. Arctan(z) = éLog (ZJF—Z>
Las funciones hiperbélicas inversas son:

\

arcsenh(z) = log[z + vz? + 1]

arccosh(z) = log[z+ vz? —1] (1.92)
1 1+z
arctanh(z) = 5 log (1 — z) J

Las derivadas de las funciones hiperbdlicas inversas son:

d 1
4 nh(z) =
7, arcse (z) 0
4 arccosh(z) = !
7, arccos ==
4 rctanh(z) = L
dz 122
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El valor principal para las funciones hiperbélicas inversas son:

i. Arcsenh(z) = Log[z + vz2 + 1]

Al menos para valores de z en el primer cuadrante del semiplano superior.

ii. Arccosh(z) = Log[z + v/z2 — 1]

Cuando z toma valores en el 1° y 4° cuadrante.

iii. Arctanh(z) = %Log (1 tz)

1.5. Sucesiones y Series Complejas

Gran parte de la teoria de sucesiones y series complejas es andloga a la exis-
tente en calculo real. En esta seccién se analizan las definiciones de convergencia
y divergencia para sucesiones complejas y series infinitas complejas. Ademads, se

proporcionan algunos teoremas para estudiar la convergencia de series infinitas.

1.5.1. Sucesiones

Una sucesién compleja {z,} es una funcién cuyo dominio es el conjunto de
enteros positivos y cuyo rango es un subconjunto de los ntiimeros complejos C.
En otras palabras, a cada entero n = 1,2,3,..., le asignamos un tnico ntiimero
complejo z;. Si el limite nlg{}o zn = L, se dice que la sucesion {z, } es convergente .
En otras palabras, z;,, converge al nimero L si para cada ntmero real positivo € se

puede encontrar un ntmero positivo N tal que |z, — L| < & siempre que n > N.
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Ya que |z, — L| es la distancia, los términos {z,} de una sucesién que converge
a L se pueden hacer arbitrariamente cercanos a L. En otras palabras, cuando una
sucesion {z,} converge a L, entonces, todos salvo un nimero finito de términos
de la sucesion estdn dentro de cada vecindad € de L. Una sucesién que no es

convergente se dice que es divergente

Teorema 1.20 (Criterio para la convergencia). Una sucesion {z,} converge a un
niimero complejo L = a + ib si y sélo si Re(z,, ) converge a Re(L) = a e Im(Z,) converge

alm(L) = b.

1.5.2. Series

Una serie infinita o serie de ntimeros complejos

Y zk=z4+z+z3+ -zt
k=1

es convergente si la sucesion de sumas parciales {S, }, donde
Shn=z1+z2+z3+ - +2zy

converge. Si S, — L cuando n — oo, se dice que la serie converge a L o que la

suma de la serie es L.

Una serie geométrica es cualquier serie de la forma
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Zazk—l:a+az+azz+...+azn_l+--- (193)
k=1

Para (1.93), el n-ésimo término de la sucesién de sumas parciales es
Sy =a+az+az’>+ - +az"! (1.94)

Cuando una serie infinita es una serie geométrica, siempre es posible encontrar
una férmula para S,,. Para demostrar por qué esto es asi, se multiplica S,, en (1.94)
por z.

28, =az+az’> +az’ + - +az"

y se resta este resultado a S,. Se eliminan todos los términos excepto el primer

término en S, y el altimo término de zS5;,.

Sp—2zSy = (a+az+az>+-- +az" 1) — (az+az? +az® + -+ az" 1 +az")

=a—az"

0 (1—2z)S, =a(1l —z"). Resolviendo la tltima ecuacion para S, se obtiene.

_a(l—2z")
Sn="r—" (1.95)

Ahora z" — 0 cuando n — co siempre que el |z| < 1,y asi S, — a/(1 —z). En
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otras palabras, para el |z| < 1, la suma de una serie geométrica (1.93) esa/ (1 — z):

a

1_2:a+az—|—azz+---+az”_1+--- (1.96)

Una serie geométrica (1.93) diverge cuando |z| > 1. Algunas sucesiones geomé-

tricas especiales son las siguientes:

1
E:1+Z+ZZ+Z3+"' (197)
L S (1.98)
14z
valida para |z| < 1.
1 — "
1_ZZ —1+4z+2 424 42" (1.99)

0, en su forma alternativa

1 n
S RPN

1.1
11—z 1—2z (1.100)

o
Teorema 1.21 (Condicién necesaria para la convergencia). Si Z zj converge, en-
k=1

tonces limy, 00 2, = O.

Teorema 1.22 (La prueba del n—ésimo termino para la divergencia). Si li_r)n Zy #
n—,oo

[e,]
0, entonces la serie Z zy diverge.
k=1

92



En [3] se esboza una demostracién de los teoremas 1.21 y 1.22.

(0°]
Teorema 1.23 (Convergencia absoluta y condicional). Una serie infinita Z Z) se
k=1
o0 (0]
dice que es absolutamente converge si Z |zx| converge. Una serie infinita Z Z) se
k=1 k=1
(0]
dice que es condicionalmente convergente si converge, pero Z |zx| diverge.
k=1
En [3] se esboza una demostracion del teorema 1.23.
(o)
Teorema 1.24 (Prueba de la razén). Supongamos que Z z) es una serie de términos
k=1
complejos no nulos tales que
z
lim |2 = L. (1.101)
n—oo| z,

i Si L <1, entonces la serie converge absolutamente.
ii Si L > 1, entonces la serie diverge.

iii Si L =1, entonces la prueba no es concluyente.

En [3] se esboza una demostracion del teorema 1.24.

1.5.3. Series de Potencias

El concepto de series de potencias es importante en el estudio de funciones

analiticas. Una serie infinita de la forma

Z ax(z — 20)F = ag + a1(z —z9) + ax(z — z9)*> + - - - (1.102)
k=0
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donde los coeficientes a; son constantes complejas, se llama una series de po-
tencias de z — zp. La serie de potencias (1.102) se dice que estd centrada en z,
el punto complejo zg se conoce como el centro de la serie. En (1.102) también es

conveniente definir (z — z)? = 1 incluso cuando z = z.

Cada serie de potencias complejas (1.102) tiene un radio de convergencia.
Anélogamente al concepto de intervalo de convergencia en célculo real, una serie
de potencias compleja (1.102) tiene un circulo de convergencia, que es el circulo
centrado en zy de mayor radio R > 0 para el cual (1.102) converge en todo el pun-
to dentro del circulo |z — zg| = R. Una serie de potencias converge absolutamente
para todos los puntos z que satisfagan |z — zg| < Ry diverge en todos los puntos
z exteriores al circulo, esto es, para todo z que satisface |z — zp| > 0. El radio de

convergencia puede ser:

i R = 0 (en cuyo caso (1.102) converge tinicamente en z = zy),

ii R un ntimero finito (en cuyo caso (1.102) converge en todos los puntos del

interior del circulo |z — zg| = R) o
iii R = oo (en cuyo caso (1.102) converge para cualquier z).

Una serie de potencias puede converger en algunos, todos o ninguno de los

puntos del circulo de convergencia.
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1.5.4. Serie de Taylor

La correspondencia entre un ntiimero complejo z del interior del circulo de
oo

convergencia y el niimero al que converge la serie Z ay(z — zo)* tiene un tnico
k=0

valor. En este sentido, una serie de potencias define o representa una funcién f;

para una z especifica en el interior del circulo de convergencia, el ntimero L al que

converge la serie de potencias se define como el valor de f en z, esto es,f (z) = L.

[ee]

Teorema 1.25 (Continuidad). Una serie de potencias 2 ar(z — zo)* representa una
k=0
funcién continua f en el interior de su circulo de convergencia |z — zg| = R, siendo

R #£0.

En [3] se esboza una demostracion del teorema 1.25.

(e°]
Teorema 1.26 (Derivacién término a término). Una serie de potencias Z ar(z — zo)F
k=0
puede derivarse término a término en el interior de su circulo de convergencia |z — zo| =

R, siendo R # 0.

Supongamos que una serie de potencias representa una funcién f dentro de

|z — zg| = R, siendo R # 0; es decir,

f(z) = i ar(z — Zo)k =ap+a1(z —zo) + ax(z — 20)2 +a3(z — 20)3 + -+ (1.103)
k=0
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Por lo que se deduce del teorema 1.26 que las derivadas de f son las series

fl(z) = Z agk(z — :zo)k_1 =y +2ay(z — z0) +3a3(z — z0)* +---,  (1.104)
k=0

f'(z) = i ark(k—1)(z —2z0)* 2 =2-1a, +3-2a3(z —z9) +---,  (1.105)
k=0

f"'(z) = i ak(k—1)(k—2)(z—20)*3=3-2-1ay+3-2a3+---, (1.106)
k=0

y asi sucesivamente. Puesto que la serie de potencias (1.103) representa una fun-
ci6én derivable f dentro de su circulo de convergencia |z — zo| = R, donde R es ya
sea un numero positivo o infinito, se concluye que una serie de potencias repre-

senta una funcién analitica dentro de su circulo de convergencia.

Existe una relacion entre los coeficientes de a; en (1.103) y las derivadas de f.

Evaluando (1.103), (1.104), (1.105), (1.106) en z = z( se obtiene

f(ZO) = 4y, f,(ZO) = 1!611, f//(Zo) — 2|a2 y f///(zo) — 3'6[3
respectivamente. En general, f () (29) = nlay, o
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(n)
=120 (1.107)

Cuando n = 0 en (1.107), podemos interpretar la derivada de orden cero como
f(zo) = 0! = 1, de modo que la férmula de ap = f(zp). Sustituyendo (1.107) en
(1.103) se obtiene

= f®(z0)

fla) =) =z — zp)* (1.108)
k=0 :

Esta serie se llama la serie de Taylor de f centrada en zp. Una serie de Taylor

con centro en zg = 0,

flz) =) f ? (1.109)
se conoce como una serie de Maclaurin.

Teorema 1.27 (Teorema de Taylor). Sea f analitica dentro de un dominio D y sea z

un punto en D. Entonces f tiene la representacion en serie de potencias

flz)=13 (z —zo)* (1.110)

que es vdlida para el mayor circulo C con centro en zg y radio R que se encuentra total-

mente dentro de D.

En [3]se esboza una demostraciéon del teorema 1.27.
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Capitulo 2

Transformaciones por Funciones

Elementales

En esta capitulo se estudia la transformacion de regiones del plano complejo
a través de funciones elementales de variable compleja. Estudiamos el efecto de
una funcién de variable compleja sobre un conjunto de nimeros complejos como
una transformacion, ya que una diferencia entre una funcién f(z) = u + iv de
una variable compleja y una funcién y = f(x) de variable real, es que, en general,
la relacién y = f(x) puede representarse graficamente en el plano cartesiano, en

cambio, no es tan f4cil elaborar la gréfica de una funcién compleja.

Se requieren dos ntimeros x e y para definir un valor z cualquiera y otros dos
nimeros para los valores de u y v correspondientes. Por lo tanto, se requiere un
espacio de cuatro dimensiones para representar w = f(z) en forma gréfica. Evi-
dentemente una gréfica de cuatro dimensiones no es un medio conveniente para
estudiar el efecto gréfico de una funcién de variable compleja. Sin embargo, es

posible establecer w = f(z) y hacer dos copias del plano complejo, una para z y
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la otra para los puntos imagen w.

Conforme z traza una trayectoria o varia sobre un conjunto S en el plano z, se
trazan los puntos imagen w = f(z) en el plano w, obteniendo una figura de como
actta la funcién en esta trayectoria o en los puntos en S. El conjunto de todos
los puntos imagen f(z) para z en S es denotado por f(S). A una funcién de esta

manera, se le llama mapeo o transformacién. En la figura 2.1 se ilustra esta situacion.

< w

| B |
| w=fz) | (S)
| |
|

S

Figura 2.1: Transformacién f(z)

El objetivo principal de esta parte es determinar analitica y gréficamente el
efecto que tiene un mapeo sobre un conjunto de puntos del plano complejo; pe-
ro primero necesitamos alguna terminologia. Sea f una funcién compleja y D un
conjunto de puntos en el plano complejo donde estd definida f(z) y sea D* tam-

bién un conjunto de ntimeros en el plano complejo.

Definicién 2.1 (Transformacién). La funcién f transforma o aplica D en D*, si f(z)

estd en D* para todo z en D. En este caso, escribimos f : D — D*.
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2.1. Transformaciones Afines

Definicién 2.2 (Transformacién Afin). Una transformacién Afin es una funcion
f:C — Cdelaforma

f(z) =bz+g, 2.1)

dondeb,c € Cyb # 0.

A continuacién estudiaremos transformaciones del plano z en el plano w que
corresponden a (2.1) para distintos valores de las constantes b y c¢. También intro-

duciremos algunas propiedades generales de estas transformaciones.

Definicién 2.3 (Traslacion). Una transformacion afin f : C — C de la forma

flz)=z+c (2.2)

donde ¢ € C, es una traslacion.

La transformacién del plano z en el plano w definida por la ecuacién (2.2), es

una traslacién hecha mediante el vector representado por c. Es decir, si

z=x+1y y c=c1+ic

entonces la imagen de cualquier punto (x,y) en el plano z es el punto

w=f(z) = (x+o) +ily+c)
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En la Figura 2.2 se aprecia el movimiento geométrico que tiene un punto z

cuando se transforma con una traslacion.

y A%
20
Traslacion —
Wo=zZpt C
X u
C

Figura 2.2: Movimiento geométrico de la traslaciéon

Proposicién 2.1. Toda transformacion afin f : C — C de la forma f(z) = z + c, donde

c € C, es uno a uno.

Demostracién. Sea zq,zp € C tal que f(z1) = f(z2).

f(z1) = f(z20) = z1+c=22+¢c ceC

= Z1 =22

Por lo tanto, f(z) = z 4 ¢ es uno a uno. &

La transformacién (2.2) es uno a uno; por tanto, posee transformacién inversa,

la cual se encuentra mediante el siguiente proceso:

w=z+c=z=w—-c=f H(w)=w-—c
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Por tanto, la transformacién inversa de (2.2) es

Y w)=w-c (2.3)

Teorema 2.1. La imagen de una recta en el plano z, bajo la transformacién f(z) =z +c

es una recta en el plano w.

Demostracion. Queremos encontrar la imagen bajo la transformacién f(z) =z +¢

de una recta cualquiera en el plano z, para ello consideremos la ecuacién

Ax+By+C=0; ABCEcR (2.4)

que representa una recta en el plano z.
Sean z = x + iy, w = u +iv y ¢ = ¢1 + icp. De la transformacién inversa dado por

(2.3) tenemos.

fFllwy=w—c=z=w—c
=x+iy=u+iv—(c1+icy)

=x+iy=(u—c1)+i(v—-cy)

Usando igualdad de nimeros complejos en la expresion anterior obtenemos

X=u-—cy, Y=0v—0
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Ahora sustituyendo x e y en (2.4) se tiene.

Ax+By+C=0=A(u—c1)+B(v—c)+C=0
= Au—Aci+Bv—Be, +C =0
= Au+Bv+ (C—Ac1 —Bey) =0

= Au+Bv+C*=0;, C*=C— Ac; —Bo,

Como la ecuaciéon

Au+Bv+C*=0; AB,C'eR

describe una recta en el plano w, se sigue que la aplicacién f(z) = z + c transforma

rectas en rectas. &

Teorema 2.2. La imagen de una circunferencia en plano z, bajo la transformacion w =

z + ¢ es una circunferencia en el plano w.

Demostracién. Para obtener el transformado de una circunferencia bajo la trans-
formaciéon w = z + ¢, utilizamos la transformacién inversa dada por (2.3) de la

siguiente forma. Sean z = x + iy, w = u + iv 'y ¢ = c1 + icp, entonces

fUw) =w —c = x+iy = (u+iv) — (c1 +icy)
= x+iy=u-+1iv—c; —icy

=x+iy=(u—cy)+i(v—-cy)
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Utilizando igualdad de ntimeros complejos en esta ultima expresiéon obtenemos
X=u—«e, Yy=09v—0C

Ahora, la ecuacién general de una circunferencia estd dada por

A(xX*+y*)+Bx+Cy+D=0;, ABCER (2.5)

donde A,B,C,D € Ry A # 0. Luego, sustituyendo los valores de x e y en la

ecuacion (2.5), obtenemos la siguiente ecuacion

A(u—c)?+(v—c)?>)+Bu—c1)) +Clv—c) +D =0
A(u2—2uc1+c%+vz—2z1cz+c§)+Bu—Bc1+Cv—Ccz+D:0
Au2—2Au01—i—Ac%—i—sz—2Avc2—|—AC%+Bu—Bc1+Cv—Cc2+D:0

A(u? +v*) + (B—2Acy)u + (C —2Ac2)v + (At + Ac3 — Bcy — Ceo + D) =0

Luego, haciendo B* = B —2Ac;, C* = C —2Ac y D* = Ac? + Acs — Bey — Cea +
D obtenemos la siguiente ecuacion.

A(u?>+v*)+B*u+C'o+D*=0
que describe analiticamente el conjunto transformado de una circunferencia, bajo
la transformacion f(z) = z +c. O
Ejemplo 2.1. Encontrar el transformado del tridngulo con vértices z;y = 141, zp =
2+ 3iy z3 = 3 +ibajo la aplicacion f(z) =z — i.
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Solucién. Sea f(z) = z — i. Las imagenes de los puntos z1, z3, y z3 bajo la aplicacién

f(z) =z —ison:

wlzf(Zl):(1+l)—1:1—|—l—l:1
wy = f(z) =(2+3i) —i=243i—i=2+2i

W3:f(23):(3+i)—i:3+i—i:3

Asi el transformado del tridngulo cuyos vértices son z1, z; y z3 es otro tridngulo
cuyos vértices son:

w =1, wr,=242i, w3=3
La transformacién w = z — i es una traslacién de una unidad hacia abajo, como se

muestra en la figura 2.3.

22

Z1 23

Figura 2.3: Transformado del tridngulo con vértices zy = 141,20 = 2+3iy
z3 = 3 + 1 bajo la aplicacion w = z — i.
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Definicién 2.4 (Homotecia). Se llama homotecia de razén A > 0 a la transformacion

afin f : C — C de la forma

f(z) = Az (2.6)

Cuando A > 1 la homotecia recibe el nombre de dilatacién, mientras que si
A < 1lahomotecia recibe el nombre de contraccién. Finalmente cuando A = 1 nos

proporciona la identidad de un conjunto A C C en si mismo, es decir, f(A) = A.

Definicién 2.5 (Rotacién-Homotecia). Una rotacion-homotecia es una transforma-
cion afin f : C — C de la forma

f(z) =bz (2.7)

donde b es una constante compleja distinta de cero.

Primero, observemos que

w = f(z) = bz = |w| = |bz|

= [w| = |b][z]

de modo que el médulo del punto imagen w es el médulo de z multiplicado por

la constante positiva |b|.

El vector que va del origen a w tiene magnitud |b| multiplicada por la magni-

tud del vector que va del origen a z en el plano z, por lo que recibe el nombre de
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homotecia.

Al encontrar el argumento de un punto w bajo el mapeo f(z) = bz tenemos

que

w = f(z) = bz = arg(w) = arg(bz)

= arg(w) = arg(z) + arg(b)

asi, el mapeo gira a z en el sentido antihorario un angulo arg(b), por lo que recibe

el nombre de rotacion.

Si |b| = 1, la transformacion se llama rotacién pura. En este caso, no hay di-
latacion ni contracciéon y el mapeo simplemente gira los puntos un dngulo igual

9)

a arg(b). Si arg(b) = 6, podemos escribir a la constante b = €/(*), con lo cual una

rotacion pura por un angulo de 0 se puede escribir como

flz) =%z
Si |b| < 1, se dice que la transformacién (2.7) es una rotacién y contraccion; en

cambio, si |b| > 1, la transformacién (2.7) es una rotacién y dilatacion.

La trasformacion f(z) = bz se puede visualizar ficilmente al utilizar la forma
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exponencial de b y z. Tomando b = le’f y z = re'®, entonces

w = (Ir)e'®+h) (2.8)

La aplicacion f(z) = bz transforma cualquier punto z diferente de cero con
coordenadas polares (7,6) en el punto w distinto de cero cuyas coordenadas po-
lares son (Ir, 0 + B). Efectivamente, la aplicacién es una rotacion del vector, repre-
sentado por z, alrededor del origen, en un dngulo B = arg(b) y también es una

dilatacion o contraccion del vector por medio del factor I = |b|.

En la Figura 2.4 se aprecia el movimiento geométrico que tiene un punto z =

rel? cuando se transforma con la aplicacién (2.7).

y %
w = bz
Ziﬁflﬂf////ff’ﬁ’—~+ w=(lr)ei0h)
b=le
o 7 (O+p)
X u
Plano z Plano w

Figura 2.4: Movimiento geométrico de la rotacién-homotecia
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Proposicion 2.2. Toda transformacion afin f : C — C de la forma f(z) = bz, donde

be Cyb #0esunoauno.

Demostracion. Sean zq,z € C tal que f(z1) = f(z2).

f(z1) = f(zp) = bz =bzy; beCb#0

Por lo tanto, f(z) = bz es uno a uno. &

La transformacion (2.7) es uno a uno; por tanto, posee transformacién inversa,

la cual se encuentra mediante el siguiente proceso

Por lo tanto, la transformacion inversa de (2.7) es

fH(w) = (2.9)

v
b

Teorema 2.3. La imagen de una recta en plano z, bajo la transformacion w = bz es una
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recta en el plano w.

Demostracion. Queremos encontrar la imagen bajo la transformacion f(z) = bz de

una recta cualquiera en el plano z, para ello consideremos la ecuacién
Ax+By+C=0;, ABCeR (2.10)

que representa una recta en el plano z.
Seanz = x +iy, w = u +1v,y b = by +ib,. De la transformacién inversa dado por
(2.9) tenemos.

1 _w . u+iv
frw =g =ty =g0,

uby + vby ivbl — uby
b2+ b3 b3 + b3

= x+iy =

Usando igualdad de ntimeros complejos en la expresion anterior obtenemos

_uby + by Y= vby — uby
b2+ b3’ b3 + b3

Ahora sustituyendo x e y en (2.10) se tiene.

uby + vby vby — uby
Bl ———= C|———— D=0
(b%+b§>+ (b%+b§ "

Buby + Buby 4+ Cvby — Cub,

+D=0
b3 + b3
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Sea

(Bb1 — Cbz)u + (Bbz + Cbz)v

+D=0
b3 + b3

(Bbl — Cbz) (Bb2 + Cb2) v D=0

u
b3 + b3 b3 + b3

(Bby — Chy) (Bby + Cby)
T
1 2 1 2

y por tanto obtenemos

Como la ecuacién

describe una recta en el plano w, se sigue que la aplicacion f(z) = bz transforma

rectas en rectas.

Teorema 2.4. La imagen de una circunferencia en plano z, bajo la transformacion w = bz

Eu+Fvo+D =0

Eu+Fo+D =0, EFDecR

es una circunferencia en el plano w.

Demostracién. Para obtener el transformado de una circunferencia bajo la transfor-

macién w = bz, utilizamos la transformacién inversa dada por (2.9) de la siguiente

forma. Sean z = x + iy, w = u +iv, y b = by + iby, entonces

Flw) =2 = x+iy=

u—+iv
by +iby

b

uby +vby  vb; —uby

= x+iy = i
b3 + b3 b3 + b3
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utilizando igualdad de ntimeros complejos en esta ultima expresién obtenemos

_uby +oby Y= vby — uby
PR P+ B2

Ahora, la ecuacién general de una circunferencia estd dada por
A(X*+1y?) +Bx+Cy+D =0 (2.11)

donde A,B,C,D € Ry A # 0. Luego, sustituyendo los valores de x e y en la

ecuacién(2.11), obtenemos la siguiente ecuacién

2 2
uby + vby vby — uby uby + vby vby — uby
Al =222 =12 B[22 )4+c|—=2—2)+D=0
(( b§+b§) +<b§+bg>)+ (b§+b§)+ (b§+b§)+

[ (uby + 0by)2 + (vby — uby)? uby + vb, vby — ub,
A 2 2\2 +B 2 2 C 2 7 | +D=0
i (b1” +b27) b1 + by b1 + by
A _u2b12 + u2by% + 2 + 02b22) B <ub1 + vbz) (vb1 — ubz) “D=0
i (blz + bzz)z blz + b22 b12 _|_b22
A _uz(blz + bzz) + Uz(blz + bzz) B uby + vby C vby — uby D—
(b 2 b 2\2 b 2 2 + 2 2 + =0
I 1" +b2%) 1"+ b b1” + by
_thz + Uz(blz + bzz) (ub1 + Z)bz) (Z)bl — ubz)
A Bl —= | +C|l———— | +D=0
i (blz + b22)2 blz + bzz b12 + bZZ
2., .2
(;‘2122) + 241rb 5 (Buby + Boby + Coby — Cuby) +D =0
1 2 1 2

1
2 2
—(u*+v°)+ ———=((Bby — Cby)u+ (Bb, +Cb{))v+D =0
b12+b22( ) b12+b22(( 1 2)u + (Bby 1))
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b12 + b22 b12 + b22 b12 + b22
- B
Luego, haciendo M = %, N = (M) yP = (%) obtene-
b1“ + by b1” + by b1 + by

mos la siguiente ecuacion.
Mu?>+v*)+Nu+Po+D=0
que describe analiticamente el conjunto trasformado de una circunferencia bajo

w = bz. &

Ejemplo 2.2. Encontrar el transformado de una circunferencia de radio R centrada en el

origen bajo la transformacion w = Az, donde A € Ry A > 0.

Solucién. La ecuacién general de una circunferencia de radio R centrada en el ori-
gen esta dada por

x> +y?=R? (2.12)

Sean z = x + iy y w = u + iv, utilizando la transformacién inversa dada por (2.9)

obtenemos

FH(w) :%:>x+iy: uti

:>x+iy:%+i

> Q

Utilizando igualdad de ntimeros complejos en esta tiltima expresiéon obtenemos

=
Il
=
<
I
>l
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Luego, sustituyendo los valores de x e y en (2.12) obtenemos la siguiente ecuaciéon
u? + v = (AR)?

que describe el conjunto trasformado de una circunferencia centrada en el origen

de radio AR en plano w. Ahora, consideremos los siguientes casos para el valor

de A.

CASOIL: Cuando A > 1

Si A > 1entonces R < AR. Por lo tanto, se obtiene una dilatacién como se muestra
en la siguiente figura.

y yl

AR

Figura 2.5: Transformado de una circunferencia de radio R centrada en el origen
bajo la aplicacion w = Az para A > 1.

CASOII: Cuando A < 1

Si A < 1 entonces R > AR. Por lo tanto, se obtiene una contraccién como se
muestra en la siguiente figura.
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AR

Figura 2.6: Transformado de una circunferencia de radio R centrada en el origen
bajo la aplicacion w = Az para A < 1.

CASOII: Cuando A =1

Si A = 1 entonces R = AR. Por lo tanto, se obtiene una identidad como se muestra

en la siguiente figura.

y y A

Figura 2.7: Transformado de una circunferencia de radio R centrada en el origen
bajo la aplicacion w = Az para A = 1.
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Ejemplo 2.3. Encontrar el transformado del rectingulo cuyos vértices son zy =1, zp =

1+ 2iz3 =2+ 2iyz4 = 2 bajo la aplicacion w = (1 +i)z.

Solucién. Sea f(z) = (1 + i)z. Las imdgenes de los puntos z1, 2, z3 y z4 bajo la

aplicacion f(z) = (1 + i)z son:

flz1) = (1 +0)(1) =1+
flz)=(1+i)(142) =1+2i+i—2=—1+3i
Flzg) = (1+i)(242) =2+2i+2i —2 =4i

Flza) = (1+i)(2) =2 +2i

Asi, el transformado del rectdngulo dado en el plano z es otro rectdngulo en el

plano w cuyos vértices son:

w=1+i, wy=-14+3i, w3=4 y wyg=2+2i

Ademds tenemos que b = 1+, entonces B = arg(l +i) = arctan(}) = Ty

1+i] =vV12+12 = /2,

Asi el transformado del rectangulo en el plano z bajo la aplicacion w = (1 + i)z es
otro rectdngulo en el plano w que ha sufrido una dilatacién de factor /2 y se ha

rotado un dngulo de 7 como se muestra en la figura 2.8.
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22

Figura 2.8: Transformado del rectdngulo con vértices zy = 1, zp = 1+ 2i z3 =
2+ 2iy z4 = 2 bajo la aplicacion w = (1 +i)z.

Ejemplo 2.4. Encontrar el transformado del rectdngulo cuyos vértices son z1 = 1, zp =
1+ 2iz3 =24 2iy z4 = 2 bajo la aplicacion w = <% + %) z.

Solucién. Sea f(z) = (4 + %) z.Las imagenes de los puntos z1, 23, z3 y z4 bajo la

aplicacion f(z) = <% + %) Z son:

fe=(3+3) W=3+;

f(z) = (%+%) (1+2i):%+i+é—1:—%+gi
f(zs) = (%+é) (Q+20) =1+i+i—1=2i

Flzg) = (%Jr%) (2) = 1+i

Asi, el transformado del rectdngulo dado en el plano z es otro rectdngulo en el
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plano w cuyos vértices son:

1 3. . .
, wzz——+§z, w3 =21 Yy wy=1+1

* 2

N[ =
N =

w1 =

Ademas tenemos que b = 1/2 +i/2, entonces = arg(1/2 +i/2) = arctan(1) =

/4y |1/2+41i/2| = /(1/2)2+ (1/2)2 = V/2/2. Asi el transformado del rectan-
gulo en el plano z bajo la aplicaciéon w = (1/2+1i/2) z es otro rectangulo en el
plano w que ha sufrido una contraccién de factor v/2/2 y se ha rotado un angulo

de 71/4 como se muestra en la figura 2.9.

W3

1 -1

Figura 2.9: Transformado del rectangulo con vértices z1 = 1,2, = 1+ 2i z3 =

2+ 2iy z4 = 2 bajo la aplicacién w = (3 + 4)z.

Teorema 2.5. Cualquier transformacion afin f : C — C es la composicion de una rota-
cion, una homotecia y una traslacion

Demostracion. Supongamos que f(z) = bz + ¢, donde b, ¢ € C. Escribamos b en su

forma polar, es decir, b = pe’? donde p, ¢ € Ry p > 0.
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Sea fi(z) = €%z una rotacién, fo(z) = pz una homotecia y f3(z) = z + ¢ una

traslacion. Entonces

(fzo f20 f1)(2) = falf2(f1(2))]
= falf2(e2)]
= fs[o(e"2)]
= p(ez) + ¢
= (pe'?)z + ¢
=bz+c  b=pe?

= f(2)

Por lo tanto, cualquier transformacion afin es la composicién de una rotacién, una

homotecia y una traslacion. &

Teorema 2.6. Toda transformacion afin aplica rectas y circunferencias en rectas y circun-

ferencias.

Demostracién. Sabemos que las transformaciones rotacién-homotecia y traslacion
aplican rectas y circunferencias en rectas y circunferencias, respectivamente. De
acuerdo con el teorema 2.5, toda transformacién afin es una composicién de una

rotacioén, una homotecia y una traslacion, por lo que se tiene lo deseado. &
Ejemplo 2.5. Encuentre el transformado del rectdngulo cuyos vértices son z; = 0, zp =
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2i,z3 =14 2i y z4 = 1 bajo la aplicacién

w=(14+1i)z+2 (2.13)

Solucién. Sea f(z) = (1+1i)z + 2. Las imagenes de los puntos z1, 23, z3 y z4 bajo la

aplicacion f(z) = (1+1i)z+ 2 son:

f(z1) = f(0) = (1+i)(0) +2=2+0i
flz) = f(2i) = (141)(20) +2=2i —2+2=0+2i
Flzz) = fF(1+2i) = (1+i)(1+2) +2=1+42+i—2+2=1+3i

flza)=f(1) =1+ +2=1+i+2=3+i

Asi, el transformado del rectdngulo con vértices z1, zp, z3 y z4 en el plano z, es otro

rectangulo en el plano w cuyos vértices son:
w1 =240, wp=0+2i, w3=1+4+3i y wyg=3+1i

La aplicacién (2.13) transforma la region rectangular en el plano z = (x,y) de la
figura 2.10 sobre la region rectangular en el plano w = (u,v) que alli se indica.

Esto se comprueba escribiendo f = h o g, donde

gz)=00+i)z y h(z)=z+2 (2.14)
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Si escribimos b = 1 47y z en su forma polar tenemos

b=1+i=+2e1 y z=re?, cR

Asfi la primera transformacion de (2.14) se puede escribir en la forma

g(z) = (Var)e'**1)

Por tanto, esta primera transformacién dilata el radio vector de un punto z dis-
tinto de cero por el factor V2 y gira hacia la izquierda % radianes alrededor del
origen. La segunda transformacién de (2.14) es, por supuesto, una traslacion de

dos unidades hacia la derecha.

.‘ }.‘ l|
-1+ 3i 1+ 37
1 +2i
B 4 BI}
“:_{, A”
Y Ly
%3 4
0 4 x 0 X @] 2 u

Figura 2.10: Transformacion w = (1 +1i)z 42
Teorema 2.7. La composicion de dos transformaciones afines es también una transforma-
cion afin.
Demostracion. Sean f1(z) = bijz+c1y fa(z) = baz + cp, donde by, by, c1,c0 € Cy
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b1, by # 0. Entonces

(f20 f1)(2) = fa(f1(2))
= fa(b1z+c1)
=by(b1z+c1)+c2
= b1byz + (byc1 + c2)

=b'z+c"; b =biby,c" =byy+c€C y b"#0

Por lo tanto, la composiciéon de dos transformaciones afines es también una trans-

formacion afin. O

Proposicién 2.3. Toda transformacién afin f : C — Cde la forma f(z) = bz + ¢, donde

b,c € Cyb # 0es uno a uno.

Demostracién. De las proposiciones 2.1y 2.2 tenemos que las transformaciones de
la forma g(z) = z+cy h(z) = bz donde b, c € C son uno a uno respectivamente.

Entonces

f(z) = bz+c=g(bz) = g(h(z)) = (g0 h)(2)

es uno a uno, puesto que es la composiciéon de dos funciones uno a uno. &

La transformacién f(z) = bz + ¢, donde b,c € Cy b # 0 es uno a uno; por
tanto, posee transformacién inversa, la cual se encuentra mediante el siguiente

proceso

122



w=bz+c=bz=w-—c

2.2. Transformacion Inversion

Definicién 2.6 (Transformacién Inversion). Una transformacion inversién es una

funcién f : C — C de la forma

donde z # 0.

Ademas, es posible ampliar el dominio de definicién de la transformacién in-

version al plano complejo extendido. En primer lugar escribimos
1
T(z) = -
(2) =

Puesto que T estd definida para todos los puntos en el plano complejo extendido
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excepto en los puntos z = 0y z = o0, s6lo necesitamos ampliar la definicién de
T que incluya estos puntos. Hacemos esta definicién considerando el limite de T

cuando z tiende a cero y cuando z tiende a infinito.

Como

1
1/ _— = 1, =
M Tz — =) =0

entonces por (i) del teorema 1.7 se tiene que

lim T(z) = o0

z—0

Por otra parte,
1
lim T (—) = lim(z) =0
z—0 Z z—0

entonces por (ii) del teorema 1.7 se tiene que

IimT(z) =0

z—0

Utilizando los limites anteriores, podemos definir la transformacién inversiéon

en el plano complejo extendido de la siguiente manera.

Definicion 2.7 (La Transformacién Inversién sobre el Plano Complejo Extendi-

do). La transformacién inversién sobre el plano complejo extendido es la funcion definida
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por

T(z) =19 o0 : si z=0. (2.15)

Cuando ese dominio de definicién se amplia de ese modo, la transformacion

inversion (2.15) es uno a uno del plano z extendido sobre el plano w extendido.

Proposicion 2.4. Si T : Coo — Co es una transformacion inversion, entonces T es uno

a uno.

Demostracion. Sean z1,z; € C tal que T(z1) = T(z2) y 21,22 # 0.

Z21 22
(&) ==(z)
=2\ — | =22 | —
21 Z9
-2
21
= 21 (Z—z) =z1(1)
21
= Zp =177
Por lo tanto, T(z1) = T(zp) implica z1 = z. Ademads por (2.15) tenemos que

T(0) = ooy T(o0) = 0. Con lo cual la transformacién inversion en el plano com-
plejo extendido mapea puntos distintos sobre imagenes distintas es decir, es uno

a uno. <>
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Una forma de visualizar la transformacion f(z) = 1/z, es escribir el niumero z
en su forma polar z = re®®. Entonces la inversién se puede escribir como se ve a
continuacion:

flz) = e

r

Analizando la expresion anterior, se puede ver que la inversion lleva cada namero

z al semiplano horizontal opuesto en el plano complejo.

Otra forma conveniente de visualizar una inversién es utilizando su forma

binomial,

1 (x-iy) . x .~y
S Sl e By Rl (e o) B FE )

De aqui vemos que una inversién transforma cada ntimero z en otro niimero que

es igual a su complejo conjugado dividido por su médulo al cuadrado.

Separando f(z) en su parte real e imaginaria, podemos escribir lo siguiente:

flxy) = u(x,y) +iv(x,y)

_ X .
u_x2+y2 y v 5P (2.16)

A partir de la expresién anterior podemos despejar x e y respecto de u y v:

X

_ 2.2y X — (2 112
u_x2+y2 = (x*+y°) ” = x =u(x"+y°)
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2 2)

S = (x*+vy =y=-v(x"+y

Z):xz—kyz T o

Reemplazando en (2.16)

u(x® +y?) o u(@+yh) u
(x> +y2)>+ (—o(x+y2)?  (P+y2)2 > +02) (22 +y?) (2 +0?)

Simplificando u llegamos a la expresiéon

1
2 2\
(X +y ) = m (2.17)

Utilizando la expresién (2.17) en (2.16) obtenemos

_ 1 o u Y oy v
T Tuere VT A R

Finalmente obtenemos las siguientes expresiones que permiten obtener x e y a

partirde u y v:

u 0

ST R e (218)

Teorema 2.8. La transformacion inversion aplica rectas o circunferencias en rectas o cir-
cunferencias.
Demostracion. Sea

A(x®+y?)+Bx+Cy+D =0 (2.19)

la ecuaciéon de una circunferencia o una recta en el plano z. Si A, B, C y D son
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ntmeros reales que satisfacen la condicién B2 + C? > 4AD, la ecuacién (2.19)
representa una circunferencia o una recta, donde A # 0 corresponde a una cir-
cunferencia y A = 0 corresponde a una recta. Si x e y satisfacen la ecuacion (2.19),
podemos utilizar las relaciones indicadas en (2.18) para sustituir esas variables.
A (L) +B (L> +C<_—v) +D=0
u? + v? u? 4 02 u? 4 02

Si tomamos como factor comuin 5 obtenemos:

u2 4o

1
(m) [A+BM—CU+D(1/[2+'U2)] =0

Finalmente, multiplicamos la expresién anterior por u? + v? y encontramos que u

y v cumplen la siguiente ecuacién
D(u?4+v*)+Bu—Co+A=0 (2.20)

La expresion anterior es muy similar a la expresion (2.19) y representa un circun-

ferencia o una recta en el plano w. &

A continuacién estudiaremos los cuatro casos que pueden presentarse al hacer

una inversion de este tipo:

CASO I: Condiciones A = 0,D = 0.

Si A = 0, a partir de la ecuacién (2.19) obtenemos la siguiente ecuacién de una
recta en el plano (x,y):
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Bx+Cy+D=0

__B_D
y==c* ¢

Como D = 0, tenemos una recta que pasa por el origen:

Usando (2.18), deducimos la correspondiente ecuacion en el plano (u,v):

v B u
u2+0v2  Cu?+02
U—Bu
- C

Vemos que se obtiene una recta que también pasa por el origen pero con una pen-

diente de signo opuesto a la recta original.

CASO II: Condiciones A = 0, D # 0.

Aligual que el caso I, de la ecuacién (2.19) obtenemos

En este caso D # 0, y entonces en el plano (x,y) tenemos una recta que no pasa
por el origen. Usando (2.18), deducimos ahora la correspondiente ecuacién en el
plano (u,v):

v __B u _D
w+v2 Cu2+v2 C
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Multiplicando por —(u? + v?) y operando:

Bu D(u?+0?
L b +0%)

el C

. . I C
Si despejamos y multiplicamos por D’ tenemos que:

B
u® + Bu + 0% — v% =0 (2.21)

Completando cuadrados:

B \? C\ (BN, /C\
(”*ﬁ) i (v‘ﬁ) B (ﬁ) i (5)
Finalmente, llegamos a la expresioén de una circunferencia con centro en ( — %, %)

que pasa por el origen, lo cual puede verse ya que (u,v) = (0,0) verifica a la ecua-

cién (2.21).

CASO III: Condiciones A # 0, D = 0.

Escribimos la ecuacién (2.19) parael casode A # 0y D = 0: A(x? +y?) + Bx +

Cy = 0 Usando las ecuaciones (2.18) en la expresion anterior queda:

1 u v
A B —C =
<u2+vz>+ <u2+vz> <u2+vz)
1

)(A+Bu—Cv):O

u? + 02
A+Bu—-Cv=0
Se puede ver que en el plano (1, v) se obtiene la ecuacion de una recta que no pasa

por el origen.
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CASO IV: Condiciones A # 0, D # 0.

Recordando la ecuacién (2.19) bajo estas condiciones, y utilizando (2.18) queda:

1 u v
Al ——= — | - C| —— D=0
(u2+v2)+3(u2+vz) (u2+vz>+

Multiplicando por u? + v y operando:

u? + 02

A+Bu—Co+Du?+v*)=0

(L)(A+Bu—CU+D(u2+vz)) =0

B
2 5,2 L 4
U+ u——+v°—v=+ 0 (2.22)

“ToD " 2p) “\2D 2D D
C

B
Llegamos a la expresién de una circunferencia con centro en (— 2D’ E) que no
pasa por el origen, lo cual puede verse ya que (u,v) = (0,0) no verifica a la ecua-

cion (2.22).

En la tabla 2.1, se muestran los distintos casos que se han analizado. Adicio-
nalmente estudiaremos como se comportan ciertos puntos de las rectas y circun-
ferencias al hacer una transformacién inversién. Para hacer esto, es importante
recordar la notacién exponencial z = re’, donde r es la distancia del punto al

origen y 0 el &ngulo con respecto al eje real.
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Plano z Condiciones Plano w

A=0yD=0

= Bx+Cy=0

m Bu—Co=0

A=0yD#0

» Bx+Cy+D=0 -

» D(u?+v3)+Bu—Cov=0
AN

A#0yD=0

= A(xX>+y?)+Bx+Cy=0 g

= Bu—Co+A=0 /|

A#0yD #0

s A(x>+y?)+Bx+Cy+D=0 <

0

» D(u>+0v*)+Bu—Co+ A =0 o

Tabla 2.1: La aplicaciéon w = 1/z transforma circulos y rectas en circulos y rectas
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Para el caso I podemos observar que si a la recta que pasa por el origen se le

1 .
aplica la transformacién 1/z, para cada punto se obtiene f(z) = ;e_lg. Esto signi-
fica que en la recta del plano (u#,v), el médulo de cada punto serd 1/r y el &ngulo

serd —0, lo que demuestra el gréfico de la tabla.

Para el caso II procedemos de la misma manera y obtenemos que el punto de
la recta mds cercano al origen, llamado A, se transformard en el punto A’, que serd
el mas alejado del origen de los puntos pertenecientes a la circunferencia obteni-
da mediante la transformacion, y que el &ngulo, que es 6 para el punto A serd —6

para A'.

Para el caso III se puede hacer un andlisis similar al del caso II pero esta vez la
circunferencia se transforma en recta. Por lo tanto el punto maés lejano del origen
de los puntos de la circunferencia, que tiene un dngulo 0 respecto del eje real, se
transforma en el punto de la recta més cercano al origen con un angulo —6 res-

pecto al eje real.

El altimo caso tiene la particularidad de que las circunferencias no pasan por el
origen, lo cual nos obliga a observar el punto més cercano y més lejano de las mis-
mas. Sin embargo, teniendo en mente la forma exponencial de z podemos deducir

de manera similar al resto de los casos cémo el punto més cercano se transforma
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en el mas lejano y viceversa. Ademas, los dos puntos de la circunferencia original
(el més cercano y el mas lejano del origen) comparten el mismo angulo 6 respecto
al eje real y al aplicar la transformacién también los dos puntos de la circunferen-

cia resultante comparten el angulo —6.

Ejemplo 2.6. Encontrar la imagen de la recta vertical x = c1(c1 # 0) bajo la transfor-

macion w = 1/z.

Solucién. Para que en la ecuacion (2.19) se tenga una recta vertical x = c; se debe
tenerque A =0,B=1,C =0y D = —c;. Sustituyendo A, B, Cy D en la ecuaciéon

(2.20) obtenemos

—c (W +v*) +u=0

1
—= [—cl(u2+vz)+u} =0, ¢1#0
€1

1\* 1\?
() G) e

Entonces en el plano w obtenemos una circunferencia centrada en el eje u y tan-
gente al eje v. La imagen de un punto tipico (c1,y) de esta recta, segun las ecua-

ciones (2.16) es

wo= ()
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Sic; > 0, la circunferencia esté a la derecha del eje v. Al mover el punto (c1,y)
hacia arriba por toda la recta, su imagen atraviesa la circunferencia una vez en el
sentido de las agujas del reloj, correspondiendo el punto del infinito en el plano
z extendido al origen del plano w. En efecto, si y < 0 entonces v > 0; y al hacer
crecer y desde valores negativos hasta 0, u crece desde 0 hasta 1/c¢;. Entonces,

cuando y crece por valores positivos, v es negativa y u decrece desde 1/¢; hasta 0.

Por otra parte, si c; < 0, la circunferencia esté a la izquierda del eje v. Al subir
el punto (c1,y), su imagen describe de nuevo una circunferencia, pero ahora en
sentido positivo. En efecto, si y < 0 entonces v > 0; y al crecer y desde valores ne-
gativos hasta 0, u decrece desde 0 hasta 1/c;. Entonces cuando y crece por valores
positivos, v es negativa y u crece desde 1/c¢; hasta 0. En la figura 2.11 se ilustran

loscasosc; =1/3ycy = —1/2.

v v
1. 21
ca=-zl=3 c=-%
//_h » 1
I 1 C1=2
el ke el ol e C —l \ ! 3
2_2 \\_ ,/,
_ 1 x _ 1 Pl U u
———-—:-—- ————— =7 ) 5 ! \
\\‘-—’//1
2779

Figura 2.11: Imagen de las rectas x = c; e y = ¢ bajo la transformaciéon w = 1/z
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Ejemplo 2.7. Encontrar la imagen de la recta vertical y = cy(cy # 0) bajo la transfor-

macion w = 1/z.
Solucién. La recta y = cp(c # 0), la podemos escribir como
y—c=20
De acuerdo con la ecuacién (2.19) se tieneque A = 0, B =0,C =1,D = —c

Sustituyendo A, B, Cy D en la ecuacién (2.20) obtenemos

—W+v*) —v=0

1
- [—cz(u2 + %) — v] =0, c#0
2

(2 +0%) + — =0
2 27
> o U 1 1
— —_ — I :O
2+ Ly (262) (ZCZ)
1 1\?
2
2 — — =
o (U)<202) " (202) (
2 2
u? + v+L = 1
2C2 2C2

Entonces en el plano w obtenemos una circunferencia centrada en el eje v y tan-

u2+

gente al eje u. La imagen de un punto tipico (x,cy) de esta recta, segun las ecua-

ciones (2.16) es

(1/[ ’U) . X —C2
’ x2+c3" x2 +c2
Sicy > 0, la circunferencia estd abajo del eje u. Al mover el punto (x,c;) hacia

la derecha por toda la recta, su imagen atraviesa la circunferencia una vez en el
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sentido contrario de las agujas del reloj. En efecto, si x > 0 entonces u > 0; y al
. 1

crecer x desde valores negativos hasta 0, v decrece desde 0 hasta ——. Entonces,
C2

o 1
cuando x crece desde 0 a valores positivos, v crece de — o hasta 0.
2
Por otra parte, si c; < 0, la circunferencia esta arriba del eje u. Al mover el punto
(x, cp) hacia la derecha por toda la recta, su imagen describe de nuevo una circun-
ferencia, pero ahora en sentido de las agujas del reloj. En efecto, si x < 0 entonces
. 1
u < 0; y al crecer x desde valores negativos hasta 0, v crece desde 0 hasta P En-
2

tonces cuando x crece desde 0 a valores positivos, v decrece desde 1/c; hasta 0.

1 1
En la figura 2.11 se ilustran los casos ¢, = SYye=-—5

Ejemplo 2.8. Encontrar la imagen del semiplano x > c1(cq > 0) bajo la transformacién

w=1/z.

Solucién. De la primera de las ecuaciones (2.18) vemos que cuando w = 1/z, las

imégenes de puntos del semiplano estdn en la regién

e (2.24)

Podemos reescribir esta expresion de la siguiente forma
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—ulc 4+ u—c0* >0

u
w—=—49v<0
C1

uz—lu—k L 2+vz< L 2
(03] 2C1 2C1
1

Por lo tanto, obtenemos

2 2
1 2 1
<M — E) + 0 < (E)

Esto significa que la imagen de cualquier punto del semiplano x > c; estd dentro

de la circunferencia

1\* 1\?
(- 2) +7= () 229

Reciprocamente, todo punto interior a la circunferencia (2.25) satisfacen la de-
sigualdad (2.24) y es, por tanto, imagen de un punto del semiplano. En conse-

cuencia, la imagen del semiplano es el interior de la circunferencia (2.25).

Otra forma de obtener ese resultado consiste en referirnos al Ejemplo 2.6 y obser-

var que la imagen de la recta x = ¢, donde ¢ > ¢y, es la circunferencia

1\* 1\?
(u—z—c) . (2—C) (2.26)
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Al crecer c por todos los valores mayores que cy, las rectas x = c se desplazan a la
derecha y las circunferencias imagen (2.26) son interiores a la circunferencia (2.25)
y se contraen en tamafio (como se muestra en la figura 2.12). Ademads, las rectas
x = c llenan el semiplano x > c; mientras que las circunferencias (2.26) llenan
todo el interior de la circunferencia (2.25).

y v

o) X u

Figura 2.12: Imagen del semiplano x > ¢; bajo la transformacién w = 1/z

2.3. Transformaciones de Mobius

Definicién 2.8 (Transformacién de Mobius). Una transformacion fraccional lineal

az+b
w:
cz+d

(2.27)

dondea, b,cyd € Cyad — bc # 0, se llama transformacién de Mobius.

De la ecuacién (2.27) tenemos
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_az—l—b

W= — w(cz+d)=az+b
— wez+wd =az+Db
— cwz—az+dw—-b=0
Si hacemos A = ¢, B = —a,C = dy D = —b en la expresion anterior, entonces la

ecuacion (2.27) se convierte en

Azw+Bz+Cw+D=0, AD—BC#0 (2.28)

y, reciprocamente, toda ecuacion del tipo (2.28) puede expresarse en la forma
(2.27). Como esta forma alternativa es afin en z y afin en w, o sea, bilineal en z
y w, otra denominacién para una transformacion racional lineal es transforma-

cion bilineal.

Despejando z en (2.27) tenemos,

az+b
w =
cz+d

= w(cz+d) =az+b
—> wez+wd = az +b

= czw —az = —dw+Db
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= (cw—a)z=—dw+b

—dw+b
=7 = —
cw —a
Por lo tanto,
—dw +b
=" d— 2.2
2= (ad —bc) #£0 (2.29)

Asi pues, cuando un punto w dado es imagen de algtin punto z bajo la trans-
formacion (2.27), el punto z se recupera mediante la ecuacion (2.29). Si c = 0,
entonces 4 y 4 son ambos no nulos, cada punto del plano w es imagen de un pun-
to, y s6lo un punto, del plano z. Lo mismo es cierto si ¢ # 0, excepto cuando
w = a/c, pues el denominador de la ecuacion (2.29) se anula si w tiene ese va-
lor. Podemos no obstante, ampliar el dominio de definicién de la transformacién
(2.27) con el fin de definir una transformacién racional lineal T sobre el plano z ex-

tendido de tal manera que el punto w = a/c sea laimagen de z = oo cuando ¢ # 0.

En primer lugar escribimos

_az+b
ez +d

T(z)

(ad — bc) # 0 (2.30)

Puesto que T esta definida para todos los puntos en el plano complejo extendido
excepto en los puntos z = —d/cy z = oo, s6lo necesitamos ampliar la definicién

de T que incluya estos puntos. Hacemos esta definicién considerando el limite de
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T cuando z tiende a —d/c y cuando z tiende a co. Para hacer esto, consideremos

dos casos: (i) c = 0y (ii) ¢ # 0.
(i) c=0.
Sic = 0, entonces (2.30) se puede expresar en la forma
T(z)=4%z+5%; ad#0
Ademas,
() = i (G4 ) =

(ii) ¢ # 0.

Sic # 0, entonces (2.30) se expresa como

Por lo tanto




Se sigue de (1.7) que

Por otra parte de (1.7) tenemos que

a(1> +b
Hm T(z) = imT (1> = lim—2/—— =1lim (“ +Zb) _ 2
z—0

Z—00 z—0 z 2%0C<1> d ¢+ zd c
Z

Con el analisis de los dos casos anteriores, podemos definir la transformaciéon

bilineal en el plano complejo extendido de la siguiente manera.

Definicién 2.9 (Transformacién de Mdobius Extendida). Una transformacion de

Mobius extendida es una funcion T : Coo — Co de la forma

az+b
T = . —
(2) d donde ad —bc #0
Definimos
)
a
- 0
o s c#
T(o0) =
o ; si ¢c=0
\

y ademds T(—%) =oosic # 0.

Cuando ese dominio de definicién se amplia de ese modo, la transformaciéon
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racional lineal es una aplicacién uno a uno del plano z extendido sobre el plano w

extendido.

Teorema 2.9. Si T : Coo — Co es una trasformacion de Mobius, entonces T es uno a

uno.

Demostracion. Sean z1,z, € C. Ademds, supongamos que T(z1) = T(z2). Asi que,

azi+b  azp;+b

T(z1) = T(z) = cz1+d  czm+d

= (czp +d)(az1 +b) = (azp + b)(cz1 + d)

= aczpzq + bezp 4+ adzq + bd = aczpzq + bezy + adzy + bd
= adzy + bczy = adzy + bezq

= adzq + bczy — adzy — bezy =0

= z1(ad — bc) + zp(bc —ad) =0

= z1(ad — bc) — zp(ad — bc) =0

= (ad —bc)(z1 —22) =0

=2z1—20=0;, ad—bc#0

= Z1 =22

Por lo tanto, T(z1) = T(zp) implica z; = zp. Por otra parte, esto significa que
la transformaciéon T mapea puntos distintos sobre imagenes distintas es decir, es

uno a uno. &
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Como T es uno a uno, entonces asociada con la transformacién T existe una

transformacion inversa T~! que se define sobre el plano w extendido como
T Y(w) =zsiysolosi T(z) =w

Corolario 2.1. Si T : Co, — Cc es una trasformacion de Mobius, entonces T también

es una trasformacion de Mobius.

Demostracion. De la ecuacién (2.29) vemos que la expresion

_ —dw+Db
T 1(w): cw—a

tiene la forma (2.27). Ademas,

(=b)(—a) —bc =ad —bc #0

Por tanto,

es una trasformaciéon de Mobius. &

Ademads T~! cumple,



Teorema 2.10. Si T : Coo — Co €s una transformacion de Mobius, entonces T es la

composicion de traslaciones, homotecias, rotaciones e inversiones.

Demostraciéon. Sea

az+b
T(z) —
() cz+d
donde ad — bc # 0. Si ¢ = 0, entonces
az+b a b
T(z) = R T ad # 0

En este caso, T es una transformacion afin, y el resultado se sigue del teorema 2.5.

Si ¢ # 0, definamos:
Ti(z) =cz+d, Ta(z)=1 y T(z) = (b— %) z+ 4

entonces

(T30 Tr 0 Ty)(z) = T3[T2(Th(2))]

= Tg[Tz(CZ + d)]

bc —ad 1 +g
c cz+d c

_ c(bc —ad) +ac(cz +d)
B c2(cz+4d)
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bc—ad)+a(cz+d

= c(c)z~|—o§7) ), c20

bc —ad + acz + ad
c(cz+d)

_ c(az+b)

c(cz+d)

cz+d’

c#0

= T(z)

Como Tj y T3 son transformaciones afines, mientras que T, es la transforma-

cién inversion, entonces el resultado ahora se sigue del teorema 2.5. &

Teorema 2.11. Sea T una transformacion de Mobius, entonces T transforma rectas o

circunferencias en rectas o circunferencias.

Demostracién. En el teorema 2.6 demostramos que traslaciones, homotecias y ro-
taciones transforman rectas y circunferencias en rectas y circunferencias, respecti-
vamente. Ademads en el teorema 2.8 demostramos que la transformacién inversiéon
aplica rectas o circunferencias en rectas o circunferencias. Por lo tanto, una trans-
formacién de Mobius, que puede ser escrita como composicién de estas transfor-
maciones (teorema 2.10), transforma también rectas o circunferencias en rectas o

circunferencias. &

Ejemplo 2.9. Sea S el conjunto de niimeros complejos que se muestra en la figura 2.13.

Determinar el transformado de S bajo la transformacion bilineal.
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iz+1+1
iz+1

L 4

Figura 2.13: Conjunto S.

Solucién. Se tiene que todo z = x 4 iy € S satisface el siguiente conjunto de inecua-

ciones .
2x —y >1
2x+y <7
y=>1

Por lo tanto

S={z=x+iy: 2x—y>1,2x+y <7,y >1}

1
Ademas, la funcién inversade w = f(z) = % la obtenemos de la siguiente
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forma:

iz 14

) iy ]
P =sw(iz+i)=iz+1+1i

w = f(2)
=wi(z+1)—i(z+1) =1

= (z+1)(wi—i) =1

1
=z41=——
wi—1

=z+1= :
1—w

i
=z = -1
z 1—w

i
1—w

Asi, f(w) = —1.

Ahora, utilizando la ecuacion x + iy = f~1(u + iv) tenemos:

_ i
x+1y:1—(u+iv)_
i—1(1— (u+1iv))
B 1—u—iv
i—14+u+iv
T 1-u—iv
(1—u)—i(l+0)
- (u—1)+iv
:(1—u)(u—1)+v(—(1+v))+i—(1+v)(u—1)—v(1—u)
(u—1)2 402 (u—1)2 402
u—1-w+u—ov+9® . ~u+tl—uww+v—v+uv
- (u—1)%+ 02 i (u—1)2+ 02
—v— (> —2u+1)+2%) . (1—u)
- (u—1)2+ 02 Jr1(14—1)2-1—02

149



v (=14 . (1-u)

(u—1)%2+ 02 l(u—1)2+vz

Por tanto,
(w1 (1w
N (u—124+v2 7~ 7 (u—1)2+02

Sustituyendo convenientemente estas tltimas expresiones en el conjunto de

inecuaciones que describe a S tenemos:

2x—y21;»2<_v_((“_1)2+02)) - (&) > 1

(u—1)%2+0? (u—1)%2 + 02
—v— —1)2 2)) — (1 —
L 20 ((u(u _1)1);:]0)2) A-u) -y

= (3u? — 7u) + (30 +2)

) < —
7 2 5
2 7 <2
o (-Jes )<m+ P2
7\ 2 5
_ - < =
é(u 6)+(v+6>_

62
2y <7 =2 <_v zu((_”&lf; vz)) + (—(u (_11_);1 02) <7

2(-o— ((u—-1+7%) +(1—u)
U —1)2+ 02

=

<7

= (9u? — 17u) + (90* + 20) > —8
(2, (T 2 22 (2 2 .5
9 18 9 18) ) = 324
= u—17 2+ v+2 > >
18 8) = 182
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(w2 —usr i) < (2 i
4 —\2
= (u 1y’ +0? < L
2 - 22
Por lo tanto, se tiene que los puntos w = u + iv del trasformado de S, bajo la

transformacioén bilineal dada, satisface las inecuaciones siguientes:

7N
=
|
>—\|>—\ AN
(O RERN|
N
N
+
7N
(e}
+
0
~_
—_
| G1 N
N

La grafica del trasformado de S se aprecia en la figura 2.14.

v
14

f(9)

Figura 2.14: Conjunto f(S).

151



Teorema 2.12. La composicion de dos transformaciones de Mobius es también una trans-

formacién de Mobius.

a1z + by a>z + by
yTa=
12 + dq 2z + dp

bacy # 0 respectivamente, dos transformaciones de Mobius. Entonces

Demostracion. Sean T; = donde a1d; — bic; # 0y axdy —

(T2 0 T)(2) = Ta(Th(2))

a1z + by
c1z +dq

alz+b1
(clz —+ dl) +b
+

1z +dq +4

4201z + az01 + arbq
1z + dl
Cr11Z + Cobq
c1z + dl
aya1z + axby + bz(Clz + dl)
1z + dl
a1z + caby + dz(clz + dl)
1z + dl
a>a1z + ayby + byciz + bod;
a1z + Czbl + dzclz + dzdl
_ (a2ay + bycq)z + (a2by + body)
~ (coay +dact)z + (cby + dody)

(EllZ + bl

by

+dp

Haciendo ' = ara1 + bacy, b = asby + body, ¢! = cray + docq y d = Coby + dody

tenemos que

a'd —b'c" = (ayay + bycy)(caby + dody) — (azby + bady) (coay + dacy)
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= aray1drdy + bacicaby — ardobicq — bocodiay

= (azdz — szz)(aldl — blcl)

Asi, a'd" —b'c" # 0, pues a1d] — bycy # 0y axdy — by # 0. Obteniéndose la

siguiente expresion

(T2 o Tl)(z) _ a'z4b . a'd —b'c! £0

la cual tiene la forma (2.27). Por tanto, la composicién de dos transformaciones de
Mobius es también una transformacién de Mobius. %

z—2 z
T =
Z+1y 2(2) z4+3

Encontrar (Ty o T)(z) y (Ta o Ty) (2).

Ejemplo 2.10. Sean Ty(z) =

dos transformaciones de Mobius.

Solucion.

). (Ty 0 Ty) (2).




_ —z—6
2246

Por lo tanto, (T o T)(z) = ;ZZ;: y por el teorema (2.12), (T} o Tp)(z) es de

Mobius.

ii). (T2 0 T1)(2)

(T20T1)(2) = T2(Ta(2))

z—2
—T
2(z+1)

z—2
z+1

z—2
z+1+3
z—2
z+1
z—24+3(z+1)
z+1
_z—2
4z +1

z—2

Por lo tanto, (T> 0 T1)(z) = 4z +1

, y por el teorema (2.12) , (T, o T1)(z) es de

Mobius.

2.4. Punto Fijo y Razén Doble

Definicién 2.10 (Punto fijo). Se dice que un punto z; es un punto fijo de una trans-

formacion w = f(z) sizy = f(z1).
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Veamos a continuacién que una trasformacién de Mobius que no es la identi-

dad puede tener como maximo dos puntos fijos.

Teorema 2.13. Una trasformacion de Mobius T : Coo — Coo tiene como mdximo dos
puntos fijos en Ceo, a menos que T sea la identidad.

Demostracion. Sea

B az+Db
- cz+d

T(z)

donde ad — bc # 0. oo es un punto fijo de T siy s6lo si ¢ = 0y ad # 0. Tenemos

que z € C es un punto fijo de T siy sélosi T(z) = z. Asi

az+b _,
cz+d

T(z) =z=
=az+b=1z(cz+4d)
= az+b=cz*+dz

=0=cz>—(a—d)z—b

Si 0o es un punto fijo (es decir, ¢ = 0), entonces la ecuaciéon T(z) = z se convierte

en una ecuacion lineal de la forma

(a—d)z+b=0,

que tiene a lo sumo una solucién si T(z) no es idénticamente igual a z, y sin solu-
ciénsia = dy b # 0. Por lo tanto T tiene a lo sumo dos puntos fijos (o, junto con
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un maximo de un punto fijo en C).

Si ¢ # 0, entonces co no es un punto fijo ya que lim T(z) # ooy la ecuaciéon
zZ (o)

T(z) = z se convierte en una ecuacion cuadratica de la forma
cz2—(a—d)z—b=0,

que tiene como méximo dos soluciones en C. Por lo tanto T(z) tiene como maximo

dos puntos fijos en Ceo.

%

Se sigue del teorema (2.13) que una transformacién de Mobius debe ser la iden-

tidad si tiene al menos tres puntos fijos.

Definicién 2.11 (Razén doble). Si z,z1, z; y z3 son cualesquiera cuatro puntos en Coo

donde z1,z5 y z3 son distintos, entonces la razon doble estd definida por

Z—Z Z9—Z
z,21,22,23] = ﬁ : ﬁ

Siz = z3, entonces la razén doble no esta definida pues su denominador se

anula y para calcularla hacemos uso de la parte i) del teorema (1.7), es decir

7 Z—2Z Z9—2Z
= llmz~>23< 3.2 7L 1) =0

llmzﬁa [ z—21 Zp—23

1
2,21,22,23)

Por tanto,

1imz—>23 [Z/ Z1,22, 23] =
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[z,21,22,23] = 00 cuando z = z3

Siuno de z,z1, zp 0 z3 es o, entonces los dos términos que contiene co se cancelan,

. z—z
por ejemplo; [z, 00,2y, 23] = >

22—23‘

-1
Ejemplo 2.11. Escribir la funcién f(z) = fz o términos de la razon doble

Solucién. Reescribamos f(z),

fle) =
z—1
T+
z—1 =2
T+ -2
z—1 =2
:z+1 20
z-1D(+1)(E-1)
S z+DE-1)(E-1)
(z=-1)(+1)
(z4+1)(i—1)
= [z,1,i,—1]

Asi, f(z) = [z,1,i, —1].

Proposicion 2.5. La funcién f : Coo — Co definida por f(z) = [z,21,22,23] es una

transformacion de Mobius que satisface

f(z1) =0  f(z)=1 f(zm)=o
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Por otra parte, si g es cualquier transformacion de Mobius con g(z1) = 0, g(z2) = 1y

Q(z3) = oo, entonces f y g son idénticas.

Demostracion. Primero comprobemos que f(z) = [z,z1, 22, 23] es una transforma-

cion de Mobius.

f(z) = [z,21,22, 23]

_ (z—z1)(22 — 23)
(z—z3)(zp — 21)
| 2Zp —2Z3 — 2122 + 2123
 zzp — 221 — 2023 + 2123
_ (22 — 23)2 + 21 (Z3 — Zz) .
(Zz — Zl)Z + 23(21 — Zz) ’

; definicién de razén doble

ley distributiva

ley asociativa

Ademas,

23(22 — 23)(21 — Zz) — 21(23 — Zz)(Zz — Zl) = (Zz — 23)(21 — Zz)(Zg — Zl) 7é 0

ya que z1, zp y z3 son distintos. Por lo tanto, f(z) = [z, 21,22, 23] es una transfor-
macién de Mobius.

Ahora veamos si f(z) = [z, 21,22, z3] cumple las condiciones f(z1) =0, f(z1) =1

y f(23) = co.
fo = Gy ~0 S 0
fe =GR R 1 e
f(z3) no esta definido ya que el denominador de f(z) = |z,z1,22,23] se anula,
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cuando z = z3. Asi que encontremos la imagen de z3 usando limite cuando z
tiende a zz en f(z) = [z, 21,22, z3). Primero veamos que,

p 1 1¢
hmz—>23 ) — 11mz—>23

(z—23)(20—21) =0

(z—21)(z2—23)

1
f(z)

Como lim,_,, = 0, entonces por i) del teorema (1.7) se tiene que

lfm. 2, f(2) = 00 = f(z3) = o0
Asi, f(z) = [z, 21, 22, 23] es una transformacién de Mobius que satisface f(z1) = 0,
f(z2) =1y f(z3) = co.
Demostremos ahora que f y g son idénticas. La inversa f ! es una transformacién

de Mébius y, por el teorema (2.12), la composicién h = g o f~! es una transforma-

cién de Mobius. Ademas,

. o az+b
Si escribimos h(z) = = i , entonces

+d
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az+b az+0 a
erd - 0+d 4% Pero como h(z) = z para todo z,

se tiene que h(f(z)) = f(z) y por tanto

Por lo tanto, h(z) =

8(z) =go(fof)(z)

Es decir, f y g son idénticas. &

Teorema 2.14 (Raz6én Doble y Transformacién de Mobius). Existe una iinica trans-
formacion de Mobius w = T(z) que asigna tres puntos distintos z1, zp y z3 en tres puntos
distintos wq, wy y w3, respectivamente. Una formula implicita para esta transformacion

estd dada por

Z—Z] Zp—23 W— W] Wy — W3
Z—123 Zp — 7 w— w3 Wy — W

(2.31)

Demostracion. Sean z1,zp,z3 € C distintos. La transformacion

_Z—Z1 Z2—123

R(z) =
(Z) Z—Z3 Zp — 121

es una transformacién de Mobius que asigna z1,z2,z3 en 0, 1, co. De igual manera

la transformacion

W — W1 Wy —ws3

S =
(ZU) w — W3 Wy — w1
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es una transformacién de Mobius que asigna wq, wp, w3 en 0, 1, c0. Por la proposi-
ci6n (2.1) S~! también es una transformacién de Mébius y por el teorema (2.12) la

composicién T = S~! o R también es una transformacién de Mébius que satisface

Observemos que la ecuacién T(z) = w se puede escribir como
S R(z)) = w <= R(z) = S(w)

lo que significa que,

Z—21 42 —Z3 W—wW; Wy — w3
Z—23 2p—21 W—wW3 Wy — Wi

Para probar la unicidad supongamos que T y T; son transformacién de Mobius, y

que existen distintos z1, zp,z3 € Ce tal que

T(Z]) = Tl(Z]) = ZU]', ] = 1,2,3

Entonces por la proposicién (2.1) T~! es una transformacién de Mobius y por el
teorema (2.12) T~ o T} es una transformacién de Mdbius que fija z1, zp,z3 sobre

si mismo. Por el teorema (2.13) la Ginica transformacién de Mobius que fija tres
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puntos es la identidad. Por lo tanto T 1oT, = Id, es decir, T = Ty, asi T es

Gnica. %

Ejemplo 2.12. Encontrar una transformacion de Mobius T : Coo — Coo, que fije los

puntos T(0) =2,T(1) =3y T(6) =4.

Solucién. Para encontrar una transformaciéon de Mobius T : Coo — Ce tal que

T(0) =2,T(1) =3y T(6) =4, notemos que T : Coo — Co, dada por

Siz=0,
T;(0) = ;5?@'6) =0
Siz=1,
T (1) = %(16) =1
Siz=6
T6) =l (=) — lim eyl 0

= limTj(z) = o0
z—6

Asi, T1(z) es una transformacién de Mobius con T1(0) = 0, T1(1) = 1y T1(6) = oo.
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Similarmente, T : Coo —+ Co, dada por

To(w) = 2 08 = =082, (—1)(—4) — (2)(1) £0

Siw =2,
T(2) = FF =
Siw =3,
L3) =34 =1
Siw =4,
Tr(4) = Z}fﬁf}in(w) e Z})ianTz(lw) = lim, —ww_+42 -

= lim Tz(ZU) = o0
w—4

— T2(4) = 0

asi, T (w) es una transformacién de Mobius con T»(2) = 0, T5(3) = 1y Tx(4) = oo.

Calcularemos T = T, ! o Ty, haciendo T>(w) = z, obtenemos

—w+2
w—4

(w—4)z=—-w+2
wz—4z=-w+?2
zZw+w =4z 42
w(z+1)=4z+2
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_4z+2

z+1

S 4z +2
Asi, T, (z) = |

y como (4)(1) — (2)(1) # 0 es una transformacién de Mo-

bius. Luego,

T, ' (Ta())

—bz
=T;!
(%)
—5z
4 2
(=5)
—5z
(2_6) 1

_ —20z+2(z—6)
 —5z+(z—6)
_ —18z—12

—4z — 6

T(z) = S (9)(3) — (6)(3) £0

Ademas,
Siz=0,

T(0) = 373 = 2
Siz=1,

T(1) = 5355 =3
Siz =26,
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Asi,T(z) = zi 12 es una transformacién de Mobius que fija los puntos T(0) =

2,T(1) =3y T(6) = 4.

Ejemplo 2.13. Encontrar la transformacion de Mobius que aplique los puntos z; = 0,

zp =1, z3 =1, en los puntos w; = 0, wy = i, w3 = —1, respectivamente.

Solucién. Sustituyendo z1, z3, z3, w1, w2 y w3 en la ecuacién (2.31) tenemos

entonces

wi+1)(z—1)=z(1—1i)(w+1)i
wzi+w+zw—wi = zwi +zi +zw + z

w(l—1) =z(1+1)

w:z(1+i)
(1—1)

Por lo tanto T(z) = w = zi, donde



2.5. Transformaciones del Semiplano Superior

Encontremos todas las transformaciones de Mobius que aplican el semiplano
superior Im(z) > 0 sobre el disco abierto |w| < 1y el eje real Im(z) = O en la

circunferencia |w| = 1 (Figura 2.15).

Y . plano z V4, plano w

-
N

()

f(20)
Jl :

Figura 2.15: Trasformacién del Semiplano.

En primer lugar, buscaremos transformaciones de Mobius que lleven el eje real

a la circunferencia de radio unidad,

_az+b

f(z) = i d

f(z)] =1

Teniendo en cuenta que los puntos del eje real Im(z) = 0 se deben transformar
en puntos de la circunferencia |f(z)| = 1, empezamos seleccionando los puntos

z = 0,z = 1y z = oo sobre la recta real y determinando condiciones necesarias
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sobre una transformacién de Mobius

_az+b

= ord ad —bc # 0

f(z)

para que las imagenes de esos puntos tengan médulo unidad.

Observemos que ¢ # 0 porque, la imagen del punto z = co es w = f(o0)

cuando ¢ = 0. En particular de f(c0) =a/cy f(0) = b/d tenemos,

fleo) = % = |f(e0)| = |7
;»1:%'; £(2)] =1V=.

= la] = c| £0; ¢ #0

:/1:%; f(2)] =1V=.

= |b|=|d] £0; c#0

El hecho de que a y ¢ son no nulos nos permite reformular (2.32) como
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= 0
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(2.34)



Como |a/c| = 1, entonces al escribir a/c en forma polar tenemos (a/c) =
|a/cle’™ = e/ paraa € Ry, como by d son distintos de cero, podemos reformular

la expresion anterior como

f(z) =™ (z — ZO) (2.35)

zZ—Z1

dondea € R,y zg = (—b/a),zy = (—d/c) son constantes complejas no nulas. Por

otra parte
b |b| . .
= m ; propiedad de médulo.
= %; por (2.33) y (2.34).
d . .
=) propiedad de médulo.
Es decir, |z1| = |zo].

A continuacién, imponemos sobre la transformacién (2.35) la condicién de que

|f(z)| =1 cuandoz = 1.

i 1—20
1) =1 " =1
=1 |6 (122
1 .
Il ioizl; el =1, Va € R
— 71

:>‘1—21’:|1—Zo‘,' 21#1
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= [1—z* = |1 — zo|?

= (1—2z1)(1—2z1) = (1 —z0)(1 —2p); propiedad de conjungado
=1—-2z1—2z1+2z121 =1 —209 — 20 + 2020

= —Z — 21+ |z |* = —Zo — 20 + | 20|

= —21 — 21 = —20 — 20; |z1| = |z0|

=2z1+2z1 =20+ 2

= 2Re(z1) = 2Re(2p); propiedad de conjugado.

= Re (z1) = Re (z9)

Como Re(z1) = Re(zp) entonces z1 = x +1y, zo = x +iv parax, y, v € C.

Ademads

|z1] = |zo0] = \/¥* +y? = V x% + 02
:>x2+y2:x2+02

>y=0v 06 y=-0

=>z1=x+iv=2z9p 6 z1=X—10=2
Por lo tanto, z; = z9 6 z1 = 2.
in

Si z1 = z, la transformacion (2.35) pasa a ser la funcion constante, f(z) = e'%;
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luego el caso mds general se tiene cuando z; = Zp. Asi pues, la expresiéon mds
general de una transformacién de Mobius que aplica el eje real Im(z) = 0 sobre la

circunferencia unitaria |f(z)| = 1 es
f(z) = e (%), x€R

Solo, resta ver si aplica el semiplano superior Im(z) > 0 sobre el disco abierto
|f(z)| = 1. Para ello, es preciso que zg pertenezca al semiplano superior, es decir,

Im(zp) > 0, ya que
2= 20" = (x = 20)* + (¥ = y0)* < (x —20)* + (y + y0)* = |z — 2o ”

siy, yo > 0. Por tanto, |f(z)| = |z — zo|/|z — 20| < 1.

Asi, cualquier transformacién de Mobius que posea la propiedad enunciada al

principio de esta seccion debe tener, en consecuencia, la forma

f(z) =e* (z —fo) , Im(zp) >0 (2.36)

Z— Z(

con « real.

Z— 20

Teorema 2.15. La transformacion w = f(z) = e'® ( ), donde zg es un punto

Z — Z(
del semiplano superior y 6 € R aplica el semiplano superior Imz > 0 en el disco abierto

|w| < 1y larecta real Imz = 0 en la circunferencia unitaria |w| = 1 ( Ver Figura 2.15).
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Demostracién. Sean z = x + iy un punto del semiplano superior y zop = xp + iy,

donde vy, yp > 0, entonces tenemos

Y—Yo <Y+Yo
(v —v0)* < (y+vo)?
(x = x0)* + (y —y0)* < (x — x0)* + (v + v0)?

VE =102+ (= 0)? < \/(x = x0)2 + (y + y0)?

|z — zo| < |z —Zo|

Asi

|z — zo| < |z —Zo| (2.37)

La igualdad ocurre cuando z pertenece al eje real. Luego obtenemos

Z_

: z : . :
Por lo tanto, la transformacién f(z) = e™* ( _O) aplica el semiplano superior

zZ—2
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Imz > 0 en el disco abierto |w| < 1y la recta real Imz = 0 en la circunferencia

unitaria |w| = 1. &

YA plano zy

H\

Figura 2.16: Distancia entre z, zg y Zp.

Ejemplo 2.14. Comprobar que la trasformacion racional lineal

trasforma el semiplano superior Imz > 0 en el disco abierto |w| < 1y la frontera Imz =

Oen |w| =1.

Solucién. Verifiquemos que (2.38) se puede expresar en la forma de la ecuacion
(2.36). La ecuacion (2.38) se puede escribir como una transformacién de Mobius

de la siguiente forma

—z 41
zZ+1
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dondea = —-1,b=i,c =1yd =1i. Como ay c son no nulos podemos expresar la

ecuacion (2.38) como sigue.

—z+i  —lz+ )
z+i 1(z+ 1)

-(1) =

a 1 a
_ = == =1
(1)~
c
SN N
c

Sustituyendo esta ultima expresién obtenemos

Asi

- (z—1
zZ—1

Por lo tanto como la ecuacién anterior tiene la forma (2.36), entonces (2.38) trans-

forma el semiplano superior Imz > 0 en el disco abierto |w| < 1y la frontera
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Imz=0en |w| =1
Las imagenes del semiplano superior Imz > 0 bajo otros tipos de transforma-
ciones racionales lineales suelen ser faciles de averiguar examinando la transfor-

macién particular en cuestion.

Ejemplo 2.15. Comprobar que la transformacion racional lineal

_z—l

w z+1

(2.39)

aplica el semiplano Imz > 0 en el plano z sobre el semiplano Imw > 0 en el plano w.

Solucién. Sean z = x + iy y w = u + iv comprobaremos que la transformacién
2.39 aplica el semiplano y > 0 sobre le semiplano v > 0 y el eje x sobre el eje u.
Encontremos primero la imagen del eje real y = 0. Utilizando la ecuacién (2.39 )

obtenemos

Luego, por igualdad de niimeros complejos tenemos

x—1
u =

, v=0

Por tanto, obtenemos que si z es real también w lo es. Asi la imagen de la recta
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y = 0 en el plano z es la recta real v = 0 en el plano w. Ahora, consideramos

cualquier punto w (con v # 0) en el plano w infinito.

o TIm (z—=1)(z+1)
z+1J
— v =Im x2—|—y2—1 2y
z+1>  z+1P
2y
0 = , _
z+1f 7

De esta tiltima expresion obtenemos que |z + 1 \2 > 0, por tanto los nameros v e
y tienen el mismo signo, es decir, si y > 0, entonces v > 0, lo cual significa que
puntos por encima del eje x en el plano z corresponden a puntos por encima del
eje u en el plano w. Finalmente como las transformaciones racionales lineales son

uno a uno del plano extendido z sobre el pano extendido w, entonces los puntos

z:ooyz:—%,donded: —1yc =1 # 0 se transforman en
a
z:oo:>w:E:1; donde a=1
y
Z=———==—= W =0



Por tanto el semiplano Imz > 0 en el plano z bajo la transformacién (2.39) se
transforma en el semiplano Imw > 0 en el plano w. Esta situacién se ilustra en la

siguiente figura.

Yy plano = L plano w
w— z—1
T z41
_
€T t
z—1

Figura 2.17: Transformacion w = .
z+1

2.6. La Transformacion w = e* y los Logaritmos

Siz = x +1y € C, entonces w = e* puede escribirse como
w = e* = e*cos(y) + ie* sen(y)
por lo que la funcién exponencial queda descrita enla forma f(z) = * = u(x,y) +
iv(x,y), donde
u(x,y) = e*cos(y)

v(x,y) = e*sen(y)

obteniéndose

w|* = u? + v? = ¥ cos?(y) + e* sen’(y)
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= e2*(cos?(y) + sen?(y))

jw] = e

argw = arctan (2) = arctan (%)

— arctan < ) = arctan(tan(y)) =y

Por tanto, la transformacién w = e del plano z en el plano w usando coordenadas

polares tiene la forma

p=e" y ¢=y (2.40)

donde p = |w| y ¢ = arg(w).

Ejemplo 2.16. Obtener las imdgenes en el plano w de las rectas paralelas a los ejes real e

imaginario en el plano z bajo la transformacion w = €.

Solucién. Consideremos la recta vertical x = Re(z) = ¢7. De acuerdo a lo anterior,

la imagen de esta recta es
w=u+iv = et = e cos(y) + ie sen(y)

de donde
u = e cos(y)
v = e‘lsen(y)
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obteniéndose

[w|? = u? 4+ v? = %1 cos?(y) + %1 sen’(y)
= e%1(cos?(y) + sen?(y))
o] = e

de modo que la recta x = c; paralela al eje imaginario se transforma en una cir-

cunferencia en el plano w de radio e! con centro en el origen.

La imagen de un punto tipico z = (c1,y) sobre la recta vertical x = ¢; tiene
coordenadas polares p = el y ¢ = y en el plano w. Esa imagen se mueve en

sentido positivo a lo largo de la circunferencia que se muestra en la Figura 2.19.

Y v
X =0 /
//
—— -y =0, /
/
/'\02
O X O expc, u
)

Figura 2.18: w = €.

Cuando y varia sobre el intervalo (—oo, o), el punto z = ¢ + iy recorre una vez
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la recta x = c; y el punto w = u + iv da una vuelta completa a la circunferencia
cada vez que y varia en 27, es decir, cada punto de la circunferencia es imagen de
infinitos puntos separados entre si 27t unidades a lo largo de la recta. Por lo tanto,
el punto imagen recorre la circunferencia una infinidad de veces conforme z se
mueve sobre la recta x = c1, es decir, la transformacién w = e* no es uno a uno
de la recta vertical x = ¢; del plano z en la circunferencia centrada en el origen de

radio e“! sobre el plano w.

x:CI

__._——--————J,’:C2 /

O Ry 0, expc; u

Figura 2.19: w = €.

Los puntos de la recta horizontal y = Im(z) = ¢, se transforman en
w = u+iv = e¥t2 = e¥ cos(cy) + ie¥ sen(cy)

de donde
u = e*cos(cp)

v = e*sen(cy)
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obteniéndose

v
argw = arctan (ﬂ) = arctan (

e’ Sen(Cz))

e¥ cos(cy)
sen(cp)

= arctan
(cos(cz)

> = arctan(tan(cy)) = ¢

La imagen de un punto tipico z = (x,cp) sobre una recta horizontal y = c; tie-
ne coordenadas polares p = e* y ¢ = ¢ en el plano w. Al desplazarse el punto
z = (x,¢p) por esa recta de izquierda a derecha, la coordenada p = e* del punto
imagen sobre el rayo crece por todos los valores positivos, como indica la Figu-
ra 2.19. Asi, w varia sobre una recta que inicia desde el origen con un angulo de
inclinacién c;. Por lo tanto, la imagen de la recta horizontal y = ¢, bajo la trans-
formacion w = e* es el conjunto de todos los punto w # 0 en el rayo que inician
desde el origen y que forma un dngulo de ¢, radianes con el eje u positivo, es de-
cir, es el conjunto de todos los w # 0, que satisfacen ¢ = arg(w) = cp. Ademas
cada punto sobre el rayo ¢ = ¢, tiene una y s6lo una preimagen sobre la recta
horizontal y = ¢, es decir, la recta horizontal y = ¢, se aplica de manera uno a

uno sobre el rayo ¢ = co.

Los segmentos de rectas verticales y horizontales se aplican, respectivamente
sobre porciones de circunferencias y rayos, y las imdgenes de diversas regiones

se obtienen facilmente a partir de las observaciones realizadas en el ejemplo 2.16.
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Esto se ilustra en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.17. Demostrar que la transformacion w = e* aplica la region rectangular

agxgb,cgygdsobrelaregiéne“Spﬁeb,CSCPSd-

Solucién: Las dos regiones y partes correspondiente de sus fronteras han sido re-
presentadas en la Figura 2.20. El segmento de recta vertical AD se aplica sobre
el arco p = €%, ¢ < ¢ < d, marcado como A’B’. Las imagenes de segmentos de
recta verticales a la derecha de AD y que une las partes horizontales de la frontera
son arcos mayores, eventualmente, la imagen del segmento de recta BC es el arco
p = el ¢ < ¢ < d, sefialado como B'C’. Por lo tanto, la transformacién w = e*

aplica la regioén rectangular a < x < b, ¢ < y < d sobre la regién e’ < p < e,

c<¢<d.
) l‘ C"
" D C
D’
‘ B’

T A B ¢=d_“J

Vo=
O (; fIJ X O U

Figura 2.20: w = e*.

Nuestro siguiente ejemplo aqui utiliza las imagenes de lineas horizontales para

encontrar la imagen de una banda infinita horizontal.
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Ejemplo 2.18. Mostrar que la transformacion w = e* aplica la banda infinita0 <y < 7

sobre el semiplano superior v > 0 (Ver Figura 2.21).

Solucién: Del ejemplo 2.16 una linea horizontal y = c se transforma en un rayo
¢ = c desde el origen. Cuando el niimero c incrementa de ¢ = 0 a ¢ = ¢, las lineas
horizontales y = c llenan la banda infinita 0 < y < ¢ y los rayos ¢ = c llenan el
semiplano superior v > 0. Por lo tanto, la transformacién w = e* aplica la banda

infinita 0 < y < 7t sobre el semiplano superior v > 0.

o
-

i /

Figura 2.21: w = €.

Para tener una funcién exponencial compleja uno a uno (es decir, univaluada)
hay que tener cuidado en la eleccién del dominio sobre el cual definir la exponen-

cial, tal como se muestra a continuacion.

Teorema 2.16. Sea Ay, = {z=x+iy € C:a <y < a+ 27} entonces la transforma-

cién w = e* aplica el conjunto A, uno a unoen C — {0}.

Demostracién. Sean z1, zp € A, tal que €1 = e*2. Primero observemos que si z1,

zp € Ay entonces |Im(z1) — Im(zp)| < 2.
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Luego,

el = 22 = efle™ 22 = %222
= e21—22 — e22—22 — eO

= e 1722 =1

= 71 — 2zp = 27TNi; neiz

Por lo tanto, Im(z1) — Im(z2) = 27mni, y por consiguiente [Im(z1) —Im(z)| =
27t|n|. Sin embargo, por hipétesis [Im(z1) — Im(zy)| < 27, por lo tanto, n = 0,

con lo cual z; = zy. Asi w = e* aplica el conjunto A, uno a uno en C — {0}. %

Ejemplo 2.19. Mostrar que la franja horizontal {z = x +iy € C: —mt < y < 71} del
plano z se aplica uno a uno en el conjunto S = {w € C: w # 0} del plano w, mediante

la transformacion w = €.

Solucion: La linea horizontal z = t 4 ib, para —o0 < t < oo en el plano z, se aplica
sobre el rayo w = e'(cos(b) + isen(b)) que esta inclinado un dngulo ¢ = b en el
plano w. El segmento vertical z = a + i0, para —7 < 8 < 7 en el plano z, se aplica
sobre la circunferencia centrada en el origen con radio e” en el plano w, es decir,
w = e%e’ = e"(cosf +isenf). Los segmentos de recta vertical z = a + if, para
—7m < 6 < menel plano z, llenan la franja horizontal {z = x+iy € C: —mt <y <
7} cuando —oo < a < ooy las correspondientes circunferencias llenan el conjunto
S ={w € C: w # 0}. Por el teorema 2.16, la transformacién w = e* aplica
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uno a uno la franja horizontal {z = x+iy € C : —7 < y < 7} en el conjunto
S = {w € C: w # 0}. Esta franja se llama la franja periédica fundamental y se

muestra en la figura 2.22.

Figura 2.22: La franja periédica fundamental de la transformacién w = e*.

Estudiemos ahora, el mapeo de la rama principal,

w = Log(z) = In|z| +iArg(z); donde |z| >0 y —m<Arg(z)<m

de la funcién logaritmica. Debido a que exp(Log(z)) = z; Vz # 0y Log(exp(z)) =
z; siempre que — 7w < Arg(z) < 7, entonces w = Log(z) es la inversa de la fun-
cién exponencial restringida sobre este domino. Por lo tanto, la transformacién
w = Log(z) es uno a uno desde el dominio D = {z € C : |z| > 0} en el plano z

sobre la franja horizontal {w : —7 < Im(w) < 71} en el plano w.

La rama principal del logaritmo w = Log(z) se muestra en la figura 2.23.
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Figura 2.23: La rama principal del logaritmo w = Log(z)

Ahora consideremos, cualquier rama

w = log,(z) =Inr+if (r>0,0<6<a+2n)

de la funcién logaritmica. Debido a que exp(log,(z)) = z, concluimos que la
transformaciéon w = log,(z) es un mapeo uno a uno del dominio |z| > 0 sobre

la franja horizontal {w : & < Im(w) < a + 27t} (Ver figura 2.24).

y v
\\ ilc+ 27)
\ 7 T
\
\\ o
< Llldisiidiciiciies
\J_ i
0 x 0 u

Figura224: w =log,(z) =Inr+i0  (r > 0,0 <0 <a+2m)

Eso es sencillo de ver haciendo mover un punto z = re®, cona < 6y < a + 277,
p

185



hacia el exterior, a partir del origen, por el rayo € = 6y. Suimagen es, el punto cu-
yas coordenadas rectangulares en el plano w son (Inr, 6)). Por tanto, la imagen se
mueve hacia la derecha a lo largo de toda la recta horizontal v = 6. Estas rectas

llenan la franja « < 0 < & + 277 al variar 6 entre x y & + 277.

Las transformaciones logaritmicas pueden ser ttiles en la practica, y conclui-

remos esta seccion con una aplicacion que necesitaremos mds adelante.

Ejemplo 2.20. Verificar que la transformacion

w = Log (i J_r 1) (2.41)

aplica el semiplano y > 0 sobre la banda 0 < v < 7.

Solucién: La transformacién (2.41), es la composicién de las transformaciones

_z—l

Z
z+1

y  w=Log(Z). (2.42)

Sabemos por el ejemplo 2.15 que la primera de las transformaciones (2.42) aplica
el semiplano superior y > 0 sobre el semiplano superior Y > 0, donde z = x + iy
y Z = X +1Y. Ademas, por el parrafo inmediatamente después del ejemplo 2.19,
la segunda transformacién de (2.42) aplica el semiplano Y > 0 sobre la banda
0 < v < 7, donde w = u + iv. En consecuencia, la transformacién (2.41) aplica
el semiplano y > 0 sobre la banda 0 < v < 7. En la siguiente figura se indican
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puntos frontera correspondientes.

Figura 2.25: w = Log (Z - 1)

z+1

2.7. Latransformacién w = sen(z)

Consideremos la trasformacién w = sen(z), la cual se puede reescribir me-

diante la ecuacién (1.83) de la siguiente forma.
w = sen(z) = sen(x) cos(y) +icos(x) senh(y), donde z=x+iy
considerando w = u + iv obtenemos
u = sen(x)cos(y), v = cos(x)senh(y) (2.43)

Teorema 2.17. SiD = {z = x+iy : —5 < x < §,—00 < y < oo}, entonces la

transformacion w = sen(z) aplica el conjunto D uno a uno en C.

Demostracion. Sean z1,z; € D tal que sen(z1) = sen(zy).
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elz1 _ ei(—zl) elz2 _ gi(—22)
sen(z1) = sen(zp) = > = 5

ez _ ei(—zl) — eiz2 _ ei(—Zz)

— olf1 _ o7 — oi(=21) _ oi(—22)

s olf1 _ @iz2 _ oi(—z1)—izatizy _ Gi(—22)—iz1tizg
- eizl _ eizz _ ei(—zl)ei(—zz)(eizz . eizl)

N eizl . eiZZ _ ei(—zl)ei(—zz)(eizz . eizl) =0
= i1 — 2 4 e7iB1F2) (o1 4 e2) =

- (ei21 . eizz)(l + e—i(Z1+Zz)) =0

de donde obtenemos que
ei21 _ eiZQ =0 6 1 + e*i(21+22) =0

Primero supongamos que e**! — e'*2 = (.

e121 _ eZZZ — O = e121 — elZz
= z1 =20+ 27n

= 2z1 —2p =27Thn

esto significa que | Rez; — Rezp| = 27t|n|. Pero | Rez; — Rezp| < 71, asin = 0, por
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tanto z; = z».

Ahora supongamos que 1+ e~ /(:1+22) = 0,

1+ e—i(Z1+Zz) =0 = e—i(zﬁ—zz) — 1
— e i(z1t22) _ Gim
— e i(z1+2) o =i _ Gimg—in
= e ilztzatm) _ g
= z1+z1+7m=2n1n

=z1+2z1=m1(2n—1)

Es decir que z; + z; sera un multiplo impar (posiblemente negativo) de 7, por
tanto Re z; 4 Re z; sera un multiplo impar de 7. Pero ya que z1,zp € D, entonces

—71 < Rez; +Rezp < 7, por tanto no existe tales maltiplos.

Asi, la transformaciéon w = sen(z) mapea puntos distintos sobre imédgenes distin-

tas, es decir es uno a uno. O

Ejemplo 2.21. Comprobar que la trasformacién w = sen(z) es una aplicacion uno a uno
de la franja semiinfinita —5 < x < 7,y > 0 en el plano z sobre la mitad superior v > 0

del plano w.

Solucién. Primero probaremos que la frontera de la franja se aplica de manera uno
a uno sobre el eje rel del plano w, como se indica en la figura (2.26).
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Consideremos primero el segmento recto semi-infinito BA, el cual tiene coorde-

nadas x = 71, y > 0. Sustituyendo en la ecuacién (2.43) obtenemos

u=cos(y) v=20

Se sigue que un punto (5,y) de BA se aplica sobre un punto (cos(y),0) del plano
w y la imagen se desplaza hacia la derecha desde B’ a lo largo del eje u al despla-
zarse (7,Yy) hacia arriba partiendo de B.

Ahora consideremos el segmento horizontal DB que tiene coordenadas —5 <

x < 7,y = 0, el cual al sustituirlo en la ecuacién (2.43) obtenemos

u=sen(x) v=0

Por tanto un punto (x,0) de DB tiene imagen (sen(x),0) en el plano w, que se
desplaza desde D’ hacia la derecha hasta B’ cuando (x,0) se desplaza hacia la
derecha desde D hasta B.

s

Finalmente tomemos el segmento recto semiinfinito DE con coordenadas x = —7,

y > 0, el cual al sustituirlo en la ecuacién (2.43) obtenemos

u=—cosh(y) v=0

Se sigue que un punto (—7,y) del segmento DE tiene imagen (— cosh(y),0) en
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el plano w, que se desplaza hacia la izquierda desde D’ a lo largo del eje u al

desplazarse (—Z,y) hacia arriba partiendo de D.
p Y p

J: v
= M L “
M| L
D C B E D\ [ B A
> i iy i
T O x X -1 O 1 U
2 2

Figura 2.26: w = sen z.

Una forma de ver como se aplica el interior de la franja sobre el semiplano su-
perior v > 0 del plano w consiste en examinar las imagenes de ciertas semirrectas

verticales.

Six =cydonde0 < ¢ < £, —00 < y < oo utilizando la ecuacién (2.43) obtenemos
2 y

las siguientes ecuaciones parametricas.

u =sen(cy) cosh(y) v =cos(ci)senh(y), —oco<y< oo (2.44)

las cuales podemos reescribir de la siguiente forma

u = sen(c1) cosh(y) = senbécl) = cosh(y)
= o cosh?(v)
sen?(c) 4
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v = coscysenhy = cos(cr) = senh(y)

02

_ 2
cos2(cy) senh”(y)

Luego, sustituyendo esto en la identidad cosh?(z) — senh?(z) = 1, tenemos

2 2

u
sen?(c;)  cos(cq)

0

=1 (2.45)

la cual es una hipérbola con focos

w? = sen?(cy) + cos*(cy)

w = :l:\/senz(cl) + cos?(cy)

w==+1

Por tanto la imagen de la recta x = ¢ es larama de la hipérbola (2.45). La segunda
de las ecuaciones (2.44) muestra que al ascender un punto por la recta, su imagen
sobre la hipérbola también haciende. En particular, existe una aplicaciéon uno a
uno de la mitad superior (y > 0) de la recta sobre la mitad superior (v > 0) de la
rama de hipérbola, por tanto podemos concluir que la mitad derecha de la franja

se aplica sobre el primer cuadrante del plano w.

Por otra parte si tomamos la recta x = ¢; donde —%f <1 <0, -0 <y <oo
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su imagen es la rama izquierda de la hipérbola (2.45) y de igual forma que en el
caso anterior existe una correspondencia uno a uno entre los puntos de la mitad
superior de la recta y la mitad superior de la rama de la hipérbola, por tanto la

mitad izquierda de la franja se aplica sobre el segundo cuadrante del plano w.

Por ultimo estudiemos la recta x = 0, es decir el eje y. Segtn la ecuacién (2.43) la
imagen de cada punto (0,y) es (0,senh(y)). Por tanto el eje y se aplica uno a uno

sobre el eje v, correspondiendo el eje y positivo al eje v positivo.

Ahora bien, cada punto en el interior —7 < x < 7,y > 0 de la franja semiinfinita
esta en una de las semirrectas antes dichas, y por ser la trasformacién uno a uno
podemos concluir que las imdgenes de esas semirrectas son distintas y llenan el
semiplano v > 0. Mas especificamente, si la mitad superior L de una recta x = c;
(0 < ¢1 < %) se desplaza hacia la izquierda acercdndose al eje y positivo, la rama
derecha de la hipérbola que contiene a L’ se va haciendo mas amplia y su vértice
(sen(cy),0) tiende hacia el origen w = 0. Luego L' tiende a convertirse en el eje v
positivo, que como vimos anteriormente es la imagen del eje y positivo. Ademds
al tender L al segmento BA de la frontera de la banda, la rama de la hipérbola
tiende a convertirse en el segmento B'A’ del eje u y su vértice (sency,0) tiende
al punto w = 1. Conclusiones similares se hacen respecto a la semirrecta M y su

imagen M’ en la figura 2.26.
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Concluimos que la imagen de todo punto en el interior de la banda esta en el se-
miplano superior v > 0 y que ademas, todo punto del semiplano es imagen de

exactamente un punto del interior de la banda.

Esto completa la demostracién de que la transformacién w = sen(z) es una apli-

cacién uno a uno de la franja —7 < x < 7, y > 0 sobre el semiplano v > 0.

Otra forma de encontrar las imédgenes de ciertas regiones bajo w = sen z con-
siste en considerar las imdgenes de segmentos de rectas horizontales —m < x <
7T,y = ¢z, donde ¢, > 0. Seguin la ecuacién (2.43), la imagen de estos segmentos
es la curva con representacién paramétrica

u = sen(x) cosh(cy), ©v=cos(x)senh(c;) (—7<x<m) (2.46)

las cuales podemos reescribir de la siguiente manera

u

= h _— =
u = sen(x) cosh(cy) = cosh(c) sen(x)
2
= u—z = sen?(x)
cosh”(¢p)
- h v
v = cosxsenh¢; = senh(cy) cos(x)
2
= 0—2 = cos?(x)
senh”(cy)

194



Luego, sustituyendo en la identidad sen?(z) + cos?(z) = 1 obtenemos

u? v?

+
cosh®(c;)  senh?(cp)

=1 (2.47)

la cual es una elipse con focos en los puntos

w? = cosh?(cy) — senh?(c»)

w = i\/coshz(cz) — senh?(cy)

w = +1

La imagen de un punto (x,c) que se desplaza hacia la derecha desde A hasta E
en la figura 2.27 describe un recorrido alrededor de la elipse en sentido horario.
Notemos también que si se toman valores mas pequefios para cy, la elipse se hace
mas pequefia pero conserva los mismos focos (+1,0). La elipse, en efecto, tiende

hacia e intervalo —1 < u <1 del eje u, imagen del intervalo —7t < x < 7t del eje x.

En este caso (c; > 0) la aplicacién no es uno a uno, puesto que segun la ecuaciéon

(2.46) tenemos
x=d+nm=u=0 y v=—senh(c)

asi, la imagen (0, senh(c;)) tiene dos preimdgenes. En el caso limite c; = 0, la

ecuacion (2.46) se convierte en
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u=sen(x), v=0 (—nw<x<n)
por lo que podemos concluir que la aplicacién en este caso tampoco es uno a uno
puesto que sen(+7) = sen(0), por lo tanto la imagen (0,0) tiene tres preimége-

nes.

)]
3l
=]

Figura 2.27: w = sen z.

Ejemplo 2.22. Demostrar que transformacion w = sen(z) aplica de manera uno a uno
> - - > o :
la region rectangular —7 < x < 7 en la region semieliptica que se muestra en la figura

2.28.

Solucién. Denotemos por L es segmento derectay = ¢, (=5 < x < ) don-

de 0 < ¢ < b, entonces su imagen L’ es la mitad superior de la elipse (2.47).
Podemos observar que a medida c; disminuye, L tiende a a convertirse en un seg-

mento del eje real y la semielipse L’ tiende a convertirse en el segmento de recta

EFA (-1<w<1).

Enelcaso (c; =0, —% < x < 7)laecuacion (2.46) se convierte en u = senx v =

0 —5<x<

NI
NI
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D bi|C B

A

try
o

2l
(1=

Figura 2.28: w = senz.
y esto es una asignacion de los segmentos EFA sobre E'F'A’.

se

(S

Finalmente por el teorema 2.17 tenemos que la region rectangular —7 < x <

aplica de manera uno a uno sobre la regién semieliptica.

La aplicacién coseno se obtiene facilmente una vez conociendo la aplicacién
seno debido a que estas aplicaciones estdn estrechamente relacionadas. Retoman-

do la identidad cos z = sen(z + 7 ) podemos definir la transformacion

W — CO0S z

haciendo Z = z + Z, obtenemos

W= cosz —senZ

Por tanto, la transformacién coseno es la misma que la trasformacién seno prece-
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dida por una traslacién de 7 unidades a la derecha.

2.8. La Transformaciéon w = z2?

La transformacion

w = z? (2.48)

se describe més facilmente en términos de coordenadas polares. Si z = re y

w = pe'?, donde 0 = arg(z) y ¢ = arg(w).

w=z2 = pe'? = (reie)2

s+ peld = 12i20

Por tanto, la imagen de cualquier punto z no nulo se encuentra elevando al cua-
drado el médulo de z y multiplicando por dos un valor de arg z; es decir, |w| = |z|?

y arg(w) = 2arg(z) lo que significa que,

o=12 $=20 (2.49)

Ejemplo 2.23. Encontrar el transformado del primer cuadrante del plano z sobre el plano

w mediante la transformacion w = z2.

Solucion. Sea z un punto que pertenece al primer cuadrante {z = x +iy : x >0, y > 0}
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del plano z. Escribimos z en coordenadas polares

z =rge'?, donde 1y >0 y 0§9<%

Los puntos z = roe? de la circunferencia r = ry se transforman en puntos w =

ro?e?? de la circunferencia p = r3. Luego tenemos que,

ro>0=713>0
.2
= p=15>0

—p>0

Asi, {p > 0, 0 < ¢ < 7} representa a el semiplano superior en el plano
w. Si un punto de la primer circunferencia se mueve en sentido positivo desde
el eje real positivo hasta el eje imaginario positivo, su imagen sobre la segunda
circunferencia, se mueve en sentido positivo desde el eje real positivo hasta el eje
negativo Figura(2.29). Asi que si se toman todos los valores positivos para r( los

correspondientes arcos en los planos z y w llenan el primer cuadrante y el semi-
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plano superior, respectivamente. El punto z = 0 es aplicado claramente sobre el
punto w = 0. La transformacién (2.48) es una aplicacién uno a uno del primer
cuadrante {r > 0, 0 < 6 < 71/2} del plano z sobre la mitad superior {p > 0,

0>, 0<¢ <m}delplanow, como indica la figura (2.29).

Ahora tomando el semiplano superior r > 0,0 < 6 < 7 del plano z obtenemos

las siguientes expresiones

r>0=1r>0

== p = r2; por ecuacion 2.49

—p0>0

asi, el semiplano superior se aplica sobre el plano w, representado en coordenadas
polares (p,$), donde p > 0y 0 < ¢ < 27. Sin embargo, en este caso la transfor-
macién no es uno a uno, ya que tanto el eje real positivo como el eje real negativo

del plano z se aplican sobre el eje real positivo del plano w.
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Figura 2.29: w = z2

En cuanto a las curvas en el plano, es preferible trabajar con coordenadas carte-
sianas.

Cuando z = x + iy y w = u + iv, la transformacién (2.48) se convierte en
u+iv = x* —y? + 2xyi
0 sea,
u=x*>—y*v=2xy (2.50)
donde w transforma hipérbolas del plano z a rectas en el plano w.

Ejemplo 2.24. Demostrar que cada rama de la hipérbola x*> — y?> = c(c1 > 0) se aplica

de manera uno a uno sobre la recta vertical u = ¢, mediante la transformacién w = z2.

Solucién. Sea z = x + iy, por hipétesis x> — y> = c¢1(c; > 0), por (2.50) se tiene que,

u = x*—y?yov=_2xyasi que,

2

Py =c = u=x

2
_y :Cl

— U =0
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Cuando (x,y) es un punto de algunas de las ramas, x es de la forma

xz—y2:c1:>x2:y2+c1

— x =14/ 4+

Cuando en particular (x,y) estd en la rama derecha x = /y? + c1, podemos ex-

presar a u y v de la siguiente manera

u=c y v=2/y*+c (—o0 <y < )

Si (x,y) se mueve a lo largo de la rama derecha de la hipérbola con —oo < y < oo,
(u,v) se mueve a lo largo de la recta vertical u = ¢;.
Cuando (x,y) estd en la rama izquierda x = —/y? + c1, podemos expresar a u y

v de la siguiente manera

u=c y v=-2y\/y*+c (—o0 <y < o0)

Si (x,y) se mueve a lo largo de la rama izquierda de la pardbola con y de —oc a oo,
(u,v) se mueve hacia arriba a lo largo de la recta vertical u = c;.
Asi cada rama de la hipérbola x? — y?> = ¢1(c; > 0) se aplica de manera uno a uno

sobre la recta u = ¢; como muestra la figura (2.30).
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w=c; >0

\ ———————— —=fb==v=0c;>0
\. /
-

Figura 2.30: w = z2

Ejemplo 2.25. Encontrar el transformado de cada rama de la hipérbola 2xy = cp(ca > 0)

mediante la transformacion w = z°.

Solucién. Sea z = x + iy, supongamos que (x,y) estd en la rama que se encuentra

en el primer cuadrante, donde 0 < x < co. Despejando y tenemos que
Xy = =y =

Por (2.50) se tiene que

2

2 2 2 2
U=X"—1Y = Uu=x —<—>
Y 2x

2

2 G

== U =x" — =

4x2

Ademads, como v = 2xy, se obtiene

2xy = cp = v = 2XY = (2

—0v=0
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Por lo que,

Observemos que

Ademas,

U=x"——%5 'y 0=o0

2 (0 < x < o0)

Jim (1) = oo

Notemos que cuando x — oo, entonces u — oo,y si x — 0, entonces u — —oo.

Cuando (x,y) se mueve a lo largo de la rama derecha de la hipérbola, con x de 0

a oo, (1,v) se mueve a la derecha a lo largo de la recta horizontal v = c.

Cuando (x,y) estd en la rama inferior se tiene que

c
2xy=c2:>x:—2

2y
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luego

u:xz—y2:>u:——y

Asi,

2

u=x*-yY=u=-2-y* y v=oc (—o0o <y <0)

Observemos que

Ademas,

lim (1) = o0
y—0

Asi, cuando y — —oo, entonces u — —oo, si y — 0, entonces u — oo. Cuando
(x,y) es un punto que se mueve hacia arriba de la rama inferior, su imagen (u, v)

se mueve a la derecha de la recta v = c;. Figura(2.30).
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Por lo tanto, el transformado de cada rama de la hipérbola 2xy = cy(c; > 0)

mediante la aplicacién w = z? es la recta v = ¢, del plano w.

Ejemplo 2.26. La region {z = x +iy : x > 0,y < 0,xy < 1} consta de todos los

puntos de las ramas superiores de las hipérbolas xy = c, con 0 < ¢ < 1. Encontrar el

transformado de esta region en el plano w mediante la transformacién w = z2.

Solucién. Sea R = {z = x+iy : x > 0,y < 0,xy < 1} la regién que consta de
todos los puntos de las ramas superiores de la familia de hipérbolas xy = ¢, con

0 < ¢ < 1. De la ecuacién 2.50, sabemos que los valores de u y v son
u=x>—y*> y v=2xy

Como xy = ¢, tenemos que,

Xy =c=—v=20y=2c

—v=2

luego,

0<c<1=2(0) <2c<2(1)
—0<2c<2

—0<0v<?2

Asi, el transformado de la regién R, en el plano w es la regiéon {w = u +iv :
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0 < v < 2}. Por la ecuacién (2.50), la imagen de un punto (0,y) en el plano z
es (—yz,()). Por tanto, cuando (0,y) se desplaza hacia abajo hasta el origen a lo
largo del eje y, su imagen se desplaza hacia la derecha a lo largo del eje u negativo
y alcanza el origen en el plano w. La imagen de un punto (x,0) es (x2,0), esa
imagen se desplaza hacia la derecha desde el origen a lo largo del eje u como (x,
0) se desplaza hacia la derecha desde el origen a lo largo del eje x.

La imagen de la rama superior de la hipérbola xy = 1 es la recta horizontal v = 2

ya que,

xy=1=v=2xy=2(1)

—v=2

Por lo que, el transformado de la regiéon {z = x+iy : x > 0,y > 0,xy < 1}
mediante la transformacién 2.48 en el plano z, es laregion {w = u+iv: 0 < v <
2} en el plano w, como se indica en la figura 2.31.

v v

A D
D’ 2i E’

Figura 2.31: w = z2
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Capitulo 3

Transformaciones Conformes y

Algunas de sus Aplicaciones

3.1. Transformaciones Conformes

En la seccién 2.1 vimos que una transformacién afin no constante actta ro-
tando, ampliando y trasladando puntos en el plano complejo. Como resultado,
el dngulo entre cualesquiera dos arcos que se intersectan en el plano z es igual
al angulo entre las imagenes de los arcos en el plano w bajo una transformacién
afin. Los mapeos complejos que tienen la propiedad de preservar el angulo se
llaman transformaciones conformes. En esta secciéon definiremos y discutiremos
formalmente las transformaciones conformes. Demostraremos que cualquier fun-
cién compleja analitica es conforme donde la derivada no es cero. Consecuente-
mente, todas las funciones elementales estudiadas en el capitulo 2 son conformes
en algtin dominio D. Posteriormente en este capitulo, veremos que las transfor-
maciones conformes tienen importantes aplicaciones a problemas con valores en

la frontera que involucran a la ecuacién de Laplace.
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3.1.1. Transformaciones Conformes

Suponga que w = f(z) es una transformacién compleja definida en un do-
minio D. Se dice que la transformacién es conforme en un punto zg en D si se
conserva el dngulo entre dos curvas cualesquiera que se intersectan en zp. Para
hacer preciso este concepto, suponga que C; y C; son suaves en D que se intersec-
tan en z( y tiene una orientacion fija. Sean z1 (t) y z»(t) parametrizaciones de C; y
Cy tal que z1(t9) = z2(tp) = zo, donde las orientaciones en C; y C; corresponde a

valores crecientes del parametro .

Dado que C; y C; son suaves, los vectores tangentes z; = 2 (t9) y 2} = z(to)
son distintos de cero. Se define el dngulo entre C; y C; como el angulo 6 en el

intervalo [0, 7] entre los vectores tangentes z] y z5. Vea la figura 3.1

y

Figura 3.1: El 4ngulo 6 entre C; y C;

Ahora suponga que bajo la transformaciéon compleja w = f(z) las curvas C;
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y C; en el plano z se mapean sobre las curvas C] y C} respectivamente, sobre el
plano w. Dado que C; y C; se intersectan en zj, debemos tener que Cj y Cj se
intersectan en f(zp). Si C} y C} son suaves, entonces el angulo entre C] y C} en
f(zp) se define de forma similar como el d4ngulo ¢ en el intervalo [0, 7] entre los
vectores tangentes definidos de forma similar w) y w). Decimos que los éngulos 6

y ¢ son iguales en magnitud si 6 = ¢.

En el plano z, el vector z} cuyo punto inicial es zy, puede rotarse a través del
angulo 6 sobre el vector z5. Esta rotacién es contra las manecillas del reloj o en la
direccién de éstas. Del mismo modo, en el plano w, el vector w) cuyo punto inicial
es f(zo) se puede rotar en cualquier sentido, ya sea en contra de las manecillas del
reloj o en la direccion de éstas, un angulo de ¢ sobre el vector w). Si la rotacion
en el plano z se encuentra en la misma direccién que la rotacién en el plano w, se
dice que los dngulos 0 y ¢ tienen el mismo sentido. El siguiente ejemplo ilustra

estos conceptos.

Ejemplo 3.1 (Magnitud y sentido de los angulos). Sean z;(t) = t + (2t — t?)i
yzot) = t+ %(t2 +1)i; 0 < t < 2 las parametrizaciones de las curvas Cy y Ca.
Estudiar la magnitud y sentido de los dngulos entre las curvas Cy y Cy y sus imdgenes

correspondientes bajo la aplicacion w = z.

Solucién. Las curvas suaves Cj y C; que se muestran en la figura 3.2(a) estdn dadas
por zy(t) = t+ (2t —2)iy zp(t) = t+ 3(#* +1)i, 0 < t < 2, respectivamente.
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Estas curvas se intersectan en el punto zp = z1(1) = zp(1) = 1 +i. Los vectores
tangentes en zp son z; = z{(1) = 1y z}, = z5(1) = 1 +i. Ademds, en la figura
3.2(a) vemos que el dngulo entre C; y C; en zp es § = 7t/4. Bajo la aplicaciéon
w = Z, las imdgenes de C; y C; son las curvas C; y C), respectivamente, que
se muestran en la figura 3.2(b). La imagen de estas curvas estdn parametrizadas
porw; = t— (2t —t2)iy wy(t) = t — (> +1)i, 0 < t < 2,y se intersectan
en el punto wy = f(z9) = 1 —i. Ademads, en wy tenemos los vectores tangentes
w) = wi(1) =1y w) = wy(1l) =1—1iaC]y C}, respectivamente. Revisando la
figura 3.2(b) indica que el &ngulo entre C| y C} en wg es 6 = 71/4. Por tanto, los
angulos 0 y ¢ son iguales en magnitud. Sin embargo, debido a que la rotacién de
7t/4 del vector z) sobre z} debe ser en contra de las manecillas del reloj, mientras que
la rotacion de 71/4 de w] sobre w) debe ser en el de las manecillas del reloj, llegamos

a la conclusion de que 0 y ¢ no tienen el mismo sentido.

i 0.5 1 1.5 2
-05F (e
i w
-1 1
: )\vﬂ'/-‘l
w=z -15F
— ; wh
2F (&)
o5k

(b) Imégenes de las curvas en (a) ba-

(a) Curvas C; y Cp en el plano z jow=2

Figura 3.2: Figura para el ejemplo 3.1

Con la terminologia referente a la magnitud y al sentido de un angulo estable-
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cido, ahora estamos en condiciones de dar la siguiente definiciéon precisa de una

transformacion conforme.

Definicién 3.1 (Transformacién conforme). Sea w = f(z) una transformacion com-
pleja definida en un dominio D y sea zoy un punto en D. Entonces decimos que w = f(z)
es conforme en z si para todo par de curvas suaves orientadas C1 y Cy en D que se in-
tersectan en zq el dngulo entre C1 y Cy en zg es igual al dngulo entre las curvas imagen

1y Cyen f(zo) en magnitud y sentido.

También vamos a utilizar el término transformacién conforme para referirnos
a un mapeo complejo w = f(z) que es conforme en zy. Ademds, si w = f(z)
mapea un dominio D sobre D’ y si w = f(z) es conforme en todos los puntos en
D, entonces se llama a w = f(z) un mapeo conforme de D sobre D’. De la seccién
2.1 deberia ser claro que si f(z) = az + b es una transformacion afin con a # 0,
entonces w = f(z) es conforme en todos los puntos en el plano complejo. En el
ejemplo 3.1 hemos demostrado que w = z no es una transformacién conforme en
el punto zp = 1 + i, porque los dngulos 0 y ¢ son iguales en magnitud pero no en

sentido.

3.1.2. Angulos entre Curvas

La definicién 3.1 rara vez se utiliza directamente para demostrar que un ma-
peo complejo es conforme. Mds bien, vamos a demostrar en el teorema 3.1 que una
funcién analitica f es un mapeo conforme en z siempre que f’(z) # 0. Para probar
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este resultado es necesario un procedimiento para determinar el &ngulo(en mag-
nitud y sentido) entre dos curvas suaves en el plano complejo. Para este propésito,

la forma mas eficaz de hacerlo es utilizar el argumento de un nmero complejo.

Vamos a adoptar de nuevo la notaciéon de la figura 3.1, donde C; y C; son cur-
vas suaves parametrizadas por z1(t) y z(t), respectivamente, que se intersectan
en z1(tg) = za2(tg) = zo. El requisito de que C; sea suave asegura que el vector
tangente a Cy en zo, dado por z| = z|(t9), es distinto de cero, por lo que arg(z})
se define y representa un angulo entre el vector posicién z} y el eje x positivo.
Del mismo modo, el vector tangente a C; en zg, dado por z, = z,(t) es distinto
de cero y arg(z)) representa un angulo entre el vector de posicion z) y el eje x

positivo.

A
) arg (z5) —arg (z})

,
21

(@]

Figura 3.3: El &ngulo entre C; y C;

Se observa de la figura 3.3 que el dangulo 6 entre C; y C; en z es el valor de

arg(zy) —arg(z1) (3.1)
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en el intervalo [0, 77|, siempre que podamos rotar z| en sentido contrario a las
manecillas del reloj alrededor de 0 a través del angulo 6 sobre z5. En el caso de
que se necesite una rotacioén en el sentido de las manecillas del reloj, entonces —0
es el valor de (3.1) en el intervalo (—7,0). En cualquier caso, observamos que
(3.1) da tanto la magnitud como el sentido del angulo entre C; y C; en zg. Como
ejemplo, consideremos las curvas Cj, C; y sus imégenes bajo el mapeo complejo
w = z en el ejemplo 3.1. Tengamos en cuenta que el tnico valor de

arg(zy) —arg(z}]) = arg(1 +1i) —arg(l) = g +2n,

n =0,4,1+, £2, ... que se encuentra en el intervalo [0, 7t] es 77/4. Por tanto, el an-
gulo entre C1 y C; es 8 = 71/4, y la rotacion de z] sobre 2} es contra las manecillas
del reloj. Por otra parte,

arg(wj) — arg(w)) = arg(1 —i) —arg(1) = —g +2n7,

n = 0,£,14,+2,... no tiene valor en [0, 7t], pero tiene el valor tnico —71/4 en el
intervalo (—7t,0). Por tanto, el &ngulo entre C} y C) es 6 = 71/4 y la rotacién de

w) sobre w) es en el sentido de las manecillas del reloj.

Existe un problema al momento de determinar el d&ngulo entre dos curvas C;

y C2 en un punto donde una (o ambas) curvas tienen un vector tangente cero.
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Supongamos que C; y C; estan parametrizadas con z1(t) y za(t), respectivamen-
te, y que las curvas se intersectan en z1(fg) = za2(tg) = zo. Supongamos también
que tanto z; y zp son funciones derivables de t, y sea z| = z(fo) y z5 = z5(to).
El problema es que la expresion [arg(z;) — arg(z])] no representa el dngulo entre
C1y Cy, si ya sean z] o zj cero. La funcién arg(z) no estd definida en z = 0. Por
tanto, [arg(z}) — arg(z})] no representa el angulo entre las dos curvas C] y C}, si
cualesquiera z o z}, es cero. Consideremos el caso cuando ambos z} y z) son igua-
les a cero. En este caso, tanto arg(z}) y arg(z5) no estan definidos. Por lo tanto,

tampoco se define su diferencia.

La expresion

lm [arg(z2(t) — 0)] ~ lim [arg(z1 (1) — 20)] (32)

t—tp

representa el angulo entre C; y C,, independientemente si z| o z) es cero. La
expresion tlgrt}) larg(za(t) — zo)] estd bien definida. La variable t nunca se acer-
ca plenamente a ty) y z # 0 en la vecindad de t = ty. Por tanto, la expresién
th_)n;) larg(z(t) — zo)] significa el argumento de una seccién pequena de Cy, en la
vecindad de zj. La expresion tlgrt}) larg(z1(t) — zp)] se explica de una manera simi-

lar, para C;. Por lo tanto, se concluye que las diferencias entre las dos expresiones

anteriores representa el &ngulo entre las dos curvas en z = zj.
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3.1.3. Funciones Analiticas
Ahora usamos (3.1) para demostrar el siguiente teorema.

Teorema 3.1 ( Transformacién conforme). Si f es una funcién analitica en un dominio
D que contiene a zo, y si f'(zg) # 0 entonces w = f(z) es una transformacién conforme

en zo.

Demostracion. Supongamos que f es analitica en un dominio D que contiene a z,
y que f’(z9) # 0. Sean C; y C, dos curvas suaves en D parametrizadas por z; ()
y z(t), respectivamente, con z1(tyg) = z2(ty) = zp. Ademads, supongamos que
w = f(z) aplica las curvas C; y C, sobre las curvas C; y Cj. Queremos demostrar
que el angulo 6 entre C; y C; en 2 es igual al &ngulo ¢ entre C] y Cj en f(zg), tanto
en magnitud como en sentido. Podemos suponer, que z| = z}(tp) se puede rotar
en sentido contrario a las manecillas del reloj alrededor de 0 un dngulo 6 sobre
zh = zh(tp). Por tanto por (3.1), el dngulo 6 es el tnico valor de arg(z)) — arg(z})
en el intervalo [0, 77]. De (1.22), C] y C} se parametrizan con wy(f) = f(z1(t)) y
wy(t) = f(z2(t)). Para calcular los vectores tangentes w) y w) para C; y C, en

f(z0) = f(z1(ty)) = f(z2(to)) se utiliza la regla de la cadena

wy = w(to) = f'(z1(to)) - 21(to) = f'(20) - 21

wy = wy(to) = f'(za(t)) - z3(to) = f'(20) - 23
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Ya que C; y C; son suaves, tanto zj como z) son distintas de cero. Por otra parte,
segtn nuestra hip6tesis, tenemos f’(zg) # 0. Por lo que, tanto wj como w) son

distintos de cero, y el dngulo ¢ entre C} y C} en f(zp) es un valor de

arg(wjy) — arg(wy) = arg(f'(20) - 25) — arg(f'(z0) - 21)

Ahora aplicando la propiedad (1.2) tenemos

arg(wy) — arg(w}) = [arg(f'(z0)) + arg(z;)] — [arg(f'(z0)) + arg(z})]

= arg(z;) — arg(z})

Esta expresion tiene un valor tnico en el intervalo [0, 7t], a saber, 6. Por tanto, 6 =
¢, tanto en magnitud como en sentido, asi que w = f(z) es una transformacién

conforme en zj. $

Usando el teorema 3.1 es relativamente facil determinar donde una funcién

analitica es una transformacion conforme.

Ejemplo 3.2 (Transformaciones Conformes). Comprobar donde son conformes las

transformaciones f1(z) = e*y fo(z) = 2>

Solucion.

a) Por el teorema 3.1 la funcién entera f1(z) = e* es conforme en todos los
puntos del plano complejo ya que f{(z) = e* # 0 para todo z € C.
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b) Por el teorema 3.1 la funcién entera f(z) = z* es conforme si z # 0 ya que

f3(z) =2z # 0 cuando z # 0.

3.1.4. Puntos Criticos

En general, si una funcién compleja f es analitica en un punto zg y si f'(zg) =
0, entonces zg es llamado punto critico de f. Aunque esto no se deduce del teo-
rema 3.1, es cierto que las funciones analiticas son no conformes en los puntos
criticos. Mas especificamente podemos demostrar que el aumento de los dngulos

se produce en un punto critico.

Teorema 3.2 ( Aumento de dngulo en un punto critico). Sea f analitica en el punto
critico zg. Si k > 1 es un entero tal que f'(zo) = f"(z0) = -+ = fF(z) =0y
f*(z0) # 0, entonces el dngulo entre cualesquiera dos curvas suaves que se intersectan en
zo aumenta en un factor de k por el mapeo complejo w = f(z). En particular, w = f(z)

no es un mapeo conforme en zp

Demostracién. Dado que f es analitica en zy, esta tiene una expansion en series de

£ (z0)

Taylor. Puesto que a, = ~—

=0,paran =1,2,3, ..,k — 1, la representacién en

series para f es

f(z) = f(z0) + ax(z — z0)* + a1 (z — z0) T+ - - (3.3)

De la ecuacioén (3.3) concluimos que
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f(z) = f(z0) = ax(z — 20)F 4 a1 (z — zo) L+ - -

= (Z — Zo)k[ak + a4 (Z — Z()) + ak+2(z — 20)2 +--- ]
Es dedir,
f(z) = f(z0) = (z —20)"g(2) (3.4)

donde

g(z) = ay + agy1(z — 20) + agyo(z — 20)* + -+

que es analitica en zg y

g(Z()) = 4aj 7& 0 (3-5)

Si wy = f(zp), entonces de la ecuacion (3.4), se deduce que

arg(f(z) —wo) = arg|f(2) — f(20)]

— karg(z — z0) + arg(g(2))
Asi,
arg(f(z) —wo) = karg(z — zo) + arg(g(z)) (3.6)
donde se ha utilizado la identidad (1.2).
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Si C es una curva que pasa por zg y z — 2o a lo largo de C, entonces por (3.3) el

angulo de inclinacién del vector tangente T a C esta dado por
0 = Zh_)n;0 arg(z — zo) (3.7)

Similarmente, el angulo de inclinacion del vector tangente T’ a la curva imagen

C’ de C bajo w = f(z) esta dado por
p = lim arg(f(z) — wo) 69

Tomando limite cunado z tiende a zg en (3.6) y utilizando (3.5), (3.7), (3.8) se tiene

¢ = ko + arg(g(z0))

= kb + arg(a)

Asi,

¢ = k6 + arg(ay) (3.9)

Sean C; y C; dos curvas que pasan por zg y sean 87 y 6, los &ngulos de inclinaciéon
de los vectores tangentes a C; y Cp, respectivamente, en zy y sean ¢; y ¢ los
angulos de inclinacién de los vectores tangentes de las curvas imagen C] y C,

respectivamente en el punto wy = f(zp). Entonces por (3.9) tenemos
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Pp1 = kb1 +arg(ay) v ¢o = kO, + arg(ay)
Por lo tanto,

¢1 — kb = arg(ax) 'y ¢2— kb, = arg(ay)

Es decir,

o1 — k6, = ¢ — k6,

¢ — o = k(62 — 01)

lo que implica que el dngulo entre C} y C} es k veces mds grande que el dngulo

entre C; y Co. %

Ejemplo 3.3 ( Mapeos conformes). Determinar todos los puntos en los que el mapeo

f(z) = sen(z) es conforme.

Solucién. Por el teorema 1.19 la funcién f(z) = sen(z) es entera 'y f'(z) = cos(z).
Ademas de (1.85) se tiene que cos(z) = 0siysblosiz = 2n+1)/2, n =
0,+£1,+£2, ..., y asi cada uno de estos puntos es un punto critico. Por el teorema 3.1,
w = sen(z) es un mapeo conforme para todoz # (2n+1)w/2,n =0,£1,£2, ...,
Por otra parte, w = sen(z) no es un mapeo conforme enz = (2n+1)t/2,n =
0,£1,4£2,.... Debido a que f(z) = —sen(z) = %1 en los puntos criticos de f, el

teorema 3.2 indica que los dngulos en estos puntos aumentan por un factor de 2.
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El aumento del dngulo en un punto critico del mapeo complejo w = sen(z)
en el ejemplo 3.3 se puede ver directamente. Por ejemplo, consideremos el punto
critico z = 71/2. Bajo w = sen(z), el rayo vertical C; en el plano z que sale de
z = m/2y dado por z = /2 +iy, y > 0, se mapea sobre el conjunto en el
plano w dado por w = sen(7t/2)cosh(y) + icos(rt/2)senh(y), y > 0. Ya que
sen(7t/2) = 1y cos(rt/2) = 0, la imagen se puede escribir como w = cosh(y),
y > 0. Es decir, la imagen C] es un rayo en el plano w que sale de w = 1y que
contiene al plano w = 2. Un anadlisis similar muestra que la imagen C} del rayo
vertical C; dado porz = /2 +iy, y < 0, es también un rayo que saledew =1y
que contiene al punto w = 2. Es decir, C{ = Cj. Eldngulo entre los rayos C; y C; en
el plano z es 7T, por lo que el teorema 3.2 implica que el &ngulo entre sus imagenes
en el plano w se incrementa a 27, o, equivalentemente, 0. Esto concuerda con la

observacion de que C| = C}. Ver figura 3.4.

y

2 A 2
2+
15+
1 5
! A
05
r Cy=C4
1 - - - ! 5 X 1 1 I 5 L L P 1
n T i n T sen(z 1 -
75 6. | © 3 3/ (2), 3 2 -1 1 2 3
1t o 1 B
-15¢ C
ol Y —2F
(a) El angulo entre los rayos vertica- (b) El angulo entre las imagenes de
les en el plano z es 7 los rayos en (a) es 27t 0 0

Figura 3.4: La transformaciéon w = sen(z)
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3.1.5. Transformaciones Conformes Usando Tablas

En la siguiente seccién se introducird un método para resolver un determina-
do problema con valores en la frontera usando mapeos complejos. En concreto,
veremos que un problema de Dirichlet en un dominio D complicado se puede
resolver encontrando un mapeo analitico de D sobre un dominio D’ més sencillo
en el que el problema de Dirichlet ya ha sido resuelto. Al final de este capitulo ve-
remos una aplicacion similar de los mapeos conformes a un tipo generalizado de
problema de Dirichlet. En estas aplicaciones, nuestro método para producir una
solucién en un dominio D primero necesitard que encontremos un mapeo confor-
me de D sobre un dominio simple D’ en el que el problema asociado con valores
en la frontera tenga una soluciéon. Una ayuda importante en esta tarea es la tabla

de transformaciones conformes dados en el apéndice A.

Los mapeos del apéndice A se han clasificado como mapeos elementales (E-1 a
E-9), mapeos sobre semiplanos (H-1 a H-6), mapeos sobre regiones circulares (C-1
a C-5) y misceldnea de mapeos (M-1 a M-10). Muchas propiedades de los mapeos
que se presentan en esta tabla se han analizado en el capitulo 2. Cuando utilicemos
la tabla, en algunos casos el mapeo deseado aparecera como una sola entrada
en la tabla, mientras que en otros casos se pueden requerir uno o mas mapeos
sucesivos de la tabla. También se observa que los mapeos del apéndice A son, en

general, sélo transformaciones conformes de los interiores de las regiones que se
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muestran. Por ejemplo, es evidente que el mapeo complejo que se muestra en la
entrada E-4 no es conforme en B = 0. Como regla general, cuando nos referimos
a una transformacién conforme de una regioén R sobre una region R’ requerimos

para ello que la transformacién sea conforme en los puntos del interior de R.

Ejemplo 3.4 ( Uso de una tabla de mapeos conformes). Usar el apéndice A para
encontrar un mapeo conforme de la franja horizontal infinita 0 <y <2, —co < x < o,

sobre el semiplano superior v > 0. Bajo este mapeo, ;cudl es la imagen del eje x negativo?.

Solucién. En la entrada H-2 en el apéndice A se presenta un mapeo de una franja
infinita horizontal sobre el semiplano superior. Haciendo a = 2, se obtiene el
mapeo deseado w = e’?/2. De H-2 también vemos que los puntos marcados Dy
E = 0 en el gje x negativo en el plano z se mapean sobre los puntos D' y E' =

en el eje u positivo en el plano w. De las posiciones relativas de estos puntos,
concluimos que el eje x negativo se mapea sobre el intervalo (0, 1] en el eje u con

w = e™/2 Ver la tigura 3.5.

y v
C 2i| B A
w=ez/2
—
-1 1
X > ® u
D E F A/ B/ C/ DI E/ FI
(a) Franja horizontal 0 <y <2 (b) Imagen de la franja (a)

Figura 3.5: Figura para el ejemplo 3.4
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Ejemplo 3.5 ( Uso de una tabla de mapeos conformes). Usar el apéndice A para
encontrar una transformacion conforme de la franja horizontal infinita 0 <y < 2, —oo <
x < oo, sobre el disco unitaria |w| < 1. Bajo esta transformacién, ; cudl es la imagen del

eje x negativo?.

Solucién. El apéndice A no tiene una entrada que mapee una franja horizontal
infinita en el disco unitario. Por tanto, construimos un mapeo conforme que hace
esto componiendo dos mapeos de la tabla. En el ejemplo 3.4 se encontr6é que la
franja horizontal infinita 0 < y < 2, —c0 < x < 00, se mapea sobre el semiplano
superior por w = e’%/2, Ademas, desde la entrada C-4 vemos que el semiplano
superior se mapea sobre el disco unitario por g(z) = ;—2 La composicion de estas

dos funciones

i— enz/z

- i+ enz/z

w = g(f(2))

por tanto, mapea la franja 0 <y < 2, —oo < x < oo, sobre el disco unitario

|w| < 1. Bajo el primero de estos mapeos sucesivos, el eje real negativo se mapea

sobre el intervalo (0, 1] en el eje real como se observé en el ejemplo 3.4. Examinan-

do la entrada C-4 ( o la figura 3.6) se encuentra que el intervalode 0 a C = 1 se

mapea sobre el arco circular de 1 a C' = i en la circunferencia unitaria |w| = 1.

Por tanto, concluimos que el eje real negativo se mapea sobre el arco circular de 1
i— e’?/2

a i en la circunferencia unitaria bajo w = ——.
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‘ D u
w=irs A 1
-1 1
@ @ X
A B C D
B/
(a) Imagendelafranja0 <y < 2en (b) Imagen del semiplano en (a) ba-
w = e/ jow = ==
i+z

Figura 3.6: Figura para el ejemplo 3.5

3.2. Aplicaciones de las Transformaciones Conformes

En la seccién 1.3 vimos que si la funcién f(z) = u(x,y) + iv(x,y) es analitica
en un dominio D, entonces las partes real e imaginaria de f son arménicas, es
decir, tanto u como v tienen segundas derivadas parciales continuas y satisfacen
la ecuacion de Laplace en D:

?u  *u %v 9%

Por el contrario, si sabemos que una funcién u(x,y) es armonica en D, pode-

mos encontrar una tnica (excepto por una constante aditiva) armonica conjugada

v(x,y) y construir una funcién f(z) que es analitica en D.

En las ciencias fisicas e ingenieria, la ecuacion diferencial parcial de Laplace se
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encuentra con frecuencia como un modelo matematico de un fenémeno indepen-
diente del tiempo, y en ese contexto, el problema que enfrentamos es resolver la
ecuacion dada sujeta a ciertas condiciones de la fisica llamadas condiciones fron-
tera. Debido a la relacién que se presenta en (3.10), las funciones analiticas son las
fuentes de un ntimero ilimitado de soluciones de la ecuacién de Laplace, y pode-
mos ser capaces de encontrar una que se ajuste al problema en cuestién. Esta es
s6lo una razén por la cual la teoria de variables compleja es tan fundamental en

estudio de las matematicas aplicadas.

Comenzamos esta secciéon demostrando que las curvas de nivel de las partes

reales e imaginarias de una funcién analitica f(z) = u(x,y) + iv(x,y) son dos fa-

milias ortogonales de curvas.

Familias Ortogonales. Suponga que la funcién f(z) = u(x,y) + iv(x, y) es analiti-

ca en un dominio D. Entonces las partes real e imaginaria de f se pueden utilizar

para definir dos familias de curvas en D. Las ecuaciones

u(x,y)=c y o(xy) =c (3.11)

donde c; y ¢z son constantes reales arbitrarias, se llaman curvas de nivel de u y
v, respectivamente. Las curvas de nivel (3.11) son familias ortogonales. A grandes

rasgos, esto significa que cada curva de una familia es ortogonal a cada curva de
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la otra familia. Mdas precisamente, en un punto de interseccién zp = xo + yo, donde
supondremos que f’(z) # 0, la recta tangente L; a la curva de nivel u(x,y) = ug
y la recta tangente L, a la curva de nivel v(x,y) = v son perpendiculares. Vea

la figura 3.7. Los ntmeros 1 y vp se definen evaluando a u y a v en zy, es decir,

c1 = u(xp,Y0) = g y c2 = v(x0,Y0) = 0p.

v(x, ¥) =17y

Figura 3.7: Las tangentes L y L; en el punto de interseccién zy son perpendicula-
res

Para probar que L; y L, son perpendiculares en zp demostramos que la pen-
diente de una tangente es el reciproco negativo de la pendiente de la otra, demos-
trando que el producto de las dos pendientes es -1. Comenzamos por derivar a
u(x,y) = up y v(x,y) = vy respecto a x utilizando la regla de la cadena de la

derivacién parcial:

ou odudy Jv dvdy
a+@ﬂ_0 y 8x+aydx_0
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Entonces resolvemos cada una de las ecuaciones anteriores para dy /dx:

pendiente de una curva u(x,y)=ug pendiente de una curva v(x,y)=uvg
dy  du/ox dy  dv/dx
dx —  ou/dy dx ~  9v/dy (-12)

En (x9,y0) vemos de (3.12), las ecuaciones de Cauchy-Riemann u, = Uy, Uy =

—vy, y de f'(z9) # 0, que el producto de las dos funciones pendientes es

ou/ox dv/dx\ _ (dv/dy\ ( dv/dx\ _
<_8u/8y> (_8?}/8y> - (av/ax> ( av/ay) =1 313

Vector Gradiente. En calculo vectorial, si f(x,y) es una funcion escalar derivable,

entonces el gradiente de f ya sea escrito como grad f o V f (el simbolo V se llama

nabla o del), se define como el vector bidimensional

_of. . of,
Vf= g“r@] (3.14)

Como se muestra a color en la figura 3.8, el vector gradiente V f(xo, o) en un
punto (xo, yo) es perpendicular a la curva de nivel f(x,y) que pasa por ese punto,

es decir, a la curva de nivel f(x,y) = co, donde ¢y = f(x0,yo).
Para ver esto, supongamos que x = g(t), y = h(t), donde xy = g(to), yo =
h(ty) son las ecuaciones paramétricas para la curva f(x,y) = co. Entonces la deri-

vada de f(x(t),y(t)) = co respecto a t es
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of dx  fdy _

dxdt oydt (3.15)

Este ultimo resultado es el producto de (3.14) con el vector tangente r'(f) =
x'(t)i+ y'(t)j. Concretamente, en t = f, (3.15) muestra que si ' (t) # 0, entonces
V f(x0,y0) - ¥'(to) = 0. Esto significa que V f es perpendicular a la curva de nivel

en (X0, Yo)-

Curva de nivel
flx, ) =¢,

/ Tangente

(xor Yo) Vflxy, 1)

Figura 3.8: El gradiente es perpendicular en la curva de nivel (x, yo)

Campos gradiente. En el andlisis complejo los campos vectoriales bidimensio-

nales F(x,y) = P(x,y)i + Q(x,y)j definidos en un dominio D del plano, son de
interés ya que F se puede representar de manera equivalente como una funcién
compleja f(z) = P(x,y) +iQ(x,y). De particular importancia en ciencia son los
campos vectoriales que se pueden escribir como el gradiente de alguna funcién
escalar ¢ con segundas derivadas parciales continuas. En otras palabras, donde el
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campo F(x,y) = P(x,y)i+ Q(x,y)j es igual a

d d
F(x,y) =V¢ = %i + %j (3.16)

por lo que P(x,y) = d¢/dx y Q(x,y) = 9¢/dy. Tal campo vectorial F se llama
campo gradiente y ¢ se llama funcién potencial o simplemente potencial de F.
Los campos gradiente se presentan en forma natural en el estudio de la electrici-
dad y el magnetismo, de flujo de fluidos, en gravitacion, y en las temperaturas de
estado estable. En un campo gravitacional, el trabajo realizado por la fuerza sobre
una particula que se mueve de la posicién A a la posicién B es igual en todas las
trayectorias entre estos puntos. Ademads, el trabajo realizado por la fuerza a lo lar-
go de una trayectoria cerrada es cero, en otras palabras la ley de conservacién de
la energia mecdnica es : energia cinética+energia potencial=constante. Por esta razon,

los campos gradiente también se conocen como campos conservativos.

En el estudio de la electrostética la intensidad del campo eléctrico F debido
a un conjunto de cargas estacionarias en una regién del plano estd dada por
F(x,y) = —V¢, donde la funcion de valor real ¢(x,y) se denomina potencial
electrostatico. La ley de Gauss establece que la divergencia del campo F, es decir,
V -F = Py + Qy es proporcional a la densidad de carga p, donde p es una funcién
escalar. Si la region del plano esta libre de cargas, entonces, la divergencia de F es

cero. Puesto que F = —V¢, si V - F = 0, entonces
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_ op, 9.\ P9 ¢
V-E=V <—£1—@])— 9x2 92 =0’

0 V2¢ = 0. En otras palabras: la ecuacién de la funcién potencial ¢ satisface la

ecuacién de Laplace y es, por tanto, armonica en algtin dominio D.

Potencial Complejo. En general si una funcién de potencial ¢(x,y) satisface la

ecuacioén de Laplace en un dominio D, es arménica y sabemos de la seccion 1.3 que
existe una funcién arménica conjugada (x,y), definida en D tal que la funcién

compleja

O(z) = ¢(x,y) +ip(x,y) (3.17)

es analitica en D. La funcién )(z) en (3.17) se llama potencial complejo co-
rrespondiente al potencial real ¢. Como hemos visto en la discusién inicial de esta
seccidn, las curvas de nivel ¢, ¢(x,y) = c1, se llaman curvas equipotenciales, es
decir, curvas a lo largo de las cuales el potencial es constante. En el caso en que ¢
representa un potencial electrostatico, la intensidad de campo eléctrico F se debe
dirigir a lo largo de la familia de curvas ortogonales a las curvas equipotenciales
porque la fuerza del campo es el gradiente del potencial ¢, F(x,y) = —V¢, y se
demostré en (3.15), el vector gradiente en un punto (xo, o) es perpendicular a una

curva de nivel ¢(x,y) = ¢2, que son curvas ortogonales a la familia ¢(x,y) = ¢y,
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se llaman lineas de fuerza y son las trayectorias a lo largo de las que una particula

cargada se mueve en el campo electrostético. Vea la figura 3.9

Lineas de fuerza
W=c, \'

Superficies equipotenciales —
D=

Figura 3.9: Campo eléctrico

Flujo ideal. En mecanica de fluidos en flujo dice que es bidimensional o flujo pla-
nar si el flujo (que puede ser agua, o incluso el aire, moviéndose en velocidades
lentas) se mueve en planos paralelos al plano xy. Suponga que F(x,y) es el cam-
po de velocidades bidimensional de un fluido viscoso que es incomprensible, es

decir, un fluido parael quedivF =00 V - F = 0.

El flujo es irrotacional sirot F = 0 0 V X F = 0. Un fluido incomprensible cuyo
flujo planar es irrotacional se dice que es un fluido ideal. El campo de velocidades
F de un fluido ideal es un campo gradiente y se puede representar por (3.16), don-
de ¢ es una funcién de valor real llamada potencial de velocidad. Las curvas de
nivel ¢(x,y) = 1 se llaman curvas equipotenciales o simplemente equipotencia-
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les. Ademas, ¢ satisface la ecuacién de Laplace ya que div F = 0 es equivalente
aVF = V- (Vp) =00 V?p = 0y asi ¢ es arménica. La arménica conjugada
P(x,y) se llama funcién de corriente y sus curvas de nivel ¥(x,y) = ¢, se llaman

lineas de corriente.

Las lineas de corriente representan trayectorias reales a lo largo de las cuales se
mueven las particulas en el fluido. La funciéon Q(z) = ¢(x,y) + ip(x,y) se llama
potencial de velocidad compleja del fluido. Vea la figura 3.10

Yy . |
Lineas de corriente ¥ = ¢y

Curvas equipotenciales

p=o0
Figura 3.10: Flujo de fluidos

Flujo de Calor. Por altimo, si ¢(x, y) representa la temperatura independiente del

tiempo o de estado estable que satisface la ecuacién de Laplace, entonces las cur-
vas de nivel ¢(x,y) = c1 son suaves a lo largo de las cuales la temperatura es
constante y se llaman isotermas de la funcién arménica conjugada de ¢ son las
curvas a lo largo de las que fluye el calor y se llaman linea de flujo. Vea la figura
3.11

234



y

Isotermas

Temperatura| ¢ =c1,’
superior

Temperatura

nferior
Figura 3.11: Flujo de Calor

La tabla 3.1 resume algunas de las aplicaciones de la funcién compleja poten-

cial O(z) = ¢(x,y) + ip(x,y) y los nombres dados a las curvas de nivel

p(xy)=c y Py =c

Curvas de nivel
Aplicacién Curvas de nivel ¥(x,y) = ¢
¢(x,y) =
Electrostatica Curvas equipotenciales Lineas de fuerza
Flujo de fluidos Curvas equipotenciales Lineas de corriente de flujo
Gravitacion Curvas equipotenciales Lineas de fuerza
Flujo de Calor Isotermas Lineas de flujo de calor

Tabla 3.1: Funcién potencial complejo
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3.2.1. Problema de Dirichlet

Un problema cldsico e importante en matematicas aplicadas que implica a la

ecuacion de Laplace se ilustra en la figura 3.12 y se enuncia como se muestra a

continuacion.

Definicién 3.2 (Problema de Dirichlet). Supongamos que D es un dominio en el plano
y que g es una funcion definida en la frontera C de D. El problema de encontrar una
funcion ¢(x,vy), la cual satisface la ecuacion de Laplace en D y que es igqual a g en la

frontera C de D se llama problema de Dirichlet.

Encontrar ¢ tal que
Vi=0en D

AN

YYo=y
en C

Figura 3.12: Problema de Dirichlet

Tales problemas surgen con frecuencia en el modelado bidimensional de la
electrostatica, flujo de fluidos, gravitacion y flujo de calor. En el siguiente ejemplo
resolveremos un problema de Dirichlet. Aunque el problema es bastante simple

su solucién nos ayudard en la solucién de problemas més complicados.
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Ejemplo 3.6 (Un simple problema de Dirichlet). Resuelva el problema de Dirichlet
que se ilustra en la figura 3.13. El dominio D es una franja vertical infinita definida por

—1<x <1, —0 <y < o0 los limites de D son las rectas verticales x = —1y x = 1.

vZp =0

Figura 3.13: Figura para el ejemplo 3.6

Solucién. El problema de Dirichlet en la figura 3.13 es

Resuelva'az—cp—i—a—z—o —1l<x<l, —oo<y<o (3.18)
“ox2 oy ’ Y '
Sujetoa: p(—1,y) =ko, ¢(l,y) =k;, —o0o<y<oo (3.19)

La forma de D, junto con el hecho de que las dos condiciones de frontera son
constantes, sugieren que la funcién ¢ es independiente de y, es decir, es razonable
tratar de buscar una solucién de (3.18) de la forma ¢(x). Con esta tltima suposi-
cioén, la ecuacién diferencial parcial de Laplace (3.18) se convierte en la ecuacion
diferencial ordinaria d?¢/dx? = 0. Integrando dos veces con respecto a x se ob-
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tiene la solucion general ¢(x) = ax + b. Las condiciones de frontera nos permiten
determinar los coeficientes a y b. En particular, ¢(—1) = ko y ¢(1) = ki debemos
tener a(—1) +b = ko y a(1) + b = ky, respectivamente. Sumando estas dos ulti-
mas ecuaciones simultdneamente se obtiene 2b = kg + k;, mientras que restando
la primera ecuacién de la segunda se obtiene 2a = k; — k. Estos dos resultados

nosdanayb

k1 + ko ki1 — ko
= y a =

b 2 2

Por lo tanto, tenemos la siguiente solucién del problema de Dirichlet dado

ki —k ki +k
$(x) = 12 Ox + 1; 0 (3.20)

El problema del ejemplo 3.6 se puede interpretar como la determinacién del
potencial electrostético ¢ entre dos placas conductoras paralelas infinitamente lar-
gas que se mantienen a potenciales constantes. Dado que satisface la ecuacion de
Laplace en D, ¢ es una funcién armonica. Por tanto, una armonica conjugada i se
puede encontrar de la siguiente manera. Ya que ¢ y ¢ deben satisfacer las ecua-

ciones de Cauchy-Riemann, tenemos:

0

<

_ % _ kk op _ 3 _
=x="2° Y = a0

&

La segunda ecuacién indica que ¢ es una funcién sélo de y, y asi, integrando la

primera ecuacion respecto a y, se obtiene:
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donde, por conveniencia, hemos tomado la constante de integracién como 0. De
(3.17), una funcién de potencial compleja para el problema de Dirichlet de ejemplo

3.6 es entonces O)(z) = ¢p(x) +ip(y), o

ki —k ki+k ki —k ki —k ki+k
_ K o+1+0+11 0. _ Kk oz+1+o.

Q(z) 2 2 2 Y 2 2

Las curvas de nivel de ¢ o curvas equipotenciales son las rectas verticales x = c;
que se muestran a color en la figura 3.14, y las curvas de nivel de ¥ o las lineas
de fuerza son los segmentos de rectas horizontales y = ¢, que se muestran en
negro. La figura muestra claramente que las dos familias de curvas de nivel son

ortogonales.

Figura 3.14: Las curvas equipotenciales y lineas de fuerza del ejemplo 3.6
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Ejemplo 3.7 (Un simple problema de Dirichlet).

a) Determinar el potencial ¢ en el dominio D entre las dos placas infinitamente largas

paralelas al eje x que se muestra en la figura 3.15, si los potenciales en las fronteras

son p(x,—1) =10y ¢(x,2) = 20.

b) Determinar el potencial complejo C)(z).

b) Dibujar las curvas equipotenciales y las lineas de fuerza.

-1 0T

¢ =10

Figura 3.15: Figura del ejemplo 3.7

Solucion.

a) El problema de Dirichlet en la figura 3.15 es:

?p %P
Resolver: 2 + a_yz =0, —oco<x<oo,

240

-1<y<2

(3.21)



Sujetaa:  ¢(x,—1) =10, ¢(x,2) =20 —o0 < x < 00 (3.22)

La forma de D, junto con el hecho de que las dos condiciones de frontera
son constantes, sugieren que la funcién ¢ es independiente de x, es decir, es
razonable buscar una solucién de (3.21) de la forma ¢(y). Con esta tltima
suposicion, la ecuacién diferencial parcial de Laplace (3.21) se convierte en

la ecuacion diferencial ordinaria

d>¢
iz~

Integrando dos veces con respecto a y se obtiene la solucién general

Ply) =ay+b (3.23)

Las condiciones de frontera nos permiten determinar los coeficientes a y b.

En particular, de ¢(—1) = 10y ¢(2) = 20 tenemos las siguientes ecuaciones:
—a+b=10 y 2a+b=20 (3.24)
Despejando a de la primera de las ecuaciones anteriores obtenemos

a="b-10 (3.25)

241



Sustituyendo (3.25) en la segunda expresion de (3.24) tenemos

2(b—10) +b =20 = 2b— 20+ b = 20

=2b+b=20+20

= 3b =40
40
=b=—
3

40
Sustituyendo b = 3 en (3.25) obtenemos

Por lo tanto, sustituyendo a = 10/3 y b = 40/3 en (3.23) obtenemos la

siguiente solucion al problema de Dirichlet dado:

¢y)=3y+ 5 (3.26)
b) El potencial complejo ()(z) es
O(z) = ¢(x,y) +ip(x,y) (3.27)

La funcién Q)(z) es una funcién analitica y la parte imaginaria (x,y) serd
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la armonica conjugada del potencial

10 40
P(x,y) = 3Y + 3

Ya que ¢ y ¢ deben satisfacer las ecuaciones de Cauchy-Riemann, tenemos

W _dp_, . w_ % 10

dy  ox Y ox dy 3

La primera ecuacién indica que ¢ es una funcién sélo de x, y asi, integrando

la segunda ecuacién respecto a x, se obtiene:

10
X) = ——x
p(x) =~
donde, por conveniencia, hemos tomado la constante de integracién como

0. Sustituyendo ¢ y 3 en (3.27) obtenemos el potencial complejo

10 40 10
O(z)=—5y+—5— =i
Las curvas de nivel de ¢ o curvas equipotenciales son las rectas horizontales
Yy = 2 que se muestra a color en la figura 3.16, y las curvas de nivel de ¢

o las lineas de fuerza son los segmentos de recta verticales x = ¢, que se

muestran en negro
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Ay

—1
¢:10/

Figura 3.16: Las curvas equipotenciales y las lineas de fuerza del ejemplo 3.7

Ejemplo 3.8 (Un simple problema de Dirichlet).

La temperatura en estado estacionario ¢(r) entre los dos conductores cilindricos
circulares concéntricos que se muestran en la figura 3.17 satisfacen la ecuacion de

Laplace en coordenadas polares en la forma

a9 a9

2— _— =

" T 0

a) Demuestre que una solucion de la ecuacion diferencial sujeta a las condiciones de
frontera ¢(a) = ko y ¢(b) = ky, donde kg y ki son potenciales complejos constan-

tes, esta dada por

¢(r) = Aln|r| + B
donde
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. ko — kq B— —koh’l‘b|—|—k11ﬂ|a|
~ In|a/b| y o= In|a/b|

b) Determinar el potencial complejo ()(z).

b) Dibujar las isotermas y las lineas de flujo de calor.

Y

N
N

¢ =k
\
¢:k1

Figura 3.17: Figura del ejemplo 3.8

Solucioén.

a) El problema de Dirichlet en la figura 3.17 es:
2
Resolver: r2d_¢+rd—¢ =0, a<r<b, 0<6<2m

Sujetaa: ¢(a,0) =ko, ¢(b,0) =k 0<60<2m
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Resolvamos la ecuacién de Laplace (3.28) usando sustitucion de la siguiente

forma.
Seav = ¢ en (3.28), entonces i _ 20 Por lo tanto (3.28) se convierte en:
~dr 7 ar2  dr’ ' '
dv
2
i -0
e +rv
do
277
7 ro
do _ [dr
v r
Injv| = —(In|r| +¢)
eln|v| eln’r_llfc
v=r"le "
1 —C
v=— c1=¢€e 5 c1€R
cr
. 1 d¢
Luego, sustituyendo v = — en v = —- tenemos
c1r dr
dp 1
dr  cqr
dp 1
7

“1 dr
d dr
“/%Z/?
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1
¢(r) = Aln|r|+B; donde A= —,B= a
€1 2

Ahora, tomando las condiciones de frontera en el resultado obtenido ante-

riormente tenemos

ko = Aln]a| + B

k1 =A ln]b] +b
Restando la segunda ecuacion de la primera tenemos

ko — k1 = A(ln\a| - ln\b\)
ko= k

~ In|a| — In|b|
_ko—k

~ In|a/b|

A

Luego, sustituyendo A en la primera ecuacién tenemos

_ko—k
ko = ln|a/b| 11’1|11| + B
. ln‘ﬂ’(ko—kl)
B=ko- Inja/b|
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. k01n|a/b] - ln‘ﬂ’(ko - kl)

B

In|a/b|
koln|a| — koIn|b| — ko In|a| + k1 In|a|
B =
In|a/b|
B_ —koIn|b| + k1 In|a|
N In|a/b|
Asi
¢(r) = Aln|r|+ B
donde
ko —kq ~ —koIn|b| + ki 1In|a|
A= nla/o] b= In|a/b|

b) El potencial complejo ()(z) es

Q(z) = (v, y) +ip(x,y)

(3.29)

(3.30)

La funcién Q)(z) es una funcién analitica y la parte imaginaria (x,y) serd

la armonica conjugada de (3.29), iniciemos por convertir a coordenadas car-

tesianas esta ecuacion.

Sea r = \/x2 + y?, entonces
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¢(r) = Aln|r|+ B

=Aln + B

Sabemos que ¢ es la conjugada armonica de ¢, por tanta ambas funciones

deben satisfacer las ecuaciones de Cauchy-Riemann

W _9p _  Ax o _ 9 _ Ay
dy ox 2+2 Y oy a24y? (3:31)

La integral parcial con respecto a y de la primera de estas ecuaciones la ob-

tenemos de la siguiente forma

Ax
/awz/x2+yzay

X
:A/—ay
(14 5)
_ 4 dy
xS (3

Seau = =,

RIw
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u="=du= 1cly
x x
= xdu = dy
Sustituyendo esto obtenemos
(x,y) = A [ xdu
ploy) = x ) 1+ u?

= Aarctan(y/x) + g(x)

Asi

P(x,y) = Aarctan(y/x) + g(x)

Derivando parcialmente (3.32) con respecto a x tenemos

ap 9
ox  ox
= Ai(arctan(y/x)) + i(g(x))
dx ox
Ay d

= Ry + g(g(x))

(Aarctan(y/x) + g(x))

Ahora por la segunda parte de (3.31) tenemos
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RN a(g(x))_ 242
9 (s(x) =0
g(x) =0

donde, por conveniencia, hemos tomado la constante de integracién como

0. Sustituyendo en (3.32) obtenemos

P(x,y) = Aarctan(y/x)

Por lo tanto el potencial complejo queda determinado por

Qz) = A [m

+ iarctan(y/x)} +B

donde

o ko — k1 B — —koln|b| +k1 ln|a|
“nfasp] Y P T In|a/0|

c) Las curvas de nivel de ¢ o curvas isotermas son las que se muestra a color
en la figura 3.18, y las curvas de nivel de i o las lineas de fluido de calor son

que se muestran en negro
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-3
-3 -2 -1 0 1 2 3

Figura 3.18: Las curvas isotermas y las lineas de flujo de calor del ejemplo 3.8

3.2.2. Funciones Arménicas y el Problema de Dirichlet

Supongamos que D es un dominio en el plano complejo. Recordemos de la
seccion 1,3 que una funcién de valor real ¢ de dos variables reales x, y se llama
armonica en D si ¢ tiene primeras y segundas derivadas parciales continuas y si
¢ satisface la ecuacion de Laplace VZ¢ = 0, que es equivalente a

%¢ ¢

52 T a2 = 0 (3.33)

Un problema de Dirichlet se define como el problema de encontrar una fun-
cioén ¢(x, y) que es armonica en D y que toma valores especificados en la frontera

de D. Ver figura 3.19. Las especificaciones de los valores de la funcién ¢ en la
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frontera de D se llaman condiciones de frontera.

—

y
Encontrar ¢ tal
que V3¢ =0 en D

N

o=k,

\ °o

v ¢ toma los
valores especificos
en la frontera

Figura 3.19: Problema de Dirichlet

Por ejemplo, consideremos el problema

82
Resuelva : —(g +

0%¢
ox 32 =Y

8y2: -1<x<1, —-oo<y<om

Sujetoa: ¢(—1,y) =ko, ¢(lLy) =k, —oo<y<oo,

donde ko y k1 son constantes reales. Este es un problema de Dirichlet en el dominio

D acotado por las rectas verticales x = —1y x = 1. Ver la figura 3.20.

253



V=0

Figura 3.20: Problema de Dirichlet del ejemplo 3.6.

En el ejemplo 3.6 utilizamos las técnicas elementales de ecuaciones diferencia-

les para encontrar la solucién

ki—ko  ki+k
Plxy) = —5—x+ 1; 0 (3.34)

de este particular problema de Dirichlet.

En parte, el problema de Dirichlet representado en la figura 3.20 es relativa-
mente facil de resolver debido a la forma simple del dominio D. Las técnicas uti-
lizadas para resolver este tipo de problemas de Dirichlet en general, no se aplican
a los problemas de Dirichlet con un dominio més complicado. Una funcién f que
es analitica en un dominio D y que mapea a D sobre un dominio D’ se llama un

mapeo analitico de D sobre D’. A menudo se presenta el caso de que un pro-
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blema de Dirichlet en un dominio complicado D se puede resolver encontrando
un mapeo analitico de D sobre D’ en el que el problema de Dirichlet asociado, o

transformado, es mas facil de resolver.

A continuacién se muestra como es posible utilizar transformaciones confor-
mes para resolver un problema de Dirichlet en una regién D una vez conocida
la solucién al problema de Dirichlet correspondiente en la region D’. El método

depende del siguiente teorema:

Teorema 3.3 (Teorema de la transformacién para funciones armoénicas). Sea f(z) =
u(x,y) + iv(x,y) una funcion analitica que transforma un dominio D en el plano z sobre
un dominio D' en el plano w. Si la funcién ®(u,v) es arménica en D', entonces la funcion

p(x,y) = ®(u(x,y),v(x,y)) es armonica en D.

Demostracion. Para demostrar que la funcién ¢(x,y) es armoénica en D, tenemos
que demostrar que ¢(x,y) satisface la ecuacion de Laplace (3.33) en D. Comenza-

mos por encontrar las derivadas parciales de ¢(x, y) respecto a x. Ya que

¢(x,y) = S(u(x,y),0(x,y)),

con la regla de la cadena de la derivacién parcial se obtiene:

o 8(I>au_|_8<bav
ox  Quodx  dvdx
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Una segunda aplicacién de la regla de la cadena junto con la regla del producto

da la segunda derivada parcial con respecto a x:

Py _(Fom, Fom) 20y
ox2 ou? ox 0vouodx ) ox  Ou ox2
2P du  0*® v\ dv 9D %
(auava * wa) ox T v ot

(3.35)

De manera similar se encuentra la segunda derivada parcial con respecto a y:

0%¢ (E)zq) ou 0°d av) ou 0P du

a2 \auzay T avauay) oy T ow o 636
PO ou PP\ do  30Po |
Judvdy  dv2ady ) dy = dv Iy?’
Sumando las ecuaciones (3.35) y (3.36) se obtiene:
Vz—az_q) 8_u2_|_a_u2_|_az_q) a_vz+a_02
? =32 | \ox oy 002 \ \ 9x oy
0d [(*u  *u 0d [(%v v
oL fotu | odtu) 0P [d7w  J7v (3.37)
T (8x2 + ayZ) L <8x2 + 8]/2)

(P2 PO (udn udw
dvdu  dudv ) \dxdx dyady )’
Debido a que f es una funcién analitica en D, sabemos por el teorema 1.10, que se

d Jv 0 d
satisfacen las ecuaciones de Cauchy-Riemann dadas por Moy T

ox oy Yy T ax
Ademads, del teorema 1.15 tenemos que u y v son conjugadas armoénicas en D vy,

’u  *u N )
por tanto, 2 + a—yz =0y 32 + B_yz = 0. Por tanto, (3.37) se convierte en:
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o2 () 20 (G- ()
o ((2)'+ (2))

ou\ 2 v\ 2 ,
Usando (1.48), vemos que ($> + (a) = |f'(z)

2 . .
, ¥ por tanto esta ecuacion

para V2¢ se simplifica en la siguiente ecuacién

V2 = V20 |f'(z)| (3.38)

Puesto que ®(u, v) es armoénica en D/, V2® = 0, (3.38) se convierte en

V2 =0-|f'(z) =0 (3.39)

Por ultimo, de (3.39) se concluye que ¢(x,y) satisface la ecuacién de Laplace en

D. Por tanto, la funcién ¢(x,y) es armoénica en D. &

Un método para resolver problemas de Dirichlet utilizando transformaciones

conformes.

El teorema 3.3 se utiliza para resolver problemas de Dirichlet en una regién D

transformando el problema a una regién D’ en la cual la solucién sea conocida. Sea
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D un dominio, cuya frontera esta formada por las curvas Cy,Cy, - - -, Cy,. Supon-
gamos que deseamos encontrar una funcién ¢(x,y) armoénica en D y que tome
los valores ki, ky, - - - ,k, en las curvas frontera Cy1,Cy, - - -, Cy, respectivamente.
Nuestro método para resolver problemas de Dirichlet utilizando transformacio-

nes conformes consiste en los siguientes cuatro pasos.

Pasos para resolver problemas de Dirichlet utilizando transformaciones con-

formes

1. Encontrar una transformacion conforme f(z) = u(x,y) +iv(x,y) que mapea
el dominio D en el plano z sobre el dominio simple D’ en el plano w y que

mapea las curvas frontera C1, Cy, - - - , Cy, sobre las curvas C;,C5, -+ -, Cy,.

2. Transformar las condiciones de frontera en C1,Cy, - - - ,C,, a las condiciones

de fronteraen C{,C}, - - -, C;,.

3. Resolver este nuevo (y mas facil) problema de Dirichlet en D’ para obtener

una funcién armoénica ®(u, v).

4. Sustituir las partes real e imaginaria u(x,y) y v(x,y) de f para las variables
uyven®(u,v). Por el teorema 3.3, la funcion ¢(x,y) = P(u(x,y),v(x,y))

es una solucién para el problema de Dirichlet en D.

Se ilustra la idea general de estos pasos en la figura 3.21.
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D=k,

Figura 3.21: Transformacién de un problema de Dirichlet

Ejemplo 3.9 (Uso de mapeos conformes para resolver un problema de Dirichlet).
Sea D el dominio en el plano z delimitado por las rectas y = x ey = x + 2 que se
muestran a color en la figura 3.22. Determine una funcion ¢(x,y) que sea arménica en D

y que satisfaga las condiciones de frontera ¢(x,x +2) = =2y ¢(x,x) = 3.

Figura 3.22: Figura del ejemplo 3.9
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Solucién. Este problema se resolverd con los cuatro pasos enunciados anteriormen-

te.

Paso 1. El examen del dominio D en la figura 3.22 sugiere que tomemos D’ como
un dominio acotado por las rectas u = —1y u = 1 en el que se da una solucién

del problema asociado dado por (3.34).

Nuestro primer paso es encontrar un mapeo conforme de D sobre D’. Para ha-
cerlo, primero giramos la regién D a través de 71/4 radianes en sentido contrario a
las manecillas del reloj alrededor del origen. Bajo esta rotacion, las rectas frontera
y = x +2ey = x se mapean sobre las rectas verticales u = —v/2 y u = 0, respec-
tivamente. Si después ampliamos este dominio en una factor de /2, se obtiene
un dominio acotado por las rectas u = —2y u = 0. Por dltimo, trasladamos esta
imagen por 1 para obtener un dominio acotado por las rectas u = 1y u = —1.
Recordemos que la rotacién de 77/4 radianes alrededor del origen estd dada por

in/47, la ampliacién por v/2 esta dada por M(z) = v/2z,y la

el mapeo R(z) = e
traslacion por 1 estd dada por el mapeo T(z) = z + 1. Por tanto, el dominio D se

proyect6 sobre el dominio D’ por la composicién
f(z) = T(M(R(2))) = vV2e!™4z +1 = (1+i)z+ 1.

Dado que la funcién f es una funcién afin, es conforme, y asi hemos completado
el paso 1.
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Paso 2. Ahora encontramos las condiciones de frontera en D a las condiciones
frontera en D'. Para esto, debemos encontrar las imdgenes bajo w = f(z) de las
rectasy = x ey = x + 2 de D. Sustituyendo el simbolo z con x + iy, podemos

expresar el mapeo w = (1+ 1)z + 1 como:

w=1+i)(x+iy)+1=(x—y+1)+ (x+y)i. (3.40)

De (3.40) encontramos con que la imagen de la recta frontera y = x + 2 es el

conjunto de puntos:

w=u+iv=x—(x+2)+1+(x+(x+2))i=-1+2(x+1)i

que es la recta u = —1. De manera similar, también encontramos que la imagen

de la recta frontera y = x es el conjunto de puntos:

w=u+iv=x—(x)+14+ (x4 (x))i=1+2xi

que es la recta u = 1. Por tanto, la condicion de frontera ¢(x,x +2) = —2 se
transforma en la condicién frontera ®(—1,v) = —2, y la condicién de frontera
¢(x,x) = 3 se transforma en la condicién de frontera ®(1,v) = 3. Vea la figura

3.23
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Vip=0

Figura 3.23: El problema de Dirichlet transformando del ejemplo 3.9

Paso 3. Una solucién del problema de Dirichlet en D’ estd dada por (3.34) con x e

y y sustituidos por u y v,y conkg = -2y k; = 3:

u u L
2 2 202
Paso 4. El paso final en nuestra solucién es sustituir las partes real e imaginaria

de f en @ para las variables u y v para obtener la solucién deseada ¢. De (3.40)

vemos que las partes real e imaginaria de f son:
uxy)=x-y+1 y olxy)=x+y,
respectivamente, y asi la funcion:

5 1 5 5
P(x,y) = D(ulx,y), 006 y) = J(x—y+1)+5 = 2x—Sy+3  (341)

262



es una solucién del problema de Dirichlet en D.

Hemos visto que si ¢ es armoénica en un dominio D y si ¢ es armoénica conju-

gada de ¢ en D, entonces la funcién potencial compleja ()(z) dada por:

O(z) = ¢(x,y) +ip(x,y)

es una funcién analitica en D. Las curvas de nivel de ¢ y 1 forman una familia
ortogonal de curvas, y el significado fisico de estas curvas se resume en la tabla 3.1.
Por ejemplo, si la funcién ¢ del ejemplo 3.9 representa el potencial electrostético
entre dos placas conductoras infinitamente largas, entonces las curvas de nivel
p(x,y) = %x — gy + 3 = 1 representan las curvas de potencial. Estas curvas
equipotenciales, que son rectas con pendiente 1, se muestran a color en la figura

3.24.

<
9
o

¥

5
558
25

%
%5
5
el
5

Figura 3.24: Curvas equipotenciales y lineas de fuerza del ejemplo 3.9

Este es un calculo sencillo para encontrar una funcién armoénica conjugada
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¥(u,v) = 3vde ®(u,v) = 3u+ 3y forma la funcién de potencial compleja
Q(w) = %w + % del problema de Dirichlet en D’ para el ejemplo 3.9. Por tanto,
una funcién de potencial compleja para el problema de Dirichlet en D se encuen-

tra sustituyendo el simbolo w por el mapeo conforme w = (1+1i)z + 1:

QO(z) =

N Ot

[(1—|—i)z+1]—|—%= (——I—;i)z—i—&

Por tanto, una conjugada armoénica de ¢ es ¢(x,y) = Im(Q(z)) = 5x + 5y. Si ¢
es el potencial electrostético, entonces las curvas de nivel ¥(x,y) = 3x + 3y = ¢
representan las lineas de fuerza. Esas lineas de fuerza, que son segmentos de recta

con pendiente -1, se muestran en negro en la figura 3.24.

El método usado en el ejemplo 3.9 se puede generalizar para resolver un pro-
blema de Dirichlet en cualquier dominio D limitado por dos rectas paralelas. La
clave para resolver este problema es encontrar una funcién afin apropiada que
transforme las rectas frontera de D sobre las rectas frontera del dominio que se

muestra en la figura 3.20.

Ejemplo 3.10 (Una aplicacién al flujo de calor). Determinar la temperatura de estado
estable ¢ en el dominio D que consiste en todos los puntos fuera de las circunferencias,
z| =1y |z— %{ = % que se muestran a color en la figura 3.25(a), que satisface las

condiciones de frontera dadas
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V20 =0

(NS
N

[65]

(a) Problema de Dirichlet (b) Problema de Dirichlet trasfor-
mado

Figura 3.25: Figura del ejemplo 3.10

Solucién. La temperatura de estado estable ¢ es una solucién de la ecuacién de

Laplace (3.33) en D que satisface las condiciones de frontera

Po(x,y) =30 si > +y*>=1

2
p(x,y) =0 si (x_g) +y221

Resolveremos este problema utilizando los cuatro pasos para resolver problemas

de Dirichlet mediante trasformaciones conformes.

Paso 1. La entrada C-1 del apéndice A indica que se puede mapear a D sobre un

anillo. Identificando b = 2 y ¢ = 3 en la entrada de C-1, encontraremos que
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S bet 1+ PP -1) _ 7+2V6

b+c 5
1 — S (2 =
ro:bc 1 \/C(b_bl)(c 1):5—2\/6

Asi, el dominio D se mapea sobre el anillo 5 — 2\/6 < w < 1 que se muestra en

gris en la figura 3.25(b) por el mapeo analitico w = f(z), donde

_ 5z2-7-2V6
fz) = 71282 5 (3.42)

Paso 2. Examinando la entrada de C-1 del apéndice A se encuentra que la circun-
ferencia frontera |z — g‘ = % se mapea sobre la circunferencia frontera |w| = rg =
5— 2\/6. Por tanto, la condicién de frontera ¢ = 0 se transforma en la condiciéon
frontera ® = 0 en la circunferencia |w| = 5 — 21/6. Del mismo modo, vemos que
la condicién de frontera ¢ = 30 en la circunferencia |z| = 1 se transforma en la

condicién de frontera ® = 30 en la circunferencia |w| = 1. Ver la figura 3.25(b).

Paso 3. La forma del anillo junto con el hecho de que las dos condiciones de fron-
tera son constantes en la figura 3.25(b) sugiere que una solucién del problema de
Dirichlet transformado esta dada por una funcién ®(u, v) que se define en térmi-
nos del médulo r = v/u2 4 v2 de w = u + iv. En el ejemplo 3.8 demostramos que

una solucién esta dada por
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®(u,0) = Aln’ Vu? + 02’ +B (3.43)

donde

_ ko — kq B— —koln]b]—l—klln]a]
nfa/b] 7 Ina /0]

De acuerdo con las definiciones de ko, k1,4 y b, dadas en el ejemplo 3.8 tenemos

a=5-2v6,b=1,ky=0,k; =30. Asi, se obtiene la solucién

B —301n]\/m]

Pluw) = ln‘S - 2\/6‘

+30 (3.44)

del problema de Dirichlet transformado.
Paso 4. El paso final es sustituir las partes real e imaginaria de las funciones f

dadas por (3.42) para la variable u y u en (3.44). Ya que

. B 52—7—2\/6
Ll(x,y) +Zv(x’y) - (7—{—2\/6)2 -5
tenemos
52—7—2v6
\/u(X,y)2+v(x1y)2 - (7Z_|_ 2\/6)2—5

Por tanto, la temperatura de estado estable esta dada por la funcién
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—30

Xy) = n 5z -7 —2v6
Y ln‘5—2\/6‘

(74+2v6)z—5

¢(

Una funcién de potencial complejo Q(z) = ¢(x,y) + i(x, y) para la funcién ar-

monica ¢(x,y) encontrada en el ejemplo 3.10 es

Q

() = ~30 L0<5z—7—2%>
1n‘5—2\/5‘ S\ 7+2v6)z—>5

Si se define esta funcién como Q[z] en Mathematica, entonces las partes real e
imaginaria ¢(x,y) y ¥(x,y) de Q)(z) estdn dadas por Re[Q)[z]] e Im[Q)[z]], respec-
tivamente. Entonces se puede utilizar el comando ContourPlot en Mathematica
para trazar las curvas de nivel de las partes real e imaginaria de (). Por ejemplo,

el comando
ContourPlot[Re[Q[x + Iy]], {x,a,b}, {y,c d}]

genera una gréfica de las curvas de nivel ¢ = ¢; en la regién rectangular a < x <
b, c <y < d del plano. De acuerdo a la tabla 3.1, las curvas de nivel de ¢ y ¢
representan las isotermas y las lineas de flujo de calor, respectivamente. Ambos
conjuntos de curvas de nivel se muestran en la figura 3.26. Las isotermas son las
curvas que se muestran a color y las lineas de flujo de calor son las curvas que se

muestran en negro.

268



] S e b o ;

Figura 3.26: Isotermas y lineas de flujo de color para el ejemplo 3.10

Ejemplo 3.11 (Una aplicacion a la electrostatica). Determinar la temperatura de es-
tado estable ¢ en el dominio D la circunferencias, |z| = 1y ‘z - %‘ = %, que se muestran

en color en la figura 3.27(a), que satisface las condiciones de frontera dadas

-l

y
i
D =20
25 _
V=0 V2p=0
U

®=-10

(a) Problema de Dirichlet (b) Problema de Dirichlet trasfor-

mado

Figura 3.27: Figura del ejemplo 3.10
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Solucion.
El potencial electrostatico ¢ es una solucién de la ecuacién de Laplace (3.33) en

D que satisface las condiciones de frontera

o(x,y) =—10 si x> +y*> =1

(x,y) =20 si —12+2—1
¢(x,y) = s1 X > y—4

Resolveremos este problema utilizando los cuatro pasos para resolver problemas

de Dirichlet mediante trasformaciones conformes

Paso 1. El dominio dado D se puede mapear sobre la franja infinita horizontal
0 < v < 1, que se muestra en gris en la figura 3.27(b), por una transformacién
fraccional lineal. Una forma de hacerlo es requerir que los puntos 1,7y —1 en la
circunferencia |z| = 1 se mapean sobre los punto oo, 0y 1, respectivamente. Por el

teorema 2.14 la transformacion fraccional lineal deseada w = T(z) debe satisfcer

z—1 i+1 lm w—w; 0-—1 o z—1, . -1
z4+1 i—1 w—oeo w—1 0—w; z+1

Después de resolver para w = T(z), obtenemos

(3.45)
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Por construccidn, la circunferencia |z| = 1 se mapea sobre la recta v = 0 y por
w = T(z). Ademas, ya que el polo z = 1 de (3.45) se encuentra en la circunferen-
cia ‘z — %‘ = 2, se deduce que esta circunferencia se mapea sobre una recta. La
recta imagen se puede encontrar determinando la imagen de los dos puntos en la
circunferencia ‘z - %‘ = % Paralos puntosz =0y z = % + %i en la circunferencia
)z - %‘ = 1 tenemos que T(0) = 1+iy T(3 + i) = —1 +i. Por tanto, la ima-
gen de la circunferencia ‘z — %‘ = % debe ser la recta horizontal v = 1. Usando
el punto de prueba z = —3, encontramos que T(—%) =1+ %i y asi concluimos
que el dominio que se muestra a color entre las circunferencias de la figura 3.27(a)

se mapean con w = T(z) sobre el dominio que se muestra en gris entre las rectas

horizontales de la figura 3.27(b).

Paso 2. Del paso 1 se tiene que w = T(z) mapea la circunferencia |z| = 1 sobre la
recta horizontal y = 0, y éste mapea la circunferencia )z —-1 ‘ = 1 sobre la recta ho-
rizontal y = 1. Por tanto, las condiciones de frontera transformadas son ® = —10

enlarectav =0y ® = 20 en la recta v = 1. Ver la figura 3.27(b).

Paso 3. Modelando después del ejemplo 3.6 y el ejemplo 3.7, una solucién del

problema de Dirichlet transformado estd dado por

®(u,v) =300 —10
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Paso 4. Una solucién del problema de Dirichlet original se obtiene sustituyendo
las partes real e imaginaria de T(z) definida en (3.45) para las variables 1 y v en

®(u,v). Al sustituir el simbolo z con x + iy en T(z) y simplificando se obtiene:

N g aXtiy—i o x+i(y—1) x—1—iy
T(x+iy) = (1 l)x+iy—1_(1 Z)x—1+yi x—1—1y
x2-|—y2—2x—2y—|—1+ 1—x2—y?

(x =1)>+ ¥ (x=1)2+y?

Por tanto

¢(x,y) = 30(1 —X )

es la funcién de potencial electrostédtico deseada.

Una funcién de potencial compleja de la funcién armoénica ¢(x,y) dada por
(3.46) en el ejemplo 3.11 se puede encontrar de la siguiente manera. Si Q2(z) es un
potencial complejo para ¢, entonces, O(z) = ¢(x,y) +ip(x,y) y (z) es analitica

en D. Del paso 4 del ejemplo 3.11 tenemos que la funcién compleja T(z) dada por

1_x2_y2

x24y?—2x—2y+1
(x—1)2+y?’

(3.45) tiene las partes real e imaginaria u = =

you = res-
pectivamente. Es decir, T(z) = u + iv. También tenemos del paso 4 que ¢(x,y) =
30v — 10. Para obtener una funcién con 30v — 10 como su parte real, multiplicamos

T(z) por —30i y después se resta 10
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—30iT(z) — 10 = —30i(u + iv) — 10 = 300 — 10 — 30ui

Ya que T(z) = (1 —i)Z=} es analitica en D, se tiene que la funcién —30iT(z) — 10

también es analitica en D. Por tanto,

z—1
z—1

Q(z) = —30i(1 — i) — 10 (3.47)

es una funcién de potencial compleja para ¢(x, ). Ya que ¢ representa el potencial
electrostético, las curvas de nivel de las partes real e imaginario de () representan
las curvas equipotenciales y las lineas de fuerza, respectivamente. La figura gene-
rada en Mathematica de la figura 3.28 muestra las curvas equipotenciales a color

y las lineas de fuerza en negro.

Figura 3.28: Curvas equipotenciales y lineas de fuerza del ejemplo 3.11
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3.2.3. Problema de Neumann

El teorema 3.1 establece que un mapeo analitico es conforme en un punto don-
de la derivada es distinta de cero. Este hecho no parece tener una importancia
inmediata en los ejemplos anteriores, cuando resolvimos los problemas de Diri-
chlet, pero es extremadamente importante en otra clase de problemas con valores
en la frontera asociados con las ecuaciones de Laplace llamados problemas de

Neumann.

Definicién 3.3 (Problema de Neumann). Suponga que D es un dominio en el plano y
que h es una funcion definida en la frontera C de D. El problema de encontrar una funcion
¢(x,y) que satisface la ecuacion de Laplace en D cuya derivada normal d¢/dn es iqual a

h en la frontera C de D se le llama problema de Neumann.

Ciertos tipos de problemas de Neumann se producen naturalmente en el estu-
dio de la electrostatica, flujo de fluidos y el flujo de calor. Por ejemplo, considere-
mos el problema de determinar la temperatura en estado estable ¢ en un domino
D con frontera C. Si se especifican las temperaturas en la frontera C de D, entonces
tenemos un problema de Dirichlet. Sin embargo, también puede ser el caso de que
toda o parte de la frontera esta aislado. Esto significa que no hay flujo de calor a
través de ella, y se puede demostrar que esto implica que la derivada direccional
de ¢ en la direccién del vector normal n a C es 0. A esta derivada se le llama deri-
vada normal y la denotamos por d¢/dn. En resumen, una curva frontera aislada
en un problema de flujo de calor corresponde a una condicién frontera de la for-
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ma d¢/dn = 0, y por tanto, es un ejemplo de un problema de Neumann. Como lo
establece el siguiente teorema, los mapeos conformes conservan las condiciones

de frontera de la forma d¢/dn = 0.

Teorema 3.4 (Conservacién de las condiciones de frontera ). Supongamos que la
funcion f(z) = u(x,y) + iv(x,y) es conforme en todos los puntos de una curva suave
C. Sea C' la imagen de C bajo w = f(z). Si la derivada normal d®/dn de la funcién

®(u,v) satisface

i

aN 0

en cada punto en C' en el plano w, entonces la derivada normal d¢/dn de la funcién

$(x,y) = ®(u(x,y),v(x,y)) satisface

g _
5 =0

en cada punto de C en el plano z.

Demostracién. Supongamos que f y h satisfacen las hip6tesis del teorema. Sea zp =
X0 + iyo un punto de C y sea wy = up + ivg = f(zp) su imagen en C’. Recordemos
del calculo de varias variables que si N es un vector normal a C’ en wy, entonces

la derivada normal en wy estd dada por el producto escalar
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donde V@ es el vector gradiente @, (1, vo)i+ Py (149, vp)j. La condicion dP/dN =
0implica que V® y N son ortogonales, o, equivalentemente, que V® es un vector
tangente a C’ en wy. Sea B’ la curva de nivel ®(u,v) = ¢y que contiene a (ug, vp).
Recordemos del célculo de varias variables que el vector gradiente V& es orto-
gonal a la curva de nivel B'. Por tanto, ya que el gradiente es tangente a C' y

ortogonal a B/, concluimos que C’ es ortogonal a B’ en wy. Vea la figura 3.29

Figura 3.29: Figura para la demostracion de teorema 3.4

Consideremos ahora la curva de nivel B en el plano z dado por

¢(x,y) = P(u(x,y),v(x,y)) = co

El punto (xo,yo) estd en B y el vector gradiente V¢ es ortogonal a B en este
punto. Por otra parte, dado cualquier punto (x,y) sobre B en el plano z tenemos
que el punto (u(x,y),v(x,y)) estd en B’ en el plano w. Es decir, la imagen de B

bajo w = f(z) es B'. La curva C intersecta B en zy, y ya que f es conforme en
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2o, se deduce que el angulo entre C y B en zj es igual al angulo entre C' y B’ en
wp. En el parrafo anterior encontramos que este dngulo es 77/2, y asi C y B son
ortogonales en zp. Ya que V¢ es ortogonal a B, debemos tener que V¢ es tangente
a C. Sin es un vector normal a C en zp, entonces, hemos demostrado que V¢ y n
son ortogonales. Por tanto,

d¢

%

El teorema 3.4 nos da un procedimiento para resolver los problemas de Neu-
mann asociados con condiciones de frontera de la forma d¢/dn = 0. Es decir,
seguimos los mismo cuatro pasos para resolver problemas de Dirichlet utilizando
trasformaciones conformes. En el paso 1, sin embargo, encontraremos un mapeo
conforme de D sobre D’. Ya que los mapeos conformes conservan las condiciones
de frontera de la forma d¢/dn = 0, la solucion del problema de Neumann asocia-
do en D’, nos da una solucién del problema original de Neumann. Dado que los
mapeos analiticos son conformes en los puntos no criticos, este método también
funciona con las condiciones de frontera mixtas. Generalmente, estas son las con-
diciones de frontera donde los valores de ¢ se especifican en algunas curvas fron-
tera, mientras que se requiere que la derivada normal satisfaga que d¢/dn = 0 en

las otras curvas frontera.
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Ejemplo 3.12 (Una aplicacién de flujo de calor). Determinar la temperatura en es-

tado estable ¢ en el primer cuadrante, que se muestran a color en la figura 3.30(a), que

satisface las condiciones de frontera mixtas dadas

¢=0 V=0 V2 -0
d=0 d=1
i
a0 _,
dn
e . f B u
& x dd dd
= -—. Z_g =0 —
49 o1 ¢=1 2 AN AN 2
dn

(a) Problema de valores en la fron- (b) Problema de valores en la fron-
tera tera trasformado

Figura 3.30: Figura para ejemplo 3.12

Solucién. La temperatura de estado estable ¢ es una solucién de la ecuacion de

Laplace en el dominio D definida por 0 < x < 0, 0 < y < oo que satisface las

condiciones de frontera

¢0,y) =0 y>1
$(x,0)=1 x>1

d
%:0, para 0<y<1, x=0 y 0<x<1l y=0
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Determinaremos ¢ utilizando los cuatro pasos para resolver problemas de Di-

richlet mediante trasformaciones conformes

Paso 1. El domino dado D se puede mapear sobre la franja vertical semi-infinita
—a < u<a,v>0,cuando la curva frontera —a < u < a, v = 0 estd aislada. Asi,
en este paso encontraremos un mapeo conforme del primer cuadrante sobre una
franja vertical semi-infinita. Identificando « = 2 en la entrada E-4 del apéndice A,
vemos que el primer cuadrante se mapea sobre el semiplano superior v > 0 con
el mapeo w = z2. Después se aplica el mapeo w = arcsen(z) de la entrada E-6.
Bajo este mapeo, el semiplano superior y > 0 se mapea sobre la franja vertical

semi-infinita —37 < u < 37, v > 0. Por tanto, la composicién

w = arcsen(z?) (3.48)

mapea el primer cuadrante x > 0, y > 0, sobre el dominio D’ definido por

1 1
—n<u<szmo>0.

Paso 2. De las entradas E-4 y E-6 del apéndice A, vemos que las curvas frontera
1<x<o,y=0y1<y< o, x=0,semapean con w = arcsen(z2) sobre las
semirectas u = %n, v>0yu= —%7‘(, v > 0, respectivamente. También vemos
que los segmentos 0 < x < 1,y =0y 0 <y < 1, x = 0, se mapean sobre los

segmentos 0 < u < %n, v=0y —%71 < u < 0,v = 0, respectivamente. Por tanto,
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las condiciones de frontera se trasforman

Paso 3. La forma del dominio D’ y las condiciones de frontera trasformadas su-

giere que una solucion de ® es una funcién lineal en la variable u. Es decir,

®d(u,v) = Au+B

para algunas constantes reales A y B. Ya que el vector N = 0i + 1j es normal a

la curva frontera —%n <u< %n, v = 0, tenemos

AP
= Ve-N=A(0)+0(1) =0

y asi, para cualquier valor A y B, ® que satisfacen la condicién de frontera

para la derivada normal. Al requerir que
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podemos despejar las constantes A y B para obtener la solucién

$(1,0) = Zu+ % (3.49)

Paso 4. Con el fin de encontrar una solucién del problema original con valores
en la frontera, sustituimos las partes real e imaginaria del mapeo en (3.48) para
las variables u y v en (3.49). Ya que la férmula para la parte real de la expresion
arcsen(z?) es complicada, la forma maés sencilla de escribir la solucién de ¢ es

P(x,y) = %Re [arcsen(zz)} +%

Ya que tanto 7% como % son reales, una funcién de potencial compleja ()(z) =

$(x,y) +ip(x,y) para la funcién de temperatura de estado estable ¢ que se en-

contré en el ejemplo 3.12 es

1 1
_ - 2 -
Q(z) = narcsen(z )+ 5

Las curvas de nivel de las partes real e imaginaria de () representan las isoter-

mas y las lineas de flujo de calor, respectivamente.

En la figura 3.31, hemos utilizado Mathematica para trazar las curvas. Las iso-

termas se muestran a color y las lineas de flujo de calor se muestran en negro.
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Figura 3.31: Isotermas y lineas de flujo de color para el ejemplo 3.12

3.2.4. Flujo de Fluidos

Lineas de corrientes. Ahora veremos un método de uso de los mapeos confor-
mes con el modelo del flujo planar de un fluido ideal. Recordemos que un fluido
ideal es un fluido incompresible no viscoso cuyo flujo es irrotacional. Si Q)(z) =
$(x,y) +ip(x,y) es el potencial de velocidad compleja de la corriente de un fluido
ideal en un dominio D, entonces )(z) es analiticaen Dy f(z) = (V(z) es una re-
presentacién compleja del campo de velocidades. Ademads, las lineas de corriente

del flujo de un fluido ideal son las curvas de nivel ¥(x,y) = ¢, y, por esta razon,

¢, se llama funcién de corriente del flujo.

El proceso de construccién de un flujo de un fluido ideal que se queda dentro

de un dominio dado D se llama lineas de corriente. Si C es una curva frontera de
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D, entonces el requisito de que el flujo permanezca en el interior de D significa
que no hay flujo a través de C, o, equivalentemente, que la derivada direccional
de ¢, en la direccién del vector normal n a C es 0. Ya que el vector gradiente Vi
es siempre normal a la curva de nivel ¢(x,y) esta condicion es equivalente a que
) sea constante en C. Dicho de otra manera, la frontera de D debe ser una linea

de corriente del flujo. A continuacién se resume este analisis.

Definicién 3.4 (Lineas de corriente). Supongamos que el potencial de velocidad com-
plejo Q(z) = ¢(x,y) + ip(x,y) es analitica en un dominio D y que 1 es constante en
la frontera de D. Entonces f(z) = Q(z) es una representacion compleja del campo de

velocidades de un flujo de un fluido ideal en D. Ademds, si una particula se coloca en D y

se deja fluir con el fluido, entonces su trayectoria z(t) permanece en D.

Muchos problemas de lineas de corriente se pueden resolver usando mapeos
conformes de manera similar a la que se presenta en la solucién de problemas
de Dirichlet y de Neumann. Para ello, consideramos el potencial de velocidad
complejo como un mapeo conforme del plano z al plano w. Siz(t) = x(t) +iy(t) es

una parametrizacion de una linea de corriente (x,y) = c; en el plano z, entonces

w(t) = Qz(#)) = ¢(x(b),y (1)) +ip(x(£), y(t)) = ¢(x(£), y(t)) +ica

Asi, la imagen de una linea de corriente bajo el mapeo conforme w = )(z)

es una recta horizontal en el plano w. Dado que la frontera C requiere que sea
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una linea de corriente, la imagen de C bajo w = Q)(z) debe ser una horizontal. Es
decir, podemos determinar el potencial de velocidad complejo determinando un
mapeo conforme de D sobre un dominio en el plano w que mapee la frontera C de
D sobre una recta horizontal. Sin embargo, con frecuencia se presenta el caso, que
es més facil encontrar un mapeo conforme z = Q)!(z) de, digamos, el semiplano
superior v > (0 sobre D que toma la frontera v = 0 sobre la frontera C de D. Si
z = O71(z) es una funcién uno a uno, entonces su inversa w = ()(z) es el po-
tencial de velocidad complejo deseado. En resumen, tenemos el siguiente método

para resolver los problemas de lineas de corriente.

Solucién de un problema de lineas de corrientes
Siw = Q(z) = ¢(x,y) + iY(x,y) es un mapea conforme univoco del dominio D

en el plano z sobre un dominio D’ en el plano w tal que la imagen de la fronte-

ra C de D es una recta horizontal en el plano w, entonces f(z) = Q/(z) es una

representacion compleja de un flujo de un fluido ideal en D.

Ejemplo 3.13 (Flujo alrededor de una esquina). Construya un flujo de un fluido

ideal en el primer cuadrante

Solucion. Sea D el primer cuadrante x > 0, y > 0. De la entrada E-4 del apéndice

2

A identificando & = 2, vemos que w = (z) = z* es un mapeo conforme uno

a uno del dominio D sobre el semiplano superior v > 0y que la imagen de la

frontera de D bajo este mapeo es el eje real v = 0. Por tanto, f(z) = (V' (z) =2z es
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una representacion compleja del flujo ideal en el primer cuadrante. Ya que ()(z) =

z2 = x% — y? + 2xyi, las lineas de corriente de este flujo son las curvas 2xy = c».

En la figura 3.32 se han dibujado algunas lineas de corriente. Debe quedar claro

de esta figura por que este flujo se conoce como flujo alrededor de una esquina.

Y

AN
Y
A
EN

A
A
I

X

Figura 3.32: Flujo alrededor de una esquina

Ejemplo 3.14 (Flujo alrededor de un cilindro). Construya un flujo de un fluido ideal
en el dominio que consiste de todos los puntos fuera de la circunferencia unitaria |z| = 1

y en el semiplano superior y > 0 que se muestra en la figura 3.33

)rnwn =

X

Figura 3.33: Flujo alrededor de un cilindro
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Solucién. Sea D el dominio que se muestra en la figura 3.33. Identificando & = 2

en la entrada H-3 del apéndice A, se obtiene el mapeo conforme uno a uno

w:Q(z):z—F%

de D sobre el semiplano superior v > 0. Ademas, la entrada H-3 indica que la

frontera de D es mapeada sobre el eje real v = 0. Por tanto,

fla) =0 =1- 5 =1-2
es una representaciéon compleja de un flujo de un fluido ideal en D. Ya que

X . Yy
Q(Z):Z+—:x+m+l(y—m)

las lineas de corriente de este flujo son las curvas

v,
x2+y2

p(x,y)=c2 o y

Algunas lineas de corrientes de este flujo se han dibujado en la figura 3.33.
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Apéndice A

Tabla de Transformaciones

Conformes

B Transformaciones Elementales
E-1

¥

E-2

w=z+ 2z
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E-3

E-4

E-5

Y v

x w=oz, a>0

y v
C ,
C o 6,
w=z%u0>0 \
6
L X
B A B’ A’
Y v
i A
w=e*
z=Lnw
x ’ ’
D A’ B’ C D
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E-6

y v
B E
- w=sinz B A'lD’ E’
ZT Pz " z=sinlw T EIE Iz
2 2
C F
E-7
y v
C/
B
1
n X v=— = u
C
BI
E-8
Y v
i f-mmm E- D’
C Pl CI
w=log,lz| +iArgz
ﬁ\ a>1
D E . b Tog,a  log,b
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E-9

Y v
|c D
Tl
w = cosh z _ 1
. —— u
B A D’ c| B A’
B Transformaciones sobre Semiplanos
H-1
y v
B
~ 1z
w=1
C f \ A 1+z
X
1
-1 1
t I u
D DAl B
H-2
Y v
C ai | B A
ancho=q  ©w=¢™
=l 1
x ’ : ’ ’ : ’
D E F A B C|\D'E F
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H-4

H-5

Y

291

v
,7_2 l
ﬁ\ w = 5 (Z + Z)
x / : : i
] 1 c T S
Y U
A D
ancho = a
w =Cos(%)
c | B
) I I u
X I I
B a Dl _] 1 Al
v
Y
1+z)\2
-U:( )
1-z 1 .
C/\A ) : : ”
1 A’ B; (l:., D’



H-6

v

<

B Transformaciones sobre Regiones Circulares

C-1
y ¢
A/
A/\ B wo 278 B’/‘\
m . az-1 "
k/l buc \/”0 !
L bes 1@ -1 (2-1) o be—1-7(2-1) (2-1)
b+c 0 c—b
C-2
v v
A f
B z—a
w:nz—l /
b\JC - Q
n:1+hc+ (1-0?)(1-¢2) ro = 1-be+V(1-b%) (1-¢2)

c+b c—b
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C-3

A .
Tl
E
C
C-H4
-1 1
A B C
C-5
Y
A

B C D

w=e*

; 224+ 2iz+1
22 -2iz+1
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u
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%)
CI
C) u
B/
I
v
A’
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Bl Miscelanea de Transformaciones

M-1
Y v
A B y=n C A .
c
x u
w=z+e*+1
IE” .
- i
D E y=-—m F D’ E
M-2

Y v
ai

A B

! 1
| | X u
A B C D < D
w= 7% [(22-1)V/2+ coshz]
M-3
Y v
—-a a
A B ¢ D
=l 1
i i x
A B C D
28102 191/2 4 gin-1
1 -DV2 4 sin1 (1/2)]
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w= iLn(%t—jg) * L“Gj—g)
{::( _1) 1/2

Z
z+1
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Y |
C'1ai
| 1
: : N u
B C D E A’ B D E
w =a(z2 - 1)1/2
y |
w
c Bl .
— T
-1
| * ’ o
B C|D E P ’
w = 2; +Ln (%)
é’ = (Z + 1)1/2
Yy 1
5 | A
-7 E’ F
-1 1
: : *
A B C|D E F < v



v

A B
Tt
=1l 1 C/
[ I x u
A B C|D E F D’ E F
w=z+Lnz+1
M-8
Y 4
y="r
B y A r
C
D F|G H
E X y - > u
~U:ez+l B Al
er—1
F
G y=-r H D’
M-9
y v
G i F
mi/2 E
D’ C’
=1 1
| } X A ke
A CDE F G B

w= Jri—%[Ln(z + 1)+ Ln(z=1)]
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M-10
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A
v=a/(l-a)

D D’ E; F;
AN
\ a 1

F s A 5 o u
C ZU=(1—1)Z_1

O<a<l1
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