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Introduccion

Este trabajo estd enfocado al estudio de las propiedades de algunos espacios
de Banach de funciones débilmente diferenciables en dimension N, las cuales sur-
gen en conexion con numerosos problemas de la teoria de Ecuaciones Diferencia-
les Parciales (EDP) y areas relacionadas con el andlisis matematico, y los cuales
son herramientas esenciales en esas disciplinas. Estos espacios son ahora mas a
menudo asociados con el nombre del matematico soviético Sergéi Lvovich Sobolev
(1908-1989). Los Espacios de Sobolev, son estructuras matematicas muy interesan-
tes, pero su significado principal reside en el papel central que ellos y sus numerosas
generalizaciones, ahora juegan un papel muy importante en EDP.

Ademas de explicar la teoria de los Espacios de Sobolev, se presentan algunas
aplicaciones especificas, las cuales se encuentran en la mayoria de textos modernos
de EDP. Este trabajo también pretende servir como referencia, para estudiantes de
Licenciatura en Matematicas que deseen investigar sobre estos espacios para el es-
tudio de Ecuaciones Diferenciales.

Esta investigacion esta organizada en tres capitulos. El Capitulo 1, es una combi-
nacion de temas que son considerados como preliminares, entre estos hay elementos
de Analisis Funcional y Real, en los cuales se procur6 incluir la mayor cantidad de re-
sultados posibles para tener una buena base para lo que sigue.

En el Capitulo 2, se presenta definiciones y propiedades de los Espacios de So-
bolev en R, y algunos problemas de contorno. Estos espacios suelen utilizarse en la
investigacion de EDP no lineales, por ejemplo en las ecuaciones de Navier-Stokes de
mecanica de fluidos

La parte fundamental del presente trabajo, se muestra en el Capitulo 3, en el cual
se presenta la definicion y propiedades elementales de los Espacios de Sobolev en
dimension N, y la formulacion variacional de algunos problemas de valor en la fronte-
ra, y se muestran algunas aplicaciones a problemas que involucran EDP.



Vi

Se hace notar que para facilitar la comprension de este documento es necesario
que el lector tenga nociones en las siguientes areas:

1. Analisis Real

2. Analisis Funcional

3. Algebra Moderna

4. Topologia

5. Ecuaciones Diferenciales

6. Calculo Vectorial



Objetivos

Objetivo General

Estudiar los Espacios de Sobolev y la Formulacién Variacional de algunos Proble-
mas de Valor en la Frontera en Dimensién N.

Objetivos Especificos

1) Definir y explicar los Espacios de Sobolev y sus propiedades en dimensién N.

2) Comprender la Formulacién Variacional de algunos Problemas de Valor en la
Frontera en dimension N.

3) Presentar aplicaciones especificas de los Espacios de Sobolev a Problemas
Elipticos.

4) Proporcionar a los estudiantes de Licenciatura en Matemética, un material apto
para el estudio de los Espacios de Sobolev y Formulacién Variacional.
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Capitulo 1

Preliminares

Definicion 1.1. (Espacio normado, Espacio de Banach) Un espacio normado E es
un espacio vectorial con una norma definida sobre él. Un espacio de Banach es un
espacio normado completo (completo con la métrica inducida por la norma).

Definicion 1.2. (Operador lineal) Un operador lineal T' es un operador tal que

(i) El dominio 2(T) es un espacio vectorial y el rango %(1T") permanece en un
espacio vectorial sobre el mismo campo.

(i) Paratodo z,y € 2(T) y cualquier escalar «,
T(x+y) =Tz + Ty,
T(ax) =aTx

Definicidon 1.3. (Operador lineal acotado) Sea X y Y espacios normados y T :
2(T) — Y un operador lineal, donde 2 (T') C X. El operador T se dice acotado si
existe un numero real C tal que para todo x € Z(T),

[Tz| < Cll]-

Definicion 1.4. (Funcional lineal) Un funcional lineal es un operador lineal con do-
minio en un espacio vectorial X y rango en un campo escalar K de X ; entonces,

f2(f) = K,
Donde K =R si X esreal y K = C si X es complejo.

Definicion 1.5. (Funcional lineal acotado) Un funcional lineal acotado f es un ope-
rador lineal acotado, con rango en un campo escalar de un espacio normado X en el
cual vive el dominio %(f). Asi existe un numero real C' tal que para todo x € Z(f),

[f (@) < O],
[f (@) < (I fIl]ll



Capitulo 1. Preliminares 4

Ademas la norma de f esta definida como sigue

Ifll = sup [f(z)|

z € 2(f)
llzll =1

Definicion 1.6. (Conjunto parcialmente ordenado, cadena) Un conjunto parcial-
mente ordenado es un conjunto M sobre el cual esta definido un orden parcial, es
decir, una relacioén binaria denotada por < que satisface las siguientes condiciones

(PO1) a < aparacadaa € M. (Reflexividad)
(PO2) Sia <byb < a, entoncesa =b. (Antisimetria)
(PO3) Sia <byb < c, entoncesa < c. (Transitividad)

“Parcialidad” enfatiza el hecho de que M podria contener elementos a y b para los
cualesnia < bnib < a.a yb seran llamados incomparables.

Un conjunto totalmente ordenado o cadena es un conjunto parcialmente ordenado
tal que cualquier par de elementos de elementos del conjunto es comparable.

Una cota superior de un conjunto W de un conjunto parcialmente ordenado M es
un elemento u € M tal que

x <, para cada x € W.
Un elemento maximal de M es unm € M tal que

m < x implica m=x.

Lema 1.7. (Zorn) Sea M +# () un conjunto parcialmente ordenado. Supongamos
que cada cadena C' C M tienen una cota superior. Entonces M tiene al menos un
elemento maximal.

1.1. Teorema de Hahn-Banach

Sea E un espacio vectorial sobre R. Definimos un funcional como una funcion
definida sobre E, o sobre algun subespacio de E, con valores en R o C . El siguiente
resultado se refiere a la extension de un funcional lineal definido sobre un subespacio
lineal de E a un funcional lineal definido sobre todo E.

Teorema 1.8. (Teorema de Hahn-Banach) Sea p : E — R una funcidn que satis-
facelll

"Una funcién p que satisface (1.1) y (1.2) es a veces llamado Funcional de Minkowski o Funcional
Sublineal.




5 1.1. Teorema de Hahn-Banach

p(Ax) = Mp(z), VezeE y VYA>D0. (1.1)

plx+y) <plx)+ply), Vr,yek. (1.2)

Sea G C F un subespacio vectorial y sea g : G — R un funcional lineal tal que

g(z) <p(x), Vred. (1.3)

Entonces, existe un funcional lineal f definido sobre todo E tal que extiende g, i.e.,
df : E — R lineal tal que g(z) = f(z), Yz € G, y tal que

f(z) <p(z), VexekE. (1.4)

Demostracion. Sea Z el conjunto de todas las extensiones lineales h de g las cuales
satisfacen la condicion
h(z) < p(x), Vze Z(h)
Claramente, Z # () ya que g € Z. Podemos definir un orden parcial sobre Z como
sigue
h<k <= kesunaextensin lineal de h.

es decir, por definicién, Z(k) D Z(h) y k(x) = g(z) para cada x € Z(h).

Para cualquier cadena C' C Z definimos h como sigue

~

h(x) = h(z) six € D(h) (he ).

h es un funcional lineal, con dominio

el cual es un espacio vectorial dado que C' es una cadena. La definicion de h
es inequivoca. De hecho, para x € Z(hy) N Z(hs) con hy,hy € C tenemos que
hi(z) = ho(z) dado que C' es una cadena, entonces h; < hy 0 hy < hy. Claramente,
h <h para todo h € C. Asi h es cota superior de C'. Como (' fue arbitrario por el
lema de Zorn (Lema[{.7), Z tiene una elemento maximal f.

Por como definimos Z, esta es una extension lineal de ¢ la cual satisface

f(z) < p(x) x € D(f). (1.5)
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Ahora debemos mostrar que Z(f) es todo E. Suponemos que esto es falso. En-
tonces podemos escoger un y; € E — Z(f) y consideramos el subespacio Y; de F,
generado por Z(f)y y:1. Note que y; # 0 ya que 0 € Z(f). Cualquier x € Y; puede
ser escrito como

r=y+ oy y e D(f).

Esta representacion es Unica. De hecho, y+ay; = 5+ By, cony € D;(f), implica
quey —y = (68— a)y,donde y — g € Z(f) mientras y; ¢ Z(f) , entonces la Unica
solucién es que y — y = 0y asi B — a = 0. Esto significa unicidad.

Definamos un funcional h; sobre Y; como sigue

hi(y + ayr) = f(y) + ac (1.6)

donde ¢ es una constante real. No es dificil observar que h; es lineal. Ademas,
para a = 0 tenemos que hy(y) = f(y). Asi hy es una extension propia de f, es decir,
una extension tal que Z(f) es un subconjunto propio de Z(h;). Consecuentemente,
si podemos mostrar que h; € Z mostrando que

hi(z) < p(x), Vre D(h), (1.7)

esto contradice la maximalidad de f, entonces Z(f) # E es falso y debera ser
que Z2(f) = E.
En consecuencia, debemos demostrar que h; con un ¢ adecuado en (1.6) satisfa-

ce (1.7).
Consideramos cualquier y y z en Z(f). De (1.5) y (1.2) obtenemos

fly) = f(z) = fly—2) <ply—2)
=0p+y—wn—=2)
<p(y+uy1) +p(=y1 — 2)

Tomando el ultimo término y pasandolo a la izquierda y el término f(y) al lado
derecho, tenemos

—p(=y1 —2) = f(z) <ply+wy1) — fy), (1.8)

donde y; es fijo, Como y no aparece en la izquierda y z tampoco en la derecha,
la desigualdad se mantiene si tomamos el supremo de los z € Z(f) en la izquierda
(al que llamamos my) y el infimo de y € Z(f) en la derecha, (al que llamamos m;).
Entonces m, < my, para un c tal que my < ¢ < m,, asi de[1.8tenemos

—p(=y—2) = f(2) <¢, Vze D(/) (1.9)

c<ply+uy)— fly), Yye2(f) (1.10)
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Primero demostramos (1.7) para o negativo en (1.6) y luego para un « positivo.
Para oo < 0 usamos (1.9) con z reemplazado por o'y, es decir,

- 29)~ fy) <

Multiplicando por —a > 0 resulta

ap(—y — )+ fly) < —ac

De lo anterior y (1.6), usando y + ay; = x, obtenemos la desigualdad deseada

hi(z) = f(y) + ac < —ap(—y1 — é) = play +y) = p(x).

Para a = 0 tenemos = € Z(f) y no hay que probar. Para a > 0 usamos (1.10)
con y reemplazado por o~ 'y para tener

1 1
< p(— — f(—y).
c<ply+u) = f(-y)
Multiplicando por a > 0 resulta

ac < ap%y +y1) — f(y) = plz) — [()

De lo anterior y de (1.6),

hi(z) = f(y) + ac < p(x).
0

1.2. Topologias Débiles, Espacios Reflexivos, Espa-
cios Separables, Convexidad Uniforme

Definicion 1.9. (Dual Algebraico) Sea E un espacio vectorial, el dual algebraico E*
de E es el conjunto de todos los funcionales lineales definidos sobre E.

Definicion 1.10. (Bidual Algebraico o Segundo espacio Dual Algebraico) El Bi-
dual Algebraico de E denotado por (E*)* es el espacio de los funcionales lineales
sobre E*. También puede denotarse por E**.

Definicion 1.11. (Dual) Sea E un Espacio normado el dual E* de E es el conjunto
de todos los funcionales lineales acotados definidos sobre E?| El Bidual o segundo
Dual denotado por (E*)* es el espacio de los funcionales lineales acotados sobre E*.
También puede denotarse por E**.

2| a nocién de Dual que se maneja en Algebra Lineal es la que se define como Dual Algebraico,
pero ambas nociones no entran en conflicto debido a que en Algebra Lineal se trabaja con espacios
de dimension finita y en dichos espacios todos los funcionales lineales son acotados.
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Ejemplo 1.1. El espacio Dual de R es RY.
La demostracion de este hecho se puede revisar en [R3], pagina 121.

Ejemplo 1.2. E/ espacio dual de (P es (1.
La demostracion de este hecho se puede revisar en [R3], pagina 122.

Definicion 1.12. Sean (X, d) e (Y, p) espacios métricos, una Isometria es una fun-
cionf: X — Y, talqueparaz,y € X,

d(z,y) = p(f(2), f(y)),
una expresion equivalente en espacios normados seria,
=[x = [/ (2)]ly-
Donde las normas son inducidas por las métricas de sus respectivos espacios.

Definicion 1.13. Llamaremos funcion candnica de E a la aplicacion C' : E — E**
dada por C(z) = g, donde

9:(f) = f(x) (f € EY)

Es decir, para cada x € FE su imagen es un funcional lineal g, € E** tal que
golaf +h) = (af+h)(z) = af(z)+h(z) = ag.(f)+g.(h), Vf.g€ E yVaecK

192 () = g(R)| = [f (z) = h(x)] = |(f = h)(2)| < [lzll[f —2ll, Vg€ E"

Por definicion, C'; es lineal. Ademds C; es una isometria, es decir E = C(E) C E**

Definicion 1.14. Un espacio normado E es reflexivo si la isometria C'r, es sobreyec-
tiva, con lo que E es isométrico a su bidual.

Lema 1.15. Si X e Y son espacios de Banach reflexivos. Se cumple el siguiente
hecho
(X xY) =X"xY~*

Demostracion. SeanT} € X*y T, € Y*, definimos
T(x,y) =Ti(z) +Ta(y)

asi T es lineal y acotado dado que esta definido en funcion de 17 y T5, por tanto
T € (X x Y)*. Por otro lado, si tomamos 7" € (X x Y)*, definimos 77 : X — Ry
T, : 'Y — R como sigue

Tix = L(x,0)

T2y = L(07 y)
Los cuales por definicién son lineales y acotados, ademas

L(x,y) = L(z,0) + L(0,y) = Ti(z) + Ta(y)
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Observacion 1.16. Por recursividad se verifica que para N € N.
N * N
(H Xi) =[x
=1 =1

Proposicion 1.17. Sean X eY espacios de Banach reflexivos, entonces (X xY') es
reflexivo.

Demostracion. Sea C' : X x Y — (X x Y)* la funcién canénica sobre X x Y, por
el lema[1.15] (X x Y)** = X** x Y**. Asi podemos definir C' como sigue

C = (A,B)

donde A, B son las funciones canénicas sobre X e Y respectivamente.
Seag e (X xY)*,

gEX XY)"=>ge X xY™
=g=(h,k), he X" keY™
= J(z,y) e X XY : A, =hyB, =k, (X,Y son reflexivos)
= 9= (Az, By) = Clay)

Por tanto X x Y es reflexivo. O

Observacion 1.18. Por recursividad se puede verificar que si {Xi}f.v: (N € N)es
una familia de espacios de Banach reflexivos entonces

es un espacio reflexivo.

Sea E un espacio de Banach y sea f € E*. Denotamos por ¢; : & — R el
funcional lineal ¢¢(z) = (f,z). Como ¢ esta definido en todo E*, obtenemos una
coleccién (¢y) rep+ de funciones de £ en R. Por ahora obviaremos la topologia usual
sobre E (la asociada a || - || que suele llamarse topologia fuerte) y definimos una nueva
topologia como sigue:

Definicion 1.19. La Topologia débil o(E, E*) sobre E es la topologia mds gruesa
asociada a la coleccion (¢y)ep+, €s decir, es la topologia mas gruesa tal que cada
funcion de () rep+ €s continua. Llamaremos topologia fuerte a la inducida por la
norma.
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Observacion 1.20. Sea E un espacio de Banach y ¢ € E*. Una subbase para la
Topologia Débil o (E, E*) es la coleccion

B={o'U); UeTr}.

En otras palabras, un subconjunto de E es abierto en la topologia débil si y solo si
puede ser escrito como union arbitraria de intersecciones finitas de conjuntos de la
forma o= (U).

Ahora definiremos una topologia sobre E* llamada Topologia Débil* denotada
por o(E*, E) (El x es para recordar que esta topologia esta definida s6lo en espacios
duales). Para cada x € E considere el funcional lineal ¢, : £* — R definida por
f = ¢.(f) = (f,x). Como x recorre a E, obtenemos una coleccién (¢, ).cr de
funciones de E* a R.

Definicion 1.21. La Topologia débil, o(E*, E), es la topologia mas gruesa sobre E*
asociada a la coleccion (¢, )zck-

Definicidon 1.22. (Espacio convexo) Un espacio vectorial E se dice convexo si para
cadaz,y € E, tenemos que tz + (1 — t)y € E dondet € [0, 1].

Teorema 1.23. Sea C un subespacio convexo de E. Entonces C es cerrado con la
topologia débil o (E, E*) si y solo si es cerrado con la topologia fuerte.

Definicion 1.24. Un espacio de Banach es llamado Uniformemente Convexo si

Ve >0 36 >0 tal que

r+y
o€ Elll LI < 1y fo ol >l = || 752

<1—4

La convexidad uniforme es una propiedad geométrica de la bola unitaria: si desli-
zamos una regla de largo € > 0 en la bola unitaria, entonces su punto medio perma-
nece dentro de la bola de radio 1 — ¢ para algun 6 > 0. En particular, la esfera unitaria
debe ser “redonda” y no puede incluir cualquier segmento de linea.

Teorema 1.25. (Milman-Pettis). Cada espacio de Banach uniformemente convexo
es reflexivo.

Notacion. E/ epigrafo de ¢ es el conjunto
epi o ={(2,)) € E xRy p(x) < A}

Definicién 1.26. Una funcion ¢ : E — (—o0, +00] es llamada Semicontinua Inferior
(s.c.i.) si para cada A € R el conjunto

<Al ={rec E:p(r) <A}

es cerrado.
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Algunas propiedades elementales acerca de funciones s.c.i.

1. Si ¢ es s.c.i. entonces epi ¢ es cerrada en E x R; y viceversa.

2. Si ¢ es s.c.i. entonces para cada x € E, para cada ¢ > 0 existe un entorno V/
de z tal que

p(y) > () —¢e, VyeV

y viceversa. En particular, si ¢ es s.c.i. entonces para cada sucesion (z,,) en E
tal que x,, — x, se tiene que

lim info(z,) > ¢(x)
n—o0
y viceversa si I/ es un espacio métrico.
3. Si 1y g son s.c.i., entonces p; + @9 €S S.C.i.

4. Si (pi)icr €s una familia de funciones s.c.i. entonces su envolvente superior es
también s.c.i., es decir, la funcién ¢ definida por

@(x) = sup ()
el
€s S.C.i.

5. Si F es compactoy ¢ es s.c.i., entonces inf; ¢ es alcanzado.
Definicién 1.27. Una funcién ¢ : E — (—o0, +00| es llamada convexa si

Las siguientes son algunas propiedades fundamentales de las funciones conve-
Xas:

1. Si ¢ es una funcién convexa. entonces epi ¢ es un conjunto convexo en £ x R;
y viceversa.

2. Si ¢ es una funcién convexa, entonces para cada A € R el conjunto |¢ < \| es
convexo; pero el converso no siempre es cierto.

3 Si ¢ ¥ ¢, son convexas, entonces ¢; + . €s convexa.

4 Si (p;)icr es una familia de funciones convexas, entonces el envolvente supe-
rior, sup, (;, €8 convexo.

De aqui en adelante E es un Espacio vectorial normado (e.v.n.).
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Corolario 1.28. Supongamos que ¢ : E — (—o0,+00| es convexa y semicontinua
inferior con la topologia fuerte. Entonces ¢ es semicontinua inferior en la topologia
o(E, E").

Teorema 1.29. (Teorema de Kakutani) Sea E un espacio de Banach, entonces E es
reflexivo si y solo si

Bp ={z € E;|z| <1}
es compacto con la topologia débil o(E, E*).

Demostracion. La demostracion de este hecho puede ser consultada en [R1] pag.
67. ]

Proposicion 1.30. Sea E un espacio de Banach reflexivo y sea M C E un subespacio
vectorial cerrado. Entonces M, dotado de la norma inducida por E, es reflexivo.

Demostracion. El espacio M dotado con la norma de E tiene a priori dos topologias
débiles distintas:

(a) La topologia inducida por o(E, E*),
(b) su propia topologia débil (M, M*).

De hecho, esta dos topologias son las mismas (Por Hahn-Banach, cada funcional
lineal continuo sobre M es la restriccibn a M de un funcional lineal sobre E). En vis-
ta del teorema [1.29] tenemos que verificar que B), es compacto con la topologia
o(M, M*) o de manera equivalente en la topologia o(E, E*). Sin embargo, By es
compacto en la topologia o(E, E*) y M es cerrado en la topologia (£, E*) (por el
teorema . Por lo tanto, B); es compacto en la topologia o(E, E*). O

Lema 1.31. Sean X e Y espacios de Banach, T' una isometria de X enY , entonces
T'(X) es un subespacio cerrado de Y

Demostracién. Sea E =T(X)yx € E,

Entonces existe (z,) € E tal que z,, — z. Como z,, € E existe u,, € X tal que
Tu, = x,, debemos verificar que x = lim Tu,, € F.

Sabemos que

Ve,aN € N, tal que | Tu, — Tup|ly <&, ¥Ym,n>N
Asi,
[T = Tuply = [IT(wn — um)lly,

= Hun - umHX
< €.

Entonces u,,, es de Cauchy en X, asi, sea u € X, tal que u,, — u, seay = Tu.
Como T es continua, y = lim T'u,, = x, por tanto = € E.
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Teorema 1.32. Sea E un espacio de Banach. E es reflexivo si, y sélo si su espacio
Dual E~* es reflexivo.

Demostracion. E es reflexivo = E* es reflexivo.

Sabemos por hipétesis £** = F = E** = E*. Sea (' la funcién canonica de F
en E**. Sea ¢ € E** y la funcién = — (p, C'x) ala cual denotamos por f € E*, asi

{0, C) = ([, x)

Pero también se tiene que

(Cx, f) = ([, z)
Asi

(¢, Cx) = (Cx, [)

Como (' es sobreyectiva, decimos que

(0.8) = (& f), VEeE”

En particular tomamos a £ como la funcién canénica, de E* en E***, la cual po-
demos decir que es sobreyectiva. Por tanto £* es reflexivo.

E* es reflexivo = E es reflexivo.

De la implicacion anterior podemos decir que E** es reflexivo. Ademas como £
es cerrado y C' es una isometria, C'(E) es un subespacio cerrado de E**, y por la
proposicion C(E) es reflexivo y al mismo tiempo es isométrico con £, por lo
tanto £ es reflexivo.

[

Corolario 1.33. Sea E un espacio de Banach reflexivo. Sea K C E un subconjunto
acotado, cerrado y convexo de E. Entonces K es compacto con la topologia o (E, E*).

lado, ya que K es acotado existe una constante m tal que K C mBg°, y mBg es
compacto en o(E, E*). (por el teorema|1.29). ]

Demostracién. K es cerrado con la topologia o(E, E*) (por el teorema|1.23). Por otro
Fi

Corolario 1.34. Sea E un espacio de Banach Reflexivo y sea A C E un subconjunto
convexo cerrado no vacio de E. Sea ¢ : A — (—o0, +00] una funcién convexa s.c.i.
talque p # +oo y

SmBg = {mx: 2 € Bg}



Capitulo 1. Preliminares 14

lim  ¢(x) = +oo (Noasumir, si A fuese acotado) (1.11)
r e A
lzll = oo

Entonces o alcanza su minimo sobre A, i.e., existe o € A tal que

p(x0) = min .

Demostracion. Fijando cualquier a € A tal que ¢(a) < 400 y considere el conjunto

A={z e A p(x) < pla)}
Entonces A es cerrado, convexo, y acotado (por 1) y asi es compacto con la
topologia débil o(E, E*) (por el corolario [1.33). Por otro lado, ¢ es también semicon-

tinua inferior con la topologia o (E, E*) (por el corolario(1.28). Se sigue que  alcanza
su minimo sobre A (ver propiedad 5 de la definicién de s.c.i (definicién [1.26)), i.e.,

existe xg € A tal que

o(zy) < p(z), Vze A
Siz € A\ A, tenemos p(zy) < ¢(a) < ¢(x) ; de modo que

o(zo) < @(x), Vre A
O

Definicion 1.35. (Espacio Separable) Decimos que un espacio métrico E es sepa-
rable si existe un subconjunto D C E que es contable y densof

Proposicion 1.36. Sea E un espacio métrico separable y sea F' C E cualquier sub-
conjunto. Entonces F también es separable.

Demostracién. Dado que E es separable, 3U = {u,, : n € N} C E denso.

Sea D = {(n,m) € N?: B(u,,1/m)NF # ()}, para cada (n,m) € D, escogemos
Ampn € B(u,,1/m)NF.

Asi el conjunto C' = {a,, : (n,m) € D}, es un subconjunto contable de F.
Seax c F,

reF=zreckE
= Ve > 0,B(z,e) NU # 0, (ya que x € U),
= M €N, tal que B(x,1/m)NU # 0,Ym > M.
Asi, 3k € N tal que u; € B(z,1/m) N U. Luego = € B(uy,1/m), asi, ay, €

B(uy, 1/m), por tanto ||z — aym|| < 1/m, ¥m > N, luego e >0, Br(z,e) N C # 0,
por lo tanto z € C. ]

“Por ejemplo R con la topologia usual y el subconjunto contable y denso Q.
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Proposicion 1.37. El producto finito de conjuntos separables es separable.

Demostracion. Sean X, ..., Xy conjuntos separables, entonces cada X; tiene un
subconjunto A; contable y denso. Tomamos

N
A=]J4
=1
Debido a que cada A; es contable, entonces A es contable. Ademas,
N N N
[Ta-T[4-]x
=1 =1 =1

asi, A es un subconjunto contable y denso de X = Hf\il X, entonces X es separa-
ble. O

1.3. Espacios L*

Definicion 1.38. Un Espacio Medible es un par (<2, M), compuesto de un conjunto
Q y una o — algebra M de subconjuntos de (). Un subconjunto E de §) es medible
(o medible respecto a M) si E € M

Definicion 1.39. Una medida ;. sobre un espacio medible (2, M) es una funcién
no-negativa de conjuntos en los reales extendidos ;1 : M — [0, 00| tal que u()) = 0
y ademas es contablemente aditiva, en el sentido que para cualquier coleccion
contable de conjuntos medibles disjuntos E;° ,

wlJ Ee) =D ()
k=1 k=1

Definicién 1.40. Por un Espacio de Medida (), M, 1), entenderemos que es una
espacio medible (£, M) junto a una medida . definida sobre M.

Definicion 1.41. Se define el espacio L'()) como sigue:

Ll(Q):{f:Q%R;fesmedibley/Q\f|<oo}.

Es decir, una funcién f, esta en L'(Q)) si es integrable sobre ).
Definicion 1.42. Seap € Rconl < p < oo; asi

L) ={f:Q—=R; [ es medible y |f|’ € L'(Q)}

11 = 61 = | [ 10 "

definido como la norma sobre L (X2).

con
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Definicion 1.43. Definimos

[°(Q) = {f O R f es medible y existe una constante C }

tal que |f(x)| < C c.t.p. sobre )

Con
1fllze = I flloo = Inf{C;|f(x)| < C c.t.p. sobre Q}.

La siguiente observacién implica que || - || €s una norma:
Observacion 1.44. Si f € L entonces
|f(@)] < ||flloo c.t.p. sobre €.

Definicion 1.45. El conjugado de un numero p € (1,00) es el nimero q = #, que
es el inico numero q € (1, 00) para el cual

=1
p q

El conjugado de 1 sera definido como oo y viceversa.

Teorema 1.46. Sea) C RV. Si f € L'(Q), entonces |f| € L*(Q), y
JEEAl
Q Q

Demostracion. La demostracion de este resultado esta desarrollada en [R7], pagina
343. ]

Teorema 1.47. (de Convergencia Dominada, Lebesgue) Sea (fn) una sucesion
de funciones en L' que satisfacen

(a) Paratodon, f, > 0 c.t.p. sobre (),
(b) Existe una funcion g € L' tal que para todan, | f,(z)| < g(x) c.t.p. sobre €,
entonces, existe una funcién f € L' tal que || f, — f|l1 — 0.

Teorema 1.48. (Densidad). El espacio C.(RY) es denso en L'(RY), i.e.,

Vf e Ll(RN), Ve >0, df; € CC(RN) tal que || f — fil1 <e

Teorema 1.49. (Tonelli) Sea F(z,y) : Q1 x Qs — R una funcion medible que satis-
face
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@) Jo, |F(2,y)dus| < oo parac.tp.x €,
®) Jo, i fo, [F(z,y)|dps < oo.
Entonces, F(z,y) € L'(Q1 x Q)

Demostracion. La demostracion de éste hecho puede ser consultada en [R4], pag.
420. O

Teorema 1.50. (Fubini). Supongamos que F' € L'(Q2; x Q). Entonces x € ) ,
F(r,y) € Ly(Q) ctp. y [, F(z,y)dus € L,(n). Similarmente, paray € Qs ,
F(z,y) € Ly(Q)etp.y [o F(z,y)du € Ly(Qy). Ademas, se tiene

/ dul/ F(x,y)dm:/ dm/ F(x,y)dm:// F(z, y)dpdps.
Q1 QQ Q2 Q1 QlXQQ

Demostracién. Este hecho puede ser consultado en [R4], pag. 416. O

Teorema 1.51. (Desigualdad de Hélder) Sea E un conjunto medible, 1 < p < oo
y q el conjugado de p. Si f pertenece a LP(F) y g pertenece a L(E), entonces su
producto f - g es integrable sobre E y

lﬂmmwqu (1.12)
E

Demostracion. Sip =1, |fg| = |f||lg] < C|f| € L', ademas,

J1sa1= 15161 < [ ol = 1511l

de igual forma para cuando p = oo. De modo que probaremos para 1 < p < oo.
Usaremos, la Desigualdad de Young:

1 1
abgz—jap—i-—bq, Ya > 0,Vb > 0. (1.13)
q

La desigualdad (1.13) es consecuencia de la concavidad hacia abajo de la funcion
log sobre (0, o)

1 1 1 1
log (—ap + —bq> > —loga? + —logb? = logab
b q b q
Asi,

1 1
|fg] < =|fIP + =]g|?
p q
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Se sigue que fg € L'y de igual manera

1 1
/ ol < S + Nl (1.14)

Si reemplazamos f por Af (A > 0) en (1.14), obtenemos

Pt 1
/|fg| < sl + 5 ol (1.15)

Si tomamos de manera conveniente \ = HfH;ngHZ/p,

(I£11=2 g8/
[ 1791 < R+ ol

1 1
=~ fllpllglly + =1l.fllpllg
pH Ipllgllq qH Ipllglly
= [[fllpllgllq-
Asi obtenemos la desigualdad (1.12). ]

1
£l 9114%q

Observacion 1.52. Es de gran utilidad tener en mente la extension de la Desigualdad
de Hélder:

Suponemos que f1, fo, ..., fr Son funciones tales que:

1 1 1 1
fielri, 1<i<k con 5:E+]§+m+ﬁ§1'

El producto f = f, fs--- fx pertenece a LP y

1 1lp < Lfllpu Ml f2llpe - Lol

En particular, si f € L N LY con1 < p < q < oo, entonces f € L" para todo r,
p < r < q, y la siguiente “Desigualdad de Interpolacion” sostiene:
11—«

g—k , 0<a<l;
p q

« —Q 1
171, < IFIGIAIe,  donde =

Teorema 1.53. Sea (f,) una sucesién en L* y sea f € L? tal que || f — f.|, — O.
Entonces, existe una subsucesion ( f,, ) y una funcion h € LP tal que

(@) fn,(x) — f(x), c.t.p. sobre(l,
() |fn,(2)] < h(z), Vk c.t.p. sobre (.

Teorema 1.54. Los espacios LP con 1 < p < oo son reflexivos.
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Demostracion. La prueba esta consta de tres pasos:

Paso 1: (Verificar la primera desigualdad de Clarkson). Sea 2 < p < oo. Queremos
verificar que

ExI <HIsl+lal). vhoe.  (1e)

Hf g

Demostracion de (1.16} -. Como f, g : 2 — R bastard mostrar que

a—"bl’
2

—_

a+bl?
2

Primero notamos que

<SSP +1gP), Vo.b e R

of + P < (a2+ﬁ2)p/2, Vo, 3 >0

(por homogeneidad, asumimos 5 = 1 y observamos que la funcion

(x2+1)p/2 —xP -1

incrementa sobre [0, oc]). Escogiendo o = |%2| y 8 = |42, obtenemos

p 2\ /2 2 2\ P/2
a b 1
< = | — _ - p blP
_< ) (5+5) = star+p)

(La ultima desigualdad se sigue de la convexidad de la funcién z — |:L"|§ ya que
p=2).

a—>
2

a+b|?
2

a—>b
2

a+blf
2

Paso 2: L” es uniformemente convexo, y asi es reflexivo para 2 < p < oo. De
hecho, seas > 0y sean f,g € L* con || f|, < <1yl f—gll, > ¢. Deducimos

de (1.16) que
f+glf f—g|ff 1
< - SIS »
H <=5+ S+l
p p
P 1
- + 51+ lgl)
P 1
<=5 @A+ —If =gl <= IF1 <1, gl <1

1=

1
tomamos 0 =1 —[1 — (5)"]» > 0;& < |If —gll, < 1l + llgll, <2
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asi |20 <1-4
2 P )
Entonces, LP es uniformemente convexo y de esa forma reflexivo por el teorema|i.25|
Paso 3: L? es reflexivo paral < p < 2.

Demostracién. Sea 1 < p < oo. Considere el operador 7' : LP — (L9)* definido
de la siguiente forma: Sea u € L” fijo; la aplicaciéon f — [wuf, con f € L% es un
funcional lineal continuo sobre L? y esto define un elemento 7w en (L9)* tal que

(Tu, f) :/uf, Vfe L

Sabemos que

< |lullpll fllg; (Por la desigualdad de Holder)

Aplicando el supremo alos f € L4, ||f]| <1

sup  [(Tu, )] < lully; (Iflly <1).

feL?
Fr<t

Por lo tanto,

[Tull(zay < flullp

Por otro lado, sea

fo@) = [u(@)"*u(z) (folz) = 0 siu(z) = 0).

Dado que u es medible f,, también lo es, ademas

| fol? = ‘|u|p_2u|ﬁ : (qesel conjugado dep),

= [uf?

Como |ulP € L'(2) entonces también |f,|?, por tanto fy € LY.

Ademas,

1/q

ol = \ [ 1@
= | [t

= [lullp™"

b2

p—1
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y
(Tu o) = [ usa= [ 1up = Jul
Asi
Ifolle [l = :

Ap“CandO SupfoeLa”ﬁ)“Sl

<TU f())

[Tulf Loy = = |ullp- (1.17)
Nfolle
Luego
[Tul[(zaye = [ul]p-

Entonces, hemos probado que T es una isometria de L? en (L?)*, lo que implica
por el lema que T'(L?) es un subespacio cerrado de (L%)*.

Supongamos que 1 < p < 2. Como LP es reflexivo (por el Paso 2), se sigue que
(L7)* es también reflexivo (Corolario|1.32). Concluimos, por la proposicion m que
T(L*) es reflexivo, y como consecuencia, L? es también reflexivo. O]

]

Definicion 1.55. Un producto interno sobre X es una aplicacion que va de X x X
en un campo escalar K de X, es decir, para cada par x,y € X existe un escalar
asociado el cual se denota por
(z,y)
y es llamado el producto interno de x e y, tal que para todo x,y,z € X y cualquier
escalar a se tiene que
(x+y,2)=(2,2) + (y, 2), 1.1

(

(az,y) = a(z,y), (1.

(z,y) = (y, ), (1
(
(

_L

(z,2) >0 1

(x,2) =0<= 2 =0. 1

8)
9)
20)
21)
22)

Un producto interno sobre X define una norma sobre X dada por
lz]l =/ (2, z)

En[71.20/a barra denota conjugado complejo. En consecuencia, si X es un espacio
vectorial real, simplemente tendremos

(z,y) = (y,2).
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Definicion 1.56. (Espacio pre-Hilbert, Espacio de Hilbert). Un espacio de producto
interno (o espacio pre-Hilbert) es un espacio vectorial X con un producto interno
definido sobre X . Un espacio de Hilbert es un espacio de producto interno completo
(completo con la norma definida por el producto interno).

De aqui en adelante H denotara un espacio de Hilbert.

Definicion 1.57. Sea E un espacio de producto interncﬂ y M C FE no vacio, definimos
el complemento ortogonal de M como sigue:

M*={z€FE:z 1 M}
Asi, x € M~ siy solo si (x,v) = 0 para todov € M.

Definicion 1.58. Sea X un espacio vectorial. Para cualquier subconjunto no vacio
M C X el conjunto de todas las combinaciones lineales de vectores de M es llamado
span de M, el cual se denota

span M.

Obviamente este es un subespacio de Y de X y decimos que Y es generado por

MEL

Lema 1.59. (Conjunto denso) Para cualquier subconjunto M # () de un espacio de
Hilbert H, el span de M es denso en H siy solo si M+ = {0}.

Demostracion. La demostracion de este hecho puede consultarse en [R3], pag. 149.
]

Teorema 1.60. (De representacion de Riesz) Sea p € (LP)*,1 < p < oo, entonces
existe una unica funcion u € L7 (q exponente conjugado de p) tal que

mﬁzém,WEH

Ademas,

[ulle = Nl wey--

Demostracién. Consideramos el operador 7' : LY — (L?)* definido por (T'u, f) =
Juf, Yu e L Vf € LP. El argumento usado en la prueba del teorema [1.54] (Paso
3) muestra que

ITullwny = llully, V€ L.

SUn espacio de producto interno es un espacio vectorial dotado de un producto interno. Estos
espacios se trabajaran a profundidad en la siguiente seccién.
8Si M es un espacio vectorial M = span M.
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Queremos probar que T es biyectivo, la inyectividad esta dada por que 7' es iso-
metria. Sea F = T'(L?). Por el lema|1.31], E es un subespacio cerrado de (L?)*, es
suficiente probar que E es denso en (LP)*.

Sea h € (LP)* que satisface (h, Tu) = 0, Yu € L9. Como L? es reflexivo, h € L?,
y ademas

(h,Tu) = (Tu, h)

uh

wh; </ uh es real)

= (Tu, h)

Il
——

Asi [uh = 0,Yu € L2,
Ahora probaremos que E+ = {z € L? : (z,v) =0, Vv € E} = {0}.

Tomamos u = |h[P~2h.

/ ul? = / [BP2h[72 = / hP < oo

De esa forma v € LY.

/(\h\p%)h:O:/th’:O

= [[n[l; =0
=h=0

Asi E+ = {0}.

E es cerrado y por el lema[1.59| es denso en (L”)*, entonces £ = (LP)*y T es
sobre.

]

Observacion 1.61. E/ teorema es muy importante. Dice que cada funcional Ii-
neal continuo sobre LP con 1 < p < oo puede ser representado “concretamente”
como una integral. La funcion ¢ — u, que es una isometria lineal sobreyectiva , nos
permite identificar el espacio “abstracto”(L*)* con L1.

De aqui en adelante, sistematicamente haremos la identificacion
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(LP)* = L.

Notacion. La operacion Truncamiento T, : R — R es definida por

st <,
an—{ % si|r| > n.

Sea E C (), definimos la funcion caracteristica x z como sigue

(z) = 1 stx € F,
XERE =00 sizeQ\E.

Teorema 1.62. E/ espacio C.(§2) es denso en LP(X2) para cualquier p, 1 < p < oo.

Demostracion. Queremos probar que dado f € LP(RY) y ¢ > 0 existe una funcién
g € L*=(RY) y un conjunto compacto K en R" tal que g = 0 fuera de K y que
1f=gllp <e.

Sea y,, la funcién caracteristica de B(0,n) y sea f, = x,.1,f. Verificaremos que
(fn) € L'y que existe una funcién g € L' tal que para todo n, | f,(z)| < g(z).

Sin — oo, entonces B(0,n) — RNy f,, — f.
Ademas sin =m
0, sizeR"\ B(0,m),
(@) = xmTon f (@) = ¢ (x)  si|f(z)] <m,

mh i | f(x)] > m.

Asi f, es acotaday f, € L'.
Como f, — f, podemos encontrar N € N, lo suficientemente grande tal que

|fn| < fn, asi tomamos g = fu. Por lo tanto podemos aplicar el teorema de con-

vergencia dominada (1.47) y ||f, — f|| < €/2. Y como g € L', podemos aplicar el
teorema[1.48

Es decir, que dado § > 0, existe una funcién g, € C.(RY), tal que

lg — g1l < 0.
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Podemos asumir que ||g1]|« < ||g]/s; de otro modo, reemplazariamos g; por Tng,
con n = ||glec- Asl,

1/p
Hg—gll\p—{/lg—gllp} :
1/p
=[/|g—glug—gl|p1] ,

<llg— 91|H/p|’9 - 91H<1>51/p; (Desigualdad de Holder)
< 5P\ g — gi||HP,
< 572\ glloe) M.

Si tomamos ¢ > 0 lo suficientemente pequeno tal que

Y72l glloo) TP < £/2

Ademas por la convergencia, || f — ¢g||, < £/2; recordado que g = fx.

N f=all=1f—91+9—9l,
<\f =gllp + llg = 91llp,
<e/2+¢/2,

= E.

con g; € C.(RY).
En conclusion, f € C.(RN) = LP(RY) c C.(RY) = C.(RY) es denso en
LP(RY). O

Teorema 1.63. Si asumimos que ) es un espacio de medida separable. Entonces
LP(Q) es separable paral < p < co.

Teorema 1.64. (Teorema de Young) Dada f € L'(RY) yg € LP(RY) con1 < p < oo.
Entonces para casi todo x € RY, la funciény — f(x —y)g(y) es integrable sobre R
y definimos la convolucion de f y g, que denotamos por f = g de la siguiente forma

(f xg)(x) = - f(x —y)g(y)dy, =eRY.
Ademds fx g € L"(RY) y ||f * gll, < I fllullgll,

Demostracion. Sea F(x,y) = f(x — y)g(y). Consideraremos 3 casos:

(i) p= oo,
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Entonces f € L'y g € L*, as

/RN |F($=y)|—/ | (z = y)g(y)|de,
= lg(y |/ (x —y)|dz,

<lg(y)
< 0Q0.

/ dy / F(a,y)lde = C / o(y)ldy < K < oo
RN RN RN

Entonces por el teorema de Tonelli (1.49), F € L*(RY x RY).
Ademas,

Entonces

[ o=t < [ 11l

< oQ.

Asi, (f * g) € L=(R"), por otro lado

flx - y)g(y)dy’ < / |f (& = y)g(y)ldy,
RN RN
< |[fllillgllse-  (Desigualdad de Hélder)

Como || f[1[¢ll-- es cota de [(f * g)|, entonces || * glloc < [|.f[|1]]g]lsc-

[Pt =1sw)l [ 15— v,

= lgWIfl < o0, ct.p.y € RN

/dy/ F(e,9)ldz = gl lIf1L.
RN

Asi, por el teorema de Tonelli (1.49) F € LY(RY x R¥), y por el teorema de
Fubini (1.50) ' € L,(RY x R"), es decir,

y ademas

/ |F(z,y)|dy < oo, ct.p.z € RV,
RN

Y también

/dy/ xyux_/ da:/ F(z,y)ldy = lgl ]l f11
RN RN RN

Asi, queda demostrado el teorema de Young para p = 1.
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(i) sil<p< oo

Verificaremos que la funcion y — |f(z — y)||g(y)|P es integrable en RY, para
todo x € RY, fijo.

186 = wllsPde = 1ol < 0= [ dy [ 1= llslds

= llglpllf Il < o0
= |f(z —y)llgw)F € L'(RY x RY), (Tonelli)
= [z = yllgW) € L,(RY), (Fubini).

L1t ol ay = [ 1= wllat)pdy < o0
asi [ f(z —y)|""|g(y)| € LH(RY).
Como |f(x —y)| € L'(RY) entonces | f(z — y)|"/? € LI(RN). Asi

|f(@=y)lgw)| = |f(@=y)|"|f(z—y)|"|g(y)| € LLRY), (Desigualdad de Holder)

Integramos

[ o=t < [ 15 pllala
= [ 10 = )1 = ) gl

p
<11 / = llalPd) . (Desigualdad de Hotder),
Es decir,

|(F % @)(@)| < IFIL ((F1# |glP) @) Y7 = [(f * @) @)” < I (| F1+lg]P) () < 0.
Asi, (f * g) € LP(RY) y ademas

Lo @pdy < U7 [ (£ g (a)ds

=1 [ |1l de

=1 [ [ 15 = wllatPdsdy, (Fubini)

= [ o [ 15— plas

= AN L g
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Entonces

1 1
1F* gll2 < 1IN F gl = 11 * glle < 1A gl

Por tanto, || f * gll, < || fll1]lgll,-

O
Proposicion 1.65. El producto de convolucion es conmutativo.
Demostracion. Utilizando el cambio de variable z = x — y obtenemos
(f xg)(x) = - flz=y)g(y)dy = - f(2)g(x = z)dz = (g * [)(x)
U

Notacion. Dada una funcioén f sobre RN definimos f(x) = f(—zx).

Proposicion 1.66. Sean f € L*(RY), g € LP(RY) y h € L4(RY). Entonces

/RN(f*g)hz/RNg(f*h)

Demostracion. Sea F(x,y) = f(x — y)g(y)h(z).

[ 11 = atuna)lds = btz |/ (&~ w)g(v)ldy
= (R@I(1f1 * 9 (x)

< 00.

El tltimo resultado se sigue de la demostracion del teorema de Young (1.64). Ademas,

/RN o /RN [F(z, y)ldy = /RN ()| da /RN |f(x —y)g(y)|dy,
= [ @11 +lal) @)

< OQ.

El dltimo resultado se sigue de la demostracion del teorema de Young (1.64).
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Asi F € L}(RN x RY), podemos aplicar Young y Fubini.
/ (f *xg)(x)h(z)dx = / dx flz —y)g(y)h(z)dy, (Def. Convolucién)
RN RN JR

/R Lo [ P
/R dy /R Pz, y)de, (Fubini),
/RN dy /RNg f(x — y)h(z)de,
foot [ o0

(ANgyW%@N fly = e)h(e)ds,
/R )(f * h)(y)dy.

/RN(f*g)hzf]RNg(f*h)

Proposicion 1.67. Sea f € L*(RY) yg € LP(R") con1 < p < co. Entonces

Asi,

supp (f * g) C supp [+ supp g.

Demostracién. Fijamos x € RY tal que la funcién y — f(z —y)g(y) es integrable. Se

tiene que
(F+9)e) = [ o= )aty

Ademas, r —y € supp f siy solo si f # 0, por tanto,
(o)) = [ Fla = g(y)dy
(z—supp f)Nsupp g

. Consideramos el caso = ¢ supp f + supp g.
x & supp f+ suppg=x=h+k;(h¢suppf, k¢ suppg),
=z —h¢ suppg,
= (x — supp ) N suppg = 0.
Asi (f % g)(z) = 0 siempre que x ¢ supp f + supp g. Se puede deducir lo siguiente
(f * g)(z) = 0 sobre (supp [ + supp g)* = (f * g)(x) = 0 sobre int[(supp f + supp g)°]
= (f * g)(x) # 0 sobre [int[(supp f + supp g)°]]°
= supp (f x g) C supp f + suppg

]
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Definicién 1.68. Sea ) C R" abierto y seal < p < oco. Decimos que una funcién
f:Q — RestaenlL] sifxx € LP(Q) para cada conjunto compacto K contenido
en ).

Lema 1.69. Si f € LP(Q), 1 < p < oo, entonces f € L} (Q).

loc

Demostracion. Es trivial cuando p = 1. Sea f € L”, 1 < p < 00, sea ¢ el exponente
conjugado de p y K C €2 un compacto cualquiera. Usando la desigualdad de Holder
tenemos

/Q\fXK\ < lplixxlly = I1F 1l K1 < oo,

Por lo tanto f € L} O

loc*

Proposicion 1.70. Sea E un espacio métrico compacto. Entonces toda funcion con-
tinua ¢ : E — X es uniformemente continua.

Definicién 1.71. Si f es una funcién de R en R, decimos que f es diferenciable
en el punto x si f esta definida en una vecindad B(z,r) de x y si existe un vector a
(independiente de h) tal que para cualquier punto x + h en B(z, )

f(x+h)=f(z)+a-h+e(z,h)-h donde ]ILI’I%E(:C, h) = 0. (1.23)
—
El término a - h se llama diferencial de f en x y h y se denota por df (z, h). El vector
a se llama derivada de f en x y se denota por D f(z).
Proposicion 1.72. Sean f € C*RN)(k > 1) y seag € L} (RY), con k en los
naturales. Entonces f x g € C*(RY) y
D¥(fxg)=(D*f)xg, Vacon|al <k.

En particular, si f € C®(RY) y g € L} (RY), entonces f x g € C°(RY)

Demostraciéon. Por induccion basta con considerar el caso £k = 1. Dado z € RY
queremos demostrar que f x g es diferenciable en x y que

V(f*g)(@) = (V) *g)(x)

Sea h € RY con |h| < 1. Se tiene que para todo y € RY.

fath=) = fa=n)=h-Vile=n)l = | [ s+ sh=yds= [ n-Vsa =y

/0 h-Vf(x+sh—y)—h-Vilz—y)ds

SAIMVﬂx+dwﬂn—Vﬂx—wH@

IVﬂA\Wﬂx+ﬂ%ﬂD—Vﬂx—wH%
— Wz —y. ).
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Donde .
e(x—y,m:/o IV f(@+ sh—y) — Vi — )] ds.

Con e(x — y,h) — 0 cuando h — 0.
Como f tiene soporte compacto, por la proposicion f es uniformemente conti-
nua. Ademas

[f(x+h—y) = flz—y)—h Viz—y)| <|hle(h])
Sea K un conjunto compacto fijo de R", lo suficientemente grande para que
x+ B(0,1) — suppf C K,
Asi se tiene
fle+h—y)—flr—y)—h-Vflx—y)=0, Yyé¢& K,Vhe B(0,1).
Por tanto,

|flz+h—y)— fle—y)—h-Vix—y)| <|hle(h)xx(y), veRY, Vhe B(0,1).

(f xg)(@+h) = (fxg)(x) = h(V[*g)(x)| =

—h/RN Vi —y)g(y)dy|,

= /K[f(x +h—y)gly) - [l —y)g(y)
—hV f(z —y)g(y)ldyl,

= /K[g(y)(f(ﬂh—y)—f(:r—y)
—hV f(z —y))ldy|,

< [ 1ne(nla)dy

< [hle(|h) / 9(y)ldy.
K

Entonces,
[(f *g)(@+h) = (f*g)(x) = h(V[*g)(z)] < |hle([h]) /K l9(y)|dy

Con h € B(0,1). Si h — 0 entonces |h|e(|h|) — 0.Por tanto (f * g) es diferenciable.
O

[ fasn=amar= [ re= oty
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Definicidn 1.73. Una sucesion regularizante, (p,,),>, es cualquier sucesion de fun-
ciones sobre RY, tal que

pn € CX(RY), supp p, C B(0,1/n), /,On =1, pn >0, sobre R

Proposicion 1.74. Suponemos que f € C(RY). Entonces (p, * f) — f, cuando
n — oo, uniformemente sobre conjuntos compactos de R" .

Demostracién. Sea K C RY, un conjunto compacto fijo. Dado ¢ > 0, existe § > 0
(que depende de Ky ¢), tal que:

lt—(z—y)| <d=|flx —y) — f(x)] <e, Vo € K, Yy € B(0,9)
Asi tenemos para x € RY
(pn* [)(2) = fz) = (f * pn)(2) — [(2)

= /RN [f(z —y)p(y)ldy — f(x)

=/ [z =y)ply)dy — - f(@)pn(y)dy

= [ [# =) = s@lotwdy

[ v~ Feletdy

B(0,1/n)

Paran > 1/0y = € K, obtenemos

|(pn * [)(2) = f(2)] =

/ @ — ) — F(@)puly)dy
B(0,1/n)

z—1vy)— f(x)||pn d
< / o [FE =) = S@ o)y

< / elpn(y)|dy
B(0,1/n)

< E.

Asi (pn * f) — f, cuando n — co en RY,
O

Teorema 1.75. Sea f € LP(RY) con1 < p < oco. Entonces (p, * f) — f, cuando
n — oo en LP(RY).

Demostracién. Sea ¢ > 0y una funcion fija fi € C.(R), tal que ||f — f1]| < € (por el
teoremal[1.62). Por el teorema[1.74] (p, * f1) — f1 uniformemente sobre cada conjunto
compacto de RY. Por otro lado usando la proposicién [1.67

supp (pn * f1) C B(0,1/n) + supp f1 € B(0,1) + supp fi
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El cual es un compacto fijo.
Se sigue que ||(p, * f1) — fill, = 0, cuando n — oo.
Asi

1(on * f) = fllp = (on * (f = f1)) + [(on * f1) = fr] + [f1 = [l
< (on* (f = fi)llp + 1fr = fllp + 1 (on * f1) = fillp
< lpallpllfr = fllp + I1fr = fllp + 1 (on % f1) = fillp
=2|[fv = fllp + [I(on * f1) = fullp-

La ultima desigualdad resulta del teorema de Young
Sin — oo entonces 2| f1 — fll, + |(pn * f1) — fill, < 2e, Ve >0.
Por tanto

T ([ # f) = fllp = 0
O

Corolario 1.76. Sea Q2 C RY un conjunto abierto. Entonces C>()) es denso en
LP(Q) para cualquierp, 1 < p < oo.

Demostracion. Sea f € LP((2), y definimos
2 f(o), six €S
f@)_{ 0, sizeRY\Q

Por como esta definida f es evidente que f € LP(RY).
Sea (K,,) una sucesion de conjuntos compactos en R”, tal que

U K,=Q vy dist(K,,Q°) >2/n.
n=1

Por ejemplo podriamos escoger
K, ={z eR" :|z| <n, ydist(z,Q) > 2/n}.
Definimos la funcién g, = xx,f Y fu = (pn * gn), asi

(z) = f, stx € K,
Il =00, sizeRN\ K,

Entonces,

| (pux ), six € K,
f”(‘”)_{ 0, sizeRV\K,.

con,
supp fn, C B(0,1/n) + K,, C K,.

Por la definicién de f,, se sigue que f,, € C°(£2). Por otro lado
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1fn = Fllr@) = [1fn = fllzr )

(pn % gn) — F = (on % J) + (oo * )| o)

(Pn * gn) — (pn * f)”LP(RN) + | (pn = f) — f||LP(RN)
(P * (gn — JF)HLP(RN) + [ (pn = f) — ﬂlLP(RN)
polle@™)llgn = falle@yy + [1(on % ) = fllr@n)

9n — fn“LP(RN) + H(pn * fT) - f||Lp(RN)

Sabemos que si n — oo, K, — , asi g, — f, y por tanto podemos tomar
M € N lo suficientemente grande, tal que |g,(x)| < gu(x), aplicando el teorema de
convergencia dominada

gn — fllLe@yy — 0

y como f € LP(RY), por el teorema|[1.75)

1(pn * Pl oy = 0

Asi,
o = fllr@) = 0,

Por tanto
feC=(Q)

Corolario 1.77. Sea Q) C RY un conjunto abierto y seau € L}, .(Q) tal que

loc

/uf =0, VfelCr9).
Q
Entonces u = 0 c.t.p. sobre ().

Demostracion. Sea g € L*(R) una funcién tal que supp g es un conjunto compacto
contenido en ().
Definimos g, = (pn * g), asi g, € C°(2). Por tanto usando la hipétesis se tiene que

/ugn =0, Vn (1.24)

Como g, — gen L'(R) (Teoremal1.75) , existe una subsucesion (gy, ) tal que g,, — g
c.t.p. sobre RY (teorema|1.53).
Ademas

HgnkHLoo(RN) = || pn, * gHLoo(]RN) < HgHLoo(RN), (T'eorema de Y oung)
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Si aplicamos limite a (1.24) (Por convergencia dominada|1.47) se tiene que

/ug 0, (1.25)

Sea K un conjunto compacto contenido en €. Escogemos una funcién g de tal ma-
nera que,

stgn u, sobre K,
0, sobre R\ K.

/ug:/|u|:():>]u\:0,
K
c.t.p. sobre K.

Como esto se mantiene para cada compacto K € (2, concluimos que v = 0, c.t.p.
sobre 2. O

Entonces

Teorema 1.78. (Arzela-Ascoli). Sea K un espacio métrico completo y sea H un sub-
conjunto acotado de C'(K). Supongamos que H es uniformemente equicontinua, es
decir,

Ve > 030 > 0tal que d(xy,x2) <= |f(x1) — f(z2)| <&, VfeH. (1.26)
Entonces la clausura de H en C(K) es compactal|

Notacion. (Cambio de una funcion). Definimos (1,f)(x) = f(z + h), x € RY,
h € RV,

Teorema 1.79. (Kolmogorov-M. Riesz-Fréchet). Sea J un conjunto acotado en
LP(RY) con 1 < p < co. Supongamos que

lim ||7,f — fll, = 0 uniformemente enf € F, (1.27)

|h|—0

ie., Ve > 030 >0 tal que||mnf — fll, <&, Vf €F, Vh € RN con |h| <.
Entonces la clausura de F|q ﬂ en LP(2) es compacto para cualquier conjunto medible
Q c RY con medida finita.

Demostracion. La demostracién de este hecho puede consultarse en [R1], pagina
111. O

"La demostracion de este resultado esté en [4] pag. 208
8La hipdtesis 1| deberia compararse con 1.26[). Es una hipétesis de integral equicontinua.
9]-"|Q denota la restriccién sobre €2 de las funciones en F
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1.4. Espacios de Hilbert

Definicion 1.80. (Forma bilineal). Sean X e Y espacios vectoriales sobre el mismo
campo R. Entonces una forma bilineal h sobre X x Y es una funcion

h:XxY —=R
tal que para todo z,x1,x5 € X ey, y1,y2 € Y y los escalares «, [3 se tiene que:
(@) h(z1+x2,y) = h(x1,y) + h(z2,y)
(b) Wz, y1 + y2) = h(z, y1) + h(z, y2)
(c) haz,y) = ah(z,y)
(@) h(z,By) = Bh(z,y).
Observacion 1.81. E/ producto interno sobre R es un ejemplo de forma bilineal.

Ejemplo 1.3. L?(Q) dotado con el producto escalar

(w0) = [ wle)ole)dr,

es un espacio de Hilbert. En particular, (*> es un espacio de Hilbert. El espacio de
Sobolev H' que se estudiaré en los capitulos 2 y 3, es otro ejemplo de Espacios de
Hilbert. Este es “modelado” sobre L*((2).

Proposicion 1.82. H es uniformemente convexo y por tanto es reflexivo.

Demostracion. Comenzamos enunciando la ley del paralelogramo:

2 2 1

b —-b
ot 2| = 5UalP+ b, Vabe B (1.28)

2 2

Ahora, seas > 0y u,v € H que satisfacen |u| < 1, |[v| <1,y |u—v| > . En vista de
la ley del paralelograma tenemos

u+vl? g2 2 g2
5 <1—Zyasi 5 <1—6con5:1—(1—z)1/2>0.
Por el teorema de Milman-Pettis (1.25) se concluye que H es reflexivo. ]

Teorema 1.83. (Proyeccion sobre un conjunto cerrado convexo). Sea K C H
un conjunto cerrado convexo. Entonces para cada f € H existe un elemento tnico
u € K tal que

|f—u|:rréifr<1|f—v|:dist(f,K). (1.29)
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Ademas, u es caracterizado por la propiedad

veKy(f—uv—u)<0, YveK. (1.30)

Notacion. E/ elemento anterior u es llamado la proyeccion de f sobre K y se denota
por

Demostracion. a) Existencia.
La funcién ¢(v) = |f — v| es convexa, continuay lim ¢(v) = +oc.

|v]—o00
Seanz,ye Hyt € [0,1].
Como H es convexo, tx + (1 —t)y € H.

otz + (L —t)y) = |f — (tz + (1 - 1)y)|
=|f—tz = (1 —1)yl
=|f—te—tf+tf —(1—t)y
=tf —te+ (1 -0)f = (1 —-t)yl
<[tf —tal + (1 =8)f = (1 =)y
= to(z) + (1 = t)e(y).
Del corolario[1.34]se sigue que ¢ alcanza su minimo sobre K ya que H es reflexivo.

b) Equivalencia de (1.29) y (1.30).
Supongamos que u € K satisface (1.29) y sea w € K. Tomamos

v=(1—-tu+tw, Vtel01]

asi,
lf —ul <|f—[(1 =t)u+tw]| wusatisface (1.29)
=|f —u+tu—tw|
=|(f —u) = t(w —u)|
Ademas

If —uf < |f —ul* = 2t(f — u,w — u) + t*|w — ul?.

Lo que implica que 2(f — u,w — u) < tlw —ul?, Vvt e (0,1].
Cuando t — 0 obtenemos (1.30).
En el otro sentido, supongamos que u satisface (1.30). Entonces tenemos

lu—fP=lo—f*=2(f ~u,v—u) = Ju—vf’ <0, WweK
= u—f < - fI
= |f—ul <|f—v|, VveK.
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Lo que implica (1.29).
c¢) Unicidad.
Supongamos que u; y us satisfacen (1.30). Tenemos

(f —u,v—uy) <0, YweK (1.31)

(f —uz,v—up) <0, YoeK (1.32)

Tomando v = us en (1.31) y v = u; en (1.82) y sumando las desigualdades
tenemos

(f —wi,ug —up) + (f —ug,us —ug) <0
(up — fyug —ug) <0

(up — ug,uq —ug) <0

lup —us|? <0 = |up — us| <0 = uy = us.

O]

Corolario 1.84. Supongamos que M C H es un subespacio lineal cerrado. Sea
f € H. Entonces u = P, f es caracterizado por

ue My (f—uwv)=0, Yv € M. (1.33)
Ademas, Py, es un operador lineal, llamado la proyeccion ortogonal.
Demostracion. Por tenemos
(f—u,v—u) <0, Yo e M

y asi
(f —u,tv—u) <0, Vv € M, VteR.

Se sigue que (1.33) se mantiene.
En el otro sentido, si u satisface (1.33) tenemos
(f —u,v—u)=0, Vovel.
O

Teorema 1.85. (Teorema de representacion de Riesz-Fréchet) Dado cualquier p €
H*, existe un unico f € H tal que

(p,uy = (f,u), Yue H.
Ademas,

[f1 =Nl
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Demostracion. Presentaremos dos pruebas para éste teorema:

1. Consideramos la aplicacién T' : H — H” definida como sigue: dado cualquier
f € H, la aplicacién u — (f,u) es un funcional lineal continuo sobre H. Que define
un elemento de H*, denotado por T'f, entonces

(Tf,u) = (f,u), VueH.

Es claro que ||T'f||z= = |f|- Asi T es una isometria lineal de H sobre T'(H ), un
subespacio cerrado de H*. Para concluir, es suficiente probar que T'(H) es denso en
H*. Supongamos que h es un funcional lineal continuo sobre H* que se anula sobre
T(H). Como H es reflexivo, h pertenece a H y satisface (T'f,h) =0, Vf € H.Se
sigue que (f,h) =0, Vf € Hyasih=0.

2. La segunda prueba tienen un argumento mas directo que evita cualquier uso
de la reflexividad. Sea M = o ({0}), entonces M es un subespacio cerrado de H.
Podemos asumir que M # H (de otra forma ¢ = 0y la conclusién del teorema([i.85
es obvia tomando f = 0). Queremos que exista algun elemento g € H tal que

lgl =1y (g,v) =0 Yv € M (yentonces g ¢ M).
De hecho, sea g € H con gy & M. Sea g; = Pygo. Entonces

9= (90 —91)/l90 — o]
Satisface las propiedades requeridas.

Dado cualquier u € H, sea

(p,u)
(v, 9)

Note que v esta bien definida, como (yp, g) # 0, y, ademas, v € M, como (p,v) =
0.
Se sigue que (g,v) =0, i.e.,

v=u—Ag con \ =

(p,u) = (p,9)(g,u), Vu€H,
lo que concluye la prueba con f = (p, g)g. O

Definicion 1.86. Una forma bilineal a : H x H — R, () se dice:
(i) Continua si existe una constante C tal que

la(u,v)| < Clullv|, Vu,ve H;

(i) Coercitiva si existe una constante o > 0 tal que

a(v,v) > alv|?, Vv € H.
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Definicion 1.87. (Operador Hilbert-adjunto T*). SeaT : Hi — H, un operador
lineal acotado, donde H, y H, son espacios de Hilbert. Entonces el operador Hilbert-
adjunto T™ de T es el operador
T - H2 — H1
tal que paratodoxr € Hy yy € H,

(Tx,y) = (v, T"y). (1.34)

Teorema 1.88. (Stampacchia) Suponemos que a(u,v) es una forma bilineal conti-
nua y coercitiva sobre un espacio de Hilbert H. Sea K C H un conjunto cerrado,
convexo y no vacio. Entonces, dado cualquier ¢ € H*, existe un unico elemento
u € K tal que

a(u,v —u) > (p,v—uy, Yve K. (1.35)

Ademas, si a es simétrica, entonces u se caracteriza por la propiedad

ue Ky %a(u,u) — {p,u) = Héllr(l {%a(@,v) - <<p,v>} : (1.36)

La prueba del Teorema recae en el siguiente resultado clasico

Teorema 1.89. (Teorema del punto fijo de Banach-principio de la funcion con-
tractil) Sea X un espacio métrico no vacio y sea S : X — X una contraccion estricta,
es decir,

d(Svy, Svg) < kd(vi,vq), Yvi,v9 € X con k < 1.

Entonces S tiene un unico punto fijo, u = Su.

Demostracion. (del Teorema|1.88) Del teorema de representacién de Riesz-Fréchet
(Teorema|[1.85) sabemos que existe una Unica f € H tal que

<QO,’U>:<_}C,U), Yo € H.

De otra manera, si fijamos u € H, la aplicacién v +— a(u,v) es un funcional
lineal continuo sobre H. Usando una vez mas el teorema de representacion de Riesz-
Fréchet encontramos un Unico elemento en H, denotado por Au, tal que a(u,v) =
(Au,v), Yv € H.Claramente A es un operador lineal de H en H que satisface

|Au| < Clu|, Yu € H, (1.37)

(Au,u) > ajul?, VYue H. (1.38)
El problema (1.35) significa encontrar algun « € K tal que
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(Au,v —u) > (f,v—u), YveK. (1.39)

Sea p > 0 una constante (que sera determinada luego). Note que (1.39) es equiva-
lente a

(pf —pAu+u—u,v—u) <0, YveK, (1.40)

u= Pg(pf — pAu+ u).

Paracadav € K, sea Sv = Px(pf—pAv+wv). Queremos que si p > 0 es propiamente
elegido entonces S es una contraccion estricta. De hecho, como Pk no incrementa
su distancia tenemos

|Svy — Svg| < (v — vg) — p(Avy — Awvy)|
y asi

|Sv; — Sva|? = |v1 — va|? — 2p(Avy — Avy, vy — v3) + p?|Avy — Avy|?
< |v — vl (1 — 2pa + p*C?).

Tomando p > 0 de forma tal que k? = 1 — 2pa + p?’C? < 1 (i.e., 0 < p < 2a/C?)
encontramos que S tienen un punto fijo Unico.

Ahora supongamos que la forma a(u,v) es también simétrica. Entonces a(u, v)
define un nuevo producto interno sobre H; la norma correspondiente a(u,u)'/? es
equivalente a la norma original |u|. Se sigue que H es también un espacio de Hil-
bert para este nuevo producto interno. Usando el teorema de Riesz-Fréchet podemos
representar el funcional ¢ mediante el nuevo producto interno, i.e., existe un unico
elemento g € H tal que

(p,v) =alg,v), YveH.
El problema (1.35) significa encontrar algiin « € K tal que

alg—u,v—u) <0, VveK. (1.41)

La soluciéon de (1.41) es conocida: u es simplemente /a proyeccion sobre K de g para
el nuevo producto interno a. También sabemos (por el Teorema [1.83) que u es el
unico elemento de K que alcanza

1/2

mina(g — v, g —v)

Esto equivale a minimizar sobre K la funcién
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vi=alg —v,g —v) =alv,v) — 2a(g,v) + alg, 9) = a(v,v) — 2(p,v) + alg, g),
0 equivalentemente la funcion

v %a(v,v) — {p,v)

O

Definicién 1.90. Una transformacion T’ en un espacio normado E es acotada por
abajo si existe una constante > 0 tal que 5||z|| < ||Tz|, Vz € E.

Lema 1.91. Sean E, F' espacios normados. Entonces una transformacion lineal T' de
2(T) C E a F admite una inversa continua T~ si y sélo si es acotada por abajo.

Demostracion. Supongamos que 1" es acotada por abajo, entonces
Blle| < |ITzll, VeeE (1.42)
A partir de esto vemos que
reNT)eTe=0<||Tz]|=0< ||z =0 2=0

Por lo que N(T) = {0} y T es inyectiva. Por lo tanto, 7! : R(T) — FE existe.
Ademas, (1.42) es equivalente a

) 1
1770 < lll. vy € F

es decir, T~ ! es acotada, y por lo tanto continua. O

Lema 1.92. Sea E un espacio de Banach y'T : E — E un operador lineal y continuo.
Si'T' es acotado por abajo, entonces el rango de " es cerrado en E.

Demostracion. Supongamos que {z,} es una sucesiéon en R(T)y que z, — z € E.
Al ser T acotado por abajo, el lema[1.91]implica que debe ser inyectivo. Asi, sabemos
que

v, } C E tal que z, = Tv, para cadan € N

entonces vemos que
120 = 2mll = [T — Twmll = T (vn — vi) || = Bllvn — val]
Pero {z,} en particular es de Cauchy, por lo que

lim |z, — 2zm|| =0
n,m—00
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luego, por la desigualdad anterior, {v,} también es de Cauchy. Mas aun, como F
es de Banach, {v,} es convergente a un elemento v en E. Para terminar usamos la
continuidad de 7' para ver que

z= lim z, = lim Tv, =T(lim v,) =Tv
n—o0 n—oo n—oo

Es decir z =Twv € R(T). Asi R(T) es cerrado. O

Definicion 1.93. (Suma directa.) Sean X un espacio vectorial e Y, Z subespacios
de X. Se dice que X es la suma directade Y y Z si para cualquier x € X, existe un
unico par (y,z) € Y x Z talque x = y + z. Y se denota de la forma

X=Yo]Z

Observacion 1.94. Si H es un espacio de Hilbert y M es un subespacio cerrado de
H entonces

H=M®o& M=
Teorema 1.95. (Lax-Milgram) Suponemos que a(u,v) es una forma bilineal coerci-

tiva y continua sobre H. Entonces, dado cualquier p € H*, existe un unico elemento
u € H tal que

a(u,v) = (p,v), YvéE H. (1.43)

Ademas, si a es simétrica, entonces u se caracteriza por la propiedad
€H y saluu)— {p.u) =min g Za(v,0) - (p.0) 1.44
u Y 2a U, U p,u) = min 2@ v,V ©,v) . (1.44)

Demostracion. 1. Fijando el elemento y € H, la aplicacién a, = a(v,y) : H - R
es un funcional lineal sobre H para v. Como a es continua para cada uno de
sus argumentos, entonces a, también lo es, y por tanto por el Teorema de
Representacion de Riesz-Fréchet existe un unico z € H que satisface

a(v,y) = ay(v) = (v, 2) (1.45)

Como se puede repetir este proceso para cada y € H, podemos definir el
operador 7" de H en H dado por Ty = z tal que (v,z) = a(v,y) para todo
veH.

2. Es claro que T es un operador lineal, pues a y el producto interno lo son. Ade-
mas, es acotado como

ITy||* = (Ty, Ty) = a(Ty,y) < | Tylllyll, Yy € H.
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Utilizando el hecho de que a es coercitiva y la definicion de T, existe § € R tal
que
Syl < aly,y) = (v, Ty) < ylllITy|
por lo que
dllyll < 1Ty (1.46)

es decir, T es acotado por abajo. Esto implica que 7! existe y es continuo, por
el lema|1.91} y ademas R(T') es cerrado por el lema|1.92]

Demostraremos ahora que R(T) = H. Supongamos lo contrario, esto es,
R(T) & H. Entonces en virtud de la observacion (que podemos utilizar
dado que R(T') es cerrado) existe w € H con w # 0 tal que w € R(T')*. Pero
esto implica que

Sllw|)* < a(w,w) = (w, Tw) =0

luego w = 0, que implica una contradiccién. Vemos entonces que R(7)=H.
Combinando esto con el hecho que 7' es invertible, podemos concluir que la
ecuacion T'y = z tiene una solucién Unica para cada z € H.

3. Por otra parte, utilizamos el teorema para ver que
o(v) = (v,2,), Yv e H

para un unico z, € H. Por lo visto en el punto anterior, podemos encontrar un
Unico u € H que satisface T'u = z,. Entonces retomando (1.45) vemos que

a(v,u) = (v,Tu) = (v, 2,) = (p,v), Vv € H

Para concluir la demostracién nos auxiliamos en el Teorema de Stampacchia
(1.88) con K = H y tenemos

weH y %a(u,u) ~lpu) = ggg{%a(v,v) - (go,v)}.

Con lo que ambas partes del teorema quedan demostradas.

1.5. Operadores compactos. Descomposicion Espec-
tral de Operadores compactos Auto-Adjuntos

Definicion 1.96. Un operador acotado T’ € L(E, F') se dice compacto siT(Bg) tiene
clausura compacta en F (En la topologia fuerte).

El conjunto de todos los operadores compactos de E en F se denota por IC(E, F').
Por simplicidad escribimos IC(E, E) = K(E)



1.5. Operadores compactos. Descomposicion Espectral de Operadores compactos
45 Auto-Adjuntos

Teorema 1.97. (Alternativa de Fredholm). Sea'l' € K(FE). Entonces
(a) N(I-T) es finito-dimensional,
(b) R(I-T) es cerrado, mas precisamente R(I —T) = N(I —T"),
(c) N(I-T)={0} & R(I-T)=E,
(d) dim N(I —T)=dim NI —T").[7

La prueba de este teorema puede ser consultada en [1] pag. 160.

YN(T), R(T), dim(N(T)) denotan el Nicleo, Rango y Dimension del espacio nulo de T respecti-
vamente.
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Capitulo 2

Espacios de Sobolev

2.1. Motivacion
Dado f € C([a,b]), consideremos el problema de valores iniciales

—u" 4+ u=Ff, en |a, b
{ w(a) = u(b) = 0 2.1)

Una solucion clasica (o solucién fuerte) de (2.1) es una funcién u, de clase C? en
[a, b], que lo verifica. Note que (2.1) puede resolverse explicitamente con un célculo
muy sencillo, ignoraremos este hecho para ilustrar el método de este ejemplo ele-
mental.

Multiplicamos (2.1) por ¢ € C*([a, b)),

—u"p +up = fo.
Integrando por partes,

b b b
—U’so|3+/ u’s@’+/ w:/ fe, Ve e C'Y([a,b]).

Luego,

b b b
/ ol + / up = / fo. VoeClab), wla)=pb)=0. (22)

Note que tiene sentido siempre que u € C*([a, b]) (donde requiere dos
derivadas de u); de hecho es suficiente saber que u,u’ € L'(a,b), donde u’ tiene
sentido. Digamos provisionalmente que una funcién v € C' que satisface es
una solucién débil de (2.1).

El siguiente esquema describe los pasos principales del Enfoque Variacional en
la teoria de ecuaciones diferenciales parciales:

PASO A: Se precisa la nocién de solucion debil. Esto involucra espacios de Sobolev,
como nuestra herramienta basica.

47
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PASO B: La existencia y unicidad de una solucion débil estan establecidas por un método
variacional a través del teorema de Lax-Milgram (Teorema (1.95).

PASO C: La solucion débil se muestra que es de clase C? (por ejemplo): esto es un
resultado de regularidad.

PASO D: Una solucién clasica se obtiene mostrando que cualquier soluciéon débil que
esta en C? es solucion clasica.

Para llevar a cabo el Paso D es muy sencillo. De hecho, suponemos que u €

C*([a, b)), u(a) = u(b) = 0, y que u satisface (2.2). Integrando por partes el primer
término de (2.2) se obtiene

b b b
U,SO|Z—/ U”90+/ usoz/ fo. Yo e O (a,b]).

Agrupando todo al lado izquierdo

b
[ s u= ne=0. Vo Clad), pla) = (t) <o
y por tanto
b
[ su=ne=o. voecia)

Se sigue por el corolario que —u” + u = f c.t.p. sobre (a,b) y asi en todo
[a, b], dado que u € C?([a, b)).

2.2. Definicion de los espacios W'?(I)

Empecemos observando lo siguiente

Proposicion 2.1. SeanI C R, f € C' y p € C2°, se cumple que
/ fo'=- / fle.
I 1

Demostracion. Sea ) € C'. Entonces existe M > 0 tal que
suppp CQ={rx eR:|z| < M}

del Teorema Fundamental del Calculo se sigue que

M

N V(a)dz = (M) —p(=M)
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por lo tanto

/I W (x)de = /Q ) (x)dr = / A; W (z)da =0

dado que fp € C}(I)
o= [trer = [ 1+ [ 1o

/Ifw’z —/If’so-

El resultado anterior sugiera la definicién de derivada débil.

luego

Definicion 2.2. Sea I un abiertoenR yu,g € L, .(I). Se dice que g es la derivada
débil de u si

/w’ = —/990, Vo € C().
I I
Se dice que una funcion es débilmente diferenciable si tiene derivada débil.

Por tanto es necesario denotar espacios de funciones en L?, que son débilmente
diferenciables, es asi como introducimos los Espacios de Sobolev como sigue.

Definicion 2.3. Sea | C R un intervalo abierto y seap € R con1 < p < oo, definimos
el espacio de Sobolev W' () por

Whe(I) = {u € LP(I);3g € L*(I) tal que /ugp’ = —/gap, Yy € Ccl([)}
I 1
En particular, denotaremos H'(I) = Wh2(I).

Dado uw € W'P(l) a la funcion g en las condiciones de la definicion, la denotare-
mos como u’. A las funciones o les llamaremos funciones test.
WP esta dotado de la norma
!/
[ullwrr = llulle +[lw'lle (%)

0 aveces, sil < p < oo, con la norma equivalente (||u||}, + Hu’||’£p)%. El espacio
H' est4 dotado del producto escalar

(u,v) g = (u,v) 2 + (U, 0") 2 = /I(uv + u'v’)

con la norma inducida
1 1
Jull[ g = ((u, u) 2 + (W', u')2)2 = (Jullf + |u']72)2

que es equivalente a la norma (*) con p = 2.
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Observacion 2.4. Para cadau € W'P(I) g es dnica, por ende la notacién v’ tiene
sentido. Si suponemos que existe h en las condiciones de g, entonces

/gcpz/h% Vo € CL(I)
I I

/I(g—h)90=0, Vi € CN(D).

Como LP(I) es espacio vectorial, entonces g — h pertenece a L*(1), por el lema
[1.69 g — h pertenece a L}, (I), y aplicando el corolario[1.77, tenemos que g — h = 0
ctpesdec:rg—hctpdel

luego

Observacion 2.5. Siu € C'(I)N L*(I), v € L*(I) (aqui v’ es la derivada débil) y
es una funcion test con supp ¢ C |a,b] C I entonces por la integracion por partes

b b b
/W’Z/w’zwﬂ—/u’w:—/ U’so=—/u’so-
I a a a I

Donde al ser ¢ una funcidn test obliga a up|® a ser igual a 0 por definicién de
derivada débil.
Como ¢ era arbitraria, v € WP(I) y la derivada débil coincide con la derivada habi-
tual. En particular si | es acotado, entonces C*(I) C WP(I) paratodo1 < p < co.

Ejemplo 2.1. Consideremos la funcion u(x) = |x| definida en I = (—1,1). Dada
o € CY(I) se tiene que

/ /wa+ /w
[w\o @} [w\o /0901 |
0{090 (1) - } {90 — 0p(0 /Ow]
[l

como supp ¢ C (—1,1), entonces {—1,1} ¢ supp ¢, asi p(—1) = p(1) =0, y

tenemos
o= [ e+ [

(z) = 1, st —1<x<0
=Y =1, sio<az<1

con
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Por la definicién de g se tiene que g € LP(I) para todo 1 < p < oo. Asiu €
WP (I) para todo p y su derivada débil es ' = g, a pesar de que u ¢ C*(I).

Observacion 2.6. De /a definicion se sigue que WP es un subespacio vectorial de
LP, asi, siu,v € WP y ¢ es un ndmero real, entonces u + cv € W'P. Mas aun, la
propiedad de linealidad de la integral nos da el siguiente lema

Proposicion 2.7. El operador derivada débil es lineal.

Demostracion. Es evidente considerando la linealidad de la integral. O

2.3. Propiedades Fundamentales del Espacio W7 (J)

Proposicion 2.8. W' es un espacio de Banach paral < p < co. Es reflexivo para
1 < p < oo yseparable paral < p < co. H' es un espacio de Hilbert separable.

Demostracion. 1) Sea (u,) una sucesion de Cauchy en W', por como fue de-
finida la norma en el espacio de Sobolev, (u,) y (u,) resultan sucesiones de
Cauchy en L? (para (u/,) ver proposicién , como LP es completo, u, — u €
LPyu! — g € LP. Entonces

/unw’z—/u;% Vo € CH(I),
I I

/us0’= —/gso, Vo € CH(I).
I I

Por lo tanto, uw € WP v’ = gy ||Ju, — ullwre = Jun — ullze + |1, — || — 0,
resultando W1? completo.

y en el limite

2) Veamos que es reflexivo:
Si 1 < p < oo por el teorema[1.54] L? es reflexivo y en consecuencia el espacio
producto £ = LP x LP es reflexivo. El operador T : W'? — FE dado por
Tu = (u,u’) es una isometria de W'? en E (tomando la norma [|(u,v)| =
|ull, + ||v]|, sobre E), por tanto T'(W'?) es un subespacio cerrado de F (Lema
[1.31). Resulta entonces por la proposicion[1.30|que T(W*'?) es reflexivo, y por
consiguiente también lo es W17,

3) Es separable paral < p < oo:
Por el Teorema el espacio producto £ = LP x LP resulta separable, y
como cualquier subconjunto de un separable (Proposicion[1.36), es separable,
T(W'?) también es separable. Por ende 7.
]
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Observacion 2.9. Destaquemos que si (u,,) es una sucesion en W'* que converge
au en LP y (u)) también es convergente en L?, entonces u € W'? y (u,) converge
awu con la norma de W,

Lema 2.10. Sea f € L; (I) tal que

/ fo' =0, Vel (2.3)
I

Entonces existe una constante C' tal que f = C c.t.p.

Demostracién. Tomemos ¢ € C.(I) tal que flw = 1. Para cualquier funciéon w en

C.(I) existe ¢ € C}(I) tal que
o =w— (/w> W
I

Es decir, si tomamos ¢’ = w — ([, w) ¢ se verifica que esta en C..(I), entonces
podemos decir que ¢ € C. Aplicandole la hipotesis a ¢’ tenemos que

ol ()] -0 weeca

Por la linealidad de la integracion,

[ 1o (/Ifw)/lw:o, v € Cu(1)
- (le-s e

y por , [ = (f[ fv) = 0 c.t.p., siendo el segundo miembro claramente una cons-
tante. u

Agrupando,

Lema 2.11. Seag € L, .(I) y seay, € I fijo, consideremos la funcién integral

loc

v(x) = /xg(t)dt, rel, (2.4)

Yo

Entonces v es continua y

/w' = —/gw, Vip € Co(I). (2.5)
I I
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Demostracion. Dada cualquier ¢ € C(I), observe que aunque I = (a,b) no fuese
acotado, i.e. a = —oo y b = o0, las formas integrales de (2.5) son finitas debido a que
p'y ¢’ tienen soporte compacto. Entonces

/Iv(x)w’(:c)dx = /I [/y:ng(t)dt} o' (x)dx
:/Idx /ng(t)@’(x)dt

_ _/ayo iz /:Og(t)go/(x)dt—i-/y:dl’/ng(t)%d(m)dt

Aplicando el Teorema de Fubini y el segundo teorema fundamental del célculo, se

tiene
/1 o(2)¢ (2)dz = — / " oyt / () + /y b o(t)dt /t ()
—— [ attyitlo(t) — ot + / :g<t>dt (e(b) — (1)
—— [ atyeteya
Donde ¢(a) = o(b) = 0 ya que , tiene soporte compacto. 0

Teorema 2.12. Seau € W'?(I),1 < p < oo, entonces existe i € C(I) tal que u = 1,
ctp.enly

u(z) —u(y) = /m u'(t)dt, Va,y el (2.6)
v

Demostracion. Se fija yy € I'y se pone (x) = [ /(t)dt. Entonces por el lema m

tenemos
/ugp’ = —/u'gp, Ve € CL(I).
I I

Porlo tanto [(u—u)¢’ =0, Ve € CLI). Entonces por[2.10, u —u = C c.t.p. Asi la
funcién a(x) = u(x) + C tiene las propiedades deseadas. O

Observacion 2.13. De acuerdo a lo presentado en el teoremal2.12 Primero notamos
que si una funcién v € WP entonces todas las funciones v tal que v = u, c.t.p. sobre
I también pertenecen a WP (este hecho se sigue directamente de la definicién de
WP). Ademés el teorema(2.13 expresa que cada funcién u € WP, admite un dnico
representante continuo sobre I, es decir, existe una funcién continua sobre I que
perteneces a la clase de equivalencia de u (v ~ u Siv = u, c.t.p.).

Observacion 2.14. E/ lema muestra que la primitiva v de una funcion g € L*
pertenece a WP y también sabemos que v € LP, siempre que I sea acotado.
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Proposicion 2.15. Seau € IP,1 < p < oo, y sea q el exponente conjugado de p.
Las siguientes afirmaciones son equivalentes

(i) uwe Whe,

(ii) Existe una constante C' tal que

e
I

< Clellpagy, Yo € Cell).

Demostracion.

[ue| = |- [we

< /IU’sO\
I

< ol

El dltimo resultado es consecuencia de la desigualdad de Holder y tomando
C = ||¥/||, se obtiene la desigualdad deseada.

(44) = (). El funcional lineal ¢ : C}(I) — R, definido por ¢ — [, uy’, el cual toma ele-
mentos en un subespacio denso de L? (por el corolario[1.76]ya que ¢ < o0) y es
continuo con la norma de L. Por el Teorema de Hahn-Banach se puede
extender a un funcional continuo F' en L7y segun el teorema de representacion

de Riesz (1.60) existe g € LP tal que
(F, ) =/gso, Vo € L
I

En particular

/wp’ = /gap, Vo € CH(I).
I I

Y asiu € Whe,

O]

Corolario 2.16. Una funcién u de L*>°(I) pertenece a W' si y sélo si existe una
constante C tal que

u(z) —u(y)| < Cle—yl, ctpxyel
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Demostracion. Por el teorema deducimos que

ue) ()| = | [ >dt\

/ (1)t

= [l Ol ly
< [l
=Clz —y|.

xT

Tomando C' = ||u/|| 11y se verifica la primera implicacion.
De manera reciproca, sea ¢ € C!(I), elegimos w CC I, tal que Supp ¢ C w'y
h € R, con |h| < dist(w, R\ I). Asi se verifica lo siguiente

/I[u(x + h) — u(z)]p(z)dr

_ /I[u(x + h)p(z) — u(z)p(z)]dz
- / u(z + h)p(x)dr — / u(z)p(x)dz

1 1

= /wu(:v+h)<,0(:v)d:£—/u(x)go(:v)d:v

w

= /wu(x)cp(w—h)dw—/wu(x)cp(a:)dm
= | [lote = 1) = pla)lulz)da

1

Ahora usando la hipétesis

/I[(x+h)—u z)dx

/| (& + 1) — u()] p()| da

/|crh| o)l de

< C|hl|l¢||lLr, Desigualdad de Holder

Por lo tanto,

< Clhlllell

/ lp(z — h) — (@) u(z)dx

I
Dividiendo por || y haciendo h — 0 obtenemos la derivada de ¢, de modo que

ug'| < Cllegllr.
1

Y por la proposicion u € Whee (7). O



Capitulo 2. Espacios de Sobolev 56

Lema 2.17. Seau € W'?(I) yn € C'(R), con I = (0, 1). Entonces

i€ WH(0,00) y (na)' = 't +ni'.

Demostracion. Sea ¢ € C}(0, ), entonces

1 1
= —/ u'np — / un'p, ya que np € C(0,1)
0 0
= —/ (u'n 4 un')p
0
=— / (na)'e
0
Por tanto
ni € WH(0, 00)
y

O]

Algunas operaciones fundamentales, como la convolucion, tienen sentido sélo
para las funciones definidas en todo R. Veamos como se puede extender una funcién
u € W'P(I) a una funcién a(x) € WHP(R)[]

Teorema 2.18. (Operador extension) Sea 1 < p < oco. Existe un operador extension
P WP(I) — WP(R) lineal y continuo tal que

1. Pul; =u, YueW"r(I)
2. | Pulloy < Cllullprw), Vu€ WHP(I)

3. |Pullwrem) < Cllullwirgy, Yue WHP(I)

1Si se extiende a u por 0 fuera de I, es decir, llevamos la funcién w : I — R ala funcién @ : R — R

de la forma
| ulx), sizel
v= 0, six & 1.

la funcién obtenida no pertenece en general a W17 (R).
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Demostracion. Si I = (0, 00) la reflexion respecto al eje Y resuelve la ecuacién

{M@, siz >0

(Pu)(z) = w(z) = u(—x), siz<0

Primeramente se tiene que ||u*||z»®) < 2[|ul|zr(1). Pongamos
_f W(x), siz>0
v(z) = {—u’(—x), six <0
Donde ||v|| ) < 2||t/|| 1o (1), dado que u € W'?(I) se comprueba que v € LP(R)
y que
u*(z) —u*(0) = / v(t)dt, VzreR
0

Por la observacion u*(z) € WH(R) y

|u* (@) [[wre@) = v Lr@) + [|V]| 2o (m)
< 2|l ey + 2[4 ]| o)

= 2||U||W1vp(1)'

Ahora consideramos el caso donde [ es acotado. Sin pérdida de generalidad
podemos tomar I = (0,1), por ende lo probaremos para este ultimo. Fijemos n €

C1(R),con 0 < n <1, tal que

(z) = 1, siz<1/4
ME =9 o, st x> 3/4

N P
B | =
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Dada una funcién u sobre (0, 1), sea

v Julr), si0<z<1
u(x)—{o’ six>1

Sea u € W'P(I), podemos escribirla como sigue
u=nu+ (1 —n)u

nu se prolonga primero a (0, 00) por nu y después se prolonga a R por reflexion. Se
obtiene asi una funcién v; € W'?(R) que prolonga a nu y tal que

o1l ey < 2\|ullzey, villwrem) < Cllullwiea

(Donde C depende de ||7/]| ).
Por otro lado se prolonga (1 — n)u primero a (—oc, 1] asignando el valor de 0 sobre
(—o0, 1] y después se prolonga a R por una reflexion (respecto del 1). Se obtiene asi
una funcion v, € WHP(R) que prolonga a (1 — n)u y tal que

valle@®) < 2[lullzery, lv2llwiemw < Cllullwie
Entonces Pu = v, + v satisface las condiciones del teorema. O

Definicion 2.19. Sea ¢ € C>°(RY) una funcidn fija tal que 0 < ( < 1y

1, sz <1
() = { 0, silz|>2.

Una sucesion ¢, (z) = ((x/n),n = 1,2, ..., es llamada Sucesion de Truncamientos.

De aqui en adelante denotaremos sistematicamente por ({,) una sucesién de
truncamientos.

Teorema 2.20. (Densidad) Seau € WP(I) con1 < p < oo. Entonces existe una
sucesion (u,),>1 en C°(R) tal que la sucesion (uy,|r)n>1 converge a u en WP (I).

Demostracion. Supongamos I = R, caso contrario se comienza extendiendo u a
una funcion de W'*(RR) por el teorema[2.18] Usaremos las técnicas basicas de con-
volucion (Las cuales forman funciones de la clase C'*°) y truncamiento (De lo que
obtendremos su soporte compacto).

(a) convolucién
Necesitaremos el siguiente lema.

Lema 2.21. Seap € L'(R) yv € WHP(R) con1 < p < oco. Entonces p x v €
WEP(R) y (p*v) = p*v'.
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(b)

(c)

Demostracion. Primero suponemos que p tiene soporte compacto. Sabemos
por el teorema que p*xv € LP(R). Sea ¢ € C}(R); de las proposiciones

[1.66]y [1.72]tenemos que

Jerve = [woser= [oprey == [vre) == [(rr0)e

Se sigue que
prve Wy (pruv) =pxo

Si p no tiene soporte compacto, introducimos una sucesion (p,,) en C.(R), tal
que p, — pen L'(R) (por el teorema|1.48). De lo anterior obtenemos

pn*0 € WYP(R) y (p, % v) = pp x 0.

Ademas por el teoremal[1.75|p, xv — pxven LP(R)y p,xv" — pxv' en LP(R).
Y concluimos con la ayuda de la observacién[2.9|que

prv e WH(R) y (prv) = pxo.

Truncamiento

Utilizaremos una sucesién de truncamiento ¢, y gracias al teorema de la con-
vergencia dominada (Teo. [1.47), comprobamos que si una funcién f € L? con
1 < p < ooentonces (,f — fen L.

Conclusion
Se toma una sucesion regularizante (p,). La sucesion (u,), con u,, = ¢,(p, *u)
converge a u en W', Primero verificaremos que ||u,, — u||, — 0. Se tiene que

Up — U= Cn[(pn*u) _U] + [Cnu—u]

Entonces
[un — ully < [(pn*uw) —ull, + [[Guu —ull, =0

Por el lema se tiene
Up, = Gu(pnx 1) + Gu(pn + 1)
Por consiguiente

[, = ullp < G (on * u)llp + [[Galpn ') — ]

C
< llully +11(pn * ) =l + 1" = w'll, = 0,

donde C' = ||’ || oo-
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Observacion 2.22. En general, no existe una sucesion (u,,) in C>°(I) tal que u,, — n
en WP (I).Esto contrasta con los espacios LP: recordando que para cada funcién
u € LP(I) existe una sucesion (u,) en C*(I) tal que u,, — in LP(I) (Corolario[1.76).

Teorema 2.23. Existe una constante C, dependiendo solo de |I|, tal que
lull Ly < Cllullwraqry, Yu € WH(I), 1< p < oo
Con lo que WP C L°°(I) paratodo1 < p < oc.

Demostracion. De nuevo lo demostraremos para I = R, ya que el caso general se
reduce a este gracias al teorema de Prolongacion.
Seav € C}(R),si1 < p < oo tomamos G(s) = |s|P~!s. La composicion w = G(v)
pertenece a C}(R) y

w =G (v)v = plo|P~

Entonces, para z real se tiene

Glo(z)) = / C o) (e

—00

y por la desigualdad de Holder

[o(@) I < pllollz V]|
1

1 1-1 1 1 1 1
= |v(@)| < prlvll " 1V = |v(@)] < e[|l llv]7e, Vo

(ya que p'/? < el/¢,Vp > 1)

Recordemos la desigualdad de Young, que afirma que Va,b > 0;ab < ]ljap + ébq.
Aplicandola y sacando factor comin el minimo entre 1/py 1/q obtenemos el resultado
deseado para funciones en C}(R)

1 1
o(z)] < el/e(aHva + ]—)HU'HML Vo = |vlz~ < Cllvllwis, Vo€ CL(R) (2.7)

Ahora, por el teorema anterior (2.20), dada u € WP sabemos que existe una
sucesion (u,) € C!(R) tal que u, — u en WP(R). Por (2.6) (u,) es de Cauchy en
L. Entonces u,, — uen L¥ vy ||ul|~ < C|ullwre. O

Observacion 2.24. Sea I un intervalo no acotado. Si uw € WP(I), entonces u €
L"(I),para todo r € [p, o], dado que

/I ol < a7z ul2.

Pero en generalw ¢ L"(I) parar € [1,p).
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Corolario 2.25. Sil no es acotado y u € W'?(I) con1 < p < oo. Entonces

lim  u(z) =0. (2.8)
\zz\iloo

Demostracion. Por el teoremaf2.20|existe (u,) € C!(R) tal que u,|; — wen Wr(I)
y por el teorema [t — ||y — 0, y de aqui deducimos (2.8). En efecto,
dado ¢ > 0, se elige n suficientemente grande para que ||u, — u||~) < €,y para |z
suficientemente grande se tiene u,(z) = 0 (u, € CL(I)) y por tanto |u(z)| < e. O

Corolario 2.26. (Derivacion del producto) Sean u,v € W'P(I), con1 < p < oc.
Entonces uv € WP(I) y

(uwv) = v'v + u' (2.9)

Ademas, se verifica la formula de integracion por partes

/u’v = uvl, — / w', Vx,yel (2.10)
Yy

Demostracion. Dado que u € L>(I) por el teorema[2.23] uwv € LP(I). Para mostrar
que (uv)" € LP comenzaremos por el caso en que 1 < p < oo. Por el teorema
podemos tomar dos sucesiones (u,) y (v,) en C}(R) tales que u,|r — u'y
vn|lr — v en WHP(I). Entonces u,|; — uy v,|; — v en L>(I) (de nuevo por
el teorema [2.23). Se sigue que u,v,|; — uv en L>(I) y por lo tanto en LP(I).
Entonces

(unvp)" = Ul vy + upvl,

dado que u,, v, € C}(R), siguiendo el anélisis anterior podemos decir que u/, — v’y
v, — v en L>(I), asi

U Vp + upv,, — u'v +uwv’ en LP(I)

Utilizando la observacion 2.9 podemos concluir que uv € W?(I)y (uwv) = w'v+uv/,
ademads si integramos se obtiene la férmula de partes (2.10).
Ahora verificamos en el caso p = oo; sean u,v € WH=(I) entonces uv € L>(I) y
u'v+wv' € L>(I).

Para probar que en efecto

/uw’ = — /(U'v +uv')p, Yo € Ci(I)
I I

Tomamos ¢ € C}(I) cualquiera y se fija un intervalo abierto y acotado J C I que
contenga al soporte de .
Entonces u,v € W'P(J) para todo p < oo y por demostrado en el caso anterior
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/uvgp’ = - /(u’v +u')p, Yo € CHJ),
J J
0 sea
/uvgp’ =— /(u'v +uv' ), Yo € CHI).
I I
L]

Otro resultado importante que se puede demostrar usando el teorema anterior es
el de derivacion de una composicién de funciones.

Corolario 2.27. Sea G € C'(R) tal que G(0) = 0 y seau € W'P. Entonces

Goue W' (I)y (Gou) = (G ou)

Demostracion. Sea M = ||u||. Como G(0) = 0, entonces existe una constante C'
tal que |G(s)| < C|s| para todo s € [—~M, M]. Asi |G o u| < C|ul; se sigue que
G owu € LP(I). Similarmente, (G’ o u)u’ € LP(I). Falta verificar que

/(Gou)go' = —/(G’ ou)u'p Yo € CHI). (2.11)
I

1
Supongamos que 1 < p < oco. Entonces existe una sucesion (u,,) € C!(R) tal que
Uyl — u € WHP(I) y también en L>(I). Asi (G o u,)|; — Gowuen L¥(I)y
(G' o up)ul|; — (G’ ou)u’ en LP(I). Por las propiedades de las funciones de clase
C' tenemos

/(Goun)so’ = —/(G’ o up)unp Y € CHI),
I

I
de lo que deducimos (2.11). Para el caso p = oo procedemos de la misma forma
que en la prueba del corolario [2.26] ]

Lema 2.28. Seanu € W'?(Q) y o € C>(Q). Entonces

1oJe"
8:61-’

au € WH(R) y D;(am) = aDju + u Vi=1,...,N.

2.4. EIl Espacio de Sobolev W""(])

Definicion 2.29. Dado un entero m > 2 y un numero real 1 < p < oo, por induccion
definimos el espacio

WmP(I) = {u e W™ PP(I);u' € WM=P(1)}.

También definimos
H™(I) = Wm’Z(I).
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Es facil verificar que u € W™P(I) si y sélo si existen m funciones g1, 92, ..., gm €
LP(I) tal que

/UDJQO:(—]_)/QJ()O VQOECEO(I), VJ:1727>m7
I I

Donde D’¢ denota la j-ésima derivada de . Cuando u € W™?(I) podemos consi-
derar las derivadas sucesivas de u, v’ = gy, (u') = ga, ..., hasta orden m. Estas son
denotadas por Du, D?u, ..., D™u. El espacio W™P(I) esta dotado de la norma

s = Wl + 32 107l
a=1
Y el espacio H™ (1) esta dotado del producto escalar
(u,v)gm = (u,v)r2 + zm:(Dau, D)2 = /Iuv + zm: /IDO‘uDav.
a=1 a=1
Podemos demostrar que la norma || - |[w=.» €s equivalente a la norma
Il l] = Tlully + (1D ull,.

De manera mas precisa, probamos que para cada entero 5,1 < 7 < m — 1,y para
e > 0 existe una constante C' (que depende de ¢ y |I| < 0) tal que.

1D ull, < ellD™ull, + Cllull, we W™ (I).

Es posible extender a el espacio W™ todas la propiedades demostradas para
WP, por ejemplo, si I es acotado, W™P(I) C C™~(I) con inyecciones continuas.

2.5. El espacio W,”(I)

Definicion 2.30. Dado 1 < p < oo, se designa por W, (I) a la clausura de C}(I) en
Whe (I Usaremos
Hy(I) = Wy™.

Wol’p con la norma inducida por W?, es un espacio de Banach separable y refle-
xivo cuando p # 1. H} es un espacio de Hilbert separable.

Observacion 2.31. Hemos visto que cuando I = R, C! es denso en W'? (Teorema

[2.20), es decir, Wy ?(R) = W'»(R).

Observacion 2.32. Usando una sucesion regularizante (p,,) se puede ver que:

2No se define W, para p = oo
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(i) C>(I) es denso en W, (I).

(i) Siu € W'(I)n C.(I), entonces u € W, (I).

Teorema 2.33. Seau € W'?(I), entonces u € W, (I) si y sélo siu = 0 sobre 1.

Demostracion. Si u € W, (I), existe una sucesion u, en C1(I) tal que u,, — u en

WP (I), dicha sucesion converge uniformemente a u sobre [ y por ende v = 0 en
los extremos de 1.

Reciprocamente sea v € W?(I), con u = 0 en d1. Se fija G € C'(R) tal que
_J0o, sift| <1
G®—{a si ft) > 2
IG(t)| <[|t| VteR
Se pone u,, = (1/n)G(nu), asi u, € W'? (Corolario [2.27) Ademas

2
Suppu, C A= {CL’ e I; ju(x)| > ﬁ}

Entonces Supp w,, esta incluido en un compacto de I, para verificar este hecho
vemos que

n

A:{xegmmnzz}

tomamos a f : I — R delaforma f = |u| y de ésta forma

)

Como f esta en funcién del modulo y la funcion continua u, entonces f es continua,
y [%, +oo) es cerrado al ser complemento del abierto (—oo, %) entonces por la con-
tinuidad de f, A es cerrado.

Para verificar que A es acotado, razonamos por contradiccién y suponemos que no
lo es, de ésta forma, dado ¢ > 0 arbitrario,

‘1|1'm u(x) =0« Ve >0, IM > 0 tal que |u(z) — 0| < e, V|z| > M.
T|—00

Como A no es acotado, Vk € RT, 3z € A tal que |z| > k.
Sea e = 2/n, como, u(x) — 0 cuando |z| — oo, AN € RT tal que

2
u(z) — 0 < =, V]a| > N
n
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pero
2
lu(@)| > =, yaquex € A
n

de ésta forma obtenemos una contradiccién y A es acotado, por lo tanto, A es com-
pacto.

Por la Observacion u, € W,. Usando el teorema de convergencia domina-
da se ve que u, — uen W(I). Entonces u € Wy”(I). O

Proposicion 2.34. (Desigualdad de Poincaré) Si | es acotado, existe una constante
C, dependiendo de || tal que

lullwioy < CllW oy, Yu € WyP(D).

Demostracién. Dada u € W,?(I) (con I = (a,b)). Como u(a) = 0, tenemos

/ u'(t)dt‘ < |||

tomando el supremo en los extremos de la expresion tenemos ||| e (ry < [[o/][ 21 (p
Ahora,

u(@)] = lu(z) = u(a)| =

]y = / | = / 1] < ol = )l (Hélder)

= [[u'lly < [[u'llp.
Como u € LP, u € L*™ (Teorema[2.23), entonces

u(@)] < Jlulloo

[ < [
1/p ,
el < llefloo - ( / 1) — ullo - 127

Luego, [[ull, < [Jull|1]"/7.
Pero, [[ullec < [[/[lx < [[W'[|,- Asf,
lullwre = llully + 10/l < llulloo 1177 + [l
<l 217+ [l
=Cldll, C=1""+1
~Nullwrr < Cllu[lp. -

Observacién 2.35. La desigualdad nos dice que en Wy (I) la cantidad ||u'|| .»(r) s
una norma equivalente a la norma que induce W1?(I) en este espacio.

Si I es acotado, la expresion (u',v') 2,y = [ w'v' define sobre Hy(I) un producto
escalar, y la norma asociada (||v'|| .2(1)) es equivalente a la norma que antes definimos
en H!, es decir, la inducida por H.
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Observacion 2.36. Se definen también los espacios Wy"*(I) como la clausura de
Cm(I) enWm™P(I) param =2,3,... y1 < p < co. Se verifica que

Wi (I) = {u € W™P(I);u=Du=,...,= D" 'u =0, sobre 0l } .
Es esencial distinguir entre

WEP(I) = {u € W*P(I);u = Du = 0, sobre dI.}
W2P(I) N Wy P(I) = {u € W>P(I);u =0, sobre OI}.

2.6. Algunos Ejemplos de Problemas de Contorno

Ejemplo 2.2. (Condicion Homogénea de Dirichlet).
Considere el problema

{ —u" +u=f, en I =(0,1);

w(0) = u(1) = 0, (2.12)

Donde f es una funcién dada en L?(I). La condicion de frontera u(0) = u(1) = 0 es
llamada la Condicion de frontera de Dirichlet (Homogénea).

Definicion 2.37. Una solucidn clésica de es una funcién u € C*(I) que satis-
face en el sentido usual). Una solucion débil de es una funcionu € H}(I)

que satisface
/uv —l—/uv: /fv, Vv € Hy(I). (2.13)
1 I

Vamos a aplicar el proceso que se describe en la seccion 2.1.

Paso A. Cada solucién clasica es una solucidon débil. Esto es obvio por inte-
gracion por partes (asi como se justifica en el corolario [2.26).

Paso B. Existencia y unicidad de una solucién débil. Este es el contenido del
siguiente resultado.

Proposicion 2.38. Dado cualquier f € L*(I) existe una unica solucién v € H} a
(2.13). Ademas, u es obtenida por

sz o 1
min U 'U v
vEH] 2

este es el principio de Dirichlet.



67 2.6. Algunos Ejemplos de Problemas de Contorno

Demostracion. Aplicamos el teorema de Lax-Milgram (Teorema [1.95) en el espacio
de Hilbert H = H;(I) con la forma bilineal de

a(u,v) = /u’v’+/uv = (u,v)m
I I

y con el funcional lineal ¢ : v — [, fo. O

Observacion 2.39. Dado F € H~'(I) sabemos por el teorema de la representacion
de Riesz-Fréchet|1.85 que existe un dnicou € H (1) tal que

(u,v) g1 = <F,U>H_17Hé , Yve H.

La funcién F +— u es el isomorfismo de Riesz Fréchet de H~' sobre H}. La
funcién u coincide con la solucién débil de en el sentido de (2.13).

2.6.1. Pasos C y D. Regularidad de soluciones débiles. Recupe-
racion de Soluciones clasicas.

Primero, note que si f € L? y u € Hj es la solucion débil de (2.12), entonces
u € H%. De hecho tenemos

/Iu'v':/l(f—u)v, Yu e CH(I),

y asi v’ € H! (Por definicion de H'y como f —u € L?), es decir, u € H?. Ademas,
si asumimos que f € C(I), entonces la solucién u pertenece a C2%(I). De hecho,
(u') € C(I)yasiu € CY(I). El proceso para llevar una solucién débil u € C?(I) a
una solucion clésica fue detallado en la seccion 2.1.

Observacion 2.40. Si f € H*(I), conk > 1, se verifica por induccién que la solucion

u de pertenece a H*2(I).

El método descrito arriba es extremadamente flexible y puede ser adaptado a
una gran cantidad de problemas. Indicamos algunos ejemplos que se encuentran
frecuentemente. En cada problema es esencial especificar el espacio de funciones y
buscar la formulacion débil apropiada.

Ejemplo 2.3. (Condicion de Dirichlet no-homogénea). Considere el problema

o _ _
{ u +u=f, sobre I =(0,1), (2.14)

u<0) = Q, u<1) = f,

cona, € Ry f una funcién dada.

Proposicion 2.41. Seana,3 € Ry f € L?(I) existe una Unica funcién v € H?(I)
que satisface (2.74). Ademads, u es obtenida por
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n {aforen- [
min v? + v?) fu
176H1(I) 2

v(0) = a,v(l) =8

Si ademas, f € C(I) entonces u € C*(I).

Demostracion. Damos dos posibles enfoques:

Método 1. Fijamos cualquier funcion suavel| v, tal que u(0) = ay ug(1) = . Introducimos
como una nueva incégnita u = u — ug. Entonces u satisface

—u" +u=f+uy —ug, sobrel,
a(0) = a(1) = 0.

Hemos reducido al problema a la forma de (2.12).

Método 2. Considere el espacio H{(I) el conjunto cerrado y convexo

K ={ve HyI); v(0) =ayuv(l)=8}.

Si u es una solucion clasica de (2.14) tenemos que

/Iu'(v—u)’—k/lu(v—u):/If(v—u) Yo € K.

Entonces en particular

/Iu'(v—u)'—l—/Iu(v—u)z/lf(v—u) Vo € K. (2.15)

Asi por el teorema de Stampacchia (Teorema [1.88): existe una Unica funcion
u € K que satisface (2.15) y ademas, u es obtenido por

{)Ié%{%/j(@gjtv?)—/[fv}.

Para obtener una solucion clasica de (2.14), hacemos v = v 4 w en (2.15) con
w € H} y obtenemos

/u'w'+/uw:/fw Vw € Hj.
I I I

Como anteriormente esto implica que u € H*(I). Si f € C?(I) se argumenta
como en el caso homogéneo para mostrar que u € C?(1).

3Escogemos por ejemplo ug para este caso
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O
Ejemplo 2.4. (Problema de Sturm-Liouville).Considere el problema
—(pu) +qu=f, onlI=(0,1),
{ u(0) = u(1) =0, (216

dondep € C'(I),q € C(I), y f € L*(I) son tales que

p(z) >a>0, Verel

Si u es una solucidn clasica de tenemos que

/pu’v'—i—/quv:/fv, Vo € Hy(I).
I I I

Usamos H}(I) como nuestro espacio de funciones y

a(u,v) = /pu’v’ + /quv
I I

como la forma simétrica continua bilineal sobre H}. Siq > 0 esta forma es coerci-
tiva por la desigualdad de Poincaré (Proposicion|2.34). Entonces, por el teorema de
Lax-Milgram, existe una unica v € H| tal que

a(u,v) = /Iffu, Vv € Hy(I). (2.17)

Ademas, u es obtenida por

i, 4 fm o) = [}
min (pv* + qv?) fup.
veHA(I) | 2

Es claro que de que pu' € H'; asi (por el corolario u = (1)) €
H', por tanto v € H”. Finalmente, si f € C(I), entonces pu' € C'(I), y también
u' € CY(I). es decir,u € C*(I). Usando el paso D concluimos que u es una solucién

clasica de (2.16).
Ahora consideremos el problema mas general
—(pu) +ru' +qu' = f, onI=(0,1),
{ w(0) = u(1) = 0. (2.18)

Las suposiciones sobre p, g, y f son las mismas que anteriormente, y r € C(I).
Si u en una solucién clasica de (2.18) tenemos

/pu’v’—i—/ru’v—i—/quv:/fv, Vv € Hy

Usamos H}(I) como nuestro espacio de funciones y
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a(u,v) = /pu’v’+/ru'v+/quv
I I I

como una forma continua bilineal. Esta forma no es simétrica. En algunos casos
es coercitiva; por ejemplo,

1. Sig>1y7r? < 4da;

2. Osig>1yr e CYI)conr’ < 2;aqui utilizamos el hecho de que

1
/m/v: —5/7”,1}2, Vv € Hy

Se puede aplicar el teorema de Lax-Milgram, pero no existe problema sencillo de
minimizacién asociado. Esta es una herramienta que nos permite obtener una forma
simétrica bilineal. Se introduce un R primitivo de r/p y se establece ( = ¢ . La
ecuacion puede escribirse, después de multiplicar por ¢, como

—Cpu” — Pl + Cru’ + Cqu = (f,
o (como ('p + (r = 0)
—(¢'p+ (r)u’ = Cpu” — (plu’ + Cru’ + Cqu = (f,
—('pu’ — (p'u’ — Cpu” + Cqu = (f,

—(Cpu") + Cqu = (f.

Definimos sobre H{ la forma bilineal continua simétrica

a(u,v) = /ICpu'v'—i-/ICquv.

Cuando ¢ > 0, esta forma es coercitiva, y entonces existe una tnica u € H} tal
que

a(u,v) = /Iﬁfv, Vv € Hy.

Ademas, u es obtenido por

, 1 12 2
min {5 [+ oty - [ <fv} |

Es facil verificar que u € H?, y si f € C(I) entonces u € C?(I) es una solucion

clésica de (2.18).
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Ejemplo 2.5. (Condicion homogénea de Neumann). Considere el problema

o _ _
{ u' 4+ u=f, sobre I = (0,1), (2.19)

uw'(0) = /(1) = 0.

Proposicion 2.42. Dado f € L*(I), existe una tnica funcion U € H?(I) que satisfa-
e (2.19).[f| Ademas, u es obtenida por

0 (a0 [
min - U U
ve HY(T) 2

Demostracion. Si u es una solucion clasica de(2.19) tenemos que

/uv+1ﬁv:Zju Vv e HY(I) (2.20)

Usamos H'(I) como nuestro espacio de funciones; no existe un punto que funcio-
ne en H} como anteriormente, como u(0) y «(0) son a priori desconocidos. Aplicamos
el teorema de Lax-Milgram con la forma bilineal a(u, v) = [, u'v'+ [, uvy el funcional
lineal v : v — [, fv. De esta forma obtenemos una Unica funcién u € H'(I) satis-
face (2.20). De (2.20) se sigue, como se hizo anteriormente, que u € H?(I). Usando
una vez mas obtenemos

/I(—u” +u— flo+d/ (Do(l) =4/ (0)w(0) =0, Yve H'(I). (2.21)

En (2.21) comenzamos escogiendo v € H} y obtenemos —u” + u = f casi en
todos los puntos. Volviendo a (2.21), nos queda

u'(1)v(1) — /' (0)0'(0) =0, ve HYI).
Como v(0) y v(1) son arbitrarios, deducimos que v'(0) = v'(1) = 0. O
Ejemplo 2.6. (Condicion de Neumann no homogénea).

o — =
{ R y— sobre I = (0,1), (2.22)

W(0) =a, W(1) =5,
cona, € R,y f una funcién dada.

Proposicion 2.43. Sea cualquier f € L*(I) y o, 3 € R existe una unica funcién
u € H*(I) satisface (2.22). Ademads, u es obtenida por

a3 et e /f“““’ - pat

Siademés, f € C(I), entonces u € C*(I

*Note que u € H2(I) = u € C'(I) y entonces la condicién v’ (0) = u/(1) = 0 cobra sentido. Esto
no tendria sentido si solo supiéramos que u € H'.
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Demostracion. Si u es una solucion clasica de (2.22) tenemos que

/Iu’v’—i—/luv = /va —av(0) + pu(l), Vv e HY(I).

Usamos H'!(I) como nuestro espacio de funciones y aplicamos el teorema de
Lax-Milgram, con la forma bilineal a(u,v) = [, u'v' 4+ [, uv y el funcional lineal

0 /fv —av(0) 4 Bo(1).
I
Este funcional lineal es continuo. Entonces podemos proceder como en el ejemplo
[2.6|para probar que u € H*(I) y que v/(0) = a, v/(1) = 5. u
2.7. EIl Principio del Maximo

Teorema 2.44. Sea f € L*(I) con I = (0,1) y sea v € H?(I) una solucién del
problema de Dirichlet

—u" 4+ u=f, sobre [
{ u(0) = 0, u(1) =5 (229)
Entonces, para cada x € I
min{a, 3, ir}f f} <wu(r) <méx{a, f,sup f}. (2.24)
I

Demostracion. (Usando el método de truncamiento de Stampacchia). Tenemos

/u’v’—i—/uv = /fv, Vv € Hy(I) (2.25)
I I I

Fijando cualquier funcién G € C'(R) tal que
(i) G es estrictamente creciente sobre (0, 00).

(i) G(t) = 0 parat € (—o0, 0]

Sea K = méx{a, f#,sup; f} y supongamos que K < oo. Debemos mostrar que
u < K sobre /. La funcién v = G(u— K) pertenece a H'(I) y también a H;}(I). como

u0) - K=a-K<0yu(l)-K=p-K<0.

Ssup f e inf f se refieren respectivamente al sup esencial (posiblemente +o0) y al esencial co de f
(posiblemente —o0). Recordamos que esssup f = inf[C; f(z) < Ce.t.p]yessinf f = —esssup(—f)
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Sustituyendo v en (2.25), obtenemos
/u/2G/(u— K) + /uGu— /qu—
1 I
es decir,

/Iu’2G'(u - K)+ /I(u — K)G(u—K) = /I(f — K)G(u—K)

Pero (f — K) <0y G(u— K) >0, de lo que se sigue que (f — K)G(u— K) <0
y entonces

/(u—K)G(u—K) <0

I
Como tG(t) > 0 Vt € R, la desigualdad anterior implica (u — K)G(u — K) = 0
c.t.p.
Se sigue que u < K c.t.p., y consecuentemente sobre todo /, ya que u es continua.
La cota inferior para u es obtenida aplicando esta cota superior a -u. O

Observacién 2.45. Cuando f € C(I), entonces u € C2(I) y uno puede establecer
2.24) por un método diferente: la aproximacion clasica al principio del maximo. Sea
zo € I el punto donde u alcanza su maximo sobre I. Sizy = 1 la conclusién es obvia.
De otra manera, 0 < xy < 1 y entonces u'(xy) = 0,u”(zq) < 0. De la ecuacion (33)
se sigue que

u(xg) = f(xg) +u"(x) < fxo) < K
y entonces u < K sobre |.

Estas son algunas consecuencias inmediatas del Teorema
Corolario 2.46. Sea u una solucién de (2.22).

(i) Siu > 0 sobre Ol y si f > 0 sobre I, entonces u > 0 sobre I.
(i) Siv = 0 sobre 01 y si f € L™, entonces ||u||zeo(ry < || flzoo(1)-
(iii) Si f = 0 sobre I, entonces ||u|| L) < ||u| L an)-

Tenemos un resultado similar para el caso de la condicién de Neumann.
Proposicion 2.47. Sea f € L*(I) con I = (0,1) y seau € H*(I) la solucidn de el
problema

—u" 4+ u=f, sobre I,
uw'(0) = /(1) = 0.

Entonces tenemos, para cada x € 1,

mff < u(x) < sup. (2.26)
I
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Demostracion. Tenemos

/uv —|—/uv = /fv Yo € HY(I). (2.27)

Agregando v = G(u — K) en (2.27) con K = sup;f y la misma funcién G como
anteriormente.
Entonces procedemos justo como en la prueba del ]

Observacién 2.48. Si f € G(I) , entonces u € C*(I) y podemos establecer
de la misma manera que en la observacion anterior. Note que si u alcanza su ma-
ximo sobre 01, digamos en 0, entonces u"(0) < 0 (extendiendo u por reflexion a la
izquierda de 0 y usando el hecho de que u/(0) = 0).



Capitulo 3

Formulacion Variacional de Algunos
Problemas de Valor en la Frontera en
Dimension N

3.1. Definicidén y Propiedades Elementales de los Es-
pacios de Sobolev 17!7(())

Proposicion 3.1. SeanQ C RY, f € C1(Q) y o € C=(Q), se cumple que
/ f@xl N aazz

Demostracion. Sea € C!(Q). Dado que el soporte de 1) es compacto, existe M > 0
tal que

del Teorema Fundamental del Célculo se sigue que

M
/ aw(ml,x27u.,x]\l>d$1 :w(M7$27...7<I.N) _w(_erQ?"'axN) = 0.
M O

por lo tanto

M M 02/1(:751 o, ... fEN)
_ . 2 ! d dry...dzy =0
8901 8x1 / /M (/M 0xy xl) " o

anélogamente se verifica que

/aw:O, Vi=12,...,N.
o O,

75
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Dado que fp € CHQ)[]

[ () L

dp of

luego

El resultado anterior sugiera la definicién de derivada débil.

Definicion 3.2. Sea 2 un abierto en RY y u,v; € L} (Q). Se dice que v; es la
derivada débil de u respecto a la i-ésima componente x; si

99 _ -
8{1’}2 /s;vigpa VSO € Cc (Q)

Se dice que una funcion es débilmente diferenciable si tiene derivada débil para
la i-ésima componente, Vi = 1,2,..., N.

Notacion. La derivada débil respecto a la i-ésima componente v; de u se denota
como

DZ'UIUZ', Z:LN

Y )

y se define
Vu = (Diu,...,Dyu).

Definicién 3.3. Sea Q) C RY un conjunto abierto y seap € Rconl < p < oo. El
espacio de Sobolev W'?((2) esta definido pof]

391,92, ....98 € LP(Q) tal que

WhP(Q) = c IP(Q
R / ng /L‘W’ Vo € C(Q), Vi=1,2,..,N
i Q

Definimos
HY(Q) = WH(Q).

El espacio WP (Q) esta dotado con la norma

N
lullwr = llully, + ) I Dsul,
=1

Ysupp fo = (supp f) N (supp ¢) C supp ¢ , dado que el soporte de f subconjunto cerrado de
supp p que es compacto, supp fe es compacto.
2También podemos escribir W1 en lugar de WP(Q).
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1/p
o0 con la norma equivalente (Hqu + 3N ||Diu||§> (sil < p < o). El espacio
H'() esta dotado con el producto escalar

(u,v) g1 = (u,v)r2 + Z (D, Div) ;2 = / (uv + Z DiuDiv> .

i=1 Q i=1

La norma asociada

N 1/2
2
[ull g = <IIUH§ +> IIDz'UIIg)
i=1

es equivalente a la norma W2,

Proposicion 3.4. El operador derivada débil respecto a la i-ésima componente es
lineal.

Demostracion. Este resultado se verifica tomando en cuenta la linealidad de la inte-
gral. O

Observacion 3.5. Para cadau € W?(Q) g es unica. Si suponemos que existe h en
las condiciones de g, entonces

/gw—/h% Vo € CH(Q)
Q Q

luego

/Q(g—h)90=0, Vi € CH(Q).

Como L?(2) es espacio vectorial, entonces g — h pertenece a L?({2), por el lema

g — h pertenece a L} (), y aplicando el corolario[1.77, tenemos que g — h = 0
c.t.p es decir, g = h c.t.p de ().

Proposicion 3.6. W'?(Q) es un espacio de Banach para cadal < p < co. WP(Q)
es reflexivo paral < p < oo, y es separable paral < p < co. H'()) es un espacio
de Hilbert separable.

Demostracion.

1) Sea (u,) una sucesion de Cauchy en W1?(Q), por como fue definida la nor-
ma en el espacio de Sobolev, (u,) es de Cauchy en LP(f2). Verificaremos que
(D;u,) es de Cauchy en L?(€2). Como (u,) es de Cauchy en W?(Q) se tiene
que

Ve >0, AM € N : ||up, — up|lwre <&, ¥Ym,n > M.
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Dado que ||ty — tnlwis = [t — wnlly + S, 1D, — )l tenemos

N N
= twnlly + D I1Diun = w)lly < €= D I1Di(un — wn)llp <
i=1 i=1

N
= Z | Ditn, — Diup ||, < € 3 linealidad de la derivada d
i=1

= ||Dzun — Dﬁume <é€

Por lo tanto, (D;u,,) es de Cauchy en L?, como L? es completo, u,, — u € LPy
Dj;u,, — v; € LP. Entonces

Iy -
/Quna_xZ - _/Q-Diungpa v%p € C’c (Q)u

y en el limite

Oy /
u =— [ vip, VYpeCrQ),
o O Q ( )

Por lo tanto, u € W', Dju = v; Y |Jtn — ullwrs = [t — ul|ze + S, || Ditt, —
D;ul|r» — 0, resultando W? completo.

2) Veamos que es reflexivo:

Si1l < p < oo por el teorema[1.54] L? es reflexivo y por la observacién [1.17
el espacio producto £ = L? x (LP)N es reflexivo. El operador 7' : W'* — FE
dado por Tu = (u,Vu) es una isometria de W'»? en E (tomando la norma
[ (u,v)|| = [Jull, + 32N, ||v]l, sobre E, donde v = (vy,vs,...,vy)), por tanto
T(W?'P) es un subespacio cerrado de F (Lema . Resulta entonces por
la proposicién que T(WP) es reflexivo, y por consiguiente también lo es
whte,

3) Es separable paral < p < oo:
Como LP es separable, por la proposicion el espacio producto £ = LP x
(LP)N es separable, y como cualquier subconjunto de un separable es separa-
ble (Proposicion[1.36), T'(W'?) también es separable. Por ende W'?.

O

Observacion 3.7. Note que siu € C'(Q) N LP(Q) y si g—ji € LP(Q)) para todo i =
1,2,...,N, entonces u € WP (Q). Ademds, las derivadas parciales usuales coinciden
con las derivadas parciales en el sentido de WP, asi la notacién es consistente.
En particular, si Q) es acotado, entonces C1(2) C WP(Q) para todo 1 < p < oc.
Reciprocamente, se puede mostrar que siu € W'(Q) para algin1 < p < co y si
Diu € C(Q) paratodoi = 1,2, ..., N, entonces u € C'(Q2); de manera mas precisa,

existe una funcién u € C''(Q) tal que v = u c.t.p.
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Observacion 3.8. Es util tener en mente los siguientes hechos:
(i) Como consecuencia del Teoremal3.6, si (u,) es una sucesién en W* tal que
u, — u en LP y (Vu,) converge en (LP)N, se puede verificar que u € WP y
|l — ullwir — 0.

(i) Dada una funcién f definida sobre ) denotamos por f su extensién fuera de (2,
es decir,

Fay={ 4 st |

Seau € WP(Q) y seaa € CH(R). Entonced

au € W'?(RY) y D;(au) = aD;u + D;ou.

Para verificar este hecho tomamos una funcién o € C1(RY); asi tenemos

/ M&’D —/auaw
RN ox; N Q Ox;

—/u 8(a)_8a ‘ 8(ozg0)_a8g0+8oz

_ —/Q ((Diu)oup + u§Z<p>
__ /RN (oz(D,-u) + gjiu) -

= — /RN (@(Diu) + (DiOé)U> ®.

La misma conclusién se mantiene si en lugar de asumir que o € C}(f), toma-
mos o € CY(RY) N L>®(RY) con Va € L>®(RM)N y supp o € RN\ (09).

Lema 3.9. Seap € L'(R"Y) yseav € W"(RY) con1 < p < co. Entonces

pxv € WWPRN) y Di(pxv)=pxDw, Yi=1,2,.. N.

°9

Demostracion. Suponemos que p tiene soporte compacto. Po el teorema de Young

(teorema(1.64) pxv € LP(RY). Sea ¢ € C}(RY), de las proposiciones y se
tiene que

3Observacion: en general, u ¢ WP(RY).
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= | g pxp)
— [ Datern
[ Datpen
- - / (P * Dzv) ¥
se sigue que
p*v & WH(RY)
y

D;(pxv) = (p* D).

Por otro lado si p no tiene soporte compacto, tomamos una sucesion (p,) € C.(RY),
(esto es posible gracias al teorema [1.48). De la primera parte de la demostracién
obtenemos que

pn ¥ v € WP (RN)

Di (pn * U) = (pn * Dﬂ))

ademaés por el teorema pnxv — prven LP(RN)y p, xv' — pxv' en LP(RY),
Por lo tanto al aplicar la observacién (i) px v € WLP(RY), y si hacemos n — oo

en P
Jenxvse == [ D)

Jos052 == [ oDy

D; (p*v) = (p* Dyv)

obtenemos

de modo que

O]

Lema 3.10. Sea (v,) una sucesién de funciones en W1P(RY) N C>=(RY) tal que
vnlo = v en LP(Q) y §2|, — w; en [P(w),i=1,..., N, conw, ) abiertos en R, tal
que w C Q. Entonces existe una sucesion (u,,) en C>°(RY) (que no depende de w ni

de Q) tal que un|o — v en LP(Q) y §=|, — w; en LP(w),i=1,...,N.
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Demostracién. Fijamos una funcién ¢ € C>°(RY) con 0 < ((x) < 1 paratodo z € RY
' kd
1 s |z| <1,
(=) _{ 0 si|z|>2.
y definimos (,(x) := ((z/n). Observamos que, por el Teorema de Convergencia

Dominada (Teorema|1.47), se tiene que (,u — u en LP(Q)) para toda u € L*(Q).
Definimos wu,, := (,v,. Entonces u,, € C>(RY), y satisface

”un - UHP = HCnUn — Cu¥ + Guv — UHP
< HCnUn - CnUHp + HCnU - UHP
< |lvn = vllp + [|Gav — v, — 0.

Como v,, converge en LP(f2), esta acotada en LP(£2). Usando este hecho se ob-
tiene que, para alguna constante C,

3 n a n (9 n
‘ S = HianrCni—anﬁani—wi
¢, ov,
< H Up, + Cn_ - ani + Hgnwz - wi”[,p(w)
1a¢  [P\'" v,

B (/w E@xivn ) * Cna_xz = nt Lp(w) " ||€7’qu/ B wl““’(éﬂ)
1 oc ||” e v

< - n P n — — ) nWi — Wy

<o (geler) o (G —w)], # o —wtu
10 ov,

< E Hamz . HUTZHL”(W) + ‘ Or; - W ) + Hani - wiHLp(w) ) (Cn < 1)
C ‘ v,

< —+ — w; + || Cawi — wil| Loy — 0.

]

Teorema 3.11. (Friedrichs). Sea ) un abierto de RY yu € W'P con1 < p < 0.
Entonces existe una sucesion (u,,) en C=(RY) tal que

Uplo —> wen LP(Q) (8.1)

V|, — Vul, en Lp(w)N para todo w CC €. (3.2)
Enelcaso Q) =RN yu e WP(RY) con1 < p < oo, existe una sucesion (u,,) en
C>(RM) tal que
u, — uen LP(RY)

y
Vu, — Vuen LP(RV)N.
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Demostracion. Sea

0, si x € RV\Q,

y sea v, = p, * u (donde p,, es una sucesion regularizante). Sabemos (ver la seccion
1.3) que v, € C2(RY) y v, — @ en LP(RY) (Teorema[1.75). Queremos verificar que
Vou|w — Vul, en LP(w)" para todo w CC . Para ello tomamos cualquier conjunto
w CC Q, fijamos una funcién o € C1(Q), 0 < a < 1, tal que a = 1 sobre una
vecindad de w. Si n es lo suficientemente grande tenemos

() :{ u(r), siz €,

pn * (@) = p, x u, sobre w, (3.3)
como
P % QU — P % U = /Qpn(x — y)ou(y)dy — g P — y)u(y)dy
= [ pule=wlE=1mwiy
- / pulz — )1 — @)l (y)dy
= —(pn* (1 —a)u)
entonces

supp(pn * U — pp * ) = supp(—py * (1 — a)u)
= supp(pn * (1 — @)u)

C supp pn + supp(l —a)u C B (0, %) + supp(l — &)
C (w)°
para n lo suficientemente grande. Del lema[3.9]y la observacion [3.8)(ii) tenemos
D;(pn, x au) = p, * D;au

= pn * (&Diu + (Dia)u>

se sigue que

Di(pn * aut) — aDju+ (Dja)u  en LF(RY)
y en particular, como v, € C°(RY) y la derivada débil y la usual coinciden,

0

—(p, xau) = D;aou = D;u en LP(w).
9 P

Z;

Por (3.3) tenemos

5 (pn *u) = Diu en LP(w).
i
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Por el Lema existe una sucesion (u,) en C=(R") tal que u,, — uen LP(Q)y
Gun |, — Dyul,, en LP(w), por tanto Vu,|, — Vul,, en LP(w) coni=1,...,N.

En el caso en que Q2 = R", la sucesién u, = Colpn * u), tiene las propiedades

deseadas.
O]
Corolario 3.12. Sean u,v € W'r(Q) N L>(Q), y sucesiones (uy), (v,) € C*(RY)
tales que
Up, — U, v, = v en LP(Q) y c.t.p. sobre (),
Vu, = Vu, Vv, —= Vo en LF(w)" paratodow CC Q.
Entonces

[unllzoe @) < Hlullze@) ¥ llonllzeo@y) < vl ).

Proposicién 3.13. Seau € L?(f2) con1 < p < co. Las siguientes propiedades son
equivalentes:

(i) ue Wh(Q),

(i) existe una constante C' tal que

feor

u

o Oz

(iii) existe una constante C' tal que para todo w CC , y todo h € RY con |h| <
dist(w, 052) tenemos

< C||g0HLq(Q), Yo € CCOO(Q), Vi=1,2,...,N,

17hu = ull ey < ClAJ.

(Note que T,u(x) = u(x + h) tiene sentido para x € w y |h| < dist(w,0R).)
Ademas, podemos tomar C = ||Vu||1»(q) en (i) y (iii).

Si Q) = RY tenemos

| Thu — UHLP(RN) < |n| ||VUHLP(RN)-

Demostracion.

(i) = (ii).

fa
Qua$z‘

= ’—/Diugp
Q
< [ 1Dl
Q

< [[Dsullplllly-

El ultimo resultado es consecuencia de la desigualdad de Holder y tomando
C = ||D;ul|, se obtiene la desigualdad deseada.
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(4) = (iid).

El funcional lineal ¢ : C}(Q) — R, definido por ¢ — |, u(%‘%, el cual toma
elementos en un subespacio denso de L4 (por el Corolario[1.76]ya que ¢ < o0) y
es continuo con la norma de L?. Por el Teorema de Hahn-Banach se puede
extender a un funcional continuo F' en L4y segun el Teorema de representacion
de Riesz existe g € L? tal que

<F,s0>=/ﬂgso, Yy € L1

En particular

fwor

Y asiu € Whrp,

:/ggo, Yo e CHQ), Vi=1,...,N.
Q

Primero suponemos que u € C°(RY). Sea h € R" y sea
v(t) =u(x +th), teR.
Entonces v/(t) = h - Vu(x + th) y asi
1 1
w(x 4+ h) —u(z) =v(1) —v(0) = / V'(t)dt = / h - Vu(z + th)dt.
0 0

Se sigue que para 1 < p < oo,

1
mpu(z) — u(@)P < |Bl? / Vu(z + th)|Pdt
0

1
/|7’hu(m)—u(m)|pdm§ |h|p/dx/ \Vu(z + th)|Pdt
w w 0
1
_ |h\p/ dt/]Vu(:c+th)\”d:c
0 w

1
=mh/ﬁ/ Vuly)Pdy.
0 w—+th

Si |h| < dist(w,082), entonces existe un conjunto abierto ' CC 2 tal que
w+th C w' paratodot € [0,1] y asi

Il < 0P [ (TP (3.4

Esto concluye la prueba de (iii) para u € C*(RY)y 1 < p < oo. Ahora
suponemos que u € W'?(Q) con 1 < p < oo. Por el Teorema existe una
sucesion (u,,) en C>=(RY) tal que u,, — u en LP(Q) y Vu, — Vu en LP(w)V,
Yw cC Q. Aplicando a (u,) y aplicando el limite, obtenemos (iii) para
cada u € W?(Q), 1 < p < oo. Cuando p = oo, aplicando lo anterior (para
p < 00) y haciendo p — oc.
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(i7i) = (ii). Sea ¢ € C°(Q2) y considerando un conjunto abierto w tal que supp ¢ C w CC
Q). Sea h € RY con |h| < dist(w, 0R). Por (iii) tenemos

va—uwyséumu—mm

< llmu = ullplielly
< Clhlllel ogey-

Por otro lado, como

[u(z + h)p(x) — u(x)p(z)]dz

/Q[u(x + h) — u(z)]p(z)de

u(z + h)p(x)de — | u(x)p(z)de

J
u(z + h)p(z)ds — /w w(z)p(z)dz
/

u(z)p(x — h)dx —

u(z)p(z)de

Il
S— — T 5 5

[o(z = h) — p(x)u(x)dz

Se sigue que

L/w@—m—@whmmxgmwmm»
o

Tomando h = tefl] t € R, y aplicando limite cuando ¢ — 0, obtenemos (i).

]

Proposicion 3.14. (derivacion del producto). Sean u,v € W'*(Q) N L>(Q) con
1 < p < oo. Entonces uv € WHP(Q) N L>(Q) y

D;(uwv) = (Dju)v + u(Dw), i=1,2,...,N.

Demostracion. Consideramos el caso enque 1 < p < oo. Por el teorema|3.11|existen
sucesiones (u,), (v,) en C=°(RY) tal que

Uy — U, v, = v en LP(Q)y c.t.p. sobre ),

Vu, = Vu, Vv, = Vv en LP(w)Y para todow CC .

*(e;) es la base de Schauder para RY.
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Por otro lado

dp 0
Jyiy == [ g tem)e

Aplicando limite, tenemos

/Q o - /Q (Diu)v +u(Dyw)) @, Yo € CHQ).

uv
83@

O]

Proposicion 3.15. (Diferenciacion de la composicion). Sea G € C'(R) tal que
G(0) = 0y |G'(s)] < M, Vs € R para alguna constante M. Seau € W'?(Q) con
1 < p < c0. Entonces

GouecW'(Q) y Di(Gou)= (G ou)Du, i=1,2,.. N.

Demostracion. Por el Teorema de Valor Medio, para s, sy € R existe ¢ € R tal que
G (1) — G(s2)| = |G'(§)[s1 — 82| < Ms1 = so. (3.5)
En particular, como G(0) = 0, obtenemos
|G(u(z))] < Mu(z)|, Ve,
y por consiguiente G o u € LP(£2). Ademas
|G (u()) Diu(x)| < M|Diu(z)],

Por lo que también (G’ o u) D;u € LP(€2). Probaremos ahora que G o u es débilmente
diferenciable en Q y que D;(G o u) = (G’ o u) D;u.

Sean p € C>(Q) y w CC  tal que supp ¢ C w. Por el Teorema existe una
sucesion en C°(RY) tal que u, o — uwen LP(Q) y 22|, — D;uw en LP(w). Por la
Proposicién estas funciones cumplen que Z

0 ou,,
/Q(G oun) g = - /Q(G’ o un) 2 (3.6)

Ademas, de (3.5) y de la Desigualdad de Hélder se sigue que

0 duy,
/ (Gou, —Gou) Ld gM/]un—u] -
©OT; Q O
¢ Do (3.7)
< |2 = ule 0.
TillLa)
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donde ¢ es el conjugado de p. Por otra parte, por el Teorema|1.53] una subsuce-
sién (u,,, ) de (u,) converge puntualmente a u en casi todos los puntos de 2y, como

G’ es continua, (G’ o u,, ) converge puntualmente a G’ o u en casi todos los puntos
de (). Ademas,

|G (uy(2)) — G'(u(x))| < 2M, Vz € Q.

Como w tiene medida finita, 2M € L%(w). Usando el Teorema de Convergencia Do-
minada (Teorema(1.47) obtenemos que G’ o u,, — G' o u € L9(w) y que

/|G’oun—G'ou|q—>O.

En consecuencia

, ouy, ,
/Q [(G 0 Up,) oz, (G ou)Dlu} gp'
= / (G'o Un)% — (G ouy)Diu+ (G o uy)Diu — (G o u)Dyul |p

§/|(G’oun)\ gié_Diu

(2

|90+/|G'Oun—G'OUIDiU|90
+/ Dyl o8

Ouy,
< [ |52 = Duflol + [ 160w~ 6 oull Dl
w X w
ou,,
< Mllelzow) || 5~ — Diu +|G" o un — G o ul| paw) | Diul| 1o (o)
i Lr(w)

— 0.

De (3.6), y se sigue que
[Gonge —— [(@ouale, wecs
Q Oz Q

Es decir, G o u es débilmente diferenciable en Q y D;(G o u) = (G’ o u) D;u.

]

Proposicion 3.16. (Formula de cambio de variables). Sean () y )’ conjuntos abier-
tos enRY y sea H : Q' — Q una funcién biyectiva, x = H(y), tal que H € C°({Y'),
H= ' e CHQ). Seau € W'r(Q) con1 < p < co. Entoncesuo H € WiP(Q) y

0 0H,

gy (H) = S (Da)H) 5

(y), ¥j=1,2,...N.

%

Demostracion. Cuando 1 < p < oo, tomamos una sucesion (u,,) en C°(RY) tal que
u, = uen LP(Q)y Vu, — Vuen LP(w)N, Yw CC Q. Asiu, 0o H — uo H en LP(QY)
y

6 n 8Hz 8Hz / / /
o1 — (Dyuo H) en ('), V' CcC Q.
8$i 8% 8@/]
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Dado ¢ € C}(£Y'), tenemos

oo g = /Z(?ﬁ: )

Aplicando limite obtenemos el resultado deseado. Cuando p = oo, procedemos de la
misma forma que al final de la prueba de la Proposicién|3.15 O

3.1.1. [Espacios W"7((2)

Sea m > 2 un entero y sea p un real extendido con 1 < p < oo. Definimos por
induccion
WmP(Q) = {ue W™ P(Q); Diu € W"P(Q), Vi=1,2,..,N}.

Usando la notacién estandar de multi-indice o = (aq, as, ..., ay) con «; > 0 ente-
ro, tal que
olely
o o D~ -,
o] = Z YT aioag xRy

=1

los espacios W™?((2) pueden definirse de manera alternativa como
Va con |a| <m, g, € LP(Q) tal que }
WmP(Q) =< u e LP(Q o o o )
@ { ‘fQuD = () fygup, Vi € CX(O)
Definimos D“u = g,. El espacio WmvP(Q) dotado con la norma

N
lallwms = llully + Y 1 Dsull,
=1

es un espacio de Banach.

El espacio H™(2) = W™?2(Q)) dotado con el producto escalar

N
(u,v)gm = (u,v)r2 + Z(DN, D)2
=1
es un espacio de Hilbert.

3.2. Extension de Operadores

A menudo es conveniente establecer propiedades de las funciones en W7 ()
comenzando con el caso 2 = R”. Es util poder de extender una funcién u € W'r(Q)
a una funcién a € WHr(RY).

Esto no es siempre posible (en un dominio general €2). Sin embargo, si {2 es “sua-
ve” (como se definird en [3.17), dicha extensién puede ser construida. Comencemos
definiendo un conjunto abierto suave.
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Notacion. Dado = € RY, escribimos

= (2" zy) cona’ € RN o) = (zy, 29, ..., 2n_1),

N_1 1/2
| = (Zm?) |

i=1

y establecemos

Definimos

Rf ={z = (2, zn); 2N > 0},
Q={z= (2 an); |2'| <1lylan| <1},
Qr=QnN R-]Xu

Qo = {z = (2/,0); |2'| < 1}.

Definicion 3.17. Decimos que un conjunto abierto §2 es “Suave” si para cada © €
00 =T existe una vecindad U de xz en R y una funcién biyectiva H : Q — U tal que

HeC'(Q), H'eC(U), HQy)=UNQ, y H(Q)=UNT.
La funcion H es llamada una traza local.

Lema 3.18. (Particion de la unidad). Sea I" un subconjunto compacto de R" y sea
Ui, Us,..., Uy una cubierta abiertade 1, i.e.,I' C Ule U,. Entonces existen funciones
01, 0,..., O € C(RY) tal que

(i)
k
0<6 <1, Vi=0,1,2.k Y 6;=1s0breR",
i=0
(i)
supp 0; es compacto y supp 6; C U;, Vi=1,2, ...,
{ supp 0y C RV\T.

Si ) es un subconjunto abierto y acotado, y I' = 052, entonces y|q € C°(2).

Demostracion. Sean (A;) abiertos en RV, tal que 4; CC U;y Q C A; U--- U A,.
Definamos una funcién f, € C°(RY), tal que fr = 1 en Q\ U, A;, fr = 0 en Q\ A4,
y 0 < f <1 (Proposicion [3.20). Para cada ¢ definamos la funcion

0:(x) fi()

> filz)
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Lema 3.19. Dado v € W'P(Q,) con1 < p < oo, definimos una funcién u* sobre Q
como la extension por reflexion, es decir,

e B u(x',xy), sixzy >0,
Wi, en) = { u(z', —zy), sixy <O0.

Entonces u* € W'?(Q) y

lu* @) < 2llullr@rys  Nu™llwirg) < 2llullwiry)-

Demostracion. Debemos probar que

Diu* = (Dju)" paral <i< N —1 (3.9)

Dyu* = (Dyu)", (3.10)

donde (D;u)* denota la extensién por reflexion de D;u, f° esta definido sobre @
por,

pea={ [0 5070

Usamos una sucesion (7)) de funciones en C*°(RR) definida por
ne(t) =n(kt), teR, k=12 ..

donde 7 es cualquier funcion fija, n € C*>°(R), tal que

[0, sit<1/2,
77(“_{1, sit>1.

Demostracién. (de (3.9)). Sea p € C1(Q). Paral <i < N — 1 tenemos

0% :/ o (3.11)
Q

u u s
Q 8xz . 8%

donde (z',zn) = ¢(2',zn) + @(2', —zN). La funcién ¢ no pertenece en general
C1(Q,), y no puede ser usada como funcion test. Por otro lado, n.(zy) (2, zx) €

C&(QHE] y asi

0
| gty == | Datar.

5supp (nk) = supp N N supp 1 es compacto dado que es un subconjunto cerrado de supp ¥ que
por definicién de i) es compacto.
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Como 2 () = mi 5, tenemos

0
/ unkaf — g Diu(nip). (3.12)
i +

Aplicando limite en (3.12) cuando k& — oo (por convergencia dominada), obtenemos

/ W __ WD;u. (3.13)

&El Q+

Combinando (3.11) y (3.13), llegamos a

08 .
— [ YDu= —/ (Diu)”™ 1,
8$Z Q+ Q
De lo cual se obtiene 1; O
Demostracién. (de (3.10)). Para cada ¢ € C}(Q) tenemos
Iy Ix
= 3.14
Q a(L'N / uaZL‘N’ ( )

donde x(2',zn) = @(2',zn) — p(2’, —zN), Note que x(z’,0) = 0 y entonces exis-
te una constante M tal que |x(z/,xzy)| < M|xzy| sobre @) (Esto se puede veri-
ficar aplicando el Teorema del Valor Medio como en la Proposicién [3.75). Como
mx € CHQ.), tenemos

0
/ ua—(nkx) / (Dnu)mx- (3.15)
TN Q+
Pero
%)) = 22X 4 G (3.16)
Bz M X —ﬁka n .
Queremos que
/ ukn'(kxn)x — 0 cuando k — oo. (8.17)
Q+

Se toma en cuenta el hecho de que si se integra sobre (), con respecto a la
componente x, la antiderivada se evaluara de acuerdo al recorrido de dicha com-
ponente, por tanto resultara equivalente integrar sobre 0 < zy < 1/k, dado que
0 < kxn < 1 (por definicion de ().,), por tanto se tiene que

'/ ukn'(kxN)X‘ < kMC lu|zndzy,
Q+

0<zn<l/k

1
< k:MC/ |u|—dx
0<117N<1/k k

= MC’/ |u|dz
O<zn<l/k
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con C' = sup,¢(y 41 |1/ (t)], de donde obtenemos (3.17).
Deducimos de (3.15), (3.16) y (3.17) que

0 0
/ Uﬁ_(ﬁkX) = / U(nka—x) +/ u(kn'(kxn)x), mx — 1 cuando k — oo
Q+ UIN Q+ TN Q+

_/ WX
Q+ drn

y usando el hecho de que 1, — 1 cuando k& — oo, tenemos

—/ (Dnu)neyx = —/ (Dyu)x.
Q+ Q+
Aplicando limite cuando k£ — oo en (3.15)

ox /
U—— = — (Dyu)x
/Q+ dry Q+

| @xanc= [ owe (3.18)
Q+ Q
Combinando (3.14) y (3.18), obtenemos (3.10).

Finalmente

La conclusién del Lema se mantiene valida si (), es reemplazado por RY (la
prueba no se altera). Esto establece el Teorema para Q = RY.

Lema 3.20. Sean K, K, C RY cerrados no vacios, con K; N Ky = (. Ademés
supongamos que K, es compacto. Entonces existe una funcion uy € C>(RY), tal
que 0 < ug(z) < 1 paratodoxr € RY y

1, sixe Ky,
up(z) =

0, size K.

Demostracion. Como los cerrados son disjuntos y uno de ellos es compacto, su dis-
tancia d( K, K») es positiva. Definimos ¢ = d(K;, K3)/5 > 0, K| = K + B.(0) y

(z) = 0, sid(z, K1) > ¢,
v = 1—d(z,K}) sid(x,K]) <e.

Esta es una funcién continua que cumple lo que deseamos, pero no es suave.
Sea m tal que 1/m < e. Definamos v; = v * p,,. Por la proposicion [1.67]

supp(v1) C supp(v) + B.(0) = K| +2B. € R \ K.
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Pero por otra parte, si z € K, se tiene que
o) = [ pnla =)o)y
]RN
=/ pm (T — y)o(y)dy
K

;
= | pm(z—y)v(y)dy
Kj
1.

Por lo tanto v, tiene las propiedades deseadas. O

Teorema 3.21. Supongamos que ) es Suave con I' acotado (si no ) = ]Rf ). Enton-
ces existe una extension de operador lineal

P:W'"(Q) - WRY) (1<p<o0)

tal que para todo u € W'r(Q),

(i) Pulg = u,

(ii) || Pul|p@ny < Cllullze),

(iii) || Pul[wrr@yy < Cllullwie@),
Donde C' depende unicamente de ().
Demostracion. Analizamos I' = 0f) utilizando trazas locales y usamos una particiéon
de la unidad®(Lema([3.18) De forma mas precisa, como I' es compacto y suave, existe
una familia de conjuntos abiertos (U;);<;<x en RY tal que ' C Ule U; y funciones
biyectivas H; : () — U, tal que

H; € CHQ), H'eCY D), Hi(Qy)=U;NQ, y Hy(Qo) =U;NT.

Considere las funciones 0y, 6,, ..., 0, usadas en el Lema Dado u € WhP(Q),
hacemos

k k
u = E O;u = g u;, donde u; = 0;u.
i=0 i=0

Ahora extendemos cada una de las funciones u; a R", distinguiendo u, y (i) 1<i<k-

6De aqui en adelante usaremos ésta técnica para llevar un resultado probado en RY (0 Q) a la
misma conclusién sobre un conjunto suave 2.
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(a) Extensién de ug. Definimos la extension de ug a RY por

| u(x) size
=0 si z € RV\Q.

Recordamos que 6, € CYRY) N L®(RY), Vb, € L*(RY), como Vb, =
—Zle Vb, tiene soporte compacto, y supp 6, C RV\I'. Se sigue que (por
la Observacion [3.8(ii)) que

0 o 0u O
(%ciuo_ O(‘?azi &mu

Uy € Wl’p(RN) Y
Asi
|ol[wre@yy < Clluflwieq)-

(b) Extensionde u;, 1 <i < k.
Considere la restriccién de u en U; N Q) y “transfiera” ésta funcion a (), con la
ayuda de H,. Mas precisamente, sea v;(y) = u(H;(y)) para y € Q). Sabemos
que v; € WP(Q,). Entonces definimos la extension a @ por reflexion de
v; (Lema[3.19); llamémosla v¥. Sabemos que v € W(Q). “retransferimos” v}
a U; usando H; 'y llamandolo w;:

w;(z) = vi[H;  (x)] para x € U;.

)

Entonces w; € W'P(U;), w; = u sobre U; N Q, y

HwiHWLP(Un < CHUHWLP(UmQ)-

Finalmente, establecemos para z € RY,

foN 0;(z)w;(x) siz e U,
(r) = { 0 si x € RN\U;,

asi 4; € W'P(RY) (ver Observacion [3.8(ii)), i; = u; sobre €2, y

HaiHWLP(RN) < C”U“Wl’p(UmQ)'

(c) Conclusion. El operador Pu = ﬂ0+2¢]\i1 u; posee todas las propiedades desea-
das.

O

Corolario 3.22. (Densidad). Supongamos que ) es suave, y seau € WP(Q) con
1 < p < oo. Entonces existe una sucesion (u,) en C=(RY) tal que u,|q — u en
WLP(Q). En otras palabras, las restricciones a (2 de funciones en C>°(RY)forma un
subespacio denso de W'r ().
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Demostracion. Supongamos que I' es acotado. Entonces existe un operador exten-
si6n P (Teorema [3.21). La sucesiér| ¢,.(p, * Pu) converge a Pu en W'P(RY) lo
que resuelve el problema. Cuando I' no es acotado comenzamos considerando la
sucesion ¢,u. Dado £ > 0, fijamos n, tal que ||Cyyu — ulyi’ < e. Podemos cons-
truir la extension v € W1P(RY) de (,,u (ya que esto sblo involucra la interseccion
de I' con una bola grande). Finalmente tomamos cualquier w € C°(RY) tal que
Hw — UHWLP(RN) <e. O

3.3. Desigualdades de Sobolev

En el capitulo 2 vimos que si 2 es de dimension 1, entonces W?(Q) C L>°(Q)
con inyecciones continuas, para todo 1 < p < co. En dimensién N > 2 esta inclusion
es valida sélo para p > N; cuando p < N se pueden construir funciones en W' que
no pertenezcan a L. Sin embargo, un resultado importante, esencialmente debido
a Sobolev, afirma que si 1 < p < N entonces W'P(Q) C LP () con inyecciones
continuas, para algin p* € (p, +00). Este resultado es también llamado Teorema de
embebimiento de Sobolev. Comenzamos considerando el siguiente caso:

A. El caso Q2 = RN,

Lema3.23. Sea N > 2ysea fi, fo, ..., fy € LN Y RN"Y)). Paraz e RN y1 <i < N
sea
.fi = (.@17372, ey L1, Tig1, ...,.QSN) € RN_l,

i.e., x; es omitido de la lista. Entonces la funcion

f(@) = [1(#1) fo(Z).. In(EN), = €RY,
pertenece a L'(RY) y

N
HfHLl(RN) < H ||fi||LN71(RN71).
=1

Demostracion. El caso N = 2 es trivial. Consideraremos el caso N = 3. Tenemos

/ @)z = |falar, ) / (s 23) | o, ) s
R R

1/2 1/2
< y(or, 22)] ( /R \f1<w2,:c3>|2dx3) ( /R |f2<:c1,x3>12dx3)

(por Cauchy-Schwarz). Aplicando Cauchy-Schwarz una vez mas tenemos

/3 |f(x)|dz < || f3ll2@2)ll fill o2y | foll 2 (r2) -
R

"Como es usual, (p,) es una sucesién regularizante y (¢, ) es una sucesion de funciones cortadas
como en la prueba del Teorema
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El caso general es obtenido por induccién—asumiendo el resultado para /N y luego se
deduce para N + 1. Fijamos zy1 € R; a raiz de la desigualdad de Holder,

1/N’

N
/ |f(fL‘)|d£L’1d(I)2d[L'N S ”fN+1||LN(RN) |:/ |f1f2...fN|N/d£L‘1dCEQ...d{L'N
R

(con N’ = N/(N—1)). Aplicando la hipétesis de induccién a las funciones | f1|Y', ..., | fx |V,
obtenemos

/ AP fl Y day. da:N<H||fz||LNRN1

de lo que se sigue

N N
| @)ooy < vl TL1Alv s,
R i=1

Ahora cambiamos z 1. Cada una de las funciones zn;1 — ||filloy@y-1) perte-

necen a L¥(RY), 1 < i < N. Como consecuencia, su producto [[, || fill v @~y
pertenece a L'(R) (ver Observacion siguiendo la desigualdad de Hélder) y

N+1

N+1
/ |f($)‘dl’1...dl']\7d$]\[+1 S H ”fi”LN(]RN)-
R

i=1

]
Teorema 3.24. (Sobolev, Gagliardo, Nirenberg). Seal < p < N. Entonces
Lo N N . 1 1 1
WHP(R™) € LP (RY), donde p* esta dado por — = — — —,
p p N
y existe una constante C' = C|(p, ﬂ tal que
lullys < ClIVully,  Vu € WHRN). (3.19)

Demostracion. Comenzamos con el caso p = 1y u € CH(RY). Tenemos

1
|u(zy, o, ..., xN)| = ‘/ —(t l’g,...,l’]\[)dt’

+oo
_/ ’—tl’g,...,l’]\[)

8Podemos tomar C(p, N) = (N — 1)p/(N — p), pero ésta constante no es 6ptima

dt
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y similarmente, paracadal <: < N,

400
|U(5L'1,$2, al‘N)| < / |Dﬂl/($1,l‘2, "'7wi17taxi+17 7IN)| dt Edef fZ(jZ)

o0

Asi v
N<T] f@)
=1

Deducimos del Lema que

N
1/(N—-1
/R () [NV~ da:<H||fl||L1 HIID N,

Como consecuencia, tenemos

]| pvsen—n) (RY) < H||Du\|1/N (3.20)

L1(RN)

Esto completa la prueba de (3.19) cuando p = 1y u € C(R”). Ahora regresamos
al caso 1 < p < N, se mantiene que v € C!(RY). Sea m > 1; aplicamos (3.20) a
|u|™ 'u para el caso de u. Obtenemos

el -1y < mH ™= Daul|;"™ < mlulzzt H 1Dl (3:21)

=1

Asi, escogemos m tal que mN/(N — 1) = p'(m — 1), del cual obtenemos m =
(N —1)p*/N(m > 1comol < p < N). Obtenemos

lully < ClIVull,p, Yu € CHRY).

Para completar la prueba, sea v € W?(RY), y sea (u,) un sucesién en C}(RY)
tal que u,, — u en W1?(RY). Tomando una subsucesion si es necesario, se podria
suponer que u,, — u en c.t.p. Asi se obtiene que

[t |l < Cl[Vun|p.
Aplicando el lema de Fatou E] se sigue que

u e Ly ull < Cl[Vullp.

Corolario 3.25. Seal < p < N. Entonces
Whe(RY) C L'(RY), Vr € [p,p’].

Con inyecciones continuas.

9También se puede concluir usando el hecho que (u,,) es una sucesién de Cauchy en L?" .
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Demostracion. Dado r € [p, p*], escribimos

1 1-
S _oz7 paraalgun o € [0, 1].
T D P

Sabemos por la observacion que
ully < ullgllull® < ullp + lullps,  (Por la desigualdad de Y oung).
Usando el teorema concluimos que

lull- < Cllullwie, Vu e WH(RY).

Corolario 3.26. (El caso limitante p = N) Tenemos

WP(RY) c L"(RY), Vr €[N, +o0).

Demostracién. Suponemos que u € C}(RY); aplicamos (3.21) con p = N, y obtene-
mos

“quN/(N—l) < m”“”?:,;ll)]\r/(]\z,l)||VU||N7 Vm > 1,

y gracias a la desigualdad de Young obtenemos
lullmn(v—1) = Cllullgn-nyn/v-1) + IVullx), vm>1. (3.22)
En[3.22] primero escogemos m = N; y se convierte en
lall vz vy < Nl
y por la desigualdad de interpolacién (Observacion tenemos que
[ullr < Cllullwx (3.23)

para todo r tal que N < r < N?/(N — 1). Repitiendo este argumento para m =
N +1, m= N + 2, etc., llegamos a que

lullr < Cllullwry, VYue CHRY). (3.24)

paratodo r € [N, +00), con una constante C' que depende de r y NE] La desigualdad
(3.24) se extiende por densidad a WV, O

0Esta constante crece rapidamente cuando r — 4-oo.



99 3.3. Desigualdades de Sobolev

Teorema 3.27. (Morrey). Sea p > N. Entonces
WHP(RY) ¢ L=(RY) (3.25)
Con inyecciones continuas. Ademas, para todo u € W1?(RY), se tiene
u(z) —u(y)| < Cle —y|*||Vull, c.tp. x,y € RY, (3.26)
donde o =1 — (N/p) y C es una constante (que depende unicamente dep y N ).

Demostracién. Comenzamos estableciendo (3.26) para u € C}(RY). Sea @ un cubo
abierto, que contiene al 0, cuyos lados (de longitud ) son paralelos a los ejes de
coordenadas. Para x € () tenemos

lu(z) —u(0)| = /0 %u(tm)dt

y asi

N

dt<r2/1

=1 0
il
u=— [ u(lz)dx
Ql Jg

Integrando (3.27)), sobre (), obtenemos

- '—M/“Z/

dt. (3.27)

o) a0l < [ Z ol | o

Definimos

9 (tz)

5%
=N 1/ dt/ 8% )| dx,
dt dy Clambio de variable y = zt
er 8@ tN’ (Cambio de variable y = xt).

Aplicando la desigualdad de Hélder, se tiene que
ou

p\ 1/p y
< q,
(%i(y)'dy < ( o |om; ) Q)|

(Como tQ C Q parat € (0,1)). De lo anterior deducimos que

1 4N/q 1—(N/p)
t T
N/a dt = \Y
a /o ty - (N /)H “liria)

@ = u(0)]
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Por traslacion, esta desigualdad sigue siendo verdadera par todos los cubos () cuyos
lados (de longitud ) son paralelos a los ejes coordenados. Asi obtenemos

B rl—(N/p)
o —u(z)] < WHVUHLP(Q)a Vo e Q. (3.28)

Sumando y aplicando la desigualdad triangular se obtiene

2701—(N/p)
lu(z) —u(y)] < WHVUHM(Q), Vz,y € Q. (3.29)

Dados dos puntos cualquiera =,y € R”, existe un cubo Q de lado r = 2|z — y| que
contiene a = y a y. Esto implica cuando u € C!(RY). Para una funcién en
general u € WP(RY) usamos una sucesion (u,) de C}(R") tal que u,, — u en
WEP(RY) y u,, — u c.t.p.

Ahora probaremos (3.25). Sea u € C}(RY), » € RV, y sea Q un cubo de lado r = 1,
que contiene a x. De y de la desigualdad de Hélder se obtiene

Ju(@)] < [a] + Cl|Vull o) < Cllullwisg) < Cllulwroy),
Donde C' depende Unicamente de py N. Asi
[ull ooy < Cllullwro@yy,  Yu € CHRY).
]

Observacién 3.28. Deducimos de que siu € W'?(RY) con N < p < oo,
entonces

lim wu(z) =0.
|z|—o0

De hecho, existe una sucesion (u,) € CHRY) tal que u, — u en WHP(RY). Por
(3.29), u es también el limite uniforme sobre RY de u,,.

Observacién 3.29. E/casop =1 ym = N es especial. Tenemos W' C L>. (Pero
esto no es cierto, en general, W™? C L* parap > 1 ym = N/p.) De hecho, para
u € C=(RY), se tiene que

1 T2 TN aNU
U(ZEl,ZEQ,...,ZEN) :/ / / axlaxQ"'axN(tl,tQ,...,tN)dtldtQ"'dtN.

Y asi

lullze < Cllullwn, Yu e C(RY). (3.30)
El caso de una funcién general v € W' se sigue por densidad.

Ahora pasemos a los siguiente

B. El caso 2 C RN Suponemos que €2 es un conjunto abierto y suave con I" aco-
tado o de lo contrario Q = RY.
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Corolario 3.30. Seal < p < co. Se tiene que

N 1 1 1
Whr(Q) c LP' (Q), donde — =—-——, sip <N,
@@ R
W?(Q) c L"(Q), Vr € [p,+o0) sip=N,
WP (Q) c L™(Q) sip> N,

y todas estas inyecciones son continuas. Ademas, sip > N se tiene que, para todo
u € WhP(Q),

u(z) —u(y)] < Cllullwirlz —y|* ctp az,y e,

cona =1— (N/p) y C dependen tnicamente de Q),p y N. En particular, W'?(Q) C
C(9Q).

Demostracion. Considere el operador extension
p: WH(Q) = WP (RY)
Vea el Teorema y aplicar el Teorema(3.24] Corolario|3.26} y el Teorema(3.27, [

Definicion 3.31. SeaY un espacio de Banach. Decimos que X C Y es una inyeccion
compacta si X es compactoeny .

Teorema 3.32. (Rellich-Kondrachov). Suponemos que (2 es acotado y suave. En-
tonces se tienen las siguientes inyecciones compactas:

1 1 1
WiP(Q) c L"(Q), Vrell,p), donde —=-——, sip<N,
@ L@, vrelp) =¥
WhP(Q) C L"(Q)), Vr € [p,+o0), sip=N,
WP (Q) c C(Q), sip> N.

En particular, W'?(Q)) C LP(Q2) con inyecciones compactas para todo p (y todo
N).

Demostracion. El caso p > N se sigue del Corolario y el Teorema (de
Arzela-Ascoli). El caso p = N se reduce alcasop < N (Sip = N, p* — o0). Por lo
tanto, nos quedamos con el caso p < N.

Sea H la bola unitaria en W'?(Q)). Sea P el operador extension del Teorema m
Sea F = P(H), entonces H = F|,. Con el objetivo de mostrar que H tiene clausura
compacta en L" para r € [1,p*) usamos el Teorema [1.78] Como (2 es acotado,
siempre podemos asumir que r > p. Claramente, F es acotado en W?P(R”) y asi
también lo es en L"(RY) por el Corolario Tenemos que verificar que

lim (|7, f — f

|h|—0

r@®yy = 0 uniformemente para f € F.
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Por la proposicion se tiene que

|70 f = flloe@yy <RIV fllp@yy, V€ F.

Como p < r < p*, podemos escribir

para algn o € [0,1)

Aplicando la desigualdad de interpolacion (Observacién|(1.61) obtenemos

7 f = Fllarem < I = Floem I70f = FIS 2 amy
< (B oy 211 e o)
< Ol

Donde C es independiente de F (Como F es acotado en TW!*(R™)). De alli se sigue
la conclusion deseada. ]

Observacion 3.33. E/ Teorema[3.33 es “casi 6ptimo” en el siguiente sentido:
(i) SiQ no es acotado, la inyeccion W'r(Q2) C LP(Q) es, en general, no compacto.

(i) La inyeccion WP(Q)) C LP" nunca es compacto incluso si ) es acotado y
suave.

3.4. El Espacio W,”(Q)

Definicion 3.34. Seal < p < co; W, (Q) denota la clausura de C}(Q) en W'?(Q).
Definimos
Hy (Q) = Wy(9).

Observacion 3.35. Se verifica (Usando sucesiones regularizantes) que C'°(£2) es
denso en W,*(Q). En otras palabras, C>°(Q) podria haber sido utilizado en lugar de
C1(Q) en la definicién de W, ().

Las funciones en W, () seran intuitivamente aquellas en W'?(Q) que se anulan
sobre I' = 9. Es complicado hacer esto preciso, dado que una funcion u € Whr(Q),
esta definida solo en c.t.p. (y la medida de I' es cero!) y u no necesita tener un re-
presentante continuo. E La siguiente caracterizacién sugiere que realmente tenemos
funciones que son “cero sobre I' ”. Comenzamos con un hecho simple:

Lema 3.36. Seau € W' (Q2) con1 < p < oo y suponemos que supp u €s un
subconjunto compacto de . Entonces u € W, ().

"1Sin embargo, si u € W?(£2) podemos darle significado a ujr (Cuando 2 es regular) y se puede
mostrar, por ejemplo que ur € LP(T').
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Demostracion. Fijamos un conjunto abierto w tal que supp u C w CC )y escogemos
a € Cl(w) tal que o = 1 sobre supp u, asi au = u. Por otro lado por el Teorema
[3.11] existe una sucesion (u,) en C=(RY) tal que u, — u en LP(Q) y Vu — V en
LP(w)N. Se sigue que au, — au en WP(Q). Asi au pertenece a W,"(Q), y asi
también u. O

Teorema 3.37. Suponemos que () es suave. Seaﬁ
u e WH(Q)NC(Q) con 1<p<oo.
Entonces las siguientes propiedades son equivalentes:
(i) w=0 sobrel.
(i) w € WyP(9).

Demostracion. (i) = (ii) Suponemos que el supp u es acotado. Fijamos una fun-
cion G € C'(R) tal que

[0 s |t <1,
Gol<il wer yon-{] 3

Sea G, (t) := (1/n)G(nt). Entonces

[0, si|t|<1/n,
Gn(t) —{ £ osi |t >2/n.

! O, st |t S 1 n,
Gult) = G'(nt) = { 1, si It; > 2?71.

Definimos u,, := G, ou. Es importante observar que como G’ es continua sobre
R alcanza su maximo y su minimo sobre [1, 2], sea P dicho maximo, se tiene
que G'(s) < M,Vs € R, donde M = méx{1, P}.

Por la proposicién se tiene que u,, € W'?(Q) y Dy, = (G’ o u)Dju.
Observamos que para t # 0, se tiene que G,(t) — ty G)(t) — 1. En con-
secuencia, u,(z) — u(z)y Dyu,(z) — Dyu(z) ct.p. x € . Ademas, como
|G(t)] < |t| paratodo t € R,

lun(z)| = %]G(nu(m))\ < |u(z)], VreQ, VneN,

|Djuy| = |(G), o w)Diu| = |G (nu(t))||Diu| < M|Dyu(x)|, VzeQ, VneN,

Por el Teorema de Convergencia Dominada (Teorema|1.47/), se tiene que u,, —
wen LP(Q)y Dyu, — D;u en LP(Q). En consecuencia, u,, — u en WhP(Q).

'2Recordamos que sip > N, entonces u € W'P(Q) = u € C(Q) (Vea el Corolario 3.30).
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Por otra parte, como u € C(Q) y u = 0 en 99, se tiene que U,, := u~' (-1, 1)

(ii)

es un abierto relativo de 2 que contiene a 95, y u,(z) = 0 para todo = € U,,.
Por tanto

supp(un) C supp(u) N (QL\U, ).
Como supp u es acotado supp u, €s compacto y esta contenido en ). Por
el lema se tiene entonces que u, € Wol’p(Q) Y, por consiguiente, u €
Wy (92).
Si supp u no es acotado, fijamos una funcion ¢ € C°(RY) con 0 < ((z) < 1
para todo z € R y

1, sz <1,
((z) = { 0, si |z|>2.

y definimos ¢,(z) := ((x/n) y u, = ¢, o u. De nuevo, por el Teorema de
Convergencia Dominada, u,, — u en LP(Q)) y D;u,, = %g—é(f) + (uDju — Dyu

en LP(2). En consecuencia u, — u en WP(Q). Como u, € C(Q), u, = 0
sobre 002 y supp u, es acotado, se tiene que u,, € Wol’p(Q) Yy, COMO u,, — u en
WP (Q), concluimos que u € W, ().

= (i). Analizaremos localmente la frontera de (). Para esto tomemos una cu-
bierta de 2 de la siguiente manera. Para cada = € 9) tomemos una vecindad
U., que se comporta como en la Definicion [3.17] y tomemos una subcubier-
ta finita Uy, ..., U,,. Por Ultimo escojamos un abierto Uy, tal que Uy CC Qy
QC Ui”; U;. Para cada U; tomemos 6; como el Lema entonces la funcién

ub; € Wy (U;) N C(U;) y ademas

n
u = E ub;.
i=1

Por dltimo, como las vecindades U; de puntos en la frontera son difeomorfas
(con una aplicacion H;) a un cilindro Q (ademas de que H;,(Q,) = U; N Q
y H(Qo) = U N 99), sera suficiente probar que si u € W,”(Q,) N C(Q),
entonces u = 0 en H;(Qo).

Sea (u,,) una sucesion en C°(Q, ) tal que u,, — u en WHP(Q, ). Se tiene que

para (', zy) € Q4
TN TN
0 axN 0

Jun (2, 2x)| =

para 0 < ¢ < 1, por el Teorema del valor medio de la integral existe £ € [0, <] tal

que
1 13 £
! / (&, )| d = [un (2, €)] < /
€ Jo 0

por consiguiente

(o, t)‘ dt
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(3un

‘ dtdx

/ / lun (2, xn)|de yda’ </ /
lz'|<1 J0 |z'|<1

ComoO<e {z:|7|<1,0<zy<e} CQyYu,—uenW?(Q,), tomando
el limite cuando n — oo se obtiene

1 &€ &€
/ —/ lu(x', xn)|dx yda! §/ /
lz/|<1 € Jo lo/|<1 Jo

Cuando ¢ — 0, se tiene que L [ |u(2’, zx)|dzy — |u(z’,0)| en consecuencia

/ lu(2’,0)|dz’ =0
|z/|<1

Esto quiere decir que u = 0 sobre H;(Qy)-

— (2, t)| dtda’.
(o) v

A continuacién tenemos otra caracterizacién de W, ”

Proposicion 3.38. Suponemos que (2 es suave. Seau € LP(Q) con1l < p < oo.
Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) u e Wy (Q),

(ii) Existe una constante C' tal que

I,
o O

(iii) La funcién

< Ollgllray, Vo € CHRY), Vi=1,2,...,N,

_ fou(z), sizeQ,
= 0, si v € RV\Q,

pertenece a WP(RY), y en este caso

ou  Ou

Demostracion. (i) = (ii). Sea u,, una sucesiéon en C!(Q) tal que u,, — u en W»,
Para ¢ € C}(RY) tenemos que
/ ou,, <
Q axi@ -

890
67;1:Z

Aplicando limite, obtenemos (ii).

ou,
8:62-

Il

p
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(i) = (iii). Sea p € C}(RY); se tiene que

/ ﬂ&p = /ua(p
RN le N Q 0;1:1

Asi @ € WP(RN) por la Proposicion [3.13]

< Cllellza) < CllellLa@ny-

(iii) = (i). Se puede siempre asumir que {2 es acotado (si no, considere la suce-
sion (¢,u)). Usando graficos locales y particion de la unidad esto se reduce al
siguiente problema. Sea v € LP(Q)) tal que la funcién

. u(z), sizeQ,zy >0,
10, six € Q,xy <0,

Pertenece a W'?(Q); probaremos que
au € W (Q,), VYaCl(Q).

Sea (p,) una sucesion regularizante tal que
supp pp Crx €RY; — <y < —p;
2n n
se puede escoger, por ejemplo

pn(z) = np(nz) y supp p C {x € RY;(1/2) < 2y < 1}.

Por tanto p, * (ai) — au en WHP(RY) (note que au extendida por 0 fuera de
Q, pertenece a W'?(RY)). Por otro lado, por la Proposicion[1.67]

supp(py * i) C supp p, + supp(ai) C Q4

para n lo suficientemente grande. Se sigue que

pu + (a@) € C1(Q+)
y asi au € W, P(Q.).
O

Observacion 3.39. La prueba del Corolario usa el operador extension, y debi-
do a este hecho se puede asumir que ) es suave. Si WP (Q) es reemplazado por
W, " (Q) se puede usar la extensién candnica con 0 fuera de 2, lo cual es vélido para
dominios arbitrarios ) (en la prueba de la Proposicion|3.38, la implicacion (i)=-(iii) no
necesita la hipotesis de suavidad sobre (). En particular se sigue que la conclusion
del Corolario @ es cierta para Wol”’ ()) con cualquier conjunto abierto (). De igual
manera, la conclusion del Teorema es cierta para Wol’p (Q) con cualquier con-
junto abierto acotado ). También puede deducirse del Teorema[3.24 que si ) es un
conjunto abierto arbitrarioy 1 < p < N, entonces

lull 2o 0y < Clo, N) [Vl oy, Yu € Wy™(Q). (3.31)
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Corolario 3.40. (Desigualdad de Poincaré) Suponemos que 1 < p < oo y ) es un
conjunto abierto acotado. Entonces existe una constante C' (que depende de () y p)
tal que

HUHLP(Q) < CHVUHLP(Q), Yu € Wol’p(Q).

En particular, la expresion || Vu||.» ) s una norma sobre W, (Q), y esta es equiva-
lente a la norma ||u||w.»; sobre Hy () la expresion

N
Z/DiUDiU7
i=1 Y

es un producto escalar que induce la norma ||Vul 2 que es equivalente a la norma
[ -

Observacion 3.41. La desigualdad de Poincaré, se mantiene cierta si ) tiene medida
finita y también si () tiene una proyeccion acotada sobre algun eje.

Observacion 3.42. Para cada enterom > 1 y1 < p < oo, definimos inicialmen-
te Wy (Q) como la clausura de C!*(2) en W™P(Q)). Una funcion u pertenece a
W P(Q) siu € W™P(Q) y si D*u = 0 sobre T' para todo multi-indice « tal que
la| < m — 1. Es importante notar la diferencia entre W{"*(Q) y W™?(Q) N Wy (Q)
param > 2.

3.5. Formulacidén Variacional de algunos Problemas de
Valor en la Frontera

En esta seccion vamos a utilizar el procedimiento previo para el estudio de algu-
nas ecuaciones diferenciales parciales elipticas (EDP’S) de segundo orden.

Ejemplo 3.1. (Problema de Dirichlet homogéneo para el Laplaciano). Sea ) C
RY un conjunto abierto acotado. Buscamos una funcién u : Q — R que satisface

_AU + u = f’ en Q)
{ u=0, sobre I' =011, (3.32)
Donde
N o9
Au = a—g = Laplaciano de u,
— Ox;

y f es una funcion definida sobre ). La condicion de frontera u = 0 sobre I' es
llamada Condicion de Dirichlet (Homogénea).
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Definicion 3.43. Una solucidn cldsica de es una funcion v € C*(Q) que
satisface (en el sentido usual). Una solucién débil de es una funcion
u € H}(Q) que satisface

/ﬂVu-Vv—f—/qu:/ﬂfv Vv € Hy (), (3.33)

Donde N
Vu-Vou = Z D;uD;v.

i=1

Utilizaremos el proceso descrito en el Capitulo 2.

Paso A: Toda solucion clasica es una solucion débil.
De hecho, v € H'(2) N C(Q) y u = 0 sobre T, entonces v € H} () por el
Teorema |3.37| Por otro lado, si v € C!(£2) obtenemos

/Vu'Vv—l—/uv:/fv,
) Q Q

y por densidad esto se mantiene verdadero para todo v € H} ().

Paso B: Existencia y unicidad de una solucion débil.
Este paso es el contenido del siguiente resultado.

Teorema 3.44. (Dirichlet, Riemann, Poincaré, Hilbert). Dado cualquier f € L*(1),
existe una Unica solucion débil u € Hi(SY) de (3.32). Ademds, u es obtenida por

1
min — Vol|? + |[v]? —/ v}.
UEHOI(Q){Q/QU ) - [ g

Este es el principio de Dirichlet.

Demostracion. Aplicando Lax-Milgram en el espacio de Hilbert H = H;(2) con la
forma bilineal

alu, v) = /Q(Vu -V + uv)

y el funcional lineal

tenemos,
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ademas, u se caracteriza por

1 1
i [ @meso [} [ [ @i [ 1)
veH (@) (2 Jo Q veH (@) |2 Jq Q

Paso C:

Paso D:

Regularidad de la soluciéon débil.

No nos ocuparemos de la regularidad de las soluciones débiles en R”, da-
do que requiere un estudio mas extenso que incluso puede dejarse para una
investigacién posterior.

Obtencion de una solucion clasica. B
Asumimos que la solucion débil v € HJ(2) de (3.32) pertenece a C?*(Q), y

suponemos que () es suave. Entonces u = 0 sobre I' (por el Teorema [3.37).
Por otro lado, haciendo integracion por partes sobre el primer elemento de

/Vu~Vv+/uv:/fv, Vv € CHQ)
Q 0 0

Vuv|g—/Auv+/uv:/fv
Q Q Q
—/Auv+/uv—/fv
Q Q Q

despejando el lado derecho y agrupando las expresiones resultantes en el lado
izquierdo, tenemos

se tiene

/(—Au+u—f)v =0 VYve Q).
Q

Y asi —Au+u = f c.t.p. sobre Q2 (por el Corolario[1.77). Yaque, —Au+u = f
c.t.p. ©, como u € C*(Q); entonces u es una solucion clasica.

A continuacion describiremos otros ejemplos. En cada uno de ellos es esencial
especificar con precision el espacio de funciones y la formulacion débil apropia-
da.

Ejemplo 3.2. (Condicion de Dirichlet no-homogénea). Sea () C RY un conjunto
abierto y acotado. Buscamos una funcion u : {2 — R que satisface

{ —Vu+u=f sobre(},

u=g sobrel, (3.34)
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donde [ esta definida sobre ) y g sobre I".Suponemos que existe una funcion g €
HY(Q)NC(Q) tal qu g = g sobreT" y consideramos el conjunto
K={ve  H (Q);v—g§e€ H}}.

Se sigue que K es independiente de la eleccion de g y depende solo de g, para
verificar este hecho tomamos una funcion k en las condiciones de g y definimos
K, ={ve H(Q);v—ke€ H}Q)}. Probaremos que K = K,

veEK & v—geHy(Q) < v—g=0sobrel’ (Teoremal3.37)

& v =gsobrel

& v =g sobrel

& v =Fksobrel

s v—k=0sobrel
sv—ke HH D)

S e K.

Asi, K = K.

Definicién 3.45. Una solucién clésica de es una funcién u € C?(Q) que satis-
face (3.34). Una solucion débil de es una funcion u € K que satisface

/(Vu Vo +uw) = / fv Vv € Hy(Q). (3.35)
0 0

Como anteriormente, cualquier solucion clasica es una solucion débil.

Proposicion 3.46. Dado cualquier f € L*(2), existe una tnica solucion débilu € K
de (3.34). Ademas, u es obtenida por

iré%l{%/g(|Vv]2+02)—/va}.

Demostracion. Queremos demostrar que v € K es una solucion débil de (3.34) siy
solo si

/QVU-(VU—VU)+/QU(U—@L)E/Qf(v—u) Vv € K. (3.36)

De hecho, si u es una solucién débil de es claro que se mantiene incluso
con laigualdad. De manera reciproca, siu € K satisface €scogemos v = utw
en (3.36) con w € H}(Q), y asi se sigue (3.35). Ahora podemos aplicar el Teorema
de Stampacchia (Teorema [1.88) con la forma bilineal a(u,v) = [;, VuVuv + [, uv y el
funcional lineal p(v) = [, fv para concluir la prueba.
El estudio de la regularidad y obtencion de soluciones clasicas se sigue la misma
idea del ejemplo ]
3Esta suposicion se cumple, por ejemplo , si Q es suave y g € C1(I'). Si  es lo suficientemente

regular no es necesario suponer que § € C(Q). Aplicando la teoria de trazas, es suficiente verificar
que § € HY(Q), es decir, g € H'/2(I).




111 3.5. Formulacion Variacional de algunos Problemas de Valor en la Frontera

Ejemplo 3.3. (Ecuacion Eliptica General de Segundo Orden). Sea () C RY un
conjunto abierto acotado. Dadas las funciones a;;(z) € C'(Q), 1 < i,j7 < N, que
satisfacen la condicion de elipticidad

N
Z ai;(0)&& > al¢)?, Ve, VEeRYN cona>0. (3.37)

i,j=1

Sea una funcién ay € C(Q). Buscamos una funcién « : Q — R que debe satisfa-
cer lo siguiente

ANy
_ Z 8—% (a; ;Dyu) + agu = f, sobre €,

3,j=1

(3.38)
u =0, sobreI.

Una solucién clésica de (3.38) es una funcién u € C?(Q) que satisface (3.38) en
el sentido usual. Una solucién débil de (3.38) es una funcién u € H} () que satisface

N
/ZaiijiuDjij/aouv:/fv, Vo € Hy (). (3.39)
Q Q Q

ij=1
Como anteriormente, cualquier solucién clasica es solucién débil. Si ag(z) > 0

sobre ) entonces para todo f € L?(Q2) existe una Unica solucion débil u € H}(Q):
solo aplicamos Lax-Milgram en el espacio H = H| con la forma bilineal continua

N
a(u,v):/QZaiijiuDjij/anuv.

i,7=1

La coercitividad de a(-, -) se da por la hipétesis de elipticidad, la suposicién ag > 0, y
la desigualdad de Poincaré. Sila matriz (a; ;) es también simétrica, entonces la forma
a(-,-) es simétrica y u es obtenida por

N
)1 ov Ov
o (i) -

Ahora consideramos un problema mas general: encontrar una funcién v : Q — R
que satisface

0
— — (a;; Diu) + a;Dyu + agu = f, en §,
Zj: Oz " Z (3.40)

u =0, sobre I,

Donde las funciones a;; € L>(£2) satisfacen la condicién de elipticidad y las funciones
(a;)o<i<n estan definidas en L>(©2). Una solucién débil de (3.40) es una funcién
u € H} tal que
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/ZaijDiuDjv—l—/Zai(Diu)v—l—/aouv—/fv, Vv € Hj. (3.41)
Q> i Q Q

La forma bilineal continua asociada es

a(u,v) :/QZaijDiuDjv+/QZai(Diu)ij/anuv. (3.42)
2% i

En general esta forma no es simétricd'¥| en ciertos casos es coercitiva; se podria
aplicar Lax-Milgram para obtener la existencia y unicidad de una solucién deébil. En el
caso general (incluso sin la coercitividad) podemos tener lo siguiente.

Teorema 3.47. Si f = 0, entonces el conjunto de soluciones v € H; de es
un espacio vectorial de dimension finita, digamos de dimension d. Ademas, existe un
subespacio F C L*(Q) de dimensién d tal que tal qug™| (3.41) tiene solucién, si y

sdlo si,
[/fv:(), VUGF:|.
Q

Demostracion. Fijamos A > 0, lo suficientemente grande para que la forma bilineal

a(u,v) + )x/ uw
Q

Es coercitiva sobre H}. Para cada f € L? existe una Unica u € H} que satisface

M%@+A/uw—/f% Vo € Hy.
Q Q

Definimos v = T'f, asi T : L> — L? es un operador lineal compacto (como € es
acotado, la inyeccion H C L? es compacto; ver el Teorema [3.32]y la Observacion

3.39). La ecuacion (3.41) es equivalente a

u="T(f + Au). (3.43)

Definimos v = f + Av como una nueva incégnita, y quedaria
v—Atv = f. (3.44)
La conclusion se sigue de la alternativa de Fredholm. O

Observacion 3.48. Suponemos que la ecuacion homogénea asociada a (3.41)), es
decir, con f = 0, tiene a v = 0 como Unica solucién. Entonces para cada f € L?
existe una tnica solucion v € H} de '}

“En dimensién N no existe un dispositivo conocido, asi como lo hay en dimensién uno, para redu-
cirlo al caso simétrico.

SEn otras palabras, tiene solucién, si y solo si, f satisface las condiciones de ortogonalidad
d.

"8Note lo cercana que es la relacion entre existencia y unicidad de soluciones de problemas elipticos.
Esta considerable relaciéon es un consecuencia de la alternativa de Fredholm (Teorema
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Notacion

Notaciones Generales

A¢, RN\ A
9
AcCccB

E*
| -]
(f *
{;)
MJ_

D(A)

]l
Bp={z e E:|z|| <1}
DZ'U

9)(x) = [ flx—y)g(y)dy

Vu = (Dyu, Dau, ..., Dyu)

N lely, ax
N
0%u
Au = 2 8_:[,‘12
1x
Al
f(z) = f(—x)
Supp f
(7a(f)) = flz+ 1)
L(E,F)
K(E,F)
QcCcRY
o=1r

Complemento del conjunto A

Subconjunto abierto de RV

A esta fuertemente incluido en B, es decir, A C B
y A es compacto

Espacio dual

Norma Hilbert

Producto de convolucién

Producto interno en la dualidad de (E*, E),
ie, (f,x) :== f(x)

Complemento ortogonal de M

Dominio del operador A

Norma de =

Bola unitaria cerrada

Derivada débil de u respecto a la i-ésima
componente

Gradiente débil de la funcién u

Operador diferencial

Laplaciano de u

funcion caracteristica del conjunto K
(toma el valor 1 en Ky 0 en el resto de su dominio)
Medida del conjunto A

Soporte de la funcién f, ie,

Supp [ ={z € Dy : f(x) # 0}

Desplazamiento de la funcién f.

Espacio de operadores lineales acotados de £ en F.
Conjunto de operadores compactos de E en F
Subconjunto abierto en RV

Frontera de 2




Espacios de Funciones

C.(92) Espacio de funciones continuas con soporte
compacto en
Ck () Espacio de funciones que tienen hasta &
-ésima derivada continua sobre 2,k > 0
C>(Q) = Mp=oC*(Q) Espacio de funciones infinitamente diferenciables
LY () Espacio de funciones f tales que

f1x € LP(Q2) para todo compacto K C (.
) == LM ({x} x Q)
Funciones en C*(Q) tal que para cada
multi indice « con |a| < k, la funcién
x — D%u(x) admite una extensién continua a

Wy (Q), Wmr(Q), Whr(Q), HY(Q), H} (), H™()) Espacios de Sobolev

— N
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