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Introduccion

La matematica es la base fundamental por la cual el hombre ha comprendido el mun-
do y su entorno, al tratar de analizar cada acontecimiento y encontrarle un sentido logico.
Desde la antigliedad el hombre ha necesitado formas de como medir una distancia, la
cantidad de comida que necesitarian, como muchas otras actividades basicas y para
eso crearon tipos de medidas que los ayudarian en ese proceso. Pero la necesidad de
poder comunicarse con las demas personas, los llevo a crear un sistema de medidas
que todos pudieran utilizar.

Pero cuando mas evolucionaba el hombre y sus conocimientos, se dieron cuenta de
que se podian generalizar los conceptos aritméticos y los axiomas que lo regian, a algo
mucho mas grande que llamaron algebra. Pero, no es hasta a finales del siglo XIX que
algunos matematicos reescribieron los principales temas y fueron reestructurando los
axiomas que regian el algebra y encontraron estructuras y generalizaciones mas fuertes
de las que se habian encontrado siglos antes, eso dio paso a muchas investigaciones
en la rama de la matematica teniendo como base el algebra elemental. Fue asi que se
desarrollaron el algebra moderna, la teoria de categorias, la topologia, entre otras, que
fueron pilares fundamentales para la investigacion del algebra homolégica que es lo que
se estudiara en el presente trabajo.

El estudio bibliografico se iniciara con la teoria de médulos que se ha desarrollado con
anterioridad en el algebra abstracta, también se estudiaran las homologias, asi como las
categorias y los funtores, ya que son algunas de las bases fundamentales para el desa-
rrollo de el Algebra Homoldgica, asi mismo, se estara trabajando con ejercicios resueltos
y algunos propuestos, para procurar de que haya un mejor entendimiento de los temas

a tratar.



Antecedentes

Los inicios de el algebra homoldgica se dan a finales del siglo XIX, cuando matema-
ticos empezaron a estudiar mas profundamente el algebra elemental, de lo cual llegaron
a constatar muchos hechos importante para la teoria matematica como lo es el aceptar
el grupo como un elemento algebraico, del cual se basa el dlgebra moderna y sus bases
para la teoria de anillos y la teoria de médulos. También se debe el descubrimiento y
la generalizacion de la teoria de categorias. No es hasta principios del siglo XX, en que
se pudieron formalizar la realizacién de las diversas ramas de la matematica, utilizando
la teoria de categorias y funtores. El cual se acepto rapidamente por los matematicos
como el lenguaje mas adecuado, para la expresién de muchas ideas. El algebra ho-
moldgica empez06 a ser estudiada a partir de los afos 40, teniendo como origenes la
topologia combinatoria y el algebra moderna, principalmente por Henri Poincaré y David
Hilbert. No es hasta, el estudio de los grupos fundamentales de espacios topoldgicos,
que se considera como una asignatura independiente de la topologia algebraica. Fue
desarrollada y estudiada en los 40 por los matematicos, Maclane, Eilenberg, Hopf, Baer,
Fadeev, Eckmann y otros. Con lo cual en 1956 se da la publicacién del libro de Cartan
y Eilenberg, que fue el libro base de muchos matematicos para seguir estudiando el al-
gebra homoldgica. El desarrollo del algebra homoldgica esta estrechamente entrelazado
con la aparicién de la teoria de categorias. Y su ambito de influencia se ha ampliado
gradualmente y en la actualidad incluye algebra conmutativa, geometria algebraica , la
teoria algebraica de numeros , teoria de la representacion, la fisica matematica, algebras

de operadores, analisis complejo, y la teoria de ecuaciones diferenciales parciales .



Justificacion

A través de la experiencia obtenida como estudiante de la carrera de Licenciatura en
Matematica, ha sido posible observar que para algunos estudiantes hay dificultad en la
comprensién de las diferentes estructuras algebraicas, requiriendo asi, una mayor apli-
cacion que en otros cursos.

Por tanto, el presente perfil de tesis se basara en investigar sobre los principios que rigen
el estudio de Algebra Homoldgica, y tratara de hacer énfasis en el desarrollo de estruc-
turas algebraicas conocidas pero desde una perspectiva diferente, e incitara a ampliar el
pensamiento abstracto de los conocimientos matematicos.

Entre los temas que formaran parte de la investigacién estan: la teoria de modulos, ho-
momorfismos, categorias y funtores.

Intentando presentar el trabajo de una manera accesible para su comprensién, desa-
rrollando teoria y ejemplos detalladamente, asi como ejercicios propuestos con algunas

sugerencias para su solucion.



Objetivos de la Investigacion

Objetivo General

= Establecer las Homologias y Funtores como bases para el Algebra Homolégica

Objetivos Especificos

Mostrar la relacién entre los homomorfismos y modulos, y su relacion en el desa-

rrollo del Algebra Homolégica.

Desarrollar ejemplos que sirvan como herramienta en la comprensién de la teoria.

Dar a conocer los principios basicos de la teoria de categorias.

Mostrar los funtores y como se relacionan con la teoria de médulos.



Capitulo 1

Modulos y Homologias

1.1. Modulos

Sea R un anillo con identidad 1+ 0 y sea A un grupo abeliano. Denotemos por End(A)
a el anillo de endomorfismos de A, es decir el conjunto de todos los morfismos de A en

A, dotado de la estructura de anillo definida por las leyes de composicion (a € A)

(f +9)(a) = f(a) + g(a)
(f-9)(a) = f(g(a))

Denotaremos el elemento neutro o identidad del End(A) por I=id 4

Definicion 1.1.1
Sean Ay B anillos. Sea f : A — B una aplicacion de A en B. Diremos que f es un

morfismo de las estructuras de anillo, o simplemente un morfismo, si cualesquiera

queseanz,y € A

flx+y) = flz)+ f(y)
flx-y) = f(z)- fy)

y, ademas, si A y B poseen elementos identidad f(14) = 15.

Observacion 14 se refiere a la identidad en el anillo A y 15 representa la identidad
en el Anillo B, en lo que se sigue del material las identidades se representaran solamente

por 1.



1.1. MODULOS CAPITULO 1. MODULOS Y HOMOLOGIAS

Ahora que se ha definido el morfismo de anillos, se definira lo que es una representacion,
como sigue.

Definicion 1.1.2
Se llama representacion de R a todo morfismo de anillos

p:R— End(A)

Entonces, para cada r € R, p(r) es un morfismo de A y se satisfacen las propieda-

des
p(r1+1r2) = p(r1) + p(r2)
p(r1-1r9) = p(r1) - p(r2)
p(1) =1

Se puede decir que R opera sobre A por la manera en como se ha definido anterior-
mente, por lo que los elementos de R son operadores de A, asi escribiremos de ahora

en adelante:

p(r)a) =r-a
p: R— End(A)
re— pr):A— A

a— (p(r))(a)
El hecho de que p(r) sea un morfismo se traduce en la propiedad
re(a+ay)=7r-a1+71-ay

Prueba: Sear € Ry aj,as € A

r- (a1 +az) = p(r)(a; + az)

— p(r)(ar) + p(r)(a)

=r-a;+7r-as

Asi se pueden reescribir las propiedades de la definicion 1.1.2, de la siguiente mane-

ra,donde r,r1,70 € Ry a,ai,as € A:



1.1. MODULOS CAPITULO 1. MODULOS Y HOMOLOGIAS

L (T’1+7’2)'CL:7’1'CL+T’2'CL

Prueba: Sear;,r, € Rya € A

(r1+12)(a) = p(r1 + r2)(a)
= (p(r1) + p(r2))(a)
= p(r1)(a) + p(rz2)(a)

=ri-a+ry-a

m (ry-ra)-a=ry-(ry-a)

Prueba: Seary,m1, € Rya e A

(r1-12) - a = p(r1-r2)(a)
= (p(r1) - p(r2))(a)

— p(r1) - (p(rs) - @)

=ry-(ry-a)
ml-a=a
Prueba:Seal e Ryae A
1-a=p(1)(a)
=1-a
=a

Con estas herramientas podemos definir lo que es un R-médulo izquierdo de la manera

que sigue.
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Definicion 1.1.3
Se llama estructura de modulo a la izquierda sobre el anillo R, o también estructura

de R-médulo a la izquierda sobre A, a la estructura determinada sobre A por la

aplicacion R x A — A, tal que si
(rya) = r-a

se satisfacen las propiedades:

m1) re(a+ay)=7r-a1+71-ay
m2) (ri+m)-a=ri-a+ry-a
m3) (ri-re)-a=ry-(re-a)
m4) l-a=a

cualesquiera que sean a,a,as € Ay r,ri,ry € R.

Notas:

= Una aplicacién del tipo mencionado en la definicion se suele llamar ley de compo-

sicién externa
= m1) y m2) expresan que la aplicacién (r,a) — r - a es bilineal
= m3) expresa un tipo de asociatividad de la ley de composicién
= m4) se expresa diciendo que A es un R-médulo a la izquierda unitario

Una representacion de R sobre A determina una estructura de R-médulo a la izquierda,
como se acaba de ver.

¢, Puede una estructura de R-mdédulo a la izquierda, definir una representaciéon de R so-
bre A?

Supongamos definida sobre A una estructura de R-moédulo a la izquierda por una aplica-
cion (r,a) — 7 - a.

De m1) podemos ver que los elementos de R “operan” linealmente sobre A.
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Por lo tanto sugiere lo siguiente.

Sea
p: R— End(A)
definida por
p(r)(a) =7-a

sir € Ry a € A. Entonces, m2), m3) y m4) no dicen otra cosa que p es un morfismo de
anillo R en el anillo End(A).
Asi se ha probado que existe una correspondencia biyectiva entre representaciones del

anillo R en End(A) y estructuras de R-mddulos a la izquierda definidas sobre A.

Ejemplo 1.1.1
Todo grupo abeliano es un Z-médulo a la izquierda, en forma natural

Solucién: Para probar que todo grupo abeliano es un Z-méddulo debemos encontrar
la representacion de Z,
p:Z — End(A).
mep:A— A
ar p(m)(a) =m-a

Se sabe que la representacién de Z es:

p(m)(a) =m-a

p(m)(a) = ma
donde:
at+a+..+a (m sumandos), sim > 0
0, sim=0
(—a) + (—a)+ ...+ (—a) (-m sumandos), sim < 0

Tomando m > 0, probaremos las propiedades para que sea un R-médulo a la

izquierda.

10
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» ml)Seaa;,ao € AymeZ

m - (a1 + az) = (a1 + az) + (a1 + az) + ... + (a1 + as) ; m veces
=a; + (ag + a1) + ... + (a2 + a1) + ag ; asociando

=a; + (a1 +az) + ... + (a1 + ag) + ay ; conmutando
realizando los dos pasos anteriores (m-2)-veces se obtiene

m-(a;+az) =a1+a+...+a+as+as+ ...+ as
=(a1+a;+..+a1)+ (az+as+ ... + as) ; asociando

=m-a+m:-as

» m2)Seaac Aym,neZ
(m+4+n)-a=a+a+..+a; m+nveces
=(a+a+..+a)+a+a+..+a; asociando m veces a
=(a+a+..+a)+(a+a+..+a); asociando n veces a
=m-a+mn-a
» m3)Seaac Aym,neZ
(m-n)-a=Mn+n+..4+n) a; movecesn
=n-a+(n+..+n) a; por m2)
realizando el paso anterior (m-1)-veces mas, se tiene
(m-n)-a=n-a+n-a+..+n-a; muveces
=m-(n-a)

» m4)Seaa € Ay 1 € Zdonde 1 es laidentidad en Z

l-a=a; 1vez

Las pruebas para m < 0y m = 0 son analogas.

11



1.1. MODULOS CAPITULO 1. MODULOS Y HOMOLOGIAS

Ejemplo 1.1.2
Si A={0}, entonces A admite una unica estructura de R-médulo, cualquiera que sea

el anillo R.

Se deben probar las 4 propiedades para que sea un R-moédulo, pero se puede
observar que, como el unico elemento de A es 0, cualquier producto que se realice
por cualquier elemento de R, siempre sera 0.

Denotaremos dicha estructura de R-médulo simplemente por 0, ya que es el Unico

elemento que posee.

Ejemplo 1.1.3
Sea R un anillo. El producto

RxR—R

(r,z) —r-x

determina sobre R una estructura de R-modulo a la izquierda. Ya que por definicién

de anillo se cumple que:
» ParaabceR,a-(b+c)=a-b+a-c
» ParaabceR, (a+b)-c=a-c+b-c
» Paraab,ceR,(a-b)-c=a-(b-c)
m Paral,aceR, 1-a=a

Y esas son las condiciones para que sea un R-médulo a la izquierda.

Como se ha visto, se han definido los R-médulos a la izquierda, para los cuales se
utilizo el producto por la izquierda. Pero que pasa, si en vez de realizar el producto por
la izquierda, lo realizamos por la derecha.
¢, Poseera las propiedades de una representacion?
¢, Definira una estructura de R-modulo?

Para responder estas inquietudes, desarrollaremos lo siguiente.

12
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Denotemos por ¢ : R — End(A) tal que
(r,a) = o(r)(a) =a-r

Donde los elementos de A operan sobre la derecha a los elementos de R.

Ejemplo 1.1.4
Reescriba las condiciones m1), m2), m3), m4) utilizando el producto por la derecha.

Sean a,a,,a, € Ay r,ri,ro, Se tiene que:
m i(artag)-r=ay-r+ay-r?

(a1 +az) -r = o(r)(a1 + az)

= o(r)(a1) + o(r)(az)

=a-r+ag-r

ma-(r+mr)=a-rm+a-r?

a - (7”1 +7”2) = Q(Tl +7’2)(CL>
= (o(r1) + o(r2))(a)
= o(r1)(a) + o(r2)(a)

:CL'T1+(Z'T2

msa-(ry-r)=(a-ry) re?

a-(ri-ra) = o(ry-12)(a)
(o(r1) - o(r2))(a)
= o(r1)(o(r2)(a))

= o(r1)(a - ra)

=(a-ry) -1

13
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mja-1=a?

Hemos visto que el producto por la derecha posee las mismas propiedades de una

representacion.

Por lo que de forma analoga se definiran los R-modulos a la derecha, como sigue:

Definicion 1.1.4
Se llama estructura de mddulo a la derecha sobre el anillo R, o también estructura

de R-mddulo a la derecha sobre A a la estructura determinada sobre A por toda

aplicacion R x A — A, tal que si
(r,a) —a-r
se satisfacen las propiedades
mi’) (a1 +as)-r=ay-r+ag-r
m2) a-(ri+ry) =a-r +a-r
m3) a-(ry-ry) = (a 1) -7y
m4’) a-1=a

cualesquieran que sean a,aj,as € Ay r,r,ro € R.

Si R es un anillo conmutativo, entonces las propiedades son equivalentes y no es
necesario hacer distinciones a la izquierda o a la derecha.

Lema 1.1.5
Para cualquier elemento u de un R-mddulo A, se cumple

14
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Demostracion:
Seauc A

a)
u=1-u
u=(1+0)-u
u=1-u+0-u
u=u+0-u

—ut+u=-u+u+0-u

0=04+0-u
0=0-u

b)

0=0-u

0=(14(-1)) u
0=1-u+(-1)-u
O=u+(-1)-u
—u+0=—-u+u+(-1) u
—u=0+(-1) u

—u=(-1)-u

15
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Definicion 1.1.6
Sea A un anillo y ~ una relacién de equivalencia definida sobre A. EI morfismo

¢: A — A/ ~ se le denomina morfismo canoénico. Si | es el ideal bilateral

asociado a ~, se puede escribir también:

Al ~2A/T

Teniendo como base lo que es un morfismo candnico, veremos cuando un diagrama de
anillos es conmutativo, con el siguiente lema.

Lema 1.1.7
Sea Ry S anillos, sea | un ideal de R. Sea el diagrama

R—2-5

| A<

R/I

donde R — R/I denota el morfismo canénico » — 7. La condicién necesaria y
suficiente para que exista un morfismo o, tal que el diagrama sea conmutativo, es

que
I C Ker(p)

Con esas propiedades, el morfismo w es unico.

Demostracion:

R—"-5

| A

R/1
Seal C Ker(p),r € RyT € R/I su clase de equivalencia en el anillo cociente R/

Definamos como w la aplicacion

w:R/I — S

r+1Iw—w(r+1)=pr)

16



1.1. MODULOS CAPITULO 1. MODULOS Y HOMOLOGIAS

Sean7 =tdondeF=r+I,t=t+I,ademasr,tc R
Asiw(r+1)=p(r)yw(t+1)=pt)

r+l=t+I=r—tel
=0r—t)=1
=w((r—t)+1)=w()
= p(r —1t) = p(0) ; por ser mor fismo
= p(r) —p(t) =0
= p(r) = p(t)
Hemos visto que w es una funciéon. Ahora probaremos la unicidad de w.

Supongamos que existe h : R/I — S tal que ho 6 = p.
Asihof=pywofl=p,sear € R

h(r+1)=p(r); Vr+1€R/I

—w(r+1); Vr+1€R/I

Asih =w
Por ultimo veremos si o es un morfismo

Sear+1I,t+1€R/I

w((r+1)+(t+1)=w((r+t)+1)
= p(r+1)
= p(r) + p(t) ; por serp mor fismo

=w(r+1)+w(t+1)

17
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w((r+1)-(t+1)=w(rt+It+rl+1)

p(rt + It +rl)

(
p(rt) + p(It) + p(rl)
p(r)p(t) + p(I)p(t) + p(r)p(1)
(
(

p(r)p(t) + 0p(t) + p(r)0
)p(t)

Asiw : R/I — S es una aplicaciéon que hace conmutativo el diagrama.
Reciprocamente, sea w : R/I — S es un morfismo que hace conmutativo el diagrama
yseay el
yel=0y) =y+1=1
= 0(y) = Ogyr; ceroen R/I

= @(0(y)) = @w(Or/r)

= (wol)(y) =0; wesmorfismo

= p(y) =0

=y € Ker(p)

Asi I C Ker(p)
|

El siguiente resultado permite definir, en ciertas condiciones, sobre un R-médulo A una

estructura de R/l -médulo, donde | denota un ideal(bilateral)de R.

18
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Proposicion 1.1.8
Sea A un R-méduloy sealunidealde R.Sil-A={y-a/y e lyaec A} =0,

entonces existe sobre A una Unica estructura de R/l -mddulo con la propiedad
) r-a =r7rT-a

sia € A, r € Ry eslaimagen de r por el morfismo canénico R — R/1I.

Demostracion:

Seaw : R/I — End(A),donde:

R—"~ End(A)

| A<

R/I

La condicion necesaria y suficiente para que w sea un morfismo es que I C Ker(p) por
Lema 1.1.7

Asi, sear € I, por hipétesis r-a =0,yaque [ - A =0, asi

(p(r))(a) =7-a=p(r)(a) =0; Va e A
=p(r)=0

=1 € Ker(p)

Porlo que, I C Ker(p)

19



1.1. MODULOS CAPITULO 1. MODULOS Y HOMOLOGIAS

Definicion 1.1.9
Sea A un R-médulo. Diremos que un subconjunto A’ de A es un submédulo de A

Si
s1) A’ es un subgrupo del grupo abeliano aditivo A

s2) A’ es estable por R, es decir

reRadeA=r-adeA

Ejemplo 1.1.5
Si A es un modulo, entonces {0} y A son submddulos, la prueba es trivial, por la

naturaleza de los subgrupos.

Ejemplo 1.1.6
Sea A un Z-mo6dulo, todo subgrupo A’ de un grupo abeliano aditivo A es un sub-

modulo sobre Z

Proposicion 1.1.10
Un subconjunto no vacio A’ de un R-médulo A es un submédulo si, y s6lo si, son

validas las propiedades siguientes
)z,yec A =aox—yecA

i)re ReeA=r-xeA

Demostracion:

Probando la inclusién hacia la derecha.

i) A”esunsubmédulode A = z,yc A\ =aox—yec A
A’ es un submédulo de A, asi A’ es subgrupo aditivo de A

Por lo que, para z,y € A’, se tiene que:

r,yeAl=x+ye A
ye Al = —ye A

20



1.1. MODULOS CAPITULO 1. MODULOS Y HOMOLOGIAS

Tenemos que:

0=0-y
0=+ (=1)y
O=y+(=1)y

~y+0=—-y+y+(-1)+y
—y=(-1y

r—y=z+(-1)y
Perox + (—1)y € A',asiz —y e A.

i) A esunsubmédulode A = re Rxc A =uz-ye A
Es evidente, ya que al ser A’ estable, cumple las condiciones de la parte i)

La implicacion hacia la izquierda es analoga, tomando como base el mismo razo-

namiento.
[
Lema 1.1.11
Si A’ es un submédulo de un R-médulo A, entonces, paratodo o« € Ry r € A,
tenemos
{a(r+a)/ac A} Cau+ A
Demostracion:
A’ es submédulode A,seaa € R,a € A, tenemos
ac€RacA=aucA
= ar+aa € ar+ A
= a(r+a) €ar+ A
Asi,Va € R,r € Asetiene que {a(r+a)/ac A’} Car+ A
[

21
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1.2. Morfismos

Sea R un anillo con identidad 1 # 0. Sean A y B, R-modulos a la izquierda. Sea
f A — B una aplicacion de A en B.

Definicion 1.2.1
Se dice que f es un mérfismo de médulos, o simplemente un morfismo, si para todo

x,y,a € A,r € R, se cumplen las siguientes propiedades

n1) fes un morfismo de grupos: f(z +vy) = f(z) + f(y)

n2) f preserva operadores: f(r-a) =1 - f(a)

Proposicion 1.2.2
Sea f : A — B un morfismo de médulos. Entonces

i) Ker(f)= {x/f(x) =0} es un submédulo de A

i) Im(f)= {y/y € B, existex € A, tal que y = f(x)} es submédulo de B

iii) f es un morfismo inyectivo si, y sélo si, Ker(f) =0

Demostracion:

i) Para que Ker(f) sea submédulo de A, se debe probar que:

1. Ker(f) es un subgrupo abeliano aditivo, asi probaremos si Ker(f) es cerra-
do y posee inverso.

Cerradura: Sea z,y € Ker(f)

=z +y e Ker(f)
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Inverso: Sea y € Ker(f)

y € Ker(f)= f(y)=0
= fly) = fly) = =f(y)
=0-0=—f(y)
= 0= f(—y); yaque f € Homg(A, B)

= —y € Ker(f)

Abeliano: Sea z,y € Ker(f)

flx+y) = flz)+ f(y)
(y) + f(z) ; ya que f € Homg(A, B)

Asi Ker(f) es un subgrupo abeliano aditivo.
2. Ahora veremos si Ker(f) es estable.Sear € A,a € Ker(f)
a€ Ker(f)= f(a)=0
=7r-fla)=7r-0
= f(ra) =0; ya que f € Homg(A, B)

=r-a¢c Ker(f)
Asi Ker(f) es submédulo de A.
i) Para que Im(f) sea submédulo de B, debemos probar que:

1. Im(f) es un subgrupo abeliano aditivo.
Cerradura: Sea y;,y2 € Im(f)
Y1, y2 € Im(f) = Jo1, 22 € Atal que yr = f(21),y2 = f(2)
= Y1+ y2 = f(z1) + f(z2)
=y +y2 = f(z1 + x2) ; ya que f € Homg(A, B)
= dr; + 29 € A; ya que A es un R — mdulo

=y +y2 € Im(f)

23



1.2. MORFISMOS

CAPITULO 1. MODULOS Y HOMOLOGIAS

Inverso: Sea y € Im(f)

y1 € Im(f) = Jx, € Atal que y, =

f(z1)

=0=0-y

= 0=(1+ (-

=0=y + (-

= —Y1 =

= —Y; =

)

=~ =

= f((=D1);

g+ + (=Du

(=Du

ya que f € Hompg(A, B)
f(=z1)

=3 —x; € A; yaque A esun R— mdulo

= —y; € Im(f)

Abeliano: Sea y1, y2 € Im(f) tal que 3 x1, 29 € A 1

= f($1),y2 = f(l"z)

y1 +y2 = f(z1) + fla2)
= f(x1 +x2) ; yaque f € Hompg(A, B)
= f(x2 + 1)
= f(x2) + f(z1)

=Y+

Asi Im(f) es un subgrupo abeliano aditivo.

2. Ahora veremos si Im(f) es estable. Sear € B,a € Im(f)

a€Im(f)=3Jxec Atal que f(z) =

24
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Por lo que, Im(f) es un submédulo de B.

iii) f es un morfismo inyectivo, asi para cualesquiera z,y € A,x =y = f(z) = f(y)

r,ye A=zc=y

=z —y=20
= fle—y)=0
= f(0)=0

Asi el unico elemento que hace cero al aplicarle f es cero.

Por tanto Ker(f) = 0.
n

Teniendo la definicion de morfismo de modulos estos se pueden catalogar de la si-

guiente manera:
a) monomorfismo, si f es inyectiva
b) epimorfismo, si f es sobreyectiva
c) endomorfismo, si A=B
d) isomorfismo, si f es monomorfismo y epimorfismo. Se escribe entonces A ~ B
e) automorfismo, si f es un isomorfismo y A=B
Sean Ay B, R-médulos. Sea
Homg(A, B)

la totalidad de morfismos de R-mddulos de A en B.
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Proposicion 1.2.3

1. La ley de composicion

Hompg(A, B) x Homg(A, B) — Homg(A, B)

(f,9) — f+yg
tal que
(f+g)(a)=f(a)+g(a)

define sobre Hompg(A, B) una estructura de grupo abeliano.

2. Si R es conmutativo, la aplicacion

(T,f)—)’l“-f

tal que

(r- f)la) =7 f(a)

define sobre el grupo abeliano Homg(A, B) una estructura de R-médulo.

Demostracion:

1. Cerradura:

Seax,y€ Ay f,g € Homg(A, B)

(f+9)@+y) = flz+y) +g9(z+y)

f@)+ f(y) +g(z) + 9(y)

f(@)+g(x)+ f(y) + 9(y) ; yaque f,g € Homp(A, B)
=(f+9)@) +(f+9))

Asociatividad:
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Seaac Ay f,g,h € Homg(A, B)

(f + (g +1)(a) = fa) + (g + h)(a)

Elemento neutro:
Supongamos que 31 € Hompg(A,B) tal que f+g+ 1 =1+ f+g= f+g,sea
a€ Ay f,g€ Homg(A, B)

(a)
(f +9)(a) + I(a) = f(a) + g(a)
fa) +g(a) + I(a) = f(a) + g(a)
—f(a) + f(a) + g(a) + I(a) = = f(a) + f(a) + g(a)
—g(a) +g(a) + I(a) = —g(a) + g(a)
(a)

(a)
I{a) + (f +9)(a) = f(a) + g(a)
I{a) + f(a) + g(a) = f(a) + g(a)
I{a) + f(a) + g(a) — g(a) = f(a) + g(a) — g(a)
I(a) + f(a) = f(a) = f(a) — f(a)
I(a)=0;Vae A

Elemento Inverso:

Supongamos que Vf + g € Hompg(A,B),3(f + g)~' € Homg(A, B) tal que
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(f+9)+(f+9) ' =(f+9) '+ (f+g)=1I(a),seaa c Ay f,g € Homg(A, B)

()
(f+9)a)+(f+9)"(a) =0
fla) +g(a) + (f+g) "' (a) =0
—f(a) + f(a) +g(a) + (f +9)"'(a) = = f(a) + 0
—g(a) + g(a) + (f +9)"'(a) = —g(a) — f(a)
(f +9)'(a) = —g(a) - f(a)
(f+9) "+ (f+9)(a) =I(a)
(f+9) @)+ (f+9)(a) =0
(f +9)"(a) a)=0

+fla)+yg
(f +9)"'(a) + fa) + g(a) —
(f +9)7'(a) + f(a) -
(f+9)~"

Abeliano:

Seaac Ay f,g € Homg(A, B)

(f +9)(a) = f(a) + g(a)
=g(a) + f(a) ; ya que f,g € Homp(A, B)
=(9+ f)(a)

Asi la estructura

Hompg(A, B) x Homg(A, B) — Homg(A, B)

(f,9) — f+g

define una estructura de grupo abeliano.
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2. Para que sea un morfismo debe cumplir las propiedades de la definicién 1.2.1
1.Sear € R, f € Homgr(A,B),z,y € A

(r-filz+y) =rflz+y)
= r(f(x) + f(y)) ; ya que f € Homp(A, B)
=rf(z)+rfly)
= (rf)(z) + (rf)y)

2.Sear,se€ R, f € Homg(A,B),a € A

(rf)(sa) = r(f(sa)

Asi (1 - f)(a) = r - f(a) define una estructura de R-médulo.

Proposicién 1.2.4
Sean f: B— (C,g: A— B morfismo de R-mddulos. Entonces la composicion

(f - 9)(@) = flg(x))
fg:A—C

es un R-morfismo

Demostracion:

Debemos probar las condiciones de la definicion 1.2.1, por lo que:
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= Sea f,g € Homg(A,B),z,y € A

(f-9)x+y) = flg(z +y))
= f(9(x) +9(y)) ; ya que g € Homp(A, B)
g(x)) + f(g9(y))

=(f-9)()+(f 9)v)

i
A

»m Sear € R, f+ g€ Homgr(A,B),z € A

(f-9)r-x)= f(g(r-m))

f(rg(z)) ; ya que g € Homp(A, B)
r(f(g(x)))
r((f-g)(x))

Proposicion 1.2.5
Si h = go f denota el producto de dos homomorfismos f : X — Yvyg:Y — 7

de R-mddulos, entonces las dos proposiciones siguientes son ciertas:
= Si h es monomorfismo, lo es también f

m Si h es epimorfismo, lo es también g

Demostracion:

= ; f es monomorfismo?
Para que f sea monomorfismo, debemos probar que Ker(f) = 0, teniendo como
base que h es monomorfismo, tomemos = € Ker(f)
x € Ker(f)= f(z)=0
=g(f(x)) =0
= (g0 f)(z) =0
= h(z) =0

= x = 0; ya que h es monomorfismo
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Como se tomo un z arbitrario, se tiene que Ker(f) =0

m ;g es epimorfismo?
Para que g sea monomorfismo debe cumplir que Im(g) = Z.
Tenemos que Im(h) = Z ya que h es epimorfismo, asi debemos probar que
Im(h) = Im(g).
Solamente debemos ver si ¢ Im(h) C Im(g)?
Sea z € Im(h)

z € Im(h) = h(z) = z; para algin z € X
= (9o f)(x)) =z
= g(f(x)) = =

=z € Im(g)

Asi Im(h) C Im(g) Por tanto g es epimorfismo

Sea f : A — C un morfismo de R-médulos. Sean B y D R-médulos.

Quedan definidos entonces morfismos naturales de grupos abelianos

f*: Homg(B,A) — Homg(B,C)
fe: Hompg(C, D) — Hompg(A, D)

por

fx(h)
f+(9)

foh
g-f

respectivamente. Las definiciones corresponden a los diagramas conmutativos

At ¢ AL ¢
g

h] Ah) f+(9) /

B D

y valen las propiedades siguientes
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i) Siidy: A— Aes el morfismo identidad, (ida)* = idgomp(B,a4)-
Sea idgompy(B,a) : Homp(B, A) — Hompg(B, A)

%{omR(B,ﬁ

idHomR(B,A)l A

A
Donde:

1dHomp(B,A) = 1d A * idHomy(B,A)

id Homp(B,A) = (ida)*

i) Siu: A— Cyv:C — H son R-morfismos y B es un R-médulo, entonces

v-u:A— Hinduce

* *

(v-u)*=v"-u

0 sea
Homg(B, A) —“~ Hompg(B, C)
(U'“)*j /
Hompg(B, H)

Sea h: B — A, se tiene que:

Ahora tenemos que:

B~

vu* (h)l /

H
donde v*(u*(h)) = v - u*(h), asi en el siguiente diagrama resulta que:

B-h.
v~u-hj A

H

A
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Asi:

(v-uw)*(h)=v-u-h

Por tanto: (v - u)* = v* - u*

i) Siu: A— Cywv:C — HyDesunR-mo6dulo, entonces v-u : A — H induce
(V- U)y = Uy - V4

0 sea
Hompg(H, D)~~~ Hompg(C, D)
o
Hompg(A, D)
Seag: H — D tal que:

9.D

if/

y se cumple que: v,(g) =g v
Ahora, tenemos que:

C v+(9) D

uT va(g)u
A

Asi obtenemos el siguiente diagrama:
H—-2~D

Ny

A
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de lo cual

(v-u)(g) =g-v-u

= . (v4(9))

= (- va)(9)

Por tanto (v - u), = u, - v,

i) SiA=Henii)yv-u=1ids, entonces v* - u* = idgomy(B,A)

Sea h: B — A, se tiene el siguiente diagrama:

B-h. A

by

C

donde se cumple por la conmutatividad del diagrama que: u*(h) = w - h. Ahora

tomando el siguiente diagrama

tenemos que: v*(u*(h)) = v - u*(h). De los dos diagramas anteriores se puede
concluir que:

A—=C

s

A

vy u son funciones inversas ya que id, = v-u por la conmutatividad del diagrama.

Asi del siguiente diagrama podemos concluir que:
B-'-A

id 4-h

A
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(ida)*(h) = idy - I

=v-u-h

*

Asi: (ida)* = v* - u* y por i) se concluye que idpom(B,4) = V* - u*.

i’y Si A= H eniii)yv-u=idy, entonces u, - vy = idgomy(A,D)

Sea g : A — D tal que el siguiente diagrama conmuta:

A—2-D

] 4

C
asi v.(g) = g - v, del siguiente diagrama se tiene que:

v+(9) D

C
uT A:g)-u
A

ux(v«(g9)) = v«(g) - u, ademas de ii") tenemos que id4 = v - u,asi se construye el
diagrama siguiente:

A—2-D

de donde:

Asi: (ida)s = u, - v, s€ concluye que idfom (A, D) = Us * Vs.
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Definicion 1.2.6
Sean X e Y R-méddulos arbitrarios. Se llama homomorfismo trivial de X en Y, el

homomorfismo h : X — Y definido por h(z) = 0 para todo x € X.

Usaremos el simbolo 0 para denotar el homomorfismo trivial. Es decir, h = 0 significara

que h es el homomorfismo trivial.

Proposicion 1.2.7
Siendo h : X — Y un homomorfismo arbitrario de un R-médulo X en un R-

maodulo Y, las condiciones siguientes son equivalentes:
i) h=0

i) Im(h) =0

iily Ker(h) = X
Demostracion:
n i) = i)
Por definicién Im(h) = {y € Y | h(x) = y para algn x € X}, tomando y € Im(h)
y € Im(h) = h(x) =y ; para algin z € X
= h(x) =0;Vx € X ya que h es homomorfismo trivial

= Im(h) =0
Qi) = i)
Por hipétesis Im(h) =0

Im(h)=0=h(z)=0 ; Ve X
=z € Ker(h) ; Ve e X

= Ker(h) =X
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n i) = i)
Por hipétesis Ker(h) = X
r € Ker(h) = h(x) =0 ; Ve e X

=h=0

Proposicion 1.2.8
El producto h = g o f de dos homomorfismos f : X — Y yg:Y — Z de

R-médulos es el homomorfismo trivial si y s6lo si

Im(f) C Ker(g)

Demostracion:
= "h es homomorfismo trivial = Im(f) C Ker(g) "
Seay € Im(f)
y € Im(f) = f(z) =y; para algin z € X

= g(f(x)) = 9(y)
= (go f)(z) =9(y)
= h(z) = g(y)
= 0=g(y)
=y € Ker(g)

Como se tomo un y arbitrario se concluye que Im(f) C Ker(g)

= "Im(f) C Ker(g) = h es homomorfismo trivial"

Sea x € X tenemos que f(x) € Im(f) C Ker(g)

f(z) € Ker(g) = g(f(x)) =0
= (go f)(x)=0
= h(z) =0

Como tomamos un z arbitrario, se deduce que h = 0.
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1.3. Modulo Cociente

Sea A un R-médulo a la izquierda y sea A’ un submédulo de A, definimos el conjunto

cociente, como:
A/A ={a+ A" |a € A}

Sobre A/A’ se define +y - como:
Va,be A,r € R

m 4 (a+A)+ b+ A)=(a+b)+ A
o r-(a+A)y=r-a+ A

Ademas si:

a+A=b+A sa-bec A
1+ A=A =zrecA
Y cumple que es un grupo abeliano bajo +, ya que:

i) Cerrado:
Seaa+ A,b+ A € A/A’,donde a,b € A

(a+A)+ b+ A)=(a+b)+ A" ; por definicion

=c+A;a+b=ccA

por tanto es cerrado.
ii) Asociatividad:
Seaa+ A,b+ A lc+ A € AJA

[(a+A)+ b+ A)+ (c+ A)=[(a+b) + A+ (c+ A)
=(a+b+c)+ 4
=(a+A)+[(b+c)+ A
=(a+A)+[b+A)+ (c+ A
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Por tanto es asociativo.

i) ldentidad:
Seaa+ A" € A/A',supongamos que existe e + A’ € A/A’ tal que e € A’, se tiene

que:

(a+A)+(e+A)=(a+A)+ A

=a+ A
Ademas

(e+A)+(a+A)=A+(a+ A

=a+ A
Asi posee identidad

iv) Inverso:

Seaa+ A" € A/A’, supongamos que existe b+ A’ € A/A’

(a+A)Y+ O+ A)=(a+b)+ A

= A" ; siempre que a +b € A/A’
Ademas

b+A)+(a+A)=(b+a)+ A

= A" ; siempre que b+a € A/A
Por tanto existe el inverso.

v) Abeliano:

Seaa+ A, b+ A e AJA

(a+A)Y+ b+ A)=(a+b)+ A
=(b+a)+ A" ; yaquea,be A
=0b+A)+(a+ 4
por tanto es abeliano.
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Asi el conjunto cociente es un grupo abeliano, al que llamamos grupo cociente. Si defi-

nimos una funcién
0:Rx AJA — AJA
(rra+ A)—ra+ A)=ra+ A

¢,0 define un R-médulo?

Debemos verificar si cumple los 4 propiedades de R-modulo.
i) Sear € Rya+ A',b+ A" € AJA

r-lla+A)+Ob+A)] =r[(a+b)+ A
=r(a+b) + A
= (ra+rb)+ A’
= (ra+ A") 4 (rb+ A')
=r-(a+A)+r-(b+A4)

i) Sear;, € Ra+ A" € AJA
(T1+T2)'(CL+A/):(T1+T2)(a)+A,
:(Tl'a+r2'a)+14/
=(ri-a+A)+(ry-a+ A
i) Sear;,ry € Rja+ A € AJA
(7’1‘7’2)'(CL+A/):(7”1'7"2)'<a)+A/
=(r1) - (rz-a)+ A
=ry-(ry-a)+ A
iv) Seale Ra+ A" € AJA
l-(a+A)=1-a)+ A4
=a+ A

Por lo que A/A’ es un R-médulo, lo cual da paso a la siguiente definicion.

40



1.3. MODULO COCIENTE CAPITULO 1. MODULOS Y HOMOLOGIAS

Definicion 1.3.1
Se define como R-médulo cociente a A/A’.

Proposicion 1.3.2
Seao: A — A/A’la aplicacién candnica entonces o es un morfismo.

Demostracion:

Sea
o:A— AJA
arrofa)=a+ A
debemos verificar lo siguiente:

= ;0 esta bien definida?

Sea x,y € Atal que x = y, tenemos:

rT=Y
rx—y=~0
o(z —y) =0(0)

(x—y)+ A=A

Por tanto =z — y € A’, asi:

Por tanto o esta bien definida.

m jo(a+b)=0c(a)+o(b)?
Seaa,be A
ola+b)=(a+b)+ A
=(a+A)+(b+ A

=o(a) + o(b)
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m io(r-a)=r-o(a)?
Searc R,ac A
o(ra) =ra+ A’
=r(a+ A

=ro(a)

Por tanto o es un morfismo.

Proposicién 1.3.3
Sean A, B R-médulos a la izquierday sean f : A — B, p: A — A/Ker(f)

morfismos. Si existe un morfismo h : A/Ker(f) — B, tal que

f=h-p A—L B
|
h
A/Ker(f)
entonces
Ker(p) C Ker(f)
Demostracion:

Seaf:A— B,p: A— A/Ker(f) morfismos.

Definiendo a h de la siguiente manera

h:A/Ker(f) — B

a+ Ker(f)— h(a+ Ker(f)) = f(a)
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Tomemos = € Ker(p)

z € Ker(p) = p(x) =0
=xz+ Ker(f)=0
= h(z + Ker(f)) = h(0)
= h(z+ Ker(f)) =0

Corolario 1.3.4
Sean Ay C, R-médulos y sea A’ un submédulo de A. Sea f : A — C' un morfismo.

Sif: A— A/A denota el morfismo canénico, entonces

a) existe un Unico morfismo h : A/A" — C, tal que h -0 = f si, y sélo si,

A" C Ker(f).
b) Si f es un epimorfismo, entonces h es un epimorfimo

c) h es unisomorfismo si, y sélo si, f es un epimorfimo y ademas A’ = Ker(f)

Demostracion:
Sean Ay C R-médulos y A’ submoédulo de A.

f:A— Cunmorfismoy#: A— A/A denota el morfismo canénico.
a) “Existe un Unico morfismo h: A/A" — C'talque h -0 = f < A’ C Ker(f)”

At . ¢

|

AJA
. Il¢ll
Si A’ C Ker(f), entonces por Lema 1.1.7, existe h : A/A" — C tal que

f=ho6yhes morfismo.
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PY "j"

Si existe un Unico morfismo h : A/A" — C'talque f = ho0

AL . ¢

el diagrama conmuta.

Ker(f) ={xz/f(x) =0}
= {z/(h-0)(x) = 0}
= {z/h(0(x)) = 0},

como 6 es el morfismo canédnico, entonces Ker(6) = A’, asi

Ker(0) C Ker(f)
A" C Ker(f)

b) "Si f es un epimorfismo entonces h es un epimorfismo".
f es un epimorfismo, entonces Im(f) = C, asi debemos probar que Im(h)

o equivalentemente I'm(h) = Im(f).

o oIm(h) C Im(f)?
Seax € Im(h)
ze€lImh)=Ja+A € AJA | ha+A) =2z
= h(0(a)) =7 :;0(a) =a+ A’
= (hof)(a)=x
= fla) ==z

= € Im(f)

Asi Im(h) C Im(f).
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o ;Im(f) C Im(h)?
Sea x € Im(f)

zelIm(f)=3yecAlfly)=x
= (hof)(y) ==
= h(0(y)) =«
= hiy+A)=x

=z € Im(h)
Asi Im(f) C Im(h)
Por tanto h es epimorfismo.
c) "h es un isomorfismo si, y sélo si f es un epimorfismo y ademas A" = Ker(f)".

. Il:ll
Por hipétesis h es isomorfismo de ello se tiene que Im(h) = C, de a) se tiene

que A’ C Ker(f), falta probar que Ker(f) C A’, asi seax € Ker(f)

xr € Ker(f)= f(z)=0
= (hof)(x)=0
= h(0(z)) =0
= 0(z) = 0; h es monomorfismo
=x € Ker(f) =4

=zcA

con lo que Ker(f) C A’, por tanto Ker(f) = A’
Ahora tenemos que probar que f es epimorfismo, para ello debemos probar

que Im(f) = C o equivalentemente que Im(f) = Im(h)
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o ¢Im(f) C Im(h)?
Seaxz € Im(f)

zelIm(f)=3yeAlfly) =
= (hof)(z) =2
= h(0(y)) ==
= x € Im(h)
o ¢Im(h) C Im(f)?
Seax € Im(h)
ze€lImh)=3Ia+A cA/A | ha+A) =

= h(0(a)) =z

= (hof)(a) =

= fla)==

=z € Im(f)

Por tanto Im(f) = C'y f es epimorfismo.
. "¢"
Por b) h es epimorfismo, falta probar que h es monomorfismo, para ello sea

x4+ Ay + A€ AJA', donde h(x + A') = h(y + A')

h(x + A

h(o(x)
(hob)(a

) =h(y+A)
) = h(6(y))
) = (ho0)(y)
)= f(y)
)
) =

?a‘

f(x) = fly

flx—vy
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Asi z —y € Ker(f)y se tiene lo siguiente:

r—y€Ker(f)y=x—ye A

>c+A=y+A

y por tanto ~ es monomorfismo.

Corolario 1.3.5
Sea f : A — C un morfismo de médulos y sea A’ un submoédulo de A. Entonces

f induce un morfismo

f:AJA — C/f(A)

A Ker(f)+ A’

cuyo nucleo Ker(f) . En particular, si A’ > Ker(f), f es un mo-

nomorfismo.

Demostracion:
Primero probaremos que f es un morfismo, asi primero se probara que f esta bien de-

finida y que f es homomorfismo .

Sea la aplicacion
f:AJA — C/f(A)
v+ A — flz+A) = fx)+ f(A)

1) ¢ f esta bien definida ?

Searx+A,y+ A € A/A" ,donde x + A" =y + A
r+A=y+A=z—yecA
(z —y) € f(A)
= f(x) — fy) € f(A)
= f(z)+ f(4) = fy) + f(A)
(
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2) ¢ f es homomorfismo ?

Sear+A,y+ A e€A/A ,yreR
o (f((z+A)+(y+A) =fla+A)+ fly+ A)?

fla+ A +y+A4)

flz+y+ A)

= f(z+y)+ f(A)

= f(x) + fy) + f(A) + f(A)
= f(@) + f(A) + fy) + f(A)
=fla+A)+ fly+A4)

o (f(r-(z+A))=r-flx+A)?

fir(z+A)) = fira+1A")
flra) + f(rA)
=rf(z)+rf(4)
r(f(x) + f(4))
=rflz+A)

Asi f induce un morfismo f : A/A" — C/f(A").

~ Ker(f)+A’

Ahora probaremos que Ker(f) = =&

Ker(f) esta definido de la siguiente manera:

Ker(f)={z € AJA"| f(z) = f(A)}
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o7 € Ker(f) = 7 e KelltAs
7 € Ker(f) = f(z) = f(z) + f(A)
= f(z) = f(4)
= f(x) € f(A))
= f(z)=fla); d' € A
= f(x) = f(a’) =0
= f(x—d)=0

=z —d € Ker(f)
=z—d =h; he Ker(f)
=x=h+d;zeKer(f)+ A

=T=(h+d)+A e (Ker(f)+A)/A"

iy € (Ker(f)+ A)JA' =y € Ker(f)?

€ (Ker(f)+A)JA =y=a+d+A; zeKer(f),ad A
=y=z+A
fly) = f(
= fly) = f(z) + f(A)
= fly) = f(4)
=y € Ker(f)

flz+ A

< (Ker(f) + A) /A" = Ker(f)
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Corolario 1.3.6
Sea A un moédulo y sean A’ y A” submédulos. Entonces el morfismo identidad id 4

induce un morfismo
i AJA — AJA”

si,y sélosi, A’ c A”.

Demostracion:
Sea el diagrama
A—F A/A7

| A

AJA
= "=";i' es morfismo, entonces A’ C A”?

Por propocisién 1.3.3

Como i’ es morfismo, entonces Ker(k') C Ker(k").

Ker(k')={d € A|K'(d)=A"}

Ker(k') = A

Ker(k")={ae€ A|k'(a) = A"}
Ker(k") = A"

Como Ker(k') C Ker(k"), entonces, A’ C A”.

n 7 <7 ;A A” entonces i’ es morfismo?
A" = Ker(k')y A” = Ker(k"); ademas A’ C A", entonces Ker(k') C ker(k");

por proposiciéon 1.3.3 existe ¢’ tal que es morfismo.
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Proposicion 1.3.7
Sea f : A — C un epimorfismo de médulos. Sea para cada submédulo A’ de A,

f(A") el submédulo de C, o sea laimagen de A’ por f. Entonces
f:A—C

define una biyeccion del conjunto de submédulos de A que contienen a Ker(f)

sobre el conjunto de submédulos de C.

Demostracion:
Sea f*: {A"| A’ D Ker(f) submodulo deA} — {C" | €’ submodulo de C'}, la funcién

que lleva de conjuntos de submaddulos de A a un conjunto de submaédulos de C.

f*:{A"| A" D Ker(f) submodulo de A} — {C’" | C" submodulo de C'}
Al f1(A) = f(A)

¢ f* esta bien definida?

Tomemos Ay, Ay € {A"| A’ D Ker(f) submodulo de A} tal que A; = A

Ar = Ay = f1(Ar) = f(A)
= (A1) ={f(x) e C|z e A}
= [1(A) ={f(z) e O]z c A}
= [7(A1) = f(A)
(A1)

Por tanto f* esta bien definida.

Ahora definamos

[ AC"| C" submodulo de C'} — {A"| A" D Ker(f) submodulo de A}
¢ s £(C) = £
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¢ [** estéa bien definida?

Sea C1,Cy € {C" | C" submddulo de C'} tal que Cy = Cy

Por tanto f** esta bien definida.
Veremos si Ker(f) C f~1(C"), asiseax € A’y ademéas = € Ker(f)
r e Ker(f)= f(z)=0
= 0 € (' ;con ' submodulo de C
= f(z) e '
=z f1(C)
Asi Ker(f) C f~1(C").

Ahora para que haya una biyeccién entre el conjunto de los submédulos que contienen

a Ker(f) sobre el conjunto de los submédulos de C, debemos probar que:
1. ffo f*™ =1Idg
2. o f*=1Idy

De la siguiente manera:

Sea C’ un submédulo cualquiera de C'
1. e(f" o f*)(C") = C"?

(f* o f)(C) = [ (f(C))
= [(f7HC)
= f(f7H(C")
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= Jf(fHC)) cCn
Seax € f(f7(C"))

ze f(f7HC) = f(z) e fTH(C")
=zxeC
Asi f(f~H(C") c C".

= L f(fHC)) D C?
Sead €

deC=3uecA|flx)={
=z c f1(C)
= f(z) € f(f7H(C")
= e f(f71(C)
Asi f(f~Y(C") >’

Por tanto f(f~'(C")) = C" asi (f* o f*)(C") = C" = (f* o [*)(C") = Idc(C")

pero como se tomo un C” arbitrario entonces f* o f** = Id.

2. 4(f* o f*)(A) = A2

(S o fIA) = f(f*(A))
= [(f(A)
= [ (f(A))

m L fTHf(A) D A7
Seax e A

re A= f(zx)e f(A)
=z € fTH(f(A))

Asi f1(f(A) > A
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= (fTHf(AY)) C A
Seax € f~(f(4))

v€ fHfA) = ze{re Al f(z) € f(A)}

=z—a€ Ker(f)C A
=z—d=d";d €A
=zx=d"+d €A
=zeA

Asi f1(f(A) € A"

Portanto f1(f(A)) = A asi (f* o f*)(A) = A = (f* o f*)(A4") = Ids(A") pero

como se tomo un A’ arbitrario entonces f** o f* = [d .
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1.4. Suma Directa y Producto Directo

R denota un anillo con identidad 1 # 0.
A denota un R-médulo a la izquierda, como siempre unitario, es decir 1 - = x para todo
xenA.
Sea I el conjunto de indices.
Si {Aa }aer denota una familia de submédulos de A, con ., A, entenderemos la tota-

lidad de sumas en A

Y wcr @a CONay € A, (s)

tales que a, = 0 para casi todo indice a € I.

Esto significa que existe a lo sumo un nimero finito de indices « tales que a, # 0. Por
lo tanto, a pesar del abuso de notacion al escribir una suma de un numero arbitrario de
sumandos, (s) define univocamente un elemento de A. Por supuesto, si | es finito, no es

necesario restriccion alguna. Si I = [1,n] con n € 7Z, escribimos también

A1+...+An:ZAZ-

i=1

y sus elementos en la forma

al—l—...—i-an:Zai, a; € A;
=1

Si

x:Zagjﬂé GZaAa
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Proposicion 1.4.1
> o Aa €s submodulo de A.

Demostracion:

Haciendo uso de Proposicion 1.1.10, tenemos

)

&x,Y € ZaAa = Tr—Yyc ZaAa?
Seazr =)  Ta€Yy=> Ya ysean S(x) ={a |z, # 0}y S(y) ={a]|ya. # 0}
los alfa en los cuales la suma es distinta de cero.

La familia de elementos
Lo — ya

esta formada por 0 para casi todo indice o € 1. Asi, 2, —y, = 0sia ¢ S(z)US(y).
Donde S(x) U S(y) es un conjunto finito, ya que S(x) y S(y) son finitos.

Por tanto:

x—yzza(%—ya) EZaAa

ireRzed Ay =>r-xed ?
Seaz =) x,Yy S(x) = {a\z, # 0} el conjunto de indices tal que la suma es
distinta de cero.

La familia de elementos
T Ty
esta formada por cero para casi todo indice o € I.
r-x, #0siae S(x)
Donde S(z) es finito. Por lo que

rer=y,7"2q €y, A
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Definicion 1.4.2
> Ao se denomina el médulo suma de la familia {A,}4

Definicién 1.4.3
Sea L =) A, lasuma de una familia de submédulos de A. Diremos que L es la

suma directa de {A,} si se cumple la condicién

0=>", 0, ay € A, si, y solo si, a, = 0 para todo indice .

Proposicion 1.4.4
Las siguientes propiedades son equivalentes. Sea L = " A,:

i) L es suma directade {A,},-
i) 0=>"_0aq, a, € A, implica a, = 0 para todo .

i) >, o =), Yo implica z, = y, para todo o € I.

Demostracion
m i) = 07)?
Se sigue por definicion 1.4.3
m G0i) = 017)?
Sean ) z., conxq € Ay Y Y, Yo, CON Yo € Ap, talque D o =D, Ya-

Tenemos que:

D Ta= ) e =0

Por ii) se tiene que:

Ta—Ya=0,Vael

To = Yo, Va €T
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i) = 0)?

Tomemos > x, = »_, 0 por propiedad iii), asi

Asi L =" x, es suma directa por definicién 1.4.3

Notacién 1.4.5
Si L es suma directa de { A, } escribimos

L:Z@Aa

Si el conjunto de indices de | es finito, I = [1, n] escribimos también

L:Z@Ai:Al@...@An

=1

Proposicion 1.4.6
Sea {A,}.cr una familia de submédulos de A. Entonces > A, es directa si, y

so6lo si,

Paratodo 8 € I, (3_,.54a) N Ag =0
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Demostracion:

n "j"

Por hipétesis > A, es suma directa. Sea /5 € 1

re() A)NAg=ae) A, Az € Ay
a#S «

ix:Zaa N—x € Ag
a#f

ix:ZaaA—x:aﬁ;pam algin ag € Ap
a#f

:>x+(—x):Zaa+a5

a#B
:>0:Zaa

07

Asi a,, = 0 para cualquier a € I, por lo cual x = 0, como se tomo un z arbitrario

Portanto (3_,_54a) N Ag =0

n "¢"
Sea) ,a,=0,a,€ A,

Si 8 € I entonces ag € Ag, y se tiene que:

Zaa—i-(l@:o

a#p
—ag =Y aa € AgN (D Ad)
a#p a#p
= —ag € O:Aﬁﬂ (ZAQ)
a#B
= —ap = 0

Por tanto Va € I se cumple que a, = 0y por proposicién 1.4.4 " A, es suma

directa.
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Corolario 1.4.7
Sean A; y A, submodulos de A. Entonces

A=A & Ay
si, y solo si
A=A1+AyA NA =0
Demostracion:
| ] ":}"

Sean A; y Ay submodulos de A.
A= A; & A, porlo que A es suma directa donde

2

> ed,

a=1
y podemos escribir a A como A = A; + A, por definicién.

Por proposicion 1.4.6, como A es suma directa entonces A; N Ay = 0.

. ll¢ll
Por proposicion 1.4.6 como A; N A, = 0 entonces A es suma directa, por lo que

se puede escribir como:
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Definicion 1.4.8
Sea A un R-médulo y sea A’ un submédulo. Se dice que A’ es sumando directo de

A si existe un submédulo A” de A tal que

A:A/@A”

Teorema 1.4.9
Si el producto h = g o f de dos homomorfismos [ : X — Yyg:Y — Z de R-

médulos X, Y, Z es un isomorfismo, entonces se cumple:
i) f es monomorfismo
i) g es epimorfismo

iii) El médulo Y es descomponible en la suma directa de Im(f) y Ker(g); en

simbolos
Y =1Im(f) @ Ker(g)

Demostracion:

i) ¢f es monomorfismo?
Para que f sea monomorfismo, debemos probar que Ker(f) = 0, teniendo como

base que & es isomorfismo, tomemos = € Ker(f)
x € Ker(f)= f(z)=0
= g(f(x)) = 9(0)
= (go f)(x)=0
= h(z)=10
= x = 0; ya que h es monomorfismo

Como se tomo un x arbitrario, se tiene que Ker(f) =0

i) ¢g es epimorfismo?
Para que g sea epimorfismo debe cumplir que Im(g) = Z.
Tenemos que Im(h) = Z ya que h es isomorfismo, asi debemos probar que

Im(h) = Im(g).
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Solamente debemos ver si ¢, Im(h) C Im(g)?
Sea z € Im(h)

z € Im(h) = h(xz) = z; para algin z € X
= (9o f)(x) =2
= g(f(x)) = 2

=z € Im(g)

Asi Im(h) C Im(g) Por tanto g es epimorfismo

iy Definamos A = Im(f)y B = Ker(g) y sea y un elemento arbitrario de Y tal que

z=yg(y) €Z.
Como h : Y — Z es in isomorfismo, entonces 3 = € X tal que h(x) = z, y sea
a=f(x)e A

9(y) = h(z)

9(y) = (g0 f)(=)

9(y) = 9(f(x))

9(y) = g(a)

9(y) — g(a) =0
9y —a) =0

Tomando b = y — a se tiene que b € Ker(g).
Asiy=a+ b€ A+ B, como y es arbitrario, se deduce que A+ B =Y.
Falta probarque AN B =0

Tomemosy € AN B

ye ANB=yecAANyeB

=dzeXiqflz)=y Ngly) =0
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Ademas
r€X = h(z)= (g0 f)(z)
= h(z) = g(f(z))
= h(z) = g(y)
= h(z) =0

= x = 0; h es monomorfismo
=y = f(0)

=y=0

Como se tomo un y arbitrario, se deduce que AN B = 0.

Portanto Y = A @ B es suma directa.

Producto Directo

Sea | un conjunto de indices y { M, }.c; una familia de R-médulos (a la izquierda).

Sea
U= Uae] Ma
la unién de la familia {M, }., 0 sea un conjunto definido por la propiedad

r €U & existe a € I tal que v € M,

Definicion 1.4.10
Se llama funcién selectora de la familia { M, }., 0 simplemente funcién selectora, a

toda aplicacion

f:I—U
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tal que para todo
CLE[, fa:f(a)EMa

Si f es una funcion selectora, se escribe también

f = {fa}ael

Sea
1]
la totalidad de funciones selectoras de la familia { M, }.c;. Notese que, [[, M., # ¢ ya
que:
f:1I—U
i— f(i) =0 paratodoi e I
es una funcién selectora.
Ahora si tomamos f,g € [], M, podemos probar que f = g si, y sélo si f, = ga
cualquiera que sea « € I, de la siguiente manera.
u lljll
Sea ftalqueVa eI, f, = f(a) € M,y gtalqueVa € I, g, = g(a) € M,,.

Como:

f=9g= fla)=g(a);Vael

= fa=¢a;Vael

- ll<:ll

Sea « € I tal que f, = ga, si Va € I, se cumple que f, = g, tenemos que:

fa = Ga
fla) =g(a)
f=y
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Si definimos

. f +9= {foz + ga}ael = {fa}ael + {ga}ael

» 0= {fatacr conf,=0Vael

m _f: {_foz}ocEI

Entonces [ [, M, se convierte en grupo abeliano de forma natural.

Sea k € R, definimos k- f, si f € [[, M, por:

w k- f =1k fatacr = F{fa}aer

Vamos a verificar que [, M, esta dotado de una estructura de R-médulo.

m1) Sear € Ry f,g € [, Ma

r(f +9) ={r(fa + 9a)}a
={r(f(a) +g(@))}a
={rf(a) +rg(a)}a
={rfa+r9ata
={rfata +{rgata
=rf+rg

m2) Sear € Ry f € [[, M.

(r+s)f={(r+s)fata
={(r+s)f(@)}a
= {rf(a) +sf(@)}a
={rfo+sfata
= {rfata +{sfata
=rf+sf
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m3) Sear € Ry f € [[, M,

(rs) - f = {(rs)fa}a
= {r(sfa)}a
=7 (sf)

m4) Sea f €[], M,

—_
—
I

{1f06}0¢
= {fa}a

Esto nos da paso a la siguiente definicion.

Definicion 1.4.11
Se llama producto directo de la familia {M,}.c; al conjunto [[ M,, dotado de la

estructura de R-mddulo

Definicion 1.4.12
Seaparacada el

Pp HaMa — M/g
[ ps(f)=fs
Llamaremos a pg la proyeccion sobre Mz o también la 3-proyeccion de [ [ M,.

Definicion 1.4.13
Seaparacada el

iﬁ : Mﬁ —p HaMa
x> ig(x) : I — UM,

a = (ig(z))(@)
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la aplicacion definida por

0 ;:si a#p

x ;81 a=0

(ig(2))(a) =

Llamaremos al morfismo iz la 3 inclusion candnica
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1.5. Sucesiones Exactas

Una sucesion exacta (de R-médulos) es una sucesion finita o infinita
i x sy 9y g

de homomorfismos de R-modulos tal que laimagen del homomorfismo entrante coincide
con el nucleo del homomorfismo saliente de todo mdédulo distinto de los extremos (si

existen) de la sucesién. Por ejemplo, en el médulo Y, debera ser
Im(f) = Ker(g).
Una sucesion exacta de la forma
0—X-5Ly -4 z-0

se llamard sucesion exacta corta.
Como ejemplo de sucesién exacta corta, consideremos un submaédulo arbitrario £ de un

R-médulo X y el médulo cociente Q = X/ E. El homomorfismo inclusién

1 =X

r—i(z)=x

es un monomorfismo, ya que, sea i(x),i(y) € X tal que i(z) = i(y)

Asi i es inyectiva la cual cumple que I'm(i) = F, la proyeccién natural

p: X —=>Q

r—plx)=x+FE
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es un epimorfismo,ya que, sea y € ()

yeQ=y=n+E;,ypcX
=y =p(yn)

= Jy; € X tal que p(y1) € Q
asi p es sobreyectiva y por tanto cumple que Ker(p) = E, y lo siguiente se cumple:
Im(i) = E = Ker(p),
obteniéndose una sucesion exacta corta
0—F-5X-250Q—o.
Reciprocamente, consideremos una sucesion exacta corta arbitraria
0— AL X -5 B—0.
De la exactitud, se deduce que f es un monomorfismo, g es un epimorfismo, y
Im(f) = Ker(g).
Sea E este submédulo comdn I'm(f) = Ker(g) de X. Entonces f define un isomorfismo
j:A—=>FE
v j(z) = f(z)
ya que cumple lo siguiente:

= ;j estd bien definida?

Seaz,y€ Atalquex =y

Por lo que j esta bien definida.
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w i@ +ry) =j(x) +ri(y)?
Sear,yc AyreR

jlz+ry) = flz +ry)

f(z)+rf(y); por ser f morfismo
= Jj(x) +7j(y)
Por lo que 7 es un morfismo.
= ;7 es monomorfismo?

Debemos probar que Ker(j) = 0, para ello basta probar que Ker(j) C 0, sea

x € Ker(j)
x € Ker(j)=jlx)=0
= f(z)=0
=z =0; ya que f es monomorfismo

por tanto 7 es monomorfismo.

= ;7 es epimorfismo?

Se debe probar que Im(j) = E

"[m<]) C Eu

Sea x € Im(j), tenemos que:

relIm(j)=3yecAtal que j(y) =z

= fly) ==
=zeclm(f)=FE
=zeklk

"E C [m(j)"

Sea x € F, se tiene que:

r€E=3ye Atal que f(y) ==z
= jy) ==

= x € Im(j)
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Asi j es epimorfismo.
Y ¢ induce un isomorfismo

k:QQ— B

r+E—k(z+E)=g(x)
del médulo cociente @) = X/ E, ya que cumple lo siguiente:

= ;k esta bien definida?

Sear+FE,y+EFcQtalquex+E=y+ FE

r+E=y+E=2r—-yck

=z —y € Ker(g) ; como Ker(g) = FE

Asi k esta bien definida.

w k((z+E)+r(y+E))=k(z+E) +rk(y + E)?
Searx+F,y+ FeQyreR

x) +rg(y) ; ya que g es morfismo

r+ E)+rk(y+ E)
Por tanto £ es morfismo.

=,k es monomorfismo?

Probaremos que k es inyectiva, sea k(z + E), k(y + F) € B tal que
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k(x+E)=k(y+ E)

k(z + E) =k(y+ E) = g(z) = g(y)
= g(z) —g(y) =0
=gz —y)=0
=z —y € Ker(g)
=z —y€FE;yaque Ker(g9) = F

r+F=y+FE
Por tanto £ es monomorfismo.

m ;k es epimorfismo?
Debemos probar que Im(k) = B, como sigue
"Im(k) C B"

relm(k)=3Jy+EcQtal quek(y+ FE)==x

=g(y) ==z

= x € Im(g) = B ; ya que g es epimorfismo

"B C Im(k)"

r€B=3ye X tal que g(y) =
=kly+FE)==x

=z € Im(k)

Asi k es epimorfismo.

Si identificamos los médulos A y B con los modulos E'y (Q por medio de los isomor-

fismos j y k71, la sucesion exacta corta dada se convierte en

0—E-5X-2Q—o.
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Como ejemplo de sucesién exacta mas larga, consideremos un homomorfismo arbitrario
h: X —=Y
de un R-mddulo X en un R-médulo Y. Consideremos el nacleo y el conucleo de h:
Ker(h) C X, Coker(h) =Y/Im(h)
Sea i : Ker(h) — X el homomorfismo inclusion y
p:Y — Coker(h)
la proyeccion natural. Entonces obtenemos una sucesién exacta
0 — Ker(h) == X 25 Y 25 Coker(h) — 0,

llamada sucesion exacta del homomorfismo h.

La prueba es trivial.

Teorema 1.5.1
En una sucesion exacta arbitraria

AL B4 oD
de homomorfismos de R-médulos, las siguientes tres propocisiones son equivalen-
tes:
a) f es epimorfismo.
b) g es el homomorfismo trivial.
¢) h es monomorfismo.

Demostracion:

™ lla j bll
Por hipétesis f es epimorfismo entonces Im(f) = B.

Dado que la sucesién es exacta se cumple que:

Im(f) = Ker(g)
B = Ker(g)
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Como Ker(g) = B, entonces g es el homomorfismo trivial.

u llb :> C"
Por hipétesis g es el homomorfismo trivial, por lo cual cumple que: Im(g) = 0.

Dado que la sucesién es exacta,entonces:

Im(g) = Ker(h)
0= Ker(h)

Por ser Ker(h) = 0, h es monomorfismo.

™ "C j a"
Por hipétesis h es monomorfismo entonces ker(h) = 0.

Dado que el diagrama es exacto, cumple que:

Ker(h) = Im(g)

0 = Im(g)
Por lo que ¢ es el homomorfismo trivial y cumple que Ker(g) = B. Asi

Im(f) = Ker(g)
Im(f) =B

Luego f es epimorfismo.

Corolario 1.5.2
En una sucesion exacta arbitraria de homomorfismos de R-mddulos,

AL B S DA E

C = 0siysoélosi f esunepimorfismoy k£ es un monomorfismo.
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Demostracion:

"j"

La sucesién es exacta entonces:
Im(g) = Ker(h)

Pero Ker(h) =0, asi h es el homomorfismo trivial. Por lo que Im(g) = 0.
Como Ker(g) = {x € B \g(z) = 0}, entonces Ker(g) = B,y g es homomorfismo
trivial.

Ademas,se tiene que:

Im(f) = Ker(g)
Im(f) = B

Asi f es epimorfismo.

Im(h) = Ker(k)
0= Ker(k)

Por lo que k es monomorfismo.

n
f es epimorfismo entonces por Teorema 1.5.1 g es el homomorfismo trivial, asi
Im(g) =0.

k es monomorfismo entonces por Teorema 1.5.1 A es homomorfismo trivial, asi
Ker(h) =C.

Dado que la sucesién es exacta, entonces:

Im(g) = Ker(h)
0=C
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Corolario 1.5.3
Si una sucesiéon 0 — C' — 0 de R-mo6dulos es exacta, entonces C = 0.

Demostracion:
Seag:0—Cyh:C—0
0% c 50

Como la sucesion es exacta entonces Im(g) = Ker(h)

Pero como se ha definido g y h son homomorfismos triviales,donde cumple que:
Im(g) =0y Ker(h) =C
Asi:

Im(g) = Ker(h)
=C

Corolario 1.5.4
En una sucesién exacta arbitraria

d h k
AL LoD E S
de homomorfismos de R-mddulos, las siguientes proposiciones son equivaletes:
a) g es isomorfismo.

b) fy h son homomorfismos triviales.

c) d es epimorfismo y £ es monomorfismo.

Demostracion:

u "a : bll

Por hipétesis g es isomorfismo, por lo cual cumple que: Im(g) = Dy Ker(g) = 0.
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Dado que la sucesion es exacta:

Im(f) = Ker(g)
Im(f)=0

Por lo que f es homomorfismo trivial.

Ademas:
Im(g) = Ker(h)

D = Ker(h)
Asi h es homomorfismo trivial.
. llb : C"

Por Teorema 1.5.1, si f es homomorfismo trivial entonces d es epimorfismo, asi

mismo si h es homomorfismo trivial entonces &k es monomorfismo.

m "c=a"
Por hipétesis tenemos que:
d es epimorfismo entonces Im(d) = B
k es monomorfismo asi ker(k) = 0
Dado que la sucesidn es exacta, cumple que:
Im(d) = Ker(f)
B = Ker(f)

Asi f es homomorfismo trivial, por tanto Im(f) = 0.

De ello se obtiene que:
Im(f) = Ker(g)

0= Ker(g)

Por lo que g es monomorfismo. Falta probar g que es epimorfismo.

Tenemos que:
Im(h) = Ker(k)
Im(h) =0
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h es homomorfismo trivial, con lo cual cumple Ker(h) = D
Donde:

Im(g) = Ker(h)

Im(g) =D

Asi g es epimorfismo, y por ser a la misma vez monomorfismo.

.. g es isomorfismo.

Corolario 1.5.5
Si la sucesién

0—C-2D—0

de homomorfismos de R-mddulos es exacta, entonces g es isomorfismo.

Demostracion:

Seaf:0—Cyh:D—0
f g h
0—C—D—70

Dado que la sucesion es exacta, cumple que: Im(f) = Ker(g) y Im(g) = Ker(h).
De la manera que se han definido f y h estos son homomorfismos triviales, por lo cual:
Im(f) =0y Ker(h) = D.

Asi obtenemos

Im(f) = Ker(g)
0= Ker(g)

y ademas

Im(g) = Ker(h)
Im(g) =D

Por lo cual g es isomorfismo.
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Definicion 1.5.6
Se dice que una sucesién exacta

se escinde en el médulo Y, si y sélo si el submoédulo
A=1Im(f)= Ker(g)

de Y es un sumando directo de Y.

Es decir, siy sélo si Y se descompone en suma directa de A y otro submddulo. Si la
sucesion exacta se escinde en cada uno de sus médulos no extremos, decimos que la

sucesién se escinde. Puesto que una sucesion exacta corta
0—ALB 200

obviamente se escinde en Ay C, la sucesién se escinde siy sélo silo es en B.

Teorema 1.5.7
Si una sucesion exacta

i s x sy 8y 7

de homomorfismos de R-mdédulos se escinde en el mdédulo Y, entonces Y es iso-
morfismo a la suma directa

Im(f) © Im(g).

Demostracion:
Como Y se descompone entonces Y = A® B, donde A = Im(f) = Ker(g)y B es otro
submédulo de Y.

Debemos probar que:

Y =A® B2 Im(f)® Im(g)

Y = Im(f) ® B = Im(f) @ Im(g)
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Para ello basta probar que B = Im(g).
Tenemos que g : Y — Z y como B es submddulo de Y podemos restringir la funcion
g, asi

g |g: B—> Im(g)

donde diremos que h = g | 5.
Ahora ;h es homomorfismo?

Sear,yc ByreR

Mz +y)=gls(z+y)
=g(z +y)
= g(x) +9(y)
=gls (x)+9l5 ¥
= h(z) + h(y)

h(r-z)=glp (r-x)

Podemos ver que h es homomorfismo.

Ahora probaremos que h es un monomorfismo, para ello debemos ver si Ker(h) =0
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Seay € Ker(h) = Ker(g |g) C Bentonces y € B.

y € Ker(h)=g|p(y) =0
= g(y) =0
=y € Ker(g)
=yecA
=ycANy€EB
=ycANB=0

=y=0

Por tanto, Vy € Ker(h),y =0, asi Ker(h) = 0.
Nos falta probar que Im(h) = Im(g).

Sea z € Im(g)

z € Im(g) = Iy €Y tal que g(y) =
—ycADB
=y=a+0b
= g(y) = gla+10)
= 2 = gla) + g(b)
= z = g(b);a € Ker(g)
= z=h(b);yaquebe B

(

= z € Im(h)

Asi Im(g) C Im(h).
Como h es la restricciéon de g entonces Im(h) C Im(g)

Por lo tanto I'm(h) = Im(g).
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Corolario 1.5.8
Si una sucesion exacta corta

0—sA-B 20—

de homomorfismo de R-médulos se escinde, entonces B es isomorfo a la suma

directa A @ C.

Demostracion:
Por hipétesis B se escinde entonces B = Im(f) @ Im(g).
Pero f es monomorfismo por lo que Im(f) = A, asi B= A& Im(g).
Ahora falta probar que Im(g) = C.
Ya que g es epimorfismo entonces Im(g) = C.

Porlotanto B2 A® C
Corolario 1.5.9
Una sucesiéon exacta arbitraria

i s x sy Sy 7o

de homomorfismos de R-médulos se escinde en el médulo Y si existe un homo-

morfismo h : Y — X tal que el producto h - f es un automorfismo del médulo X.

En este caso, tenemos

Demostracion:

Tenemos el siguiente diagrama:

xJt.y 2. 7

ot

X
Por hipétesis h o f es isomorfismo por Teorema 1.4.9

Y se puede escribir como:
Y =Im(f) @ Ker(h)
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Y por ser h o f isomorfismo entonces f es monomorfismo por lo que Im(f) = X.
Ahora falta probar que Ker(h) = Im(g)
Pero por Teorema 1.5.7 se cumple que Ker(h) = Im(g)

Y 2 Im(f) @ Im(g) = X @ Im(g)

Corolario 1.5.10
Una sucesién exacta arbitraria

i s x sy Sy 7o

de homomorfismos de R-moédulos se esscinde en el mdédulo Y si existe un homo-
morfismo k : Z — Y tal que el producto g - k£ es un automorfismo del médulo Z. En

este caso, tenemos

Demostracion:

Tenemos el siguiente diagrama

Z
N\
k

Por hipétesis g o k es isomorfismo por lo que Y = Im(k) & Ker(g)

Dado que la sucesién es exacta entonces Im(f) = Ker(g), asi Y = Im(k) & Im(f).
Por lo que falta probar que Im(k) = Im(g).

Pero como g o k es isomorfismo entonces k es monomorfismo entonces Im(k) = Z,

pero Z = Im(g),por tanto Im(k) = Im(g).

Y =2Im(f)eIm(g) =Im(f)® Z
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Sea f : X — Y un homomorfismo arbitrario de R-médulo X en un R-médulo Y. Un
inverso por la izquierda de f, es un homomorfismo h : Y — X tal que el producto h o f
es el automorfismo identidad del médulo X. Andlogamente, un inverso por la derecha de
f es un homomorfismo k& : Y — X tal que el producto f ok es el automorfismo identidad

del médulo Y. Entonces tenemos el siguiente corolario.

Corolario 1.5.11
Para cualquier sucesién exacta corta

0—ALsB 200
de homomorfimos de R-médulos, las propocisiones siguientes son equivalentes:
a) La sucesién exacta corta se escinde.
b) El homomorfismo f tiene un inverso por la izquierda.

c) El' homomorfismo g tiene un inverso por la derecha.

Demostracion:

- ub) :> a)ll
El homomorfismo f tiene un inverso por la izquierda entonces existe h : B — A
tal que h o f es el automorfismo identidad. Asi por Corolario 1.5.9 la sucesion se

escinde.

- "C) :> a)u
El homomorfismo ¢ tiene un inverso por la derecha,entonces existe k : C — B
tal que g o k es el automorfismo identidad. Asi por Corolario 1.5.10 la sucesién se

escinde

- lla) :> b)ll
La sucecion exacta se escinde entonces B = D & E donde D = Im(f) = Ker(g)

y F submédulo de B.
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f es monomorfismo e induce a

i:A— Im(f)=D
v = i(x) = f(x)

donde ¢ es monomorfismo ya que, sea x € Ker(i)

r € Ker(i) = i(z) =0

= f(z)=0

=x=0

Asi como se tomo un x arbitrario, se deduce que Ker(i) = 0, por lo que i es
monomorfismo.

Ademas ¢ es epimorfismo, ya que

x € Im(i) = i(a) =2 ; para algina € A

= f(a) ==z

=z € Im(i)

z € Im(f)= f(a) =x; para algin a € A
=i(a) ==
x € Im(7)
por lo que Im(i) = D e i es epimorfismo.

Por tanto 7 es isomorfismo.

Tomemos

h:B=Im(f)+E — A
f(2) + e H(f(2) +0) =i (f(@)) =
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Vamos a probar que h es homomorfismo. Sea f(x;) + ey, f(za) +e2 € B,r € R

h(f(x1) +er +r(f(x2) +e)) (f(x1) +e1 +rf(x) +1e2))

h(f(
h(f(x1) + f(rze) + €1+ rez))
h(f(

(f T+ 7’1’2) +e; + 7‘62))

i (f (21 +raw))

=T+ 71T
=i ' (f(z1)) + i (f(22))
=h(f(x1) +e1) +r(h(f(zs) + e2))

Asi h es homomorfismo y ademas es el inverso por la izquierda de f.

Establecemos ahora el siguiente teorema.

Teorema 1.5.12 (El lema cuatro)
Si, en el siguiente diagrama de homomorfismos de R-modulos,

At .B 9. c_h.p

LR

A ! B 9 ' h D’

las dos filas son exactas, los tres cuadrados son conmutativos, a es un epimorfis-

mo, y 4 es un monomorfismo, entonces tenemos
Im(B) = g~ {Im(7)],

Ker(y) = g[Ker(5)].

Por tanto, si v es un epimorfismo también lo es 3, y si 5 es un monomorfismo

también lo es 7.

Aqui, la conmutatividad de los tres cuadrados expresa las tres siguientes igualdades:
Bof=foa,
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vog=4gop,
Soh=Hho~.
Demostracion:
a) Sea:
Im(B)={b € B | V/ =p(b) para algin b € B}
g [Im(y)]) = {¥ € B' | ¢'(t)) € Im(7)}
o "C"

Seay € Im(p)

y € Im(p) = y = P(b) para algin b € B

= g'(y) = g'(B())

= g'(y) = (9" 0 B)(b)

= g'(y) = (vog)(b)

= g'(y) = (9(b))

= g'(y) =(c) ;c=g()
= ¢'(y) € Im(7)

Como se tomo un y arbitrario se concluye que Im(3) C ¢’ [Im(7)]

° "D"

Ve g [Im(v)] = g ) € Im(v)

= ¢'(t') = v(c) para algin ¢ € C

Como la sucesién inferior es exacta entonces h'(¢'(b')) = 0.

Asi 1 (g' (V') = W (v(c)) = d(h(c)) = 0

Pero como ¢ es monomorfismo, h(c) = 0.
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h(c) =0= c € Ker(h)
= c € Im(g)
= ¢ = g(b) para algin b € B
= 7(¢c) = (g(b))
= 7(c) = g'(B(b))
= g'(t') = g'(B(b))
= g'(t) = g'(B(b)) =0
= g' (' = B(b) =0
= b — B(b) € Ker(g')
= b = B(b) € Im(f")

Asi

Por tanto b’ € Im(f), asi Im(8) D ¢’ [Im(7)]

b) Sea
Ker(v) = {c | v(c) = 0 para algin c € C'}

glKer(B)] ={ceC|g(x)=c; v € Ker(f)}

° "C"

Sea c € Ker(y), se tiene que vy(c) = 0 para algin ¢ € C.
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c€ Ker(y) = v(c) =
= I'(y(c)) = H'(0)
= (W oy)(c) =0
= (§oh)(c)=0
= 0(h(c)) =0
= h(c) =0 ;ya que § es monomorfismo
= c € Ker(h)

= c € Im(g)

Yaque ¢ € I'm(g) entonces 3b € Btalque g(b) = c. Ademdas b € B, entonces

bV =p(0b) € B
b = B(b)
g ) =g(B(b))
g'(t") =(g(b))
g' (') =~(c)
g'(t) =0

Porlo que t/ € Ker(g') = Im(f’).
Dado que la fila inferior es exacta entonces 3 ¢’ € A’ tal que f'(d') =¥,y «
es epimorfismo asi 3 a € A tal que a(a) = d'.

Tomando el R-médulo B tenemos que b — f(a) € B.

Bb— fla)) = B(b) — B(f(a))

— ¥/~ f(a(a)
=¥ - f(d)
= -V

=0
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Asib— f(a) € Ker(S) Ademas

g9(b—f(a)) = g(b) — g(f(a))

Por tanto ¢ € g[Ker(B)], asi Ker(v) C g[Ker(5)]
e "D"

Sea c € g[Ker(/)], entonces 3 b € Ker(5) tal que ¢g(b) = c.

Por tanto ¢ € Ker(y), asi Ker(y) C g[Ker(B)]
Sea v un epimorfismo debemos probar que /5 también es un epimorfismo.
e ;,Im(p)=B7?

Im(B) = ¢ [Im(y)]
=g ()
=B
Ademas, sea 5 un monomorfismo debemos probar que ~ también lo es.

o ;Ker(y)=0?

Como consecuencia del teorema anterior, se tienen los dos siguientes corolarios.
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Corolario 1.5.13 (El lema cinco)
Si, en el siguiente diagrama de homomorfismos de R-modulos,

ALl.p S, c h,. p k. F

RPN

AL g S o M o ¥

las dos filas son exactas, los cuatro cuadrados son conmutativos, y los homomor-
fismos «, 3, 0 y € son isomorfismos, entonces el homomorfismo central debe ser

también un isomorfismo.

Demostracion:
Para que ~y sea isomorfismo, debe cumplir que Im(y) = C"y Ker(y) = 0.

Tomando

BI Cl D/ El
Por teorema 1.5.12 I'm(v) = '~*(Im(4)), pero Im(d) = D’ por ser ¢ isomorfismo.
Im(y) = WD)
Im(y) ="

Ahora tomemos

A/ B/ Cl D/

f/ gl hl
Por teorema 1.5.12 Ker(y) = g[Ker(5)], pero por ser /3 isomorfismo Ker(3) =

entonces

Ker(y) = g(0)

Ker(y) =0

.. 7y es isomorfismo
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Corolario 1.5.14 (El lema cinco corto)
Si, en el siguiente diagrama de homomorfismos de R-modulos,

0—sA—1.B 9. c_tr g

bbb

0 AL g S o 0

las dos filas son exactas y los dos cuadrados son conmutativos, entonces:
a) Si ay v son monomorfismos, también lo es /.
b) Si ay v son epimorfismos, también lo es f.

Por lo tanto el homomorfismo central S es un isomorfismo si a y v son tambipén

isomorfismos.

Demostracion:

a) Por hipétesis a y v son monomorfismos, para que 5 sea monomorfismo debe cum-

plir que Ker(8) = 0. Tomando

0—sA—Jt.pB_ 9. ¢

S
0 A——sB —= ('
f g
Por teorema 1.5.12 Ker(f) = g[Ker(a)] ya que o« es monomorfismo cumple que

Ker(a) =0

Ker(3) = f(0)
Ker(f) =0

b) Por hipétesis o y v son epimorfismos, para que [ sea epimorfismo debe cumplir

que Im(p) = B’. Tomando
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Por teorema 1.5.12 Im(8) = ¢~'[Im(v)] como ~ es epimorfismo cumple que
Im(y) = C’

Im(8) = ¢=1(C")
Im(8) = B
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1.6. Sucesiones Semiexactas

Una sucesion finita o infinita
i x Iy 9y g

de homomorfismos de R-mddulos se llama semiexacta si y sélo si la imagen del ho-
momorfismo entrante estd contenida en el nucleo del homomorfismo saliente en todo
médulo distinto de los valores extremos (si existen) de la sucesion. La sucesién es se-
miexacta si y solo si el producto g o f de dos homomorfismos cualesquiera consecutivos
de la sucesién [y g es el homomorfismo trivial.

Toda sucesion exacta de homomorfismos de R-médulos es semiexacta, pero no toda
sucesion semiexacta es exacta.

Por ejemplo, sea A un submédulo propio de un R-moédulo X, es decir, A # Xy A C X,

yseai: A — X el homomorfismo inclusion. Entonces, la sucesion
0—A-"5X—0

es semiexacta, pero no exacta, ya que:
Sea
05 A4-5X-50
donde m, n son homomorfismos triviales, por definicién Ker(n) = X.

Para que la sucesion sea exacta debe cumplir que

Im(i) = Ker(n)

Im(i) =X
Pero Im(i) # X, ya que A es submodulo propio de X, por tanto la sucesiéon no es
exacta.

El médulo cociente Q = X /A viene a ser como la medida de la desviacién de la exactitud.

Esto sugiere la siguiente definicion general.
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Definicion 1.6.1
En una sucesién semiexacta arbitrariamente dada

i —Xx Ly ez .
de homomorfismos de R-médulos, el médulo cociente

Ker(g)/Im(f)

se llama mddulo derivado de la sucesién C' en el médulo Y.

La proposicién siguiente es inmediata.

Proposicion 1.6.2
Una sucesion semiexacta de homomorfimos de R-médulos es exacta si y sélo si

todos sus modulos derivados son triviales.

Demostracion

n llill

Por hipétesis la sucecion es exacta entonces Im(f) = Ker(g).
Ker(g)
Im(f) "

El médulo derivado se define como:

Asi:

Ker(g) _ Im(f)
Im(f) ~ Tm(f)

={z+1Im(f) [z e Im(f)}
= {Im(f)}

Por lo tanto es el médulo derivado trivial.

u ll¢ll
Por hipétesis la sucecion es semiexacta por lo que Im(f) C Ker(g) y ademas sus

modulos derivados son triviales.
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Basta probar que Ker(g) C Im(f), asi seax € Ker(g)

Ker(g)
Im(f)

=z + Im(f) € {Im(f)}; por ser modulo derivado trivial

xr € Ker(g) = x+ Im(f) €

=z € Im(f)
Por lo tanto Im(f) = Ker(g) y la sucesién es exacta.
|

Como subindices para los médulos de una sucesidén semiexacta C' se utilizan enteros

decrecientes o enteros crecientes.

En el primer caso, la sucesién semiexacta C' recibe el nombre de sucesion descendente
(o complejo de cadenas) y los homomorfismos de C' se denotaran con el simbolo 9;. Asi,

una sucesion descendente C' es de la siguiente forma:

On

On On On—
C’—+2>C'n+1—+1>0n—> n—l—i"'

con 0; 00,11 = 0. En este caso, los elementos de C se llaman cadenas n-dimensionales
de C'y los homomorfismos 0,, son los operadores bordes. El nlcleo de 0,, en C,, deno-
tado por Z,,(C), se denomina mdédulo de los ciclos n-dimensionales de C'. La imagen de
0, en C,, denotada por B,(C) es llamada mddulo de los bordes n-dimensionales de C.

Finalmente, el médulo derivado de C' en el moédulo C),, designados por
H,(C)=Z,(C)/B,(C)

recibe el nombre de mddulo de homologia n-dimensional de C'.

Cuando como subindices se utilizan enteros crecientes, la sucesiéon semiexacta C' se
llamada sucesion ascendente (o complejo de cocadenas)y los homomorfismos de C' se
representan todos con el simbolo §°. Asi, una sucesién ascendente C es de la forma
siguiente:

(5"72 - 67171 o 5n+1
C: -t or ot 2 oo
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donde §'od~! = 0. En este caso, los términos cocadena, cociclo y coborde son utilizados
en lugar de cadena, ciclo y borde para las sucesiones descendentes. Ademas, se usan

superindices en lugar de subindices. Finalmente, el médulo derivado
H"(C) = 2"(C)/B"(C)

recibe el nombre de mddulo de cohomologia n-dimensional de C.
Debido a la analogia entre sucesiones ascendestes y descendentes, consideremos uni-
camente sucesiones descendentes en el resto de esta seccion.

Sean dos sucesiones descendentes cualesquiera

an 2 871, 1 8n 87171
C: - BC,150C, Cqy ==
a, a, o, o,
D: - XD,y 8D, " Dy g ==

de R-moddulos. Un homomorfismo (o transformacion de cadenas) f : C' — D es una

familia de homomorfismos
f={f.:C,— D, |neZ}
de R-médulos, con conjuntos de indices Z, tal que se tiene
9,0 fn = fn-100n

en el rectangulo siguiente:
Cp —2 Chy
e
D, D,
para todo enteron € Z.
Consideremos ahora un homomorfismo arbitrariamente dado f : C' — D de la sucesién
descendente C en la sucesion descendente D. El homomorfismo f,, : C,, — D,, aplica

Z,(C) en Z,(D). Tomemos

éDn 8;L0fn:fn—loan
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Para que f,, aplique Z,(C) en Z, (D), debe existir una aplicacion k, tal que:

k:Z,(C)— Z,(D)
z— k(z) € Ker(9))

Veremos que forma tienen los elementos de Z,,(C') al aplicarles k.

Sea x € Ker(0,)

z € Ker(d,) = 0n(z) =0
= fn1(0n(2)) = fn-1(0)
= (fae100,)(z) =0
= (0,0 fa)(x) =0
= O, (fulz)) =0
= Definiendo k(z) como f,(z)

= k(Z,(C)) C Z,(D)
Asi

ki Z,(C) —s Zn(D)
x = k(z) = fu(z)

Donde £ esta bien definida y es un homomorfismo por cumplir que k(Z,(C)) C Z,(D).
Y ademas f, : C,, — D, aplica B,(C) en B, (D).
Para que f, aplique B,(C) en B, (D) debe existir j tal que:

j: B,(C) — B,(D)

y = iy) € Im(9,41)

Veremos la forma que deben de tener los elementos de B,,(C) al aplicarles j.
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Seaz € B,(C)
x € B,(C) = Fcepy1 € Cpyr | Ongi(cnr) =2
= fa(Ons1(cni1)) = ful2)
= (fa 0 Ops1)(eni1) = ful2)
= (041 © far1)(cnsr) = ful@)
= O 1 (fasa(enin)) = fu(2)
= fo(z) € Im(0,,,)
Asi
j: Bn(C) — B,(D)
v j(x) = fulx)
Por tanto j est4 bien definida y es homomorfismo ya que f,,(/m(0n41)) C Im(0,, ).
Por lo que f,, induce un homomorfismo
H,(f) : H(C) = Hu(D)

entre los médulos de homologia n-dimensionales H,,(C') y H, (D).

H,(f) esté definido de la siguiente manera:
H,\(f) - Hn(C) — Hy(D)
z 4+ Im(On 1) = Ho(f) (@ + Im(0n11)) = ful@) + Im(0,41) ;2 € Zu(C) y fulx) € Zn(D)
Para probar que H,(f) es un homomorfismo debe cumplir lo siguiente:
= ; H,(f) esta bien definida?
Seax + Im(0y11),y + Im(0ns1) € H,(C) tal que = + Im(0ys1) = y + Im(0py1)
conz,y € Z,(C)
z+Im(Ops1) =y +Im(Ops1) = x —y € Im(Ony1)
= falz —y) € fullm(0ni1)) C Im(D,, 1)
= ful®) = fuly) € Im(9,,1,)
= ful@) + Im(0,11) = fuy) + Im(0,4)

= Hu(f)(@ + Im(Oni1)) = Hu(f)(y + 1m(0n11))
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Por tanto H,,(f) esta bien definida.

n (H () (@ 4 Im(Onia) + 7(y + Im(0n41))) = Ha(f)(x + Im(Ons1)) + rHa(f)(y +
Im(9n41))?
Seaz + Im(0ps1),y + Im(0ys1) € Hy(C)yr € R.
Hy(f)(@ + Im(Oni1) + r(y + Im(0p41))) = Hu(f)(@ + Im(Ons1) + 1y + Im(On41))
= H,(f)(@ + ry + Im(9n41))
= fulz +ry) +1Im(9,,)
= ful@) + fulry) + Im(,,,)
= fal@) + 1 fuly) + Im(0,4,)
= fu(@) + Im(0} 1) + 1 fay) + Im(0p41)
= (fa(@) + Im(9,41)) + r(fuly) + Im(9,41))
= H,(f)(@ + Im(Op+1)) + 7 Ho(f)(y + Im(On+1))

Por tanto H,,(f) es un homomorfismo.

Este homomorfismo H,,(f) recibe el nombre de homomorfismo inducido n-dimensional

de f,.

Denominaremos homomorfismo identidad i : C' — C' de una sucesién descendente C, a
la familia

i:{in:Cp— Cylne 2}
de los homomorfismos identidad 7,, de los médulos C),. Es inmediata la siguiente propo-
sicion.

Proposicion 1.6.3
Sii: C — C es el homomorfismo identidad de una sucesién descendente C,

entonces H, (i) es el homomorfismo identidad del médulo H,,(C) paratodon € Z.

Demostracion: Tomando el siguiente diagrama

8n+2 a'rH»l 871,
C:... Cror = O =2 O — e

in+1l inL inll

On+2 On+1 On,
... .25 n_i_l”_).(;’nﬁ.cn_lﬁ....
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Debemos probar que H,, (i) es el morfismo identidad de H,,(c). Primero veamos como

esta definido H,, ()

H,(i): H,(C) — H,(C)

z+ Im(0n11) — Hp(i)(x + Im(0py1)) = i(x) + Im(0nt1)
Seazx + Im(0,41) € H,(C)

H,(i)(x + Im(0n11)) = i(x) + Im(Dpy1)
=2+ Im(0,1) ; por hip. ¢ es el morfismo identidad

= [dHn(C) ($ + Im(@nﬂ))

Sean f:C — Dyg: D — E homomorfismos de sucesiones descendentes.

Entonces la familia
h:{gnofn:Cn— E,neZ}

es obviamente un homomorfismo de la sucesién descendente C' en la sucesion des-
cendente E. Este homomorfismo h : C' — E se llama producto (o composicion) de los

homomorfismos 'y g, y se denota por
gof:C— E.

La siguiente proposicion es obvia.

Proposicion 1.6.4
Sif:C — Dyg: D — E son homomorfismos de sucesiones descendentes,

entonces

H,(go f) = H.(g) o Hu(f)

para todon € Z.
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Demostracion:

Tomando el siguiente diagrama como referencia

a+1 On
Civii—C 20 20—
Lf fn+1l fnl/ fn—1l/
o’ o’
n+1
D:i—s Dy =Dy~ Dy g e
Lg gn+1l gnl gn—ll
! g
+1 n
Eiiim—sEpp — S By~ By — -

Tenemos que

H,(go f): H,(C) — H,(F)

2+ Im(On41) = Hu(g 0 f) (@ + Im(0n11)) = (gn © fu) (@) + Im(0,1,)

Debemos probar que H,,(g o f)(z + Im(0ps1)) = [Ha(f) 0 Hu(9)](z + Im(0py1))-

Seax + Im(0,41) € Hu(C)

[Hn(g) © Hn())(x + Im(On11)) = Hn(9)[Hn(f) (2 + I11(0n11))]
= Hn(g9)lfu(x) + Im (9}, 41)]
= gn(fu()) + Im(0,11)
= (gn 0 fu)(@) + Im(0;4,)

=H,(go f)(x+ Im(0p+1))

Y @+ Im(0n41) se cumple que H,,(g) o H,(f) = Hu(g o f).

Se llama sucesion descendente trivial, una sucesion descendente 0 tal que, para

todon € Z, 0,, consta de un solo elemento. Como toda sucesién descendente trivial es

exacta, tenemos

H,(0) =0

paratodon € Z.

Recibe el nombre de homomorfismo trivial de una sucesion descendente C' en una su-

cesion descendente D, el homomorfismo h : C' — D tal que h,, es el homomorfismo
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trivial del médulo C), en el moédulo D,, para todo n € Z. Expresemos con h = 0 que h es

el homomorfismo trivial.

Proposicion 1.6.5
Sih: C — D es el homomorfismo trivial de una sucesién descendente C' en una

sucesion descendente D, entonces
H,(h): H,(C) — H,(D)

es el homomorfismo trivial para todo n € Z.

Demostracion:

Seaz + Im(0,+1) € H,(C)

2+ Im(Bns1) € Ho(C) = Hy(h)(x + Im(0ns1)) = h(x) + Im(d, )
= Ho(h)(2 + Im(9p1)) = 0+ Im ()
= Hy(h)(x + Im(9,11)) = Im(3),,)
= Hy(h)(@ + Im(Dns1)) = 0

*. H,(h) es el homomorfismo trivial.
|

Dos homomorfismos f, g : C' — D de una sucesion descendente C' en una sucesion

descendente D se llaman homotdpicos si y s6lo si existe una familia de homomorfismos
h={h,:C,— Dyii|ln € Z}
tal que, para todo n € Z, se cumple
Opiq ©hy + hp1 000 = fro — gn

en el siguiente diagrama:
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En este caso, la familia i se llama homotopia (0 homotopia de cadenas) entre los homo-
fismos f y g; en simbolos,
h:f~g:C—D.
Proposicion 1.6.6
Si dos homomorfismos f, g : C' — D de sucesiones descendientes son homotépi-
cos, entones

Hn(f) = Hn(g) : Hn(c) — Hn(D)

paratodon € Z.

Demostracion:

Tomando el siguiente diagrama como referencia

Cn—i-l Dn+1 87/z+1 © hn + hn—l o an - fn — 3n

hn
3n+1l / la,:l+1

C’nﬁDn

gn
o |
hn—l

n—1 anl

Tomemos z + Im(0,4+1) € H,(C), donde z € Ker(d,), como f,g son homotopicos

cumplen que:

F(2) = gn(2) = (O 11 © ) (2) + (hn-1 0 0n)(2)

)
= 01 (hn(2)) + hn1(0n(2))
= 031 (hn(2)) + hn1(0) 5 2 € Z(C)
= Opya (hn(2)) +
= Op11(n(2))

Entonces 0, ,,(h,(2)) € B,(D) = Im(0,,,4).
Asi fn(2) = gn(z) € Im(0,, ;)

fu(2) +Im(0,, 1) = gn(2) + Im(0)41)
Hy(f)(z + Im(On41)) = Hn(9)(z + Im(On41))
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Como se tomo un z + Im(0,1) arbitrario se concluye que :

Consideremos ahora una sucesién exacta corta S de sucesiones descendentes:
0—C-1D- % E—50

Con ello, se quiere expresarque f : C' — Dy g : D — FE son homomorfismos de

sucesiones descendentes tales que
0—C, 1% D, 25 B, — 0

es una sucesion exacta corta de R-mddulos pra todo entero n € Z.

Lema 1.6.7
Para todo entero n € Z, la sucesién

Hn(f) Hn(g)

H,(C) — H,(D) — H,(F)

de R-modulos es exacta.

Demostracion:

Tomando el siguiente diagrama como referencia

fn+1 gn+1
Cn—i—l > Dn+1 > En+1
8:{+1 On41 6’/ﬂ+1
fn 9n
oY O, on,
fn—l gn—1
Cn—l I Dn—l - En—l
94 On—1 91
fn72 In—2

Cho——>Dp o—=FE, 5
Debemos probar que Im(H,(f)) = Ker(H,(g)). Tenemos que

0—0C, D I E 50
es exacta entonces g, o f,, = 0
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= (Im(Hn(f)) C Ker(Hn(g))?

Por hipétesis se tiene que:
H,(g9)o H,(f) = Hu(g o f) Por proposicion 1.6.4

Entonces

Como H,(g)o H,(f) es el homomorfismo trivial entonces la sucesiéon es semiexac-
ta por lo cual
Im(H,(f)) C Ker(H,(g))

= (Ker(Hn(g)) C Im(Hn(f))?
Sea z + Im(0,41) € Ker(H,(g)), tenemos que

H,(g) : H,(D) — H,(F)

2+ Im(Oni1) = [Ha(9)](z + Im(0p41)) = 0
Pero

[H.(9)](z + Im(0p11)) = 0
gn(2) +Im(0;,4,) =0
Asi gn(2) € Im(0,,,) = B,(F)

Por tanto existe y € E, 1 tal que 9,1 (y) = gu(2).

Como g,,+1 es un epimorfismo, existe = € D, tal que g,.1(x) = vy, asi

8;-1-1(9) = 8;+1(9n+1 (z))
= (Op41 0 Gnt1)(7)

= (gn © n+1)(x)
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Asi:

In(2)
gn<z> - gn(an+1 (m))
gn(z = Ont1(2))

gn(an+1<x>>
0

0

Esto implica que z — 0,11 (x) € Ker(g,) = Im(f,).

Luego existe w € C), tal que f,(w) = z — Opy1(x)

(fa—100,)(w) = (On © fu)(w)
fa-1(07(w)) = 0n(fu(w))
= On(2 = Ops1(2))
= 0n(2) = On(0n11(2))
=0-0;2€ Ker(on) y 0p00pp1 =0

=0

Pero f,,_1 es monomorfismo por lo que 0)/(w) = 0 entonces w € Ker(0)) = Z,(C)
Acabamos de obtener un elemento w que esta en Z,,(C') por lo que podemos tomar
w+ Im(0) ) € Hy(C)

Se tiene que

H,(f): H,(C) — H,(D)

w+ Im (0 ) = [Ha(f)](w + Im(97,1))
Por lo que

[Hn(F)l(w + Im(9741)) = fo(w) + [m(0n41)
=2z = Opy1(z) + Im(0p+1)

=z + Im(an+1)

Por tanto z + Im(0,41) € Im(H,(f)), asi Ker(H,(g)) C Im(H,(f))

107



1.6. SUCESIONES SEMIEXACTBSPITULO 1. MODULOS Y HOMOLOGIAS

A fin de enlazar las sucesiones exactas del lema anterior en una sola sucesion, construi-

mos para cada entero n un homomorfismo

9t - Hy(E) — H,_1(C).

n

+ Hp1(C) — Hyp1 (D) ——= Hp1a (E)

*
8'n,+1

H,(C)

H,(D)

H,(E)

H, (C)=——=H, (D) —— H, ,(F)

Hn—?(c) - n—Q(D) - TL—Q(E) o
llamado homomorfismo de conexidn de la sucesién exacta corta (5).
Definamos, para ello, una funcion

¢ Zo(E) = H,_1(C)
como sigue.
Sea z un elemento arbitrario de Z,(F) = Ker(0.,). Como g, : D, — E, es un epi-
morfismo, existe un elemento v € D, tal que g,(u) = z. Consideremos el elemento
On(u) € Dp_q.
Puesto que
Gn-1[0n(w)] = 0, [gn (u)]
= 0,(2)
=0 ; z€ Ker(d)
se tiene pues que 0, (u) € Ker(gn—1) = Im(fn-1)-
Como f,,—; es monomorfismo, existe un unico v € C,,_; tal que f,—1(v) = 0, (u).
Entonces
fa—al0n_1(v)] = On—1[fa—1(v)]
= On1[0n(u)]
= (010 0,)(u)
= 0.
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Como f,,_» es monomorfismo, esto implica 9! _;(v) = 0.

Luegov € Z,,_1(C) = Ker(0!_,).

Por tanto garantizamos la existencia de v+ Im(9.) € H,_1(C). Y asi la funcién ¢ estara
definida.

Definimos la siguiente funcién:

¢: Z,(E)— H, 1(C)
2 ¢(z) =v+ Im(9))

tal que v € D, y v € C,_; son elementos arbitrarios que satisfacen g,(u) = z vy
fn-1(v) = On(u).
Donde v € Ker(0d/_,), yaque
vEChg = fuo1(v) = 0n(u)
= Op-1(fr-1(w)) =
= (On—10 fu-1)(v) =
= (fa200,4)(v) =
= fa2(0,1(v)) =
=0, _1(v)=0
= v e Ker(0,_,)

Lema 1.6.8
El nicleo del homomorfismo ¢ contiene el submédulo B, (F) de Z,(E).

Demostracion:

Sea z € B,(E) = Im(0.,,,)

ze€Im(0,,,) = Je € Eyy tal que 0, 4(e) = 2z
= O 1(gn+1(d)) = 25 gnga(d) =econd € Dy
= gn(an-i—l(d)) =z
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Como z € Ker(0!,) tenemos que ¢(z) = v + Im(0)) tal que f,—1(v)

Asi

Por tanto z € Ker(¢)

z =7z = gn(u) == n( n+1( ))

= gn(1) = gn(Ons1(d)) =

= gn(t — Onya(d)) =0

= u — Ony1(d) € Ker(g,) = Im(f,)

= dc e C, tal que f,(c) = u— 0p11(d)

= On(fu(c)) = On(u = Onsa(d))
On(fn(€)) = On(u) = On(Ons1(d))

8(z) = v+ Im(@)
=0l (c)+ Im(9))
~ Im(@)
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Teorema 1.6.9
El homomorfismo ¢ induce un homomorfismo

9! Hy(E) — H,_1(C)

2+ Im(0p41) = 05(2 + Im(0p44)) = 6(2)
para todo entero n, con

¢ Zy(FE)— H,_1(C)

2 ¢(z) =v+ Im(9))

talque u € D, y v € C,_; son elementos arbitrarios que satisfacen g, (u) = z 'y

fra(v) = On(u).

Demostracion:

Probaremos que

07« Ho(E) — H,_1(C)

n

2+ 1Im(0,1.1) = Oz + Im(,11)) = 6(2) = v + Im(9;)
donde f,,_1(v) = 0, (u), go(u) = zy v € Cp,_1, u € D,, €s un homomorfismo.

m ;esta bien definida?
Sea z; + Im(0,,,) = 2 + Im(0,,,), donde z; + Im(0,_,),z + Im(0,,,) €
H,(E)y 0i(z1 +Im(0,,)) = vi + Im(0)) con fr_1(v1) = On(ur), gn(u1) = 21y
0x (20 +1Im(0;,,1)) = vo + Im(0)) con fr,_1(v2) = On(u2), gn(uz) = 22
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21+ 1m0, 1) =z + Im(0), 1) = 21 — 22 € Im(0,, )
= 0,.1(e) = 21 — 2y ; para algin e € E, 44
> 8 (6) = galtr) — guu)
) = gnlw1) — gn(u2) ; para algin d € Dy 14
(d) = gn(u1) + gn(uz) = 0
) =

In(u1) + gn(ug) =0

= Opi1(gnr1(d)
= (01 © Gn+1)
= (gn © On41)(d
= gn(On+1(d)) = gn(ur) + gn(uz) =0

= Gn(Ona1(d) —ug +uz) =0

= Opy1(d) — ug +ug € Ker(g,) = Im(f,)

= fu(c) = 0nt1(d) — uy + ug ; para algtn c € C,
= On(fa(c)) = 0n(0n41(d)) — On(ur) + On(u2)

= (On o fu)(c) =0 = fa1(v1) + fa-1(v2)

= (fa-100,)(¢) + fa1(v1) = fu-1(v2) =0

= fu-1(0,(c)) + fa1(v1) = fa—1(v2) =0

:>fn 1( (C)+Ul_v2>:O
= J'(c) +v1 — vy = 0; f es monomorfismo
= 0"(c) = —v1 + vy

= —v; + vy € Im(0)))
= vy + Im(0,) = vy + Im(0))

= Oh(z1 + Im(0,,11)) = 05 (22 + Im(9,,11))

= ;es homomorfismo?

o (0i((z0 + Im(9,11)) + (22 + Im(0)14))) = 521 + Im(T)41)) + F(20 +
Im(8,,41))?
Sea z +Im(0,, ),z +Im(0, ) € H,(E).
Se tiene que 0;(z + Im(0.,,)) = vi + Im(0;) con fu_1(v1) = On(ur),
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In(ur) = 21y Op(22 + Im(0;, 1)) = v2 + Im(0;) con f,_1(v2) = On(uz),
gn(u2) = Z9

Se puede observar que:

O (21 + Im(0,,1)) + (22 + Im(0,,11))) = (21 + 22+ Im(0,,41))

=v+ Im(0))
con f,_1(v) = 0y(u), gn(u) = 21 + z5. Se tiene que

gn(u) = 21+ 22 = gn(u) = gn(u1) + gn(uz)
= gn(u) = gn(u1) = gn(uz) =0
= go(u—uy —ug) =0
=u—u —uy € Ker(g,) =Im(f,)
= fu(c) = u —us —uy ; para algin ¢ € C,
= On(fa(c)) = Onlu — w1 — us)
= (On © fu)(c) = On(u) — On(u1) — Op(u2)
= (fam100,)(c) = fa1(v) = fum1(vi) = fa1(v2)
= fu-1(0,(c)) = fam1(v) + fum1(v1) + fa1(v2) =0
= fu1(00(c) —v+v1+1v2) =0
=d(c)—v+uv +v3=0
= 9(c) = v — (01 + va)
= v — (vy +vg) € Im(D))

= v+ Im(0)) = vy + vy + Im(0,)
Asi
O ((z1 + Im(9,, 1)) + (22 + Im(9;,11))) = v + Im(0;)
=v;+ U2+ Im(@,’;)

= vy + Im(d)) + vg + Im())

= On(21 4+ Im(0, 1)) + O (22 + Im(0,,,,))
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o (O (k(21 + Im(8,41))) = k(T (21 + Im(D,,11)))?

On(k(z1 + Im(0,41))) = Oy (kz1 + Im(9),11))
= ¢(kz1)
= ko(z1)
= kO, (21 + Im(0),11))

Asi 9% es un homomorfismo.

Asi obtenemos una sucesion

o

o Hy () ™D g0y ™9 g (B 2 1, () — -

Esta sucesion recibe el nombre de sucesion de homologia de la sucesién exacta corta

(5)
Teorema 1.6.10
La sucesién de homologia de toda sucesion exacta corta de sucesiones descen-

dentes es exacta.

Demostracion:
SN 8 6) At O A 0/5) IRl U i ) WL = Y () Rk CLIY - A6 ) NN
Por lema 1.6.7 si logramos establecer que:
1. Im(H,(g9)) = Ker(0})
2. Im(0}) = Ker(H,_1(f))

Entonces la sucesion sera exacta Vn € Z

1. ¢Im(H,(g9)) = Ker(0;)?

Tomando la sucesiéon
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» ;Im(H,(g)) C Ker(05)?
Seay + Im(0,.) € Im(H,(9)),y € Ker(9,,)

y+ Im(@,,)) € Im(Ho(9)) = 3 2+ Im(Bps) | Ha(g)(z + Im(Dni1)) =y + Im(@,,,),
y € Ker(0,)
= gn(2) + Im(Ops1)" =y + Im(0; 1)
= 0, (y + Im(0,41)) = 0,(9n(2) + Im(9n11)')
= v+ Im(0)) = v + Im(d,) con
fa-1(v) = On(u), gn(u) =y, fao1(v') = 0n (), gu(u') = gu(2)
= gn(t') = gn(2) =0
= gu(u'—2)=0
=u —z € Ker(g,) = Im(f,)
= Jx € C, tal que fp(z) =u — 2
= On(u' = 2) = On(fn(x))
= On(u) = On(2) = (On 0 fu)()
= On(u) = 0 = (fam1 0 0;) ()
= fo1 (V) = far(95(2))
= fu1(v) = fa1(9,(2)) = 0
= far (V" = 9(2)) =0

=v =3 (x)=0
Asi

0y + Im() = o'+ Im(])
= Ol(w) + Im(2)
= Im(?)

Sy +1Im(0,,,,) € Ker(9y,)
Im(H,(g)) C Ker(0})
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w i Ker(0F) C Im(H,(9))?
Sea z + Im(0,,,), z € Ker(0,), se tiene que

Oz + Im(D,)) = v + Im(@%) = Im(2) con fu_1(v) = Bu(u) y galu) = =

donde u € D,,,v € C,,_;
Oh(z+Im(0,,,)) = Im(d,) = v € Im(0,)

=v=0,(c); ceC,
= fa1(v) = fa1(97(c))
= fn1(v) = (fam1 0 0,)(c)

On(u) = (9n 0 fn)(c)

) = (On o fu)(c) =
= On(u— fulc)) =0
= u— fu(c) € Ker(0,)

On(u

Tomando u — f,,(c) + Im(0,41) € H,(D), se tiene
Ha(9)[u — fule) + Im(0ni1)] = gn(u — fu(c)) + Im(0, 1)
= gn(u) — gn(fu(c)) + ]m(a;z—s-l)
=z+ [m(a;z—&-l)
Por tanto z € I'm(H,(g)), asi
Ker(9,) C Im(H,(g))
2. ¢Im(0}) = Ker(H,-1(f))?
Tomando la sucesién
Hy(B) 2 1, (0) ™ 1, (D)
w ;Im(0)) C Ker(H,—1(f)))?
Sea a € Im(0;), entonces existe z + Im(0,,, ;) € H,(E) tal que
05 (= + Im(@),,)) =
P(2) =a
v+ Im(9))
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pero de acuerdo a la definicion 3u € D,, y v € C,,_; que satisfacen g, (u) = z
y fn—l(v) = an<u)

[Hoor(1))(0) = [Hoa ()]0 + Im(3))
— fuer(v) + Im(9,)
= 0,(u) + Im(0,,)
— Im(d,)

=0
Asi o € Ker[H,_1(f)]
Im(0r) C Ker(H,—1(f))

w i Ker(H,1(f)) C Im(95)?

Seaa € Ker(H,-1(f)), a esdelaformaa =v+ Im(9"), conv € Ker(d).

[Hn1()](@) =0
[Hn-1 (Nl (v + Im(0,)) = 0
fna(v) + Im(8,) = 0

asf f,_1(v) € Im(0,), entonces I u € D, tal que 9, (u) = f,_1(v)

Sea g,(u) = zconu € D,

On(2) = 9,(gn(w))
= (0}, 0 ga)(u)
= (gn—100n)(u)
= Gn—1(0n(u))
= gn—1(fn-1(u))
= (gn-10 fa-1)(v)
=0
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Asi z € Ker(0,). Tomando z + Im(0,,,) € H,(E)

0, (2 + Im(8,,1)) = ¢(2)
=v+ Im(9)))

=

Asia € Im(0y).
Ker(H,-1(f)) C Im(9;)

118



Capitulo 2

Categorias y Funtores

2.1. Lanocidén de grupoide

Un par ordenado (C,-), donde C denota un conjunto y - una operacién definida en
este conjunto, serd llamado un sistema multiplicativo. La operacién - sera definida sim-
plemente para algunos pares ordenados (x,y) € C' x C. Por R denotaremos el dominio

de la operacién - . Cjy denota un conjunto definido por la igualdad
Co={e|leeCNn(e,e) e RNe-e=c¢}

Definicion 2.1.1
Un sistema multiplicativo (C, -) serd llamado grupoide si satisface los siguientes

axiomas:
) Vo,y,2 [((z,y) € R A (y,2) € R) = (z,y-2) € R
i) Vr,y,2 [((z,y) € R A (y,2) € R) = (z-y,2) € R]
i) Vr,y,2 [((y,2) € R A (z,y-2) € R) = (z,y) € R]
iv) Vo,y,z [((z,y) € R A (z-y,2) € R) = (y,2) € R]

V) Vz,y,2 [(z,y) € R A (y,2) € R A (z-y,2) € RA(z,y-2) € R) =

(z-y)-z2=x-(y-2)]
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vi) Vo, y, 2 [((z,y) E R A (x,2) ER N z-y=2-2)=y=2]
vii) Vo, y, 2z [((y,z) E R A (z,2) ER Ny-x=2-2)=y=2]

viii) Ve e C 3y € C [(z,y) € R N -y € Cp]

A partir de la definicién se puede probar lo siguiente

Proposicion 2.1.2

Vee CyVx ((x,e) ER) =>x-e=x

Demostracion:
Seae € (. Seaz € Cy (x,e) € R, como e € Cy por definicién de C se sigue que
(e,e) € R.
Por i) de la definicion 2.1.1 se tiene: (z,e¢) € RA (e,e) € R= (z,e-¢e) € R
de ii) se obtiene que: (z,e) € RA(e,e) € R= (v -e,e) € R.

Ahora de v) se sigue que:

(x,e) € RA(e;e) e RN (x-e,e) € RA(z,e-e) e R=(x-e)-e=a-(e-¢)

= (x-e)-e=uz-e€

Asi por vii) se concluye que: z - e = x

Proposicion 2.1.3
Vee Cy(le,z) e R)=e-z=2x
Demostracion:
Seae € Cyy (e,x) € Ryademas (e, e) € R por definicion de Cy.

De i) se tiene que: (e,e) € RA (e,z) € R= (e,e-z) € R

de ii) se obtiene que: (e,e) € RA (e,z) € R= (e-e,z) € R

120



2.1. LA NOCION DE GRUPOIDEAPITULO 2. CATEGORIAS Y FUNTORES

Ahora de v) se sigue que:

(x,e) € RA(e;e) e RN (z-e,e) € RA(z,e-e) € R=(e-e)-x=e-(e-x)

=e-x=c¢e-(e- 1)
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Asi por vi) se concluye que = = ¢ - .

|
Con el resultado anterior se puede probar la siguiente proposicién.
Proposicion 2.1.4
Vo € C'Vey,eq € Cy [((x,e1) € RA (2,63) € R) = 1 = €3]
Demostracion: De el resultado anterior se tieneque: x-e; =xyz =ey-x
r-e1 =2
=T - €y
asi de vi) de la definicién 2.1.1 se concluye que: e; = e
[

Similarmente se prueba que: Vz € C'Vey, e € Cy [((e1,2) € RA(eg,x) € R) = €1 = e3).

Proposicion 2.1.5

Vr,y [((z,y) € R)A(z-y € Co)l = [((y,2) € R) A (y- = € Cy)]

Demostracion:
Sea z,y € C tal que (z,y) € Ry z -y € Cy. Por la definicién de C, se sabe que
(:Ey,xy) € R

Ahora haremos uso de los items de la definicion 2.1.1
Poriv) (z,y) € R AN (z-y,x-y) € R= (y,x-y) €ER
Poriii) (z,y) e R A (y,x-y) € R= (y,z) € R
Pori) (z,y) € R A (y,z) € R= (z,y-z) € R
Porii) (y,z) e R A (z,y-2) e R=(y-z,y-z) €ER

Pori) (y,z) e R A (z,y-z) € R= (y,z-(y-z)) €R
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Ademas se tiene que:
Pori) ((z,y) € R) N ((y,z) € R) = (z,y-x) €ER
Porii) ((z,y) € R) A ((y,z) € R) = (z-y,z) € R
Y por v) se obtiene que
(x,y) e R AN (y,z) € R A (z-y,z) ER N (x,y-x) ER=(x-y)-x=x-(y )
Asi por las condiciones anteriores y por v) de la definicion 2.1.1, se tiene que

(y,z) ER AN (myy-z) e RN (y-z,y-z) ER N(y,z-(y-x)) €ER
= (y-2)-(y-2)=y- (- (y -z))

=y-((z-y)-2)

Portanto y -z € C)

Proposicién 2.1.6
Ve € C Jey,es € Cy [((z,e1) € R) A ((e2,z) € R)]

Demostracion:

Sea x € C' un elemento arbitrario, por viii) de definicién 2.1.1 se tiene que:
Jy € Cotal que[(z,y) € RAx -y € C)
y ademas por la proposicion anterior se tiene que:
(x,y) e R)YN(x-y € Cy) = ((y,x) € R) A (y-x € Cp)
Para finalizar la prueba, es suficiente observar que:
(x,y) € RA(y,x) € R= (z,y-x) € R por i)
(x,y) € RA(y,x) € R= (x-y,x) € R por ii)
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asi

(x,y) € RA(y,x) € RN (z-y,z) E RAN(z,y-x) E R= (x-y)-z=x-(y x)

r=2

Ahora podemos probar la siguiente igualdad

Proposicion 2.1.7
Co={e|eeCtalqueVz € C|((z,e) e R=>xe=1x)y(le,x) e R=ex=2x)|}

Demostracion:

SeaC*={eecC|(e,e) e RNe-e=¢}

."C"
Seaac C*
acC*"=aecC

=Vzedl, (z,a) €R
= (a,a) € R;yaquea€C
=a-a=a
= a € ()

."D"

La prueba es inmediata y se sigue de la proposicion 2.1.2
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Proposicion 2.1.8

1. Vx,y,z [((z,y) € R)A((z,2) E R)AN(z-y € Co) A (z-2 € Cp)] = [y = 7]

2. Vz,y,x [((y,z) € R) AN ((z,2) e R)AN(y-z € Co) A (2-x € Cp)] = [y = 2]

Demostracion:

» "Vr,y,z [((z,y) € RA(x,2) E RANx-ye CoANx-z€Cy) =y=2z|"
Consideremos z, y, z elementos arbitrarios que satisfacen que:
(x,y) e R,(x,z) e R,x-ye Cy,x-z€
Por proposicién 2.1.5, deducimos que: (y,z) € R,y-z € Cy,(z,2) € R, z-x € C).

Ademas por la definicién 2.1.1 se sigue que:
(z,z) € RN (z,y) € R= (2,7 -y) € R por i)
(x,2) e RN (z,2-y) € R= (x-z,2-y) € R por ii)
(x,y) € RN (z-z,x-y) € R= (v-z,x) € R por iii)
(x-z,z) e RN (x,2) e R= (z-z,x-2) € R pori)
Ahora por proposiciéon 2.1.4 como (z - z,z-y) € Ry (x - z,x - z) € R, ademas

x-y,x-z € Cy, asi

T-Y=x-2

Luego por vi) de la definicién 2.1.1 se cumple que y = 2

» Vr,y,x [((y,x) € RA(z,2) E RANy-2 € CoNz-x€Cy) =y=2z"

La prueba es similar al item anterior
|

En vista de lo anterior vamos a definir unos conceptos equivalentes para poder manejar

mejor la estructura.
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Definicion 2.1.9 Semigrupoide
Un semigrupoide es una clase M tal que, para algunos pares o, € M esta

definido un producto

af € M

que satistace las dos condiciones de asociatividad siguientes:

i) Para elementos cualesquiera «, 3, v de M, el triple producto «(f~) esta
definido siy sélo si (a) esta definido. En el caso de que cualquiera de los

dos esté definido, se cumple la ley asociativa

(aB)y = a(B7)
Este producto triple sera denotado por a3~y

ii) El triple producto a3~ esta definido siempre que estén definidos los produc-

tos afy B7.

Un elemento £ de un semigrupoide se dice que es una identidad de M siy s6lo si
(a = ay BE = [ siempre que {a 'y S¢ estén definidos.

Definicion 2.1.10 Grupoide
Un semigrupoide se llama grupoide siy solo si, para todo elemento o« € M, existen

unidades ¢ y n en M tales que oy an estén definidos.

Notacion: Llamaremos a ¢ identidad por la izquierda si ea« = « donde la identidad por
la izquierda se denotara por A\(«).
Asi mismo 7 se llamara identidad por la derecha si 1y = [ donde la identidad por la
izquierda se denotard como p(5).

Definicion 2.1.11
Dado un elemento « de un grupoide M, diremos que 5 € M es un inverso de « si

y sélo si af = A(«) y fa = p(«). Si «a posee inverso, diremos que « es inversible.

El tnico inverso del elemento inversible o de M se denotara por o .

Por definicion, se obtiene evidentemente que:

Ma ) =pla)  pla) = XNe)



2.1. LA NOCION DE GRUPOIDEAPITULO 2. CATEGORIAS Y FUNTORES

Obviamente todo elemento de un grupoide es inversible.
En su libro devoto a la fundacion de la topologia algebraica S. Eilenberg y N. Steenrod
formularén la nocion de una categoria abstracta como se sigue:

Definicion 2.1.12 Categoria abstracta
Un conjunto C de elementos {~} es llamado un sistema multiplicativo si, para algu-

nos 1,2 € C, el producto -, esta definido. Un elemento ¢ € C es llamado una
identidad (o una unidad) si ey, = 1 Y 726 = 2 Siempre que ey, Y -€ estén defini-
dos. El sistema multiplicativo es llamado una categoria abstracta si las siguientes

propiedades son satisfechas:

1. El triple producto v3(v2v:) estd definido si, y solo si, (v372)y: esta definido.

Cuando cualquiera esta definido la ley asociativa

Y3(2) = (372)n
se mantiene. Este triple producto puede ser escrito como y37y,71.

2. El triple producto ~3v2y, esta definido si el par de productos 37y, y v27y1 esta
definido

3. Para cada v € C existen identidades ¢,,e5 € C' tal que e, y €y estan

definidos

De esta definicién se sigue que la conjuncién de los axiomas considerados es un
equivalente a la conjuncion de los axiomas i)-v) de la definicién 2.1.1 y de las proposi-
ciones 2.1.4 y su analogd, y 2.1.5. Entonces cada grupoide es una categoria abstracta.

Definicion 2.1.13
Sea (), un subconjunto de un sistema multiplicativo ', se dice que C, es un sub-

sistema multiplicativo de C, si C, es sistema multiplicativo con el producto en C.

Ejemplo 2.1.1
Sea ¢ una identidad en un sistema multiplicativo C'

Probar que C. = {a € C | ea = a = ac} es un subsistema multiplicativo.
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Solucion:

Para que C. sea un subsistema multiplicativo, basta probar que cumple las 3 propieda-

des de un sistema multiplicativo.

1. Sea a,d’a” € C. asi se tiene lo siguiente:

» "="a(d'a”) € C. estéan definidos entonces 3 ¢ € C tal que:

» "<"(ad’)a” € C. estan definidos entonces 3 ¢ € C tal que:

e((ad)a”) = ((aad)a")e = (ad)a

a1/>€

a’’e)

(aa)
(aa/

/

ald’e)a”
a

()" = ((aa

/ 1

)

(
)(ea)
)
(ea')a

= (ag) (/")

— OC(@/@//)

2. Sea a, o/, o' € C., por definicion de C., o, o/, " € C asi ad' y

definidos por lo que aa’” esta definido.
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3. Sea a € C,, como C es un sistema multiplicativo 3 €169 € C tal que ae; esta
definido y 5 esta definido. Debemos probar que as; € C. y esa € C. , donde se
tiene que p(a) = ag1 y AMa) = ez
Supongamos que C' es un grupoide, asi como a € C entonces a es inversible,
entonces existe a=! € C tal que aa™! = Ma) y a la = p(a) asi a ' esta
definido.

Por lo cual cumple que p(a) = A(a™ ) y p(a™) = A(a).
Seaa € C. = de e (Ctal que ae =ca = a.
Por tanto como ¢ es una identidad de C' se cumple que A(«a) = ¢ = p(a).

Por lo que

=pla)=¢c A MNal)=c¢
asi
alt=a'pla ) =ale

at=ANaHat=ea™?

Por lo tanto a~! € C. y asi p(a™!), AM(a™!) € C.

Ejemplo 2.1.2
Sea X un conjunto, C' = X x X yseaa,f € Ctalque o = (z1,22) Y B = (Y1, y2)

con a - 8 = (x1,y,) si y sélo si o = y;. Probar que C' es una categoria abstracta.

Solucion
Para probar que C' es una categoria abstracta debemos probar las tres propiedades de

la definicién 2.1.12

1. Seaa, 3,0 € Ctalque a = (z1,72), B = (y1,42) ¥y 0 = (21, 22)
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n "j"
a- (0 - 0) esta definido

a-(f-0) € C= (x1,22) - ((y1,92) - (21, 22))
= (1, 22) - (Y1, 22) 5 Y2 =21
= (21,22) 3 T2 =11
= (21, 42) - (21, 22) 5 12 = 21
= ((r1,72) - (y1,92)) - (21, 22) ; T2 =W
= (a-B)-0€C
"
(- B) - 0 esté definido
(a-B)-0€C= ((x1,32) - (y1,52)) - (21, 22)
= (T1,92) - (21,22) s 22 =1
= (21,22) ; Y2 =2
= (21, 22) - (Y1, 22) 5 T2 =1
= (z1,22) - (y1,92) - (21,22)) 5 ¥2 ==

=a- (3-0)eC

2. Sean a, 3,6 € C por definicién « - § esta definido y ademas como « - (5 - 0) esta

definido, entonces ( - 6 esta definido.

3. Sea a € C' debemos probar que 3 ¢,n identidades talquec -a=aya-n =«
Sea a = (z1,72) yn € M tal que « - ) esta definida y ademas sea n = (z1, 22)
donde debe cumplir que:

a-n=«w
($17$2) : (21722) = (131,372)
(175172’2) = ($1>$2) L2 = 21
Ademas por igualdad de pares ordenados se cumple que:

T1 =T1Y %22 = X2
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Por lo que:

n = (21, 22)

n = (22, 22)
Por tanto 1 es un inverso por la derecha.
Ahora tomemos ¢ = (y1, y2) tal que € - a esta definido y ademas debe cumplir que:

E-x=«w

(Y1, 92) - (21, 72) = (21, 72)
(Y1, m2) = (v1,72) 5 Yo =11

Ademas por igualdad de pares ordenados se cumple que:
Y1 =T1 Y T2 = T2
Asi:

€= (yla 3/2)

£ = (v1,11)

Por tanto € es un inverso por la izquierda.

Ejemplo 2.1.3
Sea a un elemento inversible del sistema multiplicativo C'. Probar que C),) = Cj )

Solucién

Sea

¢ : Oxa) — Cp(a)
B o(B) =o' fa

Vamos a probar que ¢ es un isomorfismo.

Como

B € Crx) = B = Na)B = BA(a)
= = (aa B = Blaa™)

131



2.1. LA NOCION DE GRUPOIDEAPITULO 2. CATEGORIAS Y FUNTORES

Asi se concluye que a3, Ba estan definido, por lo cual o~ 3« esté definido.
Ahora probaremos que o~ !fa € Cha) Si B € Cx(a)
Sea ﬂ € C,\(a)

=, esta bien definida?
Sean 3,3 € Cy.) talque 3 =

=03 =a'fa=a"'pa
= ¢(8) = ¢(8)
Por tanto ¢ es funcion.

= ;¢ es homomorfismo?

Sean 3,3 € C,\(a)
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Por tanto ¢ es homomorfismo.

= ;p esinyectiva?

Sean 3,8 € Cy) tales que ¢(8) = p(3')

p(B) = () = aPa=a"'fa
Pero: 3 = A(a)B = (A(a)B)AMa)
y B = Ma)f" = (Ma)B8)A(a) Asi
B =Xa)B
= (Ma)B)A(a)
= (aa"'B)aa!

= ala 'pa)a?

Por tanto ¢ es inyectiva.

= ;¢ es sobreyectiva?
Seaw € Cyy
w € Cha) = pla)w = wp(a) =w

=w=a law=wa "o
= w = (ataw)a o
= w=a awa )

Tomando 3 = awa ™!

Ma)B = aa Hawa™)

= alaraw)a™!

= aqwa
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BAa) = (awaHaa™!
= a(wa ta)a”
= awa

Lawa Tt =€ Oy

Asi p(awa™') = w y o es sobreyectiva.

Por tanto ¢ es isomorfismo y se cumple que C)q) = C)yo)
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2.2. Categorias

Definicion 2.2.1 Definicion de categoria
Una categoria C consiste de tres elementos: una clase de objetos que se denotara

como Ob(C), un conjunto de morfismos Morc(A, B) para cada par A, B € Ob(C)

y una ley de composicion que llamaremos producto
More(A, B) x More(B,C) — Morc(A,C)

denotada por
(f,9) = gof
para cada par ordenado A, B € Ob(C), se escribira

f:A— B

para denotar f € Morc(A, B). Donde estos ingredientes estan sujetos a los si-

guientes axiomas:
i) Morc(A,B) = More(D,E),siyso6losi, A=D,B=FE
i) Sif:A— B,g: B— Cyh:C — D,entonces ho(go f)=(hog)of

iii) Para cada objeto A, existe un morfismo identidad 14, € Morc(A, A) tal que
fola= fyademas existe 1z € More(B, B) tal que 1 o f = f para todo
f:A— B.

Escribiremos Mor(A, B) en lugar de Morc(A, B) si sobreentiende que se trabaja

sobre la categoria C.

De la definicién anterior podemos concluir que el conjunto de morfismos tiene estructura

de categoria abstracta, asi son los morfismos los que juegan un papel importante en una

categoria, mientras que los objetos desempefian un papel secundario. De todas formas,

en la mayoria de las aplicaciones de este concepto, los objetos tienen interés primordial.
En Mor(A, B) diremos que A es el dominio y B es el codominio de f. El producto de

dos morfismos f y g escrita g o f, estara definida si y sélo si, el codominio de f es igual
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al dominio de g.

El morfismo identidad es Unico, ya que:

Si existe i € Mor(A, A), tal que i es identidad.
Por definicion de 74 se cumple que i4 o ¢ = 1.

Ademas i también es identidad por lo que cumple que 14 0 ¢ = i 4. Asi

1401 =1401

14 =1

Por tanto la identidad es Unica.
Para representar la composicion de morfismos en una categoria se utilizan diagramas.

Asi pues las composiciones pueden representarse por el diagrama

A D A D
gof
fl Th fl hog Th

Ademas un diagrama se dice conmutativo si para cualesquiera dos objetos A, D en él,
todos sus caminos son iguales.

Algunos ejemplos de categoria son los siguientes:

Ejemplo 2.2.1 Categoria 0
La categoria 0 es aquella que no consta de ningun objeto y de ningun morfismo.

Ejemplo 2.2.2 Categoria 1
La categoria 1 es aquella que consta de un objeto y un morfismo, el cual es el

morfismo identidad.
XX x

Ejemplo 2.2.3 Categoria 2
La categoria 2 es aquella que consta de dos objetos A, B y sus morfismos identi-
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dades y ademas de un unico morfismo f tal que f : A — B.

f

. B

A
1Al 1p
A

. B

f

Ejemplo 2.2.4
El ejemplo mas sencillo de categoria es la de los conjuntos, la cual se denota por

Conyj.
| La clase de objetos son los conjuntos

Il Para cada par de objetos A, B € Obj(Conj), el conjunto Mor(A, B) es el

conjunto de funciones entre Ay B

v A B,C e Obj(Conj),¥ f € Mor(A,B)yY g € Mor(B,C), el producto

es la composicién usual entre funciones

Para probar que es una categoria simplemente tomaremos el conjunto de funciones
al que denotaremos M y probaremos que estos forman un sistema multiplicativo.

Asi:
1. Sean f € Mor(A,B),g € Mor(B,C),h € Mor(C, D)
= "="f o (goh) estadefinido = (f o g) o h esta definido.

fo(goh) esta definido
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m "<"(f og)oh esta definido = f o (go h) esta definido.

(f og)ohesta definido = ((fog

( Joh)(z);xz € A
= ((fog) oh)(z) = (f ° g)(h(z))
= ((fog)oh)(z) = f(g(h(x)))
= ((fog)oh)(z) = f((goh)(x))
= ((fog)oh)(z) = (fo(goh))(z)

= f o (goh)esta definido

2. f o g esta definido y g o h esta definido y por propiedad de composicion de

funciones el dominio de una funcién saliente tiene que ser igual al codominio

de la funcién entrante por lo cual si hacemos la composicion f o g o h esta

definida.

3. Como

lJ M4 B)

A,BeOb(Cony)

es el conjunto de todas las funciones entonces este conjunto poseé las fun-

ciones identidades tal que al operarlas con un elemento a € M, el resultado

sera «
x .y xJt.y
iXT Kf fr\« liy
Y
Ejemplo 2.2.5

La categoria Mz de R-modulos a la izquierda consiste de:

| La clase de objetos son los R-mddulos izquierdos.

Il Para cada par de objetos A, B € Obj(Mg), el conjunto Mor(A, B) es el

conjunto de homomorfismos entre Ay B

v A B ,CeObj(Mg),V fe Mor(A,B)yVY g € Mor(B,C), el producto es
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la composicién entre homomorfismos.

Para probar que es una categoria simplemente tomaremos el conjunto de homo-
morfismos al que denotaremos M y probaremos que estos forman un sistema mul-
tiplicativo.

Asi:
1. Sean f € Mor(A, B),g € Mor(B,C),h € Mor(C, D)

m "="fo(goh) esté definido = (f o g) o h esta definido.

fo(goh) esta definido = (fo(goh))(x) ;2 € A
= (fo(goh))(z) = f((goh)(z))
= (fo(goh))(z) = flg(h(z)))
= (fo(goh))(z) = (fog)(h(z))
= (fo(goh))(z) = ((fog)oh)(z)
= (f o g) o h esta definido

m "<"(fog)ohestéd definido = f o (g o h) esta definido.

(f og)ohesta definido = ((fog)oh)(x);x € A
= ((fog)oh)(x) = (fog)(h(x))
= ((fog)oh)(x) = f(g(h(x)))
= ((fog)oh)(z) = f((goh)(z))
= ((fog)oh)(z) = (fo(goh))(z)

= fo(goh)esta definido

2. fogestadefinidoy goh esta definido y ademas los homomorfismos cumplen
la propiedad de ser funciones por lo que cumplen la misma propiedad para

composicion de funciones, por lo cual la composicién f o g o h esta definida.
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3. Como

M= |J M(AB)
A,BEOb(MER)

es el conjunto de homomorfismos entonces este conjunto poseé los homo-
morfismos identidades tal que al operarlas con un elemento «a, el resultado

sera o

Ejemplo 2.2.6
La categoria Gru de grupos, en la cual su clase de objetos son los grupos y sus

morfismos son los homomorfismos de grupos, su producto se define igual a la

composicion de funciones en la categoria C'onj.

Ejemplo 2.2.7
La categoria Ab de grupos abelianos, en la cual su clase de objetos son los grupos

abelianos y sus morfismos son los homomorfismos de grupos, su producto esta

definido igual que el el producto en la categoria de grupos.

Ejemplo 2.2.8
La clase de objetos cuyos componentes son los anillos, sus morfismos son los ho-

momorfismos de anillos y el producto de morfismos definido como la composicion
de funciones forma una categoria denotada como Ani.
En efecto, para algunos «, 8 € Mor(A, B) donde A, B € Ob(Ani).

a3 esta definido y si a3, 5 estan definidos entonces (a5)y = a(5v) esta definido.

Similarmente se define la siguiente categoria

Ejemplo 2.2.9
La categoria Ani; de Anillos con unidad, en la cual su clase de objetos son los

anillos con unidad y sus morfismos son los homomorfismos de anillos, para lo cual
el conjunto de homomorfismos de anillos define un sistema multiplicativo, ya que

los homomorfismos poseen la propiedad de ser funciones.
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Ejemplo 2.2.10
La categoria L de sucesiones descendentes sobre R consiste de todas las suce-

siones descedentes de R-mddulos como objetos y de sus homomorfismos como
morfismos. Los productos de morfismos estan definidos por composicion como en
la categoria de conjuntos y por ende el conjunto de homomorfismos de las suce-

siones descendentes forman un sistema multiplicativo.

Definicion 2.2.2 Categoria pequeia
Una categoria C se dice pequeia si Ob(C) es un conjunto.

Ejemplo 2.2.11
Un ejemplo de una categoria pequefa es la categoria 0, ya que como no consta

de ningln objeto entonces Ob(0) = ¢ y ¢ es un conjunto.

Ejemplo 2.2.12
Un ejemplo de una categoria que no es pequena es la categoria Conj ya que

Ob(Conj) es la clase de todos los conjuntos y esta clase no es un conjunto.

Definicidon 2.2.3 Subcategoria
Dadas dos categorias C, C’, se dice que C’ es una subcategoria de C si se cumplen

las siguientes cuatro condiciones:

(i) Todo objeto de C’ es también objeto de C. En términos de contenencia de

clases esto quiere decir que Ob(C) C Ob(C).

(i) Dados X,Y € Ob(C'), todo morfismo f : X — Y en C’ también lo es en C,
esto es, More/(X,Y) C More(X,Y).

(iii) La composicién de morfismos en C’ es la inducida por la composiciéon de

morfismos en C.

(iv) Para cada objeto X de C’, el morfismo identidad es el mismo morfismo iden-

tidad de la categoria C.

Diremos también que una categoria C' C C es plena si Morce/(A, B) = More(A, B)

para todo par A, B € Ob(C).
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Un ejemplo de una subcategoria es el siguiente.

Ejemplo 2.2.13
La categoria Gru de grupos es una subcategoria de la categoria Conj de Conjun-

tos, ya que:
i) VX € Ob(Gru) es un conjunto, asf

Ob(Gru) C Ob(Conyj)

i) Va € Mor(Gru) donde o : X — Y, con X,Y € Ob(Gru), o es una

funcién por definicion de homomorfismo de grupos, asi a € Mor(Cony)

Ejemplo 2.2.14
La categoria My de mddulos a la izquierda es una subcategoria de la categoria

Conj de conjuntos, ya que:

i) VX € Ob(Mg) es un conjunto asi

Ob(Mg) C Ob(Conyj)

i) Todo homomorfismos de médulos 3 es una funcién por deficicion de homo-

morfismo de médulo asi § € Mor(Cony).

Ahora veremos otro ejemplo de una subcategoria en la cual es plena.

Ejemplo 2.2.15
La categoria Ab de grupos abelianos es una subcategoria plena de la categoria

Gru de grupos, ya que el conjunto de morfismos de A en B, de Ab denotado como
Mor (A, B),y Morg..(A, B) donde es el conjunto de morfismos de A en B de la
categoria Gru, cumplen que Mor (A, B) = Morg.(A, B).

Porque si f : Z — B con A, B € Ob(Gru) se le pide que f(ai + a2) = f(a1) +
f(az).

Ysif:A— Bcon A, B € Ob(Ab) se le pide que f(a; + az) = f(a1) + f(a2)-

Por lo que ambos conjuntos de morfismos coinciden.

Lo cual no es el caso del siguiente ejemplo.
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Ejemplo 2.2.16
La categoria Ani; no es una subcategoria plena de la categoria Ani ya que el

conjunto de morfismos de Ani; solamente posee los homomorfismos con unidad
y el conjunto de morfismo de Ani son los homomorfismos de anillos en los cuales
algunos de los homomorfismos no preservan la unidad.

Es decir si f € Mor(Aniy), f(1) = 1.

Y en Ani 3 f € Mor(Ani) tales que f(1) # 1 porque hay Anillos que no tienen
unidad, por ejemplo el morfismo f : X — Y con X un anillo con unidad y Y un

anillo que no posea unidad.

Definicion 2.2.4 Categoria R-lineal
Una categoria C se dice R-lineal si y sélo si se satisface:

= Para dos objetos X, Y € Ob(C), Mor(X,Y) es un R-médulo.

= Para tres objetos cualesquiera X, Y, Z € Ob(C), el producto define una fun-

cion bilineal de Mor(X,Y) x Mor(Y,Z) en Mor(X, Z).
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2.3. Tipos de Morfismos

Como se ha observado en las estructuras definidas anteriormente las reglas de co-
rrespondencia entre los conjuntos estan categorizadas segun sus propiedades, asi mis-
mo vamos a definir algunos morfismos de Categorias que cumplen condiciones particu-
lares, los cuales estan descritos de la siguiente manera.

Definicion 2.3.1
Sea C una categoriay X,Y € Ob(C).

Un morfismo f : X — Y se dice que es un epimorfismo, si para todo objeto Z y

todo par de morfismos h,g : Y — Z se cumple la implicacion
gof=hof=g=nh

En otras palabras, f es un epimorfismo si es cancelable a la derecha.

El morfismo f se dice que es un monomorfismo si es cancelable a la izquierda,
esdecirsi fog=foh=g=hconh,g: Z — X.

Finalmente, se dice que f es bimorfismo, si es simultdneamente epimorfismo y

monomorfismo.

A partir de las definiciones anteriores se obtienen de manera inmediata las siguientes

conclusiones:

(i) La composicién de monomorfismos es un monomorfismo. Si go f es un monomor-
fismo, entonces f es un monomorfismo.
Sea f,g € C'tal que fy g son monomorfismos.
Por tanto V m,n tal que: fon = fom = n = m. Ademas V r,s tal que:
gor=gos=r=s.

Seah=goftalquef: X —Y,g:Y —Zyh: X — Zdonde

XLy h=gof

N

A

Debemos probar que h es monomorfismo, es decirVm,n: A — X,
(goflom=(goflon=m=n
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(goflom=(gof)on=go(fom)=go(fon)
= fom=fon

= m=n
Por tanto h es monomorfismo.

(i) La composicion de epimorfismos es un epimorfismo. Si g o f es un epimorfismo
entonces g es un epimorfismo.
Sea f,g € C'tal que f, g son epimorfismos. Por tanto 9 m, n tal que
nof=mof=n=myademdsdr,stalquerog=sog=r1r=s.
Seah=goftalque f: X —VY,g9g:Y —Zyh: X — Z. Debemos probar

que h es epimorfismo.

f=f=(roglof=(sog)of
=ro(gof)=so(gof)
=roh=soh

=r==:
Por tanto h es epimorfismo.

(iii) El morfismo idéntidad es un bimorfismo.

Ejemplo 2.3.1
En la categoria M 4 los epimorfismos coinciden con los homomorfismos sobreyec-

tivos.
Ya que, sea f : M — N un homomorfismo sobreyectivo de A-modulos y sean
g,h : N — P homomorfismos tales que go f = ho f. Dadon € N existe m € M

tal que f(m) = n.
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Por tanto

Como se tomo un n arbitrario se concluye que g = h.

Por otra parte sea f : M — N un epimorfismoen M,y P = el modulo

( )
cociente de NV por laimagen del homomorfismo f. Consideremos los A-morfismos
g,h : N — P definidos por g(n) = n+ Im(f) y h(n) = 0+ Im(f) para todo
n € N.

Por definicion go f = ho f = g = h.

gof=hof=g=h

= g(n) = f(n);neN

=n+Im(f) =0+ Im(f)
=n+ Im(f) = Im(f)
(

=neclIm(f);Vne N

Asi f es sobreyectiva.

Ejemplo 2.3.2
En la categoria M 4 los homomorfismos inyectivos son los monomorfismos.

Ya que, sea f : M — N un homomorfismo inyectivoy g,h : P — M homomor-

fismos tales que fog = f o h.
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Para cada x € P se cumple que:

(
= Flg(e) = h(@)) = 0
= g(x) —h(z) =0
= g(x) = h(z)

Asi f es monomorfismo.

Por otra parte se tiene que f es monomorfismo donde f : M — Ny f € Moda
y sean my, ms € M tales que f(m;) = f(ms).

Sea P =< mj; — my >y consideremos los A-homomorfismos i,h : P — M
donde ¢ es el homomorfismo inclucién y h es el homomorfismo nulo.

Se tiene que i(my — ms) = my — ma y h(m; —msy) = 0.

f(mz)

f(ml)
f(mq) — f(ma)

I
o

) = £(0)
f(i(my —ma)) = f(h(my —my))
(f 0d)(m = (f o h)(my —my)

f(my —my
2
m2)

Ademas por ser f monomorfismo i = h, asi:

i(m1 — mg) = h(m1 — m2>
i(ml — mQ) =0
my — MMy = 0

my = Mg
Por tanto f es un homomorfismo inyectivo.

Como consecuencia de los dos ejemplos anteriores se tiene que en la categoria M 4 los

bimorfismos son los homomorfismos biyectivos.
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Ejemplo 2.3.3
Este ejemplo muestra que en la categoria Ani; no todo epimorfismo es un homo-

morfismo sobreyectivo.

Lainclusién i : Z — Q es un homomorfismo no sobreyectivo, sin embargo es un
epimorfismo de Ani;.

Sea C' unanilloy g, h : Q — C homomorfismos tales que go i = h oi.

Para todo racional § se cumple que:

pPy_ oo 1
9(5)—9(19 q)

es decir g = h por tanto ¢ es epimorfismo.

En la categoria Ani, la prueba de que todo homomorfismo inyectivo es monomorfis-
mo es andloga a la dada en el Ejemplo 2.3.2 para moédulos. De lo visto anteriormente
se sigue que en la categoria Ani, los bimorfismo no coinciden con los homomorfismos
biyectivos, de tal manera que todo homomorfismo biyectivo es bimorfismo pero no lo

contrario.
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Definicion 2.3.2
El morfismo f : X — Y se dice una retraccion, si existe un morfismo h : ¥ —

X tal que f o h = 1i,. En otras palabras, f es un retraccion si posee un inverso a
la derecha. Se dice que f : X — Y es una corretraccion, si tiene inverso a la
izquierda. Um isomorfismo es un morfismo que es retracciéon y corretraccion al

mismo tiempo.

Nétese que para un isomorfismo el inverso por la derecha coincide con el inverso por
la izquierda y es el Unico que cumple esta doble condicion. Dicho morfismo sera llamado
el inverso de f, y sera notado por f~!. Para indicar que dos objetos X, Y son isomorfos,
esto es, que existe un isomorfismo entre ellos, escribimos X = Y.

A partir de las definiciones anteriores es evidente que una retraccion es un epimorfismo
y que toda corretraccion es un monomorfismo. De esto se desprende que todo isomor-
fismo es un bimorfismo. Una categoria se dice balanceada si todo bimorfismo es un

isomorfismo.

Ejemplo 2.3.4
Consideremos los Z-médulos 27 y 7Z con el homomorfismo inclusion
1:22 — 7
2k — i(2k) =2k ;VkeZ

Como 7 es inyectivo se tiene que ¢+ es un monomorfismo por ejemplo 2.3.2.
Pero i no tiene inverso a izquierda, ya que:
Sea g : Z — 27 un homomorfismo tal que g o i = iz.

Si g(1) = 2m con m € Z entonces:

9(2) =9(1+1)
9(i(2)) = g(1) + (1)
(goi)(2) =2m +2m

Lo cual es una contradiccion ya que m € Z.
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Ejemplo 2.3.5
El homomorfismo canénico j : Z — Z, es claramente sobreyectivo, y por ende,

un epimorfismo. j no es un retraccion ya que el unico Z-homomorfismo de Z, en

Z es el nulo, ya que:

fO)=f1+1)
0= f(2(1))
0=2f(1)

la Unica manera de que se cumpla la igualdad es que f(1) = 0.

De la definicién 2.3.2 y de los dos ejemplos anteriores se obtiene que:
= En M, toda retraccion en un homomorfismo sobreyectivo, pero no lo contrario.

= En M4 toda corretraccién es un homomorfismo inyectivo,pero el reciproco no se

cumple.

Ejemplo 2.3.6
En teoria general de anillos y modulos se demuestra que los isomorfismos coinci-

den con los homomorfismos biyectivos. De aqui, y de lo anotado al final del ejemplo
2.3.2, se obtiene que M, es una categoria balanceada. Y Ani; no es balancea-
da: como se observo en los ejemplos anteriores la inclusién i : Z — Q es un
bimorfismo, pero claramente no es biyectivo.

Definicion 2.3.3 Tipos de Objetos
Sea C una categoria.Un objeto I € Ob(C) se dice inicial si para cada objeto X €
Ob(C) el conjunto Mor(I, X) es unitario.
Un objeto T € Ob(C) se dice terminal si para cualquier objeto X € Ob(C) el
conjunto Mor(X,T) es unitario.
Un objeto que es simultaneamente inicial y terminal se denomina objeto cero, y

se acostumbra a denotar por 0.

Resulta a partir de las definiciones anteriores que dos objetos iniciales de una cate-

goria son necesariamente isomorfos.
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Supongase C una categoria e Iy, I, objetos iniciales entonces Mor(l;, X;) = {z}y
Mor(I5, X5) = {y} para cada X, Xy € Ob(C), debemos probar que I; = I,.

Tomemos en particular X; = I, como [; es inicial existe un Unico f € Mor(I, I») tal
que f: I — 1.

Ahora tomemos X, = I;, como I es inicial existe un Unico g € Mor(Iy, I;) tal que
g: Iy — 1.

Podemos componer fy g de la siguiente manera:

Il—f>[2—g>[1 gOf:Il—>[1

Ig—g>[1—f>[2 ngI[2—>IQ

Pero como I; es inicial, existe un unico morfismo definido de [I; — [, pero se tienen
dos los cuales son go fy 1;,. Portanto go f = 1;, asi f tiene inverso por la izquierda.
Ademas por ser I, inicial existe un unico morfismo definido de I, — I, pero tenemos
los morfismos f o g e 1;, que cumplen estar definidos de [, — I, portanto fog =1y,
asi f tiene inverso por la derechas.

Por tanto f es isomorfismo.

Asi I, = .

Tal situacion se tiene también para dos objetos terminales

Ejemplo 2.3.7
Todo monoide X constituye una categoria con X como unico objeto y con los ele-

mentos de X como morfismos. Los productos estan definidos por la multiplicacion
sobre X.

Veremos si esta categoria posee objetos imiciales, finales y objetos cero.

Como el Unico objeto de la categoria es X entonces veremos si Mor(X, X) es
unitario, para ver si X es inicial y ademas objeto final.

Se tiene

a: X — X

fra-p
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cona € X

y ademas se tiene

1x: X — X

T—

por lo cual se tienen dos morfismos que van de X a X, por tanto X no es objeto
inicial y tampoco es obijeto final.

Asi la categoria no posee objeto cero.

Ejemplo 2.3.8
La categoria C'onj de Conjuntos donde sus morfismos son las funciones.

Veremos si posee objetos cero.

El Unico objeto inicial es ¢ ya que si tenemos algun objeto distinto de vacio este
posee al menos dos funciones la cual es la funcion identidad y la funcion constan-
te. Por lo caal Mor(¢, X) = {¢}.

Ademas los objetos finales de la categoria de conjuntos son todos los elementos
unitarios, ya que el unico morfismo es la funcién constante, por definicién de fun-
cion.

Sin embargo ¢ = {(z,¢(z)) | x € X , ¢(x) € ¢} no es un objeto final, ya que
por definicién de funcion, ¢ debe cumplir que para todo elemento de X debe estar
relacionado con uno de ¢, pero vacio no posee elementos por lo cual no existe una
funcién que cumpla esa condicién.

Asi Mor(X,¢) ={}.

Por tanto la categoria conjuntos no posee objetos cero.

Ejemplo 2.3.9
En la categoria Gru el {0} es un objeto cero.

La categoria Gru es la categoria de grupos en la clual sus objetos son los grupos
y sus morfismos los homomorfismos de grupos, para ver que {0} sea un objeto

cero, debe ser un objeto inicial y un objeto final.
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= ;Objeto inicial? Los Unicos morfismos que hay de {0} — X son el homo-
morfismo identidad y el homomorfismo cero, y cumplen la cualidad de ser el
mismo homomorfismo.

Asi {0} es un objeto inicial.

= ;Objeto final? El tnico homomorfismo que existe de X en {0} es el homo-
morfismo nulo.

Asi {0} es un objeto final.
.. {0} es un objeto nulo.

Definicion 2.3.4
El morfismo f : X — Y se llama morfismo cero a izquierda si fog = foh, para

cualquier objeto Z y cualesquiera morfismos ¢g,h : 7 — X. Se dice que f es un
morfismo cero a la derecha si gof = ho f, para cualquier objeto Z y cualesquiera
morfismos g, h : Y — Z. Un morfismo que sea cero simultaneamente a izquierda

y a derecha se llama morfismo cero.

Si I es un objeto inicial entonces cualquier morfismo I — X es un morfismo cero a
derecha.

Sean h,g : X — Z, se tiene el siguiente diagrama:
[t-xt.z

Asi la composicion estara definida como

hof
I —=
gof

Pero ho f = go fyaque Mor(I,Z) es unitario por ser [ inicial.
Analogamente, si 1" es objeto terminal, entonces todo morfismo con codominio 7" es

morfismo cero a izquierda.
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Ejemplo 2.3.10
En la categoria Mod, de los A-médulos izquierdos, el homomorfismo nulo

0: M — N es un morfismo cero.

Es un morfismo cero a izquierda ya que si tomamos un Z € Ob(Mod ) arbitrario,
y sean f,g: Z — M homomorfismos.

Se sabe que el homomorfismo nulo estda definido de la siguiente manera

0: M — N, debemos probarque 0o f =00g.Seaz € Z

reZ= flx)yeM

= 0(f(x)) e N

= 0(f(2)) =0
y
t€Z=g(x)EM
= 0(g(x)) € N
= 0(g(x)) =0
asi

0(g(x)) = 0(f(z))
(00 g)(z) = (00 f)(x)
como se tomo un x arbitrario se cumple que 0o g = 0o f.
Por tanto el homomorfismo nulo es un morfismo cero a izquierda.

Ademas es un morfismo cero a derecha ya que.

Sean f,g: N — Z,y x € M se tiene que:

reM=0x)eN

= 0(z) =0
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ahora
(fo0)(z) = f(0(z))
= f(0)
=0
y
(g0 0)(z) = g(0(z))
= 9(0)
=0

asi (go0)(z) = (fo0)(z) como se tomo un x arbitrario se cumple que go0 = fo0
por tanto es un morfismo a derecha.

Asi el homomorfismo nulo es un morfismo cero.

Proposicion 2.3.5
En una categoria con objeto 0, para cada par de objetos X, Y existe un Unico

morfismo cero en Mor(X,Y'), notado Oxy-.

Demostracion:

m Existencia
Sea f : X — Y un morfismo cero a izquierday g : Y — Z un morfismo cero a
derecha, vamos a probar que g o f es un morfismo cero.

Sean h, k : Z — W morfismos, entonces

ho(gof)=(hog)of

= (kog)o f ;Porserg morfismo cero a derecha

=kol(gof)

con lo cual g o f es un morfismo cero a derecha.
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Ahora tomemos r, s : W — X morfismos, entonces

(goflor=go(for)
=go(fos) ;Porser f morfismo cero a izquierda

=(gof)os

con lo cual g o f es un morfismo cero a izquierda.

Asi g o f es un morfismo cero.

Como el objeto 0 es inicial entonces m : 0 — Y es un morfismo cero a derecha
y ademas por ser 0 objeto final entonces n : X — 0 es un morfismo cero a
izquierda.

Por tanto mon es un morfismo cero por lo probado anteriormente, y lo denotaremos

como Oxy = mon.

» Unicidad

Sea el siguiente diagrama conmutativo

X "0
o)k\ lm
Y
Puesto que n y m son unicos por ser 0 un objeto nulo. Basta probar que cualquier
morfismo cero h : X — Y se puede escribir como h = m o n.
Consideremos el diagrama
iy
XYY

Como Oyy es morfismo cero se tiene que Oyy o h = Oyy o (m o n), también como
f es morfismo cero entonces Oyy o h =iy o h.
Asi
Oyyo(mon) :Oyyoh
= iy oh
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Pero como y es morfismo cero a derecha cumple que Oyy om = iy om, por lo que

Oyy o(mon)=nh
(Oyyom)on:h
(lyom)on=h ;iyom=m

mon=nh

Asih=mon=_0xy

Definicion 2.3.6
Una categoria se dice que posee cero morfismos, si para cualesquiera par de

objetos X, Y existe un morfismo Oxy : X — Y tal que
(i) foOxy =0xz, paracada objeto Z ycada f € M(Y,Z)

(i) Oxy o g = 0zy, para cada objeto Z y cada g € M(Z, X).

Nétese que en una categoria C' con cero morfismos la colecciéon de cero morfismos

{0xy } xyeow(c) €s Unica:

/ ! !
OXY OOXX - OXY R OXY o} OXY - OXY
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2.4. Funtores

Al igual que en anillos y modulos, las categorias adquieren importancia cuando se
les compara o se relacionan. Este papel de comparacion e interrelacidén lo desempefan
los funtores, los cuales seran el siguiente objeto de estudio.

Definicidon 2.4.1 Funtor covariante
Sean B, C categorias y consideremos una funciéon F' : B — C que asigna a cada

objeto X de B un objeto F'(X) de C

Notacion:

F : Ob(B) — Ob(C)

B~ F(B)
y a cada morfismo a de B un morfismo F'(«) de C. Notacion:
F:Mor(B,C) — Mor(F(B), F(C))
a— F(a)

V B,C € Ob(B)
Se dira que F' es un funtor covariante de B en C si y sélo si satisface las
tres condiciones siguientes:

a) Sia: X — Y entonces F(a): F(X) — F(Y)

b) F(ix) = irx)

c) Sif o « esta definido, entonces F(3 o ) = F () o F(a) con «, 8 € Mor(C)

Definicion 2.4.2 Funtor Contravariante
Sean B, C categorias y consideremos un funcién F' : B — C que asigna a cada

objeto X de B un objeto F'(X) de C
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Notacion:

F : Ob(B) — Ob(C)
B+ F(B)

y a cada morfismo a de B un morfismo F'(«) de C.

Notacion:

F: Mor(B,C) — Mor(F(C), F(B))

a— F(a)

Se dira que F' es un funtor contravariante de B en C si y sélo si satisface las

siguientes condiciones:
a) Sia: X — Y, entonces F(a) : F(Y) — F(X)
b) F(ix) = irx)
c) Si 5 o« esta definido, entonces f(f o a) = F(a) o F(B) con «, 8 € Mor(C)

Proposicién 2.4.3
La funcién compuesta g o f es un funtor covariante si f y g tienen la misma varian-

cia; g o f es un funtor contravariante si f y g son de variancia opuesta.

Demostracion:
Sean B,C, D categoriasy F' : B — C, G : C — D funtores tal que G o F' esta definido,
de los cuales se pueden tener cuatro casos.

La parte a) y b) de definicién de Funtor con inmediatas, asi solo se plantea la parte ¢).

» [’y (G sean covariantes

Sean o € Mor(B,C),3 € Mor(C, D) tal que 3 o « esta definido, asi o o €
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Mor(B, D) con B € Ob(B), C € Ob(C)y D € Ob(D). Tenemos que:

(GoF)(Boa)=G(F(foa))
= G(F(B) o F(a))
= G(F(B)) o G(F(a))
=(GoF)(p)o(GoF)a)

Por tanto G o F' es un funtor covariante.

» [y (G sean contravariantes
Seana € Mor(B,C), 5 € Mor(C, D) talque foa € Mor(B, D) con B € Ob(B),
C € 0b(C)y D € Ob(D). Se tiene que:
(GoF)(Boa)=G(F(foa))
= G(F(a)o F(F))
= G(F(B)) o G(F(a))
= (GoF)(B) o (GoF)(a)

Por tanto GG o F' es un funtor covariante.

» [’ sea covariante y G contravariante
Seana € Mor(B,C), € Mor(C, D) talque foa € Mor(B, D) con B € Ob(B),
C € Ob(C)y D € Ob(D). Tenemos que:

(GoF)(foa)=G(F(foa))

Por tanto GG o I’ es un funtor contravariante.

» [’ sea contravariante y G covariante

Seana € Mor(B,C), € Mor(C, D) talque foa € Mor(B, D) con B € Ob(B),
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C € 0b(C)y D € Ob(D).

(GoF)(foa)= foa))
) o F(B))
) o G(F(5))

— (G o F)(a)o (G o F)(8)

G(F(
G(F(
G(F(

(07
(07

Por tanto G o F' es un funtor contravariante.

Ejemplo 2.4.1 Funtor identidad
Sea iz una funcién de una categoria B en si misma, tal que iz(f) = f, para cua-

lesquiera B € Ob(B)y f € Mor(B).
Vamos a probar que iz es un funtor covariante para ello debe cumplir las 3 condi-
ciones de la definicién de funtor covariante.

15 esta definida de la siguiente manera

i - Ob(B) — Ob(B)

B ig(B) =B
ademas
i : Mor(B, B) — Mor(B, B)
frris(f)=f
a) Por definicion f : B —» By ig(f) : ig(B) —> ig(B)

b) Seaip € Mor(B, B)

iB . ’LB(B) — ZB(B)
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asi
is(ip) =i
= i) ;i8(B) =B
asi cumple la segunda condicion.
c) Sea fe Mor(X,Y),g€ Mor(Y,Z),talque go f € Mor(X, Z)
x—1 7z
o
is(X) 7 is(Y) ——=is(Z

ig(go f)=go f ;Pordefinicién de iz
= is(9) o i5(f)

Asi cumple con la tercera condicion de la definicion de funtor covariante.

Ejemplo 2.4.2
Consideremos la categoria My de R-médulos juntamento con un R-médulo M

dado. Definamos una funcién
H: MR — MR

como sigue. Para cada R-médulo X de Mg, sea H(X) el médulo Hom(X, M) de

los homomorfismos de X en M.

X — H(X) = Hom(X, M)
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Por otra parte, para cada homomorfismo « : X — Y de Mg, se define

H:Mor(X,Y) — Mor(H(Y), H(X))

a— H(a) = Hom(a, 1)
con Hom(«, 1) definido de la siguiente manera

Hom(a, 1) : Hom(Y, M) — Hom(X, M)
fr— Hom(a,i)(f)=io fou

donde i : M — M representa el endomorfismo identidad de M.

Claramente H es una funcién, si X =Y

H(X)= Hom(X, M)
= Hom(Y, M)

= H(Y)

ysia=0
H(a) = Hom(a, 1)
= Hom(B,1)
= H(p)

Vamos a comprobar que H es un funtor contravariante, para ello debe satisfacer

las tres condiciones de la definicién 2.4.2

a) ¢Sia: X — Y entonces H(a) : HYY) — H(X)?
Seaa: X — Y conX,Y € Ob(Mp).
Si X € Ob(Mg) entonces H(X) = Hom(X, M) ysiY € Ob(Mg) entonces
H(Y) = Hom(Y, M)

Se tiene por definicion que H(a) = Hom(«, 1), donde

Hom(a,i) : Hom(Y, M) — Hom(X, M)

163



2.4. FUNTORES CAPITULO 2. CATEGORIAS Y FUNTORES

Sustituyendo, se tiene lo siguiente:
H(a): HY) — H(X)
Por tanto cumple la primera condicion.

b) ¢H(ix) = imx)?
Se tiene que ix : X — X y ademas

inx) : H(X) = Hom(X, M) — H(X) = Hom(X, M)
f=inoo(f) = f
Asi
H{(io)(f) = Hom(ix,1)(f)
=io foix
=iof
=f
= i) (f)
Por tanto cumple la segunda condicién.

c) ¢H(foa)=H(a)o H(5)?
Seaa: X — Yyp:Y — Zdonde foa esta definido, asi foa : X — Z,

entonces por definicion

H:Mor(X,Z) — Mor(H(Z),H(X))
foar H(foa)=Hom(Boa,i)

donde

Hom(Boa,i): Hom(Z, M) — Hom(X, M)

fr—= Hom(Boa,i)(f)=tio fofoa
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por definicién.

Tomando el siguiente diagrama como referencia

X—e .y .7
H(jX) e H(LY) ) H(lZ)

Tomemos un f € Hom(Z, M) arbitrario, se tiene que

(Hom(a, i) o Hom(B,4))(f) = Hom(a,i)(Hom(B,i)(f))
= Hom(a,i)(i o f o )
—io(iofofB)oa
=(ioi)o fo(Boa)
—iofo(Boaq)
= Hom(B o , 4)

Por lo cual cumple la tercera condicién.

Por lo tanto F' es un funtor contravariante.

Ejemplo 2.4.3
Sea Mp, la categoria de R-médulos y se M un R-médulo dado fijo.

Definamos una aplicacion

K : Mrp— Mg

de la siguiente forma:

KIMR—>MR

X — K(X) = Hom(M,X)

ademads para cada homomorfismo o : X — Y de Mg sea K («) un homomorfis-
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mo

K : Mor(X,Y) — Mor(K(X),K(Y))

a— K(a) = Hom(i, a)
donde
Hom(i,a) : Hom(M,X) — Hom(M,Y)
fr= Hom(i,a)(f) =ao foi

donde i : M — M representa el endomorfismo identidad de M.
Vamos a comprobar que K es un funtor covariante. Para ello debe cumplir las tres

condiciones de la defincion de funtor covariante.

i) ¢Sia: X — Y entonces K(a) : K(X) — K(Y)?
Sean X, Y € Ob(Mg), tenemos que K(X) = Hom(M,X), K(Y) =
Hom(M,Y)y K(a) = Hom(i, «) por definicion.
Ademas
Hom(i,a) = Hom(M, X) — Hom(M,Y)

Asi sustituyendo se tiene que:
K(a): K(X) — K(Y)
Asi cumple la primera propiedad.

i) ¢K(ix) = ix(x)?

Tenemos que 1x : X — X y ademas

iK(X) 5 K(X) — K(X)

feikeo(f)=f
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Asi
K(ix)(f) = Hom(i,ix)(f)
—ixofoi
—ixof
=/
= ixx)(f)

i) (K(Boa)=K()oK(a)?

Seaa: X —Y,[:Y — Zdonde o« esta definido asi foa: X — Z

entonces
T
K(X) e K(Y) 55 K(2)
Sea f € K(X)

= K(B)(ao foi)
—Bo(aofoi)oi
= (Boa)o fol(iod)
—(Boa)o foi

= Hom(i, f o a)(f)
= K(Boa)(f)

Como se tomo un f arbitrario, se concluye que:

K(8) o K(a) = K(B0)

Por tanto X es un funtor covariante.
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Sea ahora By D categorias R-lineales arbitrariamente dadas. Un funtor covariante F’ :
B — D se dice R-lineal siy soélo si, para cualesquiera dos objetos X e Y de B, define

F un homomorfismo
Fixyy: Mor(X,Y) — Mor(F(X),F(Y))

de R-médulos. Andlogamente, un funtor contravariante G : B — D se dice R-lineal si

y sélo si, para cualesquiera dos objetos X e Y de B, GG define un homomorfismo
Gxy): Mor(X,Y) — Mor(F(Y), F(X))

de R-mddulos.
Asi el ejemplo anterior representa un ejemplo de un funtor R-lineal.

Definicion 2.4.4 Funtor Fiel
Un funtor F' : C — D se dice que es fiel si y sélo si, para cualesquiera dos objetos

X e Y de C, la restriccion

F(X,)Y)=F | Mor(X,Y)

es una funcién inyectiva.

Ejemplo 2.4.4
Siendo F' : C — D un funtor fiel arbitrario y o un morfismo cualquiera de C, probar

que
= Si F(«) es monomorfismo, también lo es «

Solucién
Supongamos que « : X — Y con X,Y € Ob(C) y F es un funtor covariante.

Seang,h: W — X asitalesque aog = aoh.
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Se tiene el diagrama

F(g)

FW) T

Como F(«) es monomorfismo se cumple que:
F(a)o F(g) = F(a)o F(h) = F(g) = F(h)
Ahora

aog=aoh= F(aog)=F(aoh)
= F(a)o F(g) = F(a)o F(h)
= F(g) = F(n)

=g=nh

Asi v es un monomorfismo.
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2.5. Transformaciones de Funtores

Definicion 2.5.1 Tranformacion Funtorial
Sean F'y (G dos funtores covariantes cualesquiera de una categoria C en una cate-

goria D. Una transformacion natural o morfismos funtorial del funtor F' en el funtor
G, es una funcion ® que asigna a cada objeto X de la categoria C un morfismo

®(X) de la categoria D cumpliéndose las dos condiciones siguientes:

i) Paratodo objeto X de C, se tiene

O(X): F(X) — G(X)

ii) Para todo morfismo o : X — Y de C, tenemos

Notacion:

En el caso de que F'y G sean funtores contravariantes, la condicién ii) de la defini-

cion debe ser reemplazada por la siguiente condicién:

i) Para todo morfismo o : X — Y de C, tenemos

Notacion:

Sean F, G : C — D funtores arbitrariamente dados de la misma variancia.
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Usaremos el simbolo

. F—G

para denotar un morfismo funtorial ¢ del funtor F' en el funtor G. Si el morfismo ®(X)
de D es una equivalencia para todo objeto X € C, entonces ¢ recibe el nombre de

equivalencia natural o isomorfismo de los funtores F'y (G, en simbolos
. F=G

Sea ahora ¢ : F' =~ (G una equivalencia natural de los funtores F',G : C — D.

Si F'y GG con funtores covariantes, se sigue de la condicion ii) de la definiciéon 2.5.1 lo

siguiente:
Fla)®(Y) = (X)G(a)
O(Y) o F(a) = G(a) o ®(X)
B(Y) o F(a)o (®(X)) ™ =G(a) o ®(X)o (®(X))™" ;Porser® inversible
D(Y)o F(a)o (®(X)) ' =G(a)oex sdonde ex = ®(X) o (®(X))™*
d(Y)o Fla)o (®(X))™ =G(a)

para todo morfismo o : X — Y de la categoria C. En caso de ser F'y GG funtores

contravariantes, entonces se deduce de ii’) lo siguiente:

F(a)®(X) = ®(Y)G()
(X) o F(a) = G(a) o (V)
P(X)o F(a)o (®(Y)) ™ =G(a) o ®(Y)o (®(Y))" ; Porser® inversible
O(X) o F(a)o (O(Y))™' = G(a)oey ;donde ey = ®(Y) o (®(Y))™
O(X) o F(a) o (2(Y)™' = G(a)
(

para todo morfismo o : X — Y de la categoria C.

Sean ®: ' — Gy V¥ : G — H morfismos funtoriales dadas de los funtores
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F.G,H : C — D. Definamos una funcién ®¥ tomando
(PU)(X) = O(X)¥(X)

para todo objeto X € C. Se puede comprobar que la funcion ®¥ es morfismo funtorial,

para ello debe cumplir las dos condiciones de la definicion 2.5.1

i) ¢ (U od)(X): F(X) — H(X)?

Sea el diagrama

2(X) (X)

F(X) G(X) H(X)

Se tiene que ¥(X) o &(X) : F(X) — H(X)
Pero por definicién se tiene que ¥ (X) o &(X) = (¥ o )(X)
Asi

(Tod)(X): F(X)— H(X)

i) ¢(Pod)(Y)o F(a)=H(a)o (Vod)(X)?
Seaa: X — Y dondea € Mor(C)y X,Y € Ob(C)

Tomemos el diagrama siguiente como referencia

FX) 2L piy)y

)
@(X)l oY)
a(x) £ g
\I!(X)l u(Y)
HX) 2L giy)

2
)

=

Se tiene que:

H(a)o (Vod)(X)=H(a)oW¥(X)od(X)
= (H(a) o W(X)) o &(X)
=U(Y)oG(a)o d(X)
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Asi &V es un morfismo funtorial.

Por ultimo, dos funtores F, G : C — D se dicen equivalentes naturalmente o isomorfos,
en simbolos

F~G
si y solo si existe una equivalencia natural

¢: =G

2.6. Funtores de Modulos*

(*Es un preambulo para estructuras mas generalizadas que hacen uso de Fun-
tores)
En la presente seccidén veremos funtores de una categoria con una estructura mas fami-
liarizada, la cual es la categoria My de R-mddulos.
En esta seccion se hara principal mencion a los funtores covariantes ya que los teoremas
y sus pruebas son analogas en el caso de que el funtor sea contravariante.
Como My es una categoria R-lineal la nocion F': Mr — Mpg es mas ventajosa.

Como el elemento cero del R-médulo
Mor(X,Y)= Hom(X,Y)

es el homomorfismo trivial 0 : X — Y para dos R-médulos cualesquiera X, Y.

Lema 2.6.1
Cualquier funtor lineal F' : Mrp — Mp sobre R aplica todo homomorfismo trivial

en un homomorfismo trivial.

Demostracion.
Sea 0 : X — Y un homomorfismo trivial y F' un funtor R-lineal, por definicion se tiene

que F' define un homomomorfismo

Fixyy: Hom(X,Y) — Hom(F(X),F(Y))

0+ F(X7y)(0) =0
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Asi
0= Fixv)(0)

= Friom(x,v)(0)
_ F(0)

Por tanto F' aplica de un homomorfismo trivial a un homomorfismo trivial.

Establezcamos ahora el siguiente teorema

Teorema 2.6.2
Sea F': Mp — Mpg un funtor R-lineal covariante. Si

B

0 X ==Y A 0

es una sucesién exacta corta que se escinde de R-mddulos, entonces igual sucede

con la sucesion

0—— F(X) 2% povy 29 przy ——0
Demostracion.

Sea el diagrama

0 X— .y % .z 0

F(X) — —
() 5z FOV) 55 F(2)
Debido a la exactitud de la sucesién
a B
0 X Y Z 0

« €s un monomorfismo, [ es un epimorfismo y se cumple que
Im(a) = H = Ker(p)

Como la sucesidn se escinde, Y se puede escribir como un sumando directo de H y otro
submodulo K de Y, asi

Y=HoK
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Esto implica la existencia de dos homomorfismos v:Y — Xy d: Z — Y de Mg
7.y 2. X
tales que:
» of = foa=0yaque la sucesién es exacta.
B ay=70a =1y
" )3=Bod=1iy

" jy=7v00=0
Supongamos que

72y 2s7  ~yo§=?

Por hipotesis se tiene que:

AsiY se escindeenY = Im(«a) & Ker(y).

Ademas

B

Z72sv-Lo7 Bob=iy

AsiY se escindeenY = Im(6) & Ker(5).

Por lo que

Im(a) ® Ker(y)

Im(0) ® Ker(pB)

Im(a) ® Ker(y) = Im(5) @ Im(«)

Im(a) ® Ker(y)

Im(a) & Im(9)

De la igualdad anterior se deduce que Ker(y) = Im(6).

Por tanto vy o 6 = 0.

donde ix e iz son los endomorfismos identidad de X y Z, respectivamente.

Como F' es un funtor R-lineal covariante, se deduce que:
= F(f)o F(a) = F(a)F(B) = F(ap) = F(0) =0
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- F(2)0 F(9) = FO)F() = F(o) = F(0) =0
" F(y)o Fla) = F(a)F(y) = Flay) = F(ix) = irx
» F(B)o F(0) = F(O)F(B) = F(68) = F(iz) = irz)

donde ip(x) € ip(z) son endomorfismos identidad de F'(X) y F'(Z), respectivamente.

Por lo que F'(«) es monomorfismo y F'(/3) es epimorfismo, y
Im[F(a)] = Ker[F(B)]  Im[F(6)] = Ker[f(7)]

ademas como ix(x) es isomorfismo cumple que F'(Y') se puede escribir de la siguiente

manera:

Esto implica que la sucesién

() F(pB)

0——= F(X) F(Y) F(Z)—=0

es exacta y se escinde.

Definicion 2.6.3 Funtor Exacto
Un funtor covariante ' : Mrp — Mp se llama exacto si y sélo si, para toda suce-

sién exacta
X2,y f.z7
de R-médulos, la sucesién
FOO L2 riy) 29 p(z)

es también exacta.
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Analogamente, un funtor contravariante F' : Mrp — Mp se llama exacto si y so6lo

si, para toda sucesién exacta corta
x-—2.vy-2.z

de R-médulos, la sucesién

es también exacta.

Lema 2.6.4
Cualquier funtor exacto F' : Mr — Mpg aplica todo modulo nulo en un mdédulo

nulo; en simbolos, F(0) = 0

Demostracion:
Sea 0 un médulo nulo de My. Consideremos una sucesién exacta
0—>0—0
donde 7 representa el endomorfismo identidad.

Como F' es un funtor exacto la sucesion

es tambié exacta.
Como F es funtor cumple que F(i) = ip() , entonces F(i) es el endomorfismo identidad
de F(0).
Asi
F(0) = Im|[F(i)] ; Porser F(i) epimorfismo
= Ker[F(i)] ; La sucesion anterior es exacta

=0 ;Porser F(i) monomorfismo

Por tanto £'(0) =0
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Ejemplo 2.6.1
Antes de ilustrar la exactitud del funtor se hara mencién del anillo cociente QQ cono-

cido como el anillo de fracciones.

Para ello sea Z el conjunto de los nimeros enteros y Z* = Z — {0} el conjunto de
los niumeros enteros distintos de el elemento cero.

Sea A = Z x Z*, se define sobre A la relacién (z,y) ~ (a,b) < Ju € S |
u(bxr — ya) = 0. Esta relacion es evidentemente de equivalencia.

Asi Q se definira como Q = 4.

Notacioén: La clase de un elemento [(a, )] en A se denota ¢.

AsiQ={%| a€ZNbecZ—{0}}

Sea Aunanilloy S C Atalque 1 € S con S es cerrado bajo la multiplicacion.

Ademas se define una relacion ~ en A x S de la siguiente manera:
(a,s) ~ (b,t) < u(at —bs) =0 ; para algin u € S

claramente ~ es una relacion de equivalencia, definiendo B = A x S, se tiene que
el cociente £ = 4%5 es el conjunto de clases en B.
Notacion: El conjunto de clases en B serd denotado por S™'A={2| a € A A

s e S}

ta+sb . a b __ ab

S~'A es un anillo con las operaciones + : ¢ + % =Ry 2.2 =%
Se sabe que S C A es cerrado y ademas 1 € S, sea ahora M un A-médulo,
como en el anillo A se definira sobre M x S la relacién ~ de la siguiente manera:
(m,s) ~ (a,t) & Jues |ultm—sa) =0}

donde ~ evidentemente es una relacion de equivalencia.

Ademas S~'M = MTXS es el conjunto de clases en M x Sy se puede reescribir
también como

STIM={2|meM AseS}.

Asi S~'M define un A-médulo con la operacion + : @ 4 2 = Imtsn v 550 g
t st

S
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representacion ¢ donde

01 Ax STIM — ST'M
m am

(CL,—) = ——

S S

asi mismo S—'M define un S—! A-médulo.
Sea

At .p_ 9. ¢

una sucesion exacta de R-mddulos.

Definamos una funcioén tal que

FS : Ob(MR) — Ob(MR)
A Fo(A) = 5714

y ademas

Fs: Mor(A,B) — Mor(Fs(A), Fs(B))
f = Fs(f)

donde

Vamos a probar que Fs es un funtor covariante

a) ¢Sif: A—> Bentonces Fs(f): Fs(A) — Fs(B)?
Por definicion Fs(A) = S'Ay Fs(B) = S™'B

tenemos que Fs(f) : S7'A — S!B sustituyendo se tiene lo siguiente

Fs(f) . FS(A) — Fs(B)
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b) ¢Fs(1a) = 1pga)?

Seate S'A
a La(a)
Fs(14)(%) =
s( A)(S) .

_a

N S
a

= lrs(3)

Como se tomo un ¢ arbitrario se concluye que Fs(14) = 1p4(a)

c) ¢Fs(go f)=Fs(g)oFs(f)?
SealecS'A

Como se tomo un ¢ arbitrario se concluye que Fs(g o f) = Fs(g) o Fs(f)

Asi F5 es un funtor covariante.

Por lo que se tiene el siguiente diagrama

A—T . p_ 9 .¢

Fs(A
Vamos a probar que la sucesién

Fs(4) 2 Fy(B) Y py(0)

es exacta.

Para ello debe cumplir que Im(Fs(f)) = Ker(Fs(g))
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= ¢ Im(Fs(f)) C Ker(Fs(g))?
Para ello debemos ver que Fs(g) o Fs(f) =0

Tenemos que

Fs(g) o Fs(f) = Fs(go f)
= F5(0)

=0
Por tanto Im(Fs(f)) C Ker(Fs(g))

= (Ker(Fs(g)) C Im(Fs(f))?
Seaz € Ker(Fs(g)) C S7'B, asi z = %. Por lo que

Fs(g)(z) =0
Fg(g)(g) = g ccons €8
9b) _ 0
gb)-s"=0-s

Asi

(g(b),8) ~ (0,8") = 3t e S| t(s - g(b)—0-5) =0
= t(s' - g(b)) =0
=g(t-s-b)=0
=gt -b)=0 ;t'=t-5
= t'-b e Ker(g) = Im(f)

=t'b=f(a) ;a€ A
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Ademas se tiene que f(a),t'-be Ayt -s € S, asi

(- bt s)~ (fla),t'-s)=t-b-t'-s—t s fla) =0

=t b-t'-s=t-s-f(a)

:>t’~b:m
t-s t-s
b_ i

s t-s

= 2= F(f) (5

=z € Im(Fs(f))

)

Por tanto Ker(Fs(g)) C Im(Fs(f))

Como la sucesién

es exacta entonces Fg es un funtor exacto.
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Por ultimo se enunciaran los funtores semiexactos, en la cual estd mencién puede
servir para futuros proyectos de investigacion en el area de Algebra Homolégica.
Los funtores exactos no son frecuentes. La mayoria de los funtores conservan la exacti-
tud sélo parcialmente. Para definir las diversas nociones de exactitud parcial de un funtor

I Mr — Mpg consideremos una sucesidn exacta corta arbitrariamente dada

de R-moédulos.

Un funtor F': Mr — My se dice semiexacto si y s6lo si la sucesion

F(e) ) F(B)

F(X) FY F(Z)

es siempre exacta si F' es covariante, y la sucesion

F(B) ()

F(2) F(Y) F(X)

es siempre exacta si F' es contravariante.

Un funtor F' : Mr — Mp se dice exacto por la izquierda si y sélo si, la sucesién

0—— F(x) 1

es siempre exacta si I’ es covariante, y la sucesion

F(B) F(a)
) — —_—

0—=F(Z F(Y) F(X)

es siempre exacta en el caso de ser F' contravariante.

Un funtor F' : Mr — Mg se dice exacto por la derecha si y s6lo si, la sucesién

F(a)

PO poyy 2L pz) ——0

es exacta en el caso de ser F' covariante, y la sucesion

) F(B) (o)

F(Z F(Y) F(X)—=0

es exacta en el caso de ser F' contravariante.
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Ejemplo 2.6.2
Sea M un R-modulo arbitrario y

At B 9.0 .y

una sucecion exacta de R-modulos, entonces la sucesion
0—— Hom(C, M)Hﬂ(g;i)Hom(B, M)Hﬂ;i)ﬂom(/l, M)

donde i : M — M es el endomorfismo identidad del médulo M, es también
exacta.
Solucion

Sea F); una funcién definida de la siguiente manera:
Fyr: Ob(Mg) — Ob(MEg)
A Fy(A) = Hom(A, M)
y ademas
Fy e Mor(A, B) — Mor(F(B), F(A))
[ Fu(f) = Hom(f,7)
donde
Hom(f,i) : Hom(B, M) — Hom(A, M)
a— Hom(f,i)(a) =ioao f
Primeramente vamos a probar que F; es un funtor contravariante.

a) ¢Si f: A— Bentonces Fy(f): Fy(B) — Fay(A)?

Se tiene por definicion que
Fy(f): Mor(A,B) — Mor(F(B), F(A))
f= Fu(f) = Hom(f,i)

y ademas Fy(f) = Hom(f,i) : Hom(B,M) — Hom(A, M) pero
Hom(B, M) = Fy(B)y Hom(A, M) = Fy(A), asi
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b) ¢Fm(ia) = iry(4)?
Se tiene que iy : A —> Ay ademas
ipy(a) : Hom(A, M) — Hom(A, M)
o= iFAI(A)(a)
Asi
Fry(ia)(a) = Hom(ia, i) ()
=j0Q0iy
=QO0iy
=«
= Z.FM(A)(CO

como se tomo un « arbitrario se concluye que
Far(ia) = iy (a)

c) ¢Sigo f esta definido entonces Fi (g o f) = Fuy(f) o Far(g)?
Seaa € Hom(B, M)

(Fu(f) o Frr(9))(@) = Fn(f)(Fm(g)(a))
= Fu(f)(Hom(g, i)(e)
= Hom(f,i)(ioaog)
=io(ioaog)of
=(ioi)oao(gof)
=ioao(gof)

— Hom(g o f,i)(a)

Por tanto F); es un funtor contravariante.
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Ahora para que la sucesién

0 —— Hom(C, M"Yt om(B, MY L om(A, M)

sea exacta debe cumplir que: Im(Hom(g,i)) = Ker(Hom(f,1)).

n ;Im(Hom(g,1)) C Ker(Hom(f,17))?
Debemos probar que Fy(f) o Fy(g) =0

FM(f)OFM(g> = Hom(f,z) OH0m<gai>
= Hom(go f,1)
= Hom(0,1)

=1
Por tanto Im(Hom/(g,i)) C Ker(Hom(f,1))

w i Ker(Hom(f,i)) C Im(Hom(g,1))?
Sea o € Ker(Hom(f,1))

a € Ker(Hom(f,1)) = Hom(f,i)(a) =0
=ijoaof=0
= i(ao f)=0
= ao f e Ker(i)
= a(f) € Ker(i)

= a(Im(f)) C Ker(i)
Sea K = Im(f) = Ker(g)

a(K) = a(Im(f))
= Ker(i)

=0
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Asi « : B — M induce un homomorfismo ¢ :  — M del méduolo
cociente ) = B/K.
Sea h la aplicacion definida como
h:Q=B/K—C
b+ K w— h(b+ K) = g(b)
e ;I esta bien definida?
Seab+ K,a+ K€ B/Ktalqueb+ K =a+ K

b+ K=a+K=b—ac K

=b—a € Ker(g)

Por tanto h esta bien definida.

e ;h es morfismo?

Seab+ K,a+ K€ B/KyreR

h(a+ K +r(b+ K))

a+ K+rb+rk)

>

a+rb+ K)

g(a) + g(rb)
a) +rg(b)
a+ K)+rh(b+ K)

(

(
gla+rb)

(

9

h(

e ;h es monomorfismo?

Para que h sea monomorfismo debe cumplir que Ker(h) = 0.
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Seab+ K € Ker(h)
b+ K € Ker(h) = h(b+ K)=0
= g(b) =0
=be Ker(g)

=be K

Por tanto Ker(h) =0
e ;h es epimorfismo?
Debemos probar que Im(h) = C
o ¢Im(h) C C?
Seaa € Im(h)
acImh)=3Ib+KeQ|h(b+K)=a
= h(b+K)=a
= g(b) = a
= a € Im(g)

= a € C ; g es epimorfismo
o ¢C C Im(h)?
c € C = g(a) =c ; g es epimorfismo
= h(a+ K)=c
= c € Im(h)

Seap: B — (@ la proyeccién natural.

Obtenemos el siguiente diagrama
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donde los tridngulos son conmutativos.
Como h es isomorfismo es inversible, asi existe h=! : C' — M.

Por lo que se puede definir un homomorfismo
:poh™:C—M
entonces § € Hom(C, M), se sigue que:

Hom(g,i)() =iofog
—jo(poh oy
= (ioy)o(h ™ oyg)
=vop

=

Asi o € Im(Hom(g,1))
Por tanto Ker(Hom(f,i)) C Im(Hom(g,1)).

Asi se acaba de probar que F; es un funtor exacto a izquierda.
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