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tNTRODUCCION 

El presente trabajo se desarrolla en dos capítulos, en el 

primero y más extenso se tratan las propiedades elementales de 

los espacios pre-Hilbert y se introducen los espacios de Hil

bert, luego de las formas lineales continuas en los espacios -

de Hilbert, tratamos brevemente los conceptos que están rela

cionados y que son indispensables para el desarrollo del segun 

do capítulo. Previamente se bosquejan otros temas, tales como 

Espacios Vectoriales, Espacios Métricos, Espacios Normados y -

Subespacios Lineales Cerrados ; de estos temas se desarrollan -

los conceptos básicos para hacer la introducción en los espa -

cios de Hilbert. 

El segundo capítulo trata sobre operadores en espacios de 

Hilbert, el cual es el tema principal de este trabajo. Los op~ 

radores tratados son : 

.. ,:,. -, ._, -- Isométrico - Unitario 

Autoadjunto - Proyección y Normal 

De estos se demuestran algunos teoremas elementales. 

Consideramos que en este traba jo hay objetivos generales 

y específicos, entre los primeros tenemos 

Contribuir en la divulgación de tópicos matemáticos muy -

importantes. 

Aportar material bibliográfico de apoyo a cursos introduc 



torios de los espacios de Hilbert. 

Entre los objetivos específicos están 

Conocer las propiedades básicas de los espacios de Hilbert. 

Estudiar la continuidad de funciones lineales en los esp~ 

cios de Hilbert. 

Estudiar las formas bilineales y sesquilineales acotadas 

en espacios de Hilbert. 

Estudiar las propiedades elementales de operadores en es

pacios de Hilbert. 

El estudio de tópicos en espacios de Hilbert es de gran -

importancia ya que a través de éste puede intentarse posterio~ 

mente un estudio de las aplicaciones de esta teoría, así como 

a la vez se impulsa el desarrollo de la Matemática en el país 

en la rama del Análisis. 

Agradecemos al Lic. José Javier Rivera Lazo, tan valiosa 

orientación en el desarrollo de este trabajo, así mismo a la -

Sra . Vilma Lucía de ~aravia por su colaboración en la parte me 

canografica del mismo. 



e A P 1 T U t o 1 

PRELIMINARES 

l. ESPACIOS VECTORIALES 

DeL 1.1-1 

1. 

Un espacio vectorial V (sobre un campo K) es un conjunto 

de objetos llamados vectores en el que se consideran dos opera 

ciones. La primera de ellas se llama adición de vectores ; e -

xiste también una operación entre elementos de K y elementos 

de V, llamada multiplicación escalar. 

Al) 

A ) 
2 

A3) 

AIf) 

A5) 

A6) 

A7) 

A ) 
8 

Ag) 

A
IO

) 

Asumimos como válidos los siguientes axiomas 

Sean x , x 
l 2 

x SV y A,SSK. 
3 

xl + x2 S V, definido univocamente . 

xl +(X2 + X3) = (xl + X2) + x3 . 

xl + x2 = x2 + xl 

Existe un vector e El V tq xl + e = e + 

Para cada X El V existe un único vector 

Xl + (-Xl) = (-Xl) + Xl = e . 

AX2 s V . 

A(X
1 

+ X2) = AX I + AX2 . 

(A + S)Xl = AX l + SXl . 

A (Sx 1 ) = (AS)X1 

1xI = Xl 

xl = 

(-x) 

Verificaremos que para todo X S V, Ox = e. 

Xl . 

tq 



En efecto , 

Ox + x = Ox + Ix 

Ox + x = (O + l)x 

2. 

Ox + x = x , sumando - x a cada miembro tenemos 

Ox + x + (-x) = x + (-x) 

Ox = e . 

Def. 1.1-2 

Sea V un espacio vectorial y 'lo e v. Diremos que 'lo es un 

subespacio lineal de V si : 

i) e 6 'lo . 

ii) (xl + x2) 6 Vo para todo xl' x2 6 Vo . 

iii) AX 6 Vo para todo x S Vo y A 6 K . 

TEO. 1.1-1 

Sea V un espacio vectorial y Vo ' VI subespacios de V. 

Ent onces (Vo + VI) es un subespacio de V. 

VerificaremQs "qüe ' : 

i) ('lo + VI) f ~ . 

ii) ('lo + VI) es cerrado para la adición de vectores. 

iii) (Vo + VI) es cerrado para la multiplicación por un es

calar. 

Pa. 

i) ('lo + VI) + ~ ya que e S 'lo Y e e VI' así, 

e + e e (Vo + VI); por 10 tanto e e (Vo + VI) 

y ('lo + VI) f ~ . 



ii) Sean Zl. Z2 e (Va + VI) con ZI = Xo + xl y 

Verificaremos que Zl + Z2 6 (Va + VI) ' 

así 

= Xo + xl + x~ + xi 

= x + x' + x + x' o o 1 1 

[<Xo + x~) + (xl + xp] e (Va + VI) 

por lo tanto 

iii) Sea \ un escalar cualquiera y Xo 6 Va' xl 6 VI' 

Verificaremos que A(XO + xl) e (Va + VI) 

A (xo + xl) = AX
O 

-~- AXl' 

Como AXO e Va y AXl S VI por ser Va y VI subespacios, 

luego 

por 10 tanto 

DeL 1.1-3 

Sea W un espacio vectorial sobre un cuerpo K y sean wl' 

3. 



4. 

Diremos que los vectores wi con i = 1, 2, ... , n son 1i-

nealmente dependientes sobre K si existen Al ' A2' ••. , An e K 

tales que 

para algún i = 1,2, "', n. 

Def. 1.1-4 

Sea W un espacio vectorial sobre un cuerpo K, diremos que 

los vectores wl' w2' .•• , wn S W son linealmente independien-

tes si no son linealmente dependientes. Es decir~si no exis -

ten escalares Al' A2' ••• , An tales que 

para algún i ~ 1, 2, "" n. 

Def. 1.1-5 

Diremos que V es el espacio generado por el' e2, "', en' 

si todo elemento de x S V es de la forma 

Def. 1.1-6 

n 
x = LAi ei; i = 1, 2, "' , n 

i=l 

Sea W un espacio vectorial, diremos que W es n- dimensio 

nal o de dimensión n si existen vectores ei con i = 1, 2, •.. 

•. , n linealmente independientes que generan a W. 

NOTACION: dim W = n y 



{el' e2' ••• , en~ es una base de W. 

Def. 1.1-7 

Sean V Y vT espacios vectoria les sobre un campo K, y 

T V __ . __ > F una aplicación. 

Diremos que T es lineal si se cumple : 

i) T(v1 + v2) = T(v1) + T(v2)' para todo VI' v2 e v. 

ii) T(AV) = AT(v) para todo v e V y para todo A e K. 

TEO. 1.1- 2 

Sean V Y W espacios vectoriales y T : V --> W es cual 
I 

quier función lineal, las siguientes condiciones se cumplen 

i) T(0) =0 · 

ii) T(-v) = - T(v) . 

iii) T(v1 - V2) = T{v1) - ~(v2) . 

n n 
iv) T{ L Ak vk) = I Ak(T{vk». 

k=l k=1 

Pa. 

i) Como 0 = Ov, entonces 

T (0) = T(Ov) 

T(0) = OT(v) 

T(0) = 0 . 

ii) T(-v) = T(- l(v» 

T(-v) = - 1T(v) . 1) 

s. 

Verificaremos que - lT(v) = - T(v), para elLo mostra-



remos que T(v) + (-1) T(v) = e en efecto 

T(v) + (-1) T(v) = lT(v) + (-1) T(v) 

= (1 + (-1» T(v) 

OT(v) 

= e ; 

sustituyendo - lT(v) por - T(v) en 1) se tiene 

T(-v) = - T(v) . 

iii) T(v1 - v2) = T(v1 + (-v2» 

= T(v1) + T(-v2) 

= T(v1) - T(v2) por ii). 

iv) Se probara por inducción • 

Para n = 1 se tiene 

6. 

Por hipótesis inductiva asumiremos que es cierto para -

n - 1, es decir, 

n-1 n-1 
T( ¿ Ak vk) = ¿ Ak(T(vk» 

k=1 k=1 

y mostraremos que es cierto para n. 

Por hipótesis inductiva tenemos 

Pero 

n-1 n-l 
T( l Ak vk) = l Ak(T(vk» • 

k=1 k=l 

n-l 
= T( ¿ Ak vk + An vn) 

k:: 1 
n-1 

= T( ¿ Ak vk) + T(An vn) 
k=l 



DeL 1.1-8 

n-l 
= r Ak (T(vk» + An T(vn) 
k=1 

n 

= ¿ Ak (T(vk»' 
k=1 

7. 

Sean V Y V espacios vectoriales y T V --> W una apli-

cación lineal. 

Llamaremos espacio nulo de T ó Ker T, al conjunto 

N = {v S V : T(v) = e} . 

TEO 1.1-3 

Si T : V --> W es una aplicación lineal, entonces : 

i) Si Vo es subespacio de V, entonces T(~J) es un subesp~ 

cio lineal de W. 

ii) El rango T(V) es subespacio lineal de W. 

iii) Si Wo es subespacio de W, entonces T-1 (Wo) es un subes 

pacio de V. 

En particular, el espacio nulo N = T-l({e}) de T es un 

subespacio lineal de V. 

iv) T(vl) = T(v2) ssi vI - v2 e N . 

v) T es inyectiva ssi N = {e}. 

Pa. 

i) Ya que e e Vo y e = T(e) e T(Vo) así, T(Vo) + ~. 
Supongamos que wl' w2 G T(Vo) , y ~ un escalar tq ~ 

T(vl) 



8. 

Como VA es subespacio, (vI + v2) e Va y AVl e Va ; luego, 

T(vl) + T(v2) = wl + w2 

T(Ávl) = ÁT(vl) = ÁWl e T(Vo) , 

luego T(Vo) es un subespacio lineal de W. 

iii) Como T(e) = e e Wo por ser Wo subespacio y T una aplica

ción lineal, T-l (Ho) + 4> ya que e e T-l (Wo). 

Supongamos vI' v2 e T-l (Wo) y A un escalar; ya que 

T(vl) e t.¡o y T(V2) e wo 

T(v1) + T(v2) = T(vl + V2) e Wo 

y Á(T(vl» e Wo, luego T(Avl) e Wo; por tanto 

(vI + v2) e T-l (Wo) y AVl e T-l (Wo) , 

así T-l (Wo) es subespacio lineal de V. 

iv) "==> " T(vl) = T(V2) 'po'r hipótesis , 

T(vl) - T(v2) = e 

T(Vl - v2) = e por tanto vI - v2 S N . 

11<==" Supongamos que vI - v2 e N, luego 

T(vl - v2) = e 

T(vl) - T(v2) = e 

T(vl) = T(v2)' 

v) "==> " Sea T inyectiva. Si veN entonces T(v) = e 

T(v) = T(e) ; por tanto v = e. 



"<== " S N {e} upongamos que " = - , 

si T(vl) = T(v2) , entonces "T(vl) - T(v2) = e 

luego vI - v2 = e; por tanto vI = v2 • 

DeL 1.1-9 

Sea V un espacio vectorial cualquiera. 

9. 

Si X Y Y son dos vectores cualesquiera, el segmento que une X 

y y es el conjunto de todos los vectores Z de la forma 

Z = aX + (1 -a )Y, donde O < a < 1. 

Un subconjunto S de V) con S + ~ J es llamado convexo si S 

contiene al segmento que une dos cualesquiera de sus vectores ; 

es decir : si X e S y Y e S y O ~ a < 1, entonces 

aX + (1 - a)Y e S. 

Ejemplo 

Todo subespacio lineal de V es convexo. 

DeL 1.1-10 

Si V Y W son espacios vectoriales, L(V, W) denota el con 

junto de toda s las funciones lineales. Es decir
1
T e L(V, W) 

significa que T: V --> W es una función lineal; si 

S, T e L(V, W) , S = T significa que 

S(x) = T(x) para todo x S V. 

'rEO. 1.1-4 

Si V Y W son espacios vectoriales, el conjunto L(V, W) -

de todas las funciones lineales T: V--> W es un espacio vecto 



rial, con respecto a las definiciones siguientes 

1) ox=e . 

2) (-T)(x) = - (T(x» . 

3) (S + T) (x) = S(x) + T(x) . 

4) O,T) (x) = A (T(x» . 

Pa. 

Sean O, R, S, T S L(V, W) . 

PI) (S + T)(x) - S(x) + T(x) 

= T(x) + S(x) 

= (T + S)(x) por tanto S + T = T + S. 

P2) (R + (S + T»(x) = R(x) + (S + T)(x) 

= R(x) + S(x) + T(x) 

= (R + S) (x) + T(x) 

= «R + S) + T)(x) por tanto 

(R +(8 + T» «R + S) + T) . 

P3) (S + o) (x) = S(x) + O(x) 

= O(X) + S(x) 

= e + S(x) 

= S(x)~ por tanto 

(S + O) = (O + S) = S . 

P4) (S + (-S»(x) = S(x) + (-S)(x) 

= S(x) - (S(x» 

= S(x) - S(x) 

10. 



11. 

= (S - S)(x) 

= O(x) 

e. 

MI) ,,(S + T)(x) = A(S(X) + T(x» 

= AS(X) + AT(x) . 

M2) «A + a)T) (x) = (A + a)T(x) 

= AT(x) + cxT(x). 

M3) «Acx)T) (x) (Acx)T(x) 

= A(aT(x»; luego 

(Aa)T = HaT) . 

M4) OS) (x) = l(S(x» 

S(x); ~ OS) = S. aS1 

DeL 1.1-11 

Sean V Y W espacios vectoriales scbre el campo e, T: V --

--> W una función. Diremos que T es lineal conjugada si se 

cumple que 

i) T(vl + v2) = T(vl) + T(v2) ; (T es aditiva). 

ii) T(AV) = A* T(v); (T es homogénea conjugada) J 

(A* denota el conjugado de A). 

TEO. 1.1-5 

Si U. V y W son espacios vectoriales y T: U --> V, 



12. 

S : V --> W son funciones lineales, la composición ST : U--> W 

es también una función lineal. 

Pa. 

Si x, y 6 U Y Á es cualquier escalar, 

i) (ST) (x + y) = S(T(x + y» 

= S(T(x) + T(y» 

= S(T(x» + S(T(y» 

= (ST) (x) + (ST) (y) . 

ií) (ST) (Áx) = S(T(Áx» 

= S(ÁT(x» 

= ÁS(T(x» 

= Á(S(T(x») 

- Á(ST)(x) . 

DeL 1.1-12 

Un espacio vectorial V es llamado isomorfico con un es

pacio vectorial T,T en caso que exista una función lineal biye.E. 

tiva T: V --> W. 

La funcion T es llamada un isomorfismo de espacios vecto 

ria1es de V sobre W. 

NOTACION: V ~ W (Ves isomorfo con W). 

Def. 1.1-13 

Si T: X --> Y es una funcion biyectiva, la inversa de T 

es denotada T-1, así 

i) T-1: Y --> X 



13. 

ii) T-1(T(x» = x para todo x 6 X. 

iii) T(T-1(y» = y para todo y e Y. 

TEO. 1.1-6 

Si T : V --> W es un isomorfismo de espacios vectoriales, 

entonces T-1 : W --> V es también un isomorfismo de espacios 

vectoriales. 

Pa. 

Como T-1 es biyectiva, hagamos T-1 = S. 

Mostraremos que S es aditiva y homogénea. Sean Y1' Y2 6 W y 

A un esca lar. 

Se tiene que 

T(S(Y1 + Y2» = (ST)(Y1 + Y2) 

T(S(Y1 + Y2» = Y1 + Y2 por iii) Def. 1.1-12 

y Y1 + Y2 = (T8)(Y1) + (TS)(Y2) 

Y1 + Y2 = T(S(Y1» + T(S(Y2»~ T(S(Y1) + S(Y2» 

como T es inyectiva 

S(Y1 + Y2) = S(Y1) + S(Y2)· (Aditiva) 

T[S(Ayn - - = (TS) (:\y) 

= :\y 

= :\ [(TS)(y)] 

= :\[T(S(y»] 

T [:\S(y)] por 10 tanto 

S(AY) A(S(y» 



14. 

2. ESPACIOS MlTRICOS 

DeL 1. 2-1 

Un espacio métrico es un conjunto H compuesto de objetos 

llamados puntos del espacio. Asumimos que F es no vacío, es -

decir, tiene al menos un punto. Para cada par de puntos x f y 

del espacio , hay determinado un número real no negativo d(x,y) 

llamado la distancia de x a y, sujeta a los siguientes axio -

mas : 

Al) d(x, y) > ° , cuando x f y ; 

d(x, y) = O ssi x = y . 

A2) d(x, y) = d(y, x) . 

A3) d(x, z) ~ d(x, y) + d(y, z). 

Es decir, la distancia es : E trictamente positiva, simétrica 

y satisface la desigualdad triangular . 

EJEMPLO : 

R es un espacio métrico. 

DeL 1. 2-2 

Sea E un es~acio métrico y (xn) n S R una sucesión en -

E, x S E, diremos que x es límite de (xn) n S N si para todo 

€ > 0, existe N S B tq d(xn , x) ~ € sq n > N. "Esta defini 

• .# • 1 t l1.#m d(xn , x) = O". C10n es equ1va en e a 

DeL 1. 2-3 

En un espacio métrico E, una sucesión (xn) n S R en E, 



15. 

diremos que es de Cauchy si para cada E > 0, existe N e N tq 

d(xn, xm) < E sq ro, n > N. 

DeL 1. 2-4 

Un espacio métrico E se dice que es completo, si toda su-

cesión de Cauchy en E es convergente "hacia un punto de E". 

Ejemplo 

R es un espacio métrico completo. 

DeL 1. 2-5 

Sea M un espacio métrico, S C M. Si S es un espacio mé -

trico completo, S es llamado un subconjunto completo de M. 

TEO. 1. 2-1 

En cualquier espacio métrico E se tiene que 

i) Id(x, z) - d(y, z) I < d(x, y). -
ii) Si lim xn = x y lirn Yn = y, entonces 

n-+<» n-+<» 

lim d(xn , Yn) = d(x, y). 
n-+<» 

iii) Si (xn) n e N son sucesiones de Cauchy, entonces 

(d(xn , Yn» n e N es una sucesión convergente de nú-

meros reales. 

Pa. 

i) Usando la desigualdad triangular. 

Sean x, y, z e E. 

d(x, z) ~ d(x, y) + d(y~ z) 

d(x, z) - d(y, z) ~ d(x, y) (a) . 



ii) 

¿(y, z) ~ d(y, x) + d(x, z) 

d(y, z) - d(x, z) ~ d(x, y) 

- [¿(y, z) - d(x, z)] ~ - rl(x, y) 

- d(x, y) ~ d(x, z) - ¿(y, z) (b) . 
) 

por (a) y (b) se tiene que 

- ¿(x, y) ~ d(x, z) - d(y, z) ~ ¿(x, y) 

Id(x, z) - d(y, z) 1 ~ d(x, y) . 

Mostraremos que 

Id(Xu, Yn) - d(x, y)1 < e: sq n ~ N. 

Sean Xn, Yn , x, y S E . 

d(xn , Yn) ~ d(xn , x) + d(x, y) + d(y, Yn) 

d(xn , Yn) - d(x, y) ~ d(xn , x) + ¿(Yn , y) 

¿(x, y) ~ d(x, Xu) + d(xn, Yn) + d(Yn' y) 

d(x, y) - d(xn , Yn) ~ d(xn , x) + d(Yn' y) 

de (a) y (b) se tiene que : 

16. 

por tanto 

(a) . 

(b) . 
" 

-Id(xn,x) + d(Yn'Y)] ~ d(xn'Yn) - d(x,y) ~ d(xn,x)+d(Yn'Y); 

por trinto 



17. 

Por hipótesis lim xn x, luego para cada E > O, existe 
n~ 

N¡S N tq. 

lim Yn 
n~ 

d(xn , x)<E/2 sq n >, NI; además 

y, luego para cada E > O, existe 

N2 € N tq d(yn , Y)~E/2 sq n ~ N2 , 

luego en (e) se tiene : 

con N = Max {NI' N2} , así 

Id(~, Yn) - ¿(x, y)1 < E sq n > N por tanto 

iii) 

lim d(xn , Yn) = d(x, y). 
n~ 

Probaremos que d(xn , Yn) es de Cauehy en R. 

Sea E > G, por ser (xn) n6N una sueesion 

existe NI € N tal que 

d(xn , Xm) < E/2 sq n,m~Nl. 

Similarmente para Yn' existe N2 € N tq 

de Cauehy, 



- [d(xn • Yn) - d(x m' Ym) ] 

- [d(xn • xm) + d(Ym' Yn)] 

por (a) y (b) se tiene que 

< 

luego. 

por hipótesis, 

d(xn • ~) < E/2 

d(yn , Ym) < E/2 

18. 

~ - [rl(xn • Xm) + d(Ym. Yn)] 

~ d(Xrn ' Ym) - d(Xo, Yn) (b) .. 
I 

sq n, m ~ NI Y 

so n, m ~ N2 ) así 

haciendo N = max {NI. N2}; por tanto d(xn , Yn) es de Cauchy 

en R y como R es completo, tenemos queJ«d(xn , yn»n G N es -

convergente. 

DeL 1. 2-6 

Sea S un subconjunto de un espacio métrico M. Un punto -

x G M se dice que es adherente a S, ssi existe una sucesión 

(xn) n e N de puntos de S tale s que lim xn x . 
n-+«> 

DeL 1. 2-7 

Sea E un espacio métrico, S e E. 

Se dice que S es un subconjunto cerrado de E si contiene to -

dos sus puntos adherentes. 
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Esto es, si (xn) n S N es una sucesión de puntos de S, 

x e E y 1im xn = x, entonces x e s. 
n-+<» 

DeL 1. 2-8 

Sea F un espacio métrico y S e E. Se llama adherencia o 

cerradura de S, al conjunto S l} S', donde 

c¡' -.., - {x S E: x $ S Y B(x,r) (1 S + ~ para todo r > O} . 

La adherencia de S se denota por S . 

Si S = E, S es llamado un conjunto denso en E. 

TEO. 1.2-2 

s = {x S E x es adherente a S} , 

Pa. 

x S S ==> 
, 

x S S o x e S'; si x S S, existe (xn)neN 

en S en donde xn = x para todo n e N, así lim xn = x; por tan 
n-+<» 

to x es punto adherente a S. 

(1) 

x e S' ==> para todo r > 0, B(x, r) n S + ~ ; sea r = 1, 

B(x, 1) t\ S + ~ , sea xl e B(x, 1) n S ) 

sea x2 e B(x, .1/2) n S, para cada n tomemos 

X n e B(x, l/n) n S y d(x, xn) < l/n . 

Sea E > O, existe N 6 N tq d(x, Xn). < E sq n > N. 

Para N tq l/N < E, se tiene d(x,xn) < l/n < l/N < E para tQ 

do n > N, luego lim Xn = X, X es punto adherente a S. (2) 

De (1) Y (2) se tiene S e {x S E : x es adherente a S}. 



20. 

, 
Sea x e E, x adherente a S, entonces x e S 0 x ~ s, 

x e s ==> x e s l) S'. 

~ea x $ s, por ser x adherente a S , existe (xn)n 6 R en 

s tq liro xn = x. 
n-+oo 

Sea r > O, existe N e N tq d(x, xn) < r sq n > N. To -

mando y = xN+1 se tiene que y 6 ~(x, r) () S; por tanto J todo 

punto adherente de S pertenece a ~, luego 

{x 6 E : x es adherente a S} e S 

por t ant o 
S = {x 6 E x es adherente a S} . 

RESULTADOS 

1) S es un subconjunto cerrado de un espacio métrico E ssi 

s e s. 

11 ==> " Es inmediato que S e s . 

" <==il Sea x un punto arlherente de S, entonces x 6 S e S; 

por tanto S es cerrado. 

2) S e S para t odo subconjunto S. 

Si x 6 S, entonces existe C' = x para todo n tq lim '-n n x ; 
n-+OO 

por t ant o x e S. 

3) s = S ssi s es cerrado, es inmediato de 1) y 2) • 

4) Si S e J, entonces S e J . 

Pa. 

Sea x 6 S. Existe (xn)n 6 N sucesión de puntos de S tq 

lim xn = x, como S e J, luego (xn)n e N es también una su 
n-+OO 
cesión de puntos de J tq liro xn = x; por tanto x 6 J. 

n-+oo 
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Def. 1. 2-9 

Sea E un espacio métrico con distancia d y xo e E, r e R, 

r > O. La bola abierta (bola cerrada) de centro Xo y radio r 

es el conjunto B(xo ' r) = {x e E : d(xo ' x) < r} (respectiva 

mente r) = {x e E : d(xo ' x) ~ d ). 

TEO 1. 2-3 

Sea S C M con 11 espacio métrico. Entonces 

i) S es subconjunto cerrado de M. 

ii) S e S . 

iii) Si J es un subconjunto cerrado de M tq S e J, entonces 

Pa. 

S C J . 

i) Sea (xn ) n e N una sucesión de puntos de S tq 

lim Xn = y, con y e M; bastara mostrar que y e S. 
n-+<>:> 
Por su?osición 1im xn = y y (xn) n e N sucesión de 

n-+<>:> 
puntos de S , luego existe para cada n e N B(xn,l/n) 

tq B(Xn, l/n) n s + cp • 

para cada n. 

Como d(Sn, y) ~ d(Sn' xn) + d(Xn ' y) 

d(Sn' y) ~ l/n + d(xn , y) .. 

aplicando limite a la desigualdad anterior tenemos 

lim d(Sn' y) ~ lim l/n + 1im d(Xn, y) 
n-+<>:> 

BIBLIOTEC A CEN TRAL 
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lim d(Sn' y) < O + O por tanto 
n~ 

lim Sn ~ y y y e s . 
n~ 

22. 

ii) s e s, esto es cierto para todo S e M por "RESULTADO 2", 

iii) Si S e J y J subconjunto cerrado, entonces por "RESUL-

TADO 4" S e J ; Y por ser J cerrado, tenemos que J = J; 

por tanto S e J. 

Def. 1. 2-11 

Si X Y Y son espacios métricos, una función T:X ---> Y -

es llcmada isometrica si 

Def. 1. 2-12 

Sean X Y Y espacios metricos T: X --~ Y. Sea x e X; la 

función T es llamada cnntinua en x en caso que 

Si lim xn = x entonces lim T(xn) = T(x) 
n400 n~ 

con (xn) n e N sucesión de elementos de X. T es llamada contí 

llua sí lo es en todos los puntos de X. 

DeL 1. 2-13 

En un espacio métrico E, con distancia d, A e E, diremos 

que A es abierto si para cada x e A, existe r > O tq B(x, r) 

e A. 

DeL 1. 2-14 

Un espacio métrico E se llama compacto si satisface la -
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siguiente condición : para cada recubrimiento (Ui) i 6 L de E 

mediante conjuntos abiertos, existe una familia finita (Ui)iSB 

(H e L y finito) que es un recubrimiento de E. 
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3. ESPACIOS NORMADOS 

Def. 1. 3-1 

Un espacio normado es un espacio vectorial E tq para cada 

vector x € E, hay definido un número real no negativo llamarlo 

la norma de x, denotada 1 Ixll , sujeta a los siguientes axio-

mas 

Al) Ilxll > O sq x fe; lIell = o. 

A3) 11 AX 11 = 1 A I 11 x 11. 
Es decir II 11: E ---> R 

x -..--> 11 xii 
es e~trictamente positiva, subaditiva y absolutamente homogé-

nea. 

OB S ERVAC ION 

De A3) se tiene que ; 

1) 1- xl = 11 - l(x) /1 = 111 /lxll = !lxll . 

2) Hixll = lil IIxll = l!lxll = l/xiI ; por tanto de 1) y 

2) se tiene 11- xII = IIixll = !lxll . 

Def. 1. 3-2 

En un espacio normado E, una sucesión de Cauchy es una -

sucesión (xn) n e N tq para cada E > 0, existe N € N tq 

II xn - Xm 1I < E so n, m > N • . -
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TEO 1. 3-1 

Todo espacio normado E, es un espacio métri co con d(x, y) 

= I Ix - yl I y las siguientes relaciones se cumplen : 

i) d(x, y) > O si x + Y j 

¿(x, y) = O si x = y . 

ii) d(x, y) d(y, x). 

iii) d(x, z) ~ d(x, y) + d(y, z) . 

Pa. 

i) d (x , y) = II x-y II > O si x f y . 

ii) 

Si d(x, y) = I Ix-yl I entonces x - y = O; por tanto 

x = y. 

d(x, y) 

d(x, y) 

d(x, y) 

Ilx - yll 
= 11- (y - x) 11 
= lIy - xII 

d(x, y) = d(y, x). 

iii) d(x, z) = I Ix - zl I 
d(x, z) = I Ix - y + y - zl I 
¿(x, z) = I I(x - y) + (y - z) I I 

d(x, z) ~ Ilx - yll + lIy - zll 
d(x, z) ~ d(x, y) + d(y, z). 

TEO. 1.3-2 

En cualquier espacio normado E, se tiene que toda sucesión 
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de Cauchy es acotada. 

Pa. 

Sea (xn) n e N una sucesión de Cauchy. 

Dado E > O. existe N e N tq 

IIXn - Xmll < E sq n , ID. ~ N; 

haciendo € = 1, tenemos que I IXn - Xml I < 1 sq n, m ~ N; 

la desigualdad anterior se cumple a partir de N, y 

además 
11 Xn 11 = 11 xn - leN + xN 11 , 
Ilxn-xN+xNII ~ I I Xn-xN I I + IlxN11 

luego 
II!tn - xN + xN 11 !. 1 + 11 xN 11 

sq n > N · - ~ 

se tiene que 1 Ixnl I~ K para todo n; por tanto (xn) n S N es 

acotada. 

TEO. 1. 3-3 

En cualquier espacio normado H, (xn) n S N Y (Yn)n S R 

en H Y A un escalar, tenemos : 

i) Si lim Xn = x y lim Yn = y , entonces 
n-+eo ~ 

lim (xn + yn) = (x + y). 
n~ 

ii) Si lim xn = x y lim An = A , entonces 
~ n ..... 

lim An Yn = Ay. 
n-+<>o 
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iii) Si (~)n e N y (Yn)n e N son sucesiones vectoriales de 

Cauchy y An una sucesión escalar de Cauchy, entonces 

son sucesiones de Cauchy. 

iv) Illxll - Ilylll.! Ilx - yll. 

v) a) Si 1im ~ = x, entonces lim I Ixnl I = I Ixll • 
n-+«> n-+c:> 

b) Si (xn)n S N es de Cauchy, entonces (1 Ixnl I)n S N 

es de Cauchy. 

Pa. 

i) Sean (xn)n e N, (Yn)n S N en H y x, y S H; verificare-

mos que Um 11 (xn + Yn) - (x + y) 1I = O • 
n-+<x> 

1 I(xn + Yn) - (x + y) 1 I = 1 I(Xn - x) + (Yn - y) I I 

11 (xn + Yn) - (x + y) II~ IIxn - xII + II Yn - yll , 

aplicando límite a la desigualdad anterior 

O ~ limll (xn+Yn) - (x+y) 11 ~ limllXn-xll + lim 1 IYn-yl 1 
n-+<x> n-+<x> · .~ 

O ~ limll (xn+Yn) - (x+y) 11 ~ O + O (por hipótesis») 
n-+<x> 

luego lim I I(xn + Yn) - (x + y)1 I = O ; por tanto 
n-+«> 

lim (xn + Yn) = x + y . 
n-+«> 

ii) Mostraremos que lim 11 An xn - AX 1I = O • 
n-+c:> 

I 1 AnXn - Axll =1 1 AnXn - AX +AnX - AnX + AXn - AXn + AX - Axl 1 



aplicando límite a la desigualdad anterior 

o ~ limll AnXn-AXII5. lim I An-A 111 xn-xll+liml A 11 Ixn-xl 1 + 
~ ~ n+<x> 

liml An - A Illxll 
n-kO 

o ~ 1 im~ AnXn - AX II ~ O. O + lA!. O + O • 11 x 11 = O" 
n-kO 

así liml IAn~ - Axl I = O ; por tanto 
n-+«> 

lim (An xn) = AX . 
n-+«> 

iii) Mostraremos que para todo E > O existe N e N tq 

I I(xn + Yn) - (Xm + ym)l! < E sq m. n > N. 

28. 

Por ser (xn)n e B sucesión de Cauchy existe Nl e 5 tq 

Similarmente para (Yn) n e N existe N2 e B tq 

IIYn - Yml! <E/2 sq m, n ~ N2 ' luego 

! I(xn + yn)-(xm + Ym)!! = I I(Xn - xm)+(Yn - Ym)!! 



• 

29. 

mostraremos que para todo E > O existe N S N tq 

Por ser (xn)n S N Y (An)n S N sucesiones de Cauchy, son aco-

tadas por KI y K2' además existen NI' N2 , N3' N4 S N , tq : 

IIXn - Xmll < lE73 sq ro, n ~ N¡ . 

II~ - ~II < E/3K¡ sq m, n ~N2 · 

sq m, n ~ N3 . 

n > N4 . - ) 

y IIXuII < KZ ,IAnl < K¡ para todo n. 

11 AnXn-AmXmII = 1I An~ -AmXm +AnXm -AnXm + Am~ - Aroxn 

+ AmXm - Am~11 



< 1r./3 1r./3 + K¡ E/3K¡ + r./3K2K2 sq m, n ~ N ; 

por tanto 

iv) IIx II = IIx - y + y 11 
!lxll ~ IIx - yll + IIyll 
IIxll - IIYII~ IIx - yll 

IIyll = IIy-x+xll 
IIyll ~ IIy - xII + IIxll 
IIyll - IIxll~ IIy - xII 

- (IIyll - Ilxll) ~ - Ily - xII 
- IIy - xll~ IIxll - lIyll 

de (1) Y (2) se tiene 

(1) . 

(2) • 
) 

- IIx - Y!l~ IIxll - Ilyll ~ IIx - yll 

I IIxll ~ IIylll ~ IIx - yll . 

v) a) Mostraremos que Um Ilxnll = Ilxll . 
n-+oo 

por tanto 

30. 

Por hipótesis lim I Ixn-xl I = O ,aplicando iv} se -
n-+oo 

tiene que IIIxnll - IIxII I ~ IIxn - xII , 
aplicando límite 
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lim 111 Xn 11- 11 xiii -< lim 11 xn -x 11 = O 
n-+<:o 

por tanto 
n-+<» 

lim 11 xn 11 = 11 x 11. 
n-+<» 

b) Mostraremos que para todo € > O existe N S N tq 

IlIxnll - IIXmIlI < € sq m, n > N. 

Como (xn)n S N es de Cauchy, entonces dado E > O exis 

te N S N tq Ilxn - ~II < E sq m, n ~ N, aplicando 

iv) se tiene 

11 1 Xn 11 - 11 Xm 11I ~ 11 Xn - Xm 11 < E sq m, n > N (por 

hipótesis); por tanto 

1" xn 11 - 11 ~ 111 < E sq m, n > N 

de donde (1IXnII)n S N es de Cauchy. 

Def . 1. 3-3 

Sean E, F espacios normados T: E ---> F una función. 

Sea x e E. T es llamada continua en x en case. que: si 

lim 11 xn -x 11 = O entonces lim 11 T (x-) - T (Xn) 11 = O . 
n-+<» n-+<» 

T es continua si 10 es en todo E. 

NOTA. Por (TEO. 1.3-1) todo espacio normado Et ea un e8~ació · 

metrico g por 10 que la "DeL 1.2-12" puede ser usada en 

lugar de la "DeL 1. 3-3". 

DeL 1. 3-4 

Si E Y F son espacios normados, y T E ---> E es una -
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función lineal continua, el número real no negativo 

Sup {I/T(x)" : Ilx" ~ 1} 

es llamado la norma de T, y se denota I ITI l. 

TEO. 1.3-4 

Si E Y F son espacios normados y T : E ---> F es una -

función lineal continua, entonces el espacio nulo N de T es -

un subespacio lineal cerrado de E. 

N = {x e E : T(x) = e} . 

Pa. 

Por (TEO.l.1-3), se tiene que N es un subespacio lineal 

de E. 

Luego bastará mostrar que N es cerrado. Sea (xn)n e N 

una sucesión en N tq lim Xn = x con x e E, como T es con -

tinua y lim xn = x 
0-+00 

n-+<x> 
entonces T(x) , pero - -

n-+<x> 
= e ya que xn e N; luego lim T(xn) = e • estO i~plica 

n-+<X> 
que T(x) = e ; por tanto x e N, así tenemos que N es cerrado 

y por tanto N es un subespacio lineal cerrado de E. 

TEO . 1. 3-5 

Sean E Y F espacios normados )T E ---> F una función li 

neal. Las siguientes condici ones en T son equivalentes: 

i) T es función continua . 

ii) T es continua en algún punto Xo e E •. 

iii) T es continua en e e E 
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iv) {IIT(x) 1I II x II ~ 1} es un conj unto acotado de número s 

reales. 

v) Existe una constante K> O tq I IT(x)1 I < K I Ixl I para 

Pa. 

todo x 8 E. 

i) ---> ii) Trivial . 

ii) ---> iii) Sea (xn)n e N una sucesión en E y Xo e E 

con Xo fijo y T continua en xo ' supongamos que 

lim xn = 0 , por (TEO.l.3-3-i) se tiene que: 
n-+oo 

lim (xn + xo) = xo ; como por hipótesis T es continua 
n-+<» 
en xo ' luego si lim (xn + xo) = Xo ' entonces 

n-+<x> 
lim T(xn + xo) = T(xo)' 
rr+<x> 

lim (T(xn) + T(xo» = T(xo) 
n-+<» 

1im T(xn) + lim T(xo) = T (xo) 
n-+<x> n-+<x> 

lim T(xn) + T(xo) = T(xo) 
n-+<x> 

por tanto T es continua en 0 e E. 

, 

iii) -~- ) iv) Asu1l1.amos que {IIT(x) II : Ilxll ~ l} no es 

acotado, y para cada n e N sea xn e E un vector tq -

1

81 BL'OT'=.C CENTRAL 
UNI Vl'. ilS IO"'D D E EL SALVADOR. 
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1 Ixnl 1 ~ 1 con n = 1,2, 3, ..•. de tal manera que 1 IT(Xn)I I 

> n; definamos Yn = 1/n Xn , así 

luego 

1 IYnl1 ~ 1/n o 1 luego 

y lim Yn = 
n-+<» 

lim Yn = e ; por hipótesis T es continua en e , 
n-+<x> 

lim T(yn) = T(e) . 
n-+oo 

11 T(yn) 11 > 1 

para todo n, esto contradice el hecho que 

lim T(yn) = e ; 
n-+oo 

por tanto 

{IIT(x) 11 Ilx II~ l} es acotado. 



iv) ---> v) Si Y e E, y + e 
. _. y 

y z = 
Ilyll 

11 z 1I = 11 y 11 = 1 luego 11 z 11 < 1 Y 
lIyll ' 

IIT(z) 11 e {j IT(x) 11 : IIxlI .::. l} ,así II T(z) 11 < K 

1 

Ilyll 

IIT(y) 11.::. K 

IIT(y)ll.::. K Ilyll . 

35 • 

v) ---> i) Sea (xn ) n e N sucesión en E, x S E tq 

lim X n = x • 
n-+oo 

tesis existe K ~ O tq 

por hipó 

es decir 

IIT(xn ) - T(x) 1I .s.. K I Ixn-xl I , aplicando límite 

o < lim IIT(Xn)-T(x) 1I < lim K IIXn-x ll -
n-+oo n-+oo 

O < lim IIT(xn)-T(x) 1I < K lim 1 Ixn-xl I -
n-+oo n-+oo 

O < lim IIT(xn) - T(x) 1I .::. K o O 
n-+oo 



lim IIT(xn) - T(x)1 1 = O ,luego 
n-+<xl 

lim T(xn) = T(x) 
n-+<xl 

TEO. 1. 3-6 

por tanto T es continua. 

36. 

Sean E Y F espacios normaclos, T E ---> F una funci6n 

lineal y continua, entonces: 

i) 11 T 11 = Sup {II T (x) 11 11 x 11 < 1} 

ii) Si E + {e} , entonces 

11 T 11 = Sup {II T (x) 11 : 11 x 11 = l} . 

iii) IIT(x) 11 < IIT¡¡ ¡¡xII para todo x e E. 

iv) Si K ~ o y IIT(x)1I < K IIxll para todo x e E, 

Entonces 11 T 11 ~ K . 

Pa. 

i) Sea K = Sup {I IT(x)1 I : I Ixll < 1} ) como 

{IIT(x) 11 : IIxll < l} e {IIT(x) 11 : IIxll ~ l} 

Sup{IIT(x)1I : IIxll < l} ~ Sup{IIT(x)1I : IIxll ~ l}; 

as í K ~ IITII. 

Supongamos I Ixl I < 1 Y sea € > O; definamos 

y = (11xll 
-1 

+ €) x 
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l/xII 
luego 11 y 11 < 1 

(lIxll + E) 
así : 

I1 T (y) II 6 { II T (x) II : 1I x II < l} 9 como 

{I IT(x)1 I : I Ixl I <l} es acotado, existe 

K = Sup {IIT(x) 11 : "xii < D , luego IIT(y) 11 ~ K ; 

11 T (x) 11 = liT ( Y j 11 
( Ilxll+d-1 

IIT(x) I 1 = "(lIxll + E)T(y) 11 

IIT(x)1I = 1(llxll + di IIT(y)" 

IIT(x) 11 = (1lxll + E) IIT(y)" 

IIT(x) 11 ~ (lIxll + E)K , como es válido para 

todo E, 

11 T (x) 11 ~ 1I x 1I K 

IIT(x) II ~ K para todo x, Ilxll~ 1 

tomando el Sup {I IT(x)1 I : I Ixl I~ l} , se tiene 

IITII ~ K , así IITII = K ; por tanto 

liT" = Sup {IIT(x)11 : Ilx"< D. 
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ii) Por hipótesis E + {e} , luego existen vectores x e E, 

tq 11 xii = 1· 

Sea K = Sup{ IIT(x) II : Ilxll = I} , así K ~ IITII . 

Supongamos que I Ixl I ~ 1 ; si x = 0 entonces T(x) = e 

liT es lineal"; por tanto II T(x) 1I = II e 11 

11 T (x) 11 = o ~ K 

"T(x)" ~ K . 

Si x + e ,haciendo y = Ilxll-lx tenemos Ilyll = 1, 

así 

I IT(y) 11 e {IIT(x)11 : IIxll = l} luego 

IIT(y) 1I ~ K = Sup{IIT(x) 11 : IIxll = 1} como 

IIT(x) 11 = IIT( IIxll y) 11 

IIT(x) 1I = ""xll T(y) 1I 

IIT(x)1I = "xII IIT(y)1I 

IIT(x) 11 ~ IIxll K ,así 

IIT(x)11 ~K cuando Ilxll < 1. 

Así 1I T (x) 11 ~ K , luego II T 1I = K por tanto 



iii) Six=0 ,,,T(x)ll~ IITII Ilxll 

0< IITII·o 

o < O 

Si x + 0 y sea y = 1 I~I I- I x, entonces 

luego 

IIT(x) 11 = IIT(llxll y) 11 

IIT(x) 11 = Ilxll IIT(y) 11 

11 T (x) 11 ~ 11 T 11 11 x 11 

39. 

iv) Sea k ~O y IIT(x) 11 ~ K Ilxll para todo x e E con 

11 x 11 ~ 1, tomamos 11 xii = 1 Y se tiene 

11 T(x) 11 ~ K ; por tanto 11 T 11 ~ K. 

TEO. 1. 3-7 

Si E Y F son espacios normados, y T: E ---> F una fun-

cian lineal, T es isometrica ssi 1 IT(x) 11 = 1 Ixl I para todo 

x e E. 

Pa. 

"===> " T es isometrica , entonces 

IIT(x) - T(y) 11 = IIT(x - y) 11 

11 T(x) - T(y) 11 = IIx - y" ; haciendo y = 0 



11 T(x) - T(0) 11 = 11 T(x - 0) 11 

IIT(x) - T(0)11 = IIT(x)11 

IIT(x) - T(0) 11 = II x ll. 

I! <===" IIT(x) - T(y) 11 = IIT(x - y) 11 

IIT(x) - T(y) 11 = IIx - yll 

d(T(x) , T(y» = d(x, y) ; p0r tanto T es isometrica. 

Def. 1. 3-5 

40. 

Un espacio de Banach es un espacio normado B el cual es 

completo. 

EL ESPACIO NORMADO Lc(E, F) 

Def. 1. 3-6 

Si E Y F son espacios normados, Lc(E, F) denota el conju~ 

to de todas las funciones lineales continuas T : E ---> F. 

Lc(E, F) = {T : E ---> F T es función lineal continua}. 

TEO. 1. 3-8 

Si E Y F son espacios normados, Lc(E, F) es un subespa -

cio lineal de L(E, F), Y es un espacio normado con 

liT 11 Sup {IIT(x) 1I IIxll < n . 



41. 

Pa. 

i) Mostraremos que Lc(E, f) es un subespacio lineal de - -

L(E, F). 

1) Lc(E, F) + ~ ya que O(x + y) = 0 = O(x) + O(y) 

por tanto O es lineal , así ° 6 L(E, F) . 

1 1 ° (x+y) 11 = IIO(x)+O(y) II con Ilxll ~ 1, Ilyll ~ 1 

< IIO(x) 11 + IIO(y) 1/ con l/xii ~ 1, lIyll ~ 1 

< 11011 IIxll + 11011 11 yll con" xll~ 1, Ilyll ~ 1 

< 11 ° II ( 11 xII + 11 y 11) con 11 x 1I ~ 1, 11 y 11 ~ 1 

así, O es continua y ° 6 Lc(E, F). 

2) Sean T, S 6 Lc(E, F), x 6 E . 

(S + T)(x) = S(x) + T(x) es evidente la linealidad; 

por tanto (S + T) S L(E, F). 

I I(s + T)(x)1 I = I Is(x) + T(x)1 I 

~ Ils(x) 11 + IIT(x) II 

< ( 11 S 11 + 11 T 11) " x 11 con 

IIxll ~ l . 

3) Sea T 6 Lc(E, F) y A cualquier escalar, x e E 

(AT)(x) = A(T(x», AT es lineal, así AT 6 L(E, F). 
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! I(AT)(x)! I = ¡ IA(T(x»1 1 

~ IAI IITII ! Ixl ¡; así AT 6 Lc(E, F) . 

ii) I.c(E, F) es un eSt)acio normad0 con 

IITII = Sup {1¡T(x) 11 : ¡¡xi 1 ~ 1J. 

1) IITII '"' Sup !!T(x) ¡ 1, I i~{1! ~ 1 , es claro que -- - -

Sup IIT(x) I1 > c,; po!' tanto IITI I > O. 

Si IITII ::. Sup I ¡T(x) ji ::: 0, Ilxi í ~ 1 e n tO!lCeS 

I lT(x)11 ::; 0 , i Ix! i ~ .... , l uego T(x) = 0,1 ¡xi ¡ :. l. 

así T = O; por tanto 1 ITI! ~ ° si T ~ O. 

2) IIATII :: Sup 1I (ATHx) i I , ¡¡xli ~ 1 

11 A T 1I = Sup 1I A (T (x» 11, 1I x ¡ 1 ~ 1 

IIATII = IAISup IIT(x) 11 IIxl! ~ i 

IIATII .,. IAI IITII , 

3) lis + TI! = Sup 11 (S +T) (x) 11 , !lxll ~ 1 

11 S + T 11 := Sup 11 S Üt} + T (x) ! !, ¡ Ixll ~ 1 



lis + TI ¡ < "'"ro ,,' !I:'!{ .., ) i i + (?'l~ \ "1 ¡""'\" ~"'lll ¡ ¡xi! < 
t \,6 .:~." • J . .:'!t..J i '-h .LO. : J.. .t'l .. I :> ¡ I {: 

1 1, S ,,;, '1"' : ; • . ~.! "" 1 I c:1 ¡ + '! "'! I 1 ' " • I ! , .... ! ¡ !J 

, 
L , 

TEO . L3-9 

Sea E un espacie \12ctClri9.1 n.or!!'lt-=~dG rr. ~~ :;:o " 
.' '1 

t ] i.: 

! Ixl ! < r} es compacto p é:X:l todc, r " 0 0 Er.;.tor.ces ; ," 

Fa. 

tq . . 
cl. ~c!.r: 

... } e I:Ir , 

'::o 

da para cada n . Supongamos n At .. "" 4;, entonces 
n""O 

:Xl e 
( r. Ap) 
n~.:O 

.,., c 

br Cr1'~~ ¡~'l 

en --~S! 
U A "" E, 

t1'i'C1 

_c 

a M 

~ , es 

43. 

1 

nn es 

Como An es ce.rr.::!'10 ara cada n, entonces An <:lS abú.rt: ::' 

¿or ser c.omplement" de eerrado; y Bl" con 3 C tO $ e[~t I!lcr"s exJ.s-

te m e N t q 

m 

Br e" \.~ Ai así 
:;"=1 

Br n ~ -.t> SI contra¿icc ·.ór~ f1uea Am e Br; por tant0 -_~d ste 
ro 

x e n~-;; 
n=O 't) , 



Probaremos que lim Xn = x · 
n-+co 

Sea € > O Y N S N t q si m, n ~ N entonces 

44. 

IIXm Xnl I < E/2 ; x S AN+1 ; sea j > N tq Xj e B(x,E/2), 

sea n > N; 

Ilx - Xnll = IIx x.~ + ::t.e - xnll 
.! J 

< 11 x - Xj 1I + 11 Xj - ~ 1 ¡< e:/ 2 + e: /2 = e: . 

TEO. 1.3-10 

e es un espacio de Bal1ach o completo. 

Pa . 

Si r > O, Br :;: {x 6 e : Ilx! I < r} es c Or.1pacto ; lce?,;o 

por (TEO. 1.3-9) se tiene que e es completo. 

TEO. 1.3-11 

Sea E un espacio normado y B un espacio de Banach . Entoll 

ces Lc(E, B) es un espacio de Banach. 

Pa. 

Sea (Tn) n 6 N una sucesión de Cauchy, asi Tn(x) es una 

sucesión de Cauchy en B y como B es completo existe T(x) € B 

tq lim Tn(x) = T(x) por definición. 
n~ 

i) Mostraremos que T es lineal. Sea x, y e E; 

T(x + y} = lim Tn(x + y) 
n-+co 

T(x + y) = lim (Tn(x) + Tn(y» 
n~ 



T(x + y) • 1im Tn(x) + 1tm Tn(y) 
n-+<o n+oo 

T{x + y) • T{x) + T(y). 

ii) T(AX) = 1tm Tn(AX) 
n-t<o 

T(AX) = 1im A Tn(x) 
n-+oo 

T(AX) = A 1im Tn(x) 
n-+a> 

T(AX) "'" AT(x). 

iii) Mostraremos la continuidad de T. 

45. 

Como (Tn) n S R es de Cauchy (aplicando TEO. 1.3-2) exis 

te K ~ O, tq 1 ITnl 1 ~ K para todo n; sea x S E. y~ que 

lim Tn(x)= T(x) se tiene por (TEO. 1.3-3-v-a) que 
n+<z> 

lim IITn(x) II = IIT(x) 11 (l) . , 
Il-+<XI 

como además 

I I Tn(x) 1I ~ K Ilxll ; aplicando limite se 

tiene 

lim 11 Tn (x) 1I ~ 1im K 11 x 11 
Il-+<XI n-

lim 11 Tn(x) I!~ K lim I\xll 
n-+co ~ 

lim 11 Tn (x) 1I ~ K 1I x 1I ; 
n-

luego por la igualdad de (1) tenemos 

BIBLIOTECA CENTRAL 
UNIVER5!OAD DE EL SALVA DOR 



46. 

1I T (x) 11 ~ K 11 xii 

por tanto T es continua y 11 T 11 !. K · 

iv) Mostraremos que lim Tn = T . 
Jl+Ol 

Sea € > O. Sea NI e R tq IITn - Tmll < € , am, n > NI 

por ser (Tn) n e B sucesión de Cauchy. 

Sea z e E tq IIzl1 ~ 1, si D, m ~Nl 

IITn(z) - Tm(z) 1 1 < € ,ya que 

IITn(z) - fut(z) 11 ~ Sup IITn(x) - Tm(x) 11 = IITn - Tml!· 

Ilxll ~ 1 

Sea m> Ni Y sea x tq Ilxli < 1. 

como lim Tn(x) = T(x) , 
Jl+Ol 

lim (Tn(x) - Tm(x» = T(x) - Tm(x) • 
n+co 

luego 
Um I I Tn(x) - Tm(x) 1I = IIT(x) - Tm(x) 1I 
~ 

Como i I Tn(x) - ~x)11 < € ,~> NI ' se tiene 

lim I I Tn(x) - Im(x) I I < e 
n-+o> 

ósea IIT(x) - Tm(x) I I < € ,l1Jt, I Ixll !. 1 ; 

de donde Sup IIT(x) - Tm(x) I I < e , IIxll < 1 

luego existe N e N tq 

sq m > N. 
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TEO. 1. 3-12 

Sean E, F, G e~pacios normados y T, S funciones lineales 

continuas T : E ---;. }' y 5 : F ---> G. Entonces ST: E --> G 

es una función lineal continua y ! I STII~ II sil IITII. 
Pa. 

Por (TEO. 1-4) ST 08 lineal y sea lE: e E. 

1 1(5T)(x) 11 = 1 IS(T(x»)1 1 

1I (ST}(x) !! ~ 11 sil : ¡ T(x) 11 

11 (5TH x) i i 5.. 11 sil l' T I1 I r x 1I por tanto 

ST es continua, ad~s 

por (TEO. 3-6-i) 

Def. 1. 3-7 

~na forma lineal sobre un espacio vectorial V es una fu~ 

ción lineal 

f V - . __ .> e tq f e L (V, eL 

Def. 1.3-8 

Si E es un espacio normado, el espacio normado dual de E 

es el conjunto Lc(E, C) de todas las formas lineales continuas 

f : E ---> e . 

NOTACION : 

E' .: Lc(E s C) 
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TEO. 1.3-13 

Si E es cualquier espacio norma do, E' es un espacio de Ba 

nach relativ~ a la definición: 

1) (f + g) (x) = f(x) + g(x) • 

2) (Af)(X) ~ A (f (x» . 

IIxll !. 1), 

Pa. 

Ya qUE e es un espacio de Banach, aplicando (TEO. 1.3-11) 

se tiene que Lc(E, e) es de Bsnach. 



4. PROPIEDADES l!'UMIRTAUS DE LOS ESPACIOS DE BILBERT 

mTACION 

Sea A S e, llamaremos a A* el conjugado de Ao 

Si A = a + i a entonces A* - a - i a. 
Propiedades : 

i) (A*)*~: A . 

iv) IAj= IA* A • 

v) A * =). ssi A es real . 

Def o 1.4-1 

Un eS9acio pre-Bilbert es un espacio vectorial complejo 

P tq para cada par de vectores x. y e P existe un número com-

plejo, llan~do el producto escalar de x, y denotado (x/y). 

Asumimos que este producto escalar cumple las tiguientes 

leyes 

Ll (x/y) = (y/x) • . 

L2 (x + y/z) - (x/z) + (y/z) . 

L3 (AX/Y) K A(x/y) . 

L4 (x/x) > O sq x ~ e. 

• 



50. 

'lEO. 1.4-1 

1ft todo espacio pre-Rilbert se cumplen las siguientes -

condiciones : 

1) (x/y + z) - (x/y) + (x/ z) . 

ii) (x/AY) - A*(x/y) . 

iii) (el y). (x/e) • o . 

i.) (x - y/z) ~ (x/z) - (y/z). 

(x/y - z) • (~/y) - (x/z). 

v) Si <x/r.) - (y/'Ó ~.a toda. z, entonces x-y. 

Pa. 

i) (x/y + z) • (y + z/x) • 

• [(y/x) + (z/x)]. 

• (y/x). + (z/x). 

• <x/y) + (x/z). 

'1i) (x/Ay). (Ay/x)* 

,. [A(y/x)]. 

• 'A.·(y/x)* 

• "·(x/y) . 



iii) (e/y). (e + G/y) 

(e/y) • (e/y) + (e/y) 

(e/y) - (e/y) - (G/y) 

o - (0/y) (1). 

(x/e) - (x/e + e) 

(x/a) • (x/e) + (x/e) 

(x/e) - (x/e) • (x/e) 

o .., (x/e) (2) • 
..J 

de (1) y (2) se tiene (e/y) = (x/e) - o. 

iv) (x - y/z) = (x + (-y)/z) 

• (x/z) + (-y/z) 

- (x/z) + (-ly/z) 

• (x/z) - l(y/z) 

• (x/z) - (y/z) . 

(x/y - z) - (y - z/x)* 

• [(y/x) - (z/x)]* 

... {(y/x) + (-1(z/x»]* 

51. 



52. 

• (y/x)* + (-l(z/x»* 

... (y/x)* + (-1)* (z/x)* 

... (x/y) - (x/z). 

v) Si (x/z) • (y/z) para todo z e p, 

(x/z) - (y/z) a O 

(x - y/z) -= O 

como es para todo z e P, hagamos z ... x - y, así 

(x - y/x - y) ... O 

luego x - y - e ; por tanto x = y. 

TEO. 1.4-2 

En cualquier espacio pre-Hilbert P, se cumplen las si -

guientea igualdades : 

n n 
i) (r Ak xk/y) ~ l Ak{Xk/Y) 

k-l k-l 

n n 
ii) (x/ í AkYk) 

k-l 
- I Ak* (x/Yk) . 
k-! 

n m 
iii) ( r Akxkl r YiYi)'" l lkYi*(Xk/Yi) . 

k-l i-1 k<n 
i~m 

NOTA Se verificarán por inducción. 

PA. 
n n 

i) (I Akxk/y) - ¿ Ak(xk/y) • 
k-l . k-l 
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Para k ., 1 

Supongamos cierto para n - 1 . 

verificaremos que es cierto para n· 

n n-l 
( l Akxk/y) = ( l Akxk/y ) + (Anxn/y) 
k=l k=1 

n n-l ( r Akxk/y) = í Ak(xk/y) + An(xn/y) "hip. induc. 1
' 

k=l k=l 

n n ( r Akxk/y) = í Ak (xk/y) . 
k=l k=l 

n n 
ii) (xl í AkYk) = í Ak*(x/Yk) 

k=l k=l 

para k = 1 

= Al*(y1/x)* 

Supongamos cierto para k o: n - 1 

n-l n-l 
(xl ¿ AkYk) = í Ak*(x/Yk) 

k=l k=l 

verificaremos que es cierto para k en . 



n-l 
= (xl ¿ ~kYk + ~nYn) 

k=! 

n-1 
= (xl ¿ AkYk) + (x/~nYn) 

k=l 

n-1 

54. 

= L Ak*(X/Yk) + ~n*(x/Yn) "hip.induc. " 
k=l 

n m 
iii) (í Akxkl í YiYi) = r AkYi*(Xk/Yi) 

k-l i=l k<n 
i<m 

para k = 1 Y m fijo -

m m 
(Alx11 ¿ YiYi) = ( ¿ YiYi/~lx1)* 

i=l i=l 

m ro 
(Alxl! ¿ YiYi) =.L Yi*(Yi!Alxl)* 

i-l 1=1 

m ., r Yi*P,lXI/Yi) 
i=l 

.. í AlYi*(X1!Yi) . 
i<m 

Supongamos cierto para n - 1 Y m fijo . 

n-1 m 
( í AkYk! í YiYi) = í AkYi*(Xk!Yi) 
k-l i-l k~n-l 

i~m 

verificaremos que es cierto para n~ y m fijo 

n m n-l m 
( ¿ ~kXkl L YiYi) ., « í Akxk + AnXn)! r YiYV 
ka l i-l k=l i-l 



Def. 1. 4-2 

n-l m m 
= ( L ~kxk/ í YiYi) + (AnXn/ í YiYi) 

k=l i=l i=l 

m 
= ¿ ~kYi*(xk/Yi) + ( L YiYi/~nXn)* 
k<n-l i=l 
i<m 

m 
= L AkYi*(Xk/Yi) + ¿ Yi*(Yi/AnXn)* 

k<n-l i=l 
i<m 

m 
= r AkYi*(Xk/Yi) + L Yi*(~nXn/Yi) 
k<n-l i=l 
i<m 

m 
= L AkYi*(xk/Yi) + I AnYi*(xn/Yi) 

k<n-l i=l 
i<m 

= ¿ AkYi*(xk/Yi) 
k~n 
i<m 

55. 

En un espacio pre-Hilbert P,la norma de un vector x, deno 

tada por I Ixl I , es el nGmero real no negativo definido por la 

expresión,: 

IIxll'" ¡(x/x). 

TEO. 1. 4-3 

Sea P un espacio pre-Hilbert, x G P, A S e, las siguientes 

condiciones se cumplen : 

i) 11 ~x" = lA I 11 xII. 

ii) !Ix!! > O sq x + O; 

Ilxll = O ssi x = e. 



Pa. 

56. 

i) 1 I~xl 12 = (~x/~x) 

I IAXI 12 = A(X/AX) 

II~xl 12 = AA*(X/X) 

ii) Por L4 se tiene que I Ixl I > O si x + e, (x/e) = O 

para todo x 6 P, se tiene además que: 

1) II-x 1I = 11- 1 (x) 11 

II-x II = 1-11 "xII 

II-xll = IIxll (a). 

2) 11 ix 11 = 1 i 1 11 x 11 

" ix 11 = 1 11 x " 

11 ix 11 = 11 x 11 (b) . , 
de las conclusiones (a) y (b) tenemos : 

11- xII = lIixll == IIxll , 



el vector 1 lxii-Ix tiene norma 1 si x + 6. 

Sea y = Ilxll-1x 

lIyll .. !lxll 
11 xII por tanto Ilyll = 1. 

TEO. 1.4-4 

Ley del paralelogramo en un espacio pre-Hilbert P. 

Pa. 

1IX+Y1l2 + 11 x-y 11 2 .. (x+y/x+y) + (x-y/x-y) 

57. 

IIx+yl 12 + Ilx-yl12 = (x/x+y)+(y/x+y)+(x/x-y)+(-y/x-y) 

. I Ix+yl 12 + Ilx-yl 12 = (x/x)+(x/y)+(y/x)+(y/y)+(x/x)+(x/-y) 

+ (-y/x)+(-y/-y) 

Ilx+Y112 + Ilx-yl12 = (x/x)+(x/y)+(y'/x)+(y/y)+(x/x)+(-l)* 

(x/y)-(y/x)-(-l)*(y/y) 

2 2 
Ilx+yll + I Ix-yl I z 2(x/x)+(x/y)+(y/x)+2(y/y)-(x/y)-(y/~) 

anulando 

11 X+y 11 2 
+ 11 x-y 11 2 = 2 11 x 11 2 

+ 2 11 y 11 ~ 
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TEO. 1.4-5 

Identidad de polarización en un espacio pre-Hilbert P. 

Pa.. 

e (x/x+y) + (y/x+y) 

E (X/X) + (X/y) + (y/X) + (y/y) 

= Ilx112+ IIyl12 + (X/y) + (Y/X) (a). 

2 
I Ix-yl I .. (x-y/x-y) 

.. (x/x-y) - (y/x-y) 

= (x/x) - (x/y) - [(y/x) - (y/y)] 

2 2 
... Ilxll - (x/y) - (y/x) + Ilyll 

2 2 
.. l/xiI + 1I yll - (x/y) - (y/x) (b) . 

2 
Ilx+iyll • (x + iy/x + iy) 

= (xIx + iy) + (iy/x + iy) 

= (x/x) + (x/iy) + (iy/x) + (iy/iy) 

... (x/x) + ii*(y/y} + i*(x/y) + i(y/x) 



222 
• Ilxll + lil Ilyll - i(x/y) + i(y/x). 

illx+iyI1 2. i[ Ilx112+ liI21IyI12_i(x/y) + i(y/x) ] 

a illxl12+ illyl12 - H(x/y) + ii(y/x) 

1I x_iyll2 ... (x - iy/x - iy) 

- (x/x - iy) - (iy/x - iy) 

= (x/x) - (x/iy) - [(iy/x) - (iy/iy)] 

= Ilx112- i*(x/y) - i(y/x) + ii*(y/y) 

222 
-illx-iyll e -il Ixl I -i(-i)*(x/y) - i(-i) (Y/X) ,- il Iyl I 

= _illxI12+ (X/y) - (Y/X) - i IIyl l2 

= -illxIl2_ illyll2+ (X/y) - (y/X) (d) . 

59. 

Sumando los resultados en (a), (b), (e), (d) y multiplieand~ 

dicha suma por 1/4, se tiene : 

l [llx I12+ I iy112+ (x/y)+(y/x)- Ilx112- Ily112+ (x/y) + (y/x) + 

illxl12+ illylI2+(x/y)_(y/X)_illxI12 _illyI12+(x/y)_(y/x)] 

a 1. ( 4(x/y») 
4 
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• (x/y) ; por 10 tanto 

TEO. 1.·4-6 

Desigualdad de Cauchy Sshwarz. 

En un espacio pre-Hilbert P, 

II(x/y)11 ~ Ilxll Ilyll . 

Pa. 

Sean x, y e p. 

i) Cuando x = 0 y y = 0) 

II <x/y) II ~ Ilxll lIyll se cumple. 

ii) Supongamos que x + 0 y y + 0~ 
dividiendo en la desigualdad por 1 Iyl 1 se tie-

ne : 

como 

I (x/y) I ~ IIxll 
IIYII 

= \lIyll-1
11<x/y)1 

.. I <llyll-l*x/y) 1 



61. 

haciendo Z = I Iyl !-ly, tenemos que I Izl I = 1 Y 

I (x/I !yl !-ly)1 = l(x/z)l· 

Bastara verificar que !(x/z)1 ~ I Ixl l · 

Para todo A e e tenemos que : 

2 
! Ix - Azl I = (x - AZ/X - AZ) 

= (x/x - AZ) - (AZ/X - AZ) 

= (x/x) - (X/AZ) - [(AZ/X) - (AZ/AZ)] 

= (x/x) - A*(X/Z) - A(Z/X) + A*A (z/Z) 

= I Ixl 12_ A*(X/Z) - A(Z/X) + A*A • (1 Izl I = 1) 

= I Ixl 12_ (X/Z) (x/z)* + (x/z)(x/z)* - A*(X/Z} 

- A(X/Z)* + n* 

= Ilx112- I (x/z)12 + (x/z)* [(x/z) -A] -A*[(X/Z)-A] 

'" Ilxll L I (x/z) 12 + [(X/Z)-A] [(X/z)* - A*J 

= IlxIIL I (x/z) 12 + [(x/z)- A] [(X/z) - A] * 

(a) . 
I 

haciendo A = (x/z) y sustituyendo en la igualdad anterior 



\Ix - Azl1 2 = IIxl12 - l(x/z)12 + IÁ-,,12 

o ~ IIx - Azl1 2 = IIxl12 - l(x/z)12 

o ~ 11 x 11 2 - 1 (xl z) 12 

I (X/Z) 12 ~ IIxl12 

l(x/z)1 ~ Ilxll , lo que se quería verificar. 

TEO. 1.4-7 

Desigualdad triangular. En un espacio pre-Hilbert P, 

IIx+yll ~ IIxll + Ilyll. 

Pa. 

62~ 

Sean x, y e P y A e e denotaremos con ReA , la parte 

real de A • 

Damos por conocido que la parte real de un número complejo 

es menor o igual que el valor absoluto de dicho número complejo. 

Ilx + yl12 e (x+y/x + y) 

I Ix + yl 12 = (x/x + y) + (y/X + y) 

I Ix + yl 12 a (x/x) + (x/y) + (y/x) + (y/y) 

IIx + yll2 el IIxll2 + lIyll2 + (x/y) + (x/y)* 

Ilx + yl12 = IIxl12 + IIyl12 + 2Re(x/y) , 



63. 

como 

Ilxll~ IIYII~2Re(x/y) 5.. I lx112+ Ily112+ 21 (x/y) 1 
entonces 

ade:mas 

luego 

por tanto 

IIx+yll < ¡Ixll + Ilyll . 

LA METRICA INDUCIDA EN UN ESPACIO PRE-HILBERT 

La norma definida en un espacio pr~~~ilbert induce en éste 

una métrica. 

Def. 1. 4-3 

~n un espacio pre-Hi1bert P, definimos la distancia de x 

11 11 PxP ---,. R 

(x, y) 1---> IIx - yll . 

Las propiedades de distancia para la función así definida 

se verifican en forma inmediata teniendo en cuenta las propied~ 

des de la norma. 
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Ciertas propiedades de la norma tienen formulaciones nat~ 

rales en terminos de distancia. 

i) 1I x - y 11 > O; 1I x - y 1I = O ssi x = y. 

ii) !Ix - yll = Ily - xII 

iii) "x - z 1I ~ 11 x - y" + 11 y - z 11 . 

OBSERVACION 1.4-1 

Todo espacio pre-Hi1bert P, es un espacio metrico con - -

d(x, y) = IIx - yll , y las siguientes relaciones se cumplen; 

i) d(x, y) > O si x + y j 

d(x, y) a: O si x .. y . 

ii) d(x, y) "" d(y, x) . 

iii) d(x, z) ~ d(x, y) + d(y, z) _ 

Def. 1.4-4 

Un espacio pre-Hilbert P es completo si toda sucesión 

(xn)n S N de Cauchy en P, converge a x e P. 

OBSERVACION 1.4-2 

En cualquier espacio pre-Hilbert P, se tiene que toda su

cesión de Cauchy es acotada. 
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" Prueba Similar en Espacios Normados" ; 

TEO. 1.4-8 

Sea P un espacio pre-Hilbert cualquiera y sean (Xn)n 6 N, 

(Yn)n S N s~cesiones de puntos de P, entonces se cumple que . 

i) Si lim xn ; x y lim Yn ; y ,entonces 
n-+co n-+oo 

lim (Xn!Yn) ; (x/y) . 
n-+<:o 

ii) Si (xn)n S N Y (yn)n 6 N son sucesiones vectoriales de 

Cauchy, entonces (Xn/Yn)n e N es Jna sucesión de Cauchy 

de escalares. 

Pa. 

aplicando desigualdad triangular se tiene, 

+ I I Xn-xl I Ilyll (a). 

Ademas por hipótesis tenemos que 

lim IIXn-xll ; O Y lim IIYn-yll = O, 
n-+oo ft+Cl 

luego aplicando límite en (a) 

O ~ lim I (xn/Yn)-(x/y) I < lim Ilxn-xllllyn-yll + 
n-+oo ft+Cl 



o < lim I (xn/Yn) - (x/y) I ~ o-o +llxll-O + Oollyll = O, 
~ 

así 1ím I (Xn/Yn) - (x/y)! = O 
n-+<x> 

lím (xn/Yn) = (x/y) . 
~ 

ii) Mostraremos que para todo 

por 10 tanto 

€ > O, existe N e N tq 

sq m, n ~ N . 

66. 

Por ser (~)n S N Y (yn)n S N sucesiones de Cauchy, se 

tiene que {Xn)n e N y {yn)n e N son acotadas por -

(TEO. 1. 3-2), luego exis ten kl' k2 > O tq 

II~II < k¡ Y !!Yn!1 < k 2 para todo n; además existen 

II~ - xmll < /El3 sq m, n ~ N¡, 

"Yn - Ymll < -Fi3 sq m, n ~ N2 • 

II~ - ~" < 
E/3k2 sq m, n ~ N3 . 

"Yn - Ym" < 
€/3k ¡ sq ro, n ~ N4 . 

Para todo m, n se tiene 
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aplicando desigualdad triangular se tiene : 

Por l a desigualdad de Cauchy Schwarz se mayora el miembro de -

la derecha 

como Ilx~11 < k¡ Y Ilymll < k2 se tiene 

m, n ~ N,haciendo 

es de Cauchy. 

COROLARIO 1.4-1 

En un espacio pre-Hilbert P, se cumple: 

BIBLIOTECA CE TRA l 
UNIVERSlOAD DE E L SALVADOR 



i) Si lim xn = x ,entonces lim I lxnll = Ilxll . 
n-+<:o n-+<:o 

ii) Si (xn)n e N es sucesión de Cauchy, entonces IIXnII 
converge. 

Pa. 

i) Sean Xu' x 6 P con x fijo 

lim (xn/xn) = <x/x) 
n-+<:O 

lim <Xu/xn)1/2 = (x/x)1/2 
n-+<:o 

Uro (11 xn 11 ~ 1/
2 = (11 x 112) 1 I 2 

n+<'" 

lím "xn " = "x 11 · 
n+<'" 

ii) Como (Xu)n 6 N es de Cauchy,por (TBO.l.4-8-ii) 

(xn/xn)n 6 N es de Cauchy en R y R es completo, 

luego IIxnl12 converge; por tanto (1Ixnll)n e N 

converge. 

VECTOP..ES ORTOGONALES Y VECTORES ORTONORMALES 

DeL 1.4-5 

68. 

Si x y y son vectores en un espacio pre-Hilbert P, se dice 

que x es ortogonal a y sí se tiene que (x/y) = O Y se denota -
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La relación de orto~ouaaidad es simétrica, es decir, si 

x 1 y, entonces y 1 x. 

Verificación : 

Sea x 1 y entonces (x/y) = O por definición; como O = 0* 

y (x/y) = (y/x)*, luego (y/x) = O; por 10 tanto y 1 x. 

Si x 1 x entonces (x/x) = o; es evidente que x = 0. 

NOTA 

Todo vector x 6 P es ortogonal a 0 6 P. 

TEO. 1.4-9 

Sea P espacio pre-Hilbert y x, Y1' Y2' ••• , Yn 6 P; si x 

es ortogonal a cada Y1' Y2' ••••• , Yn ' entonces x es ortogonal 

a toda combinación lineal de los Yk con k = 1, 2, •••• , n. 

Pa. 
n 

Sea y = ¿ AkYk 
k=l 

(x/y) 

•..• + A * . O n 

(por hipótesis x es ortogonal a cada Yk con k = 1, 2, •••• , n); 

p6r 10 tanto 



n 
(x/y) = I AkK'k = O COn K' = O , 

k=l 

70. 

luego x es ortogonal a una combinación lineal de los Yk con 

k = 1 . 2, .... , n. 

DeL 1. 4-6 

Un conjunto S de vectores, se dice que es ortogonal si x 1 y 

para todo x + y, x, y e s. Una sucesión (Xn)n e N de vectores 

es llamada una sucesión ortogonal si Xj 1 Yk para toda j + k. 

TEO. 1. 4-10 

Sea P espacio pre-Hilbert, x, y S P. Si x 1 y, entonces 

En general , si xl' x2 ' •••• , xn SOn ortogonales, entonces 

n n 
11 L xkl12 = L II xkl1 2 (Re!. Pitagórica). 

k=l k=l 

Pa. 

Para k = 2 . 

c' I 
.... 1 X .L Y entonces I Ix + yl12 = (x+y/x+y) 

= (x/x+y)+(y/x+y) 

= (x/x)+(x/y)+(y/x)+(y/y) 



71. 

Asumamos por inducción que es cierto para n - 1 

se probará ~ue es cierto para n 

n n-l 
11 L xk 11 2 = 11 L xk 112 + 11 Xn 11 2 

k=l k=l 

por (TEO. 4-9) Xk 1 Xj' k t j 

. Def. 1.4-6 

Un conjunto S de vectores en un espacio pre-Hilbert P, es 

llamado ortonormal, si S es ortogonal y I Ixl I = 1 para todo -

x El S. 

Una sucesión (xn)n S N de vectores "finita o infinita" 

es llamada ortonormal si Xj 1 Xk sq j + k Y Ilxkl I m 1 pa 

ra toda k. 

TEO. 1.4-11 

Sea P un espacio pre-Hilbert. Si xl' x2' •••• , xn G P son 

vectores ortonormales, entonces para todo vector x S P se tie-

ne : 

n n 
i) Ilx - r (x/xk) xk I1 2 == IIxI12 - ¿ I (X/Xk ) 12 . 

k=l k=l 



n 

ii) I 1 (x/xk) 12 ~ 11 xI12 
le=1 

72. 

(IGUALDAD Y DESIGUALDAD DE BESSEL) 

Pa. 

i) Sean A l ~ A2, .• •. . , Ak' números complejos arbitrarios; por 

(TEO. 4-10) se tiene : 

n n 

11 L Ak xkll2 = L IAkl2 II xk ll 
k=1 k z 1 

n n 
11 L Ak xkl12 = I IAk l2 por ser Ilxkll = 1 para t~ 

k=1 k=1 
do k • 

n n 
= (x/x) - (x/ L Akxk) - r( L AkXk/x) -

k=1 k=1 
n n 

.. ( L Akxk/ L Akxk)] 
k=1 k=1 

n 

= (x/x) - ( I Akxk/x)* -
k=1 

n 2 
+ I Ak * Ak 11 xk 1I 

k=l 

por (TEO. 1.4-2-iii) 

n n 
= (x/x)-( ¿ Ak*(X/Xk»-¿ Ak(X/Xk)* + 

k=1 k=1 
n 

+ I Ak*Ak por ser IIxk l1 2 = 1 
k=1 
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haciendo A* = (x/xk)* y sustituyendo en la igualdad ante 

rior tenemos 

n n n 
(x/x) - I (x/xk)*(x/xk) - I AkAk* + I AkAk* 

k=l k=l k=l 

por tanto 

n n 
ii) Corno O < 1 Ix - I (X/Xk)1 12 = 1 Ixl 12 - I 1 (X/Xk) 12 , 

k=l k=l 
n 

O < 11 x 11 2 - ¿ 1 (x/Xk) 12 ; 
k=l 

por tanto 

TEO. 1.4-12 

Sean xl' x2 ' ••. , xn vectores ortonormales en un espacio 

pre-Hilbert P. 
n 

Si y = I (x/xk)xk y Z = x - y, entonces . 
k=l 

i) (z/xk) = O para todo k = 1,2, .... , n . 

ii) (z/y) = O 

Pa. 

i) (z/Xj) = (x - Y/Xj) 

(z/Xj) = (x/Xj) - (y/xj ) 

n 
(z/Xj) = (x/Xj) ( I (X/xk)Xk/Xj) 

k=l 

(z/Xj) (x/Xj) - (x/Xj) = O luego, 
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(z/xj) = O para todo j = 1, 2, .•.• , n. 

ii) Probado en (TEO . 4-9) . 

Este teor2IDa nos proporciona una descomposición x = z + y 

donde y es una combinación lineal de xl' x2' ••.• , xn y z 1 Xk 

para todo k = 1, 2, .••• , n. 

TEO. 1. 4-13 

Procedimiento de Ortonormalización de Gram-Sehmidt. 

Si Yl' Y2' .••• es una sucesión de vectores linealmente 

independientes en un espacio pre-Hilbert P, existe una sucesión 

ortonormal xl' x2' x3' •• • tal que 

[ xl' x2' •••. xn ] = [ y l' Y 2' .••• Yn J 
para todo n. 

Es decir xl' x2' ...• , xn generan el mismo subespacio li

neal que Yl' Y2' "" Yn • 

Pa. 

Los vectores xn seran definidos inductivamente. 

Sea xl = Ily l ll- l Yl 

Asumamos inductivamente que los vectores xl' x2' ""Xu-l 

son realmente definidos de tal forma que 

l para todo i < n - l y xi 1 Xj' i + j 



haciendo zn 
n-1 

= Yn - ¿ (yn/xk)xk k=1 

xn = 11 zn 11-1 zn 

y definimos 

de zn se tiene que 

de manera que 

n-1 
Yn = zn + I (yn/xk)xk 

k=l 

n-l 
Xu = 11 zn 11-1 

(y n - I ( y n/ xk) xk) 
k=l 

Xn = Ilznll-1 Yn - Ilznll-lnt :· (Yn/Xk)Xk 
k=1 

n-l 
así Il zn ll-1 

Yn = xn + Il zn ll-1 L (yn/xk)xk 
k=1 

75 · .. 

verificaremos que rx1, x2, ... , xnJ = [y!, Y2' "', yJ para 

ello mostraremos que si y 6 [Yl' Y2' ••• , ynl ' entonces y se 

puede expresar como una combinación lineal de los xk con -

k = 1, 2, .•. , n. 

Se tiene por hipótesis inductiva que 

Sea y 6 [Yl' Y2' ...• ynJ y IXk escalares con k = 1,2, 

... " n. 



n-l n-l 
y = L CtkYk + Ctn ( II znll xn + L (yn/xk)xk) 

k=1 k=1 

n-l 
y = L CtkYk + 

k=1 

n-l 
Ctn I Iznl IXn + Ctn I (yn/xk)xk 

k=1 

76. 

hemos logrado expresar y como una combinación lineal de los 

Xk con k = 1, 2, ... , n ; verificaremos ahora que Zn 1 Xk para 

k = 1 , 2, ..•• , n-l. 

n-l 
(zn/xi) = (Yn - L (yn/xk)xk/xi) con i fijo e i < n-l 

k=1 
n-l 

(zn/xi) = (yn/xi) - ( L (Yn/Xk)xk/xi) 
k=1 

(zn /Xi ) = (yn/xi) - [(yn/xl ) (xl IXi) + (yn/x2)(x2/xi)" 

+ .. .. + OJ 

por 10 tanto Zn 1 Xk para k = 1, 2, •• 

... , n - 1. 

COROLARIO 1.4-2 

Si P es un espacio pre-Hi1bert de dimensión finita n, en-

tonces P tiene una base (Xl' x2' ..•. , xn) de fQctores ortonor 

males. 
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Pa. 

Sea [Yl' Y2' ..•• , Yn] una base de P, aplicando el proc~ 

so de ortonormalización de Gram Schmidt se tiene que existe u-

na ba s e [Xl' x2' .••. , xnl de vectores ortonormales en P. 

Def. 1.4-7 

Si P es un espacio pre-Eilbert y S C P. 

S es total si dado X S S Y z S P entonces (x/z) = O solo 

si z = O. 

TEO. 1.4-14 

Sea P un espacio pre-Hilbert de dimensión finita y {el' 

e2' ..•• , ek} una base ortonormal en E, entonces la sucesión 

con 
k 

~ = I xni ei 
i=l 

es de Ca~chy 

ssi para cada i = 1, 2, •••• , k 

Pa. 

(~i) n S N es de Cauchy . 

11 ===> 11 Sea E > O, dado que (x )n S N es de Cauchy, exis 
n 

te N e N tal que 

sq m, n > N 

para cada i 1, 2, •••. , k t enemos que 



1I xmi - xnj. 11 ~ 11 ~ - xn 11 < E 

k k 
~ - xn = L Xm - ei - L xn - ei 

- 1 1 - 1 1 1= 1= 

k 

ya que 

= I (~i - Xui)ei luego (xni) n e N 
i=1 

es una suces ión de Cauchy para i = 1, 2, .. • ..• k. 

78. 

11 <=== "Sea e: > O; dado que (xni) n e N es una sucesión de -

Cauchy para cada i = 1, 2, .••• , k. entonces existe Ni S N tq 

para m, n ~ Ni implica que 

11 Xn i - xtlli 11 < f ,as i 

k k 
Ilxn - xmll = 1I ¿ Xn- e- - ¿ Xm- el 11 1 1 . 1 1 i=l 1= 

k 
"xn - Xmll = 11 L (xn · - Xm -) ei 11 

.11 1 1= 

k 

II~ - Xm" = 11 L (xni - Xmi) 11 
i =1 

k 
Ilxn - ~" ~ L II xn - - Xm · 1I i=1 1 1 

11 X n - Xm 11 < E sq m, n ~ N , 

tomando N = max {Ni ; i = 1, 2, .... , k} por tanto (xn)n S N 

es una sucesión de Cauchy. 

TEa. 1. 4-15 

La sucesión (xn) n e R de e l ementos de P converge a --
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k 
x = 2 Xi ei ssi para cada i = 1,2, •••. , k la sucesión - -

i=l 
(xni)n 6 N converge a xi. 

Pa. 

" ===> 11 Sea e: > O; entonces existe N S N tq n ~ N impli 

ca 11 x - Xn 11 < e: luego para cada i = 1, 2, .••• , k se tie 

ne que 

11 xi - xni 11 < e: sq n > N . 

" <===" Sea e: > O; existe Ni con i = 1, 2, .••. , k tq --

n > N implica que 

< E. 
k 

k 

, así 

= 11 I (xi - ~i) ei 11 
i=l 

k 
1 I ¿ (xi - xo ·)! I 

i=l 1. 

11 x - Xo 11 < e: sq o > N, tomando 

N = max {Ni; i = 1, 2, •••• , k} . 
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Def. 1.4-8 

Un espacio pre-Hilbert H que es completo, es llamado un es 

pacio de Hilbert. 

TEa. 1. 4-16 

Todo espacio pre-Hilbert P de dimensión finita es comple-

too 

Pa . 

Sea (xn)n g N una sucesión de Cauchy en P, con 

k 
Xn .L xni ei ' n = 1, 2, ..• , k 

1=1 

se tiene por (TEa. 1.4-14) que (~i)n g N es de Cauchy, para -

todo i = 1, 2 . . ... , k , además por (TEa. 1.3- 10), tenemos que 

C es completo ; luego la sucesión (xni) n S N convergen a xi pa 

ra i = 1. 2 •..•.• k , Y por (TEa. 1.4-15) la sucesión (xn)n g N 

converge a 

Def. 1. 4-9 

k 
x = I xi ei 

i=l 
por tanto P es completo. 

SUBESPACIOS LINEALES CERRADOS 

Sea S un subconjunto de un espacio pre-Hilbert P. Un vec-

t or x e P se dice que es ortogonal a S si x 1 y, para todo - -

y g S. 

NOTACION x 1 S ,X ortogonal a S. 
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Def. 1.4-10 

El conjunto de todos los vectores x e P tales que x 1 S 
1 

se llama el aniquilador de S y se denota por S • 

1 
S = {x e p :(x/y) = o , para todo y e S} . 

.§jemp1cs 
1 

1) P = {e} 

1 
2) {e} = P • 

TEO. 1.4-17 

Si P es un espacio pre-Hi1bert y S e P, entonces 
1 

i) S es un subespacio lineal de P. 

ií) Acemás si 

Pa. 

x = n 

1 
(xn)n e N es una sucesión de S 

1 
x, entonces x e S 

, x e P 

1 

tq 

i) Es evidente que 0 e S y por (TEO. 1.4-9) S es un sub 

espacio lineal de P. 

ii) Supongamos que (xn)n S N es una sucesión tq Xn 1 S para 

todo n, y 1im ~ = x . 
n->CO 

Para todo y e S, se tiene 1im (Xn/y) = (x/y) por(TEO.1.4-
n-+«> 

8-i), como (xn/y) = O para todo n, luego (x/y) = O; por 10 tan 
1 

to x e s 
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NOTA 1.4-1 - En particular, si S es subconjunto de un espa -

NOTA 

cio pre-Hilbert P, un vector x e P es adherente a S ssí 

existe una sucesión (xn)n e N de puntos de S tq 

lim xn = x , 
n-+oo 

1.4-2 - Si S 

P, denotamos 
11 II 

(S ) = S 

es 

el 

un subconjunto de un espacio pre-Hilbert 
1 -ll 

aniquilador de S por S , es decir, 

TEO. 1.4-18 

Si S e P, J e p y P es un espacio pre-Hilbert, entonces 
11 

i) S e s . 

1 1 
ií) Si S e J, entonces J e s . 

111 1 
iii) (s ) = s 

Pa. 
1 

i) Sea x e s. Para todo y 6 S se tiene que y 1 x, asi -
1 11 

x 1 S ,es decir x e (s) ,así tenemos que x e S im-
II II 

plica que x e S ; por tanto S e S 

ii) Supongamos que S - 1 e J. Si xl J entonces x l 's, se tiene 
1 

así que x e J implica 
1 1 

que x e S ; por tanto S e J im-

plica que J e S • 

II 
iii) Por i) S e 5 , entonces aplicando parte 

111 1 
ii) (5 ) e S (a) , 

BIBLIOTECA CENTRAL 



1 111 
Por i) tenemos S C(S) (b), luego por las inclusiones 

(a) y (b) se tiene 
lL1 1 

(S ) = S • 

Def. 1. 4-11 

Si S Y J son subconjuntos de un espacio pre-Hilbert P. Se 

dice que S es ortogonal a J en caso que x 1 y para todo x G S 

y para todo y S J. 

NOTACION 

Ejemplos : 
1 

1) S 1 S , 

2) {El} 1 S para todo S C P • 

3) Convendremos que 

TEO. 1.4-19 

Si f>1 Y N son sub espacios lineales de un espacio pre-Hil -

bert P, tq M 1 N, entonces todo x S M + N tiene una única re -

presentación x = y + z con y S M Y z G N. 

Pa. 

Supongamos que x = Y1 + zl = Y2 + z2 con Yl' Y2 G M Y 

zl' z2 S N, mostraremos que Y1 = Y2 Y z1 = z2 • 

Sea w = Y1 - Y2 = z2 - z1' En estas condiciones (Yl - Y2) 

€ M Y (z2 - z1) S N por ser M y N subespacios lineales; además 
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(Yl - Y2/ 22 - 21) = O por ser M 1 N; luego Yl - Y2 = 0 y 

21 - 22 = 8; por tanto Yl = Y2 Y z1 = 22' 

NOTACION El subespacio lineal M + N con M y N ortogonales -

10 denotaremos ?1 $ N • 

TEO. 1.4-20 

Si S Y J son subconjuntos de un espacio pre-Hilbert P, en 

tonces las siguientes proposiciones son equivalentes: 

i) S 1 J . 

1 
ii) S e J . 

1 
iii) J e e 

u 

Pa. 

i) ==> ii) Por hipótesis tenemos S 1 J entonces x 1 y pa-
1 

ra todo y e J y x e S,lo cual implica que x e J para to 
1 -.- do x e s; por tanto S C J • 

1 
ii) ==> iii) 

11 1 
Por hipótesis S C J , esto implica que -

11 
(J) C S por (TEO. 1.4-18-ii), pero J C (J) por 

- 11 1 
(TEO. 1.4-18-i), 

1 
se tiene asi J C (J) C S por 10 -

tanto J cs. 

1 
iii) ==> i) Se tiene como hipótesis 

11 1 
que J C S 
1 

, esto impli 

ca que (s) e J ; por tanto S C 
1 

ces x e J ,luego x 1 z para todo z e J; por tanto S 1 J. 

J sea x e s. enton -



85. 

TEO. 1.4-21 

Si M Y N son subespacios lineales de un espacio pre-HilbeEt 

P, tq M $ N = P, entonces ; 

1 
i) M = N · 

1 
ii) N = M . 

11 
iii) M M . 

11 
iv) N = N. 

Pa. 

i) Si x € N entonces x 1 y para todo y € M por definición de 
1 1 

ü) 

M $ N, luego x S M ;por 10 tanto N e M (a). 
1 

Si x € M entonces x 1 y para todo y e M, como x S P en-

asi (b¡/b¡) = O; luego b¡ = e , esto es que 

x = e + b 2 e N : 1 ' 
por 10 tanto M e N (b); de las inclusiones (a) y (b) te 

1 
nemos N = M (e) , 

Por troceso similar al efectuado para demostrar i) se tie 

ne N = M (d) . 
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1 1 lL 
iii) Si N = M entonces N = M (e) • 

1 lL lL 1 
Si N = M entonces N = M 

1 
(h) , 

J1 
por (d) N = M y sustituyendo en (e) se tiene M = M • 

1 
iv) También N = M por (e) y sustituyend~ en (h) se tiene 

lL 
N = N. 

OBSERVACION 1.4-2 

i) 

ii) 

En cualquier espacio pre-Hilbert P, se cumple 

Si 

Si 

lim xn = x y 
~ 

lim (xn + Yn) 
n:+<x> 

lim xn = x y 
J1."+<Xl 

lim O.n xn) = 
n~ 

= 

lim Yn = y 
~ 

x + Y. 

lim A = A n 
n:+<x> 

AX. 

Entonces 

. Entonces 

(P..:-obado en espacios normados) . 

TEO. 1.4-22 

Si N es un subespacio lineal de un espacio pre-Hilbert P. 

Entonces N es un subespacio lineal cerrado de P. 

Pa. 

Supongamos que x, y S N Y A un escalar y sean (xn)n S N, 

(Yn)n S N sucesiones de vectores en N, tales que lim Xn = x 
n~ 

y lim Yn = y ; como N es subespacio (Xu + Yn) S N Y AXn S N 
n~ 

por aplicación del (TEO. 1.3-3-ii) tenemos respectivamente -
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que liro 
n7<C 

(Xn + Yn) = x + y y lim 
rr+<x> 

(AXn) = AX entonces (x + y) 

y AX son adherentes a N, es decir (x + y), AX e N ; por 10 

tanto N es un subespacio lineal de P. Y por (TEO. 1.2-3-i) N 

es cerrado. 

COROLARIO 1.4-3 

Si N es un subespacio lineal de un espacio pre-Hilbert P, 
ti 

entonces N C N 

Pa. 
ti ti 

N es un subespacio lineal cerrado tq N C N por (TEO. 
_ ti 

1.4-17) ; así N C N por (TEO. 1.2-3) . 

TEO. 1.4-23 

En un espacio métrico completo " en particular, en un espa 

cio de Hilbert p II
• Un subconjunto S es cerrado ssi es completo. 

Pa. 

" ===> " Supongamos que S C M es cerrado y sea (Sn)n e N 

una sucesión de Cauchy en S, (Sn)n e N es también una sucesión 

de Cauchy en M y como M es un espacio métrico completo enton -

ces lim (Sn) = s con s e M, luego s es adherente a S y como S 
n-+oo 

es cerrado s e S entonces S es completo. 

" <=== " Sea s e M, s de adherencia de S. 

lim Sn = s , (Sn)n e N en S, (Sn)n e N 
n-+oo 



es de Cauchy por ser convergente. 

Como S es completo 

TEO. 1. 4-24 

lim 
rt+co 

s = s S S; así S es cerrado. n 
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Si M Y L son subespacios lineales completos de un espacio 

pre-Hilbert P, y M iL, entonces M $ L es también un subespa -

cio lineal completo de P. 

Pa. 

X2 = Y2 + z2 ; Y2 e M, Z2 e L; A cua lquier escalar. 

(Xl + X2) = «Yl + Y2) + (zl + z2» e ·!j + L ,ya que 

ya que AYl S M Y AZl S L • 

ii) Mostraremos que ( M + L ) es completo. 

Sea (xn)n e N una sucesión de Cauchy en M + L; 

Xn = Yn + zn con Yn en M y Zn en L. 
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Bastara mostrar que (yn)n e N y (zn)n e N son sucesiones 

de Cauchy en M y L respectivamente. 

Dado E > O, existe N G N tq I IXm - Xnl I < E sq m,n ~ N. 

Por (TEO. 4-10) tenemos 

I 1 (y - y ) + (zm - zn)1 12 
m n 

sq m, n > N. 

Como 

sq m, n ~ N J 

luego 1 IYm - ynl 1 < E sq m, n > N. 

Similarmente I 1 zm - znll < E sq m, n ~ N; por tanto 

(Yn)n G N Y (zn)n G N son sucesiones de Cauchy en M y L res -

pectivamente. 

Como M Y L son completos existe y G M Y Z e L tq 

lim Yn = y y lim zn = Z 
rt+o:> n~ 

aplicando (TEO. 1.3-3-i) se tiene 

lim (Yn + zn) = y + z , 
n-+<x> 

por tanto M + L es completo. 



90. 

COROIARIO 1.4-4 

Sea N un subespacio lineal de dimensión finita de un espa 

cio pre-Hilbert P. Entonces : 

i) N es completo. 

1 
ii) P = N$N 

ti 
iii) N = N 

Pa. 

i) N es completo por (TEO. 1.4-16) . 

ii) Sea Y1' Y2' •... , Yn una base ortonormal de N y x e P 

un vector cualquiera,definimos, 

n 
y = I (x/Yk)Yk y z = x - y 

k=l 

z 1 Yk para todo k por (TEO. 1.4-12-i), es decir z 1 N, 
1 

luego x = y + z, con yeN y z e N ; por 10 tanto 
1 

P = N $ N, 

ti 
iii) Por (TEO. 1. 4-21-iv) N = N , 

TEO. 1.4-25 

"VECTOR MINIMIZADOR". Sea P un espacio pre-Hilbert y - -

S e P convexo y completo, x e P un vector cualquiera. Entonces 

existe uno y solamente un vector Yo e S tq Ilx - Yoll.~llx-YII 

para todo y e s. 
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Pa. 

Sea o = inf{1 Ix-yl I : y 8 S} , podemos escoger Yn en S 

tq ó - l/n < I Ix-Ynl I . Para cada n S N existe Yn S S tq 

ó - l/n < 1I x-ynll • 

o-l/n < Ilx-Ynll ===> o - 1 Ix-Ynl 1 < l/n . 

Sea € > O, existe N e N tq l/N < € , tomando n > N se 

tiene l/n < l/N < € • 

Ahora mostraremos 

í) Que (yn)n e N es una sucesión de Cauchy y por tanto con 

vergente a Yo e S tq 11 x - "011 = ó -

ií) Si 1 Ix - Yol 1 = o ,entonces Yo es único. 

i) Aplicando la ley del paralelogramo : 

1 1 (ym-x)+(x-Yn)1 12 + 1 1 (Ym-x)-(x-yn) 1 12= 21 lym-xl 1
2 

+ 211 x-y n 11 2 es decir 

Como (a) 

sustituyendo en (a) tenemos : 



Como S es convexo, el vector 1/2(Ym + Yn) e s, así 

o ~ I Il/2(Ym + Yn) - xl I por definición de o • 

Luego 

Sea e: > O tq 
2 

I1 x - y n 11 2 ~ E /4 + 02 sq n > N; 

(por ser o = lim I Ix - ynl 1). así: 
n-+<xl 

luego 

II Ym - Ynll < e: sq m, n > N • 
J 
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por 10 tanto (Yn)n e N es de CAuchy en S. Pero S es completo~ 

luego existe Yo e s tq 

lim 
n-+<xl 

ii) Unicidad 

= Ilyo - xII = eS -

Supongamos que Zo 6 S, también cumple que 

por ser S convexo, como 



por proceso similar al hecho en (a) y además I IYo-xl I = ó • 

entonces 21 IYo-xl 12 = 20 2 , similarmente 21 Ix~zol 12 = 20 2 , 

además 

como o < I Il/2(yo+zO) - xl I ya que o = inf{1 Ix-yl I:y e s} 

entonces 

en (b) 

11 Yo - Zo 1I ~ O 

esto es I Iyo - zol I = O , entonces Yo - Zo = 0 por tanto 

COROLARIO l. 4-5 

93. 

Sea P un espacio pre-Hilbert y S e P convexo y completo, 

entonces existe y 6 S con norma mínima. 
o 

Pa. 

Haciendo x = 0 en I IX-Yol I ~ Ilx-yll para todo y 6 S, te 

nemas 

para todo y 6 S . 
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TEO. 1.4-26 

Si N es un sub espacio lineal completo de un espacio pre-

Hilbert P, entonces 

1 
i) P = N {9 N 

ti 
ii) N = N • 

Pa. 
1 

Para probar que P = N $ N ,bastará mostzar que para ta-
l 

do x e P, x = y + z con y S N, z e N esto es z 1 N. Sea x e P 

y Y1' Y2 S N, a un escalar tq O ~ a < 1; por ser N subespa -

cio lineal de P , a Y1 S N además (1 - a) es un escalar tq 

o ~ 1 - a ~ 1, así (1 - a)Y2 e N , luego a Y1 + (1 - a)Y2 S N; 

por 10 tanto N es convexo. Así se tiene que N es completo y co~ 

vexo y por (TEO . 1.4-25), existe Y3 G N tq 

para todo yeN. 

Ahora definimos z = x - Y3' mostraremos que z 1 N, sea 

y S N tq y = 1 ly4 1 1-1Y4 con Y4 + 0, así 1 Iyl I = 1 , luego pa-

ra todo A e e se tiene que 

por (TEO. 1.4-6-(a» . Haciendo A = Aa = (z/y) se tiene 
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además 

11 x - Y3 11 ~ 11 x - y 11 para todo y S N, 

11 z 11 2 ~ 11 (x - y 3) - A oY 11 2 (2) • 
~ 

combinando (1) Y (2) se tiene 

ha de ser l(z/y)12 = O entonces (z/y) = O, 

luego z 1 y para todo y S N; Y por tanto z 1 N. 

ti 
ii) N C N -

J1 
Supongamos que x S N , bastará mostrar que x S N. Como -

1 ti 
x e P, x = y + z 

J1 
y además yeN 

con yeN iLZ S N , por SUPoSiCiónlt 6 N 

pues N C N , así z = (x - y) S N , lue-
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go z 1 J- , 1 
como z e N entonces z 1 z se tiene así z = 6, 

ti 
luego x - y = 0 de donde x = y, así x e N, por tanto N e N. 

COROLARIO 1.4-6 

Sea H un espacio de Hilbert y N un sub espacio lineal cerra 

do de H, entonces 

1 
i) H = N $ N 

ti 
ii) N = N . 

Pa. 

Como N es un subespacio lineal cerrado, entonces N contie 

ne todos sus puntos de adherencia, luego existe (xn)n e N una 

sucesión de vectores en H, tq lim xn = x con x e N ; por 10 -
n""" 

tanto N es clmPleto~ por aplicación del (TEO. 1.4-26), se tie 

ne H = N $ N Y N = N. 

Def.l.4-12 

Sea H espacie de Hilbert y N sub espacio lineal cerrado de 
1 

H, N es llamado el complemento ortogonal de N. 

COROLARIO 1.4-7 

Sea H espacio de Hilbert, S C H, subconjunto cualquiera, 
ti 

entonces S es el subespacio lineal cerrado más pequeño de H 

que contiene a S. Es decir : 
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11 
i) S es un subespacio lineal cerrado de H. 

11 
ii) S CS. 

iii) Si M es un subespacio lineal cerrado de H tq S C M, en -
ti 

tone es S C M 

Pa. 
ti 

i) Por (TEO. 1.4-17) S es un subespaeio lineal cerrado de 

H. 

11 
ii) S C S ,cierto por (TEO. 1.4-18-i), 

iii) Supongamos S C M, Con M subespacio lineal cerrado de H, 

por (TEO. 
l 1 

1.4-18-ii) se tiene que si S C M entonces 
lL lL 

M C S 
lL 

, luego S C M y por (TEO. 1.4-21-iii) 11 ---
M =M por tanto S C M. 

COROLARIO 1.4-8 

Si N es cualquier subespacio lineal de un espacio de Hil-
ti 

bert H, entonces N = N 

Pa. 

Por (TEO. 1.4-22) , N ° es el subespacio lineal 

lL 
más pequeño 

que contiene a N y por (COROLARIO 1.4-7), N es el subespacio 
11 

lineal más pequeño que contiene a N; ha de ser N = N . 

Def. 1. 4-13 

Sea H un espacio de Hilbert y N subespacio lineal cerrado 

de H. Dado un vector x 6 H, supongamos x = y + z es la única -
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i 
descomposición con yeN y Z e N el vector y es llamado la 

proyección ortogonal de x en N. 

TEO. 1. 4-27 

Sea H un espacio de Hilbert y N un subespacio lineal ce -

rrado de H. Para cada x e H, denotamos la proyección ortogonal 

de x en N por P{x). Entonces la función P : H ---> H tiene-

las siguientes propiedades: 

i) (P (xl) !x2) = (xI!P(x2» para todo xl, x2 e H. 

ii) P(y) = y para todo y e N 

1 
iiU pez) = e para todo z e N. 

v) P(AX) = AP(x) . 

vi) P(P{x» = P(x) . 

vii) (P (x) !x) = 11 P (x) 11 2 < 11 x 11 2 . 

viii) N es el rango de P. 

ix) N = {x e H P(x) = xl. 

i 
x) N {x e H p(x) = el. 

Fa. 
1 

i) Sean xl' x2 e H, YI' yz e N, zl' Zz S N , Y Xl = Yl+zl' 
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X2 = Y2 + z2 la descomposición ortogonal de xl y x2 re1ati 

vo a N. 

Entonces 

P(X1) = Y1 Y P(x2) = Y2 por (Def. 1.4-13) 

OL 

por (Def. 1.4-13) 

(2) 

de (1) Y (2) se tiene que : 

o· 
) 

ii) Si Y S N, la única descomposición ortogonal de y es - -

y = y + 0; por tanto P(y) = y. 

1 
iii) Sí z S N , su descomposición ortogonal es z = 0 + z con 

o e N; por tanto P(z) = 0 . 

iv) Con la notación de la parte i) 
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1 
Y1 + Y2 e N y Zl + Z2 e N se tiene 

v) Si x = y + z es la descomposición ortogonal de x con 
1 

y G N Y z G N ,entonces 

i..x = i..(y + z) 

AX = Ay + i..z así 

P (AX) = >..P(y) + >..P(z) 

P().x) = i..(P(y) + pez)~ 

P(i..x) = i..p(x) , 

vi) Para cualquier x G H, P(x) e N por (Def' 1.4-13) ; por -

tanto P(P(x» = P(x) por ii). 

1 
vii) Si x = y + z, y G N, z e N . 

11 x 11 2 = I1 Y 11 2 + II z 11 2 por ser y 1 z 
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Además, (P(x}/x) = (y/y + z) 

(P(x)/x) = (y/y) + (y/z) 

(P(x)/x) = I Iyl 12 por ser y 1 z; por tanto 

(P(x)/x) = I Ip(x}1 12 

de (1) y (2) concluimos que 

(2) . , 

(P(x)/x) = I Ip(x)1 12~ I Ixl I~ 

viii) Si x S P(H) entonces x S N por def. de P. 

Si x S N entonces x = p(x) S P(H} por ii); por tanto N 

es el rango de P. 

ix) Cierto por definición de P. 

x) Cierto por definición de P. 

TEO. 1.4-28 

Si P es un espacio pre-Hilbert y u un vector fijo de P, en 

tonces la función T : P ---> e tq T(x) = (x/u) es lineal y con 

tinua. 

Pa. 

Linealidad 

Sean Xl' x2 E P, 
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i) T(x1 + x2) = (xl + x2/u) 

T(xl + x2) = (xl/u) + (x2/u) 

T(x1 + X2) = T(x1) + T(x2)' 

ii) T().x) = ().x/u) 

T().x) = ).(x/u) 

T().x) = ).T(x) . 

Continuidad de T. 

IIT(x) 11 

11 T (x) 11 < 11 x 11 11 u 11 por (TEO. 1.4-6) , 

luego T es continua por (TEO. 1.3-5-v ~ i); además 

11 T 11 ~ 11 u 11 • En realidad, 11 T 11 = 11 u 11 , esto es e-

vidente si u = e . En caso que u + e se tienq 

11 u 11 2 = 1 (u/u) 1 

11 u 11 2 ~ 11 T 11 11 u 11 ,con lo cual 

11 u I1 ~ 11 T 11 ; por tanto 11 T 11 = 11 u 11 • 
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TEO. 1. 4-29 

Si P y Q son espacios pre-Hilbert y T P ---> Q una función 

lineal continua, entonces 

IITI! = Sup {I (T(x)/y) I Ilxll ~ 1, IIyll ~ l}. 

Pa. 

Denotemos por k = Sup {I (T(x) /y) I : 11 xII ~ 1, 11 yll < l} , 

si x e p y y e Q, II x II ~ 1, II y I! ~ 1, entonces 

I (T(x)/y) I ~ IIT(x) I! lIyll 

~ IITII Ilxll Ilyll , entonces k es un 

número real tq k ~ IITII si Ilxll~ 1, IIYII~ 1 

I (y/T(x»I = I (T(x)/y) I ~ k 

"k' es el sup" , luego fijando x con Ilxll ~ 1, Y definiendo 

T' Q ---> e tq T'(y) = (T(x)/y) 

así, se tiene que liT' II = IIT(x) 11. "T(x) es fijo"; por-

otra parte, 

liT' 11 = Sup {IT' (y) I : IIYII~ l} ~ k ; por tanto 

liT' II~ k ; luego tenemos IIT(x) 1I < k para todo x. 

IIxll = 1, se tiene IITII < k • 
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TEO. 1.4-30 

Si E es un espacio normado, y Q es un espacio pre-Hilbert, 

una función lineal T : E ---> Q es continua ssi 

A = {1(T(x)!y) :1 Ixll < 1 ,1 Iyl I ~ 1} es acotado . 

Pa. 

" ===> " Si T es continua, entonces A es acotado como con 

secuencia inmediata del (TEO. 1.3-5) . 

" <=== 11 Si A es acotado , existe M ~ O tq 

1 T (x) ! y) 1 ~ M sq 11 x 11 ~ 1 , 1I y 11 < 1 

11 'I 1I ~ M ya que 11 T 11 == Sup A 

Sup {I IT(x)1 1 : I Ixl 1 ~ 1} ~ M ya que 

11 T 11 = Sup {II T (x) 11: 1I x 11 ~ l} luego T es 

continua por (TEO. 1.3-5) . 

TEO. 1. 4-31 

Cada y en un espacio pre-Hilbert P determina una forma li 

neal continua 

y ' P - --> e 

x '---> y' (x) :: (x/y) y lIy' 11 = Ilyll. 

i) Linealidad 

Sean x, Xl' x2 9 P Y A ge , 
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y'(AX) = (AX/y) 

= A(x/y) 

= AY ' (x) . 

ií) ly ' (x)1 = I (X/y) I 

con lo cual y ' es continua. Ademas Ily'll ~ Ilyll (a) 

por (TEO. 1.4-28) . Si Y = e se tiene que I ly'l 1=1 Iyl l· 

Si Y + e , entonces 

I (y/y) I = lyl(y)1 2.lIy'lI Ilyll 

(b) . 
I 

de (a) y (b) tenemos que Ily ' 1I ... Ilyll. 

RESULTADO 4-1 

Dado cualquier e + z G P, existe f G pI tq I Ifl I = 1 



106. 

y fez) = 11 zll para f =llzll-1 z ' tenemos que 

fez) = IIzl1-1 z' (z) 

f (z) = IIzll-1 (z/z) 

fez) = IIzll-
1 

IlzlI IIzlI 

fez) = IIzlI . 

TEO . 1.4-32 

Sea P un espacio pre-Hilbert. Para cada y S P, definimos 

y' : P ---> e 

x ,..--> y'(x) = (x/y) ; 

Entonces . la función 

~ P - - -> P' es 

X 1---> x' 

i) Lineal conjugada (y + z)' = y ' + z ' 

(AY') = A* y '_ 

ii) Isométrica: Ily ' II = Ilyll . 

Si ésta función es sobreyectiva, P es necesariamente un 

espacio de Hilbert. 

Pa. 

Para todo x S P. 



1) (y + z)'(x) = (x/y + z) 

= (x/y) + (x/z) 

= y' (x) + z' (x) 

= (y' + z ' )(x). 

2) (AY)'(x) = (x/AY) 

= A*(x/y) 

= x* y' (x) 

= (x* y')(x) . 

ii) Isometría de ~ 

1/J(x)(y) = (x/y) 

1~(y)(x)1 = I (x/y) I 

11/J(y)(x) I ~ IIxll Ilyll 

1~(Y)(x) I ~ Ilyll 

II~(Y) II ~ Ilyll por (Def. 1.3-4) (a) . 

Si Y = 8 se tiene que II~(Y) II = Ilyll . 

Si Y + e J entonces 

I (y/y) I = I~(Y)(Y)I ~ II~(Y)II Ilyll 

lIyl12 ~ I 11/J(Y) I I lIyll 

107. 
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(b) • 
.J 

de (a) y (b) se tiene que 

I 1$(y)1 I = I Iyl I ; por tanto, es isometrica. 

Supongamos que $ es suryectiva, mostraremos que P es un -

espacio de Hilbert. 

Sea (Yn)n 6 N una sucesión de puntos de P tq (Yn)n 6 N 

es de Cauchy, así se tiene que para cada E > a existe N 6 N 

tq 

IIYn - Ymll < E sq m, n ~ N • 

sq m, n ~ N ; por 

tanto (y'n)n 6 H es una sucesión de Cauchy en P'. Por (TEa. 

1. 3-12) existe f 6 P' tq lim y'n = f . 
n-+m 

Asumamos que f = y' por ser $ suryectiva y para un adecua 

do y e P. 

Como I1 y n-Y 1I = 11 y' o - y' \1 

tiene 

luego 

en P. 

lim 
n-+o:> 

Ilyo - yll = Ily'n - fll ,aplicando limite se -

lim 11 y n-Y 1\ = lim 11 y' n - f" = a , 
o-+co n-+o:> 

lIy - yll = a n . ; por 10 tanto (Yn)n 6 N converge 
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5. FORMAS LINEALES CONTINUAS EN ESPACIOS DE HILBERT 

TEO. 1.5-1 (TEOR~A RIESZ- FRECHET) 

Si f es una forma lineal continua en un espacio de Hilbert 

H, existe uno y solamente un vector y e H tq f(x) = (x/y)para 

todo x e H. 

Pa. 

Dado f eH', el problema es encontrar y e H tq y' = f . Sea 

N el espacio nulo de f, N es un subespacio lineal cerrado de H 

por (TEO. 1.3-4). 

Para N = H, tomamos f = ° y y = e . 

Asumiendo que f + 0, N + H ; por (COROLARIO 4-6) tenemos 
ti 1 1 

N = N, así N + {e} • Ya que N y N tienen solamente el vec 

tor e en común, tiene que ser fez) + O, haciendo 

Zl = [f(z)l- l z y aplicando f tenemos 

f(zl) = f([f(z)]-l z) 

f (zl) = lJ(z)J-l fez) 

Dado cualquier x e H. tenemos x - f(x)zl e N, en efecto 

f(x - f(x)zl) = f(x) - f(x) f(zl) 

f(x - f(x)z¡) = f(x) - f(x) 
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f{x - f(x)zl) = O así Zl 1 N luego 

(x - f{x)zl/zl) = O 

(X/Z1)-f(x)(z1/ z1)=O así f(x) 
-1 

= (z1/z 1) (x/z1) 

f(x) = (x/y) con 

y = (zl/z1)-lzl independiente de x, así f = y' • 

Si f = 

1-v) . 

Def. 1.5-1 

w' , (x/y) = (x/w) para todo x , y = w por (TEO. 1.4-

FUNCIONES BILINEALES 

Si U, V, W son espacios vectoriales, una función 

~ : U x V ---> W es llamada bilineal si cumple las siguientes 

condiciones : 

ii) ~(AX, y) = A~(X, y). 

iii) ~(x, Y1 + Y2) = ~(x, Y1) + ~(x, Y2)· 

iv) ~(x, Ay) A~(X, y) . 

Si además W = C, ~ es llamada una forma bilineal en UxV. 

Asi, ~ es una función bilineal de U x V sobre W ssí : 

1) Para cada y S V fijo, x ---> ~(x, y) es una función ··· li -
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neal de U en W. 

2) Para cada x e u fijo, y ---> ~(x, y) es una función li 

neal de V en W. 

Brevemente, ~ es lineal en cada coordenada. Claramente 

~(x, e) = ~(e, x) = e . 

Def. 1. 5-2 

Si E, F, G son espacios normados, una función bilineal 

~ : E x F ---> G diremos que es acotada si existe una cons -

tante M tq 11~(x, y) 11 ~ M !lxll Ilyll para toda x e E, 

y e F. Si además G = e, ~ es llamada una forma bi1inea1 acota

da sobre E x F. 

Def. 1. 5-3 

Sean E, F, G espacios normados y ~ : E x F ---> G una -

función bilineal. El número I I~I I es llamado la norma de ~. 

Así 

claramente I I~I I = O ssi ~(x, y) = e para todo x e E, 

y e F; de otra manera, 

Def. 1.5-4 

Si U, V, W son espacios vectoriales, una función ~ : U x V 

---> W es llamada sesqui1inea1 si cumple las siguientes condi 

ciones : 



i) ~(xl + x2 ' y) = ~(xl' y) + ~(x2' y) ~ 

ii) ~(AX, y) = A~(X, y) . 

iii) ~(x, Yl + Y2) = *(x, Yl) + ~(x, Y2) · 

iv) ~(x, AY) = A*~(X, y) . 

112. 

Si además W = c, $ es llamada una forma sesquilineal so

bre U x V. 

Así $ es una función sesquilineal de U x V en W ssi 

i) Para cada y S V fijo, x ---> ~(x, y) es una función li -

neal de U en W. 

ii) Para cada x S U fijo, y ---> ~(x, y) es una funcion semi 

lineal de V en W. 

$ es lineal en la primera coordenada, semilineal en la segun

da coordenada. 

Claramente $(0, y) = ~(x, 0) = 0 . 

TEO. 1.5-2 

Si $ : U x V ---> C es una forma sesquilineal, entonces la 

funcion n: V x U ---> C 

es sesquilineal. 

Pa. 

(y,x) 1---> [$(X, y)J* 

n V x U ---> e 
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(y, x) --->!l(y, x) = l~(x, y)J*. 

Sea y, YI' Y2 6 V, x, Xl' x2 6 U Y l un escalar. 

ii) n(AY, x) = [w(x, "y)]* 

= "A** Q(y, x) 

= AQ(y, x). 

iv) .Q(y, AX) = [W(AX, y)J* 

= "*W(x, y)* 

= ,,*n(y, x) . 
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TEO. 1.5-3 

Sea~ U, V, W espacios vectoriales y ~ : U x V ---> W. En

tonces, ~ es una función sesquilineal de U x V en W ssi W es 

una función bilinea1 de U x V* en lil. 

Pa. 

1I ===> 11 Si W : U x V ---> W es una función sesqui1inea1, 

entonces ~ es una función bi1inea1 de U x V* en W. 

i) Como ~ es sesqui1inea1 de U x V en W se tiene que para -

cada y 6 V fijo x ---> w{x, y) es una función lineal -

de U en W. 

ii) Para cada x 6 U fijo y ---> W{x, y) es una función li -

nea1 de V en W. 

Como W es sesqui1inea1 de U x V en W se cumplen las si -

guientes condiciones : 

2) W{AX, y) = AW{X, y) es lineal de U en W con y 6 V fijo . 

3) w(x, Yl + Y2) = w(x, Yl) + w{x, Y2) es una función semi1i 

nea1 de V en W para cada x e u fijo. 

4) w{x, Ay) = A* w{x, y) 

con la relación W{x, AY) = A* ~(x, y) = AW(X, y) se cum -

p1en las condiciones de bilinealidad, luego ~ : UxV* -->W 
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es bilineal ;por ser V = V* la suma y el producto escalar 

están definidos similarmente. 

" <=== 11 Se tiene t/J: U x V* ---> VI es bilineal, luego se 

cumplen las relaciones siguientes 

ii) t/J(AX, y) = At/J(X, y) 

t/J es lineal de U en W para cada y S V fijo. 

iii) t/J(x, Y1 + Y2) = t/J(x, Y1) + t/J(x, Y2) · 

iv) t/J(x, Ay) = A*t/J(X, y) . 

Así t/J es lineal en la primera coordenada y semilineal 

en la segunda coordenada, luego t/J es sesquilineal. 

!fEO. 1.5-.4 

Si V Y W son espacios vectoriales, y t/J V x V ---> W es 

sesquilineal, entonces : 

t/J(x , y) 1/4 [t/J(x+y, x+y) - t/J(x-y, x-y) 

+ it/J(x+iy, x+iy) - it/J(x-iy, x-iy)] 

para todo x, y S V. 

Pa. 

t/J(x+y, x+y) = t/J(x, x+y) + t/J(y, x+y) 

BIBLIOTECA CENTRAL 
U N IVERSID AD DE EL SALVADOR 
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= $(x, x) + $(x,y) + w(y,x) + $(y,y). (1) 

$(x-y, x-y) = $(x, x-y) - $(y $ x-y) 

= $(x,x) - $(x,y) - $(y,x) + $(y,y) 

- $(x-y, x-y) = - $(x,x) + $(x,y) + $(y,x) - W(y,y). (2) 

$ (x+iy, x+iy) = $(x, x+iy) + $(iy, x+iy) 

= $(x,x) + $(x,iy) + $(iy, x) + $(iy, iy) 

i$(x+iy, x+iy) = i$(x,x) + ii*$(x,y) + ii$(y,x) + iii*$(y,y) 

= i$(x,x) + $(x,y) - $(y, x) + i$(Y,Y) (3) 

$ (x-iy , x-iy) = $(x, x-iy) - $(iy, x-iy) 

$(x,x) - W(x, iy) - W(iy, x) + $(iy, iy) 

-i$(x-iy,x-iy) = -i$(x,x) + i$(x,iy) + i${iy,x) - i~(iy,iy) 

= -i~(x,x) + ii*$(y,x) + ii~(y,x) - iii*~(y,y) 

=-i1/J(x,x) + $(x,y) - 1/J(y,x) - i1/J(y,y). (4) 

Sumando los resultados 1, 2, 3, 4 Y multiplicando por 1/4 

{ [1/J(x,x)+1/J(x,y)+$(y,x)+$(y,y)-1/J(x,x)+$(x,y)+W(y,x)-$(y,y) 

+ i1/J(x,x)+1/J(x,Y)-$(y,x)+i$(~y)-iW(~x)+1/J(x,y)-1/J(y,x)-i$(Y,y)] 

= ! [ 41/J(x,y) ] = $(x, y) . 
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TEO. 1. S-S 

Sean V, W espacios vectoriales y ~ : V x V ---> W, 

Q V x V ---> W funeiones sesquilineales, tales que 

w(x, x) ; n(x, x) para todo x 6 V) 

entonces ~ = n, esto es, ~(x, y) n(x, y) para todo x, y € V. 

Pa. 

Por (TEO. 1 . S-4) se tiene 

~(x, y) = * [~(x+y, x+y) - ~(x-y, x-y) 

+ i,(x+iy, x+iy) - W(x-iy, x-iy~ 

y por hipótesis ~(x, x) = n(x, x) para todo x S V, luego 

~(x,y) = l [n(x+y,x+y)-n(x-y,x-y)+in(x+iy,X+iy)-~(x-iy,x-iY)l 
4 -

~(x, y) = Q(x, y) para todo x, y € V; por tanto W = n. 

Def. 1. S-S 

Sea V un espacio vectoria+,~ : V x V ---> e una forma ses 

quilineal. ~ es llamada Hermitiana en caso que W(y ,x)= [W(x,y)] *. 

TEO. 1.S-6 

Una forma sesquilineal W: V x V ---> e es Hermitiana ssi 

w(x, x) es real, para todo x S V. 

Pa. 

" ===> " Por hipótesis ~ es Hermitiana, luego 
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I/I(x, x) = [1/1 (x , x)J * para todo x S V luego I/I(x,x) 

es real. 

" <""== II I/I(x, x) es real para todo x S V. Si se define -

O(x, y) = [I/I(Y, x)J* como en (TEO. 1.5-2), resulta que n 

es una forma sesqui1inea1 en V x V. Además, ~ es Hermitia-

na según la (Def. 1.5-5). 

En estas condiciones 

O(x, x) = [I/I(x, x)] * = 1/1 (x, x) para todo x S V, 

luego por (TEO. 1.5-5) O = 1/1 por tanto 1/1 es Hermitiana. 

Def. 1.5-6 

Sea V un espacio vectorial, 1/1 : V x V ---> e una forma ses 

qui1inea1. 1/1 es llamada Hermitiana en caso que 

1/1 (y , x) = [1/1 (x, y)J *. 

TEO. 1.5-7 

Una forma sesqui1ineal 1/1 : V x V ---> e es HerMitiana ssí 

I/I(x, x) es real, para todo x S V. 

" ===> " Por hipótesis 1/1 es Hermitiana, luego 

I/I(x,x) = [I/I(x,x)]* = [(x/x)J* = [llx I12J* . 
~ 

por tanto I/I(x, x) es real para todo x e v. 

iI <==:::: 11 Por hipótesis 1/1 (x, x) es real para todo x S V. 
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Definamos [W(y, ~)J* = n(x, y), luego ~ es una forma sesquili 

neal por (TEO. 5-2). Como asumimos que O(x,x) = W(x,x) para 

todo x e v, así por (TEO. 1.5-5) Q(x,y) = W(x,y); por tanto 

W es Hermitiana. 

Def. 1.5.7 

Sea V un espacio vectorial, W: V x V ---> e una forma 

sesquilineal. Diremos que W es positiva en caso que W(x,x) ~ O 

para todo x G V. 

Def. 1. 5-8 

Si E, F, G son espacios normados, una función sesquiline

al W : E x F ---> G se dice que es acotada en caso que exista 

una constante M tq IIWCx, y) 11 ~ Mllxll Ilyll para todo 

x G E, Y G F. 

Si además G = e, W es llamada una forma sesquilineal aco 

tada. 

En otras palabras, W es una funcion sesquilineal acotada 

de E x F en G, ssi es una función bilineal acotada de E x F* 

entre G. 

Def. 1.5-9 

Sea W : E x F ---> G una función sesquilineal, llamaremos 

norma de W al número definido de la siguiente manera 

1I wll Sup {llw(x,y) 1I 
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TEO. 1.5-8 

Si E es un espacio normado, P un espacio pre-Hilbert, y 

T : E ---> P es una función lineal continua, entonces 

$ (E, P) ---> e 

(x, y) ~--> $(x, y) :: (T(x)/y) 

es una forma sesquilineal acotada con 11$11 = 1 ITI l. 
Pa. 

i) 11$(x, y) 11 :: 1 (T(x)/y) 1 

~ IIT(x) 11 Ilyll 

~ IITI! IIxll lIyll, 

luego $(x, y) es acotada ya que existe IITII > O tq 

para todo x G E, Y e P. 

11 $11 :: Sup { 11 $ (x. y) 1I : 11 x 11 ~ ¡, 11 y 11 ~ 1} 

11$11 = Sup {I(T(x)/y)1 : IIxll ~ 1, lIyll ~ l} 

11$11 = IITII por (TEO. 1.4-29) . 

ii) ~ es una forma sesquilineal. 

Sean x, xl' X2 e E y y, y¡, Y2 G P, A e c. 



= (T(xl) + T(x2)/Y) 

= (T(xl)/Y) + (T(x2)/Y) 

2) ~(AX, y) = (T(AX)/y) 

= (AT(x)/y) 

= 'A(T(x)/y) 

= A~(X. y) , 

3) ~(x, Yl + Y2) = (T(x)/Yl + Y2) 

= (T(x)/Yl) + (T(x)/Y2) 

= ~(x, ~l) + ~(x, Y2) , 

4) ~(X,AY) = (T(x)/'Ay) 

TEO. 1.5-9 

= (A*T(x)/y) 

= A*(T(x)/y) 

'"' A* ~(x, y) . 

121. 

Si P es un espacio pre-Hi1bert la norma de una forma ses

quilineal Hermitiana acotada ~ : P x P ---> e está dada por 
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IItlIll = Sup{ I tlI(x, x) I Ilxll < 1 l . 

Pa. 

Podemos asumir que tlI(x, x) es real para todo x por - -

(TEO. 1.5-7) . 

Si Ilxll ~ 1, ItlI(x,x) 1 ~ Mllxll Ilxll para todo x El P; 

por tanto para 11 x 11 ~ 1, 111jI{x ,x) 11 ~ M , luego el 

Sup {I tlI (x, x) 1 : II x 11 ~ n 
es un nÚMero real finito k, Iw(x,x)! ~ M, para todo x, 

Ilxl t ~ 1 luego, existe el 

Sea 

Sup {ltlI(x, x)! : 11 xii ~ n , 
k = Sup {I w (x, x) 1 : 11 x 11 ~ 1 1 

probaremos que k ~ IltlI 11 

para todo Ilxll e 1 

Sup IItlI(x, x) 11 ~ IIwll , luego k ~ 11 w 11 · ( 1) 

IltlI(x, y) 11 ~ k para todo x, y, Ilxll ~ 1, Ilyll ~ 1, enton -

ces el Sup 11 w (x , y) 11 ~ k 

IIxll < 1 

lIyll < 1 , luego IIwll ~ k . (2) 

De (1) y (2) IItl1l1 = k = Sup fltlI(x,x) 1 "xii ~ 1} 

fijando x, y El P, con Ilx'll ~ 1, Ilyll <1, será suficiente mos 

trar que Iw(x, y)1 ~ k. 
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CASO 1 

Supongamos que I/I(x, y) es un número real. Por (TEO. 1.5-l~) 

se tiene que : 

I/I(x,y)= ![I/I(x+y , x+Y)-I/I(x-y,x-y)+il/l(X+iy,X+iY)-il/l(x-iy,x-iY~J 

ya que I/I(z, z) es real para todo z S P, y ~por hipótesis I/I(x,y) 

es real, luego tiene que ser 

I/I(x,y) =.!. [I/I(x+y, JN-Y) - l!J(x-y, x-y)] 
4 

1 - . 
II/I(x,y) 1 = 14 Ll)J(x+y, x+y) - 'i'(x-y, x-y)]1 

II/I(x,y) 1 < t [1 1/1 (x+y , x+y) 1 + 1 1/1 (x-y, x-y) IJ 

II/I(x,y)1 < ¡ [11/111 Ix+yll2 + 11/11 Ilx-y Il 2] 

II/I(x,y) 1 < 1f- [11 x+y 11 2 + 11 x-y 112J 

aplicando ley del paralelogramo se tiene 

II/I(x,y)1 < ¡ I¿I [2 IIxI12 + 2 Ilyll~Jtenemos así 

II/I(x,y)I ~ 11/11 ,haciendo 11/11 = k se tiene 

II/I(x,y) 1 < k . 

CASO 2 

Si A es tal que IAI = 1, entonces podemos decir que 

II/J{AX, y) 1 por tanto 
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l~(x, y)l es un número real; además 1~(Ax, y)l = 1~(x,Y)I~M 

por Caso 1. 

TEO. 1.5-10 

Si H Y K son espacios de Hilbert y T : H ---> K es una -

función lineal continua, entonces ~T(x, y) (T(x)/y) es una 

forma sesquilinea1 acotada. ~T en H x K es tal que 

Pa. 

Inmediata de (TEO. 1.5-8) . 

TEO. 1. 5-11 

Si H Y K son espacios de Hilbert y ~ : H x K ---> e es 

una forma sesqui1inea1 acotada, entonces existe una y solo u

na función lineal continua 

T : H ---> K tq ~(x , y) = (T(x)/y) para todo x S H Y 

Y S K. 

Pa. 

Dado x S H, el problema es definir T(x) S K, la función 

fx : K ---> e tq fx(y) = [1jJ(x, y)J* 

es una forma lineal sobre K. 

i) fX(Yl' Y2) = [1jJ(x, Y1 + Y2)]:~ 

= !j(x, Yl) + ~(x, Y2)]* 
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ii) fx(lI.y) 

= [A* IjJ{X, y)J* 

= A[IjJ{X, Y)J* 

= ~fx(y) ; con 10 cual fx es lineal . 

iii) fx es continua. En efecto, 

que 

Ifx(y) I = I [IjJ{x, y)] *1 

= IIjJ(x, y)1 

2. "tJi" /1 x" /1 y" de donde se sigue 

I Ifx(y) I I = Ifx(y) I 

~ 1I1jJ11 /lxll lIyll 

con esto podemos decir que fx es continua, ya que si to

mamos H = 111jJ11 Ilxll s e tiene que 

con M ~ O,> 

luego por (TEO. 1.3-5-v) se confirma la continuidad de 

fx. 

Así como fx es una forma lineal continua en K, existe s e 
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gún (TEO. 1. 5-1) "Riesz Frechee ' un vector único z G K tq 

ft<,) = (y/z) para todo y S K. 

Haciendo z = T(x) se tiene que 

(y/T(x» :: fx(y) = [1/1 (x, y)J*, 

así l/I(x, y) = (T(x)/y) luego por (TEO. 1.4-27) la 

IIT(x) 11 = 11 fxll 

y por consiguiente 

IIT(x)1I < IIl/IlIllxll 

teniendo en cuenta que T(x) es un vector fijo en K; mostrare -

mos que T es lineal y continua. 

Linealidad 

i) Sean xl' x2 6 H para un vector y 6 K cualquiera 

(T(x1 + x2) /y) = ($(x1 + xZ' y» 

= l/I(x1 , y) + l/I(x2' y) 

= (T(x1)/y) + (T(x2)/y) 

(T(x1) + T(xZ)/y) 

ii) Sean X S H, Y G K, A un escalar 

(T(AX)/y) = (1/I(AX)/y) 
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= A{IjJ(X)/y) 

= AT(x) por tanto T(AX) AT(x) . 

Continuidad de T. 

Sabemos IIT(x) II ~ 111jJ11 Ilxll , entonces si conside-

ramos 111jJ11 = M con M> O se tiene IIT(x)11 ~ Hllxll ,10-

cual confirma la continuidad de T según (TEO. 1.3-5), además 

por (TEO. 1.5-10), 

Unicidad de T. 

Suponiendo por el contrario que existe una función TI 

H ---> K tq (T'(x)/y) = 1jJ(x, y) para todo x 6 H, Y 6 K. 

Entonces (T(x)/y) - (T'{x)/y) = (T(x) - T'(x)/y) = O pa

ra todo x e H; por tanto T = T'. 

LA ADJUNTA DE UNA FUNCION LINEAL CONTINUA 

TEO. 1. 5-12 

Sean H, K espacios de Hi1bert. Si T: H ---> K es una fun 

cien lineal continua, existe una y solo una función lineal con

tinua, T* : K ---> H tq (T(x)/y) = (x/T*(y» para todo x 6 H, 

Y 6 K además IIT*II = IITII . 

Pa. 

Definamos 1jJ! K x H --->C 
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(y, x) \---> (y/T(x» 

tal función así definida es una forma sesquilineal acotada en 

K x H. 

Sesquilinealidad 

Sean y, Yl' Y2 e K, xl' x2 e H, A un escalar. 

i) ~(Yl + Y2' x) = (Yl + Y2/T(x» 

= (Yl/T(x» + (Y2/T(x» 

ii) ~(AY, x) = (Ay/T(x» 

= A (y/T(x» 

= A~(y. x) . 

iii) ~(y, xl + x2) = (y/T(xl + x2» 

= (y/T(xl) + T(x2» 

= (y/T(x l » + (y/T(x2» 

= ~(y, xl) + ~(Yt x2)' 

~(y , AX) = (y/T(AX» 

= A*(y/T(x» 

A* ~(y, x) . 
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Acotamiento de ~ 

Tenemos que : It/J(y, x)1 1 (y/T(x»1 

= 1 (y/T(x»*1 

= 1 (T(x) /y) l· (1) 

Como , 
1 I~(Y, x)1 1= I~(Y, x)1 

IIHy, x) 11 ~ l/TI! \lxl! IIrll 

y de aquí resulta que t/J es acotado de acuerdo a la (Def. 1.5-8) 

con M ; I ITI l. Además, tomando el Sup en ambos miembros de la 

igualdad (1) con Ilxll ~ 1, Ilyll ~ 1, tenemos que 

111/111 = IITI! 

y de acuerdo a (TEO. 1.5-11) existe una función lineal y conti 

... . nua, un~ca. 

T* : K ---> H , con II T* II = 111/1 11 tq 

~(y, x) = (T*(y)/x) para todo y e K y x e H. 

Así, 

(y/T(x» = (T*(x)/y) (2) 

(T(x) /y) = (x/T(y» (3) "propiedad de conjugados ~! 

Luego basándose en 10 anterior, si .s : K ---> H es una -

función tq (T(x)/y) = (x!S(y» para todo x e H, y e K enton-

ces, 

fElrSlIOTEC¡; CENTRAL 
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(x/S(y»- (T(x)/y) = (x/S(y»- (x/T*(y» 

= (x/S(y) - T*(x» = O 

130. 

para todo x, y; de 10 cual se concluye que S(y) - T*(y) = O 

para todo y S K; por tanto S = T*, pues z = e es el único 

vector tq z 1 x, para todo x S H. 

NOTACION: T* es llamada la aplicación ADJUNTA DE T. 

TEO. 1.5-13 

Sean H Y K espacios de Hi1bert. Si S : H ---> K Y T 

H ---> K son funciones lineales continuas, A un escalar, en

tonces 

i) (S + T)* = S* + T* 

ii) ().T)* = A* T*. 

iii) (T*)* = T 

iv) 11 T* T 11 = 11 TT* 1I = 11 T 11 2. 

Pa. 

v) T* T = O ssi T = O . 

«S + T)*(y)/x) = (y/(S + T)(x» 

= (y/S(x) + T(x» 

= (y/S(x» + (y/T(x» 



= (S*(y)/x) + (T*(y)/x) 

= (S*{y) + T*(y)/x) 

= «S* + T*)(y)/x) 

(S + T)* (y) = S*(y) + T*(y) 

(S + T)* = S* + T* . 

ii) ({>..T)*(y)/x) = (y/(>"T)(x» 

= (y/>.. T(x» 

= A*(y/T(x» 

= A*(T*{y)/x) 

= (>..*(T*(y»/x) 

= «A*T*)(y)/x) 

(>..T)* = >"* T* . 

iii) «T*)*(x)/y) = (x/T*(y» 

luego 

por tanto 

luego 

= (T(x)/y) luego 

T** = T . 

131. 

iv) Las funciones T*T H --~ H Y TT* K ---> K están bien 

definidas. 
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Si x El H Y IIxll ~ 1 se tiene que 

IIT(x) 1 12= (T(x)/T(x» 

= (T*(T(x»/x) < IIT*(T(x» 1IIIxll 
por (TEO. 1.4-6); 

< 11 T* T(x) 11 

< IIT* TII 

tomande I1 x 11 = 1 se obtiene que I1 T 11 2 ~ 11 T* T I1 Ca ) . 

Por (TEO. 1.3-12) se tiene que 

11 T*T 1I < 11 T* 1I 1I T 11 = 11 T 11 1I T 11 ; por t an .. c 

11 T*T 11 < 11 T " 2 (b) , 

Se deduce de (a) y (b) que IIT*TII = IITI12 (e) , 
Si reemplazamos T por T* en (e), se tiene 

1 I (T*)*T*I 1 = 1 IT*I 12 ; de donde se sigue que 

11 TT* 11 = II T* //2 (d) > 

de los resultados (e) y (d) se tiene 

v) T*T = O ssi T = O . 

"===> " 0= IIT*TII = IITI12 se deduce que IITII = O; [er' 
tanto T = O. 
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!I <=== 11 Si T ;:: 0, entonces T(H) = {e} • Luego, 

T*(T(H» T* ({e}) e por tanto 

T*T = O . 

TEO. 1.5-14 

Sean H, K Y L espacios de Hilbert. 

Si T: H ---> K Y S : K ---> L son funciones lineales con-

tinuas, entonces (ST)* = T* S*. 

Pa. 

Sea z e L y x S H. 

«ST)*(z)!x) ;:: (z!(ST)(x» 

«ST)*(z)!x) = (z!S(Tlx») 

= (S*(z)/T(x» 

= (T*(S*(z»/x) ; por tanto 

(ST)* = T* S*. 

TEO. 1. 5-15 

Sean H, K espacios de Hilbert y T : H ---> K una función 

lineal continua. Si X e H, y e K y T(X) e y ) entonces 

1 1 
T*(Y ) e x 

Pa. 

Dado z S K tq z 1 Y, el problema se reduce a demostrar que 
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T*(z) 1 x. 

Si x S X, entonces T(x) G Y. Así (z/T(x» = O ya que 

z 1 Y. Pero (z/T(x» = (T*(z)/x), luego (T*(z)/x) = O. por lo 

cual, 
1 1 

T*(z) S X por tanto T*(Y ) C X . 

TEa. 1. 5-16 

Sean H, K espacios de Hilbert y T : H ---> K una función 

lineal continua. Si M es un '_subespacío lineal cerrado de H y N 

un sub espacio líneal cerrado de K, entonces T(M) C N ssi 
1 1 

T*(N ) CM. 

" ===> " En este sentido el resultado es inmediato a partir 

del (TEO. 1.5-15). 
1 

una función línea l continua, N e K, 
1 1 

" <===" Como T* es 
1 

(TEa. 1.5-15) que sí T*(N ) e M , entonces 

por (COROLARIO 1.4-6) y (TEO. 1.5-13) se 

H e ti se tune por 

T**(M ) C N • Luego 

tiene que T(M) e N. 

TEO. 1.5-17 

Sea H, K espacios de Hilbert. Si T H ---> K es una fun 

cian lineal continua entonces : 

- _1 
i) Ker T = {x T(x) e}= LT*(K)j . 

1 1 
ii) [Ker T] = {x T(x) = e} = T*(K) . 

iii) Ker T* = {y T*(y) e} 
1 

[T(H)J . 
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iv) - J1 LKer T* = {y : T*(y) = 
1 

e} = T(H) , 

Pa. 

Ker T es subespacio lineal cerrado de H, Ker T* es subes-

pacio lineal cerrado de K. 

"En esta prueba denotaremos Ker T = M Y Ker T* = N" , 

1 1 
i) Como T(M) e {e} , entonces T*({e} ) e M como una con-

secuencia inmediata del (TEO. 1.5-15). Así, 

1 
T*(K) e M (1) 

Si tomamos X = H, Y = T(H), la relación T(H) e T(H) pue 
1 1 1 1-

de escribirse, T(X) e y y T*(Y ) 
1 

e x Como X = H = 
1 

= {e} , tenemos que T*(Y ) = {e} esto nos dice que Y -1 
e N, y así [T(H)] e N (2) • 

Aplicando (1) Y (2) a T* en lugar de T se obtiene 

1 
T(H) e N (3) 

1 
[T*(K)] C M. (4) 

De la relación (1) y aplicando el (TEO. 4-18-ii) se tie 

ne que 

lL - Ji 
M e M e LT* (K) • 

Combinando éste último resultado con (4) se obtiene 

- 1 
M = [T*(K)] 

10 cual se quería demostrar. 
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1 - .lL 
ii) Del resultado i) se tiene que, M = LT*(K)J y apoyán 

donas en el (COROLARIO 4-3) resulta que 

1 
M = cr*(K)] 

ya que T*(K) es un subespacio lineal de H. 

iii) Reemplazando T por T* en i) se tiene 

- 1 ro 1 
N = LT**(H)] = LT(H)] . 

iv) Reemplazando T por T* en ii), se tiene 

1 
N = (T(H)] . 
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CAPITULO n 

l. OPERADORES EN ESPACIOS DE HILBERT 

En el contexto de este capítulo H denotará un espacio de 

Hilbert diferente de {e}. 

Def. 2.1-1 

Se llama operador a toda función lineal continua de H en 

H. 

Ejemplos 

i) 1: H ---> H tq l(x) = x, para todo x S H; es el oper~ 

dor identidad. 

ii) O: H ---> H tq O(x) = e , para todo x· S H; es el opera 

dar cero. 

iii) Si A S C Al : H ---> H tq AI(x) = AX, para todo 

x S H; es el operador escalar. 

iv) Si T es un operador en H, entonces T* también 10 es. 

TEO. 2.1-1 

Si X es un subconjunto total de H y S, T son operadores -

en H, tales que S(x) = T(x) para todo x S X, entonces S = T. 

Pa. 

Sea N el espacio nulo (Ker) de S-T. 

Como S(x) = T(x) para todo x S X, entonces S(x) - T(x) = e 
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para todo x e x, luego (S - T)(x) z e para todo x e x, así, 

x C N. 
1 1 

Dado que X C N, entonces N C X por (TEO. 1.4-18-ii), 
1 1 

pero X = {e} ya que X es total. Luego N = {e} • Pero, por 

(COROLARIO 1.4-6-ii) se tiene 

lL 1 
N = N = {e} = H 

de este último hecho se concluye que (S - T) = O, es decir, 

S = T. 

TEO. 2.1-2 

Si X es un subconjunto total de H y S, T operadores en H, 

tales que (S(x)/y) = (T(x)/y) para todo x, y e X, entonces 

s = T. 

Pa. 

Sea y e X 

(S(x)/y) = (T(x)/y), para todo x e X , así 

(S(x)/y) - (T(x)/y) = O 

1 
(S(x) - T(x)/y) = O ; entonces (S(x)-T(x» e X 

1 
X - {e}, así, S(x) - T(x) = e para todo x e x. Es decir, 

S(x) = T(x) para todo x 6 X y del (TEO. 1.4-1-v) se cOQnluye 

que S = T. 

TEO. 2.1-3 

Si X es un conjunto, P un espacio pre-Hilbert y S, T fun-
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ciones de X sobre P tales que (S(x)/z) = (T(x)/z) para todo 

x e x y z e P, entonces S = T. 

Pa. 

Es inmediata por (TEO. 1.4-1-v) . 

TEa. 2.1-4 

Si S Y T son operadores en H tq (S(x)/x) = (T(x)/x) para 

todo x S H, entonces S = T. 

Pa. 

Si se consideran las formas sesqui1ineales en H x H defini 

das por las expresiones ~(x, y) = (S(x)/y) y n(x, y)=(T(x)/y) 

por hipótesis se tiene que ~(x, x) = Q(x, x), para todo x S H; 

así ~ = O por (TEa. 1.5-5), luego, (S(x)/y) = (T(x)/y) para tQ 

do x, y e H; de 10 cual resulta, 

Por (TEa. 1.4-1-v), que S(x) = T(x), para todo x e H; por 

10 tanto S = T. 

TEa. 2.1-5 

Si T es un operador en H, tq T(x) 1 x, para todo vector 

x S H, entonces T = o. 

Pa. 

Por hipótesis, (T(x)/x) = O para todo x e H; por otra pa~ 

te (O(x)/x) = O para todo x S H. Así, (T(x)/x) = (O(x)/x) para 

todo x S H; luego por (TEa. 1.4-1-v), T = o. 

TEa 2.1-6 

Sean S Y T operadores en H. Si s* S + T* T = 0, entonces 

1 ~lt~LlOTECA CEN~RDAL 1 
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s = T = O. 

Pa. 

Sea x S H. 

(5* S + T* T)(x) = 0 ya que S* S + 1* T = O, luego 

«5* 5 + T* T)(x)/x) = O para todo x S H. Pero, 

(5* S + T* T)(x) = (5* S)(x) + (T* T)(x), así 

o = (5* S(x) + T* T(x)/x) = (S* S(x)/x) + (T* T(x)/x) 

o = (5* S(x) + T* T(x)/x) = (5(x)/S(x» + (T(x)/T(x» 

o = (S* S(x) + T* T(x)/x) = / IS(x)/ 12 + 1 /T(x)/ 12 

se deduce que 

/ IS(x)I/2 = O Y I/T(x)1 12 = O 

luego, 1 IS(x)1 / = O Y 1 IT(x)/ I = O para todo x S H, así 

S(x) = 0 y T(x) = 0 para todo x S H; por tanto, 

S = O Y T = o. 

2. OPERADORES ISOMETRICOS 

Ya se ha establecido anteriormente que un operador T es -

isometrico si IIT(x) - T(y)11 = / Ix - yl I para todo x, y S H; 

esto es equivalente a exigir de T la condición I IT(x)1 I =1 Ixll 

para todo x. Además, en un espacio de Hi1bert se cumple. 
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TEO. 2.2-1 

Si T es un operador en H, las siguientes condiciones son 

equivalente ~ : 

i) T es isometrico . 

ii) T* T .. 1 . 

iii) (T(x) /T(y» = (x/y) para todo x, y G H . 

Fa. 

i) ==> ii) . Como T es isometrico, entonces 

I IT(x)1 I ~ Ilxll para todo x G H. Entonces, 

(T*(T(x»/x) = (T(x)/T(x» 

:1: IIT(x)II2 

a IIxl12 

= (x/x) 

.. (I(x)/x), 

luego de acuerdo a (TEO. 2.1-4) T*T = l . 

ii) ::=> iii) 

iii) ==> i) 

(T(x)/T(y» :: (T*(T(x»/y) 

(T(x)/T(y» = (I(x)/y) 

(T(x)/T(y» = (x/y) para todo x, y G H. 

IIT(x)1 12 = (T(x)/T(x» 
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= (x/x) 

Resultado inmediato. Si T es isométrico, es inmediato a -

partir de la relación 

/lT(x) - T(y) 11 = \Ix - yll 

que T es inyectivo, ya que si T(x) = T(y), entonces T(x) 

- T(y) = 0 , luego 

/lT(x) - T(y) 1I a: \Ix - y/l = O 

por tanto x - y = 0 ,es decir, x = y. 

TEO. 2.2-2 

Si S Y T son operadores isométricos en H, entonces ST es 

un operador isometrico en H. 

Pa. 

IIST(x) - ST(y) I 1= IIS(T(x» - S(T(y»1 I 

= I IT(x) - T(y)1 I por ser S isometrico 

= /Ix - yll 

por ser T isometrico; por tanto ST es isometrico. 

TEO. 2.2-3 

Si T es un operador isométrico en H, entonces T(R) es un 

sub espacio lineal cerrado de R. 
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Pa. 

T(R) es un subespacio lineal de H por (TEO. 1.1-3-i). 

Sea y S T(R) . Tomemos una sucesión (Yn)n G B de elemen -

tos de T(R) tq lim Yn = y. 
n-kXl 

de R. 

Podemos suponer que Yn = (T(xn» con (xn)n G N elementos 

Por hipótesis lim Yn = y, además hemos supuesto yn=T(xn), 
n-kXl 

luego, si lim T(xn) = y, para cada E > O existe N G N tq 
n-kXl 

d(T(Xn), y) ~ e/2 sq n > N; tomando ro, n > N se tiene 

d(x , x ) < e n m-

sq m, n > N 

sq m, n > N 

por ser T isometrico ; por tanto (Xn)n G N es de Cauchy. 

Dado que H es completo existe x G R tq lim Xn = x y co
n-kXl 

mo T es continua se tiene que lim T(xn) = T(x), es decir 
n-kXl 

T(x) = lim Yn = y , 
n->-co 

Luego, y S T(R) ; por tanto T(R) es cerrado. 

TEO. 2.2-4 

Sea T un operador isometrico en R. Si M Y N sonlsubes~ -

cios lineales cerrados de H y T(M) = N, entonces T(M ) C N • 
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Pa. 
1 • 

Sea y El T(M ) . 
1 1 

Si Y S T(M ) entonces existe x S M tq y = T(x); Sl. 

z El N, entonces z = T(u) con u El H. Así 

(y/z) = (T(x)!T(u» 

= (x/u) 

= O • 

1 
Este resultado conduce a concluir que y S N ; por tanto 

1 1 
T(M ) e N . 

TEO. 2.2-5 

Si S H ---> H una funci6n tq (S(x)!S(y» = (xty) para to 

do x, y S H. 

Si además, SeR) es un subespacio de H, entonces S es un 0-

perador isométrico. 

Pa. 

Primero demostraremos que S es un operador. 

Linealidad 

Sea z = S(y.) en SeR), Xl' x2 S H Y ~ un escalar. 



= (S(x1)/S(y» + (S(x2)/S(y» 

= (S(x1) + S(x2)/S(y)Y 

= (S(x1) + S(x2)/z) 

como S(H) es un subespacio lineal, se concluye que 

ii) (S(AX)/Z) (S(AX)/S(y» 

= (AX/y) 

= "A(x/y) 

= A(S(X)/S(y» 

= ("AS(x)/S(y» 

= ("AS(x)/z) 

como S(H) es subespacio lineal, se concluye que 

S("Ax) = "AS(x) • , 

por tanto S es lineal. 

Continuidad 

145. 

Como (S(x)/S(y» (x/y) para todo x , y 6 H, entonces 

! IS(x)! 12 = (S(x)/S(y» 
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= (x/x) 

IIxl12 luego 

IIS(x) 1I = Ilxll ,así,existe M = 1 

tq IIS{x)11 = Hllxll y por (TEO. 1.3-S-iv), S es continua; a

demás con i) e ii) se demuestra que S es un operador. 

Como por hipotesis (S(x)/S(y» = (x/y) para todo x, y e H, 

se tiene de acuerdo al (TEO. 2.2-1) que S es isometrico. 

TEO. 2.2-6 

Sea T : R ---> H una función tq (T(x)/(T(y» = (y/x) para 

todo x, y e R. Si además T(R) es un subespacio lineal de R, en 

tonces, TT es un operador isometrico. 

Pa. 

Como T(R) es un subespacio de H, entonces por (TEO. 1.1-3) 

T(T(R» es un subespacio de R. Además 

(T(T(x»/T(T(y»)= (T(y)/T(x» 

= (x/y) para todo x, y e R 

y por (TEO. 2.2-5), TT es un operador isometrico. 

DeL 2.2-1 

Sean S Y T operadores en R. S Y T se llaman métricamente 

equivalentes si 

I Is(x) 11 = IIT(x)1I para todo x e H. 
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TEO. 2.2-7 

Sean S Y T operador es en H. Entonces, S y T son métrica-

mente eqúivalentes ssi S* S = T* T • 

Pa. 

" ===> n Como S y T son métricamente equivalentes, se -

tiene que 

11 S(x) "2 = IIT(x) 11 2 , 
... asl. 

(S* S(x)/x) = (S*(S(x»/x) 

(S(x)/S(x» 

= 11 S(x) 11 2 

= 11 T(x) 11 2 

(T(x)/T(x» 

= (T*(T(x»/x) 

= (T*T(x)/x) para todo x 6 H 

por tanto S* S = T* T por (TEO. 2. 1-4) . 

i1 <===" Sea x 6 F.. 

IIS(x)112 = (S(x)/S(x» 

= (S*(S(x»/x) 

= (5* S(x)/x) 
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= (T* T(x)/x) 

= (T(x)/T(x» 

= 11 T(x) 11 2 para todo x e H, 

es decir IIS(x) 11 = IIT(x) 11 para todo x e R; por tanto, S 

y T son métricamente equivalentes. 

3 - OPERADORES UNITARIOS 

Def. 2 . 3-1 

Sea T un operador en B. T se llama unitario si T* T = TT* 

= l. 

TEO. 2.3.1 

Si T es un operador en R, las siguientes condiciones son 

equivalentes 

i) T es unitario . 

ii) T* es unitario . 

iii) T Y T* son isométrico 

iv) T es isométrico y T* inyectivo . 

v) T es isométrico y suryectivo . 

vi) T es biyectivo y T-1 = T* . 

i) ==> ii) T**T* = TT* = 1 , por ser T unitario. 
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T*T** = T*T = 1 ,por ser T unitario, es decir, 

T**T* = T*T** 1 ,lo cual nos demuestra que T* es 

unitario. 

ii) ==> iii) Es inmediato a partir de la (Def. 2.3-1) y 

por (TEO. 2.2-1). 

iii) ==> iv) Es inmediato, ya que todo operador isométrico 

es inyectivo. 

iv) ==> v) Por (TEO. 1.2-3), T(R) es un subespacio lineal 

cerrado de R. Como T* es inyectivo, el espacio nulo de 

T* es el unitario {e}, es decir, 

{y T*~y) = e} = {e} 

luego, por (TEO. 1.5-17) se tiene que 

1 _ 
{e} = T(R) = T(H) 

por ser T(H) cerrado. Pero 
1 

{e} = R, así T(H) = H; 

por lo tanto T es suryectivo. 

v) ==> vi) Es inmediato que T es biyectivo. Sea 8 T-1• 

Así, ST = TS ~ l. Luego, 

T* = T*1 = T*(TS) = (T*T)S = 1S = S . 

vi) ==> i) Como T* = T-1 , entonces T*T = TT* = 1; luego T 

es unitario. 
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TEO. 2.3-2 

Sean S Y T operadores en H. Si S Y T son unitarios, enton 

ces ST es unitario . 

Pa. 

i) (ST) (ST)* = (ST)(T*S*) 

= S(TT*)S* 

= S 1 S* 

:: S(IS~) 

= S S* 

= l . 

ii) (ST)*(ST) = (T* S*)(ST) 

= T*(S* S)T 

= T* 1 T 

= T*(IT) 

= T* T 

= l . 

A partir de los resultados i) e ii) se tiene 

(ST)*(ST) = (ST) (ST)* = 1 ; 
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por tanto, ST es unitario • 

. TEO. 2.3-3 

Un operador T es unitario ssi T* es isometrico y T es in-

yectivo. 

Pa. 

11 ==>" Por (TEO. 2.3-1), T unitario implica que T y T* 

son isometricos. 

Luego, si T es isometrico también es inyectivo. 

" <=== 11 T* isometrico y T inyectivo implica que T* es 

unitario, 10 cual a su vez implica T** = T es unitario. 

TEO . 2.3-4 

Si T es un operador unitario
l 

M y r subespacios lineales 

cerrados y T(M) = N, entonces T(M ) = N • 

Fa. 
1 1 

i) T(M) C N es inmediato por (TEO. 2.2-4) · 

1 1 
ii) Se probará que N C T(M) • 

Como T(M) = N, entonces T*(T(M» = T*(N) Y dado que T 

es unitario T*(T(M» = M = T*(N),de M = T*(N) Y dado 
1 1 

que T* es - 1 isometrico, se sigue que T*(N ) e M • Luego, 
1 1 1 

T(T*(N » = T(M ) Y así, N C T(M) ; de i) e ii) se 
1 1 

concluye que T(M ) = N • 

TEO. 2.3-5 

Si T : H ---> H es una función suryectiva tq 
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(T(x)/T(y» = (x/y) para todo x, y S H, entonces T es un ope-

radar unitario. 

Pa. 

Linealidad de T 

i) (T(x1 + xZ)/T(y» = (xl + x2/y) 

= (xl/Y) + (xZ/ y) 

= (T(x1)/T(y» + (T(xZ)/T(y» 

= (T(xI) + T(x2)/T(y» 

Y dado que T es suryectiva, del (TEO. 4-1-¡) conclui -

mas que T(x1 + xZ) = T(xl) + T(x2) ' 

ii) (T(AX) /T(y» = ("x/y) 

,,(x/y) 

= A(T(x)/T(y» 

= (AT(x)/T(y» 

T(AX) = AT(x) . 

por tanto 

Como T es lineal, entonces T(R) es un subespacio lineal -

de H. Luego, por (TEO. 2.2-5) de operadores isométricos, se si 

gue que T es un operador isométrico. Luego, por (TEO. Z.3-1) T 

es unitario. 

DeL Z.3-Z 

Sean S Y T operadores en H. El operador S se llama unitaria 

mente equivalente al operador T, si existe un operador unitario 
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u tq T = U* S U. 

NOTACION: S unitariamente equivalente a T se denota por 

s ~ T. 

TEO. 2.3-6 

La relación ~ definida en el conjunto de operadores en H, 

es de equivalencia. 

Pa. 

i) T ~ T para todo T. En efecto 1 es unitario, además 

1* = 1 así se tiene que T = ITr = 1* TI. 

ii) S ~ T entonces existe un operador unitario U tq 

T = U* SU. Así, 

TU* = (U* SU)U* 

= U*S(UU*) 

= U* SI 

= U* S o> 

Luego U T U* UU* S 

= 1 S 

= S 

Así S = U T U* 

= U**TU* 

con U* unitario ; por tanto T ~ S. 

iii) Si R ~ S Y S ~ T, entonces S = U1* R U1 y T ~ U2* SU2 -

con U1 y U2 operadores unitarios. Luego, 

j BIBLIOTECA CENTRAL 
. UN/VERSI9AD DE EL SALVADOR 
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T = U2*<U1 * R Ul) 

= (U2* U1*) R(U1 U2) 

= <U 1 U2)* R(U1 U2) 

con Ul' U2 operador unitario, por tanto R ~ T. 

TEO. 2.3-7 

Sean S y T operadores en H. Si S ~ T, entonces S* ~ T*. 

Pa. 

Si S ~ T entonces existe un operador unitario U tq 

T U* S u. 

Luego, T* = (U* S U)* 

= (U*(SU»* 

= «SU)* U**) 

= U* S* U por tanto 

S* ~ T* 

4. OPERADORES AUTOADJUNTOS 

Def. 2.4-1 

Sea T un operador en H. T se llama autoadjunto o Hermitia 

na si T* = T. 

TEO. 2.4-1 

Si T es un operador en H, las siguientes condiciones son 

equivalentes 



i) T es autoadjunto , 

ii) (T(x)/y) = (x/T(y» para todo x. y e H. 

iii) (T(x)/x) = (x/T(x» para todo x 6 H. 

iv) (T(x)/x) es real. para todo x 6 H· 

Pa. 

i) ==> ii) Sean x. y e H 

(T(x)/y) = (x/T*(y» 

= (x/T(y» para todo x, y e H . 

ii) ==> iii) Si Y = x se tiene (T(x)/x) = (x!T(x» . 

iii) ==> iv) Sea x 6 R, (T(x)!x)* (x/T(x» 

= (T(x)/x) 

por tanto (T(x)/x) es real. 

iv) ==> i) (T(x)!x) = (T(x)!x)* 

= (x!T(x» 

= (T*(x)/x) . 

155. 

Luego T(x) = T*(x) para todo x e B; por tanto T = T*. 

TEO. 2.4-2 

ces 

Si S Y T son operadores autoadjuntos en R, ~ 6 R, enton-

i) S + T es auto.adj.unto . 

ii) AT es autoadjunto . 
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Pa. 

i) Como S y T son autoadjuntos, se tiene S* ; S Y T* = T, 

así : (S + T)* = S* + T* 

por tanto S + T es autoadjunto. 

ii) Como ~ es real A* = A , así 

(~T)* = A*T* = ~T· , 
por tanto ~T es autoadjunto. 

TEO. 2.4-3 

Si T es un operador en H, entonces 

i) T* T es autoadjunto. 

ii) T + T* es autoadjunto . 

Pa. 

i) (T*T)*; T* T** 

= T* T por tanto T* T es autoadjunto. 

ii) (T + T*)* = T* + T** 

= T* + T 

= T + T* por tanto T + T* es autoadjunto. 

TEO. 2.4-4 

Si S Y T son operadores autoadjuntos en H, entonces ST es 

autoadjunto ssi 

ST = TS. 
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Pa. 

( ==> ) Si ST es autoadjunto, entonces 

(ST) = (ST)* 

(ST) = T* S* 

(ST) = TS. 

( <== ) Si ST = TS, entonces 

(ST)* = T* S* 

(ST)* = TS 

(ST)* = ST por tanto ST es autoadjunto. 

TEO. 2.4-5 

Si T es un operador cualquiera en H, existen dos operado-

res autoadjuntos únicos A y B en H tales que T = A + iB "Forma 

Cartesiana de un operador" . 

Pa. 

Definiendo A = } (T + T*) Y B = 2~ (T - T*) tenemos 

A + iB = i (T + T*) + i(1/2i(T - T*» 

= 1.. T + 1.. T* + 1:. T - 1:. T* 
2 2 2 2 

1 1 
=2 T +2 T =T . 

Por (TEO. 2.4-2-ii) es evidente que A es autoadjunto. 

1 1 1 así B = - (T - T*) :: -. T - - T* 
2i 21 2i 

B* = ( 2~ T 1 Ji - 2i T* = (2i T) * -(2~ T*) * 

L~) *T* - (2~) * = T 
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1 1 = -. T* + -2· T 
-21 1 

= _1 T 1 T* . 
2i - 2i 

Luego B* = B; por tanto B es autoadjunto. 

UNICIDAD DE A Y B 

Supongamos que existe otro par de operadores autoadjuntos 

C y D tales que T = e + iD. entonces 

T* = e* + i* D* 

= C - iD · 

Luego ". T + T* T+T* 
2e y C = -2- = A T - T* = 2 iD 

TEO. 2.4-6 

T - T* 
2i 

= D por tanto D = B. 

Si T es un operador autoadjunto en H. entonces 

IITII = Sup n (T(x)/x) I : Ilxll ~ O . 

Pa. 

Por (TEO. 1.5-10) ,(x, y) = (T(x)/y) define una forma -

sesquilineal acotada. Además, Illjill = IITI! • por otra parte 

1jJ{y, x) = (T(y)/x) 

= (y/T*(x» 

= (y/Tb) ) 

= [(T(x) /y)J * 

= r~(x, y)J * . 
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Luego, por (Def. 1.5-6), $ es Hermitiana ; y por (TEO. 1.5-9) -

se tiene 

IIxll .s. 1} por tanto 

liT 11 = Sup {I $ (x, x) 1 : 11 x 11 .s. 1} 

= Sup {I(T(x)/x)1 IIxll .s. 1} 

TEO. 2.4-7 

Si T es un operador autoadjunto en H y S, J subconjuntos 
1 1 

de H tales que T(S) e J, entonces T(J ) e s • 

Pa. 
1 1 

Sea y 6 T(J ), entonces existe x 6 J tq Y = T(x), xl z 

para todo z 6 J, luego x 1 T(u) para todo u 6 S, así 

o = (x/T(u» 

= (T(x)/u) 

= (y/u) 

1 1 1 
para todo u 6 S, así y 6 S por tanto T(J ) e S • 

TEO. 2.4-8 

Si T es un operador autoadjunto en H, T(x) = e ssi 

TT(x) = e . 

Pa. 

( ==> ) Si T es autoadjunto y T(x) = 0 , entonces 

TT(x) = T(T(x» 

T(0} 

= 0 . 
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( <== ) Sea (TT)(x) = 0 • Dado que T es autoadjunto se tiene 

que : ' (TT(x)/x) = (T(T(x»/x) 

(TT(x)/x) = (T(x)/T(x» , 

(e/x) (T(x)/T(x» por hipote<!is < 

O = (T(x)/T(x» por tanto T(x) = 0 . 

TEa. 2.4-9 

Si T es un operador autoadjunto en H y S un operador cual 

quiera en H, entonces el operador S* T S es autoadjunto , 

Pa. 

Se demostrara que (S* T S)* = S* T S . 

En efecto (S* T S)* = «S* T)S)* 

= 8*(8* T)* 

= S* T* S** 

= S* T* S 

= S* T S. 

TEa. 2.4-10 

Si T es un operador autoadjunto en H y S unitariamente e

quivalente a T, entonces S es autoadjunto. 

Pa. 

Como S ~ T, entonces existe un operador unitario U tal que 

s = U* T U 

S* = (U*(TU»* -' 

S* = (TU)* U* * 

S* U* T* U 

(1) 
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S* = U* T U (2) 

por ser T autoadjunto,de (1) y (2) se concluye que S S* . 

Def. 2. 4-2 

Un operador T en H, se llama positivo si (T(x)/x) > O pa 

ra todo x e R. 

NOTACION: T positivo se denota T ~ O. 

TEO. 2.4-11 

Si T es un operador positivo en H, entonces T es autoad -

junto. 

Pa. 

Si T ~ O, entonces (T(x)/x) ~ O para todo x e H, luego 

(T(x)/x) es real para todo x S R, Y por (TEO. 2.4-1) se conclu 

ye que T es autoadjunto. 

TEO. 2.4-12 

Si S Y T son operadores positivos en H y A ~ O, entonces: 

i) S + T > O 

ii) AS > O 

Pa . 

i) Dado que S ~ O Y T ~ O, se tiene que (S(x)/x) > O para 

todo x e H, y (T(x)/x) > O para todo x 6 R, así 

(S(x)/x) + (T(x)/x) ~ O para toda x e H, 

pero 
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(S(x)/x) +(T(x)/x) = (S(x) + T(x)/x) 

(S(x)/x) + (T(x)/x) = «S+T)(x)/x) luego 

«S+T)(x)/x) > O para todo x 6 H; por tanto 

s + T > O 

ii) Dado que S ~ O, se tiene que 

(S(x)/x) ~ O para todo x 6 H. 

Luego, si A ~ 0, entonces A(S(x)/x) > O para todo x 8 H, 

A(S(X)/X) = (A(S(X»/x) 

A(S(X)/x) = (AS(X)/X) 

luego (AS(X)/X) > O para todo x 6 H; por tanto AS > O. 

TEO. 2 . 4-13 

Si T es un operador positivo en H y S un operador cualquie 

ra en H, entonces : 

Pa. 

i) S* TS > O . 

ii) S* S > O 

i) En efecto (S* TS(x)/x) = (S*(TS(x»/x) 

= (TS(x)/S(x» 

= (T(S(x»/S(x», 

pero dado que T es positivo, se tiene que 
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(T(S(x~/S(x») ~ O para todo x e H . 

Así (S* TS(x)/x) > o para todo x G H; por tanto 

S* TS > O . 

ii) 1 ~ O ya que (x/x) ~ O para todo x G H y (x/x) = 

(l(x)/x), aplicando i) con T = 1, se tiene 

S*S = S* IS > O 

TEO. 2.4-14 

Si S Y T son operadores positivos en H tales que S+T = O, 

entonces S = T = O. 

Pa. 

Como S = T son positivos, entonces (S(x)!x) ~ O para to

do x G H; y (T(x)/x) ~ O para todo x S H, además (S+T) (x): e 

para todo x e H; sea x + 9, «S+T) (x)/x) = O ya que (S+T)(x) 

= e para todo x G H pues S + T = O pero 

«S + T)(x)/x) = (S(x) + T(x)/x) 

«S + T)(x)/x) z (S(x)/x) + (T(x)/x) 

(S(x)/x) + (T(x)/x) - O 

luego 

y dado que S y T son positivos, tiene que ser (S(x)/x) = O y 

(T(x)/x) = O por otra parte (O(x)/x) = O para todo x S H, -

así (S(x)/x) = (O(x)/x) para todo x G H. 
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De donde S(x) • O(x) para todo x G H; por tanto S-O. En 

forma similar se muestra que T - O; así se concluye que S • T 

- O. 

Def. 2.4-3 

Si S Y T son operadores autoadjuntos en H, se dice que 

S < T si T - S > O. 

TEO. 2.4-15 

Si S Y T son operadores en H, se cumple 

i) Si S ~ T Y T ~ S, entonces S • T. 

ii) Si R ~ S Y S ~ T, entonces R ~ T. 

Pa. 

i) Si S ~ T Y T ~ S entonces T - S ~ O Y S - T ~ O; además 

(T-S) + (S-T) - T-S+S-T - 0, entonces por (TEO.2.4-14), 

se tiene T-S - S-T • O: por tanto S = T. 

ii) Si R ~ S Y S ~ T, entonces S-R ~ O Y T-S ~ O, es decir, 

«S-R)(x)/x) ~O y «T-S)(x)/x) ~O para todo x G H. 

Así 

«S-R)(x)/x) + «T-S)(x)/x) > O para todo x G H. 

Pero, 

«S-~(x)/x)+«T-S)(x)/x) - (S(x)-R(x)/x) + (T(x)-S(xV~) 

• (S(x)/x)-(R(x)/x)+(T(x)/x)

(S(x)/x» 



= (T(x)/x) - (R(x)/x) 

= '('i'(x)~R(x)/x) 
= «T-R)(x)/x) , luego 

«T-R)(x)/x) > O para todo x eH, 

y por tanto, T - R ~ 0, es decir, R < T. 

TEO. 2.4-16 
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Si S Y T son operadores autoadjuntos en H, entonces S < T 

ssi (S(x)/x) ~ (T(x)/x) para todo x e H. 

Pa. 

S < T <==> T - S > o 

<==> «T-S)(x)/x) ~ o para todo x e H 

<==> (T(x)-S(x)/x) ~ o para todo x e H 

<==> (T(x)/x)-(S(x)/x) ~ o para todo x S H 

<ca> (T(x)/x) ~ (S(x)/x) para todo x e H. 

TEO. 2.4-17. 

Si T es un operador autoadjunto en H, entonces 

- IITII 1 ~ T ~ IITII 1 • 

Pa. 

i) Se probara que T ~ IITIII, es decir que I ITIII-T ~ O • 

En efecto, sea x e H. 

«" T 11 I-T)(x) Ix) .. (11 T 1I I(x) - T(x) Ix) 

- (1ITIII(x)/x) - (T(x)/x) 



= IITII (I(x)/x) - (T(x)/x) 

~ IITII (x/x) - I (T(x)/x) I 

como 1 (T(x)h) 1 ~ IIT(x) I1 Ilxll 

y dado que T es continua se tiene : 

" T (x) 11 ~ 11 T 11 11 xII, luego 
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IITII (x/x)-I (T(x)/x) 1 ~ liT 11 (x/x)- IIT(x) IIlIxll 

~ IITII (x/x)-IITllllxllllxll 

~ 11 T 1111 x 11 2 -1/' T 1/ 11 x 11 2 

> O , así 

«1 ITI II-T) (x)/x) ~ O para todo x S H ; 

por tanto IITII I-T ~ O Ó 10 que es 10 mismo T ~ IITII 1. 

ii) Ahora se probara que - I ITI 11 ~ T, o sea que, 

T - (-11 T I1 1) ~ O 

pero, T-(-IITIII) = T +IITIII . Sea x S H 

«T + I ITI II)(x)!x) = (T(x) + I ITI II(x)/x) 

= (T(x)/x) + (1 ITI II(x)/x) 

= (T(x)/x) + 1 ITI I (I(x)/x) 

= (T(x)/x) + IITII (x/x) ~ O , 

Así, de i) e ii) se tiene que : 



TEO. 2.4-18 

Si S Y T son operadores en H, se cumple que 

i) Si S ~ T Y A ~ O, entonces AS ~ ).T • 

ii) Si S ~ T, entonces - S > - T ~ 

Pa. 
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i) Si S ~ T, entonces por (Def. 2.4-3), T - S ~ O. Luego 

por (TEO. 2.4.12-ii), si ). ~ O, entonces ).(T-S) ~ O; 

por tanto ).T - AS ~ O, es decir, AT > AS. 

ii) Si S ~ T, entonces T-S ~ o. Pero, T-S = -S-(-T), así 

- S - (-T) ~ O; por tanto - S ~ - T. 

TEO. 2.4-19 

Si S Y T son operadores en H tales que S ~ T Y R un opera 

dar cualquiera en H, entonces R* SR < R* TR. 

Pa. 

Se probara que R* TR - R* SR > O. 

Sea x e H. 

«R*TR-R*SR) (x)/x) (R*TR(x)-R*SR(x)/x) 

(R*(TR(x» - R*(SR(x»/x) 

= (R*(TR(x) - SR(x»/x) 

= (R*(T(R(x» - S(R(x»)/x) 

= (T(R(x» - S(R(x»/R(x» 

«T-S)(R(x»/R(x» ~ O 

ya que T-S ~ O, pues S ~ T; por tanto R*SR ~R*TR. 
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5. OPERADORES PROYECCIONES 

DeL 2.5-1 

Sea T un operador en H. T es llamado una proyección si 

T* = T = TT. 

Es decir, un operador proyección es un operador autoadjunto 

que además es idempotente. 

TEO. 2.5-1 

Si N es un sub espacio lineal cerrado de H, entonces la pro 

... de H en N definida yecc10n como PN : H ---> H 

x ~--> PN(x) = y, 
1 

donde x = y + z, con yeN y z G N , es un operador proyección. 

Pa. 

Por (Teo. 1.4-27), T es lineal y continua pues 

IIT(x)" ~ !lxll , 

luego T es un operador. También PN(PN(x» = PN(x) , es decir PN 

es idempotente. Por último s e tiene que, 

para x, y G H, 

10 cual por (TEO. 2.4-1) demuestra que PN es autoadjunto, es -

decir PN = P*N:· ; luego, PN es un operador tq PN = P*N = PNPN; 

por tanto PN es un operador proyección. 

Mediante este último hecho todo operador proyección pode-

mos obtenerlo a partir de un adecuado subespacio lineal cerra-

do N, esto se precisa mediante el siguiente TEOREMA. 
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TEO. 2.5-2 

Si T es un operador proyección en H, entonces 

i) Existe un único subespacio lineal cerrado N tq T = PN-

ii) N es el rango de T-

1 
iii) N es el espacio nulo de T. 

Pa. 

i) Sea N = {y S H: T(y) = y} • Si Y S N, entonces 

(T-I)(y) = T(y) - I(y) 

= y - y 

= El 

10 que demuestra que N es el espacio nulo del operador -

T - 1, por 10 cual N es un subespacio lineal cerrado de 

H. Tenemos que T = PN, ya que si x 6 H podemos escribir 
1 

x = y + z con y S N Y z S N Y por (TEO. 2.5.1), 

PN(x) = y = y + El = T(y) + T(z) = T(y + z) = T(x) . 

UNICIDAD 

PM(H) = M; por tanto 

N = M. 

• ii) Si Y S N, entonces y = T(y) S T(H), luego N C T(H). Si 

y S T(R) podemos escribir y = T(x) para algún x S H, en-

tonces T(y) = T(T(x» = T(x) = y , demuestra que y S N; 

por tanto N = T(H). 
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iii) Por (TEO. 1. 5-17), Ker T [T* (H) ] 
1 

.1.. 
= [T(R)] 

1 
= N .. 

TEO. 2.5-3 

Sea y S R un vector ' fijo tq I Iyl I = 1, Y N = { Ay : A es 

un escalar} es el espacio lineal unidimensional generado por 

y , entonces la función T : H --> H tq T(x) = (x/y)y, es igual 

a la proyección de H en N. 

Pa. 
1 

Si x S H se puede escribir x = Ay + z con z S N Y A un 

escalar adecuado, entonces se tiene que: 

T = PN" 

TEO. 2.5-4 

T(x) = 

= 

= 

= 

T(x) 

(AY + z/y)y 

[(AY/Y) + (z/y)] y 

[A (y/y) + (z/y)] y 

[A + oJ Y 

Ay 

PN(x) 
., 

a~ 1 

PN(x) para todo x S H; por t anto 

Sean M, N subespacios l ineales cerrados de H, P la proyec

ción con Rango M y Q l a proyección con Rango N. Entonces M 1 N 

ssi PQ = O. 



171. 

Pa. 

" ==>" Si M 1 N, entonces, si x g H, se tiene que - -
1 

Q(x) e N, por tanto Q(x) G M luego P(Q(x» = PQ(x) = e 

ya que Q(x) e Ker P; por tanto PQ = O. 

"<==" Supongamos que PQ = O, entonces si x g M e yeN se 

tiene que 

(x/y) = (P(x)/Q(y» 

= (x/P*Q(y» 

= (x/PQ(y» 

= (x/e) = e por tanto M 1 N. 

TEO. 2.5-5 

Si T es un operador en H, T es una proyección ssi T = T*T. 

Pa. 

" ==>" Si T es una proyección, entonces T* = T = TT. Sas-

tituyendo T por T* en el miembro derecho de T = TT se tiene 

que T = T*T. 

" <== " Se tiene que T :-; T*T, luego 

T* = (T*T)*= (T*T**) = (T*T) = T (1) 

luego sustituyendo T* por T en el miembro derecho de la igual-

dad T = T*T se tiene T = TT (2). 

Luego de (1) y (2) se tiene T* = T = TT; por tanto, T es 

un operador proyección. 

TEO. 2.5-6 

Si P es un operador proyección en H, y Q es un operador u-

nitariemente equivalente a P, entonces Q es un operador proyec-

ción. 
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Pa. 

Si Q es unitariamente equivalente a P, entonces existe un 

operador unitario U, tq, Q = U* PU. En este sentido 

Por otra parte, 

Q* = (U*PU)* 

= (U*(PU»* 

= «PU) *U**) 

= (U* p* U) 

= U* PU 

Q* = Q (1). 

QQ = U* Puu* PU 

IZ U* PPU 

= U* PU 

QQ = Q (2) • , 
de (1) Y (2) se tiene Q* = Q = QQ; por tanto Q es un operador 

proyección. 

TEO. 2.5-7 

Si P es un operador . ~ entonces proyeCCl.on, 

i) p > O. 

ii) P + O entonces Ilpl! = 1 . 
Pa. 

.~ i) Si P es un operador proyeccl.on, entonces p* 

go (P(x)/x) = (PP(x)/x) 

(P(x)/x) = (p(x)/P*(x» 

= P = PP, lue 
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(P(x)/x) = (P(x)!P(x» ~ O por tanto P > o. 

ii) Sea x e H, IIp(x)1 1
2 = (P(x)!P(x» 

= (p2(x)/x) 

z: (P(x)/x) 

~ 11 P (x) 11 11 x 11 ,luego 

IIp(x) 11 < 1 si Ilxll" 1 

tomando 

I1 p 11 = Sup {II P (x) 11 : 11 x 11 ~ l} ~ 1 

se tiene II P 11 ~ 1. (1) 

Sea P(y) + 0 

z = P (y) ,11 z 11 ... 1 
IIp(y) 1I 

( 
P(y») P(y) pez) c P IIp(y) 1I = IIp(y) 11 

por lo que 1 Ip(z)1 1 = 1 , además 

IIp(z)11 ~ IIpll IIzlI ~ l/PI! 
así 1 = IIp(z) 11 ~ IIpl! , luego, 1 < P. (2) 

Por consiguiente, de (1) y (2) tenemos ~ 

IIpl! • 1 . 

TEO. 2.5-8 

Si P y. Q son dos operadores proyecciones en H, y PQ = QP, 

entonces : 

i) PQ es un operador proyección. 
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ii) Si M e Ran P y N = Ran Q, entonces 

Ran PQ = M () N. 

Pa. 

i) PQPQ = PPQQ 

= PQ (1) 

PQ es idempotente. 

Mostraremos ahora que PQ = (PQ)*. Por hipótesis, P y Q -

son operadores proyección, luego p* = P y Q* = Q, así 

p* Q* = PQ. 

(QP)* = PQ 

(PQ)* = PQ (2). Por hipo PQ = QP. 

De (1) Y (2) (PQ)* = PQ = (PQ)(PQ); por tanto PQ es un -

operador proyección. 

ii) Sean M = Ran P y N = Ran Q 

Sea y 6 Ran (PQ) = Ran(QP). 

Entonces, y = (PQ)(Xl) Y Y = (QP)(x2)' con xl = x2 6 H, 

Y = P(zl) y y = Q(z2) con zl' z2 6 H. Luego, y 6 Ran P y 

y 6 Ran Q. así, y 6 Ran P () Ran Q = M () N; por tanto -

el Ran(PQ) e (M () N) (1); por otra parte, si y 6 M () N 

= (Ran P) () (Ran Q), entonces y 6 &su P y y S Ran Q~ ·lue 

go, y = P(xl) y y = Q(x2) con xl' x2 S H; luego 

P(Xl) = Q(x2), y P(P(xl» = P(Q(x2» 

P(xl ) = P(Q(x2» 

P(xl) = PQ(x2) 
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por tanto 

M () N = (Ran P () Ran Q) eRan (PQ) (2) • 

De (1) y (2) se tiene que el Ran (PQ) = M n N. 

TEO. 2.5-9 

Si P es un operador proyección en H, con Rango N entonces 
1 

(1 - P) es un operador proyección en H, con rango N 

Pa. 

(I-P)* = 1* - p* 

= 1 - P (1) Por otra parte, 

(I-P)(I-P) = 11 - IP PI + PP 

1 - P - P + PP 

= 1 - 2P + P 

= 1 P (2) 

De (1) y (2) se tiene (1 - P)* = (1 - P) 

= (1 - P)(1 - P) 

por tanto, (1 - P) es un operador proyección. Se probará en ton 
1 

ces que el Ran(r - p) = N " teniendo en cuenta que si N = Ran P t 
1 

entonces N = Ker P; bastará mostrar que Ran(l-P) = Ker P. 

Sea y e Ran(l - P), entonces 

y = (1 - P)(x) con x 6 H 

= l(x) - P(x) 

:: X - P(x) 

aplicando P a y, se tiene: 
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P(y) = P(x - P(x» 

= P(x) - P(p(x» 

= P(x) - P(x) 

.. e 
1 

luego y S Ker P; así, Ran{l-P) e Ker P • N (1). 

Por otra parte, si y S Ker P, se tiene 

y -= y - e 

-= y - P(y) 

0= ley) - P(y) 

y = (1 - P){y), así 

1 
y D (1 - P)(y) S Ran{l - P) 

y N e Ker P e Ran{l - p) (2). 
1 

De (1) y (2) se concluye que el Ran(l - P) - N 

TEO. 2.5-10. 

Sean P y Q operadores proyección en H, con rangos M y N -

respectivamente. 

Si M 1 N, entonces (P + Q) es un operador proyección en H 

con Rango(M $ N). 

Pa. 

i) (P + Q)* - p* + Q* 

= P + Q (1) . 

Por otra parte, si x, y son dos vectores cualesquiera de 

H, se tiene : 



«P+Q)(P+Q)(x)/y) = «PP+PQ+QP+QQ)(x)/y) 

= «P + PQ + QP + Q)(x)/y) 

= «P(x)+(PQ)(x)+(QP)(x)+Q(x»/y) 

= (P(x)+P(Q(x»+Q(P(x»+Q(x)/y). 

Dado que, Ran Q = N Y Ran P = M, entonces 

P(Q(x» = e y Q(P(x» = e , así 

«P+Q)(P+Q)(x)/y) = (P(x) + Q(x)/y) 
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= «P + Q)(x)/y), para todo y e H 

luego, 

(P + Q)(P + Q) = (P + Q) (2). 

De (1) Y (2) se tiene que : 

(P + Q)* = (P + Q)(P + Q) 

por tanto (p + Q) es un operador proyección. 

ii) Ran(P + Q) = M $ N. 

Sea z e Ran(P + Q), entonces 

z G (p + Q)(H) = {(P + Q)(x) x e H} ,es decir, 

z = (P + Q)(x) 

= P(x) + Q(x). 

Como p(x) e M y Q(x) G N se concluye que z G (M + N) 

por tanto, (P + Q)(H) C (M + N) (1) , 

Sea z e M + N, entonces z = x + y, con x G M, Y G N, es -

decir z = P(zl) + Q(z2)' zl' z2 G H. 

= p2(zl) + ct(z2)' zl' z2 G H 

= P(P(zl» + Q(Q(z2»' zl' z2 G H 
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= P(P(zl)+Q(z2» + Q(Q(z2)+P(z1»' z1,z2 S H 

= P(z3)+Q(z3)' Q(z2) e Ker P = M, M 1 N 

Y P(Zl) 6 Ker N, N 1 M. 
1. 

z = (P+Q)(z3) 6 Ran(P + Q), 

luego z 6 Ran(P + Q); por tanto M + N e Ran(P + Q) (2). 

De (1) Y (2) concluimos que 

(P + Q) (H) = M + N • 

TEO. 2.5-11 

Si P y Q son dos operadores proyección en H, con rango M 

y N respectivamente, entonces : 

1) Las siguientes condiciones son equivalentes 

i) P - Q es un operador proyección . 

ii) P ~ Q . 

iii) IIp(x) 11 > IIQ(x) 1 I para todo x 6 H. -
iv) N e M. 

1 
2) Ran(P - Q) = M n N , 

Pa. 

i) ==> ii) Si (p - Q) es proyección, entonces 

(p - Q)* = (P - Q) 

= (P-Q)(P-Q) 

de aquí se tiene que si x es cualquier vector de H, -

entonces 

«P-Q)(x)/x) = «P-Q)(P-Q)(x)/x) 



• «P - Q)«P - Q)(x»/x) 

z «P - Q)(x)/(P - Q)*(x» 

~ «P - Q)(x)/(P - Q)(x» ~ O 

por definición de producto interno, asr, 

«P - Q)(x)/x) ~ O para todo x S H 

por tanto (P - Q) ~ O, es decir P ~ Q. 

ii) ==> iii) Si P ~ Q entonces (P - Q) ~ o. Así, 
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por lo cual 

por tanto 

«P - Q)(x)/x) ~ O para todo x S H, luego 

(P(x) - Q(x)/x) ~ O para todo x S H, 

(P(x)/x) - (Q(x)/x) ~ O para todo x 6 H; 

(P(x)/x) ~ (Q(x)/x) para todo x S H. 

Por otra parte, (P(x)/x) = (p P(x)/x) 

= (p(p(x»/x) 

= (p(x)/P*(x» 

= (P(x)/p(x» y 

(Q(x)/x) = (Q Q(x)/x) 

= (Q(Q(x» Ix) 

= (Q(x)/Q*(x» 

= (Q(x)/Q(x», 

(P(x)/P(x» = (p(x)/x) 

~ (Q(x) /x), 

Pero (Q(x)/x) = (Q(x)/Q(x»; por tanto 

(P(x)/P(x» ~ (Q(x)/Q(x» para todo x S H, 

luego, 1 Ip(x)1 12 ~ 1 IQ(x)1 1
2 

; por consiguiente, 
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para todo x e H. 

iii) ==> iv) Primero veamos que Ker P e Ker Q. En efecto, si 

x e Ker P entonces P(x) = e , por 10 que 

IIp(x) 1I = O ~ IIQ(x) 11 
de donde I IQ(x)1 I = O , luego Q(x) = e , con 10 

cual x e Ker Q; así, si yeN, entonces y = Q(x) 

para algún x e H. 

Tal vector Q(x) puede escribirse así : 

Q(x)=P(z)+U con pez) eRan P y u e Ker P. 

Así, u = Q(x) - pez). Por otra parte, u 1 pez). 

Además, (u/Q(x» = (Q*(u)/x) 

= (Q(u)/x) 

= (e/x), u e Ker Q 

= O 

con 10 cual, u 1 Q(x). Luego 

(u/u) = (Q(x) - P(z)/u) 

= (Q(x)/u) - (P(z)/u) 

= O - O 

= O • 

Así u = Q(x) - pez) = e ; por tanto y = Q(x) -

pez); por 10 cual y eRan P y así 

Ran Q eRan P 

iv) =~~ i) Probaremos que si Ran Q eRan P, entonces P - Q es 

un operador proyección. 

BIBLIOTECA CENTRAL 
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Pa. 

(P _ Q)2 = p2 _ PQ _ QP + Q2 

(p _ Q)2 = P _ PQ _ QP + Q • 

El problema consiste en mostrar que PQ = QP = Q. 

(p_Q)2(x) = P(x) - PQ(x) - QP(x) + Q(x) 

Por hipótesis, 

Q(x) = P(y) 

==> P(Q(x» = P(P(y» 

==> P Q(x) = P(y) 

==> P Q(x) = Q(x) (2). 

1 1 
Además, (x - P(x» S Ker P = M = (Ran P) • 

En efecto, P(x - P(x» = P(x) - PP(x) 

= P(x) - P(x) 

= e por tanto 
1 1 

(x - p(x» S (Ran P) = M = {x eH: P(x) = el . 

Mostraremos que (x - P(x» S Ker Q. 

Por hip6tesis~ 
1 1 

N e M ==> M e N por (TEO. 1.4-18-ii) 
1 1 

to, (x - P(x» S N = Ker Q = (Ran Q) 

Q(x - p(x» = e 

Q(x) - QP(x) = e 

Q(x) = QP(x) (3) • 
.) 
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(1). 

por tan-

de (2) Y (3) se tiene PQ = Q = QP; por tanto (1) puede es 

cribirse 



(P - Q)2{X) .. p{x) - Q(x) 

{P - Q)2 = P _ Q (4). 

Ahora mostraremos que (P - Q)* = P - Q. 

(P - Q)* "" (P + (-Q»* 

= p* + ({-l)Q)* 

1: p* + (-l)*Q* 

.. p* + (-l)Q* 

• p* - Q* 

= P - Q (5) . 
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De (4) Y (5) se concluye que P - Q es un operador proyec-

ción. 

TEO. 2.5-12 

Si T es un operador isometrico en H, entonces TT* es un o 

perador proyección. 

Pa. 

(TT*)* = T**T* 

= TT* (l). 

Por otra parte, (TT*)(TT*) = T(T*(TT*» 

"" T( (T*T)T*) 

.. T(IT*) 

,., T(T*) 

= TT* 

De (1) Y (2) se tiene (TT*)* = TT* 

= (TT*)(TT*) 

por tanto, TT* es un operador proyección. 

(2). 
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6. OPIIADOII. NORMALIS 

Def. 2.6-1 

Un operador T en H es llamado normal si T*T a TT*. 

RESULTADOS INMEDIATOS 

1) Todo operador unitario es norma1~ En efecto, si T es unit~ 

rio, entonces T*T = TT* • I, por 10 cual T es normal. 

2) Todo operador autoadjunto es normal. En efecto, si T es au 

toadjunto entonces T m T*, así, T*T - TT*. 

3) Un operador isometrico es normal ssi es unitario. 

Pa. 

" =->" Sea T un operador isometrico. Si T es normal ento.n, 

ces T*T - TT* Y dado que T es isometrico, entonces T*T = I, 

así, I m T*T - TT*; por 10 tanto T es unitario. 

11 <==" Si T es unitario, por 1) T es normal. 

TEO. 2.6-1 

Si T es un operador en H, las siguientes condiciones son 

equivalentes 

i) T e's normal. 

ii) T* es normal. 

iii) IIT*(x) 11 = IIT(x) 1I , para todo x S H. 



Pa. 

i) az> ii) Dado que T es normal, entonces 

T*T = TT*; (T*T)* = T*T** Y 

(TT*) = T**T* , pero (T*T)* = (TT*)*, 

entonces T*T** = T**T* por tanto T* es normal. 

ii) ==> iii) Sea T* normal, 

iii) 

/IT*(x)/ /2= (T*(x)/T*(x» = (x/TT*(x» 

= (x/T*T(x» 

= (T(x)/T(x» 

= "T(x)" 2 

IIT*(x)" = "T(x)". 

:0:=> i) I/T*(x) /1 = IIT(x) 11 • por tanto 
.J 

luego 

1 IT*(x) 1 1
2= / IT(x)/ 1

2 
para todo x G H ~ 

por 10 cual, 
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(T*(x)/T*(x» = (T(x)/T(x» para todo x e H 

(T(T*(x»/x) = (T*(T(x»/x) para todo x G H, 

(TT*(x)/x) = (T*T(x)/x) para todo x e H, 

luego 

TT*(x) - T*T(x) para todo x e H; 

por tanto, 

TT* = T*T con 10 cual T es normal. 

TEO. 2.6-2 

Sea T un operador en H y T = A + iB su forma cartesiana. 

Entonces T es normal ssi AB = BA •. 



Pa. 

" -=>" Por TEO. 2.4-5, A.,. 1 (T+T*) Y B = --!. (T-T*) 
2 2i 

AB = .!. (T + T*) ~ (T - T*) 
2 21. 

AH = -l (TT - TT* + T*T - T*T*) 
4i 

1 AH = 4i (TT - T*T*) por ser T normal (1) . 

Por otra parte, 

BA = ..1. (T - T*) 1 (T + T*) 
2í 2 

1 
BA = 4i (TT + TT* - T*T - T*T*) 

BA =..1. (TT - T*T*) por ser T normal (2). 
4i 

De (1) Y (2) se tiene que AB = BA. 

" <==" Supongamos que AB = BA 

T*T = (A - iB)(A + iB) 

= AA + iAB - iBA - i 2BB 

= AA + iAB - iAB - i 2BB 

= AA + BB· 

TT* = (A + iB)(A - iB) 

= AA - iAB + iBA - i 2BB 

= AA + BB . 

De (1) Y (2) se tiene , 

(1) 

(2). 

TT* e T*T por tanto, T es normal • 

185. 
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TEO. 2.6-3 

Si T es un operador normal en H, y S es unitariamente e -

quivalente a T, entonces S es normal. 

Pa. 

Dado S ~ T, entonces existe un operador unitario U tq 

T = U* SU, ó de otra manera, S = U T U*. 

Además, como T es normal, T*T = TT*. Probaremos que S es 

normal, es decir, S*S = 8S*. 

Pa. 

SS* = (U T U*)( U T U*)* 

= U T U* U T* U* 

= U T T* U* 

= UT* TU* 

= UT* U* U T U* 

= (U T U*)~(U T U*) 

= S* S. 

TEO. 2.6-4 

Sea T un operador en H. Entonces, T es normal ssi T y T* 

son metricamente equivalentes. 

Pa. 

" ==>" Si T es normal, entonces, por (TEO. 2.6-1) 

IIT*(x) I I = IIT(x)1I para todo x eH. 

Luego T y T* son métricamente equivalentes. 

" <==" Si T Y T* son métricamente equivalentes, entonces 



187. 

IIT*(x) 11 = IIT(x)" para todo x G H 

por (TEO. 2.6-1), T es normal. 

TEO. 2.6-5 

Si T es un operador normal en H, entonces 

i) Ker T = Ker T* 

ii) T(H) = T*(R) . 

iii) 
1 _ 

(Ker T) = T(R). 

Pa. 

i) Sea x G Ker T, entonces T(x) = e , así, T*(T(x» = e , 

luego (T*(T(x»/y) = O para todo y G H, pero 

(T*(T(x»/y) = (T*T(x)/y) 

= (TT*(x)/y) 

:: (T* (x) /T* (y» por tanto 

(T*(x)/T*(y» = O para todo y G H , 

en particular, (T*(x)/T*(x» = O, luego T*(x) = e ,por 

definición de producto interno. 

De T*(x) = e se concluye que x G Ker T*; por tanto, 

Ker T e Ker T* (1). 

Para probar que Ker T* e Ker T basta que en (1) se haga 

T = T*, con 10 cual se tiene, Ker T* e Ker T** = Ker T (2)1 

De (1) Y (2) se tiene que Ker T = Ker T*. 

ii) Por el resultado i) se sabe que, Ker T = Ker T*, luego 
1 1 

(Ker T) = (Ker T*) ; por consiguiente, aplicando el - -
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(TEO. 1. 5-17) se ti ene T* (H) = T (H). 

iii) Dado que el Ker T = Ker T*, entonces 
1 1 

(Ker T) = (Ker T*) 

por (TEO. 1.5-17), 

TEO. 2.6-6 . 

Si T es un operador normal en H, entonces existe un oper~ 

dor unitario U tq T* = UTa 

Pa. 

Se tiene que H = Ker Te T(H) , definiendo 

U : H ---> H 

x+T(y) ~--> x + T*(y) , 

se puede entonces ver que U esta bien definida. En efecto, 

xl + T(Y1) = X2 + T(Y2) , con xl = x2 y 

T(y¡) = T(Y2)' así, U(X¡ + T(y¡» = (x¡ + T*(y1» 

= (x2 + T*(Y1»' 

bastara probar que T*(YI) = T*(Y2). 

En efecto, 

==> 

==> 

(T(y¡) - T(Y2» = e 

(T(Y1 - Y2» = e 

==> (Yl-Y2) 6 Ker T = Ker T* 

==> T*(Y1 - Y2) = e 

==> T*{Y1) - T*{Y2) = e 

==> T*(Y1) = T*(Y2) así , 



U(Xl + T(Yl» = xl + T*(Yl) 

= x2 + T*(Y2) 

= U(X2 + T(y2» 

esta bien definida. 

En estas condiciones definamos 

u- l H ---> H 

por tanto U 

x + T*(z) ~--> x + T(z), 
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U- l está bien definida . En efecto, sea xl + T*(zl) = x2 + T*(z2) 

siendo xl = x2 y T*(zl) = T*(z2) ya que todo x G H tiene re -

presentación única en la forma Xl + T*(z') con x' G Ker T y 

T*(z') G T*(H) , así, 

U-1(Xl + T*(zl» = Xl + T(zl) 

= x2 + T(z2) (1) • 

Ahora bastará probar que T(zl) = T(z2) para obtener el -

resultado que se desea. 

En efecto,se tiene que 

(T*(zl) = T*(z2» ==> (T*(z¡) - T*(z2) = e) 

==> (T*(z¡ - z2) = 0) 

==> (zl - z2) G Ker T* 

==> (z¡ - z2) G Ker T ,ya que el 

Ker T* = Ker T. 

Como (zl - z2 G Ker T) ==> (T(zl - z2) = e) 

==> (T(zl) - T(z2) .. e) 

==> (T(zl) = T(z2» 



sustituyendo ahora, T(zl) por T(z2) en (1) se tiene 

U-1(xl + T*(zl» = xl + T(zl) 

= x2 + T(zl) 

= x2 + T(z2) 

= U-l(x2 + T*(z2» 

por tanto U- l está bien definido. 
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Es inmediato que U-1 es la función inversa de U. En efec-

to, 

UU-1(x + T*(z» = U(U-l(x + T*(z») 

= U(x + T(z» 

= (x + T*(z» 

esto demuestra que UU- l = lB' Por otra parte 

U-lU(x + T(z» = U-l(U(x + T(z») 

= U-l (x + T* (z» 

=> (x + T(z» . 

Lo cual demuestra que U-lU = lA' luego, se concluye que 

U es una función biyectiva y U-l es la inversa de U. 

Ahora se probara que U es un operador unitario. Es decir: 

i) U es lineal (Trivial). 

ii) U es continua. 

Esto se demuestra encontrando K > O tq 

IIU(t) 11 ~ K 11 tll para todo t S H. 

Más precisamente se mostrara que 

Ilu(x + T(y» 1I = !Ix + T*(y) 1I - Ilx + T(y) 1I ósea 



lIu(x + T(y» 11 = Ilx + T(y) 11 con K = 1 . 

En efecto, 

1 Ix + T*(y) 1 12 = (x + T*(y)/x + T*(y» 

= (x/x)+(x/T*(y»+(T*(y)/x) 

+ (T*(y)/T*(y» 

= (x/x)+ O + O + (T*(y)/T*(y» 
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(x/x)+(y/T*T(y», T es normal 

= (x/x) + (T(y) /T(y» (1) • 

Por otra parte 
2 

1 Ix + T(y) 1 1 = (x + T(y)/x + T(y» 

= (x/x)+(x/T(y»+(T(y)/x)+(T(y)/T(y» 

= (x/x) + O + O + (T(y)/T(y» 

= (x/x) + (T(y)/T(y» (2); 

de (1) Y (2) se concluye que 

11 x + T* (y) 11 = 11 x + T (y) 1I o sea 

lIu(x + T(y» 11 = IIx + T(y) 11 

por tanto U es continua. Por i) e ii) se concluye que U es un 

operador. 

Ahora se probara que U es Unitario. Para probar que U es 

unitario, dado que U es biyectivo, de acuerdo al (TEO. 2.3-1) 

bastara 'mostrar que U-1 = U*. 

Dado la unicidad del adjunto de U* la igualdad anterior -

queda comprobada al mostrar la condición que cumple U*, es de-

cir, se mostrara que (U(x)/z) = (x/U-1(z». 
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Sean x, z e H de tal manera que x = xl + T(Yl) Y - -

z • (x2) + T*(Y2)' así 

(U(x)/z) = (U(xI + T(YI»/x2 + T*(Y2» 

= (Xl + T*(YI)/x2 + T*(Y2» 

= (xI/x2) + (xI/T*(Y2» + (T*(~)/x2) 
• 

+ (T*(YI)/T*(Y2» 

= (XI/x2) + O + O + (T*(YI)/T*(Y2», luego 

(U(x)/z) = (xI/x2) + (T*(YI)/T*(Y2» (1) • 

Por otra parte, 

(x/u-l(z» = (Xl + T(YI)/U- I (X2 + T*(Y2») 

(Xl + T(YI)/x2 + T(Y2» 

(xI/x2)+(xI/T(y2»+(T(YI)/x2)+(T(YI)/T(Y2» 

= (xI /x2) + O + O + (T(YI)/T(Y2» 

= (x I /x2) + (T(YI)/T(Y2» 

= (xI/x2) + (y¡/T*T(Y2» 

= (x I /x2) + (YI/TT*(Y2» 

= (xI/x2) + (T*(YI)/T*(y2» (2). 

De (1) y (2) se concluye que 

(U(x)/z) = (x/u-l(z» 

U- l = U* 

por tanto, 

con 10 cual queda demostrado que U es unitario, finalmente se 

probara que T* = UT. En efecto, si x S H 

(UT)(x) = U(T(x» 
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= U(0 + T(x» 

= o + T*(x) 

= T*(x) luego 

(UT) (x) = T*(x) para todo x 6 H por tanto 

(UT) = T*. 

Def. 2.6-2 

Un operador T se llama inversible si existe un operador 

S tq. 

ST = TS = l . 

Es claro que T es biyectivo y T-l = S. 

TEO. 2.6-7 

Si T es un operador inversible, entonces T* es un opera -

dar inversible y (T*)-l = (T-1)*. 

Pa. 

Dado que T es inversible T-1 existe, y TT-1 = T-1 T = 1: 

la existencia de T-l da existencia a (T-1)*. 

Para demostrar que T* es inversible, basta probar que 

existe un operador S tq. 

T* S = ST* el •• 

Mostraremos que S = (T-1)*. 

T*(T- 1)* (T-l En efecto, = T)* 

= (1)* 

:: 1 (1) 

(T-1)*T* = (TT-1)* 
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= (1)* 

= 1 . (2) 

De (1) Y (2) se tiene que T* es inversible, y (T*)-l = 

(T-1)*. 

TEO. 2.6-8 

Si T es un operador inversible, entonces T*T es inversi -

ble. 

Pa . 

Si T es inversible, entonces T* es inversible, es decir, 

T Y T* son biyectivas, luego T*T es biyectivo, y por consi - -

guiente inversible. 

TEO. 2. 6-9 

Si T es un operador normal, entonces T es inversible ssi 

T*T es inversible. 

Pa. 

" ==>" Si T es inversible, entonces por (TEO. 2.6-8) T*T -

es inversible. 

11 <_. " Si T*T es inversible, entonces existe S tq 

S(T*T) = (T*T) S 1 pero 

S(T*T) = (ST*)T 1 por ser T normal 

= T(T*S) 

= 1 así 

(ST*)T = 1 Y T(T*S) = 1 luego 
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ST* = T*S = T-1 por tanto T es inversible. 

Def. 2.6-3 

Un operador se dice que es similar al operador T, si exis 

te un operador inversible A, tq. T = A-1 SAo 

NOTACION: S similar a T, se denota así: S ~ T ~ 

TEO. 2.6-10 

La relación de similaridad, 11 ~ ", es de equivalencia en 

el conjunto de operadores en H. 

Pa. 

i) "~ " es reflexiva. 

En efecto, T = I-1T I con 1 inversible · 

ii) 11 ~" es simétrica. 

Si S ~ T, entonces existe un operador inversible A tq. 

T = A-1 SA, luego 

Y 

AT = A(A-l SA) 

= (AA-l)SA 

= 1 S A 

= S A 

(AT)A-1 = (SA)A-l 

= S(AA-1) 

= S 1 

= S así 

S = A T A-1 
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con A-1 inversible donde (A-1)-1 = A; por tanto, T ~ S. 

iii) " ~" es transitiva. 

Si R ~ S Y S ~ T, entonces existen A y B operadores inver

sibles, tq. S = A-IR A Y T = B-1 S B, luego 

T = B-1(A-1R A)B 

= (B-1 A-1) R (AB) 

= (AB)-l R (AB), 

con AB inversible, pues A y B 10 son, luego haciendo AH = e 

se tiene que T = C-1 Re; por tanto, R ~ T. 

TEO. 2.6-11 

Si S Y T son operadores en H tales que S ~ T, entonces 

S* ~ T*. 

Pa. 

Si S ~ T, entonces existe un operador inversible A, tq 

T = A-1 S A, así 

T* = (A-l S A)* 

= «A-1S)A)* 

= A*(A-1 S)* 

= A*(S*(A- 1)*) 

= A* S* (A*)-l 

«A*)-l)-l S* (A*)-l ... asl. 

T* = «A*)-l)-l s* (A*)-l 

con (A*)-l inversible; por tanto, 

S* ~ T*. 
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TEO. 2. 6-12 

Si S Y T son operadores en H, tales que S ~ T, entonces 

S '" T. 

Pa. 

Si S ~ T, entonces existe un operador unitario U, tq. 

T = U* S U. 

Dado que U es unitario, U es biyectivo y por consiguiente 

inversible con U-1 = U*, luego T = U-1 S U Y por consiguiente 
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