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INTRODUCCION

El presente trabajo se desarrolla en dos capitulos, en el
primero y mids extenso se tratan las propiedades elementales de
los espacios pre-Hilbert y se introducen los espacios de Hil-
bert, luego de las formas lineales continuas en los espacios -
de Hilbert, tratamos brevemente los conceptos que estdn rela-
cionados y que son indispensables para el desarrollo del segun
do capitulo. Previamente se bosquejan otros temas, tales como
Espacios Vectoriales, Espacios Métricos, Espacios Normados y -
Subespacios Lineales Cerrados; de estos temas se desarrollan -
los conceptos basicos para hacer la introduccidn en los espa -
cios de Hilbert.

El segundo capitulo trata sobre operadores en espacios de
Hilbert, el cual es el tema principal de este trabajo. Los ope
radores tratados son :

it o - Isométrico - Unitario
Autoadjunto - Proyeccidn y Normal

De estos se demuestran algunos teoremas elementales.

Consideramos que en este trabajo hay objetivos generales
y especificos, entre los primeros tenemos :

Contribuir en la divulgacién de t8picos matemdticos muy -
importantes.

Aportar material bibliogridfico de apoyo a cursos introduc




torios de los espacios de Hilbert.,

Entre los objetivos especificos estln :

Conocer las propiedades bdsicas de los espacios de Hilbert.

Estudiar la continuidad de funciones lineales en los espa
cios de Hilbert.

Estudiar las formas bilineales y sesquilineales acotadas
en espacios de Hilbert,

Estudiar las propiedades elementales de operadores en es-
pacios de Hilbert.

El estudio de tdpicos en espacios de Hilbert es de gram -
importancia ya que a través de &ste puede intentarse posterior
mente un estudio de las aplicaciones de esta teoria, asi como
a la vez se impulsa el desarrollo de la Matemidtica en el pais
en la rama del Andlisis.

Agradecemos al Lic. Jos& Javier Rivera Lazo, tan valiosa
orientacién en el desarrollo de este trabajo, asi mismo a la -
Sra. Vilma Lucia de Saravia por su colaboracidn en la parte me

canografica del mismo.



CAPITULO T
PRELIMINARES

1. ESPACIOS VECTORIALES

Def., 1.1-1

Un espacio vectorial V (sobre un campo K) es un conjunto
de objetos llamados vectores en el que se consideran dos opera
ciones. La primera de ellas se llama adicidn de vectores; e -
xiste también una operacidn entre elementos de K y elementos
de V, llamada multiplicacidén escalar.

Asumimos como validos los siguientes axiomas :

Sean x , X ,x 6V y X, REK.
1 2 3

A1) x1 + x, €V, definido univocamente .

A) X, +(x2 + XS) (x1 + XZ) + x

3 -

Ag) X + %X = x5 +xp .

A,) Existe un vector © € V tq x; +0=0+x =x.

Ag) Para cada x € V existe un {nico vector (-x) ta
x; + (~x1) = (—xl) +x =0 .

Ag) Ax, € V.

A) Az, + xz) = Xxl + xxz

1

A) (A + B)x1 = Ax; + Bx; .

Ag) A(Bx)) = OB)X, -

Verificaremos que para todo x € V, Ox = 0O.



En efecto,

Ox + x

]

Ox + 1x

Ox + x (0 + )x

]

0x + x = x , sumando - X a cada miembro tenemos

Ox + x + (-x) = x + (-x%)

Def. 1.1-2
Sea V un espacio vectorial v Vo C V. Diremos que Vo es un
subespacio lineal de V si :
i) 0 6 Vo .
ii) (x1 + x2) € Vo para todo X7, Xy € Vo.

iii) Ax 6 Vo para todox 68 Voy A 6 K.

TEO. 1.1-1
Sea V un espacio vectorial y V,, V; subespacios de V.
Entonces (V, + V;) es un subespacio de V.
Verificaremos que ':
i) (V + V) Fb -
ii) (V5 + Vj) es cerrado para la adicidn de vectores.
iii) (V, + V;) es cerrado para la multiplicacidn por un es-
calar.
Pa.
i) (Vo + Vl) + b ya que © 8 Vo y 0 6 Vy, asi,
©+ 06 (Vo + Vp); por lo tanto © € (Y, + V;)

y (v, + V) £ ¢




ii) Sean Z1, 29 € (V5 + V) con Z] = x5 + X7 ¥

Zy = xé + x{ donde xg, xé € Vo v X9, xi & V.
Verificaremos que Zj + Z5 & (V, + V;).

Z1 + Zg = (x5 + x7) + (xé + xi)

1] 1
Xo + X1 + Xq + X1
—_ 1 1]
= X, + xo + x + xl ,

Como (x, + xé) € Vyy (x1 + xi) CIA

[kxo + xé) + (xl + xii] € (Vo + Vl) :
por lo tanto

(Z) + 2Z9) 6 (Vg + V).

iii) Sea 1 un escalar cualquiera y x, 6 V5, x; 6 Vj-
Verificaremos que A(xo + x1) 6 (V0 + Vl)
AMx, + %) = Ax ot A,
Como Ax, € V, vy Ax; € Vi por ser V, y V] subespacios,

luego
(x, + Axy) 6 (Vg + V) ;

por lo tanto

A(xo + xl) 6 (Vo + Vl)'

Def. 1.1-3
Sea W un espacio vectorial sobre un cuerpo K y sean wj,

Wz, W3, 0y Wn e W.




Diremos que los vectores wi con i =1, 2, ..., n son 1li-
nealmente dependientes sobre K si existen Ay, Az, cves Ap €K
tales que :

AMwy AWy Foovee +Aqwy = 0 con A + 0
para algin i =1, 2, ..., n.
Def. 1,1-4

Sea W un espacio vectorial sobre un cuerpo K, diremos que
los vectores wy, wp, ..., Wy 6 W son linealmente independien-
tes si no son linealmente dependientes. Es deci;)si no exis -

ten escalares Ay, Aoy vees A tales que

n

AWy + Agwp + eees F AW, =0 YA 0

para algin i =1, 2, ..., n.

Def. 1.1-5
Diremos que V es el espacio generado por €]y €25 ++45 Cps

s1 todo elemento de x 6 V es de la forma

con A; & XK.

i
Def. 1.1-6

Sea W un espacio vectorial, diremos que W es n- dimensio
nal o de dimensidn n si existen vectores ei coni=1, 2,

+., . linealmente independientes que generan a W.

NOTACION : dimW=1n vy



{ey, ep, +.o, e,} es una base de W.

Def, 1.1-7
Sean V y W espacios vectoriales sobre un campo K, y - -
T :V ey W una aplicacion.
Diremos que T es lineal si se cumple :
i) T(vy + vy) = T(vy) + T(vy), para todo vy, vy € V.

ii) T(xv) = AXT(v) para todo v € V y para todo A 6 K.

TEO. 1.1-2
Sean V y W espacios vectoriales y T : V -—> W es cual -
quier funcidon lineal, las siguientes condiciones se cumplen :
i) T(©) = 0.
i1) T(-v) = - T(v),
iii) T(vy - V2) = T(vl) - T(vz).
n n

i T A = A (T .
iv) <k§1 K Vi) kzl k(TR

Pa.

]

i) Como © = Ov, entonces

T(©) = T(oOv)
T(O) = OT(v)
T(O) = 0.
ii) T(-v) = T(-1(v))
T(-v) = - 1T(v). 1)

Verificaremos que - 1T(v) = - T(v), para ells mostra-



remos que T(v) + (-1) T(v)

fl

® ;3 en efecto

T(v) + (-1) T(v)

1T(v) + (-1) T(v)

(1 + (-1)) T(v)

0T (v)
= 0 3
sustituyendo - 1T(v) por - T(v) en 1) se tiene

T(-v) = - T(v).

iii) T(vy - v2) T(vy + (‘Vz))

T(Vl) + T(-Vz)

[

T(vy) - T(vp) por ii).
iv) Se probari por induccidn .
Para n = 1 se tiene
T(Ay vy) = T(vp).
Por hipdtesis inductiva asumiremos que es cierto para -
n - 1, es decir,

1 n-1

n-
TC Y A V) = )L A (T(vy))
k=1

k=1
y mostraremos que es cierto para n.

Por hipdtesis inductiva tenemos

n-1 n-1
T( Z A Vk) = Z Xk(T(Vk)).
k=1 k=1
Pero
n n-1
TC Y A vy) = TC Y Xy vy + Ay v)
k=1 k=1

n-1
T( Z Al Vk) + T(An vp)
k=1



n—-1
= 2 A (T(vg)) + Ap T(vp)
k=1

n
= 1 A (T(v)) .
k=1

Def. 1.1-8

Sean V y ¥V espacios vectoriales y T ¢ V ~-> W una apli-
cacidn lineal.

Llamaremos espacio nule de T 6 Ker T, al conjunto

N={vevVv: T = 06}.

TEO 1.1-3
Si T : V —-> W es una aplicacidn lineal, entonces
i) S8i Vo es subespacio de V, entonces T(V,) es un subespa
cio lineal de W.
ii) E1 rango T(V) es subespacio lineal de W.
iii) Si Wo es subespacio de W, entonces T_l(Wo) es un subes
pacio de V.
En particular, el espacio nulo N = T1({6}) de T es un
subespacio lineal de V.,
iv) T(vl) = T(vy) ssi vy - vy € N.
v) T es inyectiva ssi N = {0} .
Pa.
i) Ya que @ 6 Vo y @ = T(0) € T(Vo) asi, T(Vo) ¥ ¢.

Supongamos que wy, wp €& T(Vo), y X un escalar tq,

T(vy) = wy y T(vy) = wyp con vy, vy 6 Vo.



iii)

iv)

v)

Como Vo es subespacio, (v + v2) 6 Vo y Avy & Vo; luego,
T(vy) + T(vy) = 1wy + 22
T(vy + v3) = (wl + w2) 6 T(Vo) vy
T(Avy) = AT(vy) = dw; € T(Vo) ,

luego T(Vo) es un subespacio lineal de W.

Como T(9) = © € Wo por ser Wo subespacio y T una aplica-

cign lineal, T-1 (Wo) $ ¢ ya que © € T71 W) .
Supongamos vy, vy 6 T-1 (Wo) y A un escalar; ya que

T(vl) EWo vy T(vz) € Wo
T(vl) + T(vz) = T(v1 + v2) € Wo
y A(T(vy)) 6 Wo, luego T(Avy) 6 Wo; por tanto

(vi + v9) 6 T7L (Wo) y Avy € T71 (wo),

asi T-1 (Wo) es subespacio lineal de V.

==> " T(vy) = T(vy) por hipGtesis,
T(vy) - T(vp) =0
T(vy - vp) = © ; por tanmto vy - v, 6 .
“<== " Supongamos que vi - v, € N, luego
T(vy - v2) =0
T(vy) - T(vy) = ©
T(vy) = T(vy)-
"==> " Sea T inyectiva. Si v € N entonces T(v) = ©

T(v) = T(®) ; por tanto v = O,



<== " Supongamos que N = (e},
si T(vy) = T(vz),entonces T(vy) - T(vy) = ©
T(v; - v2) =0 ,
luego vy - v, = 0; por tanto vy = vj.
Def. 1.1-9
Sea V un espacio vectorial cualquiera.

Si X vy Y son dos vectores cualesquiera, el segmento que une X

v Y es el conjunto de todos los vectores Z de la forma

Z=0oX+(l -0 )Y, donde O <a < I.

Un subconjunto § de Vycon S + ¢,es llamado convexo si 8
contiene al segmento que une dos cualesquiera de sus vectores;

es decir : s1 X6 Sy Y6 Sy 0< a< 1, entonces

aX + (1 - a)Y 6 S.

Ejemplo :
Todo subespacio lineal de V es convexo.
Def. 1.1-10

Si V y W son espacios vectoriales, L(V, W) denota el con
junto de todas las funciones lineales. Es decir,T € L(V, W)
significa que T: V ——> W es una funcidn lineal; si

S, T6 L(V, W), §S=T significa que
S(x) = T(x) para todo x 8§ V.
TEO. 1.1-4
8i V y W son espacios vectoriales, el conjunto 1,(V, W) -

de todas las funciones lineales T: V--> W es un espacio vecto



rial, con respecto a las definiciones siguientes :
1) O0x=o0.

2) - = - (TX).

3) (5 + T)(x) = 8(x) + T(x),

4) (D(x) = A(T(x).

Pa.

Sean 0, R, §, T € L(V, ).

Pl) (s + T)(x) S(x) + T(x)

T(x) + S(x)

Py) R+ (S + M)(x)

]

R(x) + (8 + T)(x)

R(x) + S(x) + T(x)

(R + 8)(x) + T(x)

((R + 8) + T)(x) ; por tanto

(R +(s + T)) ((R+ S) +T) .

1l

P3) (S + 0)(x) = s(x) + 0(x)
= 0(x) + S(x)
=0 + S(x)

= §(x), por tanto

[}

(s + 0 (0+5) =5.

il

Py) (S + (-83))(x) = S(x) + (~-5)(x)

S(x)

(s(x))

S(x) - S(x)

(T+S)(®x) ; por tanto S+ T =T+ S.

10.



11.

It

(8 - 9)(x)

0(x)

Ml) A(S + T)(x)

t

A(S(x) + T(x))

= AS(x) + AT(x).

M2) ((A + 2)T) () (A + a)T(x)

AT(x) + oT(x).

My)  ((Aa)T) (%)

(Aa) T(x)

A@T(x)); luego

(Aa)T AlaT) .

1(S(x))

M) (18) ()

= 8(x); asi (18) = €.

Def. 1.1-11
Sean V y W espacios vectoriales scbre el campo C, T: V ——
--> W una funcién. Diremos que T es lineal conjugada si se

cumple que :
i) T(vy + vy) = T(vy) + T(vy) 5 (T es aditiva).

ii) T(Av) = A* T(v); (T es homogénea conjugada) .
(A* denota el conjugado de A).

TEO. 1.1-5

81 U, V y W son espacios vectoriales y T: U --> V,



S : V -—> W son funciones lineales, la comprsicidn ST: U~-—> W
es tambi&n una funcidén lineal.
Pa.

Si x, vy € Uy) es cualquier escalar,

1) (D (x+y) = s(T(x + y))

S(T(x) + T(y))

S(T(x)) + S(T(y))

(ST) (%) + (ST)(y).

ii)  (ST) (Ax) = 8(T(xx))
= S(AT(x))
= AS(T(x))
= A(8(T(x)))
= A(ST) (%) .
Def. 1.1-12
Un espacio vectorial V es llamado isomdrfice con un es—
pacio vectorial W en caso que exista una funcién lineal biyec
tiva T ¢ V ——> W,
La funcidn T es llamada un isomorfismo de espacios vecte
riales de V sobre W.
NOTACION : V = W (V es isomorfo con W).
Def. 1.1-13
Si T: X =-> Y es una funcidn biyectiva, la inversa de T

es denotada T~!, asi :

i) Tl :v - X



13.

ii) T H(T(x))

it

x , para todo x 6 X.

1i1) T(T'l(y)) y , para todo y 6§ Y.

TEO. 1.1-6

S1 T : V-—>Wes un isomorfismo de espacios vectoriales,
éntonces T™! ¢ W ~=> V es también un isomorfismo de espacios
vectoriales.
Pa.

Como T™! es biyectiva, hagamos 71 =3,
Mostraremos que S es aditiva y homogénea. Sean Yi1s Y2 6 VW vy
A un escalar.

Se tiene que :

]

T(S(y; + y,)) (8T) (yy + vp)

T(S(yy; + y9)) = y; +y, por iii) Def. 1.1-12
y y; + vy = (IS)(yp + (T8)(y,)
vy +yp = T(S(YP) + T(S(yp)) = T(8(yy) + S(y2))
como T es inyectiva

S(y; + yp) = 8(yy) + S(yp). (Aditiva)

(TS) (Ay)

T[Sy ]
- 2y
= A1) ()]
= A[T(s(yN]

= T[AS(y)] 5 por lo tanto

S(Ay) = A(s(¥))
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2. ESPACIOS METRICOS

Def. 1,2-~1

Un espacio métrico es un conjunto H compuesto de objetos
llamados puntos del espacio. Asumimos que F es no vacio, es -
decir, tiene al menos un punto. Para cada par de punteos X , ¥y
del espacio, hay determinado un nimero real no negativo d(x,y)
llamado la distancia de x a y, sujeta a los siguientes axio -
mas.

Ay) d(x, y) > 0 , cuando X $ v

d(x, y) = 0 ssi x =17y,
Ay) d(x, y) = d(y, x).
A3) d(x, z) < d(x, y) + d(y, 2).

Es decir, la distancia es : E trictamente positiva, simétrica
y satisface la desigualdad triangular.
EJEMPLO :
R es un espacio métrico.

Def. 1.2-2

Sea E un espacio métrico y (xn) n € N una sucesidn en -
E, x € E, diremos que x es limite de (Xn) n 6 N si para todo
€ > 0, existe N6 N tq d(xn, Xx) <€ sq n > N. "Esta defini
cidn es equivalente a 1im d(x,, x) = 0"

o

Def. 1.2-3

En un espacio métrico E, una sucesidn (x,) n € B en E,



15.

diremos que es de Cauchy si para cada ¢ > 0, existe N € N tq
d(xp, Xxm) < € sqm, n > N.
Def. 1.2-4

Un espacio métrico E se dice que es completo'si toda su-
cesidon de Cauchy en E es convergente "hacia un punto de E".
Ejemplo ¢

R es un espacio métrico completo.

Def. 1.2-5

Sea M un espacio métrico, S C M. Si S es un espacioc mé -
trico completo, S es llamado un subconjunto completo de M.
TEO. 1.2-1

En cualquier espacio métrico E se tiene que :

i) |dlx, 2z) - dly, 2)| < d(x, y).

ii) 8i 1lim x,=x y 1lim y, =y, entonces
N n->o

lim d(xp, yo) = d(x, y).
n>o

iii) Si (xp) n 6 N son sucesiones de Cauchy, entonces
(d(xps yn)) n 8 N es una sucesidn convergente de ni-
meros reales.

Pa.
i} Usando la desigualdad triangular.
Sean X, v, 2 € E.
d(x, z) < d(x, y) + d(y, 2)

d(x, z) - d(y, z) < d(x, y) (a).
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d(y, z) £ d(y, x) + d(x, 2)

d(y, z) - d(x, z) £ d(x, y)

- [aty, 2) - ax, 2)] > - Ax, V)

- d(x, y) id(X, z) - d(y, z) (b)s

por (a) vy (b) se tiene que :

- d(x, y) < d(x, z) - d(y, z) < d(x, y) ; por tanto
|d(x, 2z) - d(y, 2z)| < d(x, y).

ii) Mostraremos que
ld(xys ym) - d(x, 9] <€ sq n >N

Sean X Yn, X, ¥ 6 E-

n’

d(xn: Yn) < d(xq, x) + d(x, y) + d(y, Yn)

a(xpg, yp) - d(x, y) < d(xg, %) + dlyy, V) (a).

d(x, y) < d(x, Xn) + d(xXp, yn) + d(yn, v)

d(X, Y) - d(Xn, yn) _<_ d(xns X) + d(yns y)

- [d-(X’ y) - d(X.n, Yn)] 2= [d(xn’ x) + d(yn’ y)]

- [A(xg, ®) + dlyy, W] < dlx,, vy) - dx, v) ()

de (a) y (b) se tiene que :
—[d(xn,X) + d(yn,y)] < d(xg,yn) = 4(x,y) < d(xg,x)+d(y,,¥);
por tanto

ld(xp, yq) - d(x, 9| < dlxq, %) + dlygs ¥) (c) .
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Por hipotesis lim X, = X, luego para cada € > 0, existe
n-ree
Ni€ N tq.

d(x,, x)<e/2 sq n 2 ¥ys ademis

1lim Yn = Vs luego para cada e > 0, existe
-0

N, €N tq d(yy, y)€e/2 sq n > Ny |

luego en (c) se tiene :

|dGxy, vp) - ¢(x, Y)|< €/2 +€/2 sa n>N

con N = Max {Np, N,} , asi
’d(Xn, vp) - d(x, )| <& g n>N ; por tanto

lim d(xq, yyu) = d(x, y).
n-reo

iii) Probaremos que d(x%,, y,) es de Cauchy en R.
Sea ¢ > 0, por ser (x,) n 6 N una sucesitn de Cauchy,

existe Ny € N tal que
d(x,, xy) < €/2 sq n, m > Nj

Similarmente para yp, existe N, 6 N tq

adly,s V) < €/2 sq n, m > Ny
d(xm’ Ym) id(xﬂl’ Xn) + d(Xn, Yn) + d(yn, ym)
Ad(xg, yp) - d(Xpy yn) < d(xg, %x5) + dlyp, ym)  (2).

d(xXps Yp) f_d(xn, xm) + d(Xp., ym) + d(ypm» yn)
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= [axgs y) - AC, vo)) 2 - [A(xgs xp) + dlyms vp)]

- [dxn, xp) + A0y, v < AGxy, yp) - A(xy, vy) (b)
por (a) y (b) se tiene que

- [d(xn’ X’m) + d(yrﬂ_’ YI)_)] id(X 9 y'm) - d(xn’ Yn)

< dlxp, %) +dly, yp),
luego.
|d (s vp) = dxg, vp) | dlxg, x) + Alyy, v)
< dGxgs %) + 20y, v,
por hipGtesis,
d(xg, %) < €/2  sqg n, m >Ny y

d(yps ¥p) < 8/2 sa n, m > Ny  jasi

Id(xm, Ym) - ’*(Xn, yn)|< €/2 + €/2 =€ sq n, m > N,
haciendo N = max {Np, N2} ; por tanto d(xp, yn) es de Cauchy
en B y como R es completo, tenemos que; ((d{(x,, y))n 6 N es -
convergente.

Def. 1.2-6
Sea S un subconjunto de un espacio métrico M. Un punto -
X € M se dice que es adherente a S, ssi existe una sucesidn

(xp) n € N de puntos de S tales que lim x = x.
o

Def. 1.2-7
Sea E un espacio métrico, S C E.
Se dice que S es un subconjunto cerrado de E si ceontiene to -

dos sus puntos adherentes.
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Esto es, si (x;) n 6 N es una sucesidén de puntos de S,

x 6 Fylim x, = x, entonces x € S.
n+m

Def. 1.2-8
Sea ¥ un espacio métrico y & C E. Se llama adherencia o

cerradura de S, al conjunto S |y S', donde

s' ={x6E: x¢SyRXxr)NS+F¢ para todo r > 0}.

La adherencia de € se denota por S .
si § = F, S es llamado un conjunte densc en E.
TEO., 1.2-2
S = {x € E : x es adherente a S},

Pa.

x6S==> x6S0x6S8";six6S5, existe (x,)néN
en § en donde X, = X prara todo n € N, asi lim X, = X; por tan

n-*w
to x es punto adherente a S.

(1)

X 6 §8' ==> para todo r > 0, B(x, r) N § + $ 3sear =1,
B(x, 1) N s+ ¢, sea x| € B(x, 1) N 53
sea xg € R{x, 1/2) N 8, para cada n tomemos

Xy 6 B(x, 1/n) N sy d(x, x) < 1/n .

Sea £ > Dyexiste N € N tq d(x, x,) < € sq n > N,
Para N tq 1/N < g, se tiene d(X,xp) < 1/n < 1/N < € para to
do n > M, luego 1lim x,; = X, X es punto adherente a S. (2)

De (1) v (2) se tiene S C {x € E : x es adherente a S}.
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'
Sea x &€ E, x adherente a S, entonces x € § 2 X $ S,
X6 S==> x66%\ySs'.

fea x &, por ser x adherente a S, existe (x.)n € N en
: n

S tqg lim xq
n-+o
Sea v > 0, existe W € N tq d(x, X3) <r sqgn>N. To -

X.

mando y = xyy] se tiene que y € P(x, r) N §; por tanto,todo
punto adherente de S pertenece a E} luego
{x 6 E : x es adherente a S} C S 3

por tanto _
S = {x 6 FE : x es adherente a S}.

RESULTADOS
1) S es un subconjunto cerrado de un espacic métrico E ssi
S C s.

Es inmediato que S C S,

v w7

<=="" Sea X un punto adherente de S, entonces x € S C S;

por tanto £ es cerrado.

2) S C S para tndo sukconjunto S.

S5i x 6 5, entonces existe S, = x para todo n tq lim = X
n-re
nor tante x 6 S.

3) S=¢ ssi$ es cerrado, es inmediato de 1) vy 2).
4) Si §C J, entonces S C J.

Pa.

Sea x € S. Existe (x,)n 6 N sucesion de puntos de € tq

lim ¥, = %, como S C J, luego (xp)r € N es también una su
n-+» _
cesidn de puntos de J tq lim x, = %; por tanto x € J.

>0
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Def. 1.2-9
Sea F un esnacio métrico con distancia d vy x0 € E, r € R,
r > 0. La hela abierta (bola cerrada) de centro Xp y radio r
es el conjunte B(%,, r) = {x & F : d(xq, x) < r} (respectiva
mente RB'(x,, r) = {x € E : a(x,, %) ﬁ_rD,
TEOQ 1.2-3
Sea € C M con M espacio métrico. Entonces
i) 'S es subconjunto cerrado de M.
ii) sC S.
iii) Si J es un subconjunto cerrado de M tg S C J, entonces
S C J.

Pa.

i) Sea (x,) n € N una sucesién de puntos de S tq --

lim x, =y, con y 6 M; bastard mostrar que y 6 S.

N

Por suposicifn lim x; =y vy (x,) n 6 N sucesidén de -
N

puntos de § , luego existe para cada n € N B(xp,1/n)

tq Bxy, 1/n) N g+ ¢

Sea S, € B(xpy, 1/n) N S 1 ¢ , luego a(s,, =) < 1/n
para cada n.

Como d(Sp, y)

| A

d(s,, ®y) + d(xn9 v)

d(Sn, Y)

IA

1/1’1 + d(xn, Y))

aplicando limite a la desigualdad anterior tenemos

lim d(S,, y) < lim i/n + lim d(xy, )

BIBLIOTECA CENTRAL

UNIVERSILAD DE EL SALVADOR |
b |
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lim d(S_, y) <0+ C ; por tanto
nooo .

lim S, =Y vy y € 8S.

n-—>«

ii) S C S, estc es cierto para todo S C M por “"RESULTADO 2",

iii) Si S C J y J subconjunto cerrado, entonces por "RESUL-
TADO 4" S CJ ; y por ser J cerrado, tenemos que J = J;

nor tanto §-C J.

Def. 1.2-11
Si X y Y son espacios mé&tricos, una funcidn T:¥X ---> Y -
es llamada isométrica si

d(T(xy), T(xp)) = d(x1, x,).

Def. 1.2-12
Sean X y Y espacios métricos T: X --> Y. Sea x 6 X; la
funcidn T es llamada continua en x en casoc que :
8i 1im x. = X entonces lim T(xn) = T(x)
e e
con (x,) n € N sucesidn de elementos de X. T es llamada conti

nua si leo es en todos los puntos de X.

Def. 1.2-13

En un espacio métrico E, con distancia d, A C E, diremos
que A es abierto si para cada x € A, existe r > 0 tq B(x, 1)
C A,
Def. 1.2-14

Un espacio métrico E se llama compacto si satisface la -
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siguiente condicifn : para cada recubrimiento (Uj) i 6 L de E
mediante conjuntos abiertos, existe una familia finita (Uj)igwm

(HC Ly finito) que es un recubrimiento de E.
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3. [ESPACIOS NORMADOS

Def. 1.3-1

Un espacio normado es un espacio vectorial E tq para cada
vector X € E, hay definide un nimero real ne negativo llamado
la norma de x, denotada lell , sujeta a los siguientes axio-
mas :

ap) x> 0o s¢ xte;  |lol| = 0.

b x| o< (x| + |yl

A3 [[xx] ] = [l
Es decir || [|: E ---> R
x v==> | x| |
es egtrictamente positiva, subaditiva y absolutamente homogé-
nea.
OBSERVACION :

De Ag) se tiene que:

D f-xl = -] = 1] (=] = sl

2 {fix|| = |1 [[x|] = 1]|x[| = ||x]| : vor tauto e 1) y
2) se tiene ||~ x|| = |[ix|| = |[x||-

Def. 1.3-2

En un espacio normadeo E, una sucesion de Cauchy es una -
sucesifn (xp) n 8 N tq para cada € > 0, existe N6 N tg

||Xn - Xm|| <e sa n, m > N.
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TEO 1.3-1
Todo espacic normade E, es un espacio métrico cen d(x, y)
= ,|x - y|| y las siguientes relaciones se cumplen:

i) d(x, y) > 0 si x + V3

d(x, y) 0 six=y.

d(y, %),

ii) 4%, y)

iii) d(x, z) < d(x, y) + d(y, z).

jA

Pa.
i) d(x, y) = ||x-y|| > 0 six#$y.
Si d(x, y) = ||x-y|| entonces x - y = 0; por tanto
X =y,
i) Alx, y) = ||x - y]]
dx, ) = ||- (v - 0]
atx, v) = ||y - x||
d(x, y) = d(y, x).
iii) a(x, z) = ||x - z||
d(x, z) = ||lx-v+v - z||
alx, z) = [|[(x-y) + (y - 2)|]
ax, 2) < [[x-y|| + ||y - 2]
A(x, z) < d(x, y) + d(y, z).
TEO. 1.3-2

En cualquier espacio normado E, se tiene que toda sucesifn



26.

de Cauchy es acotada.
Pa.
Sea (%p) n 6 N una sucesidn de Cauchy.

Dado € > O, existe NE€ N tq

|l%n = #4p|| < e sa n, o> N;

haciendo € = 1, tenemos que Hxn - xmll < 1 sqn, m>N;

la desigualdad anterior se cumple a partir de ¥, y

, gl | = [l -y + gl |
adends I|xﬂ_xN+xN|' 5-||xn'xnl| + ||XN||
=, - xy + XNII <1+ ||XN||
luego
||xn|[.<_1+ HXNH sg n_>_N3
haciendo K = max {1+ IIXN||,||X1||, ||x2|| R ...||xN_1||}

se tiene que ||xy||< K para todo n; por tanto (x,) n 6N es
acotada.
TEQ. 1.3-3

En cualquier espacio normado H, (Xp) n € N y (y)n 6 N
en H y X un escalar, tenemos :

i) Si lim x, = x y lim y, = y , entonces
nbe e
1im (x, + yy) = (x + 7).

nr®

ii) 8i 1im x5 = x y 1lim An = X , entonces
j9v s e

lim An yn = Ay,

bomar



iii) si (xn)n € Ny (yp)n € N son sucesiones vectoriales de
Cauchy y An una sucesidn escalar de Cauchy, entonces
(Zp+ypn €N y (A xp) €N

son sucesiones de Cauchy.

) [Hxl] = [yll] & [1x -yl
v) a) Si lim x_ = x, entonces lim ||xy|| = ||x|].
n-e n-e
b) Si (x)n € N es de Cauchy, entonces (||x_|[)n 6 N
es de Cauchy.
Pa.

i) Sean (% Jn €N, (yp)n € N en Hy x, y € H; verificare-

mos que lim ||(xn +y) - (x+ il =o0.
N
[ Gn + yn) = e+ 0[] =[G -0 + (v = 0|

G + y) = x+ 9 []< =g = x|| + ||yy - y||,

aplicande limite a la desigualdad anterior

0 < lim||(xptyy) = Gty || < lim|[xy-x[] + lim ||yy-y||

o n>o e
0 5_1im||(xn+yn) - (x+y)|| <0+ 0 (por hipBtesis),
n-o
luego 1im ||(xn + vy - (x+ y)|| =0 ; por tanto
n->w

lim (xp +yy) = x +y.
N>
ii) Mostraremos que lim ||Ap Xy ax|| = 0.
N>

| [Anxn = Ax|| =|1An%y = Ax #AnX = ApX + Axp - Axp + Ax - Ax]|
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[Agxn = Ax|| = [| O x =Anx -Axg + Ax)+(Axy-Ax) + (Ax-2x) ||
[ = 2l ] =[] [raGemm) = 2G| + 2o + Gl |

| [Aanxn - Ax|] = || Og=0) (xpm%) + A(xp=x) + (Ay=M)x||

[ = 2x|| <[] O G ||+ [ Gy ||+ || =2 x] |

[Poxn = x| [ & [0 gox sl |+ I =l |+ D= A ][]

A

aplicando 1limite a la desigualdad anterior

0 < lim||Apxp-Ax||< lim [An-A||xp-x|[+1im|A]] |x -x|| +
T2 e e

Lim|xy = Af[[x]|

noo
0 < limfagx, - A || <0.0+ [Al. 0o+0 .]f x| =0,
N>
asi 1im||Anxn - xx|| =0 ; por tanto
holcatd
lim (A, x,) = Ax,
n-oe

iii) Mostraremos que para todo € > 0 existe N € N tq
|| (xp + yp) - (xp + ym)ll <esq m n>N.

Por ser (xn)n € W sucesidn de Cauchy existe Ny € W tq

HNxp = x|t < €/2 sq m, n> Wy,
Similarmente para (y,) n 8 ¥ existe Np € N tq
[lyn - ynll <€/2 sq m, n > Np , luego

|G + )= (G + vy || = [y = %)+ (yg - v |
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[0y + v =G + v [ < Ty = x| [+ Ty - vl

Gy + y) = G + v | < €/2 + 872

H(xn+yn) -~ (xm+ym)|| <e sqgm, n>N=mgax {N, NZ}_-,

mestraremos que para todo e > O existe NE N tg
||Anxn ~ Ap¥p|[<e sq m, n > .
Por ser (xn)n € Ny (A\p)n € N sucesiones de Cauchy, son aco-

tadas por Ky y K;, ademis existen Ny, Ny, N3, Ny SN, tq:

Hxg = x| | < /73

0

g m,n_>_N1.

|y = x,l| < ©/3k; sqa m, n >N, .
IAp = Ap| < VE/3 sq m, n> Nj.
IAn = An| < ©/3K, sq m, n E.NA;

y |‘Xn|| < Ko ,|Xn| <K para tode n.

||Anxn—kmxm|| =||Anxn “Am¥m FAnXp -Anxm * An¥n T An¥n
+ An¥y - >‘meH

=||(>\nxn'—‘)‘nxm “A¥n +Amxm) + (Ag%n = M\p¥p) + (Anxm —Amxm)||
=|F(Xn(xn~xm) - Ap(Fpmxp)) + Ap(xp=xp) + (An_xm)xm||
=[] (g = Ap) Gepmxy) + A Grp=x) + (=2 | ]

| Py | 1<) T QA Gepmag) [+ PnGegmae) [+ [ Op=dm) s |
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< = Al Hxgmg I+ Dol gy [T +1an =20 [ el |
< Do gl Tl ||+ &y egmmg |1+ Iag=2g 15

< VE/3 /e/3 + xy E/3K; + €/3k,%2 sq m, n > N ;
por tanto

A ¥n=Anxp || < € sam, n > N = max {N, N, Mg, M.},

iv) |lx|] = ||x -y + y]]
=]l < |l =y[] + |ly]l

=l = Tyl 1< [x = vl (1.

[yt = Ty - x + x|
Uyl < Iy = =[]+ [1xl]

[y ll = Tlxl< Ty = =]

= Uyl = TledD 2 = [ly - =]

= [y = =[l< =l] = {Iy]] (2)
de (1) v (2) <ce tiene
= ==yl =l = [yl < [lx = y[[ : por tanto

< |lx-yll,

1111 - 11311

[l ] -

v) a) Mostraremos que lim ||xn|l
>

il

Por hipStesis lim ||xn—x|| 0 , aplicando iv) se -

11
tiene que ||lxq[| = [lx|1]| < [lxy = x|,

aplicando limite
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lim|||xn||— ||x||‘ < 1im||xn—x|| =0 ; por tanto
n>e

Lim | [x,|] = []xl].

T

b) Mostraremos que para todo € > 0 existe N € N tq

[Hxall = lxgll] <& sam n>m
Como (x,)n 6 N es de Cauchy, entonces dado e > O exis

te N 6 N tg '|xn - xm|| < g sa m, n > N, aplicando

iv) se tiene

[l U= Vil 1] < g = sl <€ samy n2n Gpor

hipdtesis); por tanto

xall = gl < e samonsn

de donde (llxn||)n € N es de Cauchy.

Def. 1.3-3
Sean E, F espacios normades T: E —--> F  una funcidn.
Sea x € E. T es llamada continua en X en casr que:si
lim ||xn—x|| = 0 entonces lim||T(x) - T(xn)ll =0.
n-w N
T es continua si lo es en tedo E.
NOTA. Por (TEO. 1.3-1) tode espacio normado E, es un espacio -
métrico, por lo que la "Def.1.2-12" puede ser usada en
lugar de la "Def. 1.3-3".
Def., 1.3-4

Si Ey F son espacios normados, y T ¢ E -——-> E es una -
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funcidn lineal continua, el niimero real no negativo

sup {[[T ||+ [[x]] <13
es llamado la norma de T, y se denota ||T‘ .
TEO. 1.3-4
Si E v F son espacios normados y T ¢ E ~—> F es una -

funcidn lineal continua, entonces el espacio nulo N de T es -
un subespacio lineal cerrade de E.
N= {x6E: T(x) = 0}.

Pa.

Por (TED.1.1-3), se tiene que N es un subespacic lineal
de E.

Luege bastari mostrar que N es cerradon. Sea (xn)n EN -
una sucesién en N tq lim Xp = x con x € E, como T es con -

n->o
tinua v lim x; = X entonces lim T(xp)
o n->«e

T(x,) = 0 vya que x; € N; luego 1lim T(xn) = 0 ; esto implica

n->w
que T(x) = © ; por tanto x € N, asi tenemos que N es cerrado

T(x) . pero - - -

y por tantc N es un subespacioc lineal cerrado de E.

TEO. 1.3-5
Sean E y F espacios normados,T ¢ E -~-> F una funcién 1i
neal. Las siguientes condicicnes en T son equivalentes.
i) T es funcidn continua .
ii) T es continua en algln punto X5 € E .

iii) T es continua en 6 € E ,
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iv) {]|T&) || @ ||x||] <1} es un conjunto acotado de niimeros
reales.
v) Existe una constante K >0 tg ||T(x)|| <K ||x|| para
todo x € E.
Pa.
i) —--=> 1ii) Trivial.
ii) ~--> iii) Sea (xy)n 6 N una sucesién en Ey %X, € E
con %, fijo y T continua en x,, supongamos que
lim X, =0, por (TE0.1.3-3-i) se tiene que
nreo
lim (%, + %x,) = %, como por hipbtesis T es continua
n->e
en X,, luego si 1lim (xn + x,) = X, , entonces - -
T
lim T(x, + xo) = T(xo).
F[m
lim (T(xp) + T(xy))= T(x,)
n->
lim T(x,) + lim T(x,) = T(xy)
n-xo n-yw
1lim T(xn) + T(xo) = T(xo)
N
lim T(x,) = T(xy) - T(x,)
e
1im T(xn) =0 s
n-r
por tanto T es continua en © 6 E.
iii) -=~% iv) Asumamos que {||T(x)|| ¢ ||x|]| < 1} no es

acotado, y para cada n 6 N sea x, € E un vector tq -
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len|| <lconn=1, 2, 3, .... de tal manera que ||T(xn)||

> nj; definamos Vo = 1/n ¥n , asi

[Iyal [ = [11/2%0]]
| yall = 1/n||xn|]
’|Yn|| <1l/n-1 3 1luego

||T(yn)|| s{||T) || :|[x|] <1} y limy =

lim 1/n®n n-xa
o
lim y_ = © ; por hipbtesis T es continua en 6 ,
T
luego
lim T(yn) = T(0).
T
Ty l]= ]|T(/n*m) ||
[T l= [[1/n T ||
[T |]= 1/n ||T(xn)||

Tl > tn e n
[Tyl > 1
para todo n, esto contradice el hecho que

lim T(y) = © 3 por tanto
>0

{lIte ] ¢ []x i[i_l} es acetado ,
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iv) —-——>  y) SiyE6E, vy + 6 vyez= TizTT
!
Hzl|=l ——Y—Hl luego [|z|| < 1y
|1yl
[T || & ([T ][ V|x|| <1} , asi |[T(2)|] <&
T[__Y ” <K
|ly!]
- BRI ER
’||y|| -
1
RSP
Y]]
o [l < x |yl],
v) --—> i) Seca (x,) n €N sucesidn en E, x 6 E  tq
limxn=x,
N0

| [T(xy) - T(x)]]| | |T(x,-%) | |por T 1lineal ; por hipd

tesis existe XK > 0 tq

||T(xn—x)|| < K len—x|| N es decir

||T(xn) ~ T(x)|| < K ||xn-x||, aplicando 1limite

0 < lim I|T(xn)—T(x)|| < 1lim K ||xn—x|[
> n-we

0 < lim ||T(x)-T(x) || < X 1im len—x|,
n--eo n-ro

0 < lim ||T(x) - T(x)|] < ® -0

N
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lin ||T(x) - T(X)|| =0 , luego
nro

lim T(x,) = T(x) ; por tanto T es continua.
e

TEQ. 1.3-6
Sean E y F espacios normados, T : E ---~> F una funcidn

lineal y continua, entonces:

1) |t = sup {[[TG|] & |[x|] < 1}
ii) si E + {0} , entonces
] = sw {7 || & [|x|| = 1}
iii) ||t || < |lT[l |lx||  para todo x € E
iv) sik>0 vy ||Tx)|| < ¥ ||]x|| para todo x € E,

Entonces |'T||§_K,
Pa.

i) Sea K = Sup {]|T&) || : ||x]|| < 1} , coma
Tl =l < 1 etz = xl] < 13

sun{[|TGO[] = [Ix[] <1} < sup{||TG| = [[x[] <1}

asi K i_lITII.

Supongamos ||x!| < 1 y sea € > 0; definamos

-1
y=(lxll +o =
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|

sl = “(|f§?(‘1 e)

I -

Hyll = » luego ||y|] <1 ;
(Hxl [+ o
asi
r|] & tljTeoll ¢ [ixl] <1}, como
{|IT) || + ||x|] <1} es acotado, existe
K=sup {||TG|| : ||x]]< 1} , luego ||T(M]|] < K :
| ]|
(| x| [+e)™
T[] = [ 1=l + eTxm]]
TG [F =[xl + el [1Tt]]
TG [T = (=l + e Tl
[|lTx) || < (]]x]] + €)k , como es vdlido para
todo €,
Hreoll < Hxl] ®
[|T(x)|| < X para todo x, ||x||< 1
tomando el Sup {||T(x) || : ||x|]|< 1} , se tiene
IlT]| < x , asi ||T|| = K ; por tanto

T = sup (]G] = [[x]]< 13,
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Por hipStesis E % {0} , luego existen vectores x € F,
tq |[x[] = 1.
Sea K = Sup{||T&)|| ¢ ||x]]| = 1} , asi ¥ < ||T]]|

Supongamos que ||x|l_i 1; six=0 entonces T(x) = ©

"T es lineal”; por tanto ||T(x)|| =|]o]|
[T ]| =0 <k
[T || < x.
Si x40, haciendo v = ||x||'x tenemos ||y|| =1 ,
asi
|| e ]« [x[] =11 luego
[T || < & = suwp{|[TG[] : ||x|| = 1} eomo
TG || = [lrc] =[] »]]
1] = [[I1=l] 1]
Hreaol] = x| [l ]]
Hre ] < Tlxl| & , ast
||T(x)|| <& cuando |[x]|] < 1.
Asi ||T®)|] < R , 1luege ||T|| = K ; por tanto
|| = sup {|]Te) || ¢ [[x[] =1}
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iis) Ssix=0 , ||t

< [zl Hxll

A

o
| A
=)
o

0<0 .
Six + 0 ysea y= '|x||_lx, entonces
lyll =1y [Tl e It f] = [« < 1}
luego
TG l| = [T |=[] »I]
[Treol] = =l [T ]
TGl < [ITl] 1]

iv) Sea k >0 y ||T(®) || < K ||x|| para todo x € E con

||x|| < 1, tomamos ||x|| = 1l y se tiene
||Tx)|| < X 5 por tanto |[|T|] < K.
TEO. 1.3-7
Si E y F son espacios normados, y T: E ———> F una fun-
cidn lineal, T es isométrica ssi ||T(x)|| = ||x|| para todo
X € E.
Pa.
"===> " T es isométrica, entonces
TG - || = [[T(x - ]|
[|T(x) - (v || = ||x = y|| : haciendo y =0
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|T(x) - T(@)|] = ||T(x - @)]]
|IT(x) - T || = ||T¢) ]|
TG - @ || = |[x]].
"oe=== || T(x) - T ] = []TGx - ]
TG - T || = [[x - v|]

d(T(x), T(y)) = d(x, y) ; por tanto T es isométrica.

Def. 1.3-5

Un espacio de Banach es un espacio normado B el cual es

completo.

EL ESPACIO NORMADO Lc(E, F)

Def. 1.3-6

8i E y F son espacios normados, Lc(E, F) denota el conjun

to de todas las funciones lineales continuas T : E —-=> F,
Le(E, F) = {T:E ——=> F : T es funcidn lineal continual.
TEO. 1.3-8

Si E v F son espacios normados, Lc(E, F) es un subespa -

cio lineal de L(E, F), y es un espacio normado con

[Tl = sup {[fTe ] s [|x]] < 13
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Pa.

i) Mostraremos que Lc(E, f) es un subespacio lineal de - -

L(E, F).
1) Le(E, F) $ ¢ yaque O(x + ) =0 = 0(x) + 0(y) 3

por tanteo O es lineal, asi 0 6 L(E, F).

oG || = [Jor+om || con [|x]] < 1, [ly[| <1

[ A

[loy ]| +

o || con |[x]] <1, |iyl] <1

A

< [loll Hxll + [Toll [Iyll conllx[[< 1,[ly[] <1

A

< [olld =l + [yl con [Ix]| < 1, [Iy]] < 1
asi 0 es continua y 0 € Le(E, F).

2) Sean T, S 6 Le(E, F), x € E
(s + TY(x) = S(x) + T(x) es evidente la linealidad;

nror tanto (S + T) 6 L(E, F).

[1(s + ) (x) ]

fi

s(x) + T(x)]|]

pA

[1sey || + [T ||

| A

st + [tlh |lx]| con

x|] < 1

3) Sea T 6 Lc(E, F) vy XA cualquier escalar, x 6 E

(AT)(x) = A(T(x)), AT es lineal, asi AT 6 L(E, F).
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Han ] = [IaeeE)]]
DG [ = |a]]|T) ]|
< || |lzl] x5 asT AT 6 Le(E, F.
iiy Tc(E, F) es un espacic normado con

[zl = swp <[t (] = [ixl] < 17

D |IT|]| = sup 'T®il, tizll < 1, es claro gue - - -
sup ||T(x)|| » &3 por tanto ||Ti| > o.

si ||T|} = sup ||T(x)1] = 0, ||xil = 1 entonzes

TG} =0, [zl < 1, duego TG = 0,0 1x[] = 1,

asi T = 0; por tanto ||T|] =0 i T = 0.

2 ]| = su llom )], (1xl] <
ael] = sup || A ||, [fxi} < 1
rl] = sw I\ ilzeo il el < 1
[ael] = [alse [Teol] 5 [l=ll <
[Ixef| = 1Al {lz)],

3 s+l =sw [[sm@|], [ix]] <1

sup |[|s(m) + T(x) 1, jlx|| < 1

[[s + ]|

s + 1] < sw(|]s || + [T, [1x]] < 1

IA
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Como Ap es cerralc para cada n, entonces A, <5 abieri.

nor ser coaplements de cerrade; y Br comrnacto, entoncss exis-
tem € N t2
7 £ s 2 C : ;
Br & Ay, asl Br U %q s lusge
Br N A, = ¢ , contradiceidn nues Ay C Br: por fante zxiste
©
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Probaremos que lim x, = x-
e

Sea e>0yN6E6N tqsim n>N entonces
llxm = xnll <E/2, %6 Kﬁ+1 i sea j > N tq x5 € B(x,€/2),

sea n > Nj

1% = x5 + x4 - xal|

x - =]

| A

[x = xgl] + [lxs = xgll< 672 + 82 = .

TEO. 1.3-10
C es un espacio de Banach o completo.
Pa.
Sir>0,Br={x6C: |lx|] < r} es compacto; luego

por (TEO. 1.3-9) se tiene que C es completo.

TEO. 1.3-11

Sea E un espacio normado y B un espacio de Banach. Entou
ces Lc(E, B) es un espacio de Banach.
Pa.

Sea (Tp) n 6 N una sucesidon de Cauchy, asi T,(x) es una
sucesidén de Cauchy en B y como B es completo existe T{x} € B

tg 1lim T,(x) = T(x) por definicidn.
e

i) Mostraremos que T es lineal. Sea x, y € E;

T(x + y) = lim T (x + y)
ne

T(x + y) = lim (Tp(x) + Tp(y))
N




z!'.s -

T(x + y) = lim T (x) + lim Tp(y)
nro e

T(x + y) = T(x) + T(y).

ii) T(Ax) = lim Tn(lx)
)
T(Ax) = lim X Tp(x)
1o
T(Ax) = A lim T,(x)
moe
T(Ax) = AT(x).

iii) Mostraremos la continuidad de T.
Como (Tn) n 6 N es de Cauchy (aplicando TEO. 1.3-2) ewis
te K > 0, tq IITnll < K para todo n; sea x 6 E, y= qua

lim Tp(x)= T(x) se tiene por (TEO. l.3-3-v-a) que
e

lim |[|Ta(x)|] = ||T)]] (1) ;
e

como ademis

HTa [ = [Tl ]l
lTax) || <% ||x]| ; aplicando limite se
tiene
lim [T || < 1im & |]x]]
o ne

Lin [|T(0) ||< R lim |[x]]
e o

Lim ||Ta) || < & ||x|| 3
n-o

luego por la igualdad de (1) tenemos :

BIBLIOTECA CENTRAL

UNIVERS!OAD DE EL SALVADOR

—




iv)

@y ] < & |xl]

por tanto T es continua y ||T|]| < K

Mostraremos que lim T, = T .
brgast
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Sea € > 0. SeaN]_Gltq||Tn—Tm”<e,8m,n>N1

por scr (T,) n € N sucesidn de Cauchy.
Sea z 6 E tq ||z|| < 1,sim,m>N;

[T, (2) ~ T (2] <e , ya que

[|Talz) - B (2) || < Sup ||Tn(x) - Tpx) || = ||Tq -

=l < 1
Sea m > Nj y sea x tq ||x|[ < 1.

como lim T,(x) = T(x),
e

lim (To(x) - Tp(x)) = T(x) - Tp(x) ,
me

luego

lin ||T,x) - T, || = [[TG) - Tn(0)]]
o

Como iITn(x) -~ Tu(x)ll <e , ¥ >Ny , se tiene

lim ||T (x) - T,(x)|| < ¢
e

& sea ||T(x) - Tp)|| <e , ¥x, ||x]] < 1;

Tl |-

de donde Sup ||T(x) - Tm(x)” <e , =l = 1

luego existe NE@ N tq

HT - 1pl] <€ sq m > N.
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TEO. 1.3-12

Sean E, F, G espacios normados y T, § funciones lineales

continuas T ¢ E === ¥ vy § ¢ F ==-> @. Entonces ST: E =——=> G
es una funcidn linesl continua y {!STI'i_IIS]I IIT]l.
Pa.

Por (TEQ. 1-4) 2T es lineal v sea x 6 E.

Hsm i = |[s(r@n|]

[Tl < []s]] jiTGol|

[1esm il < [Is|] i1z [[xl] 5 por tanto
ST es continua, ademics

|tsTi| = iis|] [lTl]  por (TEO. 3-6-i)

EL ESPACIO DUAL E'

Def. 1.3-7
Una forma lineal sobre un espacio vectorial V es una fun
cidn lineal

f:V—-—> €C: tqg feL(V, C).

Def. 1.3-8

3i E es un espacio normado, el espacio normado dual de E
es el conjunto Lc(E, €) de todas las formag lineales continuas
f:E ~>C.

NOTACION :
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TEO- 1|3'—13
Si E es cualquier espacio normado,E' es un espacio de Ba

nach relative a ia definicidn:

1) (f+g)(x) = £(x) + g(x) .

2) () (x) = AE(x)).

D |£]] = sep {|E£@)]| = |Ix]] < 1}.

Pa.
Ya que C es un espacio de Banach, aplicando (TEO. 1.3-11)

ge tiene que Lc(E, €C) es de Banach.
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4, PROPIZDADES ELEMENTALES DE LOS ESPACIOS DE HILBERT

NOTACION
Sea A 6 G, llamaremos a A* el conjugado de A.

Si A

1l

a+ i P entonces A% =qg - i 8.
Propiedades :

i) Qx)* =i .
i) (0 + )% = A% 4 pk
iii) Q)= = Akpk
iv) |Ar|= AR X .
v) A% =) 88i A es real.

Def. 1.4-1
Un espacio pre~Hilbert es un espacio vectorial complejo
P tq para cada par de vectores x, y 8 P existe un nimero com-
plejo, llamado el producto escalar de x,y denotado (x/y).
Asumimos que este producto escalar cumple las #iguientes
leyes :

Ly = (x/y) = (y/x)*.
Ly = (x+ y/z) = (z/2) + (y/2).
Ly ¢ (Ax/y) = A(x/y).

Ly ¢ (x/x) >0 sqx#8.
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TEO. 1l,4~1
En todo espacio pre-Hilbert se cumplen las siguientes -~

condiciones :

1) (x/y + z) = (x/y) + (x/2z) .
if) (x/ay) = a*(x/y).
1i1) (e/y) = (x/8) = 0 .

iv) (x ~ y/z) = (x/2) ~ (y/2).
(x/y - 2) = (x/y) - (x/2).

v) 8i (x/z) = (y/z) para toda z, entonces x = y.

Pa.

1) (x/y + 2) = (y + z/x)*
w [(y/x) + (2/x)]*
= (y/x)* + (z/x)*
= (x/y) + (x/z).
11) (x/Ay) = Qy/x)*

[ (y/x)]*

AR (y/x)*

Av(x/y) .



iii) (8/y) = (® + &/y)

iv)

(8/y) = (8/y) + (8/y)
©/y) - (ely) = (8/y)
0 = (e/y) (1),
(x/e) = (x/6 + 0)
(x/8) = (x/8) + (x/0)
(x/8) - (x/0) = (x/0)
0 = (x/0) (2),
de (1) y (2) se tdene (8/y) = (x/0) = 0.

(x = y/z) = (x + (~y)/2)

(x/2z) + (~y/2)

(x/z) + (-ly/z)

(x/z) - 1(y/z2)

(x/z) - (y/z).

(x/y - 2) = (y - z/x)*

(/%) - (z/x)]*

= {Cy/x) + (~1(z/x))]*

51.
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= (y/x)* + (-1(z/x))*
= (y/x)* + (-1)* (z/x)*
= (x/y) - (x/2).
v) Si (x/z) = (y/z) para todo z € P,
(x/z) - (y/z) = 0O

(x -y/z) =0

como es para todo z € P, hagamos 2z = x - y, asi

(x-y/x-y) =0 ,

luegp x -y =90 ; por tanto x = y.

TEO. 1.4—2

En cualquier espacio pre-Hilbert P, se cumplen las si -

guientes igualdades :

n n
1) (] Ak xk/y) = ) Ak(xx/y)
k=1 k=1

n n
11)  (x/ § Ay) = ) Ak*(x/yy).
k=1 k=1

n m
i11) ) M/ Y ovive) = L hpyit(ridvi)
k=1 i=1 k<n
i<m
NOTA : Se verificaran por induccidn.

PA.

n n
i) ( Z Aka/Y) = z A (x /YD
k=1 k=1
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Para k = 1 \xy/y) = Al(xlly),
Supongamos cierto para n - 1.

Dil nil

() Ax, /y) = A (xp /)

k=1 % k=1 ’
verificaremos que es cierto para n.

n n-1
() ax /y) = () ax /y) + Ox /y)
ge1 © K oy Kk ne

n n-1
() Az /y) =) A (x, /y) + A (x /y) "hip. induc.”
el KK o KUK non
n n
) A /y) = ) A (K /Y)
k=1 k=1
n n
ii) (x/ z Akyk) = z Ak*(X/yk)
k=1 k=1
para k =1
(X/Alyl) = (Alyl/x)*
= Al*(yl/x)*
= Al*(X/yl)'

Supongamos cierto para k = n - 1

nil nil
(x/ ) Apyy) =) AM*(x/y)
W kYk 1 k k

verificaremos que es cierto para k = n .
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nil
(x/ ) Ay + Apyy)
=1 k n

n
(x/ § N
k=1

n-1
(x/kzlkkyk) + (x/knyn)

n-1
=kzlxk*(x/yk) + An*(x/yn) "hip.indue."

n
=Y A *(x/yy)
k=1 k k-
RER) )
iii) () x Yivi) = ) Avi*(xy/y5)
et © R oy P g R R
i<m

para k =1 y m fijo

m m
Oyxy/ §oviyg) = (L viyi/Apxp*
i=l i=1

m m
(A\xy/ ) viyg) = ) vi*(yi/Agxy)*
i=] i=1

m
=) Yi* (A x1/y4)
i=1

= 1 Apvik(xy/yp) .
i<m

Supongamos cierto para n - 1 y m fijo.

n-1 m
CL Mved L oviyy) = L Mevs*Ceelyy)
k=1 i=1 k<n-1

i<m

verificaremos que es cierto para n, y m fijo

n m n-1 m
( E Axy/ 2 viy;) = (( 2 Az + A xn)/ 2 Yi¥3)
k=1 i=] k=1 i=1
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n-1

= (1 Agx/ Z vivi) + Qx,/ Z Yi¥:)
k=1 i=1 i=

= Z >‘k'Yl (xk/yl) + ( Z Ylyl/knxn)*
k<n-1
ijp
=) MeYi®(x/ys) + Z Y%y /Apxy ) *
k<n-1 i=
ifm
= T Aevi*Cee/yy) + X i *(AgXn/V4)
k<n-1
igp
m
Yl*(xk/Yi) + 1 Aayi* (xn/yy)
k<n-¥ i=]
i<m
= § A Yi*(x/yg)
k<n
i<m
Def. 1.4-2
En un espacio pre-Hilbert P,la norma de um vector x, deno

tada por ||x|| , es el nlmero real no negativo definido por la

expresidn:
Hx|| = Y&/

TEO. 1-4—3
Sea P un espacio pre-Hilbert, x 6 P, A 6 C, las siguientes

condiciones se cumplen:

Ix 1=l ],

i) ||Ax||

v

ii) | |x|] 0 sq x#% 9;

[|x]| =0 ssi x=8.



Pa.

i)

ii)

56.

| 1ax||2 = (x/Ax)
[ax]| |2 = x(x/r%)
| 1Ax] |2 = A(A*x/x)
| |ax| ]2 = ax(x/x)
[} |2 = [A]2 ||x]]2
[l = Ial =] ]

Por L, se tieme que ||x|| >0 six$ 6, (x/0) =0

para todo x 6 P, se tiene ademids que :

D || = |- 1G]]
=< = [-1] []x/]
-] = {]x]] (a).

2) |lixl] = |i] [[x]]
[1ix]] = 1][x|]

[1ix[] = []x]| OF

de las conclusiones (a) y (b) tenemos :

==l = Haxl] = [1=l] ,
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el vector ||x[|-1x tiene norma 1 si x ¥ 0.

sea y = ||x|["1x

] = ||l = ||
vl = ﬂ-zﬂ
Hyll = %‘i&%% ; por tanto ||y|| = 1.

TEO. 1.4-4

Ley del paralelogramo en un espacio pre-Hilbert P.

2] |x] [*+ 2||y]]2,

[[xty] |2 + [ |x-y]|2

Pa.

| |24y |2 + | |x~y|]2 = (xbylxty) + (x-y/x-y)

[xry| 2 + ||x-y]|12 = x/x+9)+(y/x+y)+(x/x~g)+(~y/x~y)

[ty [2 + []x=y[ |2 = /®)+(x/9)+(y/0)+(3/y)+(x/x)+(x/-y)

+ (~y/x)+(-y/-y)

(x/x)+(x/y)+(g/x)+(y/y)+(x/x)+ (-1) *

x/y)=(y/x)=-(-)*(y/y)

2 2
ety |7 + ||x-y]]

||X+YH2 + IIX'Y||2 2(x/x)+(x/y)+(y/x)+2(y/y)~(x/y)-(y/=)

anulando

2 2
2 =[]+ 2 [Iyll"

2 2
Haty |17+ -yl



TEO . 1 . 4—5

Identidad de polarizacidn en un espacio pre-Hilbert P.

2 . ) 2 . 2
Ge/y) = & ||yl %= oy |4 |ctiy] 2] |x-ig| 7] |

Pa.
|xty| |2 = Gery/aty)

= (x/xty) + (y/x+y)

= (x/x) + (x/y) + (y/x) + (y/y)

= =% Nyl 12 + /) + /o (@) -
|1x-y]|* = Ge-y/x-y)

= (x/x-y) - (y/x-y)

= (x/x) - (x/y) - [(y/x) - (3/y)]

= 1= %= &y - i + |1yl

2 2
= [I=] 7+ |1yll" - /) - (/) (b).
2 . .

||x+1y|| = (x + iy/x + iy)

= (x/x + iy) + (iy/x + iy)

= (x/x) + (x/iy) + (Qy/x) + (iy/iy)

(x/x) + ii*(y/y) + i*(x/y) + i(y/x)
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2 2 2 , .
= |17 + 14" ly[” - itx/y) + iCy/x).
2 2 2
i Javay| | %= ] 115 120yl -torw) + i ]
2 2
= i||x||+ i]|y|| - ii(x/y) + ii(y/x)
. 2 2
= il |x] %+ i]|y| |+ /vy - (/%) (c) .
||x-1y]|® = (x = iy/x - iy)
= (x/x - iy) - (iy/x - iy)

= (x/x) - (x/iy) - [(dy/x) - (iy/iy)]

"

x| 13- i%(xly) - iCy/x) + ii*(y/y)
2 . 2

= |}x|| - i*(x/y) - iCy/x) + ||y]|".
. . 2 . 2 . ., . . 2
~i||x-iy|| = -i||x|| -1(-)*(x/y) - i(-1) (y/x) - i]]|y]|

= -i| x| |3+ @iy) - i - 1 ]y]]

. 2 ., 2
= -i||x||"- i|ly| [+ &/y) - (y/x) ) .

Sumando los resultados en (2), (b), {(c), (d) y multiplicandc

dicha suma por 1/4 , se tiene :

2
L {1l 1% 1l 15 Grmetyim= 1l 1P 151 @iy + @ +
1wl 1% 1] Iyl P+ el =Gr-] x| -] Iy %+ e/ o/

= % [ 4zx/v)]
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= (x/y) ; por lo tanto
2 2, . (120 .12
Gely) = [ty 17 Vsl 124 ] Bevay 12 1] eyl 7]

TEO . 1 . 4-6
Desigualdad de Cauchy Sghwarz.

En un espacio pre-Hilbert P,

[/ || < V=l vl

Pa.
Sean x, y 6 P.

i) Cuando x =0 y y =0,

[ < =l [Iyll se cumple .

ii) Supongamos que X + 0 v vy % e,
dividiendo en la desigualdad por ||y|| se tie-

ne :

Ll <o
"y

|(x/x)|
]|

como

1]

-1
Hyll © /9|

1117 el

]
[yl 7Y =/ |

ATl
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haciendo z = ||y||_1y, tenemos que ||z|| =1 vy

|(x/||y||'1y)| = | (x/2)]-

Bastard verificar que |(x/z)| < ||x|].

Para todo X 6 C tenemos que :

|| - xz||2= (x - xz/x ~ \2)

(x/x - xz) - (A\z/x - Az)

(x/x) - (x/xz) - [(Az/x) - (Az/A2)]

(x/x) - A% (x/2) ~ A(z/x) + A%\ (z/2)

x| |2= A*(x/2) = A(z/x) + A%A||z]]2

||x] |2~ A% (x/2) - A(z/x) + A%x « (]]z]| = 1)

| %] 2= (x/2) (/2)* + (x/2) (x/2)* - A*(x/2)

- A(x/z)* + A%

||x||2— | (x/2)|2 + (x/2)* [(x/z) -A] A% [ (x/2) -]

|1x] 2= |(x/2)]|2 + [(x/z)-\] [(x/z)* - r%]

=l 12 [Ge/2) |2 + [Ge/or- 8] [Gaday = ]

[l = a2l 1*= LIl 12 (/2|2 + [G/2) =212 @)

haciendo X = (x/z) y sustituyendo en la igualdad anterior
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2
[l =22l = 112l - [/2) |2 + -2
0 < [lx = az[|2 = |[x][2 - |x/2) |2
o< [Ix]|? - [x/2)|2

|(x/2)]2 < [[x]]?

| (x/2) |

IA

||x|| » lo que se queria verificar.

TEO. 1.4-7

Desigualdad triangular. En un espacio pre-Hilbert P,

=+ vl < [lx[] + [ly]].

Pa.

Sean X, Y6 Py X 6 C ; denotaremos con Rgh , la parte
real de A .

Damos por conocido que la parte real de un nimero complejo

es menor o igual que el valor absoluto de dicho niimero complejo.

|1x + y||2 = (xty/x + y)

[|x + y|12 = &/x+y) + (y/x + ¥

Hx + y]]2 = (/%) + (x/y) + (3/%) + (y/y)
[l + |12 = [[x]]2 + [[y]]2 + (x/y) + (x/y)*
Hx + ]2 = |[x|12 + [|y]]% + 2Re(x/y),
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como
x| 12 ||yl [#+2Re(x/y) < |[x]]12+ ||y| |2+ 2] (x/9)]
entonces

[x + yl[2< [1x]|2 + |Iy]12 + 2] /)|

ademis
[l 12+ [y 12+ 2] e/ | < =] [2+ Tt ]2+ 2[ix[] [ls]] s
luego
=+ 9012 < Clxl] +]lyID?
por tanto
Hx+yll < [l=ll + [|ls]l.

LA METRICA INDUCIDA EN UN ESPACIO PRE-HILBERT

La norma definida en un espacioc pre-Hilbert induce en &ste

una métrica.

Def. 1.4-3
En un espacio pre-Hilbert P, definimos la distancia de x
a y per
[l Il : exP -—-> R

(x, y) =—=> ||x - y|| .

Las propiedades de distancia para la funcidn asi definida
se verifican en forma inmediata teniendo en cuenta las propieda

des de la norma.
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Ciertas propiedades de la norma tienen formulaciones natu

rales en términos de distancia.

i) ||x = Y|| > 0 ||x - Yl’ = 0 sgi X =y.
ii) ||z -yll = ||y -x||-
iii) |z -z|| < Jlx-vy|[ + ||y - 2|].

OBSERVACION 1.4-1
Todo espacio pre-Hilbert P, es un espacio métrico con - -

d(x, y) = ||x - y|| » ¥ las siguientes relaciones se cumplen:

i) d(x, ) >0 six$y;

d(x, y) =0 sixey.
ii) d(x, y) = d(y, x).
iii) d(x, z) < d(x, y) + d(y, 2).

DEf- 1 04_4
Un espacio pre-Hilbert P es completo si toda sucesidén - -

(xp)n 6 N de Cauchy en P, converge a x € P.

OBSERVACION 1.4-2
En cualquier espacio pre-Hilbert P, se tiene que toda su-

cesidn de Cauchy es acotada.




65.

" Prueba Similar en Espacios Normados',

TEO. 1.4-8
Sea P un espacio pre-Hilbert cualquiera y sean (xn)n 6 N,

(yp)n € N sucesiones de puntos de P, entonces se cumple que

i) Si limx,=x y lim y, =y , entonces

> nre

lim (x,/yn) = (x/y).
o

ii) Si (x3)n € Ny (yy)n 6 N son sucesiones vectoriales de
Cauchy, entonces (x,/yp)n 6 N es una sucesidn de Cauchy
de escalares.

Pa.

i) Gtp/yn) - X/y) = p~x/y,~y) + (x/y,-y) + (x-v/y) .
| Gen/y )=/ | = | Gep=x/y =9)+(x/y=9)+(x =3 /7) |
aplicando desigualdad triangular se tiene,
| Gen/y)=Ce/y) < | L= | [y=y || + [Ix][[]y,-yl|
+ [ lxp=xl | [yl (a).
Ademds por hipdtesis tenemos que

lim ||xp-x|] =0 y 1lim ||yy~y|] = o,
n+» nre
luego aplicando limite en (a)

0 < lim |xp/yp)-(x/y)]| £ lim ||xn‘x| | [1y,=y!|| +
n-ho ne
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lim | [x|| [lyy=yl| + Lim ||xy-x|| |]¥]]
b oy me

0 < lim | (xnlyy) - (x/y)| < 0:0 +||x||+0 + 0-||y|| = O,
o
asi lim |(x,/yy,) - (x/y)| =0 ; por lo tanto
iw
lim (x,/y,) = (x/y) .
o
ii) Mostraremos que para todo € > 0, existe N6 N tq
|| (p/ym) = Gg/ymd ] < € sq m, n > N.

Por ser (xn)n 6Ny (yn)n 6 N sucesiones de Cauchy, se
tiene que (x,)n € Ny (yp)n € N son acotadas por - -
(TFO. 1.3-2% luego existen kj, ko > 0 tq

||xn|| < Ky ||Yn|| < k, para todo n; ademis existen

N;, Ny, N3, N4 € N tales que :
||xn - meI < v&73 sq m, n > N;.

Iy, = yull < /%73 sq¢ m, n>N,.

»n

1% = zgll < ©/3k;  sq m, n 2Ny,

Ilyy = voll < €/3k;  sq m, n2N,.

Para todo m, n se tiene :
| G/ yn) = (/) |= | (= /y=yp) + (p/ynyy) +

(xn - xm/ym)' t
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aplicando desigualdad triangular se tiene :
|(xn/yn)-(xm/ym)| < |(xn-xm/yn-ym)| + |(xm/Yn-Ym)|

+ | g /y ) |

Por la desigualdad de Cauchy Schwarz se mayora el miembro de -

la derecha
| Geny =G /v | < L xgmxl | vy L+ Tl vyl |
+ | Ixgxg [ [ygl],
como ||xﬁ|| <k, ¥ [ygl] < k, se tiene
| G /y ) =G /ymd < Hrg=xp || [ vyl |+ kgl vy ||
+ kzllxn‘xm||
I(xn/yn)—(xm/ym)|</5_/_5 /€73 + k; €/3k; + k2 €/3k, sq

m, n > ¥,haciendo

N = max {Nl, Nz, 1‘13, Nz‘}
l(xn/yn)-(xm/ym)|<e sq m,n > N, N = max{ Nl'Nz'N3’N4}
l(xn/yn)—(:gn/ym)ke sq m, n> N ;3 por lo tanto ((xn/yn))n..e.n

es de Cauchy.

COROLARIO 1.4-1

En un espacio pre-Hilbert P, se cumple :

(BIBLIOTECA CENTRAL
} UNIVERSIDAD DE EL SALVADOF
\
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i) i lim x, = x , entonces lim ||x_[| = ||x|].
nHe o
ii) Si (x)n 6 N es sucesidn de Cauchy, entonces ||X,||
converge.
Pa.

i) Sean x,, x 6 P con x fijo

lim (xn/xn) = (x/x)
nox

lim (xn/xn)l/2 = (x/x)l/2

e

1/2
vim (| |x 157 = (| ]x] |22

Lim | |x [ = ][x]].

ii) Como (xn)n 6 N es de Cauchy’por (TRO.1.4-8-11i)
(x,/%,)n 6 N é8 de Cauchy en R y R es completo, -
luego ||xn||2 converge; por tanto (||xn||)n €N

converge.
VECTORES ORTOGONALES Y VECTORES ORTONORMALES

Def. 1.4-5
Si x v y son vectores en un espacio pre-Hilbert P, se dice

que X es ortogonal a y si se tiene que (x/y) = O y se denota -

x| y.
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La relacién de ortogenalidad es simétrica, es decir, si

X l_Y, entonces y l_x.

Verificacién :

Sea x l_y entonces (x/y) 0 por definicidn; como O = O%

y (x/y) = (y/x)*, luego (y/x) = 0; por lo tanto y | x.

Six l_x entonces (x/x) = 0; es evidente que x = Q.
MOTA

Tado vector x 6 P es ortogonal a © 6 P.

TEO. 1.4-9

Sea P espacio pre-Hilbert y x, ¥y, ¥25 «++s ¥ 6 P 81 X
es ortogonal a cada Yis Yo5 sevevs Yo entonces x es ortogonal
a toda combinacidén lineal de los yy con k =1, 2, ...., n.

Pa.

n
Sea y = z Akyk
k=1

y = Alyl + )‘2y2 + .... + Anyn

(X/Y) = (x/ Alyl + A2y2 + e + Anyn)
(x/y) = (x/A1y7) + ®/Agy9) + oo + (x/Ayy)
(x/y) = Al*(x/yl) + Az*(x/yz) + el + An*(x/yn)

x/y) Ay¥e 0+ Ag¥ 0+ coue + A% 2 0

(por hipdtesis x es ortogonal a cada ¥i con k=1, 2, ...., n)3;

per lo tanto
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n
(x/y) = ] MK'x =0 con X' =0,
k=1

luego x es ortogonal a una combinacidn lineal de los ¥y con

Un conjunto S de vectores, se dice que es ortogonal si x l_y
para todo x # ¥, X, ¥ € S. Una sucesidn (x,)n € N de vectores
es llamada una sucesidn ortogonal si X l.yk para toda j + k.
TEO. 1.4-10

Sea P espacio pre-Hilbert, x, y € P. Si x l_y, entonces

[T+ 3112 = [1x|]2 + []y]]2,

En general, si xp, X9y «ees, Xy SOR ortogonales, entonces
n n
) x| % = Y |lxx]|? (Rel. Pitagdrica),
k=1 k=1

Pa.

Para k = 2

Si x | vy entonces ||x+ y||2 = (xty/xt+y)

(x/x+y)+(y/xt+y)

(x/x)+(x/y)+(y/x)+(y/y)

x|+ 0+ 0+ ||y]]?

=12+ [ly[]2
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Asumamos por induccién que es cierto para n - 1

n-1 n-1

1L %l 12 =1 [xdl?
k=1 k=1

se probard que es cierte para n

n n-1

12 =l 12 = 112 %12+ g |2
k=1 k=1

por (TEO. 4-9) x l_xj, k + 3

n-1 2
Z ||Xk||2 + ||Xn||por (hip.ind.)
k=1

n
Z ||xk||2.
k=1

"Def. 1.4-6

Un conjunto S de vectores en un espacio pre-Hilbert P, es
llamado ortonormal, si S es ortogonal y ||x|| = 1 para todo -
x 6 S,

Una sucesi6n (x )n 6 N de vectores "finita o infinita" -
es llamada ortonormal si Xj l_xk sq j¥k y ||xk|| =1 pa

ra toda k.

TEO. 1.4-11
Sea P un espacio pre-Hilbert. Si X, X9, «sesy X € P son
vectores ortonormales, entonces para todo vector x € P se tie-

ne 3

n v n
i) |lx -] G/xdxd|? = [[x]]2 - 1 [ /%) |2,
k=1 k=1
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n
i) ) J/xp]? < x| |2
k=1
(IGUALDAD Y DESIGUALDAD DE BESSEL)
Pa.
i) Sean Ays Agy eenn s Ays nimeros complejos arbitrarios; por

(TEO. 4-10) se tiene :

n n
1Y e =gl 12 = T [ =gl 12
k=1 k=1
n n
13 ae el 122 3 Iagl? [l
k=1 k=1
n n
|| Z Ak xk||2 = Z |Ak|2 por ser ||xk|| = 1 para te
k=1 k=1
do k .
n n n
le—x Ay xk||2 = (x - Z Ak xk/x - Z A x)
k=1 k=1 k=1

]

n n
(x/x - Z A, X1) - (Z A, x,./x -
=g KK [k=1 k Tk

T g 5]
- A X))
kel k “°k

n n
(x/x) - (x/ } \x) = [CL A x /x) -
k=1 Kk k=1 Kk

n n
< CL N/ ] M)
k=l k=1

n n
(x/x) = () Axp/x)* = 7 ) A (x/x )%
k=1 Kk k=1 k k
) 12
+ A%k A X
kel & kK
por (TEO. 1.4-2-iii)
n n
= (x/x)-( ] MFx/x)) =) Me(x/xp )% +
k=1 k=1

n
+ ) A
k=1

Wy por ser |[x[[2 =1
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haciendo A% = (x/xk)* y sustituyendo en la igﬁaldad ante

rior tenemos :

n n n
(X/X) - Z (X/Xk)*(x/xk) b Z Akkk* + Z Akkk* N
k= =1

k=1
por tanto
n n )
[z = 3 qegel 12 = []x|]2 - ] [G/x)]
k=1 k=1
n n
ii) Como 0 < ||x =¥ x/x) |2 = ||x]|? -} |(x/xk)|2,
k=1 k=1
n
0 < ||x[|%2 - |x/x)|?%;
k=1
por tanto
n ]
Dle/x |2 < =] [2
k=1
TEO. 1.4-12

Sean x1, X5, «e-y X, Vectores ortonormales en un espacio

pre-Hilbert P.
n

siy=1}) (/%)% vy z=x-y, entonces.
k=1

i) (z/x%,) =0 para todo k=1, 2, ...y n

ii) (z/y) =0

Pa.
i) (z/xj) = (x - y/xj)
(z/x5) = (x/x5) - (y/xj)
n
(2/x3) = (x/x3) = (] G/mdxp/xq)
k=1
(z/xj) = (x/xj) - (x/xj) =0 ; luego,
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(z/xj) =0 para todo =1, 2, «..., n.

ii) Probado en (TEO. 4-9).

Este teorema nos proporciona una descomposicidn x = z + y
donde y es una combinacidén lineal de X1y X9y eoney X ¥ 2 l_xk

para todo k = 1, 2, ...., n.

TEO. 1.4-13

Procedimiente de Ortonormalizacidn de Gram~Seghmidt.

Si yy, ¥p, ++.. es una sucesidon de vectores linealmente
independientes en un espacio pre-Hilbert P, existe una sucesidn

ortonormal xi, Xy K3y oo tal que

[ X1s XKpy eens xn'] = [ Yis Ygs <ee+ Yp J
para tcdo n.
Es decir X1, Xgs ..., X, generan el mismo subespacio 1li-
neal que yj, Yps +ees Yp-
Pa.

Lcs vecteres X, seran definidos inductivamente.

sea x1 = ||y;]]7ly;

Asumamos inductivamente que los vectores K1y Xy eoesXy g

son realmente definidos de tal forma que

[X]_a Koy e xn_]__] = [Y]_’ Y25 eve>» yn_l]

y ||xi|| =1 para todoi<n-1 y xj l_xj, i4]
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n-1
haciendo z = y_ -kzl(yn/xk)xk y definimos

X, = ||zn||_lzn :
de z, se tiene que
n-1
Yn T Zn + z (yn/xk)xk ’
k=1
de manera que
-1 n-1
wo = |zl M0y, - 1 G /0m)
k=1
-1 _ln'!"'l L
Xn = ||Zn|| yn— ||Zn|| kzl (Yn/xk)xk
-1 - n-1
asi [zl 175 v, ==, + [z, k_Z‘l(yn/xk)xk
n-1
Vo = Hegllxg + 1 Gp/xdx
k=1
verificaremos que [xl, KDy seny xﬁ] = [yl, Vo5 cees ynJ para
ello mostraremos que si y € [yl, Y95 eees yn] , entonces y se

puede expresar como una combinacién lineal de los X con - -
k=1, 2, ..., n.

Se tiene por hip8tesis inductiva que

[Xl, X2, ceeey Xn_l.] = [yl, st ceney yn_l-_l .

Sea y € [yl, Vo5 <o yﬁ] y oy escalares con k=1, 2,

«
|

=01 v + 0y Yo S R a1 Vo1 + oy Vi

<
|

= (o) yp + oy, + .00+ & yn—l) +a, v,
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ila v+ [z | %, + il Yo/ ¥ ) X
y = x t on(llz (v /%) %)
k=1 k n n n =1 n k k

n-1 n-1
y =kZlakyk +a ||zn|’xn + ay kzl(yn/xk)xk
hemos logrado expresar y como una combinacidn lineal de los -
X con k =1, 2, ..., n; verificaremos ahora que z, l_xk para
k=1, 2, ...., n~-1,
n-1

(yq - ) (y,/% )% /x;) con i fijo e i < n-1
k=1

(z,/%1)

n-1
(zn/x3) = (yp/x1) = (] (yo/x) % /%5)
k=1

(2 /%) = (yp/xp) - [(yp/x) (xp/xp) + (v /55) (xy/%5) ..
c gl ) Gy /)]
(zn/x3) = (v /%) -~ [0+ 0+ .o +0+ (yp/%5) + 140
+ o000 + 0]
(zy/x5) = (v /x5) ~ (yp/%x1)

(zn/xi) =0 ; por lo tanto z, l_xk para k =1, 2,..

ey n - 1,

COROLARIO 1.4-2
Si P es un espacic pre-Hilbert de dimensién finita n, en-
tonces P tiene una base (xl, Koy soney xn) de fdetores ortonor

males.



77.

Pa.
Sea [y1, Vor seees yn] una base de P, aplicando el proce
s0 de ortonormalizacidn de Gram Schmidt se tiene que existe u~-

na base [xl, Koy eesey an de vectores ortonormales en P.

Def. 1.4-7
Si P es un espacio pre-Filbert y S C P.
S es total si dado x 6 Sy z 6 P entonces (x/z) = 0 solo

si z =0,

TEO. 1.4-14

Sea P un espacio pre-Hilbert de dimensidén finita y {e;,
€9y sueey ek} una base ortonormal en E, entonces la sucesidn
(xn) n 6N con

k
X, = 2 Xni €i es de Cauchy
i=1

ssi para cada i =1, 2, ...., k

(%5;) n € N es de Cauchy .

Pa.
Sea € > 0, dado que (xn)n € N es de Cauchy, exis

te N € N tal que

||]'(-m--}'{‘n||<E sq m, n > N 5

para cada i =1, 2, ...., k tenemos que :
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mei"xnill.il'xm—an(E ya que

X . €
njy 1
1

[ e

k
R
i=1 i

k
=‘2 (xpi - xni)ei 5 luego (xni) n 6N
i=1
es una sucesidn de Cauchy para i = 1, 2, ..... y K.

" <=== " Sea ¢ > 0: dado que (xni) n € N es una sucesidén de -

Cauchy para cada i =1, 2, ...., k, entonces existe N; 6 N tq

para m, n > N; implica que
||Xni - xmi|| < '% » asi

k k
|| .21 Xng € ~ L *my eyl
i=

[z, = gl = L
K
g = xull =11 .Zl(xni - xpdeql]
1=
K
H%-Xﬂ|=||lf%i'%9H
1=

k
g = mall £} 1l = 311
||xn - xm|| < € sq m, n Z_N,
tomando N = max {Nj; i =1, 2, ...., k} ; por tanto (x )n 6 N
es una sucesidn de Cauchy.

TEO. 1.4-15

La sucesién (x,) n € N de elementos de P converge a - -
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k
X = Z xj e; ssiparacadai=1, 2, ...., k la sucesidn - ~
i=1

(x,4)n 6 N converge a x;.

===>

Sea € > O; entonces existe N6 N tq n > N impli

ca ||x - xn|| < e 3 luego paracada i=1, 2, ...., k se tie

ne que
x5 = x| < 1= = =yl
[lxg - xgl] < sq nx¥.
" <===" Sea € > 0; existe Nj coni =1, 2, ...., k tq - -

n > N implica que
NESIEE S <£— , asi

K K
1] %5 eg = ) xp; el
i=1 i

[[x = xql] =
i=1
k
= mall = 11§ 6 - mapeal]
k
||x_xn|| = || Z (xi—xni)ll
i=1
‘ k
[ ==l = T Gy - %)
i=1
||x = x,/| <e sq n>N, tomando

N=max {Nj; i=1, 2, ...., k},
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Def. 1.4-8
Un espacio pre-Hilbert H que es completo, es llamado un es

pacio de Hilbert,

TEO. 1.4-16
Todo espacio pre-Hilbert P de dimensidon finita es comple-
to.
Pa.
Sea (x,)n 6 N una sucesidn de Cauchy en P, con
k

Xn =.z Xpj € » D
i=1

Il
-
N
=
]

se tiene por (TEO. l.4-14) que (xni)n € N es de Cauchy, para -

todo i =1, 2, ...., k, ademds por (TEO. 1.3-10), tenemos que

C es completo; luego la sucesién (Xni) n 6 N convergen a xi pa
rai=1,2, ...., k, y por (TEO. 1.4-15) la sucesidn (xn)n 6N
converge a

i 3 por tanto P es completo.

SUBESPACIOS LINEALES CERRADOS

Def. 1.4-9
Sea S un subconjunto de un espacio pre-Hilbert P. Un vec-
tor x € P se dice que es ortogonal a § si x l_y, para todo - -

y 6 S.

NOTACION : X l_S » X ortogonal a S.
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Def. 1.4-10
El conjunto de todos los vectores x € P tales que x l_S

se llama el aniquilador de S y se denota por S .

S ={x€P :(x/y) =0, para todo y € S}.

Ejemples :
1) P = {6}.
2y {e}=rpP-
TEO. 1.4-17

Si P es un espacio pre-Hilbert y S C P, entonces :

i) S es un subespzcio linezl de P.

ii) Ademds si (x,)n € N es una sucesién de S , x € P tq

lim X, = X, entonces x €S .
helgad

Pa.
i) Es evidente que © € S y por (TEO. 1.4-9) S es un sub

espacio lineal de P.

ii) Supongamos que (x,)n € N es una sucesidn tq X, l_S para
todo n, y lim X, = X.
n-e )
Para todo y € S, se tiene lim (x,/y) = (x/y) por(TEO.l.4-
n->oo
8-i), como (xn/y) = 0 para todo m, luego (x/y) = O; por lo tan

tox €S .
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NCTA : 1,4-1 - En particular, si 8§ es subconjunto de un espa -
cio pre-Hilbert P, un vector x € P es adherente a S ssi
existe una sucesién (x,)n 6 N de puntos de S tq - =

1lim X, = X,
begard

NOTA : 1.4-2 - 8i S es un subconjunto de un espacio pre-Hilbert

P, denotamos el aniquilador de S por S ,» es decir,
(s) =5 .
TEO. 1.4-~18

Si 8CP, JCP yP es un egspacioc pre-Hilbert, entonces :

i) scC S8

ii) 81 S CJ, entonces J C S .
iii) (s ) =¢8 .
Pa.
i) Sea x 6 S. Para todo y 8 S se tiene que y l_x, asi - -
X l_S , es decir x 6 (S ) , asi tenemos que x 6 S im-

plica que x 6 S ; por tanto SC §

ii) Supongamos que S C J. Si x l_J entonces x l_S, se tiene
asi que x 6 J implica que x 6 S ; por tanto S C J im~

plica que J C § .

1ii) Por i) S C S , entonces aplicando parte

ii) (s ) C€s (a)

»

[BIBLIOTECA CENTRAL
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Por i) tenemos § C(S ) (b), luego por las inclusiones

(a) vy (b) se tiene LL_L L
(¢ ) =5 .
Def. 1.4-11
Si S y J son subconjuntos de un espacio pre-Hilbert P. Se

dice que § es ortogonal a J en caso que X l.y para todo x € S

y para todo y & J.

NOTACION : S | J.

Ejemplos :
L
1) s|s .
2) {0} l_S para todo S C P,

3) Convendremos que ¢ | S.

TEQ. 1.4-19¢
Si M y N son subespacios lineales de un espacio pre-Hil -
bert P, tq M l_N, entonces todo x 6 M + N tiene una dnica re -

presentacién x =y +z cony 6 My z 6 N.

Pa.

Supongamos que x = yy; + 2; = Yo + 2z, con yp, ¥y eM vy
z21, 2y & N, mostraremos que V1 =®Y2 Y 2] T 29

Sea w = v T Yy T 2y - Zp. En estas condiciones (y1 - y9)

EMy (z2 - zl) € N por ser M y N subespacios lineales; ademis
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(y; - y,/29 = 2}) = 0 por ser M | N; luego y1 -y, =0 ¥

zy - zp = 0; por tanto y) =yy y 2z = zp.

NCTACION : El subespacio lineal M + N con M y N ortogonales -

lo denoctaremos M @ N.

TEO. 1.4-20
Si 8 y J scn subconjuntos de un espacioc pre-Hilbert P, en

tonces las siguientes proposicionec son equivalentes:
i) s ] J.
ii) sCJ

iii) J C S

Pa.
i) ==> 1ii) Por hipdtesis tenemos S l_J entonces x l_y pa-
ra todo y 6 J y x € §,10 cual implica que x € J para to
do x € S; por tanto S C J .

ii) ==> 1iii) Por hipdtesis SC J , esto implica que ~ -
(J) CS por (TEO. 1.4-18-ii), pero J C (i-) por -~
(TEO. 1.4-18-i), se tieneasi JC (J ) CS ; por lo -
tanto J C S .

iii) ==> i) Se tiene como hipdtesis que J C § , esto impli

caque (S) CJ ; por tanto SCJ ; sea x 6 S, enton -

ces x € J , luego x l_z para todo z € J; por tanto S l_J.
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TEO. 1.4-21
Si M y N son subespacios lineales de un espacio pre-Hilbert

P, tq M #® N = P, entonces -
i) »
ii) N =M.
i1i) Mll'= M.
iv) NLL

Pa.
i) Si x € N entonces x l_y para todo y € M por definicidn de
M@ N, luego x €M ;por lo tanto NC M (a).
Si x € M entonces x l_y para todo y 6 M, como X € P en-
tonces x = by + by, conb; 6 My b, €N, (x/b1) =0 ya

que x 6 M y by 6 M; asi (by + by/by) = (by/b)) + (by/by).

(by + by/by)

O

asi (bl/bl) = 0; luepo b; = O , esto es que

Xx=0+by6N;
por lo tanto M C N (b); de las inclusiones (a) y (b) te

nemocs N = M (c) .

ii) Por Tfoceso similar al efectuado para demostrar i) se tie

ne N =M (d) .
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iv)
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L L

Si N=M entonces N =M (e).
1 1
SiN =M entonces N =M (h),

1L

por (d) N =M vy sustituyendo en (e) se tiene M = M

También N = M por (c) y sustituyendos en (h) se tiene

OBSERVACION 1.4-2

i)

ii)

TEO.

En cualquier espacio pre-Hilbert P, ge cumple :

Si 1im =xp = x y lim Yo =Y . Entonces
jomas n+e
lim (x, + V) =X +y,
bamass]
Si lim x, =x y lim A, =X . Entonces
e e
lim (An xp) = Ax.
n->x
(Probado en espacios normadoes),
1.4-22

Si N es un subespacio lineal de un espacio pre-Hilbert P.

Entonces N es un subespacio lineal cerrado de P.

Pa.

Supongamos que x, y € ﬁ-y A un escalar y sean (xn)n & N,

(yn)n €& N sucesiones de vectores en N, tales que lim x, = X

n-re

y lim y, = y ; como N es subespacio (x, +y,) 6 Ny Ax, € N
n->rwo
por aplicacién del (TEO. 1.3-3~ii) tenemos respectivamente -
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que lim (x, +y) =x+y y lim (Axp) = Ax entonces (x + y)
e e

y Ax son adherentes a N, es decir (x + y), Ax € N ; por lo =
tanto N es un subespacio lineal de P. Y por (TEO. 1.2-3-i) N

es cerrado.

COROLARIO 1.4-3

Si N es un subespacioc lineal de un espacic pre-Hilbert P,
entonces N C N
Pa. _LL

N es un subespacio lipeal cerrado tqgq N C N per (TEO.

1.4-17); asi N C N por (TEO. 1.2-3).

TEO. 1.4-23
En un espacio métrico completo "en particular, en un espa

cio de Hilbert P". Un subconjunto S es cerrado ssi es completo.

Pa.

\al 124

===> Supongamos que S C M es cerrado y sea (Sp)n 6 N
una sucesidn de Cauchy en S, (Sp)n € N es también una sucesidn
de Cauchy en M y como M es un espacio métrico completo enton -

ces lim (Sn) = 8 con s 6 M, luego s es adherente a S y comc S
n—o

es cerrado s € S entonces S es completo.

<=== " Sea s € M, s de adherencia de S,

lim S, = s , (Sp)n 6 Nen S, (Sp)n € N
<o
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es de Cauchy por ser convergente.
Como € es completo 1lim Sn = g & S; as1 S es cerrado.
N>
TEO. 1.4~24
Si M y L son subespacios lineales completos de un espacio
pre-Hilbert P, vy M l_L, entonces M @ L es también un subespa -

cio lineal completo de P.

Pa.
Sean %y, xp € (M + L) con x; = v t 215y 6 M, zy 6L,

X3 =Yy tzy) 5 Y 6 M, z9p € Ly X cualquier escalar.

1) (xp + %) =((y +2zy) + (y5 + 22))

(x; +x9) = (yy +z1 +yy + 2p)

1}

(x1 + %) = ((yp +yp) + (21 +29)) €EM+L , yaque

Axy = A(yp + z7)

ya que Ay; 6 My Az; 6 L.

ii) Mostraremes que ( M + L ) es completo.
Sea (xn)n € N una sucesidn de Cauchy en M + L;

Xp =y, tzycony,enMy Z, en L.
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Bastard mostrar que (y,)n € Ny (z,)n 6 N son sucesiones

de Cauchy en M y L respectivamente.
Dado € > 0, existe N & N tq ||xm -

Por (TEO. 4-10) tenemos :

I
]

[y = val 12+ 12 - 242

[y - Yn|l2 + ’|Zm zal ]2

IEA
sq

Como

xn|| < £ sq m,n > N.

||(ym -y + (zg - Zn)||2
[ + 2 = g + 20 | |2

ol 2+ zg = 20l [2= 3 - %[ [2 < €?

m, n > N,

[y = yall? < 1y = v l12 + [lzg - z,[]2 < €2

84

A

luego Hym - ynll € sqm, n > N.

m, n >N,

Similarmente||zm - zn|| < € sq m, n > N; por tanto

(yn)n 6 Ny (z;)n € N son sucesiones de
pectivamente.
Como M y L son completons existe y &

1lim Vg =Y ¥ lim =
mre olgacs

n

aplicando (TEO. 1.3-3-i) se tieme

lim (yn + zn) =y + z.
hoix ol

por tanto M + L es completo.

Cauchy en M y L res -

Myz6el tqg

=z
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COROLARIO 1.4-4
Sea N un subespacio lineal de dimensidn finita de un espa

cio pre-Hilbert P. Entonces :

i) N es completa.

d
I

N &N

i

iii) N =N

ii)

Pa.

i) N es completo por (TEO. 1.4-16),

ii) Sea Y1»> Y25 ++-+5 ¥, una base ortonormal de Ny x 6P
un vector cualquiera,definimos,
n
y=1 x/yR)y, v z=x-y
k=1
Z l_yk para todo k por (TEQ. 1.4~12-i), es decir z l_N,
luego x =y + 2z, cony €Ny z &N ; por lo tanto -

P=N®&N,
iii) Por (TEQ. 1.4-21-iv) N =N

TEO. 1.4-25

"VECTOR MINIMIZADOR". Sea P un espacio pre-Hilbert y - -
S C P convexo y completo, x € P un vector cualquiera. Entonces
existe uno y solamente un vector y, € S tg ||x - y0||§J|x-y||

para todo y € S.
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Pa.
Sea § = inf{||x-y|| : y & S} , podemos escoger y, en S
tq &8 - 1/n < ||x—yn|| . Para cada n € N existe y, € 5 tq

5= 1/ < ||xyg|| .
s =1/ < |lxy |l == 5 = Jevgll < 1/

Sea € >0, existe NEN tq 1/N < e , tomando n > N se
tiene 1/n < 1/N < ¢ .

Ahora mostraremos :

i) Que (yn)n € N es una sucesidn de Cauchy y por tanto con

vergente a y, € S tq ||x -y || = 5.
ii) si ||x - y,|| =6 , entonces y_ es dnico.
i) Aplicando la ley del paralelogramo :
|| gm0+ ey ) |12 + || (gm0 =Gemy) |12 2] [y |
+ 2||x—yn||2 , es decir

| Ygyal 12 = 2]y x| [2 + 2] |x-ypu| |2 = || Grgty)-2x| |2
Como (a)

ygty-2x] 12 = 4] |1/ 2y 4ty 00 | |2
sustituyendo en (a) tenemos :

2 2
| yayal1%= 2| lygex 12+ 2] lemyp |- 4l 1720ty ) ] 1
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Como S es convexo, el vector 1/2(ym + yn) &S, asi
§ < ||1/2¢yy + yy) - x|| por definicién de § .
Luego

[ yayal 12 < 2] |yg=x|12 + 2| [x-y |2 - 462.

Sea €>0 tag ||x- yn||2 §_52/4 + 62 sqg n > Nj

(por ser § = lim [[x - Yn||), asi :
N>
2
| [ym=ynl 12 < 2| |ypx| |2+ 2| [x-y,| |2~ 482 < 2(57/4 + §2)

+ 2(52/4 + 8§2)-452 msq my n >N
luego

|1ym=y, |12 < €272 + 262 4272 + 282 - 482 sq myn 2 N

||ym - yo||?2 < e? +48%2 - 482 sq m, n>N

Ym ~ yn|| < € sq m, n 3_N5

por lo tanto (yn)n 6 N es de CAuchy en S. Peroc S es completo,

luego existe y, 6 S tg

Lin [lx = vl = llyg - xl] =6

ii) Unicidad

Supongamos que z, 6 S, también cumple que

[z = x| = 6 5 1/2(y, + 2,) €8

por ser S convexo, COmMO

Hyomzo 112 = 2| y x| 12 + 2| |x-2 | |2-| | (yg+2)-2x| |2 (b)
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por proceso similar al hecho en (2a) y ademis I'yo—x|| =& 5
entonces 2||yc—x||2 = 282 , similarmente 2||x—20[|2 = 282 ,
ademis

il(yo'zo) - le‘z = 4||l/2(y0+zo) - X||2
como § 5-['1/2(yo+zo) - x|| vya que & = inf{||x-y||:y 6 S}

entonces 4|[1/2(yo+zo) ~ x| |2 > 482; haciendo sustituciones
en (b)

[lyo - 25112 < 262 + 262 - 482

[vg = 2ol <0

esto es iiyo - Zoii = 0 , entonces y, - z, = © ; PpoOr tanto

Vo = %4 -

COROLARIO 1.4-5

Sea P un espacio pre-Hilbert y S C P convexo y completo,
entonces existe Yo € S con norma minima.
Pa.

Haciendec x = O en ||x—yo|| §_||x—y|| para todo y € S, te
nemos

o - yoll < {le-y ||
=y [ < [1-yl]

ol < [yl para todo y € S .
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TEO. 1.4-26
Si N es un subespacio lineal completo de un espacio pre-

Hilbert P, entonces °

i) P=N®&N.

Pa.

Para probar que P = N & N , bastari mostrar que para to-
dox 6P, x=y+z2cony6&N, zEN esto es 2z l_N. Sea x € P
Yy Y15 Yo 6 N, @ un escalar tq 0 < o < 1; por ser N subespa -
cio lineal de P, o y; 6 N ademds (1 - o) es un escalar tq
0<l-a <1, asi (1 - a)yp, € N, luego o y; + (1 - cz)y2 & Nj
por lo tanto N es convexo. Asl se tiene que N es completo y con

vexo y por (TEQ. 1.4-25), existe y3 € N tq
[|x = y3l| < Ilx = y|| para todo y & N.

Ahora definimos z = x - y3, mostraremos que 2 l_N, sea
y6Ntqgy=[|ly,l|"ty, cony, 0, asi||y]| =1, luego pa-

ra todo A &€ C se tiene que
[z = avl12 = [12]12 = [/n 12 + [y - Al12

por (TEQ. 1.4-6-(a)). Haciendo A = Ao = (z/y) se tiene

[z = 2112 = |lz|12 = [(z/9)|?2 < |]=z]]? (1)
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ademis z - Ay = (x - y3) - ALy

z = Ay = x - (y3 + A,y)

como y3 &€ Ny Ay 6 N, entonces (y3 + Aoy) € N, luego

- (Y3 + loy) € N, como

[x = ysl| < llx = v3 + A 0[] va que
% - y3|| < |lx - y|| vpara todo y € N,
luego [z [| < [lx - Gy3 + A 01|

[z |1

| A

[ -y - Ayl
[zl 1?2 < [ -y =2 y]]? (2)

combinando (1) y (2) se tiene :

Hz[ 12 < [lz = ayl12 = [lz]12 - [/v)]? < []=]]?
Hz[12 < 1[z]]2 - [z/v]2 < |]z]]?
ha de ser l(z/y)l2 =0 entonces (z/y) =0

s

luego z l_y para todo y € N; y por tanto z l_N.

1

ii) N C¥X.
Supongamos que x 6 N , bastard mostrar que x 6 N. Como -
x6P, x=y+2z cony6&Nyz6&N , por suposicibn x 6 N

y ademids y € N . pues N C N ,asl z=(x-y) 6N , lue-




L

go z l_N", como z € N entonces 2 l_z se tiene asi z = @,

1L

luego x ~ y = 0 de donde x = y, asi x € N, por tanto N C N.

COROLARIO 1.4-6
Sea H un espacio de Hilbert y N un subespacio lineal cerra

do de H, entonces

Pa.
Comoc N es un subespacio lineal cerrado, entonces N contie
ne todos sus puntos de adherencia, luzgo existe (xn)n 6 N una

sucesidn de vectores en H, tq lim x
n-—>e

n = X conx € N ; por lo -

tanto N es completo, y por aplicacidn del (TEO. 1.4-26), se tie

neF=N@®&N y N =X.

Def. 1.4-12
Sea H espacic de Bilbert y N subespacio lineal cerrado de

H, ¥ es llamado el complementoc ortogonal de N.

COROLARIO 1.4-7
Sea H espacio de Hilbert, S C H, subconjunto cualquiera,
entonces S es el subespacio lineal cerrado mds pequefio de H

que contiene a S. Es decir :
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1

i) S es un subespacio lineal cerrado de H.

ii) s C §
iii) Si M es un subespacio lineal cerrado de H tq S C M, en -

tonces S cwM .,

Pa.
1) Por (TEC. 1.4-17) S es un subespacioc lineal cerrado de

H.

il

ii) S C S , cierto por (TEO. 1.4-18-1),

iii) Supongamos S C M, con M subespacio lineal cerrado de H,
por (TEQ. 1.4-18-1i) se tiene que si S C M entonces

1

M CS , luego S CM y por (TEO. 1.4-21-iii) _

M = M ; por tanto § C M.

COROLARIO 1.4-8

81 N es cualquier subespacio lineal de un espacioc de Hil-
bert H, entonces N =N
Pa.

Por (TEQ. 1.4-22), N es el subespacic lineal mds pequetio
que contiene a N y por (CORCLARIO 1.4-7), N es el subespacio
lineal m3s pequenc que contiene a N; ha de ser N =N .

Def, 1.4-13
Sea ¥ un espacic de Hilbert y N subespacio lineal cerrado

de H. Dadsc un vector x 6 H, supongamos X = y + z es la {nica -
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L

descomposicifn con y € Ny z 6 N : el vector vy es llamado la

proyeccidn ortogonal de x en N.

TEO. 1.4-27

Sea H un espacio de Hilbert y N un subespacio lineal ce -
rrado de H. Para cada x 6 H, denotamos la proyeccidn ortogonal
de x en N por P(x). FEntonces la funcidn T : H ---> H tiene -

las siguientes propiedades:
i) (P(Xl)/Xz) = (xl/P(xz)) para todo x1, xp € H.

ii) P(y) =y para todo y 6 N

L

1ii) P(z) @ para todo z € N .

iv) P(xp + xp) = P(xy) + P(x,) -
v) P(Ax) = AP(x) .
vi) P(P(x)) = P(x) .
vii) (P()/x) = |[[P@)|]2 < |{x]]2,
viii) N es el rango de P.
ix) N={x 6 E : P(x) = x}.
x) M ={x€H:Pkx =0}.

L

i) Sean X1, %, € H, yi, y2 6 N, z;, 2, 6N, y x| = yyt+zq,
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Xy =¥, + 2z, la descomposicidn ortogonal de Xy y X9 relati
vo a N.

Entonces :

P(xl) =y v P(xz) =y, por (Def. 1.4-13)

]

P(x1)/x9) = (y1/yy + 23)

(P(xy)/x9) = (y1/y,) + (y1/2,)

(P(x1)/x9) = 0+ (y1/¥9) 3 vy L 2

(®(x1)/x9) = (3,/v,)) (1.

(x,/P(xy)) = (y| + 27/y,) por (Def. 1.4-13)
(x1/2(x5)) = (yy/yq) + (21/¥,)

(x1/P(x9)) = (y,/v,) (2) ya que (z1/y,) =0

de (1) vy (2) se tiene que :
(P(Xl)/XZ) = (KI/P(Xz))

ii) Si y 6 N, 1la Unica descomposicién ortogonal de y es - -

y =y + 0; por tante P(y) = y.

iii) Si z 6 N , su descomposicion ortogonal es z = © + z con

® € N; por tanto P(z) = 0,

iv) Con la notacion de la parte i)
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Xy +xp = (yg + 2z1) + (yy + 2y)

x; + %y = (yp + y2) + (zy + zz) , COomo

L

yp+v, €N y zy +2z, €N , se tiene

P(xl + x2) vy + 2

P(x; + xp) = P(x)) + Flxy),

v) Six=y+ 2z es la descomposicitn ortogonal de x con

y 6Ny z€&N , entonces

Ax = A(y + z)

AX = Ay + Az , asi
P(Ax) = AP(y) + AP(z)
P(Ax) = A(P(y) + P(2))
P(Ax) = AP(x) -

vi) Para cualquier x 6 H, P(x) € N por (Def' 1.4-13); por -

tanto P(P(x)) = P(x) por ii).
vii) Six=y+z, yEN, z6 N _

=l [2 = [ly + 2|2

| 1x] 12

[[7112 + [[z][2  por ser y | 2
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[Txl[2 2 |1y

|2 (1).

Ademas, (P(x)/x) (yfy + 2)

(&) /x) = (y/y) + (y/z)
(P(x)/x) = IIY‘IZ pOY ser y l_z; por tanto
(P(x)/x) = ||p(x)|]? (2)5

[
(]

(1) v (2) concluimos que

2

.

®e)/x) = |G| |2< | ]x]
viii) Si x € P(H) entonces x & N por def. de P.

Si x € N entonces x = P(x) 6 P(H) por ii); por tanto N

es el rango de P.
ix) Cierto por definicidn de P.
x) Cierto por definicidn de P.

TEC. 1.4-28

Si P es un espacio pre-Hilbert y u un vector fijo de P, en
tonces la funcidn T : P ——=> € tg T(x) = (x/u) es lineal y con
tinua.
Pa.
Linealidad _

Sean X1, X9 €T,
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i) T(xp + XE) (xl + xz/u)

T(xy + %) = (xp/u) + (xp/u)

T(x; + Xp) = T(x)) + T(xy).
ii) T(x) = (Ax/u)

T(Ax) = A(x/u)

T{Ax) = AT(x).

Continuidad de T.
HTeo [ = || /)]
||T(X)!| < ||x|l ||u|| por (TEQ. 1.4-6),

luego T es continua por (TEO. 1.3-5-v = i); ademis
[IT]] < [lul| . En realidaa, [|T|] = |[u|], esto es e-

vidente si u = 0 . En caso que u + O se tiene

ul]2 = | (u/w)|
[ul |2 = [T ]|
Il 12 < It} [lu]| , con lo cual

[ull < [Tl & por tanto ||z = [|u]].
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TEO. 1.4-29
Si P y G son espacios pre-Hilbert y T : P ---> Q una funcidn

lineal continua, entonces

T[] = sup {J@G/] = [=]] <1, [yl < 13.

Pa.
Denotemos por k = Sup {|(T(x)/y)| 5 ||K|| <1, ||YI| < 1},

six€Pyy6qQ, ||x|| <1, lly!! < 1, entonces

| (T(x)/v)

< et |1yl
< Il x|l |lyl] » entonces k es un
ndmero real tq k < |[T[[ si [[x[[< 1, ||yll<1
| (y/T) | = [T /)] < &
"k es el sup” , luego fijando x con ||x|| < 1, y definiendo
T' : Q ———>C€C tg T'(y) = (T(x)/y)

asi, se tiene que ||T'|] = ||T(x)]||. "T(x) es fijo"; por -

otra parte,

HT'|| = sup {|T"(»]| : ||yl]< 1}

| A

k ¢ por tanto

[T ||< ¥ ; luego tenemos ||T(x)|| <k para tode x,

fA

||x|l =1, se tiene ||T|l <k .
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TEO. 1.4-3C
Si E es un espacio normado, y Q es un espacio pre-Hilbert,

una funcidn lineal T : E ---> { es continua ssi

A= {|(Tx)/y) :||xl| <1 ,||y!| <1} es acotado.

Pa.

""'===> " §i T es continua, entonces A es acotado como con

secuencia inmediata del (TEO. 1.3-5).

A === it

Si A es acotado, existe M > 0 tg

[T /] <M osq |[x[] <1, [ly]] <1
||7f] < M ya que [[T|| = sup A

sup {||TG|] = [[x]] <1} < M ya que
[|T|] = sup {||TG)|]|: |Ix|] <1} ¢ 1luego T es

continua por (TEO. 1.3-5).

TEO. 1.4-31
Cada y en un espacio pre-Hilbert P determina una forma 1i
neal ceontinua

y' i P ——> C

x —=> y'(x) = &/yv) vy ||ly'|l = |lyl].
i) Linealidad

Sean x; X1, Xp 6 P vy XeC
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yv(xl + XZ) = (x1 + xz/y)

= (xy/y) + (x3/¥)

v (x) +y'(x,),

y'(xx) = (Ax/y)

A(x/y)

[l

Ay (x) .
i) |y )| = [=/v)|
lyr ol < |Ix]] [|y]]

con lo cual y' es continua. Ademds ||y'|| < [|y]] (&)
por (TEO. 1.4-28). Si y = @ se tiene que ||y'||=||y]].

Siy + © , entonces

ly' | < [y vl
Ll = 1y ] < Lyl Tyl
12 <lly' ] Tyl

Hyll < Tyl (b);

de (a) y (b) tenemos que ||y'[| = ||v]].

RESULTADO 4-1

Dado cualquier © %+ z € P, existe £ € P’ tq ||f|| =1
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v £(z) = ||z|| ; para £ = ||z||7! 2° tenemos que
£(z) = [|z]]7! 2" (2)
£(z) = |]z||7! (z/2)
£(2) = |l2]17" el |1zl
£(z) = ||z]|

TEC. 1.4-32

Sea P un espacio pre-Hilbert. Para cada y € P, definimos

y' : P ——>C

x ~—=> y'(x) = (x/y) .

Entonces, la funcidn

¥ i P ——=>P' es:

X =—=-> X

i) Lineal conjugada (y + z)'

i
-

+
N

(Ay') = A% y*
ii) Isométrica : ||y7|i = ||Y||.

Si &sta funcifn es sobreyectiva, P es necesariamente un
espacio de Hilbert.
Pa.

Para todo x 6 P.




1) (v + 2)"(x)

(x/y + 2)

(x/y) + (x/z)

y'(x) + 2" (x)

U}

(y' +29)(x).

2) (' = (x/Ay)

A% (x/y)

A%yt (%)

(* vy (x) .

ii) Isometria de ¥

P(x)(y) = (x/y)

[v(y) =) | = | =/y)|
v | o< |l [yl
v )| < [yl

o) || < ||y|| por (Def. 1.3-4)
Siy = 0 se tiene que ||y || = |]yl].

Siy + © , entonces

| (y/y) | v | < v ] Tyl
Hyll12 < vl Tyl

)

(a) .

107.



108.

Hyll < Tl )

A1)

de (2) y (b) se tiene que
[|le) ]| = |ly|l| ; por tanto ¢ es isomdtrica.

Supongamos que y es suryectiva, mostraremos que P es un -
espacio de Hilbert.

Sea (yn)n &€ N una sucesidn de puntos de P tq (yn)n 6N
es de Cauchy, asi se tiene que para cada € > O existe N6 N
tq

||yn - ym|| < € sq my, n > N

Como||y'n-—yml|=||yn-—ym||<g sqm,niN;por
tanto (y'n)n 6 N es una sucesidén de Cauchy en P'. Por (TEO.

1.3-12) existe £ 6 P' tq 1lim y'n = f.
nr«

Asumamos que f = y' por ser y suryectiva y para un adecua

doy 6 P.
Como ||y, =yl = |ly'y - ¥'l|
||yn -yl| =|ly'y - £|] , aplicando limite se -
tiene :
lim ||y, = yl| = 1im [|y', - £]] = 0,
N e

luego 1lim ||yn -~ y||

n>x

0 ; por lo tanto (yn)n 6 N converge

en P.
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5. FORMAS LINEALES CONTINUAS EN ESPACIOS DE HILBERT

TEO. 1.5-1 (TEOREMA RIESZ- FRECHET)

Si £ es una forma lineal continua en un espacio de Hilbert
H, existe uno y solamente un vector y 6 H tq f(x) = (x/y)para
todo x € H.
Pa.

Dado f € H', el problema es encontrar y 6 H tq y' = £ . Sea
N el espacio nulo de f, N es un subespacio lineal cerrado de H
por (TEQ. 1.3-4).

Para N = H, tomamecs £f =0y y =0.
ll_ Asumiendo que f + 0, N + H ; por (COROLARIO 4-6) tenemos

N =N, asI N 4% {6} . Yaque Ny N tienen solamente el vec

tor O en comiln, tiene que ser £(z) + 0, haciendo

zy = [f(z)]—l z vy aplicando f tenemos

£(z)) = £([£=)]7 2)
f(zp) = [£]7 £(2)
f(Zl) = 1.

Dade cualquier x € H, tenemos x - f(x)zl (2] N,en efecto

f(x - f(x)zl) f(x) - f(x) f(zl)

f(x) - f(x)

f(x - f(x)zl)
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f(x - £(x)z;) =0 , asiz] | N . luego

(x - £(x)z1/2zy) =0

(x/2))-£(x) (z1/2))=0 ; asi £(x) = (zl/zl)—l(x/zl)
f(x) = (x/y) con

vy = (zl/zl)—lzl independiente de x, asf f = y'.

Si f =w', (x/y) = (x/w) para todo x , y = w por (TEO. 1.4-

1-v) .
FUNCIONES BILINEALES

Def. 1.5-1
8i U, V, W son espacios vectoriales, una funcidn
Y : Ux V ——> U es llamada bilineal si cumple las siguientes

condiciones :
i) wlxp + xp, ¥) = U(xy, ¥) + ¥(xy, V)
ii) vw(x, y) = AW(x, y).

iii) W(x, yy + yy) = ¥(x, y1) + ¥(x, v,).

iv)  ¢(x, Ay) A(x, v)

Si ademds W= C, VY es llamada upna forma bilineal en UxV.

Asi, Yy es una funcidn bilineal de U x V sobre W ssi :

1) Para cada y € V fijo, x —-—> U(x, y) es una funcidon -"1i -
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neal de U en W.

2) Para cada x € U fijo, y ——-> ¥(x, y) es una funcidén 1i -

neal de V en I,

Brevemente, Y es lineal en cada coordenada. Claramente

Y(x, ©) = Y(9, x) = 0.

Def. 1.5-2
Si E, F, G son espacios normados, una funcidn bilineal
Y : Ex F -~-> G diremos que es acotada si existe una cons -
tante ¥ tg | |w(x, )| < M |]x]] ||y]| para toda x € E,
y 6 F. 8i adem3s G = C, ¢ es llamada una forma bilineal acota-

da sobre E x F.

Def. 1.5-3
Sean E, F, G espacios normados y ¢ : Ex F ——> G una -

funcién bilineal. El ndmero ||y|| es llamado la norma de 4.

Asi
[Toll = sup (]loGe, w (1= [lxl< 1,]ly]] <1}
claramente ||y|] = 0 ssi y(x, y) = © para todo x 6 E,
y 6 F; de otra manera, ||y|| > O.
Def. 1.5-4

Si U, V, W son espacios vectoriales, una funcidén ¢ : U x V
-——> W es llamada sesquilineal si cumple las siguientes condi

ciones :
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1) v(xp + %9, y) = U(xy, y) + U(x,, ¥),
i) v(x, y) = M(x, y).
1ii) w(x, vy +yp) = v(x, yy) + v(x, yy).
iv) ¥(x, Ay) = A%(x, y).

Si ademds W =C, Uy es llamada una forma sesquilineal so-
bre U x V.
Asi y es una funcidn sesquilineal de U x V en W ssi :
i) Para cada y €6 V fijo, x —-=> Y(x, y) es una funcién 1li -

neal de U en W.

ii) Para cada x € U fijo, y -——> ¥(x, y) es una funcidn semi

lineal de V en W.

y es lineal en la primera coordenada, semilineal en la segun-
da coordenada.

Claramente ¢(0, y) = ¢(x, 0) = 0.

TEO. 1.5-2
iy ¢+ Ux V ——> C es una forma sesquilineal, entonces la
funcidn : VxU--—-—>¢

(v,%) ==> [u(x, y)|*
es sesquilineal,
Pa.

@ :VxVU--—> C
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(v, © —>G, 0 = [vx, »|*

Sea y, ¥y, y2 € V, X, X), Xy € Uy X un escalar.

1) aly; +yg, %) [wix, y; + Y25]*

[w(x, yl) + ¥(x, y2).]*

P(x, yl)* + y(x, Yz)*

Q(YI, K) + Q(yZ; X).

ii)  QQy, x)

[v(x, Ay)]*

[y (x, v)]*

A%k Q(y, x)

A (y, x).

it

i11)  Qy, x) + xp) = [W(xy + x,, ¥)]*

I:ll)(xls Y) + IJJ(XZ, y):l*

Y(xy, Y%+ yix,y, y)*

it

Q(Y, xl) + Q(YS Xz).

iv) Ay, ) = [pOx, y]*

ox, y)]*

A*Y(x, y)*

AR 0(y, x) .
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TEC. 1.5-3
SeanlU, V, W espacios vectoriales y ¢ : U x V ———> W, En-
tonces, Yy es una funcidn sesquilineal de U x V en W ssi ¢ es

una funcidn bilineal de U x V* en W. .

Pa.
===> " Si ¢y : UxV -—> W es una funcidén sesquilineal

entonces Y es una funcidn bilineal de U x V¥ en W.

i) Como ¢ es sesquilineal de U x V en W se tiene que para

cada y 6 V fijo x -——> ¢(x, vy) es una funcidn lineal -
de U en W.
ii) Para cada x 6 U fijo y ---> y(x, y) es una funcién 1li -

neal de V en W.
Como P es sesquilineal de U x V en W se cumplen las si -

guientes condiciones
1) w(xl + x29 y) = w(xla Y) + w(ng Y)
2) Y(Ax, v) = AY(x, y) es lineal de U en W con y 6 V fijo

3) v(x, y; + y2) = ¥(x, y;) + ¥(x, y;) es una funcién semili

neal de V en W para cada x € U fijo.

4) ¢(X, AY) = \% w(x: y)
con la relacidn Y(x, Ay) = A% ¥(x, y) = Ap(x, y) se cum -

plen las condiciones de bilinealidad, luego P : UxV¥ —-->V
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es bilineal;por ser V = V¥ la suma y el producto escalar

estan definidos similarmente.

" <=== " Se tiene Y: U x V¥ —~-> V] es bilineal, luego se

cumplen las relaciones siguientes :
1) wlxy + x5, ) = ¥(x, v) +ulxg, ¥).

ii)  y(x, y) = Ap(x, V)

Yy es lineal de U en W para cada y € V fijo.
ii1)  e(x, y1 +yp) = ¥(x, yp) +¥(x, y,).
iV) QJ(X, A}7) = A*QJ(X, Y)

Asi ¢ es lineal en la primera coordenada y semilineal

en la segunda coordenada, luego ¥y es sesquilineal.

TEO. 1.5-4
Si V y W son espacios vectoriales, y ¥ : VX V -——> W es

sesquilineal, entonces :
W(x, y) = 1/4 [w(xty, xty) - ¥(x-y, x-y)

+ iy(x+iy, x+iy) - iy(x-iy, x-iy)]
para todo x, y € V.

Pa.

v(xty, xty) = ¥(x, xty) + ¥(y, xty)

g
|

" —_ P

[Ui‘il‘Jr'fES’UﬁZ} DE EL SALVADOR |
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= Y(x, x) + P{x,y) + ¥v(y,x) + ¥(y,y). (1)

V(x-y, x-y) = ¥(x, x-y) - Y(y, x~y)
= P(x,%x) - v(x,y) - v(y,x) + v(y,y)
- w(x_y’ x—y) = - w(xsx) + w(x’Y) + w(Y9X) - w(Ysy)~ (2)

Y(xtiy, x+iy) v(x, xtiy) + p(iy, x+iy)

= Y(x,x) + p(x,iy) + ¢p(iy, x) + p(iy, diy)

ip(x+iy, x+iy) ip(x,x) + ii*p(x,y) + iip(y,x) + iii*y(y,y)
= ip(x,x) + P(x,y) - ¢v(y, x) + iv(y,y) (3)

V(x, x-iy) - ¢(iy, x-iy)

Y(x-iy, x-iy)

= w(X,x) - ¥(x, iY) - w(iy, x) + w(iY) iY)

~iY(x-iy,x~iy) = -ip(x,x) + ip(x,iy) + iv(iy,x) - ip(iy,iy)
= -iy(x,x) + ii*y(y,x) + iiy(y,x) - iii*y(y,y)
=—ip(x,%x) + Y(x,y) - ¥(y,x) - W(y,y) . (4)
Sumando los resultados 1, 2, 3, 4 y multiplicando por 1/4
.% [¢(x,x)+w(x,y)+¢(y,x)+w(y,y)—w(x,x)+w(x,y)+w(y,x)—w(y,y)

+ iw(x,X)+w(x,y)—w(y,x)+iw(gy)—iwGSX)+w(x,y)-w(y,X)-iw(y,y)]

=7 [y ] = 9
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TEO. 1.5-5
Sean V, W espacios vectoriales y ¢ : Vx V ——> W,
Q : VXV -—> W funciones sesquilineales, tales que

p(x, x) = Qx, x) para todo x € V,
entonces ¢y = 2, esto es, Y(x, y) = @(x, y) para todo x, vy € V.

Pa.

Por (TEO. 1.5-4) se tiene :
Ve, ¥) = [bCety, xby) = b(x-y, x-y)
+ iy(xtiy, x+iy) - p(x-iy, x-iy)]
y por hipbtesis Y(x, x) = Q(x, X) para todo x € V, luego
P (x,y) =-% [Q(x+y,x+y)—Q(x—y,x—y)+i9(x+iy,x+iy)-ﬂ(x—iy,x—iy5]
v(x, v) = x, y) para todo x, y € V; por tanto y = .

Def. 1.5-5
Sea V un espacio vectorial,y : V x V —=-> C una forma ses

quilineal. y es llamada Hermitiana en caso que w(y,x)=[W(x,y)]*

TEO. 1.5-6

Una forma sesquilineal ¢: V X V ——=> € es Hermitiana ssi
U(x, x) es real, para todo x 6 V.
Pa.

===> " Por hipftesis ¢ es Hermitiana, luego
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v(x, x) = [w(x, x)]* para todo x 6 V ; luego Y(x,x)

es real.

" <=== " y(x, x) es real para todo x € V. Si se define -

Q(x, y) = [&(y, x)]* como en (TEQ. 1.5-2), resulta que &
es una forma sesquilineal en V x V. Ademids, @ es Hermitia-
na segiin la (Def., 1.5-5).

En estas condiciones
(x, x) = [ﬁ(x, x)]* = Pp(x, X) para todo x € V,
luego por (TEO. 1.5-5) Q@ = ¢ ; por tanto y es Hermitiana.

1.5-6

Sea V un espacio vectorial, ¢ : V x V ——-=> C una forma ses

quilineal. ¢ es llamada Hermitiana en caso que

TEOQ.

v(x,

por

it

Wy, x) = [wix, »]*

1.5-7
Una forma sesquilineal ¢ ¢ Vx V —-> €C es Hermitiana ssi

X) es real, para todo x 6 V,

===> "' Por hipdtesis ¢ es Hermitiana, luego

Px,x) = [p,x)]* = [(x/x)]* = [HXH{I*_
2

tanto V(x, xX) es real para todo x 6 V.

<=== " Por hipdtesis yY(x, x) es real para todo x €6 V.
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Definamos [w(y, x)]* = Q(x, y), luego Q es una forma sesquili
neal por (TEO. 5-2). Como asumimos que f(x,x) = y(x,x) para
todo x € V, asi por (TEO. 1.5-5) Q(x,y) = ¢(x,y); por tanto

y es Hermitiana.

Def. 1.5.7
Sea V un espacio vectorial, ¢: Vx V ——=> C una forma -
sesquilineal. Diremos que { es pesitiva en caso que Y(x,x) > O

para todo x 6 V.

Def. 1.5-8
Si E, F, G son espacios normados, una funcidn sesquiline-
aly : Ex F —--> G se dice que es acotada en caso que exista

< M||x[| [lIyl] para todo -

una constante M tq | |v(x, v)|]|
x 6 E, y6F.

Si ademds G = €, ¥ es llamada una forma sesquilineal aco
tada.

En otras palabras, ¥ es una funcidn sesquilineal acctada
de Ex F en G, ssi es una funcidn bilineal acotada de E x F#*
entre G.
Def. 1.5-9

Sea ¢y : EX F ~—-> G una funcidn sesquilineal, llamaremos

norma de ¢y al nimero definido de la siguiente manera :

ol = swp (oG]« [Ix]] <1, |1yl <13
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TEQ. 1.5-8
Si E es un espacio normado, P un espacio pre-Hilbert, y

T : E~-—>P es una funcidén lineal continua, entonces

lP : (E) P) -—>C
(x, y) ==> Y(x, y) = (T(X)/Y)
es una forma sesquilineal acotada con ||w|| = ||T||.

Pa.

1) e, I = [T /]
< |l || ||yl
< Hezll =l Tyl

luego Y(x, y) es acotada ya que existe ||T|| >0 tgq

oG w I < T Hxl] 1yl

para todo x € E, y € P.

[l = sup{] e[| = []x[] <1, [Iy]] <1}
[wl] = sw {[z)/m| = ||xl| <1, |Iy[] <1}
[lv|] = ||T|| por (TEO. 1.4-29).

1i) ¢ es una forma sesquilineal.

Sean X, Xy, X2 6E v vy, Y1s» Yo 6P, A6C.

1) w(xp + %3, y) = (T(x) + x)/y)
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= (T(x)) + T(xy)/y)

= (T(x1)/y) + (T(xy)/y)

Y(xp, ¥) + ¥(x,,y).

2) v(Ax, y) (T(xx)/y)
= (A\T(x)/y)

= MT(x)/y)

= a(x, y)

3) ¥(x, yp +yy) = (T(Xx)/yy + y))
= (T(x)/yy) + (T(x)/yy)

= ¢(x, 71) + y(x, YZ).

4) Y(x,Ay) = (T{x)/1y)
= (A*T(x) /y)
= A*(T(x) /y)
=A% y(x, y)-
TEO. 1.5-9

Si P es un espacio pre-Hilbert la norma de una forma ses-

quilineal Hermitiana acotada § : P x P -——> € estd dada por



122,

|[w]] = sup{] w(x, x| : ||x|| <11}

Pa.

Podemos asumir que $(x, x) es real para todo x por - =~

(TEO. 1.5-7).
si ||x|| <1, |v&x,x)| < M[|x|| ||x|| para todo x & P;
por tanto para ||x|| <1, ||¢(x,x)|| <M, luego el

sup {|v(x, x)| : |[x|| < 1}
es un niimero real finito k, |\p(x,x)| < M, para todo x, - =

| 1= | <1 luego, existe el

sup {|p(x, x)| :|| x|| < 1}.
Sea k= sup {{u(x, | : ||x|]| <1}
probaremos que k < ||¢||

HoGe, o[ < [lv]l para todo ||x|| <1
sup | |vGx, || < |]v]] , luego k < [|w[]. (1)

HoGx, 9 [] <k para todo x, y, ||x|] <1, |[y|] <1, enton -

ces el sup ||v(x, || <
|[x|] <1
Ilyll <1, 1luego ||y]| <k . (2)

De (1) y (2 |[[v]| =k =suwp {Jvx,)| = |[x|| <1}
fijando x, y 6 P, con ||x|| <1, ||y|| <1, seri suficiente mos

trar que |w(x, y)l < k.
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CASO 1
Supongamos que Y(x, y) es un nimero real. Por (TEO. 1.5-4)

se tiene que:
Y (x,y)= %{@(x+y,X+y)-w(x-y,x—y)+iw(X+iy,x+iy)—iw(x-iy,x-iy)]

ya que ¢(z, z) es real para todo z € P, yspor hipdtesis Y (x,y)

es real, luego tiene que ser

VoY) = 3 [WGety, ) = WGy, xy)]
v,y = |%‘[¢(x+y, xty) - ¥(x-y, x-y)]]
| < L vy, wm)] + Gy, %]
el < L [lvll el 12+ 1ol | 1xey]12]
oo | < L [yl |2+ 11117

aplicando ley del paralelogramo se tiene

weon ! < Ll o 1xl12 + 2 [1y]12]cenenos ast
lvx,v) | < |v] , haciendo |[y| =k se tiene
lvx, )| < &
CASO 2
Si A es tal que |A| =1, entonces podemos decir que :

|¢(X,Y)| = |Ap(x, y)| = |¢(Ax, y)| : por tanto
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|w(x, y)| es un nimero real; ademis Iw(lx, y)| = |w(x,y)|£_M

por Caso 1.

TEO. 1.5-10
Si Hy K son espacios de Hilbert y T : H -~—-> X es una -
funci6én lineal continua, entonces yp(x, y) = (T(x)/y) es una

forma sesquilineal acotada. yp en H x K es tal que

[Twgl [ = TIT]].

Pa,.

Inmediata de (TEOQ. 1.5-8).

TEC. 1.5-11
Si H y K son espacios de Hilbert y  : Hx K =—~~> C es
una forma sesquilineal acotada, entonces existe una y solo u-

na funcidn lineal continua

T:H-—-—-->K tq ¥(x, y) = (T(x)/y) para todo x 6 K y
y 6 K.
Pa.

Dado x 6 H, el problema es definir T(x) 6 K, la funcién

fX : K ~==> C tq fx(y) = [¢(X, Yi]*

es una forma lineal sobre ¥.

1) fx(yy, vy) [v(x, 1t Yz)_,]*

[v(x, yi» + wlx, yz):!*
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= [uex, yJ* + [wix, vy )*

= fx(yy) + fx(y,)

i) £xOy) = [v(x, Ap)]*

A% wix, y)]*

AE”(X’ Y)]*

]

Afx(y) ; con lo cual fx es lineal.

iii) fx es continua. En efecto,

| Ex() | = | [w(x, y)]*]
= |v(x, 9|
< lwll =[] [yl 5 de donde se sigue
[[Ex() [ = [£x(9) |
< el 1=l [yl

con esto podemos decir que fx es continua, ya que si to-

mamos M = ||w|| ||x|| se tiene que
[ex [ < M|lyll  conm>o0,

luego por (TEO. 1.3-5-v) se confirma la continuidad de
fx.

Asi como fx es una forma lineal continua en K, existe se
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gin (TEO. 1.5-1) "Riegz Frechet' un vector finico z 6 K tq
fx{y) = (y/z) para todo y 6 K.

Haciendo z = T(x) se tiene que
(/T = £x(y) = [Ulx, »]*
asi ¥(x, y) = (T(x)/y) luego por (TEO. 1.4-27) la

| £x] |

[T ||

y por comsiguiente

Hre [ < vl x|

A

teniendo en cuenta que T(x) es un vector fijo en K, mostrare -
mos que T es lineal y continua.

Linealidad

i) Sean X1y Xy 6 H para un vector y 6 K cualquiera

(T(x; + %x9)/y) = (W(x1+%5, ¥))

Ib(xl, y) + ll)(Xz, Y)

(T(xp)/y) + (T(xp)/y)

(T(xy) + T(xz)/y)
ii) Sean x 6 H, v 6 K, A un escalar

(T(Ax)/y) = (W(Ax)/y)
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AW (x)/y)

AT(x) : por tanto T(Ax) = AT(x).

Continuidad de T,

Sabemos ||T(x)|| < ||v[| ||x|] , entonces si conside-
ramos ||¢|| = M con M > 0 se tiene ||TMX) || < ¥||x|| , 1o -
cual confirma la continuidad de T segiin (TEO. 1.3-5), ademis

por (TEO. 1.5-10),

[Twll = 11Tl

Unicidad de T.

Suponiendo por el contrario que existe una funcifén T'

H--—> K tq (T"(x)/y) = y(x, y) para todo x 6 H, y € K.

Entonces (T(x)/y) - (T'(x)/y) = (T(x) - T'(x)/y) = O pa-

ra todo x 6 H; por tanto T = T',
LA ADJUNTA DE UNA FUNCION LINEAL CONTINUA

TEO. 1.5-12

Sean H, K espacios de Hilbert. Si T: H =--> K es una fun
cidn lineal continua, existe una y solo una funcidn lineal con-
tinua, T* : K ~—-—> H tq (T(x)/y) = (x/T*(y)) para todo x 6 H,
y € K adends ||T*[] = []|T]].
Pa.

Definamos Y: K x H --->C



128.

(v, x) 1=~=> (y/T(x))

tal funcidén asi definida es una forma sesquilineal acotada en
K x H.

Sesquilinealidad

Sean y, yp, Yoy € K, X1, Xo € H, A un escalar.

1) vy + 3y, ¥ = (yp + y,/T(x)

(y1/T(x)) + (y,/T(x))

Yy, x) + ¥(y2, x).

(Ay/T(x))

ii) vy, x)

Ay /T(x))

A (y, x)-

iii) v(y, 3 + x2) (Y/T(xl + Xz))

(y/T(x1) + T(x,))

= (¥/T(x)) + (y/T(xy))

V(y, xl) + ¥ (y, X2).

(y/T(xx))

Wty, AX)

A% (y/T(x))

A% W(y’ X) .
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Acotamiento de ¢

Tenemos que ¢ oy, )| = | (y/T(x))]
= | (y/T(x))*|
= [(Tx)/y)] - (L
Como

vy, © = vy, 2|

[, ] < [lel] T[] |1yl

y de aqui resulta que Y es acotado de acuerdo a la (Def. 1.5-8)

con M = ||T||. Ademds, tomando el Sup en ambos miembros de la
igualdad (1) con ||x|| <1, ||y|| < 1, tenemos que
el ] = 1Tl

y de acuerdo a (TEO. 1.5-11) existe una funcidn lineal y conti
nua, unica.
T* ¢: K —--> H , con ||T*|] = ||w||tq

v(y, x) = (T*(y)/x) para todo y 6 Ky x € H.

Asi,
(y/T(x)) = (T*(x)/y) (2)
(T(x)/y) = (x/T(y)) (3) '"propiedad de conjugados"”
Luego basidndose en lo anterior, si § : K -=——> H es una -

funcidén tq (T(x)/y) = (x/S(y)) para todo x 6 H, y 6 K enton-

ces,

e
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(x/8(y)) - (TX)/y) = (x/S(y))~ (x/T*(y))

i

(x/S(y) - T*(x)) =0

para todo x, y; de lo cual se concluye que S(y) - T*(y) = O
para todo y € K; por tanto S = T*, pues z = 0 es el Gnico
vector tq 2z l_x, para todo x € H.

NOTACION : T* es llamada la aplicacidn ADJUNTA DE T.

TEO. 1.5-13

Sean H y K espacios de Bilbert. Si S : H -—-> K y T :
H ~--> K son funciones lineales continuas, A un escalar, en-
tonces :

i) (8 + T)* = S* + T*

ii)  (AT)* = A% T,
iii) (T*)* =T
iv) ||T* T|| = [[TT*|| = }|T][2

v) T*T=0 ssi T =20,

Pa.

((S + T)*(y)/x) = (y/(S + T)(x))

(y/S(x) + T(x))

(y/S(x)) + (y/T(x))

]




ii)

iii)

iv)

= (S*(y)/x) + (T*(y)/x)

= (5*(y) + T*(y)/x)

= ((s* + ™) (N/x)

(8 + D* (v)

(S + TH* =

(OATY*(y) /%)

S*(y) + T*(y)

Sk + T*

(y/ (AT) (%))

= (y/) T(x))

= A (y/T(x))

= Ak (T*(y)/x)

.
?

= (A% (T*(y)) /x)

= ((MT*) () /x)

(AT)* = A% T
(T®)*(x)/y) = (x/T*(y))
= (T(x)/y)
Tk = T

Las funciones T#*T :

definidasg.

H ——>

luepo

Hy IT*

131.

Tluego

por tanto

luego

: K =—=> K estan bien



v)
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Six6Hy ||x|| <1 se tiene que

TG 2= (T(x)/T(x))

(T*(T(x))/x) < ||T*(T @) |]]|x]|

por (TEO. 1.4-6);

< |l T ||
< [l 1]
tomande ||x|| = 1 se obtiene que ||T|]|2 < ||T* T|| (a).
Por (TEO. 1.3-12) se tiene que
[z*r|| < [lz=[] [T = [|=H] |IT]]s por tanzc
[T*|] < []T][? (b).
Se deduce de (a) y (b) que ||T*T|| = [|T|]2 (o).

Si reemplazamos T por T* en (c), se tiene
|| (T*)*T*|| = ||T*||2 ; de donde se sigue qu=
[rr*| | = [|T*[[2 (@) ;

de los resultados (c) y (d) se tiene
[lT*z|| = [lTz*|| = [|T]]2

T*T =0 ssi T =20
"===>" 0= |[m*1|| = ||T||? se deduce que [||T[] = 0; pcx

tanto T = 0.
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" <=== " gi T = 0, entonces T(H) = {0} . Luego,
T*(T(H)) = T* ({06}) =0 ; por tanto
THT = 0 .
TEO. 1.5-14

Sean H, K vy L espacios de Hilbert.
Si Tt H ==-> Ky S : K =——=> L son funciones lineales con-

tinuas, entonces (ST)* = T* S*,

Pa.
Seaz€Lyx6H.
((sT)*(z)/x) = (2/(S8T)(x))
((sT)*(2) /%) = (2/5(T{x)))
= (S*(z)/T(x))
= (T*(8*(z))/x); por tanto
(STY* = T* s*
TEO. 1.5-15
Sean H, K espacios de Hilbert y T : H ——=> K una funcidn

lineal continua. Si X CH, YC K vy T(X) C Y, entonces

T*(Y ) C X
Pa.

Dado z 6 K tq z l_Y, el problema se reduce a demostrar que
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T*(z)_L X.
Si x & X, entonces T(x) & Y. AsT (2/T(x)) = 0 ya que

z | Y. Pero (2/T(x)) = (T#(z)/x), luego (T*(z)/x) = 0, per lo

cual,
T*#(z) 6 X ; por tanto T*(Y ) C X
TEQ. 1.5-16
Sean H, K espacios de Hilbert y T : H =—-> K una funcidn

lineal continua. Si M es un:subespacio lineal cerrado de H y N
un subespacio lineal cerrado de K, entonces T(M) C N ssi

T*(N ) C M .

" "

===D

En este sentido el resultado es immediato a partir

del (TEO. 1.5-15).

1 1"

<=== Como T* es una funcién lineal continua, N C K,
M C H, se tieme por (TEO. 1.5-15) que si T*(N ) C M, entonces
T**(M ) C N . Luego por (COROLARIO 1.4-6) y (TEO. 1.5-13) se

tiene que T(M) C N.

TEO. 1.5-17
Sea H, K espacios de Hilbert. Si T : H -—-> K es una fun

cidn lineal continua entonces ;
i) KRer T = {x : T(x) = 0}= [T*(K)] _
ii) [Rer T| = {x : T(x) = 8} = T*(K)

iii) Ker T# = {y : T*(y) = 0} = [T(W] .
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iv) [Rer T*| = {y: T*(y) = 0} = T(H)

Pa.
Ker T es subespacio lineal cerrado de H, Ker T* es subes-
pacio lineal cerrado de K.

"En esta prueba denotaremos Ker T = M y Ker T* = N'

i) Cecmo T(M) C {0} , entonces T#({0} ) C M como una con-

secuencia inmediata del (TEQ. 1.5-15). Asi,

T*(K) C M , (1)
Si tomamos X = H, Y = T(H), la relacién T(H) C T(H) pue
de escribirse, T(X) CY y T#(Y ) CX . Como X =H =
= {0} , tenemos que T*(Y ) = {0} , esto nos dice que Yl-

CN, yasi [T(m)] cn (2).

Aplicando (1) v (2) a T* en lugar de T se obtiene

TH CN (3)

[T*(x)] c M. (&)

De la relacidn (1) y aplicando el (TEO. 4-18-ii) se tie
ne que

MCcM  C[TR)]
Combinando &ste #ltimo resultado con (4) se obtiene

M= [T*(K)]

lo cual se queria demostrar.
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iii)

iv)
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Del resultado i) se tiene que, M = ET*(K)] y apoyan

donos en el (COROLARIO 4-3) resulta que

L
M= TT()]

ya que T*(K) es un subespacio lineal de H.
Reemplazando T por T* en i) se tiene

N = [T**(H)]J' = [T(H)].J_,
Reemplazando T por T* en ii), se tiene

L
N T
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CAPITULO II

1. OPERADORES EN ESPACIOS DE HILBERT

En el contexto de este capitulo H denotari un espacio de

Hilbert diferente de {06}.

Def. 2.1-1

Se llama operador a toda funcidn lineal continua de H en

i) I :H--—>H tq I(x) = x, para todo x € H; es el opera

dor identidad.

ii) 0+ H--->H tq 0(x) = @ , para todo x 6 H; es el opera

dor cero.

iid) Si X 6C, AI : H--—>H tq IIi(x) Ax, para todo -

X 6 H; es el operador escalar.

iv) Si T es un operador en H, entonces T* también lo es.

TEO. 2.1-1

Si X es un subconjunto total de Hy S, T son operadores -
en H, tales que S(x) = T(x) para todo x & X, entonces S = T.
Pa.

Sea N el espacio nulo (Ker) de § - T.

Como S(x) = T(x) para todo x 6 X, entonces S(x) - T(x) = 0
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para todo x 6 X, luego (S - T)(x) = © para todo x 6 X, asi,
X C N.

Dado que X C N, entonces N C X por (TEO, 1l.4-18-ii),
pero X = {0} va que X es total. Luego N = {0} . Pero, por

(COROLARIO l.4-6-ii) se tiene

i L

N=N = {0} =H

de este ltimo hecho se concluye que (S - T) = 0, es decir,
s = T.
TEO. 2.1-2
Si X es un subconjunto total de Hy S, T operadores en H,
tales que (S(x)/y) = (T(x)/y) para todo x, y 6 X, entonces
S = T.
Pa.
Sea y 6 X

(s(x)/y) = (T(x)/y), para todo x 6 X , asi
(8(x)/y) - (T(x)/y) =0
(S(x) - T(x)/y) = 0 ; entonces (S(x)-T(x)) 6 X

X = {0}, asi, S(x) - T(X) = © para todo x 6 X, Es decir,
S(x) = T(x) para todo x 6 X y del (TEQ. l.4-1-v) se conaluye
que S = T,

TEO. 2.1-3

5i X es un conjunto, P un espacio pre~Hilbert y S, T fun-
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ciones de X sobre P tales que (S(x)/z) = (T(x)/z) para todo
x 6 Xyz€P, entonces S =T,
Pa,

Es inmediata por (TEO. l.4-1-v).

TEO. 2.1-4

Si S y T son operadores en H tq (S(x)/x) = (T(x)/x) para
todo x 6 H, entonces § = T.

Pa.

Si se consideran las formas sesquilineales en H x H defini
das por las expresiones ¥(x, y) = (S(x)/y) vy ax, y)=(T(x)/y)
por hipltesis se tiene que Y(x, x) = Q{x, x), para todo x 6 H;
asi y = O por (TEO. 1.5-5), luego, (S(x)/y) = (T(x)/y) para to
do x, y € H; de lo cual resulta,

Por (TEO. 1.4-1-v), que S(x) = T(x), para todo x € H; por

lo tanto S = T.

TEO. 2.1-5

8i T es un operador en H, tq T(x) l_x, para todo vector
X 6 H, entonces T = 0.

Pa.

Por hipdtesis, (T(x)/x) = O para todo x € H; por otra par
te (0(x)/x) = O para todo x 6 H. Asi, (T(x)/x) = (0(x)/x) para
todo X 6 H; luego por (TEO. l.4-1-v), T = O.

TEO 2.1-6

Sean S y T operadores en H. Si S* § + T%# T = 0, entonces

BIBLIOTECA CENTRAL

INIVEREINAN (E F1 ot vannme |
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Sea x € H.

(S* S+ T* T)(x) = 6 ya que S* S+ T* T = 0 , luego

((S* S + T* T)(x)/x) = 0 para todo x 6 H., Pero ,

(s* S + T*% T)(x) = (S* S)(x) + (T* T)(x), asi

0 = (8% S(x) + T* T(x)/x) (S* S(x)/x) + (T* T(x)/x)

0 = (S* S(x) + T* T(x)/x)

(S(x)/s(x)) + (T(x)/T(x))

0 = (S* S(x) + T* T(x)/x)

s [[2 + [T ]2

se deduce que

I8 ]2

0 v ||T(x)||2 =0

luego, ||S(x)|| =

@]

y ||Tx)|| = 0 para todo x & H, asi

S(x) =0 vy T(x) =6 para todc x 6 H; por tanto,

S=0 yT=0.
2.  OPERADORES ISOMETRICOS

Ya se ha establecido anteriormente que un operador T es -
isométrico si [|T(x) - T(y)|| = ||x - y|| para todo x, y € H;
esto es equivalente a exigir de T la condicidn ||T(x)|| =||x||

para todo x. Adem8s, en un espacio de Hilbert se cumple.
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TEO. 2.2-1
Si T es un operador en H, las siguientes condiciones son
equivalentes :
i) T es isométrico

ii) T* T =1

iiid) (T(x)/T(y)) = (x/y) para todo x, y 6 H
Pa.
i) ==> {1i) Como T es isométrico, entonces
||Tx)|| = ||x|| para todo x 6 H. Entonces,

(T*(T(x)/x) = (T(x)/T(x))

= e[ ]?
= {]x]]?

= (x/x)

= (I(x)/x),

luego de acuerdo a (TEO. 2.1-4) T*T = 1.

i) == iii)

(T(x)/T(y)) = (T*(T(x))/y)
(TER)/T(y)) = (T /y)
(T(x)/T(y)) = (x/y) para todo x, y 6 H.

iii) ==> i)

1) |2 = (T(x)/T(x))
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(x/x)

=] 12,

Resultado immediato., Si T es isométrico, es inmediato a -

partir de la relaciodn

[T - (]| = ||x - y]]

que T es inyectivo, va que si T(x) = T(y), entonces T(x)

- T(y) = @ , luego
TG - |l = [|x - y|| =0 ;
por tanto x -y =0 , es decir, x =vy.

TEO. 2.2-2
Si S ¢y T son operadores isométricos en E, entonces ST es
un operador isométrico en E.

Pa.

[1sT(x) - sT(y) || = ||s(T(x)) - S(T(y))]|

||T(x) - T(y)|| por ser S isomdtrico

|]x - vyl

por ser T isométrico; por tanto ST es isomé&trico.
TEC. 2.2-3
Si T es un operador isométrico en H, entonces T(H) es un

subespacio lineal cerrado de H.
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Pa.
T(H) es un subespacio lineal de H por (TEO. 1,1-3-i).
Sea y 6 T(H) . Tomemos una sucesidn (y,)n € N de elemen -

tos de T(¥) tq lim y, = y.

>
Podemos suponer que y, = (T(xp)) con (x,)n 6 N elementos
de H.
Por hipGtesis lim y, = y, adem@s hemos supuesto yn=T(xn),

n-roo

luego, si lim T(x,) = y, para cada € > 0 existe N6 N tq
n->o

d(T(xy), W) < €/2 sq n > N; tomando m, n > N se tiene
d(T(x)s T(xp)) < d(T(xy), y) + d(y, T(xy))
d(E(xy,), T(x,)) < €/2+€/2 sqg m, n>N
d(x, x ) <€ sq m, n>N
por ser T isométrico; por tanto (x,)n € N es de Cauchy.

Dado gque H es completo existe x 6 H tq 1lim x
n->rx

n =X Yy co-

mo T es continua se tiene que lim T(x,) = T(x), es decir
n-e

T(x) = limy, = vy,

n—kx)

Luego, y 6 T(H); por tanto T(H) es cerrado.

TEO. 2.2-4
Sea T un operador isométrico en H. Si M y N son subespa -

cios lineales cerrados de By T(M) = N, entonces T(M ) C N .
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Pa.
Seay 6 T(M ).
Si vy 6§ T(M ) entonces existe x 6 M tqy = T(x); si - -

z 6 N, entonces z = T(u) con u 6 M. Asi

(v/z) = (T(x)/T(w))

(x/u)

L

Este resultado conduce a concluir que y 6 N ; por tanto

IT(M) CN.

TEQ. 2.2-5

Si S ¢t H ——=> H una funcibn tq (S(x)/S(y)) = (xly) para to
do x, y 6 BH.

Si ademds, S(H) es un subespacio de H, entonces S es un o-
perador isométrico.
Pa.

Primero demostraremos que S es un operador.
Linealidad :

Sea z = S(y) en S(H), X]s X9 € By A un escalar.

1) (S(xp + %) /2) = (8(x + x)/S(¥))

(x3 + x5/y)

(x1/y) + (x2/y)
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(8(x1)/5(y)) + (5(x,)/8(y))

(8(xy) + S(x9)/5(9))

(8(x1) + S(x5)/2)

como S(H) es un subespacio lineal, se concluye que

S(x1 + x2) S(xl) + S(X2)

ii) (s(rx)/z)

(s(Ax)/s(y))
= (Ax/y)
= A(x/y)
= A(S(x)/s(¥))
= (AS(x)/s(y))
= (AS(x)/z)
como S(H) es subespacio lineal, se concluye que
§(Ax) = AS(x),
por tanto S es lineal.

Continuidad

Como (S(x)/S(y))

(x/y) para todo x, y 6 H, entonces

sG] ]2

(s(x)/s(y))



146.

= (x/x%)
= |1=[|? . luego
l1s&)|| = ||x|| , asi,existe M =1
tq ||(S(x)|| = 1| |x|| y por (TEO. 1.3-5-iv), S es continua; a-

demd3s con i) e ii) se demuestra que S es un operador.
Como por hipdtesis (S(x)/S(y)) = (x/y) para todo x, y € H,

se tiene de acuerdo al (TEQ. 2.2-1) que S es isométrico.

TEQ. 2,2-6

Sea T : H =——=> H una funcidén tq (T(x)/(T(y)) = (y/x) para
todo x, y 6 H, Si ademds T(H) es un subespacio lineal de H, en
tonces, TT es un operador isométrico.
Pa.

Como T(E) es un subespacio de H, entonces por (TEO. 1.1-3)

T(T(H)) es un subespacio de H. Ademis

(T(T(x))/T(T(y)))= (T(y)/T(x))

= (x/y) para todo x, y 6 H

y por (TEO. 2.2-5), TT es un operador isométrico.

Def. 2.2-1
Sean S y T operadores en H, S vy T se llaman métricamente

equivalentes si

s [] = [T | para todo x 6 H .
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TEO. 2.2-7
Sean S y T operadores en H. Entonces, S y T son métrica-

mente equivalentes ssi S%* S = T* T.

Pa.
===> Como S y T son métricamente equivalentes, se -
tiene que

sy [[2 = [|T(x)[]2, asi
(S* S(x)/x) = (S%(S(x))/x)
= (5(x)/5(x))
= ||s)]]2
= |G| |2
= (T(x) /T(x))
= (T*(T(x)) /%)

= (T*T(x)/x) para todo x 6 H ;

por tanto S* § = T# T por (TEO. 2.1-4).

Sea x 6 H.

[ 1sx) ]2 = (s(x)/s(x))
= (5*(5(x))/x)

= (§* S(x)/x)
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(T* T(x)/x)

(T(x)/T(x))

||T(x) | |2 para todo x 6 H,

es decir ||S(x)|| = ||T(x)|] para todo x € H; por tanto, S

y T son métricamente equivalentes.

3 - (QOPERADORES UNITARIOS

Def. 2.3-1

Sea T un operador en B. T se llama unitario si T# T = TT#

=1,
TEO. 2.3.1

Si T es un operador en H, las siguientes condiciones son
equivalentes :

i) T es unitario.

ii) T* es unitario.

iii) T y T* son isométrico.

iv) T es isométrico y T* inyectivo
v) T es isométrico y suryectivo.
vi) T es biyectivo y 1 = &

i) ==> ii) T**T*k = TT* = I , por ser T unitario.




ii)

iii)

iv)

v)

vi)
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T*T** = T*T = T , por ser T unitario, es decir,

T#**T* = T*T** = I | 1o cual nos demuestra que T* es

unitario.

==> jii) Es inmediato a partir de la (Def. 2.3~1) y -

por (TEC. 2.2-1).

==> iv) Es inmediato, ya que todo operador isométrico

es inyectivo.

==> y) Por (TEO. 1.2-3), T(H) es un subespacio lineal
cerrado de H. Como T* es inyectivo, el espacio nulo de

T* es el unitario {0} , es decir,
{y : T*(y) = 6} = {0}
luego, por (TEO. 1.5-17) se tiene que

{6} = T(H) = T(R)

por ser T(H) cerrado. Pero {6} = H, asi T(H) = H; -

por lo tanto T es suryectivo.

I
=]
I
—

==> vi) Es inmediato que T es biyectivo. Sea B

Asi, ST = TS = I. Luego,
T*% = T*] = T*(TS) = (T*T)S = IS = S .

==> i) Como T* = 1 , entonces T*T = TT* = I; luego T

es unitario.
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TEO. 2.3-2

Sean S y T operadores en H. Si S y T son unitarios, enton
ces ST es unitario.
Pa.

i) (ST)(ST)*

(ST) (T*S*)

= S(TT*)S*

#

S I s%

= S(IS¥)

= § S*

ii) (ST)*(ST) (T* S*) (ST)
= T*(8* S)T
=Tk I T

= T*(IT)

=T% T

A partir de los resultados i) e ii) se tiene :

(ST)*(ST) = (ST)(ST)* = I




151.

por tanto, ST es unitario.

TEO. 2.3-3

Un operador T es unitario ssi T* es isométrico y T es in-
yectivo.
Pa.

" ==> " Por (TEO. 2.3-1), T unitario implica que T y T*

son isométricos.

Luego, si T es isométrico también es inyectivo.

1 N
¥ === !

T* isométrico y T inyectivo implica que T* es

unitario, lo cual a su vez implica T** = T es unitario.

TEO. 2.3-4

Si T es un operador unitario, M y N subespacios lineales
cerrados y T(M) = N, entonces T(M ) = N ,
Pa.

i) T(M ) CN es inmediato por (TEO. 2.2-4)-

ii) Se probard que N C T(M ) .
Como T(M) = N, entonces T*(T(M)) = T*(N) vy dado que T
es unitario T*(T(M)) = M = T*#(N),de M = T*(N) y dado -
que T* es isométrico, se sigue que T*(N ) C M . Luego,
T(T*(N )) = T(M ) y asi, N CT(M) ; de i) e ii) se -
concluye que T(M ) = N .
TEO. 2.3-5

Si T : H -—-> ¥ es una funcidn suryectiva tq
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(T(x)/T(y)) = (x/y) para todo x, y 6 H, entonces T es un ope-
rador unitarioc.
Pa.

Linealidad de T

1) (T(xp + x2)/T(¥)) = (x7 + x5/¥)

(x/y) + (x,/¥)

(T(x) /T(¥)) + (T(x,)/T(y))

]

(T(xy) + T(xy)/T(y))
y dado que T es suryectiva, del (TEO. 4-1-1) conclui -

mos que T(x; + x2) = T(xl) + T(xz).

(Ax/y)

i) (T(Ax)/T(y))
= A(x/y)
= MT(x)/T(y))
= (AT(x)/T(y)) ; por tanto

T(Ax) = AT(x)

Como T es lineal, entonces T(H) es un subespacio lineal -
de H. Luego, por (TEO. 2,2-5) de operadores isométricos, se si
gue que T es un operador isométrico. Luego, por (TEO. 2.3-1) T
es unitario.

Def. 2.3-2
Sean S y T operadores en H. El operador S se llama unitaria

mente equivalente al operador T, si existe un operador unitario
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UtqT=1U% S U,
NOTACION : S unitariamente equivalente a T se denota por

s ¥rT,

TEO. 2.3-6
La relacidn Y definida en el conjunto de operadores en H,

es de equivalencia.

Pa,
i) T X T para todo T. En efecto I es unitario, ademis
I* = T asi se tiene que T = ITI = I%* TI.
i1) S ¥ T entonces existe un operador unitario U tg
T = U% SU. Asi,
TU* = (U* SU)U*
= U*S(UU*)
= [U* SI
= U* S,
Luego U T U* = UU* S
=18
=S5
AsT S=UTU*
= UkATU*

e

con U#* unitario; por tanto T S.

iii) Si R ¥ Sy S YT, entonces S = Uy* R Uy y T = Uy* SU, -

con Ul v U2 operadores wunitarios. Luego,

f—

GBIl iATrE -~
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T = Uy*(Uy* R Uyp)
= (Uz* Ul*) R(Ul U2)
= (U; Up)* R(U1 Uz)
con Uy, U, operador unitario, por tanto R X T.

TEO. 2.3-7

Sean S y T operadores en H. Si S & T, entonces S* Y T*,

Pa.
Si S ¥ T entonces existe un operador unitario U tq
T =1U% 5 U.
Luego, T# = (U* s U)*
= (U*(SU))*
= ((SU)Y* Uk#)
= U* 8% U ; por tanto
gk T*
4. OPERADORES AUTOADJUNTOS
Def. 2.4-1

Sea T un operador en H. T se llama autoadjunto o Hermitia
na si T% = T.
TEC. 2.4-1

Si T es un operador en H, las siguientes condiciones son

equivalentes :
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i) T es autoadjunto.

ii) (T(x)/y)

(x/T(y)) para todo x, y 6 H.

iii) (T(x)/x)

(x/T(x)) para todo x 6 H.

iv) (T(x)/x) es real, para todo x 6 H.
Pa.
i) ==> ii) Sean x, y 6 H

x/T*(y))

(T(x) /y)

(x/T(y)) para todo x, y € H.

ii) ==> iii) Si y = x se tiene (T(x)/x) = (x/T(x)).

iii) ==> iv) Sea x 6 H, (T(x)/x)* (x/T(x))

(T(x)/%x)

]

por tanto (T(x)/x) es real.

iv) ==> 1) (T(x)/x) = (T(x)/x)*
= (x/T(x))
= (T*(x)/x) .
Luego T(x) = T*(x) para todo x € H¥; por tanto T = T%,
TEO. 2.4-2

8i S y T son operadores autoadjuntos en H, A 6 R, enton-
ces
i) S + T es autoadjunto.

ii) AT es autoadjunto
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Pa.
i) Como S y T son autoadjuntos, se tiene S* = S y T* =T,
asi : (S + T)* = S* + T*
=S+ T

por tanto S + T es autoadjunto.
ii) Como A es real A* = A , asi

(AT)* = X*T* = AT;

por tanto AT es autoadjunto.

TEQ. 2.4-3
Si T es un operador en H, entonces :
i) T* T es autoadjunto.

ii) T + T* es autoadjunto.

Pa.

i) (T*T)* = T* T**

=T*% T ; por tanto T* T es autoadjunto.

1i) (T + T*)* = T* + Th*

T* + T

]

T+ T* ; por tanto T + T* es autoadjunto.

TEO- 2-4—4
Si S y T son operadores autoadjuntos en H, entonces ST es
autoadjunto ssi

ST = TS,
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Pa.

( ==> ) Si ST es autoadjunto, entonces

(ST) = (ST)*
(ST) = T* s*
(sT) = TS.

( «<== ) 8i ST = TS, entonces

(ST)* = T* Sk
(ST)* = TS
(ST)* = ST ; por tanto ST es autoadjunto.

TEO. 2.4-5

S1i T es un operador cualquiera en H, existen dos operado-
res autoadjuntos finicos A y B en H tales que T = A + iB "Forma
Cartesiana de un operador’.
Pa.

Definiendo A = %_(T + T%) y B = E%—(T - T#%) tenemos :

A+ iB = %-(T + TH) 4+ i(1/2i(T - T*))
= l—T + l.T* + l—T - l.T*
2 2 2 2
1
=5 T+5T=T

Por (TEO. 2.4-2-ii) es evidente que A es autoadjunto.

1 . 1 1 .
= > - = — T - —— T%
B ” (T - T*) n 51 T , asi
1 1 A 1 * 1 *
B* = [ET-'_Z_i—T*] - [TfT] -[—2_1'T*]

il
Y
N
> |
e

*
-3

%

i
N

el
Hef
——
*
|
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1L, L
= oy T+ g7 T
=_1 -_1, &

21 T 21 T

Luego B* = B; por tanto B es autoadjunto.

UNICIDAD DE A Y B

Supongamos que existe otro par de operadores autoadjuntos

C yD tales que T = C + 1D, entonces

T* = C* 4+ i* D%
= C - iD.
£
Luegoa T+T*=2CyC=T-;T =A,T._T*=21'_D
- Tk
I‘ETI— = D ; por tanto D = B.
1

TEO. 2.4-6

Si T es un operador autoadjunto en H, entonces

I1T]] = sup {|(TG)/x)| & ||| < 1}
Pa.

Por (TEO. 1.5-10) #(x, y) = (T(x)/y) define una forma -
sesquilineal acotada. Ademds, ||w|| = ||T|]| , por otra parte
v(y, x) = (T(y)/x)

= (y/T*(x))
= (y/T&x))

[(Tx)/y)|*
[¢(X) Y)]*.
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Luego, por (Def. 1.5-6), ¢ es Hermitiana; y por (TEO. 1.5-9) -

se tiene
[lv|| = sup {Ju(x,x)| : ||x|] <1} ; por tanto
[IT]| = sup {|wlx,x)| + ||x|| < 1}
= sup {|(T(x)/x)| : ||x|| < 1}
TEO. 2.4-7

Si T es un operador autoadjunto en H v S, J subconjuntos

de H tales que T(S8) C J, entonces T(J ) C S .

Pa.
Sea y € T(J ), entonces existe x 6 J tqy = T(x), x l_z
para todo z € J, luego X l_T(u) para todo u 6 S, asi

0

(x/T(u))
(T(x)/w)
(y/u)

L

para todo u € §, asiy 6 § ; por tanto T(J ) C S .

TEO. 2.4-8

€i T es un coperador autoadjunto en H, T(x) = © ssi
TT(x) = 0 .
Pa.

==> ) 8i T es autoadjunto y T(x) = © , entonces

TT(x) = T(T(x))

T(0)

=0.
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( <==) Sea (TT)(x) = 0 . Dado que T es autoadjunto se tiene

que : (TT(x)/x) = (T(T(x))/x)
(TT(x) /%) = (T(x)/T(x)) ,
(0/x) = (T(x)/T(x)) por hiapdtedis -
0 = (T(x)/T(x)) ; por tanto T(x) = 0.
TEO., 2.4-9

Si T es un operador autoadjunto en H y S un operador cual

quiera en H, entonces el operador S* T S es autoadjunto.

Pa.
Se demostrard que (S* T S)* = S* T S,
En efecto (S* T S)* = ((S* T)S)*
= Sk(S* T)*
= Sk Tk Sk
= §% T* §
= 8% T S,
TEO. 2.4-10

Si T es un operador autoadjunto en H y S unitariamente e-
quivalente a T, entonces S es autoadjunto.

Pa.

Como S ¥ T, entonces existe un operador umnitario U tal que

S=U*TU (1
S% = (Uk(TU))*-
Sk = (TU)* U**

S*

U*x T* U
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Sk = U* T U (2)
por ser T autoadjunto,de (1) v (2) se concluye que 8 = §%,

Def, 2.4-2
Un operador T en H, se llama positivo si (T(x)/x) > O pa
ra todo x € H.

NOTACION : T positivo se denota T > O,

TEO. 2.4-11
Si T es un operador positivo en H, entonces T es autoad -
junto.
Pa.
Si T > 0, entonces (T(x)/x) > O para todo x 6 H, luego - -
(T(x)/x) es real para todo x 6 H, y por (TEO. 2.4-1) se conclu

ye que T es autoadjunto.

TEO. 2.4-12
Si S y T son operadores positivos en Hy A > 0, entonces:

i) S+T>0

ii) A8 > ¢
Pa.

i) Dado que S > 0y T > 0, se tiene que (S(x)/x) > 0 para
todo x 6 H, vy (T(x)/x) > 0 para todo x 6 H, asi
(s(x)/x) + (T(x)/x) > 0 para toda x € H,

pero
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(8(x)/x) +(T(x)/x) = (8(x) + T(x)/x)

(s(x)/x) + (T(x)/x) = ((S+T)(x)/x) , luego

((s+T)(x)/x) > O para todo x € H; por tanto

S+T>0,

ii) Dado que S > 0, se tiene que
(S(x)/x) > 0 para todo x 6 H,

Luego, si A > 0, entonces A(S(x)/x) > O para todo x € H,

A(S(x)/x) = (A(S(x))/x)
AS(x)/x) = (As(x)/x)

luego (AS(x)/x) > 0 para todo x € H; por tanto AS > Q.

TEO. 2.4-13

Si T es un operador positivo en H y S un operador cualquie
ra en H, entonces :

i) S§* TS > 0.

ii) Ss* s > 0,

Pa.

i) En efecto (S* TS(x)/x) (s*(TS(x)) /%)

(TS(x)/5(x))

(T(s(x))/s(x)),

pero dado que T es pogitivo, se tiene que :




163,

(T(S(x)/S(x))) > 0 para todo x € H

-

Asi  (S* TS(x)/x) > 0 para todo x € H; por tanto
S* TS > 0.

ii) I > 0 ya que (x/x) >0 vpara todo x 6 H y (x/x) =

(I1(x)/x), aplicando i) con T = I, se tiene

S*S = S* IS > O ,

TEO. 2.4-14

Si S y T son operadores positivos en H tales que S+T = 0,
entonces S = T = 0.
Pa.

Como S = T son positivos, entonces (S(x)/x) > O para to-
do x 6 H; y (T(x)/x) > O para todo x 6 H, ademis (S+T) (x)= ©
para todo x €6 B; sea x + 0, ((s+T)(x)/x) = 0 vya que (S+T)(x)

= © para todo x € Hpues S+ T =0 , pero
((S + T)(x)/x) = (S(x) + T(x)/x)
((S + T)(x)/x) = (S5(x)/x) + (T(x)/x) , luego
(5(x)/x) + (T(x)/x) = 0

y dado que S y T son positivos, tiene que ser (S(x)/x) =0 vy
(T(x)/x) = 0 ; por otra parte (0(x)/x) = O para todo x 6 H, -

asi (S(x)/x) = (0(x)/x) para todo x € H.
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De donde S(x) = 0(x) para todo x 6 H; por tanto S = 0. En
forma similar se muestra que T = 0; asi se concluye que S = T

= 0.

Def. 2.4-3
Si S y T son operadores autoadjuntos en H, se dice que

§<TsiT-52>0.

TEO. 2.4-15

Si S y T son operadores en H, se cumple :

i) 8i8s<TyT<S§S, entonces S = T,
ii) Si R < Sy S < T, entonces R < T,

Pa,

i) i S<TyT<SentoncesT -85 >0y S ~-T>0; ademds
(T-8) + (S=T) = T-5+S-T = 0, entonces por (TEO.2.4-14),

gse tiene T-§ = S~T = O] por tanto S = T.

ii) Si R< Sy S < T, entonces S-R > 0 y T-8 > 0, es decir,
((S=R)(x)/x) > 0 y ((T-8)(x)/x) > O para todo x € H.
Asi
((s-R) (x)/x) + ((T-8)(x)/x) > 0 para todo x € H.
Pero,

((5-R(x) /x)+((T-8) (x) /x) = (S(k)-R(x)/x) + (T(x)-S(x)/x)

= (S(x)/x)=(R(x) /x)+(T(x) /%)~
(8(x) /x))
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(T(x)/x) - (R(x)/x)

(T(x) = R(x)/x)

((T-R) (x)/x) , 1luego

((T-R) (x) /%)

fv

0 para todo x € H
y por tanto, T - R > 0, es decir, R < T.

TEO. 2.4-16
Si S y T son operadores autoadjuntos en H, entonces S < T
ssi (S(x)/x) < (T(x)/x) para todo x € H.
Pa.
S<T <==> T-8>0
<==> ((T-8)(x)/x) > O para todo x 6 H
<==> (T(x)-S(x)/x) > O para todo x 6 H
<==> (T(x)/x)-(S(x)/x) > 0 para todo x € H

<==> (T(x)/x) > (S(x)/x) para todo x € H.

TEO. 2.4-17.

Si T es un operador autoadjunto en H, entonces

-l r << fnff 1.
Pa.
i) Se probard que T < [|T||I, es decir que ||T||I-T > 0 .
En efecto, sea x 6 H.
(1] -1y =) /x) = (| |T] | 2x) - T(x) /%)
= (||T] 1) /%) = (T(x)/x)
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[IT]| (T /%) - (T(x) /%)
]| /%) = [(T) /) |
TG |] | =] ]

|v

como |(T(x)/x)|

fA

y dado que T es continua se tiene :

e[| < Hrl] [1=l] ,  luego

Tl &=l x| > [Tl a/x- [T | [ ]]x] |

> [T x/= =[] [ [[=]]]]x]]
2 ) 2

> T[Tl [ =[]

> 0 , asi

CllT]|I-7) (x) /%)

|V

0 para todo x € H ;

por tanto ||T|| I-T > 0 & lo que es lo mismo T < ||T|]| I.

ii) Ahora se probari que - ||T||I < T, o sea que,
T~ (-||T]|D >0

pero, T-(=||T||1) =T +||T||T . Seax6H

(T + [T D) () /%) = (T(x) + ||T]|T(x) /%)

(T(x)/x) + (||T||1(x)/x)
(T(x)/x) + ||T]]|(1(x)/x)

[]

(T(x)/x) + ||T||x/%) > 0

Asi, de i) e ii) se tiene que :

-z <7< zllz-
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TEO. 2.4-18
Si S vy T son operadores en H, se cumple que :
i) si S<Ty A >0, entonces AS < AT,
ii) S8i s < T, entonces - 5> - T |
Pa,
i) 8i S < T, entonces por (Def. 2.4-3), T - S > 0. Luego -
por (TEO. 2.4.12-ii), si X > O, entonces A(T-S) > 0;

por tanto AT ~ AS > 0, es decir, AT > AS.

ii) si S < T, entonces T-S > O. Pero, T-S§ = -S-(-T), asi

- 8§ - (-T) > 0; por tanto - S > -~ T,

TEC. 2.4-19

Si S vy T son operadores en H tales que S < T y R un opera
dor cualquiera en H, entonces R* SR < R* TR.
Pa.

Se probard que R* TR -~ R* SR > 0.

Sea x € H.

((R*TR-R*SR) (x) /%) (R*TR(x) -R*SR(x) /x)

(R*(TR(x)) - R*(SR(x))/x)

(R*(TR(x) - SR(x))/x)

(R*(T(R(x)) - S(R(x)))/x)
(TR(x)) - SRE))/R(E))
((T-8) (R(x)) /R(x)) > O

ya que T-S > 0, pues S < T; por tanto R*SR < R*TR.
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5. OPERADORES PROYECCIONES

Def. 2.5-1
Sea T un operador en H. T es llamado una proyeccidn si
T* = T = TT.
Es decir, un operador proyeccidn es un operador autoadjunto

que ademds es idempotente.

TEO. 2.5-1

Si N es un subespacio lineal cerrado de H, entonces la pro
yeccidn de H en N definida como Pyt B -——> H

x > Py(x) =y,

donde x =y + z, cony €Ny z6N , es un operador proyeccidn.
Pa.

Por (Teo. 1.4-27), T es lineal y continua pues

Hreoll < [1={] ,
luego T es un operador. Tambi&n Py(Py(x)) = PN(x), es decir Py
es idempotente. Por {ltimo ce tiene que,
(Py(x)/y) = (x/Py(y)) vpara x, y € H,

lo cual por (TEO. 2.4-1) demuestra que PN es autoadjunto, es -
decir Py = P*NT; luego, Py es un operador tq Py = Pxy = PyPys
por tanto Py es un operador proyeccién.

Mediante este {ltimo hecho todo operador proyeccidn pode-
mos obtenerlo a partir de un adecuado subespacio lineal cerra-

do N, esto se precisa mediante el siguiente TEOREMA.




TEO.

i)

ii)

iii)
Pa.

i)

ii)

169.

2.5-2

Si T es un operador proyeccidén en H, entonces :

Existe un {nico subespacio lineal cerrado N tq T = Py-
N es el rango de T.

L

N es el espacio nulo de T.

Sea N={y 6 H: T(y) =y} . Siy € N, entonces

(T-D) (y) = T(y) - I(y)
=y -y
= @ R

lo que demuestra que N es el espacio nulo del operador -
T - I, por lo cual N es un subespacio lineal cerrado de
H. Tenemos que T = PN’ yva que si x € H podemos escribir

X=y+zconyE&Nyz6EN y por (TEO. 2.5.1),

Py(x) =y =y + 0 ="T(y) + T(z) = T(y + 2) = T(x),
UNICIDAD
Si Py = Py, entonces N = PN(H) = Py(H) = M; por tanto

N = M.

Si y 6 N, entonces y = T(y) € T(H), luego N C T(H). Si

y € T(H) podemos escribir y = T(x) para algin x € H, en-

tonces T(y) = T(T(x)) = T(x) = y , demuestra que y 6 N;

por tantoc N = T(H).
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iii) Por (TEO. 1.5-17), Ker T = [T*(H)]
1
= [T(]
L
= N;
TEO. 2.5-3
Sea y € H un vector fijo tq Ilyl’ =1, yN={ 2y ¢ A es

un escalar} es el espacio lineal unidimensional generado pox
y, entonces la funcién T : H ——> K tq T(x) = (x/y)y, es igual
a la proyeccidn de H en N.

Pa. l

Si x 6 H se puede escribir x = Ay + zconz 6 N y A un

escalar adecuado, entonces se tiene que :

T(x)

(A\y + z/y)y
[yly) + (z/9)]y
[A(y/y) + (z/9)]y

[A + O]y

]

PN(x) , asi

T(x)

Py(x) para todo x € H; por tanto

TEO. 2.5-4
Sean M, N subespacios lineales cerrados de H, P la proyec-
cidn con Rango M y Q la proyeccién con Rango N. Entonces M l_N

ssi PQ = O.
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Pa.

" ==> "

Si M l_N, entonces, si x 6 H, se tiene que - - -
Q(x) 6 N, por tanto Q(x) 6 M , luego P(Q(x)) = PQ(x) =6 , -

ya que Q(x) 6 Ker P; por tanto PQ = O.

||<== 4]

Supongamos que PQ = 0, entonces si x 6 M ey 6 N se

tiene que :
(x/y) = (P(x)/Q(y))
= (x/P*Q(y))
= (x/PQ(y))
= (x/0) = © ; por tanto M | N.
TEO. 2.5-5

Si T es un operador en H, T es una proyeccidn ssi T = T*T,
Pa.
1"

==

Si T es una proyeccidn, entonces T# = T = TT. Sas-
tituyendo T por T* en el miembro derecho de T = TT se tiene -
que T = T*T,
" <== " Se tiene que T = T*T, luego
T* = (T*T)*= (T*T**) = (T*T) = T (1)

luego sustituyendo T* por T en el miembro derecho de la igual-
dad T = T*T se tiene T = TT (2).

Luego de (1) y (2) se tiene T* = T = TT; por tanto, T es
un operador proyeccidn.
TEO. 2.5-6

Si P es un operador proyeccidén en H, y Q es un operador u-

nitariemente equivalente a2 P, entonces Q es un operador proyec-

> -
cion.
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Pa.
Si Q es unitariamente equivalente a P, entonces existe un

operador unitario U, tq, Q = U* PU. En este sentido

Q* (U*PU) *

(U*(pU)) *

((PU)*U**)

(U* P* U)

U* PU

Q* =Q (1).

Por otra parte,

QQ = U* PUU* PU

= U* PPU

U% PU
QQ = Q (2);
de (1) y (2) se tiene Q* = Q = QQ; por tanto Q es un operador

proyeccidn.

TEO. 2.5-7

Si P es un operador proyeccidn, entonces :

i) P>0.
ii) P + 0 entonces ||P|]| =1 .
Pa,

i) Si P es un operador proyeccidn, entonces P* = P = PP, lue

(PP(x) /x)
(P(x) /P*(x))

go (P(x)/x)
(P(x)/x)
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(P(x)/x) = (P(x)/P(x)) >0 ; por tanto P > O,

i) Sea x 6 H, |[P()]]? = &) /P&))
= (P2(x)/x)
= (P(x)/x)
<lle@ || [Ix]] , 1uego
e[| < |]=]]
PG| <1 si [lx|] =1
tomando
Hell = suwp {][p@I] ¢ [[x]| < 13 < 1
se tiene ||P|| < 1 . (1)
Sea P(y) % ©
2= 2D ]g]] =1
|12 |
*@ = 3 TeeoTT | = T
por lo que ||P(2)|| =1 , ademds
e || < (=[] [z < [l2l]

asi 1 = ||P(2)|| < ||P|]| , luego, 1 < P. (2)

Por consiguiente, de (1) y (2) tenemos :
[1e[] = 1.

TEO. 2,5-8
Si P y Q son dos operadores proyecciones en H, y PQ = QP,
entonces @

i) PQ es un operador proyeccidn.
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ii) S8i M = Ran P y N = Ran Q, entonces
Ran PQ =M 1 N,

Pa.

i) PQPQ = PPQQ
= PQ (1)
PQ es idempotente.
Mostraremos ahora que PQ = (PQ)*. Por hipdtesis, P y Q -

son operadores proyeccidon, luego P* = P y Q* = Q, asi -

P* Q* = PQ.

(Qp)*
(PQ)*

PQ
PQ (2). Por hip. PQ = QP.

De (1) y (2) (PQ)* = PQ = (PQ)(PQ); por tanto PQ es un -

operador proyeccidn.

ii) Sean M = Ran P y N = Ran Q
Sea y 6 Ran (PQ) = Ran(QP),
Entonces, y = (PQ)Xxy) vy v = (QP)(x,), con X; = x, € H,
y = P(zl) yy= Q(zz) con zy, zy 6 H. Luego, y € Ran P y
y € Ran Q, asi, y 6 Ran P ¢y Ran Q = M N N; por tantc -
el Ran(PQ) C (M Y N) (1); vpor otra parte, si y 6 M ¥V N
= (Ran P) N (Ran Q), entonces y 6 Ran P y y € Ran Q, lue

g0, ¥y = P(x1) y y = Q(xp) con x;, %, & H; luego

P(x1) = Q(x,), v P(P(x;)) = P(Q(xy))
P(x;) = P(Q(x,))

P(xl) = PQ(xz) , asi
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y = P(xy) = PQ(x,) 6 Ran(PQ) ; por tanto

M NN

(Ran P N Ran Q) C Ran (PQ) (2) .

De (1) v (2) se tiene que el Ran (PQ) = M N N,

TEO. 2,5-~9
Si P es un operador proyeccidn en H, con Rango N entonces

(I - P) es un operador proyeccidén en H, con rango N .

Pa.
(I-P)* = I* - p*
=1 -P (1 . Por otra parte,
(I-P)(I~P) = II - IP - PI + PP

I-P-P+PP

I -2P+P

I-7 (2).

De (1) v (2) se tiene (I - P)* (I - P)

(I-2)(T-9p) 3

por tanto, (I - P) es un operador proyeccidn. Se probard enton
ces que el Ran(I -~ P) = N ,- teniendo en cuenta que si N = Ran P,
entonces N = Ker P; bastari mostrar que Ran(I-P) = Ker P.

Sea v € Ran(I - P), entonces

y (I -P)(x) conx 6 H

I(x) - P(x)

n

x - P(x%) ,

aplicando P a y, se tiene :



P(y) = P(x - P(x))

= P(x) - P(P(x))

= P(x) - P(x)
= 0 .
luego y €6 Ker P; asi, Ran(I-P) C Ker P = N (1).

Por otra parte, si y € Ker P, se tiene

y=y-9

=y =P

= I(y) - P(y)
y=(I-P)(y), asi
y = (I - P)(y) 6 Ran(I - P)

y N = Ker P C Ran(I ~ P) (2).

De (1) y (2) se concluye que el Ran(I - P) = N .

TEO. 2.5-10.
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Sean P y Q operadores proyeccién en H, con rangos My N -

regpectivamente.

Si M l_N, entonces (P + Q) es un operador proyeccidn en H

con Rango(M & N).
Pa.
i) (P + Q* = Pk + Q%

=P +Q (1,

Por otra parte, si x, y son dos vectores cualesquiera de

H, se tiene :
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((P+Q) (P+HQ) (x) /y) = ((PP+PQ+QP+QQ) (x)/y)

((P + PQ + QP + Q) (x)/y)
((P(x)+(PQ) (x)+(QP) (x)+Q(x)) /y)
(P(x)+P(Q(x))+Q(P (x))+Q(x) /y) .

Dado que, Ran Q=N y Ran P = M, entonces

P(Q(x)) =@ y Q(P(x)) =6 , asi

((E+Q) (P+HQ) (x) /y) = (P(x) + Q(x)/y)

((P +Qx)/y), para todoy € H

luego,

P+QE+Q = (P +0Q (2),
De (1) v (2) se tiene que :
P+Q*¥=C+QYRP+Q ;

por tanto (P + Q) es un operador proyeccidn.

ii) Ran(P + Q) = M @ N.
Sea z € Ran(P + Q), entonces
z6 (P+Q)(H) ={(P+Q(x) : x 6 H} , es decir,
z = (P + Q)(x)
= P(x) + Q(x).
Como P(x) 6 My Q(x) 6 N se concluye que z 6 (M + N) ;
por tanto, (P + Q(H) C (M + N) (1).

Sea z 6 M + N, entonces z =~ x + y, con x 6 M, y 6 N, es -

decir =z P(zl) + Q(zy), 2y, z, € H.

P2(zl) + QZ(ZZ), Zl, 22 6 H

P(P(zy)) + Q(Q(zz)), z), 25 6 H
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P(P(z21)H(zy)) + Q(Q(z)+P(zy)), 2,2, € H

P(z9)+Q(z4), Q(zy) 6 Ker P = M, M | N
y P(zy) € Ker N, N | M.
z = (P+Q)(z5) € Ran(P + Q),
luego z 6 Ran(P + Q); por tanto M + N C Ran(P + Q) (2).

De (1) y (2) concluimos que
(P+QH =M+ N.

TEO. 2.5-11

Si P y Q son dos operadores proyeccifn en H, con rango M
y N respectivamente, entonces ¢
1) Las siguientes condiciones son equivalentes :

i) P - Q es un operador proyeccidn.

ii) P> Q.
iii) ||Px)|| > ||e(x)|| para todo x € H.
iv) NCM

2) Ran(P - Q) =M N N,
Pa.
i) ==> 1ii) Si (P - Q) es proyeccidn, entonces
P-Q*%=(-0Q
= (P-Q) (P-Q)
de aqui se tiene que si X es cualquier vector de H, -

entonces

((P-Q) (x) /x) = ((P-Q) (P-Q) (x)/x)
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= (P - QP - Q(x))/x)
= ((P - QMX)/(P - Q*(x))
= ((P-Q@/(FP -Q®) 20
por definicidn de producto interno, asi,
((P -Q(x)/x) >0 para todox 6 H ;

por tanto (P - Q) > 0, es decir P > Q.

ii) ==» iii) Si P » Q entonces (P - Q) > 0. Asi,
((® - Q(x)/x) >0 para todo x 6 H, luego

(P(x) - Q(x)/x) > O para todo x € H,

por lo cual (P(x)/x) - (Q(x)/x) > 0 para todo x 6 H;
por tanto (P(x)/x) > (Q(x)/x) para todo x 6 H.
Por otra parte, (P(x)/x) = (P P(x)/x)
= (P(P(x))/x)
= (P(x)/P*(x))

= (P(x)/P(x)) 5 ¥y

Qx)/x) = (Q Q(x)/x)

= (Q(Q(x)) /%)

= (Q(x)/Q*(x))

= (Q(x)/Q(x)), asi
(P(x) /%)
> (Qx) /%),

(P(x) /P(x))

Pero (Q(x)/x) = (Q(x)/Q(x)); por tanto
(P(x)/P(x)) > (Q(x)/Q(x)) para todo x € H,

luego, ||P(x)||2 > ||Q(x)||2 ; por consiguiente,
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ey || > ||e) || para todo x € H.

iii) ==> iv) Primero veamos que Ker P C Ker Q. En efecto, si
X € Ker P entonces P(x) = © , por lo que

[P ] =0 > [[em][]

de donde ||Q(x)|| =0 , luego Q(x) = © , con lo
cual x 6 Ker Q; asi, si y € N, entonces y = Q(x)
para algiin x € H.
Tal vector Q(x) puede escribirse asi :
Q(x)=P(z)+u con P(z) 6 Ran P y u 6 Ker P.

Asi, u = Q(x) - P(z). Por otra parte, u l_P(z).

Ademds, (u/Q(x)) (Q*(u) /%)

(Q(u) /x)

(0/x), u € Rer Q
=0 ,
con lo cual, u | Q(x). Luego
(u/u) = (Q(x) - P(2)/u)
(Q(x)/u) - (P(2)/uv)

=0-0
=0 .
Asi u = Q(x) - P(z) = @ ; por tanto y = Q(x) =
P(z); por lo cual y 6 Ran P y asi
Ran Q C Ran P
iv) ==% i) Probaremos que si Ran Q C Ran P, entonces P -~ Q es

un operador proyeccidn.

M
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P2 - PQ - QP + Q2

(P - Q?

(P-Q2=P-PQ-0QPF+Q,
El problema consiste en mostrar que PQ = QP = Q.

(P-Q)2(x) = P(x) - PQ(x) - QP(x) + Q(x) (1).

Por hipCtesis,

Q(x) = P(y)
==> P(Q(x)) = P(P(y))
==> P Q(x) = P(y)
==> P Q(x) = Q(x) (2).

Ademds, (x - P(x)) 6§ Ker P=M = (Ran P) .
En efecto, P(x - P(x)) = P(x) ~ PP(x)
= P(x) ~ P(x)
=0 5 por tanto
(x -P(x)) 6 (RanP) =M = {x €6 H : P(x) = 0}.
Mostraremos que (x - P(x)) € Ker Q.
Por hipdtesis,
NCM==>M CN por (TEO. 1.4-18-ii) ; por tan-

to, (x - P(x)) 6 N = Ker Q = (Ran Q)

Q(x - P(x)) =0
Q(x) - QP(x) = ©
Q(x) = QP(x) (3):

J

de (2) vy (3) se tiene PQ = Q = QP; per tanto (1) puede es

cribirse :
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(P - Q%(x) = P(x) - Q(x)
(P-Q2=P-Q (4),

Ahora mostraremos que (P - Q)% = P - Q.

®-Q*= (P + (-Q)*
Pt + ((-1)Q)*

Pk + (=1)*Qk

P* + (~1)Qk
= Pk — Q%
=P -Q (5).
De (4) y (5) se concluye que P - Q es un operador proyec-
cidn.
TEO. 2,5-12
Si T es un operador isométrico en H, entonces TT* es un O
perador proyeccidn.
Pa.

(TT*)*

]

T*%Tk
= TT* (1).

Por otra parte, (TT*)(TT*) = T(T*(TT*))

= T((T*T)T*)

= T(IT*)

= T(T*)

= TT* (2).

De (1) v (2) se tiene (TT*)*

TT*

(TT*) (TT*) ;

por tanto, TT* es un operador proyeccién.
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6. GPERADORES NORMALIS
Def. 2.6-1
Un operador T en H es llamado normal si T#T = TT*.

RESULTADOS INMEDIATOS
1) Todo operador unitario es normal, En efecto, si T es unita

rio, entonces T*T = TT*# = I, por lo cual T es normal.

2) Todo operador autoadjunto es normal. En efecto, si T es au

toadjunto entonces T = T%, asi, T*T = TT*,

3) Un operador isométrico es normal ssi es unitario.

Pa.
" ==> " Sea T un operador isom&trico. Si T es normal enton
ces T#T = TT* y dado que T es isomé&trico, entonces T*T = I,
asi, I = T*T = TT*; por lo tanto T es unitario.
"<==" 8i T es unitario, por 1) T es normal.

TEO. 2.6-1

Si T es un operador en H, las siguientes condiciones son
equivalentes :
i) T es normal.
ii) T* es normal.

iii) ||T*x) || = ||T(x)|| , para todo x 6 H.
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Pa,
i) ==> ii) Dado que T es normal, entonces

T*T = TT*; (TAT)* = T*T** vy

(TT*) = T**T* | pero (T*T)* = (TT*)*,

entonces T*T** = T*#*T* ; por tanto T* es normal.

ii) ==> jiii) Sea T* normal,

| |T*(x) | | 2= (T*(x)/T*(x)) = (x/TT*(x))

(%/T*T(x))

(T(x)/T(x))

llT)[|® , 1uego

TG

]

[T* [

iii) ==> i) ||T*(x)|| = ||T(x)|

3 por tanto
2 .
|| T*(x) || = ||T(x)||2 para todo x 6 H!
por lo cual,

(T*(x)/T*(x)) = (T(x)/T(x)) para todo x 6 H

(T(T*(x))/x) = (T*(T(x))/x) para todo x € H,
(TT*(x) /x) = (T*T(x)/x) para todo x 6 H,
luego
TT*(x) = T*T(x) para todo x 6 H;

por tanto,
TT* = T*T con lc cual T es normal.
TEO. 2.6-2
Sea T un operador en H y T = A + 1B su forma cartesiana.

Entonces T es normal ssi AB = BA..
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Pa.

" m=> " Por TEQ. 2.4-5, A =+ (T4T*) y B = 2—1 (T-T#)
2 i
1 1
AB = = (T + T%) = (T - T%)
2 2i

AB = Zi (TT - TT* + T*T - THT*)
1

AB = Z%—(TT - T%T*) por ser T normal (1.

Por otra parte,

BA = —L (T - %) L (T + %)
2i 2
BA = Z%-(TT + TT* - TKT — THT*)

BA = _l.(TT ~ T*T*) por ser T normal (2),
4i

De (1) y (2) se tiene que AB = BA.

"N e O

Supongamos que AB = BA

T*#T = (A - iB)(A + iB)

= AA + iAB - iBA - iZBB

= AA + iAB - iAB - i2BB

= AA + BR. (1)
TT* = (A + iB)(A - iB)

AA - iAB + iBA - i28B

AA + BB . (2),

De (1) vy (2) se tiene ,

TT* = T*T ; por tanto, T es normal .
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TEO. 2.6-3
Si T es un operador normal en H, y § es unitariamente e -

quivalente a T, entonces S es normal.

Pa.
Dado § ¥ T, entonces existe un operador unitario U tq
T = U* SU, 6 de otra manera, S = U T U*,
Ademids, como T es normal, T*T = TT*. Probaremos que S es

normal, es decir, S$*S = S§S%,

Pa.
§s* = (UT U*)( U T Ux)*

=UTU* U T* U*
=UT T* U*
= UT* TU*
= UT* U* U T U*
= (U T U*)*(U T U*)
= Sk G,

TEO. 2.6-4

Sea T un operador en H. Entonces, T es normal ssi T y T#*
son métricamente equivalentes.

Pa.

" 8i T es normal, entonces, por (TEOQ. 2.6-1)

||T*(x)|| = ||T(x)|| para todo x 6 H.

Luego T y T* son métricamente equivalentes.

1) == n

Si T y T* son métricamente equivalentes, entonces
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|lT*(x)|| = ||T(x)|| para todo x € H ;

por (TEO. 2.6-1), T es normal.

TEO.

i)

ii)

iii)

Pa.

i)

ii)

2.6-5

8i T es un operador normal en H, entonces :

Ker T = Ker T*

T(H) = T*(H) .

—_——

(Ker T) = T(H).

Sea x 6 Ker T, entonces T(x) = 0 , asi, T*(T(x)) = 0 ,

luego (T*(T(x))/y)

0 para todo y 6 H, pero

(T*(T(x)) /y) = (T*T(x)/y)

= (TT*(x)/y)

= (T*(x)/T*(y)) : por tanto
(T*(x) /T*(y)) = O para todoy 6 H ,

en particular, (T*(x)/T*(x)) = 0, luego T*(x) = 6 , por
definicidn de producto intermo.

De T*(x) = 6 se concluye que x € Ker T*; por tanto, -
Ker T C Ker T*# (1).

Para probar que Ker T* C Ker T basta que en (1) se haga

T = T*, con lo cual se tiene, Ker T* C Ker T** = Ker T (2),

De (1) v (2) se tiene que Ker T = Ker T*.

Por el resultado i) se sabe que, Ker T = Ker T#*, luego

(Ker T) = (Ker T*) ; por consiguiente, aplicando el -~ -
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(TEO. 1.5-17) se tiene T*(H) = T(H),

iii) Dado que el Ker T = Ker T*, entonces :

(Ker T)

(Ker T*)

T(H)  por (TEO. 1.5-17).
TEQ. 2.6-6
Si T es un operador normal en H, entonces existe un opera
dor unitario U tq T* = UT.
Pa.
Se tiene que H = Ker T @ T(H), definiendo
U:H-———>H
x+T(y) +~=--> x + T*(y) ,
se puede entonces ver que U estd bien definida. En efecto,
3] + T(yl) = X%, + T(yz), con X, = X, v
T(y) = T(yy), asi, U(x; + T(y;)) = (x) + T*(y,))
= (xy + T*(y))),
bastard probar que T*(y,) = T*(yz).
En efecto,
(T(yy) = T(y,)) ==> (T(y)) - T(yp)) = ©
==> (T(y; - y,)) =90
==> (yl-yz) & Ker T = Ker T*
==> T*(y, - yp) = ©
==> T*(y}) - T*(y,) = ©

==> T*(y,) = T*(yz) , asi ,
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L}

U(xl + T(yl)) xl + T*(yl)

U(xy + T(yz)) : por tanto U
esta bien definida.

En estas condiciones definamos :

Ul t g —s 1§
X + T*(z) +=~=> x + T(2).

U—l

estd bien definida. En efecto, sea x; + T*(zl) = Xy + T*(zz)
siendo x; = x9 y T*(zy) = T*(zz) ya que todo x € H tiene re -~
presentacidn finica en la forma x' + T*(z') con x' 6 Ker T y

T*(z') 6 T*(H), asi,

UTl(xy + TH(z)))

x, + T(zl)

1

]

Xy + T(zz) (1.
Ahora bastara probar que T(zl) = T(zz) para obtener el -
resultado que se desea.

En efecto,se tiene que :

v

(T*(z)) = T*(z,)) ==> (T*(z;) - T*(z,) = ©)
==> (T*(z; - z,) = ©)
==> (z1 - 22) 6 Ker T#*
==> (z; - zy) 6 Ker T , ya que el
Ker T* = Ker T.
Como (z, = zy 6 Ker T) ==> (T(z] - zp) = 0)
==> (T(z;) - T(z,) = 0)

==> (T(z)) = T(zp))



190.

sustituyendo ahora, T(zl) por T(zz) en (1) se tiene

U'l(x1 + T*(zl)) x) + T(zl)

Xy + T(zl)

it

Xy + ’I‘(zz)

-1 .
U (X2 + T*(Zz)) H
por tanto U™l estd bien definido.
Es inmediato que U~l es la funcidn inversa de U. En efec-

to,

Ul(x + T(2)) = (U l(x + T*(2)))

U(x + T(2))

(x + T*(z))

esto demuestra que vu-l = Ig. Por otra parte

]

Utlux + T(2)) = UTl(U(x + T(2)))

vlx + T*(2))

(x + T(2)).
Lo cual demuestra que uly = Ip, luego, se concluye que
U es una funcién biyectiva y U-l es la inversa de U.
Ahora se probard que U es un operador unitario. Es decir:
i) U es lineal (Trivial).
ii) U es continua.
Esto se demuestra encontrando K > 0 tq
[loce)|| <k ||t]| para todo t 6 H.
Mis precisamente se mostrarida que

o + TN |] = [1x + (|| = [|x + T3 || 6 sea
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||U(X + T(y))|| = ||x + T(y)|| con K = 1.
En efecto,

[|x + () ||

(x + T*(y) /x + T*(y))

(x/x)+(x/T*(y) ) +(T*(y) /x)

+ (T*(y)/T*(y))

(x/x)+ 0 + 0 + (T*(y)/T*(y))

(x/x)+(y/T*T(y)), T es normal

(x/x) + (T(Y)/T(y)) (1),

Por otra parte

2
[|x + T || 7= (x + T(y)/x + T(y))

(x/x)+(x/T(P))+(T(y) /x)+(T(y) /T(y))

(x/x) + 0+ 0+ (T(y)/T(¥))

it

(x/x) + (T(y)/T(y)) (2);

de (1) y (2) se concluye que
||X + T*(Y)|| = ||x+ Ty || 0 sea

HoGe + 2N || = [[x + T[]
por tanto U es continua. Por i) e ii) se concluye que U es un
operador.

Ahora se probarid que U es Unitario. Para probar que U es
unitario, dado que U es biyectivo, de acuerdo al (TEO. 2.3-1)
bastarZ mostrar que vl = yx,

Dado la unicidad del adjunto de U* la igualdad anterior -
queda comprobada al mostrar la condicidn que cumple U*, es de-

cir, se mostrard que (U(x)/z) = (x/U1(z)).
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Sean X, z € H de tal manera que x = x; + T(y;) y - -

z = (XZ) + T*(yz), asi

(U(x)/2) = (U(x) + T(y;)) /%y + T*(y,))
= (x) + T*(y)/xy + T*(y,))
= (x1/%9) + (x)/T*(y,)) + (T*(3p)/x,)
+ (T*(y) /T*(y,))
= (x1/%9) + 0 + 0 + (T*(y;)/T*(y,)), luego
(U(x)/z) = (x1/%9) + (T*(y1)/T*(y,)) (1).

Por otra parte,

(x/71(2))

(x; + T(y) /07 (xy + T*(y,)))

= (x; + T(y) /%y + T(yy))

= (/%) +(x1/T(y,))+(T(y 1) /%) +(T(y ) /T(y,))
= (XI/XZ) + 0+ 0+ (T(Yl)/T(yZ))

= (x;/%9) + (T(y)/T(3,))

= (x1/%y) + (y,/T*T(y,))

= (xy/x%p) + (T*(yy) /T*(y,)) (2).

De (1) y (2) se concluye que

(U(x)/z) = (x/U"l(z)) : por tanto,

vl = yx

con lo cual queda demostrado que U es unitario, finalmente se
probard que T* = UT. En efecto, si x € H

(UT) (x) = U(T(x))
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U@ + T(x))

0 + T#*(x)

T* (%) . luego

(UT) (x) = T*(x) para todo x 6 H ; por tanto
(UT) = T*,
Def. 2.6-2

Un operador T se llama inversible si existe un operador
S tq.
ST = TS = I,
Es claro que T es biyectivo y -1 = 3.
TEO. 2.6-7
Si T es un operador inversible, entonces T* es un opera -
dor inversible y (T*)"1 = (T_l)*.
Pa.
Dado que T es inversible T! existe, y rl=7lT= I,
la existencia de T~1l da existencia a (T'l)*.
Para demostrar que T* es inversible, basta probar que
existe un operador S tq.
T S = ST* =T _,
Mostraremos que S = (T_l)*.
En efecto,  TH(T D)% = (T™F T)#
(D)*

=TI (1)
-1

(r~lyxTx = (TT7h)*
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= (I)*
=1 . (2)
De (1) y (2) se tiene que T* es inversible, y (T”‘)'—1 =
(r by«
TEO- 2.6_8

Si T es un operador inversible, entonces T*T es inversi -
ble.
Pa.

Si T es inversible, entonces T* es inversible, es decir,
T y T* son biyectivas, luego T*T es biyectivo, y por consi - -

guiente inversible.

TEO. 2.6-9

Si T es un operador normal, entonces T es inversible ssi
T*T es inversible.

Pa.

" @=> "

Si T es inversible, entonces por (TEO. 2.6-8) T*T -

es inversible.

" <me ' §i T*T es inversible, entonces existe S tq

S(T*T) = (T*T)S =1 , pero

S(T*T) = (ST*)T = I , por ser T normal
= T(T*S)
=1 , asi

(ST®)T =T y T(T*S) =1 , luego
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ST* = T#S = T 3 por tantoc T es inversible,

Def. 2.6-3

Un operador se dice que es similar al operador T, si exis

-1

te un operador inversible A, tq. T = A ~ SA,
NOTACION : S similar a T, se dencta asi : § ~ T.

TEO. 2.6-10
o "

La relacidn de similaridad, v ") es de equivalencia en

el conjunto de operadores en H.

Pa.
i) " A" es reflexiva.
En efecto, T = I71T I con I inversible.
ii) " a " es gimétrica.

Si S ~ T, entonces existe un operador inversible A tq.
T = A~L SA, luego

AT = A(a~1 sa)

i1

(aA~1ysa

il

=T1SA

n
€]
=g

|
~
wn
b=
~
=g
1
—

y (am)a™l =

]
95}
E
!
—
~
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con A™! inversible donde (A-l)_1 = A; por tanto, T ~ S.
iii) "~ " es transitiva.

S1 R~ Sy ST, entonces existen A y B operadores inver-

1

sibles, tq. S = AR A y T=BRB"" SB, luego

T = 3~ (a"1R A)B

(871 A~y R (aB)

It

(ap)~! r (aB),
con AB inversible, pues A v B lo son, luego haciendo AB = C

se tiene que T = clre 3 npor tanto, R &~ T.

TEO. 2.6-11

Si S y T son operadores en H tales que S ~ T, entonces -
S* n T%,
Pa.

Si S A~ T, entonces existe un operador inversible A, tq
T=A"1sa, ast

™ = (A"l 5 A)*

((a"ls)yayx

ax(a"l g)=

Ax(s*(A™Lyx)

A% g% (a%) !

(a9 ™H L sx a0l | asf

1

T = ((a%)~1)"1 s (ax)”

con (A*)_l inversible; por tanto,

Sk A T
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TEO., 2.6-12

Si 8 y T son operadores en H, tales que S ¥ T, entonces
S~ T,
Pa.

Si § ¥ T, entonces existe un operador unitario U, tq.
T=1U*% S U.

Dado que U es unitario, U es biyectivo y por comsiguiente

inversible con U™L = U*, luego T = vlsu y por consiguiente

S~ T,
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