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Puncidn Cénecava:

Una fimcifn f(x) es cfcava si:

flx + a(z=x)) » [(x) + A E£(2)-F(0)

) » . . tos
para ie 0, 1; es decir, wna funcién es céncava si dades doS puntees

%, 2; el segnento de recta que wne a f(x) con f(z) se encuentra -

tos
por debajo del valor de la funcién f evaluada en todos 109 pun
de la recta Que une a X y z.

Puncitn Convexa:

Una funcidn f(x) es convexa, si:

Flst + Mz-x)) g £GO + 3(£(2) .- £0GO)
. . s -
para A ¢ 0, 1 ; es decir, una funcidn es convexa, sk dados 9

con
puntes cualesquiera x y z, el segmento de recta que wne 2 £0x)

. ' . a en
f(z) se encuéntra por encima del valor de la funcién f evaluad
los puntos Ce la recta que we 2 Xy 2.

Funcicnes de una Variable:

. . el
A continuacidn se proporcianan algunos resultades obtenidos pard

X » . emostraci®
eatudio de extremos de una funcidn de una variable; las d

. . : [ onan &l
nes de estos resultades se han dbviado, pero si, se propomon
gunos ejemlos 1lustrativos,

ademéSs

Entonces:

7(0 es

Condicidn Necesaria: Si f(x) es una funcidn contfnua QW€

la
tiene primera derivada continua en el intervalo a< x< D-

condicifn necesaria para que f(x) posea un extremo en el punto

. 1 pun-—
que F'(x) = 0; es decir, que la primera derivada se anule & € P

o
to x

Lmauonm CENTRAL
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Condicidn suficiente alternativa: $i la funcién f(x) estd cefinida
en wn intervalo que contenga al punto x*, es diferenciable continu‘—;t—
mente en cualquier punto del intervalo, excepto posibleménte en x°
mismo, ¥y 51 £'(x) es nula en un nGmero finito d puntes; entonces,
F(x) tiene un extremo propio en el punto x° si, y solo si, el punto
e separa al intervalo original en dos subintervales en los cuales
f'(x) tiene diferente signo. En particular, la fincidn tiene un
minimo si la derivada es negativa a la izquierda de %2 v pesitiva a

la derecha; si ocurre la situacidn inversa, f(x) tiene un maxdmo.

Ejemplos: Buscar los puntos extremos de la funcidn:

f(w) = e—l XI

Solucidn: e
e six O
Se tiene que f(x) =

e six O

resulta facil verificar que la primera derivada no existe en el pun-

to x = 0} ademds, se tiene que: a la izquierda de cero, la primera -

derivada £'(x) = e® resulta ser positiva y a la derecha de cero, la

derdivada F'(x) = - * resulta ser negativa. Por lo tanto, aplicando

el criterio anterior, se puede concluir que f(x) tiene un mddm en
x=0.

Funcimes de N-Vardables:

A cantinuacidn se muestra el desarrollo para la obtencién de las con

diciones necesarias y suficientes para extremos de una funcidn de n-va

BIELIOTECA CENTRS: . ;.
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Aln cuando la exastencia de la inversa es garantizada para la mayo-
ria de los puntos en el espacio (x,y), se tiene dificultad para ob
tener la forma analftica de la funcidn p(x); esta dificultad, pre-
de ser cbviada al utilizar la téonica del multiplicador de lagrange,
la cual involucra agregar wna variable al problema por cada restric

o
QlLan.

El desarrollo de este mStodo se hard inicialmgnte para una funcién
de dos variables, para hacer uso intuitivo de algunos conceptes de
gecmetrfa. la extensidn a un nlmero arbitrario de variables, se -

dedure de las pruebas en dos dimensiones.

Considere el problema de maximizar f(x,y) sujeta a la restriccidn

g(x,y) = 0, supongames que podemos obtener una expresién analftica

para vy = w{x); si tal funcidn existe, es diferenciable y posee una
primera derivada cantinua; ademés, se puede transformar el proble-

ma a uno de una vardiable de la forma:

max F(x, u(x))
b

Una condicidn necesaria para que f tenga un maximo en algln punto

| o
(x°, v%) es que 1a derivada e £ con respecto a x se anule en O,

v . la diferencial total de f(x,y) puede ser escrita de la forma:
. af af
df(x,y)-g)? dx+Edy

y la derivada total por:

[ BBLIOTRCA CENTR)
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Flxyy, A ) = 3x° + Sxy + 3y° + AlSx + 3y - 2)
3F<X;23X; A2 - o gx+S5/ 452 =0
BF(X,%;,)«) = Sy 4+ 6y + 3 =0

QF(X%E I D R y - 2

El resultado anterior puede ser extendidoe para incluir funcicnes
de varias variables, asi como también restriccicnes adicacnales.
Consicérese una funcidn de n variables, f(x}, sujeta a m restric

ciones de igualdad de la forma:
gi(:x)zo i=x1,2,...,m<n

Sup&ngase, adenés, que se desea localizar todos los maximos rela
tivos de f(x) sujeto a estas m restricciones.
En el mdximo relativo x°, se requiere que el diferencial de F(x)

se anule, as{: A

SRR R
kN

1=1

L1 razonamiento pogterior a esta proposicibn es similar a los ar-
gurentos dados anteriormente.

S1 los términos de primer orden de la serde de Taylor no se anulan,

e —
BIBLICTECA CENTRAL
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Si se asure que Af(x) no es nulo, se tienen m ecuvaciones no hamo-
géneas, las cuales son lineales en A . En general, wa soluadn a
estas ecvacianes existe si, y solo si, la matriz de coeficientes -
de X es no singular; la cual es la misma condicidn requerida por -
el teorema de la funcién implicita para pepmtir la eliminacidn de
15 Xy % Natese que se pueden tenexr n-m variables indepen-

dientes s1 el Jacobiano formado por las restantes variables es no

singular.

Como  se menciond antes, las condiciones necesarias pueden Ser ge-
neradas a partir de la funcién de Lagrange, definiendo la funcidn

de lagrange, comc:

m
F(x, ) = F(0 + 2 ;\.-gi(x)
. i
i=1
Tegrema: Una condicidn necesaria para que f(x) tenga un méximo re-
lativo en x° es que las derivadas parciales de la funcién ce Lagran

1
ge, con respecto a cada o de sus argumentos sea cero.

Prueba:
Si se taman las derdvadas parciales d F(x, A) con respecto
a cada uno de sus argumentos e igualando a cero el resultado, se ob

tiene:

[ RBLIOTECA CENTRAL |
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PRULBA: Suronpase aue la forme cuadratica del Teorema no es defini-
. O - O -~ N
da nepativa: entences, F(x~ + h) - f(x7) no serd negativn nara to-
RV | “« ew - b . 1. Yoy Y O ” ra . NI X P
com ot catores adnisibles de h v no sera un mdyainn yelaltives sin
o TGmywene gue la ferme cundrdtica es requerida fue ser defd
nice nevativa s6lo pera Jos M aun satisfacan las restricoimmes. por-
quo crsTaiior nunto donde len condiciones no sean satisfochas no -

cre=21ivd O condiolones necesarias, es decir

5'i(x) =0
Hanenck mestrd aue 1a condicion necesaria para aue la forma cuacra-
ties N =op definida nepativa para todas las h admisibles. es ave ca-
d- T dol polincmo definids ror el sipuiente determirente -

-

semy Nreativas:

R Ve
(Fy4-19 Fin 711 1
rﬂ,‘ ----- (F}m"U) gl]'] - . P\[m
s‘l] ..... &'ml 0 0
I s‘m) g ... O
ey
T el )
IV A,
1] =X
o
s. = 9 .-}-.<.Ll.).._ o
3 3 Xj X=W

BIBLIOTECH CENTRAL i
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2-U 0 1
0 2--1 -1 = 0
1 -1 0

(e Onnde:
(2-(0-1)-0(0+1)+3(0-(2-1D) = D
U-2 + U-2 = 0
2U - 4= 0

1= 72

ya que U= 2 > 0. Podemos concluir que el punto x = 2.5, v = -2.5

resulta ser un minimo
L2 yestante posibilidad, la cual es similar al caso seniciefinido

disciticdo antes para problerps sin restricciones $era dizovtido 2

continuacion:
E1l G1ltive resultado cbtenido. ha side reslt gnvido 3l eano Gordo o
renos o de los Jacobiancs de orden m, construido a rartir de las
m vapriables y o las m restricoionas | no o annle.
Cuando esta condicién no es satisfecha, el resultado enterdor ne
mprecenta la condieidn necesaria para o punlfo oxtrero: v goe
si se considera el siguiente ejerplo mostrade por Courant me obeow
vard su invalidez.
Djerplo:

min F(x,y) = ><2 + y2 mrjete a olnv) o= (.\'u‘\)3 S

Solucidn:

T p—————————

BIBLIOTEBCA CENTRAL
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Supdnrase que las condiciones derivadas anteriorrerte son satacie-
O O O - P
chas en el punto (¢, L U v adendis L supdiease ue este misito

es un mAvire relative.

o o .
5S¢ 2’ = [(x7) v se deline
., 0 O ,
71 <){ U = b. = IR v
i s 1) i i 1
TEORE A -
ot o
Th., -~ A
2 i 1

Trite teorema proporciona una cantirdad medible Jol caroio en Al va-

lor &ptiro de la funcifn abjetivo con respecin a carins en 1z yus

triceidn. Consecuentemente. lon ;‘(; han sido Llamaedes coaficianbos

de sensibilidad, asi tarbién variables dualzs, funcienes adiuntas
a2gnectro precios.

Pripba:

le la regla de Jda cadenn ¢l cdleule diferencial re tisns:

0
3 D G0 b
ab . 3b, 1.0

3 A e

n
P ; 1 ! &
Ry IR S ST
TN T - ax aly oo SN
o 3=1 1

>r=:»<ro s

jd t _('{\

Ul( Lk l'] =)
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Si: m
f(x) + 2
X igi(x)
1=1
es cbrcava, F(x, A, U) es cfncava. Se habfa demostrado antes qin
. e . P O
una condlcion necesaria para que F(x) sea b miximo on ¥ es que
~ . . O . .
F(z, . 1) tenga un punto estacionario en . Sin ambarvo, sio -
F(x, 2, U) es estrictamente céncava sus derivadas se anularian en
un solo punto. Consecuenterente, este punto deberd ser 2l évira
relativo. Por lo tanto, las condiciones 1.2.3 v Il son suficionto:

.. . . O
como tamblén necesarias para un maxdmo absolutc de F(x) en x .

Recuérdese que exdste una restriccién en el desarrollo dado. Tac
condiciones necesarias dadas antes. se derivaron basandose en 1o
derivacidn de las restriceiones de desipualdad.  Une O Ton g
rimientos para esta derivacidn fue que al menos wno de los JaconTa
nos compuesto de las m restricciones y m e 1o ntm variables v
1=1,2,...,n, Uj’ 1=1.2...., m, sea diferente de cero, 2ste 1=
querimicnto estd incluido en el desarrollo dodo,
H%’wmhsc&mseqmdahsdelm;amdcﬂm%(klmmpﬂ@mr.<@
P&%ﬁeqmw>&ahsrﬁtﬁcdmms&mch]ﬂfmwaﬁ >0 1 = 1.0,

-..> P. Se pueden convertir estas restriccionas a la form ubae

antes, asi:

53
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donde b, = 0 1=1,2,..., DY gri(x) = -x; el rultiplicador de
lagrange asociado a cada una de estas restricciones dabenit genr

no positivo. Las condiciones de XKuhn-Tucker son:

m
. . ()
LE I > S S0 is=12....n
i i=1 *J
e
s
)\?x. = 0 1i=1.2....,1D
o) o
. . - = = +]..... m
Ay (gl(x ) bj) 0 i = ptl. T
<0 1= 1,200
Xi >/0 i: 17-' >p
o
gi(x )¢ b 1=pti,..... m

Derivacifn alternativa de las condiciones de Nuhn-Tucker.

Existen altemativas para derivar las condicionss de Kuhin-Tuchor

a continuacidn, se muestra la derivacién hecha ror  aholtz:

Supbnpase que f(x) es diferenciable y que las unaiones “l.(?:)
i=1,2,..., mson continuamente diferenciablai. SI f(x) tiene

P . O N . .
un rmézdmo relativo en X sujeto a ,o,i(x) = 0:; entonces, exis 11 ..

o) o
conztantes Afane s xm tales qua

m
. - - 9 L
25) jg 30 3L (0 0 P = 1.0, n
e 1 3% -
- 1=1 .
Fi(x)-'-O i=1.2,, .

Sy
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Cuando evaluamos en x~ con tal ce que se obtenra uno de los cos

conjuntos ce condiciones mutuarmente excluventes

AY {1) = »n

(2) en %7, al menos uno de los Jacobianos de orden n no se

anula.

b

B3) (1) Exdste un entero h, 0 < h < n tal que en * todos 1o Jaco-

biancs de orden mayor que h se anulan. pero al menos uno de los

Jaoobianos de orcen h no se anula.

av

10 e

cxn) nara el cual dgi(x) = 0, existe un erco diferencial x = a(+)

(2) Correspondiente a cada vector diferencial dY = (du

Gefinida para -1 ¢ t ¢ 1 el cual 3¢ encusntra en la interseccidn -

< - . ,o - ( - H

co 1las surerficies gi(x) =0 v es tal que x” = al0) v dx = a® (D)dt.
L2 prueba es como sigue:

Swpéngase que se obtienen las condiciones de /. Tntonces lan co-
lumas cel Jacobiano son linzalrente independientes v forman una
base para algln espacio vectorial lineal de dirensidn n. fsi. se

- - . @) P . .
ueden 1ntroducir m constantes rara satisfacer la ecurcidn 1-
Al ; 11

necal no homogénea.

. o ;
1=1 MEX Y=

BIBLIOTECA CRENY .
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Un arcunento sinilar puede ser obtenico si las condicionas cde B

son satisfechas. Bernholtz deriva a continuacién un resultado siri-
lar a las relaciones dadas previamente pera el ceeficients d= sensl
bilicdad.

3 ()

ab..
1

-0

o, . o) .o . -
Sea z = X7 + g (y-xO)donde %~ es un maximo rolative A~ £) suicto
a gi(x) =0 1=1,2,..., my "y" es seleccicnado de ta2l ‘crma aue:

n
3. (x°)
> XDy 9 £ 0

X.
. 1
1 =1

{1,2,...,n } sisccumple Ny

pra ~lgin J e I, donde I

I = {1,2,...,h} sise cumle B:y ademas:
n o
:E ng(x ) o
——— (y. - x2) =0
i =1 axa 1 1

para toca k en I excepto k = 5

Entonces por el teorema de Taylor se tiene:

O _ .0
f(z) + 2 (@ = f60 + S Ao, ()
1¢ I Ae T

{ RIBIICTI K G T
|
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£(z) + E \p(2) = £69) + 6 5 (0)
el

.

donce 6(4) —>0 cuando 3 — 0. lsando el teorema cc Tavlor nue-

vamente se obtiene:

n

[ = BE'(X) O —

C:](/_.) 8 Z —B;'Zi_- (yl—xl) + 6](9) 8 = (AN + (Sj) 8
1=1 K=X

gonde 6—> 0 cuando 8 — 0 y A e3 una constante. Por lo tanto
o)

. Aj' (i Aipi(z) + 0 &(R))

flz) - £, N

f_i(Z/ ]

an

. (z)
J )

I

- Aj—((A+ éj)Q xj+ ii A6 5 9-08(9)) /(A 5i>9

1el
1#7

O
_( ji 236, 0 -0 5(B))/ (A + sj) 9

1eT
1%

e} .
ZE A 659 - 8808/ + 5y

iel
1%7

n
)
—~

Tomando el limite cuando 8 —> 0 el lado derecho es ipual a cato v

el resultado es:




. ~ O
g (2) 1
8 -0 ]

Cuando Fi(}O <0, las condicionas necesarias

m g. (%)
af(x) Z% \© _gi____ - N .
3% i = i= 1.2,
J 1=1 NS

son satisfzchas aln si las condiciones A o B se cunmlen.

bsta prucba es similar a la antericr.

o P e o
Para mostrar que Aj < 0 se usari la definicidon de }j

~ O
Lim f(b) - f(X ) — K
e >0 gi(Zj J

I
)
>
O

seleccionando a 9 lo suficientemente pequefio como para que Fﬁ(2)< 0

o NP . - . :
y f(z) < f(x7) por definicidn de maxamo relativo. se tiene aue:

£(z) - (%)

0
5. () >
&

v asi )\_i < 0 para toda A(j) no exactarente irual a cern

58



Fn esta seccidn se tratardn los diferentes alporitres qu? ©
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PPOGPAMACT Ol CUADRATICA

Parcancisl

para resolver un problema de procramacidn cuadratica.

- ' ‘. N - : - »'ni]’!\izn-
Un problema de prograracidn cuacréatica se define como 12 mi

.. ] T s O
cien (o mexdmizacién) de wna forma cuacdritica, como Funcl

tivo

sujeta a restricciones lineale

jeti

Lz representacidn matematica de dicho problema es:

minirizar f(¥) = C

T+ 1725

T

54

sujeta a:
AYLCD
£=Z0
doncea:
X 4
1 C + In
%5 A ek ;12 T
v = : C o= .2 Q= 21 ?2 :
% i : . fag
a Cn g‘ﬂ) 1 pn? : n:
“11 S12 v jln 21
21 22 7T Tn _ L2
A = . . . b = :
. X . B
“ml A “rn "
S7oasward gue G es simétricn v Zefinida nositive., yva que ol ¢

nula se tendria u problema estdndar ce prosraracién 1inedl:

BIBLIOTECA CENTRAI
l:.l‘vlllm,.l\!o ) N - |



Alporitmo de Wolfe:

La aplicacidén cde las condiciones de Kuhn-Tucker al proplerd O A

Framacidn cuadrética, constituye el fundarento del aleoritro & 7
. ' 2 5 e 18
Wolfe pare la resolucidon de problemas cde esta naturaleza. € =
anlicacidn resulta un sistema de ecuaciones lineales. las ¢11#18S)

mecianrte el uso de téenicas de programacién lineal se resuelverl-

ceneranco asi, la solucidn 6ptima del problema.
En prirer lugar asuramos la siguiente notacidn:

) 3N denotard 1a 1-8sima colurna de la maliiv /.

-) g5 denotara la i-8sira columna de la matriz O.

Introduciencdo las variables de holgura qi Y r? cl problera S€

convierte en:

min £(x)
sujoto A
T 2 .
a. X .= b. =
2H + Q; bl 1 1.2,....m
-x. + r? = 0 j = 1,2.....n
] ]

fhora, procecerros a formar la funcidén de lapgrance. tenicndn:

60
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m n

. E Ty ., 2 .2 . 2
i=1 j=1

for-enco 1as condiciones necasari.as . se tiene:

m
QH.):JL-+§ZA@”-U.:0 i= 1.2, n
3] ] Toq itid 3
A-(aT X -b.) =0 i= 1.2, G
171 i
U. . = 0 1=1.2 . n
171
Ax < b

y finalmente %, » y U deben ser todos no negativos.

Peescribiendo la la. ecuacidn, se tiene:

m

n
DT a.. ~ = 1 = ,
gF. - o, + :E: gljyl ZE: Alal1 Uj 0 3 1,2..... m
X] j i:l 121

definiendo y; = q? (y

L ; > 0. Con esta definicién, se tiene aue

a;x - b, = -y, y se puede sirplificar la semnda condicién rara -

m

L. + C. + Z%jxl )\lalj 0 ] 1.2.....n
L £ iz1
Ax + Ty = Db

0

%
\Y

>
v
o

it 3T

‘CA G

) Oy

s
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Aiyi =0 1i=1,2,..., m
U.x. =0 1= 1,2,....n
173

Notese un importante resultado, con excepcidn de las dod Gltimas
igualdaces, las condiciones de Kuhn-Tuder son lineales. Tl pro-
blero @5 encontrar una solucidn a este conjunte de ecuaciones e ine
cuacionas lineales donde las variables deben ser no negativas v 155
mtn condiciones de holgura deben ser satisfechas.

Wolle suedrid wi procedimiento de solucidn para cole problera ean -
do el algoritrmo simplex con una pequefia modificacién. Su superen-

cia, incluye la introduccidn de n variables artificiales no neaati-

vas vy en las ecuaciones que renresentan 3F/ = 0. asi:

n m
. D P .a.. = V. =
—L:_.I + Cﬁ + ;§: gjlxi _ >‘1&1] V] 0
- - 1=1 1=1

corenzando con la solucidn bésica inicial de v=c, v =Dbv x =10

n
E \.
1

A = 0 se minimiza

1=1
sujeto a: -U+ C+ gz % + ag Axzv=0 i=1,2,...,n
N+ y = Db

I

B BB




U =220
x 20
v oz 0
PR

v las condiciones complepentavias ce holpura

A5 =0 L= 120 m
U_ixj =0 5:1~2,...\n

Con una excepcitn (las dos (1timas fgualdades) este es un problema
de programacién lineal, que puede ser resuelto por el algoritmo

simples.

Se cebe modificar el alporitro. psrz incluir las condiclonns com-

nlerentorias de holgura.

- L

Azl cuenco se decida que Vs introducir en la soiucidn basica. nrl

mero se debe estar seguro que )'i ne estéd en 1a solucién ~ ane ).
e icual forma se mimcedera oMy vLov

se»? rarovido cuando entre y;3 de ig 5

U..

]
(hsérvose que el problems tiere 2(n+m) variables v ntm roni~icnio.
non 1Hiaealas. juite eon min cornficicnes cornmlem - itariac on haloors
Lol o= a2 0,
11 R I

L L

Cnsicercss el siguiente problera:

63
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max f(xi’XZ) = 10x1 + 25x2 - 10xi - %g - b %,
sujeto a:

%4 + 2x2 < 10

Xy + X, As 8

Xp o Xy 2 0

Recordemos que cuando maximizamos f(x), los multiplicadores de lagran
ge deben ser todos no positivos. Ya que se desea usar la técnica del
simplex, se convertird el problema en wno de minimizacién, multiplican
do la funcién objetivo por -1. Esta operacién cambia el signo de los -
multiplicadores de Lagrange. Después de realizar esta transformacién

y agregar las variables de holgura se tiene:
2 2

min _f(xi’XQ) = -10%, - 26x%, + 10x] + * 0t bR, %,
sujeta a:
x, + 2%, + qi - 10 = 0
Xy + X, ¥ qg -9 =0
X + ri =0
~X, + T, =0

al construir la funcidn de lagrange, se cbtiene:

2 2
1 + x2+LlX1x2

2
+)\1(x1+2x2 *ay - 10)

2
+)\2(}~<1 %y ta, - 9)

2 2
+U1(_X1 + r',l) +U2(—x2 + r2)



Les concdicliones necesarias y suficientes son:

oT

- . + oo+ Uy o % + - U =
27, 10 20y1 sz Ay Ay 11
L N T AV s~ U =
370, 25 4..(1 2‘.2 2)\1 + A [‘2
x1 Vq = 9
Az VQ =0
T . =
Uy 4
U2 Xy = )
o+ 2w+ = 7
%y 2x vy N
+ -+ =
Xy vy, 9
> ) Vi* }’2 bl'\ L?w )\1 >\2 > J acnce
Introduciendo variables artificiales A
el sicuiente problema lineal modificacdo:
rax g(V1>V2) = V- v,
suicte &
T3 + lbw + + _ =
xl xQ Xl AQ Li + Vl 10
b+ 2%, 4 + 0 - U -
K B Dy - Ty, 25
Xy + 2x2 + v, = 9
¥4 + Xs + =2
Cm tocas les variables no repatives v
x1L1 =0 MYy = 0
I = =
X5l N A2v2 0

1o ~rir~~~ tabla seria:
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1 2 "1 2 1 2 102 1 2
v, 10 1 0 20 4 1 1 -1 0 0 n
v, 25 0 1w 2 2 1 0 1 n n
vy, 19 0 0o 1 2 a0 0 9 1 0
v, 3 0 0o 1 1 o0 0 0 7 1
0 0 -2n -6 -3 -2 101 n 0

Introcucienco ¥, en la solucion basica. se obtiene:

1

T ’ 1 7
RC TS SR C R S T B! ? 1Y
X, /2 122 a 1 1/5 1/20 31/20 =1/20 0 i n
Vn 22 -1/5 1 0 6/5 8/5 /5 1/5 -1 0 0
yl 2.5 -1/20 0 i’ T/ -1/20 -1/2% 1/20 B 1 0
32 .2 =1/20 ) K u/5 -1/20 -1/23 1/20 0 N 1
__“_____"‘__6_/__5_ -G 0 -6/5 -9/5 -u/5 -1/5 1 0 0

fhera ., entre z la solucitn hizica, 11étese que ya seA 11 o 7\2
ne Pt arbas s ¢+ variables hasican.

oentrar. ya que yl v oy

2
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? . - [
D V1 V2 )\1 X2 A A9 t 2 \‘Ij 5
Xz 5/2 1/4 0 5 1 1/4 /b -1/n 0 0 0
v2 29 -1/2 1 -6 0 3/2 1/2 1/2 -1 J 0
yi S -1/2 0 -9 0 -1/2 1/2 1/2 2 1 0
y2 5.5 -1/4 0 -4 0 -1/4 -1/4 1/Y4 0 0 1
3/2 0 b 0 -3/2 ~-1/2 -1/2 1 n n
Ly es introcucide en la siguiente solucidn
h { : | U J
T R v M 2 V1Y
R 5 0 0 1/2 1 0 N 0 0 1/2 0
v 15 0 1 3 0 2 0 -1 -1 0
U, 10 -1 0 =18 C -1 -1 1 0 2 D
y, & 0 /2 0 0 0 0 9 -1/2 1
10 -3 I -2 -1 0 1 1 9
lz regle normal dirfa que x, <ebe ser introcducido en este orento.
Sin enpar - ya que U1 esta en 1z 30lucidn. ¥, 1o nuede ser introduc An
sin sacar A L’i‘ Asi. se introcucira a A
] « ! i\
b \1 \/2 X1 " )\1 )\2 l 2 1 \/?
¥y 5 0 0 1/2 1 0 0 n 0 1/2 0
)1 7." 0 1/2 3/2 N 1 1/7? 0 VA NV 0
t, 17.5 -1 1/2 3/2 0 0 -1/2 1 -1/2 3/7 il
vy o b 0 0 172 0 0 0 0 0 -1/? 1
1 1 0 0 0 0 N ‘) n

[N
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Ya que v, v v, estén fuera de la solucidn. el cAlculo ha sicdo com-

pletaco. La solucidn Optima es %, = 0, %, = 5 v, =0, v, =1U

1 2 ] P2 )
Ay = 7.5. 1, = 0, U, = 17.5. U, = 0 los cuales acemis, satisfacen
1-s con’iciones de holgura corplarentarias v las restricciones en

1os cimes de los multiplicadores de lagrange.

rlgoritmo de Beale.

seale ha desarrollado un método que no utiliza las condiciones ce

Kuhn-Tucke:', en el procedimiento para resolver un problema de pro-
rrarecion cuadratica.  Su método Involucra partir los v:;r'i aLles ~on
varishle2n hasicas y no bésices en cada iteracion v escribir 12 fun
cidn obietivo en términos de las variables no bésicas.

Consicdres2 que se tienen el sicuiente coniunto de restriccdfnes:

L‘-2 <b

A~ Ap.

I'e5 una matriz de ord'~n run
b es un vector de n cormonentes
7z 5 un vector de n variables
AL introcncir variables de holeura Yy 1: 1,2,.... mparn Jas m oyes

tricciorn >t e desigualdad dacdas, se obtiene el simiente econjinto -

de restricciones.

1
loa

Nx

JUTECL
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donde:
i) A es wa matriz de m x (ntm) v tiene la forra:
A= (D, T)
11) % es el vector de variables de orden (mn)vi de 12 Forma

z

riables bisicas y las restantes n seran las variables nn 'Fricaz.

AL realizar esta particidn, se ohticne:

donde:
e denota el vector de la= variables bhasicas
%13 cenota el vector de variables no bdsicas. las cunles
S0N Cero.

B es la smatriz de / ~sociada con N

F es la submatriz de /. asociada con Xio
IR

e 1a 2cumcidn anterior, se puede obtener que

a1l -1
vg = B b - B TRy,

Al sustituir este resultado en la funcidn obietive, se 1llers  a
convey tit en una luneidn solamente co Ym

qe)
Svaon~aree que se trata de un preblema de maydrizacién, v acdarman

- 1 . £ -~ . - . \
que al derivar la funcaon obletZvo con respecte o eada e e 1on
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variables no basicas se obtiene que:

Z )
9z > 0 pAara alema 1 = 1.2..... n
Ny
RIENN
GHOTA: on caso de tenerse mas de wit. se Loyt Lo agne genmin

pogitiva),

Este OLtimo resulkbado nos indica que al increrentar el valor ce

Ja variable g S€ aumentara el valor de la funcidon abiativa:
i

pero el aumento de esterd liritacde al miniro de:

: MB1
1) E1 mayor valor que nuete oblzner wp. 51n convartin

a un~ variable basica en nefativa,

11) 71 valor ce »,,. para el cual 9z - 0
Rt ax7~]5)i

Si el valor ce %ipi Se obtiene nor la condicion 1), entonons
1 I

X " a formar parte cde la solucidn basice v saldréd - 14

sn”  ion DEsica aquella varieble que se ha hecho evactemente ioyal

a o,

A

Coel o ge obtlens de la condiqion ii1) . entences sirml-s-, o

L.

32 c2fine wna nueva variable, T asi:

o3z
1 ¥my

Yy se afreca ua hueva restriceién vy = 0; aderés e Introc

-
3

e

g o iclucidn basica.

RIBLIOTRCA CENT'
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El nrocacimiento es repetido hasta que no se muecan Ablener reodn-
ras cn la funcidn cbjetivo mediante increrento en una de las va--

ri~lns no basicas.

A continuacidn se resolverd 21 mismo problema que se desArnlld

oon 2. método ce Wolfe.

Yy = 10w 2 2
max f(xiq kz) = 10x1 + 25x2 - 1Ox1 - Xy - ux1x2

sujeta a:

-~ + ~ (

/\1 2,/,2 10
2y + Xy < 9
Mys Xy > 0

Intreducienco las variables de holeure, se obtienc el conivntn de

restricciones
R, t 2%y t x, =
1 2%2 xg 10
Vi + x2 + xu =93

aonce

. 4 L *3
T x, R
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Espresando a f( ) en términos de X Se obtiene:

2
f(x3‘ XM) = 10(8+x ~2x1) + 25(1—X3+Xu)~10(8+x3—?xu)

3
2 v N’
- ('_l—x3 + xu) - H(8+x3—2xu)(1~x3+ﬂu)
8 10 ~ 25 — 20(B4+x% -23 ) + 2(1-». + ¥ )
8x3 3T 2 b
—H(l—x3 + x”) + 4(8 + X5 = 2xq)

Evaluondo esta cderivada parcial en R C 0. resulta:

af (< ) .
B - s

I

oy
o]

Luego, la funcidn objetivo decrecerd si %y €5 aurentado.

la cerivaca parcial con respecto s x, resulta ser:

0c(> L)
: )
- 90+ - - +X,— “2(1-%+¥
) 20 + 25 - 20(-2)(8 Xa=2%,) 2(1-%4%x))
(1~ - -
+ 3(1 x3+xq) Lt(8+x3 ?xu)
Evaluenco. se tiene:
97 p5)
-——— = 299
BXLI_
luepo. al incrementar ¥, se rejorexd la funcidn cbietivo.

Arora se dzterminard cuanto puede o debe ser increrentado ¥, . U3
prsiblas valores son:

i) 81 se aurenta el valer de x, mayor gue 4. x;serda nefativo,

L

ya que », = 8 + x5 - 2xu v %y =0

RIBLIOTECA CEN1,
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11) La derivada parcial con respecto a x, se anula en %y T ?799/66.

L

Tomando el minimo de estos dos., es decir, x, = 4, se tienen las si-

1

sulentas nuevas variables bésicas ¥, v X

" se inlciara wno nueva ite-

27
rcoidn resslviendo %y también ¥, en términos de Wy Y Mg asi:

Xy =5 - 1/2 (x1 + 33)

3 + -
%, Y 1/2(x3 xl)

x2 (x1>
B (x\) XNB B e

b ~3

en este cas

P
1

Lxpresando a {( ) en términcs de ¥, resulta:
LI
7

f(yl, r3> = 10x1 + 25(5-1/2(x1+x3)) - 10Xi

(5 - 1/20xy + 3w P = b (5 - /20 + %))

Bf = _ 35/2
3%y

X”B:O
i‘— = ~15/2
LAY,

%4g 0

Por lo tanto, ninguna variable no basica puede ser intrecucida

para increrentar a f( )y y asf, la solucidn ortira na si v co-
tenide.
La solucii 5: %, = 0+ %, = 0; = A

uclon es: ¥, %3 0 X Sy 2,

FLID 2 I



Algoritmo de Theil y Van der Panne.

Este algoritmo estad basado en la nocidn aue para un mroblema de
1~ forma:

max f(x) = ex + % Cx
sujeto A:

fv < b
donc en Ay € b se tienen incorporadas las restricciones de la
foer—a vz 0

’ O . .
Resultz que si »~ es una solucidn éptima del problema se curmle

que:
T .0 .
e :bi 1= 1,2,..., 0D
T © ,
a: v < bi 1=0ntl,..., m

Es decir, p restricciones son satisfechas en forma de irualdac
vy las rostantes m-p en forma de desigualdad.
. o - . e e .

Fesulta obvio que %~ serd tarbién una solucidn Optima nara el
problems

o (%) = T

max f(x) = cx + % Gx

sujeto a

3. X = D. L =

a 1 1.2.....n
M continuacién se muestra el procedimiento de este aleoritmo.
E* » 1oy nazso de este algsoritro es resolver el problera in oo -

tricodor.

7
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T
max (%) = ox + ¥ Gx

.. e . “ O .

/. la solucion éptama de este prablema se le llamara e 81 se cum-
e o)
ple que fixy < b, entonces. resulta que 12

al mwoblers original de prograracién cuadréatica.

es 1a solucidn dntima

- . o)
Suponces2, sin erbargo, que en ¥

1
a> ¥x2 > b. i=1,2,.... D
11 1 :

resulta que

es ceclr, no se satisfacen p restricciones.
Entences se resuelven p probleras de la forma

max f(x) = ecx + xT Gx

sujeto a
T
a.y» = b.
1 1
- 0O .
Las soluciones a estos problemas serén cenotadas por May 1= 120000

Si alpuna de estas p soluciones (digase xgj . J < 1n) a5 Tactible con
el problera original, es cdecir, satisface todas las restricciores del
problem> original, entonces rficha soluci?vn(x;j) 5 1o solucion Anti-
ma al problema original.
Si por otro lado. ninguna de estas p soluciones resultd sor 1a galin.-
cion éptira. entonces, por cada solucidn X(;i mn subconjunte 2e 1aa
rostantes restricciones es vicledo, es decir:

T .o

. 9] .

IN

D
doncle:
Vi) es el conjunto de indices asociado con las yesbricoisnag

violadas en el punto x.

{ RBLIOTRCA o AT .
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£ continuacidn se resolverén una sucesién de rrobleras. sujstos a
dos restricciones de ipualdad. Si una solucién Antirma de cuelquie
e 7 oestes probleras resulls cop Caotible con el problera oriol-
nal v 82 1o solucidn a los prebleras sujetos a wma 50)Aa restriceion
active vicla la restriceidn libereda o inactiva. entonces la solu-
cién rosulta ser la solucidn dptira del problerma oricinal.

A continuacibn se describe el proceso en una forma ras PYecisa.
Considere problemas sujetos a & restriccionss activas.

[l

a’x = b. 1 = . X
3 5 1 1.2....
/cerds, surdngase que al menos une restriceidn del problama oricd -
nol o on vielada por cada zolucidn el conjunto antorior 2r nyehlo-
MES . GS ceclir,
V) #
% 0 para toda k

Entences. 2 cada conjunto de restricciores actives cde lam ciales se
L. .O 2 . > H
oirtuvn ;. se le asregard una de las restricciones el corjunto -
y O Z
\/(7-,]() Y se resolvera este nueve problera

s s} - .
JAa =0lumdn a mo de estos nusvos nyoblemas , Fpq - O 1o anlucdn

ontive del problema original, si v solo si:

1.) 1'\J<](<D+1$ b

2.) La solucidn &ptima del conjunto de J+1 problemas renera-
dos al 2lininar, una a la vez, una de las restricciones, ' icl» 1a

Y = “emén que ha sido elirinada.
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Ejemplo: A continuacidn se resolverd por este alroritmo. el misro
problema que ha sido resuélte por los otros dos aleoritmos.

Considere el problema

2 2
max p = b - w, = Y. o= MNu v
max F(Yl, X2) 103, + 25% 10x1 Yy TP

1 2 172
sujeto a:
(1) Xy + X, g 0
(2) xg 2><2 < 10
(3) X, 2 0
(v) Xy % 0

El alroritmo de Theil-Van cder Panne primero resuelve el nroblere

sin restricciones.

2

2
¥ (% ., = P 25%,, - 10%, - . - bY
ray (<1_ xz) 10/1 + ?5‘<2 0v1 Y Hxl 5

Fesolvienco este problema, se tiene:

A 90~ 20w, - ux. = 0

axl 1 2

of _ _

- 25 - Mxl - 2x2 =0

2 . 40 115
la solucidbn a estas ecuaciones es Xy Fomq7 0 Xy T

Lste punto, viola las restricciones 1, 2 v 3. /si. se ticne aue:

1 = v<><C1’> = {1.2.3)

Siguicndo el alporitmo aiora, tendriamos que recolvnr b et

problemas. Lllos son:
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1. rar :F('xl, }12) suieto a ot N, = 9
2. mau f(xl._. %,) suieto a ot 2, = 10
& omax i, 3 j o= AN

b4 1 ‘<2) sujeto a 4

e’ neselver el oroblema 1 reculta cue:

33 .. 159

177 Ty i

r

1o cwrl viola las restricciones 2 v 3. v por lo tanto
V() =
¢ le) {2.3}

L& goluciZn al problema 2 yesulta gar el punto

70 365

Y= - ». =

- 33 2 66
este. viola la restriccidn 3, teniendo asi que:

v:S) = {3}

22

L~ solucion del problema 3 serd:

2

on

:-:1 =0 :-f2 =

N

la cual viola las restricciones 1 v 2. Por lo tanto

D _
\\.>23) {1.2}

Erora, cederemos resolver une sucesién de problermas suicetos

restriccicnes de 1eualdad.
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El problema 1 de la iteracidn previa. penera dos prablersz nueves.
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los zuales son:

1.1 may f(}:l- ):2)

siate A

1 2
x, + 2%, = 10
1 2
AV
1.0 oy (5, >
1° 2)
suiete a
®, + ¥, =3
™ 2
%, =0
1
la sclucidn al problema 1.2 (v, = ° X, = 2) vinla la yre-tvioeiAn 2.
Pesolvienco el problema 1.1 rosult> que %y = a. Ny = 2. 1a ~ual sa-
tisfree todas las restricciorcs A0l nroblepa oripinsl.  "iore co -

arlicerd la sesunda parte de 1= ro~la que se ha dacdo. L vecla cice
que al resolver los problemes cenersdos al liberar wna rostriccién

a 1~ ver ceben resultar puntns me violen la restriccion libereda.

Les nrebleras con las restriccicnns liberacdas una a la vaz onn Siv-
nlereiit2 los probleras 1 v 2 resnectivamente. Ja soluciAn 21 mo-

bla=r 1 viola la restricci®n 2, nevn 13 solucién Al problers 2 mn -

viels 3o yostriceldn 1. v oasi. nuestra reela nos indica ant el mumtn
nn 25 ootiTo.

Continuendo con el proceso. renersyemes A partir del nrohjemn 20 <1

sisviart: nroblera.



2.1 rax flx, . %))
1 2z

sujeto a

la selucidn a este problera results ser:

. =0 22 =5

fplicanco la sepunda parte = 12 rorla para chequaar 1a ontir»lia -

daé cdel punto, resulta que ~1 liberar una de estas restricciones

a le vez. se ootienen los siruientkes problamas.

rax J(‘vi. xz) max ;(V1A :<2)
Yy
siijeto & ¥4 + 2x2 = 10 sujeto a ¥y =0

perc. resulta que estos son los mmoblemas 2 v 2 respactivarents,
Lr solucian al problema 2 viels 1a mstriccidn 3 v 1a solucién Al
pble=a ? viola la restriccidn 2. fAsi. le recla es satisfechn
y el punto ¥y =0, X5 = 5 ha result~do ser 1a solucifn ontira del

prehlera oricingl,

80
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PROGRAMACION CONVEXA

En esta seccidn se estudiard el problema de Programacidn Conveya,
como una primera aproximacidon podemos decir que un problema de pro-
gramacion convexa, es aquel en el cual se busca minimizar una fun-
cidn convexa; sin embargo, no debe de olvidarse que minimizar una -
funcidn convexa F(x) es equivalente, a maximizar una funcidn cénea—
va f(%), siempre que f(x) = ~ F(x)
Formalmente, un problema de programacifn convexa se define asf:
Definicidn: Sea U un conjunto convexo en R y £: U =R una funcién
céncava. Un problema de programacidén convexa es: maximizar £(x)
sujetaagi(x) <0 i=1,2,,.., m
donde cada una de las funciones g U + R son convexas.
Por conveniencia en la notacién, se definird wna funcién vectorial
G: U ‘-Rm, tal que G(x) = (gi(x),...,gm(x).
El conjunto factible para el problema de programacidn convexa, se
define asi:

A;Zd:{X e U G(x) < 0}
El problema requiere que se encuentre un punto X e 9'—_, tal que,
sl ese punto existe, f(x) « f(x*) para cualquier otra x e 5’7
Resulta fécil demostrar que el conjunto 7 de solucicnes factibles

es convexo, ya que:

———
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m
7: ﬂl { xe U: gl.(x):<0}

Es decir, Z es la interseccién de un nfmero finito de conjuntos
convexos.
Si todas las funcicnes involucradas en el problema fueran di feren
ciables, la técnica del multiplicador de Lagrange pudiese ser utili
zada; es decir, tendrfamos la funcién:

F(xy A ) = £60 + 28,00 + 28,60 + oo+ ) g (0
aln cuando no se ha tomado ningfin supuesto de diferenciabilidad, re
sulta Gtil considerar esta funcidn; obsérvese que cuando A < 0 se -
fija, la funcién F(x, 2 ) es wna funcién cdncava de x en U; y ade-
mas, cuando se fija x e U, F(x, ) ) es una funcidn convexa de X .
Para tal funcién, el 15unto (x*, A*) € UxRT es un punto de silla, si
para toda x € U, 2e RT se cumple que:

B3 B3 s b3
Fxy, 2) s F(x, 2) ¢ Fx . )

>

la cuestidn de saber si wn problema de programacién convexa tiene

© no soluci®n, estd intimamente relacionado a la cuestién de que la
funcidn F(x, A ) definida anteriormente, tenga o no un punto de si-
1lla. Para establecer precisamente la conexidén entre estos dos pro-
blemas primero se necesita definir el siguiente término: Un punto -
X € }—es 1lamado solucién estrictamente factible del problema cle

programacién convexo si g;(x) < 0 para todo i = 1,2,..., m




Teorema:

Nos referimos al problema de programacidn convexa como Py a la fun
cidn f(x, X ) definida anteriormente:
(a) Si F tiene un punto de silla (x*, 'A*) € UXRT, entonces x*
es una solucidén dptima de P.
(p) Supdngase que P tiene una solucién estrictamente factible s,
Entonces, si P tiene una solucidn &ptima X*, existe un )\*e

R’T_n tal que (,xn, A es wn ﬁunto de silla para F(x, )

Prueba:
(a) Si (x“, A e UXRT es un punto de silla para F; entonces,
& la definicién de F se tiene:

£(x) + <x G(x)> < f(x) + Q G(x*>§ £(x) + <x ,G(x*)> (D)

para toda x e U, A ¢ RT

De la desigualdad del lado derecho, se tiene:
(7 et < <A, 6xD ) N>

ya que &sto debe cumplirse para toda A < 0, resulta que G(x*) debe

ser menor o igual que cero, por lo tanto 'x* e S

Tarbién, ya que G(x*) < 0, se tiene que <)\*, G(x*)> > 0, pero si

se selecciona X = 0, se obtiene la desigualdad opuesta al. sustituwr
en (2); por lo que podemos concluir <A-::\ C(‘»:.::)> = 0, as{ tanbién

se puede concluir que el lado izquierdo de (1) se puede reescribir

Ve

asi:

Lmauomcx on* "k

untea= ' = . . .



flx) + <>\*, G(x)>< f(x*)
para toda x e U. Ahora, s1 x € f donde G(x) g 0, se tiene que
OF, s > 0.
Por lo tanto, se puede concluir que f(x) < f(x*); con lo cual -
termina la prueba de la parte (a).
Parte (b): Para probar esta parte, primero se necesita definir -

dos conjuntos My N en Rx R" de la siguiente forma:

1

M= 100, M para algin x e U, A [ s fGO, 2 2 6]

=
1]

{ O, WA > £x), A <Oparais 1)

El canjunto M es convexo, como puede verse al considerar una com-
binacién convexa de puntos en M y haciendo uso del hecho que f es
concava, y que las gi(x) son canvexas. E1 canjunto N, siendo la
interseccidn de mt1l sentt—esi)acios, es también convexa, Ambos -

conjuntos tienen interiores no vacfos y finalmente, se desea mos—

trarqueMﬂNz{.

Considere un punto ( Ags A , ).m)_ e M. Si el correspon-

15 Agrenns
diente x no esti en 52‘5 entonces, para algin 1 = 1,2,..., m, se
debe curplir que gl.(x) > 0, de aqui que A 0, lo cual excluye
al punto de N. Y, si el correspondiente x e }:entonces de la -
candicidn de optamilidad de x*

A < f(x) < f(x*)

0

8

T
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lo cual, nuevamente excluye el punto de N.

Ahora, estamos dispuestos a asegurar que existe un hiperplano H que
separa a My N. Es decir, existe un vector no nulo (ao, a) e Rx R"
y un nimero real o tal que, para todo Ogs M) e M, (2, 2) eN.
+

aoA <a> >\>s a g az, + <a, z>
ya que el lado derecho de la desigualdad se cumple para toda
zg > f(x ) y toda (Zl’ 22,...zm) con z, < 0, se concluye que a_ » 0
y a <« 0.
Ya que para cualquier x ¢ U, el vector(f(x), G(x)) e M mientras que
el vector

z_ = (f(x ) + €,> €

1> “EFeens —em) = (f(x ) + Eqr ~ € )

estd en N, se puede usar la Qltima desigualdad para escribir.
2, 03+ (2 600) g a(fx) e - <a, &)
al hacer que e, 20 v € 20, se obtiene:

af00 + (o, 80D « a fx)

esto Gltimo se cumple para toda x ¢ U, y en particular para la so-
lucidn estrictamente factible s. Como a >0, yaaque si a =0, en-
tonces <a, G(s)> <0 1o cual implica que a = 0, violando el hecho de
que el hiperplano H es determinado por un vector no nulo.
Asi, se puede multiplicar la (ltima desigualdad por 1/ao, cbteniendo:
() + 1/&\10 <a, G(x)> S f(x*)
o + {(1/a)a, 600Y < £(x)

haciendo A = (l/ao)a, se obtiene:
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£(x) +<x"‘, 60y € £(x)
para toda x ¢ U. Ya que ésto es cierto para X = X , <>~“7G(X“)>$ 0.
la desigualdad contraria se cumple siempre para X € F, asi.

<m G(x*)> = 0

Pudiendo extender la (ltima desigualdad, asi:

£ + <m G0) < F(x) + <x G(x Dy < () + <)\, G

lo cual se cumple bara todax e U, 2 ¢ RT . Concluyendo asi 1la
prueba.

Las conclusiones de este teorema pueden, i>or supuesto, ser estable

cildas sin hacer referencia especifica a la funcidén F(x, ).

N

En la prueba de la parte (a), se dijo que si (x“, A7), fuese wn pun
to de silla, entonces
fGo + 1igi(x) L ?\mgm(x)

tiene un miximo en % , y

Estas condicicnes fueron suficientes para implicar que P tiene una
solucién optima. En la parte (b) se dijo que si P tiene una solu-
cidn estrictamente factible; entonces, la existencia de una solucin
Optima en x* implicaba las condiciones anteriores como wna consecuRn
cla necesaria. Ya qQue 7\* SO0,y G(x*) < 0, la sepinda condicidn nos
dice que si gib(*) < 0, entonces A, = 0. El teorema anterior se -

puede reestablecer de la siguiente forma:

{ BBLIOTECA C

meTEmR A K

M

-



87

Teorema: Supdngase que el prcblema de programacidn convexa tiene
wna solucidn estrictamente factible. Entonces para que P tenga -
una solucidn dptima en x*, es necesario y suficiente que exista -
un x € Rm que satisfaga las condiciones de Kuhn-Tucker; es de-

cir, que f(x) + [Algl(x) + ...t }\"gm(x)] tenga un maximo en

el conjunto U en X , y que si gl(x )< 0 entonces }\ = 0.

Ahora, se realizarda un pequefio estudio acerca de lo que es el teo

rema de Dualidad para programacién convexa.

Primero, reestableceremos lo que es el problema de programacidn -

canvexa.

Prcblema Primal (P): Maxdmice la funcidén cénecava f: U -+ R, sujeta

a las restricciones giCx) € 0, donde g.: U~ R es convexa (1=1,2.

Definamos:

m

L:R -»R ﬁor

L ) = I - s = e .
(a fjjﬁ F(x, 2 ) }S{ELIPG [fcx) + 8,00+ pmgmm]

para wna x fija, F(x, 2 ) es wa funcién affn de » , y L es, por -

lo tanto, el supremo de una familia de funciones convexas (afin), rn

sultando asi, que L es convexa. Sea T el conjunto en el cual L eg
finita, llamemos a & el conjunto factible para la funcidn L.

* Problema Dual-(PN): Si F £ ¢ , minimice la funecidn convexa

L : RT + R en EE:Z

L.m)
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Teorema de Dualidad de Xuhn-Tucker:

Sea P un problema primal de programacidn convexa, y sea P’ el pro-
blema dual.
(1) Si x es una solucidén factible de Py A es una solucidn -

factible de P::, entonces f(x) ¢« LY

(i1) Supdngase que P tiene una solucidn estrictamente factible;
entonces, si el problema P tiene wna solucién &ptima x , el proble

ma P’ tiene una solucidn 6ﬁ)tinﬁ Ay f(x) = W A ).

Para poder demostrar este teorema de dualidad, se hace necesario el
siguiente teorema:

Teorsma: Sean Uy y conjuntos arbitrarics y supdngase una funcidn .

k +Ux ¢y~ R. Entonces:

Swp inf k&x, y) <« inf Sup k(x, y) ——m——— (a)
xeU ye v ye vV xelU

ademés, si existe un punto (x , vy ) e Uxy tal que

k(x, y“) < k(X:;, y“) < k(x*, 17 P, (b)

para toda (x,y) € U x v , entonces (a) es wna igualdad y amos tér

minos son iguales a K(x“, y”),

1l

Prueba: Sea f(x) = inf k(x,y) y g(y) = sup k(x,v)

Yev xeU
clararente f(x) < k(x,y) < g(y)

para toda (x,y) € U X y y consecuentemente:

BIBLIOTECA CENTE
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sup f(x) g inf gly)
xeU ye V

con lo cual, se prueba (a)

Ahora, supdngase que (xx, y":) satisfacen (b). Entonces

K(x , y) = inf k(x ,y) = £(x) g swp FG)...——mmm ()
ye v =elU
y
k (x,y ) =swk (x,y) = gly) zinf gly) ————--mv (d)
xeU yev

de (c) y (d) resulta

inf gly) < k(x“,yu) & sup f(x)
ye v xelU

inf gly) < sup (%)
Ve v xeU

De este (ltimo resultado y de (a) se obtiene la igualdad deseada.
fhora, se pasard a probar el Teorema de Dualidad
Prueba: (Teorema de Dualidad)

Si se define F : U =R por

. £(x) X € 7
F (x) = inf F(x,x) = -
?‘ERm -0 x €U - JL

Entonces., de acuerdo al teorema anterior se tiene:

F () < sup Fz:(x) < Inf LV ¢ LD

xelU ye Rm

para toda x € U, 2 e R

Esto nos indica que f(3)¢()\) para t. -

L1 1] [} Wl 1

rasauonct CENTRAL
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X € ;77[, y € ZE::, estableciéndose asi, la parte (1) del teorema de
dualidad.

De los teoremas anteriores, se sabe due la existencia de una solu-

cidn &ptima x de P implica la existencia de wn ye RT tal que
(x , A ) es un punto de silla para F(x, 1), si se utiliza nueva-

mente el Ultimo teorema, resulta que F(x) = LA) o equivalente-
mente f(x ) = L(’A“)'. Esto combinado con la parte (i) hace que

sea wna solucién Sptima de P .

Existen ciertos métodos 15ara transformar un problema con restric-
ciones en un ﬁ)roblema sin restricciones. Uno de los métodos mas
prometedores es la técnica de funcidn de penalizacién o también -
1lamada técnica de minimizacidn secuencial sin restyicciones.
Consideremos el siguiente problema de programacion convexa:

minimizar f(x)

Sujetoagi(x) g 0 ' i=1,2,...,m
dande f(x) y g;(x) son funciones convexas.
Para nuestro 1I>rop65ito, es mds conveniente considerar problemas
donde las desigualdades estdn en sentido inverso, es decir, proble
mas de la forma:

minimi zar (x)

sujetoahi(x) > 0 i=121,2,...,m

donde hl-(x) = —gi(x) . Obsérvese que no se pierde generalidad al con

Lmauorldi CENTRAL !
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siderar problemas de esta forma.
la técnica de minimizacidn secuencial sin restricciones requiere

que se construya la siguiente funcidn:

= F( 1 -
P(x, rk) = f(x) + . i TRCV k=1,2,....
1=1 1
o> 0
y quo se minimice la funcidn P(x, rk) para una succsidn decrocien-

te de valores de rk.

A continuacién se demostrard que para un problema de programacion
\ . . . .

convexa can un punto interior factible a las restricciones; los

x(r ) correspondientes a r, convergen a la solucién &ptima X cuan

do k+a , si rk+0 cuando k- a.

Ya que f(x) y gl-(x) son convexas la funcidn p(x, rk) es estricta-

mente convexa para ry_ > 0. Asi el minimo de P(x, I‘]f) ocurre en el

puntc dande

vy ademids, este punto es (nico.
Para demostrar que la sucesidn de los x(rk) converge a x* se usara

el argurento dado por Flacco y McCormick. Seleccionemos un €> 0 tal
que para algln e Jaz—‘

3
Ay

£(x°) - f(x*) < /2
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ésto es posible, ya que:
. B ;L‘
1) flx) 2 f(x ) para toda x e
11) se asumird que [ es difercnciable y por lo Linto, on contf-
nua.
. . - . . O .
A continuacidn, seleccicnemes algln k, digamos k—, tal que

e

O < mn (1/2 m)  h.(x°) e
i

i
Por definicién de £(x ) , se tiene:

f(xo) < min P(x, r'k)
X

=P [x(rk) R I"I;I
la @rimera desigualdad se cumple ﬁorque

— 1
P(’X, I‘kj = f(x) + I"k i 'm)
1=1 1

v r‘kz 1/hi(><) >0
i=1

Pero P[x(rk) s T ] < P [x(r}’o ). .0 —l porgue x(rk) minimiza a

r [x(r‘k) R 1"]&1 . Con nuestra seleccién de k° podemos escribir:

£ < P [x(rk), r}&] < P [x(rk"‘)‘ P}J < P [X(PkO)‘ r'ko]

el Gltimo paso se sigue del hecho que r < rk"-‘.

Por lo tanto:

P [x(r‘ko) \ r‘k]

t

m
r [ X(TkO) Z (1“ o)]

m

- ]
< [no ]+ e DEECTY

=P [x( 1 o) - r],‘o]

[ BIBLIOTKCA CENTRA'. |
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la desigualdad es probada facilmente por:

1) restando I ]__x(r‘,(o)] de ambos lados v
m

11) recordando que Z Hﬂ[{(l?a]— > 0
17K

1=1

E1l vaso final involucra recordar que:

P [x(rko) , rkole P [xo) .

ko] = £ + 1y

k

de todas las desigualdades anteriores tenemos:

f(x*) <P [x(rk) , rk] < P [x(rko), rko] S f(x*) F oo

pero, por continuidad y la seleccitn de x° sabemnos que:

) GO < 5D+ e/2

P . Y E ’ O
i1) ro < mn o hj(x)

J

m

93.

Usando estos dos resultados en el lado derecho de la desigualdad

se tiene:

£(x) <P [x(rk), rkl < f(x*) + £ 4

£
2 2

f( x“) + €

asi, cuando k » «a , P [x(rk) , rk] debe converser a f(» )

Como un resultado de esta convergencia y el hecho que ry + 0 cuandio
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3
1/2 1/2 ]
\:( “+ 1) + 1 1/2 r r
P(l") = + r + " +
3 (r1/2+1)1/2 ] r3/2
3
lim P(r) = g— = %
0

y los valores de x1 \Y% x2 son:

X‘l = lam (r1/2 + 1)1/2 =1
0
x2 = Lim ri/z = 0

-9

Hasta ahora, sdlo se ha dicho que P [x(rk) R Pk] converge a f( x*)

en el 1limite. Uno puede concebir la gran cantidad de tiempo de com
i)utacién utilizado ﬁara minimizar la sucesidn de las funciones p _
con muy ﬁeqLeﬁas mejoras en f(x) durante el curso de un gran nimero
de iteraciones, Sin embargo, usando la teoria de Dualidad, se Due—
de desarrollar una cota inferdior a f(x*) , usando esta cota infe-
rior junto con el valor actual de f [x(rk) ] Como Wa cota superdor
se pueden cbtener limites superior e inferior para f( x*) , 51 en _
algln paso del proceso, estas cotas se encuentran 1o suficientemen-

te cercanas, el proceso puede ser terminado.

la cota inferior, es desarrcllada a continuacion:

Dado el siguiente problema primal de programacidn conveya:

BEICERBIBAD NE Kb RAAVADER
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minimizar la funcidn convexa f(x)
sujeta a
hi(x) >0 i=1,2,..., m
donde h_i(x) son funcicnes céncavas
Este problema brimal tiene su problema dual, el cual sera:
maximizar F(x, » ) = f(x) - ii )‘ihi(X)
iz

El problema dual estard sujeto a las siguientes restricciones:

v

an = 0 j=1,2,...,n y)\i;o 1= 1,2,...,m
si se define:
. T
An(n) = — K i=21.2,....m
l k 2 9 9 N
h, x(n)
1 k

entonces?ki.(rk) > 0
Este punto también satisface las restricciones del problema Dual,

porque en *(xr, ), se tiene:

m
TP - 2f S f
X . Tk '”W
J l—jb

sh.
1
oX. {
]
3 2

h

x(rk) 1 X(rk) x(rk)

BP/‘axj x(r ) es igual a cero, ya que x(r ) minimiza a PG 1y )

k
Anteriormente, se habfa probado que para algin k, existe un e tal que
f(x) < £ [ x(rk)] < f(x) + e

y ademas que:

BIBLIOTERCA CEI
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m

1
0 «< L2} Z }L{J-.:F(rk)] <€

i=1

Rearreglando la (ltima expresidn resulta:

m
1 < 0
- e< T I z h. x(r )
1=1 1 k

Conbinando las dos desigualdades resulta:

bS . i 1 P
flx) -e < f [X(r‘k)] ~ I’k._ h—[vxm < f(x ) + e
1=1 "2 k
la parte central de esta desigualdad es la funcién dual, siempre y
cuando A, se defina aﬁrcpiadanente, del teorema de dualidad se pue-

de concluir que:

m

= u 1 B o . P !
filx) - e < I[x(rk)] -1 ZE__ Eztgagijj—- ¢ M) < [(x) +¢
1=1

luego, wna cota inferior de f(xx) es el valor actual de la funcién
abjetivo Dual, la cota superior es el valor actual de [ en la itera-
cidn k-€sima; si en alguna iteracién la diferencia entre la cota su

perior e inferior, la cual es

m

E : 1 . »
ba¥ -j;TIGK;ijh-, es suficientemente pequefia, los

i=1 ]
cdlculos puedcen ser terminados.
Por Gltimo, se hablard acerca del esquema para seleccionar el valor

inicial de x para minimizar P(x, rk); algunos trabajos indican que

IOTECA —7 . .
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el procedimiento de extrapolacién puede ser usado para estimar

x(frk)

Asi, dados x(rk_2) R x(rk_j) > Tye_no T

es declir s resulta razonable seleccionar como un valor inicial de

;v el siguiente valor de r,

x(rk) el valor obtenido de

Q(rk) = g+ brk

(’)?(rk) indica wn estimado de (1)), donde a y b son determinades

por la informacidén acerca de x(rk_2) y x(rk_i)

En la préctica, un procedimiento ligeramente mis general es usar -
la informacidn de las {iltimas tres soluciones &ptimas x(m _3) \
X('rk._Q) N *x('r»k_i)' para obtener una ecuacidn cuadrdtica para estimar

x(.rk) .

‘ BBLIOTECA CENTRAL |
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PROGRAMACION DINAMICA

INTRODUCCION :
. . la optimizacién de -
En esta parte se tratard lo que concierne 2

) ] er representada como
sistemas en los cuales cada variable puede 5 pres

s - ct asos es el -
una funcidn de un par&retro (pardmetro que en TMUChos <

. +imizacién
tiempo). En estos casos, se trata de un pr.oblema de optir

' . . ctoria épti-
dindmico y el problema consiste en determind” la trayector P

ma.

' : . - . . . . - . . « . dos _
Los problemas de optimizacitn dindmicos san pastante utiliza

U T R PO . N 1
. - : ] : - trol dpltima, en ool ol
en problemas de inventario, prablemas de co Ul >

sefio de sistemas de procescs de etapas multiP1€S: etc.

la basi ' I ndmi o
Para ilustrar 1a diferencia bisica entre un Sistema dinamco Vv

se tilene

estitico consideremos €1 siguiente ejemplo: SUPANEASE Qe

el problema de geterminar la politica de inventario Eptima para -

gifieren (nicamente en las propiedades de la deman

dos sistemas que

da cel i capio; €0 el primer sistema, la razdn de demanda y, €9
a del inventarios

tant decils no depende del tienpo, mientras que en el se-
constante, es

) 260 de demanda es una funcidn del tiempo, como lo
gundo caso, la T

figura:
. .nte
muestra la siguien®

1"( t) W

* >
[ — _ ;

————

! BIBLIOTECA CHNTSAL
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Ya que la razdn de demanda en el primer caso es constante, sblo se
necesita especificar la polftica de inventario &ptima para un perio
do como nada cambia de perfodo a perfodo la politica serd Sptima pa

ra todos los intervalos de tiempo futuros.

El segundo sistema es mas complicado, ya que como la razén de deran
da varia con el tiempo y, en general, no serd la misma de un perfo-
do a otro. Este sistema de inventario es dindmico porque sus bPro-

pledades varian con el ﬂe@o.

Existen tres técnicas para resolver lo que se le ha llamado un pro-
blema de optimizacién dindmico, ellas son: el calculo de Variacio-
nes, E1l Principio de Maximo y la Programacidn Dindmica. De ellas,
la Gltima es la m&s general, un mayor nlmero de problemas puccan -

ser resueltos por dicha técnica; ademds, ésta serd la técnica que se

desarrollard en esta parte.

Los problemas de optimizacién dindmicos o también llamados proble-
mas de optimizacidn de etapas miltiples, aparecen en varios contex-

tos; a continuacién, se presentan tres ejemplos para ilustrar la ne

cesidad de optimizar un sistema dindmico.

El primer ejemplo que consideraremos es un problera de control &pti
mo, supngase que se tiene un cohete en la platalorma de lanzamien-
to y que el objetivo deseado es hacer que el cchete golpee un blan-

co mbyil en un intervalo de Hempo dado, el blanco tomard acciones
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evasivas recién se inicie el intento de golpearlo; 5i se asure qun
el cchete puede generar cierta velocidad para alcanzar al blanco,

entonces el problema serd generar un conjunto e comandos para que
el cohete esté en disposicién de golpear al blanco en el intervalo
de tiempo dado; éste es un problema de decisién de mbltiples etapas
ya que se observard el blanco y de sus acciones se generard, perid-

dicamente, una nueva direccién y velocidad para nuestro cohete.

El segundo eje@lo es el disefio de una sucesidn de unidades de pro
ceso que acei‘atarén wna cantidad de material y produciran un produc
to acabado de calidad aceptable; 3'/a que la salida de una unidad de
la sucesidn es la entrada de la siguiente, el disefio de na unicad
dependerd del disefio de la unidad que le precede; el cbjetivo desea
do es minimizar el costo de la sucesién de wnidades de proceso mien
tras se mantiene una calidad aceptable., las decisiones que pueden -
ser hechas son las esl‘)ecificaciones de disefio de los componentes in
dividuales del sistema, este es un problema de decisiones de malti-

ﬁles etapas.

Como ejemplo final, caonsideremos el problema de precisidn, supdnpa-

se que se desea maximizar la precisidn de un sistema sin exceder una
cantidad dada de dinero para su construccidn. F1 sislera es una Su
cesidn de companentes arreglados en una serie de etapas, de tal for-

ma que si una etapa falla, el sistema completo falla; una etapa es -

ENNLID. 2A L
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definida como un grupo de coﬁponentes idénticos, arreglados de tal
forma que sblo uno esta oﬁerando y los otros estan esperando, en el
caso que el com@onente original falle, uno de los otros conpaonentes
entra en operacién inmediatamente. La decisidn en cada etapa es el
nmero de companentes redundantes que se deben instalar; sin olvi-
dar que, los combonentes adicionales en cada etapa mejoran la preci

sion del sistema, pero también, aumentan el costo.

\ . . .
Todos los procesos de decisién de etapas mGltiples tienen ciertas -
similitudes, considere el broceso de decisién de una etapa represen

tado en la siguiente figura:

X

r(s, v, D)

Todos los procesos de decisidn tienen ciertos pardmetros, represen
tados en nuestra caja como entradas, éstos pardretros, X, proporcic
nan toda la informacién relevante acerca de las entradas a la caja,
y son llamadas variables de estado. EI1 siguiente componente de un

proceso de decisidn es el conjunto de variables por el vector Dy -

son llamadas variables de decisifin. Asociada con cada decisidn 1

(T T——
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y cada variable de estado x estéd una salida de la caja, la cual es
el resultado de la decisidn hecha; estas salidas, y, son llamadas
las variables de estado de salida y cllas carackerdzan complataurn

te la salida de la caja.

las salidas estén relacionadas con las entradas a través de la fun

cidén de transformacién de la etapa, la cual es representada por

y = t(x, D)

Por ltimo, existe wna funcitn objetivo o funcién de retorno que

mde la efectividad de las decisiones que son hechas y las salidas
que resultan de estas decisiones. Ya que, las decisiones que ce -
hagan pueden cambiar con cambios en el estado del sistema, la fin-

cidn de retorno estd rebresentada por:
R = r(x, D, y)

como y estéd completamente especificada por x y D a través de la fun
citn de transformacidn de la etapa, y puede ser eliminada de la fun

clon de retomo, resultando:
R=rl[x, D, tx, D] = rx, D

En muchos problemas, resulta Gtil expresar el retorno en términos ca
las variables de estado de entrada y de salida (x, y), si se puede in

vertir la funcidn de transformacién de la etapa v expresar a D en -

BIBLIOTECA CENTRAL |
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tdrminos de x y y, entances D puede ser eliminado de la funcidn de
retorno, teniendo:

D

tl(x,y)
R=r [x, tl(x,y), ,y] = r(x,y)

donde t, representa a D en términos de x y y.

Por Gltimo, puede ser Gtil expresar el retorno como wna funcién de
las variables de estado de salida en lugar de las de entrada; si la
inversa existe.
X = t2(y, D)
entonces:
R = r[x,D,y] = [tz(y,D), D, y] = r(y, D)

donde t, representa a x en términos de Y y D.

El teorema de la funcidn implicita, proporcicna las condiciones ne
cesarias y suficientes para la existencia de las inversas discuti-

das anteriormente cuando la funcidn t sea diferenciable.

Un proceso de decisidn en serie de etapas miltiples es aquel en el
cual un nimmero de procesos de una etapa estin conectados en serie,
de tal forma que la salida de una etapa es la entrada de la etapa
subsiguiente; la figura siguiente representa un proceso serial de

decisidn de miltiples etapas.
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Xh n Xn—l xl 1 1-1 /1_2
t(x, D) [T t. (x., D) 1 ( 1
1 1 ki -1y
=1
lﬁ#\,l%) l%fx,iﬁ) ir ﬁyyj hxﬂ

;
1

e [ P

1 1

04 # - >
tl(xl, Dj)
coa T
i r(xl, 31)

De esta figura, resulta claro que las decisiones de cada etapa no
bueden ser hechas independientemente de cualquier otra; como, la en
trada d 1la etaﬁa i, X, es na funcidn de la entrada a la etapa
it1, Xipqo> Y de la decisidn Di+1’ ya que, en general, la decisidn -
cn el cotado 1 depende del estado del sistema ¥y 10 dependencia de
es establecida.

la Di optima de Di+i

Cada etaﬁa en un proceso de decisién_de etapas mQltiples tiene una
funcidn de retomo asociada con ella; el objetivo de este problema
de miltiples etaﬁés es optimizar alguna funcidn de los retormos de
g> eney 4). L2 composicion de las -

funciones de retorno de las n etapas determina cuando un problema da

cada etapa, es decir, g(rl, r

do puede ser resuelto por programacion dindmica.

La programacién dindmica es una técnica de descomposicidn para resol

ver problemas de decisidn de miltiples etapas.
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El prablema de encontrar un conjunto dptimo de decisicnes para un
conjunto dado de parémetros de entrada (variables de estado) en un
problema de n etabas puede ser resuelto por dos métodos: el prime-
ro, involucra la aplicacién de la teoria clédsica de optimizacidn,
cuando sea aﬁr‘of)iado, al f)mblema de determinar valores de las va-
riables idependientes (de decisién) que optimice la funcidn de re-
torno compuesta; el segundo método, la programacién dinamica, €S ~
ma desconq')osicién del 151*0b1ema con n variables de decisién en n PT2
blemas con una variable de decisidn; en muchos casos, estcs n SWPT2
blemas son més faciles de resolver que el problema original, 18 des-
comi)osicién es efectuada de manera que, la solucién éptima al proble
ma de n variables es obtenida de las soluciones &ptimas de 10s N P72
blemas de una dimensidn.

Composicitn y el Principio de Optimalidad.

la programacién din&mica estd basada en el principio de op‘cimalidad’
el cual dice: "Una ﬁolitica dptima (conjunto de decisiones) tiene 1@
pmijiedad que sin inq':'orftar el estado inicial y las cecisione’ hedhats
las restantes decisiones deben constituir una politica éptima cn -

resﬁecto al estado resultante de la primera decision'.

Se cansiderard la implicacién de este principio en un probler? de

decisidn de etapas miltiples, supéngase que el objetivo crseado

BIBLIOTECA CEN'
)
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masxdamizar la funcién objetivo de n etapas, la cual es dada por la su

ma de los retornos de cada etapa, es decir:

max [rn(xn, Dn) + rn—i(xn—i’Dn—1)+ ....... + r‘i(xi, D,_])]
,...,D,
sujeto a
X. , = t.(x., D.) j = 1,2,...., n
-1 737737 73 J

Si se define

= + +
£(x) = max[r (x, D)+ ... +r(x, Di)] ..... (1)
Dn” D1

sujeta a:

*_g = t.(xj, DS) j=1,2,...,n
Se tiene:

fn(xn) = ) max 5 max 5 L rn(xn, Dn)+....+r1(x1, Dl)]

n n-1""71

sujeto a

xj_iztj(.xj,Dj) j=1,2,...,n
Pero, rn<xn, Dn) no depende de Dn—l""’ Dl‘ Por lo tanto, la maxi

mizacidn con respecto a estas variables puede ser establecida asf:

fn(xn) = max r‘n(xn, Dn) + max [ rn—l(xn~1’Dn—1)+' Lt 'r-,l( 1 !11) J j
D D 4D,

=111 I A A |

! N
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sujeta a
Xj—i = tj(xj, Dj) j=1,2,..., 1

La ecuacidn (1) puede ser utilizada para reescribir esto Gltimo asi:

a0 = max [r G, D)+ 5 40 ]
n
donde

X 47 tn(xh, Ih)

Anteriormente, se indicd que el cbjetivo en programacidén dinémica
es seleccionar un conjunto de decisiones para optimizar alguna fun-
cidn de los retormos de cada etaﬁa; para tratar cierta clase de -
funciones, Mitten introdujo la nocidn de conposicidn de retornos deh
cada etaﬁa, la funcidén de retornos de cada etapa puede ser escrita
asf:

g(rh, rh—i"“’ri) = (+) rh_1(+) ..... (+) r

donde (+) es 1lamado el operador composicidn. La forma del cpera-
dor composicidn deﬁende del problema particular que se esté consi-
derando; ﬁor ejemplo, en el segundo ejemplo que se did en la intro
duccidn, el objetivo era minimizar el costo total del sistema de -
ﬁrocesamiento, donde el costo total puede ser representado como la
suna de los costos de cada etapa en el sistema; en este caso, el -

\ N
operador composicién serda todo +, asi:

e, e ———

BIBLIOT A CENT®.




110

g(rn, T

= +r +.... t7
n-12 » Tp) R n-1 1

1

En el tercer ejemplo, se deseaba maximizar la precisidn del siste-
ma, en este caso la funcidén objetivo general puede ser escrita de
esta forma:

g(rn, T gt ri) =TT 4 e - ry

resultando que el operador composicidn para los retornos de cada

etapa es el pm&uc'to.

El oﬁerador composicidn ﬁuede variar de etapa en etapa, por ejem-
1510:

(+)

g(.r'B, s ri) = 14 (+) r 1

2

Como puede observarse, el operador composicidn entre las etapas 2

y 3es """y entre las etapas 2 y 1 es "+".

Desafortunadamente,, no todos los problemas de decisidn de maltiples
etai)as ﬁueden ser resueltos por programacidn dindmica, ya que se re
quiere que la funcidn objetivo sea separable, es decir, se debe re-
fgresentar la funcidn objetivo como la composicidn de los rmtomos e

cada etapa, asi:

ARG R RIS OR ) EERE N ERS N O PO RS [0, ] (Hm, [50,]
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Resulta féacil construir funcianes que no satisfacen este requeri-

miento, por ejemplo, la siguiente funcidn de retomo no es separa-

ble:

g [r”( x), ,D“);‘3(x3,D3) R v_"?‘(}c2 ,D2) 5 rl(xi’Dl)]

:[rq (XLFDM) + TZ(XZPQ)] . [ r3(x3p3) + r1<xi"D1)]

an asi, existen muchos prcblemas de aplicacidn que satisfacen la

condicidn de separab:?_]_idad .

Teorema: Una condicién suficiente para la descomposicidn por 1 mera
macidn dindmica de un objetivo en una funcidn con retornos separa-
bles es que, la funcidn objetivo de n etapas, g(rn, T qaee s 1"1)
sea una funcidn mondtona no decreciente de NN ETRR P

la f)I*ueba de este teorema, se encuentra en Mitten L.G. "Composition
Principles for Synthesis of Optimal Multistage Processes" Operaticng

| Research, Vol. 12 (1964).

Problemas en los cuales el operador composicidn es "+" satisfacen

esta condicién; un ejemplo de una funcidn objetivo que no satisfaee

el teorema es la siguiente:
g[rB(ngs,) ’PQ(XZDZ)’P1<X1’D1)] = r3(x3,D3) . r2(><2 .DQ) . le(xl’])i)
donde el rango de r, puede ser positivo y negativo; asi cuande __

r, ('x3 ’DB) Qy r2(}<2 ,D2)>o g es mondtona decreciente cuande auw -

|



110

g(rn, T g rl) =, + o4 S ry
En el tercer eje@lo, se deseaba maximizar la precisidn del siste-
ma, en este caso la funcidn objetivo general puede ser escrita de
esta forma:

g(I‘n, T gorees P_’L) SrT 4. .. . Ty

resultando que el oberador composicidén para los retormos de cada

etapa es el producto.

El operador composicidn lﬁuede variar de etapa en etapa, por ejem-

plo:

g(rB, ro, r'l) =, (+) r, + vy

Como puede observarse, el operador composicidn entre las etapas 2

y 3es "."y entre las etapas 2 y 1 es "+",

Pesafortunadamente, no todos los problemas de decisidédn de miltiples
etai:as 1511eden Ser resueltos por programacién dindmica, ya que se re
quiere que la funcién objetivo sea separable, es decir, se debe re-
faresentar la funcidn objetivo como 1a conposicidn de Jos rtormos ‘e

cada etapa, asi:

glr (x ,D),...,r(x D) = r{ ] (+)r?|__ D]()r1[l,

n"n’n 171



111

Resulta facil construir funcianes que no satisfacen este requeri-

miento, por ejemplo, la siguiente funcidn de retomo no es separa-

ble:

g [ru(xLL ,Du),rB(xa,Da) s r?_(xz,D2) , rl(x‘l’Dl)]
:[r}_l (me“) + I‘2(X2,D2)] . [ PS(X3P3) + rl(xl'pi)]

ain asi, existen muchos problemas de aplicacién que satisfacen la
condicidn de separabilidad.
Teorema: Una condicién suficiente para la descomposicién por progra

macidon dindmica de un objetivo en una funcidn con retornos separa-

bles es que, la funcién objetivo de n etapas, g(rn, NPT rl)
sea una funcidn mondtona no decreciente de T-1Thop e+ 7y

La prueba de este teorema, se encuentra en Mitten L.G. “Composition

Princiiales for Synthesis of Optimal Multistage Processeg" Operations

. Research, Vol. 12 (1964).

Prablemas en los cuales el operador composicidn es "+ gatig facen

esta condicidn; un ejemplo de una funcidn objetivo que nq satisface

el teorema es la siguiente:
g[r3(x3D3) ,r2(x2D2) ,]:'1(}<1 ’Dl)] = r(x D). 1,y (x, .D2) o

> (
373 V]')l)

1 71»
donde el rango de r; puede ser positivo y negativo, asi cyuande __

ry (x5,D9) <0 v 1(x,,D,)>0 g es mondtona decreciente oyandg r, awmen
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te, y asi, en este ejemplo falla el teorema. Sin embargo, esta con
dicidn no es necesaria, y es posible descomponer algunos problemas —

tor programacin dindmica, aln cuando el teorema anterior falls.

Procesos de Etaiaas finitas.

fhora, se centrard la discusién en sistemas con un n{mrero {inite de
etabas, serdn consideradas muchos tipos diferentes de ejenplos, pro
blemas donde las variables son discretas, ejemplos con variableg
continuas y farocesos donde algunas de las variables de interés gop
variables aleatorias; ademds, se realizarén comparaciones entre los
varios tif,sos de problemas respecto a su forma de solucidn y ge pene

ralizard la estructura de las soluciones.

En las secciones previas, las funcicnes discutidas eran funci ones
. 1 - l .
de un arfjitrario, pero finito, nfmero de variables; por ejenplo, 1a

trans formacidn de etai)a fue expresada como:
X 4 tn(xn, Ih)
donde cada variable era un vector de variables.

En esta seccidn, las dificultades de obtener soluciones papa Proble
mas donde el vector de variables de estado tiene un gran nmero de _
conponentes sera evidente, mis adelante se discutirdn las formas pa

ra ayudarmos a esquivar esta dificultad de cdlculo.

| BBLIOTECH | <
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En la discusion de la programacién dindmica, se cbviaréan, para la
mayor parte, discusiones de la forma en que se obtuvieron la formu
lacién de los problemas y se concentrard en obtener la solucién a

los ﬁmb lemas planteados.

Consideremos el primer ejenmplo:

Suptngase que se desea 3
max d?
ol
d > 0 1=1
i
sujeto a
Xi—j.:xi—di 1=1,2.3
xizO,i,Q, , 5 1=0,1,2
Xy = 5

usando los resultados de la seccidn anterior, se tiene:

2

fi(xi) = max dl

Investigando los limites de d. se encuentra que d; estd acotado por

abajo por 0; también, ndtese que como cada X 4

sea no negativa, d; estd acotado por arriba por %o finalmente , ya

es requerida que

que X, es requerida que sea entera, los (nicos valores de d. que

satisfacen este requerimiento son los enteros no negativos.

Big
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»

asl

2
fi(x1)=maxdi d. = 0,1, 2,..., %

Claramente, el 'maximo es ot_rtenido cuando d1 = %45 por lo tanto

2
1

Ahora, se procede a la segunda etapa:

fi(x15 = X

2

f2(x2) = max [d2 + fi(xi)] d2 =0, 1, > %,
2 2
= max [d2 + xl] d2:0,1,...,x2

pero de la funcién de transformacidn de la etapa, se tiene que:

X =%y - d2, de donde,,se sigue que:

L 2 2 o ‘
£,(x,) = max [c]2+(x2—d2) ] d, =0, 1,..., %
El valor 6ﬁ>‘ti‘mo de d2 no es tan cbvio como lo fue en la etapa an-

terior; cbsérvese que los posibles valores de x, son 0, 1,2,3,uU,

2
y 5, el valor &ptimo de d2 debe ser determinado para cada wo de los
valores de Xy resultando conveniente escribirlo en forma tabular co

mo se ilustra en la tabla 01 del Anexo 01, fz(xz) es tabulacdo a lo -

largo de la tabla con los valores Optimos de d7, d,;, para cada X,

(Ver Tabla 01 del Anexo 01).

Obsérvese que existe un dptimo altermativo para cada Xy5 es decir,

BIBLIOTECA CANTRAL
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o
w

cuando X, es 4, cl2 puede ser 0 6 4. Ahora que se tiene f2(x2) deter

minado, se contina a f3(x3) (Tabla 02) lo cual es dado por;

2

F(x) = omax [ d) o+ £(x) ]

d3= ,1,..,x3

sujeto a X,= Xy = d3

=max  [a 4, (x, - dy]

d.=0,1,..

3 43

(Ver Tabla 02 del Anexo 01)

Sin enbargo, se tiene sdlo wn valor para X,, ¥, = 5, asi:

35

o 2 2
.f(x3—5) = max [d3 + (x3 - da) :l
A4,70,1,2,...,5

Se ha obtenido la solucién Sptima de un problema de tres variables
resolviendo tres problemas de una variable, ésto es descomposicidn
1$or pmgramaaén dindmica, la solucidn a los tres problemas de wna
variable fue obtenida con mucho menos esfuerzo que si se hubiera re
suelto el prablema en tres variables, el ahorro puede ser aln mis -
grande si el nimero de etag'Jas y/o el nlmero de posibles valores de

X_’L se aumentan.

bsérvese que el problema anterior es similar al siguiente:

g L™ ‘

WRIVRL. ¢ AP PR
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1=1
sujeta a:
3
E di =5 di =0, 1,2,3,4,5
i=1
ya que si:
i1~ Xi_dl
d =% =% g
entonces:

5 = }_ d., se observa aue
. i -
1=1

ésto implica que x_ = 0 porque X

o) 3

los dos prcblemas son idénticos

El siguiente ejemplo que se considerard es un problema con dos va

riables de estado y una variable de decisidn

é
Mw

dl=0,1,
sujeto a
i k.d: g
i=1 7t
3
Z 1.d. . 15
1 1 X
i=1

BIBLIOTECA CENTRA
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donde los parémetros eslin dados por la siguiente tabla:

1 C k. L
____________ e S S

1 1 2 3

2 3 3 5

3 5 L 7

Se deben cbtener las funciones de transformacidn de etapa para este
problema, en general, cuando las restricciones son linnales, la hm
cidn de transformacién de etapa serd de la forma

e = x. - a.d.

A continuacidn, se muestra la forma de obtener esta Gltima funcidn

considere un problema con la siguiente restriccidn en las variables
de decisidn

n

i=1

Definiendo X, como la cantidad de b sin usar en las (n-1) etapas

precedentes, asi:

entonces.
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N
Xi—i:b—z a

.d.
i=1 1]

restando estas (ltimas ecuaciones, resulta:

= a.d

X. —~ X. .
1-1 11

1

Reescribiendo, se obtiene:

Se ha obtenido wa funcidn de transformacién de etapa general, cuan-
do las decisiones estdn limitadas por restricciones lineales.
Para el ejemplo en consideracidn, se tiene:

3. = x. - k.d.
1-1 1 171

n

Vi1 FVYi ~ N9y
Recordemos que , 1501\ definicidn, se tiene:

fi(xl, yi) = max c,d

171
d;
donde
X Yy
dizo’l’ ,,,,,, gr“_‘l'n(k—l,I”i’>
1 1

108 resultados se muestran en la tabla 03

(Ver tabla 03 del Anexo 01)
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Mhora, se tiene fi(xi’ yi) para todas las combinaciones posibles
de XY Yqs los cilculos para f2(x2, y2) se meestran en la Tabla
OL.

(Ver Tabla 04 del Anexo 01)

Finalmente, se obtiene f3(x ), es claro que c.d. sera -

3> Y3
maxima cuando Xq = 10y Vg = 15, por lo tanto, sdlo se considera-
Tén estos dos valores para las variables de estado de entrada; -

el resultado se muestra en la Tabla 05,

(Ver Tabla 05 del Anexo 01)

El ejen@lo anterior, sirve para ilustrar las dificultades encon-
tradas cuando el nimero de variables de estado es aumentado, el
aumento en el nimero de cidlculos en el ejemplo dado fue solamente
fastidioso; sin embargo, cuando el nimero de combinaciones de las
variables de estado que deben ser consideradas evceden las 100 000,
la cantidad de memoria requerida para almacenarlos alcanza los 11-
mites de la mayoria de las computadoras corrientes; el tienpo de -
comi')utacién también aumenta rapidamente cuando se awrentan las va-

riables de estado.

fhora, se considerard el caso cuando las funciones son diferencia-

bles; suptngase que en el primer ejemplo las variables son conti-

2
> 4
max 1

dl. 30 1=1

nuas; especificamente:




120

sujeta a
R R S 1=1,2,
x3:5
%; 2 0 i:0.1.2
asi
f(}():maxd2 0 < é. <
171 1 A I |

empleando las condiciones de Xuhn-"'ucker, se obtiene:

- ) . 2 2 2
F(dla Alo Aza U1, UQ) = d, + Xi(di - %, + Ul) + AQ(—dl + UQ)

1 1
oF _ i
—aai = 2d1 + ')\1 - )\2 =0 &
OF i
3— = di -~ X1 + Uj. = 0
1

3F 2
W— —-di +U2 =0
F _ _ _
WI— 2 AJ_UJ_ =0
oF _ .o
@— 2 AQUQ =0

'Ai, ')\2 <0

Al asumir que A1 y U2 son diferentes de cero, ésto inmlica mie

U, = A

1 = 0, asi:

2

[ BIBLIOTECA CANTRAL |
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Yaque x; >0, ) < 0 y las condiciones necesarias son satisfechas.

la otra solucidn ociwrre cuando ), = Uy = d

4 = 0, este no es un maxad

1
mo porque ,\? > 0.

" - _ .2

Por lo tanto, fl(xi) =%

Ahora, determinaremos a f2(x2):

_ - 2, ¢
fz(XQ) = O((Jm:; [ d2 + fi(xl)]
<y,
sujeto a Xy = Ry - d2
2 2
f ( = Nax + -
9 x2) 0(2‘1}(/‘/ [d2 (X2 d2) ]
~ 2\‘

resolviendo este problema, se ocbtiene:

- 2
fz(xz) = %5
d = x

-~ . . - :
(Obsérvese que en este caso, existe una solucidn Sptima alternativa

% 2 .
con d2 =0y fz(XQ) = X,. Finalmente

f3(X3 = 5) = max [ (“‘? + 00 () J
O\<C] <\ 3 9 ”~
3™3
sujeto a Ky = Ry - d3
£ ? 2
Folxy) = max AL+ (x, - d)
37T e L 5 - A" ]

-,

B

En la solucién, nuevamente resulta un &ptimo alternativo dy

X

3
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d; =0y f3(x3) = xé = 25; la regla de decisidn seré:
d3=5 d2:0 d1:0
0 d3 =0 d2 =5 d1 =0
y finalmente:
= = = 5
d3 0 d2 =0 d1 5

Los resultados de este ejen@lo, pueden ser ampliados a un nimero ar-

bitrario, pero finito, de etapas; el problema seré:

11
. a2
mas 2
1=1

digﬂ

X g 7% - d1 i= 1,2, , N
\_LZO i:j.,Q, > N
X = C
n

] . _ 2 _ _ .2 2
Se tiene mostrado que: fl(xl) = Xy, f2(X2) = Xy f3(x3) = X3 usando

la prueba por induccidn, se asumird que si:

~ 2
fa ) = %
entonces:
?
f(x) = aA° + f
n n max [ 4] fn—l(xn—l)]
0gd <x
n~'n
sujeta a
X = X -



incorporando la funcién de transformacidn de etapa. resulta:

. 2 P
f (x )= max [ci + (x ~d) ] = AN
n n n n n
O0gad «x
n>"n

Las condiciones de Kuhn-Tucker son:

"
. i ; 2

i = )y e ]! —
Fan, SERCT Ui’ L2) qn(xh, dn)+ 1(dn ] 11) + k2( qj + U2)

asi:

donde

oF
ad
n

N -aF
oU

2

2d - 2(x. -d) + X\, -
n n n

1

2 _
dn - X + U1 =0

2

—dn + U2

QXiUi

2’)\2U2

‘%1’ 12 < 0

1

=0

C_ 2
ﬁn(xh) = c
9 7 ¢k i=1,
0 14k
§., =
.lk 1 1=k

2

Oxe!

n

<
= n

anXn’ dn)

123
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este resultado se cunple para cualquier k = 1,2,..., n.
Pongamos nuestra atencién en otro problema con nlmero arbitrario, pe

ro finito, de etapas. supdngase que se desea:

n
mn ; d§
d. =0 3 =1
i J
sujeto a
n
jd. = c
) ]
j=1

Anteriormente, se habia establecido que cuando las restricciones fue-
ran lineales las funciones de transformacidn de estado tienen la lor-

ma

. = x%x. - a.d.
i1 3 373

Para el presente ejemplo, se tiene que aj = j y por lo tanto

] = x. - 1id.
BT T T

siguiendo el método de descomposicidén por programacién dinimica, se
tiene:
fl(xi) = mn d

d1 = xi

[ie

ya que, recordemcs que Xy puede ser considerado como la cantidad de
¢ que no fue utilizada en las etapas 2,3,..., n como se tiene wa -

restriceibn de igualdad, se debe de requerir que la cantidad de o
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sin usar en las etapas previas sea utilizada en la etapa 1; por

lo tanto, d1 = x, v se estid en libertad de selecciocnar solamente

1
n-1 de los dn independientemente; obsérvese que este resultado pue
de ser generalizado a restricciones de igualdad arbitrarias, es de
clr, siemﬁre que se encuentre una restriccidn de igualdad, se pier
de un grado de libertad en la seleccidn e d,

lvego:

2
fi(xi) =Xy

®

calculando el retomo 6btimo de la etapa 2 para una entrada %y S€

tlene:
. 2
f2(x2) = min [ dy + f](xl)]
0£d2$X2/2
sujeto a
Xy =X, - 2d2, luego:
_ . 2 2
fQ(XZ) = 0<T12 , &b + Xl]
\L|2\X2 )
_ . 2 . BN
= min [d2 + (x? - 2(2) ]

g, <x,/2

= min 02(}’2\ d2)

(IRYg!

s,/

formando la funcién de lagrange, se obtiene:

2 2 2 2
FQ(d2, A], AQ) = d2 + (x2 2d2) + A](d2 x2/2+U1) + 2( d2+U2)

las condiciones de Kuhn-Tucker son:
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.% = 24, - 4(x, - 2d) * Ay - Ay =0
kl(dz—x2/2)=0

A, dy = 0

li, }2 > 0

1la solucidn a estas ecuacicnes es:

esta es la solucidn &ptima porque q,(x,, d,) es estrictamente con-

vexa en d2 y las restricciones son convexas.

Sustituyendo este resultado bara d2 en la definicitn de fz(x7)a resul

ta: \\XZ
- _ \.-2 ~
f2(3<.25 ol

Un modelo parecido se desarrolld cuando las funciones fi(xi) y f2(><2)

fueron funciones lineales de xi N xg

resfbecti'vamente, sin embargo, para estar seguros que este es el mode-
lo correcto, se . determinarad f3(x3):
f.(x.) = mn [dz + T (% )]
373 0<d-<x /9 3 2772
~3N3
sujeto a

Xy = Xy - 3d3 por lo tanto




. 2
£ = + S(w _
£3(x3) min q[dg 1750, 3d3) ]
Nuevamente , se tiene una funcidn convexa definida en un conjunto
convexo de tal forma que existe wna solucién {nica para las condi
clones necesarias, y ademas, estas candiciones son suficientes pa

ra un minimo; las condiciones de Kuhn-Tucker son:

2dy - 6/5 (xy ~ 3dy) + A X =0

3 1 2
(3 = xg/) = 0
\dy o= 0
)\1, AQ >0
la solucidn es dg :3x3/1H Ai = 0, Az = 0, usando este resultado

bara calcular f3( x3) , se obtiene:
£.0x = (/15 + (/s)(5/am %70 ] = v/
33 3 e = /.3 .
aﬁarenterrente, se ha establecido un modelo; ahora se probard el
modelo intuitivo, suﬁéngase que:

i 2
fa) T R %

. R 2 . PR
entonces, si resulta que Jn(.\:n) = knxn el razonaniento habra sido
justificado

recordemos que:
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. 2
fix) = min a4+ (x )]
n 'mn 0<d_<x_/n [ n n-1 "n-1
n¥n’
-1 T " T ndn

usando la supuesta forma de fﬁ-i y usando la funcidn de transforma-

cién de la etapa para eliminar a X _q Se obtiene:

2 2
fh(xh) = min [dn - ndn) ]

0 gdnsxn/n
nuevamente resulta que la expresidn entre corchetes os eslriclamn-
te convexa y las restricciones son convexas; por lo tanto, la solu-

cidn a las siguientes ecuaciones resulta ser el valor deseado de dn'

2dn - 2nkn_1(xn—ndn) + Ai - A2 =0
X, (d - x/n) =20
n

2, d =0

’)\1, ’)\2

la solucidn es
s Bk %
d = > A= AQ =0

n
1+ n kn—i

evaluando fn(xn), se obtiene:

2.2 2 2
n kn"l_f?.__ . kn—l XI

fh(xh) =
2 2
I:j + n kn~iI]

2

_ kn—i Xh
J+n2k

) n-1
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donde:

Luego, nuestra hipbtesis fue correcta y para cualquier etapa p se

‘tiene:
f{x) =Xk X2
P P PP
k 1
k = _*LE_——
P
1+p kp—i
kl = 1

la decisién dptima en cualquier etapa p, p=1,2,,..., N estd dada

o
1
o
g
%

con X = C
n
Variables aleatorias: el resultado final de esta seccidn serd la

extensidn de la programacidon dindmica a ciertos sistemas donde las

variables son aleatorias.

Considérese el siguiente problema, el cual tiene su origen la teoria

de control 615timo:

n-1
: 2 2
min E__ (xi + di+1)
1=0
sujeto a Kq T - di *ous, donde U, es una varmable aleatorma de

la cual, se canoce su funcidn de densidad de probabilidad que viene

dada por:




1730

2 2
. . . - o< . o<+
gl(”l’ 01) R ¢

el primer resultado serd obtenido para el caso cuando las variables

aleatorias U; y Ui, 1 # 3, sean independientes.

J
Puede parecer que toda la informacidn necesaria para resolver el pro
blema estd a la mano, sin erbargo, al inspeccionar mis cercanamente

8¢ encuentra que las variables de interés son aleatorias, por lo ‘lan
to, realmente s8lo se tiene un control limitado sobre la realizacién
de X;; en tales circunstancias, se usard el valor esperado de la f un

cidn objetivo como una medida de efectividad.

Bajo el criterio del valor esperado, el prablema seria:

n-1
mn E( o al, )
. U, i=0

. = X. — d. + U.
1-1 X_'L d_'l. Ul

Caleculando f1 ('xi) resulta:

— . 2 2
fl(xi) = min (xo + di)
d
1
2 2
= min E [(2{1—61+U) +d1]
d, U 1
1 71
= min E [aj(xi,Ui, dl)]
d Y

BIBLIOTRECA CRANTPRAL
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o [ (e, Ugs aD]

0 d1

= T [-2(xg-dpt Ul)] +2d, = 0

de donde:
d_”‘1+”1
1”7 2

Usando esteresultado y la definicidn de fl(xi) , resulta:

X, T u
. _ 1 1 2
fi(xi) = E[xi + U1 - —12———]+ 1/4 (x1 + pl)
2. 2
2 %1 1"
f(x,) = min E [x +d2+F(x)}
272 1 2 1"
d U
2 2 .
2 p2
(v, - d, + U,) 1
P 2 2 2 2 2 - = 2
= min E [(xz—d2+U2) +d2+ 5 + ) +01
d, U,

2
. 2 . 2 M 2 _
= mn E [ 3/2(x2~d2+U2) + d2 + — + oy + u?(xz—d?+uz)]
a4 U
2 2 |
= mn E [ Ay (%y5 Uy, d2)]
d? U2

et = = 3(x, - dy +Uy) t2d, - w =0

BIBLIOTKCA ~
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resolviendo, resulta: 3x. + 3. +y
d. = 2 2 "1

2 S

luego:

= _ 2 2 2 2
iz(x2) = 0.6:»(2 + 1.1 g, * 0.6 uy * 0.6 Mg

2
1.2 uyx, T Ogt 0H

supdngase que la forma seneral de la selucidn viene dada Tor

n-- n-1 n-d )
= 2 ; 2 E 2 % (1
- .+ Wi*n-1 n-1
fn--l(xn—l) a 1% 1" bn_l(l)gl. + Cn_i(l) s Z i'n-1m
i=1 i=1 1=1
entonces:
. 2 2
Jn(xn) = min & [>‘n—1 + dn + in~1 (Xn—l)]
d U
n n
sujeto a
X =x -4 +U
n-1 n n
de donde
?(x):minE[(x—dHl)2+d2+a (><—c1+U)2
n 'n da u n n n n n-1""n n n
n n
n- N 2
+ ].\n_l(l) Oi + /;_/..,- C]W—:](j) U,I'
ey =]
n-7 ]
. _a 4+ U
+ E hn_l(l) ]Ji(Xn 4 n
7
'Fn(:~fn) = rcr]un UF. [ qn(:vn. ()n‘ I'n)]
n n
n
ok a4, . ]
3 = I [-20x -d +U ) (I*a O+ 2d - ZE N EONT
n Un 1=

{ ETTRTIR T Y I
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hn_l(l) My

A1 =1 22t ag )

sustituyendo este valor de dn en a_., resulta:

n n

n’
n n

n
T {x) = a X + ; bn(i) oi + ch(i)ui+ A Z hn(i) i

1=1 iz=1

los coeficientes de los términos de la funcién objetivo vienen dados

por ecuaciones en diferencia no lineales, por ejemplo:

-

1+ a

n-1

2 + a

n-1

como se ha visto, la introduccién de aleatoriedad en este problema

particular, solamente causa dificultad algebraica; no se han intro-

ducido cbstécules conceptuales; sin embargo, esto solamente es cier

to cuando las variables aleatorias no tienen correlacién; cuando e-

llas son correlacionadas, ocurren complicaciones adicionales; de he

cho, cuando las

variables aleatorias son correlacionadas, se debe -

de introducir una variable de estado adicional por cada grado de de

pendencia de la

El razonamiento
expectacidn con

nada con U2, la

densidad de F(Ui) con U. 4, U parees oo

anterior se sigue asi: en la etapa 1, se tiene la
respecto a Ul' Sin embargo, si U, esla correlacio-

funcidn de densidad de probabilidad de U, depenc:

1

de la cbservacidtn de U2; cansecuentemente, se debe determinar I'( )
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para todos los valores de U2, porque en esta etapa U2 es desconocido,

lwego U, llega a ser wna variable de estado. Sindlarwente, si la -

» Ues

funcién de densidad de probabilidad de U preres Vg

1 depende de U
cada una de estas variables debe ser llevada como una variable de es
tado a la etapa 1, ya que E depende de la dbservacidn actual de es5-
tas variables aleatorias. —Cuando la solucién puede ser cbtenida ana
l{ticamente, el &lgebra llega a ser incdmoda pero ain asi es trata-

ble; cuando las solucicnes son obtenidas computacionalmente, la in-

troduccién de variables aleatorias que estdn correlacionadas (b @ta-

pa en etapa origina dudas acerca de la factibilidad computacional -

para cbtener la solucidn.

Otro factor que llega a ser importante en la obtencién de la regla

de decisién cuando existe correlacién entre las variables aleatorias
en etapas sucesivas es: la regla de decisidn es una variable aleato-
ria, porque en cada etapa, la decisién Sptima es una funcion de 185
condiciones mencionadas. Luego, hasta que las observaciones de la va
riable aleatoria estin disponibles, lo dicho no puede ser calculado -
y la regla de decisién no puede ser implementada. [1 procedimiento -
para cbtener la regla de decisidn en la etapa i es como S1gUe:
(1) obtener las cbservaciones actuales de las variables alentorias on
las etapas it+1,...,n;

(2) calcular el valor actual de U., basado en estas observaciones, Y

........

IOTECA CANTRAL |
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(3) calcule la regla de decision.

Procesos de Infinitas etapas:

Los problemas de infinitas etapas pueden darse en dos formas diferen-
tes; un ejenplo donde pueden darse problemas de decisidn de infini-
tas etapas es en los problemas de planificacién; en tales problemas,
las decisiones san hechas en intervaleos discretos de tiempo; Pero -
la planificacidn, por razones cbvias, puede no necesitar colocarle
un 1fmite de tiempo a su efectividad; grandes firmas industrialns -
operan bajo el supuesto que ellas continuardn funcionando indefinida
mente y ellas planifican sobre esta base 1llamada horizonte infinito
de planificacion.

la otra forma es que se pueden cobtener un nGmero infinito de etapas,

puede ser ilustrada por el programa para controlar un misil; el pro-

grama termina despuds de un intervalo de tiempo fijo, pero el tiempo

entre las etapas, en el sentido de programacién dindmica, es pequefo.

En efecto, las decisiones son hechas continuamente; luego, n NWero
infinito de decisiones son hechas en wun intervalo finito ce tienpos;
va que, se definid una etapa como el punto donde se hacen las deci-

siones, es obtenido un problema de infinitas etapas.

los problemas surgen con los problemas de infinitas etapas a los ~u1
les no se les puede encontrar una formulacién de finitas eteras. Pov

ejemplo, en uno de localizacidn de recursos de finitas etapi:, la -

[ ®BLIOTECA CHENY.
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para todos los valores de U2, porque en esta etapa U, es desconocido,

2
luego U, llega a ser una variable de estado. Similamente, si la -

funcidn ce densidad de probabilidad de U , Uss

depende de UQ,.... g

1
cada una de estas variables debe ser llevada como una variable de es
tado a la etapa 1, ya que E depende de la dbservacién actual de es-
tas variables alea‘tor*ias.UiCuando la solucién puede ser obtenida ana
liticamente, el dlgebra llega a ser incdmoda pero aln asi es trata-

ble; cuando las soluciones son cbtenidas computacionalmente, la in-

troduccidn de variables alealorias que estdn correlacionadas ke ela-

pa en etapa origina dudas acerca de la factibilidad computacional -

para cbtener la solucidn.

Otro factor que llega a ser importante en la obtencidn de la regla

de decisidn cuando existe correlacién entre las variables aleatorias
en etapas sucesivas es: la regla de decisidn es wna variable aleato-
ria, porque en cada etapa, la decisién éptima es una funcidn de las
condicicnes mencionadas. Luego, hasta que las cbservaciones @ la va
riable aleatoria estdn disponibles, lo dicho no puede ser calculado -
y la regla de decisién no puede ser implementada. L1 procedimiento -
para cbtener la regla de decisidn en la etapa i es como S1gUe:

(1) obtener las cbservaciones actuales de las variables alenkorias on
las etapas 1+1,...,n;

(2) calcular el valor actual de Ui, basado en estas cbservaciones, Y

/ m- IOTICA CANTRAL
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— _



(3) calcule la regla de decisifn.

Procesos de Infinitas etapas:

A feren-
Los problemas de infinitas etapas pueden darse en dos formd? fini
cpfini-

tes; un ejemplo donde pueden darse problemas de decisidn (€
Dlemas s

tas etapas es en los problemas de planificacidn; en tales P o
las decisiones son hechas en intervalecs discretcs de tiemp©’ rle
la planificacién, por razones cbvias, puede no necesitar ¢¢ Oilr\’_ _
wn limite de tiempo a su efectividad; grandes firmas J'_nﬂ‘f’{ﬂr_‘.
dejlnldg

operan bajo el supuesto que ellas continuarin funcionando i _—
. finito

mente y ellas planifican sobre esta base llamada horizonte *
de planificacidn.
tapas ,
e
la otra forma es que se pueden obtener un nfero infinito
gl pPro-
puede ser ilustrada por el programa para controlar un misil’
tienpo
grama termina después de un intervalo de tiempo fijo, pero & _
efio.
. . pedt
entre las etapas, en el sentido de programacién dindmica, €7 .
nmero
L
1EITPO;
. . . t
infinito de decisiones son hechas en un intervalo finito €

En efecto, las decisiones son hechas continuamente; luego.

(‘]O c1l—~

“
ya que, se definid una etapa como el punto donde se hacen 12

siones, es obtenido un problema de infinitas etapas.
108 cua
Los problemas surgen con los problemas de infinitas etapas 2

- .

les no se les puede encontrar una formulacidn de finitas et?”
la -
9

ejemplo, en uno de localizacidn de recursos de finitas et
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funcién de retorno estd definida como la suma de los retornos indivi
duales de cada etapa, al intentar extender este tipo de medida de -
efectividad a un problema d; infinitas etapas, la medida de efectivi-
dad serfia la suma de infinitos términos; para que exista una solucidn
tptima, ésta suma debe de canverger.

Una condicidn necesaria, pero no suficiente para la convergencia es
que

Lmr(x ,d) =0
nn’> n
n-> g

Sin embargo, no se puede estar satisfecho con una funcidén de retorno
que disminuwya de etapa en etapa. MAis pragmiticamente, un investipa-
dor de operaciones que prescribe wna regla de decisidn para s5u USO,
se puede encontrar en dificultades al intentar explicar el porqué -

las gananclas deben ser decrecientes.

Varios esquemas han sido desarrollados para llegar a una solucidn -
satisfactoria a este dilema. Un método involucra promediar el tiem-
PO, la funcidn de retormo g, es dividida entre el nimero de etapas,
N. Luego para cbtener la solucién &ptima se resuelve el problema de

infinitas etapas por un proceso limitado, es decir:

il

S
Iim max g/N = ILim max 1/N r (x , d)
N--a N—*a H n'n’ 'n

BIBLIOTECA CENT'
u-l'lﬂ.!ﬂb'{ » . .



117

Otro método, involucra descontar los retornos futuros para cbtener
el valor presente; el factor de descuento, ¢ , entre 0 y 1 es eleva
do a la potencia n y multiplicado por r. » entonces los retornos se-

yd

rdan. O.

E n
o rn( X, dn)

n=1

Uno debe cuidarse de los problemas asociados con la existencia de
la solucidn; lo que puede parecer la medida de efectividad obvia -
para un problema de finitas etapas, puede no tener sentido cuando
el concepto se extiende a infinitas etapas. Uno puede extraharse
de porqué se estd interesado en obtener la solucién a problemas de
esta naturaleza; acaso no es correcto y efectivo hacer a N suficien
temente grande, pero finita, y olvidarse de los problemas de exis-
tencia de solucién? Una razdn es que, en muchos casos, la estructu
ra de la solucidn puede ser cbtenida a partir del estudio de proble
mas de infinitas etapas, el conocimiento de la estructura puede dar
nos una mayor comprensién del problema que se tiene. Otra razén es
que, en los casos cuando los problemas son de etapas continuas, el
método de infinitas etapas es el {nico que tiene significado (Isico.
A continuacién, se ilustra un ejemplo de solucién a problemas conti
nuos. En este problema, la funcidn cbjetivo es wna integral en lu-
gar de una suma infinita, y la ecuacidn en diferencia a2 reprot -
ta a la funcidn de transformacidn de la etapa es reemplazada DOr -

una ecuacion diferencial, el problema es:
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T
maxJ h(x, d, t) dt
t

sujeto a

é—dj:( = glx, d, t)

la variable t, juega un papel similar a n en los problemas de etapas

discretas.

El método cldsico para resolver este problema es el cdlculo de va-
riaciones; sin embargo, las soluciones analiticas no pucden ner obh-
tenidas excepto para problemas muy sinples; ya que, del célculo de
variaciones resultan ecuacicnes diferenciales parciales de segundo
orden las cuales pueden ser muy dificultosas de resolver numérica-

mente.

la programacidén dindmica proporciona un procedimiento de aproxima-
cidn numérica bastante eficiente.
Definase: T

f [X(t), t ] = max h(x, d, t) dt
dadt)

donde el intervalo de integracitn es [ t, T ], pero
T T+At T

J hix, 4, t)dt :J_{ hix,d,t)dt + J h(x,d,t) dt
t

t+Hat

& iTeEC
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sustituyendo esta identidad en la definicidn de f[x('t) .t ]

resulta:
T+AT T
Flxt), t] = max J h(x,d,t)dt +J h(x.1.t)dt
acty “t AL
lt, 7]
sujeto a
dx
- g(x,d,t)
! t+HAt T
f[x(“c) ,t:l. = max max [ h(x,d,t)dt +| h(x,d,t)adat }
' dadt) act)
[ttt ] [reat,T] t t4nt
sujeto a

% = g(x,d,t)

Pero, el primer término en los corchetes depende solamente de d(+t)

en el intervalo [t, t+at ] , resultando que:

tHAt T
£ [x(t),t]= max { h(x,d,t)dt +  max h(x,dﬁt)dt]
dt) dlt)
[t, toat] & [t+at,T]
t4at

sujeto a

dx _

E'E = g(X,d,t)

pero, por definicidn:
III
max /{ h(x,d,t)dt = f [x<t+At), T+ t |

a(t) L, _
[t+at,T] ﬁauomm OBk ‘RAL
1 '
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Por lo tanto,
T+HAT

f'[:<(t1,t] = max [ h(x,d,t)dt + £ [ =x(t+at), t+d t ] }
©dA(E)
[t,t+at] t
donde At
x(t +Aat) = x(t) + g(x,d,t)dt
t

Para implementar el procedimiento de aproximacidn numdrica recusrde-

se que se puede aproximar
t+it

hix,d,t)dt
t

por h(x,d,t) At para valores pequefios de At, Usando esta aproximg-

cldén resulta:

f[x(t), t] = max [h(x,d,t)At + f[ x(t+ ALY, t+ At ] ]
alt)
[t,t+at ]
sujeto a

x(t+at) = x(t) + glx,d,t)at

Aspectos Computacionales.

En las secciones anteriores, se presentd la teoria de la programacifn
dindmica; en esta seccidn, se discutirdn los problemas computacionales
asociados can la solucidn de programas diné&micos .

El procedimiento iteractivo seguido en la solucidn de problemas por -

programacidn dindmica se presta por sf mismo a la adaptacién a las -

8Ly, ¢

ety " Y o
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computadoras digitales. De hecho, el desarrollo de la programacitn
dinémica ha ido de la mano con el desarrollo de las computadoras di
gltales; para la solucidon de problemas en la computadora, se usa la
construccidn de flujogramas que ilustran el progreso de los chmpu-

tos, para construir wun flujograma facilmente legible se usard wna -
notacién adicional; recordemos que la ecuacion funcional de la pro-

gramacion dindmica tiene la forma

fn(xn) = opt [ rn(xn,Dn) o (x 1)]

™ 1" "n- .
l
sujeta a
X 17 tn(xn, D) ‘
Definase:
fo(xo) =0 qn(xn,Dn) = rn(xn,Dn) + fn—l(xn—l)
entonces:
fn(xn) = Dop t [qn(xn, Dn)] .

n

donde X1 tiene que ser eliminado usando

X

4 tn(xn., Dn)

E1l flujograma se mestra a cantinuacién:

P . \ .

\ ®BUOTECA OBNT' |



inicio

I (X)=o
oo

n=1 ’
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m=1

calcular
Xn(l:t)

calcular el
rango fact i
ble de D_

por Xn(l'l'l)

J

Para cada
Dn factible

determinar
a Qn(Xn :Dn)

,7 n=n+1

m=m+1

Almacenar a
DE(X ()£ (X )

tfuorncn CENTRAL !
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Extraer
A%
a Dn(“n)

de”la nmemoria

n=N-1 ’

Xn:tn+1(xn+1’un+1) \

Extraer

Dn(Xn) de n=n-1

la memoria
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A continuacidén se dard una breve ewplicacidn de algunos términos.

El cuarto rectéangulo especifica el calculo de xn(m); cuando se re-
suelven problemas en computadoras se debe especificar en cada etapa
una particidn para las variables de estado y de decisidn, en los -
problemas discretos la particidén aparece en forma natural; en pro-
blemas continuos se debe imponer wna particidn como una aproxima-
cidn a las funciones continuas, naturalmente se desea una particidn
fina; sin enbargo, al afinar la partici(’)n se aumenta el ntmero de -
combinaciones de variables de estado para las cuales fn(xn) debe -
ser calculada; en este caso, se debe hacer un estudio acerca de la
exactitud y el costo computacional, este problema no es exclusivo
de la solucidn de problemas de programacién dindmica, dificultades
similares son encontradas al resolver numdricamente ecuaciones di-
ferenciales. Los valores de xn(m) ,m=1,2,,..., plw, sinplenente
son la particidn para X, v p(n) especifica el nimero de valores de -
x (tamafio de la particidn). Obsérvese que se permite carbiar el -
tamafio de la particién de etapa en etapa, tal flexibilidad puece ser

utilizada en clerto tipo de problemas.

Se ha mencicnado anteriormente que los problemas aparecen cuando el.
nnero de conbinaciones de variables de estado en cada etapa es Fran
de; este problema, la maldicién de la dimensionalidad, ha originado
varios intentos para reducir el nGmero de combinaciones de variables

de estado que deben ser examinadas.
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Otra formulaci®n nos indica que solamente una variable de eslado es
obtenida mediante el uso del método del multiplicador de lagranpe.
Supdngase que se selecciona la segunda restriccidn para eliminarla

incorpordndola dentro de la funcién objetivo formando la Tuncidn de

Lagrange,
N M
~ . 2
FCA di,...,dn) = 2 rn(dn) + A( E_ bndn - k2 + Ul)
n=1 n=1
sujeta a
o1 T Xn—andn

Reordendndola y recordando que MUi = 0, resulta:

N
F(d sennnsy Ay, W) = max g EXCRE Abndn] -k,
n=1
sujeta a
X4 =% - andn

De las partes anteriores, recordemos que I tiene un punto de silla,

el cual es médximo con respecto a d » 4y minimo con respecto a

120
X 3 luego, se puede tratar el problema de maximizacidon mediante la

programacidn dinamica.

fo(xo, AN =0
£, = e [rd) +2ad + 1 (x .5]
n

"REIEAD BE K} mALOA;
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-1 " X T andn

E1 término )k, ha sido omitido, ya que para un valor fijo de A.msnl
P
ta ser una constante y por lo tanto, no afecta la politica de deci-

sidon optima.

El procedimiento computacional es como sigue:

Seleccione un valor para 4 =)\O # 0 y resuelva el problema, para un
)‘O dado generar la regla de decisién éptima 45, ..., ('j](j. Ya que se
selecciond 7\0 # 0 la restriccidn debe cumplirse como una igualdad

estricta para algn valor de k2, digamos k Sin embargo, exceplo

o
o
en la situacidn mas fortuita, kcz) no seré el valor deseado k,. Por
lo tanto, se selecciona otro valor de As di gamos )\1, y se rcsuelve
el problema; esto puede parecer un procedimiento de prueba y error,
sin embargo, recordemos que k2 serd wna funcidn mondtona creciente
de 3 ; luego, se pueden orientar las sucesivas selecciones de ) Da-
ra converger al valor deseado k,. Esta técnica estd garantizada a
converger el valor deseado de K, si las restricciones forman un con-

junto convexo; en otros casos, puede no existir un valor de ) para

el cual resulte el valor deseado de k2.

Otro método que sirve para reducir el nimero de combinaciones de va
riables de estado para las cuales fn(xn) debe ser calculado v alma-
cenado es llamado "E1l método de una a la vez". Supéngase que se con

sidera el siguiente problema con dos variables de decisidn en cada -



etapa: N
max Z r (d(l), d(z) )

n-n n
n=1

Ademis, suptngase que sdlo se tienen dos restricciones y que ellas

. .y - 1.
son separables, es decir, cada restriccidon es una funcion de dn o
de dr21 pero no de las dos

i

Zad(i) < k
nn 1

n=

[N

En este caso, cuando las restricciacnes formen un conjunto convexo,
el procedimiento de aproximacién puede ser aplicado; cuando la fun
cidn objetivo es cdncava se puede aplicar un procedimiento similar
a las técnicas de bfisqueda de la programacidon no lineal. Se proce

derd asi: seleccione un conjunto de d; i=1062, el cual satisfa

ga las restricciones, para ser mas explicitos se puede seleccionar

dn =0 n=1,..., N; ahora, se resuelwe el problema
N
max % r (d(l), d(2) = 0)
n n n
n=1
sujeto a
i
(1)
ahdn A ki
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mediante el método esténdar de la programacidn dinamica. Esto nos

lleva a una solucidn para d< D c“l(:L>

n n
do fijo a dr(11)

(k, = 0); ahora, mantenien-

en esta solucién, se resuelve el siguiente problema:
N
1 _ 23
mex ;Zl r, Lo o, = 0, a ]

sujeto a

12

b d<2) <A >0
; nn

‘< .

n=1

Esto nos lleva a un nuevo conjunto de valores para d(z) que satis-

n

facen las restricciones anteriores; manteniendo fijos los Nueves

valores de d1(12) se resuelve el siguiente problema:
M
(1) (2)
max E [ 47 s a W]
n=1

sujeto a

—

n=

.. . . . — ) )
Este procedimiento literativo se continia alternadament , resnlvient

(1) v d(?)_

para valores de cln N al 1n

En cada iteracién, A es apree.ado
do derecho de la restriccidn; en particular en la iteracitn (P+1) 57

tHene:

r
)
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Z;: bndn < pA

n=1
Cuando las variables di son contfnuos, el procedimento iterativo con-

verge a la solucidn Sptima del problema original.

Se han discutido dos procedimientos para reducir el problema de al-
macenamiento causado por problemas en los cuales existe un gran name-
ro de combinaciones de valores de las variables de estado a investi-

gar.

Ctra técnica es aproximar la funcidn fn—l(xn—l) rediante 1m polino-
mio de bajo orden, si wna aproximacidon apropiada puede ser construl-
da, el (mico almacenamiento requerido seria para los cceficientes del
polinomio; este método no reduce los problemas compitacionales intro-

ducidos por los problemas de dimensionalidad, pero alivia el proble-

ma de almacenamiento asociado con la maldicidn de la dimensionalidad.

El {timo procedimiento que se discutiré es llamado la técnica de la
particidn &spera, en lugar de definir una particién fina, se usa un

nimero relativamente pequefio de puntos en la particidn y se resuelve
el problema para este conjunto reducido de variables de estado. 1na
vez que la solucién a este problema es obtenida, wna particién mas -
fina es construido alrededor de los puntos, para aquelles valores de

las variables de estado de las cuales resultd la regla de decision -

[N
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dptima a la aproximacidn original; este esquema se contin{la hasta
que se obtenga una solucidn precisa aceptable. Deberfia de darse -
cuenta, sin embargo, que éuando exdiste un &ptimo local alternati-
vo, la solucidn final puede ser cualquiera de estos Optimos loca-

les; ademas, el Optimo local obtenido puede no ser un &ptimo glo-

bal.

{ mBLIOTRCA CENTI
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TABLA 03 (Continuacion)

X1 Y1 D1l Cl*D1 F1(X1,Y1l)
2 7 1% 1 1
2 8 0 0
2 8 1* 1 1
2 9 0 0
2 9 1% 1 1
2 10 0 0
2 10 1% 1 1
2 11 0 0
2 11 1% 1 1
2 12 0 0
2 12 1* 1 1
2 13 0 0
2 13 1* 1 1
2 14 0 0
2 14 1% 1 1
2 15 0 0
2 15 1* 1 1
3 0 0* 0 0
3 1 0% 0 0
3 2 0* 0 0
3 3 0 0
3 3 1* 1 1
3 4 0 0]

3 4 1% 1 1
3 5 0 0
3 5 1% 1 1
3 6 0 0
3 6 1% 1 1
3 7 0 0
3 7 1% 1 1
3 8 0 0
3 8 1* 1 1
3 9 0 0
3 9 1* 1 1
3 10 0 0
3 10 1% 1 1
3 11 0 0
3 11 1% 1 1
3 12 0 0
3 12 1* 1 1
3 13 0 0
3 13 1% 1 1
3 14 0 0
3 14 1% 1 1
& QOTECA
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TABLA 03 (Continuacion)

X1 Yl D1 Cl*D1 F1(X1,Y1l)
3 15 0 0

3 15 1* 1 1
4 0 0x* 0 0
4 1 0% 0 0
4 2 ox* 0 0
4 3 0 0

4 3 1% 1 1
4 4 0 0

4 4 1* 1 1
4 5 0 0

4 5 1% 1 1
4 6 0 0

4 6 1 1

| 6 2% 2 2
4 7 0 0

4 7 1 1

4 7 2% 2 2
| 8 0 0

4 8 1 1

| 8 2% 2 2
4 S 0 0]

4 9 1 1

4 9 2% 2 2
4 10 0 0

4 10 1 1

4 10 2% 2 2
4 11 0 0

4 11 1 1

4. 11 2% 2 2
4 12 0 0

4 12 1 1

4 12 2% 2 2
4 13 0 0

4 13 1 1

4 13 2% 2 2
4 14 0 0

4 14 1 1

4 14 2% 2 2
4 15 0 0]

4 15 1 1

4 15 2% 2 2
5 0 ox* 0 0
5 1 0% 0 0
5 2 gx 0 0
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03

TABLA

(Continuacion)
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03 (Continuacion)

TABLA

F1(X1,Y1l)

D1 Cl*D1

Yl

X1
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TABLA

03 (Continuacion)

F1(X1,Y1)

D1 Cl*D1
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03 (Continuacion)

TABLA

F1(X1,Y1l)

D1 Cl*D1

Yl

X1
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(Continuacion)

03

TABLA

F1(X1,Y1)

D1 Cl*D1l
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TABLA 03 (Continuacion)

X1 Yl D1 Cl*D1 F1L(X1,Y1l)
S 14 2 2
9 14 3 3
9 14 4% 4 4
9 15 0 0
9 15 1 1
S 15 2 2
9 15 3 3
S 15 4% 4 4
10 0 0* 0 0
10 1 0% 0 0
10 2 0* 0 0
10 3 0 0
10 3 1=* 1 1
10 4 0 0
10 4 1* 1 1
10 5 0 0
10 5 1* 1 1
10 6 0 0
10 6 1 1
10 6 2% 2 2
10 7 o} 0
10 7 1 1
10 7 2% 2 2
10 8 0 0
10 8 1 1
i0 9 0 0
10 9 1 1
10 9 2 2
10 9 3% 3 3
10 10 0 0
10 10 1 1
10 10 2 2
10 10 3% 3 3
10 11 0 0
10 11 1 1
10 11 2 2
10 11 3% 3 3
10 12 0 0
10 12 1 1
10 12 2 2
10 12 3 3
10 12 4% 4 4
10 13 0 0
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TABLA 03 (Contlnuaclon)

X1 Yl Dl C1*D1 FL(X1,Y1l)
10 13 1 1

10 13 2 2

10 13 3 3

10 13 4% 4 4
10 14 0 0

10 14 1 1

10 14 2 2

10 14 3 3

10 14 4% 4 4
10 15 0 0

10 15 1 1

10 15 2 2

10 15 3 3

10 15 4 4

10 15 5% 5 5
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04

TABLA
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04 (Continuacion)

TABLA
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C2*D2+F1(X1,Y1)
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04 (Continuacion)

TABLA

F2(X2,Y2)

C2*D2+F1(X1,Y1l)

F1(X1,Y1)
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(Continuacion)

04

TABLA
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(Continuacion)

04

TABLA
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04 (Continuacion)

TABLA

F2(X2,Y2)

C2*D2+F1(X1,Yl)
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TABLA 04 (Continuacion)

10 2 c* 10 2 0 0 0 0
10 3 cx 10 3 0 1 1 1
10 4 0* 10 4 0 1 1 1
10 5 0 10 5 0 1 1

10 5 1x* 7 0 3 0 3 3
10 6 0 10 6 0 2 2

10 6 1x* 7 1 3 0 3 3
10 7 0 10 7 0 2 2

10 7 1x 7 2 3 0 3 3
10 8 0 10 8 0 2 2

10 8 1% 7 3 3 1 4 4
10 9 0 10 9 0 3 3

10 9 1* 7 4 3 1 4 4
10 10 0 10 10 0 3 3

10 10 1 7 5 3 1 4

10 10 2% 4 0 6 0 6 6
10 11 0 10 11 0 3 3

10 11 1 7 6 3 2 5

10 11 2% 4 1 6 0 6 6
10 12 0 10 12 0 4 4

10 12 1 7 7 3 2 5

10 12 2% 4 2 6 0 6 6
10 13 0 10 13 0 4 4

10 13 1 7 8 3 2 5

10 13 2% 4 3 6 1 7 7
10 14 0 10 14 0 4 4

10 14 1 7 9 3 3 6 .
10 14 2% 4 4 6 1 7 7
10 15 0 10 15 0 5 5

10 15 1 7 10 3 3 6

10 15 2 4 5 6 1 7

10 15 3% 1 0 9 0 9 9
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10 15 0 10 15 0 9 9
10 15 1 6 8 5 4 9
10 15 2% 2 1 10 0 10 10
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