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GE~IERALI DADES MATD1ATIOS 

En esta parte, se hará lU1 Cesarrollo acerca re todas las ideas mate-

maticas básicas que sen necesarias para la resoll.lcién de problemas -

esté'\. p¿u-·te ~l l'C'abajo) se ha dividido en tres secCJ.Ol1es, las cuales 

se describen a ccntinuacién: 

- La pr'iuera sección está constituida por un conjunto de definicio-

nes de conceptos loatQffiáticos básicos. 

- La segl..Inda sección) está conformada por toda lU1a serie de resulta-

dos que se han cbtenido pare. el estudio re extremos en tuncicnes de 

\..D'a variable; en esta seccién, se han obvi ado las Cemos traciones de 

los result.:tclos, ya que -tales demostraciones, pl.eden ser estudiadas 

con mayor facilidad en los libros de cálculo superior. 

- La tercera seccián está consti tui da por el desarrollo de las ccnm 

ciones necesarias y suficientes para extremos de funcicnes de más de 

una variable CCl1 o sin restriccia1es; en esta secci6n, se realizará 

un desarrollo más profl!)do, ya que ella será la base para mestro tr~ 

bajo. 

_. J::efinióones Básicas. 

Ccntinuidad re una fLUíción: una frncién de n variables 

o o o -
x
n 

es c<:ntínua en el punto xl' x2 ' ......• ~ S~ para -

todo ' e > o exis"ten ó l' Ó 2' .... ) ón tales que para Ih,! < Ó' 
l l 

f 81BlIOTECA C~H.TR~.I 
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I f(x~ + h 1 , X~+b2 

donCe 

ro . :> O 
.l 

XO + h ) 
n n 

Diferenciabilidad de l..i1a función: 

<lo t t t. ) < €: 

una fLD1cién de n variables 

>S' x 2' •.••• , ')¡ es di fe renciable en el punto XO = (x~, ~) 

{) I si éxiste la transformacién lineal L: rf ~ R Y es tal que -

la funcién T: rf ~ R tq TeX) = f(Xo)+UX-Xo) dende 

Lim 
o 

x+x 

I f(X) - T(X) I 

Ilx - XO II 
= o 

La. transformación lineal L se llama lila d=civada Ce f" en XO y se 

denot a por ~of. 

2 

Si f es una funciát de Jf en R, la cual es c1ifere.nciable en XO
, en-

troces: 

Dx0f = L:Jf .~ R t.q. 

Mfuimo y MáY.i.rro Absoluto: Una fLD1ción f ce TI variables, tiene \ID 

-11 ,\ 
mínimo absoluto en ){ e: H. , si: f( x) - f( x ) :> O I para toda x en 

la cual la función está definida. El mínimo absoluto a rrenudo es 

llamado mínimo global. 

x n 

Para obtener la refinición de rnáximo absoluto, 5610 se le cambia el . 

senti do a la desi gualdad. 
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var.i ables tieHíninn y Máximo Relativo Prq?io: . \...D1a funcién f d3 (J 

..n . <11. d > O tal que ne un mínifTú relativo propio en x e: .K - si existe \ .... 

para toda h e:. Jf I excepto posiblerrente en h ::: O. , 

~ ~ n 
f(x + h) - i<x ) > O para [hil < d i : 1,2,"" 

se le carrbia 
para obtener la defiI1icién de máximo relativo propiO' 

el sentido a la desigualdad. 

E . 1 . . ... - 1 ~ .. 6 curvas de ni-
]eJl1.p o: A C01tJ.nuaClC1"\ se muestre e gráfico de jP"" 

vel de una funcián de dos variables, que POSee LIJ'l ~(IÍIrc relativo -

propl.O. f:::15 

f=12 

f=12 f=20 

Mínimo y Máximo Relativo Impropio: Vna función f de n variables tie 

ne un miniJno relativo inpropio e..T\ Xl'~ €: rf si existe lI1 d > O tal que 

para toda h 

f(x~ t h) - f(x~) ~ O 

para Ih
i 
I < d ~ = 1,2,.~ .. , n y existe al rrenOS \.H) h 1- Q para la 

cual la igualdad se clDlple. 

rm-SLlOTacJ. CaNlfUoL \ 

l~"'.II'~. I!~~_ ~AIO.~"~~ 
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la definicién de máx:ímo relcttivo irrpropio se drtiene carrbiando el 

sentido a la resigualdad. 

Ejemplo: A ccntinuacién se muestra el gráfico de las curvas d= lU-

\jtÜ un lul., Clulci¿JlI r!o don v¡'1ri.clJlot] qU':l podoo III IJL'Cn:1UIO Tol..at:i.VO -

. . 
l.IT1J?roplO. 

f=20 

f=15 

f=5 

Vectores y Valores Propios de lDIa Matriz: Dada lD1a matriz A de 

orden nxn, 5~ para alg(m A'E R, existe 1.l1}{ ~ Jf, x i O tal qL.e: 

A:x = Xx 

llamarnos a A valor propio de A y a }{ vector' propio re A. 

los autovalores de A son las solucicnes de la ecuacién detU\- A 1)=0 

Si A es una rnatri z simétrica, se cl..ll1"Ple qt..e "todos los autovalo:res son 

reales. 

Forma cuadrática asociada a una matriz: 

Dada lD1a ma-rnz SDrétrica A de orden nxn la forma cuadrática 

IJIA(X) asociada a 1\) se define por': 

iJJA(X) = xtAX 

Se dice que: 

X E rf 

!tBLlOTICA CIlNTRAL 
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Una funcién fex) es céncava sí: 

fex + \(z-x)l ~ f(x) + >,(f(z)-f(x)) 

para AE: O) li es decir) una funcién es cáncava si dadOS des puntos, 

ntr'O -
X, 2; el segmento de recta q'U!:'! 1..lT)e a f(x} cm fez) se enct:e 

t05 
por debajo del valor de la función f evaluacla en todOS lOS pun 

de la recta que une a x y z. 

Funcién Convexa: 

lha fmc.ión f(x) es convexa, Sl: 

cb dos
para A e 0 , 1 i es decir, una función es convexa} s). da s 

fe:>::} con 
pLlitos cualesquiera x y z, el seg¡rento de recta que 1.lfíe a 

tez) se encuentra por encima del valor de la f\.Dlcián f evaluada en 

los puntos Ce la recta que une 2 x y z. 

Funciones de una Variable: 

6 

A ccntinuacién. se proPorcic.roan algunos resultadoo obtenidos pat'él el 

t di, d d . '" . 1 de.J11OS traci 2 es II o e extrerr.os e una. ÍunCl.on de una varJ..able; as 
, . onan aJ. 

nes de estos resultados se han. obviado, pero si) se propo:rd- -

gunos ejeJT'{:llos ilustrativos. 

í"~~cli' . '" N '. . '" <1"_ • "" adeJnis , 
I...UI Clon 1 eceSa.:r1a: Sl f(x) es \líla ÍU1ClCll1 rontJJlua quv, 

f:ntCilC€s, la. 
tiene prirrera deri vada 'continua en el intervalo a< x-< b. 

O 

condición necesaria para que f(x) pa:;ea un ext:rerro en el punto x eS 

• ..1", en el pLUi-
qu= fr(x) = O; es c.1ec:ir~ que la pnme.ra denvada se a11lJ..J-'" 

to x o 

88LIOTICA C8NTltAL 
IIIIIIIII'tJtllIUUD<lU' e! lA J!I'..4\jI,fJ'.'IIfll.l1It 
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A los puntos donde la pr.i.rrere derivada. se anula se les llama puntes 

críticos o PLJ)tos es.:acionacios. , 

cOH.lici6n Su1icie!\te: Si [(x) y sus pcirreras ee:civadás san centr-

O ' nuas) entooces íú<') tiene Ln punto extremo en x Sl.) y solo si, el 

orden de la pr.inera derivada Que no se anula en x.
0 

es par. Aremás ) 

la función f(x) tendrá un máximo, si dicha derivada evaluada en xO 

es regativa y 'tendrá un mín.i.rro si la evaluacién es positiva. 

Ejerrplo: 

Buscar les purrtes extremos Ce la funcién; f(x) 

Soluciáo : 

Aplioando la oondición necesaria, se tiene: 

d f(x) 

dx 
9 = 10Lx-S) = O 

:: (x_S)10 

~sto es verdad:ro cuando x=S; es decir, la funcién tiene lR1 p\.1!í.to 

crítico en x=5. 

Ahora) al utilizar la condici6n suficiente, se tiene que. la pcirre

re derivada que no se anula en x:: S, es: 

= 10 I :. O 
x=5 

por lo tan'to f(x) posee un mínimo en x=S. 

Existen algunas funciones en las cuales los cri. terios anteriores fa-

llan, en tales cascs, se deberá oonside'r'ar la siguiente ccndición: 

-• 

"1 ' 

I ~ t· 

\ . 

,..---------- --. 
8lBUOTiCA CltH lo ....... ~.II. IU IaL .~ ........ u _ .. .. - -
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Ccncti.ción suficiente alternativa: Si la funcién f(x} está re.f:i..ri.lda 

en I..il intervalo que contenga al punto xO
, es diferenciable continua

mente en cualquier prnto del intervalo, excepto posibl~te en XO 

misno, y si ['(x) es nula en un nCmero finito de pillitos; entooo::s. 

f(x) tiene lD1 extremo propio en el plJ'lto X
o si, y solo si, el punto 

xo separa al intervalo original en dos subintervalos en los cuales 

f' (x) tiene diferente si~o. En particular, la función tiene un 

mínimo si la derivada es negativa a la izquieroa Ce x
O 

y positiva a 

la deredla; si ocurre la situación inversa, f(x) tiene 1..D1 máximo. 

Ejemplos: Buscar los puntos extremos re la frncién: 

f(x) = e -1 xl 

Solucién: 

Se tiene qu: 
{

-x 

f(x} = :x 
52 X o 

si x o 

resulta fácil verificar que la prirrera derivada no existe en el pun

to x = O) además, se tiene q \.le: a la izquierda de cero, la primera -

den. vada f' (x) 
x .. = e resulta ser pos~tlva y a la ~red1.a de cero, la 

derivada fl (x) -x = -e resulta ser negativa. Por lo tanto, aplicando 

el criterio anterior, se puede concluir qu: f(x) tiene un m3.xirro en 

x=0. 

Funci01es de N-Variables: 

A crn"tinuación se mu=stra el desarrollo para la obtención de las con 

diciones necesarias y suficientes para ext~ de W).a función de n-va 

I 
------ -------

818l10TICA CIH-Tft¡¡ 
".· .... 'u. al ." ....... 
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riables SlTI y con restriccicnes. Previo a ello, se darán des resul 

tados qt..E serán. d2 sl..Dna importancia en el desarrollo pester:lor, ta-

10s T'(':iult .. vlm ,,("jI; Pol tCOTY'1I1i\ ~ Taylor y el Teo:relTli'l c'c la. fl.n)c.i.Ón 

El Teorema re Taylor: La irrportancia de este teorema radica en que 

se puede aproXlmar una función dada fex) rrediante un polinomio ce -

oroen n; es decir, se puede aproximar el valor de una funcién en -

* ~ 
E Jf y H E: ¡f, a partir de la información de la x + H) donde x 

~', 
funci6n y sus pciTll2ras n+l derivadas evaluadas en x . El teorema 

tiene la siguiente forma: 

Teorema: Si se tiene una fllI1cifu ce n variables fex) cuyas pnme-
.', 

res n+l derivadas parciales sen con1::Ínuas. Entonces f(x ~ + 11) p~ 

de ser' aprDY..lmaclo lrecIiante la siguient-e fórmula: 

donde: 

Además: 

f( x~': + h) 

j': 

G (x ) es un polinomio de orden n en la variable h n 
L~~ .. '~ 

R (x"+h, x") es el término residuo ce la fórmula ele Lagrange. 
TI 

n 1 
L l 

Ji,.: f(h) 
x 

jft1 
x +Q11 

f(h); O ~ Q ~ 1 

BlBlIOT.CJ. CaNTRAL I 
•• rw •• ~,.& • ••• ~ •• ~ ••••• 1 
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O::ndición suficiente altemativa: Si la funci61 fex) está ee:EirUda 

en un intervalo qua cx:mtenga al p1.IDto xo , es diferenciable continua

mente en cualquier punt.o del intervalo, excepto posible~te en X
O 

misrro, y si f'ex) es nula en un nÚITero finito de puntos; entonces, 

f(x) tiene un extremo propio en el plJito X
O si, y solo si, el punto 

XO separa al intervalo original en dos subintervalcs en los cuales 

f' (x) tiene diferente signo. Eh particular, la función tiene un 

mínimo si la derivada es negativa a la izquierda de )(0 Y positiva q 

la dereclla; si ocurre la situación inversa, f(x) tiene un máximo. 

Ejemplos: Buscar los puntos extremos de la foocián: 

f( x) = e - Ixl 

Solucién: 
si x O 

Se tiene qt.e 
si x O 

resulta .fácil verificar que la pri.rrera derivada no existe en el PlID-

to x = O; además ~ se tiene q LE: a la izquierda de cero, la primera -

deri vada f I (x) x .. = e resulta ser posltlva y a la derema de cero, la 

deci vada f t (x) -x = -e resulta ser negativa. Por 10 'tanto ~ aplicando 

el criterio anterior, se puede ooncluir qt.e f(x) tiene LID rráx::i.JTÚ en 

x:=O. 

Funcic:nes de N-Variables: 

A ccntlnuación se ffiLestna el desarrollo para la obtención de las con 

diciones necesarias y suficientes para ext:r€Ir'úS de una función de n-va 

r
· 8!8lI0TICA ciptT;~', "j. 

l..tvDII~IU.. 'IU .... 1166''f'fd'>r-.yJ,,~-' 
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:r~ables SDl Y con restricci01es. Previo a ello, se darán dos resul 

tados q~ serán de suma irrpor'tancia en el desarrollo pcs'terior, ta-

k~ }(':~\l.ltild('l."": ,,01 : ~~ l tCOn"III;l rl~ Taylor y el Tcorem._1. (~ la funcifln 

El Teorema de Taylor: La. irrportancia de este teorema radica en que 

se puede apwXlmar' una función dada f()I.) rremante lID polinomio Ce -

oroen n; es decir, se puede aproy.imar el valor de una funci.én en -

x + H I donde x e tf y H E: lf I a partir de la información de la 

flmción y sus pnrreras n+1 derivadas eVelluadas en x. El teorema 

tiene la siguiente forma: 

Teorema: Si se tiene una flDlcién Ce n variables f(x) cuyas pT'l.me-

ras n+1 derivadas parciales 501 rontínuas. Entooces f(x + h) p~ 

de ser aproximado m~diante la siguiente fórmula: 

donde: 

Además : 

'Ir:: 

G (x ) es un polinomio de oroen n en la va:ciable h 
n 

i=1 

1 
:l 

1 
(n+l) 

f(h) j O ~ Q :::;: 1 

BlBLIOT.CA COfTU.l I 
... rti •• MI •••••• ~ •• , ••••• 
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Prueba: La prueba se reali, zará constr'uyendo una función Q: R ... R 

Zt la eLlaJ se le pu~Je aplicat" Al teOr"2J1l~ (ji'; Taylor en una 'Jllriable. 

11 
) I I ,¡J '1 ', j.: J~ ( 1.) 

,', 

o ~ t ~ 1. Se<-l Q: R --+ R la ftIDcióll conplEsta Q i lag) es decir) Q 

es Id r0~)t\icC'ión de f al segnento de Unea clefin:i.da por g, así: 

Q(t) :: f(x + th) O ~ t ~ 1 

J\pliC.~lJ\doll: ~] U:()l\':~ma cll Taylor 1') Q( t) (~n 81 jnt(:n'_v,Jlo U)) 1J se 

obtiene 

Q(l) :: Q(o) 

-1-
1 

n 

se tiene que: 

(,,)(1) :: 

Q(o) :: 

Q' (t) 

+ 0 ' (0)(1-0) + + Q" (0)(1-0)2 -1- •••••• 

n n Qn+\Q) 
Q (o) ( 1-0) + rn+~ 

.. 
Hx + h) 

~: 

.f(x ) 

:: [)t ( fog) 

::: D f D g 
~~(-t) o t 

J 19(t)). J (t) 
g 

:: Jr(g(t))' gl(t) 

:: J / gC-t)). h 

-= DI" t) f (h) 

o ~ 9 ~ 1 

evaluando Q' (t) en t :: O se obti.ene: 

aJ8UOTIEC,i~'c'~~, ~M'~r 
!'!II"H7~¡'¡¡('!j ",~_~ ~ I'I JI~ P!I,""' "",-,,,,~., i 
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Ad3más) ~;f: Üene que: 

;;; l' j , ' ( t) + 1:' (g( t) ). ( U ) 'gel) . b 

') 

.:; Il~(t) I(h) 

C-JalUClIl do r¿"( t) en t = O se cbt ienc : 

Q"(O) = D/( )f(h) .:; D
2

, .. Uh) 
g o X' 

Se l'u2d,~ l1cgal' a demostrar por il\ducci ón qL>2; 

Ce donde: 

Sustituyendo estos :resultados en el desarrollo de Taylor dado ante-

riol1l1ente se obtiene que: 

L.Q.Q.D. 

El teorema de la Funcim Implícita: 

Si se t) ene un si~; tema de m ecuaci enes, así: 

BI8LtOTI!.CA CINT_ 
IICI"''¡ 

". ."y,l ------



h.(x) = O 
l. 

dende x = (xl' x?' 

i = 1,2, .... , m 

• • ~ I • , x ) cm n >- m y las h. (x) sen diferen-
n 1 

Supóngase) además, que se desea' saber si se pt.eren usar estas m 

ecuacior\es para eJiminar m de la:; n variabl<:'s en el pLmto yO. Es 

eeci r > se desea sill..>er si existen m fL1!1 ci ones 1)J., tales que: 
l. 

o 
>.:. :: 

1 
.1 = 1) ?, ....) /11 

El teorema de la. fLJ\cién ~licitil noo da \..i'la condición que 51. es 

12 

satisfed)d, nos gd!'i!rrtiza la ex.ü;tencia y unicidad de estas tuncio 

nes; además 1 asegur'a que estas fl.H'\ciones son contínua<5 y diferen

ciables en algún \'ecindario de XO 

'r:"':OREJIA: IJa.Jo LO) sistema de ecuacimcs de la forllla 

h. (x) -:: O 
1 

1. = 1) 2, .... , m 

con)( = (:-:1' x2 ' .. ··, »\) n > ni· ;;J 11/:-:) ::;ClI di.[(~n":J'Cir1bl~:.; UJICl, 

condición Jlec.'esoria y suficiente para la existencia eJe funciones 
llJ· 

1. 

'tales (}l.E : p~dan :r-:.:!present:ar c1 m de laz n variables en términos de 

las otras m-n) es que el :mngo de la siguiente matriz evaluada el) 

o 
x sea m 

ah m 
ax n 

81BUOTftC.l. CDtTR 
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1,/,0) , , , 
• " , > n. ~ . - - " , 

, , 
., :' j ' h . ( x, , , , 

" " 
, • 1 ,1 • _ • , 

,,,¡, ... '" " ,;~c,bi7'" ""=!Ido " 5i~te"" • eruau. "",.5 o.: 

", " .-:;- "" 
", . . . . O!',_ 
.-;;:::-- ". , 
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o . .. 1 . . 

l ~~~ . .c~. ~~~~~. 1, - ' 



ción inversa.) re donde H, tendrá U1a inversa qu= se ~notará por 
~ 

H-:-1 la cual, es cliferenciabl.e y ccn pnrrera. derivada c01tlnua. 
1. 

¡\'ss. • se tiCl\0 epI'" : 

-1 H. = x. 5l. l. = n-m, ... ) n 
l. 1 

-1 
~ (x) si 1,2, .... , H. = l = m 

l 

~ (x) tarrbién es diferenciable continuarrente 

re finarrúS las funciones siguientes: 

Obsérvese ql,E: 

ya que 

se tiene q~: 

l. :: 1 ~2 , .... , m 

i = 1,2 l' ••• ,n 

x 
n-m' 

i = 1, ... ,m 

" ''o 

14 

, 81BLIOTHCA CINTRAL f 
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Si 1 = n-m, , .. n , 

x· = ~ con l = n-m, n 
~ 

~ .. . . ) , 

" ~ _1. .1. = 1 ,2" , . , In 

Si se hace xl' x2 , .... ,~ = O se tiene que: 

x ~ .•. X ) 
n-m n 

O.=h·(1J¡l(X } •.. ,x)) ... )1P,(x , .... :x),x , ... ::¡x) 
1. l n-m TI n n-m n n~m n 

i = 1,2, ... , m 

L.Q.Q.D. 

El teorema anterior na:; garantiza la existencia d= las m funciones 

!JJ., pero no nos indica cuáles de las m variables pt.eden ser elirrri.-
l 

nadas. Ante este caso, el teorema proporciona tnla condicioo adici~ 

nal que ayuda a sel.eccic:nar las m variables que pu:den ser eJimina

das. Dicha condicién) se o:JI1struye de la siguiente forma: 

Iefiniendo el Jaccbiano como: 

oh
1 

d~ 

ah 
m 

ah m 
dX 

m 
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I 

Entonces) a partir de la maTriz P dada anteriormente) se pueden a::ns 

truir (~) Jae;d)íanos diferentes mediante la seleccién de m de los -

siguientes vectores columna: , 

j = 1,2, .... , m 

Si el Jaccbiano asociado c:on lE'} cxnjunto de variables, digamos 

») ~+1) xp+m no es cero; entmoes, existirá un ccnjtnrto de funcio 

nes ¡p. (i = p, p+l, ... , p+m) tales q lE. pueden eliminar a las van.a-
~ 

x p+m 

Ejenplos: 

= 

= 

Es decir: 

... , j{ ) 
n 

Ccnsidere el sistema de dos ecuacimes siguientes: 

x + 
1 

BlBlIOTI!CA CINTRAL r 
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Se pice uti Ji zar el teon:ma de la funcién irrplici ta para determinar 

que variables pu.=den ser eliminadas en el punto X
o = (O) O 1 O) 

Solucién: 

LIt pr:.1w,:r lugar, COllS truyaJlúS la matriz P así: 

1 

3 

Ahora, CCf'\struyalnos los (3) ;: 3 posibles Jaoobianos. 
2 

El pnnero sería : 

1 1 
:: 3 - 2 = 1 ¡i O 

2 3 

Por lo tanto, }.'1 y x 2 pueden ser P\.Estos en funciér: de x 3, 

El seglD1do sería: 

1 1 
=2-2=0 

2 2 

Por 10 -ranto, xl y )(3 no se pueden expresar en términos de x2 · 

y el último: 
1 1 

:: 2 - 3 ;: -1 I O 
3 2 

Por lo tanto, x2 y x~ puecen ser expresados en té:rnú.nos de xl' 

Prchlemas sm Restriccicnes. 

A continuación se mostrarán las oondiciones neceSarlas y suficientes 

17 

para el estudio c..Ie extremos sin restricciones en una flllción de n va~ 

riables. 
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Cmdición Necesaria: lha ccndición necesaria para que una funcién 

rontínua f( x), con pcirreras y segmdas cerivadas parciales ccntl-

das parciales de f( x») evaluadas en. xo) se anulen. 

Prueba: (Por contramccioo) 

Supóngase que la p-esima derivada parcial no se anula~ e.ntcnces, 

por e 1 teorema de Tay 101'" se tendría que: 
n 

f(xo+h) - f(xo) = L ro af(x) 

= h 

i= 1 d xi 

P 
'df(x) 
a x 

x=x 

p o 
x==x 

+ R
i 
(xo+9h;xo) 

o 

Corro R
1 

(xo+Gh) xo) es de orden h~ ; así, para h i pequeños los t~!"'

mi nos de orden h. dominan a los ténninos de orren mayor, y por lo 
1 

tanto: 

tendrá e 1 mismo signo q te los términos de o~n h. 

Supóngase q Le : 

af(x) 
a x p o 

x=x 

:> O 

18 
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Ya q Loe se cl.IDple la condición neces aria, se tiene que: 
n n 

f( )(o+h) _ f( )o!0) = 1 .2 2: h.h. ó
2
f(x) 0<9<1 

,..., 1.=1 . 1 ~ ] ax.llx. 
1=' J 1 x=xo+(lf¡ 

Luego) f( xÚ+h)_f( )(0) tendrá el miSJTO signo que: 

n n h.h. a2
f( x) ¿ ~ 1 ) 

dX· ax. 
í=l j=l ~ J o 

x=x + Oh 

Sin errba.rgo, ya qte 
/f(x) es contínua en ax. ¡¡x. 

l. J 

tendrá el miSIlP signo que 

° x=-x 

para \.H1 h pequeño, O < h. < 8 
1 

Así.) si 
h.h. 
~ J 

o 
x=x 

el vecindario de x.o 

o x=x +Qh 

es positiva, f(xo + h) - f(xo) también será positiva y f(x) tendrá 

un mínimo en xO Sin errbargo, el término 

n n 
ll.h. 

2f(x) 

2 L l ] X. X. 
l ) o 

i=l j= 1 
X=)( 

en una [OI"T'1.3 cuadrática, y pu=d.e ser escrita como h
T 

Hh donde 

20 
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Una matri Z Cl...lyas ele.rrentos son las segundas d=rivadas parciales 

o 
de f( x) evaluadas en el punto x. Esta mzrtri z H, es la matriz 

Hessiana de una funcién fex). Se sabe, del estudio rel Algebra 

Ha tri ci al, que una COI di cién necesaria y sufi ciente para que e~ 

ta forma cuadrática sea pcsitiva es qu: la matriz Hessiana sea 

una. matriz definida positiva. 

Corolarios : 

Si la matriz Hessiana de una funcién [(x) es indefinida cuando se 

evalúa en el punto x") dmde la CCl'1dicián. necesaria es satisfecha 

-
entonces, el plE1to x no es un punto extremo. 

Ejemplos : 

EnCLentre el núnimo de: 

222 
fex) = Xl + x2 + x3 - 4x1 - 8x

2 
- 12x3 + 56 

afC.x) 
= 2x1 - l¡ ::: O aX

1 

(l[(x) 
::: 2x2 - 8 ::: O dX

2 

()f(x) 
::: 2x3 - 12 :: O dX3 

\ 
8\BUOTEC A. CENTRAL \ 
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Al. resolver el sistema de ecuaCl.ones se obtiene que 

la cual es definida positiva. Por lo tanto, el punto (2,4,0) re 

sul'ta ser un mínirro de f(x). 

Ahora., se procederá a determinar la oondición sufí ciente para el 

caso cuando la matriz Hessiana de una funci.én dada sea seminega -

ti va o semiposi ti va. 

Respecto a ésto, se han hecho VarJ.C6 intentos por cesarTOllar -

las candiciones suficientes para puntes extremos de lU1a funcién 

22 

de varias variables. Uno de estos intentos fue hecho por' La..::,oT'ange , 

como un a e xte.n si én de 1 argurre nto en una dirnensi én . Lagrange argu

rrentaba q~ si el término de segundo orden era semidefinido, el 

término de tercer orden deberla ser cero y el término 00 cuarto OI" 

den proporcimaría la informacién requerida. Si el término ce 

cuarto orden es semidefinido) se realizará rna ínvestigació"l más, 

en los términos de más alto orden. Sin errbargo, Peano desarrolló 

un cc:ntraejenplo a este argumento, el c:cntraejerrplo de Peano es: 

f:jerrplo: 

;------~-_ ..... _- -
IIIBLfOflCA CI~r'l l ., o 
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Consid=re la funcién: 

f(x,y) = (y2_x)2 = y4 

la condicién necesaria es: 

df(x,y) 
;)y 

= 

= 

2 2(x-y ) == O 

4yx = O 

23 

La condición rEceSarla es satisfecha a lo largo cE la curva 

y2 = x. 

l..os ténninos re segundo orden sen: 

:= 2 

2 a f( x,y) 
aXdy 

:: -4y 

2 a f(x,v) 2 2 
-~ = 12y - 4x = ay 

ay2 

La matri z Hessi ana est á dada por: 

la cual, es seJnidefinida positiva para cualquier y. Al ap 1icar le 

el argurrento de Lagrange se tiene que las terceras derivadas par-

ciales deberán ser todas iguales a cero, ya q~ la matriz Hessiana 

es semidefinida. Al investigar en uno de 106 términos de tercer -

r 

~. 
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orden, se tiene que: 

-4 

ya que este término 110 es cero, Lagrange podría argunentar qt.e 

x=y2 no es un mínimo . Sin errbargo, se p~de verificar que f(x,y) 

2 no puede ser negativa) es oero solaJrente cuando y = x, y es posí-

ti va para cualquier otro valor de x y y. Por lo tanto, podemos -

concluir que la solucién obtenida es un mínimo i11l>ropio. 

OJando se rrostró que el argumento Ce Lagrange estaba errado, 

Serret modificó el argull'entoj Ser'r'et cCl1cluyó que se deber'Ían lJ1-

vestígar los términos c.Je más alto arden solarrente pare aqu:llos -

valores de h. para los cuales la forma cuadrática es cero. Sin em 
l 

ba..""'go) probó que esta ccnclusiát es falsa. 

Ejerrplo: 

Sed [(X ,y) = (y2 _ x)(y2 _ 2x) 

= y4 3y2x + 2x2 

Solución : 

H(x ,y) 
-3y 

2 + 4x O = = vX 

H(x,y) 4y = 1ly 
3 - 6yx = O 

El pun to (l) O) ::a tisface las <Xl1diciones necesarias. 

BIBLIOTECA e ~TRALl 
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fe x+h :. y+k) -f( x ,y) 
224 = h -3hk +k +R4(x+h,y+k;x,y) 

(o ,O) 

I\plicando el !'1rgwrento de Serret se observa que cuando h = O 

(es decir, cuando los ténnincs de segundo orren se anulan), la -

forma es definida positiva y consecuenterrente el punto (O, O) es 

un mínimo. sin errbargo, se nota que para x < y2 < 2x la flIDcién es 

ncgati va y para y2 <: X Ó y2 > 2x la funcién es paliti va y cCI1se-

cuenterrente el plll1to (O, O) es un punto de silla, ya qu: recrece -

2 
para toda y en el rango x < y < 2)( Y crece en el rango Y2 < x y 

y2 > 2x. 

la. cuestién de suficiencia, finalrrente fue resu=lta por Scheffer. 

Su argumento, el cual es presentado a ccntinuación, incl~e trans-

formar el problema en muchos problemas de optimización unidimensio 

nal. 

Recor'demos ql..E la serie de Taylor se pt..ed= escribir cano: 

fLXO+h) = f(xo) + Gnexo)-+ ~(xo + Qh} xO) 

o 
Supcngamos que x es un punto estacicnario. Seleccimemos un ele 

ll'leJlto 001 vector h) digamos h ) qu:= sea cc:nstante, y cejemos que -
P 

los otros e lerrentos re h varíen de t al forma que I h - I < h 
l P 

El núnimo de G (xo) cm respecto a est~ h., es determinado en el 
n 1 

espacio de n-l dimensién, este mínimo es llamado G Cxo)p, este -
n 



prOC€dimiento es repetido para cada hi , i = 1,2) ... , n. Si minp 

G (xo)p es positivo) entonC€s X
o es \.J1. mínimo porqt.e 

n 

Si algunos G (xo ) P son pooi ti vos y otros 
n 

27 

sal negat i vos) enlonces xo no es tm pW1to extremo; si rrri.n
p 

G
n 

( xo) p 

es cero, entmces n es al.ll"reJ)tado en uno y el proceso corrpleto se re 

pite. 

Prob lemas COI) Hes t:r'i ccl.ones 

Crnsiderese el prc:ble,'T'.a de maxi.mizar una función diferenciable en 

dos va:ciables f( x ,y) sujeta a la restriccién de igualdad di.fe:re~ 

ciable g(x,y) = O. Existen dos foYm3S de resolver el prcblema, la 

priJrera i~lica resolver la restciccién para U1a de las variables, 

digamos "y"; y sustituir el resultado en f(x,y); así, dado g(x,y) 

= O, se ro tiene y = \JLx) (dende J,J(x)) es la resolución para l/y" -

que resul"ta de g(x ,y) :: O); Y sustituimos esto por lIy ", transfor

mando así al prcblema a uno de la forma: 

max f(x, ).Jc.x)) 
.x 

Existe unil dificultad asociada a este rrétodo, y es que el teorema 

re la Íl.nci6n ilJl)lícita garantiza,bajo ciertas cc:ndicimes, la 

existencia Ó2 la funci6n IJ( x), pero no ayuda a cbtenerla. Por e-

jellplo, SJ.. la Yestricci6.¡ fLera: 

xy 2 
g(x,y) = e + X cos y = O 
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A(n cuando la de la es garantizada para mayo-

de los espacio ('X ,y) , se dificultad 

tener la de la función lJ(x); esta difi 

ser obviada técnica 1 multiplicador cE 

CL.J.al involucra una. variable problema por rest 

desarrollo de este """,-",,-,'" se hará para una 

variables, uso intuitivo algtnClS conceptos 

Lae a un n C:Jre ro de variables, se 

en dimensiones, 

el problema de maximizar fLx,y) a la restciccien 

x,y) ::: 0, o!:>tener una expresián 

y ::: u(x); 

derivada 

me a tmO Ce una 

max f(x , }lCx) ) 
x 

lha 

es que la deri 

existe JI es di y posee una 

aaE~JTl.éIS> se transforrnat' el proble-

forma: 

f tenga un ro en algún punto 

f cm respecto a x se 
o 

en (x ) 

c: 

o y ). diferencial total ) puede ser es la forma: 

d ) df dx + x)y ::: ax: 

y la total por: 

8tBllOTICA CIINTR~ 
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d f( x,y) 
dx = + í)f(x,y) 

ay 

Si se sustituye la definicién de "y"; y acEmás) se evalúan las 

. o 
denvadas en x ; se obtiene: 

o x=x 

= die x >Y2, 
dY.. 

+ dfC.x,y) 
!ly 

la c'..lal debe ser cero S1 -x0 es un punto estaciOíario. 

o 
x=x 

P . " d )J ( x) . b 1 de' ara obtener una expres~on para cIx se escn. e a n. vada 

Lotal de g(x,y) = a, así: 

dgex,y) = 
dx 

agex,y) 
3x 

+ og( x ,y) 
ay 

d lJ( x) 
dx 

:: o 

Esta expresián puere ser escri. ta. de la siguiente forma: 

aB( x ,y) 
dX 

/ age x ,y) 
ay 

29 

;'\l sustituirse esta expresíén en la condici&l necesaria, se obtiene: 

b x=x 

Definiendo a A como: 

o x=: X 

= o 



A - - / 
agC x,y) 

'dy 
o x::::: X 

L:i ccndición necesaria se puede escribir así: 

aflx,y) 
~x 

o x=x 

+ dg(X,y} 
dX 

o 
x=x 

de la definicién Ce A se cbtie.ne::l además: 

a.fCx,y) 
~y 

+ 

y por suptesto la restriccién gCx,y) = O 

= O 

El símbolo A es llamado multiplicador de 1.agrenge. Nótese qt.e 

las condicicnes necesarias) las cuales son representadas por las 

Últimas tres ecuacicnes, no requieren que g(x,Y) = O sea resu=l 

ta para r1y "; el requerimiento es qoo 1-I(x) exista, y el teorema 

de la función irrplícita da las ccndicicnes bajo las cuales la --

flXlcién w( x) pu:~ ser teóricamente cbtenida. 

En el proceso anteYY.1.or) se asumió q\.e dg(X,y)/ dy no se anula 

" 30 

en el punto estacia")ar.lo:> este Sllpwsto fue necesario para cefi

nir el multiplicador re I...agrange ).; sm e.nba:cgo, res ultadcs eq t4. 
valentes pt..Jeden ser obtenioos si se refine a A en témrinos ~ las 

derivadas parciales can respecto a x. La. derivacién requiere úni 

canente qU2 al rrenos LD1a de las derivadas parciales de g( x ,y) no 

---------" .. " . 



se anule en el punto estacionario. 

Existe un rrétocb cOfJllacto para generar las condiciones necesarias -

mostradas anteriornente, e irrplíca c<TIstru.ir la función re lagrange 

la cual, es farreada multiplicando la restricción por un multiplica

dor de lagrange O) y agregando este producto a la flmóón objeti-

va, así: 

rex,y,A) = fex,y) + ~gex)y) 

Cuando la funcián de Lagrenge, F(x ,y ,'A.) e~ derivada parcia:urente 

con respecto a sus argure.ntos y la:; resultados son igualadoS a -

cero) las condicicnes necesarias son ootenldas así: 

, aF(x~Yl'A) 
= 

"af('x ,~) +" dg(X~y) = O 
dX ai< ClX 

, aF( x l:i ; ~) 
;: afex¡:i) 

+). 
ag(x¡l) ::; O a y a y ay 

aI~( x ,y , ).) () o -- = g x,y = dA 

Eje~la:; : 

Si se tiene el siguiente problema: 

. .. f() 2 2 rro.nUnl zar x ,y ;: 3x + 5xy + 3y 

sujeta a g(x>y) ;: Sx + 3y - 2 = O 

Construir la función de Lagrange 1 Y aderrás \ obtener las CCf'ldícJ 0-

nes necesarias a partir de la funcién d= Lagrange. 

Solucién: 
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f( ~,y) A ) + 5xy + 3y2 + ).( 5x + 3y - 2) 

:: 6x + 5y t S ), :: O 

3f( x):z:} ,\ ) 
:: + óy + 3 A ::: O 

óy 

:: 5)( + - 2 

El res a/1 pu=de ser extendido 

va..r:tas variables, así cerno adicicnales. 

una fmcián de n 

Clones de J. 

o 

) que se desea 

vos de f( x) sujeto a estas rn 

máximo relativo xO
) se 

se anule, 

:: 

n 

o 
x=x 

, sujeta a m 

~:;:1,2) ... )m<n 

rola 

el diferencial f( x) 

~ :: O 

l:1 prntecior' a est a es similar a 103 ar-

gurre.nt06 dados 

Si los 1:érm:lnoo orden ele. la sene de Tay 10Y' no se 

32 
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se pl..EcE mejorar el valor de f rrediante una seleccién adecuada. 0:1 

dx. en el vecindario de xO. Sin embargo J no se requiere que cada 
1. 

derivada parcial se anule; en muchos casos. un. máximo relativo p~ 

de ocurrir' en la frontera de una o más de las restricciones) donde 

la derivada parcial de la funcién cbjetivo no necesariarrente se anu 

le. 

El difere.ncial tol:al de cada l..D'a re las réStricciones es: 

n 

d~ = 2 
j= 1 

ógi(x) 
óx. 

] 

dx. = O 
J 

~ = 

multiplicanoo cada una de estas ecuaaones por su multiplicador el: 

lagrange asociado 

ro 

dI' + ~ 
i=l 

,\ . dº:. = 
1 "1. 

A· I Y agregándolo a di res ul ta : 
~ 

m 

2 
j=l t

H(X) + 
dX. 

] 

m 

~ 
i=l 

dgi.(X) 
).. 
~ ax. 

) 

= O 

Supálgase que se deciden eliminar las prirreras m variables, Al' 

x2 ' .... , Xmi estas m variables, serán variables Cependi~tes Y las 

I'€stantes n-m variables serán las variables inchpendiel'Yces. 'ia q~ 

cada uno de los di ferenciales dxm+l' dx
m

+2 , ... , dx
n 

correspcr'lCen a 

t.Dld variable inrependiente, y pueren ser seleccicnaclas para ser di

ferentes de cero) el crefici~te de cada diferencial ooberá ser nu-

lo, es d0.ci r: 

a fe x) 

ax. 
) 

m 

+ 2 
i=l 

).. 
l 

agi( x) 
dX. 

J 
= o j = m+ 1, m+2, ... , n 



Mí, se tiene a la izquierda qLe ~ 

1l df(x) 
m ;.. agiC x) 

J 
+ 2 1 dx. = O 

dX. ax. ] 
j=l ] i=1 J 

Los diferenciales dx. 
J 

j = 1)2, ... , m SCl1 rependientes y única-

rrelYte determinados por los valores de los diferenciales ineepen-

dientes por lo tanto, para garantizar que 
m 

dJ + :s 
i=l 

34 

se anule j se rebera. requerlr que los coeficientes ~ dx. j::;: 1,2,. 
J 

• o ') m sean cero. 

dfC x) 

ax. 
] 

ó 

n 

+ ~ 
i=l 

o x=x 

~gi( x) 
dX. 

J 

~ 
). . 

1- lJ)C 
] 

o 
-x 

of(x) 
dX. 

J 
enx 

= 

o = x 

O ] - :1 .... 2 •..•. ,m - , . 

1,2)0" ~ m 

Escribiendo lo anterior en forma matricial, se tiene! 

~ Y

m 
[ gl (x) ~ . • I ., Q C x)l A 

xl' x2 ) o • ') A '-Tn J = 6. fe x) 

/\ 
c101d=: L1 es la m~tr:i.z Jacobiana de ~ (x), A es el vector colUllna 

de los multiplicadores de lagrange Y Llf es el vector ~ las deri

vadas parciales de fe x) o 

BlIHJOTI!CA CINTRAL 
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Si se asure que lIfe)<) no es nulo, se tienen ro ecuaciones no hcmo-

géneas, las cuales son J..lneales en A. En general) una solucién a 

estas ecuaciones existe si, y solo si I la matriz de cc.eficientes 

de A es no singular; la cual es la misma condici6n reqLerida por 

el teorema de la función impJJcita para permitir la eliminación d:; 

• •• "X 
m 

Nótese que se pueden "tener n-m variables ineepen-

dientes Sl el Jambiano formado por las restantes variables es no 

singular. 

Cc:rno se mencimó antes) las cmdicicnes neceSar!las pueden ser ge-

neradas a partir de la fLnción de Lagrange, definiendo la función 

ele Lagrange) come: 
m 

F(x, A) = f(x) + 2 
í=l 

\~(x) 

Teorema: Una candicién necesaria para que f(x) tenga Ln máxiTn::l re

lativo en Xo es que las derivadas parciales de la funcién ce lagréJ0.. 

ge. con respecto a cada mo de sus a.rgumentos sea cero. 

Prueba.: 

Si se tonan las ~rivadas parciaJ.es ó= FC:x, ;>,) con respecto 

a cada U'10 de sus arglll"Jl':ntos e igualando a cero el result:ado, se 00 

tiene: 

\ ~BUOTI.C" Cl.NlAAl , 
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m 
a~(yJ afex, ). ) afe x.) 

~ =0 j = 1,2, ... ,n = + j, . ax. ax. ~ 3x. 
J ) i=l ) 

;3Hx, ;\) 
= ~ ( x) = O 1,2,." . , ~ = m 

d Ji • .. 
~ .. ;., 

Las cuales sm i~nticas al conjunto de ecuaC1.ones obtenido antes. 

Estas ecuaciones sen también las c:x:mdici01es necesarias para un 

mínimo relati ve de f( x) . 

A ccntinuacién se hará el desarrollo para obtener las condiciones 

suficientes para Ln1 máximo relati ve de f(x) sujeta a las restric

ci<YIes ~ (x) = O. Obsérvese que una solución xO
, debe ser facti

ble para ser candidata para lD1 máxiJTO relativo; es ~cir, Cebe sa

tis facer 8J. (xo) = O í = 1 ~ ... ) m. 

Si lma solución es f actib le) la funcien Ce lagrange es dada por: 
n 

f(x, ;\.J = f(x) + 2" 
i=l 

o 
Un punTO x es un máximo relativo si: 

Sin embargo, los elenentos de h no son tocios independientes ya qLE 

los restn.ccicnes evaluadas en xO + h Ceben ser satisfed1as, es de

cir: ~(xo + h) = O i = 1,2, ... , m, Por lo tanto: 

Bl8110TlECA CINTI'.AL 



~ :: :-r'," : 

r '( , ~\ ' 
. - ,l. 

. (1 
\ ) - ,-( :--: - " A ) :: h. 

J 

n n 

+ 1 ~ ''2-- i::1 

2 h.h, 
.1 J 

j::l 

o x , X 

(j,. \: ~::) ;:"1 l1Ul¿ ; ¿ntu\~s. la ecué:ción se reé.uce a : 

( ' 

~ '( : , - '-. \ , ). ) ,-re :-.: o 

r) = 

. >.. ) 1 
:: 

'2 

h.h. 
.1 J 

:) ~ 2 
2 ¿ d Fex , 

i= 1 j= 1 ax . ax. 
.1 ] 

o x .. A ) 

a 2f( x, ) 
a/{· élx . 

.1 J 

~ ) 
o 

X=Y. 



ni C::> I !,:" .1- ~rti WI s ólo !JerA 1ns 1~ CI lit"> S i1.t is f 8cen la.s restr-i cci!'lf)ec;. rol"-

c- • (x) = O 
''1 

!!a.nCflO: il'C'Gtro que J" condición necesaria rara 0lJ2 la fom,"! ~uarirá-

ti ,=,:-:: .\ """".~ ó::finidJ negativa rF.l.ra todas las h 2\.dmísibles, 8S ClL'e CCI-

(~ " ':~ l. (\:'1 í'nJlnolrG.o ('1<: rinir:10 :,or el sij'lJiente (l~terfl'ir,énte -
J.. 

n:- '1,-I!) 
L 

r' 
1." ,., 

:1 ... 

l' ~ J 

J j I 

l,l 

r 1n 

(F -U) 
lID 

l' 
L\l 

!' 

.... 

a'·.T.C ;.: . .:.. J, .... ) 
í)x· dX. 

l J o 
x=x 

P'11 

.f;ln 

O 

o 

Pml 

f")rn 

O 

o 
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El ~terr6_jl2J)t'e anterior, proporcíon~ lL'i oolin0':.io Ce oF.en (n-r;-) 

en U. Si Cilda raí: z. Ce esta eCllacim es nCf','1 t:i ,,".,\, 01 ~)lültO ~F c~, 

ur. r:.á>ci..r.o :re lati va. 

U. debe r;::U) ser tod?ls posi ti vas . 
l 

v,'s y otr~""s negi1tivé's, el punto 

2je~lo: Ccnsidere el Sirl~ent:-<> rrd)] errA: 

2 2 
r'lJI X + Y suieta ':! p( % y) = >: .~.'-S :: -J 

$,,1 \,)1".1 ~n : 

ce <:lende: 

~r( x,y, ). ) 
2" + ,\ O ::: = a 'X 

af( x ,y, A 
2'1 ). O ::: - = () y 

.aF(x.,y) ). ) = y. - y - S ='0 
(lA 

re Gonce resulta que y. ::: 2. S, Y = ··2.5 'l ,\ ::: -s es un f' ~Ito ,~" t ~.-

r = v -:l . J/. 21 - , 

ftlBLlOTEC). CINTAAL 1 
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2-U o 1 

o () 

1 -1 o 

( l)·-O(O+l)+:HO-O ) = O 

que lJ = 2 > O. 

res ser un 

Y'estarrtG 

00 nntes 

rontinu¿;ción: 

U liD resultado 

rrenos uno de los 

m '-'l~)J r::; y las m 

esta 

se 

+ U-2 ::: O 

2U ,. LJ ;;: O 

11 2 

conclui r q U2 el punto x 2.5, \1 = -2.5 

CUi'lJ. '2;::; lar al caso 

probleras :;in 

do, ha n~:; l '1 :i I IP. ¡ I lo ,) 1 L:;I: :t) l ;01 '( di 

no 

de m 

110 sC! 

8S satis 

ejel"1f'lQ 

+ 2 Y 

c0nstruíc;0 n ('~., 
.C; (?S 

,'lIl11]." . 

l"csuJ tr::clO ante: OY' l:r-: 

ror 

l ') 
- (y, '\ ) . . \,' ::; :l 

\
' 'BIBLIOTICA CINTRAL. ' 
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El ~fico de la restricción resulte ser: 

y 

o 1 

c2lda. uno ('e sus arrumentos., l"e5ultd: 

F( x.,y ., 2 2 3 y2) ). :: X + Y + )..«>:-1) 

el F(:( ,y ~ 
2 

O ). :: 2:< + 3 >.( Y-1) :: 

eX 
ar(x;y) A ) :: 2y - 2 >. y :: o 

d y 

~F( x ~y: l ) 3 2 o ).. :: (x-l) - y :: 

dA 

ecuaaones. pero no, la prlJrera. '. j',1 (1lK~: 

:: 2 

(1,0 ) 

E' ~1.7:t~ e" un mínir."O, pero 7;(' s --:-i -:- face las conctici<mes :IL'CCS~1· 

nas '. ya q.u~, las condiciones bajo Jas CllcÜ(>S se chtllV0 l,:;¡ C0;-:('j 

.. ..,.1. •• , .... ~!l J! 6 1.91\. 



ciÓ¡¡ necesaria no han sido satisfec.}¡as. POr' l(') timto, lCl~ cona-

ciones 

F(:.:) ). ) 
d---.- ._- = o 

ax. 
] 

élf(:<, ~ 

ílA. 
l. 

= O 

i ::: 1,?', ... ,11 

son necesarias ffiiearrente CUar\C0 al nenos LTlO cl~ lo~ ,Tac,:-.!)j ,=mnf, 

fOr::--c,CC6 !'or 125 m restricc:ion2s \! n variabl~s no se /1nu17\, 

E;::i5~e uncJ J';'I¿¡nera sirrple OC roVi2Y' C.ste>. di heuJ tw\.~· '-' ésL',' c(',n-

sistc en lo siguiente: 

con j un to ce puntos pC1ra los cl).':ll:'.Cs ur.-o ('.e ) (',1; • I.-Jco!)i <11'1.0::; no :,c -, 

al resQhocr el conjunto Ce eCU2Clones siruien te: 

/"-. 

CalCe: 

,1 = es la 

,\ =. ~s el 

0 =. (-~S el 

nu]o. 

J 
>:1' y.2 ,·· .xm(r1 , .1'2" .'" l' ) >. 

• 111 

r.etriz Jacobian? ~30cii'l.da ~ ~. 

vector columna de mul ti p Ji cac1orc:; 

vec·tor nulo 

:: 0 

c~ ¡ <1 [71<::-; I pe; 

42 

.. '>u.¡'. 



Una ccndición necesaria pare qu= exista una solución CoA est?S ~Ctl~ 

cienes es ql~ el Jaccbiano sea nulo; así, "[:CXk'S lc~:; ¡Juntos \~lr':' lrt. 

do:": . 

ESt2S eCU.:lClOneS fOW.M un Conjt!nt0 de conócicnes 1ieCcsi'!r..l2\S f)é',": 

falla. 

es (~ci r \ construyendo la fmcj 5,) ('., 

F( Xl). ) = 2 
í=1 

A . (' • ( t;) 
l' 1 

A es una con s 'tante q \.lP. r>1 >r. c'" v:l1er () él 'j. 
() 

Cuando ).0 vale uno, lélS col"!eb. el ores nece[;¡,w.i .')::; p."1r.:'\ (' 1 c.:y~() ell,':!. 

r.?-clas. 

Por lo t~to, las ecuAc:i.ones: 

~~i~L.~l. :; O ,1 :; j .2 .. n 
~x . 

J 
íl f( x, >..) 

---- ~ ~ ... --- -
él Ji • 

= (l .1 = 1 ,., , . 11: 

), 

p!"ir:cro; son evaluadas cuando A = O Y J.uefo cuanGo o 
>.. = 1-
o 

... 
I Slal.OTaCA CINTRAL 
l ."''!~I!tt:l) ~,.l) l( 1';\ -~.fI".,D 
- - ----



To1cs los !)u."'1tos r'~ner?,c',os por este. nuevo ,:-ét0cO sen :'"c.1ctioles 0? 

s·.'; ,- t ,'\ ,-.. 

(" ( }.; ,v) = (y., .1) J , ,,? = 1) 

rOl-~,:'1l ~::"0 J.é! f Llilción de ¡.n~¡:n:':2 y clif~renciándola) se obtiene: 

A • A
1

) 
O ' 

--~-- -_ . ~.--..... 

" :'( : . ,y , A o ~ AP 
-- ---11,;------

1 = (:', 1) v 

~': >.. = 
o 

3 A
1 

( :': - n 2 = 1) 

2 A v :: O 
J 

( :(-1) 3 ~/ = O 

2 
Y ~ O 

,'! ( 'll, ' l. t :i ~r,: I'n!' ;:olucion tri \litü x= 1 ~ y=O vestA nunto es el 

,..-.... ,,--~._---

{ 
alaUOT~C .. o..... .. t-- "". 
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P,;stri, cei ones de ~sj r:nalrlad. 

en hO-:1or el los horrbres que los <'~s,."':r:olLll-oli. 

S:"':'[l6nLc"':sc que se c':esea maxirizar ~ . ,"' (unción r ():), Jll ell':] 

.... (::).$ b . 

. ''l. l 

se obtiene: 

p,.(x) + lJ~ = 1>. 
'1. ~ l 

rest an cio D. se ob Ti ene: 
1 

1 :: 1, '2,. , . , 1" 

r·(x)U.) = r,()') + l'~-b. = O 
1. ~ 1 l 1 

i=l.?.····11 

,Ah ore. > el prableT"8 es de la fo~a en (}ue se ))1 ~&'c'~ .:ll'li ca~ 1.:> teo-

max f(x) 

::L'jcti'l él f.(~, lJ . ) :: O 
1 1 

(~.: J::-. ft'rnción Ce r arrMrr~, ~ ,1 

= f( y) ~ .. 2 
1=1 

i = L:! : .... > 1: 

\ . -/'; . ( :<. ti.) 
1 1 . 1 

45 
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" 
, , 

w,"bl "'," cb .$' ''' -

" 

.. 
"" .. ,~oho;. '' ' ',c'- ".,,", 1" 

u(.) . --h, 
oo. , 

1 .. "·0 .. 

~ (-, ,r. ) .. • • • 
" ( x) 

¿ .=~ 
¡,! \ -""1 ., 

r.·'? , . 

" 'r 

c'~T""" 

" , 

,- ~ • 

• 

" 

6lt " ... ~",,""""~. ...--,,' , 
.. " \ • 1.), . . ,," 

•• , • '.1. .. 
_,l'""""" .:.1 

; . l.'. " 
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Supónf'ase que 12s sm ~;¡tir. f~-

PUyto ( ;( 
o () 

Uo) ; en , ). , ~I 

es U'""I relativo. 

::: ) y Be dcriTl" 

{ :: b .. 
J.. 

órtir.D ~ la a Cñr).) ios en 1.:: n:s 

Col/seC\}enteT~nte .. 

;:;;el/S} , así tar.bién 

y crro 

TI 

:: 

J j 
x= 

n 

::: 

j=1 



GonCe : 

6 '\.. 
~r, 

11ul t ípli el'JleJo 

sult2.: 

m 

¿ ,0 .... 
"k °ik 

1 i = k. 

o i '/. k 

(\ik por 

= 

rr. 

¿~ 
n 

2 
dfl,(}o1, tl) 

1.... k ---------
(}x. 

I 
k=l 

pc~a %. = i oor lo tan·to: 

m 

2 
k=1 

dL. 
o {l + = d~ . ~ 
1 

n 

¿ 
:i=1 

i [af(Yl + 
~x, 

j=l J 

ílr-I/ x, \J1;.) 

- " Xx. 
) 

n 
:-:=:.: 

!.l =IP 
k ).; 

48 
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neceSarlas, así: 

te la derivación de las condicicnes necesar.:t.as dadas él.r"lt:eriOr.Tf2nt~, 

~\.- al' o o se sc:u..>e que cu qUl.er \ . = O, o, Ui = O o anuo-; se anulan en la con 

dicién óptiTT\-3. Se i...·westigará ahora, el caso cuando t\ i O, esto im 

plica que la restriccién es satisfecha corro una desigualdad estricta 

en xO y consecuentemente, si se relaja la restriccién (haciendo b. 
~ 

más grande) el punto extremo no será afectado . Por lo tanto, el -

carrbio en el valor 6ptinn de la fl..f)cién cbjeti vo con cClrbios en b . 
) 

será cero) es decir: 

= 

..Ahora I supengase que 

o 

"AC: .¡. o. 
1 

gura tf? es cero. Así: 
1 

Esto irrplica que la variable de hol-

s upón gas e que )..C: > o. 
l 

Entonces: 

d O 
~.o( O 
ób, 

~ 

'CS"1:0 indica que cuando b· es al.D1'entado, la fLmción objetivo decre
~ 

ce. Sin embargo, coro b i aurrenta, más del espacio será f¿¡ctible, y 

el valo!' 6ptimo de la función objetivo clClX\::i1'ente no puede decrecer, 

81BUOT.C-' C.NT 
_~"' lI' tlU,P 1"". It ' .-.. u 
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f-sí) en una solución óptima ),. ~ O 
1 

Realizando Li1 resl...Il7l2n de las condiciones cléscJn-oll¿)cias S(~ ti(=n~ <IV:: 

g.(x) ~b. 
~ l 

J = 1,2 , ... , f:l 

Las condiciones necesarJ.as para un rráyirro relab \'0 en )p ;;()n: 

1) 
í)F('/.() 

) 

),0 tf) 
) ;: O dX. 

1 :: 1 ,/ .... , n 

l 

2) O 
A. ( ~. (x ) -b. ) = O 

1 -l 1 
J = 1.2, .... n: 

3) ).,? ~ O 
l 

1 = 1,2 .... , rr 

11) 
O 

b. r:.(/:) ~ 
1- l 

:: L '\ ~ '" •.. , 1:\ 

un míni~ de f( x) 1 se debe caTl'biar el sentírD r.\~ 1,) (!.-,~ inl¡llcl-I' 1 

en la condición 3, así: 

F.:jerrplo: 

~ = 1 )2 l ' •• \ Ir: 

Considere el sir;uie.nte problef!'lC): 

T 
lrün f(x) = ex + 1/2 X Gx 

Sujeto a : 

!lallon~CA CIN"~/~ l . 
.... ~ •• ,""(Pt ",.( " ... . ~-'o~,,~r~ . 
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l:0¡)(~2 ~ t1 :~ \~ ~j 
G 

{\ ::: 

e :: ('2 .tI) 

1 --1 

r 1 ~~1 b - '1. 

x ::: 

- 3 

", -1- \1"- 4-. - 1 '-2 

+ ).. ( --x + u'2 ) + AS(-X2 + l.}s) 
tI ' '1. 4 

:: O 

~) 

,.!T" 

":1," -J'2 

~) 
\ ( ---¡( + 1\ " 

1\) :: O 

-\ -\ 
-' 1. 

X
2 
(l· :"1 

4- '¿ 1) :: O - \?1 
:: O 

~: 2 

) Iv - X2 
,- 3) ::: O A 'SX2 

:: O 

-31. -'1 



3) :-< ~ O 

Ax ~ b 

Se nu.ede verificar que una solución es: 

=A - O 
3 

Á = 2 
l! 

se derr.ostrerá que esta es la única solución cllanc10 r(~:; A C!) 

es una función convexa. 

l. continu2c.ión se rrostrará que si fe x) es estí'ictam:-.n te C0!lC0Va 

y g.()() 
1. 

dadas anteriormente son suficientes cerno t~nbién neO'~Sélr.1 G~) f'óY'E. 

lri :r.-:h-iTO absoluto. 

52 

Supónf"BSe que f( x) y P-i (x) satis félcen las C()n~lC.lones eSr0Cl fÚ;2(: ~~-:, 

anterio~nte) entonces: 
m 

F( )=, A ) U) =' f( x) + 2 A . ( ~ . ( x) + U~ - b.) 
j =1 1 '1 l l . 

Si A. < O' entonces.. Á • cr. ()<) es cóncava G] ~1. _ (y.) e~ con ve ¡;¿"). 
1. / ~ 1 t '1 J . 

Por- lo "tAnto m 
[( )( ) + 2. A ir: i ( }:) 

i=l 

es e~)trj ctaIrente cáncava. Ya que ) .t1.=Q v A ,!.). e~~ IU) .. l c()n:~t ... \IJI \ 
..1 .1" : J .1 



Sl: m 

f (x) + 
i=l 

es cóncava , F(x, A, U) es céncava . Se había demos·traco Antes '1""" 

una condición necesaria para 'lue F( x) sea IIn r· .. ~};jnD " n 
o 

x es C]l l~"'" 

F( x, A o l!) tenga un pun·t o est aci onari o en x
O

. Sin embaY'fp, S l -

F( x > A, U) es estrictamente cóncava sus derivadas se anularí an en 

un solo punto. ConsecuenteT:\eJ1te , este punto deberá se]" e l I:1ÁYi rn 

re l ati vo . Por lo tanto , l as conrliciones :1 ,2 . 3 :/ 11 son s ll fi cj('nt,·" 

CO!'lO t ambi én ne cesarias para un f!l.áximo absoluto de f( x) P.l1 xo . 

Fecuérdese que existe una restricc.i.ón e n e J. dcsarro] J.o dado . l Ar; -

ccndiciones necesarias dadas antes, se derivaron basán(!ose e n l a 

,l0ri vación de las res·tri cci ones ele clcsi. ,.,-u,ll, 1;](1. lino, le, ] (y; n~, 1 '" 

rirri ent os para esta derivación f ue que a l rrenos emo de l os ,Tacob i A 

nos compuest o de l as m restricciones y !TI ele! 1(1:'.. n+l ;: vc!r·i "h J \~;, :' . 
1 

1 = 1 ,2, ... , n, U
j

, j = 1,2 , . .. , ro , sea di ferente de cero, es t e D" 
qu:.rimi cnto está incluido en e l des"rroJ.J.o el ,." lo . 

Hay varios casos especiales de l as concticiones de Kuhn-1\.lcke J:' . Su 

póngase q ue p de las restri cciones son de l a f"OIT!\3 >:. ~ n .i. = :l. 2 . 
l 

.. o , p . Se pueden conve rtir estas res"tricciones a 1 ':1 fODikl LlSa(~,1. 

ant es, Así : 

-x. '" O 1 
1 = 1,2, .. . , P 

53 
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donde b
i 

= O i = 1,2, ..• , P y p.} x) = - xi el 1'1ultiplicador de 

Lagranee asociado a cada lUla ele es"tas res·tricciones l~~)c~í ser 

no posit ivo . las condiciones de Kuhn··Tud<er son : 

d f ( x ) 
dX . 

] 

m 

+ 2 
i=l 

)..? o O x . = 
l l 

)..? o ( f"i ( x ) -b j ) 
l 

{! ~ O 
l 

x ' l ~ O 

o b. S ( x ) ", 
1 

= O 

o 
x=x = o = 

J . 

l 

l 

l 

l 

= O ·j = 1 ,2, ... ,n 

= 1., 2 , . .. ., P 

= p+1 , ... , m 

= 1. , 2 " . . . , 1'\ 

= 1, ... , r 

= p+1, ... . , 1'1 

D2ri VaciÓ!l a l ternativa ele las conciciones ele l<ltln --Tlld<er . 

[>:,,1.st c:!n a]:ternati vas para deri vElr l~ls conclici n rlf'G no. Kllhn -TllrJ'dyr 

a continuaci ón , se muestra l a derivación hed\a ror :3ernh0ltz: 

Supónr;ase que f ( x ) es di ferenc:i.aL> l e y 'lue las r\lnc.i onl'S .... :i e ~; ) 

i = 1 , 2 , ... , m son continuaJr.ellt e di ferenciabJ es . Sj fe y) ti ene 

un m:::i1l'o re l ativo en xO sujeto a f. ' (x) = O,. en'tonces , existin§¡¡ 
l 

o 
cons taI1tes Ai' .... ' ).. o taJ.es qU2 

m 

df( x ) 
-a-'

X] 
+ 

m 

'\ ¡,? d¡; ( x ). 
L l dX . 

i =l ] 
o 

x=x 

= O 

O'.(x) = O 
' l 

'j = 1 ,2 , .. . , n 

1 =1. 2, ... ,r , 
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Cuando evaluaJOCls en X
O con tal de que se obtenra uno de los dos 

conjuntos de condiciones mutuarrent e excluyentes 

A) (1) c. ~ n 

(2 ) en xo, al ¡renos uno de los J¿¡cobianos cie or:]en n no se 

anula . 

-o 

3 ) e 1) Sxiste un en·tero h, o < h < n tal que en xO ·todos l os ,Taco-

bianos ce orc.len J:1ayor que h se anulan, pero al JTlonos u.TlO de l os 

J iAcobiaTlos c€ orCen h no se 2jlula . 

(2) COYTespondiente a cade. vector di fe rencial el;! = ( dx1 · dx
2 

. . .. . 

dx ) "ara el cuéll d". ( x) = O, e xiste, un arco diferencial x = a (t) 
TI 1" ' Jl 

definida p=a - 1. " t < 1 el cUCll se encuentra en la i ntersección .. 

ce les sU:'2rficies g .(x) = O Y es tal que X
O 

= neO) y r]x = ?' eO) dt. 
l 

la pn.:eba es como sigue : 

Supóncase que se obtienen las condiciones de f ,. Entonces Jas co .. 

lUN1a5 del Jacobiano son linealrrente inctependientcs V fo:r¡r,ln \UlFl 

base para algún espacio vectorial Jineal de dirrcmsión n . I's í , se 

pUeCeJl introducir ro constantes ,, ~ f',~ra satis fa02r l a ecuC'c.ión li

neél.l no huno)'énea . 

m ag . e x) 

2 ,,'! l afe x ) 
l ---,;>-- = 

aXj ax . 
i =1 o J x- "o x=x .- <,". 

r---------------------.~ 
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Un arglUnento similar puede ser obtenido si las condiciones ele 8 

son satisfechas . Bernholtz cleri va a continuación un resultado simi-

lar a las relaciones dadas previaJTente pi"r a e l coeficiente ele sens 1 

bilidac . 

= 1 = 1.2, ... ,J'l 

Se " z - xO + n ( o)donde '(O e~ un m"'Xl' ~ rc]. "~.l' \'~ rln. f ( ',?) " 1.I'·! 0 1'.() , ' " " - , "y- x . ~ .ro ... ~. n O · , 
/ 

a ~ (X) = O J. = 1,2, . . . , m y ( iy " es seleccionado de t al f oma f!ue : 

1 = 1 

( y , - x?) f. O 
1 1 

par a a lr:(in J El, donde 1 = {1 ,2 " .. , n} Sl se cUr.1ple 1\ V 

1 = {1,2, ... , h} S l se cumple B: y además : 

n 

¿ ag
k

( xo) 
(y, ° O axi. - x · ) = 

1 = 1 1 1 

para toda k en 1 excepto k = J 

Entonces por e 1 t eorema 

f ( z) + '" ,.og ,(z) = ¿ 11 
i E 1 

de Tayl or se tiene : 

f ( xo) + '2 ÁOg ,( yq) 

ÁE 1 1 1 

+ Q 

n 

L xO 

¿ af ( x) 
i=l Oy . 1 

n 

2: Á. a ~1 ( x ) J a :' + Q 
i=l 1 

(v .- x?) 
1 1 

n 
( v ,_.;'; . )+q 

1 :l 
¡; ( q) 

') 
y=x 

BIBLlOTlCA CINTRA\. 
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f ez) + 2. 
id 

donée á(~) ~ O cuando Q -;> 0 . lsando el t eorema (:e TayJ.or nue-

vamente se obti ene : 

TI 

o [ . (z) = 9 
J 

¿ ~g .( x) 
3*-. - ( y .-x .) + o .( g ) g = 

' 1. 1. J 
( fI + á .) 9 

J 
i =l 1. o x=x 

donde á -o> O cuando 9 --ó> O y 1'. es una constan t e . Por lo t anto 

Aj. _ ( i:¿t AiV i ( z ) + 9 ti ( Q) ) 
o fez ) - f ( x ) 

<: . ( z ) 
l.') 

- - ------------------------
~ ( z ) 

57. 

= Aj -« A+ ó j ) 9 Aj+ 2. 
i d 
i ;ij 

A.á G-gó ( 9) ) /( A+ ó .) g 
1. 1. 1 

2 o O - p á ( Q)) / ( A. + ó .) 
-( 

A , á . 
= 1. 1. J 

id 
i ~ j 

= _( 2 A~ á i 9 - 9 6(G ) )/( /, + á 4 ) g 

id 
i ~ j 

= O 

g 

Tomando e l Jími"ce cuando G --.,. O e l l ado derec.rlo es i vual. a Cé!ro " 

el rcsuHado es : 

BIBLIOTECA CINTRAL 



Lim 
() -¡. O 

= A ° 
] 

Cuando ["' " ( x) <o, l as condiciol1es necesarlas 
" l 

m a!S.i (x) 
af(x) :2 A~ + ax . = O ax . l J J i=l ° x=x 

] = 1,2, .. " n 

son satisfed1as aún s i l as conc1icionp.s A ° " se clUln10n . 

Esta prueba es s i mi l ar a la anterior . 

Para mcGtrar que AC: < O se usará la definición de 
J 

Lim 
e-rO 

° f(z) - f(x ) 
[; " ( z) 

l 
= 

sel eccionando a G lo suficienterrente pequeRo COITKJ para que F . ( z ) < O 
J 

Y f(z) < f(xo) por definición de I"áximo rel ativo , se tiene que : 

y ¿¡sí 

° f(z ) - f ( x ) 
P-j ( z) 

~ O 

A" < O para toda A ~ no excwtarr.ente iplJ2l a cero 
J J 
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PP.or;PJ'J~AClOi'I CUPDRI\TICA 

En esta sección se tre.tarán los (li ferentes algoritnos Cju"" e:ás
ten 

pcre_ :resolver un problema de pro<:;rélmación cuadrática . 

m. i lli mi 2fl.
l 'n problema de prograrración cuadrática se def ine C()f1Y) l a '. ' 

. ··n oÍl -j e ti 
ciÓ¡l ( o maximización) de '.ma !OITlB. cuac'.rática, cor-o f lUlClO - .-

t i vo sujeta a rest"Y'Ícciones lima l es . 

L'l representación rratemática e'e dicho probleme, es: 

mini Jilizar f e X) = cTx + 1/2 )?Cy. 

sujeta a: 

i-\ X ;;;; b 

(~ ~ o 

elonc'c : 

xl C1 ["11 
x2 C2 1'"21 

X = C = G = 
x e ~ , ! n 

n 

a 11 a 12 e-1n 

[l: 1 
a21 a22 a 2 n b A = = 
a ml a ¿ 

m2 ffi 

1'"12 
... f'1J1 

¡!n .. ' . P"2n 

1'"~2 . ' .' ¡'rn. 

Se as ur-i :,."é que G es s im2trica ~' r::'2finirJa Dositiv(l ~ yi3. q~ S J.. r es 

nula se tendrÍa un problena estándar de prop,rar'ClCiÓil l ineAl . 
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fI~f'Oritl11O ele \'Jol fe : 

La aplicación de las condiciones de Kuhn- Tud:er a l problerf'a de pro

gramación cuadrática, constituye e l f undan-ent o c.lel aJ.rnri no (lA -

Wol fe para l a resolución de probl e rns ce es ta nat uraleza . r-e l a 

aplicación resulta un s i s t errrJ. de ecuacione s linertles, las cUeles, 

lTBdi ant e e l uso de técnicas de prograJ1Bción lineal se resuel\p-n , 

generanco así , la solución óptirra e.e l probleTlB . 

en pa r.r21" l ugar as UJT'.aJ'DS l a s i guiente notación : 

. ) a · llcnot c:l.rá l a ~ colur..na ele l 
l - cs:ura 

- ) gi denotará l a i-ésirra colUI!Uld de 

2 I ntroduciendo l as variab l es de holgurn q . 
l 

convierte en: 

l!lll1 f( x ) 

s uje to a : 

T v + 2 
b . e.- " q . = l = 1 1 1 

+ 2 
O -x . r . = J = J J 

l a Inatr'i7. ; 10 

l a ma.triz G. 

y r 2 e l Drobl erré.! se 
l 

1.2, . . . f'l 

1,2, . . . , n 

Ahor a., nrocederros a formar l a f unción de Lap-ranpe , ten:ienc1n: 
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m n 

U) fCx) ~~,.(a~x + 2 b?) + ¿ l.' .C-Y.j + 2) Fex, A , = + q. - r. 
l 1 1 1 J J 

i=l j=l 

for':c:nco 1·]5 condiciones neC~Sc""lrJ_(~S .. se tiene: 

m 

()FC f + L A .a ... U. O = = oxj xj i=1 1 1J J 
j = 1:2'1 ..... n 

T b. ) O A' (a .. x - = 1 1 1 
1 = 1~2., .... ~ f:l 

U.X. = O l = 1~2~ ... ~ n 
1 1 

Ay. .. ~ b 

y fmalrrente x, A Y U deben ser todos no nev.ati \lOS • 

Reescribiendo la. 1a. ecuación :' se tiene: 

n In 

aF + ~ fijxi +¿ A .a ... U. = O = c. ~ 1J ] ()xj ] i=1 i=l 

j = 1 1 2 ~. . .. . ~ JT1 

defini~l¿o Yi = qi (Yi ~ O). Con esta definición, se ti~ne nup 
T 

a-:-x -- b. = -y. y se puede sir.pJific2.Y' la se¡nmcla condición llAro -
1 1 1 

lee r ).. . V.. = O .. 
l" 1 

-u. + c. + 
] j 

/l.sí:> el problcT'lé1 'luedn convertick) QI1: 

n IT'. 

I:;,x, + L A .a .. = O 
J .l.. 1 lJ 

i=l i=l 

P.x + Iy = b 

x ~ O 

y ~ O 

• 1 __ • • _- _ ...... 
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A.y. = O 1 = 1 ,2, .. . , m 1 1 

U.X . = O j = 1 ,2, ... , n 
J ] 

Nót ese un importante resultaco , con e xcepción de l as 000' Últi"'<'1S 

i gualdaces, l as condiciones de Kuhn-Tud<er son Jineal es . 1':1 pro·-

bleIT'2 es encontrar una sol ución a este conjun·to de eClli--lciones e me 

cuC'.ciones Jineales donde las v2riab l es deben ser no ne¡''-lti vas y J-"s 

m+n condiciones de holgura deben ser sat isfedlas . 

\-Iol re su:.'irió un procedimiento e'e solución p¡¡r'-l ec: Lc l'yol,]"I '" lI'·;. IJI -

do el a l foritrro simpl ex con una pequeña modificación . C:: u superen-

cia , incl uye l a introducción e'e n variables artificiales no ne"ati-

VeS v . en las eCUé!ClOnes que representan aF/ ax. = O, así, 
J ] 

n m 

-ü. c. L g .. x . + L A .a . . - v . = O + + J1 1 1 1J J J J i =l i =l 

cor:enzando con la soluciófl básica inicial de V = c, '1 = b v ;.: = O 

A = O se minimiza 

sujeto a : 

n 

¿ 
i =l 

v · 
1 

T T 
-U + e + i'.i x + ~ A ;;, v = O 

/\x + y = b 

1 = 1,2 , . .. , n 
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u ~ Q 

y l as ccn.diciones cOJ!'])lerrent ,~.ri;>s c'€ :101gura. 

A." . 
1 ' 1 = O 1- = 1,2 . ... n' 

U. x . = O i = 1 ,2, . • n 
J J 

Con \.n1a excepcioo (las dos últillBS igual dacES) este es \.n1 prcblema 

cE programación lineal, que puecE ser resuelto por e l algoritmo 

sinples . 

Se ceb·", ITDdi f i car e l al¡mri t JTo . n ;;r a inclui.r 12..5 conc'.icimcs COf'l-' 

PBí cl'anco se decida. que y . int~1,:cir en l a. solución Dáfic., . nrl 
1 

JJT3ro se debe estar seguro q\ :'O 

lj .. . , 

A. no está en l a sol ución ('\ 'lue 
1 

A· 
1. 

!l0S ! i:.l ,?AJ~S ., ilU1tc con rr.+n cC'n~:i.. cirnes coPT)l~JTr ,·! t;)ri Fl~ (1r\ h0] ~l lr·" 

~. ' ". = ') : ' iJ. X. = O. 
l ' 1 J J 
}~..: ,... , . T'" 1 ,- ' 

e l siguient e prchler.a : 
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sujeto a: 

2 = 10xl + 25~ - 10xl 

Xl + 2x2 ::( 10 

xl + X 2 !! 9 

xl x2 ~ O 

64 

Fecorderros qu= cuando JJBXi.miZaJJlC6 f(x) , los multiplicadores de lagr~ 

ge deben ser todos no positivos . Ya qu= se desea usar la técnica del 

simplex, se convertirá el problema en uno de minimizaci6n, multiplic~ 

do la funcién objetivo por - 1. Esta operacién carrbia el sig¡¡o de los -

multi plicadores de lagrange. D=spués de realizar esta transfonnacién 

y agregar las variables de holgura se tiene: 

min -f(x1 ,x2) = -10xl - 25x2 + 10x~ + x~ + 4xl~ 

sujeta a: 

Xl + 
2 

2x2 + ql - 10 = O 

+ 2 O Xl x
2 

+ q2 - 9 = 
- xl + 2 r

1 = O 

-x
2 + r

2 = O 

al construir la funci6n de lagrange, se cbtiene: 

2 2 = -10xl - 25x2 +lOx
l 

+ x2+4x1x
2 

2 +A1(x1+2x2 + ql - 10) 

2 +A2(x1 + x2 + q2 - 9) 

2 +Ul ( - xl + r 1) +U2(-~ 



LeS cméiciones necesarias y suf icientes son : 

aL' 
aYl 

-~~ 
él Y? 

x1 · ) "r) 

= -10 + 20x
1 

+ 4x
2 

+ Al + 1. 2 \"1 = O 

= - 25 + 4x1 + 2x
2 

+ 21.
1 

+ A
2 

- U
2 = o 

Al y 1 = o 

1.2 y 2 = Q 

U
1

X
1 = Q 

U x = o 2 2 

x + 2" + v = 1'] '1 ' -2 - 1 -

Xl + x2 + Y2 = 9 

y l ' Y 2 " U1 ' l2' Al ' 1. 2 ?- o dm ce v
1 

~ 

= o '; 
-l _ 

65 

I ntroC;uciendo variebles artificiales v
1 

y "2' se Dllec'<? corstruir 

e l s if'uierrte DrobleTT'i3. lineal moéificaco: 

r.áx g(v1, v2) = -v
1 

- v
2 

st.! j ct ¿-. ¿:, 

: Ox1 + l¡ x.1 + Al + 1.
2 

- 111 + v 1 = 10 

"- + 2v + 2' +, l ' . '(1 "2 Al A2 - 2 + V2 
y + 2x 

1 2 + \' 
1 :!.'l 

Xl + x"l + r, = c: 
L ,~ 

(t"n tr)('\:;. 1..?.B variab les no pe.r'"~ti vC's y 

x1l 1 = O 

X.2r2 = f) 

1," "'rir~r," t 2bla sería : 

A1YJ 

A2v 2 

= 25 

= O 

= Q 

BIBLlonCA CINTRAL 
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b v
1 

v2 )'1 Y,2 Al 1.
2 

l i .. l' V1 v2 " 2 

- ----- ------

v
1 

10 1 O 2'l 4 1 1 - 1 O O [) 

v
2 

25 O 1 4 2 2 1 O 1 '1 '1 

Y1 10 O O 1 2 O O O ') 1 Q 

" 9 O O 1 1 r¡ O O O ') 1 ) 2 

,- - -------------- - -

O O -2/1 - 6 - 3 - 2 1 1 O O 

- -- - ---- --, --------_ . - ---- --

I:1t cocllcienGo Xl en 12. s olucicin l' . ,Ja51Ca , se obt i ene: 

- - - - - .-- ---------------- ----- - ._---_ .. - - . "----- - - --

':l v
1 v2 Xl ' 2 "1 "2 l ' 

1 
l ' ' 2 v

1 "2 
-- ---- - - - ------- - ._- - - _ . . _------- ---

X1 1/2 1/20 O 1 1/5 1/ 20 1./20 - 1/20 O 'l n 

v2 22 - 1/5 1 O 6/ 5 g/ 5 /j/ 5 1/5 - 1 r¡ O 

" n t; - 1/20 O r. '2 / ~: - 1/20 -1/2 '1 1/20 [) 1 n , 1 ..J . ,. 

'., n - - 1/ 20 O ~ ~ /5 ,1120 - 1/ 20 1/ 20 [) n 1 "2 :. . ..: 

6/5 O O - 6 / 5 - 9/ 5 -4/5 -l/S 1 O O .------ _. --------- ----------------- - ------------ ------ , -

the!"2 )'2 ent r a ¿ la soluci¡;!'! ':l?si c-" . l1f,tese que yi'l sei' ).1 ('l ).,2 

n, · f't:2c'~n cntrur, · ya que y 1 Y Y 2 a>±las S" '. ·Ji'U".Í.AbJ.es hási ('.,,, . 
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--------- ---------_._- _ . ---
b v

l 
v2 >:1 x2 ).1 ). 2 1 r 

1 
l' 

2 '1 1 " 2 

-----------
y 

2 
5/2 1/t¡ O 5 1 1/4 1/4 -l/lr O O O 

v
2 

20 --1/2 1 - 6 O 3/2 1/ 2 1/2 - 1 O O 

0'1 5 -1/2 O - 9 O -1/2 1/2 1/2 O 1 O 

Y2 6.5 ---1/t¡ O - t¡ O -1/4 - 1/4 1/t¡ O 'l 1 

3/2 O 6 O -3/2 - 1/2 -1/2 1 O 

L
1 

es introducido en le_ s iguiente s olución 

. _ _ _ _ 0 . __ 

b v
1 

v
2 >:1 y.

2 
A

2 
I- r- Vl 

v 
Al -1 -2 2 

------- - - -------- -------- - ---

x 
2 5 O O 1/2 1 O O O 'l 1/2 fJ 

'12 15 O 1 3 O 2 1 O - 1 - 1 n 

L' 1 10 - 1 O -18 O -1 -1 1 O 2 'l 

0'2 rl O O 1/2 O O O O O -1/2 1 
---_ .---." 

O --(J - 2 
---- ------

1 -3 - 1 O 1 1 'l 
----------

La re 81{'_ m.') mal diría qU2 x 
1 

(:e~e ser introducido en est e r.0rrento. 

Sln eTr;)21"';~ ya que Ul estÁ. en 12 1 . , sO,J...uCJ.on: }:1 no nuec1e ser jntrodt1c.i r1() 

Sl!l sacar él Ll · /lsí; se introoucirá a Al 
- ---- - - --- --- - . ---- --"- - - --- - ----. -

b V v2 Xl ~ ~2 ).1 ).2 l! . , 
"2 1 1 2 ' 1 

- -- --- . . _---------------- - ----------
>:1 S O O 1/2 1 O O O O 1/2 1) 

)..1 7. ,- O J/ 2 3/2 fl 1 1/2 O -11? -1/ ? r) 

l ~ 17 . 5 -- 1 1/2 3/2 O O - 1/2 1 -1/ 2 ~17 f) 

Y 2 
4 O O 1/2 O O O O O -1/2 1 

1 1 O O O O O O r¡ 
-- - -_ . - - - - - - --------- -_._--_. _--- - - --. . -"- . . 

-. 
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Ya que v
1 

y v
2 

están fuera ce la solución, e l clilculo ha s i co com

pl etado . La solución ópti ma es x l = O, x 2 = 5 Y 1 = O, V 2 = L¡. 

Al = 7 . 5 , "2 = O, U1 = 17 . 5 , (12 = O l os cua l es a(lelJlás , sati s fucen 

1:'5 cc;-t('ici.ones de holgura corrpl errentarias v l as restricciones en 

l os S l S!10S de los multiplica.dores de Lagranpe . 

Al.¡;ori trro ce Beale . 

oeale ha desarrollado un método que no utiliza las ccnc1iciO!1es ce 

Kuhn- Tt.:cJ(e r." , e n e l proredirriento para resol ver un r.roblcroa r~C' pro-

p'aJ".L'cion cuadrática. Su rnéto(lo involucra r.artir lAS vrlPi ;o!)l cs en 

v, lv.i ,:.hJ:=::l ;-,ásicéls y no básic?s ~n c2da i t e ración ~¡ cscr.jh i r l,~ fun 

ció;-t objetivo en t énrinos de l as variables no b&sicas . 

O)!1::;ic8rese que se tienen el s i f':l.lien t e con~unto ele res t ricciones : 

D b 
z " 

do.,c1.e: 

r es una matriz de orclen mxn 

b es un vector de n co~~onentes 

z es un vector de n variab l es 

68 

P2- intrrx ucir variabl es de holp;ura V 1 l: 1.,2 , ... . ni pilr" l·~s '" Y"'::: 

tr'iccior . c ~· ó" desi gualdad dac1i'ls, se obti ene el siruiente fOonl LU1to _ 

el", res·tricciones . 

Px = b 

BIBLIOTECA cr,rq-¡.tc- I 
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donde : 

i) A es ~la ~atriz de m x (n+m) y tiene l a fO~n : 

A = (D, I) 

ii) x e s e l vector de v¿>J'üól es de orden (wn)xl ce J" f (WTl1-" 

x = el 
Se pue<'€ n se l ecciol'l2r m de l as (~n) variab l es para ser 1,' 5 " A" 

riab1es bási cas y l as restantes n serán l as variab l es !l'1 b~si Ci'3 , 

1\1 reilli7.nl' es t a partición, se 0btü~ne : 

dance : 

Ce 1" 

+ r-Y" B 
.~ 

= b 

r'enota e l vector c'e l as variables básicas ' 3 

)113 denot a e l vect or de variables no básicas , l as CUCl l es 

son ce ro . 

B es la s I1.lIl:atri z c.e f' asociada con Y-s 
p es l a sl1.lmatri z de 1' . asociada con x 1·113 

CClFl ción anteri or , se puer'e obt ener que 

S-lb -1 
/'g = - 13 Rx¡rrl 

Al susti'tuir este res ultado en la f unción 0l.l j etiv0, se n"" " a 

(X)l lvc r 'Ll r ,; n Uflil I m ción sol¿llllCnte cc xl.lB ' 

Sl~~on (~ rlr.OS que se trata de un prob l ema de mayiT'll z.:tci0n , y M ( 10 f"'1ÁS ., 
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variables no básicas se obtie!1e que : 

> O pi'l.ri'\ ",lF1.ma 1 = 1.. 2 . .. . . n 

pClSiti va ) . 

Este últiT.'1O resultado nos indica que al increrrentiV' el vi'llor r.e 

l.a variable ;'~ " 8 ' se aumentara e l valor ele la función rbic,ti. vn ' 
Ji 1 

per.o el all'!leJlto ele x'-JBi es ter? JiT"itA.cO al mínirx:> e:0. : 

i ) El mayor valor qu~ pU'2c'e obtener Y"lB" sin COIlII8Y't i Y' 
.. 1 

a UJ:.2. v2rl.abl e básica en ne.r:ati VA.. 

ii) ;~ J. valor ce X, J'.., . nara e l cUi'll 
• . Jl 

= Q 

Si e l veJ.or Ce h¡J8i se obtiene por la condición i) , entooC0.S 

70 

Xi roi cntr-ará a formar parte ele la. solución básica V SCll cJY'á c'", 1'1 

solución bási ca aquella vari2ble que se ha hecho eYactCl.P'€nte ifT1.l,ol 

a cero . 

Sj. 21 · valo~ se ol)tiene de l.2. CO'ló c io.1l. ii). entonces s ir.1;) 1 : .. ':,-t.--

S~ r .. ~fi:12 lL.'1cJ. nU8va variClble ; Yi ' así : 

y . 
1 

y se a[YC,'::a una nuevi'l restricción v . = O', ac'cJ~ás se intror'ucc 
" 1 

X I !Bi (' :.i" "0] ución bÁsica . 
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El proQ2cLi r'lÍento es repetido hast a que nr¡ se DlIe(;An QbtrnpY' I'r i n-

ras en l a f unción objet ivo rrediante increlrento en una ce lAS Véj-

ri ,:!,) l cs no bás icas . 

P, continuación se resolverá e l T' llS !"Q probl e ma q ue se éesi'rroJ.ló 

oon e J. nétodo ce !tloUe . 

s uje t a a : 

Xl + 2:<2 :¡ 10 

;{1 + x 
2 ~ 9 

;:1 ' x2 ? O 

I n t rocuciel1do l as variables ée holm.tra, se obtiene e l coniunt n (le 

r'<ostricciones 

~(1 + 2x2 + x
3 

= 10 

Xl + x 2 + x 4 = 9 

SeJ."!ccion<,ndo a Xl y x2 como w,c:i ,')bles bási cas . tenernos : 

GOlle,'e 

= 8 + ro') 
J 
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Expresando a f( ) en t érminos de X¡m se obtienp : 

= 10C 8+x
3
-2x

1
) + 

2 
- Cl-X

3 
+ x

4
) -

2 25C 1-x3 +x4) - l OC e+x3- 2x4) 

af 
ax 3 

= 10 - 25 - 20C8+x
3
-2x

1 
) + 2(1-x ., + x [) + o I 

-4C 1-x
3 

+ x
4

) + 4C 8 + X
3 

- 2x[l) 

Evalui'nco esta derivada parcial en x~1B = O, resulta : 

= -145 

Luego, la f unción objetivo decrecerá S l x3 es a urrentac1o . 

I-E. cerivaéa parcial con respe cto a x4 resulta ser: 

af ( Y'I' ) 
- ' - -~- = 

aX4 
-2 0 + 25 - 20 ( - 2)( 8+x

3
-2 x

4
)-2C1-x/x[l) 

+ 3Cl-x
3
+x

4
) - 4C 8+x

3 
- 2x

4
) 

E Vi3.l Ui'n co, se tiene : 

a:-( ''¡'!E ) 

aX4 
= 299 

Luepo, a l increrr.entar x4 se me j or a:ná l a f unción ob"ieti vo . 

PJ1on, s e ('O·terminará cuanto puede o debe ser increr-entaclo ~: I r' sus 

p')si~ les valores son : 

i) Si se aumenté' el val or de x
4 
~ayor que 4 , xl ser~ neEati vo , 
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ii) Lo. derivada pcrrcia l con respecto a x
4 

se Mul ¿J en XII = 299/66 . 

TOJll3l1c1o el rrúniJID ele estos dos, es elecir, x4 = 4, s e t i enen l as Sl-

É'-1.icn·t cs n lV2 vas variab18s bás icas Y.l~ y x
2

, se iniciará LDV 1. nUC\h¡ itC'-

. , 
resclvienc10 amb " térninos de r C'.ClOjl x2 t l e!1 x

4 
en xl y 

x
2 

x 
4 

en es t e CeSO 

XB 

Expresi'n do a [( 

= 5 1/2 (Xl + x
3
) 

= 4 + 1/2( x
3 

- xl) 

= C~ ) ~ = el) 
.\IB x

3 

) en términos ce X ' Q res ulta : 
! J~ 

, 
X, . as l : 

o 

f( ~:1 ' ):} = 10x1 + 2S(S- 1/2( x
1

+x
3
)) - 10xi 

2 -( 5 - 1/2(x1 + x3)) - 4x1(S - 1/ : ( Yl + x
3
)) 

= - 3S/2 

= - 15/2 

Por l o ·tunto , ninp:una variab l e no b?..sica pue de ser i.'1trnc'lJd.(!é1 

p.-'lra jJl r:re:-entar a f ( ) ; y as í , l a s olución óf'tirr-a ¡la sü'o rb-

t eni da . 

La soluc:Lbll es : Xl = O: x3 = O; x2 = 5 Y xl¡ = '-1 
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Algoritrro de TI1eil y Van der Panne. 

Este algoriüro está basado e n l a noción Que !",i:!Y'i'l un nrobl e l'B de 

=x f (x) 
7 = cx + x-Cx 

suj eto '1 : 

! .x ';;; b 

donc€ en f,}:';;; b se tienen incor¡:Joradas l as restricciones de l a 

foma xQ O 

Res ul.t2. que Sl x
O 

es una sol ución óptima del proble,~a se CUIT'rlle 

que : 

T o a . x < b . 
l l 

l=1,2, . . . ,p 

i = p+1., . .. , m 

Es decir, p restricciones son satisfed1as e n fonna c:e i l"J21clrtcl 

y las cestcmtes m-p en forma de c1esigualdad . 

Pesulta obvio que X
O 

será t arrbién una solución óptima nac-a e l 

probl emi' 

rax f( x) T = ex + x Gx 

sujeto a 

T 
a · x = b . 

]. ]. i = 1.2 ... . . P 

A continuación se r:luestra el procedimiento de este a lf'orit"" . 

El pr:i"rr paso de es t e a l poritrco es resol ver e l probl e n, '3 -lr¡ TC''"'-

triccionE's. 
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T J'l2.x f ( x ) = cx + x Gx 

75 

t . l a solución óptima de es t e probl ema se l e llaP.lclrÉl x~ . ~i se ClW>-

pIe CJ UC' r.x~ .;; b, entonces, res uIta que Y.~ es la solución óntif'B 

al ;'1"'Ob1e"'-2. ori ¡tinal de prograT!r,ción cuadrática . 

Supónfcse , s in embargo, que en x~ resul ta que 

> b. 
l 

i = 1,2, .. . , P 

es o.ccir. no se satis facen p restricciones . 

Ehtonccs se resuelven p prob leP.'as de l a forma 

T r.ex f ey.) = cx + x Gx 

sujet o a 

T a · ): = b . 
l l 

Las soluciones a estos problemas serán denotadas por Y.~i l = 1,2 . .. ,n 

Si algw1a de estas p sol uciones edi,,-ase X~j' J < n ) es f"lctiblc con 

el proble!"a original, es decir, satisface t odas lAS restriccinnes cel 

problcm2 ori9ina l , entonces r'icha soJución (x~j) ~G ]n soll.lci6n r.nti

m, a l prob l ell'a ori¡;inal . 

Si por otro l ado, ninp.;una de esti'lS p s oluciones n:>s ultn f' 0 r 1 r> 3,--,lu .. 

ción óptir.k' , e ntonces, por cada sol ución x~i un subcon-¡ul1to de l as _ 

rust¿últC2S restricciones es violado, es decir: 

clon c1c : 

T o 
¿[ . x 2 · 

J J 
> b . 

l D 

V( e: ) es e l conj unto de in c'ices asociado con l as n' ,-;tri.rci.nl1r>G 

violac1u.s cn el punto x . 

,..-----_._"-'- ._---- _._-
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A cmtinuaciÓ!"! se resol verán un" suo2sión ele rróüenas , suj etos a 

dos restri cciones de ilméllc1acl . Si tu,,", s olución nntir'? ':;0 r.u? lr¡1Iie 

ro" ,"" ('stas rrobl e rras result;, ",.'y> "nctibl c con el ¡:,yd ,] pn'l ny>i."i .. 

nc:l y si l a solución a l os probl?"O's sujetos ¿¡ Ulil SOlA res tricción 

acti Ve. viola la restricción liberacl3 o inactiva . entonces J ;, solu· 

ción Y\'Osul ta ser l a solución óptira de l problc'-'a ori;:i.n¿¡l . 

A cC1,tinuació" se describe el proceso en WVI fama !"as nrec).sél. . 

Considere problemas sujetos a k restricciones activas . 

T 
¿¡ · X = b . 

l l i = 1,2 , . .. . k 

tilerr.ás ¡:uróngase que al !"'lenos m a restricción de l rYüblcr'~ ori;'i ·, 

n.,]. ~s vioJ.aca ror cada soluc.i.ñ!1 ('0. J. coniun1:o nntcrior d(:\ 1n: ",l) J ~ -

!':2S;. es r::eci r , 

ve x,0) -¡. o 
,( D?.ra toda le 

E.'1tmces .. a caela conjunto de restriccior.es activ,"" 0'" l as o lAles s c, 

o:,tuvo : ;~ se l e a?,regará un2. 0e 12.5 restricciones c'el corrjmto _ 

ve Y~) y se resolverá este nuevo probleroa 

r.=!. solució:l a LU1Q de est os nuevos :"rnL1lellB.5 , Y~+ l ' se:,,) J." s nJu(:j ón 
" 

óJ1tim? ( ;0 1 problema orir,in21 ) si v solo si : 

1.) '~+1';; b 

2 .) la solución óptima de l conj unto ele J: + 1 problCln.l""; 01'nc rA-

dos al 8lirrri.nar , una a la vez, una de l as restricciones ~ \:.i 01 .• 1-" 

res t r icción qL'C ha sido e lirin2.da . 
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Ej emplo : A continuación se resolverá por este alr.oritmo . el rnlSléO 

probl ema que ha sido resuelto por l os otros (los i'llr.oritrros . 

Cbnsidere el problema 

suj eto a : 

(1) Xl + x
2 ~ g 

( 2) Xl + 2x
2 ~ 10 

( 3) Xl ;> O 

( 4 ) x
2 3- O 

El a l f,oritmo de Theil-Van der Panne nrl.lrero resuel~ el flrobleP'P. 

sln restricciones . 

Resolvienco es t e problema , se tiene : 

af - = 10 -aX1 

af -- = 25 - 4x
1 

- 2x
2 

= O aX2 
40 115 

lr.l solución a estas eCUélClones es Xl =- -12 ' x2 = "6 

Este pmto, viola las restricciones 1, 2 Y 3. {lsí. se t"Í.rne 'lue : 

{1.2,3l 

SiguiCJ1(lo el alr.oritnD ahora, tenc1.ríarros que re,.;o] "er ti""; !lIIPvrY' 

probleJ;1é1s . Ellos son: 
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1. ITaY. f( xl ' :>:2 ) sujeto a Xl + x2 = 9 

2. J:l?X ff _ .. X
l

-, x
2

) sujeto a Xl + 2x2 = 10 

~ Jr.a.x .c( •. " x
2

) sujeto a l' = ~_n 
" 1 ' 1 

.. ' C' __ _ :--esol ve:, el nro;:,lerra 1 resuJte. (1 '.lr?: : 

v 
'1 

33 
14 " 

, '" 4 

= 153 
- 14 

l o cuc,l viola las restricciones 2 y 3, v por lo tanto 

355 
66 

es"t<', viola la restricción 3 , t l"ni"'_"1do as í qL'<~: 

= {3} 

L, solucion del problel'li3, 3 sera: 

la cual viola las restricciones 1 y 2 . Por l o tanto 

{1,2} 

P;,ora, (1eoeremos resolver t.n12 sucesión ele probJerClS sujetos 2 (;OS 

El proble!'Kl 1 de la iteración preVla 1 penera dos nrobJ.el'-"'s nu"'vcs_ 
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los eua.les son : 

1. 1 wa>: f ( >'1 ' >:2 ) 

s'~j ",to n. 

Xl + x2 = 9 

xl + 2x2 = 10 

v 

Sl..:jetc a 

= 9 

= Cl 

l a solución al problema 1.2 ( ::1 = " 

Pesolviendo el problema 1.1 T?su:.t'" '1ue xl = 8 , ):2 = é . • l a ~'.1al S 'l -

-o.S fr:C2 todas l as restr.lCci0r0S '¿~ J. T)roble n'él ori í'i. !l,"' l . fIll(Y!""',' ~~ -

79 

a::liea.rá l a se):{llJlGa parte d..., 1, ",, ~l a que se !1C'. r.;,Qo . L-" r '2,.l", c'i oe 

q l:e e l resolver los proble!:'é'.5 rc..,er¿:dos a l libemr U!VJ :r:r'striccir, 

a J.:'. ve, ceben ~sultar punt()~ ny'" vio l en la restric:cién J:i. ')," rC'r:' .~ . 

L0S ::";"('blc ;""'a s con las restriccicíe s liberadas lUla él 12 V8Z r'-'r¡ Sl!'

plerre.~1t '? J.os prob l ep'as 1 y 2 res~~c-t:i vv.rrente . ] .ft s o ll1ci;;!: n ) nYn

blc .... ? :!. viol a IEl restriccirn 2 } :'~Y'0 l a solucifn nI p~..) .~ ~:-r"," ? '11') -

vio]","' :a TP.stricción 1. y así , !llJes1:,:,a rel"l a n0S i.nc'icA "n" p 1 nu .tn 

• 



sujeto a 

. '1 + 2>:2 = 10 

xl = O 

12 1 ., 
so_uc~on c. este prob lern r=su1t? ser: 

):-:. = O -v - 5 
- "2 -

P.¡>licc", co e.C. serunca parte c'e l e ""f'l a pClra c1'0'l,-"",r' 1-1 011tÜ ·,·]i · · 

dad del punt o , resulta que ,.} 1 i beF'':'' ma de estas restriscio'les 

a 12 vez , se o0tienen los si;ui.nnt""s probl eTrC's . 

J":"12X J(;:1 ' x
2

) 

s ujeto e. xl + 2x
2 

= 10 
y 

r.1élX f ( y l ' :'2 ) 

sujeto a }'J =, O 

pe:-o . Yesulta que estos son l(ls 'lrob1ern2.5 2 y 3 resnecti 'i"..ref!1:e . 

v solucion a l probleJl'él 2 vi ,, '." le-: ~stricción 3 v l a sol uciñn '1J 

p:ooole."'1é' 2 viola l a restricción 2 . Psí. l a :reda es satis foev, 

y el pl'nt o xl = O. x2 = 5 h2 resuJ.t,'do ser 1", solución iirrti¡"é) de l 
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PRCGRPMACIOO CONVEXA 

En est a seccim se estudiará el problema de PrograITBción Convexa, 

como una prirrera aproximación podemos decir que un problema de pro--

graITBción convexa, es aquel en el cual se busca JTlJJ11nuzar una f un-

ción convexa; sin erribargo, no debe de olvidarse que minimizar una _ 

función convexa F(x) es equivalente, a maximizar una f unción cmca-

va f(x) , siempre que f(x) = - FCx) 

Formalrrente, lID problema de pro¡:raITBcirn convexa se def ine así: 

refinicim: Sea U un conjunto convexo en Jf y f: U -+R una f uncim 

cmcava. Un problema de prograITBción convexa es: maximizar f ( x) 

sujeta a g.(x) < O 
1 

i = 1,2, ... , ID 

donde cada una de l as funciones ~: U -+ R son convexas. 

Por conveniencia en la notacim, se definirá una f unción vectorial 

G: U \ ·¡f\ tal que G(x) = (~(x), ... ,~(x). 

El conjunto factib l e para e l problema de prograITBcim convexa , se 

define así: 

f ={x E U: G(x) < O} 

El problema requiere que se encuentre un punto /' E F , t a l que , 

si ese punto existe, f(x) ;!' f(x") para cualquie r otra x E J 
Resulta f ácil demostrar que e l conjunto sr de soluciones factibles 

es convexo, ya que: 
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f = nm 
1 {x E U: ~ (X) .~ O } 

Es decir, :Tes la interseccién de un nGrrerc finito de ccnjuntos 

convexos . 

Si tedas las funciones involucradas en el problema fueran di feren 

ciables, la témica de l multiplicador de Lagrange pudiese ser utili 

zada; es decir, tendríamcs la funcién : 

F(x, ), ) = f(x) + ".1g.1(x) + ),2glx) + •.. + ).m~(x) 

aún cuando no se ha tomado ningún supuesto de diferenciabilidad , re 

sulta útil ccnsiderar esta funcién; obsérvese que cuando). " O se -

fija, la función FCx, " ) es una funcién cóncava de x en U; y ade

más, cuando se fi ja x E U, F(x, ). ) es una función convexa de ). 

Para tal función, el punto Cx'" , ,,"') E UxRm es un punto ele silla , Sl 

para toda x E U, ),E ~ se cumple que: 

F(x, )."') " F(x"', ),"') " FCx'"', ),) 

La cuestión de saber s i un problema de programacién convexa tiene 

o no solucién, está intimamente relacionado a la cuestión de que la 

f unción FCx, .). ) definida anteriormente, tenga o no un punto de s i-

Ha. Para establecer precisamente la conexión entre estos dos pro-

blemas primero se necesita definir e l siguiente ténnino : Un punto -

x Efes llamado solucién estrictamente factible del problema de 

programación ccnvexo si ~ (x) <: O para todo i = 1,2, ... , m 
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Teorema: 

NC6 referirros al problerra de prograrración convexa como P y a la f un 

ción f ( x, A ) definida anteriormente : 

( a ) Si F tiene un punto de silla C,,", A"') € uxJf1, entonces x" 

es una solución áptirra de P. 

(p) Supóngase que P tiene una solución estrictarrente f actible s , 
,', -:: 

Entonces , si P tiene una solución áptirra x", existe un A € 

¡f1 tal que eJ/', /') es un punto de silla para F(x, A ) 

Prueba: 

Ca) Si ex", ,,:" ) € ~ es un punto de s illa para F; entonces, 

de la definición de F se tiene : 

83 

f (x) + ( /', GCX) " f (x" ) + (,,"', Gcx"'Y11 fCx"') + (A , G(x"~ ." . (1) 

para toda x € U, 'A € ¡f1 

re l a desigualdad del lado derecho, se tiene: 

( 2 ) 

ya que ésto debe cl.llTplirse para t oda A ~ O, resulta que GCx"' ) debe 
,', 

ser menor o igual que cero , por l o tanto x" € .T 

Tarrbién, ya que GC x"') ~ O, se tiene que (/, G( x"') > ~ O, pero si 

se selecciona A = O, se obtiene la desigualdad opuesta a l s us tituir 

en (2) ; por lo que poderros concluir (/" G( x") = O, así tarrbién 

se puede concluir que e l lado izquierdo de O ) se puede reescribir 

así: 

BlBLlOUC" Ca"T 
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f(x) + < ),.":, G( x»", f(/:) 

para toda x E U. Ahora, si x E f donde G(x) ~ O, se tiene que 

</, G( x) > > O. 

Por lo tanto , se puede concluir que f( x) f( / ' ); con lo cual -

termina la prueba de la parte Ca) . 

Parte (b): Para probar esta parte, prirrero se necesita definir -

dos conjuntos M y N en Rx ¡f1 de l a siguiente forrra : 

M = { (A , A) : para algún x E U, A ~ f(x) , A ~ G(x) } 
o o 

N = { (A , A): A > f(x": ) , A . '" O para 1,. 1} 
o o 1 

El conjunto M es convexo, como puede verse al considerar una com-

binación convexa de puntos en M y haciendo uso de l hecho que f es 

cóncava, y que las lS:i. (x) son convexas . El conjunto N, siendo la 

intersección de mtl semi-espacios , es tanf:¡ién convexa. Arrbos

conjuntos tienen interiores no vacíos y finalJnente , se desea nDS 

trar que M n N = ! 
Ccnsidere un punto ( Aa, Al ' A2 " ... , Am>- E.M . Si el correspon

diente x no está en :;r; entonces, para algún i = 1,2" ,. , m, se 

debe cW!plir que lS:i. (x) > O, de aquí que \ > O, lo cua l excluye 

al punto de N. Y, si el correspondiente x E :;:; entonces ele l a -

condición de optamilidad de /' 

1.0 
f(x) ~ f (/) 

Sl¡ 
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lo cual, nuevarrente excluye el ptrrlto de N. 

Ahora , estarros dispuestos a asegurar que existe trrl hiperplano H que 

separa a M y N. Es decir, existe un vector no nulo e ao ' a) E P-x ¡f1 

y trrl nÚ!rero real a tal que, para todo 0, , A) E M, ez , z ) EN. o o 

a A o 

ya que el lado derecho de la desigualdad se ctnnple para toda 

z > fe x"') y toda e z1' ) o 1 >. o o z2, ··· zm cm zi -< ,se conc uye que ao " 

y a '" 8 . 

Ya que para cualquier -x E D, e l vector(f(x), GCxll ,E M .mientras que 

el vector 

ZE = CfCx;') + E
O

' - E
1

, - E¿, •• • , - E
m

) = Cf(x'"') + E
O

' - t ) 

está en N, se puede usar la últilTB desigualdad para escribir. 

ao f(x) + <a ,Ge-x) > 'í aoefC/) + EO) - <a, E) 

al hacer que E ->O Y E ->O, se obtiene : o 

aofCx) + <a, GCx) '" aofCx"') 

esto último se ctnnple para toda x E D, Y en particular para la so

lución estrictarrente factible s. Como a > O, ya que s i a = O, en-
o o 

tonces <a, Ges ) <i0 lo cual irrplica que a = O, violando e l hecho de 

que el hiperplano H es determinado por ID vector no nulo . 

Psí, se puede multiplicar la última desigualdad por 1/ a , obteniendo : 
o 

fex) + 1/~0 <a , Gex) ~ fe/') 

f(x) + <O/ao ja, Gex) '" fe/) 
~': 

haci'endo A = e1/ao)a, se obtiene : 



f( x) + (/', G( x) > " f( x") 

para toda x e U. Ya que ésto es cierto para x = x"' , <A" ,G( x"i> ( O. 

la desi gualdad centraria se clUlple siempre para x e 7, así 

Pudiendo extender la última desigualdad, así: 

f(x) + </', GCx).,; f Cx"') + <"., , GCx") ~ H;/') + <J,. r,(;/'~ 

lo cual se currple para toda x e U, A e ¡f'. Concluyendo así la 

pI'LEba . 

las conclusiones de este teorema pueden, por supuesto, ser establ~:. 

cidas sin hacer referencia específica a la función F(x, A) . 

. '. .'. 
En la prueba de la parte Ca), se dijo que si (x", A"), fuese un Pll!:!. 

to de silla, entences 

fCx) + A~glCx) +.," ,+ <~C:x) 
:': 

tiene un rrÉxirro en x , y 

Estas condiciones fueron suficientes para implicar que P tiene una 

8G 

solución óptiTIl3. . En la parte (b) se dijo que s i P tiene una solu

ción estrictarrente factible; entonces, la existencia de una solucién 

óptima en x'" implicaba las condiciones anteriores corno una consec\.E!2. 

cia necesaria. Ya que Al, ~ O, Y G(x") " O, la se punda condición nos 

dice que si ~ Cx"') -< O, entonces ,. = O. El t eorema anterior se -
l 

puede reestabl ecer de la siguiente forma : 

BIBLIOTECA C"~IT, f. ~ 
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Teorerra : Supóngase que el prcblerra de prograrración cowexa tiene 

una s olución es trictarrente f actibl e , Entrnces para que P tenga -
, ', 

una s ol ución óptima en "x" , es necesario y s uf iciente que exis t a -

un A'" E ~, que satisfaga l as condicirnes de Kuhn- Tucker ; es de-

tenga un máximo en 

e l conj unto U en "x" , Y que si ~ C""X'\< O entonces A: = o. 
\ 

Ahor a , se reali zará un pequeño estudio acerca de l o que es e l t eo 

. .', ... 
rerra de Dualidad para prograrracion convexa . 

Primero , reestabl ecerem::s lo que es el problerra de prograrración -

coovexa . 

, , 
Problema. 'Primal ' (P) : Maximice l a función cóncava f : U -+ R, s ujeta 

a las res tricciones ~Cx) ~ O, donde ~: U -+ R es convexa ( i =1 ,2 . . . m) 

Defina= : 

m 
L : R -+ R por 

para. una x f i j a , FCx , A ) es una función afín de A , Y L es , por -

l o tanto, el s upremo de una fami lia de f unciones convexas (afi n) , ~ 

s ultando así , que L es coovexa . Sea y';' e l conjunto en e l cual L es 

fini ta, llarrem::s a ;¡:'" e l conjillto f actible para l a función L. 

Problema Dual· ( P"') : Si -ji ~ ~ , minimice la fillción convexa 

L : Rm -, R en f '·'. 

r--------- --
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Teorema de Dualidad de Kuhn- 'fucker : 

Sea P un problema primal de programación convexa, y sea P el pro-

blema dual. 

Ci ) Si x es una sol ución factib l e de P y)., es una solución -
.'. 

factible de p", entonces fex ) ~ L( A) 

( ii) Supóngase que P tiene una solución estrictarrEnte factible; 
.. ': 

entonces , si el probl ema P tiene una solución óptima x , el probl~ 

ma p'" tiene una solución óPtima )., ;' y f(x"') = L( ¡,"'). 

Para poder demostrar este teorema de dualidad, se hace necesarlo el 

siguiente teorema : 
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Teorema: Sean U y v conjuntos arbi trarios y supóngase una función ". 

k : U x v -> R. Entonces: 

Sup inf kC-x, y) <S 
XEU yE V 

inf Sup k(x, y ) - - ----
yE V XEU 

además, si existe un punto (x" ', y"') E Uxv tal que 

(a) 

k(x, y"') "k(x"' , y"') ~ k(/', y) --------- - ----- (b) 

para toda (x ,y) E U x V ,entonces Ca) es :.na igualdad y anbos tér 

minos son iguales a K( / ' , y"'). 

Prueba: Sea f (x) = inf k(x,y) y gCy) = sup k(x,y) 
yE v XElJ 

clararrEn·te f(x) " k(x,y) " g(y ) 

para ·toda Cx ,y) E U X V Y consecuentemente : 

BlBLIOTlCA C.NT~, 
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sup f e x) ~ inf gey) 
XEU 'lE V 

cm lo cual, se prueba Ca) 

Ahora , suprngase que ex"', /') satisfacen eb). Entonces 

kCx"' , /'y = inf k(,/', y ) = fCx"') ~ sup f ex) ... ----- ( e ) 
'lE v XEU 

y 

k ex'" /'¡ = sup k (-x , /') = ge/') ~inf gey) 
XElJ 'lE v 

de ee ) y ed) resulta 

infg(y) ~ kex"', / ') ~ supfex) 
'lE v XEU 

inf g(y ) 
'lE v 

'" sup fex) 
X€lJ 

( d ) 

De est e Último resultado y de (a) se obti ene la igualdad deseada . 

.Ahora, se pasará a probar el Teorema de Dualidad 

Prueba: (Teorema de Dualidad) 
~': 

Si se define F : lJ ... R por 

F '''ex) = inf 

AEJfl 
{

f eX) 

Fex,?;) = 
-a 

X E T 

x ElJ - ;T 

Entonces, de acuerdo al teorema anterior se tiene : 

F"'c x ) ~ sup r'\ x) 
XEU 

~ inf LO,) ~ L e A) 
m 

YER_ 

89 

para toda x E U, 'A E R
rn

• Esto nos indica que f ex)"LC A) para toda 

Bl8LIOTaOJ. Oa"l""1. \ 
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X E 7, Y E Y-"', estableciéndese así, la parte Ci) del t e orerra. de 

dualidad. 

r:e l es teorerras anteriores , se sabe que la exis t encia de una s olu

ción óptirra. xi: de P i~lica l a existencia de un >,'" E pI; t a l que 
,', 

ex" , ~': \ 
A ) es un punto de silla para FCx, A), s i se utiliza nueva-

rre.nte el último teorema, resulta que F"'ex:") = LO") o equivalente -
~': ? 

:': 

rrente fCx J = LC?- ) . Esto corrbinado con la parte Ci ) hace que 
,', . "'" ~ . . .. 

sea una soluCJ.on opt:una de P . 

Exis ten ciertos retodos para transforrIl3I' un proble rra. con res tri c-

ciones en un probl ema s in restricciones . Uno de los rrétodes más 

pronetedores es l a técnica de función de penalización o tallb ién -

llarrada técnica de minimización secuencial sin restriccienes . 

Considerem:s e l siguiente problerra. de prograrración convexa : 

minimizar fCx) 

sujeto a ~ (x) 

dende fex) y ~ (x) son 

" O 1 = 1,2 , .. " m 

f unciones convexas . 

Para nuestro propósito, es rrBs conveniente consi derar problerra.s 

dende las desigualdades estén en sentido inverso , es decir, probl~ 

JlES de la forrra. : 

mi.ni mizar [(x ) 

s ujeto a h .(x) ~ O 1 = 1,2, . . . , m 
1 

90 

dende h , C xl = - g , C x ) . Obsérvese que no se pierde generalidad al con 
1 1 
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siderar problemas de esta forma. 

La técnica de minimización secuencial Sln restricciones reqmere 

que se cmstruya la siguiente f unción: 

1 
h . (x) 

l 

k = 1,2, .. . . 

o 
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y que se IIllffilllL C8 la función P( x, r
k

) para Wla ::; UCC~:ÚÓIl dCCH!C.i c ll -

te de valores de r
k

. 

A continuación se demostrará que para un problema de programación 

convexa cm un punto interior factible a las restricciones; l os 

xCrk ) correspondientes a r k convergen a l a solución óptima x" cuan 

do k+u , si r k +O cuando k+ u. 

Ya que f (x) y ~ (x) sm convexas l a f-unción p(x, r
k

) es estricta

lTEIlte convexa para r k > O. Así el mínimo de P( x , r
k

) ocurre en el 

punto donde 

," "()P 
-<tx. 

J 
= O 

y además, este punto es único . 

j = 1, 2 , . .. ,n 

:': 
Para demostrar que la sucesién de l os x(r

k
) converge a x se usará 

e l argurrento dado por Fiacco y :t1cO:mnick . Seleccionemos un E> O t al 

que para algún x o ~ T-
• , 

.'. 
fCxo ) - f<x") '" El2 



ésto es posible, ya que: 

i) f ( x ) f ( x"') para toda x E f 
ii ) se asumirá que fes tli.fercnciable y por 10 Lunto , c " cOfltí -

nua . 

A continuación, seleccionemes algún k, digarros kO , tal que 

rko < ~n 0/2 m) 
1 

Por definición de f(x"'), se tiene : 

f(xo) < l11li1 P(x, r
k

) = P [ x(r
k

) , Y'¡J 
x 

la primera 'desigualdad se cumple porque 

P(x, r k ) = fe x) + r¡ i J \ ) 
< . 1 l · X 

m 

y r L 
ki =l 

l /h.ex) 
l 

l= l 

> O 

° ' . Con nuestra seleccién de k podemos es crJ.lnr : 

el último paso se sigue del hecho que r
k 

< r
k

"' . 

Por lo tanto : m 

+ 
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la desigualdad es probada fácilrrente por: 

i) restando f (xC~~o) ] 
m 

de ambos lados y 

ii) recordando que L 
i =1 

1 
hiTxC rio)r > 

El paso final involucra recordar que: 

p 
= 

o 

de todas las desigualdades anteriores tenemos: 

! 
i =1 

1 
h_ Cxü ) 

l 

m 

f (-/') <i P [xCrk), rkJ " P [xCrko), rkoJ '" f C/) + r~ I 
i=1 

pero, por con-tinuidad y l a se l eccién de xo sabernos q ue : 

i) f Cxo) "" f C,/') + E12 

min 
j 

.9 3 . 

1 

° h -Cx ) 
l 

Usando estos dos r esultados en el lado derecho de la desigualdad 

se tiene : 

+ E 

así, cuando k ->- a debe converr;er a rc x ) 

Col1lO un resultado de esta convergencia y el hed10 que r
k 

->- O cuando 



P(r) 

Lim P( r) 
r ->() 

= ' 2
3 

-- 3- -
8 
3 

~': Ú 

y los val ores de "1 y "2 son : 

:'; 1/2 
"2 = Lim r = O 

r-{) 
' .. 

Hasta ahora , sólo se ha dicho que P [ x(rk ) , r k 1 converge a f<x" ) 
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• 

en el límite. Uno puede concebir la gran canti dad de tiempo de Corn 

putación utilizado para minimizar la sucesión de las funciones lO _ 

con muy ~queñas mejor as en f (x) durante e l curso de un gran nÚJrero 

de iteraciones . Sin embargo , usando la teoría de Dualidael, se pue-
,', 

de desarrollar U1a cota inferior a f( x" ) , usanelo esta cota infe -

rior j unto con e l valor actual de f [ x(rk ) ] como una co'ta superior 
. ~ 

se pu=elen obtener límites superior e inferior para f<x ") , si en _ 

algÚn paso del proceso , estas cotas se encuentran lo suficientemen_ 

te cercanas, el proceso pu=de ser terminado. 

La cota inferior, es desarrollada a =ntinuación : 

Daelo el siguiente problema primal ele programación convexa: 

\ 
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rru.rurru.zar la f W1ción convexa f( x) 

sujeta a 

h . C x ) "O 1. 1.=1,2, . . . ,m 

donde h. C x) son funciones cóncavas .¡. 

Este problema primal tiene su problema dual, el cual será : 

maximizar FCx, A 
1" 

) = fCx) - 2::= >..h . (x) 
. 1 1 1 l= 

El problema dual estará sujeto a las siguientes restricciones : 

= O dX j 
S1. se define: 

= 

entonces"'iCrk) " O 

j = 1,2, .. . ,n 

, " r k 

h~ xCrk ) 
1. 

y ;l.;::' O 1. = 1,2, ... , m 
1 

1. = 1,2, . . . , m 

Es te ptrrlto tarrbién satisface l as restricciones de l probleHa Dual, 

\ 
en 'X(rk ), se tiene: porque 

m oh. , Lf 0'/ ., 
" oP " ílf 

]= 
dF 

~x . 
= - r k . t J ílx. dX . ] ] F1 h. 2 

x(r
k

) J 1. x(r
k

) x(r
k

) 

dP/ílXJ·l xCr
k

) . C ) . . . pC ) es 1.gual a cero, ya que x r k rru.ruooza a x , r k 

Anteriormente, se había probado que para algún k, existe un E tal que 

fC/' ) -< f [ xCr
k

) J < fCx"') + E 

Y además que: 
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1 

o '" 
< E 

Rearreglando la última expresién resulta: 

t 
i=l 

+ E 

la parte central de esta desigualdad es la funcién dual, Slellpre y 

I • 

'A. se defina aprupiadarrente, del teorema de dualidad se pue
l 

cuando 

de concluir que : 

1 + E 
- E -< 

luego, l.lI1a cota inferior de Hx"') es el valor actual de l a f uncién 

Objetivo Dual, la cota superior es el valor actual de f en la i t era-

cién k- ésirna; si en alguna iteración la diferencia entre la cota su 

perior e inferior, la cual es 

m 

L 1 

i =l 

cálculos puedcn ser terminados . 

, es suficientenente peque ña, los 

Por último, se hablará acerca del esquema para sel ecciolar e l valor 

inicial de "X para minimizar pe x , r k ); algunos trabaj os indican que 

BIBLIOTeCA CINTR~J. 



el procedimiento de extrapolacién puede ser usado para estimar 

Así, dados -xCrk_2), -xCrk_:l)' rk_2' rk _1 y el siguiente val or de r, 

es decir r k ' resulta razonab l e seleccionar como un valor inicial de 

xC.rk ) el valor obtenido de 

'X(r
k

) = a + br
k 

('X(rk ) indica un estimado de -xCr
k

)) , donde a y b son determinados 

por la información acerca de x(r
k

_
2

) y xCr
k

_
1

) 

En l a práctica , un procedimiento ligerarrente más general es usar _ 
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l a infonnaci én de las últimas tres soluciones óptimas x(r
k

_
3

) , 

x(rk _2) y -xCrk_1) para obtener una ecuacién cuadrática para estirrar 

xc.rkl. 

81BLlOTllCA CKNTRt.l. 1 
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PROGRAMACICN DINAMICA 

INTRODUCCICN : 

En esta parte se tratará lo qlE concierne él ).a optimizacién de -

sistemas en los cuales cada variable puede Ser representada como 

una función de \ID parárretro Cparárretro que ef1 muchos casos es el -

, 
tierrpol. En estos casoo, se trata de un ptoO lerra de optimiz

acién 

dinámico y el probleJJ\3. consiste en determi¡1¡¡t' la trayectoria ópti-

ITa . 

\ Los prebl emas de optimización dinámicos sC11 bastante utilizados -

e n problemas ele inventario, probl enlcT, de cop'tro] éÍpt i IIn, .... " r' '1 ,¡ i 

seña de sistemas de proeesoo de etapas mÚltiples, etc . 

100 

Para ilustrar l a diferencia básica entre un s isterra cli námi co y \IDO 

estático consideremos el siguiente ejemplo: supéngase que s e tiene 

el problerra de dete:r1flÍnar la política de inventario óptirra para -

dos sistemas que difieren únicarrente en l as propiedades de l a de~ 

da de l inventario ; e ¡1 el priner siste nB, l a razón dc dClllCUlda y, es 
, 

constante, es decir, ¡10 depende del tiempo, mientras que en e l se-

gundo caso, la r~ó¡1 de demanda es una función del tiempo, como l o 

, . te figura : 
mlEstra l a Sl~e¡1 

r Ct ) 

t . . .. _-.-- --- ---
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Ya que la razón de demanda en el prilTEr caso es constante, sólo se 

necesita especificar la política de inventario óptima para un perí9. 

do como nada cambia de período a período l a política será óptima p~ 

ra todos los intervalos de tiempo futuros . 

El segundo sistema es más corrplicado, ya que como la razón de derr'él!2. 

da varía con el tiempo y, en general, no será la misma de un perío-

do a otro . Este sistema de inventario es dinámico porque sus pro-

piedades varían con el tiempo . 

Exis-ten t res t écnicas para resolver lo que se le ha llamado un pro-

blerna de optimización dinámico, e llas son : el cál culo de Variacio-

nes, El Principio de J'4.áximo y la Programación Dinámica . D3 ellas , 

la última es la más general, un mayor número de problemas puede n -

ser resueltos por dicha técnica; además, ésta será la técnica que se 

desarrollará en esta parte . 

Los ~roblemas de optimización dinámicos o también llamados proble-

mas de optimización de etapas múltiples, aparecen en varios contex

tos ; a continuación , se presentan tres ejemplos para ilustrar la n!:. 
\ 

cesidad de optimizar un sistema dinámico . 

El primer e j errplo que considerarelllC6 es un problema de control ópti 

mo, suvpngase que se tiene un cchete en la plata Jorma de lanzamLen-

to y que el objetivo deseado es hacer que el cchete golpee un b lan-

co móvil en un intervalo de tiempo dado, el blanco torrará acciones 
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evasivas recién se llllCle el in-tento de golpearlo; G:l se aG UIJe qlJ~ 

el cohete puede generar cierta velocidad para alcanzar al blanco, 

entonces e l problema será generar un conjunto eJe comandos para que 

el cohete esté en disposición de gol pear a l blanco en e l intervalo 

de tierrpo dado ; éste es un problema de decisi ón de múltiples e t apas 

ya que se observará el blanco y de sus aCClones se generará, perió-

dicamente, una nueva dirección y velocidad para nuestro cohete . 

El segundo ejerrplo es el diseño de una s ucesión de unidades de p~ 

ceso que aceptarán una cantidad de material y producirán un produ~ 

to acabado de calidad aceptable; ya que la salida de una uni dad de 

la sucesión es la entrada de la siguiente, e l clÍseño de lUla unidael 

dePenderá del clÍseño de l a unidad que le precede ; e l obje-tivo dese!",: 

do es minimizar el costo de la sucesión de unidades de proceso mie~ 

tras se mantiene una calidad aceptable, l as decisimes que pueden -
, 

ser hechas sm l as especificaciones ele diseño de los corrpmentes i~ 

dividuales del sistema, este es un problema de decisimes de múlti-

-. 
pIes etapas . 

Como ejerrplo final, cmsideremos el problema de preci sión, supónp;a-

se que se desea maximizar la precisión de un sistema s i n exceder una 

cantidad dada de clÍnero para su construcción . ra s i s t c m'3 e s una ~ u 

cesión de compmentes arreglados en una serie de etapas , de tal f or-

HB que S l una etapa falla, e l sistema corrpl eto falla; una etapa es -

BIBLIOTECA CENTRAL ._.nfl ..... ., OH " •• a."lltlllllll 
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definida COIID un grupo de corrponentes idéntices, arregl ados de t a l 

forma que sólo uno está operando y les otros están esperando, en e l 

caso que el corrpcnente original falle, uno de los otros compmentes 

entra en operación inrrediatarrente. la decisión en cada etapa es el 

nÚfrero de corrPmentes red\IDdantes que se deben insta l ar; s in o l vi

dar que, los corrponentes adicionales en cada etapa rrejoran la prec:!:. 

sión del sisterra, pero tarrbién, aurrentan el ocsto. 

Todos los procesos de decisión de etapas múltiples tienen ciertas -

siJJÚ.litudes, ccnsidere el proceso de decisión de una et apa represen 

tado en la siguiente figura : 

D 

\ 

X , 
t( x, D) "-

I " 
y 

\ / 

r( x, y , D) 

Todos l os procesos de decisión tienen ciertos parárretros, represen_ 

tados en nues tra caja COIID entradas, éstos paránetros , x, propOrcl9. 

nan toda la información relevante acerca de l as entradas a la caja, 

y s on llarradas variables de estado. El siguiente corrpcnent e de \ID 

proceso de decis ión es el ccnjunto de variab l es por e l vect or D y _ 

son llamadas variables de decis ión. Asociada con cada decisi ón D 
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y cada variable de estado x está W1a salida de l a caja , la cual es 

el result ado de la decisión heq.a; estas salidas, y, son llamadas 

las vuriabl es de estado de salida y e llas cilract0ri.7.iln cnrlfl]0 t,,",,~ 

te la s alida de la caja. 

las salidas están relacionadas cm l as ent--radas a t--ravés de la fun 

ción de transformación de la et apa, l a cual es representada por 

y = tC:x, 1)) 

Por -último , existe una función obj etivo o función de retorno que 

mide la efectividad de las decisiones que son hechas y las salidas 

que resultan de estas decisimes . Ya que, l as clecis i mes que se -

hagan pueden cambiar con carrbios en el estado del s i s t e llB, l a fun-

ción de retorno está representada por: 

R = r(J{, TI , yl 

como y está corrpletarrente especifi cada por x y D a través de la fun 

cien de transformación de la etapa , y puede ser eliminada de la fun 

cien de retorno , resultando : 

R = r [ x, D, t(x , m] = r (x , D) 

En muchos probleITB5, resulta útil expresar el retorno e n términos (le 

las variables de estado de entrada y de salida ( x , y ) , s i se puede ~ 

vertir l a f--unción de transformacien de la etapa y expresar a D en -

BlBllOTICA CINT",.L 
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términos de x y y, entwces D puede ser eliminado de la función de 

retomo, t eniendo: 

D = t
i

( x,y) 

R = r [ x , ti(x,y~,y ] = r(x,y) 

donde "ti represen"ta a D en t érminos de x y y . 

Por Últirro, puede ser útil expresar e l retorno como una función de 

las variables de estado de salida en lugar de l as de entrada ; si l a 

inversa existe. 

entonces : 

R = r[x,D,y 1 = r [t 2(y,D), D, y ] = re y , D) 

donde t 2 representa a x en términos de y Y D. 

El teorema de la f unción implÍcita , proporciwa l as condiciones ne 

oesa=as y suficientes para la existencia de l as inversas discuti -

das anterionrente cuando la función t sea di ferenciab l e . 

Un proceso de decisión en serie de e tapas múltiples es aque l e n el 

cual un nÚJrero de procesos de una etapa están cwectados en serie , 

de tal [ onra que l a salida de una etapa es la entr ada de l a e"tapa 

subsi guiente; la f igura siguiente representa un proceso serial de 

decisión de mÚltiples etapas . 

!tRlIone CINTa" . 
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D 
n 

x n x x . l 
n n-l l 

t n (xn ' D ) ... 
n t. ( x. , 

l l 

r (x D ) 
n n' n 

Dj 

xl x . 
J . . . . 

r(x
1

, D
1

) 

D. 
l 

D. ) 
l 

r . (x . , ]; . ) 
l l l 

i-l 

[) . 1 
l-

'1- ( y . . 1 .. . ., ' 
1..- 1. - - f \ 

10G 

x . ~ 
2- d 

re esta figura , resulta claro que l as decisiones de cada etapa no 

pueden ser hechas independienterrente de cualquier otra; corro, la '"!:!. 
, 

trada de l a etapa i, xi' es una función de l a entrada a la etapa 

i tl, xi +1' Y de la decisión Di +1' ya que , en general , la decisión -

en el esüKlo i L1epcnde L1el estaLlo del sis t e ma xi ' 1<1 'Y'P'"'H '"" ,i.¡, ,~, 

la Di óptima de Di +i es establecida . 

Cada etapa en un proceso de decisión de etapas mÚltiples tiene una 

función de retomo asociada con e lla; e l obj etivo de este prob l ema 

de mÚltiples etapas es optimizar alguna función de l os retornos de 

cada etapa , es decir, gCr1 , 1'2 ' . . .. , r
n

) . La corrposi ción de l as -

f unciones de retomo de las n etapas determina cuando un prolJlema d!! 

do puede ser resuelto por programación dinámica . 

La programación dinámica es una técnica de descomposición para resol: 

ver problemas de decisión de mÚltiples e tapas . 



El prcblelll3. de encontrar lID conjunto óptimo de decisiones para lID 

conjunto dado de parárretros de entrada (variables de estado) en lID 

prcblema de n e'tapas puede ser resuelto por dos métodos : e l prirre

ro, involucra la aplicación de l a teoría clásica de optimización, 
, , 

cuando sea apropiado, al problema de determinar valores de l as va-

riables idependientes (de decisiéni que optimice la flIDcián de re-
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torno corrpuesta; el segundo método, la progralll3.cién dinámica, es -

una descorrposicién del problema con n variables de decisién en n p~ 

blernas con una variable de decisión; en muchos casos , estos n subp~ 

li l elll3.S sen -más fáciles de resolver que ~ l prcblema original, la des

corrposicién es efectuada de manera que, la solución óptim3- al probl~ 

ma de n variables es obtenida de las soluciones óptilll3.S de l oS n p~ 

b l elll3.S de una di'lrensión. 

Co~osicién y el Principio de Optimalidad. -,-"7 --:- ''7'~--:-.w::'-.-":", --,-,,,:"---~ ,":"',--,-----------

la progralll3.cién dinámica está basada en el principio de opti m3-li dad , 

, "Un' li~ti' ~ . (' . . ) tJ.' ene la el cual dice: a po ' ca optJ.ma conJlIDto de deCJ.Sl0neS 

, ' . ~ . . . . . r.: ..... ¡Icd lélS , 
propiedad que SID i'rrportar el estado JJUClal y l as rleCl '-;J,OIl -- ' -

. con 
las restantes decisiones deben constituir una política óptJ.m3-

respecto a l estado resultante de la prirrera deci s ión ". 

Se considerará la irrplicacián de este principio e n lID problerra de -

decisión de etapas múltiples, supón gase que e l ob jetivo desearlo es 

,.---~---'''-- -
BlBLlOTICA CINTItAt ••.••••.••• " •• , -""1 
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maximizar la funcién objetivo de n etapas, la cual es dada por la s~ 

ffi3. de los retornos de cada etapa , es decir : 

rnax I rn(xn , Un) + rn_l(xn_l,Dn_l)+ ....... + r 1(x1 , Dl ) ] 

In, ... ,Di 

sujeto a 

X . 1 J -

Si se define 

= t (' D . ) j x j ' J j = 1,2, .. . . ,n 

fnCxnJ = ffi3.x [ r
n

Cx
n

, D
n

)+ ... + r
1

(x
l

, D
l

) ]... . . (1) 

Dn' · . D1 

sujeta a: 

Se tiene: 

sujeto a 

X. 1 = t.(x., D
5

) 
J- J J 

f ex ) 
n n 

)(. 1 = t . Cx . , D.) 
J- J J J 

j = 1,2, . .. , n 

j = 1,2 , ... , n 

Pero, rn(xn , Dn) no depende de Dn_l' . .. ' Di . Por lo tanto , la maxi 

mización cm respecto a estas variables puede ser establecida as í : 

f ( x ) = 
n n 

ma.x 

D 
n 

D ) 
n + max [ r l(x 1,D 1)+· ·· + n- n- n-

Dn _1"· . D1 

BIBLIOTECA CIS:NTR6-\~ 
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sujeta a 

x . 1 = t . (x., D.) J- ] ] ] j = 1,2, .. . , n 

La ecuación (1) puede ser 'utilizada para reescribir esto últi rro así : 

f (x ) = n n 

donde 

nax 
TI 

n 

x 1" = t ex , D ) n- n n n 

Anteriormente, se indicó que e l objetivo en progranación dinámica 

es seleccionar un conj unto de decisiones para optimizar alguna fun

ción de l os retornos de cada etapa; para tratar cierta c l ase de _ 

funciones, Mitten introdujo la noción de corrposición de retornos de 

cada etapa, la función de retornos de cada etapa puede ser escrita 

así : 

donde C+) es llanada el oper ador corrposición. la foTIPa del cpera

dar composición depende del probl ema particular que se esté COnsl-

derando ; por ejemplo, en el segundo ejerrplo que se dió en la in~ 

ducci"ón, e l objetivo era minimizar e l costo t otal de l sistelTl3. de _ 

~rocesanúento, donde el costo t ot a l puede ser representado corro l a 

suma de l os costos de cada etapa en e l s i s telTl3.; en este caso, e l _ 
\ . . . ~ ~ ,. 

operador ComposlClon sera todo +, asl : 

BIBLIOTECA CINTU:"i."· \ 
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En el tercer ejerrpl o , se deseaba ID3.XÍmi zar l a precisión del siste

ma, en este caso la función objetivo general puede ser escri-ta de 

esta fonna: 

resultando que el operador corrposición para los retornos de cada 

etapa es el producto . 

El operador corrposición puede var.J.ar de etapa en etapa, por ejem

plo: 

CollD puede observarse, el operador corrpcsición entre l as e-tapas 2 

y 3 es "." y entre l as etapas 2 y 1 es "+ " . 

Lesaforrunadamente, no todcs los probleJJES de decisión de múl-tiples 

110 

etapas pueden ser resueltos por programación dinámica, ya que se ~ 

quiere que la función objetivo sea separable, es decir, se debe re

presentar la función objetivo como l a compcsición ele los Y"tornos ' le 
\ ~ 

cada e-t apa, asl : 
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Resulta fácil construir funciones que no satisfacen est e requen-

mi.ento, por ejemplo, la siguiente f unción ce ret omo no es separa-

ble : 

aún así, existen muchos prcblernas de aplicación que satis facen l a 

condicién de separabilicad. 

TeoreJllél.: Una condicién suficiente para la descorrposición por prog:r~ 

JIIél.ción dinámi.·ca de un objetivo en una función con retornos separa

bles es que, la función ob j etivo de n etapas , g(rn , r n_
1
,·· · , r

1
) 

sea una función monótona no decreciente de r n_1 ,rn_2 ' . . . ,r l ' 

\ . 
La prueba de este teoreJllél., s e encuentra en Mítten L.G. "Composi tion 

PrincipIes fer Synthesis of OptiJllél.l Mul tistage Processes " Operations 

'Fesearch, Vol. .12 (1964) . 

Problemas en los cuales el operador corrposicién es "+" s atisfacen 

esta condición; un e jemplo de una funcién obl etivo que no satis face 

el teorema es la siguiente : 

g [r3(x3D3),r2(x2D2),rl(xl,Dl) ] = r 3(x 3 ,D3) ·· r 2( x2 ,D2) . Y'1( x
1

, D
1

) 

donde el rango de r· puede ser positivo y negativo . así CUando __ 
l , 

g e s IIIOnótona decreciente c uando r 
1 aumen 

81BlIOUCJ. CaN1 R.\1.. 
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En el tercer ejerrpl o, se deseaba naximizar la precisión del s i ste

na, en este caso la función objetivo general puede ser escrita de 

esta foma: 

gCr ,r l' ... , r 1 ) = r '. r l' n n- n n-

res ultando que el operador conposición para los retornos de cada 

etapa es el producto . 

El operador corrposición puede Var.Lar de etapa en etapa , por ejem

plo: 

Co= puede observarse, el operador cOllposi ción entre l as e-t apas 2 

y 3 es ';." y entre las etapas 2 y 1 es "+". 

IEsafor"tunadamente , no todos los problemas de decisión de múltiples 

etapas pueden ser resueltos por prograrración dinámica , ya que se ~ 

quiere que la flH1ción objetivo sea separable, es decir, se debe re-

110 

\ . .. .. 
presentar la funCJ.on ob]etlvo corro l a composi ci ón de l os r..,tornos de 

catla e-tapa, así: 
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Resulta fácil construir :funciones que no satisfacen est e requen-

mi.ento, por ejerrplo, la siguiente f \IDción de retomo no es separ a-

ble: 

aún así, existen muches prcblemas de aplicación que satisfacen l a 

condicién de separabilicad. 

Teorema: Una condición suficiente para la des corrposición por progr~ 

mación dinámi.ca de un objetivo en \IDa f \IDción con ret ornos separa

bles es que, la :función objetivo de n etapas, g(rn , r
n

_
1

, ... , 1'1) 

sea una función monótona no decreciente de l' l' n - l' n- 2 "" ,1'1 ' 
\ 

La prueba de este teorema, se encuentra en Mitten 1.G. "Composition 

Principl es fer Synthesis of Optimal Mul tistage Processes " Operations 

'Researm, Vol. .12 (964) . 

Problemas en les cuales el operador corrpesicién es "+" satisfacen 

e s ta condición; \ID ejemplo de una f \IDcién objeti vo que no satisface 

el teorema es la siguiente : 

g [r 3(x3D3) ,r2(x2D2) ,ri (xi ,Di)] = r 3(x 3 ,D3) ~ r 2( x 2 ,D2) . Y'l ( Y.
i 

,Di) 

donde el rango de r i puede ser positivo y negativo ; así Cuando __ 

g es monótona decreciente cuando 
1'1 aumen 

81B\.IO'T'l.C~ CaNTAAt. 
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te, y así, en este ejerrplo fal la el teorema . Sin errbareo, esta con 

diciEn no es necesaria, y es posible descorrponer algunos problemas _ 

por prograrraciEn dinámica, aún cuando el teorema anterior falla . 

Ahora, se centrará la discusión en sistemas con un nÚJrero f inito de 

etapas, serán consi deradas 1l1Uchos tipos diferentes de ejerrplos , PI'2. 

blernas dende l as variables son discretas, ejerrplos con variables _ 

\ 
orntinuas y procesos donde algunas de las variables de interés s on 

variables aleatorias ; además, se realizarán comparaciones entre l os 

varios tipos de prdllemas respecto a su forna de solución y se 
gen~ 

ralizará la estructura de l as solucienes . 

En las secciones preVJ.as , l as funciones discutidas eran f unciones 
I 

de un arf{itrario , pero finito, nÚJrero de variables ; por ejenplo, l a 

transformación de etapa fte e~resada COJJD: 

~ = tC~,D ) n- 1 n n n 

donde cada variabl e era un vector de variab l es . 

En esta sección, las dificultades de obtener soluciones par a PY'Oble 

mas donde el vector de variables de estado tiene un gran nÚ!rero de _ 

corrPonentes será evidente, más adelante se discutirán l as fomas pa

ra ayudarnos a esquivar esta dificultad de cálculo . 

81BLlOTECJ. CIIlN·f ru. 
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En la discusión de la programación dinámica, se obviarán, para la 

mayor parte , discusiones de la forma en que se obtuvieron la form~ 
\ 

lacién de los prob l elTBS y se concentrará en obtener la solución a 

los problelTBS planteados . 

Considererros el primer ejempl o: 

Supóngase que se 

sujeto a 

desea 3 

mal< ~di 
d . > O F1 

1 

")(. 1 = x. - d . 
1- 1 1 

x· = O·, 1, 2, . .. , 5 
1 

")( = 5 
3 

1 = 1,2,3 

1 = 0,1,2 

usando l os resultados de la sección anterior, se tiene: 

f 1(x1) = max d~ 

Investigando los límites de d. se encuentra que d . está acotado por 
1 l 

abajo por O; tarrbién, nótese que como cada x. 1 es requerida que 
1 -

sea no negativa, d. está acotado por arriba por x . , finalmente, ya 
1 1 

que ")(. es requerida que sea entera, los únicos val ores de d . que 
1 1 

satisfacen este requerimiento son los enteros no negativos . 

di = O, 1, 2, . . . , Xi 

BIBLIOTECA CEHT 
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, 
asl 

2 = max d . 
1 
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di = O, 1, 2, . . . , xi 

Claramente, el 'máximo es obtenido cuando d1 = xl; por lo tan·to 

2 
= -x 

1 

Ahora, se procede a la segunda etapa: 

d
2 

= O, 1, ... , x2 

= max [ d22 + 2 ] xl d2 = O, 1, ... , x2 

pero de la función de transfomBción de la etapa, se tiene que : 

Xl = ~ - d2 , de donde, ,se Slgue que: 

d
2 

= O, 1, .. . , x
2 

El valor óptimo de d2 no es tan obvio como lo fue en la etapa an

terior; obsérvese que los posibl es valores de x2 son O, 1, 2 , 3 , lJ , 

Y 5 , e l valor ópti mo de d2 debe ser determinado para cada mo de l os ' 

valores de x 2 ' resultando conveniente escribirlo en forua tabul ar co 

mo se ilustra en la tabla 01 del Anexo 01 , f 2(x2) es tabulado él l o -
~': 

largo de la tabla con los valores óptimos de d2 , d2 , para cada x
2

. 

(Ver Tabla 01 del Anexo 01). 

Obsérvese que existe un óptimo altemati va para cada x2 ; es decir , 

I BlBLIOnCA CINTRA~ 
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cuando x 2 es 4, d~ puede ser O ó 4. Ahora que se tiene f 2 (x2) deter 

minado, se continúa a flx
3

) ( Tabla 02) lo cual es dado por; 

(Ver Tabla 02 de l Mexo 01) 

Sin enbargo, se tiene sólo un valor para x
3

, };2 = 5 , así : 

max 

d
3

=0 ,1,2 , . .. ,5 

Se ha obtenido l a sol ución óptirra de ID problerra de tres variables 

resolviendo tres problemas de \IDa variable, ésto es descomposicién 

por prograrración dinámica, la solución a los tres prob l erras de una 

variable fue obtenida con mucho nenas esfuerzo que s i se hubiera re 

suelto e l problema en tres variables, el ahorro puede ser aún nBs _ 

grande s i el nGmero de etapas y/o el nGrrero de posibles valores de 

Xl se aUllen tan. 

(bsérvese que el problerra anterior es simi lar al siguiente : 

BlBLlOTI!CJ. CIi.\IIT kt. 
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sujeta a: 

3 

L 
i =1 

ya que Sl: 

x. 1 = 
l -

d . = 5 
l 

x .-d . 
l l 

d . = O, 1,2, 3,4,5 
l 

d. = x. - x . 1 l l l-

entonces : 

i di = t 
i=1 i =1 

(x. - x. 1) = 
l l -

ésto irrplica que X
o 

= O porqtE x
3 

los dos problemas son idénticos 

= 5 = f 
i =1 

d ., se observa que 
l 

116 

El siguiente ejerrplo que se consi derará es un probleJIB. con dos va 

r i ables de estado y una variabl e de decisión 

3 

max ~ c .d . 
. 1 l l l= d. =0 ,1, .. 

l 

s uj eto a 

~ k .el. 
.i.=1 l l 

.:; 10 

3 ¿ L .d . ~ 
l l • 

15 

.i.=1 

BIBlIOTICA CINTRAI. 
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donde los parárretros están dados por la siguiente tabla: 

l c. k . L. 
l l l 

-------~-------------------------

1 1 2 3 

2 3 3 5 

3 5 4 7 

Se deben obtener las funciones de transform3.ción de etapa para este 

problema, en general, cuando l as restricciones son hneales , ) a run 

ción de transformación de etapa será de la forma 

A continuación, se muestra la forma de obtener esta última función 

considere un problema con la siguiente restricción en l as variab l es 

de decisión 

n 

L 
i=l 

a.d . < b 
l l ' 

Iefiniendo x. como 1" cantidad de b S ln usar en las (n-1) e·tapas 
l 

precedentes, así : 

entonces : 

1<. 
l 

= b - ! a.d . 
J J 

j=i+1 



n 

x. = b - L a .d . 
~- 1 j =l J ] 

restando estas úl timas eOlaciones, resulta : 

x · - x · 1 = a .d. 
~ ~- ~ ~ 

Reescribiendo , se obtiene: 
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Se ha obtenido ma fmcián de transfonnación de etapa general, cuan-

do l as decisiones están limitadas por restricciones lineales . 

Para e l ejerrpl o en consideración, se tiene: 

x· 1 = x . - k .d. 
~- 1 ~ ~ 

y . .1 = Y" - L.d. 
~- ~ ~ ~ 

'Recordemos que, por definición, se tiene : 

f.1C~ , y.1)= max c 1d1 
di 

donde 

d1 = O, 1, ... .. . ~ 

lOS res ultados se mues tran en la tabla 03 

(Ver tabla 03 del Anexo 01) 

Bl8LIOTECA crlimr- ·,t 
... '9 "11., .... "PI tI~ Nó!.1'UO 



119 

Ahora, se tiene f
1

(x
1

, Y1) para todas las conbinaciones posibles 

de Xl Y Y 1; los cálculos para f 2( x2 ' Y2) se mL€stran en la Tabla 

04. 

(Ver Tabla 04 de l Anexo 0:1) 

Finalrrente, se obtiene f{x3 , Y3)' es claro que L Cidi será

máxima cuando "X3 = 10 Y Y 3 = 15, por lo tanto, s ólo se considera

rán estcs dos valores para las variables de estado de entrada ; -

el resultado se muestra en la Tabla 05 . 

(Ver Tabla 05 del Anexo 01) 

El e j errplo anterior , sirve para ilustrar las dificultades encOl1-

tradas mando el nÚJrero de variables de estado es aumentado, el 

aumento en el número de cál culos en el ejerrplo dado fue sol amente 

fastidioso; sin embargo, cuando e l número de corrbinaciones de l as 

variables de estado que deben ser consideradas exceden las 100 000, 

la cantidad de rremoria requerida para almacenarlos alcanza J.os u-
mi tes de la mayoría de las corrputadoras corrientes ; e l tierrpo de -

comPutación también awrenta rapidarrente cuando se aurrentan las va-

riables de estado. 

Mora, se considerará el caso cuando las f unciones son di ferencia-

bIes; supmgase que en el priJnc,r ejerrplo l as variables son contí-
, 

nuas; específi'carrente : 

max 
d . :; O 
l' 

3 ¿ 
i =l 

d~ 
l 

, "". -- - ~ . ~~ 
I i:lIiIilLIOTt::C ---L,,· .• 11111.1.... Ji. e .!\ITt: 
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sujeta a 

así: 

x· 1 = x . - d . l- l l 

x = 5 3 

x. ~ O 
l 

l = .1,2, .. . 

l = O.1.2 

empleando las condiciones de Kuhn- 'l'ud<er , se obtiene: 

aF 2d1 + Al - "2 O ad1 
= = 

aF d1 + U2 
O 

dA
i 

= - xl = 1 

aF 
- d.1 + U2 

O -- = dA2 2 

aF 
2 '''.1 Ui 

O a'V
1 

- = 

aF 2 A
2

'V2 O aU
2 

- = 

Al' '''2 '" O 

1 20 

Al asumir que Al y U2 son diferentes de cero , ésto ilTlflli c Fl '1 '"'' 

'Vi = "2 = O, así : 

- alellOTICA CINTRAL } 
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Ya que xl " O, Al ~ O Y l as condiciones necesarias son satisfechas . 

La otra solución OC I Irre cuando Al = U2 = d
1 

= O, este no es un rráxi 

1110 porque ;\2 " o. 

TnAX 

sujeto a Xl = x2 - d 
2 

f
2

(x
2

) = max ( d~ +( x2 - d ) 2 ] 
O~d2.:'x2 

2 

resolviendo este problema, se obtiene: 

= 

Obsérvese que en este caso, existe una solución áptima alternativa 

* 2 con d2 = O Y f 2(x2) = x2. Finalrre.nte 

f ( x = 5) = 
3 3 

sujeto a ~2 = x 3 - d3 

f (x ) = 
3 3 

max 
O..::sc1 3~}:3 

~': 

En la solucién, nueva.rrente resulta un áptimo al t e rnati vo d
3 

= x
3 

Ó 

BIBLIOTECA CENTrtA\.. \ 
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d
3 = 5 

~ 

d
3 

= O o 

y finalIrEnte : 

d = O 
3 

2 = x 3 = 25; la regla de decisián será: 

d = O 2 
d = 5 

1 
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los resultados de este ejerrplo, pueden ser arrpliados a lD1 nÚJTero ar

bitrario, pero finito, de etapas; el problema será: 

il 

max L 
d. >0 
1./ i=l 

x. J = x . 
1.- . 1. 

x· ~ O 
1. 

" = c n 

d~ 
1 

- d. 1. = 1,2, . .. , n 
1. 

1. = 1,2, . .. , n 

2 2 
Se tiene mostrado que : f 1 ( x 1) = Xl' f 2(x2) = x

2 
y f

3
(x

3
) = 

la l?rueba por induccián, se asumirá que S1. : 

2 
fn_l Cxn _1 ) = "n- l 

entonces: 

sujeta a 

f (x ) = 
n n max 

O~d ~x 
n n 

X = X - d n-1 n n 

[ ('n
2 

f ( ) ] 
J + n-l Y-n_l 

2 
x

3
; usando 



incorporando la ftmci0n de transfonlBción de et<lpa . resulta : 

f Cx ) = n n ma:: [ i + (x - d ) 2 ] = 
n n n 

O~c1 ~x 
n n 

Las condicirnes de KLihn-Tuc:ker son: 

dF 2d 2(x - d ) + Al -~- n n n n 

" 'ilF 
d + U2 

O élA
1 

- x = n n 1 

ilF 
- d + U

2 
O 

il"2 - = n 2 

, ilF 
2A

1
U

1 O dU
1 

= = 

, élF 

3U = 2 2?2U2 = O 

. "1' "'2 '" O 

Existen tres soluciones factibles: d 
n 

1. 2 = O 

= x , 
n 

luando estas posibilidades se obtiene que d 

así: 

donde 

f Cx ) 
n n 

d· = 
l 

2 = c 

c \k 

°ik = { : 

n 

l = 1, .. o, n 

l f. k 

l = k 

lTlFIX 

0« 1 <;.~ 
..... Jl ....... n 

d = O n 

O ~ = o 

Y 

d n 

d = x /2 . 
n n ' 

f = x y n n 

123 

eva-

( x ) 2 
= x n n 
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este resultado se cumple para cualquier k = 1,2, ... , n. 

Pongarrcs nuestra atencién en otrc prublema con nlureru arbitrario, ~ 

ru finito, CE etapas, supóngase que se CEsea : 

nu.n 
d . ~O 

J 

sujeto a 

! 
j=l 

n 

~ 
j = 1 

jd . = c 
J 

d~ 
J 

Pnteriorrrente , se había establecido que cuando las restricciones f ue

ran lineales l as funciones de transfornación CE estado tienen l a roY'-

roa 

Para e l presente ejempl o , se tiene que a . = j y por lo tanto 
J 

-x . 1 " -x . - j d . 
J - J J 

siguiendo e l :rrÉtodo de descomposición por programacién dinámica , se 

tiene: 

ya que, recordemcs que Xl pueCE ser consiCErado como la cantidad CE 

c que no fue utilizada en l as etapas 2,3, ... , n corro se tiene una _ 

restricción de igualdad, se debe de requerir que l a cantidad de c 

-----
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sln usar en las etapas preVlas sea utilizada en la etapa 1; por 

lo tanto, d
1 

= xl y se está en libertad de seleccionar solarrente 

n-l de los d independientemente; obsérv~se que este resultado pue 
n -

de ser generalizado a restricciones de igualdad arbitrarias , es ~ 

cir, siempre que se encuentre una restricción de igualdad, se ple!: 

de un grado de libertad en la selección de d , 

l uego: 

2 = x 1 
• 
calculando el retomo óptimo de la etapa 2 para una entrada x2 , se 

tiene : 

= ffiln 

s ujeto a 

= 2 + ( y. - 2(~ ) 1 
/. /. 

fonrando la función c.le Lagrange, se obtiene : 

2 2 2 
F2(d2 , ~1' ~2) = d2 + (x2-2d2) + A1(d2 - x2/ 2+U1) 

Las condiciones de Kuhn-Tucker son : 
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aF 
= ad2 

= O 

la solución a estas ecuaCl.ones es: 

,2x2 
d 2 = - 5-

esta es la solución óptirra porque q2(x
2

, d
2

) es estrictaJTl2l1te con

vexa en d2 y l as restricciones son convexas . 

Sustituyendo este resultado para d
2 

enla definición de f
2
(x

2
), resul 

ta:, 

Un ITDde l o parecido se desarrolló cuando las funciones f
1
(x

1
) y f

2
(x

2
) 

· 22 ;fueron fmciones lineales de xl y x
2 

respectivarrente, sin errbargo , para estar seguros que es·te es e l ITDde-

suj e to a 



Nuevamente, se tiene una función convexa definida en un conj unto 

convexo de tal fonna que existe una solución única para l as cmdi 

ciones necesarias, y aderrÉs , estas cmdicimes son s uf icie ntes p~ 

ra un JJÚnimo; las condicimes de Kulm-Tucker sm : 

-:: 
la sol ución es d3 = 3xg/ll¡ Á

1 
= 0, Á

2 
= 0, usando est e res ult ado 

aparenterrente , se ha estab l ecido un mode l o ; ahora s e probará e l 

\ ~ 
modelo i ntuitivo, supongase que: 

2 f (x ) = k x 
n-1 n- l n- l n- l 

entonces , 8 1 res ulta que r ( ~: ) = k i e l r azonallliento J¡ alJrá s ido 
n n n n 

justificado 

recorderros que: 
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= nun 
O",d .:'ix In 

n n. 

x = x - nd n-l n n 

128 

[ d2 + f 1(}: 1) 1 
n n- n-

usando la supuesta fomB. Ce fn_l y usando la f1..IT1ción de transforna

ci.ón de la etapa para eliminar a x 1 se olYtiene : 
n-

f (x ) 
n n = rm.n [d

n
2 + le . (:' - ndn ) 2 ] 

n- .1 n 
o "d "x In n n 

nuevamente resulta que l a expres ión entre corchetes es estr:lcttll lr-n-

te convexa y las res tricciones son convexas ; por lo tanto, la solu-

ci.ón a las s i guientes ecuaciones resulta ser el valor deseado de d . 
n 

2d - 2 k 1( x -nd ) + 
n n n- n n 

, ( d - x In) = O 
1 n n 

112 d = O n 

11.1 ' 112 
¡> O 

l a solución es 
,': 

d 
n k 1 x 
"- n - n 

= n 1 + 2 
n kn_l 

evaluando f (x ), se obtiene : n n 
n 2k 2 }) 

(' ) _ _ ~n:::-~ n. _ + f n .xn = 
[1 + n 2k . . ] 2 

n- 1 

k x2 
n-1 n = ---'-~--'-'--2 

l +n kn_.1 

)..1 - '2 = O 

\ = '2 = O 



= 

dOl1de : 
k n-l 

2 
1 + n kn_l 
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Luego, nuestra hipótesis fue correcta y para cualquier etapa p se 

tiene: 

f' ex ) = k x2 
P p p P 

k p-l 
k = 

P 2 
1+p kp_1 

k1 = 1 

la decisión óptima en cualquie r etapa p, p=1,2" ... , n está dada 

por: 

dp = pk x
p P . 

Vari abl es a l eatorias : e l resultado final de esta sección será l a 

extensión de la programación dinárrú.ca a ciertos s i stemas dOl1de l as 

variables SOl1 aleatorias . 

Cons i dérese el siguiente problema, e l cual tiene su origen la teoría 

de control óptimo: n-l 

rmn 2:= 
i =O 

( x~ + d~ ) 
l l +l 

sujeto a -xi _.1 = Xi - di + ui ' donde ui es una variable aleatoria ele 

la cual, se cOl1oce su f unción de densidad de probabilidad que viene 

dada por: 



2 
Q: .(~., (J.) 
'-1. l l 

2 
- ' a< ~., a. < + a 

l l 

l1n 

el prirrer resultado será obtenido para el caso cuando las variables 

aleatorias U. Y U ., i -; j, sean independientes. 
l J 

PlEde pareoer que toda la inforrración neoesaria para resolver el Pr:2. 

blema. está a la mano, sin errbargo , al inspeccionar rrás oercanamen·te 

se encuentra que las variables de interés son aleatorias , por lo t~ 

to, realrrente s ólo se tiene un control limitado sobre la realización 

de xi; en tales circunstancias, se usará el valor esperado de l a fun 

ción objetivo COIlD una rredida de efectividad . 

Bajo e l criterio del valor esperado , e l prob l ema. sería : 

min E ( 
d · U. 

l l 

sujeto a: 

n-1 

¿: 
i =O 

2 x. 
l 

+ 

x · .1 l -
= x· - d . + U. 

l l l 

Calculando f 1 (Xl) resulta : 

f (x ) = 
1 1 (x

2 + d2) 
o 1 

"min E 
di U.1 

" rnln E [ Ol(Xl ' Ul ' dl ) 1 
d

l 
U

l 

+ d~ ] 

8JBLlOT.CA C_NTRAL 
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dE[ ql (Xl' U1 , d1 )] 

d d l 

de donde : 

1 31 

Usando esteresultado y la definición de f
1
(x

1
), res ulta: 

x + ¡J 2 
f 1 (x1 ) = E ( xl + U

1 
- 1 2 1 ] + 1/4 (xl + ¡Jl)2 

f
2 
(x

2
) 

2 2 
x + 1'1 

= 1 + 2 + 
2 al xl ¡Jl 

= 111111 

d
2 

= minE 

aE 

d
2 

dd 
2 

U
2 

E [ 2 
d

2 
xl + 

U
2 

2 

[ ( X
2
-d

2
+U

2
)2 

= 

+ 

+ 

f
1

(X
1

)] 

+ U )2 
d

2 ( "'2 - d
2 2 + -
2 2 

+¡Jl (x
2 

- d
2 

+ U
2

) ] 

2 
¡Jl 

+2 

? 
1'1 2 

+ + al 2 

f 
IJIBLlOTIlCA CIlNTkÁ.l 
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resol viendo, resulta: 

2 + 1 2 )J 2x2 + '/1+ 0 .4X2 )Jl )J1 . 
2 2 

1.102 + 0. 6 )J 2 + 0 . 6 

supénf'i'lse que la forna peneral de l a snltlcién viene dad;, por : 

n --1 
2 

f l(x l) =a 1x 1+ no. n- n- n- r-b l(i)o~ n- l 

2 
)J' + 

l 

'\ x h (i) L )Ji n-l n- l 

entonces : 

sujeto a 

r (x ) = 
n n 

i=l 

uE [ x~_1 + d~ + (n -1 (zn_1) ] 
n 

i=1 

x = x d + u n-1 n n n 

de dende : 

f ( x ) = n n 

f (x ) = 
n n 

[ 
2 2 ) 2 E (x n - d +U) + d + a (x -d +U 

U n n n n-1 n n n 
n 

F: 
U 

n 

+~ 
-i= J 

n-1 

+L 
i= J 

11 l(i) n-
2 + O . 
l 

Jl
1
(i ) (x -<' + U ) 1 

n- )Ji n n n 

[ -2 (x - d +u )( l+a )+ 2d 
11 11 n n-1 11 -I ¡, l(i) I'J' ] 

11-
i=l 

BIBLIOTECA CIINTF«AI 
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e l+a 1)( x + )Jn) n- n + 

sus-titl!Yendo este valor de d en n 

n 

f ex ) L: b (i) 2 
= a x + [J . + 

n n n n n 1 
i=1 

r 
i=l 

el n' 

n 

h lei))J. n- 1 

2(2+ a 1) n-

resulta: 

n 

L c ei))J.+ L x 
. 1 n 1 n 
1= i=1 

h (i) \J. 
n 1 

los coeficientes de los términos de la f unción objetivo vienen dada; 

por ecuaciones en diferencia no lineales , por ejemplo: 

a' = n 

1 + a
n

_
1 

2 + a n- l 

como se ha visto, la introducción de aleatoriedad en este prob lema 

particular , solarrente causa dificultad algebraica; no se han intro

ducido cbstáculos conceptuales ; sin errbargo , esto solarrente es cie r 

to cuando las variables aleatorias no tienen correlación; cuando e-

l las son correl acionadas, ocurren complicaciones adicionales; de h~ 

cho, cuando las variables aleatorias son correlacionadas, se debe -

de introducir una variable de estado adicional por cada grado de dé 

pendencia de l a densidad de FeU.) con U. l' U. 2' . ... 
1 1 - - 1-

El razonamiento anterior se S lgue así: en la etapa 1, se -tiene l a 

expectación con respecto a U1. Sin errbargo , si U
1 

cs tá COT'íc ]¡¡cio-

nada con U2 ' la f unción de &>...nsidad de probabilidad de U1 depende 

de la observación de U2 ; consecuenterrente, se debe deterlTlinar c e ) 



para todos l os valores de U2 , porque en esta etapa U2 es desconocido, 

luego U2 llega a ser una variable de estado . Similanrente , s i la 

f uncién de densidad de probabilidad de U1 depende de U2 , ·· .. , Ui ; 

cada una de estas variables debe ser llevada como una variabl e de es 

tado a la etapa 1, ya que E depende de la ooservacién act ual ele es
U 

tas variables aleatorias . .1Cuando la solución puede ser ootenida an9; 

líticanente , e l álgebra llega a ser incólToda pero aún así ee trata

ble; cuando las soluciones son obtenidas computacionalnente, l a in-

troduccién de variables aleatorias que están correlaciOllLlda::; de! e t Ll

pa en etapa origina dudas acerca de la factibilidad computacional -

para cbtener la solución. 

Otro f actor que llega a ser importante en la obt ención de l a rep:la 

de decisión cuando existe correlación entre las vari ables a l eat orias 

en etapas sucesi vas es: l a regl a de decisión es una variab l e aleato

na , porque en cada e tapa, l a decisión óptirn3. es una f unción de las 

condiciones rrencionadas. Luego , hasta que l as ooservaciones de l a v9; 

riable aleatoria están disponib les, lo dicho no puede ser calculado -

y l a regl a de deci s ión no puede ser irrp l errentada . el procedimiento -

para cbtener la regla de decisión en la etapa i es como sigue : 

(:1.) obtener las observaciones actuales de l as variab l es a l cntorins en 

l as etapas i +1, ... ,n; 

( 2) calcular e l val or actual de U., basado en estas obse r vaciones , y 
l 

-ilSl/OTICA CIHT~l '} 
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(3) calcule la regla de decisión . 

Procesos de Infinitas etapas : 

Los problemas de infinitas etapas pueden darse en dos formas di feren

tes; lID ejerrplo donde pueden darse problemas de decis ién ele infini

tas etapas es en los problemas de planificación; en tales problernas, 

las decisiones sen hechas en intervalos discretos de tierrpo; pero -

la planificacién, por razenes obvias , puede no necesitar col ocarl e 

lID límite de tierrpo a su efectividad; grandes firmas inclus trj ¡'!le o; -

operan bajo el supuesto que ellas continuarán funcionando indefinid9: 

rrente y ellas planifican sobre esta base llaJJ\3.da horizonte infinito 

de planifi cación. 

La otra forma es que se pueden obtener un nÚJTero infinito de etapas , 

puede ser ilustrada por e l prograJJ\3. para controlar un misil; el pro

graJJ\3. termina después de un interval o de tierrpo fijo, pero el tiellpo 

entre las etapas, en el sentido de prograJJ\3.ción dinámica, es pequeño . 

En efecto, las decisiones son hechas continuarrente; luego, lU1 nÚITero 

infinito de decisiones son hechas en lID intervalo finito ele tiempo; 

ya que, se definió lU1a etapa como el plU1to donde se hacen l as deci-

slones , es obtenido lID problema de infinitas etapas . 

Los problemas surgen con l os problemas de infinitas etapas a los cua 

les no se les puede encontrar lU1a formulación de f initas etapas . Por 

e j errpl o , en lU10 de localización de recursos de finit as etapas , l a -

IJIBLlOTICA CINTRAL 
•• .,,1. •• , . .... 111' MU .... I 



para todos los valores de U2 , porque en esta etapa U2 es desconocido, 

luego U2 llega a ser IDa variabl e de es tado . Similanrente , s i la 

función de densidad de probabi lidad de U1 depende de U2 ,· · . . , Ui ; 

cada una de est as vari ab l es debe ser l levada como IDa variable de es 

tado a la etapa 1 , ya que E depende de la ooservación actua l de es
U 

tas variabl es aleatorias . l Cuando la solución puede ser ootenida an9. 

JíticallEnte , e l á l gebra llega a ser incómoda pero aún así es trata

ble; cuando l as sol uciones son obtenidas corrputacionalrrente, la in-

troducción de variables aleatorias que están correlaciOlladaG el" c La-

pa en etapa origina dudas acerca de la factibilidad computacional -

para ootener la sol ución . 

Otro factor que llega a ser importante en la obtención de l a rer:l a 

de decisión cuando existe correlación entre l as variables aleatorias 

en etapas sucesi vas es: l a regla de decisión es una variabl e aleato

ria , porque en cada et apa, l a decisi ón óptima es IDa función de las 

condiciones ITEncionadas. Luego, hasta que l as ooservaciones de la v9. 

riable aleatoria están disponib l es , lo dicho no puede ser calculado -

y la regl a de deci sión no puede ser irrpleITEntada . El procedi.miento -

para ootener la regla de decisión en la etapa i e s corno si gue : 

(:l.) ootener las observaciones actuales de las variables a l e ntori<l5 r.n 

l as etapas i +l, . .. ,n ; 

(2) calc ular el valor actual de U. , basado en estas obser vaciones , y 
l 
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(3) calcule l a regla de decisión. 

Procesos de Infinitas etapas : 
cti feren-

Los problemas de infinitas etapas pueden darse en dos fo# 
"¡1 íini -

tes ; un ejemplo donde pueden darse problemas de decisién ele J. 
jJ l emas , 

tas etapas es e n los problemas de planif icación; en tales pto 
. pero -

las decisiones son hechas en intervalos discretos de tiemPO' 
- carI e 

).0 
la planificaci6n, por razones obvias, puede no necesitar cO 

.rfj fl l r." 
un lÍmite de tiempo a su efectividad ; grandes f irmas jnrlUS 

" _1P.finid~ 

operan bajo e l supuesto que ellas continuarán funcionando jJ1if 
finito 

i¡1 
mente y e llas planifican sobre esta base llamada horizonte 

de p lanificaci6n. 
etapas , 

L3. otra forma es que se pueden obtener un nUrrero inf inito ele 
el pro-

puede ser ilustrada por el programa para centrolar un misil; 
). tiempo 

grama termina después de un intervalo de tiempo fijo , pero e 
- pequeñO. 

entre las etapas, en el sentido de programación dinámica, eS ~ 
fl urrero 

L¡(l continuamente; luego , En efecto, l as decisiones son hechas 
"eJT"'O " .¡;J. ".. , 

infini to de decisi ones son hechas en un intervalo f inito ele 

l 8" ya que , se definió una etapa como e l punto dende se hacen 

slones , es obtenido un problema de infinitas etapas . 

cJeci -

Los problemas 
).os cua 

surgen con l os problemas de infinitas etapas 8 
aS ' Por 

puede e ncentrar una formulaci6n de f initas e"t 8P l es no se l es 
l a -

ej empl o, en uno de localización de recursos de finitas etap¿P' 
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función de retorno está definida corro la SUffi3. de l os retornos indi vi 

duales de cada etapa, al intentar extender este tipo de rredida de -
• 

efectividad a un prcblerra de infinitas etapas, la medida de efecti vi-

dad sería l a suma de infinitos térmi.nos ; para que exista una solución 

óptirra , ésta SUffi3. debe de converger . 

Una condición neoesaria , perc no suficiente para la converl!"'nCla es 

que 

Lim r ex , dn) = o 
n n 

Sin errbargo, no se puede estar satisfecho con una función de retomo 

que disminuya de etapa en etapa . Más prag¡náticalTPJ1te, un invest ir;a-

dar de operaciones que prescribe una regla de decisión para s u uso, 

se puede encontrar en dificultades al intentar explicar el porqué -

las ganancias deben ser decrecientes . 

Varios esquemas han sido desarrcllados para llegar a una solución -

satisfactoria a este dilerra. Un retado involucra prcrrediar el tiem-

po, l a f unción de retorno g, es dividida entre e l nÚTrerc ele e-tapas, 

N. Luego para obtener la solución óptirra se resuel ve el prcblerra de 

infini tas etapas por un prcoeso limitado , es decir : 

I I 

J11aX g/N = max 1/N ¿ 
n=l 

81BLlOTI!CA CINTRA!. 
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()trQ retado, involucra descontar los retornos futuros para obtener 

el valor presente; el factor de descuento, a , entre O y 1 es eleva 

do a la potencia n y multiplicado por r , entonces los retornos se
n 

rían: a 

I 
n=l 

n arCx,d) n n n 

Uno debe cuidarse de los problemas asociados con l a existencia de 

la solucioo; lo que puede parecer la rredida de efectividad obvia -

para un problema de finitas etapas, puede no tener sentido cuando 

el concepto se extiende a infinitas etapas . Uno puede extrañarse 

de porqué se está interesado en obtener la solucioo a problemas de 

esta naturaleza; acaso no es correcto y efectivo hacer a N suficie!::. 

terrente grande, pero finita, y olvidarse de los probl emas de e xis -

tencia de solución? Una razón es que, en muchos casos, la estruct~ 

ra de la solución puede ser obtenida a partir del estudio de probl~ 

mas de infinitas etapas, e l conocimiento de la estructura puede dé!!: 

nos una mayor corrprensioo del problema que se tiene . Otra razoo es 

que, en l os casos cuando l os problemas son de etapas contínuas , el 

retodo de infinitas etapas es el único que tiene signifi cado f í sico . 

A continuacioo, se ilustra un e jerrplo de solución a probleJlBs con~ 

nuos . En este problema, la f unción objetivo es ma integral en lu-

gar de ma suma infinita, y la ecuación en diferencia que represen-

ta a la función de transformación de la etapa es reerrplazacla por -

una ecuacioo di ferencial, el probleJ1\3 es : 

I BIBLIOTECA CI!NTRA~ 1 
......... _ .K 11. " .",,,, 
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max 11' hCx, d, t ) dt 

s ujeto a 

dx 
dt = gCx, d, t ) 

La variable t, juega un papel similar a n en los problelJl3S de etapas 

discretas. 

El retado clásico para resolver este problellB es el cálculo de va-

riaciones ; sin errbargo, las soluciones anaJíticas no puede n ser d)-

tenidas excepto para problellBS muy siJJIl l es; ya que, del cálculo de 

variaciones resultan ecuaciones diferencial es parciales de segundo 

orden las cuales pueden ser muy dificultosas de resol ver mnnérica-

rrente . 

La programación dinámica proporciona un procedimiento de aproxillB

ción numérica bastante eficiente . 

Defínase: 

f [ xCt) , t ] = llBxI

1' 

hCx, d , t) dt 
d(t) 

donde el intervalo de integraCl' o'n es [ t 1' ] pero , , 

l' 1'+lIt 1 hCx, d , t ) dt =l hCx,d,t)ctt + hCx,d,t) dt 



sLEtituyendo esta identidad en la definición de f [xC t), t 1 
resulta: 

f [ xCt), t] = 

sujeto a 

dx 
dt = 

f [xCt) ,t]. = 

sujeto a 

max 
dCt) 

(t , T J 

gCx,d,t) 

ffi3X 

dCt) 

[t, t+llt ] 

dx_ 
dt - gCx,d,t) 

T 

hCx,d,t)dt + j 
t+ll.t 

hCx. <1 :t ) d"t 

t +/lt T 

:~) [J hCx,d,t)dt +j hCx ,d,t )dt J 
[ti:/lt ,T] t t+l\t 

1 39 

Pero , e l prirrer ténnino en los corchetes depende solarrente de dC 1:) 

en el intervalo [t, t+/lt 1 , resultando que: 

f [x(t) ,t]= 

suj eto a 

t+/lt 

max [J hCx,d,t)dt + 
dCt) 

[t, t+/lt) t 

dx 
dt 

= gCx ,d,t) 

pero , por definición: 

T 

ffi3X f dC t) 
[t+/lt, TJ 

" t +/lt 

max r 
dCt ) t+/lt 

hCx,d,t)dt = f [ xCt+/lt), t+/I t ] 

hCx,d,t)dt J 

[t+/lt,T] lI1alloneA eaNTRAl. 
............ ",a" 

- - ' 



Por lo tanto, 
t+lIt 

f t:« t ~ ,t ] = rrax [J h (x ,d ,tldt + f [ x(t+l\t l, t +ó t ] ] 
d(t l 

[t, t+ót] 't 

donde 

x(t +ótl = x(tl 

t+l\t 

+ f g(x,d,t l dt 

t 
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Para inplerrentar e l procedimiento de aproxirracién nLuréri ca recuérde-

se que se puede aproxilIl3r 
t+llt 1 h(x,d,tldt 

t 

por h(x,d ,tl ót para valores pequeños de ót . Us ando est a aprox:i. J18-

ción resulta : 

ti x(tl , t ] = JlB.X [ h(X,d,tlót + f I x(t+ ótl, t+ ót ] ] 
d(tl 

[ t,t+ót ] , 
sujeto a 

x(t+ótl = x(tl + g(x,d,t l ót 

Aspectos Computacional es . 

En las secciones anteriores, se presentó l a teoría de l a progranBcién 

dinámica; en esta seccién, se discutirán los problemas computacionales 

asociados can la solución de prograJ1BS dinámicos . 
• 

El procedimiento i teracti vo seguido en la sol ución de problemas por -

programacién dinámica se presta por s í mismo a la adaptacién a l as -

BIBLIOTECA CENTRAL 1 
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corrputadoras digitales . lli hecho, e l desarrollo de l a programacién 

dinámica ha i do de la mano con e l desarrollo de l as computadoras di 

gitales; para l a solución de problerras en la computadora, se usa la 

construcción de flujograrras que ilustran el progreso de los cómpu-

tos , para construir un flujograma facilrrente l egibl e se usará una -

notación adicional ; recordelllC6 que la ecuacién fmcional de la pro

gramación dinámica tiene la forma 

f ex ) = n n 

sujeta a 

llirm ase : 

f ex ) = o o o q ex ,D ) = r ex ,fu) + f 1ex 1) n n n n n n- n-

entonces : 

op t 
D 
n 

[ q (x , D ) ] 
n n n 

donde x 1 tiene que ser e liminado usando n-

x 1 = t ex , D ) n- n n n 

El f lujograma se muestra a continuación : 

118\.IOTaCA OaNTIU.L \ . 
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inicio 

1 
f ( X ) 
o o 

= o 

1 
n=l 

-Ji' 
m::: 1 

I 

r 
cal cular 

X (1:,) 
n 

calcular el [ n=n+l I 
rango facti 

l' 

ble de D 
n 

por X (m) 

. 1 r m=m+1 J 
Para cada 
D factible 

n 
determinar 
a Q (X ,D ) 

n n n 

J 
Alrracenar a 

Dú( X (m) );f (X ) 
n n n n 

~ no 

S l 

n =N 
n o 

Sl 
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l~ 

Extraer 

a D"(V ) n I On 

de~ la ¡;\emoria 

l n=N- l 1 

/ , 
,1 , I 

X =-t (X n n+l n+l,Dn+1) 

.J 
Extraer 

DnCXn) de r n =n- l 1 
l a memoria , 

'> 
no 

n=l 

,si 

( fin ) 

III1l.IOUCJ. CI.N1' l 
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A continuación se dará \IDa breve explicacién de algunos términos . 

El cuarto rectángulo especifica el cálculo de x Cm); cuando se re
n 

suelven probl emas en corrputadoras se debe especificar en cada etapa 

una partición parB. las variab les de estado y de decisión, en los -

prob l emas discretos la partición aparece en forma natural; en pro-

blernas continuos se debe irrponer una partición como \IDa aproxima-

ción a las funciones contínuas, naturalJrente se c.lesea \IDa partición 

fina; sin entargo , al afinar l a partición se aumenta el nÚJrero de -

corrbinaciones de variables de estado para las cuales f (x ) debe -
n n 

ser cal culada; en este caso, se debe hacer un estudio acerca de l a 

ey.actitud y el costo oorrputacional, este problema no es exclusivo 

de la solución de prob l emas de programacién dinámica, dificultades 

similares son encontradas al resolver n\.!JlÉricarrente ecuaciones di -

ferenciales . los valores de ~Cm), m = 1,2" . .. , p(m) , Sillplcll12nt:e 

son la partición para x y pCn) especifica el nÚll12ro de valores de -
n 

x C tamaño de la partición) . Obsérvese que se permite canbiar e l -n 

tamaño de l a partición de etapa en etapa, tal flexibilidad puede ser 

utilizada en cierto tipo de problemas . 

Se ha rrencionado anteriormente que l os problemas aparecen cuando e l 

nGnero de conbinaciones de variables de estado en cada etapa es p,rC1!2. 

de; este problema , la maldicién de la dirrensionalidad, ha ori¡;inado 

varios intentos para reducir el nÚJrero de oonbinaciones de variables 

de estado que deben ser examinadas. 

r BIBLIOTECA CliN'fIUU ¡ 
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Otra formulacim nos indica qu= solarrente una variable de es-tado es 

obtenida rrediante el uso del rretodo del multiplicador de Lap;ran p,e . 

Supmgase qu= se selecciona la segunda restricción para eliminarla 

in=rporándola dentro de la f unción objetivo fon nando la función ele 

Lagrange, 
N 

= ~ 
N 

+ A( L 
n =l n=l 

sujeta a 

x = x -a d n-l n n n 

2 
Reordenándola y recordando que A.1Ul = O, resulta: 

Fe d1 , • •• • , %' A) 

sujeta a 

x = x -ad 
n- l n n n 

N 

= max L [ r nCdn ) + 

n=l 

Ah d ] -
nn 

lE l as partes anteriores, recordellDs que F tiene un punto ele si lla , 

e l cual es máximo con respecto a d
l

, . .. , d
n 

y JJÚnimo con respecto a 

A ; lu=go , se puede tratar e l probl ema ele maximización rrediante la 

programacim dinámica. 

f e x , A) = O o o 

[ r (d ) + Aa d + f l( xl: ) ] n n n n n- n-

BIBLIOTECA CINTRA'. \ 
• •• .,. ••••••••••• "' ... ell 



s uje to a 

x n-l = x - a d n n n 

El término "k 2 ha sido omitido, ya que para un valor f i j o de ". res\l~ 

ta ser una constante y por lo tanto, no a fecta la polÍtica de 2Jeci-

s ión óptiJJ1a . 

El procedimiento cOJJIlutacional es corro Slgue: 

o 
Seleccione un valor para A =" -t O y resuel va el prd:>l eJJ1a , para un 

A o dado generar la regla de decisión óptiJJ1a d~ , ' o ... , clj~ . Ya que se 

sele ccionó i o .¡ O la restricción debe cUl'lplirse corro una i gual dad 

estricta para algGn valor de k 2 , digarros k~ . Sin enbargo , except o 

en la situación más fortuita, k~ no será e l val or deseado k" Por 

1 lo t anto , se se lecciona otro valor de A' digarrcG " ' y s e resue l ve 

el probleJJ1a; esto puede parecer un procedimiento de prueba y error , 

sin enbargo, recordemos que k
2 

será una función m:::nótona crecient e 

ele, ?, ; luego, se pueden Qr.i.entar las sucesivas selecciones de " pa-

ra converger al valor deseado k 2 . Es ta técnica está garantizada a 

converger e l valor deseado de k2 s i l as res tri cci ones fOrm3l1 un con

junto convexo; en otros casos , puede no exis tir un valor de " para 

e l cual res ulte el valor deseado de k 2 . 

Otro rré't odo que s i rve para reducir el número de convinaciones de va 

dables de estado para l as cuales f (x ) debe ser cal culado y alma
n n 

cenado es llaJJ1ado ' 'El rrétodo de una a l a vez ". Supóngase que se con 

s i der a e l s i guiente prdl l eJJ1a con dos variabl es ele decis i ón en cada _ 

BIBLIOTECA CENTRAL 
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etapa: N 

1 
n=l 

Además , supóngase que sólo se tienen dos restricciones y que e llas 

son separabl es , es decir , cada restricción es tma f tmción de d~ ó 

de d2 pero no de l as dos n 

N 
a i 1 ) L " k1 nn 

n=l 

N 
b d(2) ¿ ~ k 2 n n 

n=l 

En este caso , cuando l as restricciones f o:nren un conjunto convexo , 

e l procedimiento de aproxirracién puede ser aplicado ; cuando l a f l.l!2. 

ción obj eti vo es cóncava se puede aplicar lD1 procedimiento s i mi l ar 

a las técnicas de bGsqueda de l a prograrración no line al. Se proc~ 

derá así : seleccione un cmjlD1t o de d~ i = 1 ó 2, el cual satisf~ 

ga l as restricciones, para ser más explÍcitos se puede seleccionar 

d2 = O n = 1 , • .. , N; ahora, se res uelve el probl e rra 
n 

N 

max I 
n=l 

s ujeto a : 
N 

L 
n=l 

. --: 

l BIBLIOTECA CIiNTRAl 
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rrediante e l rrétodo estándar de l a prograJ1'ación dinámica , Es to nos 

11 l '~ d(l) eva a una so UClon para n = d(l) (k = O); ahora, mantenien-
n 2 

d f " d( 1) 1 ,~ o "lJ O a en est a so UC1cr\ , n . se resuel ve e l s i guiente probl el1B: 

IlBX t 
n=l 

s ujeto, a 

n=l 

(2) , 
Esto nos lleva a un nuevo conjunt o de val ores para d que sat1s -

n 

faoen las restricciones ante r iores ; manteniendo fijos l os nuevos 

valores de d~2 ) se res uelve e l s i guiente pr obl el1B : 

N 

ffi3X L r n [ d~l) , d~2\ Ó )] 

s uj et o a 

n= l 

~ a d(l) k 
L nn '< 1 

n=l 

Es t e prooedimiento i ter ati vo se continúa al t ernadarrente, resolví eneJo 

para valores de d( 1 ) Y d( 2) , En cada iteración, ó es agrepado al la 
n n 

do dered10 de la restricción ; en particular en la iteración ( p+l) SR 

tiene : 

BlBLlOTICA CINTRAL 
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~ b d ~ pll L nn 
n=l 
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Cuando las variables dl son continuos, el procedimiento iterativo con
n 

"verge a la solución óptima del problema original. 

Se han discutido dos procedimientos para reducir el proble ma ele al

macenamiento causado por problemas en l os cuales existe un gran nÚJTe

ro de corrbinaciones de valores de las variables de estado a investi-

gar. 

Gtra técnica es apr())CLmar la función f (y. ) rrediante un pobno-
n- 1 n-1 

000 de bajo orden, si una aproximación apropiada puede ser cons trui.-

da, e l Gnico almacenamiento requerido sería para l os coeficien-tes de l 

polinomio ; este rrétodo no reduce los problemas c01lputacionales intro

ducidos por l os problemas de dirrensionalidad, pero alivia el proble

ma de almacenamiento asociado con la maldición de la dirrensionalidad. 

El últi= procedimiento que se discutirá es llamado la técnica de la 

partición áspera, en lugar de definir una partición fina, se us a un 

nÚJTero re l ativamente pequeño de puntos en la partición y se resue l ve 

e l proble ma para e s te conjunto reducido de variables de es-tado . Una 

vez q ue la solución a este problema es obtenida, una partición más -

fina e s construido alrededor de los puntos , para aquellcs val ores de 

las variabl es de estado de las cuales resultó la regl a de decisi ón -

BlBLIOTI!CA CINTRt: L ¡ 
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óptima a la aproxiJlBcién original; este esqueJIB se continúa hasta 

que se obtenga una solución precisa aceptable . Cebería de darse -

cuenta , sin embargo, que cuando existe un óptirro l ocal alternati-

vo, la solucién final puede ser cualquiera de estos óptirros loca-

les; además, e l áptirro local obtenido puede no ser un áptirro glo-

bal o 

I BlBlIOTtlC-' CaNTRA\ 
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A N E X O S 



TABLA 0 1 

X2 D2 Xl(=X2-D2) [12" '2 FU Xl) 

o 0-' O O O 
1 0-' 1 O 1 
1 :t -x- O 1 O 
2 0* 2 O 4 
2 1. 1 1 1 
2 2:-;- O 4 O 
3 0* 3 O '3 
3 1 2 1 4 
3 2 1 4 1 
3 3* O '3 O 
4 0*- 4 O lE. 
4 1 3 1 '3 
4 2 2 4 4 
4 3 1 '3 1 
4 4* O 16 O 
5 0 -* 5 O 25 
5 1 4 1 lE, 
~ 2 3 4 '3 J 

• 3 2 '3 4 . 1 

• ,J 4 1 l E, 1 
<-
.J :1-* O ..,. 

.: ... ' O 
-- ------------------- -._----------------- - -- - - -. __ ._-

TA[<LA 02 

O 
1 
1 
'1 
2 
4 
col 

• J 

• J 

'~ 

l E, 
10 

8 
10 
lE. 
25 
17 
13 
13 
17 
'W ... . • 

/ 
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O 
t 
J 
4 

4 
'3 

'3 
l E, 

lE, 
..,~ 

.: . ..; 

..,,- , 

--------------------- -------------------- - ---- ------- ------------------_ .. 
X3 D3 X2(=X3- [l3) F2(X2) F3( X3 ) 

- ------------ -------------------- -----_ .. _------------ - --- ---- -- - ------_.----

5 0* 5 O ..,. 
~J 

?~ 
~J 

5 1 4 1 lE, 17 
• ' 1 3 4 '3 13 J ~ 

~ 3 .., 
'3 4 13 J ~ 

5 q 1 lE, 1 17 
'o 5·)+ O ..,. O ') .:-
" ~'.J ~J 25 

---------------- ---------------- -------------- --------_. 

r-------------~-==~ 
IIBLlOTl!CA OIlNTit , 
41 1.~ 1 lJ1 
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TABLA 03 

-------------------------------------------------
Xl Yl DI C1*D1 Fl(Xl,Yl) 

-------------------------------------------------
O O 0* O O 
O 1 0* O O 
O 2 0* O O 
O 3 0* O O 
O 4 0* O O 
O 5 0* O O 
O 6 0* O O 
O 7 0* O O 
O 8 0* O O 
O 9 0* O O 
O 10 0* O O 
O 11 0* O O 
O 12 0* O O 
O 13 0* O O 
O 14 0* O O 
O 15 0* O O 
1 O 0* O O 
1 1 0* O O 
1 2 0* O O 
1 3 0* O O 
1 4 0* O O 
1 5 0* O O 
1 6 0* O O 
1 7 0* O O 
1 8 0* O O 
1 9 0* O O 
1 10 0* O O 
1 11 0* O O 
1 12 0* O O 
1 13 0* O O 
1 14 0* O O 
1 15 0* O O 
2 O 0* O O 
2 1 0* O O 
2 2 0* O O 
2 3 O O 
2 3 1* 1 1 
2 4 O O 
2 4 1* 1 1 
2 5 O O 
2 5 1* 1 1 
2 6 O O 
2 6 1* 1 1 
2 7 O O 

------------ -- --- -------------- - ------ - -- --------
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TABLA 03 (Continuacion) 

-------------------------------------------------
Xl Y1 DI C1*D1 F1(X1,Yl) 

-------------------------------------------------
2 7 1* 1 1 
2 8 O O 
2 8 1* 1 1 
2 9 O O 
2 9 1* 1 1 
2 10 O O 
2 10 1* 1 1 
2 11 O O 
2 11 1* 1 1 
2 12 O O 
2 12 1* 1 1 
2 13 O O 
2 13 1* 1 1 
2 14 O O 
2 14 1* 1 1 
2 15 O O 
2 15 1* 1 1 
3 O 0* O O 
3 1 0* O O 
3 2 0* O O 
3 3 O O 
3 3 1* 1 1 
3 4 O O 
3 4 1* 1 1 
3 5 O O 
3 5 1* 1 1 
3 6 O O 
3 6 1* 1 1 
3 7 O O 
3 7 1* 1 1 
3 8 O O 
3 8 1* 1 1 
3 9 O O 
3 9 1* 1 1 
3 10 O O 
3 10 1* 1 1 
3 11 O O 
3 11 1* 1 1 
3 12 O O 
3 12 1* 1 1 
3 13 O O 
3 13 1* 1 1 
3 14 O O 
3 14 1* 1 1 

---------------------------------- - --------- -

\ 
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TABLA 03 (Continuacion) 

-------------------------------------------------
Xl Y1 DI C1*D1 Fl(X1,YlJ 

----------------------------------------------
3 15 O O 
3 15 1* 1 1 
4 O 0* O O 
4 1 0* O O 
4 2 0* O O 
4 3 O O 
4 3 1* 1 1 
4 4 O O 
4 4 1* 1 1 
4 5 O O 
4 5 1 * 1 1 
4 6 O O 
4 6 1 1 
4 6 2* 2 2 
4 7 O O 
4 7 1 1 
4 7 2* 2 2 
4 8 O O 
4 8 1 1 
4 8 2* 2 2 
4 9 O O 
4 9 1 1 
4 9 2* 2 2 
4 10 O O 
4 10 1 1 
4 10 2* 2 2 
4 11 O O 
4 11 1 1 
4 · 11 2* 2 2 
4 12 O O 
4 12 1 1 
4 12 2* 2 2 
4 13 O O 
4 13 1 1 
4 13 2* 2 2 
4 14 O O 
4 14 1 1 
4 14 2* 2 2 
4 15 O O 
4 15 1 1 
4 15 2* 2 2 5 O 0* O O 
5 1 0* O O 
5 2 0* O O 

- --------------------------------------- - --- -- -- -
/ 
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TABLA 03 (Continuacion) 

------- ---- - --------------------------------- -- --
Xl Yl DI C1*D1 Fl(Xl,Yl) 

------------------------------------------------ -
5 3 O O 
5 3 1* 1 1 
5 4 O O 
5 4 1* 1 1 
5 5 O O 
5 5 1* 1 1 
5 6 O O 
5 6 1 1 
5 6 2* 2 2 
5 7 O O 
5 7 1 1 
5 7 2* 2 2 
5 8 O O 
5 8 1 1 
5 8 2* 2 2 
5 9 O O 
5 9 1 1 
5 9 2* 2 2 
5 10 O O 
5 10 1 1 
5 10 2* 2 2 
5 11 O O 
5 11 1 1 
5 11 2* 2 2 
5 12 O O 
5 12 1 1 
5 12 2* 2 2 
5 13 O O 
5 13 1 1 
5 13 2* 2 2 
5 14 O O 
5 14 1 1 
5 14 2* 2 2 
5 15 O O 
5 15 1 1 
5 1 5 2* 2 2 
6 O 0* O O 
6 1 0* O O 
6 2 0* O O 
6 3 O O 
6 3 1* 1 1 
6 4 O O 
6 4 1* 1 1 
6 5 O O 

- ----------------------------- - --- - - --- - -- - - -- ---
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TABLA 03 (Continuacion) 

----------------------------- - --- - --- - -----------
Xl Yl 01 C1*01 Fl(X1,Yl) 

-------------------------------------------------
6 5 1* 1 1 
6 6 O O 
6 6 1 1 
6 6 2* 2 2 
6 7 O O 
6 7 1 1 
6 7 2* 2 2 
6 8 O O 
6 8 1 1 
6 8 2* 2 2 
6 9 O O 
6 9 1 1 
6 9 2 2 
6 9 3* 3 3 
6 10 O O 
6 10 1 1 
6 1 0 2 2 
6 10 3* 3 3 
6 11 O O 
6 11 1 1 
6 11 2 2 
6 11 3* 3 3 
6 1 2 O O 
6 12 1 1 
6 12 2 2 
6 12 3* 3 3 
6 13 O O 
6 13 1 1 
6 1 3 2 2 
6 1 3 3* 3 3 
6 14 O O 
6 14 1 1 
6 14 2 2 
6 14 3* 3 3 
6 15 O O 
6 15 1 1 
6 1 5 2 2 
6 15 3* 3 3 
7 O 0* O O 
7 1 0* O O 
7 2 0* O O 
7 3 O O 
7 3 1* 1 1 
7 4 O O 

- ---- - --------------- - ------- - ---- - --- - -- -- ----- -

r------- -.. ~ 
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TABLA 03 (Continuacion) 

-------------------------------------------------
Xl Yl 01 Cl*Ol Fl(Xl,Yl) 

------------------- - ------------------------- - -- -
7 4 1* 1 1 
7 5 O O 
7 5 1* 1 1 
7 6 O O 
7 6 1 1 
7 6 2* 2 2 
7 7 O O 
7 7 1 1 
7 7 2* 2 2 
7 8 O O 
7 8 1 1 
7 8 2* 2 2 
7 9 O O 
7 9 1 1 
7 9 2 2 
7 9 3* 3 3 
7 10 O O 
7 10 1 1 
7 10 2 2 
7 10 3* 3 3 
7 11 O O 
7 11 1 1 
7 11 2 2 
7 11 3* 3 3 
7 12 O O 
7 12 1 1 
7 12 2 2 
7 12 3* 3 3 
7 13 O O 
7 13 1 1 
7 13 2 2 
7 13 3* 3 3 
7 14 O O 
7 14 1 1 
7 14 2 2 
7 14 3* 3 3 
7 15 O O 
7 15 1 1 
7 15 2 2 
7 15 3* 3 3 
8 O 0* O O 
8 1 0* O O 
8 2 0* O O 
8 3 O O 

-------------------- - ------------------- ---------
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TABLA 03 (Continuacionl 

-------------------------------------------------
Xl Yl DI C1*D1 F1(Xl,Yl) 

-------------------------------------------------
8 3 1* 1 1 
8 4 O O 
8 4 1* 1 1 
8 5 O O 
8 5 1* 1 1 
8 6 O O 
8 6 1 1 
8 6 2* 2 2 
8 7 O O 
8 7 1 1 
8 7 2* 2 2 
8 8 O O 
8 8 1 1 
8 8 2* 2 2 
8 9 O O 
8 9 1 1 
8 9 2 2 
8 9 3* 3 3 
8 10 O O 
8 10 1 1 
8 10 2 2 
8 10 3* 3 3 
8 11 O O 
8 11 1 1 
8 11 2 2 
8 11 3* 3 3 
8 12 O O 
8 12 1 1 
8 12 2 2 
8 12 3 3 
8 12 4* 4 4 
8 13 O O 
8 13 1 1 
8 13 2 2 
8 13 3 3 
8 13 4* 4 4 
8 14 O O 
8 14 1 1 
8 14 2 2 
8 14 3 3 
8 14 4* 4 4 
8 15 O O 
8 15 1 1 
8 15 2 2 

------------------------------------------------ -
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TABLA 03 (Continuacion) 

-- --- ------- - - - ----- --- - - ------------ - - -- - --- - - --
Xl Yl 01 C1*D1 Fl(X1 , Yl) 

---------- - ----------------------------------- - --
8 15 3 3 
8 15 4* 4 4 
9 O 0* O O 
9 1 0* O O 
9 2 0 * O O 
9 3 O O 
9 3 1 * 1 1 
9 4 O O 
9 4 1* 1 1 
9 5 O O 
9 5 1* 1 1 
9 6 O O 
9 6 1 1 
9 6 2* 2 2 
9 7 O O 
9 7 1 1 
9 7 2* 2 2 
9 8 O O 
9 8 1 1 
9 8 2* 2 2 
9 9 O O 
9 9 1 1 
9 9 2 2 
9 9 3* 3 3 
9 10 O O 
9 10 1 1 
9 10 2 2 
9 10 3* 3 3 
9 11 O O 
9 11 1 1 
9 11 2 2 
9 11 3* 3 3 
9 12 O O 
9 12 1 1 
9 12 2 2 
9 12 3 3 
9 12 4* 4 4 
9 13 O O 
9 13 1 1 
9 13 2 2 
9 13 3 3 
9 13 4* 4 4 
9 14 O O 
9 14 1 1 

---------- - ------- - --------- - - -- ---- --- -- - - -- - ---
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TABLA 03 (Continuacion) 

--- -- -- - ---------------------------------------- -
Xl Y1 DI C1*D1 Fl( Xl, Yl) 

--------------------------------------- - ----- - ---
9 14 2 2 
9 14 3 3 
9 14 4* 4 4 
9 15 O O 
9 15 1 1 
9 15 2 2 
9 15 3 3 
9 15 4* 4 4 

10 O 0* O O 
10 1 0* O O 
10 2 0* O O 
10 3 O O 
10 3 1* 1 1 
10 4 O O 
10 4 1* 1 1 
10 5 O O 
10 5 1* 1 1 
10 6 O O 
10 6 1 1 
10 6 2* 2 2 
10 7 O O 
10 7 1 1 
10 7 2* 2 2 
10 6 O O 
10 6 1 1 
10 6 2* 2 2 
10 9 O O 
10 9 1 1 
10 9 2 2 
10 9 3* 3 3 
10 10 O O 
10 10 1 1 
10 10 2 2 
10 10 3* 3 3 
10 11 O O 
10 11 1 1 
10 11 2 2 
10 11 3* 3 3 
10 12 O O 
10 12 1 1 
10 12 2 2 
10 12 3 3 
10 12 4* 4 4 
10 13 O O 

------------------- -- ----------------------- --- - -
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TABLA 03 (Continua c ion) 

Xl Y1 DI Cl*Dl Fl(Xl,Yl) 
------------------- ------------------------------

10 13 1 1 
10 13 2 2 
10 13 3 3 
10 13 4* 4 4 
10 14 O O 
10 14 1 1 
10 14 2 2 
10 14 3 3 
10 14 4* 4 4 
10 15 O O 
10 15 1 1 
10 15 2 2 
10 15 3 3 
10 15 4 4 
10 15 5* 5 5 

-------------------------------------------------
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TABLA 04 

-----------------------------------------------------------------------
X2 Y2 D2 Xl Yl C2*D2 F1(X1,yl) C2*D2+F1(X1,Y1) F2(X2,Y2) 

-----------------------------------------------------------------------
O O 0* O O O O O O 
O 1 0* O 1 O O O O 
O 2 0* O 2 O O O O 
O 3 0* O 3 O O O O 
O 4 0* O 4 O O O O 
O 5 0* O 5 O O O O 
O 6 0* O 6 O O O O 
O 7 0* O 7 O O O O 
O 8 0* O 8 O O O O 
O 9 0* O 9 O O O a 
a 10 0* a la a a a O 
a 11 a* a 11 a a a a 
a 12 0* a 12 a a o a 
O 13 0* O 13 a a a a 
O 14 0* O 14 O O o a 
O 15 a* O 15 O O a O 
1 O a* 1 O O a o a 
1 1 0* 1 1 a a a a 
1 2 0* 1 2 O O O a 
1 3 0* 1 3 O a a a 
1 4 0* 1 4 O O O O 
1 5 0* 1 5 O a a a 
1 6 0* 1 6 O O O I a 
1 7 0* 1 7 O O O a 
1 8 a* 1 8 O a a o 1 9 0* 1 9 O a a a 1 10 0* 1 10 O O O o 1 11 0* 1 11 o O o a 1 12 0* 1 12 o o O o 1 13 a* 1 13 o O O 
1 14 0* 1 14 O O 

a 
O 

1 15 0* 1 15 O O 
a 

o 
2 o 0* 2 O O O 

O 
o 

2 1 0* 2 1 o O 
o 

O 
2 2 0* 2 2 o o O 

O 
2 3 0* 2 3 o 1 o 

1 2 4 0* 2 4 O 1 1 

2 5 0* 2 5 O 1 
1 1 

2 6 0* 2 6 O 1 
1 1 

2 7 0* 2 7 O 1 1 1 
2 8 0* 2 8 O 1 1 1 
2 9 0* 2 9 O 1 1 1 
2 10 0* 2 10 O 1 1 1 
2 11 0* 2 11 O 1 1 1 

---------- --------------------------- ------ --- --- 1 ' 1 
------- -- ------
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TABLA 04 (Continuacion) 

- - ---------------------------------------------- - ----------------------
X2 Y2 02 Xl Yl C2*02 Fl( Xl, Yl) C2*02tF1 (Xl, Yl) F2 (X2,Y2) 

- ----------------------- ---- ---------- - -------------------- --- - ----- -- -
2 12 0* 2 12 O 1 1 1 
2 13 0* 2 13 O 1 1 1 
2 14 0* 2 14 O 1 1 1 
2 15 0* 2 15 O O O O 
3 O 0* 3 O O O O O 
3 1 0* 3 1 O O O O 
3 2 0* 3 2 O O O O 
3 3 0* '3 3 O 1 1 1 
3 4 0* 3 4 O 1 1 1 
3 5 O 3 5 O 1 1 
3 5 1* O O 3 O 3 3 
3 6 O 3 6 O 1 1 
3 6 1* O 1 3 O 3 3 
3 7 O 3 7 O 1 1 
3 7 1* O 2 3 O 3 3 
3 8 O 3 8 O 1 1 
3 8 1* O 3 3 O 3 3 
3 9 O 3 9 O 1 1 
3 9 1* O 4 3 O 3 3 
3 10 O 3 10 O 1 1 
3 10 1* O 5 3 O 3 3 
3 11 O 3 11 O 1 1 
3 11 1* O 6 3 O 3 3 
3 12 O 3 12 O 1 1 
3 12 1* O 7 3 O 3 3 
3 13 O 3 13 O 1 1 
3 13 1* O 8 3 O 3 3 
3 14 O 3 14 O 1 1 
3 14 1* O 9 3 O 3 3 
3 15 O 3 15 O O O 
3 15 1* O 10 3 O 3 3 
4 O 0* 4 O O O O O 
4 1 0* 4 1 O O O O 
4 2 0* 4 2 O O O O 
4 3 0* 4 3 O 1 1 1 
4 4 0* 4 4 O 1 1 1 
4 5 O 4 5 O 1 1 
4 5 1* 1 O 3 O 3 3 
4 6 O 4 6 O 2 2 
4 6 1* 1 1 3 O 3 3 
4 7 O 4 7 O 2 2 
4 7 1* 1 2 3 O 3 3 
4 8 O 4 8 O 2 2 
4 8 1* 1 3 3 O 3 3 

-------------- - - - ---- -- -- - ------- -- -- ------- - ---------- --------------- -
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TABLA 04 (Continuacion) 

--------------------------------------------------------- ----- --- --- - --
X2 Y2 D2 Xl Yl C2*D2 F1(X1,Yl) C2*D2+F1(X1,Y1) F2(X2,Y2) 

---------------------------------------------------------------------- -
4 9 O 4 9 O 2 2 
4 9 1* 1 4 3 O 3 3 
4 10 O 4 10 O 2 2 
4 10 1* 1 5 3 O 3 3 
4 11 O 4 11 O 2 2 
4 11 1* 1 6 3 O 3 3 
4 12 O 4 12 O 2 2 
4 12 1" 1 7 3 O 3 3 
4 13 O 4 13 O 2 2 
4 13 1" 1 8 3 O 3 3 
4 14 O 4 14 O 2 2 
4 14 1" 1 9 3 O 3 3 
4 15 O 4 15 O O O 
4 15 1" 1 10 3 O 3 3 
5 O 0* 5 O O O O O 
5 1 0* 5 1 O O O O 
5 2 0* 5 2 O O O O 
5 3 0* 5 3 O 1 1 1 
5 4 O" 5 4 O 1 1 1 
5 5 O 5 5 O 1 1 
5 5 1" 2 O 3 O 3 3 
5 6 O 5 6 O 2 2 
5 6 1" 2 1 3 O 3 3 
5 7 O 5 7 O 2 2 
5 7 1" 2 2 3 O 3 3 
5 8 O 5 8 O 2 2 
5 8 1" 2 3 3 1 4 4 
5 9 O 5 9 O 2 2 
5 9 1" 2 4 3 1 4 4 
5 10 O 5 10 O 2 2 
5 10 1" 2 5 3 1 4 4 
5 11 O 5 11 O 2 2 
5 11 1" 2 6 3 1 4 4 
5 12 O 5 12 O 2 2 
5 12 1* 2 7 3 1 4 4 
5 13 O 5 13 O 2 2 
5 13 1" 2 . 8 3 1 4 4 
5 14 O 5 14 O 2 2 
5 14 1" 2 9 3 1 4 4 
5 15 O 5 15 O O O 
5 15 1 " 2 10 3 1 4 4 
6 O 0* 6 O O O O O 
6 1 O" 6 1 O O O O 
6 2 O" 6 2 O O O O 

------------------ - ------------------------------------- - ---- ---- --- ---
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TABLA 04 (Continuacion) 

-------------------------------------------------------------------
X2 Y2 D2 Xl Yl C2*D2 F1(X1,Yl) C2*D2tFll Xl, Yl) F2(X2,Y2) 

-----------------------------------------------------------------------
6 3 0* 6 3 O 1 1 1 
6 4 0* 6 4 O 1 1 1 
6 5 O 6 5 O 1 1 
6 5 1* 3 O 3 O 3 3 

6 6 O 6 6 O 2 2 
6 6 1* 3 1 3 O 3 3 
6 7 O 6 7 O 2 2 
6 7 1* 3 2 3 O 3 3 
6 8 O 6 8 O 2 2 
6 8 1* 3 3 3 1 4 4 

6 9 O 6 9 O 3 3 
6 9 1* 3 4 3 1 4 4 

6 10 O 6 10 O 3 3 
6 10 1 3 5 3 1 4 
6 10 2* O O 6 O 6 6 

6 11 O 6 11 O 3 3 
6 11 1 3 6 3 1 4 
6 11 2* O 1 6 O 6 6 

6 12 O 6 12 O 3 3 
6 12 1 3 7 3 1 4 
6 12 2* O 2 6 O 6 6 

6 13 O 6 13 O 3 3 
6 13 1 3 8 3 1 4 
6 13 2* O 3 6 O 6 6 

6 14 O 6 14 O 3 3 
6 14 1 3 9 3 1 4 
6 14 2* O 4 6 O 6 6 

6 15 O 6 15 O O O 
6 15 1 3 10 3 1 4 

6 15 2* O 5 6 O 6 6 

7 O 0* 7 O O O O O 

7 1 0* 7 1 O O O O 

7 2 0* 7 2 O O O O 

7 3 0* 7 3 O 1 1 1 

7 4 0* 7 4 O 1 1 1 

7 5 O 7 5 O 1 1 
7 5 1* 4 O 3 O 3 3 

7 6 O 7 6 O 2 2 
7 6 1* 4 1 3 O 3 3 

7 7 O 7 7 O 2 2 
7 7 1* 4 2 3 O 3 3 

7 8 O 7 8 O 2 2 
7 8 1* 4 3 3 1 4 4 

7 9 O 7 9 O 3 3 
-------------------------------------------- - --- -------------- ---------
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TABLA 04 (Continuacion) 

-----------------------------------------------------------------------
X2 Y'2 D2 Xl Y'l C2*D2 F1(X1,Y'l) C2*D2+F1(X1,Y'1) F2(X2,Y'2) 

---------------------------------------------------- --- - - ----- ------ - --
7 9 1* 4 4 3 1 4 4 

7 10 O 7 10 O 3 3 
7 10 1 4 5 3 1 4 
7 10 2* 1 O 6 O 6 6 

7 11 O 7 11 O 3 3 
7 11 1 4 6 3 2 5 
7 11 2* 1 1 6 O 6 6 

7 12 O 7 12 O 3 3 
7 12 1 4 7 3 2 5 
7 12 2* 1 2 6 O 6 6 

7 13 O 7 13 O 3 3 
7 13 1 4 8 3 2 5 

6 
7 13 2* 1 3 6 O 6 
7 14 O 7 14 O 3 3 
7 14 1 4 9 3 2 5 

.6 
7 14 2* 1 4 6 O 6 
7 15 O 7 15 O O O 
7 15 1 4 10 3 2 5 6 
7 15 2* 1 5 6 O 6 O 
8 O 0* 8 O O O O O 
8 1 0* 8 1 O O O O 
8 2 0* 8 2 O O O 1 
8 3 0* 8 3 O 1 1 1 
8 4 0* 8 4 O 1 1 
8 5 O 8 5 O 1 1 3 
8 5 1* 5 O 3 O 3 
8 6 O 8 6 O 2 2 3 
8 6 1* 5 1 3 O 3 
8 7 O 8 7 O 2 2 3 
8 7 1* 5 2 3 O 3 
8 8 O 8 8 O 2 2 4 
8 8 1* 5 3 3 1 4 
8 9 O 8 9 O 3 3 4 
8 9 1* 5 4 3 1 4 
8 10 O 8 10 O 3 3 
8 10 1 5 5 3 1 4 6 
8 10 2* 2 O 6 O 6 
8 11 O 8 11 O 3 3 
8 11 1 5 6 3 2 5 6 
8 11 2* 2 1 6 O 6 
8 12 O 8 12 O 4 4 

8 12 1 5 7 3 2 5 6 
8 12 2* 2 2 6 O 6 
8 13 O 8 13 O 4 4 __ _ --------

----------------------------------------------------------
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TABLA 04 (Continuacionl 

-----------------------------------------------------------------------
X2 Y2 02 Xl Yl C2*02 F1(Xl,Yl) C2*D2tF1(X1,Yll F2(X2,Y2l 

-----------------------------------------------------------------------
8 13 1 5 8 3 2 5 
8 13 2* 2 3 6 1 7 7 
8 14 O 8 14 O 4 4 
8 14 1 5 9 3 2 5 
8 14 2* 2 4 6 1 7 7 
8 15 O 8 15 O O O 
8 15 1 5 10 3 2 5 
8 15 2* 2 5 6 1 7 7 
9 O 0* 9 O O O O O 
9 1 0* 9 1 O O O O 
9 2 0* 9 2 O O O O 
9 3 0* 9 3 O 1 1 1 
9 4 0* 9 4 O 1 1 1 
9 5 O 9 5 O 1 1 
9 5 1* 6 O 3 O 3 3 
9 6 O 9 6 O 2 2 
9 6 1* 6 1 3 O 3 3 
9 7 O 9 7 O 2 2 
9 7 1* 6 2 3 O 3 3 
9 8 O 9 8 O 2 2 
9 8 1* 6 3 3 1 4 4 
9 9 O 9 9 O 3 3 
9 9 1* 6 4 3 1 4 4 
9 10 O 9 10 O 3 3 
9 10 1 6 5 3 1 4 
9 10 2* 3 O 6 O 6 6 
9 11 O 9 11 O 3 3 
9 11 1 6 6 3 2 5 
9 11 2* 3 1 6 O 6 6 
9 12 O 9 12 O 4 4 
9 12 1 6 7 3 2 5 
9 12 2* 3 2 6 O 6 6 
9 13 O 9 13 O 4 4 
9 13 1 6 8 3 2 5 
9 13 2* 3 3 6 1 7 7 

9 14 O 9 14 O 4 4 
9 14 1 6 9 3 3 6 
9 14 2* 3 4 6 1 7 7 

9 15 O 9 15 O O O 
9 15 1 6 10 3 3 6 
9 15 2 3 5 6 1 7 

15 3* O O 9 O 9 9 
O 0* 10 O O O O O 
1 0* 10 1 O O O O 

-------------------------------------- - ---- - - - - ----------------- - -
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TABLA 04 (Continuacionl 

-------------------------------------------------------------- -- -------
X2 Y2 02 Xl Yl C2*02 Fl( Xl, Yl) C2*02tFl(Xl,Yl) F2(X2,Y2l 

------------------------------------------------------------------- -- --
10 2 0* 10 2 O O O O 
10 3 0* 10 3 O 1 1 1 
10 4 0* 10 4 O 1 1 1 
10 5 O 10 5 O 1 1 
10 5 1* 7 O 3 O 3 3 
10 6 O 10 6 O 2 2 
10 6 1* 7 1 3 O 3 3 
10 7 O 10 7 O 2 2 
10 7 1* 7 2 3 O 3 3 
10 8 O 10 8 O 2 2 
10 8 1* 7 3 3 1 4 4 
10 9 O 10 9 O 3 3 
10 9 1* 7 4 3 1 4 4 
10 10 O 10 10 O 3 3 
10 10 1 7 5 3 1 4 
10 10 2* 4 O 6 O 6 6 
10 11 O 10 11 O 3 3 
10 11 1 7 6 3 2 5 
10 11 2* 4 1 6 O 6 6 
10 12 O 10 12 O 4 4 
10 12 1 7 7 3 2 5 
10 12 2* 4 2 6 O 6 6 
10 13 O 10 13 O 4 4 
10 13 1 7 8 3 2 5 
10 13 2* 4 3 6 1 7 7 
10 14 O 10 14 O 4 4 
10 14 1 7 9 3 3 6 
10 14 2* 4 4 6 1 7 7 
10 15 O 10 15 O 5 5 
10 15 1 7 10 3 3 6 
10 15 2 4 5 6 1 7 
10 15 3* 1 O 9 O 9 9 

------------- -- ---------------------- -- -------------- -- ----- --- -- - - - - - -
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. TABLA 05 

X3 Y3 D3 X2 Y2 C3*D3 F2(X2,Y2) C3*D3 +F 2(X2,Y2) F3(X3,Y3) 
-- -------- ------------ --- -------------------------------- ------------ - -

10 , 15 O 10 15 O 9 9 
10 15 1 6 8 5 4 9 
10 15 2* 2 1 10 O 10 10 




