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BREVE DESCRIPCION DE LA INVESTIGACION:

El desarrollo de este trabajo se realiza en tres capitulos, de los cuales a continuacion se

hace una breve descripcion:

El capitulo I se ha dividido en dos secciones. En la primera se enuncian algunas
definiciones y propiedades de anillos, ideales y modulos, que se utilizan en la prueba de
las proposiciones de este documento. En la segunda se hace una introduccion a los anillos
de fracciones, su construccion y propiedades elementales, finalizando con la contraccion

y extension de ideales en anillos de fracciones.

En el capitulo II se estudia uno de los elementos importantes del algebra conmutativa; la
descomposicion de ideales (es decir, ideales que se pueden escribir como una interseccion
finita de ciertos ideales; los ideales primarios) y se desarrollan algunas propiedades.
Luego se definen los elementos enteros y las extensiones de anillos, estando
especialmente interesados en aquellos anillos B tal que todos sus elementos son enteros

sobre un subanillo A, de B (Extensiones enteras de anillos).

En el capitulo III se procede con la parte fundamental de esta investigacion, definir la
estructura de los anillos que satisfacen la condicion de cadena ascendente (Noetherianos)

y descendente (Artinianos), en ideales y algunas de sus propiedades.

En cada capitulo se encuentran resultados donde se da una demostracion, la cual puede

ser no Unica por lo que no se descarta la posibilidad de mejorarla.



INTRODUCCION.

El proposito de este trabajo es brindar una introduccion en el estudio de los anillos de
cadena con el objetivo principal de presentar algunos resultados sobre anillos

noetherianos y artinianos.

Se inicia haciendo un enfoque tedrico de conceptos y propiedades algebraicas de anillos,
ideales y moddulos; elementos que se han considerado necesarios para el desarrollo del
resto del trabajo. Luego se hace una introduccion a dos de los mdés importantes
instrumentos del algebra conmutativa, como son la formacion de anillos de fracciones (su
construccion) y el proceso asociado de localizacion, que desde un punto de vista
algebraico permite de forma dual al anillo cociente, estudiar los ideales primos

contendidos en un ideal primo de A.

Se exponen la existencia de descomposiciones primarias de ideales y las extensiones
enteras; definiendo ideales primarios, elementos enteros, dominios normales, clausura
entera, estableciendo los teoremas clésicos sobre la unicidad en la descomposicion
primaria (los teoremas primero y segundo de unicidad); resultados que relacionan
cadenas de ideales primos en extensiones de anillos (los teoremas del Ascenso y del
Descenso de Cohen-Seidenberg). Ademas, se investiga el comportamiento de ideales

primarios y extensiones enteras con respecto a los procesos de localizacion.

Se introduce el concepto de dimension de Krull, de anillos, siendo de mayor prioridad los
anillos con una dimension de Krull igual a cero. Posteriormente se hace uso de las
condiciones de cadenas ascendente y descendente en ideales, para definir la estructura de
una clase muy importante de anillos como son los anillos noetherianos y artinianos. La

importancia de ellos es que son minimamente tratables; es decir que todo ideal admite un



sistema finito de generadores. Ya definidos los anillos de cadenas (Es decir; anillos
donde el conjunto de sus ideales esta totalmente ordenado con respecto a la relacion
de inclusion), se pasa a la deduccion de un nimero de propiedades de caracter
noetherianas, artinianas y su relacion; los anillos artinianos se pueden caracterizar como
los anillos noetherianos de dimension cero (EIl teorema de caracterizacion de los anillos
de artin), se desarrollardn elementos, que relacionan descomposiciones primarias de
ideales, extensiones enteras y la existencia de s6lo un nimero finito de ideales primos
minimales en anillos de noether y maximales en un anillo de artin, el teorema de
estructura para anillos artinianos, (Todo anillo de artin es el producto directo finito de
anillos locales artinianos), incluyendo la demostracion de uno de los teoremas mas
importantes del algebra conmutativa, el teorema de la base de Hilbert, que es una

herramienta poderosa para probar, en casos especificos, la noetherianidad de un anillo.



NOTA HISTORICA.

Sobre el siglo XIX, matematicos como Klein, Hilbert, Minskoski, Noether, Artin,
Dedekind trabajaban entre otras cosas en Geometria Algebraica y Teoria de Nimeros,
tras un exhaustivo estudio, se dieron cuenta de que ambos campos, tenian elementos en
comun, asi que los unificaron para poder argumentarlos, dando lugar a una nueva area de
la matematica a la que se le llamo Algebra Conmutativa, que es el campo de estudio de
los anillos conmutativos, sus ideales, modulos, algebras; con objeto central el ideal primo,

el cual proporciona una generalizacion de los nimeros primos de la aritmética.

En el caso de la geometria algebraica, el dlgebra conmutativa se encarga de estudiar el
anillo de polinomios en varias variables sobre un cuerpo, mientras que en la teoria de

numeros el objeto de estudio es el anillo de los nimeros enteros.

Emmy Noether y el inicio del Algebra Abstracta.

Herman Weyl divide la produccion cientifica de Noether en tres épocas agrupadas en los
periodos 1908-1919, 1920-1926 y 1927-1936.

Las investigaciones de Emmy Noether en el periodo de 1920-1926 estan en torno a la
teoria de anillos conmutativos y de lo que, en su tiempo, fue llamado La Teoria General
de Ideales. Uno de los trabajos mas importantes que realizo en esta area es: Idealtheorie
in Ringbereichen (Teoria de ideales en los dominios de integridad) de 1921. El cual
fue catalogado por 1. Kaplansky de revolucionario por su enfoque abstracto muy
novedoso por aquel tiempo, y en los que ademas obtuvo resultados nuevos y
significativos que no habian sido probados, en los casos particulares. Sus resultados
indicaban de forma tangible el potencial del enfoque axiomatico asi como presagiaban la
riqueza de nuevas matematicas.
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Histéricamente la teoria de anillos e ideales tiene dos puntos de partida: La teoria de
ideales de anillos de enteros algebraicos de R. Dedekind y la teoria de ideales en
anillos de polinomios iniciadas por Hilbert, Lasker y Macaulay. Sin embargo estas dos
teorias se desarrollaron para problemas completamente diferentes. En el primer caso, el
problema central era el de factorizacion, esto es, la formulacion de un teorema
fundamental de la aritmética (cada nimero entero se expresa de forma tinica como el
producto de niumeros primos). Mientras que en el caso de ideales en anillos de
polinomios, las cuestiones que se planteaban eran la determinaciéon de los ceros de un
ideal (esto es, las soluciones de un sistema de ecuaciones polindmicas), y el
establecimiento de las condiciones necesarias y suficientes para que un polinomio

pertenezca a un ideal.

La teoria de anillos e ideales estaba en aquel tiempo en su etapa inicial R. Dedekind en
1871 introduce el término de ideal, para anillos de enteros algebraicos aunque no el
concepto moderno (brevemente por un entero algebraico se extiende a un nimero
complejo que es raiz de un polinomio mdnico con coeficientes enteros). Posteriormente

Hilbert en 1894 usé el término de anillo también en el contexto de nimeros algebraicos.

Los conceptos modernos de anillo, ideal y moédulo sobre un anillo aparecen por primera
vez en el articulo de noether (aunque parece que la definicién actual de anillo
conmutativo fue previamente establecida por M. Sono en 1917). Noether extiende la
definicion de ideal en un anillo (de enteros o de polinomios), a anillos conmutativos en
abstracto. Pero sin duda el concepto mas importante es el de la condicion de cadena

ascendente para ideales.



Esta condicion habia sido estudiada por Dedekind 1894 y Lasker en 1905. La principal
contribucion de Noether fue definirla en un contexto abstracto y mostrar su importancia y
naturalidad. Es fundamentalmente por el articulo “Teoria de ideales en los dominios de
integridad” que los anillos que verifican la condicion de cadena ascendente se llaman

anillos noetherianos.

En 1890 Hilbert habia probado el, hoy en dia conocido como, Teorema de la base de

Hilbert para el cuerpo C de los numeros complejos, en el que establece que todo ideal en

el anillo de polinomios (C[X . ¢ n] es finitamente generado. Noether demuestra que

este resultado también es cierto para anillos noetherianos, es decir: Un anillo conmutativo
A satisface la condicion de cadena descendente para ideales si, y solamente si todo ideal
a de A es finitamente generado. La otra forma familiar equivalente a la condicion de
cadena descendente es la condicion de maximalidad. Uno de los objetivos principales de
Noether es obtener, en el contexto general de anillos conmutativos noetherianos, la
descomposicion primaria de ideales. Se explica esto, en el anillo de los nimeros enteros
Z todo ideal es principal y entonces por el teorema fundamental de la aritmética, todo
ideal en Z se expresa como producto finito de ideales primos. Sin embargo, atin en el
caso noetheriano, no cabe esperar dicha descomposicion de ideales, el concepto que aqui

aparece, es el ideal primario.

Noether moviéndose de lo concreto, anillos de polinomios, a lo abstracto, un anillo
conmutativo noetheriano, obtiene cuatro teoremas de descomposicion de ideales. De estos
cuatro, el segundo, es conocido como el teorema de Lasker-Noether (Todo ideal propio

a en un anillo noetheriano A, admite una descomposicion primaria minimal).

Noether demuestra que el conjunto de ideales primos asociados a un ideal descomponible
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es independiente de la descomposicion elegida. Por otro lado también demuestra la

unicidad de las componentes aisladas.

La unicidad de las componentes aisladas y de los primos asociados a una
descomposicion primaria minimal son ejemplos de resultados importantes que noether
obtuvo y que no aparecian en los trabajos anteriores de Lasker y Macaulay en el contexto

concreto de anillos de polinomios.

Poco después de Noether y de su condicion de cadena ascendente E. Artin en 1927
descubre anillos de condiciones minimas (anillos que satisfacen la condicion de cadena

descendente) para ideales, los llamados en su honor, anillos de Artin.
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JUSTIFICACION

El élgebra conmutativa, es una de las ramas importantes en el area de matematica
abstracta, y en ella se encuentran una serie de temas que sirven como fundamentacioén

basica para el estudio de otros campos.

La motivacion de este trabajo es dar a conocer resultados sobre la construccion de anillos
de fracciones, existencia descomposicion primaria de ideales, extensiones enteras, anillos
noetherianos y artinianos; con mayor interés aquellas propiedades que se relacionan con
las operaciones de localizacion y anillos de cadenas, con el propdsito principal de crear
las bases y la inquietud en los estudiantes de licenciatura en matematica, para que realicen

estudios de los temas desarrollados en este documento en otras estructuras algebraicas.

La realizacion de este trabajo proporciona herramientas en estudios del algebra
conmutativa. Por tal razén se ha disefiado de manera que contenga desde definiciones,
proposiciones y corolarios, con mayor detalle con la intencién de mejorar la compresion

del lector.

Para la lectura de este trabajo, s6lo se requiere conocimientos basicos sobre teoria de
anillos e ideales y la nocion de modulo, no obstante para el lector no familiarizado con
estos elementos, se incluye una seccion que contiene definiciones y resultados, que se

utilizan en la demostracion de las proposiciones que se presentan.
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OBJETIVOS

Objetivos Generales:

Aplicar razonamientos logicos adquiridos en la formacion académica como

egresado en la licenciatura en matematica, para presentar temas en algebra

conmutativa de manera, que flexibilice la comprension del lector.

Presentar un estudio de propiedades sobre anillos de fracciones, descomposicion

primaria de ideales, extensiones enteras y anillos de cadenas (Noetherianos y

Artinianos).

Objetivos Especificos:

Elaborar un trabajo que proporcione elementos necesarios para estudios

posteriores en teorias del dlgebra conmutativa.

Proporcionar al lector elementos relacionados con la teoria de anillos, ideales y la

construccion de anillos de fracciones.

Enriquecer el conocimiento sobre la existencia de descomposiciones primarias de

ideales, extensiones enteras y su relacion bajo las operaciones de localizacion.

Exponer algunas propiedades de los anillos Noetherianos y Artinianos.



CAPITULO I: ELEMENTOS INTRODUCTORIOS.
Este capitulo se ha dividido en dos secciones. En la primera se enuncian algunas
definiciones y propiedades de anillos, ideales y modulos, que se utilizan en la prueba de
cada una de las proposiciones de este documento. En la segunda se hace una

introduccion a los anillos de fracciones, su construccion y propiedades elementales.
Seccion 1: Preliminares:
1.1: Anillos e ideales.

Definiciéon 1.1.1: Un anillo conmutativo con unidad es un conjunto A no vacio,
dotado de dos operaciones binarias denotadas por (7 ) y () las cuales se llamaran

suma y producto respectivamente, con las cuales se cumplen:
A, : (A, +) esun grupo abeliano.
A, : (La multiplicacion es asociativa), paracada, a, b, y c€ A, (a -b)-c = a-(b-c).

A : (La multiplicacion es distributiva respecto a la adicion), para cada, a, b, y ce A,

a-(b+c)=a-b+a-c.
A, : (La multiplicacion es conmutativa), para todo, a,be A, a-b=b-a.

A : (Existencia de elemento unidad), existe 1€ A tal que a-1=1-a=a, para todo

acA.



Nota: A lo largo de este documento:

1. Lapalabra “anillo” denotara a un anillo conmutativo con elemento unidad.

2. Elelemento 1 de A sera denotado por 1,.

3. Sil1=0en A, entonces A es el anillo cero. El cual se indica por 0.

Definicion 1.1.2: Sea A un anilloy B < A.Diremos que B, es un subanillo de A, si:

(i) B esun subgrupo de A.

(i) B es cerrado para la multiplicacion en A.

(i) 1, eB.

Definicion 1.1.3: Un homomorfismo de anillos es una funciéon f de un anillo A en un

anillo B tal que:

L fla+b)=rf(a)+ £ ().
2. f(a-b):f(a)-f(b).

3. f(1)=1,.
Paratodo a y be A.

Definicion 1.1.4: Sea A un anillo. Un elemento a € A es un divisor de cero en A, si

divide a 0, es decir, si existe b € A no nulo, tal que ab =0.



Definicion 1.1.5: Un anillo A=#0, sin divisores de cero se llama dominio de

integridad o simplemente dominio.

Definicion 1.1.6: Un elemento a € A es unidad en A, si divide a 1, es decir, si existe

b € A tal que ab =1, el cual se denomina inverso de a.

Definicion 1.1.7: Un cuerpo es un anillo A en el que 1#0 y cada elemento no nulo es

una unidad.

Definicion 1.1.8: Un elemento a € A se llama nilpotente si existe neN, tal que

a"=0.

Si A no tiene elementos nilpotentes se dice que es un anillo reducido.

Observacion:

I. Si A#0, un elemento nilpotente es divisor de cero. Pero no reciprocamente en

general.
Definicion 1.1.9: Un ideal de un anillo A es un subconjunto a de A tal que:

(1) Si a,b ea, entonces a+bea.

(i1) abea, paratodo aca y be A.

Observacion: Evidentemente, {0} y A son ideales en A, denominados ideal cero e

ideal total, respectivamente. Un ideal a de A es propiosi a# A, y trivial si a = {0}
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Definicién 1.1.10: Si a, b son ideales en un anillo A, su ideal cociente es:
(a:b)={xeA | xbga}.
En particular:

1. (0 : b) es llamado el anulador de b y se indica por Ann(b). Se define como

Amn(b)={xe A | xb=0 |
2. Si b=(x), se escribe (a : x) y Ann(x) en lugar de (a :(x)) y Ann((x)).
3. Si a es un ideal en A y xeA entonces (a : x) = Ann(x) donde

X=x+ae A/a.
Proposicion 1.1.11: Si a, a,, a,, ..., a, y b sonideales enunanillo A, entonces:
(i) ac(a:b).

(i) [ﬁaj: bj= ﬁ(aj :b).

J=1 J=1

Definicion 1.1.12: Sea A un anillo. Se dice que un ideal a es finitamente generado si

existen {a,, ...,q,}ea tal que:



Proposicion 1.1.13: Sea f : A — B un homomorfismo de anillos y a un ideal en A tal
que a gker( f ), entonces f induce un homomorfismo f :A/a — B definido por:

f(x + a) = f(x). En particular si a = ker(f), existe un isomorfismo de anillos de A/a

en Im( f).

Proposicion 1.1.14: Existe una correspondencia biyectiva que conserva el orden entre

los ideales b de A que contienen a ay los ideales b de A/a, dada por b 25_1(5).

Observacion: De manera similar los ideal maximales de A que contienen a a se

corresponden con los ideales maximales de A/a.

Proposicion 1.1.15: Sea A = HAZ. un producto de anillos. Entonces cada ideal a en A

i=1

es de la forma a = Hai, donde cada a; es ideal en A,.(Cap. I1I. Pag. 321-322).
i=1

Definicion 1.1.16: Sea A un anillo. Un ideal a de A es principal si existe a € A tal

que a=aA.

Definicion 1.1.17: Un dominio de ideales principales es un anillo integro donde cada

ideal es principal.

Definiciéon 1.1.18: Sea J un conjunto no vacio. Se dice (3, j) es un conjunto

parcialmente ordenado si < es una relacion reflexiva, transitiva tal que:

X2y, YRX = X=).
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Un subconjunto no vacio § de J:

1.  Esuna cadena si estd totalmente ordenado, es decir, si para cualquiera elementos
x, yegF, setieneque x <y obien y<x.

2. § es acotado superiormente si existe x' € J tal que x < x' paratodo x € §F.
La forma mas habitual de enunciar el lema de Zorn es la siguiente:

Proposicion 1.1.19 (Lema de Zorn): Sea (F, j) un conjunto no vacio parcialmente
ordenado. Si toda cadena J tiene una cota superior ¢, € J, entonces J tiene al menos

un elemento maximal.
1.2: Ideales primos y maximales.

Definicion 1.2.1: Sea A un anillo, un ideal propio p de A se llama un ideal primo si

para cualesquiera a, b€ A tal que abep, setienc acp 6 bep.
Observacion: El ideal cero es primo siy s6lo si A es dominio de integridad.
Definicion 1.2.2: Sea A un anillo. Un ideal propio m de A se llama maximal si para

cadaideal a# (1) de A talque mca & A setiene m =a.

Proposicion 1.2.3: Sea A un anillo, m y p ideales propios en A, entonces:
(1) (p es un ideal primo) = (A/ p es un dominio de integﬁdad) .
(i) (m esunideal maximal < (A/ m es un cuerpo).
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Proposicion 1.2.4: Sea A un anillo, si m es maximal entonces es primo.

Teorema 1.2.5: Sea A # 0 un anillo, existe al menos un ideal maximal de A.

Corolario 1.2.6: Sea A un anillo y a un ideal propio de A, entonces existe un ideal

maximal m tal que a — m.

Definicion 1.2.7: Un anillo A se llama local si tiene un tnico ideal maximal.

Observacion:

2.

Los cuerpos son anillos con exactamente un ideal maximal.
Si A es un anillo local con ideal maximal m, entonces el cuerpo k= A/m se

llama cuerpo residual de A.

Proposicion 1.2.8: Sea A un anilloy m # A tal que cada elemento x € A—m es una

unidad, entonces A es un anillo local con ideal maximal m.

Proposicion 1.2.9:

(1)

(i)

Sean p,,...,p, ideales primos en un anillo A y sea a un ideal contenido en

n

Upi. Entonces a C p,, para algin i.

i=1

Sean a,, ..., a, ideales en un anillo A y sea p un ideal primo que contiene a
n

ﬂai. Entonces p D a; para algun i. Si pzﬂai, entonces p=a,; para algin i.

i=1 i=1
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Proposicion 1.2.10: El conjuntoR, = {x €A | x"=0 paraalgun ne N} es un ideal de

A. Elideal R, se denomina nilradical de A.

Definicion 1.2.11: El nilradical R, de A se define como la interseccion de todos los

ideales primos de A ; es decir:
R, = ﬂ{ p | p esun ideal primo de A}.

Definicion 1.2.12: El radical de Jacobson 3, de A se define como la interseccion de

todos los ideales maximales de A ; es decir:
~

3, = ﬂ{ m | m es un ideal maximal de A}.
Definicion 1.2.13: Sea a un ideal en un anillo A, se llama radical de a al ideal,
r(a)={xeA | x" €a paraalgin n e N }
Se dice que a es un ideal radical si a = r(a).
Observacion:
1. Sia=A, deladefinicidn, se tiene r(a) =A,ysl a= {0}, entonces r(a) =N,.

Proposicion 1.2.14: El radical de un ideal a es la interseccion de todos los ideales

primos que contienen a a; es decir;



r(@)=){p | pesunideal primode Ay poa}.

Proposicion 1.2.15: Si a, b son ideales en un anillo A, entonces:

(i) acr(a)=r(r(a)).

(i)  Siach, entonces r(a)=r(b).
(iii)  r(a-b)=r(anb)=r(a)nr(b).
(v) r(a)=() < a=().

(v)  Si p esprimo, r(p")=p para todo n e N.

(vi) r(a+b)=r(r(a)+r(b)).

Definicion 1.2.16: Sea a un ideal en un anillo A, un ideal primo p es minimal sobre

a si a c p y para cualquier otro ideal primo ¢ tal que a < q< p se tiene que q = p.

Nota: Se llamaran primos minimales de A, a los ideales primos minimales del ideal

CCro.

Proposicion 1.2.17: Sea A un anillo y a#A, entonces existen ideales primos

minimales sobre a y cada ideal primo que contiene a a contiene un ideal primo

minimal sobre a.

Observacion:



En consecuencia para cada ideal a el radical de a es la interseccion de todos los ideales

primos minimales sobre a.

r(a)= ﬂ{ p | p esun ideal primo minimal sobre a }

Este resultado sera de interés cuando se tenga solamente un nimero finito de ideales

primos minimales que contienen a a.

Proposicion 1.2.18: Sea D el conjunto de los divisores de cero de A, entonces:

D= Ur(Ann(x)) = UI’(O:x).

x#0 x#0

Proposicion 1.2.19: Sea A un anillo p un ideal tal que p# A. Entonces los siguientes

enunciados son equivalentes:

(1) p es primo;

(i1) Si ab < p, entonces a = p, 6 b p, para cualesquiera ideales a, b de A.

Definicion 1.2.20: Un anillo A se llama semilocal si tiene s6lo un ntimero finito de

ideales maximales.

Definicion 1.2.21: Dos ideales en un anillo A se llaman comaximales ¢ primos

relativos si a+b=(1).
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Proposicion 1.2.22: Sea A un anillo, a,,a,,...,a,, ideales de A y se considera la

aplicacion canonica:

(p:A—)li[(A/a,.), ¢(a)=(a+a,,...,a+a,), con acA.

i=1
Entonces se verifican las siguientes propiedades:

(i)  Sia, y a,soncomaximales, cuando i # j, entonces a,- - -a, =a;N,...,Na,.
(i) ¢ es sobreyectiva siy sOlo si a, y a, son comaximales con i # j para todos los
indices i, j.

(11) @ esinyectivasiysolosi a,n,...,Na, =0.

n

1.3: Extension y contraccion de ideales.

Sea f : A — B un homomorfismo de anillos. Si a es un ideal en A, el conjunto 1 (a)

no es necesariamente un ideal en B.

Definicion 1.3.1: Sea /' : A —> B un homomorfismo de anillos. Si a es un ideal en A.

Se define la extension de a como el ideal B f (a) generado por f (a) en B, denotado

por, a®. En forma mas explicita se puede definir a® como el conjunto:

aez{xeB | x=)_ ,f(x;), donde x; €a, y,.eB}.

finita
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Definicion 1.3.2: Sea /' : A > B un homomorfismo de anillos. Si b es un ideal de B,

entonces f ' (b) es siempre un ideal de A, llamado la contraccién de b, denotado por

bc
Observacion:

1. Si a esunideal primoen A, a® no ha de ser necesariamente un ideal primo en
B.

2. Si b es primo, entonces b es primo.

Proposicion 1.3.3: Sea /' : A - B un homomorfismo de anillos.
(1) Sia, Ca, sonidealesde A, entonces a,Cas.
(i)  Si b,cb, sonideales de B, entonces b;C by.
(ili)  Si a esunideal de A, entonces a Ca“.
(iv)  Si b esunideal de B, entonces b b“.
(v)  Sia esunideal de A, entonces a‘=a“”’.

(vi)  Si b esunideal de B, entonces b‘ =b"“".

Proposicion 1.3.4: Sea /' : A - B un homomorfismo de anillos, a, a, idealesde A y

b,, b, ideales de B. Entonces:
() (ay+a,) =aj+al.
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(i1) (almaz)egafma;
(i)  (a,a,) =ajas.
(@) (r(a,)) cr(a}).

(v)  (b,nb,) =b;NbS.

Proposicion 1.3.5: Si a : A— B es un homomorfismo de anillos sobreyectivo y a es

un ideal de A, entonces a(a) esun ideal en B.

1.4: Moédulos.

A continuacion se define la estructura de médulo y se enuncian resultados que seran de

mucha utilidad.

Definicion 1.4.1: Sea A un anillo (conmutativo con elemento unidad). Se llamara

A—mobdulo al par (M, u) formado por un grupo aditivo abeliano M y una aplicacion:
pL:AxM —>M,

que actta linealmente sobre M, es decir, tal que:

@ w(a,m+my)=p(a,m)+n(a,m);
(i1) u(a+b,m):u(a,m)+u(b,m);
(i) p(ab,m)=p(a,pn(b,m));

(iv) p(l,m)=m. Paratodoa, be A; m, my, y meM.
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Definicion 1.4.2: Sea A un anilloy M un A—mddulo. Un subgrupo abeliano N de M

es un submodulo de M, siparacada ae A ycada neN setiene ane N.

La introduccion de los modulos se justifica por diversas razones. La primera es que los
ideales y sus cocientes son modulos. Ademas que amplia el espacio y flexibiliza las

operaciones basicas como, cocientes, producto y suma directa entre otras.
Observacion:

1. Unideal a en A esun A—modulo. En particular el anillo A es un A—modulo.

2. Si A esun cuerpo k, entonces A— modulo=k— espacio vectorial.

En consecuencia, todas las definiciones y resultados subsiguientes sobre modulos se

aplican en teoria de anillos. Pero no reciprocamente en general.

Definiciéon 1.4.3: Sea A un anillo. Se dice que un A—mddulo estd finitamente

generado si posee un sistemas de generadores finito. Es decir, si existe un conjunto

finito {m1 y e mn} de elementos de M tal que:

Proposicion 1.4.4:(Lema de Nakayama). Sea M un A— mddulo finitamente generado.
Si a es unideal en A contenido en el nilradical de Jacobson J,. Si aM =M implica

M=0.
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Seccion 2: Anillo de Fracciones.
1.5: Construccion y propiedades.

El proposito de esta seccion es construir anillos de fracciones, las fracciones se

construirdin con elementos de un anillo A. La construccion del cuerpo Q de los
numeros racionales por medio de una relacion de equivalencia definida sobre el

producto cartesiano ZX(Z—{O}), puede ser generalizada a un dominio de integridad

arbitrario A, obteniéndose el llamado cuerpo de fracciones del dominio A. Esta

situacion puede ser ampliada a anillos conmutativos cualesquiera, no siendo

necesariamente el nuevo objeto construido un cuerpo.

Definicion 1.5.1: Sea A un anilloy Sc A. Se dice que S es un sistema multiplicativo
Si:

(i) 1eS.

(i1)) Sia,beS, entonces abeS.

Dado un sistema multiplicativo S de un anillo arbitrario A se construye el anillo de
fracciones con numerador en A y denominador en S; para lo cual se considera en AxS

la siguiente relacion:
(a, S)E(a', s') & 3 teS tq. t(as'—a's)zO, (®)

dondea,a'e Ay s,5'€S.
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Lema 1.5.2: Sea A un anilloy S un sistema multiplicativo de A. En el conjunto AX S
la relacion = es de equivalencia.
Demostracion:

Reflexiva:

Sea (a, s)e AxS.

(as—as)=0 Va,seA = (as—as)=0 VaeAyseS
= u(as—as)=u(0) VueS$
= JueS tq u(as—as)=0
= (a,s)=(a,s).

. = esreflexiva.

Simétrica:
Sea (a, s), (b, 1) AxS t.q. (a,5)=(b,1).
(a,s)=(b,t) = FueS t.q. u(at—bs)=0
= (-1)[u(ar=bs)|=0(-1)
= u(-at+bs)=0
= u(bs—at)=0
= JueS tq u(ar—bs)=0
= (b,1)=(a, ).
. =es simétrica.
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Transitividad:

Sea (a, 5), (a2, 5,) ¥ (a5, 53) €AxS t.q. (@, 5)=(ay,5,) ¥ (a2, 5,)= (a5, 53).
(a,,8)=(ay,5,) = T 1€S t.q t(as,—ays)=0.

(ay,5,)=(a3,5,) = T 1,8 t.q t,(a,s3—ass,)=0.

Ahora multiplicando la primera igualdad por ¢,s; y la segunda por ¢s, se obtiene,
1,851, (a1s2 —a,s, ) =0.
Sumando,

0=1ty53 (a5, = ay5)) + 15,1y (53 = @35,
=083 (%%)‘M +M_t151t2 (ass,)
=41, 9, (at1 S3 )— Lty8, (a3 S1)~
Sacando factor comun ¢ ¢, s, resulta,

tltzsz(als3— a3s1):O.

Puesto que S es cerrado respecto a la multiplicacion ¢, ¢, s, €S, asi existe #¢,5,€S tal

que f1,5,(a 53— ays)=0, entonces, (a;,s,)=(a;, s3).

= es transitiva.

Luego = es una relacion de equivalencia. m
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Se denota por 2 ala clase de equivalencia de representante (a, s) , es decir; al conjunto
s

de todos los pares equivalentes a (a,s). En forma mas explicita se puede definir 4
S

como;

22{(b,t)eA><S | (a,S)E(b,t) beA yteS},
s
y es llamada fraccion. Se indica por S™' A el conjunto de todas las fracciones, es decir:

S_IA:{2 | aeA 'y seS}.
s

Se define una suma y multiplicacion de fracciones en S™' A, como sigue:

a b at+bs
ST 1]
ab ab
—_ =, 2
St St []

Las cuales dan lugar a la siguiente proposicion:

Proposicién 1.5.3: El conjunto S™'A con las operaciones inducidas, en [1] y [2] define

una estructura de anillo conmutativo con elemento unidad, denominado anillo de

fracciones de A con respecto a S.

Demostracion:
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Teniendo en cuenta que se trabaja con clases de equivalencia, se demuestra inicialmente

que las operaciones estan definidas correctamente.

Para la suma:

Sean(a, s), (a', s'), (b, t) y (b', t')eS_lA t. q. (a, S)E(a', s') y (b, t)E(b', t').

(a,s)z(a',s') = Ju,eS tq. ul(as'—a's)zo
= as'u;—a'su; =0

= as'u, =a'su,.

(b',¢t") = Fu,eS t.q u,(bt'-b't)=0

(6.1)
= bt'u,-b'tu, =0

= bt'u, =b'tu,.
Multiplicando la primera igualdad por ¢'¢u, y la segunda por s'su,, se tiene,

as'u, (t'tuz) = a'sul(t'tuz);
bt'uy(s'su)=b"tu,(s"su,).
Sumando ambas expresiones,

as'u (t'tuy)+bt'uy (s suy)=a"su (t"tuy ) +b"tu, (s'su,).

Sacando factor comin s't'y s¢,
(atujuy +bsujuy)s't'=(a"t"wu, +b"s"uu, ) st.
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Como S es multiplicativamente cerrado, u =u, u, €S, entonces

(atu +bsu)s't' =(a't'u +b's'u)st.
Llegando a que,

((at+bs)s't' —(a't'+b's')st)u=0.
Por otro lado, también st €S y s't'eS, de donde se deduce,
((at+bs ), st) E((a't'+b's') , s't').

Luego si sus representantes se relacionan, entonces las clases son iguales, es decir:

at+bs a't'+b's'
st s't!

-, La suma est4 bien definida en S'A.

Para el producto:

Sea (a, s), (a',s"), (b, 1) y (b, t')eS_lA t.q. (a,s)=(a",s") y (b,1)=(b",1").

(a,S)E(a',s') = Ju eSS tq. ul(as'—a's)zo

= as'u,=a'su,.

(b,t)=(b",1') = 3 u,eS t. q u,(bt'-b't)=0
= bt'u,=b"tu,.
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Multiplicando la primera igualdad por b¢'u, y la segunda por a'su,,

as'u, (bt'uz) =a'su, (bt'uz);

bt'u, (as'ul) =bt'u, (a'sul).
Sumando ambas expresiones,
as'u, (bt'u2)+w = M+bt'u2 (a'sul).

Restando y sacando factor comun u,u,,

(abs't'—a'b'st)u2u1 =0.
Haciendo u =u,u;,como S es multiplicativamente cerrado, u €S, entonces

((ab)s't'—(a'b')st)u =0.
De forma analoga st €S y s't'eS, de donde se deduce que,

(ab, st) E(a'b', s't').

Luego si sus representantes se relacionan, entonces las clases son iguales, es decir:

.. El producto esta bien definido en S™'A.
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Se verifica que S™'A satisface los axiomas de anillo conmutativo con elemento unidad.
A, : Se demuestra que (S'A,+) es un grupo abeliano.

Asociatividad para la adicion:

a b m _
Sean —,— y — e S 'A.

s 1 n

a b m a bn+mt

—t|—t+— | =

S t n K tn

atn+(bn+mt)s

stn

atn + bns + mts
stn

(atn +bns) + mts

Stn

(at+bs)n+m(ts)

(st)n

at+bs m
+

st n

at+bs m (a bj m

st n s

. STA es asociativo respecto a la adicion.
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La adicion es conmutativa:

Sean ﬁ, é eS'A.

s
a b _ a b at+bs
=, —eSTA = Z4+Z =
s t s t st
_ bs+at
st
a
=—+—.
t s

—1 . ..
. ST A es conmutativo respecto a la adicion.

Existencia de elemento identidad para la adicion:

a _ . b _ a b b a a

Paratodo — en S™'A existe — en ST'A talque — 4+ —=—+—=—
S t N t t s s

a b a at+bs a

s t s st N

= ((at+bs), st) = (a, s)

= 3JueS taq. u((at+bs)s—a(st))=0

= u(at+bs)s—ua(st)=0
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= uafs +ubss —ugst) =0

= ussb=0

= h(b-1-0-1)=0, donde h=usseS, teS
= 3 heS t.q h(b-1-0-1)=0

= (b.1)=(0,1)

~ | o
»—Alo

a b
Entonces —+—=—+
s t s

a 9_a-1+0-s a
1

s-1 ;

Nota: La existencia de identidad por la izquierda, se obtiene de la conmutatividad de la

adicion.
" 1 es el elemento identidad para la adicion en S'A.

Existencia de inverso aditivo:

Paracada < en ST'A existe b en ST'A tal que ﬁ+é :2+£:9_
s t s t t s 1
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= ((ar+bs), 51)=(0,1)

3 ueS taq ul(ar+bs)1-0-(s1))=0
= u(at+bs)=0

= u(bs—(-a)t)=0

= 3ueS tq u(bs—(-a)r)=0

= (b, t) E(—a, s)

a b a ( a] as—as 0 O
Entonces —+—=—+| ——|= =—=—,
s t s 1

Nota: La existencia del elemento identidad por la izquierda, se obtiene de la

conmutatividad de la adicion. Luego existen inversos aditivos en S™'A..

.. (ST'A, +) es un grupo abeliano.

A, :La multiplicacion es asociativa:
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~ | o

y ™ ¢S7'A. Se demuestra que ﬂ(éﬁj: (ﬁéjﬂ,
n s\t n st)n

ﬁ(éﬂ]_ ﬁ(b_”"j
s\t n s\ Itn
_ ﬁ(b_””j
s\ In

abm

a
Sean —,
s

stn

_ (a_bjﬁ
st n'

. S7'A es asociativo respecto a la multiplicacion.

A, :La multiplicacion es distributiva respecto a la adicién:

N|@

y ™ cS'A . Se demuestra que a4
n s

g[éJrﬂj_g(ermtj
s\t n s n

a
Sean —,
S
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as (bn + mt)

sstn

_asbn+asmt
sstn

(ab)sn +(am)st

(st)(sn)

ab am
+
st sn

ab am

st sn
- La multiplicacion en S™'A es distributiva respecto a la adicion.

A, :La multiplicacion es conmutativa:

Sean ﬁ, é eS'A.

S
ﬁ,ées—lA - (ﬁ)(éj Z%
s t s t st
_ba
ts

. S'A es conmutativo respecto a la multiplicacion.
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A, : Existencia de elemento unidad:

Para cada < en ST'A, existe % en ST'A tal que
s

“ | Q
— |
|

S es un sistema multiplicativo = 1€ S

:%ES_IA
_al_al_a v esAl
sl s-1 s Ky

’ % es el elemento unidad en S”'A.

Se concluye que (S"'A, +, ) es un anillo conmutativo con elemento unidad. ™

Proposicion 1.5.4: Sea A un anilloy S un sistema multiplicativo de A :

S'A={0} & 0eS.
Demostracion:

" "
=

Sea s eS.

sesS = leSflAz{O}
s
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= 129, 9 el ceroen S™'A
s 1 1

= (1,s)=(0,1)

= JueS t.q u(l-1-0-5)=0

= u=0
= 0eS.
. Si S'A es el anillo trivial, entonces 0 €S.
" <: n
Sea L ¢ S7'A.
s

0eS = 0(a:1-0-5)=0, V acA y seS

= (a, s)E(O, 1)

a 0
= —=—
s 1
= S'A={0}.

Si 0 e S, entonces S™'A es el anillo trivial.
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Por tanto se supone que si no se especifica lo contrario, S no contiene al elemento

cero.m

Observacion: El sentido de incluir ¢ en la relacion de equivalencia en (®) es para

,a ., . .
asegurar que una fraccion — es la fraccion cero siy solo si existe 1 €S tal que ar =0y
s

es necesaria ya que el anillo A no tiene que ser necesariamente un dominio de
integridad. Se observa que si no se incluye ¢ en la definiciéon de la relacion de

equivalencia y se supone que as'=0 paraalgin s'eS y ae A tal que a #0.

Entonces:

= a-1-1-0=0, (Sin la exigencia delt)
= a=0, (o«).

Proposicion 1.5.5: La aplicacion.

w:A—>STA

a—)w(a)z%
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Cumple las siguientes propiedades:

(i)  w es un homomorfismo de anillos (No es en general inyectivo).

(il))  Si se€S, entonces l//(S) es unidaden ST'A.
: 0 ,
(i) St l//(a) = T entonces as =0 para algin s €S.

(iv) Todo elemento de S'A es de la forma W(a)[y/ (s)}_l para algunos
aceAy seS.

Demostracion (i):

Se verifica que w : A - S™'A definida por a—)l//(a):% es un homomorfismo de

anillos.

Sean a, b€ A tal que a=»a.

a,be A = l//(a)z— y l,z/(b)z

= y(a)=vw(b). .y esta bien definida.
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Para a,bc A.

.y esun homomorfismo de anillos.
Demostracion (ii):

Sea s €8S.

seS = l//(S)=% y leS_lA
s

= w(s)[ljz(ﬁj(lj =S—.1=1, (1) la unidad en ST'A
s 1)\s I-s 1 1
= y(s) esunidaden S'A V seS.

. Sis €S, entonces l//(S) es unidad en S'A.

Demostracion (iii):
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Sea ae A t.q. l//(a)=

0
1

= (a,l)E(O,l)
= 3 seS t.q. s(a-l—O-l):O

= as=0 paraalginseS.

. Si t//(a):%, entonces as =0 paraalgun s e S.

Demostracion (iv):

Sea LeS'A.
S

Dado seS, l//(s) es unidad en ST'A con inverso multiplicativo (lj (por lo hecho en
s

(i1)), entonces;

(G- o

. Todo elemento de S™'A es de la forma y (a)[l//(s)] : para algunos ae A y seS.
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Proposicion 1.5.6: Sea A un anillo y S un sistema multiplicativo de A ; se verifica.
ker(y)={acA | 3seS tq as=0}.
En particular los siguientes enunciados son equivalentes:

(i) w:A—>S'A esinyectivo.

(1)) S no contiene divisores de cero.

Demostracion:

— o
%r_/

ker (v )= {xeA | w(x)=

={xeA | (x,1)=(0,1) }
={xeA | 3seS tq. s(x1-01)=0}
={xeA | Is5eS tq sx=0}.
s ker(y)={xeA | I3seS tq sx=0}.

Para la equivalencia se tiene,
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(1) = (ii).
Se supone que Y es inyectivay sea s en S un divisor de cero en A.
seS divideacero = IxeA, x#0 t.q.sx=0

= s(x-l—l-O)zO

= (x,1)=(0,1)

= x=0, (>« )(y es inyectivo).

.. S no tiene divisores de cero.

(ii)=(i).

Suponga que ¥ : A —S ' A no es inyectivaysea xe A, x=0 tal que y (x) =
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= (x,1)=(0,1)

= JseS tq. s(x-l—O-l):O

= ds5seS t.q sx=0

= s divide a cero.

..y esinyectiva. W

Se dice que A tiene un anillo de fracciones respecto de S, si existe un anillo B y una
funcion f: A — B tal que se cumplen las condiciones de la proposicion 1.5.5. En tal

caso se dice que B es un anillo de fracciones de A con respecto a S.

En virtud de la proposicion 1.5.6, no se puede considerar en general que A se inyecte

en el anillo de fracciones S™'A (es decir, AcS'A). Una interrogante que puede
surgir es sobre la unicidad del anillo construido. Las siguientes proposiciones muestran

la existencia y unicidad de tal anillo.

Proposicion 1.5.7: (Propiedad universal del anillo de fracciones) Sea f:A — B un
homomorfismo de anillos tal que f (S) es unidad en B para todo s €S. Entonces existe

un tnico homomorfismo g :S™' A — B tal que gow = f. Ademés, si f es inyectivo,

entonces g también es inyectivo.
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Demostracion:

Se considera el siguiente diagrama,

Existencia:

Se define g de la siguiente manera:

g:S'TA—>B

Se demuestra que g satisface lo siguiente:

(1) g esta bien definida.

(2) g es un homomorfismo.
B gey=/.

(4) ([ esinyectiva) = (g es inyectiva).

Demostracion (1):

a, a _ a
Sean -1, 22 cS§'A talque —L=-2%
S5 Sp 5
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—L=2 = (a,5)=(as5,)

= JteS tq. t(als2 —a2s1)=0.
Aplicando f vy las propiedades de homomorfismo a t(als2 — azsl) =0 se obtiene,

f(t(als2 —azsl)) zf(O) =0 = f(t(als2 —a2sl)) =0
= f(z)f(als2 —azsl) =0

= f(O)[S (@) f(s:)=S (@) S (s)]=0.
Como f () esunidaden B,
f(@)f(s2)=1 (@) f(s1)=0.

De donde,

f(al)f(s2) = f(az)f(sl)-

Y como f(sl) y f(sz) son unidades en B,

Fa) £(s)] = Fa)[ f(s2)]

De lo anterior, se deduce:

. g estd bien definida.
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Demostracion (2):

Sean ﬂ,a—zeS_IA,sedemuestraque g & + & =g 4 +g el .
s, 8, Sy 5 Sy 52

~[f(@) )+ £ (@)L 6)] T )]
=S (@) ()L (O] LA 6)] (@) 1) )] [ ()]

= Fa)L )] ) ()] s ) ()L ()] 7 ()]
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. g es un homomorfismo de anillos.

Demostracion (3):

Se prueba que el diagrama es conmutativo.

Sea acA.

goy=r1.
Demostracion (4):
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Se demuestra que ( f esinyectiva) = (g es inyectiva).

Sea Eeker(g).
S

= f(a)=0,  (f(s) esunidad en B)

= a=0, ( f esinyectiva )

= gzg, 9 el ceroen S™'A
s 1 1

= ker(g)=1{0}.
. Si f es inyectiva, entonces g es inyectiva. m
Unicidad:
Suponga que g':S"'A — B es un homomorfismo de anillos tal que g'oy = f.
gloy =f = glow =gey.
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- Exis

te

Lg=g"

un unico homomorfismo g : STA B tal que goy = f.
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Si el anillo A se puede inyectar en el anillo de fracciones S A, entonces S™' A es el

menor anillo que contiene a A en el cual todos los elementos de S son unidades.
Corolario 1.5.8: Si /' : A > B es un homomorfismo de anillos tal que:

(i) Si seS, entonces f (s) es unidad en B.

(1) Si f(a) =0, entonces as =0 para algin s €S.

(iii)  Todo elemento de B es de la forma f(a)[f(s)]_l para algunos ac€ A y s€8S.

Entonces existe un tnico isomorfismo de anillos g:S™'A —> B tal que /' =goy.
Demostracion:

Se demuestra que existe un tnico isomorfismo de anillos g:S7'A >B t.q. /= goy.
Por la proposicion 1.5.7, existe un unico homomorfismo de anillos bien definido

g:S'TA—>Btalque f=goy.

Es decir; que hace conmutativo, el siguiente diagrama:

A »S'A
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Ahora se verifica que g :S'A — B definida por;

o 4] rtalr)]"

S

Satisface las condiciones siguientes:

(1) g es monomorfismo.
(2) g es epimorfismo.

Demostracion (1):

Sea eker(g).
s

“cker(s) = g(£)=0

= f(a) =0, (Por el inciso (i))
= dteS t.q at=0, (Por el inciso (ii))
= t(a-1-0-5)=0

= (a, S)E(O, 1)

— o

a
- — =
S

= ker(g)={0}.
Luego si ker( g) = {0} , entonces g es un homomorfismo inyectivo (Monomorfismo).
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Demostracion (2):

Sea beB.

Por el inciso (iii). Si b € B, entonces existen a € A, s€S tal que b= f(a)[f(s)]_l.

=1 @O = (e v (e v

Luego b e Im( g), asi g es un homomorfismo sobreyectivo (Epimorfismo).

. ST'TA~B.

Observacion: La proposicion anterior muestra la unicidad del anillo de fracciones

ST'A.

La siguiente proposicion muestra otra forma de caracterizar el anillo de fracciones

mediante la propiedad universal de la proposicion 1.5.7.
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Proposicion 1.5.9: Sea g : A > B un homomorfismo de anillos tal que g(s) es unidad
en B para todo s€S, se supone que B también cumple la propiedad universal de la

proposicion 1.5.7, entonces B~S™'A.

Demostracion:

Como S™'A satisface la propiedad universal de la proposicion 1.5.7, entonces existe un

{inico homomorfismo #: S A — B que hace conmutativo el siguiente diagrama:

A v »S'A

hoy =g.
B

Por hipotesis B también tiene la propiedad universal, entonces existe un unico

homomorfismo :B — S™'A que hace conmutativo el siguiente diagrama:

S'A
Se demuestra que o/ es la identidad en STA y Zot es la identidad en B. Sustituyendo

g y v se tiene las siguientes composiciones:
g:how:hO(tog):(hot)og.
w=tog=to(hoy)=(toh)oy.
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Entonces por la unicidad en la propiedad universal resulta:
(hot)=1; y (toh)=1_,.

Luego existe un homomorfismo ¢:B — S'A tal que (hot)zIB y (toh)=Is,lA,

entonces #:S"'A — B es un isomorfismo de anillos.m

Un importante ejemplo de anillo de fracciones viene dado por el siguiente resultado.
Proposicion 1.5.10: Si A es un dominio, entonces S=A—{O} un sistema
multiplicativo de A, el anillo de fracciones S'A es un cuerpo, llamado cuerpo de
fracciones de A, el homomorfismo y :A — S'A definido por a—)l;/(a)z% es
inyectivo.

Demostracion:

Si A es un dominio de integridad, S = A—{O} es un sistema multiplicativo porque en

A el producto de elementos no nulos nunca es nulo y 1+ 0.

Ahora se demuestra que S™'A es un cuerpo para ello se verifican las condiciones de la

definicion 1.1.7:

(1 -—-=—.

(2)  Cada elemento no nulo es unidad.
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Demostracion (1): Se supone que %: %

=2 = (L)=(0.1)

= 3 teS t.q £(1:11-0-1)=0

= t=0
= 0eS, (—o«).

Demostracion (2):

Sea LeS'A . qg- ﬁig.
s s 1
a

_¢9 = a#0 A 520, (puesseS)
s

= aeS

(e (()mesmy

a ) _
— = esunidad en S”'A.
s
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Luego cada elemento no nulo en S™'A es una unidad.
. S7'A esun cuerpo.

Si A es un dominio de integridad, S = A—{O} no contiene divisores de cero, entonces

por la proposicion 1.5.6 el homomorfismo y : A - S™' A es inyectivo. m
Se denota por k, al cuerpo de fracciones de un dominio de integridad.
1.6: Localizacion por ideales primos.

A continuacion se estudia el proceso de localizacion por ideales primos.

Proposicion 1.6.1: Sea A un anillo y p un ideal de A. S=A—p es un sistema

multiplicativo de A siy so6lo si p es un ideal primo.
Demostracion:

(S = A—p es un sistema multiplicativo de A) = (p es un ideal pn'mo)

"=" Se supone que S es un sistema multiplicativo. Se prueba que p es un ideal primo

en A,es decir:

M pz).

2) xyep = xep v yep.
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Demostracion (1):
S es un sistema multiplicativode A = 1eS=A-p
= le¢p
= p=().
Sop=E(D.
Demostracion (2):
xyep = xep v yep. Queequivale a demostrar que si x, y ¢ p, entonces xy & p.
Sean x,yeA t. q x,yéep.
xX,yep = x,yeA-p=S
= xyeSs, (S es un sistema multiplicativo de A)
= X)YE&Pp.
Luego si x, y ¢ p, entonces xy ¢ p, lo que demuestra que p es un ideal primo de A.

. p esun ideal primo de A.
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Suponga que p es un ideal primo en A . Se prueba que S es un sistema multiplicativo

de A para ello se verifica lo siguiente:

(1) 1eS8.

(2) x,yeS = xyeS.

Demostracion (1):

p esunideal primoen A = lg¢p

= leS=A-p.

s 1eSs.

Demostracion (2):

Sean x,yeS.

X, yES = X, y&p

= XYE&p

= xyeS.

T x,yeS = xyeS.

Luego S es un sistema multiplicativo de A .m

-52-



Si A esunanilloy p unideal primo de A, entonces A—p es un sistema multiplicativo

de A en virtud de la proposicion 1.6.1. En este caso el anillo de fracciones S™' A se

denota por A, .

Proposicion 1.6.2: El conjunto m:{geA'J | aep vy seA—p} forma un ideal
s

maximal en A,. Ademas m es el unico ideal maximal en A,.

Demostracion:

Se verifica que m satisface las condiciones de la definicion 1.1.9 de ideal:

.a b a b
(1) Si =, —em, se demuestra que —+— e m.
st st

a b
Sean —, —em.

b

s t

b
— —em = a,bep A s,teS
s 1

= atep A bsep

= at+bsep A steS

at+bs
e

St
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at+bs a b
=—+—em
st s
a b
= —+—em.

st
a b
—+—em.
s t

(2) Se demuestra que A,mcm.
Sea x e A, m.

xeA,m = x=yz, donde yeA, y zem

:>y=§ y Z=€, con acA,bep y s,teS

= yz =(£J(?j=(a—fj em, (pesidealen A y S un sist. multip. de A)
s s

= xXxem.

Luego efectivamente A, m c m.

.. m es ideal de Ap.

Ahora se demuestra que m es maximal.
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Se verifica lo siguiente:

(1) mzdg )

(2) SixeA,-m, entonces x esunaunidaden A, .

(1) Suponga que m =(Ig.. ).

v | Q
Il
—_| =

m=(g.,) = JaepyseS, tq

= (a,s)z(l, 1)

= 3 reS t q. t(al-1s)=0

= tsep y tseS

= 1sepnS=0, (>«). somEg )

a
Sea —e A, —m.
B p

a a
—eAp—m = —¢m
S S

= aé¢p
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= aeS

= 2|2 =1, 11aunidadenA
s J\a 1 1 P

a )
= — esunaunidad en Ap.
s

Luego todo elemento xe A —m, es una unidad en A, por tanto en virtud de la
proposicion (1.2.8) A, es un anillo local con ideal maximal m; es decir que m es el

Gnico ideal maximalen A, .M
Definicion 1.6.3: El proceso de paso de A a A, sc llama Localizacion de A en p.

1.7: Extension y contraccion de ideales en anillos de fracciones.

Sea A un anillo, S un sistema multiplicativo de A y v : A —>S™'A el homomorfismo

natural definido por v (x)= % Sea C= {a [ a® = a} el conjunto de todos los ideales

contraidos en A y E z{b / b :b} el conjunto de todos los ideales extendidos en

S7'A.
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Proposicion 1.7.1: Sea A un anillo, S un sistema multiplicativo de A. Cada ideal en

S7'A es un ideal extendido de A.

Demostracion:

Se demuestra que si b es un ideal de S'A, entonces existe un ideal a en A tal que
b=a“.

a
Sea —eb, conac A, seS.

s

S es un sistema multiplicativo = 1€ S

= %eSflA VseS

j(%j:%eb, (bidealen ST'A)
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Lo que prueba que bc (b" )e. En consecuencia del inciso (iv) de la proposicion 1.3.3

(b" )e c b por tanto (b" )e =b.

Si b esunideal en S'A, entonces existe un ideal a en A tal que (bc)e =b. m

Observacion: Segiin la proposicion anterior, se tiene que todo ideal en S™'A, es un
ideal extendido o que coincide con el ideal generado por la imagen directa, via

w : A—S A, de algin ideal de A.

En lo sucesivo a los ideales de S'A se denotaran por S™' a. Esta notacién no es casual
ya que el ideal de S'A, que genera la imagen via y de a coincide con el ideal de
S'A generado por las fracciones con numerador en a y denominador en S (véase la
siguiente proposicion).

Proposicion 1.7.2: Sea A un anillo y S un sistema multiplicativo de A. Si a es un
ideal en A, entonces el subconjunto de fracciones con numerador en a es un ideal, que

coincide con a® y se denotara por S”'a.

Demostracion:

Ahora se demuestra que: a°=S"a = {ﬁ eS'A | aeaq, s€e S}.
s

Sea x ea®.
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xea® = x = Zn:(&]w(bi), dondea, €A, s,€S b ea

i=1 \Si

n X.
:Z —+1; x=ab eca, s; €S

n Xiti ' n n
= Z (—j, donde S=Hsi y t, =Hsj
i= Jj=

J#I

i=1

Sea x e S'a.

_ a
xeS'a = x==, aca y seS
S



- x=w(a)(ljeae

N

= xea’.

Staca®.

Por lo tanto S a=a‘. Se deduce que si a es un ideal en A, entonces el subconjunto

de fracciones con numerador en a es un ideal, que coincide con a“. m
Proposicion 1.7.3: Sea A un anilloy S un sistema multiplicativo de A.

(i) Sia esunideal en A, entonces a® = U(a:s).

seS

(i) a®=(g,,)siysolosianS=D.
(iii) (aeC )< (ningan elemento de S es divisor de cero en A/a).
Demostracion (i):

Se define el conjunto, (a:s)={xe A | sxea }. Se verifica lo siguiente:

(1) a* c U(a 1s).

seS

2 J(a:s)ca®.

seS
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(1) Sea xea®.

xea” = y(x)ea*=S"a

X a ,
= 1~ paraalginaea y s€S
s

= (x.1)=(a.s)
= JueS tq u(x-s—a-1)=0
= x(us)=au

= xh=au, donde A=useS

= xhea, (a es un ideal de A)

= xe(a:h)gU(a:s)

seS



(2) Sea x e U(a:s).

seS

xel|J(a:s) = xe(a:s), paraalginseS

seS

= Xxsea

De lo probado en (1) y (2) se concluye que a“ = J(a:s).

seS

Demostracion (ii):

Se prueba que (a€=(ls,1A)) o (anS = Q).

-62-



a*=(g1,) = 3 aeayseS tq E:%
S

= (a,s)z(l,l)

= 3 teS t.q t(a-l—l-s)zO

= ta=1s

= taca y tseS, (aidealenA y S un sistema multiplicativo)
= taeanS

= anS=d.

wat=(g,) > anS=d.

"«<" Sesupone que anS = .
anS#d = I xeA t.q. xeanS

= xea yxeS

= Yesla= a‘, (i la unidad en S_IAJ
x x
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= (g,)ca’ =lg,)
= a‘=(g ).
anS=3d = a®=(lg,)
Demostracion (iii):
Sea aeC= {a | a® = a} y S un sistema multiplicativo en A.

Se demuestra que: (a € C) < (ningun elemento de S es divisor de cero en A/a).
n :> n

aeC = a=a“=[(a:s), (Por inciso (i)).

seS

Sea s € S un divisor de cero en A/a.

s divideaceroen A/a = 3 x+aeAfa, x+a=a t.q. s(x+a)=a

= Sx+a=a

= sSxea
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= xe(a:s)gU(a:s)

seS

= xelJ(a:s)=a

seS

= Xe€a
= x+a=aq, (o«).
S no tiene divisores de cero en A/a.
"
Sea a un ideal de A y suponga que ningun elemento de S es divisor de ceroen A/a.
Se prueba que a =a*.
Sea x e a®.

xea” = xelJ(azs)

seS
= xe(a:s), para algins € S
= Xxsea

= xst+a=a
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= s(x+a)=a, ( S no contiene divisores de cero en A/a )

= x+a=a

= Xea

De donde a® < a. Reciprocamente, a® >a por el inciso (iii) de la proposicion 1.3.3

c
por tanto a =a* = (ae) , entonces a€C.
~. (Ningtn elemento de S es divisor de ceroen A/a )= (aeC). ®

Proposicién 1.7.4: Los ideales primos de S™' A estdn en correspondencia biyectiva con

los ideales primos de A que no cortan a S.
Demostracion:

Considere los siguientes conjuntos:

5 :{p| p esunideal primoen Ay pnS :Q}y 3={q| q es un ideal primo en S_IA}.

Se define la aplicacion de § en J como sigue:

T:§——J
1

p > t(p)=S"'p
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Se verifica que la aplicacion 1 satisface lo siguiente:

(1)
2)
)
4)

T es cerrada, (de primo a primo).
T estan bien definida.
T es inyectiva.

T es sobreyectiva.

Demostracion (1):

Sea p un ideal primo de A tal que pNS =. Se demuestra que el ideal S™'p es un

ideal primo en S™'A.

Como pNS =, entoces por la proposicion 1.7.3, inciso (ii) S™' p=S~'A. Por tanto

S™'p es un ideal propio.

|95}
/TN
v |
~
/N
th
~
m
“
=3

= dbepyteS tq =

= (aa', ss')z(b, t)
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= JueS t.q u(aa't—bss')=0

= u(aa't)=u(bss")

= aa'(ut)="b(uss")

= aa'(ut)ep, (pesidealen A, bep y uss'eA)
= aa'ep Vv utep

= aa'ep, (p nocortaa S;esdecirpnS=0)

= aep v a'ep

a _ a' _
= —eS'p v —eS'p
S s'

Luego, S™'p es un ideal primo de S™' A.

.. La aplicacion 1 es cerrada.

Demostracion (2):

Sean p,, p, € § ideales primos en A, tal que p, =p,. Se demuestra que S n =S p,.

S_lplz{%eS_IA| aep, y seS}
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z{ﬁeS_IA| aep, y seS}
s

=S'p,.

*. 1 estan bien definida.

Demostracion (3):
Sean p,, p, € § ideales primos en A, tal que S p = s p,. Se demuestra que p, =p,.

Dado a e p,.

acp, = %eS‘IpI:S‘lp2

v | o8

= 3 bep, y seS tq %:

= (@ 1)=(b9)

= JueS u(as—b-1)=0

= wuas=bu

= a(us)ep, y useS, (p,esidealy S sistema multiplicativo )
= aep, 0 wusep,, (p,esideal primo)

= aep,, (p,NS=0).

-69 -



La otra inclusion se prueba de manera analoga. Luego p, = p,.
.. La aplicacion t es inyectiva.
Demostracion (4):

Sea q unideal primo en S”'A. Se demuestra que existe pe § tal que S™' p=g.

Si g un ideal primo de S™'A, entonces por la proposicion 1.7.1, existe un ideal a en

A, tal que;
a°=S"a=qg
Verifiquese que a € §. Para ello se prueba que se satisface lo siguiente:

(i) anS=02.
Gi)  a=z()

(1)  Siexisten x,y € A tal que xy €a, entonces xea 0 yea.
Demostracion (i): Supongase que a NS = .

anS#@ = a’=S"'A, (Proposicion7.7.3 (ii))

= q=STA, (o«).

T anS=d.
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Demostracion (ii):

Supdngase que a = (1).

a=(1) = dxea t.q x=1
= lea y 1eS§
= leanS=0, (o«).

a = ().

Demostracion (ii):

Sea x,ye A t.q. xyea.

eS'a

= xea O yea
Luego a es un ideal primo en A que verifica a NS =J. De donde a € §.

. T Laaplicacion es sobreyectiva.m
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Observacion: Si q es un ideal primo en S™'A, entonces de la definicion 1.3.2

observacion (2), q° es un ideal primo de A.

Corolario 1.7.5: Si p es un ideal primo de A, los ideales primos del anillo local A,

estan en correspondencia biyectiva con los ideales primos de A contenidos en p.

Demostracion:

Sean a, p ideales primos en A, en virtud de la proposicion 1.6.1 S=A—p es un
sistema multiplicativo de A. Se demuestra que a no corta a S siy sélo si acp; es

decir:

anS=0 < achy.

H:)".

Suponga que aNS=.

Sea x ea.

xea = x¢S=A-p, (anocortaa S)

= xep

= acy.

SianS =0, entonces a C p.
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"C".
Supongaque aCp y a cortaa S, es decir; anS = <.
anS#<d = 3 xean$S

= xea y xe€8

= XeEa y Xé&p

= agp ()
Siacp, entonces anNS=.

Por la proposicién 1.7.4, los ideales primos de A, =S'A estdn en correspondencia
biyectiva con los ideales primos de A que no cortan a S, es decir; con los ideales
primos de A contenidos en p. Luego los ideales primos del anillo local A estan en

correspondencia biyectiva con los ideales primos de A contenidos en p. m

Nota: Si p es un ideal primo de un anillo A, el localizado A, tiene un unico ideal

maximal, ver proposicion 1.6.2. Por tanto es un anillo local, y existe una biyeccion

entre ideales primos de A, y los ideales primos de A contenidos en p. En
consecuencia, si p es un ideal primo minimal (no contiene a ningin otro ideal primo)

de A, entonces A, esun anillo con un Gnico ideal primo.
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Proposicion 1.7.6: Sea A un anillo y S un sistema multiplicativo de A, entonces S™'

satisface las siguientes operaciones de ideales:
i) S'(a+b)=S"(a)+S7'(b).
(i) S'(anb)=S"(a)nS(b).
(i) S™'(ab)=S"(a) S7'(b).
(iv) S_l(r(a))=r(S_l(a)).
Demostracién (i):
Se demuestra que S~ (a+b)=S"(a) + S7'(b).
Del inciso (i) de la proposicion 1.3.4,
(a+b)" =a+b°.
Luego por la proposicién 1.7.2:
S (a+b)=(a+b)" =a®+b° =87 (a)+S7'(b).
. S™' conmuta con sumas finitas de ideales.
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Demostracion (ii):
Se demuestra que S~ (anb)=S""(a) N S7'(b).
Del inciso (ii) de la proposicion 1.3.4;

(anb) ca b
Entonces por la proposicion 1.7.2,

S (amb)=(anb)’ ca’nb*=S"(a)nS™'(b).
Por transitividad,
S (anb)=S (a) S (b).

Para la otra inclusién, sea xe S anS™'b.

xeS'ansS's = xeS'a y xeS'b

= x=2 y x:g, donde aca, beb y s,teS
s
a b
= —=—
s
= (a,s)z(b,t)
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= 3 s'eS t q. s'(at—bs)zO

= a(s't):b(s's)

= a(s't)ea y a(s't)eb

= xeS7'(anb). ~ 8 (a) ST (b) =S (anb).

De donde S (anb)=S"(a) N S7'(b).

. 87! conmuta con intersecciones finitas de ideales.

Demostracion (iii):

Se verifica que S (ab) =S (a) s (b)
Del inciso (iii) de la definicion 1.3.4,

(ab)” =a‘b’.
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Por la proposicion 1.7.2,
S”'(ab)=(ab) =ab*=S""(a)S™'(b).

Por transitividad,

S~ (ab)=S"(a)S™'(b).
. §7! conmuta con productos finitos de ideales.
Demostracion (iv):
Se demuestra que S (r(a))=r(S™'a ).

Del inciso (iv) de la proposicion 1.3.4,

(r(a))e c r(ae).

Luego por la proposicion 1.7.2;

Por transitividad:
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) ., a _
Para la otra inclusion se toma — € r(S 'a )
K

ﬁer(S_la) = 3 neN t q. (gj eS'a
s s

an

= 3 bea y teS t q —:é
Sﬂ t

= J ueS tq. u(a”t—bs”)zO

= ua"t=us"b

= (uat)” €a, (a idealen Ay bea)

= uater(a) y usteS

= Z—z esS™! (r(a))
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- _(_fj[_j_f es7(r(a))

ust
= xS (r(a)).
Luego r(S™a)=8™(r(a)), entonces r(S™a ) =57 (r(a)).
. 87 conmuta con radicales. m

Corolario 1.7.7: Sea A un anillo y S un sistema multiplicativo de A. Si R, es el

nilradical de A, el nilradical de S™' A es 7' ® A
Demostracion:

Se denota por Ry, al nilradical de S™' A y se demuestra que S™' R AR,

A

Se verifica lo siguiente:
(1) SR, =R,

(2) Rgip <SR,
Demostracion (1):

En la proposicion 1.2.10 se defini6 R, = {x €A | x"=0 paraalgin ne N }
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Sea a4 eS™! R,.

ﬁeS_liRA = aeR, y seS
s

Demostracion (2):

Sea EEER

S s14> donde ae A y seS.

= (a”, s”)E(O, 1) para algin ne N

-80 -



= JteS tq. t(a"-l—O-s")zOparaalgt’m neN
= ta" =0 paraalgin neN
= (at )n =0 paraalgin ne N

= ateR, y tseS

LSRR,

Luego S™'R A=Rg - Asise concluye que si R es el nilradical de A, el nilradical de

S'AesS'%R,. =

Proposicion 1.7.8: Sea f : A — B un homomorfismo de anillos, siendo cada ideal de
B extendido de un ideal de A y p un ideal primo de A. Entonces p es la contraccion

de un ideal primo de B siy solo si p* =p.
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Demostracion:

Se demuestra que (p es la contraccion de un ideal primo de B) & (pec = p).
"=" Suponga que p=q° y q un ideal primo de B.

Si q es un ideal en B, entonces por hipétesis existe un ideal a A tal que a® =q.

Ahora, sustituyendo lo anterior y de la proposicion 1.3.3 (v),

Tomando contraccién a lo anterior;

(b)) =a=p.

p=a" = p“=p
"<" Se supone que p“ =p. Se demuestra que p° es un ideal primo de B.
Sean b, b, ideales de B tal que b,b,c p°.

Sib,, b, sonideales en B, entonces existen a,, a, ideales en A tal que:



Por la proposicién 1.3.3 (i),
a,a,c(aa,)" = ((alaz)e)c
=(afa3)", (Proposicion 1.3.4 (i)
=(b,b,)"
(v ) =p“=p, (Proposicion 1.3.3 (ii)).

Luego a,a,cp,por hipotesis, p es primo en A, entonces por la proposicion 1.2.19,

resulta

Tomando extensiones y por la proposicion 1.3.3. (i):
b=ajcp® 6 by,=ajcp.

Entonces por la proposicion 1.2.19, p® es un ideal primo en B.

g (p“’ = p) = (p es la contraccion de un ideal primo de B).
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Proposicion 1.7.9: Sea A un anillo. S un sistema multiplicativode A y w : A >S™'A
el correspondiente homomorfismo de localizacion. Si a es un ideal finitamente

generado en A, entonces S a es un ideal finitamente generado en S A.

Demostracion:

: : X o
Sea {al, o ,an} un conjunto finito de generadores de . Dado ~eS7'a.
s

X —
“eS'a = xea yseS
N

’ ’ ! !
= 3 a,...,a,€eA t.q x=aa+ - - - +a,a,
x aa+ - - - +aa,
s s
’ ’
s\(aa + - - - +a,a s : -
=2 44 nTn | Z launidaden ST'A
s s s
saja, + +sa,a,
ss

Luego {% s, aT"} es un conjunto finito de generadores de S™'a. m
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Proposicion 1.7.10: Sea A un anillo. S < A un sistema multiplicativo, a < A un ideal

tal que aNnS= y n: A — A/a laproyeccion canonica; se verifica lo siguiente:

(i)  =(S) es un sistema multiplicativo de A/a.

(i)  Existe un isomorfismo de anillos SflA/Sf1 a= 7:(S)71 (A/a).
Demostracion (i):
Se define la imagen directa de S en A/a. La cual se denota por:
S=n(S)={x+acA/a | xeS }.

Se verifica que S satisface las condiciones de la definicién 1.5.1.

(1) l+aeS.

A/a esunanillo conunidad = I+aeA/a
= 3 leA t.q.1eS y 1+a=n(1)
= l+aeS.

l+aeS.

(2) Sea x+a, y+aeS.
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x+a, y+taeS = 3 x,yeS tq. x+a=n(x) yy+a=n(y)
= n(x)n(y)=(x+a)(y+a)
= n(xy):(x+a)(y+a), donde xy €S

= (x+a)(y+a)eS.

(x+a)(y+a)eS.

Luego S es un sistema multiplicativo en A/a. Ademas a ¢S pues en caso contrario si

aeS, entonces existe yeS tal que a=y+a de donde yea, por tanto

yeanS=0 (—>«).
Demostracion (ii):
Ahora se demuestra, que existe un isomorfismo de anillos S_IA/ S'az=S™ (A/ a).

Se tienen los siguientes homomorfismos,

A—">A/a—Y S (A/a).

Donde y*: A/a——>S™ (A/ a) el correspondiente homomorfismo de localizacion de

A/a en S”'(A/a). Considere el homomorfismo g definido como sigue:
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Se demuestra que paratodo s en S, g(s) esunaunidaden S™'(A/a).

Sea s €S.

= ol

= g(s) esunidaden S'(A/a) VseS.

Luego por la propiedad universal de la proposicion 1.5.7, existe un inico homomorfismo

de anillos g':S'A —> S (A/a) tal que g'oy =g =y*om.

Graficamente:

_ ghv=g
S~ (A/a)

Se define el homomorfismo g’ como:
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g':S"TA——S"(A/a)

n(a) _

ata

A

n(s)

Ahora se verificaque g':S"'A——S™! (A/ a) satisface lo siguiente:

(1) ker(g')=S"a.

(2)  g' essobreyectiva.

Demostracion (1):

ker(g'):{;es Alg (;’] ﬁ}

={—es A dre. L}
K s+a l+a

={26S_1A| 3 t+aeS taq. (a+a)(t+a)=a}

={ﬁes‘1A| at+a=a}
a -1
:{—ES A | ateuysteS}

:{EES_IA | a—teS_la}

N st
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Demostracion (2):

x+a

Sea eS'(A/a).

s+a

xX+a

eS'(A/a) = x+acAfa y s+aeS
s+a

= Jx,s€A, con seS t.q x+a=n(x) y s+a=mn(s)

= g' essobreyectiva.
Como consecuencia de la proposicion 1.1.13, existe un isomorfismo de anillos:

S7'A/S"a=Im(g")=S"(A/a). m
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Una demostracion alternativa, para verificar que la aplicacion 1 definida en la
demostracion de la proposicion 1.7.4 es cerrada, utilizando la demostracion anterior esta

dada a continuacion.

Sea a un ideal primo en A tal que anS =O. Por el inciso (i) de la proposicion 1.2.3,

si a es un ideal primo en A, entonces A/a es un dominio de integridad. Considere S
como la imagen directa de S en A/a via la proyeccion candnica por la proposicion

anterior se tiene
STA/STa=S"(A/a)={0}.
Se demuestra que;
S (A/a)=S"'(A/a).
Se define una aplicacion & como:

h:S”'(AJa)—> S7'(A/a)

ata at+a) a+a
- h = .
S S Ss+a

Se demuestra que la aplicacién 4:S™' (A/a)——> S™'(A/a) satisface:

(1) Laaplicacion £ esta bien definida.
(2) Laaplicacion £ es inyectiva.
(3) Laaplicacion & es sobreyectiva.
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Demostracion (1):

eS'(A/a) t.q. Gre_&Ta

a,+a a,+a
Sea | —, =2
B S § 5

a+a_a,+a

: . & 3se8 tq s{(q+a)s,—(a,+a)s|=a

& s{(as,+a)—(sa, +a)} =a

& sy{(aqs,-s,a,)+a} =a

< sy(as, —s,a,)+a=a

& (sy+a){(s,4,-s,a,)+a}=a, donde s;+aeS
& (sy+a){(q +a)(s,+a)—(a, +a)(s; +a)} =a

a+a _a,+a
s +a s, +a

- h(alJraj: h(az—i—aj'
S 57
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De donde / esta bien definida y es inyectiva. Y por su definiciébn % es sobreyectiva.

Entonces;

S (A/a)=S"(A/a)=STA/sa.
Denote por k,, al cuerpo de fracciones del dominio A/a. Se considera la aplicacion
E:Ala -k, . Paratodo s =s+ae S*, donde S = (A/a)—{a} , é(E) es una unidad

en k. Luego por la propiedad universal del anillo de fracciones, existe un

homomorfismo 77:S™' (A/a) >k, Ja inyectivo.

Observe el siguiente diagrama:

kA/cl

Luego S™' A/ S'a esta contenido en el cuerpo de fracciones k Ala> POT tanto
s A/S_1 a es un dominio de integridad y por la proposicién 1.2.3, inciso (i); S™'a es

un ideal primoen ST A. m
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CAPITULO II: IDEALES EN ANILLOS DE EXTENSION Y

DESCOMPOSICION.

En este capitulo se estudia uno de los elementos importantes del dlgebra conmutativa;
la descomposicion de ideales, (es decir, ideales que se pueden escribir como una
interseccion finita de ciertos ideales; los ideales primarios). Se definen los elementos
enteros y las extensiones de anillos, estando especialmente interesados en aquellos

anillos B tal que todos sus elementos son enteros sobre un subanillo A, de B. Luego se

examinan algunos resultados fundamentales que relacionan cadenas de ideales primos en

anillos de extension (los teoremas del Ascenso y del Descenso de Cohen-Seidenberg).

Seccion 1: Descomposicion primaria de ideales.
2.1: Ideales primarios.

En seguida se definen los ideales primarios y se estudia la relacion entre los ideales

primarios del anillo A y primarios de S™' A.

Definicion 2.1.1: Un ideal q# (1) en un anillo A, es primario sipara a,be A;

abeqy(agq 6 beq)= (b"eq 6 a”eq) para algin neN.
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Proposicion 2.1.2: Sea A un anillo y ¢ un ideal propio de A. Son equivalentes los

siguientes enunciados:

(1) g esun ideal primario.

(i)  Cada divisor de cero de A/q es un elemento nilpotente.

Demostracion:

()= (ii).
Sea x+q € A/q un divisor de cero.

x+qdivideacero = Iy+qeA/q, y+q=q t.q. (y+q)(x+q)=q

= q:(y~l—q)(x+q):yx+q

= yxeq

= x" eq, paraalginn eN, (ygzq y q es primario)

= x"+q=¢q

= (x+q)n =q

= Xx+q es nilpotente.

. Todo divisor de cero en A/q es nilpotente.
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(ii) = (i).
Sea x,y e A tal que xy e q. Se supone que y &q. Si y €, entonces y+q#d.
XYeq= xy+q=q
= (x+q)(y+aq)=q
= x+q esdivisor de cero en A/q

= Xx+q es un elemento nilpotente, (Hipotesis)

= 3 neN tq (x+q) =q

= x"+q=q

.. g es primario.

Proposicion 2.1.3: Se verifica lo siguiente:

(i) Sea A unanilloy p unideal primo, entonces p es un ideal primario.

(i1)) Sea f:A — B un homomorfismo de anillos, la contraccion de un ideal primario

es primario.

-95 -



Demostracion (i):
Sea x,ye A t.q. xyep. Sesupone que x & p.
Xyep = xep 6 yep
= yep=r(p)
= 3 neN t.q y'ep

.. Sip esun ideal primo, entonces p es un ideal primario.

Demostracion (ii):

Sea q un ideal primario en B. Se prueba que q° un ideal primario en A.
Sea x,yeA t.q. xyeq.
xyeqt = f(xy)eq
= f(x)f(y)eq
= f(x)eq 6 (f(»)) €q paraalgin neN
= f(x)eqa 6 f(»")eq paraalgin neN

= xeq° 6 y'eq° paraalgin neN.

.. La contraccion de un ideal primario es primaria. m
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Proposicion 2.1.4: Sea g un ideal primario en un anillo A, se verifica que:

1 r (q) es un ideal primo.

(11) r(q) es el menor ideal primo que contiene a q.
Demostracion (i):
Sean x,ye A, t.q. xye r(q).

wer(q) = 3 neN ta (v) eq
= x"y" eq
= JkeN tq x'eq 6 (1) eq
— xer(q) 6 " er(q)
= xer(q) 6 yer(r(q))

= xer(q) oy er(q).
Lo que demuestra que r(q) es un ideal primo.
.. S1 g es primario, entonces r(q) es primo.
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Demostracion (ii):

Ahora se demuestra que r(q) es el menor ideal primo que contiene a 4. Sea p un ideal

primo en A tal que g c p. Se quiere ver que r(q)< p.

Sea xer(q).

xer(q) => I neN tq x"egq

= x"ep, (qcp)

= xer(p)

= xep, (Proposicién 1.2.15 (V)).

Asi r(q)g p, y por la proposicion 1.2.15 (1), si q< r(q), entonces qC r(q)g p.

" r(q) es el menor ideal primo que contiene a q. m

En vista de la proposicion anterior se da la siguiente definicion.

Definicion 2.1.5: Sea g un ideal primario en un anillo A. Se dice que q es un ideal

primario correspondiente al ideal primo p 6 que q es p—primario, si r(q) =p.

En general, determinar si un ideal es primario es dificil, pero el siguiente caso particular

nos sera de mucha utilidad.
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Proposicion 2.1.6: Sea A un anillo y g un ideal propio. Si r(q) es un ideal maximal,

entonces q es un ideal primario.
Demostracion:

Sean x,ye A t.q. xyeq. Sesupone que y" ¢q ¥V meN.
y'eq VY meN = yer(q) y r(a)cr(a)+)
= r(a)+(M =0 6 r(a)+()=r(q), ((q) ideal max).

Suponga r(q)+(»)=r(q).
r(a)+=r(a) = cr(q)

= yer(q), (o«). = r(q)+ () =Q).
r(@)+0)=(1 = 3 ser(q) y teA tq styr=1

= I meN t q s"eq

Elevando s+ yr=1ala m y por el teorema del binomio se obtiene:

I=(s+pt)" =" +ms" ye+ - -+ +()".
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Multiplicando por x a ambos lados,

x:x(sm)er(msm_lyt)Jr Coee +x(yt)m.

Asociando xy se tiene,

X = x(sm ) +(xy)(msm_ll) + - +(xy)(ym_1tm )
Donde todos los sumandos de la derecha estan en g, por tanto x €.

g es un ideal primario.m

Corolario 2.1.7: Sea A un anillo.

(1) Las potencias de un ideal maximal m en un anillo A son m — primarios.
(i) Si m" cgqcm paraalgun n e N, entonces g es un ideal m-primario.
Demostracion (i):

Sea a=m", donde neN, la potencia de un ideal maximalm. Se demuestra que a es

un ideal m — primario, es decir, r(a) =m.

a=m" = r(a) :r(m”), ( Proposicion 1.2.15 (ii) )
= r(a)=m, ( Proposicion 1.2.15 (v) )

= a es m-primario. . a esunideal m — primario.
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Demostracion (ii):
m'cqcm = r(m”)gr(q)gr(m), ( Proposicion 1.2.15 (i) )
= mcr(q)cm, (Proposicion 12.15. (v))
= r(q)=m.
Luego q es un ideal m-primario por la definicion 2.1.5.m

Lema 2.1.8: Sea A un anillo y {qa | o eA} una familia de ideales p—primario,

entonces ﬂ q, esunideal p—primario.

aeA
Demeostracion:
Sea q= ﬂ qdy-
aelA

Se demuestra lo siguiente:

(1 r(a)=».
(2) q esprimario.

(1) q, son p—primario VaeA = r(qa):p VaeA.
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ael

a=[)a, = r(a)= r{ﬂ qa}, ( Proposicion 1.2.15 (ii) )

ael

. r(q) =p.

(2) Sea x,y € A, tal que xy € q. Suponiendo que x ¢g.

XyEQ Yy X€q = xye(qy y X¢q, paraalgin fe A

=

Luego q es un ideal primario.

IneN tq Yy eqy
ver(ay)-r
yep=r(q), (porlodemostrado en (1))

yer(q)

y™ €q para algan m € N.

.. La interseccion de ideales p— primarios es p—primaria. =
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Lema 2.1.9: Sea q un ideal p-primario, x un elemento de A. Entonces se verifica lo
siguiente:

(i)  Si xeq, entonces (q:x)=(l).
(i)  Si x¢q, entonces (q :x) es p—primario.

(1)  Si x¢p, entonces (q : x) =q.

Demostracion (i):

Se quiere probar: Si x e q, entonces (q : x) =(1).
XEqQ = Xyeq vV ye(l)=A

= ye(q:x) V yeA

= (c(a:x)c®)

= (q:x)=(). - Si xegq, entonces (q:x)=().
Demostracion (ii):

Para el inciso (i1) se prueba que si x ¢ g, entonces (q : x) es p— primario, para ello se ve

las partes siguientes:

(1) (q:x) es primario.

@ r((a:x))=p.
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(1) Sea m,ne A tal que mne(q:x). Se supone que 7 ¢(q:x).
mne(q:x) y ng(q:x) = (mn)xeq y nxeq
= m(nx)eq
= nxeq 6 m* eq paraalgin k e N.
= m" eq paraalgin k e N.

= xm' eq, ( V x € A en particular para x ¢ q )

= m" e(q:x) paraalgink eN.

Luego (q : x) es ideal primario.
(2) Para la segunda parte, se comprueba la igualdad siguiente:

r((q:x)) = {yeA | V" e(q:x), paraalgl’mneN}

{yeA | y'xeq, paraalgﬁnneN}

k
{yeA | (y”) €q, paraalgunosn,keN}

{yeA | V' er(q), paraalgﬁnneN}
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Luego r((q:x)) = p, entonces (q:x) es p-primario.
. Si x ¢q, entonces (q:x) es p— primario. m

Demostracion (iii):

Se demuestra que si x ¢ p, entonces (q : x) =q.
(g:x) = {yeA | yxeq}

= {yeA | yeq 6 x"eq, paraalgﬁnneN}

= {yeA | yeq 0O xer(q)}

{yeA | yeq O xep}

= q . Si xgp, entonces (q:x)=q.m
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A continuacion se investiga el comportamiento de los ideales primarios respecto al

proceso de localizacion.

Proposicion 2.1.10: Sea A un anillo y S un sistema multiplicativo de A. Si q es un

ideal p—primario de A se verifica:

(i) SiSnp=, entonces S'q=S"A.

(i1)) Si Snp=, entonces S_lq es S_lp—primario y (S_lq)c =q.

Demostracion (i): Se supone que SNp = .

SNp20 = 3 xeSnp
= xeS yxep:r(q)
= 3 neN t.q x"eS y x"eq

= x"eSng

= qNS =Y
= S'q=(4.,)=S"'A,  ( Proposicién 1.7.3 (ii)).
5. Si SNp#J, entonces S q=S""A.
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Demostracion (ii):

Demostrar que S_lq es S p—primario, significa verificar lo siguiente:
(1) S'q es primario.

(2) r(s™a)=S"p.

(1) Sea E, YesTA tal que * Y g g.
st st

Xy
st

eslq = Yesy
st

= xyeq y steS
= xeq 6 y"eq paraalgin neN

= xeq 6 yer(q)

= ies—lq 6 %ES_I(r(q))=r(S_lq), ( Prop. 1.7.6 (iv))

k
= EeSflq 0 (%j eS'q, paraalginkeN.
s

. S7'q es un ideal primario.

-107 -



(2) En consecuencia de la proposicion 1.7.6, inciso (iv),

r(s-1 q) =S (r(a))=8"p.

.. S7'q es un ideal S™' p—primario.

Ahora se ve la segunda parte de (i1); es decir, probar que (S_1 q)c =q.

Por la proposicion 1.3.2, inciso (iii);

x e(Sf1 q)c = xeq“=J(q:s). (Proposicién 1.7.3 (i))

58
= xe(q:s) para algun s € S
= xseq
= xeq 0 s" eq paraalginne N
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= xeq 6 ser(q)=p

= xeq, (Snp=9).

" (S_1 q)c q.

4

Luego qg(S_1 q)c y (S_1 q)c C g, entonces (S_1 q) g m
Observacion: De acuerdo con inciso (ii), de la proposicion 2.1.10 se tiene:

1. Existe una correspondencia biyectiva entre los ideales S~' p—primarios de S™' A

y los ideales p—primarios de A, donde p no cortana S.

2. En particular, si S = A—p, entonces (S_1 q)c = (. Por tanto para que dos ideales

p—primarios coincidan es suficiente que coincidan al localizar en p.

Nota: Para cada ideal a y todo sistema multiplicativo S de A, la contracciéon en A del
ideal S™' a se indica por S(a)= (S_1 a)c.
2.2: Teoremas de unicidad.

A continuacidn se examinan presentaciones de un ideal como una interseccion finita de

ideales primarios, la cual no es necesariamente Uinica.
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Definicion 2.2.1: Si a es un ideal propio de A, una descomposicion primaria de a

es una expresion de la forma:

n
a:ﬂqi7
i=1

con q; ideales primarios, Vi=1, . . ., n.

Definicion 2.2.2: Una descomposicion primaria. Se llama minimal si se verifican las

condiciones siguientes:

(i) r(qi);tr(qj) (1<i, j<n), parai# .

(i1) ﬂqj & q, para (lﬁi, an).

J#l

Definicion 2.2.3: Un ideal se llama descomponible si tiene una descomposicion

primaria.

En general una descomposicién primaria tal, puede no existir; en esta seccion solo se

tendra en cuenta ideales que tienen una descomposicion primaria.

Si un ideal en un anillo puede descomponerse como interseccion finita de ideales
primarios, se puede obtener una descomposicion primaria que satisfaga la propiedad (ii)
de la definicion 2.2.2, simplemente eliminando las componentes redundantes

q, si los hubiera. En consecuencia del lema 2.1.8, para satisfacer la condicién (i) de la
definicion 2.2.2 de una descomposicion minimal, cuando hay varios ideales p— primario,
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se toma la interseccion de todos ellos y se obtiene un nuevo ideal p—primario, asi se

obtiene una descomposicion primaria en la que todos los ideales tienen radicales

diferentes. Véase la siguiente proposicion.

Teorema 2.2.4: Sea a un ideal en un anillo A. Si a es descomponible, entonces a

tiene una descomposicion primaria minimal.
Demostracion:

n
Sea a un ideal descomponible en un anillo A y a = ﬂ q; una descomposicion primaria
J=1

(donde cada q; es primario). Se verifica las siguientes condiciones:

€)) ﬂqqui para (1<i, j<h<n).

J#l

Q) r(qi);tr(qj) (1<i, j<h<n), parai# .

Demostracion (1):

Suponga que existe q; (1 <i< n) tal que ﬂqj c q;. Entonces a = ﬂqj es también una

J=1 Jj=1
J#i G

descomposicion primaria. Reordenando los indices,

a:ﬁqj, donde (s <n).

J=1
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De nuevo suponga que existe (¢, (1 <t< S) tal que ﬂqj —q,. Entonces a= ﬂqj es

J=1 Jj=1
J#t

también una descomposicion primaria. Reescribiendo los indices se tiene:

a:hqj, donde (r<s<n).
j=l

Sucesivamente eliminando todas las componentes g, que resulten redundantes (y
k

cambiando los indices) se tiene que azﬂq j» donde (kSrSsSn) y ningin g,
j=1

contiene la interseccion de los otros q; con j #1i.

Luego se ha obtenido una descomposicion primaria que satisface la condicion (ii) de la

definicion 2.2.2.
Demostracion (2):
Sea {pl, ce pr} los ideales primos distintos en el conjunto {r(ql), ce r(qk)}, donde

(rSk). Haciendo, ¢, = ﬂ {qj | r(qj)=pl., donde ISiSV}.
1< j<k
Del lema 2.1.8 cada ¢ es p,—primario. Se supone que existe ¢ (ISiSr) tal que

-
’ ’
q = q,, entonces
1

~.

#i

-
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De donde por transitividad,

Que es una contradiccion por lo hecho en (1). Luego;
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Es una descomposicion primaria que verifica las condiciones (i) y (ii) de la definicion
2.2.2. Entonces toda descomposicion primaria se puede llevar a una descomposicion

primaria minimal.
.. Todo ideal descomponible admite una descomposicion primaria minimal.m

Teorema 2.2.5: (1° Teorema de unicidad). Sea a un ideal descomponible y sea

n
azﬂqi una descomposiciéon primaria minimal de a. Sea pizr(ql.) (ISi Sn).
i=1

Entonces los p; son todos los ideales primos que se pueden escribir de la forma r(a : x)

para x€ A. Como consecuencia son independientes de la descomposicion primaria

considerada.
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Demostracion:

Se demuestra que los ideales p; (1 <i< n), son exactamente los ideales primos que se

pueden escribir en la forma r (a : x) , paraalginx € A.

Sea x € A.

= ﬂ(q,- :x), (Proposici()n 11.11 (ii))

Il
—

N ) 0] 0 el

{/1xeq,} Jlxeq;}

=0 N {{ N (qj:x)}, (Lema2.1.9 (i))

Jlxeq,}
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= ﬂ r(qj:x), (Proposicién 1.2.15 (iii))

= ﬂ P (Lema2.l.9 (11))

{/1xeq,}

Sea p un ideal primo en A tal que p=r(a:x), para algin xe A. Si p=r(a:x),

entonces p = ﬂ p;, por el inciso (ii) de la proposicién 1.2.9 se tiene que p=p;
{F1xea) |

para algin j (ISan).

Reciprocamente, como la descomposicion primaria es minimal, entonces para cualquier

i (ISiSn), existe x; enqj tal que x; ¢q;.

J#i

_ r((l)m(qi;xi)), (Lema2.1.9 (i) )
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= r((qi :xi))

p;, (Lema 219 (ii) ).

Asi para cada indice i existe un elemento x; € A tal que p; :r(a:xi) y (a : xi) es
p, —primario. m
n
Corolario 2.2.6: Sea a un ideal descomponible y azﬂqi una descomposicion
i=1
primaria minimal de a. Si p, = r(qi) (1 SiSn), entonces los p, son precisamente los

ideales primos asociados a 0 en A/a.

Demostracion:

Por el primer teorema de unicidad, p es un ideal primo asociadoa a en A, siy solo si

existe x € A tal que p= r(a : x). Luego por la definicion 1.1.10, observacion (3):
p=r(a:x) =r(Ann()_c)) =r(0:%).
Que es equivalente a decir que p es un ideal primo asociadoa 0 en A/a. m

Observacion: En consecuencia del corolario anterior, el 1° Teorema de unicidad

equivale a decir, que los p; son los ideales primos que se presentan como radicales de

anuladores de elementos del cociente.
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n
Definicion 2.2.7: Sea a unidealy a= ﬂqi una descomposicion primaria minimal.

i=1
* Los ideales primos pi=r(qi) (léi Sn) se llaman primos asociados o

pertenecientes a a.

* Los elementos minimales (con respecto a la inclusion) del conjunto
{pl, Prs o ot pn} de primos asociados, se llaman primos minimales o aislados.

Los demas se llaman primos inmersos.

Se usa la notacion Ass(a), para referirnos a los primos asociados 6 pertenecientes a a

y MinAss(a) para referimnos a los primos minimales asociados ¢ pertenecientes a a.

Las siguientes dos proposiciones dan aplicaciones de la descomposicion primaria, para
hallar los ideales primos minimales que contienen a un ideal descomponible, el conjunto

de los divisores de cero y el de elementos nilpotentes de un anillo.

Proposicion 2.2.8: Sea A un anillo y a un ideal con una descomposicion primaria

minimal. Para cada ideal primo pDa, existe un ideal primo minimal g asociado a a,

tal que p o q>a. Ademads los ideales primos minimales sobre a son exactamente los

elementos minimales de Ass(a).

Demostracion:

Se demuestra lo siguiente:
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(1) Para cada ideal primo p con p>oa, existe un ideal primo qe MinAss(a) tal que
p2q

(2) Los ideales primos minimales sobre a son exactamente los elementos MinAss(a).

Demostracion (1):

Se tiene a un ideal, con una descomposicion primaria minimal y un ideal primo p tal
que p D a. De acuerdo con la proposicion 1.2.17. Si p D a. entonces existe p, un ideal

primo minimal sobre a tal que po>p Da.

Rescribiendo todo esto, se obtiene,

Ega:ﬂqi, donde q, esideal p, —primario Vi=1, . . ., n
i=1

Tomando radicales a la expresion anterior;

5=r(5)2r(0)=r| (Y0 |-(rfa) o,

i=1 i=1 i=1

Por transitividad,

k=1

u
DL

=

Il
—
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Por tanto del inciso (i) de la proposicion 1.2.9,

pOp, para algun (1 <i< n).
De la minimalidad de p se tiene,

p=p, para algin (1 <i< n)
Luego p D p, esunideal primo minimal perteneciente a a.

.. pDa, existe un ideal primo qe MinAss(a) tal que p o q.

Demostracion (2):
En la segunda parte se demuestra que {Ideales primos minimales sobre a} = MinAss(a).
Sea p un ideal primo minimal sobre a.

p es primo minimal sobrea = poa
= 3 pjeMinAss(a) t.q. pop; Da, (Parte (l))
= p=p, (Por la minimalidad de p)
= peMinAss(a).

" { Ideales primos minimales sobre a } c MinAss(a).

-120 -



Sea p; € MinAss(a), se supone que p; D p tal que p es unideal primo p>a.
acCp = I p,; eMinAss(a) t. q. p,ch, (Parte (1))

= p,cpch;

= PSP

= p,=p;, (Por la minimalidad de pj)

= p;=p

= p; e{ Ideales primos minimales sobre a}.

. MinAss (a) - { Ideales primos minimales sobre a}.

Luego, MinAss(a) = { Ideales primos minimales sobre a} .=

Proposicion 2.2.9: Sea A unanillo y 0= ﬂq ; una descomposicion primaria minimal

i=1

del ideal 0, si r(qi):pi (ISiSn), entonces:

{Divisores de cero en A} = Lani .
i=1

Demostracion:
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Se demuestra que el conjunto D de los divisores de cero de A es la union de ideales

primos asociados al ideal cero; es decir:

D=0pi, donde pl.:r(ql.) (ISiSn).

i=1

En consecuencia de la proposicion 1.2.18,

D= U r(Ann(x)) = Ur(O 1X).

x#0 x#0

Sea aeD.

aeD = I beA, b#0 t. q. ab=0

= abeﬁqiz()

i=1

= abeq;, Vi=l,...
= beq; 60 a"eq,, paraalgin neN, Vi=1l, ...

Se supone que beq;.

beq, Vi=1,...,n = beﬂqi=0

i=1

= b=0, (—«)

= begq, paraalgin (ISiSn).
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De donde se concluye que a" €q;, para algin neN.

a"eq; para alghn neN = aer(qi)zpl.

Sea aeopi.

i=1

aeLani = aepi=r(qi), para algin (ISiSn)
i=1

= 3 neN t q d"€eq,

= d'beq;, V b;tOeﬂq,.

J#L

= da'beq, y a”beﬂqi

J#I

= a"beﬁqi:()

i=1

= a"€(0:b)

= aer(O:b)gUr(O:x)=D.

x#0
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Luego, D= Up ;» ya que se han probado ambos contenidos.

i=1

.. Si el cero es descomponible, entonces el conjunto de divisores de cero de A es la

unién de ideales primos asociados al ideal 0. m

Proposicion 2.2.10: Sea A unanilloy a= ﬂqi una descomposicion primaria minimal.

i=1

Sea r(ql.) =P, para cada indice (l <i< n), entonces:

Upi :{xeA | (a:x);ta}.
i=1
Demostracion:

Se demuestra primero que si a es descomponible en A,entonces 0 es descomponible

en A/a.

Sea mw:A—>A/a, a—>a la proyeccion canodnica. Por definiciéon; m es un

homomorfismo sobreyectivo, de acuerdo con la proposicion 1.3.5, Tt(q l.) es un ideal en

A/a,paratodoi=1,...,n Denote por n(qi) =q..

1

Se prueba que ﬂﬁi =0, donde q; es laimagen de g, en A/a, es una descomposicion

i=1

primaria del ideal 0 en A/a.
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Para ello se verifica:

@ (g =0.
i=1

(2) g, esprimario Vi=1, ..., n
Demostracion (1):

ﬁai:{x+aeA/a | x+aeq, Vi=1, .. .,n}
i=1

={x+ae€A/a | xeq, Vi=1,...,n}

= {x+aeA/a | xe(\g;=a }

i=1

={x+aeAla | xea}=0.

Demostracion (2):
Sean (x+a), (y+a)eA/a t.q. (x+a)(y+a)eq,.
(x+a)(y+a)eq, = xy+aeqy,

= Xyeq;
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= xeq, 6 y"eq,, paraalgin neN.
= x+aeq, 60 y'+aeq,, paraalgin neN.

= x+aeq; O (y+a)”eﬁl., para algiin neN.

Luego q, es primario en A/a Vi=1, ..., n. Por tanto cada descomposicion
primaria de a=gqg,Ng,N-- -Nq, define una descomposicion primaria

0=9,nq,N- - -Ng, delideal cero en el anillo A/a.
Ahora pasando al cociente A/a se supone que o =0. Observe el conjunto:
{xeA | (a:x);ta}z{xeA | 3 re(a:x) t.q rea}
={xeA | 3 meatq rea}
={x€eA | 3 m+a=a tq r+azal
={xeA | 3 (x+a)(r+a)=a t.q. r+a¢a}

= {Divisores de ceroen A/ a}

= Upi, (Proposicic')n 2.2.9, Corolario 2.2.6).
i=1
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De donde,

Upi :{xeA | (a:x);ta}.
i=1
Observacion: Si el ideal cero es descomponible en A. Entonces:
= D, ={ Divisores de cero de A }
= U{ p| p es un ideal pirmo asociado al ideal 0 }
= R, ={ Elementos nilpotentes de A}
= r(O), (Proposicién 1.2.13 observacion (l))
= ﬂ{ p| p es un ideal primo minimal sobre el ideal 0 }

= ﬂ{ p| p es un ideal primo minimal asociado a ideal 0 }

Proposicion 2.2.11: Sea A un anilloy a un ideal en A . Los siguientes enunciados son

equivalentes:

(i) Ass(a)={p}.

(i) a es primario.

Demostracion : (i)=> (ii). (Ass(a) = {p}) = (@ es primario).
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Pasando al anillo cociente, se supone que a=0 y Ass(O) es el conjunto de primos

asociados a 0 en A/a. De la observacion anterior se tiene:

. Dy, = Upp

peAss

R,, = ﬂp p.

peAss

Luego todo divisor de cero en A/a es un elemento nilpotente. De acuerdo con la

proposicion 2.1.2, a es un ideal primario.
(ii) = (i). (a es primario) = (Ass(a)={p}).

Sea Ass(a) = {pl, ce pn}, el conjunto de primos asociados a a.

(a es priman'o) = (Cada divisor de cero en A/a es nilpotente), (proposicion 2.1.2)

= DA/a = RA/a

= p;=p;, paraj=1...,n con j#i

= Ass(a) = {pi}.
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Luego si a es un ideal primario en A, entonces Ass(a) = {pi} N

Proposicion 2.2.12: Sea A un anillo, S un sistema multiplicativo de A, a un ideal de

A con una descomposicién primaria minimal a = ﬂqi. Sea r(qi) =p,; (1 <i< n) Se

i=1
supone que p,NS=O para j=1, ..., my p,NS# para j=m+1, ..., n,

entonces:
s—lazfm]s—lq,. y S(a)=("a;
i=1 j

son descomposiciones primarias minimales.

Demostracion:
$"a = Sl(ﬂqi} (s,
i=1

fie e

i=1 i=m+1

= {ﬁs_l ql} NS'A, ( Proposicion 2.1.10 (1))

i=1
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De donde S"'a=()S"'q, y por el inciso (ii) de la proposicién 2.1.10, S7'q; es

i=1

S_lqi—primario vi=l, ..., m

Haciendo la contraccion de S™'a y las proposiciones 1.3.4, (v) y 2.1.10 se tiene:

7]
—_
=
~
Il
—_
Y
=
~——
[

Il
N\
NEDL
w2
e
~—

Il
DL
—_—
Y
Real
S~
S

( Proposicion 1.3.4 (V) )
= ﬁqi, (Proposici(')n 2.1.10 (11))

Asi S(a)zﬂqi, donde q; es p;,—primario Vi=1, . . ., m. Ahora se demuestra
i=1

m

m
que S”'a :ﬂS_l qa, ¥ S(a) =ﬂql. son descomposiciones primarias minimales. Para
i=1 i=1

S'(a)= ﬁS_l q, se verifica que:

i=1
(1) r(S_lqi);tr(S_lqj) parai#j (1<i, j<m).

2 (184, S7'q, para (1<i, j<m).
Jj=1
J#i
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Demostracion (1):

Se supone que r(s*lq,.)zr(s*1 q,)-
r(870)=r(s70)) = 87 (r(a))=57(r(a)))

= [ Go)] [ lo )]

= r(a,)=r(a;) i# /. (Proposicién 2.1.10 (ii)) (—<).
sr(sta) r(sa, )} es un conjunto de ideales primos distintos en S™'A.
Demostracién (2):

Se supone que ﬂS_l q, < s q; para algin (1 <i< m)

J=1
J#i

D

(S’1 q )C, ( Proposicion 1.3.4 (v))

S*lq,-;(m]S*q,- = (Slq[)cz[ﬁslq_,} =
j=l j=l /

J#

~.~
Rl
<=

J#i

= q; Qﬂqj, (Proposicién 2.1.10 (ii))
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J#l

ﬁS’lq‘ng%qi (ISi,jSm).
j=l

J#i

Para S(a) = ﬂqi se verifica lo siguiente:
1

=l
J#i
(1) r(qi);ér(qj) para i¢j(1£i,j£m).

(2) ﬂqqui para (ISi,jSm).
j=1
j#i

Demostracion (1):

r(ql.);tr(qj) para i;tj(lSi,jSm) pues ﬁqj =a es una descomposicion primaria
J=1

minimal del ideal a.
" {ql, Ce qm} es un conjunto de ideales primos distintos en A.

Demostracion (2):
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Se supone que ﬂqj c(;, paraalgin (1 <i< m)

J=1
J#i

Na;ca; = (g, (g, a,
] j=1 j=1

j=
J#I J#I J#I

ﬂqj Zq;-
=l
J#i

Luego S 'a= ﬂS_l qa, 'y S(a) = ﬂS_l q;, son descomposiciones primarias
i=1 j=1
minimales.m

Definicion 2.2.13: Un conjunto ¥ de ideales primos pertenecientes a a se dice que es

genéricamente estable, si se satisface la siguiente condicion:

= Si p' es un ideal primo perteneciente a a y p'c p para algun pe X, entonces

pleZX.
Observacion:

Cualquier conjunto de primos minimales asociados a a, es un conjunto genéricamente

estable.
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Proposicion 2.2.14: Sea a un ideal de A, X un conjunto genéricamente estable de

ideales primos pertenecientes a a ysea S = A— U p. Se verifica lo siguiente:
peX

(1) S esun sistema multiplicativo de A.
(i) p'eX = p'nS=0.

(i) peX = pzUp = p'nS2o.
peX

Demostracion (i):

Observe primero el siguiente conjunto:

A—SA—@&JJpJA—Am@JpT

peX peX

C

C
=AN Am(UpJ
pel

~e{w)

s forliy]
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Ahora se demuestra que S es un sistema multiplicativo de A.

(1) 1eS. Sesupone que 1¢S.

1¢S = 1leA-S=[Jp = lep paraalginpe, (-«). .. leS.
peX

(2) Sean s,t €S, se verificaque steS.

s, te§S = s,t%A—S=Up
peX

= s,tgp  V peX
= stgp V peX

= ste|Jp=A-S
peX

= steSf.

Luego si s, 7 €S, entonces st eS. .S es un sistema multiplicativo de A.
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Demostracion (ii):

Se quiere demostrar que p'e> = p'NS=3.

p'eX = p'cUp
peX

= A-p'2A-(Jp=S, (Tomando complementos)
peX

= p'NnS=4J.
L plel = p'nS=3.

Demostracion (iii):

M p'eX = p'zUp
peX

@QpgzlUpr = p'nSz0.
peX
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(1) Suponiendo p'c U p.
peX

p'c U p = p'cp paraalgin pel, ( Proposicion 1.2.9 (1) )
peX

= p'eX, (Definicién2.2.13).

ey = p'zJn
peX

(2) Se supone que p'NS=O.
p'NS=J = V xep' t. q x¢8

= xep' y xeA—SzUp
peX

= xep' y xe Up
peX

= p'cUp
pe

Lp'elUp = p'ns20
peX
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Proposicion 2.2.15: (2° Teorema de unicidad). Sea A un anillo, a un ideal con una

descomposiciéon  primaria minimal a= ﬂqi y r(qi) =p,; (1 <i< n) Si

{pil, N . } es un conjunto genéricamente estable contenido en Ass(a), entonces

q, Ny . . ., NQ

1 Ly

es independiente de la descomposicion primaria.

Demostracion:

Sea S= A—(pilu o upim) donde (ISm < n). En consecuencia de la proposicion

2.2.13, S es un sistema multiplicativo de A, ademas SNp, =& para j=1,...,m.

Por la proposicion 2.2.12,

S(a):(S‘la)cqu.]m, SRR

S
Sia= ﬂql' es otra descomposicion primaria minimal del ideal a. Aplicando lo anterior;
i=1

S(a):(S_la)C:qglm, AL

Por tanto, la interseccion q;, M, . . ., Ng; , no depende de la descomposicion
1 m

primaria de a considerada, puesto que en 1° teorema de unicidad los p; solo dependen

de a yno de la descomposicion. m
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Definicion 2.1.16: Sea a un ideal descomponible y {pl, Ce p”} el conjunto de

primos asociados a a.

* Si p; es un ideal primo minimal o aislado en el conjunto de primos asociados,
entonces ¢, se llama componente primaria aislada.
*  Si p; es un ideal primo inmerso en el conjunto de primos asociados, entonces g;

se llama componente primaria inmersa.

Corolario 2.2.17: Sea A un anillo, a un ideal con una descomposiciéon primaria. Las

componentes primarias aisladas estan determinadas en forma Unica.
Demostracion:

Sea p un ideal primo minimal asociado a a, ¢, y q, componentes de la

descomposicion primaria tal que r(ql) = r(qz) =p.

Considere el conjunto genéricamente estable Zz{p} y el sistema multiplicativo

S = A—p, de la proposicion 2.2.15, se obtiene g, =q,.

.. Que las componentes primarias aisladas estan determinadas en forma tnica. m
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Seccion 2: Cadenas de ideales primos en anillos de extension.

2.3: Ideales primos y maximales en anillos de extension.

Esta seccion esta dedicada a explorar las relaciones entre ideales (primos y maximales)

en A y B, donde B es un anillo de extensiéon de A. Para ello se introducen algunos

conceptos previos sobre dependencia entera.

Definicion 2.3.1: Sea B un anillo y A un subanillo de B que contiene 1. Entonces, se

dice que, B es un anillo de extension de A.

Definicion 2.3.2: Sea A < B una extension de anillos. Un elemento b € B es entero
sobre A, si existe un polinomio monico f(x) € A[x] tal que f(b) =0.
Si el polinomio es;

f(x):x”+an_1x"_1+ < tax+ag,

entonces b cumple la ecuacion polinomial,

b +a, b"'+ - - - +ab+a,=0.

n—1

El elemento b€ B es entonces una raiz de un polinomio cuyo coeficiente de mayor

grado es 1.
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Definicion 2.3.3: Una extension de anillos A < B es entera, si todo elemento de B es

entero sobre A.

Definicion 2.3.4: Sea A — B una extension de anillos.

A= {x € B | x es entero sobre A}.

El conjunto A es un subanillo de B que contiene solo los elementos de B enteros

sobre A, denominado clausura entera de A en B.

Observacion:

1. La definicion de A asegura que A, es entero sobre A y que contiene todos los
subanillos de B enteros sobre A.

2. Si Bes entero sobre A, entonces A =B.

Definicion 2.3.5: Sea A < B una extension de anillos. El anillo A es integramente

cerradoen B, si A=A.

La siguiente proposicion muestra que una simple induccion justifica que si se adjunta a
un anillo A un nimero finito de elementos enteros se obtiene un A-—modulo

finitamente generado.

- 141 -



Proposicion 2.3.6: Sea A — B una extension de anillos y x,,...,x, € B enteros sobre

A, entonces el anillo A[x1 s xn] esun A—modulo finitamente generado.

Demostracion:
Se demuestra el caso cuando n =1y la generalizacion se obtiene aplicando induccion.

Si n =1 el enunciado del teorema es el siguiente:

(xl € B es entero sobre A) = (A[xl] es un A—modulo finitamente generado)
Si x; € B es entero sobre A, entonces existe a,,a,, . . . ,a,; en A tal que,
f(xl)len +an_1x1"_l + - - - +ax +a,=0.
Todo elemento de A[xl] es de la forma g(xl) con g(x) € A[x].

Asi:

A[xl] :{g(xl)eB | g(x)eA[x] }
Sea g(xl)eA[xl].
(g(xl)eA[xl] ):> (EI un polinomio g(x)eA[x]).

Del algoritmo de la division,

- 142 -



Si f(x), g(x) € A[x] y f(x) # 0, entonces existen q(x), r(x) € A[x] tal que

g(x)=r(x) q(x) + r(x), donde grd(r(x)) < grd(f(x)).

Asi, en B se obtiene:

g(xl)zwq(x1)+r(x1):r(xl)

o .m ' m—1 ' ' !
=a,x" +a, 5"+ - - - +ax +a; donde a;€A.

Luego g(x;) es una combinacion lineal de {xlm,xlm_l, R | A}, por tanto A[x,]

estd generado como A-modulo por las potencias de x; de orden menor que el

grd(f(x)). m

Nota: Para el lector interesado con elementos que relacionan la dependencia entera y los

modulos finitamente generados, puede consultar [1]. Paginas 65-67. m

Proposicion 2.3.7: Sea A < B una extension de anillos. Si q es un ideal primo en B,

entonces qN A es un ideal primo de A.
Demostracion:

A continuacion se prueba que g A es ideal primo en A. Hagase S=A—(qnA).
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Observe los siguientes conjuntos.
S=A-(qnA)=An(qnA)
= Am(qE UAE)

=(Ach)u(AmAE)



Se demuestra que S es un sistema multiplicativo de A. Es decir:
() 1eS.
(2)Si x,y €S, entonces xy eS.
(1) Se supone que 1¢S.
1gS=A-q = 1€ A-S=q
= legq

= (=q, (—><—) (q es ideal primo en B). o leSs.

(2) Sean x,yeS=A—q.
X, yES=A-q = x,yeEA y X,V¢£(q
= xyeEA y xy¢q
= xyeA—q=S

= xyeS. SoxyeS.

Luego S es un sistema multiplicativo de A. De acuerdo con la proposicion 1.6.1,

gN A esunideal primoen A. m
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Definicion 2.3.8: Sea A — B una extension de anillos. El ideal p=gMA se llama

contraccion de q en A y se dice que q esta sobre p.

En general la union de ideales no es un ideal, pero se demuestra que para el caso de una
familia totalmente ordenada, la union satisface las condiciones de la definicion 1.1.9, de

ideal (Véase la proposicion siguiente).

Proposicion 2.3.9: Sea J un conjunto de ideales propios de A, ordenados por la

inclusion, si £ esuna cadena de J, es decir, una familia no vacia {%} A totalmente

ordenada. Se demuestra que la U a, , es un ideal propio en A.

AeA

Demostracion:

Notese que {ax} .. Do necesariamente debe ser numerable, pero ayuda a imaginara £

cOmo;

Sea g= U a,. Se verifica lo siguiente.
reA

1. Sean x,yeg.

x,yeg = 3 A,AeA t q. Xed; Yy yea, .
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Suponga que a, Sa -
a, S0, = X,yed,

= xtyeaq,, ( a, esidealen A)

= x+yeUx€Aak -8
SLX,yeg = xtyeg.
2. SeaxeA y yeg.
yeg = 3 AeA t q yeaq,

= yxeaq,, (a,esidealen A)

= yerXEAak:g.
Xeg yyeA = yxeg.

3. g es un ideal propioen A. En efecto si 1eg, entonces existe A€ A tal que

lea,. Pero esto no es posible por la eleccion de J.

Luego g verifica las condiciones de la definicioén de ideal, por tanto g es un ideal propio

en A.
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A continuacion se demuestra una propiedad que serd de mucha utilidad para el resto de

el capitulo.

Proposicion 2.3.10: Sea A un anillo, S un sistema multiplicativo en A, a un ideal de
A, tal que anS=. Entonces existe un ideal primo p de A, tal que acp,
pNS=C y p es maximal para la inclusion respecto a los ideales de A que cumplen

estas propiedades.

Demostracion: Se define la familia de ideales de A;

J={bcA| bNS=T y boa .
Este conjunto es no vacio, ya que a € J. Sea {f)}he3 una cadena de elementos en J, y

considérese el conjunto § = Ul‘). De la proposicion 2.3.9, § es un ideal en A con la
heJ

propiedad de que ac § y § S =. Entonces por el lema de Zorn J tiene elementos

maximales. Dado g e J maximal. Se demuestra que q es un ideal primo.

Para ello se verifica lo siguiente:

M g=®).

(2) Si x,ye A, tal que xyeq, entonces xeq 6 yeq.
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Demostracion (1):

Supoéngase que q = (1).

g=(1) = 3 xeq t.q x=1

= xe€q y xe8§, (IES)

= xeqnNS

= qnS=Q, (-«) (qeJ).

Demostracion (2):

Supdngase que existe a;, a, € A tal que a,,a, ¢q y a,a, €q. Considere los ideales

q+a; A, que satisfacen q & q+a; A parai=1,2.

Por la maximalidad de q,

q+a; Ag¢J parai=1,2.
Luego por la definicion de J,

(q+a, A)NS =D para i=1,2.
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Entonces existe x, y € A tal que,

x,ye(q+a;A)NS para i=1,2.

Por definicion de interseccion resulta:

x,ye(q+a;A) y x,yeS parai=1,2.

Por tanto existen m, eq y n, € A, para i =1, 2 tal que:

x=m +an Yy  y=my+a,n,

Haciendo el producto de estos elementos,

xy = (my +an)(m, +ayn,)

Distribuyendo por ser elementos de A,

xy = mym, +my (an, )+ an, (’"2 )+an, (“2”2 )

Asociando por ser elementos de A,

Xy =mm, +m; (a2n2 ) +an (m2 ) +nn, (alaz )
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Donde todos los sumandos de la derecha estan en g, por tanto xy € q. Luego por ser S

un sistema multiplicativo en A, se deduce que xyeS. De donde xyeqnS=Y
(—><—). Luego a,€q 6 a,eq. En consecuencia q es un ideal primo en A y es

maximal entre los que tienen interseccion vacia con S. m

Nota: Hasta este punto se han estudiado los elementos enteros sobre un anillo; para ir

mas lejos y obtener nuevas propiedades se definen los elementos enteros sobre un ideal.

Definicion 2.3.11: Sea A — B una extension entera de anillos y a un ideal de A. Un
elemento x € B es entero sobre el ideal q, si satisface una ecuacion de dependencia

entera sobre A:

X"+a, X"+ - - - +ax+a,=0, dondeq ea.

Definicion 2.3.12: Se denomina clausura entera en B de un ideal a de A, al

conjunto de todos los elementos de B enteros sobre a.

Definicion 2.3.13: Sea A — B una extension de anillos, a un ideal de A. Se representa
por aB, al ideal generado por a en B, que estd formado por las combinaciones

lineales finitas de elementos de a con coeficientes en B. Mas explicitamente:

aB:{xeB | x=2bjaj, donde b, eB y aq; ea}.

J=1
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Lema 2.3.14: Sea A — B una extension entera de anillos y a unideal de A. Si C es la
clausura entera de A en B, entonces la clausura entera de a en B es el radical de aC

en C.
Demostracion:
Denote por C' la clausura entera de a en B. Se demuestra que C’ :r(a C) en C.

Verifiquese lo siguiente:

() C'cr(aC).

2) Cor(aC).
Demostracion (1):

Sea xeC'. (x € C') = (x es un elemento entero sobre a).

Si x es entero sobre a, entonces existen a,, @, . . . ,a,, ena tal que

n n—1
X +a,;x + - - tax+a,=0.

Como a esideal en A, por tantox € C. Despejando x" de la expresion anterior

n—1
x"z—ZajxfeaC, cona; €a.
Jj=0
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De donde x € r(aC).
. C'cr(aC).
Demostracion (2):

Sea xer(aC).

xer(aC) = JneN talque x" €aC
t
= 3 a;ea y ¢;eC tal que x":Zajcj.
=

Cada a; €a, (IS jét) es entero sobre a y por tanto enteros sobre A. De la

proposicion 2.3.6, el anillo M = A[al s s an] es un A—modulo finitamente generado.

Denote por {ml, ce mk} al conjunto de generadores de M como A—modulo. Por

definicion de M y por la eleccion de x se tiene x" eaM.
x"eaM = x"m eaM vV o i=1,....,k

k
n _ L
:>Elaijea t. g xmi—Zaijmj Vi=1, ...,k
J=1
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= Zk:(x”@.j—aij)mj=0 Vi=1,

J=1

Escribiendo en forma matricial la expresion anterior

. L o
Ay X =0y Oy m,
n m 0
L %k %2 Xm0 JLTR LT
Sea
- _
X =0 Ay Oy
n_
Ay X =0y 227"
A=
n_
L On 7% X =0y |

Multiplicando por la adjunta de A se obtiene:
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Adj(A)| | = det(A)] | =

= det(A)m, +det(A)m,+. . . +det(A)m, =0

k
= > det(A)m; =0
i=1

= det(A)=0
= (x” —au)(x”—ocn) .. .(x" —akk)zo
= (x”)k+an_l(x”)k_l+ +a1(x”)+a0:0,

donde a;€a Vj=n-1,...,0

k-1
= x”k+an71xn( by +ax" +a,=0

= x es entero sobre a

= xeC'.

s r(aC)cC.
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Luego la clausura entera de a en B es r(aC).l

Observacion: Si q es un ideal primo en un anillo de extension B de A, entonces la

contraccion g A de g en A es un ideal primo de A. Véase proposicion 2.3.7.

El problema del reciproco es: Dado un ideal primo p de A, ;existe un ideal primo q de
B que este sobre p (esto es, qNA=p)?. Una solucion parcial a este problema esta

dada por el siguiente teorema de Cohen-Seidenberg.

Proposicion 2.3.15: Sea A < B una extension entera de anilloy pc A un ideal primo.

Existe un ideal primo q < B tal que gn A =p.

Demostracion:

Considere los siguientes conjuntos:
5= {q | g es u ideal primo en B} y J= {p| p es u ideal primo en A}.

Se define una aplicacion de § en J:

~

O:F — 3
g - ®(q)=qgnA.

En consecuencia de la proposicion 2.3.7, para todo qe§ se verifica que CD(q) =gNA

es un ideal primo en A. Luego la aplicacion @ es cerrada. Se demuestra que ® es

sobreyectiva.
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Sea p e J. Verifiquese que el ideal generado por p en B esta sobre . (p BN A= p).

Dado xe pBNA.

xepBNA = xepB y xeA

— xer(pB) y X€A, (Proposici()n 1.2.15,(i))

= x es entero sobre p, (Lema 2.3.14)

= 3 ap,a,...,a,,€p t.q xX"+a, X"+ - +ax+a,=0

= xep, (p €s primo en A)

= pBNnAchyH

De acuerdo con la proposicion 1.3.3, inciso (ii1), p < p B A.Habiendo probado ambos

contenidos se concluye que pBN A =p.
Considere el sistema multiplicativo en A y por tanto en B, definido como; S = A—p.

Se demuestra que el ideal generado por p en B no cortaa S. Es decir; pBNS = .
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Supongase que pBNS = .
pBNS#d = I xepBnS
= xepB y xeS

= xer(pB) y Xx€8, (Proposici()n 1.2.15 (i))

= X es entero sobre P, (Lema 2.3.14)

n n-1
= 3 aya,...,a,,€p t.q x +a,_x +- - -+ax+a,=0

= x" :Eai(—xi)ep, (xreScA)
i=0

= Xep y xes, (pesprimoen A)

= xepnNS=0, (—«).

Luego pBNS =. De acuerdo con la proposicion 2.3.10, existe un ideal primo q en B

tal que NS =Y y pB c q. Por definicion de S, q< p. Interceptando A, se obtiene;
gNACpPNACH.
De nuevo interceptando A en pB c g, resulta pPBNA cgnA.
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De la proposicién 1.3.3, inciso (iii),

pcpBNA.

De lo anterior:

pcpBNAcqgnAchH.

Por transitividad se deduce,

Por tanto, p=qN A =®(q). Lo que demuestra que @ es sobreyectiva. De donde si

p < A un ideal primo, entonces existe un ideal primo q< B talque gnA=p. m

Definicion 2.3.16: Sea A un anillo y {ao, Appevs@,, .. } un conjunto de ideales en

A. Una cadena ascendente de ideales es una expresion de la forma:

Teorema 2.3.17: (Teorema del ascenso). Sea A — B una extension entera de anillo y
p, < ... < p, una cadena finita ascendente de ideales primos de A y q, < ... —q,,

una cadena ascendente de ideales primos de B verificando q,NA=p,, para

1<i<m<n.
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R 1 = = P

©hedhs . - &y

Entonces la cadena q, < ... —q,, se puede extender aunacadena q, < ... —q, en

laque q;"NA=p,, I1<i<n

Demostracion:

Por induccion sobre m, n se reduce al caso m=1y n=2.

Proceso 1: Cuando m =1, n=2. El enunciado del teorema es:

Si p,, p, son ideales primos en A tal que p, = p,, q, unideal primo en B verificando

q, N A =p,, entonces existe un ideal primo q, en B tal que q, = q, y 9, "A=p,.

Se demuestra lo siguiente:

(1)  Existe un ideal primo q, en B tal que q, C q,.

(2) g, NA=p,.

Demostracion (1):

Como p, es primo en A, S=A-p, es un sistema multiplicativo en A. Por hipotesis

g NA=p cp,.
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Interceptando S se obtiene:
(q1 mA)mS =q,N(ANS)=gq,NScp,NS=0.

De donde se deduce que q, "S=J. En consecuencia de la proposicion 2.3.10, existe
un ideal primo q, en Btal que q, = q, y es maximal en el conjunto de todos los ideales

a en B que verifican q, ca y anS=4.
.. Existe un ideal primo q, en B tal que q, = q,.

Demostracion (2):

Ahora se verifica que g, esta sobre p,; es decir q, "A =p,.
De nuevo considérese la familia:

={acB|anS=0}
Por la maximalidad de q,; q, €I, entonces,

6,NS=q,N(A-p,)=0.

De donde, q, < p, . Intersectando A se obtiene:

GhLNACp,NACH,.
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Se deduce que q, N A < p,.

Para la otra inclusion, supongase q, N A # p,, (q2 NADD, )

GpNA=p, = pz—(qzmA);t@

= 4 uepz—(qzmA)

= uep, y ug(q,NA)

= uep, y {ueéq2 0 ueEA}

= {uep, y ued} 6 {uep, y ugA}

= uep, y ugd, (p,esidealen A).

De lo anterior u €q,, luego el ideal q, +(«) 2 q,. De donde por la maximalidad de q,,

q, +(u)el.

6G+@el = (4+@)NS=#D
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= 3 se (g, +@)NS
= seq+u) y seS
= 3 teq,, yeB t.q. s=t+uy.
Como A < B, es una extension entera de anillos, entonces y € B es entero sobre A, por

tanto existen a,,a, , . . ., a,, en A tal que

Vita, )"+ - +ay+ay=0.
Multiplicando por u” resulta,
(yu)” +a, u (yu)"_1 + o tau™! (yu)+agu"=0.

De la relacion s —¢ =uy se deduce,

n-1

(s=t)" +a,u(s=t)""+ - -+ +au"" (s—t)+agu"=0.

El teorema del binomio implica,

(i(’?jsn_i(—f)i}ran—l“(nz_l,(nfl]s("l)i (—t)’}+ " (s—1) +agu"=0.



Lo que equivale a,

i=1 \J =1\ !

; n (n i ; _ n-l1 n-1 (n—l)—i i n-1 n_
s"+ Z 8" (=) |+a,qul s +z s (=) |+ - +au™ (s—t)+amu"=0.
| ——

alt azt

Sustituyendo a;t, a,t y distribuyendo,

s"toyt+a, us" +a, uost+ - - - +ap"'s—au" 't +au"=0, con oy, a, €A.
Agrupando,
(S” ta, us"" + - - +au" s +au” ) + (alt +a, uont+ - - - alu”_lt) =0.
Haciendo v=s"+a, us""+ - - - +au""'s+auu". Despejando y factorizando resulta:
v= (—al —a, Ul — - - - +alu”_1)t.

Como te€q,, entonces veq,. Ademis q,cp,cA y [ VeEq,, por tanto
t,veq,NA cp,. Despejando s” de v, se tiene:

-1 -2 -1
s'lzv—alt—u(an_ls" - - —au" s —agu” ),
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donde todos los sumandos de la derecha estan en p,, por tanto s” €p,. Por ser p,

primo, s debe pertenecer a p,, (—)(—).l

Nota: La generalizacion de este teorema se obtiene aplicando reiteradamente el proceso

1,con (m=1yn=2). Observe las cadenas con m=1yn=k>2:

Pehicps;c. TP Sy

q;

f—j\%

gqNA=p.

Aplicando el proceso 1 a lo enmarcado, existe un ideal primo q, en B tal que q, =q, y

9 NA=p,.

PreipPachsic . . S Shgs

CIRSP)

T
gNA=p,.

Aplicando el proceso 1 a lo enmarcado, existe un ideal primo q, en B tal que q, —q;

y 43 NA=p;.

pcp, b PSP

4, <49, < |45

g3 NA=p;.
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Sucesivamente, existe un ideal primo q, , en B talque q, , < q,, ¥y 9, NA=p,_;.

Pehc. Sl S P S Py

IhSqg, < . - - S r S 9%y ’
—
Qe VA=,

Ahora se aplica el proceso 1 a lo enmarcado, entonces existe un ideal primo ¢, en B tal
que 4, Sz Y G NA=P;.
Ppehc .o SP SR

0SS - - - S5 S

Luego la cadena inferior se ha extendido al mismo numero de eslabones que la cadena

superior.m

Proposicion 2.3.18: (Teorema de incomparabilidad). Sea A — B una extension entera

y p un ideal primo en A. Si g, y q, son ideales primos en B tal que q, <q, y

ambos estan sobre p, entonces q, =4, .

Demostracion:

Si q, y q, estdn sobre p, entonces por la definicion 2.3.8, p=g, N"A =g, NA.
Supéngase q, G q, y sea ueq,—q, ComoA < B es una extension entera, entonces

u es entero sobre A.

- 166 -



Luego existen a,,a, , . . . , a,, en A tal que,
n—1

n —
u +a, u  + - - - +auta,=0.

Dado que ¢, y g, sonidealesen A,

u'+a, "'+ - - +au+a,=0 (modq, y modqg,). (1)

Tomando n como el menor de los posibles enteros verificando lo anterior. Por la

eleccion de u se tiene u € q,, de donde,

ay=0(mod g, ).

Entonces a,€q, y a, € A, portanto a, €q, "A =q, N"A c q,. Luego,

a, =0(mod q,).
La expresion en (1) se reduce a;

n-1

u"+a, u"+ - - - +au=0(modgq). (2)

Sacando como factor comtin, u en (2) se obtiene, un polinomio unitario con término

independiente no nulo; es decir;
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Como ¢, es unideal primo en B,

u=0(mod g,) 6 u"'+a, w7+ - - +a4,=0(modq,).

Por la minimalidad del » y por la eleccion de u,

1 2
ugq, y u' 4a, u" T+ - - - +a €4

Pero esto es una contradiccion dado que ¢, es un ideal primo en B. Por tanto lo

supuesto es falso. De ahi q, =q, =

Proposicion 2.3.19: Sea A — B una extension entera de anillos; g un ideal primo en B
y p=gN A. Son equivalentes los enunciados siguientes:
(i) g es maximal en B.

(il)) p es maximal en A.

Demostracion:

(i) = (ii).

Supoéngase q es maximal en B. Se demuestra que p es maximal.

(9 esprimoen B) = (p=gNA esprimoen A ), (Proposicion2.3.7)
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= (p=A)

= (3 un ideal maximal m ¢ A talque m D p), (Proposici()n 1.2.6)

= (EI un ideal primom & A talque moOpyqNnA= p), (Prop. 1.2.4)

= (EI un primo q'¢ B talque ¢ 2q y ¢ nA=m), (Prop 2.3.17)

= (q'=q), (q es maximalen B)

= (pzquzq’mAzm)

= ( p es maximal en A).

. p es maximalen A.
(i) = (i).
Supoéngase p es maximal en A. Se demuestra que q es maximal B.
(q es primo en B) = (q # B)

= (3 un ideal maximaln & B tal que noq ), (Proposici()n 1.2.6)

= (EI un ideal primo n & B tal que n Qq), (Proposici(')n 1.2.4)
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=

=

=

=

=

(1, =1 ¢n), (B esanillo de extension de A)
(p=dNnAcnnAGA)
(pcnnACA)
(p=nnA), (pesmaximalen A)
(p=nnA y p=gqnA)
(a=n), (Proposicién 2.3.18,(Teorema de incomparabilidad))

(q es maximal en B).

.. q es maximal en B.

Luego se concluye que q es maximal en B si y solosi p es maximalen A. m

Proposicion 2.3.20: Sea A — B una extension de dominios de integridad, siendo B

entero sobre A. Son equivalentes los siguientes enunciados:

(i) B esun cuerpo.

(i) A esun cuerpo.

Demostracion:
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(i) = (ii).

Supoéngase que B es un cuerpo. Se demuestra que todo elemento no nulo en A es una

unidad.

SeaxdeA tq a=#0.

aeA = aeB (AcB)

'eB t. g a-a'=1.

= da

Luego existe o' que esta contenido B. Se demuestra que o' € A.

Como o' € B es entero sobre A, entonces existen a,, a,, . . ., a, , en A tal que;

-1)" —1\"! -1
(a ) +an_1(a ) + - -+a1(a )+a0=0.
Reescribiendo exponentes en esta ecuacion se obtiene,

-n —n+l1 -1 _
o +a, o0+ - - - +ao +a,=0.

Multiplicado por a"™' € A, pues n>1,

a'+a, '+ - - +aa" +a0" =0.

Despejando o',
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-1 _ 0 n-2 n-1
(04 ——(an_la + - - +ala +ClOOC )

La parte de la derecha estd en A, pues es un subanillo de B, entonces a ' € A. Luego

todo elemento no nulo de A es una unidad.

A es un cuerpo.

(ii ) = (i ) Suponiendo que A es un cuerpo. Se demuestra que B, es un cuerpo.

SeabeB t.q. b=0.

Si b e B y es entero sobre A, entonces existe a,, 4, . ,a,,en A tal que

" +a, b+ - - - +ab+a,=0. (1)

Se supone que n es el menor de los enteros posibles verificando lo anterior; a, # 0.

Pues si a, =0 se tiene:

" +a, b" '+ - - - +ab=0.

Sacando como factor comlin, a b, se obtiene un polinomio unitario con término

independiente no nulo; es decir:

b(b"’1+an71b”’2+ . +a1)=0.

Como B, es un dominio,
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h=0 6 b +a, b+ - - - +a,=0.

La minimalidad de », implica que b =0, (—)(—) Asi a, #0. Ahora en (1) el término
independiente g, # 0.
Despejando:

" +a, b"'+ - - - +ab=—a,.

n—1

Sacando factor comin b,

b(b”_1 +a, b7+ +al) =—a,. (2)
Como —g, € A, entonces existe —a, "eA, talque (—aa 1)(—00) =1. (A esun cuerpo)
Multiplicando por —a, ' en (2):

b(b”71+an71b”72+ . -+a1)(—a61)=(—a0)(—a51):1.

Entonces b es una unidad en B. Luego todo elemento no nulo en B es unidad, lo que

demuestra que B es un cuerpo. m

2.4: Extensiones enteras en anillos de fracciones.
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Esta seccion se dedica a investigar el comportamiento de las extensiones enteras bajo las
operaciones de localizacion. Se definen dominios normales y se demuestra el teorema
del descenso, pero antes se introducen algunos elementos sobre extensiones de cuerpos

que seran de mucha utilidad.

Definicion 2.4.1: Sea kun cuerpo y F c k. Se dice que Fes un subcuerpo de k si F

es un cuerpo respecto a las operaciones (+) y (-) de k.

Definicion 2.4.2: Sea kun cuerpo y Fun subcuerpo de k. Entonces se dice que k es

una extension (o cuerpo de extension) de F.

Definicion 2.4.3: Sea K un cuerpo. Un elemento x €K, se dice que es algebraico

sobre un subcuerpo F, si existen elementos ¢, oy, . .., a, en F no todos cero, tal que

n n-1 _
o, x +a, x  + - - +oyx+a,=0.

Definicion 2.4.4: Un dominio A se llama normal 6 integramente cerrado, si es

integramente cerrado en su cuerpo de fracciones.

Definicion 2.4.5: Sea F c k una extension de cuerpos. Si 8 € k es algebraico sobre

F, entonces existe un polinomio ménico, irreducible f(x)eF|[x] tal que f(B8)=0y
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cualquier otro polinomio que tenga a B como raiz sera divisible por f (x) Este

polinomio se llama polinomio minimal de § sobre F.

Definicion 2.4.6: Dos nimeros algebraicos o y B se dicen conjugados, si tienen el

mismo polinomio minimal.

Proposicion 2.4.7 (Regla de Ruffini): Un elemento o € A es un cero de un polinomio

en A[x] siy solo si x—a divide a ese polinomio.

Si se supone que un polinomio ménico f (x) tiene n raices, entonces por la Regla de

Ruffini se descompone en factores lineales:

n—1

f(x)=x"+a, X"+ - dax+a,=(x-v)(x-v,) - - (x-v,).

Operando en el segundo miembro e igualando, se deduce que los coeficientes se pueden

expresar en términos de las raices con la formula:

donde 6, esunpolinomioen v, v,,...,v,. Porejemplo.

O =Vi+Vy+ -4V, Oy=VV,+VV3+ 4V, V., ..., O, =VV, -V,

Suponga que n =2, entonces el polinomio se reduce a f (x) =x’ +0¢lxl +a,.
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Descomponiendo en factores lineales,

o +ay =(x—v ) (x-v,).
Operando en la derecha,
2 1 - — 12
X rax +ay=(x—v)(x—v,)=x" +(—v, —v ) x +vp,.
Igualando coeficientes resulta,
o ==V,=V, Yy Oy=VV,.

Proposicion 2.4.8: Sea A — B una extension de dominios, con A normal. Si x € B es
entero sobre un ideal a — A. Entonces x es algebraico sobre el cuerpo de fracciones

k , y su polinomio minimal sobre k , es,

n n—1

t"+a, "+ - - - tat+a,, con al.er(a).
Demostracion:
Por hipotesis x es entero sobre a.

Si x € B es entero sobre a, entonces existe g(t) en A[x] tal que:

k k-1
g(x)=x"+aq_x""+ - - - +alx+a)=0, donde a;, q, . . . ,a, €a. (1)
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Como ac Ack,, de la definicion 2.4.3, x es algebraico sobre el cuerpo de

fracciones k .

Denote por C a la clausura entera de A en k, . En consecuencia de 2.3.14, la clausura
enterade a en k, es r(aC). Por hipotesis A es normal, de donde C= A. Por tanto

r(aC)=r(aA)cr(a).

De acuerdo con la definicion 2.4.5, si x es algebraico sobre k, , entonces existe un
polinomio f(¢t)=¢"+b,,t""'+ - - - +bht+bh, minimo de x sobre k,, tal que

f (x) =0. Se demuestra que los coeficientes de f (t) estan contenidos en r(a).

Sea L un cuerpo de extension de k, ,que contenga todos los conjugados x,, ... .x,
de x. En consecuencia de la definicion 2.4.6, cada x, coni=1, ... ,n satisface el mismo
polinomio minimal de x sobre k, , es decir f (xi) =0 paratodo i=1,... .

Por la Regla de Ruffini,

Donde 6, es un polinomio en x,x,,...,x,. De (1), x es raiz de g(t), por la

minimalidad de f'() existe A(¢) tal que g(¢)=f(¢)h(r), donde h(r) ek, [x].
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Evaluando g(t), en los x;,i=1,...,n:

g(x)= fa)h(x)=0.

g(xz)zwh(xz)zo.

g(xn)zwh(xn):o.

De lo anterior cada x; verifica la misma ecuacion de dependencia entera que x por

tanto x;, es entera sobre a paratodoi=1,...,n. De donde x, € r(aC) c r(a) y como
los bi’ j=1,...,n—1, son polinomios en x;, se deduce que bj € r(a). [
Definicion 2.4.9: Sea A un anillo y {ao, Opyeves @, .. }un conjunto de ideales en

A . Una cadena descendente de ideales es una expresion de la forma

Proposicion 2.4.10: (Teorema del descenso). Sea A < B una extension entera de
dominios con A normal. Sean p, o- - -Dp, una cadena finita descendente de ideales

primos de A y ¢,D2-:-Dq, una cadena de ideales primos en B verificando

m

q,NA=p, para 1<i<m<n.
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0 29,2 -+ 29,
Entonces la cadena ¢q,2q,> ... 2q, se puede extender a una cadena
q9,29,>2 ... 2q, verificando q,"A=p,, 1<i<n.

Demostracion:

Por induccion se reduce al caso m =1, n=2. Dado que la generalizacion se obtiene de

manera analoga como en el teorema del ascenso aplicando reiteradamente este caso.

Cuando m =1, n=2. El enunciado del teorema es el siguiente:

**Si p,, p, son ideales primos en A tal que p, op,, ¢, un ideal primo en B
verificando q, "A =p,, entonces existe un ideal primo gq, en B tal que q,2q, y

qy NA=p,. **

Definanse los conjuntos S, =A-p, y S, =B-g,. De la proposicién 1.6.1, S, y S,

son sistemas multiplicativos en A y B, respectivamente.
Considere:
S=S,S,={abeB | acS, y beS, }.

Se demuestra que S es un sistema multiplicativo en B.
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Para ello se verifica lo siguiente:

(1) 1eS8.

(2) Si x,yeS, entonces xyeS.
Demostracion (1):

S, y S, sonsitemas multiplicativos = 1, €S, y 1z€8,

= 1 €S, (B esunanillo de extension de A).

. 1e8.

Demostracion (2):
Sean x,yeS.
x,yeS = 3 a,beS, ya,beS, t.q x= ab y y=a,b,
= xy =(a1b1)(a2b2) =(a1a2)(b1b2), donde aq, €8, y bb, €8S,
= xyeSs.
.. Si x,yeS, entonces xy eS.

Luego S es un sistema multiplicativo en B, que verifica S;US, < S. Se demuestra que

el ideal generado por p, en B nocortaa S. Es decir, p, BNS =O.
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Supoéngase p, BNS = .
p,BNS#8 = 3 xep,BNS

= xep,B y xeS§
= xer(sz) y xeS, (Proposicion 1.3.3 (i) ).

Se tiene que p, es unideal en A, entonces por el lema 2.3.14, la clausura entera de p,

en B es r(p2B). Como xer(sz), entonces x es entero sobre p,. Luego por la

proposicion 2.4.8, x es algebraico sobre el cuerpo de fracciones k, y su polinomio

minimal sobre k, es;

" +a, 7 dattag;
con a; € r(pz) =p, paratodo j=0,...,n—1. Evaluando el polinomio anterior en x
y por ser entero sobre p,,
x'+a_ X'+ - +ax+a,=0. (1)

Se tiene que x €S.

xeS = 3 s5€8, y s,€8, t.q x=55,
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r r-1
x" a._x ax a
_r +% 4+ - - -+ ;r +Lr = 0.
S S St S
Reescribiendo exponente;
r r-1
X a_ |l x a X
— | + r—1 - + . + r171 -
S S S S1 S
: X ., .
Sustituyendo s, =—, en la expresion anterior,
S
a._ _ a
B B i e P
r—1 r
1 S S
. a .
Hﬁmaﬂoxg=—;;cm1z=r—L.”,O.Ramhw
51
Pty sy s, 4y, =0
Sy TVL18) ViSy TV = V.
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: a; .
Paratodo i=r—1,...,0 setiene que v, = —-. Despejando se deduce:

r=i’

1

r—i

visi ' =a;ep,, (0<i<r-1). (3)

vsiep, = wvep, 6 s 'ep, paratodo 0<i<r-I, (pz es primo en A)

= v,ep,cp, paratodo 0<i<r-I, (Slépz)

= 5 :—vr_ls;‘l — s =YS, — VY, ( Despejando en (2))

= s;€Bp =B(q,nA)cq,, (Proposicion 1.3.3 (iv))
= s,eq, (o).
Luego p, BnS=0.

De la proposicion 2.3.10, si p, BnS =(J, entonces existe un ideal primo ¢, en B tal

que q,"S=J y p,Bcq,. Porlaeleccionde S, q, NS, = y q,nS, =4.
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Si q, NS, =, y por la definicién de S,, g, < q,. De manera andloga si q, NS, =,

entonces ¢, C p,. Interceptando A, resulta:

BHLNACh, NACH,.

De nuevo interceptando A, en p, Bcq,.

p, BNAcqg,nA.

De la proposicion 1.3.3, inciso (iii):

p, cp, BNA.

De lo anterior,

p,cp, BNAcCq, NACH,.

Por transitividad,

p,cd,NACH,.

Por tanto, p, =q, " A. Lo que demuestra el teorema. m

Las proposiciones de las paginas 185-192, muestran el comportamiento de las

extensiones enteras bajo las operaciones de localizacion.
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Proposicion 2.4.11: Sea A c B una extensiéon entera de anillos y S un sistema

multiplicativo en A, entonces S™' A — S™' B es una extension entera.

Demostracion:

Se demuestra lo siguiente:

(1)  ST'AcS'B esuna extension de anillos.

(2) S7'B esentero sobre ST A.

Demostracion (1):

Se inyecta S™' A en S™'B haciendo corresponder al elemento € de S'A enel
s

mismo elemento de S™' B, es decir:

La aplicacién : es inyectiva y se considera S™' A incluido en S™' B via esta aplicacion.

.. STAcS'B es una extension de anillos.
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Demostracion (2):

Sea é eS'B (b eB, se S) (b € B = b es un elemento entero sobre A).
s

Si b e B es entero sobre A, entonces existen a,, a;, . . . ,a, , en A tal que:
b"+a, b+ - - - +ab+a,=0.
Si Bun anilloy S un sistema multiplicativo de A, entonces 0B y s" €S. Asien S™'B:

n n—1
b"+a, b+ - - - +a1b+a0:9

s" 1

.1 ., . .
Sacando factor comin — en la expresion anterior, se obtiene:

1\(b"+a, 0"+ - - +ab+a,)| O
5" 1 1

Por definicion de suma en anillos de fracciones,

i ﬁ-’_an;bn_l-’_ o . . +ib+& :9'
s")U1 1 1 1 1

Distribuyendo % y asociando,
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Todo elemento de S™'B es una solucién de una ecuaciéon polinomial unitaria con

coeficientes en S™' A, entonces S™' B es entero sobre S' A

. STTA cS7'B es una extension entera.m

Proposicion 2.4.12: Cada anillo de fracciones de un dominio normal es un dominio

normal.

Demostracion: Sea A un dominio normal y S un sistema multiplicativo en A. Se

demuestra que S™' A es un dominio.

Seag,éeS’lA t. q ﬁé:g-
st st 1
%? 2% = (ab, st) = (0, l)

= 3 heS t q h((ab)-1-0-(s1))=0
= h(ab)zO

= h=0 6 a=0 6 b=0

k=
~ |
— | o

. S™' A es un dominio.
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Se denota por k, y kg, al cuerpo de fracciones de A 'y S™' A respectivamente. Sea

C laclausura enterade A en k, y C’ laclausura entera de S'A en Kgi -

Por hipotesis A es un dominio normal, entonces C= A en k, . Se prueba que ST'A es

dominio normal; es decir que C'=S™" A.
Se verifican los siguientes contenidos:

() CcSTA.

2) C>oS'A.
Demostracion (1):

Sea xeC’, (xeC" = esun elemento entero sobre S™' A.)

) _ . a, a a, _
Si x es entero sobre S A, entonces existen —~, —-, . . ., L en ST A talque
L 4 L
a _ a a
x”+[ﬂjx” TR +(—1jx+(—°J=O.

b 4 Ly

Haciendo ¢ =t¢y,- - -t, ;. Multiplicando por ¢ para quitar denominadores,

lxn +(t0t1 R 'tn_zan_l)xn_l + "'+(t0t2 c 'ln_lal)x+(t1t2 < 'tn_lao) - O.
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Multiplicando por "',

-1

t’“(tx")+t”*1 (toty + tyaly ) X" "ty - -t x+ " (1t - o, 4a,) =0.

Asociando:
()" +(toty - - -tnfzanfl)(tx)n71+~~~+(t”_2tot2~ : ~tn71al)(tx)+(tlt2~ : ~tn71a0t”_1):0.

Luego xt es entero sobre A es decir xt € C= A, entonces:

Demostracion (2):

Se tiene que S™' A es entero sobre si mismo. De donde por la definicion 2.3.4,

observacién (1), S A< C’,entonces S A=C".

. S7" A en un dominio normal. m

La siguiente proposicion trata la clausura entera en anillos de fracciones.
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Proposicion 2.4.13: Sea A < B una extension de anillos, C la clausura entera de A en
B. Sea S un sistema multiplicativo de A, entonces S™'C es la clausura entera de

S™'A en S7'B.
Demostracion:
Denote por C” a la clausura enterade S™' A en ™' B. Se demuestraque S™'C=C".

Verifique lo siguiente:

(1) ccs'c.

2 cos'c.

Demostracion (1):

b , b _
Sea —eC’, ( —€C’ = — esun elemento entero sobre S™' A).
s s s

Sib

— es entero sobre S7'A,entonces existen @, en A y f, en S para todo
s

i=1...,n—1 tal que

G LM

Sea t =tyt,- - -t, ;. Multiplicando por (St)” la ecuacion anterior se obtiene:
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Asociando b,

R e LR Y (R EA

n—1

Eliminando denominadores,

(bt)”+(St0~-tn72an71)(bt)”_l+ Ce Jr(stotlmt,H)”_2 (sty-t,4a,)(bt)
+(stoty -1, )”_1 (st,-+t,1a,)=0.

Luego th, es solucion de una ecuacion polinomial unitaria con coeficientes en A. Asi

tb es entero sobre A.

(tb es entero sobre A) = (tb € C)

SCPCRERD



Demostracion (2):

Se consideran las cadenas de extensiones de anillos:

AcCcB y S'TAcS'CcS'B.

Como A c C es una extensién entera y por la proposicién 2.4.11, ST A<= S C esuna

extension entera, esto demuestra que s'ccc.

-~ Stcec.

Se ha demostrado que cada conjunto es subconjunto del otro, entonces C'=S'C. m
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CAPITULO III: ANILLOS DE CADENAS.

Este capitulo tiene como propositos principales el estudio de anillos que satisfacen la

condicion de cadena ascendente (Noetherianos) y descendente (Artinianos) en ideales.
3.1: Anillos Noetherianos: Primeras propiedades de finitud.

Se inicia introduciendo el concepto de dimension de Krull de un anillo, estando
especialmente interesados en aquellos anillos que tienen una dimension de Krull igual a
cero. Luego se define la estructura de los anillos noetherianos y algunas de sus

propiedades.

Definicion 3.1.1: Sea A # 0 un anillo. Dada una cadena finita de ideales primos:

PoGEP G - - - &p,, (inclusiones en sentido estricto).

La longitud de la cadena es n (el nimero de eslabones). Se define la dimension de A

como el supremo de las longitudes de todas las cadenas de ideales primos de A. Se

denota por dim ( A) .

Definicion 3.1.2: Si p es un ideal primo de A, se define la altura de p como el

supremo de las longitudes de las cadenas de ideales primos del siguiente tipo:

Poehi & - - &p,=n

La altura del ideal p se representa por ht(p).
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Como consecuencia,
dim(A) = Sup{ht(p) ¢ pesunideal primo en A }

Observacion:

1. Sea A un anillo. Si dim(A) =0, entonces los ideales primos son maximales.

2. Si A es un dominio con dim(A) =0, resulta que 0 es un ideal maximal, luego

los dominios de dimension 0 son los cuerpos.

Proposicion 3.1.3: Para cada anillo A, se verifica:

(i) ht(p)= dim(Ap) donde p es un ideal primo de A.

(i1) dim(A) = sup{dim(Ap) | p esun ideal primo de A}.

Demostracion (i):

Dado p un ideal primo de A. Se supone que ht(p) =k conkeN.

Si ht(p) =k, entonces existen {po, Pl pk} ideales primos en A tal que:

PoePi & - e &P =0

-194 -



En consecuencia del corolario 1.7.5,
STpe e8P G - &SR &S p =Sy,

es una cadena estricta de ideales primos en A . Se demuestra que ht(S_lp)=k.

P

Supoéngase que existe una cadena de ideales primos en A, , con mas ideales que la

p)

cadena anterior. Por la proposicion 1.7.1,

STpyESTI G - ESTI, &S, =S,
con p’; ideales en A, para todo j=1,. ..,h y h2k. De acuerdo con el corolario
1.7.5:
Po&Pi & - - &Py &P, =p donde h>k.

Es una cadena estricta de ideales primos en A. Lo que contradice que la ht(p) =k. De

donde ht(s—1 p) = k.
Por la definicién 3.1.2, dim(A, ) =k.

. ht(p)=dim(A,).
Demostracién (ii):
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Sea p un ideal primo en A.
Del inciso (i),
ht(p) = dim(A, ).
En consecuencia de la definicion, 3.1.2:
dim(A) = Sup{ht(p) ¢ pesunideal primo en A }
Sustituyendo lo anterior,
dim(A)= Sup{dirn(Ap) : pesunideal primoen A } n

Definicion 3.1.4: Un anillo A verifica la condicion maximal, si toda familia no vacia

de ideales, ordenadas por la inclusion, tiene elemento maximal.

Definicion 3.1.5: Un anillo A, se dice que es noetheriano si verifica la condicion de

cadena ascendente en ideales. Més explicitamente: Para toda cadena ascendente de

ideales en A,

¢, ca,c - - - Cca,ca, ,; c -

Existe meN talque a,=qa,, =a,,= - - -

m+ m+2

El siguiente resultado muestra la equivalencia de las definiciones 3.1.4 y 3.1.5.
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Teorema 3.1.6: Sea A un anillo. Los siguientes enunciados son equivalentes:

(1) A esnoetheriano.
(i1)) Todo familia no vacia de ideales en A tiene un elemento maximal.

(iii)) Todo ideal de A es finitamente generado.
Demostracion:
(i)=(ii)-

Se demuestra que si A es noetheriano, entonces toda familia no vacia de ideales en A

tiene elemento maximal.

Dada I' una familia de ideales en A tal que I' # . Sé supone que I' no tiene elemento

maximal.

Sea a, el

I' no tiene elemento maximal, entonces existe un ideal a, e I" tal que,

a, &a,.

Puesto que a, no es maximal, existe un ideal a, €' tal que,

a; Ga,G&a;.
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Sucesivamente para cada indice j se tiene que a; no es maximal, entonces existe

a,, €l talque:

apGa,Gay - - GaGay &

Luego se ha construido una cadena ascendente de ideales en A,que no es estacionaria,

lo que contradice la hipotesis.
.. T tiene elemento maximal.
(ii) = (iii).

(Toda familia no vacia de ideales en A tiene un elemento maximal) = (Todo ideal en

A es finitamente generado).

Sea b un ideal y se considera la familia de ideales en A definida como sigue:
I'={a'c A| a' esun ideal finitamente generado, tal que a’ < b}.

Como 0el setiene I' # J, por hipotesis I tiene elemento maximal. Sea a maximal.

Se supone que a &G b y sea {xl R } un conjunto de generadores de a. Entonces:

a=(x.....5,).
Si a & b, entonces existe x € A, tal que xeb—a.
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Considere el ideal b'= (xl ey xn>+xA, el cual es un ideal finitamente generado que

contiene a a estrictamente, por tanto
agb':<x1 e x”>+xAgb.

Lo cual contradice la maximalidad de a. Luego a =b y es finitamente generado.

.. Todo ideal en A es finitamente generado.
(iit) = (i).
(Todo ideal en A es finitamente generado) = (A es noetheriano).

Sea a,ca,c ... ca,< ... una cadena ascendente de ideales en A. Considere el

conjunto,

De acuerdo con la proposicion 2.3.9, a es un ideal de A; por tanto ha de ser de

generacion finita. Sea {xl, ce xs} un conjunto de generadores de a, es decir;
a=(x,...,x)
Para cada x; 1<k <s,existe 7, €N tal que x; €a,. Sea n =max{n1, Nyy ooy ns};

como los a, forman una cadena ascendente de ideales, entonces los x, €a, paratodo
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1<k <s.De donde:

0
(x,....x)=aca,ca,,ca,,c ... clJ a =a

Luego todas las inclusiones son iguales y la cadena ascendente se estaciona. Por tanto A

es un anillo noetheriano. m

Proposicion 3.1.7: Sea A un anillo noetheriano, a un ideal de A. Entonces A/a es un

anillo noetheriano.

Demostracion:

Dada @,ca,c ... ca,ca,,, C ... una cadena ascendente de ideales en Ala.

Considérese m: A — A/a a—a el homomorfismo de paso al cociente y la

correspondencia biunivoca dada en la proposicion 1.1.14:

{Ideales de A que

_ } <> { Ideales de A/a |.
contienen a a

Observe el diagrama siguiente:

K=
IN
K3
IN
IN
|
IN
IN

n+l

N

_Q
N
NSD
N
N
a
N
a
N

n+l
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La fila inferior es una cadena ascendente de ideales en A la cual se estaciona, entonces
la cadena superior también se estaciona. Luego por la definicion 3.1.5, A/a es un anillo

noetheriano. m

Corolario 3.1.8: Sea A un anillo noetheriano, f:A — B un homomorfismo

sobreyectivo de anillos, entonces B es noetheriano.

Demostracion:

De la proposicion 1.1.13, existe un isomorfismo de anillos de A/ ker( f ) en Im( f ) es

decir:
A/ker(f)=Im(f)=B.

En consecuencia de la proposicion 3.1.7, A/ ker( f ) es un anillo noetheriano, entonces

B es un anillo de noetheriano.m

Proposicion 3.1.9: Si A es un anillo noetheriano y S un sistema multiplicativo de A,

entonces S~ A es noetheriano.

Demostracion:

Sea b unideal en S™' A. Se demuestra que b es finitamente generado.
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De la proposicion 1.7.1, si b esunideal en S™' A, entonces existe un ideal a en A,

tal que:

S'ta=b.

Todo ideal en A es finitamente generado. Sea {xl e xn} un conjunto finito de

il

1

xn

generadores de a. Por la proposicion 1.6.7, { ey T} es un conjunto finito de

generadores de S™'a. Asi todo ideal en S™' A es finito generado, entonces S™' A es

noetheriano de acuerdo con 3.1.6.m

Corolario 3.1.10: Si A es un anillo noetheriano y p un ideal primo de A, entonces A

es noetheriano.
Demostracion:

De la proposicion 1.6.1, si p es un ideal primo de A, entonces S = A—p es un sistema

multiplicativo en A. Luego por el teorema anterior A, es noetheriano.m

El teorema de Hilbert que se estudiara a continuacion es sin duda uno de los teoremas
muy importantes del algebra conmutativa. El teorema de la base de Hilbert se puede

considerar como una forma de construir anillos noetherianos.

Proposicion 3.1.11 (Teorema de la base de Hilbert): Si A es un anillo noetheriano,

entonces el anillo de polinomios A[x] es un anillo noetheriano.
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Demostracion:

De acuerdo con la proposicion 3.1.6, s6lo es necesario mostrar que todo ideal J de

A[x] es finitamente generado. La prueba se divide en dos pasos:

Paso 1:

Considere el conjunto:
I, = {a €A | a=0 6 a eselcoeficiente principal de un polinomio ' € J de grado n }
Se demuestra que I, es unideal en A. Para ello se verifica lo siguiente:

(1) Sia,bel ,entoncesa+bel,.

(2) Siael,,entoncesabel, paratodobeA.
Demostracion (1):

Sean a, bel,. Se tienen los siguientes casos:

Caso1:Sia=0 6 b=0.
a=006 b=0 = a+b=0+b=bel, 6 a+b=a+0=aecl,.
Caso2:Sia=0y b#0.
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Si a#0y b#0, entonces a es el coeficiente principal de feJ y b es el coeficiente

principal de g € J, donde grd(f) = grd(g) =n. Como J es un ideal en A[x], entonces

f+ged talque grd(f+g)£n. Por tanto,

grd(f+g)=n = a+b+#0

= a+b es el coeficiente principal de f + g

= a+bel,.

grd(f+g)<n = a+b=0€el,.

En cualquiera de los casos se obtiene a+bel, .

~.Sia,bel,,entoncesa+bel, .

Demostracion (2):
Sea ae Ay bel, . Denuevo se tienen los casos siguientes:

Casol: a=0 6 b=0.

a=006b=0 = ab=0€el,.

Caso2: a#0 y b#0.
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b#0 = b es el coeficiente principal de f € J tal que grd( /) =n
= af €J, donde grd(af)=n (a+0)
= ab es el coeficiente principal de af € J
= abel,.
Luego en cualquiera de los casos abel, .
o I esunidealen A.

Si a es un elemento no nulo de I, y f es un polinomio en A[x] tal que feJ de

grado n con coeficiente principal a, entonces a es también coeficiente principal de xf’

que es un polinomio que pertenece a J de grado n+1. Se tiene una cadena ascendente

de ideales en A.

I,clc - clI cl

Como A es un anillo noetheriano, existe teN tal que I, =1, V n>#, mas atn por la

proposiciéon 3.1.6, cada I, es finitamente generado. Sea {anl,anz,...,anin} un

conjunto finito de generadores de I, es decir; I, = <a a, ,...,a, >
In

n> “n,>
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De la definicion de I, para cada a, €I,, donde 0<n<¢, 1<;<i; existe un

polinomio fn/_ € J de grado n con coeficiente principal a, .

Paso 2:

Se demuestra que el ideal J de A[x] esta generado por el conjunto finito de

polinomios:
X:{fn_ ed |0<n<t, 1<j<i, }

Sea f e(X).

(fe(X) = {fzihjfn/, donde 0<n<t y hjeA[x]J.

J=1

(fn/ el vy hjeA[x]) = (hjfn/ elJ para 0<n<t, ISjSin),(J es ideal en A [x])

= [fzihjfnfeJ], (J es ideal en A[x])
Jj=1 ’

= (feJ). L (X)ed.
Para la otra inclusion se sigue por induccién sobre 7.

=  Suponga n=0.
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Si n=0, seobservaque f, =a, el c Ac Afx] paratodo 0< ;<. Sea geJ un

polinomio de grd(g)=0. Si grd(g)=0, entonces g=h,€A. De donde gel, vy
por tanto; g es una combinacion lineal de los f, . Luego los polinomios de grado cero

en J estan contenidos en (X).

= (Hipotesis inductiva). Suponga que el resultado se verifica para n—1. Es decir, se

asume (X) contiene todos los polinomios de J de grado menor o igual que n—1.

*=  Se demuestra que (X) contiene los polinomios de J con grado n.

Sea gedJ con grd(g)zn y coeficiente principal r#0€ A. Se consideran los

siguientes casos:

Caso I: Cuando n <1.

Si n<t, entonces rel, . Luegosi rel, , existen k,k,, ..., kl.n en A tal que
r=a, ki+a, ky+ - - - +ani,,kin'
Entonces el polinomio.
ill
h=2 k[, =kf, thkf, + - +k, 1,
j=1
:kl(anlxn+ . .)+k2(anzxn+ .. .)+ Coe +kin(an,»nxn+ . )
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_ n
—(klanl+a”2k2+ SR +an[nkl.n)x + -

=rx + - -

Por definicion de /4 se tiene que 4 € (X) con coeficiente principal r y grd(h) =n. En

consecuencia:

g_h:g_ikjfn,=(rxn+dn_1xn_l+ - ')—(I”xn+ln_1xn_l+ R )
J=1 '

Donde grd( g- h) <n-1. Por hipoétesis inductiva g—h e (X), pero he(X) por tanto

g e (X).
Caso II: Cuando n>1¢.

Si n>t entonces r€l, =1,. Luego existen k,k,, ...,k en A tal que:
r=a,k+a k,+ - - - +ak
Considere el polinomio, construido de la marera siguiente,

il
h= ijxnflfz, :klefr, +k2xnitftz T +kl;xnitffi,'
j=1

- 208 -



=k1x"7t(atlxt+ . -~)+k2x"7’(at2x’+ ‘- ~)+ e +k.x"7t(al‘ x4 )

i S
:(atklx”+ x ')+(at kyx" + - ')+ e +(at k x"+-- )
1 2 it

_ n
—(klatl +kzatz + .- +a,[lki/)x + .-
=rx"+---

Luego % € (X) con coeficiente principal r y grd(h) =n. En consecuencia:

g—h= g—iij"tft/ z(rx" +ux" -)—(rx” +x" 4 )
j=1

Donde grd( g- h) <n-1. Por hipoétesis inductiva, g—#h e (X), pero & e(X), por tanto

g €(X). Luego la induccion esta completa. Por tanto J < (X)), asi J =(X).m

Observacion:

El reciproco del teorema de la base de Hilbert es una consecuencia inmediata del
corolario 3.1.8, considerando el homomorfismo sobreyectivo del anillo de polinomios

A[x] hacia el anillo A.
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La siguiente propiedad es la generalizacion del teorema de la base de Hilbert a un anillo

de polinomios A[xl, cee xn] de varias indeterminadas.

Corolario 3.1.12: Si A es un anillo noetheriano, entonces el anillo de polinomios

A[xl, ce xn] es noetheriano.

Demostracion:

Por induccién sobre n.
Sin=1.

(A es un anillo noetheriano) => (A[x] es un anillo noetheriano), (Propo. 3.1.11).

Si n>1. Sea A, =A[x1, o .,xnfl] y se supone que la condicién se cumple, es

decir, A es un anillo noetheriano, entonces A, _; es un anillo noetheriano.

(A esunanillo noetheriano) = (A,_; es un anillo noetheriano)

= (A, [x,] esunanillo noetheriano), (Prop 3.1.11)

= (A[x. . .. .x,] esunanillo noetheriano).

. Si A es noetheriano, entonces A[xl, ce xn] es noetheriano.
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Teorema 3.1.13: (Teorema de Cohen). Sea A un anillo, son equivalentes los

siguientes enunciados:

(i) A esun anillo noetheriano.

(i1))  Todos los ideales primos de A son finitamente generados.

Demostracion:

()= (ii).

De la proposicion 3.1.6, si A es un anillo noetheriano, entonces todo ideal de A es

finitamente generado; en particular los ideales primos.

(i) = (i).

Haciendo, I' = {a C A| a no esun ideal finitamente generado}.

Suponga I' #J, aplicando el lema de Zorn (Proposicion 1.1.19), existen en T
elementos maximales. Sea a e I" un elemento maximal. Como a €', entonces a no es

primo, luego existen a, be A talque abeay aga, bea.

Considere el ideal a+a A, donde a+a A 2 a, pues en caso contrario si a+a A =a, se
tendria que a €a contradiciendo que a no es primo. Luego a+aA ¢I’, por tanto es

finitamente generado.
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Si a+aA es finitamente generado, entonces existen x;,x, ,..., X, ena+aA tal que:

a+aA:Z[:Axi .

i=1

Sea kea+aA.Si kea+aA, entonces existe a, € A tal que;

k=xo+x0,+ - - - +xa,
=(a,+ah)a, +(a, +ahy)o, + - - - +(a,+ah)a,, con a;eay h,eA
=ao, +a(ha))+ao, +a(ha,)+ - - - +taao,+a(ha,)
=aQ,+a,o,+ - - - tao,+az, con zeA.
Luego {al, a,..., a, a} es un sistema finito de generadores de a+a A.Se considera

el ideal (a: a). De acuerdo con la proposicion 1.1.11 (1), a < (a: a). Ademas:

abea y bga = be(a:a) y bea

= aG(a:a)

= (a:a)el

= (a: a) es finitamente generado.
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Si (a : a) es finitamente generado, entonces existen b, , b, ,..., b, en (a: a) tal que:

Dado yea. Si yea, entonces yea+aA, luego existe una expresion de la forma:
y=an+ay,+ - - - +ar, +ar, donde 7,7, ,...,5,reA.
Despejando ar se obtiene:
ar=y—aj —a,t,— - - - —ar, donde r,r,,...,7,r€A.

Todos los sumandos de la derecha estan en a, asi ar €a, entonces r € (a: a) y por ser

finitamente generado existen s, s, ,...,s, en A tal que:

r=bs +bys,+ - - - +b,s,.
Uniendo todo resulta:
y=an+anr+ - - - +ar +a(b1sl +bysy, + - - - +bmsm).
Distribuyendo por ser elementos del anillo A,
y=apita,+ - - - tan +abs +abys,+ - - - tab,s,,.
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Por tanto {al ,Qy 5..., a, ,ab,ab, ..., abm} es un sistema de generadores de a, lo

que es una contradiccion. Resulta entonces que I' =, luego todo ideal en A es

finitamente generado, en consecuencia de la proposicion 3.1.6, A es un anillo

noetheriano.m

Nota: Si A es un anillo noetheriano, entonces A[[x]] es noetheriano (Donde A[[x]] es el

o0
anillo de las series formales de potencias f =Zaix’ con coeficientes en A). La
i=0

demostracion se ve a continuacion y es una consecuencia del teorema de Cohen.

Proposicion 3.1.14: Sea A un anillo noetheriano, x una indeterminada, entonces el

anillo de series formales de potencias de A[[x]] es noetheriano.

Demostracion: Sea p[[x]];to un ideal primo en A[[x]]. Se considera la aplicacion
definida por:
§:Afx]—A

iijj —>5£iij-jJ=so.
=0 =0
Si p[[x]] es un ideal en A[[x]], entonces por la proposicion 1.3.6, 5(p[[x]]) es un ideal

de A ypor tanto es finitamente generado. Luego existen a,,a, ,...,a, end (p[[x]])

tal que, 5(p[[x]]) = Zt:Aaj.
=
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De forma mas explicita, 6(p[[x]]) es el conjunto de todos los elementos de a € A tal

que a es el termino independiente de alguna serie en p[[x]] .

Suponga que o (p[[x]]) = {0} Sea G e p[[x]].

Si Gep[[x]], entonces existen b/ ,..., b, b,,,,...en A tal que:

1

7 r.2 r k ' k+
G=bx + byx"+- - -+ x" +b x"" + - - -

En consecuencia,

g 0! r k-1 ' k
G—(b1+b2x SRS o/ S FE A )x.

eAIIx]]

De donde G € (x). Luego p[[x]] C (x). Reciprocamente sea 0 # G’ una serie no nula de

p[[x]] y sea b’ el primer coeficiente no nulo de G'. Entonces:
G =x* (b,'c’+b,'€’+lx1 + - ) € p[[x]].
Como p[[x]] es un ideal primo en A[[x]],

xkep[[x]] 0 bl +b/ x+ - - - ep[x].
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Supongase que by +b,x" + - - - ep[x].

bleblox - eplx] = S(beblx+ - )es(p[x])={0}
= b5 (p[x])={0}
= b/=0, (<)

Por tanto, x € p[[x] y de esta forma p[[x]=(x).

Suponga que & (p[x]) = {0}.

Sean h(l),h(z) Ve ,h(t) en p[x] tal que cada h(j)zaj+hljx+}5jx2+ ceey

5(}1-’) =a;, para j= I,...,t Setienen los siguientes casos:

Caso I: Si xep[[x]]. Se demuestra que p[[x]]z(al, a,...,a, x>. Se considera la

siguiente expresion contenida en p[[x]].
) —x(Zh.jxi_l] :(aj Jrhljx+hzjx2 + - -)—x(hljxo +h~2"x1 +h-3ix2+ . )

— J J 12 J Jy2 _pdy3
=a;+h/x+hx"+ - - —hix—hx"—h{x"— - - -

I
N}
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Entonces cada a; € p[[x]], para j=1,...,¢ Sea G una serie en p[[x]].

Si Gep[x], entonces existen by, by , ..., b, b, ... en A tal que

1 k k+1
G=by+bx + - - - +bx" +b X"+ - - - .

Puesto que b, es término independiente de la serie G, entonces b, €S (p[[x]]); luego

existen B, B, ,..., 3, en A tales que:

t
b0=2ﬂjaj, con a,a,,... ,ale5(p[[x]]).
j1

Uniendo todo lo anterior y factorizando x,

t
G:Zﬁjaj+x(bl+ byx'+ - - - b X b )

j=l

Luego {al, a,...,a,, x}, es un sistema de generadores de p[[x]].

Caso II: Si xe‘p[[x]]. Se demuestra que {h(l),h(z),... ,h(t)} es un sistema de

generadores de p[[x]]. Sea 5\ e p[[x]].

Si s e p[[x]], entonces existe, S(()o)’ Sl(o) e S}({o) , s,({(l)l, ...en A ftal que:

S(O)zs(()o)+sl(0)xl+ Ce +s,({0)xk+s,({(i)1xk+l+ Cee
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Procedimiento (1):

Como S(()o) es el término independiente en la serie, entonces s(()o) € 5(p[[x]]). De donde

existen Co,»Co, »+++»Co, €N A, tales que:

t

(0) _

So = E €y, 4,
=

Por tanto la serie contenida en p[[x]]:

S(O)—]Zt_}cojh(j):(s(()o)+s1(0)x1+ +s,(€0)xk+ )—(Colh(l)‘*'cozh(z)"‘ +colh(t))
s sOxt s s
---—[col(a1+h11x+---)+coz(a2+h12x+--- )+ +cot(al+hfx+---)}
SCICR TN
----[(colal+colh11x+---)+(coza2+002h12x+---)+---+(c0[al+colh1tx+---)}

00 0
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..._{Zt:co‘faj +(COIhIIX+'“)+(002hlzx+'“)+'“+(Cothltx+“.):|

J=1

= (Sl(o)xl + sgo)x2 +---)—(colhllx+~~~)—(cozhlzx+~~~)—---—(cothfx+~~~)

—x (Sl(o)Jrsgo)xz +-~~)—(cozh11+~~~)—(c02h12 +"‘)_"'_(Co,h1t+”')

= XS

Donde s\ e A[[x]]. Como p[[x]] esprimoy x ¢ p[[x]], entonces s\ p[[x]].
Por lo tanto:

S(O) = Zcojh(j) + xs(l).
j=1

Fin del procedimiento (1). Sucesivamente se repite el procedimiento (1) para s") con

r € N obteniendo asi:

Reemplazando se tiene:
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t
. 2 k-1 (/)
—EX%j+qg+gﬂ:+m+%4ﬁ -%~y

=§é(§icrxiyUX
m1\i=0 ’

eAIIx]]
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Luego {h(l), h(z), ce, h(’)} es un sistema de generadores de p[[x]]. Entonces cada ideal

primo de A[[x]] es finitamente generado. En virtud del teorema de Cohen A[[x]] es un

anillo noetheriano. m

A continuacion se demuestra la propiedad enunciada en la proposicion 1.1.15 (Cap. I).

Proposicion 1.1.15: Sea A = HAI. un producto de anillos. Entonces cada ideal a en
i=1

A esdelaforma a =Hai, donde cada a; esideal en A, .
i=1

Demostracion:

Se demuestra que cada ideal J en el anillo A = HAZ. es de la forma J = ZG-)Ji,

i=1 i=1
donde cada J, esidealen A,.

Considere el elemento en A definido como sigue:

n l Sii: i
e ={5,]" donde 5= "7,
b Tolo sii#g

paratodo i=1,...,n Para A se tiene la siguiente descomposicion en suma de ideales:

A=Y el
i=1
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Donde I, =e; A; pues cada I, es isomorfo al anillo A, .

I=eA=0x - - -xAx - - -x0=A,.

1

Sea J un ideal en A. Entonces Je; =J. esunideal en A contenido en A;;
ZCBJI. =Z@Jei =J, con J; idealen A,.
i=1 i=1

Proposicién 3.1.15: Sean A,, A,,..., A, anillos noetherianos. Entonces el anillo

n
producto A = H A, es noetheriano.

i=1

Demostracion:
Sea JycJ,c - - - <J,cJ,., < - - unacadena ascendente de ideales en A.
De la proposicion 1.1.15, para cada J, existen Ii, I’é e I; en A, A, ,..., A,
respectivamente, tal que J, =IjxI5x - - - xI! para 1<i<n.
Luego:

I{xIlzx Co. xlzglfxlgx Co. xlig s cIPxIx - - XD
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Se obtienen, entonces las siguientes cadenas ascendentes de ideales en A, con

i=1,...,n
1 2 1
E:Iglg-~-glmglm+g-~-
14 1 1 1
.7l 2 m m+1
C:Lchc - -cliyclyc - -
.1l 2 m m+1
C:Lcllic - - cl'cIc ..

. . . : +1
Para cada 1< j<n, A es noetheriano, entonces existe m; € N tal que I’/ =17"". Sea

p= max{mj}’;:l. Se demuestra que J,=J, para todo k£ > p. Se supone que J, & d.

SiJ, & J,, entonces
IPxI0x - - - xI? QIfxIsx - - - xIt,

Por tanto existe 1< r <n, tal que:

ererte. ..

Lo que es una contradiccion pues por la definicion de p, para todo (1 <j<ny k> p),

se verifica que 15’ =Ilj‘. =I];+1. Luego J =J, paratodo k> p. Esto muestra que A es

p

un anillo noetheriano.m
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3.2: Ideales primos minimales en anillos noetherianos.

De acuerdo con la proposicion 1.2.17, todo anillo A tiene ideales primos minimales,
mas aun, si A es un anillo noetheriano, cada ideal a en A solo tiene un nimero finito

de ideales primos minimales sobre a, en particular, A tiene s6lo un nimero finito de

ideales primos minimales. Los primos minimales de un anillo estan estrechamente
relacionados con sus divisores de cero. Se dedica esta seccidn a estudiar con mas detalle

estas propiedades.

Proposicion 3.2.1: Sea A un anillo noetheriano y a un ideal propio de A. Entonces

existen ideales primos p;,...,p, tales que acp, para cada i=1,...,7 y

P - pCca
Demostracion:

Defina la familia:

I'= {a c A': a no contiene un producto finito de ideales primos que contiene a a}.

Suponga que I'#J. Como A es un anillo noetheriano, entonces I' tiene elementos

maximales. Sea q € ' maximal. Se demuestra que ¢ es un ideal primo en A. Supdngase

que g no es un ideal primo en A.
Si g no es un ideal primo en A, entonces existen a, be A talque abeqy a,bgq.
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Luegosiagq y beq, entonces qG&(a)+q y q% (b)+q, por la maximalidad de g:

(@)+qel’ y (b)+qel.

De donde, existen ideales primos P, , 9, , ..., P Pouy > P> ---» P, €n A tal que:

pp, - - - p,c(a)+q, donde qG(a)+qcp, Vi=l,...,s.

PP - - - P, < (b)+q, donde qG(D)+qcp, Vj=s+l...,r

Multiplicando los productos anteriores,

P, o BPaPas - b c(@+a)(B)+a)cg  y aGp Visl...r.

Lo que es una contradiccion porque qel'. Luego aeq 6 beq, en consecuencia se
tiene que q es un ideal primo. Si q es primo, entonces q¢ I'. De donde el conjunto de

maximales en I' es vacio; lo que es una contradiccion pues en un anillo noetheriano

toda familia no vacia de ideales en A tiene elemento maximal.

Como consecuencia I'=¢J. Por tanto cada ideal a contiene un producto finito de

ideales primos que contienen a a. m

Corolario 3.2.2: Sea A un anillo noetheriano, entonces para cada ideal a = (1) en A

existe s0lo un numero finito de ideales primos minimales sobre a.

Demostracion:
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Sea a un ideal propio en A y p un ideal primo minimal sobre a. En virtud de la
proposicion 3.2.1, existe un niimero finito de ideales primos, P, ,...,p, tal que a = p,

paracada i=1,...,¢t y P - - p Ca

Si p es un ideal primo minimal sobre a, entonces a < p, de lo anterior,

P pcachy.

Entonces de la proposicion 1.2.19,

acp;,cp, para algin I1<j<t.

Por la minimalidad de p,

p;=p, para algin I<j<t.

Luego en un anillo noetheriano, s6lo existe un numero finito de ideales primos

minimales sobre a.m

Observaciones 3.2.3:

En particular para el ideal 0 existen un nimero finito de ideales primos minimales.
De la definicién 1.2.16, los ideales primos minimales de A son los primos
minimales del ideal cero. Luego en un anillo noetheriano s6lo existe un niimero

finito de ideales primos minimales.
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De la proposicion 1.2.17, se tiene que para cada ideal a el radical de a es:

r(a)= ﬂ{p | p esun ideal primo minimal sobre a }

Luego por el corolario 3.2.2 el radical de a es la interseccion finita de primos

minimales sobre da.
3. Si A esun anillo noetheriano reducido, entonces:
O=p,N - - - Np

n*

Donde {pl sy p”} son los ideales primos minimales de A.

La relacion fundamental entre los primos minimales de un anillo y sus divisores de cero

viene dada por la siguiente proposicion.

Proposicion 3.2.4: Sea A un anillo noetheriano y {pl ey ps} el conjunto de ideales

primos minimales de A. Se verifica lo siguiente:

(1)  Los elementos no nulos de cada p; son divisores de cero.

(1)  Si A esreducido todo divisor de cero pertenece a algun p,.

Demostracion (i):

- 227 -



De la observacién 3.2.3,

Sis=1,entonces p,=7(0)=R,. De donde p, estd formado por los elementos
nilpotentes de A, luego en virtud de la definiciéon 1.1.8 observacion (1) todos sus

elementos no nulos son divisores de ceros.

Suponga que s>1 ysea pep,, talque p=0.

Se puede encontrar g € ﬂpi tal que g ¢ p;, pues en caso contrario se tendria que:
i#]

fL=ER

i#j
De acuerdo con la proposicion 1.2.9 (ii),
U para algiin 1<i# j<s.
En contradiccion con la minimalidad de p .

Ahora se tiene:

ge(\n, vy q¢b, = pge(\p, ¥ pgep,, paraalgin 1</ <s

i#j i#j
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= pqempi =r(0):‘I{A

i=1

= 31 neN t.q. (pq)nzp”q”zo.

Ademas:

gep, paraalgin 1< j<s = q¢ ﬁpl:r(o)

i=1

= ¢ no es nilpotente
= paratodoneN ¢g" #0.

Luego se puede considerar el minimo reN tal que p'g" #0,

t+1 _m

p(p’q’” ) = p""¢q" =0. Esto implica que p es un divisor de cero en A.

.. Los elementos no nulos de cada p, son divisores de cero.
Demostracion (ii):

Suponga que A es reducido, en este caso se tiene:

Sea a € A un divisor de cero en A.
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a divideacero = 3 a'eA, a'#0 t.q. d'a=0
= a'¢p, y daep; paraalgin1<j<s
= aep, paraalgn 1< <s.
. St A es reducido todo divisor de cero pertenece a algun p;.

Observacion: En consecuencia de la proposicion anterior, el conjunto de divisores de

cero de un anillo noetheriano 0 # A, con nilradical nulo coincide con la union de sus

ideales primos minimales.

Proposicion 3.2.5: Sea A — B una extension entera de anillos y p un ideal primo de
A. Demostrar que si B es noetheriano hay unicamente un numero finito de ideales

primos q de B tales que qn A =p.

Demostracion:

Sea p un ideal primo en A. Considere los siguientes conjuntos en B :

SpB = {q < B | g es un ideal primo minimal sobre pB}.

J={qcB|lgnA=p}.

Se demuestra que SpB =7.
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Sea g€ §,p y suponga q & J.
q€8,g = g esunideal primo minimal sobre pB y qo> pB
= p=qNnADpPpBNADp, (Proposicién 1.3.3 (iii))
= p2py p=anA
= 3 qd&B talqueqgdNnA=p y q2¢, (Proposicién 2.4.10)
= q2 B(q'm A) =Bp, (Proposicic')n 1.3.3 (iv) )
= Bpcq &q, (—«) (Minimalidad de q).
ng cJ.
Sea qe J tal que q > pB. Supodngase que q no es un ideal primo minimal sobre p B.

q no es minimal sobre pB = 3 ¢q' ¢ B minimal sobre pB t.q. ' cq, (Prop 1.2.17)

= qeFpcI
= qdNnA=p y gnA=p

= q'=q, ((Prop.2.3.18) Incomparabilidad)
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= ¢ es minimal sobre pB.

" 3 g "SpB'

Luego J= {S’FB. Como B es un anillo noetheriano, entonces por el corolario 3.2.2, existe

~

un numero finito de ideales primos minimales sobre pB. Por tanto J es un conjunto

finitoen B. m

3.3: Descomposicion primaria en anillos noetherianos.

Esta seccion tiene como objetivo principal demostrar que todo ideal propio en un anillo
noetheriano puede descomponerse como interseccion finita de ideales primarios; para

ello se definen los ideales reducibles e irreducibles.

Definicion 3.3.1: Un ideal a en un anillo A, se dice que es reducible si existen ideales

b,cen A, tal que:

a=bnc, donde aGb y aCe

Definicion 3.3.2: Un ideal a en un anillo A, se dice que es irreducible si no existen

ideales b, c en A, tal que:

a=bne, donde aCb y aCec.

Lema 3.3.3: Sea A un anillo noetheriano. Todo ideal q# (1) irreducible, es primario.
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Demostracion: Sea a un ideal irreducible en A.

Sean a,be A t. q. ab € a, suponga que a ¢ a.Se considera el ideal (a : b”) para ne N

y la cadena,
ag(a:bl)g(a:bz)g(a:b3)g Ce g(a:b")g(a:b"“)g

Por ser A noetheriano, existe neN tal que (a : b”) = (a: b””) = (a: b”+2)=

Considere la interseccion, (a + (a)) N (a +(b”)) =c¢. Se demuestra que el ideal ¢ es igual

a a.

Sea x ec.
xec = xea+(a) y xea+(d")
= 3 ¢q,0€A y a,a,€a t q x=a+ca=a,+cb"
Multiplicando por b lo anterior,
xb = ab+cab = a,b+c,b""".
Despejando ¢,b"",
c,b"" = a,b + c,ab—a,b.
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Donde todos los sumandos de la derecha estan en a, por lo tanto c¢,b""' €a. Luego

c, € (a :b”“) = (a :b" ), de donde c¢,b" € a. Entonces x=a, +c,b" € a. Asi,

a=(a+(a))m(a+(b”)).
Ahora como a es irreducible, resulta a=a+(a) 6 a=a+(b"). Entonces:
a=a+(@) 6 a=a+(b") = (a)ca 6 (B")ca
= aca 6 b"ea
= b'ea, (aga).
. a esunideal primarioen A.m

Teorema 3.3.4: Sea A un anillo noetheriano. Todo ideal q=# (1) es interseccion finita

de ideales primarios en A.
Demostracion:

De acuerdo con el lema 3.3.3, basta probar que todo ideal en A es una interseccion
finita de ideales irreducibles. Suponga lo contrario y considere la familia definida como
sigue:

Y= {q G A| g no es interseccion de un nimero finito de ideales irreducibles}.
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Por lo supuesto X#&. Como A es un anillo noetheriano, existen elementos

maximales en X. Sea a € ¥ maximal.

n
Considere a € ¥ irreducible. Si a es irreducible y a = ﬂa, entonces a ¢ %, (—«).
i1

". a es reducible.
Si a esreducible, existen ideales b, ¢ en A, tal que:

a=bnc, donde aGb y ae.

De lo anterior b, c¢X, luego existen {bl, b,,... ,bm} y {cl, Copunn ,ck} conjuntos
finitos de ideales irreducibles en A tal que:
k

y c=ﬂcj.

J=1

i
DL
=

~
]
—

Sustituyendo b y ¢ resulta que a es interseccion de un nimero finito de ideales

irreducibles; lo es una contradiccion. Por tanto X = .

Asi todo ideal en A, es interseccion de un numero finito de ideales irreducibles, en

consecuencia del lema 3.3.3, es interseccion finita de ideales primarios.m
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Observaciones:

(i) De acuerdo con el teorema 3.3.4, todo ideal q= (1) en un anillo noetheriano A,

admite una descomposicion primaria. De donde, todos los resultados de la
seccion 1 (Capitulo 2) son validos para anillos noetherianos.

(i1))  En consecuencia de la proposicion 3.1.6, todo dominio de ideales principales A,

es noetheriano. Entonces todo ideal g (1) tiene una descomposicion primaria.

Proposicion 3.3.5: En un anillo A noetheriano cada ideal contiene una potencia de su

radical.

Demostracion:

Sea a un ideal propio en A. Se demuestra que existe je N tal que (r(a))j ca.

Por hipotesis A es un anillo noetheriano, entonces r(a) es un ideal finitamente

generado. Sea {xl R } un conjunto finito de generadores de r(a). Luego para

n

cada x, €r(a), existe 7, €N tal que x* €ea V k=1,...,n

Considere el elemento m = i(nl - 1) +1
i=1
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Observe un caso particular:

Se supone r(a)=Ax +Ax, y n =2,n,=3 entonces x",x;’ €a y m=4.
(7(a))" =(Ax +Ax,) =(Ax, +Ax,) (Ax, +Ax,)’

g(Axl2 +Axx, +Ax§)(Ax12 +Axx, +Ax§)

c Ax14 +A)c13x2 +Ax12x§ +Ax1x§ +Ax§1r

2) .2 2 2.2 3 3
g(Ax1 )xl +(Ax1x2)xl +A X x; + A xx; +(Ax2)x2 ca.

2
4 .
Luego (r(a)) es generado por el conjunto {xf, XXy, XTX3, X%, x;‘} con Zri =4
i=1

donde 7 son los exponentes de los x;.

2 (r(0) ca.

. m
De forma general se tiene, (r(a)) es generado por los productos x;'xy - - - x”7 con
n
I<j<ny Zri =m. Por la definicion de m se tiene que 7; 2 n; para algin 1<i<k,
i=1

por tanto cada uno estos monomios estd en a.m
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Corolario 3.3.6: En un anillo A noetheriano el nilradical es nilpotente.

Demostracion:

Se demuestra que existe k €N tal que (iR A )k =0.Tomese a=0.
De la proposicion anterior existe k€N tal que (r(O))k < 0. Por tanto (r(O))k =0, en
consecuencia de la proposicion 1.2.13 (1); R, =7(0). De donde (R, )k =0.m

Corolario 3.3.7: Sea A un anillo noetheriano, m un ideal maximal en A, g un ideal

cualquiera en A. Entonces las siguientes condiciones son equivalentes.

(1) g es m—primario.
(i) r(q)=m.

(i) m"cqgcm paraalginneN.
Demostracion:
(i)=(ii). (q es m—primario) = ( 7(q)=m), (Definicion2.1.5, (capitulo II)).

(ii) = (iii). De las proposiciones 3.3.5 y 1.2.15, inciso (i), se tiene

(r(q))mgq y qcr(q), paraalgunmeN.
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Como r(q) =m, entonces

m” cqcm paraalgun m e N.

(iii) = (1) Sim" cqcm paraalgin ne N, entonces q es m—primario, por el

corolario 2.1.7, inciso (ii).m

Proposicion 3.3.8: Sea a#(1) un ideal en un anillo A noetheriano. Entonces los
ideales primos asociados a a son precisamente los ideales primos que aparecen en el

conjunto de ideales (a : x) para algun x € A.

Demostracion:

Pasando al cociente A/a se supone que a =0. Luego por el teorema 3.3.4 todo ideal en

un anillo noetheriano es descomponible, mas aun cada ideal tiene una descomposicion

primaria minimal.

Se demuestra que un ideal primo p es un ideal primo asociado a un primario de la

descomposicion de a siy solo si existe a € A tal que Ann(a) =p.

" "
=
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Sea 0=q,Ng,N...Nq, una descomposicion primaria minimal del ideal cero y sea

p; :r(ql.) (1SiSn).

n
Sea a; :ﬂq ;- Como la descomposicion primaria es minimal, entonces para algin

J=1
J#i

Oixeai:ﬂqj, XE&q;.

J=1
J#i

r(ﬂ)rw(qi:x)), (Lema 2.1.9 (i))
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= r( (ql. :x))

=p,, (Lema 219 (ii)).
Luego de la proposicion 1.2.15, inciso (i) se tiene que Ann(x) cp,. Cada q; es p, -
primario, en virtud de la proposicion 3.3.5, existe k€N tal que pl.k —q;, de donde,

n n
k k
a;p, ca,Np,; ca,Nq; :ﬂqj nq; :ﬂqi =0.
j=1 i=1
i

Sea k£ >1 el menor entero tal que aipik =0, ysea x un elemento no nulo aipl.k -

1

N
k— _ k-1
xeap,; = x= E a;y; donde a,€a; y y;ep,

Jj=1

S

= xt:Zaj(yjt) paratodo t€p

j=l

= tepy yjepl.k’1 paratodo j=1,...,s
k-1, _ .k .

= Yyiiep; p=p; paratodo j=1,...,s

= ajyjtea,.p,.kz(} paratodo j=1,...,s
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= ajyjtzo paratodo j=1,...,s

= xt=iaj(yjt)=0 paratodo € p
j=

= xp,=0.

Sea yep,. Siyep,, entonces xy =0 de donde yeAnn(x). Luego p; gAnn(x), por
tanto P, =Ann(x).
"<:"

Reciprocamente sea p un ideal primo en A tal que p:Ann(x) para algun

x#0eAla.

Si p= Ann(x), entonces p= r(Ann(x)) = f”(ﬂ : x), en consecuencia del primer
teorema de unicidad, p es un ideal primo asociado al ideal cero. m

Proposicion 3.3.9: Sea A un anillo noetheriano y a un ideal en A. Sea

a=¢,N...Nq, =q;N...Nq, dos descomposiciones primarias minimales de primos
. ' . .
asociados r(qi) = r(qi) =P, (1 <i< n) Se verifica:

a=q,NgN...Nq;;NG;Nq;N...N(,, paratodo 1< j<n.
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Demostracion:

Reordenando los ideales con respecto a la inclusion se supone que, q; < p, para todo

i<k donde 1<k <n. Tomando radicales:
pizr(ql.)gpk coni<k.

Se considera el sistema multiplicativo S=A~—p,, entonces p, NS = para todo i <k.

De donde por el segundo teorema de unicidad,

g 0. ..0q =4 N...Nq,_, paratodo1<k<n.
Intersectando ¢, en ambos lados:
g OOy NG =G OOy O =0 OO N
Intersectando q;,, M. ..MNq, en ambos lados de la igualdad anterior se obtiene:
g O - NGy N NGy O 2N, =G OOy N Ny O - .M, =0

De donde:

BCELTNal: WaNNal: FRTal Fial: FRYa RNl WY

n
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3.4: Anillos de Artin.

En esta seccion se define una clase muy particular de anillos, frente a la generalidad del
concepto de anillos noetherianos, los anillos de Artin. Se demuestra la existencia de un

nuamero finito de ideales maximales en un anillo de Artin.

Definicion 3.4.1: Un anillo A verifica la condiciéon minimal, si toda familia no vacia de

ideales, ordenadas por la inclusion, tiene elemento minimal.

Definicion 3.4.2: Un anillo A verifica la condicion de cadena descendente, si toda

cadena descendente de ideales en A es estacionaria, esto es, si:

20,2+ 20, 20,42

Es una cadena descendente de ideales en A, entonces existe meN tal que

am - am+1 = am+2 =

Proposicion 3.4.3: Sea A un anillo. Son equivalentes los enunciados siguientes:

(i) A verifica la condiciéon minimal.

(1)) A verifica la condicion de cadena descendente.

Demostracion:

(i) = (ii).
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U
a

Seaa, Da,> - - - Da,, 2 - - - unacadena descendente de ideales en A.

Entonces la familia:

1“:{al,az,...,am,an1+l Ve },

tiene elemento minimal. Sea a ; €' minimal; por tanto para todo heN con h>j se

verifica que a, =a;, luego la cadena es estacionaria.

.. A verifica la condicion de cadena descendente.
(i) = (i).

Sea I' #J una familia de ideales en A, ordenada por la inclusion. Suponga que I'" no

tiene elemento minimal.

Sea b, el
Como I no tiene elemento minimal, entonces existe un ideal b, eI" tal que,

b, 2b,.

De nuevo b, no es minimal, entonces existe un ideal b, eI" tal que

by 26,205
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Sucesivamente para cada indice j se tiene que a; no es minimal, entonces existe

a,, €l talque

A, 20,205 - - - 20,20, 200, 2 - .

Luego se ha construido una cadena descendente de ideales en A, que no es finalmente

constante.

.. A verifica la condicidon minimal.m

Definicion 3.4.4: Un anillo que verifica las condiciones equivalentes de la proposicion

3.4.3, se llama artiniano.

Proposicion 3.4.5: Sea A un anillo artiniano, a un ideal de A. Entonces A/a es un

anillo artiniano.

Demostracion:

Sea Sz{bi cAla| ieN} un conjunto no vacio de ideales en el anillo A/a. En
consecuencia de la proposicion 1.1.14; 3={n_1(bi)gA |ieN} es una familia no
vacia de ideales en A, donde m:A — A/a,x— x+a el epimorfismo candnico. Por

ser A un anillo de Artin, J tiene elemento minimal; sea 7" (bi ) su elemento minimal.
0

- 246 -



Se demuestra que bio es minimal de §. Supongase que existe b, € § tal que b, = bio.

Tomando imagen inversa se tiene,

! (bi )g n! (bio )

Por la minimalidad, de = (bio ),

Aplicando 7 a lo anterior:

Lo que equivale a

Luego b, es el elemento minimal de §. De acuerdo con la proposicion 3.4.4, A/a esun

anillo de Artin.m
Proposicion 3.4.6: Si A es un dominio artiniano, entonces A €s un cuerpo.

Demostracion:

-247 -



Se demuestra que A es un cuerpo para ello se verifican las condiciones de la definicion

1.1.7; es decir:

(1) 120, (1eA).

(2) Cadaelemento no nulo en A es una unidad.
Demostracion (1):
Suponga 1=0. Si 1=0, entonces A ={0} (—)(—), (A es un dominio integro).

S 1#0.

Demostracion (2):

Sea 0 # x € A.Considere la cadena descendente de ideales en A :

n+1)

(X)Q(XZ)Q - o(XM) o D .-

Dado que A es artiniano, verifica la condicion de cadena descendente, entonces existe

m e Ntal que (x™)=(x"").

=" = 3 yeA tq 1=
(x7)=( y q Y.

= 3 yeA tq x"(1-m)=0

= x"=0 6 1-)x=0, (Aesundominio)
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= 1-yyx=0
= yx=1

= x es una unidad.

Luego todo elemento distinto de cero es una unidad en A. Entonces en consecuencia de

la proposicion 1.1.7, A es un cuerpo.m

Corolario 3.4.7: En un anillo A de Artin cada ideal primo es maximal.
Demostracion:

Sea p un ideal primo en A.

(p un ideal primoen A) = (A/p es un dominio de Artin), (Proposicion (1.2.3 (i), 3.4.5)

= (A/p esun cuerpo), (Proposicion 3.4.6)

= (p es un ideal maximal en A), (Proposicion 1.2.3 (ii)).
.. Todo ideal primo en un anillo de Artin es maximal. m
Corolario 3.4.8: Si A es un anillo artiniano, R, =3,.

Demostracion:
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R, =){p, | b, es un ideal primo de A}

= ﬂ{mk | m, es un ideal maximal de A} (Corolario 3.4.7)

Se concluye que un anillo de artinel R, =3J,. =

Proposicion 3.4.9: En un anillo artiniano A, existe s6lo un numero finito de ideales

maximales.
Demostracion:

Sea A #0 un anillo de artin. De acuerdo con la proposicion 1.2.5, existe al menos un

1deal maximal de A.

Supéngase que no existe un ntimero finito de ideales maximales en A. Si es asi,

entonces existe una sucesion {m,}

.y e ideales maximales de A tal que m; #m,

para h#k.

Se construye el conjunto:

I'= {Ir cA | I = ﬂm[, donde 7 € N y los m; son ideales maximales}.
i=1
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Considere la cadena descendente de elementos de T.

Como A es un anillo de artin, la cadena anterior es estacionaria y por tanto existe n € N

tal que I, =1 -+ -. De donde:

n+l

n+l

n
ﬂmi = ﬂmi Sy
i=1 i=1

Del inciso (ii) de la proposicion 1.2.9,

m,cm, , paraalgin 1< i<n.

Por la maximalidad de m,,
m,=m,, paraalgin 1< i<n.

Lo cual contradice €l supuesto. Luego en un anillo de artin, existe s6lo un numero finito

de ideales maximales.m

Corolario 3.4.10: En un anillo A de Artin el nilradical es el producto de los ideales

maximales.

Demostracion:
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De la proposicion 3.4.9, los ideales maximales en un anillo de Artin son un nimero

finito. Sea {ml, . ,mk} el conjunto de ideales maximales distintos.

Se demuestra que para todo 1<i,j<k con i# j, m,, m, son comaximales. Supongase

que m, m, no son comaximales para algunos i # j; es decir, m; +m, # (1).

m,cm +tm#(1) = m,=m, +m, (Maximalidad m, )
= m,cm, #(l)
= m,=m, (—>¢«) (Maximalidad m, ).

Se deduce que para todo 1<i,j<k con i# j, m, m, son comaximales. Luego de la

proposicion 1.2.22, inciso (i):

ﬂ{mj | m, es un ideal maximal de A} :ﬁ{mj | m, es un ideal maximal de A}
j=1 Jj=1

De donde:

R =

A

k
{mj | m, es un ideal maximal de A}.

Jj=1

Se concluye que en un anillo de Artin el nilradical es el producto de los ideales

maximales.m
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En consecuencia de las propiedades anteriores en un anillo A de Artin, se verifica lo

siguiente:

1. dim(A)=0.
2.  Existe un nimero finito de ideales primos en A.

3. Porladefinicion 1.2.20, los anillos de Artin son semilocales.

Corolario 3.4.11: Si A es un anillo de Artin, el cociente A/J, es isomorfo a un

producto de cuerpos.
Demostracion:

En un anillo de Artin existe un numero finto de ideales maximales. Sea estos

{ml, - ,mk}. Se tiene para todo 1<i,j<k con i#j, m, m, son comaximales.
k
Ademas 3, =[ |m;, luego por la proposicion 1.2.22, inciso (ii) el homomorfismo ¢:

Jj=1

(p:A—)ﬁ(A/mi) :

i=1
k
Es sobreyectiva con nicleo 3, = ﬂm ;- De acuerdo con la proposicion 1.1.13, existe

J=1

un isomorfismo:
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De donde en un anillo de Artin, el cociente A/ 3, es isomorfo a un producto de

cucrpos.m

Proposicion 3.4.12: En un anillo A de Artin el nilradical es nilpotente.

Demostracion:

Sea A un anillo de artin y R, el nilradical de A. Se demuestra que existe me N tal

que (‘R A )m =0.
Considere la cadena:
Ry,o2Ry 2 - - 2R 2R o - - -

Como A es artiniano existe 7€ N tal que R =R =R7>- - - . Supéngase que R,

no es nilpotente; es decir (SR A )n # 0 paratodo n e N.
Se llama T" al conjunto,

r:{agA|wﬂ¢0}

Como R, no es nilpotente, se tiene que R, R =RL" =R, #0, por tanto R, €T, de

donde I' # . De nuevo por ser A artiniano, existe ¢ € ' minimal.
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cell’ = R{=#0

= 3 0zxec t.q xR, =0

= el v (x)cc

= (x)=c, (Minimalidad de c).
También se verifica la relacion:

(X%, )Ry = xR R, = xRy = xRY %0,

De donde xR, €' y xR, < (x)=c por la minimalidad de ¢ se tiene xR, =c=(x).
Entonces existe ye®R,, tal que x=yx. Multiplicando por y repetidas veces se

Obtiel’le, X=Xy :)Cy2 = . . . = xyt =xyt+l =th+2 = . . .

Pero y e R,, entonces existe reN tal que ' =0, por tanto x=xy'=0. Lo que

contradice la eleccion del x. Luego R, es nilpotente.m

3.5: Caracterizacion de los anillos de Artin.

El proposito de esta seccion es demostrar el teorema de caracterizacién y estructura
de los anillos de Artin, pero antes se dan algunas propiedades previas sobre modulos

noetherianos y artinianos, que seran de mucha utilidad.
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Los elementos relacionados con la teoria de mddulos noetherianos y artinianos, que a
continuacion se enuncian no se demuestran; debido a que la teoria de modulos no esté
dentro de los objetivos de la investigacion; no obstante para el lector interesado con

estos resultados puede consultar [1] pag. 81-86 y [4] pag. 4 - 6.

Sea A un anillo local y m su ideal maximal. Si M es un A—modulo de generacion

finita. M/mM es anulado por m, luego M/mM es un A/m—modulo, es decir un

A/m —espacio vectorial.

Definicion 3.5.1: Sea A un anillo y M un A-modulo, M es un A—modulo

noetheriano, si toda cadena ascendente

N,cN,c - - -

IN
z

gNm_Hg -,

de submodulos de M, es estacionaria.

Definicion 3.5.2: Sea A un anillo y M un A-modulo: M es un A-—modulo

artiniano, si toda cadena descendente,

N,oN,o - - -

U
z

2Nm+12 e,

de submodulos de M, es estacionaria.

Considere un caso particular de modulos sobre un cuerpo A; es decir un k— espacio

vectorial.
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Proposicion 3.5.3: Sea A un cuerpo y M un A-espacio vectorial, las siguientes

propiedades son equivalentes:

(i) M esun A—modulo noetheriano.

(i) M esun A—modulo artiniano.

Definicion 3.5.4: Se dira que una sucesion de homomorfismos de A— modulos

. QM jn ,M f;z+1 \M

n—1 n n+l

es exacta cuando Im ( I ) =ker ( I +1) para todo neZ.

Casos concretos:

1. 0—>N——>M es una sucesion exacta si y sélo si i es inyectiva.

2. M—25>M"— 0 es una sucesion exacta si y sélo si © es epimorfismo.

3. 0->M'—5>M—"5>M"—>0 es exacta si y solo si i es inyectiva, T es

sobreyectiva y ker(n) =Im (i )

Proposicion 3.5.5: Sea A un anillo y

0>M'—L sM—23M" 0,
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una sucesion exacta corta de A— moddulos. Las propiedades siguientes son equivalentes:

(i) M esun A—moddulo (noetheriano ¢ artiniano).

(i) M'y M" son A—modulos (noetherianos 6 artinianos).

Corolario 3.5.6: Sea A un anilloy M un A-modulo. Se considera una cadena finita

de submodulos en M:

{0}2M0§M1gMzg e ngflng:M'

Las propiedades siguientes son equivalentes:

(i) M esun A-mobdulo (noetheriano 6 artiniano).
(i) Cada cociente M,/M,,, i=1,...,r, es un A-modulo (noetheriano 6

artiniano).

Definicion 3.5.7: Un anillo A es (noetheriano ¢ artiniano) si lo es como A—mddulo.

Observacion 3.5.8: Sea A un anillo, ac A un ideal y M un A-—modulo tal que
aM=0. M esun A/a—mddulo, todos los submodulos N de M verifican aN=0. M

es (noetheriano 6 artiniano) como A—modulo si y so6lo si M es (noetheriano 6

artiniano) como A/a —moddulo.

- 258 -



Dada una cadena ascendente de A—submodulos de M :
N,cN,c ---cN,cN,,C - . (1)

Si M es un A-moddulo noetheriano, entonces existe neN tal que N, =N, , , =---.

Los N, tienen estructura de A/a —submodulos; de donde la cadena en (1) se estaciona

como A/a—submoddulos. Luego M es un A/a—modulo noetheriano.

Lema 3.5.9: Sea A un anillo en el que existen ideales maximales m,,...,m  no

s

s
necesariamente distintos, tal que 0=Hmi. Entonces las condiciones siguientes son
i=1

equivalentes:

(i) A esun anillo noetheriano.

(i1)) A esun anillo artiniano.
Demostracion:

Considere la cadena ascendente de ideales de A:

c - - cmm,cm GA.

Cada Q =m,- - -m,_/m- - -m,i=L...5, es un A-modulo anulado por m, y

1

por tanto es un A/m, —espacio vectorial.
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(A es un anillo de Noether) & (A es un A—moddulo noetheriano), (Def. 3.5.7)

< (Q, esun A-modulo noetheriano), (Coro. 3.5.6)

< (Q, esun A/m, —modulo noetheriano), (Obs.3.5.8)

< (Q, esun A/m, —modulo artiniano), (Prop. 3.5.3)

< (Q, esun A—modulo artiniano), (Obser.3.5.8)

< (A esun A-moédulo artiniano), (Coro. 3.5.6)

< (A esun anillode Artin), (Definicion 3.5.7).

Proposicion 3.5.10: (Teorema de caracterizacion). Sea A un anillo. Las propiedades

siguientes son equivalentes:

(i) A esun anillo artiniano.

(i1) A es un anillo noetheriano y dim(A) =0.

Demostracion:

(i) = (ii).

-260 -



Por el corolario 3.4.7, cada ideal primo en un anillo artiniano A, es maximal de donde
la dim(A) =0.

Sea m, (1 <i< r) los distinto ideales maximales de A. Por tanto en consecuencia del
corolario 3.4.10, R, = H m,. En virtud de la proposicion 3.4.12, existe ke N tal que

i=1

R% =0. Entonces:

p
k _ k. k k _
Hmi =mm, - - -m,=|mm, ---m mom,--em, |- -l mom, --em,
_ —
=l k—veces m | k—vecesm, k—veces m
:(mlmz...mr)(mlmz...mr). . .(mlmz...mr)

“R R, - R,

k—veces R,

Por tanto H mf.‘ =0. De donde por el lema 3.5.9, A es un anillo noetheriano.
i=1

(i) = (i).
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Supongase que A es un anillo noetheriano. De acuerdo con la observacion 3.2.3 (2),

R, =I”(0) es la interseccion de un numero finito de ideales primos minimales
P,...,p,. Como la dim(A)=O, los p; (ISer) han de ser maximales. Del

corolario 3.3.6, R, es nilpotente. Por ser R, nilpotente existe keN tal que

R: =0. De (1) = (ii) Hpﬁ =0, aplicando el lema 3.5.9, A es un anillo artiniano.m

j1

Proposicion 3.5.11: (Teorema de estructura de anillos de Artin). Sea A un anillo

artiniano con ideales maximales m,,...,m,. Entonces A es isomorfo al anillo
producto:
n n n
A/mle/mzx S xA/mt
Para algin n € N. Ademas, cada A/ m! para i=1,...,n es un anillo local artiniano

con ideal maximal m, / m!.

Demostracion:

t
Por el corolario 3.4.10, R, = H{mj | m, es un ideal maximal de A}.
J=1

En consecuencia del corolario 3.4.12, R, es nilpotente. Luego existe n €N tal que:



Se demuestra que los ideales m’ son comaximales dos a dos. Dado m; y m] con

k# h ideales en A. Se verifica que m” +m” = (1).

Aplicando radical a m” +m” se obtiene:

r(my+my)=r(r(m;)+r(m])), (Proposicion 1.2.15 (vi))
=r(m,+m,), (Proposicion 1.2.15 (v))
=r((1), (Parak#h, m, y m, son comaximales)
=(1), (Definicién 1.2.13. observacion (1)).

De donde por la proposicion 1.2.15, inciso (iv), se deduce que, m; +m] =(1). Se

concluye que los ideales m’, son comaximales dos a dos.

Por tanto:
n n n n n

j— n
mmy- - -m/=m/Am;N- - -Amy.

Entonces de la proposicion 1.2.22, existe un isomorfismo de anillos:



Se demuestra que cada A/ m? es un anillo local artiniano para i =1, ... . De acuerdo
con la proposicion 3.4.5, los anillos A/ m! son artinianos. En la observacion de la

proposicion 1.1.14, el ideal m, /m! es maximal.

n_ o~ . ~ :
Se demuestra que m,; / M= g Por definicion de J afmy S€ tiene que

3A/m" cm,; /mf Para la otra inclusion, sea X € m, /ml"

Yem,/m! = 3 ¥em, tq X=x+m’

= X es un elemento nilpotente.

. . — ~ n ~ e
En consecuencia del corolario 3.4.8, xeJ Afmrs POT tanto mi/ m; cJ Al Asi

n ~
ml- /mi :JA/m’n.

De nuevo por la definicion de J, Jm
m
n_ ~ _ . n
m, /ml. = Ja/mr —ﬂgj, donde g; es maximal en A/ml. .
j=1
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De lo anterior:

mi/m?ggj v oj=1....m.
Por la maximalidad de m, /m”,

mi/m?:gj vV oj=1...,m

De donde m, /m! es el tnico maximal en A/m”. Luego cada A/m” es un anillo

artiniano local. m

Proposicion 3.5.12: (Estructura de anillos locales artinianos). Sea A un anillo local

noetheriano y m su ideal maximal. Las propiedades siguientes son equivalentes:

(1) Elideal m es nilpotente.

(11) A es un anillo artiniano.

(ii1))  m es el unico ideal primo de A. (Es decir, dim(A) = ht(p) =0.)
Demostracion: (1) = (ii). (El ideal m es nilpotente) = (A es un anillo artiniano) .

Si m es nilpotente, entonces existe ne N tal que m” =0. Para cada ideal primo p en

A, setiene m” =0 c p. Del corolario 1.2.6,
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Tomando radicales y por el inciso (i) de la proposiciéon 1.2.15,

De nuevo por (v) de la proposicion 1.2.15:

mcpcm

De donde p=m. Luego cada ideal primo de A es maximal, por tanto dim(A) =0, de

acuerdo con la proposicion 3.5.10, A es un anillo artiniano.
(i) = (i).
(A es un anillo artiniano) = (El ideal m es nilpotente).

Se considera la cadena descendente de ideales en A.

1 2 n n+l

Como A es un anillo de Artin, existe »e N, tal que m" =m"" =m”-m. El lema de

Nakayama proposicion 1.4.4, nos dice que m” =0.

(i) = (iit).

(El ideal m es nilpotente) = (m es el Gnico ideal primo de A).
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(El ideal m es nilpotente) => (A es un anillo artiniano), (Por (i)= (ii))

= (cada ideal primo primo p en A, es maximal)

= (p=m), (m es el unico ideal maximal en A)

= (m es el unico ideal primo en A)

= (dim(A)=ht(p)=0).

(iii):>(i). (m es el unico ideal primode A) = (Elideal m es nilpotente).

Si m es el unico ideal primo de A, entonces R, =m. Como A es noetheriano y por

el corolario 3.3.6, existe n €N, talque R\ =m"=0. m

Proposicion 3.5.13: Sea A un anillo local noetheriano con ideal maximal m, entonces

se verifica una de las dos posibilidades siguientes:

(i) m" #m"" paracada neN.

(i) m" =0 paraalgin ne N y en este caso A es artiniano.

Demostracion: Supongase (i) falso. Entonces existe n e N, tal que m” =m"™",



Como consecuencia del lema de Nakayama:

En virtud del lema 3.5.9, A es artiniano.m

Existe mucha mas teoria sobre anillos noetherianos y artinianos; ademas de la
expuesta en este documento. Debido a eso se espera que esta investigacion motive y dé
utilidad al lector para seguir realizando estudios en anillos de cadenas. Entre otras cosas
lo realizado en los capitulos I, I1 y III; puede trasladarse al contexto de modulos sobre un
anillo (Modulos de fracciones, descomposicion de submédulos y mddulos de
cadenas), temas que pueden ser utiles para nuevos trabajos de investigacion en el area

del algebra conmutativa.
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