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Los estudios o trabajos en Actuaria generalmente involucran modelos de contingencia
de vida, ya que la Actuaria trabaja con la gestién de riesgos en la industria de seguros;
existen dos formas de hacer los modelos o dos lineas de trabajo para poder abordar los
diferentes problemas que se tratan. El primero consiste en los modelos deterministas que
trabajan bajo ciertos factores fijos o establecidos (tasas de interés, tasas de mortalidad,
etc.) y el segundo es el trabajo con los modelos estocésticos (dejando ciertos factores
“aleatorios”) siendo ambos de gran utilidad para el trabajo practico. La Actuaria como
tal es una de las ciencias que se fundamenta en matematica y estadistica, es por esto
que es tan importante entender sus fundamentos matematicos; antes de abordar pro-
cesos estocasticos primero se debe tener un conocimiento bastante grande de modelos
actuariales deterministicos, ademds, de ciertos conceptos de matematica fundamental,

estadistica y matematica financiera.

En este trabajo de graduacién se presentan, tanto los fundamentos teéricos sobre actuaria
deterministica, como los fundamentos de actuaria con procesos estocdsticos, ademads, se
presentan las primeras aplicaciones para la teoria actuarial, por ejemplo, los principios
y la elaboracion de las tablas de vida, que son una de las herramientas més importantes

en el trabajo practico de la actuaria y finalmente la creaciéon de un modelo aplicado.
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Parte 1

Fundamentos Teoricos de

Actuaria Deterministica



Capitulo 1

Antecedentes y Justificacion

1.1. Justificacion

El estudio de la Actuaria tiene su importancia en el gran nimero de problemas que
pueden afrontarse y resolverse en la vida cotidiana, como diferentes aspectos financieros
y de riesgo que abarca la industria de los seguros. En nuestro pais no se cuenta con los
profesionales en esta area, en otras palabras es una de las aplicaciones matematicas que
es poco estudiada, la Actuaria es la drea que engloba uno de los problemas sociales més
grandes actualmente, que es el problema de pensiones por el que atraviesa el pais. Por
tanto, la importancia de estudiar actuaria y sus fundamentos matematicos va mas alla
del ambito académico y se transforma en una proyeccién de desarrollo cientifico y social

del pafs.

1.2. Antecedentes en la UES

En la Escuela de Matematica, como primer punto de referencia, existen algunos trabajos
en actuaria, pero en su mayoria no tratan propiamente de modelos de contingencia sino
en otros aspectos tedricos; por ejemplo, el que realizé el Msc. Otoniel Campos en su tesis
de maestria que se titula “ESTUDIO DE MODELOS DE RIESGO ACTUARIAL Y DE
LA PROBABILIDAD DE RUINA” en el afio 2009, otro caso es la tesis de Licenciatura
en Estadistica titulada “ESTADISTICA APLICADA AL ANALISIS ACTUARIAL” en

el ano 2011, ambos trabajos tocan aspectos tedricos muy importantes pero que no son

2
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propiamente la linea que se espera seguir para este trabajo.

Asi mismo, se tiene el trabajo titulado “IMPACTO DE LA PRIVATIZACION DEL
SISTEMA DE PENSIONES EN LA SITUACION DE POBREZA DE LAS PERSONAS
PENSIONADAS EN EL SALVADOR” que se present6 en la Escuela de Economia de la
Universidad de El Salvador, como tesis de la Licenciatura en Economia, en el ano 2006,
en la misma escuela en el afio 2013 se presenté el trabajo de grado de la Licenciatura
en Economfa titulado “CRISIS ECONOMICA Y RENDIMIENTO DEL FONDO DE
AHORRO DE PENSIONES DE EL SALVADOR: 2007-2012”; Ambos trabajos tocan
aspectos financieros mas que matematicos; y el trabajo mas reciente se presento en la
escuela de Matematica en el ano 2017, como trabajo de graduacién de la licenciatura en
Matemética titulado “MODELOS ESTOCASTICOS DINAMICOS EN MATEMATICA
ACTUARIAL” , Asesorado por el Msc. Porfirio Rodriguez.

1.3. Perfil propuesto de trabajo

1.3.1. Objetivos

Generales

= Presentar los fundamentos matematicos de un modelo estocastico de contingencia
de vida, incluyendo aspectos probabilisticos y propiamente de matemaética actua-

rial.
Especificos
= Estudiar las funciones basicas de un modelo de contingencia de vida, mostradas
en una distribucién de supervivencia con un enfoque de riesgo.
= Generalizar la teoria de contingencia de vida a un modelo multivariable.

= Presentar aplicaciones de los modelos de contingencia de vida.

= Presentar tres distribuciones conjuntas que representan el conjunto de modelos

para este trabajo.
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1.3.2. Metodologia

La elaboracién del trabajo de grado se hara de la siguiente forma:

1. Tipo la investigaciéon

= La investigacién serd de forma bibliografica, haciendo énfasis en los aspectos

aplicados de la teoria.
2. Forma de trabajo

= Se hardn reuniones periédicas con el asesor y personas expertas en el tema

para hacer revisiones y avances en los temas pensados a cubrir.

3. Exposiciones

Se hardn dos exposiciones o defensas del trabajo.

= La primera exposicion serd para la presentacién del perfil y el plan de trabajo.

= En la segunda exposicion se hard la defensa del trabajo con los contenidos

terminados (Defensa final).

1.3.3. Contenidos propuestos

Para poder alcanzar los objetivos se planea desarrollar los siguientes contenidos de la

Ciencia Actuarial:
» Distribuciones de supervivencia y Tiempos de falla (El objetivo en esta parte es
introducir un modelo estocéstico para la mortalidad).
= Kl enfoque estocastico de seguros y anualidades.

= Simplificaciones bajo contratos de beneficios de nivel (El célculo de las desviacio-
nes y otras caracteristicas de distribucién se simplifica considerablemente cuando

tenemos beneficios de nivel e interés constante).

» El tiempo minimo de fallo (Se consideraran una cantidad de tiempos de fallo, y se

estudia las distribuciones conjuntas).

= Modelo aplicado basado en Copulas Financieras y Modelo progresivo de un pro-

blema de dos tiempos de fallo.



Capitulo 2

Introduccion

2.1. ;Qué es la Actuaria?

Uno de los temas méas importantes que trata la actuaria es el “Riesgo”, que se define
como la probabilidad que suceda algiin evento objetivo. En ese sentido lo que trata la
actuarfa son los eventos donde existe el riesgo de una pérdida financiera, por ejemplo,
si una persona muere priva de ingresos a su familia, por otro lado una persona podria
enfermar y necesitar grandes gastos médicos para poder tratar su enfermedad, o una
casa que sea destruida imprevistamente por un incendio, también un automévil que es
fuertemente dafiado en un accidente o una mezcla de los casos anteriores. Sin importar
las precauciones que se tomen, una persona o sus bienes estan sujetos a un “Riesgo”, sélo
se pueden tomar medidas que mitiguen las pérdidas financieras en caso que ocurriese un

evento desafortunado como es la compra de un seguro.

2.1.1. El Seguro

La idea del seguro se remonta muchos afos atras y se piensa que su origen se dio en
alguna comunidad que ayudaba a los vecinos cuando estos sufrian algiin infortunio,
como la pérdida de algin familiar, sufrir una enfermedad o el dafno de sus bienes. La
idea de ayudar estaba motivada por sentimientos altruistas pero también por intereses
personales, pues existia la posibilidad de que a cada vecino le ocurriera algo parecido y
en tal caso necesitaria ayuda de forma similar. Esto dio origen a las companias de seguro

o al menos esa es la teoria que se tiene.
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= ;De que tratan los seguros? Una empresa conocida como el asegurador se com-
promete a pagar el dinero, al que nos referiremos como beneficios, en momentos
determinados, ante la ocurrencia de eventos especificos que causan la pérdida finan-
ciera. A cambio, la persona que compra el seguro, conocido como el asegurado, se
compromete a realizar los pagos de las cantidades prescritas para la empresa. Estos
pagos son normalmente conocidos como primas. El contrato entre el asegurador y

el asegurado se refiere a menudo como la pdliza de seguro.

= Idea del “Riesgo” en los seguros. El riesgo se transfiere de las personas que se
enfrentan a una pérdida, a la aseguradora misma. La aseguradora a su vez reduce
su riesgo al asegurar un ntumero suficientemente grande de individuos, por lo que
las pérdidas se pueden predecir con exactitud. Se considera el siguiente ejemplo,
que es ciertamente muy simple, pero esta disenado para ilustrar la idea bésica de

lo que es el riesgo y la transferencia del mismo.

Ejemplo 2.1.1. Suponiendo que un cierto tipo de evento es poco probable que ocurra,
pero si es asi, provoca una pérdida financiera de $100,000. El asequrador estima que
aproximadamente 1 de cada 100 personas que se enfrentan a la posibilidad de tal pérdida
realmente la va a experimentar. Si asequra a 1,000 personas, entonces se puede esperar 10
pérdidas. Sobre la base de éste modelo, el asegurador cargaria cada persona una prima de
$1000. (Estamos ignorando ciertos factores, tales como los gastos y ganancias.) Podria
recoger un total de $1,000,000 y tiene la suficiente capacidad para cubrir la pérdida de
$100,000 para cada de los 10 individuos que experimentan dicho evento. Cada individuo
ha eliminado su riesgo, y en la medida que la estimacion de las 10 pérdidas es correcta,

la asequradora también ha eliminado su propio riesgo.

2.2. Origen de la Actuaria

La palabra actuario se deriva de la palabra en latin “Actuarius” que en el imperio romano
designaba a un secretario del senado que levantaba las actas, pero no fue hasta el ano
1774 que la compania inglesa de seguros “The Equitable” usé por primera vez la palabra
actuario cuando contraté al celebre matematico Mr. W. Morgan para la evaluacion de

riesgos.
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La palabra Actuario fue introducida en la ley inglesa de 1819, cuando prohibia a las
sociedades mutuas el uso de tablas y estadisticas que no fueran aprobadas por dos o
mas personas designadas con el nombre de actuarios. Los demas paises europeos fueron
adoptando la palabra actuario en el mismo sentido que los ingleses con excepcién de los
franceses y alemanes que llamaban matematicos a estos profesionales.

Por otro lado en Espana el actuario era un especialista matematico que tenia por mision
fijar las bases de los seguros, aplicando sus conocimientos matematicos; vale mencionar
que en Espafa fueron los matematicos los primeros profesionales en interesarse en la

técnica de los seguros como en casi todas los paises.

2.2.1. Los Primeros Institutos Actuarios en Europa

El Instituto de Actuarios Ingleses se fund6 en el ano 1848, el Instituto de Actuarios
Franceses en el ano de 1890, la Asociacién de Actuarios Belgas se fundé en 1895.

En Suiza los estudios actuariales se impartian principalmente en la Universidad de Lau-
sanne. En Alemania, fue muy famosa la Escuela de Ciencias Actuariales en la Universidad

de Gotinga, fundada en 1899.

2.2.2. La Actuaria en los Estados Unidos

La herencia de la profesiéon en América del Norte, luego de aproximadamente 80 afios de
duracion, se habia construido sobre cimientos europeos que se remontan a la creacion de
la teoria de la probabilidad en la segunda mitad del siglo XVII, con la tabla de mortali-
dad de 1693, de Edmond Halley, al trabajo pionero de James Dodson en el sistemas de
primas niveladas que condujo a la formacién de La Sociedad de Garantias Equitativas
para la Vida y Sobrevivencia en Londres en 1762, y para los libros de texto de Richard
Price sobre Contingencias de la Vida publicado por primera vez en 1771.

Jacob Shoemaker de Filadelfia, un organizador clave en 1809 de la Compaiiia de Pen-
silvania de Seguros y Concesiones de Anualidades, de la cual decidié ser actuario y no

presidente, fue la primera empresa de Norte América en practicar acturia.

Otras companfas pronto siguieron los pasos de la Compania de Pensilvania, entre las mas
notables estan, el Hospital de Massachusetts Vida en Boston de 1823, la Compania de

Vida y Confianza de Nueva York y en menor medida, por ejemplo, Empresas de Seguros
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de Vida Mutua en los anos de 1840.

Y asi fue el crecimiento del interés de las companias de seguros en los profesionales
actuariales y en la modelacion de los seguros y otros a través de técnicas matematicas y
estadisticas de los problemas relacionados con los seguros y otros. En la siguiente tabla
se presenta el desarrollo de lo que més tarde se convertiria en la Sociedad de Actuarios de

Estados Unidos (en periodos de 20 afios) (Interés que se presenta es una tasa compuesta)

Miembros | Socios | Total | Tasa de crecimiento

Socios fundadores (1889) 38 - 38 -

Final del afio (1909) 176 107 283 10.6 %

Final del ano (1929) 362 256 618 4.0%

Fusién (junio 3, 1949) 642 427 1,069 2.8%
1 de Diciembre de 1969 1,888 1,656 | 3,544 6.2 %
1 de Septiembre de 1989 6,241 5,443 | 11,784 6.1%
3 de Noviembre de 1995 7,748 9,194 | 16,942 6.2 %

TABLA 2.1: Tabla de crecimiento de la Sociedad de Actuarios por periodos de 20 anos

2.3. Origen de las Tablas de Vida

Las pdlizas de seguro, han existido por mas de 2.000 anos. Por ejemplo, en la época
romana existian asociaciones que cobraban una suma pequena y regular de sus miembros
(es decir, una prima) y a la muerte de un miembro, pagaban un beneficio a la familia
para cubrir los costos de entierro. Esta estructura no es muy diferente a lo que es una

aseguradora sin fines de lucro hoy en dia.

Los tipos mas formales de seguros empezaron a aparecer en la época medieval y en
particular se centraron en la proteccién de las mercancias en el mar, ya que el comercio
entre las regiones era una parte importante de la economia, siendo el transporte por
barco el método més eficiente de transporte. Sin embargo, el conocimiento de los mares
era limitado y el viaje en barco era muy peligroso, por lo tanto habia una probabilidad
razonable de que la carga enviada por mar nunca llegara a su destino previsto (parecia
que la gente no estaba tan preocupada por la pérdida de la tripulacién!). El seguro
maritimo se hizo popular muy rapidamente, pero la aplicaciéon de estas técnicas a la
proteccion de los intereses financieros de las vidas (es decir, seguro de vida) tomaria algin
tiempo. Una de las principales razones de ello fue la falta de datos sobre la mortalidad

y su frecuencia en las poblaciones medievales. ;Cémo se puede vender una pdliza de
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seguro de vida a alguien si no tengo ni idea de cuanto tiempo es probable que vivan? Un

primer intento de resolver este problema vino a través de la obra de John Graunt, un

mercader de comercio, que publico el libro clasico, “Observaciones Naturales y Politicas

hechas sobre las Letras de la Mortalidad” en 1662. Este libro fue el primer trabajo para

demostrar la consistencia en la mortalidad y ademas fue la base para la primera tabla

de vida.

2.4.

Matemaéticos y/o Actuarios mas destacados

John Graunt (24 abril 1620 a 18 abril 1674): Graunt, junto con William Petty,
desarrollé principios estadisticos y métodos de censo humano que mas tarde pro-
porcionarian un marco para la demografia moderna. Se le atribuye la creacién de

la primera tabla de vida, dando probabilidades de supervivencia para cada edad.

James Dodson (1705-1757): era un matemético britdnico, actuario e innovador
en la industria del seguro, Dodson fue alumno de Abraham de Moivre, como
matematico Dodson es conocido principalmente por su trabajo en “The Anti-
logarithmic Canon y The Mathematical Miscellany”. Construyé una de las prime-
ras tablas de mortalidad basado en las estadisticas elaboradas por Edmund Halley

en 1693.

Johan De Witt (1625-1672): Ademads de ser un hombre de Estado, Johan De Witt
también fue un matematico consumado. En 1659 escribié “Elementa curvarum li-
nearum” como un apéndice de “La Geometria” de Frans van Schooten. En este
sentido, De Witt deriva de las propiedades bésicas de las formas cuadréticas, un
paso importante en el campo de algebra lineal, sus aportes a la actuaria fueron
en la creacion de una anualidad de vida que consistia en una renta vitalicia como
una media ponderada de las rentas determinadas donde los pesos eran las proba-
bilidades de mortalidad (que suma a uno), produciendo de esta manera el valor

esperado del valor actual de una renta vitalicia.



Capitulo 3

Actuaria Deterministica

En el desarrollo del presente capitulo se utilizardn conceptos bésicos de Matematica
Financiera, como el interés, valores actuales, flujos de efectivo y conceptos bésicos de

probabilidad. Es por ello que se supone un conocimiento béasico en dichos temas.

3.1. Analisis de Transiciones de Estado

Los célculos de flujo de efectivo y modelos en la introduccién de Actuaria deterministi-
ca generalmente asumen que los flujos tienen garantia de ocurrir. Como ejemplo de lo
anterior, la anualidad de seguros que hasta este punto supone que no habia nada que
detuviera la pdliza y esta quedaba totalmente en sus términos del tiempo. Sin embar-
go, hay muchos factores que podrian causar que los flujos de efectivo reales difieran de
los proyectados en el modelo de flujo de efectivo. Esto es fundamentalmente lo que le
interesa a los actuarios, en otras palabras, lo que interesa estudiar es la incertidumbre
en estos flujos de efectivo, la forma de medir esta incertidumbre y cémo manejar esta
incertidumbre.

i Cuadles son estos factores que podrian causar que los flujos de efectivo proyectados di-
fieran con los flujos de efectivo reales?

Existen muchos otros factores que podrian hacer diferir los flujos de efectivo proyectados
de los flujos de efectivo reales, es por ello que es importante para los actuarios poder
modelar la ocurrencia de estos eventos que afectan los flujos de efectivo y es en esto

consiste el ” Andlisis de Transiciones de Estado”.

10
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Se consideraran solo eventos que no son de indole financiero, como lo son las enferme-
dades o la muerte, méas adelante se consideran otros evento. La modelizacién de estos
eventos inciertos es fundamental en el trabajo actuarial en el ambito de los seguros,
las pensiones, inversion o cualquier otro tipo de trabajo. El trabajo fundamental con

“Transiciones de Estado” se ejemplifica con el siguiente diagrama:

Enfermo
Saludable (5} |4 ™ temporalmente
(ET)
r
Enfermo J Muerto (M)

Permanente (EF)

En el diagrama anterior cada recuadro representa un posible estado para un individuo
y las posibles transiciones de estos estados, por ejemplo, una persona puede pasar de
ser “Saludable” a “Enferma Temporalmente” que significa que una persona ha enferma-
do pero que se recupera, es decir, necesitarad gastos médicos solamente por un periodo
de tiempo, pero también una persona puede pasar de “Saludable” a “Enferma Perma-
nentemente” o de “Enferma Temporalmente” a “Enferma Permanentemente”, y esto
supondria gastos médicos de por vida para tratar su enfermedad y finalmente una per-
sona podria pasar de cualquiera de los estados anteriores a la muerte, que es un estado
permanente y tendria consecuencias financieras como los gastos funerarios, ademas del
pago de la retribucién establecida segiin la pdliza que se haya acordado. Este andlisis
interesa a los actuarios, pues como se puede observar el estado de los flujos de efectivo
depende del estado de los individuos (asegurados), es evidente que los flujos de efectivo
positivos (primas) y negativos (pagos), dependen de las transiciones de estado de los
individuos, es por ello que se necesita saber las probabilidades de movimiento de estado
del individuo que adquiere un seguro, para poder garantizar que las reservas reales son
suficientes para poder cubrir las futuras reclamaciones.

Para comenzar se observa el modelo basico que considera solo dos estados, como se

observa en la figura 3.1.

Un ejemplo de una pdliza para la que este modelo podria ser 1til es una que requiere

que los asegurados paguen primas regulares cuando estdn vivos y luego ofrece el pago
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Vivo (v) Muerto (m)

FI1Gura 3.1: Andlisis de transiciones de estado

de un reclamo de una sola vez cuando el asegurado muere. Esto es obviamente un pdliza
muy simple, pero proporcionard un buen marco desde el que se puede entender el tra-
bajo actuarial. En la practica, los actuarios tipicamente necesitaran considerar modelos
de estado mucho méas complicados, cuando se trabaja con seguros y otros productos

financieros.

3.1.1. Modelo de Dos Estados

Ya se presenté a este modelo como el més simple y ademés se presenté un ejemplo de
una poliza para la que podria ser 1til este modelo, que es donde se ofrece un solo pago

cuando la persona muere.

Hx

Vivo (v) »  Muerto[m)

FI1GURA 3.2: Fuerza de mortalidad

En este tipo de pdlizas la aseguradora debe pagar al asegurado una sola reclamacién una
vez que este muera, es decir, le interesa que los asegurados estén vivos y la probabilidad
que estos mueran. Para modelar esto se introduce un término que ayudard a modelar
este caso, el cual es u, que denota “La intensidad de transiciéon de mortalidad por ano”.
Este término también es conocido como “Fuerza de mortalidad”, y z es el factor o los
factores que lo afectan, en el primer caso sélo se considera la edad o el tiempo como fac-
tor, aunque obviamente podrian haber otros factores como el tipo de trabajo, el género,

nivel socio-econdémico, etc. En esta parte se omitiran todos esos factores por simplicidad.
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En el modelo de dos estados se denotard como A al evento donde el individuo sobreviva

desde la edad 0 a la edad = + ¢; y B como el evento donde el individuo sobreviva desde

la edad 0 a la edad x, por tanto A|B es el evento que sobreviva desde la edad z a la

edad = +t, el evento AN B (el evento que A y B ocurran) es solo A, pues sobrevivir de

la edad 0 a la edad x + ¢t implica sobrevivir de la edad 0 a la edad x.

+Px, denota la probabilidad de vida desde el tiempo x hasta el tiempo x+t. De igual

forma se denota .q,, la probabilidad de muerte.

Usando la notacion previa sobre probabilidad condicional se tiene que:

z+tP0
zP0

tPx =

Este resultado serd 1til en los siguientes calculos.

Ahora para el cdlculo de (g, se tiene que:

tqz =1 —1 pg
—1_ z+tP0
2P0
__ xP0 —az+t PO
B 2P0

tdz _ xP0 —a+t PO

t zpoXt

(3.1.1)

Haciendo t — 0, se tiene que la parte izquierda de la ecuacion se transforma en una tasa

de mortalidad instantdnea, es decir, en la intensidad de mortalidad p, y asi la parte

derecha de la ecuacion se reescribe como un derivadas:

it tdz _ 1 (
im—=— = pu, = —— lim
t—0 ¢ 2P0 t—0
Entonces
d
1y = _@(xp())
zPo

d d
=L, : <
T n(zpo) esto pues T n(f(x))

De aqui se establece que:

d
Hzt+s = s ln(r+sp0)

z+tP0 — 2P0

(3.1.2)

(3.1.3)
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Luego integrando a ambos lados de la ecuacion (3.1.3) se tiene que:

t
_/ ,Ufac—ﬁ-sds = lln(az+sp0)]
0

Por lo tanto

t

= In(41¢po) — In(zpo) = In (f’f*tp‘J) = In(sp.)

0 zP0

t
tPz = €XP [_ / M:c—i—st] (314)
0

y dado que ;q; = 1 — p,, entonces

t
Gz = 1 —exp [—/ ,u,$+5ds] (3.1.5)
0

Se va a elevar un poco la dificultad y se presenta el siguiente resultado importante como

ejercicio practico.

Ejercicio préactico 3.1.1. Un indwiduo actualmente de 30 anos de edad, tiene una
intensidad de transicion de mortalidad p, = 5 x 1074 + 4 x 1075295 donde z es la

edad, calcular la probabilidad que muera entre los anos 75 y 80.

Sol.

Se puede analizar el caso como que primero el individuo debe sobrevivir hasta los 75
anos (evento B) y luego este muere entre los 75 y 80 anos, se puede pensar en una
reordenacion de la férmula de probabilidad condicional.

P(ANB)

PAIB) = =55

= P(ANB) = P(A|B) x P(B)

Entonces lo que se busca, se denotard por 455930 =5 75 X45 P30, que representa la

probabilidad de muerte entre los 75 y 80 anos, entonces
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575 = 1 —exp

5
/ Wr5+sds
0

5
=1—exp|— / 5x 107" 42 x 10_560'085(75+S)dS]
0

9 % 10~5£0085(75+5) ] °
0.085

=1l—exp| — [5><10_4S+

=1—exp|— [0.0025 4 2.3529412 x 107%(e%8 — e6-375)”

=1 — exp[—0.075643967]

= 0.0728538

Luego anédlogamente se calcula

45
45P30 = €Xp [— / M30+st]
0

45
=1—exp|— / 5x 1074 42 x 10_560'085(30+S)ds]
0

9 % 10-50-085(30+s) ] *°
0.085

=1—exp|— [5><10_4s+

=1—exp| — [0.0025 +2.3529412 x 1074 (537 — 62'55)]]

=1 — exp[—0.1576008]

= 0.854191
Por lo tanto el valor buscado es:
455930 = 0.0728538 x 0.854191 = 0.0622

Con esto se termina el andlisis del modelo de dos estados, claramente hay muchos mo-
delos més complicados o més complejos que se estudian en la practica del trabajo de
las ciencias Actuariales y para ellos se utilizan otras herramientas fundamentales que se

revisaran mas adelante.
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3.2. Tablas de Vida y Flujos de Efectivo

Una tabla de vida es una representacién de la mortalidad de una poblacién, como se vio
en los fundamentos tedricos de la actuaria existe formas de calcular las probabilidades de
que una persona muera o viva y a estos se les llama modelos de intensidad de transiciones
de estado, ahora se busca conocer probabilidades similares para una poblacién y es por
ello que se introduce la idea de tablas de vida.

La columna clave en las tablas de vida se denota por [, un ejemplo de la estructura se

muestra a continuacion.

Edad(zx) ly
30 100,000
31 99,924
32 99,844
33 99,763
79 80,611
80 79,196

Los valores de [, denotan la cantidad de individuos que tienen una edad x, la idea
es tener un estimado de cuantos individuos se esperaria que estuvieran vivos a una
edad avanzada a partir de los datos de la poblacién méas joven, por ejemplo en la tabla
anterior se esperaria que 79,196 individuos estuvieran vivos a los 80 afios, si 100,000
de ellos estan vivos a los 30 anos. Si usamos la notacién que se ha utilizado antes para
denotar la probabilidad de sobrevivir desde una edad x hasta una edad x + t se tendria
que

s0p30 = 79,196/100, 000 = 0.79196

En conclusién, las tablas de vida no son mas que una representacion de la mortalidad
de una poblacién mediante el seguimiento de la poblacién de individuos de una edad a

través de anos futuros.
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3.3. Tablas de Vida

Como se ha descrito hasta el momento, la tabla de vida es una representacion de la
mortalidad de una poblacién, entonces hay que describir la relacién entre las tablas de
vida y la fuerza de mortalidad. Para ello se hara la descripcién de un ejemplo simple,
donde se considera una fuerza de mortalidad p constante en todas las edades de 2% por

ano y una poblacién a los 30 anos de 100,000 individuos, es decir, I3 = 100, 000.

Como la fuerza de mortalidad es constante, entonces la probabilidad de mortalidad ¢,

también es constante, lo que implica que g, se puede calcular de la siguiente manera:

1 1
Gz =1 —exp / pds| =1 —exp / 0.02ds
0 0
=1—exp|—0.02]
= 0.019801

También se sabe que la probabilidad de supervivencia es p,, entonces

Pe =1—¢g; =1—0.019801 = 0.980199

Si se tiene una poblacién de 100.000 de 30 anos, entonces la poblacién de individuos
a los 31 afios es simplemente igual a este 100.000 multiplicado por la probabilidad de

supervivencia; es decir:

I31 = l30 X p3o = l30 % (1 — gq30)
= 100,000 x 0.980199 = 100, 000 x (1 — 0.019801)

= 98,020

De forma maés general se puede expresar como:

loy1 =lz X pp =1z X (1 - qx) (331)

Ya que este es un proceso iterativo, si se tiene los valores de p, o ¢, para todas las

edades x requeridas y se fija el valor [ a cierta edad inicial, entonces se puede calcular [
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en todas las edades posteriores. Por ejemplo:
I3 = I31 X p31 = I31 x (1 — q31)
= 98,020 x 0.980199 = 98,020 x (1 — 0.019801)
= 96,079
Por lo tanto la tabla de vida resultante sera:
Edad(x) L, G
30 100,000 0.019801
31 98,019.9 0.019801
32 96,079.00796 | 0.019801
33 94,176.54752 | 0.019801
79 20,598.05216 | 0.019801
80 20,190.19013 | 0.019801
Ademads cabe senalar que [ se puede calcular de la siguiente manera:
lean = letn-1XPrin-1=lotn-2XPrin-1= .. = la XPe XPrt1 X ... X Prin—2 X Prin—1
Por lo tanto se tiene que
logn =z Xy pr = Iz X (1 —n q;p) (332)

Se han dado distintas formas de calcular [, hay que mencionar que esta teoria sobre

tablas de vida es fundamental en el trabajo practico sobre actuaria y gestion de riesgos

para seguros. El trabajo con las tablas de vida normalmente se hace con el apoyo de

hojas de cédlculo pues la mayoria de férmulas son faciles de utilizar en cualquier software.

Introduciendo una Nueva Notacién

Se va a introducir una nueva notaciéon que sera muy util en el cdlculo de probabilidades

utilizando las tablas de vida mas adelante. Para ello se toma la tabla anterior
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Edad(x) L, Qs dy
30 100,000 0.019801 | 1,980
31 98,019.9 0.019801 | 1,941

32 96,079.00796 | 0.019801 | 1902

33 94,176.54752 | 0.019801 | 1865

79 20,598.05216 | 0.019801 | 743

80 20,190.19013 | 0.019801

Se puede intuir que el termino d, representa el nimero de personas muertas de edad x

y se calcula como:

dx:lm_lirl :lx_lxxpx:lz(l_px)

por lo tanto se tiene que

dy =1y —lpp1 =1 (1 — pz) = lpqs (3.3.3)

Cabe aclarar que las tablas de vida que se han presentado hasta el momento son tablas
bastante simples, pues su funcién es introductoria, sin embrago, las tablas de vida que

los actuarios utilizan en la practica incluyen otros factores como:

= Se separan las tablas de vida para los hombres y mujeres, pues los hombres nor-

malmente tienen una mayor taza de mortalidad que las mujeres.

= Se consideran las tasas de mortalidad que cambian con el tiempo, por ejemplo, la
tasa de mortalidad para una persona de 60 anos en la actualidad es mucho menor

de lo que fue para una persona de 60 anos en 1960.

Otro factor de gran interés para los actuarios, es conocer si las tasas de mortalidad de
las personas que compran seguros se correspondan con las tasas de mortalidad de la

poblacion general.
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Edad(x) l. | Edad(x)| I, |Edad(x)| I, |Edad(x) | I
0 100,000 28 98,268 56 91,835 84 | 31,204
1 99,402 29 98,181 57 | 91214 | 85 27,594
2 99,358 30 | 98,091 58 90,523 86 24,080
3 99,333 31 97,997 | 59 89,754 | 87 | 20,722
1 99,316 32 97,900 | 60 88,904 | 88 17,575
5 99,301 33 97,798 | 61 87,969 89 14,683
6 99,276 34 | 97,693 | 62 86,046 90 12,078
7 99,276 35 97,582 63 85834 | 91 9,777
8 99,264 36 97,466 | 64 | 84,631 92 7,773
9 99,253 37 | 97,344 | 65 83,328 93 6,055
10 99,242 33 97,215 66 81,015 94 4,607
11 99,230 39 97,080 | 67 | 80,379 95 3,412
12 99,217 40 | 96,936 | 68 78,708 96 2,451
13 99,203 41 96,783 | 69 76,889 97 1,705
14 99,186 12 96,619 70 74,905 98 1,149
15 99,165 43 96,441 71 72,743 99 750
16 99,136 44 96,247 | 12 70,319 | 100 474
17 99,101 15 96,034 73 67,850 | 101 289
18 99,049 16 95,538 75 62,224 | 103 93
19 98,983 47 | 95,538 76 59,162 | 104 49
20 98,908 43 95,249 77 | 55057 | 105 25
21 98,830 49 94,933 77 | 55057 | 105 25
22 98,753 50 | 94,587 | 78 52,630 | 106 12
23 98,675 51 94,212 79 | 49,207 | 107 5
24 98,597 52 93,808 | 80 | 45,701 | 108 2
25 98,517 53 93374 | 81 42,127 | 109 1
26 98,436 54 | 92,006 | 82 38,503
27 98,353 55 92,395 83 34,852

TABLA 3.1: Tabla de vida(condensada) de la poblacién inglesa 2000-2002

3.3.1. Calculo de Probabilidades Usando las Tablas de Vida

En algunos casos, la tabla de vida puede haber sido calculada sin necesidad de analizar
las intensidades de transicién de la mortalidad. En este caso se puede calcular las pro-
babilidades deseadas sin necesidad de realizar ningin calculo matematico complejo en

férmulas de intensidad de transicién, para ello se considera la tabla 3.1.

En la tabla 3.1 solo se ha dado [, pero como ya se vio también se pueden calcular los

otros elementos a partir de [, como:

d:c = la: - lm—l—l
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lx+1
l

Pz =

=l d

l. I

qz =
Estas férmulas se deducen del calculo simple de probabilidades que es:

Numero de casos favorables

Numero de casos posibles

Tomando la tabla de vida se puede calcular todo tipo de probabilidades como en el

siguiente ejemplo.
Ahora se presenta el siguiente ejemplo que es un poco mas complicado.

Ejemplo 3.3.1. Calcule la probabilidad de que un individuo de 55 anos de edad muera
entre las edades de 85 y 90 anos.

Sol.

Lo que se quiere es una probabilidad de mortalidad diferida, y se expresard como |44z,
donde n , es el periodo de diferimiento durante el cual el individuo debe sobrevivir, antes
de morir durante los anos . En este caso se esta calculando, go|5¢s5. Una vez mads, se va
a calcular esto como el niimero de personas que cumplen los criterios de evento dividido
por el numero total de personas vivas en la edad de inicio, en cuyo caso el denominador
es el nimero de personas vivas a la edad de 55. El numerador es el nimero de personas

que fallece entre los 85 y 90 afios de edad:

dgs + dge + dg7 + dgg + dgg + doo _ lgo — g5
l55 l55

80(5955 =

Con esto termina la introduccién a las tablas de vida, a continuacién se sigue con im-

plicaciones un poco mas practicas.

3.4. Valoracion de Flujos de Efectivo Inciertos

En la teoria de la valoracién de los flujos de efectivo, se tiene en cuenta el valor temporal
del dinero. Luego en la seccién 3.1 se introdujo el concepto de transiciones de estado,
donde un individuo puede moverse entre diferentes estados como “Saludable”, “Enfer-

mo Temporalmente”, “Enfermo Permanentemente” y “Muerto”, que pueden afectar los
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flujos de efectivo subyacentes de un sistema financiero. En la seccién anterior se examind
un ejemplo especifico de un modelo de transiciones de estado que es la tabla de vida,
que proporciona informacién sobre las probabilidades de mortalidad en ciertas edades.
En esta seccion, se quiere responder a la pregunta: ;Cémo se trabaja con un sistema
financiero donde los flujos de efectivo ocurren en un rango de veces y son inciertos?

En esta tltima parte de este trabajo, se tomard gran parte del material que se ha apren-
dido hasta el final de esta seccion y se aplicara. Es evidente que una compania de seguros,
es un ejemplo de un sistema financiero que funciona con flujos de efectivo inciertos en
un rango de incidencias. Incluso el producto de seguro de vida mas simple normalmen-
te tendrd primas y/o reclamaciones pagadas en diferentes momentos que dependen del
estado de salud del asegurado. Por lo tanto, esta es una seccién fundamental. Es aqui

donde comienza a ser evidente cémo un actuario piensa sobre el mundo.

3.4.1. Valor Actual Esperado

Ya se introdujo el concepto de valor actual para un flujo de efectivo, ahora la idea es
considerar la probabilidad de que se hagan los pagos para un flujo de efectivo y esto es
el flujo de efectivo esperado.

Para aclarar esta idea se tiene el siguiente ejemplo:

Ejemplo 3.4.1. Imagine que un individuo sabia que tenia que hacer un pago de $ 1,000
en el futuro, pero no estaba sequro exactamente del tiempo en que tendria que hacerse
el pago. Hay una probabilidad del 40 % de que el pago necesitard ser hecho exactamente
a los 5 anos y una probabilidad del 60 % de que el pago necesitard ser hecho en 7 anos.

Observar esta informacion en una linea de tiempo:

Afio 0 1 2 3 4 5 6 7
Flujo de Efectivo 1,000 1.000
Probabilidad 40% A0%

El cdlculo del valor presente de una serie de flujos de efectivo incierto es el mismo que

calcular el valor presente de una serie de flujos de efectivo con el componente adicional de
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multiplicar cada flujo de efectivo por su probabilidad de ocurrir. En el ejemplo anterior,

y suponiendo una tasa de interés del 4 % anual, el valor presente se calcula como:

VPE = 1,000 x 0.4 x v° + 1,000 x 0.6 x v"
=1,000(4 x 1.047° + 0.6 x 1.0477)

= §784.72

VPE representa el valor presente esperado y de una forma mas general se tiene que para
una series de flujos de efectivo se puede calcular el valor presente esperado de la siguiente

forma:

VPE = Z(ﬂujo de efectivo) x (probabilidad de flujo de efectivo) x v
t
Donde v = (1 + i)~%. Observar el siguiente ejercicio practico en el cual se aplica el

concepto de valor actual esperado.

3.4.2. Relacién entre las Tablas de Vida y el Flujo de Efectivo Espe-

rado

La idea de VPE es muy interesante, sobre todo cuando se trabaja en conjunto con las
tablas de vida, por ejemplo, si se supone que una aseguradora estaba vendiendo un
producto que requeria que el asegurado pagara una prima de $500 al principio de cada
ano en que esté vivo. Colocando estos flujos de efectivo de primas en un cronograma
para un asegurado que tomd la pdliza a los 30 anos, con la probabilidad ¢p3g de que el
asegurado paga una prima, que es la misma probabilidad que el asegurado este vivo en

el ano 30 + ¢, observar esta informacién en una linea de tiempo.

| 1 | | |

| 1 | | |
Ao 0 1 2 3 4 n-2 n-1
Prima 500 500 500 500 500 500 300
Probabilidad aPz 1Pz 2Pz aPa 4P n2Pa  n1Pa
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En este caso n — 1 refleja el ultimo ano posible en el que se puede pagar una prima (es
decir, n primas pagadas en total), que podria ser un nimero fijo dependiendo del tipo
de seguro o podria basarse en la maxima edad posible que se asume que podria vivir

una persona.

Utilizando las férmulas VPE anteriores, el VPE de las primas se calcula de la siguiente
manera.
n—1

VPE = 500 x pyp x v' (3.4.1)
t=0

Notar que no se ha puesto ninguna restricciéon al la férmula pues, la férmula de VPE
dependerd solo de la estructura que tenga el seguro, es decir, puede que las primas se
paguen cada 5 anos, que se pague una sola prima, o de alguna otra forma.

Como ya se menciond antes, en términos practicos todo el trabajo con las diferentes

férmulas y tablas se hace con herramientas de hojas de célculo.

Reclamaciones

Las mismas técnicas descritas anteriormente se pueden usar para calcular el VPE de las
reclamaciones. Imagine ahora que el producto anterior paga una reclamacién de $50,000
a los dependientes del asegurado al final del afio de fallecimiento del asegurado. Hay que
tener en cuenta que la suposicion de que las reclamaciones se pagan al final del ano de
la muerte permite asumir que los pagos de reclamacion se hacen sélo en anos enteros.
iNo es realista pero hace los cdlculos mas ficiles! Si se colocan estos flujos de efectivo
de reclamaciones en una linea de tiempo para un asegurado que tomé la pdliza a los 30

anos, con la probabilidad de que el asegurador pague una reclamacion g;_1j; ;:

| | | | | l |
| I | I | | |

Afio 0 1 2 3 4 n-1 n
Reclamaciones 50,000 50,000 50,000 50,000 50,000 50,000
Probacilidad 1930 11950 21930 31930 n-2190  ~-119%0

Entonces se tiene que

VPE =) 50,000 x;_qj; ¢z X 0" (3.4.2)
t=1

De nuevo, este es el VPE para esta estructura de producto especifica solamente y puede
diferir si el seguro cambia de estructura.

Vinculacién de VPE y la Ecuacién de Valor
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Anteriormente se introdujo el concepto de ecuacién de valor y se nota su utilidad en el
calculo de valores de ingresos desconocidos cuando se conocian los valores de los saldos o
viceversa. El mismo concepto es facilmente aplicable también al VPE, segun la siguiente
férmula:

VPE; = VPE, (3.4.3)

Para un asegurador, esto es particularmente 1til cuando se piensa en las primas que el
asegurador podria desear cobrar en un producto de seguro. En este caso los ingresos son
las primas recibidas por el asegurador, mientras que los egresos son las reclamaciones
pagadas por el asegurador. La tasa de interés para propdsitos de valor presente es la
tasa de interés que la aseguradora espera recibir en sus reservas reales.

Una prima fijada de esta manera se denomina prima de riesgo, un concepto que se discu-
ti6 antes y es esencialmente la prima requerida por el asegurador, de modo que se espera
que el ingreso de primas recibido sea suficiente para pagar la reclamacién. Por supuesto,
independientemente de que los ingresos por primas sean efectivamente suficientes depen-
derd de si las expectativas del asegurador (por ejemplo, tasas de mortalidad e intereses
recibidos) coinciden con las suposiciones hechas en el célculo de la prima de riesgo.

Por tdltimo, cabe senalar que, en la préctica, el calculo de las primas es mucho mas com-
plicado de lo que se ha descrito anteriormente. Por ejemplo, los siguientes son factores
adicionales que se han ignorado, y tendrian que ser considerados por un actuario y el

asegurador en el establecimiento de primas:

= La probabilidad de que el tomador de la pdliza pueda “caducar”, es decir, el ase-

gurado elige dejar de pagar las primas e interrumpir la pdéliza.

= Kl costo de funcionamiento de la compania de seguros, pago de salarios, propiedad,

etc.

= Las primas que cobran los competidores.

Incertidumbre y Valor Acumulado

Las mismas técnicas descritas anteriormente podrian utilizarse para calcular un “Valor
Acumulado Esperado”, por ejemplo una reserva real, aunque en la practica un valor
acumulado esperado no es particularmente 1til ya que puede determinarse simplemente
tomando el PVE y acumuldandolo para la nimero de periodos de tiempo. Lo que es més

atil es mirar la incertidumbre en un valor acumulado debido a los factores que afectan al
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valor acumulado que son de naturaleza variable. En los ejemplos de seguros considerados
en este trabajo, los principales factores que pueden ser de naturaleza variable son las tasas
de interés y las tasas de mortalidad. Sin embargo, antes de considerarlos se debe dar una
breve introduccion al concepto de variables aleatorias. Para esto es importante comenzar
con el uso de variables aleatorias y otros conceptos estadisticos més importantes, si
las entradas fueran fijadas en los modelos, estos modelos se conocen como modelos

deterministas.

Pero se sabe que, a menos que la aseguradora invirtiera las reservas reales de una manera
que generara una tasa de interés garantizada, la tasa de interés no es fija, pero variara
con el tiempo. Esto es especialmente el caso, si el asegurador invierte las reservas reales
en activos tales como acciones o bienes que proporcionan tasas volatiles de rendimiento.
Por lo tanto, lo que realmente se desearia, es hacer que la tasa de interés sea al azar
(también conocido como estocdstico) en lugar de fijo. Esto se logra haciendo que la tasa
de interés sea una variable aleatoria en lugar de una entrada fija. Mientras que el material
posible que podria cubrirse en variables aleatorias es muy grande, en esta secciéon sélo
se veran los elementos que seran relevantes para este trabajo.

En el contexto del trabajo que se estd haciendo, una variable aleatoria es una entrada
que puede tomar una variedad de valores posibles en lugar de un tdnico valor fijo. Al
conjunto de probabilidades junto con su valor posible se dice que es la distribucién de

esa variable aleatoria.



Parte 11

Modelo Estocastico de

Contingencia de Vida
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Capitulo 4

Distribuciones de supervivencia y

tiempos de falla

4.1. Introduccién a las Distribuciones de Supervivencia

El objetivo en este capitulo es introducir un modelo estocdstico para la mortalidad que
reemplaza el modelo deterministico utilizado en el capitulo 3. Esto no sélo proporcionara
una descripcién mas realista de la mortalidad humana, sino que también tendrd aplica-
ciones mas generales. Para el cumplimiento de estos objetivos se tomara una notacion y

un trabajo mateméatico mucho mas formal y riguroso.

La informacién bésica que un posible emisor de un contrato de seguro o anualidad quiere
saber es cuanto tiempo vivira la persona o las personas en cuestién. El asegurador obvia-
mente no puede esperar contestar a esta pregunta exactamente, puesto que la vida futura
en la realidad esta dada al azar. Por ejemplo, algunas personas de 50 anos viviran otros
40 anos o mas, mientras que otros moriran muy pronto. En el modelo deterministico, se
ha descubierto que, al suponer que no se podria identificar cuanto tiempo un individuo
en particular viviria, se podria identificar cudntos individuos de una edad dada vivirian
a alguna otra edad. Claramente, el nimero de tales individuos también es aleatorio. En

el modelo estocéstico se enfrentara directamente esta aleatoriedad.

En este capitulo y los posteriores se hara uso de conceptos avanzados de estadistica, por

lo que se supondrad un conocimiento previo de estos temas.

28
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No se necesita limitarse a mirar el momento de la muerte de un individuo. Suponiendo
que se esta interesado en algiin evento que ocurrird una vez y s6lo una vez en algin tiempo
futuro al azar. Se denota a este evento como “fracaso”. La variable aleatoria T, es el
tiempo de ocurrencia de tal evento, se conoce como tiempo de fallo o tiempo de fracaso, y
su distribucidn se refiere a menudo como una distribucién de supervivencia. En cualquier

momento antes del “fracaso”, se dird que se estd en un estado de “supervivencia”.

4.2. Caso Discreto

Se considera el caso en el que el fracaso puede ocurrir sélo en tiempos enteros 1, 2,3, ...,
por lo que T es una variable aleatoria discreta con enteros positivos como valores. En
lugar de la funcién de distribuciéon acumulativa F, a menudo es més conveniente utilizar

la supervivencia s definida por
s(k)=1—F(k) = P(T > k)

Esto da la probabilidad de que el fracaso no haya ocurrido todavia por el tiempo k, o
en otras palabras, que todavia se esta en un estado de supervivencia en el tiempo k. Si

f es la funcién de probabilidad de T, esta claro de (A.5) que:

[e's) k
FR) =s(k—1)—sk), sty = 3. ) =1-327G)  (421)
i=k+1 =1

Esta ecuacién es otro importante método para calcular la distribucion de T'.

Definicién 4.2.1. La funcién de riesgo de T en el tiempo k, denotada por \(k) es la

probabilidad de falla en el tiempo k dada la supervivencia hasta el tiempo k— 1. Es decir,

A(k) =

Esto, por supuesto, se define sélo para aquellos niimeros enteros k tales que s(k—1) > 0.
Una vez que s(k — 1) es igual a 0, no hay posibilidad de supervivencia hasta ese punto.
(La funcién de peligro también se conoce como tasa de riesgo o funcién de intensidad o

funcién de falla.)



CASO DISCRETO 30

Se debe garantizar que se entiende muy claramente la diferencia entre f(k) y A(k).
Ambas cantidades dan la probabilidad de fallo en el instante k, pero desde distintas
perspectivas. Si, en el momento 0, se pide la evaluacién de la probabilidad de que el
fracaso se producird en el instante k, la respuesta es simplemente f(k). A medida que
pasa el tiempo, la evaluacién de esta posibilidad debe cambiar. Por ejemplo, si el fallo
toma un tiempo antes de k, entonces se sabe que la probabilidad de fallo en el instante
k es cero. Se asume que en el instante k — 1 aun no se ha producido un fallo y por tanto
se hard la misma pregunta.

La respuesta ahora es A\(k). La diferencia entre las dos funciones es clarificada escribiendo

la definicion de A de la siguiente forma
flk) =s(k—1)A(k) (4.2.2)

Expresando el hecho de que se ve el fracaso en el tiempo k& como resultado de dos
eventos. En primer lugar, debe haber supervivencia hasta el tiempo k£ — 1 y luego, dada
esta supervivencia, el fracaso debe ocurrir en el momento k.
Al obtener una distribuciéon de supervivencia adecuada, a menudo es mas ficil modelar
la tasa de riesgo en lugar de s o f. Dado A, se puede determinar facilmente las otras
funciones como sigue. igualando las dos expresiones diferentes para f(k) dadas en (4.2.1)
v (4.2.2),

s(k) =s(k—1)[1 — A(k)] (4.2.3)

Comenzando con s(0) = P(T > 0) = 1, se sabe que s(1) = 1 — A(1),s(2) = s(1)[1 —
A2)] =11 = A1)][1 = A(2)], y asf si se precede de forma inductiva.

s(k) = [1 = AD)][L = AQ2)]...[1 — A(k)] (4.2.4)

Ejemplo 4.2.1. Una bolsa contiene 8 bolas verdes y 1 bola roja. Se dibuja una pelota al
azar. Si es verde, se sustituye y se repite el sorteo. El fallo ocurre cuando se dibuja una
bola roja. Si esto estd en el k-ésimo dibujo decimos que el fracaso ocurre en el tiempo k.
Hallar s(k), f(k) y \k).

De las condiciones del problema se puede deducir inmediatamente que

1
Ak =7, k=123..
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De la ecuacion (4.2.4) se tiene que

y de la ecuacion (4.2.2)

flk) = 2— k=1,2,3,...

Una vez revisado el caso discreto se pasa a considerar el caso continuo, cabe aclarar que
la deduccion de los resultados anteriores se pudieran hacer de forma directa a través de

la suma de una serie geométrica como se ha hecho antes en otros capitulos

4.3. Caso Continuo

En la mayoria de las aplicaciones, el tiempo de fallo no se limita a los niimeros enteros,
puede ser arbitrario. Se modela esto suponiendo que T es una variable aleatoria continua

con valores en [0, o0]

4.3.1. Funciones Basicas
Se define la funcién de supervivencia s como en el caso discreto,
s(t)=1—F(t)=P(T > t)

La probabilidad de supervivencia hasta el tiempo ¢, se relaciona con la funciéon de den-

sidad de probabilidad (f.d.p) dada por

) =),  slt) = /t T rydr =1 /0 F(r)dr (4.3.1)

Ahora se pasa a la siguiente definicion

Definicion 4.3.1. La funcion de riesgo de un tiempo de fallo continuo T en el instante

t, denotado por u(t), es la funcion de densidad continua para el fallo en el tiempo t,
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dada la supervivencia hasta ese punto. FEso esta dado por

wu(t) = S0 para todo t tal que s(t) >0

Para At pequeno, u(t)At se aproxima a la probabilidad de que T' tome un valor en el
intervalo [t,t + At] dado el tiempo de supervivencia ¢t. Andlogamente a (4.2.2), se tiene

la expresién

F(t) = s(Hu(t) (13.2)

Para de terminar las otras cantidades de p notamos de (4.3.1) y (4.3.2)

S(t) - _%[logs(t)]

Siguiendo la prueba de la Proposicién 8.1, se deduce que
s(t) = e Jou(rdr (4.3.3)

La férmula (4.3.3) parece bastante diferente de su contraparte discreta (4.2.4), pero si lo
observas de la manera correcta, es realmente una versién continua natural. Recordar que
em X0 = H e~ %. Asi, si se piensa en una integral como un tipo de suma generalizada,
entonces e a la integral es un tipo de producto generalizado de términos de la forma

e H, que para valores "pequenos”de p son cercanos a 1 — pu.

4.3.2. Propiedades de u

(o.9]
Se sabe que la funcién de densidad f debe ser no negativa y satisface / fydt=1,y
0
1.

La funcién de distribucién F' debe ser no decreciente y satisfacer F'(0) = 0, th’m F(t)
—00
Esto tltimo implica que la funcién de supervivencia s es no creciente y satisface s(0) = 1,

tlggo s(t) = 0.

Por tanto la pregunta debe de ser ;Cuédles son las propiedades correspondientes para la
funcién de riesgo?

La funcién de riesgo p debe ser no negativa en su dominio y ademas satisfacer

/000 w(t)dt = oo
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Para ver esto, se supone que la integral anterior tenia un valor finito a. De (4.3.3) se
puede deducir que tliglo s(t) = e~ que no es igual a 0, contradiciendo el hecho de que
el fallo debe ocurrir en algin momento. En otras palabras, si la integral es finita, la
funcién de peligro no es lo suficientemente grande para garantizar el fracaso y habria
alguna posibilidad de sobrevivir para siempre. Por supuesto, es posible que se desee
modelar situaciones en las que existe la posibilidad de que el fracaso nunca ocurra, y en

este caso querriamos que la integral anterior fuera finita.

4.3.3. Modos

La forma general de la funciéon de densidad de T puede inferirse a menudo observando
. En particular, se puede estar interesados en puntos modos, que son puntos donde la
funcién de densidad asume un méaximo local. Se asume que f es diferenciable, y notar

de (4.3.1) y (4.3.2) que

fr=(sp) =s'p+sp' =—fu+s'n=—spu+sp = s — p?) (4.3.4)

Se observa que f es creciente o decreciente de acuerdo si i/ es mayor o menor que 2.
Los puntos en los que los modos pueden ocurrir estan restringidos a los valores de ¢
para los cuales 1/(t) = p(t)?, o posiblemente a los extremos del dominio. Mas se veran

algunos ejemplos concretos.

4.3.4. Distribuciones Desplazadas

Si se supone que se da un tiempo de fracaso T'. (Por conveniencia se trata el caso con-
tinuo, pero las conclusiones para el caso discreto son similares). Como se ha observado
anteriormente, habiendo alcanzado un punto u en el que el fracaso todavia no ha ocurri-
do, se debe alterar la evaluacién de la probabilidad de fracaso en diferentes momentos.
Para formalizar esto, se define una nueva variable aleatoria.

La variable aleatoria T o u es igual al tiempo hasta que ocurre el fallo, medido a partir
del tiempo u, dada la supervivencia hasta el tiempo u. Por lo tanto, toma un valor de
T — u cuando T toma un valor mayor que u, con probabilidades condicionadas bajo el

hecho que T es mayor que u. La funcién de supervivencia, la funcién de densidad y la
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funcién de tasa de riesgo, respectivamente, para T o u se expresan en términos de las
funciones correspondientes para T' como sigue. (Ya que se estd tratando con mas de una

distribucién aqui, se va a insertar los subindices apropiados en s, f y pu.)

sTou(t) = w (4.3.5)
fTou(t) = %STou(t) = w (436)
HTou = (;f;:;((i)) = MT(U + t) (437)

La férmula (4.3.6) proporciona una buena manera de visualizar este concepto. Para
obtener la grafica de la funcién de densidad de la variable aleatoria desplazada, se toma
la grafica de la funcién de densidad original, se ignora todo a la izquierda de u, y se
escala todos los valores hacia arriba para obtener el area total igual a 1. Para algunas
distribuciones, las variables aleatorias desplazadas son de la misma familia que el original.

Esto hace que estas distribuciones sean convenientes para propdsitos de modelado.

4.4. Aproximacion Estandar

Asociado a cada tiempo de fallo continuo T es un tiempo de fallo discreto T La falla
de acuerdo con T ocurrird en el tiempo entero k, si ha ocurrido una falla en T en el

intervalo de tiempo (k — 1, k]. Para ser precisos,
T=I[T]+1, donde [-] denota la funcién parte entera més grande

Sean f y s la funcién de densidad y la funcién de supervivencia, respectivamente, de
T. Sean f y § las funciones correspondientes de T. Entonces, para todos los enteros
positivos k,

~ 1
F(k) = /0 Flk—1+t)dt = s(k —1) — s(k) (4.4.1)

5(k) = s(k) (4.4.2)
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Se supone que se quiere deducir informacién sobre 1" observando cuando ocurre un fallo.
Podria ser dificil o imposible observar continuamente y sélo se puede ver la situacién en
ciertos momentos discretos, como 1, 2, 3, etc. Si se observa en el tiempo k, y se ve que
el fracaso ha ocurrido, sélo se sabe que ese fallo ocurrié entre el tiempo k£ — 1 y k. En
otras palabras, se estd observando los valores de 7.

Por lo tanto, se quiere inferir la distribucién de T' de la de T. Claramente, no se puede
hacer esto exactamente y se debe hacer algin tipo de aproximacién. Un método simple,
consiste en utilizar la ecuacién (4.4.1), es simplemente suponiendo que para todos los

enteros no negativos k, y cualquier ¢ en el intervalo (0, 1),

flk+1t) = f(k+1) (4.4.3)

A esto ultimo se hard referencia como la Aproximacién Estandar, de hecho, ya se ha
utilizado esta aproximacion en el modelo determinista, en la forma de la suposicion UDD
de la variable aleatoria T'(x), como se indica en la formulacién equivalente en términos

de la funcién de supervivencia, llamada,
s(k+t)=(1—-t)s(k)+ts(k+1) (4.4.4)

para un entero kK y 0 < t < 1. Para ver esta equivalencia, tomar nota de que, dada
(4.4.4), se obtiene (4.4.3) mediante la diferenciacién con respecto a t. Por el contrario,

dada (4.4.3), se tiene

s(k+ 1) = /fk+r

Para el propédsito de calcular momentos, es util introducir la variable aleatoria
R=T-T

Que es la duracion desde el momento del fallo hasta el final del ano de fallo. Dado un
valor 7 en el intervalo (0, 1), considere la probabilidad de que R < r dado que T' = k.

Esta es la probabilidad de que T' tome un valor entre k —r y k, dado que T' = k. Usando
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la aproximacién estandar, esta probabilidad estd dada por

L/t d L/" F(k)d 4.4
- t)dt = —— t=r 4.5
0 k_Tf() 0 k_rf() (4.4.5)

Esto demuestra que en R es independiente de T' y tiene una distribuciéon uniforme en
el intervalo (0,1). Usando resultados estandar sobre la distribucién uniforme, podemos

calcular que bajo la aproximacién estandar
B(T) = E(T) - B(R) = E(T) - - (4.46)

Var(T) = Var(T) + Var(R) = Var(T) (4.4.7)

T

Donde E denota la expectativa y Var denota la varianza.

4.5. La Tabla de Vida Estocastica

El objetivo de esta seccién es establecer un vinculo entre el modelo estocastico y el mode-
lo determinista para la mortalidad. Se usara este enlace para mostrar que las preguntas
que se respondieron en el modelo deterministico pueden ser contestadas en el modelo
estocdstico de la misma manera. Ademas, se podra responder mas preguntas.

La herramienta para hacerlo serd volver al concepto fundamental de una tabla de vida,

pero visto de una manera diferente.

Como se hizo antes, tomando un nimero arbitrario de £y vidas recién nacidas. Se dice
) 0

que %, sea el nimero de estos todavia vivos a la edad x, y D, sea el nimero de estos

que moriran entre la edad de z y x + 1. Estas cantidades son parecidas a las vista en

la parte determinista ¢, y D,, pero ahora ya no son nimeros sino variables aleatorias.

Obteniendo la tabla de vida de tal forma

Esta claro que Zp11 = £ — Py, se tiene la misma férmula del caso determinista (3.3.3)
que se tenia antes. En otras palabras, en nuestro modelo estocastico todavia se puede
introducir una tabla de vida, pero ahora se ve a los nimeros como valores esperados y

no como una cuenta exacta de los niimeros que viviran o moriran.
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Se considera ahora la variable aleatoria T'(z), como el tiempo hasta la muerte de (z). Se
va a escribir s,(t), fu(t), pz(t) para la funcién de supervivencia, funcién de densidad y
funcién de riesgo respectivamente de T'(z).

Para la edad 0, existe una notacién estandar un poco diferente, que puede causar alguna
confusién sino se tiene cuidado. La variable aleatoria T'(0) es tradicionalmente denotada
por X, y la variable denotada es x en lugar de t, puesto que T'(0) es realmente la edad
de muerte. Es comin suprimir el 0 y simplemente escribir s(x), f(z) y p(z) para so(x),
fo(z) y po(x), respectivamente.

Una observacién clave es que

Uy = los(x) (4.5.1)

El argumento es el mismo que mostrar que si lanzas N monedas, cada una con una
probabilidad p de caer cara, puedes esperar conseguir cara con probabilidad Np. En
este caso, si se toma fy personas, cada una con una probabilidad s(x) de sobrevivir a
la edad (z), entonces se puede esperar obtener ¢y * s(x) supervivientes. Ahora se estd
listo para el propdsito principal de esta seccién, que es establecer una correspondencia
entre las funciones de supervivencia, riesgo y densidad de T'(z) y las funciones de la
tabla de vida para la tabla de vida estocastica. En primer lugar, se asume la mortalidad
agregada, como en la parte deterministica, donde se usé una tabla de vida tnica para la
mortalidad futura de todas las edades z, empezando apenas a la edad z. Esto corresponde

estocasticamente a la declaracién

T'(x) tiene la distribucién de T'(0) o x,

Que simplemente dice que la vida futura de (z) es la vida futura después del tiempo x
de una persona que tenia 0 afios, dado que han vivido hasta la edad x. Por lo tanto, no
hay efectos de seleccién.
Se supone también que se calcula las cantidades ¢ps, tqz, p(z) a partir de la tabla de
vida, exactamente como se hizo en el modelo deterministico. Entonces se tiene de (4.3.6)
se tiene que

s(x+t)  lpyt

sz(t) = (@) = =t Pa (4.5.2)

Esto es ciertamente razonable. Aunque mirado desde diferentes puntos de vista, ambos

son probabilidades de que una persona de edad x sobrevivira ¢ anos. De inmediato se
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deduce que

Fo(t) =1 = pz =t qa, (4.5.3)
Y que la funcién de tasa de riesgo de T'(x) esta dada por

—d

pa(t) = dt log(1ps) = p(z +t) (4.5.4)

Donde la tltima cantidad es la fuerza de mortalidad vista en la parte deterministica que
se puede ver en el Capitulo 8 del libro de Promislov. (Obsérvese que en el caso de las
tasas de riesgo, la notacién en el modelo deterministico fue elegida desde el principio

para corresponder a la del ajuste estocdstico). Finalmente,

fz(t) =t px/ﬁx(t) (455)

La expresién familiar que se usa para las primas de seguros en el Capitulo 8 (Promis-
lov). Si se asume la mortalidad estrictamente seleccionada del Capitulo 9 (Promislov),
entonces no se puede suponer que T'(z) se distribuye como X o z. Las correspondencias

anteriores se modificarian de la siguiente manera:

Sy (t) =t p[z]

f:v (t) =t Plz]Ha (t)

También es instructivo calcular la distribucién de los tiempos de fallo de vida multiple en
términos de las cantidades introducidas en el modelo discreto. Por ejemplo, se considera
T (zy), el tiempo de fracaso del estado de vida conjunta. Para esta variable aleatoria,
la funcién de supervivencia es s6lo ¢pgy, la funcién de riesgo es pgy(t), y la funcién de

densidad es ¢pyyfizy(t).
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4.6. Esperanza de Vida en el Modelo Estocastico

Sea T'(x) la variable aleatoria discreta asociada con T'(x) como se define en la Seccién

4.5. Tendra funciones de supervivencia, probabilidad y riesgo dadas por

$2(k) =k Do, (4.6.1)
f~$(k) =k—1 Pz —k Pz =k—1 Pz * Qz+k—1, (462)
Ae(k) = Qutk—1 (4.6.3)

La terminologia actuarial tradicional define una variable aleatoria discreta K (x) cono-
cida como la vida futura acortada, que mide el nimero total de afios futuros que vivira
(z). Esta claro que

K(z)=T(z) -1

De (4.6.2), (3.8), (A.12), y el hecho de que s,(0) = 1, se puede escribir

Por lo tanto, la expectativa de vida es de hecho una expectativa en el sentido de la teoria
de la probabilidad. La definicién formal de la esperanza de vida completa en el modelo

estocastico es

De (A.15) se ve que esto concuerda con la definicién del Capitulo 8. Por otra parte,
utilizando la aproximacién estandar y (4.4.6), se verifica el hecho de que

E[T(z)] =es + %

Ya se puede ver una ventaja del modelo estocédstico. Ademads de calcular la expectativa

de vida futura, se puede calcular la varianza de la vida futura.
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4.7. Tasas de Interés Estocasticas

El interés estocdstico es un tema amplio al que sélo se aludird brevemente. Ademas de la
tabla de vida, el otro ingrediente principal del kit de herramientas de actuarios, la funcién
de descuento, debe tratarse estocasticamente. En su mayor parte, el método para hacerlo
en la fijacién de precios y la valoracion de los contratos de seguros y anualidades se ha
realizado mediante una técnica de simulacion. Se seleccionan varios escenarios de posibles
tipos de interés futuros, junto con alguna ponderacion en cuanto a la probabilidad de su
ocurrencia. Las primas o reservas se calculan usando cada escenario, exactamente como
se ha descrito, y se analiza la totalidad de los resultados. De esta manera, se puede llegar
a estimar el valor esperado de las cantidades, o en algunos casos, particularmente para

fines de reserva, una idea de los peores escenarios.

4.8. Ejercicios Practicos

Ejercicio préactico 4.8.1. Un tiempo de fallo T tiene la funcidn de riesgo u(t) =

(1+ t)_2, Cudl es la probabilidad que ese fracaso nunca ocurra?

Sol.
Se necesita calcular la funcién s(t) es la funcién de supervivencia hasta el tiempo ¢,

entonces dado que

sustituyendo la expresiéon de p se tiene

/(1+t)—2dt: .

—(1 4t +c=—1n(s)

s(t) = e(Ht) 1 —c
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Usando la condicién inicial que es s(0) = 1 se tiene
s(0)=1= G

Entonces se tiene que

Por tanto se tiene que

s(t) = s(t) = e+ -1

Finalmente para responder a la pregunta debemos hacer el siguiente limite

Ejercicio practico 4.8.2. Se consideran dos maquinas de copias, la maquina 1 saca
20,000 copias por mes, cuando esta nueva y durante T meses, donde T es una variable

aleatoria
1

= —, 0<t<40
40 —t -

Esta tiene una funcion de riesgo pr(t)

La maquina 2 saca 15,000 copias por mes cuando esta nueva, esto para S meses, donde

S es una variable aleatoria.

2

La funcion de riesgo asociada a S es ps(t) = 961

0<t<96

Un comprador esta intentando decidir entre comprar una Maquina 1 nueva o una Ma-

quina 2 usada, ;Cudl de estas opciones es la mejor?

Sol.

Se va a calcular el valor esperado para ambos casos. Para la Maquina 1:

la funcién de supervivencia en términos de la funcién de riesgo esta dada por: s(t) =
t
e~ Jo 4 Resolviendo esa integral se tiene que la funcién de supervivencia para la

maquina 1

40—t

) =15
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Ahora se calcula el valor esperado

40

=— [ 40—tdt
40 J,

1 2%
=— |40t — —| =2
o5, =
Por tanto la cantidad de4 copias para la maquina 1 es 400 000

Para la maquina 2, se procede de igual forma. Dada la funcién de riesgo pg Se

96 —t
tiene que la funcién de supervivencia es:

(96 —t)?

) = 52

Entonces el valor esperado es:

. 962
1 19212 4279
= _— [(96%)t — —| =135
962 [( ) 5 T3 o

El nimero de copias es (13.5)(15000) = 202000
Por lo tanto al comprador le conviene mas comprar una maquina 1 nueva.

Ejercicio practico 4.8.3. Considere la distribucion con funcion de densidad f(t) =

B2te Pt esta es una funcion gamma de pardmetro 2.

(a) Demostrar que s(t) = (14 Bt)e "

(b) Encuentre la funcion de riesgo p(t)

Solucién

t
(a) Para calcular lo que se pide hay que usar la relacién s(t) =1 — / f(r)dr
0
Asi
t
s(t)y=1 —/ B2re=Prdr
0
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resolviendo esa integral por partes tomando u =r y dv = e P se llega a
s(t) = [1 + Bre P + e_ﬁr}g —1+8te Pt4e Pt 1= (ﬁt + l)e_ﬁt

Lqqd
f@)

(b) Para encontrar la funcién de riesgo basta recordar que p(t) = ==, entonces

s(t)

oo B B
MO = B De? ~ Bied




Capitulo 5

El Enfoque Estocastico de los

Seguros y las Anualidades

5.1. Introduccion

En este capitulo se tratard un tiempo de fracaso perfectamente general T' y se desarro-
llara el enfoque estocastico para el calculo de primas y reservas para contratos de seguros
y anualidades basados en T'. Todos ellos seran calculados como valores esperados de va-
riables aleatorias apropiadas. En el caso particular donde T' = T'(x), se mostrara, usando
la correspondencia establecida en este capitulo, que estos coinciden con los resultados
que se obtuvieron en el modelo deterministico. La ventaja del enfoque estocéstico es que
se puede aumentar estos valores esperados con otras cantidades, tales como varianzas.
A lo largo del capitulo, f, s y u denotaran las funciones de densidad, supervivencia y
riesgo respectivamente de T'. Se establece que T sea el tiempo de fallo discreto asociado,
|T'| + 1. Se establece que f y A denoten la funcién de probabilidad y riesgo respectiva-
mente de T. Se denota la funcién de supervivencia de T con el mismo simbolo s. Esto
no causara confusion ya que el valor en cualquier entero es el mismo en ambos casos.
En algunos casos, los valores de T estan limitados, pero esto no es necesario. El limite
superior de integrales o sumas sera escrito como oo para cubrir todas las posibilidades.
El enfoque difiere algo del caso determinista y es importante entender la distincién. Se
supone, como se hizo antes, que se tiene una funcién determinista fija de descuento de

inversién v. Se consideran contratos que pagan ciertos beneficios siempre que no se haya

44
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producido un fallo y/o beneficios en el momento del fracaso. Se quiere determinar los
valores actuales de estos beneficios, y seran calculados con respecto a la funcién de des-
cuento v. En este modelo, no se tiene la funcién de descuento de interés y supervivencia
que se tenfa antes. Sin embargo, los valores actuales que se obtienen no seran nimeros
definidos sino maés bien variables aleatorias, ya que dependeran del valor desconocido
que T asume.

Las primas y reservas se calcularan como expectativas de estas variables aleatorias, y es
en el cadlculo de estas expectativas que se tienen en cuenta las probabilidades de vida y
muerte. Estas expectativas se conocen comtinmente como valores actuales actuariales,

abreviados como APV por sus siglas en inglés.

5.2. El Enfoque Estocastico de los Beneficios del Seguro

Aqui se tratardn contratos que proporcionan beneficios al fracasar, y se consideraran

tanto los casos discretos como los continuos.

5.2.1. El Caso Discreto

Considerando un contrato con el vector de beneficios de fallo b que paga bi_1 en el
momento k para el fracaso entre el tiempo k — 1 y el tiempo k. Sea Z el valor presente
de los beneficios con respecto a v. Entonces Z es una funcién de la variable aleatoria T,

ya que cuando cuando T = k, el valor de Z es by_1v(k). Por lo tanto se escribe

Z = bf_lv(T).
Dejando Aj denotando E(Z), se tiene
Az(biv) = be_qv(k) f(k) =D bro(k + 1) f(k + 1) (5.2.1)
k=0 k=0

Como antes, a menudo se suprimird el v y se escribird esto como Ajz(b). Obsérvese
que cuando T' = T'(x), la férmula 5.7.8 muestra que se obtiene A,(b) como se calcula

en la féormula (5.1), del capitulo 5: seguros de vida, pagina 62 del libro de Promislow [3] .
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Para muchas aplicaciones se requiere mas informacion sobre Z que solamente su valor
esperado; Al menos, se quiere calcular Var(Z). Esto se hace facilmente, puesto que
7% = bQT_lv(T )2. En otras palabras, para calcular el segundo momento, simplemente se

elevan al cuadrado los beneficios, y la funcién de descuento. Esto lleva a

Var(Z) = AT(bQ;v2) — AT~(b;v)2 (5.2.2)

5.2.2. El Caso Continuo

Considerando un contrato que pague b(t) en el momento del fallo, si el fallo ocurre en
el instante t. Z denota el valor actual de los beneficios y se denota el valor esperado de
Z por Ar(b;v), a menudo abreviado en A7(b). Cuando T = t, b(t) se paga en el tiempo
t, por lo que

Ap(biv) = /0  b(tyo(t) ()t (5.2.3)

Cuando T' = T'(x), se puede ver de 5.7.6 que esta es la misma cantidad que se obtuvo
en la férmula (8.18) del capitulo 8: Pagos Continuos, del libro de Promislow [3].

La varianza se calcula como se hizo anteriormente en el caso discreto:

Var(Z) = Ap(b%;0?) — Ap(b;v)2. (5.2.4)

Ejemplo 5.2.1. Suponer que u(t) es una constante 0.04 y la fuerza de interés es una

constante 0.07. Un contrato de sequro paga un beneficio de %%

en el tiempo t, si el fallo
ocurre en ese momento. Encontrar la esperanza y la varianza de Z, el valor presente de

los beneficios.
Solucion. Este es un tiempo de fallo exponencial, asi f(t) = 0.04e™ %0 Se tiene b(t) =
%03t vy (t) = e 907 Sustituyendo en 5.2.3,

0.04 1
0.04 +0.07 - 0.03 2

E(Z) — /OO 0'0460.031‘/670.07t670.04tdt —
0
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Ahora, b(t)? = e%% y 4 (t)2 = e7%1 asi calculando como arriba,

0.04 1
E(Z%) = =-, Var(Z) =
(Z°) = 0041014 -006 — 3 ar(Z)

5.2.3. Aproximacion

Se supone ahora que sélo se conoce la distribucién de T, y se desea aproximar a Ap(b).
Si los intereses y beneficios son constantes a lo largo de cada afo, se puede usar la
aproximacién estandar para obtener el mismo ajuste i/ que el obtenido antes para
T'(x). Se dara una derivacién estocéastica alternativa de este resultado. Primero se va a
suponer el interés constante, de modo que v(t) = v para alguna constante v. Sea by, el
valor constante de b(t) sobre el intervalo de tiempo k a k + 1, y deja b = (bo, b1, ...).

Recordando la variable aleatoria R = T — T introducida en la seccién 5.7. Entonces
E(Z) = E[(T)W"] = E[(T)" E] = E[)(T)o"] EjvF]

donde se invoca la independencia para la tltima igualdad.
Cuando T = j, b(T) = bj_1, asi que E[b(T)vT] es justo Az(b). Ademas, v R =

(1+4)f, y ya que R es uniforme en [0, 1].
R ' i
B = [ i =

llevando a Ap(b) = (i/6)Az(b).

La férmula general, donde el interés puede variar de un ano a otro estd dado por
Ar(b) = AA( % * b) (5.2.5)

donde /4 es ahora un vector.

5.2.4. Seguros de Dotacién

En este determinado modelo, los seguros de dotacién se consideraban una especie de

hibrido, que consta de componentes de seguros y anualidades. En este modelo estocastico,
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se puede ver estrictamente como seguros. Definiendo el tiempo de fallo
T = min{T(x),n}

de modo que el fallo ocurre en la muerte de (x), o en el tiempo n si es anterior. Seguros
basados en T" son precisamente los seguros de dotacién de n-anos. Cuando los beneficios
se pagan en el momento de la muerte, T' es un ejemplo de una variable aleatoria que
tiene tanto una parte continua como una parte discreta (véase la seccién A.5 del

libro de Promislow 3).

Es continua en el intervalo [0,n), sobre el cual tiene una funcién de densidad f, que

satisface

b
Pla<T<b)= / fz(t)dt
siempre que b < n

Esta densidad sélo mejorara la restriccién de la funcién de densidad para T'(x) en el
intervalo [0,n), y se integrard a Fy(n) en este intervalo. La probabilidad restante se
concentra en el punto n, ya que T' tomara este valor siempre que 7'(z) tome un valor
mayor o igual a n, un evento con probabilidad s,(n). Las expectativas de una funcién

general g de T" deben calcularse como una suma de dos términos,

E[y(T)] = /0 " O fa(D)dt + g(n)sa(n)

En particular, considerando un seguro de dotacién de afios con funcién de beneficio de
muerte b definido en [0,n]. Es decir, b(t) se paga en el momento de la muerte si esto
ocurre antes de que n y b(n) se pague en el momento n si el asegurado estd entonces

vivo (de modo que el fallo ocurre en el momento n). Entonces

Ar(b) = E[u(T))(T)] = /On b()v(t) fo(t) ft + b(n)v(n)sz(n)

lo que se ve facilmente de acuerdo con el valor actual obtenido en el modelo deterministi-

CO.

De 5.2.4 se puede calcular la varianza de beneficios como

[ B £+ o) - [Are)]
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Se debe tener cuidado al aplicar la aproximacién 5.2.5 . Esto sélo es valido para la parte
continua de la variable aleatoria T'. En el siguiente ejemplo del seguro de dotacién, la
ecuacion 5.2.5 seria modificada para

Ap(b) = AT(g b + b(n)u(n)s(n)

El dltimo término no se multiplica por el ajuste de intereses, ya que tanto en los casos
de muerte al final de afno como en los casos de momento de muerte, la cantidad final de

b(n) se paga a los supervivientes en el momento exacto n.

Ejemplo 5.2.2. Un seguro de dos anos de duracion en (x) tiene beneficios de 100 si
la muerte ocurre en el primer ano u 80 si la muerte ocurre en el sequndo ano, y una
dotacion pura de 80 si el asequrado estd vivo en el momento dos. Se tiene que q, = 0.2,
gz+1 = 0.3, y la tasa de interés es una constante de 100%. Encontrar la esperanza y la

varianza de beneficios cuando:

(a) Los beneficios son pagaderos al final del ario de la muerte.

(b) Los beneficios son pagaderos al momento de la muerte.

Solucion

(a) Sea Z el valor actual de los beneficios al final del afio de muerte. Como se observé
en el ejemplo 6.2, ni siquiera se necesita el valor de g;11. De hecho se puede notar
que Z toma el valor 50 con probabilidad 0.2 y 20 con probabilidad 0.8. Por lo tanto,
tiene una media de 26 y una varianza de 30%(0.2)(0.8) = 144.

(b) SeaZ el valor presente de los beneficios en el momento de la muerte. Ahora se necesita
el valor de g,+1 ya que hace una diferencia si la persona muere en el segundo afio,
en cuyo caso 80 se pagan en el momento de la muerte, o si sobreviven, en cuyo caso
80 se paga al final del afio. Empezando de nuevo con el cilculo de E(Z) y E(Z?),

pero ahora dividido en el seguro y los montos de dotacién pura.
E(Z)=14.8 +80(1/4)(0.56) = 14.8 + 11.2

E(Z?) = 596 4 6400(1/16)(0.56) = 596 + 224
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ahora para i = 1, § = log(2) asi
z=( ! )14.8+11.2 = 32.55
=iz * 2 = 32.

el cuadrado de v significa que ¢ se duplica y el ¢ cambia a
(1+i)?—1=2i+i

que es igual a 3 cuando el valor original es 1. Asi, para el calculo del segundo

momento se toma i = 3, 6 = log(4), para obtener

BE(Z%) = ( )596 49224 = 1513.77

log(4)

Var(Z) = 1513.77 — 32.55% = 454.27

La varianza es mucho mayor en b), debido a la variacién en el valor actual de los benefi-
cios, dependiendo de cuando la persona muere durante el afio, lo que es significativo en

vista de la alta tasa de interés.

5.3. El Enfoque Estocastico de las Prestaciones de Anua-

lidad

5.3.1. Anualidades Discretas

Considerando un contrato con el beneficio de la anualidad ¢ que paga c; en el momento
k siempre que el fracaso no se ha producido todavia. Sea Y el valor presente de los
beneficios con respecto a la funcién de descuento de inversién v, y d5(c;v) (Usualmente
acortado como dz(c)) denota E(Y'). (El subindice T refleja el hecho de que en vista de

los pagos anuales, esta cantidad dependerd sélo del valor de T, en lugar del valor exacto

de T).

Hay dos métodos para calcular las expectativas y las variaciones de las anualidades en
el ajuste estocastico. Esto tiene la ventaja de simplificar los cédlculos de la varianza.
Recuérdese que en el modelo deterministico a menudo se consideran los seguros como

anualidades. Ahora es 1til ver las anualidades como seguros en cierto sentido. Para ser
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exactos, se expresard Y como una funcién de T'. Sea g la funcién definida en los enteros
positivos por

g(k) =co+ civ(l) + cov(2) + ... + cg_1v(k — 1)

También se puede escribir g(k) = d7(c; v) usando la notacién vista en la seccion 2.10.1
del libro de Promislow 3.

Suponer que T toma los valores de k. Entonces los pagos se habran hecho en todos los
tiempos enteros de 0 a k — 1, por lo que Y tomara el valor g(k). Por lo tanto, se puede
escribir

Y =g(T)

y se sigue que
ig(c) =Y g(k)f(k) (5.3.1)
k=1

Var(Y) =Y g(k)*f(k) — dz(c) (5.3.2)
k=1

La expresién (4.3.2) se conoce como férmula de pago agregado, ya que se ha considerado

la funcién g(k) que es el valor presente agregado recibido por fallo en el instante k.

Ejemplo 5.3.1. Para una anualidad vitalicia de 4 anos en (60). La secuencia de los
beneficios de anualidad es 1, 2, 3, 4 a partir de los 60 anos. Se le da ggo = 0.1, gg1 = 0.2,
g62 = 0.3 e =100%. Hallar E(Y) y Var(Y).

1 1
Solucidén. Calcular recursivamente g(1) =1, g(2) =1 + 2(5) =2,93)=2+ 3(1> =
1 -
2.75, g(k) = 2.75 + 4(§) — 3.25 para todo k > 3.. La distribucién de T estd dada por
feo(1) = 0.1, feo(2) = 0.180, feo(3) = 0.216, s¢0(3) = 0.504. Ahora se puede calcular

EY)y Var(Y)
E(Y) = 0.100 + 2(0.180) + 2.75(0.216) -+ 3.25(0.504) = 2.692.

Var(Y) = 0.100 + 2%(0.108) + (2.75)%(0.216) + (3.25)%(0.504) — 2.692% = 0.530.

Observacion Se debe tener en cuenta que cuando el pago final de una anualidad es en

el momento kg, entonces Y toma el valor de g(ko 4+ 1) con probabilidad s(kg) ya que
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g(k) = g(ko + 1) para todo k > ko.

Observacion Hay un punto importante que a menudo se pasa por alto. La ecuacion
5.3.1 aplicada a las anualidades de vida dice que se puede ver el valor presente de un
conjunto de flujos de efectivo con respecto a la funcién de intereses y supervivencia como
el valor esperado del valor actual de los pagos recibidos con respecto a una funcién de

interés solamente.

Algunas personas han asumido erréneamente que, de manera similar, el valor acumulado
de una anualidad vitalicia es el mismo que el valor esperado de los pagos recibidos,
acumulados con intereses. Esto no es cierto y de hecho la igualdad no se mantiene para

los valores en cualquier momento que no sea 0. Tenemos

Valg(c,ys) = yx(k)fldx(c),

Mientras que el valor esperado en el tiempo k con respecto a v, de los pagos recibidos

de c es v(k) "tz (c), que serd menor que la primera cantidad para todo k > 0.

El segundo método para calcular los valores actuales de la anualidad estd estrechamente

relacionado con lo que se hizo en el modelo deterministico. Definiendo variables aleatorias

1, siT>k
I, =

0, siT<k

El contrato paga un valor presente de cpv(k) para cada entero k tal que T >k o

equivalentemente, tal que I, = 1. Por lo tanto, podemos escribir

Y =) (k)i (5.3.3)
=0

Esto es analogo a ver la anualidad como consistente en varias dotaciones puras. Dado

que E(I) = s(k), tomando las expectativas, da

dg(c) = cpo(k)s(k) (5.3.4)

k=0

La expresion de la ecuacién 5.3.4 se conoce como la formula de pago actual, ya que ob-
serva cada pago recibido, los descuentos con intereses y lo multiplica por la probabilidad

de recibirlo. En el caso donde T' = T'(z), es precisamente la férmula obtenida en (4.1).
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La igualdad de las expresiones en (4.3.2) y (5.3.4) se puede ver en (A.16) del libro de
Promislow 3.La condicién (A.14) casi siempre se mantendra. Es automético cuando los
beneficios son positivos ya que g va a aumentar, o cuando hay un nimero finito de pagos

de beneficios, aunque sea negativo, ya que g estard limitado).

Tener en cuenta que los I; no son independientes. Para calcular las desviaciones del

enfoque de pago actual se usaran los siguientes hechos.
Var(Ii) = s(k)(1 — s(k)) (5.3.5)
Para j < k. se tiene que I;I}, = Ij, asi que
Coul, 1) = B(I;1) — B(L)E(L) = s(k)(1 - s(5)) (5.3.6)
Para simplificar la notacién
r = cxv(k)s(k), up = cxv(k)(1 — s(k))
Entonces de (A.24) y las ecuaciones 5.3.5, y 5.3.6

Var(Y) = Z UL + 2 Z TRUj (5.3.7)
k i<k
Este serd normalmente un calculo mucho mas complicado que el que se da por el enfoque

de pago agregado.

5.3.2. Anualidades Continuas

Considere un contrato que haga pagos continuamente a la tasa anual de ¢(t) en el tiempo
t, siempre que T no se haya producido aun. Se denotard el valor presente actuarial por

ar(c;v) (De forma més corta ar(c)).

Definiendo la funcién g por

a(t) = /0 e(r)o(r)dr

si T falla en el tiempo s, el valor presente de los beneficios recibidos serd precisamente

g(s), de modo que

Y = g(T)
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Se sigue que

ar(c) = B(Y) = /0 g0 f()de (5.3.5)

Var(V) = /0 TGO P dt — [ar (o) (5.3.9)

Se puede escribir la férmula de pago actual como sigue

ar(c) = /Ooo c(t)v(t)s(t)dt (5.3.10)

No existe una féormula de varianza conveniente analoga a la ecuacién 5.3.7 para anua-
lidades continuas, puesto que tenemos la representacion como una suma de variables

aleatorias de indicador que estaba presente en el caso discreto.

Ejemplo 5.3.2. Una anualidad proporciona beneficios continuos a razon de 1 por periodo,
stempre que no se haya producido un fallo. El tiempo de fallo T tiene una distribucion
exponencial con peligro constante . La fuerza de interés es una constante §. Si 'Y es el

valor presente de los beneficios, encuentrar Var(Y).

Primera solucion. Ya que

Se tiene que

_ 1 efét 2
E(Y?) :/ — | pe Hdr
0 0

L 00
/ [1 —2e70 ¢ 6726’"]67‘“%7“
0

52

1 2 1
B
2lp p+o p+26
B 2
(1 +6)(p+26)

De la ecuaciéon 5.3.8 o simplemente refiriéndose a la seccién 8.10 del libro de Pro-

mislow 3, se puede ver que E(Y) = 1/(u+ 0) asi que

2 _ 1 B "
(n+0)(n+20)  (n+08)2  (u+0)2(n+20)

Var(Y) =
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Obsérvese que, como verificaciéon, para § = 0, esto reduce a M*Q, la varianza de la
distribucién exponencial dada (véase la seccién A.11.6 del libro de Promislow 3,
que debe ser verdadera ya que Y = T a interés cero.

Una simplificacion. Se puede simplificar y también solo obtener una formula mas general

por el siguiente truco:

}_/2 _ 1— 26—5T 4 6—26T _ g 1— 6—6T B 1— 6—2(5T
52 ) 0 20
Al tomar la esperanza y recordando que El[e ] = u/(u + 6), se obtiene la misma

respuesta que resulté anteriormente.

5.4. Contratos Diferidos

Considerando ahora cualquier contrato basado en el tiempo de falla T, en el que no
se haran pagos en los primeros anos, independientemente de que se produzca o no un
fracaso. Un ejemplo tipico es una anualidad diferida, pero esto puede ser un contrato
perfectamente general, continuo o discreto, incluyendo beneficios de muerte, beneficios
de anualidad o ambos. Sea Y el valor presente de los beneficios, y sea Y’ el valor de los
beneficios a la hora de inicio m. Como se mencioné anteriormente, no existe ninguna
necesidad real de ningiin tratamiento matemadtico especial, ya que simplemente se han
tomado entradas cero o valores cero en el vector o funcién de beneficio. A veces es
conveniente, sin embargo, expresar Var(Y') en términos de Var(Y”). El propésito de esta
seccién es derivar tal féormula. La idea es notar que Y toma el valor 0 con probabilidad
1 — s(m) y v(m)Y" con probabilidad s(m). De la teoria basica de probabilidades se

deduce que

una férmula que ya esta familiarizada con el modelo determinista. De la misma manera

se sigue que
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Sustituyendo por E(Y') en términos de E(Y”) en la expresion Var(Y) = B(Y?) - E(Y)?
resulta

Var(Y) = v(m)?s(m)Var(Y') + v(m)%s(m)(1 — s(m))E(Y")? (5.4.1)

Esto da una descomposicién familiar de la varianza de Y. El primer término mide la
incertidumbre que surge de los beneficios reales una vez que comienzan en el momento
m, y el segundo término mide la incertidumbre que surge del hecho de que el fallo puede

ocurrir o no antes del tiempo m.

5.5. El Enfoque Estocastico de las Reservas

Se ha ilustrado el enfoque estocastico de las reservas con el modelo discreto. Los resul-
tados se adaptan facilmente al caso continuo. Se tienen vectores b y 7, donde b, se paga
en el tiempo k+1 si el fallo ocurre entre el tiempo k y k+1, y 7 se paga en el instante k
si no se ha producido todavia un fallo. Se esta adoptando el punto de vista de tratar las
prestaciones de anualidad como primas negativas, de modo que 7 representa una entra-
da neta en el momento k, que consiste en la prima recibida, menos los gastos pagados en
el momento k si se estan considerando, Y también cualquier pago de anualidad menos
hecho en el tiempo k. Por lo tanto, no se necesitara referirse a un vector de beneficios
de anualidad separado. Fijando una duracién entera r y suponiendo que el fallo no ha

ocurrido hasta ese momento.

Definicion 5.5.1. La pérdida potencial o pérdida futura en el momento r, denotada por

L, es el valor en el tiempo r de los flujos de efectivo netos futuros que se pagardn.

Estos flujos de efectivo netos son los beneficios futuros que se pagaran menos las entradas
netas futuras que se recibirdn. La definicién aqui es diferente a la utilizada en el modelo
deterministico. Los beneficios son los beneficios reales pagados en el contrato, y no la
parte individual de los beneficios de muerte total. Anteriormente se ha senalado que, el
descuento es sdlo con respecto a la funcién de descuento de inversion. El valor dependera,
por supuesto, de cudndo se produce el fallo, por lo que L serd una variable aleatoria.
Esta es una funcién de la variable aleatoria desplazada T o r, ya que se ha asumido
la supervivencia hasta el tiempo r. A continuacién se va a determinar esta funcién.

Suponiendo que el fallo ocurre en el tiempo r 4+t donde k <t < k+ 1, para algin entero
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k. Entonces T o7 asumird un valor de k + 1. El contrato pagard un beneficio de fracaso
de by en el momento k + 1. Al compensar esto, las entradas netas se habrian recolectado

del tiempo r al tiempo r 4+ k, de modo que en este caso el valor de ,.L serd
brgv(ryr +k+1) — [m + mppro(r,r + 1) + oo + megpv(r,r + k)]
En términos de variables aleatorias, se puede escribir como
rL=b, V(1 + Tor)—[m +mv(r,r+1)+ T o V(T T Tor—1)]

Observacion. Se ha utilizado la terminologia estandar aqui, pero se debe ser consciente
de que la palabra “pérdida” en la definicién anterior tiene una connotacién completa-
mente diferente a la discutida en las secciones anteriores. “Pérdida” no indica un nimero
definido, que mide la pérdida provocada por la desviacién del patrén esperado de mor-
talidad o interés, sino que es una variable aleatoria, que da la diferencia entre lo que se
recoge y lo que se paga bajo el contrato en los diferentes tiempos aleatorios de fracaso.
También debe senalarse que L es de las pocas variables aleatorias que pueden tomar

valores negativos, que ocurren cuando hay una “ganancia”.

Definicion 5.5.2. En este modelo estocastico, se define la reserva en el tiempo r, de-

notada antes por .V, y dada por la erpresion

Asi, .V es el valor esperado de la pérdida potencial (o pérdida futura), que es el valor
presente esperado de los beneficios futuros menos el valor presente esperado de las en-
tradas futuras. Esta claro que en el caso de T'= T'(x) se obtiene el mismo valor que en

el modelo deterministico.

Ejemplo 5.5.1. Sea T' = T(60). Dados gso = 0.1, gs1 = 0.2, gs2 = 0.3, i = 100 %.
Suponer que se tiene una poliza de sequro a tres anos en (60) con by = 200, by = 200,

by = 100, my = 20, m; = 20, mo = 10.

(a) Encontrar la distribucién de L.

(b) Encontrar la distribucién de 1 L.
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(c) Con la respuesta encontrada en b), calcular 1 V.

Solucion

(a) La distribucién de oL es como sigue:

k | Valor de oL cuando T = k P(T =k)
1 200(1/2) — 20 =80 0.100
2 200(1/4) (20 +20( 1/2)) =20 0.180
3 100(1/8) = (20+20(1/2) +10(1/4)) = 20 | 0.216
> 4|0 (20+20(1/2) +10(2/4)) = -32.5 0.504
(b) La distribucién de 1L es como sigue:
k| Valor de L cuando Tol=Fk | P(Tol=kF)
1 200(1/2) — 20 =80 0.20
2 100(1/4) = (20+10(1/2)) =0 | 0.24
>3] 0-(20410(1/2)) = 25 0.56

(c) 1V = 80(0.20) + <_ 25(0.560 _

5.6. EIl Enfoque Estocastico de las Primas

Para esta seccion solamente, es conveniente adoptar una convencién diferente. Suponien-
do ahora que los gastos y los pagos de anualidad se incluyen como beneficios, de modo

que las entradas 7 son sélo las primas recaudadas.

5.6.1. El Principio de Equivalencia

La variable aleatoria oL se denomina usualmente como L. Es el valor presente de todos los
beneficios futuros menos el valor actual de todas las primas futuras. Hay que recordar que
en el modelo deterministico se calculé las primas netas estableciendo el valor presente de
los beneficios igual al valor actual de las primas. La versién estocéastica de este concepto
es establecer primas para que

E(L)=0

Esto es conocido como el principio de equivalencia
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5.6.2. Primas de Percentil

El punto de vista estocéastico permite incorporar otras caracteristicas de la variable
aleatoria L m&s que su esperanza, al calcular las primas. Por ejemplo, seria altamente
deseable para un asegurador para evitar una pérdida positiva. Por supuesto, es imposible
asegurar que esto siempre se mantendra. Si el asegurado muere poco después de comprar
una poéliza de seguro de vida, L serd casi seguro que serd positivo. Suponiendo, sin
embargo, que se establece un limite «, y luego se fijan primas tan pequenas como sea
posible, de modo que la probabilidad sea al menos o de que la pérdida sea no positiva.
Tipicamente « serd un numero cercano a 1 tal como 0,95 o 0,99. Estos se refieren a

veces como primas del percentil.

Esto suena razonable, pero hay problemas importantes a tal acercamiento. En primer
lugar, el método no toma en cuenta la cola derecha importante de la distribucién, con-
sistente en aquellos valores de L que son mayores que el percentil especificado. Si hay
reclamaciones muy grandes presentes, el método puede no proporcionar primas suficien-
tes para cubrir el riesgo. Esto se pone de manifiesto en el hecho de que el método puede
producir primas que son realmente inferiores a la prima del principio de equivalencia.
Para un ejemplo extremo de esto, suponiendo que se tiene una politica de un ano y la
probabilidad de que (z) muera dentro de n anos es menor que 1 — . Se puede alcanzar

el objetivo declarado al cobrar primas de 0, lo que es absurdo.

Por otro lado, para valores altos de «, el método puede producir primas que parecen
excesivamente altas en comparacién con la prima del principio de equivalencia. Véase el

5.6.2 a continuacion.

Otro ejemplo del comportamiento patolégico producido por las primas percentiles se

ilustra mediante el siguiente ejemplo.

Ejemplo 5.6.1. En un contrato de prima inica, el valor presente de los beneficios toma

el valor 0 con probabilidad 0.94, 1 con probabilidad 0.01 y 3 con probabilidad 0.05.

a) Encontrar el la prima del percentil para oo = 0.95.

b) Suponer que el asequrador planea vender 2 contratos. Encontrar la menor prima
postible para cada uno, de tal manera que existe una probabilidad de al menos 0,95

que el total de las primas cubrird el total de beneficios en ambos contratos.
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Solucion

a) Esto es obviamente 1, lo que da exactamente una probabilidad de 0.95 de cubrir los

beneficios.

b) Utilizando la independencia, el calculo directo muestra que la probabilidad de que
el valor presente total de los beneficios sea menor o igual a z es 0.9025 para z = 2
0 0.9965 para z = 3. La prima total mas pequena necesaria es entonces 3, lo que da

como resultado un cargo de 1.5 por pdliza.

La conclusién de este ejemplo es exactamente contraria a lo que se esperaria, e indica
una falla importante en el enfoque de prima del percentil. A medida que aumenta el
nimero de pdlizas, el riesgo deberia disminuir debido a la diversificacién. Sucesiones
desfavorables en un contrato se pueden compensar por favorables en otro. Por lo tanto,

la prima por péliza deberia disminuir en lugar de aumentar.

A pesar de la desventaja inherente en las primas del percentil, puede haber momentos en
que se quiere calcular éstos, posiblemente para la comparacién con las primas producidas
por otros métodos. Aqui hay un procedimiento para el caso en que los beneficios se
pagan al final del afo de fracaso. Se quiere encontrar la prima de nivel m més pequena
posible pagadera por h anos, de manera que la probabilidad de que un L no positivo sea
mayor o igual que un determinado niimero «. Considerando solamente el caso donde L
disminuye a medida que aumenta el valor de 7. Esto es bastante tipico. A medida que
aumenta el tiempo de fracaso, el factor de descuento reduce el valor actual del beneficio
pagado. Ademds, cuanto mds tarde se produzca el fracaso, mas primas se recaudaran.
Ambos factores tienden a disminuir L. (Por supuesto, la condicién requerida puede
no mantenerse en el caso en que los beneficios estdn aumentando rapidamente). El

procedimiento es el siguiente:

1. Sea kg el mayor entero positivo k tal que s(k) > ().

2. Resolver para 7 de modo que L es 0 cuando T = ko + 1. Esto es,

b, v(ko + 1) = wi(1,;v)
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donde r es el minimo de kg + 1 y h. Como L es decreciente con k, L < 0 implica

que T > kq. Por lo tanto,
a < s(ky) < P(L<0).

Por otra parte, si se toma cualquier prima menor 7, entonces para T = kg + 1, L

serd positivo, de modo que
P(L <0) < Sgg1 < @

por la eleccién de kg que se hizo.

Ejemplo 5.6.2. Véase de nuevo el 5.5.1. Encontrar el nivel de la prima del percentil m

pagadero por 3 anos si a = 0.8.

Solucion. Tomando kg = 1 ya que P(T' > 1) = 0.90 > 0.8, mientras que P(T > 2) =
1 1
0.72 < 0.8. Cuando T = 2, I, — 200(1) — 77(1 + 5), de modo que 7 = 33,33. Esto es

mucho mas alto que la prima de nivel de principio de equivalencia.

5.6.3. Primas Agregadas

Un andlisis de los ejemplos anteriores indica que el método de prima percentil puede dar
resultados no razonables con distribuciones altamente asimétricas, donde hay una gran
probabilidad de un valor en una de las colas. Sin embargo, este enfoque es razonable
para calcular las primas totales de un gran grupo de politicas, donde la distribuciéon de
los beneficios totales probablemente se concentre mas en la media. Suponiendo que el
asegurador emite varios contratos del mismo tipo y desea estar bastante seguro de que,
en conjunto, el total de las primas recaudadas cubrird el total de los beneficios. Hay dos
preguntas importantes que podrian considerarse. Primero, las primas pueden ser fijadas
y queremos determinar el namero de contratos a vender para lograr la confianza deseada.
En segundo lugar, el nimero de contratos puede ser fijo y el problema es determinar la
prima a cobrar. En general, los célculos exactos son prohibitivos, pero se puede obtener
respuestas aproximadas suponiendo que la totalidad de todas las pérdidas tiene una

distribucién normal (véase la Seccién A.11.5 del libro de Promislow 3).

Es conveniente introducir la siguiente cantidad, que se analizard en general.
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Definicion 5.6.1. Para una variable aleatoria X con una media positiva, el coeficiente

de variacion de X es la cantidad

Resulta claro de (A.8) y (A.10) del libro de Promislow 3 que para cualquier constante
C7

OV (cX) = CV(X)

Mostrando que, a diferencia de la varianza o desviacion estdndar, ésta es una medida de
variacion que es independiente de las unidades particulares. Asi, por ejemplo, si se mide
la pérdida en dolares estadounidenses y luego se cambia las unidades a libras esterlinas,
la varianza serd muy diferente, pero el coeficiente de variacién seguird siendo el mismo.
Hay algunos otros hechos sobre esta cantidad que se quiere derivar. Suponiendo que
S = X1+ X9+ ... + X donde éstas son variables aleatorias independientes cada una

distribuida como X. Entonces

Var(S) = NVar(X), E(X)=NE(X),

Mostrando que
CV(X)

CV(s) = =%

(5.6.1)

Tlustrando el efecto de diversificacién esperado que ocurre cuando se toma una suma
independiente de variables aleatorias. Esperando reducir la variacion, ya que algunos

valores altos son compensados por valores bajos.

Ahora se supone que X es una variable aleatoria normal con media positiva, y se ne-
cesita la probabilidad de que X tome un valor mayor o igual a 0. Esto es claramente
independiente de cualquier unidad, por lo que podria ser expresado en términos del
coeficiente de variacién. De hecho, suponiendo que X tiene la media p y la desvia-
cién estandar o, de modo que X = p + 0Z donde Z es la normal estandar. Entonces,

P(X >0) = P(Z > —u/o) que por simetria es igual a P(Z < u/o). Se puede escribir

P(X >0)=®[CV(X) ! (5.6.2)
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Donde @ es la funcién de distribucién acumulativa de la normal estdndar.
Considerando ahora la primera pregunta dada anteriormente. Suponiendo que se tiene
un contrato con una pérdida prospectiva en el tiempo 0 de L, donde E(L) < 0y se
quiere determinar el menor valor de N, de modo que si N contratos independientes se
venden, la probabilidad que las primas cubriran los beneficios es al menos .

Sea S la pérdida agregada en todos los contratos y aplique los resultados anteriores a
—S5, la ganancia agregada. Se quiere una probabilidad de o de que —S sea positiva.
Suponiendo que —S es normal. Utilizar la expresién 5.6.2 con X = —S, y tomar ® ! de
cada lado, resultando en

dYa)=CV(=-8)"!

Entonces aplicar 5.6.1 con X = —L para obtener ®(a) = VN/CV(—L) asi que
VN =& 1(a)CV(-L) (5.6.3)

Se puede ver entonces que la cantidad necesaria de contratos aumenta a medida que
aumenta el nivel de confianza, y también a medida que sube la incertidumbre en L, que
es exactamente lo que se espera que suceda.

Para la segunda pregunta anterior donde N es fijo, se considera un contrato de prima
Unica con el valor presente de los beneficios Z. Sea la prima requerida de la forma
(1 +0)E(Z). La cantidad @ se conoce como carga de seguridad relativa - también se
usan las palabras carga de riesgo y carga de contingencia. (Asi que si § = 0.20 por

ejemplo, significa que la prima se calcula sumando el 20 % a la prima del principio de

equivalencia). Ahora en este caso

~L=(1+0EZ)-Z,

asf que Var(—L) = Var(Z),y E(~L) = 0E(Z). Por tanto

CV(-L)= CVH(Z) (5.6.4)
Sustituyendo de 5.6.3, se puede escribir
d(a)CV(Z)

0= (5.6.5)

VN

Esto es ciertamente razonable, ya que muestra que la carga aumenta con el nivel de
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tolerancia y la incertidumbre en los beneficios, pero disminuye a medida que se venden

mas contratos.

Ejemplo 5.6.3. Suponiendo que la fuerza de interés es una constante 0.06 y que u(t) =
0.04 para todo t. Una asequradora vende 100 contratos, cada uno de los cuales paga 1000
en caso de fracaso. Suponiendo una aprorimacion normal, cudnto debe cobrar como una
prima tnica en cada contrato, de modo que hay un 95% de probabilidad de que las
primas sean suficientes para cubrir las reclamaciones agregadas para este grupo de 100

contratos.

Solucion. Si Z es el beneficio por un contrato pagando una unidad en caso de fracaso.

Entonces

P
)

S o
0.4 E(Z?) = =0.25

E(Z) =
La férmula para el segundo momento refleja el hecho de que cuadrar la funcién de
descuento es equivalente a duplicar la fuerza de interés. Se deduce que Var(Z) = 0.09
y CV(Z) = 0.75. De la ecuacién 5.6.5, con o = 0.95, § = 1.645(0.75)/10 = 0.123375.

Para cada contrato de 100 unidades la prima del principio de equivalencia es 400 y por

lo tanto la prima cobrada debe ser 400(1.123375) = 449.35.

Ejemplo 5.6.4. Suponiendo que el contrato del 5.6.3 se vende con primas pagadas
continuamente por vida a una tasa de nivel, donde la carga de sequridad 6 = 0.10.
Suponiendo una aproximacion normal, ;cudntos contratos deben ser vendidos, por lo que

hay una probabilidad del 95 % de que las primas totales cubrirdn los beneficios totales?

Solucion. Puesto que las férmulas son independientes de unidades se puede ignorar el
1000 y considerar un contrato de 1 unidad. El principal problema es determinar C'V (—L).
Esto no siempre es tan facil cuando ya no se tiene una prima tnica, pero se puede hacer
por los beneficios de nivel y las primas. Esto se lleva a cabo en el capitulo 6 del
libro de Primislow 3, en las férmulas 6.2.5 y 6.2.6 que se veran préximamente, con
t = 0. La prima del principio de equivalencia es 0.04, por lo que la prima 7 = 0.044 y
7/8 = 11/15. De la férmula 6.2.6 \/Var(L) = (26/15)0,3 = 0.52. A partir de la férmula
6.2.5 E(L) = (26/15)(0.04) — 11/15 = —0.04. Asi que
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De la ecuacién 5.6.3, VN = 1.645(13), asi N = 457.32. Esto significa que 458 contratos

deben ser vendidos.

5.6.3.1. Principios Generales de la Prima

Hay muchas otras posibilidades para calcular las primas para permitir la naturaleza
aleatoria de la pérdida. Estos son conocidos en general como principios de prima. For-
malmente, un principio de prima es una funcién H, que asigna a cada variable aleatoria
X que representa una pérdida, un nimero H(X), que es la prima a cobrar por aceptar
el riesgo X . Esta definicion es aplicable a los contratos comprados por un primas tnicas,

en lugar de primas periddicas.

La prima del principio de equivalencia viene dada por H(X) = E(X). El principio
de desviacién estandar viene dado por H(X) = E(X) + 8v/Var(X), para algunos 3
positivos. Dividiendo esto por E(X), se puede ver a partir de la expresién 5.6.5 que el
principio de desviacién estdndar puede ser interpretado (asumiendo una aproximacién
normal) como fijacién de primas para que exista una cierta probabilidad, que dependerd
de N, que las primas cubrirdn pérdidas. Otro ejemplo es el principio de varianza dado por
EX)+p \/VT(X) , para algun 3 positivo. Hay un tratamiento extenso en la literatura

actuarial que compara las propiedades de estos y otros principios de primas.

5.7. La Varianza de ,L

Se ha visto que en este modelo estocastico, la reserva representa el valor esperado de
la cantidad que se necesita para cumplir con obligaciones futuras. Es 1util tener més
informacién sobre la distribucién de esta variable aleatoria. En esta seccion se presenta
una férmula para calcular la varianza de ,.L bajo la configuracién de la Seccién 4.2. Por
supuesto, si se ha calculado la distribucién exacta de L, como se hizo en el Ejemplo
5.5.1, se podria calcular la varianza directamente. El presente método permitira calcular
la varianza sin conocer la distribucién exacta, siempre y cuando se conozca todas las
reservas después del tiempo 7. ademas, da una descomposicion de esta varianza en el
que se atribuye a cada uno de los anios futuros. En la literatura actuarial, este resultado
se conoce como Teorema de Hattendorf.

Se comienza tomando r = 0, por lo que se calcula la varianza de L = L. Para simplificar
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la tarea se mirard el flujo de efectivo neto ano por ano. Sea C}, el valor en el tiempo k del
importe neto pagado en el ano de k a k+ 1. Es decir, Cy es igual al valor en el momento
k de la prestacién de fallo pagada al final del afio, menos la entrada en el tiempo k. Asi
que C}, es una variable aleatoria tomando tres valores posibles dependiendo de si el fallo
ha ocurrido antes del tiempo k, durante el ano (k, k+1) o en el tiempo k+ 1 o posterior.
Si el fallo ocurre antes del tiempo k, nada se paga y no se recibe nada. Si el fallo ocurre
durante el ano (k,k + 1), entonces b se paga en el instante k + 1 y se recibe 7 en el
instante k. Si el fallo ocurre después del tiempo k + 1, no se paga nada y se recibe una
prima de 7 en el instante k. La siguiente tabla resume los posibles valores de C}, y las

respectivas probabilidades:

Tiempo de fracaso Valor de Cj, Probabilidad

Antes del tiempo k 0 1 —s(k)

Entre el tiempo ky k+ 1 vk, k+ Db+ 7 | f(k+1) = s(E)A(k+1)

En el tiempo k£ + 1 o més tarde | —my s(k+1)=sk)(1—-Ak+1))

La variable aleatoria L esta relacionado a los valores de C}, por

L= iy(mck (5.7.1)

=0

Una propiedad fundamental es que
C;C = —m;Cy, i<k (5.7.2)

Para verificar la expresion 5.7.2, se debe observar que es obvio si Cj, = 0, ya que entonces
ambos lados son 0. Si Cj, no es igual a 0, significa que la falla no ocurrié antes del tiempo
k y por lo tanto debe haber ocurrido en el tiempo j 4+ 1 o posterior. Se ve en la tabla
anterior que Cj; es igual a —;.

Primero se derivara una férmula de varianza para el caso de un contrato con reservas
cero. Esto significa que la prima pagada en cualquier momento k es suficiente para cubrir

la prestacion por fallecimiento pagada al final de ese ano, de modo que

mr = vk, k+ 1)k + 1), para todo k (5.7.3)



EL ENFOQUE ESTOCASTICO DE LOS BENEFICIOS DEL SEGURO 67

La importancia de este caso es que, como se muestra a continuacion, las variables alea-
torias C}, para diferentes valores de h no estén correlacionadas (aunque no son indepen-
dientes). Por otra parte, se tiene una expresiéon bastante facil para la varianza de cada
Ch, de modo que la ecuacién 5.7.1 da una férmula para Var(L).

Sustituyendo de 5.7.3, se ve que el segundo y tercer valores de C}, enumerados anterior-
mente son respectivamente v(k,k + 1)bg[1 — A(k + 1)] y —v(k, k + 1)bpA(k + 1). De ello

se desprende inmediatamente que, en virtud del supuesto 5.7.3
E[Cy] =0, para todo k (5.7.4)
asi que de la ecuacién 5.7.2, si j < k,
Cov(Cj,Cy) = —mjE(Cy) =0 (5.7.5)
Ademsds, después de alguna manipulacién algebraica,
Var[Cy] = E[CF = v(k, k + 1)?b3s(E)A(k + 1)(1 — Ak + 1)). (5.7.6)

Invocando el hecho de que la varianza de una suma de variables aleatorias no correla-
cionadas es la suma de las varianzas, y observando que s(k)(1 — A(k+1)) = s(k+1), se

deduce de 5.2.2 que

Var(L) =Y v(k+1)°0s(k + DAk + 1)
k=0

A continuacion se considera el caso de una duracién general r, manteniendo el supuesto
de reservas cero. En este caso, ,L sélo serd oL para la politica sobre (x + r) con los
beneficios y primas a partir de la edad r, y con probabilidades condicionadas a la super-
vivencia de (z) a la edad x +7r. Los s y A en la férmula anterior seran aquellos asociados
con la distribucién de T o r. El resultado, usando la expresién 5.3.5 y la contraparte

discreta de 5.3.3, es

1 o
=—> v(rr+k+ 1) s(r+k+ DA +k+1).

Var(,
s(r) =%

Finalmente, se considera el caso general en el que se elimina la restriccién dada por 5.7.3.
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Se divide la péliza en dos partes, la parte de riesgo y la porcién de ahorro, exactamente de
la misma manera que se hizo anteriormente. Esto conduce a una divisién correspondiente
de la pérdida prospectiva en la porcion de esta pérdida atribuible a la porcién de riesgo
v la atribuible a la porcién de ahorro. Pero la pérdida prospectiva para la porcién de
ahorro debe ser una constante, ya que es completamente independiente de la experiencia
de mortalidad. (De hecho, esta constante es sélo el valor actual, con respecto a los
intereses, de la dotacién pura pagada al final, menos las porciones de ahorro de las
primas. Desde que el fondo se reduce a cero, este valor presente debe ser con el que se
comenzé, que es V). Significa que la varianza de la pérdida prospectiva es la misma
que la varianza de la pérdida prospectiva en la porcién de riesgo. Por lo tanto, el tnico
cambio con respecto a la férmula anterior es sustituir los beneficios de muerte originales
por los beneficios atribuibles a la porcion de riesgo, es decir, el monto neto en riesgo.

Nuestra férmula final es

1 o0
Var(, —Zl/ (ryr+k+ 122 s(r+k+DAr+k+1) (5.7.7)
s(r) —

Esto conduce a una férmula de recursién hacia atrds. Separando el primer término,

98(r+1)

Var(,L) =v(r,r +1) S0

A+ 1) + Var(,41L)] (5.7.8)

Esto es 1til si T' estd acotado, como es cierto con T'(x). Se puede iniciar la recursién con

un valor de 0 para la varianza de la pérdida en la duracion final.

Ejemplo 5.7.1. Véase de nuevo el Ejemplo 5.5.1. Utilizar 4.6.1 para encontrar la

varianza de 1L.

Solucion. Primero hay que calcular el producto de los tres factores de mortalidad en
(4.23) de 3. En el caso donde T' = T'(x), este producto para el indice k €8 k41Pz+rqutrik-
Para k = 0 se obtiene (0.8)(0.2), y para k = 1 se obtiene (0.8)(0.7)(0.3). También se

calcula que 3V = 5, de modo que n; = 195. Entonces

1 1
Var(1L) = Z(1952)(0.16) + 1—6(1002)(0.168) = 1626.
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Se puede verificar esta respuesta directamente de la solucién del Ejemplo 5.5.1, donde

se tiene la distribucién completa de | L.

5.7.1. Notacion y Terminologia Estandar

El tnico elemento principal que todavia no se ha discutido es el uso de un subindice
superior izquierdo 2 para indicar una cantidad que se calcula con una fuerza de interés
que es el doble de la del estandar o, de manera equivalente, en una funcién de descuento
que es el cuadrado del estandar. Esto fue desarrollado para férmulas de varianza. Sin
embargo, su uso se restringe a los casos en que los beneficios de falla son 0 o 1. En ese
caso, el cuadrado de los beneficios no se modifica y los segundos momentos se calculan
simplemente elevando al cuadrado la funcién de descuento. Por ejemplo, la varianza
para los beneficios pagados en un seguro a término de un ano, a término de un ano de

fallecimiento, de un ano, se escribiria como

2
2 41 1
Ax:ﬂ - (Axﬂ)

5.8. Ejercicios

Ejercicio practico 5.8.1. Un tiempo de fallo T, esta uniformemente distribuido en el

0.06t

intervalo [0,1]. Un contrato de seguro paga e en el momento del fallo si este ocurre

en el momento t. La fuerza de interés es constante de 0.04. Encuentre la expectativa y

la varianza del valor presente de los beneficios.

Solucién Se tiene que b(t) = %% Como T esta uniformemente distribuida esto significa

que la funcion de densidad de 7" en [0,10] es

f—1 0<t<10
T_loa

U(t) — 670.0415
Asi se tiene que

10 1 1 10
B(Z) = / 1 006,004t gy _ / £(0.06-0.09t _ 1 1070
o 10 0
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ahora para calcular la Var(Z) hay que recordar que Var(Z) = E(Z?) — E(Z)?, entonces

calculamos

1 10
/ e(0-12=0.08)t 3 — 1 9995

E(Z?) =
(2% 10 /o

Por lo que se tiene

Var(Z) = 12296 — (1.1070)? = 0.00408

Ejercicio practico 5.8.2. Un tiempo de fallo tiene una tasa de riesgo constante p y la
fuerza de interés es 5. Un contrato paga €' en el momento de fallo, si este se da en el
instante t, donde v < p + 0. Hallar la expectativa y la varianza del valor actual de los

beneficios en funcion de i, 6 y 7.

Solucién

A partir de la tasa de riesgo se tiene que la funcién de supervivencia es
s(t) = e M
a partir de la relacion 4.3.1 se tiene que

ft) = pe

Luego la funcion de beneficio esta dada por b(t) = ¢?* y la funcion de descuento esta

dada por v(t) = e, Entonces se tiene que que el valor actual de los beneficios es

Ar(tiv) = | " b(e)le) ()t
= M/oo e Hte Ot gt
0

= lu/oo e(’y_u_é)tdt
0

1% _5— oo
:47—5—,u[6(7 5 u)t]o

luego como v < 49 = v — 39 — u < 0, por tanto

7 p
Ar(bv) =
r(b;v) o
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De forma andloga se calcula Ay (b%; %) = / b2 (t)2(t) f(t)dt y asi se llega a que
0

Finalmente asi se llega a que

Var(Z) a K



Capitulo 6

Simplificaciones Bajo Contratos

de Beneficios de Nivel

6.1. Introduccion

El céalculo de las desviaciones y otras caracteristicas de las distribuciones se simplifican
considerablemente cuando se tienen beneficios de nivel e interés constante. De hecho, se
puede escribir férmulas para distribuciones exactas de las principales variables aleatorias
de interés. A lo largo de este capitulo, se considera la siguiente configuracion. Se Tiene
un tiempo de falla general T. Se Considera seguros en los que se paga una cantidad de
nivel en caso de fracaso, ya sea al final del ano de fracaso o en el momento de tal, y se
consideran las anualidades pagadas antes del fracaso de T con un pago de nivel o pagos
continuos a un nivel de tasa. Ademads, se asume una fuerza constante de interés 9.

Tomando T ahora haciéndola T'(x), esto se aplicard a los beneficios de nivel, segu-
ros de toda la vida y de nivel de beneficios de anualidades de toda la vida. Tomando
T = min{T(z),n}, esto se aplicard a las pdlizas de cobertura de n-anos con beneficios

de nivel y para anualidades temporales de n-anos con beneficios de nivel.

La suposicion no se aplica al seguro a plazo, incluso cuando hay un beneficio de nivel

durante el plazo, ya que el beneficio se reduce a cero después de la expiracién del contrato.

72
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6.2. Calculos de Varianza en el Caso Continuo

Es conveniente iniciar con un tiempo de fallo continuo 7.

6.2.1. Seguros

Se considera una poliza que paga 1 en el momento de fracaso. La funcién de descuento
esta dada por

v(t) =vt =%

Sea Z el valor actual o valor real de los beneficios. En este caso existe una pequeiia

simplificacion y se sabe de capitulos anteriores y de la teoria de estadistica que

Ar = E(Z)=EWT), Var(Z) = EG*) - (Ar)? (6.2.1)

6.2.2. Anualidades

Se considera una anualidad con pagos continuos a una tasa de 1 por ano, hecho antes

de la ocurrencia del fallo. Si Y es el valor actual o real de los beneficios, entonces

_ 1-vT 1-2Z

V=a(ly) =+ =1 (6.2.2)
ar = B(V) = 1_5E(Z) Var(V) = V“;,(Z) (6.2.3)

Para el caso donde T' = min{T(x),n}, la primera parte de (6.2.3), era la “identidad de

dotacion” continua dada al final de la Seccién 8.8 del libro de 3.

6.2.3. Pérdidas Esperadas

Se considera un contrato que paga una unidad en el momento del fracaso y tiene primas
de nivel continuas a una tasa anual de 7 pagadera antes del fracaso. (Como cuestién
préactica, esto significa que se esta tratando con un modelo de prima neta que ignora los
gastos, que es poco probable que sean de nivel). La pérdida potencial en el momento ¢

es

L=Zot—7(Yot) (6.2.4)
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donde Zot =1 y Yot =(1—Zot)/d, esto lleva a

’7T ’7T
L= (1+ g)VTOt -5 (6.2.5)

Esto simplifica enormemente el calculo de la varianza de la pérdida esperada o pérdida

potencial. Comparar lo siguiente con (4.6.1).

2 Var@™) (6.2.6)

Var(:L) = (1 + 5

6.2.4. Utilizacién de Primas de Principio de Equivalencia

Se supone que 7 es una prima de principio de equivalencia. Entonces 7E(Y) = E(Z),

de manera que a partir de (6.2.3),
T=——90 (6.2.7)

Tomando ¢t = 0 en (6.2.6),

B Var(v?) B Var(Z)
Var(L) = Gar)? (= Ap)? (6.2.8)

Demostrando que

Var(Z) < Var(L).

Esto demuestra que hay mas riesgo involucrado en la venta de un seguro en el que
las primas se pagan durante toda la vida del contrato, en comparaciéon del caso de
prima unica. Para el caso en que el fracaso ocurre temprano, el asegurador no soélo
pierde intereses sino que también habré recolectado cantidades relativamente pequenas
en primas.

Para una férmula final, se expresa Z ot en términos de Y ot en la ecuacién (6.2.4).
Entonces

tL=(1—(r+68)(Yot))

Si 7 es una prima del principio de equivalencia, se puede sustituir de (6.2.7) y tomar la

esperanza para dar una férmula simple para la reserva en el tiempo t.

C_lTot

V=1- (6.2.9)

ar
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(Para T'(x), se obtendrd una versién discreta de esto mas adelante)

6.3. Calculos de Desviacién en el Caso Discreto

Ahora se considera el caso en que las prestaciones por falla se pagan al final del ano
de fracaso y los beneficios de anualidad y las primas se pagan anualmente. Todas las
férmulas de la seccion 6.2 tienen contrapartidas discretas, que en su mayor parte se
obtienen sustituyendo 7" por T, A por A, a por iy § por d. Se dejaran las derivaciones
formales, pero se listaran las férmulas con los niimeros de ecuacion correspondientes

como en la Seccién 6.2, para denotar el caso discreto.

A7=E(Z)=E@"), Var(Z) = E@W*") — (Az)? (6.3.1)

Si Y denota el valor presente de una anualidad que paga 1 unidad anualmente, siempre

que no se haya producido un fallo,

Y =i(ly) = ——=— (6.3.2)
E(Y) = - ;ZE(Z), Var(Y) = V“;(Z) (6.3.3)

Ahora considerando un contrato que paga una unidad al final del afio de fracaso y tiene

primas anuales de ™ pagaderas antes del fracaso. Entonces, para cualquier niimero entero

positivo k,
_ E Tok _ E
L= (1 + d)u : (6.3.4)
T\ 2 Tok
Var(xL) = (1 + E) Var(v*°%) (6.3.5)
Suponendo que 7 es una prima de principio de equivalencia, entonces
Fo Ly (6.3.6)
T = i 3.
VCLT(VT) Var(Z)
Var(L) = = 6.3.7
WV =1 — ek (6.3.8)

af
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Se podria considerar los gastos al utilizar las férmulas de pérdida potencial o perdida
futura simplificada anteriormente si la diferencia es sélo en el primer ano, como muestra

el siguiente ejemplo.

Ejemplo 6.3.1. Una pdliza de sequro proporciona 1000 al final del ario de la muerte con
primas de nivel pagaderas por vida. Hay gastos en el primer ario del 60 % de la prima
mds 50, y en los anos siguientes del 15% de la prima mds 20. Ademds, hay un gasto
de liquidacion por muerte de 50. Se le da que E(Z) = 0.4 y Var(Z) = 0.10 donde Z
es el valor presente de 1 unidad de beneficio por muerte. La tasa de descuento es 0.06
constante. Encuentre Var(L) donde L se calcula usando primas aumentadas de gastos,

e incluyendo todos los gastos.

Solucién Primero se calcula la prima aumentada por gastos G' como
Ga, = 0.45G + 0.15Gd, + 30 4+ 20d, + 1050A,

Por tanto
10504, + 30 + 20,
~ 0.85d4, — 0.45

Se sabe que G, = (1 — Az)/d = (1 —0.4)/6 = 10, y sustituyendo en la férmula anterior
G = 80.75. Esto significa que la afluencia total después del primer ano es 0.85(80.75) —
20 = 48.64.

Ahora se considera una politica donde la entrada total fue de 48.64 en cada ano. El valor
de L a partir de ese contrato diferiria sélo por un monto constante, es decir, el monto
adicional en el primer ano se ha debido a mayores gastos.

Por lo tanto, la varianza de L serfa la misma y se puede usar la férmula (6.3.6), con

m = 48.64 y el 1 reemplazado por el beneficio por muerte de 1050. De (6.3.6),

48.64
Var(L) = <1050 + 006) 20.10 = 346208

6.4. Distribuciones Exactas

En esta seccidén, se calcula las distribuciones exactas para Z, Y y L. En cada caso,

se derivan funciones de distribucion. Estos serdn dados para los valores entre el limite
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inferior més grande y el limite superior minimo de los valores. (Se sabe que F' toma
el valor 0 para los argumentos menos que el limite inferior més grande y 1 para los
argumentos mayores que el menor limite superior). Es conveniente aqui introducir alguna

nueva notacién. Para una variable aleatoria X,

~

Fx(z) = P(X < x), Sx(x) =P(X > )

Por supuesto, cuando X es continua, F=F y § = s Las funciones de distribucién que
se quieren son todas facilmente expresadas en términos de la distribucién de T'. Sea N el
menor limite superior de los valores de T'. En el caso de que N = oo (como por ejemplo

N

cuando T' es exponencial), el término v** en las férmulas siguientes serd igual a 0.

6.4.1. La Distribucién de Z

La distribucién de Z esta dada por

Fy(2) =P <2)=P(T >

> -— Wzl (64.1)

6.4.2. La Distribucién de Y

Observar que al argumentar como 6.4.1 da como resultado

Fy(z) = 8T< - log;2)>

Usando 6.2.2
Fy(y) = P(Z > 1-6y) =1 - Fz(1 - dy).

Sustituyendo desde arriba

Fy(y) = 1_ST<_10g(15—5?J)> :FT(_IO??“(S—‘S?J)>7 0<y< 1_5”N (6.4.2)



DISTRIBUCIONES EXACTAS 78

6.4.3. La Distribucién de L

El valor minimo de L viene dado por

™ ™
- 1 —

Ocurriendo para el fallo en el tiempo N y su valor maximo serd 1, ocurriendo para el

fallo en el tiempo 0. Usando (6.2.5),

Fr.(u) :P[(l + g)eaﬂ < u—i—%

_p [e—éT < <55“j:>] (6.4.3) (6.4.3)

. 1 ou+m —T ™\ N
P U U 9
ST[ 6Og<5+7r)]’ 5 +( +5>” 2u2

Para el caso mds general, F,(u) estd dado por la misma férmula, pero con $po¢ reem-

N—t

plazando Sty v reemplazando vV .

6.4.4. El Caso donde T se Distribuye Exponencialmente

En el caso particular donde T' es exponencial con la funcién de riesgo constante pu, se

sabe que §7(2) = sp(z) = e ** y N = co. Las férmulas anteriores simplifican

Fy(z)=2M° 0<z<1, (6.4.4)
1
Fp(y)=1—-(1-6y)"°, 0<y< 5 (6.4.5)
ou—+mT w/o ™
= ——<u< A
Fr(u) <5+7r> , 5<u_1 (6.4.6)

Es interesante observar que si ;4 = § en el caso exponencial, el exponente en las férmulas

anteriores es igual a 1, de modo que Z, Y y L son todas variables aleatorias uniformes.

Ejemplo 6.4.1. Una empresa decide anadir un 20% a sus primas de principio de
equivalencia como proteccion contra la experiencia desfavorable. En cada uno de los
stguientes casos, determine la probabilidad de que las primas cubrirdn las reclamaciones.

Suponer que T es exponencial con p = 0.04 y que 6 = 0.06.

(a) Una anualidad de prima dnica que proporciona pagos continuos a la tasa anual de

1 antes del fracaso.
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(b) Un contrato que paga 1 unidad en caso de falla, con primas de nivel pagaderas

continuamente antes del fallo.
Solucion

(a) La prima del principio de equivalencia es 1/(p+0) = 10. La prima real cobrada serd

12. De la ecuacién (6.4.5),

P(Y <12) =1-0.28%3 = 0.57

(b) El principio de equivalencia tasa de prima anual es s6lo u = 0.04, por lo que la tasa

real de la prima cobrada es 0,048. La probabilidad de que las primas cubran las

04 2/3
P(L<0)= <8202> —0.58

6.5. Algunos Ejemplos de beneficios de no nivel

También es posible obtener distribuciones exactas en algunos casos simples que involu-

cran beneficios de no nivel tales como seguro a término o diferido.

6.5.1. Seguro a largo plazo

Considerando un contrato que paga 1 en caso de fracaso, siempre que se produzca un
fallo dentro de n anos. Para manejar tiempos de falla que no son continuos, se adopta
la convencién de que un beneficio se paga por fracaso en el momento exacto n. Se va a
calcular la distribucién de Z, que es el valor actual de los beneficios. El valor positivo
minimo de Z es e~ " que ocurre para la muerte en el tiempo n. Puesto que nada se
paga por la muerte estrictamente después del tiempo n, lo cual ocurre con probabilidad
st(n), se puede obtener ficilmente el término distribucién de toda la distribucién de

vida.

Recoger la masa de probabilidad a la izquierda de z = e o y colocarla como masa

puntual en el punto 0, como se ilustra en la figura 6.1. A partir de esto, utilizando la
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formula (6.4.1), podemos leer esta distribucién de Z.

st(n), 0<z<e ™

F;(z) = _
d §T< lggz) e <2<

(6.5.1)

Ejemplo 6.5.1. Retomando la parte (b) del Ejemplo 6.4.1, pero ahora asumiendo un
sequro a término de m anos para n = 15 y 10. Las primas de nivel son pagaderas

continuamente durante n anos.

Solucion

La tasa de prima del principio de equivalencia sigue siendo p = 0.04, por lo que la tasa
de prima real cobrada sigue siendo 0.048 y 7/6 = 0.8. Para el contrato en el Ejemplo
6.4.1, el valor de L cuando T = n es 1.8¢~%0" — 0.8,

Para n = 15, esto es negativo. Esto significa que L se convierte en negativo en algin
momento antes de la expiraciéon del contrato a término, por lo que la probabilidad de
que las primas cubren reclamaciones es de 0.58, exactamente igual que en el caso de
beneficio constante. Cuando n = 10, el valor de L para el contrato en el Ejemplo 6.3.1
es positivo.

Por lo tanto, para que L en este ejemplo sea negativo, es necesario que T' > 10, de modo

que no se paguen beneficios. La probabilidad de esto es e %% = 0.67.

6.5.2. Seguro Diferido

Un ejemplo similar es proporcionado por el seguro diferido. Considerar un contrato que
paga en caso de fracaso, siempre que se produzca un fallo después del tiempo n. Ahora
se va a adoptar la convencién de que nada se paga por el fracaso en el momento exacto
n. En vista de esta convencién, no tiene que haber un valor méximo de Z, pero e " es
ciertamente un limite superior, ya que cualquier beneficio serd pagado en un momento
posterior a n. Consultando nuevamente la Figura 6.1. Puesto que no se paga nada por
la muerte en el tempo n o antes de este, que ocurre con la probabilidad Fr(n), la masa

de probabilidad a la derecha de e %" se recoge y se establece como una masa puntual en

0.
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__f./" ™,
Toda la vida —
Srin) Fy(n)
0 c--:'in ] ™
Fp(n) Sy(m)
P - i - -\-H-'\-\.,_\
L — Tarmino de
Diferido de - Fr(n)
n-afios Sy(n) f-anos !
0 6_5” 1 ) 0 8_5” { )

FIGURA 6.1: Gréfico de fz(z) para diversos tipos de seguros

Utilizando (6.4.1), se puede escribir

6.5.3. Una pdliza de primas anuales

A continuacion se investiga un caso mas complicado en el que se calcula la distribucién
exacta de L en una podliza de primas anuales. Considerando un tiempo de fallo T' que
no tiene limites (es decir, N = o0). Se tomardn seguros que tienen primas pagaderas
continuamente a un nivel anual 7 por la duracién del contrato. Se va a comparar la
distribucién de L para un contrato que paga 1 unidad en caso de fracaso o en el momento
n lo que pase primero, y un contrato que paga 1 unidad en el fracaso, siempre que esto
ocurre dentro de n afos. Estos corresponden respectivamente a la dotacién ya los seguros

a plazo. Para simplificar la notacién,

s

s ™ n .
bo——5+<1+6>7/, Cy — 5+

En ambos casos, el valor de L es dado por (6.4.6) (con ¢t = 0), siempre que 7' tome un

T

(o)

valor menor que n, que corresponde a L que toma un valor mayor que by. Asi pues,
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para cualquier intervalo (a,b) con a > by, se tiene que P(a < L < b) es el mismo en

ambos casos y este valor se puede calcular directamente a partir de (6.4.3). Considere la

FIGURA 6.2: Gréfico de fr(u) para diversos tipos de seguros

7 P T—
™~ )
Sp(n) 1 Fy(n) Toda la vida
t I I t = il
-mid co by 0O
S1(n) Sy(n)
! -afi -~ o — Dotacion de
Termino de n-afios F';'(ﬂ} FF_(m Dataci
t T I t - f } } | -
-md g by 0 —md ¢y by 0O

probabilidad restante de sp(n). Para el contrato de dotacién, todo ello se concentrara en
el punto tnico by. Para el término contrato, todo estard concentrado en el punto tinico
o, que estd en el intervalo (—7/d,bp). A medida que n aumenta a co tanto by como ¢
se acercan —7/d y la distribucién se aproxima al caso de vida completa tal como se da
en (6.4.3).

Las diferentes funciones de densidad se comparan en la figura 6.2. La masa de proba-
bilidad a la izquierda del punto by en el grafico de toda vida o vida completa se recoge
y se establece como una masa puntual en by para la pdliza de dotacién, o en ¢y para la

pdliza de plazo.

6.6. Ejercicios

Ejercicio practico 6.6.1. Para cierto tiempo de fallo T', un contrato de sequro paga
1 en el momento del fracaso y tiene primas de nivel pagadero continuamente antes de

fallar con una tasa anual de 0.06. Se tiene que:
Var(Z) = 0.064, Var(Y) =10

donde Z es el valor actual de las prestaciones de fallo, y Y es el valor actual de un
contrato de anualidad con pagos continuos a la tasa anual de 1, pagado antes del fallo.

Encuentre Var(L).
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Solucién
En primer lugar se deduce que dada que el contrato recibe primas pagaderas a una tasa
del 0.06, entonces se tiene p = 0.06, luego se pasa al calculo de la fuerza de interés y

esta se obtiene de la relacion B
Var(Z)

Var(Y) = 52

Sustituyendo se obtiene que

0.064 0.064
0= "5 = 5=/ 5 =008

Luego se obtiene el valor actual de los beneficios

0.06 3
p+6  0.06+008 7

y asi se procede al calculo de Var(L), entonces

.064
Var(L) = &2 =0.196

(-3

Ejercicio practico 6.6.2. Un contrato de sequro , basado en el tiempo de fallo T,
paga 1 unidad en el momento del fallo, siempre que este ocurra dentro de los 5 anos
siguientes. Nada se paga después de ese tiempo. La fuerza de interés es una constante

de 0.1, si T tiene la funcion de riesgo

2

T =70_"¢

Encuentre la probabilidad que el valor presente de los beneficios sea estrictamente posi-
—-0.3

tivo, pero menor o igual que e
Solucién

Para poder responder la interrogante se debe utilizar la distribucién de probabilidad
para el valor actual de los beneficios. Pero dado que la este seria un ejemplo de un
contrato de seguro de n-anos, se debe tomar esto como un caso discreto y para ello se

utilizard la distribucién 6.5.1
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de modo que

ﬁ ( 10 — n) =041 =P(Z <e %3

—-0.3

faltarfa hacer sumar la probabilidad que Z = e~ ", entonces

P(Z=e"?) li[( 10—n) li[< 10—n>:_0‘16

Por lo tanto la probabilidad que Z sea menor o igual a e 03 es

0.41 + (—0.16) = 0.24



Capitulo 7

El Tiempo Minimo de Fallo

7.1. Introduccion

Se supone que 11,75, ..., T,, son tiempos de fallo definidos en el mismo espacio muestral.

En este capitulo, se investiga la variable aleatoria
T = HlfIl{Tl,Tg, e ,Tm}

En otras palabras, T es el tiempo de la primera falla que se produce entre los m diferentes
tiempos de fallo posibles. En particular, tratard los casos importantes en los que los
tiempos de fallo no necesitan ser independientes.

En el caso de la vida conjunta, donde se tiene un grupo de m vidas numeradas 1,2,...,m,
se puede tomar T; como la vida futura de la i-ésima vida, de modo que 7T es el tiempo
de fallo de los m-estados de vida conjunta. En el contexto de decrementos multiples,
podemos tomar 7; como el tiempo de fallo de la causa i en el ajuste de decremento
Unico asociado, por lo que es el tiempo de fallo de la i-ésima causa, suponiendo que no
estén funcionando otras causas de fallo. Entonces, la variable aleatoria T es el tiempo

de fracaso en el modelo de multiples decrementos.

7.2. Distribuciones conjuntas

Se desea expandir algo en la breve descripcion para el caso m = 2. Suponiendo que cada
T; es continuo. Hay varias maneras de describir la distribucién conjunta.

85
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Se puede hacer mediante la funcién de densidad conjunta fr,1, . 7, (t1,t2,...,tm), O

alternativamente por la funcién de distribucién conjunta
Fromy... 1, (t1,ta, o ty) = P[Ty < t1, Ty < to, ..., T < tm),
O por la funcién de supervivencia conjunta
ST\ Ty, T (E1, T2, oo ) = P[Th > t1, Ty > to, ..., Ty > ty)].

Para simplificar la notacién, a menudo se omitiran los subindices y simplemente se

escribira f, F' 6 s cuando no surja ninguna confusién.

Hay que notar que s(t1,ta,...,ty) # 1—F(t1,t2,...,ty) cuando m > 1. Como en el caso
unidimensional, se integra para obtener las funciones de distribucién o supervivencia a
partir de la funciéon de densidad y se deriva para ir en la otra direccién. Sin embargo, se

debe utilizar multiples integrales y derivados parciales. Por ejemplo, con m = 3,

t1 to t3
F(ti,ta,t3) = / / f(u, v, w)dwdvdu
0 0 0

Y de forma similar

s(t1,t2,t3) = / / £ (u, v, w)dwdvdu
t1 to t3

Ahora diferenciando la tltima expresion con respecto a t1. El teorema fundamental del
calculo dice que se sustituye la variable u en el integrando por t1 y se fija un signo menos
ya que t1 es un limite inferior. El integrando consiste en las segundas dos integrales. El

resultado es

is(tl,tg,tg) = —/ f(t1, v, w)dwdv (7.2.1)
8t1 to t3

Después de repetir el proceso dos veces,

s 0 0 0
t1,to,t3) = (—1)3 = —— ——s(t1, o, t
fltr,ta,t3) = (=1) oL, atzatgs( 1,2, t3)
De forma similar se puede obtener
o o0 0
f(t1,t2,t3) = F(t1,t2,t3)

0t Otz Oty
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Las expresiones andlogas son validas para m en general, que aparece como el exponente
de —1 en la primera férmula. Obsérvese que las distribuciones individuales se obtienen

facilmente de las funciones de distribucion o supervivencia conjuntas por
ST, (t) = ST\ Ts,....Tm (0, 0,...,%,... ,0),

FT,L- (t) = FTl,TQ,...,Tm (OO7 o0, ... ,t, Ceey OO)

Donde el t estd en la i-ésima posicién, y co indica que se toman limites.

7.3. La distribucion de T

7.3.1. El Caso General

Es relativamente simple deducir la distribuciéon de T' de la distribucién conjunta. Clara-
mente, el minimo tomara un valor mayor que ¢ si y sélo si cada T; toma un valor mayor
que t. Por lo tanto,

sr(t) = st t, ... 1) (7.3.1)

(Se debe tener en cuenta que Fp(t) # F(t,t,...,t))

7.3.2. El Caso Independiente

La funcién de densidad, funciéon de supervivencia y funcién de tasa de riesgo de T;
se denotaran respectivamente por f;, s;, ;. Las cosas se vuelven mucho mas faciles de
manejar cuando las variables aleatorias T; son independientes. Se puede entonces, escribir
facilmente las funciones relevantes para 1" en términos de las funciones correspondientes

para T;. Por ejemplo, de (7.3.1) se obtiene
sp(t) = s1(t)sa(t) ... sm(t). (7.3.2)

Tomando lo visto y diferenciando, se puede encontrar una relacién similar que implica

la funcién de riesgo.

pr(t) =y pilt). (7.3.3)
i=1
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Ejemplo 7.3.1. Suponiendo que Ty y T> son independientes y ambos tienen la funcion
de peligro
pu(t) = ¢ 0<t<1

Calcular la probabilidad de que el valor minimo de estas dos variables aleatorias sea

menor o igual a 1/2.

Solucién Obsérvese que sp(t) = (1 —t), para 0 < ¢t < 1, notar primero que, para
i=1,2, 5(t) = (1—1t)% o que ur(t) = 4/(1 — t). La probabilidad deseada es Fr(1/2) =
1 - sp(1/2) = 15/16.

7.4. La distribucién conjunta de (T, J)

7.4.1. La funcién de distribucién para (T, J)

Se supone que existe probabilidad cero de la ocurrencia simultanea de dos o méas tiempos
de fallo 171,75, ..., Tm. Se puede entonces definir la variable aleatoria J como el indice
de la variable aleatoria que da el minimo. Por un ejemplo con m = 3, suponiendo que
Ty =7,T> =5y T35 = 10. Entonces T tomaria el valor 5 y J tomaria el valor 2, ya que

el minimo ocurre para T5.

En muchas aplicaciones, se esta interesado en la distribucion conjunta de Ty J. Esto se

puede describir de varias maneras. Un método es por la funcién de distribucién conjunta,
Fr(t,j)=P(T <tyJ=j).

Esta distribucién conjunta tiene la caracteristica algo inusual de que la variable aleatoria
T es normalmente continua, mientras que J es discreta. Por lo tanto, a diferencia de la
notacién habitual para las funciones de distribucién, la segunda variable en Fr, J(t,j)

no es acumulativa, sino que se refiere a un indice especifico.

Considerando ahora el problema de deducir la distribucién conjunta (7, J) de la distri-

bucién conjunta de T1,Ts, ..., Tp,.

Si se tiene da la funcién de densidad conjunta, entonces Fr j(t,j) se calcula integrando

sobre una regién adecuada - véase (A.17 del libro de Promislow [3]). Tomando m = 2.
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Entonces Fr j(t,1) es la probabilidad de que 77 tome un valor menor o igual que ¢, y
que T» tome cualquier valor mayor que el tomado por T;. Esto es dado por la integral

doble
Fr(t,1) / / fr 1 (u, v)dvdu (7.4.1)

Y de forma similar

t o]
FTﬁ](t, 2) = /0 / le,Tg (u, v)dudv (7.4.2)

Ejemplo 7.4.1. La distribucion conjunta de Ty y T estd dada por

6(s—t)% 0<s<1,0<t<1

Jrim(s,t) =
0, En otro caso
Encuentre Fr ;(t,j) para j = 1,2.
Solucién
Fr (1) = // (s—1) dvdu—Q/(l—u)d (12_) para 0 <t <1
De forma andaloga se tiene
Fro(t1) = 1_(12_”4 0<t<1

Puesto que T; estd limitado por 1 para i = 1,2, necesariamente
Frg(t,i)=Fr (1,i)=1/2, i=1,2, t>1

La suma de Fr j(t,1) y Fr j(t,2) debe de ser igual a Fr(t) = 1—s7(t). Se puede verificar
esto dibujando graficamente en el plano las funciones, mostrando que la unién de las
regiones de integracién en (7.4.1) y (7.4.2), y la regién correspondiente a sp(t), es la
totalidad del cuadrante positivo.

En el caso general, se necesitara integrales m-dimensionales para calcular F'(t,j) a par-
tir de la funcién de densidad. Sin embargo, si ya se tiene la funcién de supervivencia
conjunta, el cdlculo puede ser simplificado. Para ilustrar, considerar el caso con m = 3.

Entonces, razonando como arriba,

t o) 00
Fr (1) = / / / f(u, v, w)dwdvdu
0 Ju u
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De (7.2.1) las integrales dos internas se pueden escribir compactamente como una deri-

vada parcial. se tiene

Fr (t,1) = /Ota(u)du

Donde

0
o(u) = —a—tls(tl,tQ,tg), Evaluadoen t; =ty =t3 =u

En el caso general,

Fr(t,j) = /0 oj(u)du (7.4.3)

Donde

0
oj(u) = —gs(tl,tg, cooytm), Evaluadoen ty =to =t3=...=t,, = u
J

Ejemplo 7.4.2. Suponiendo que m = 2 y la funcion de supervivencia conjunta es dada
por

1
sty (u,v) = 5[(1 —u)4 +(1 —v)4 — (u—v)4], 0<u<l1l, 0<v<l.

Encontrar Fr j(t,1).

Solucién

Se podria tomar dos derivadas para calcular f(u,v) = 6(u — v)?, y aplicar (7.4.1). (De
hecho, ésta es la misma distribucién que en el Ejemplo 7.3.1). Obsérvese, sin embargo,
que (7.4.1) simplemente “deshaceria” el célculo de la segunda derivada integrando. Para

esta forma de la distribucién, es més facil de aplicar (7.4.3). En la regién dada

f%s(u,v) =2[(1 —u)® + (u—v)?], o1(u) = 2(1 — u)?,
Asi
t 4
Fr(t,1) = /0 2(1 — u)du = 1_(12_” 0<t<1,

Verificando el ejemplo anterior
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7.4.2. Funciones de densidad y supervivencia para (T, J)

También se puede definir la distribucién de (7, J) por la funcién de densidad conjunta

fr.g(t,7). Esta es la funcién que satisface

¢ d
FT,J(t7j) = /0 fT,J(S’j)dS’ fT,J(tvj) = %FT,J(tmj)' (744—)

La funcién f se interpreta de la manera normal. Es decir, para un ‘pequeno’ At, fr,
J(t,j)At es aproximadamente la probabilidad de que la primera falla sea de la causa j
y que ocurra en el intervalo de tiempo de t a t + At. La afirmacion exacta, que sigue a
la primera expresién de (7.4.4), es que la probabilidad de que el primer fallo sea de la

causa j y tenga lugar entre el tiempo a y el tiempo b viene dada por

b
Fr(b,§) — Fr.y(a,5) = / fr(tg)dt

Se define la funcién de supervivencia conjunta para (7', J) pensando en la supervivencia
de la misma forma en que se hace al final de la secciéon 11.2.2. del libro de Promislow
[3]. Asi
e, 9]
sra(td) = P>ty T =i = [ fra(s.)ds.
t

Esta es la probabilidad de que el fallo ocurra después del tiempo t debido a la causa j.
La figura (7.1) muestra un gréfico tipico de f(t,j) para m = 2. Obsérvese que la masa
se concentra en hojas paralelas. Si se corta la hoja j en el plano T = t, el drea de la

porcién izquierda serd F'(t, j) y el drea de la porcién derecha serd s(t, j).

Todas las funciones pertenecientes a la variable aleatoria T solo se obtienen sumando

sobre todo j, como se observé anteriormente para F' en el caso m = 2. Es decir,

FT(t) = ZFT,J(tvj), (745)
j=1

frt)=>_ frs(t.j) (7.4.6)
j=1

so(t) =Y s1u(t, ) (7.4.7)
j=1
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=1

Jra (1)

FiGURrA 7.1: Gréfico de fr s(t,7)

7.4.3. La distribucién de J

Para obtener la distribucién de J a partir de la distribucién conjunta, se calcula el otro
marginal, que puede expresarse de varias maneras. Si f;(j) denota la probabilidad de

que J = j, entonces

fJ(]) = /Ooo fT,J(t?j)dt = ST,J(Ovj) = tli>nolo FT,J(taj) (748)

En la figura 7.1, f;(j) es el drea de la j-ésima hoja. Tenga en cuenta que Fr j(t,j) +

s7.7(t,7) no es igual a 1, sino a f(j).

Ejemplo 7.4.3. Tomar m = 2. Si Ty es uniforme en [0,1], Ty es uniforme en [0,2], y

Ty y Ty Son independientes, encuentre la distribucion de J.

Solucién La funcién de densidad conjunta toma un valor constante de 1/2 sobre el
rectangulo 0 < s < 1,0 <t <2, yes 0 en otra parte. El valor maximo de T es el minimo

de los maximos respectivos del T;, que en este caso es 1. Por lo tanto,

1 2
£ = Py = [ a2 =3,
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1

1 1
£ = Pry.2) = [ [ a/2avau =g

7.4.4. Funcién de Riesgo para (7,.J)

Definicién 7.4.1. La funcion de riesgo para (T, J)

pr,g(t, ) = fi’;;((i?)ﬁ

Esta es una densidad condicional. Para At pequeno, pr j(t,j)At es aprorimadamente
la probabilidad de que el fallo ocurra primero de la causa j en el intervalo de tiempo de
t at+ At, dado que el fallo de cualquier causa ain no ha tenido lugar antes del tiempo

t.

En el modelo de decremento miltiple presentado en el libro de Promislow (3) en el

Capitulo 11 para una edad de vida x, ur, J(t,j) corresponde a ,uz(vj )(t).

Dadas las tasas de riesgo, se puede obtener la distribucién conjunta de (T, .J) por el

mismo método empleado en el Capitulo 11. A partir de (7.4.6) y la definicién de pu(t, 7).

pr(t) = ZMT,J(tJ) (7.4.9)
j=1

Y asi de (5.3.2)

ST<t) = e f()t ”T(T)dr

Se sabe que fr, J(s,j) = sr(s)ur, J(s,j) v, a partir de la primera expresién en (7.4.1)

Frs(t,j) = /0 51 ()7 (5, 1) ds. (7.4.10)

La dltima férmula se explica facilmente intuitivamente. Para que el evento en cuestién
ocurra, debe haber algin punto s, antes de ¢, para el cual la falla de cualquier causa
todavia no ha ocurrido, y entonces el fracaso ocurrird por la j-causa en el tiempo s
Aunque (7.4.10) tiene esta apelacién intuitiva, No es necesariamente 1til para calcular
Fr, J(t,7), ya que es posible que no se conozcan las tasas de riesgo conjunto hasta que
ya se ha calculado Fp, J(t,j)y fr, J(t,j). Sin embargo, es una férmula importante en

el caso independiente al que ahora nos dirigimos.
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7.4.5. El caso independiente

Como en la Seccion 7.2, se puede simplificar los cdlculos cuando los T; son independientes,
y deducir la distribucién de (7', J) directamente de las distribuciones individuales de cada

T;. Puesto que s5(t) = —s;(t)p;(t), (7.3.2) muestra que

oj(t) = [ [ 5i(t)s)(t) = sr(t)u;(t)
i#j

v de (7.4.3),
t
Fr(t,j) = / s(u)p;(u)du, para T; independiente (7.4.11)
0

Obsérvese, como comparacién con (7.4.10), que (7.4.11) se puede utilizar directamente
para calcular Frp, J(t,7) en el caso independiente, cuando se sabe en pu; de las distribu-
ciones individuales. Por otra parte, la diferenciacion y la divisién por sp(t) verifica que

en el caso independiente

pr,(t,5) = py(t) (7.4.12)

Para j =1,2,...my todo t para el cual sp(t) > 0, esto proporciona la prueba prometida

para el resultado indicado en la férmula (11.23) del capitulo 11, del libro de Promilow

[3].

El resultado es facil de explicar intuitivamente. Observando el modelo de maquina de la
Seccién 11.6 [3], por ejemplo, ambas cantidades en (7.4.12) dan una densidad condicional
para el fallo de la parte j en el instante ¢. En el caso de ur ;(t, j), la condicién es que todas
las partes han sobrevivido hasta el tiempo ¢ y en general esto puede dar informacién
con respecto al tiempo de fallo de la parte j. Suponiendo, por ejemplo, que las partes
estan conectadas de modo que la parte 2 no puede fallar hasta que la parte 1 lo haga,
y luego falla cinco segundos después. En el caso independiente, sin embargo, se obtiene
exactamente la misma informacién que si sélo se contaba que la parte j ha sobrevivido

hasta el tiempo ¢, que es precisamente la condicién aplicable a y;(t).

Ejemplo 7.4.4. Suponiendo que T; es independiente y exponencial con peligro constante

wi. (&) Hallar Fr ;(t,j). (b) Hallar f;(j). (c) Demostrar que T' y J son independientes.

Solucién
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(a) Sea = p1 + p2 + ... + . La férmula (7.3.3) muestra que 1" es exponencial con
riesgo constante y, y, de (7.4.11),

t .
Proftd) = [ e uyds =B - ),
0

(b) f5(5) = lim Fr,(t,j) = %

(c) Sélo notar que

Fr j(t,7) = Fr(t) f5(j).

La solucién a (b) da un resultado importante que tiene muchas aplicaciones. Para los
tiempos de fallo exponencial independientes, como las probabilidades de la primera falla
son proporcionales a las tasas de peligro. Esto tiene sentido, ya que cuanto mayor es la
tasa de riesgo, menor es la media, que es el reciproco de la tasa de riesgo, y por lo tanto

mas probabilidad de ocurrir primero.

Ejemplo 7.4.5. Se toma m = 2. Se supone que 11 y T son independientes, T es
uniforme en [0,a], y T> es uniforme en [0,0], donde 0 < a < b. Encontrar Fr, J(t,1) y
Fr;(t,2).

Solucién Ya que sp(t)p1(t) = s2(t)s1(t)p1(t) = s2(t) f1(t) entonces se puede escribir
¢ 1 1
FT’J(t, 1): (1—*)*(18: - — — :Fl(t)—ﬁFl(t)FQ(t), 0<t<a.
0
De forma similar

1
FTJ(t,Q):*—7=F2(t)—§F1(t)F2<t), O<t<a

7.4.5.1. No identificable

Para introducir la idea de esta seccién se hara con un ejemplo. Primero, obsérvese que
las distribuciones conjuntas dadas en los Ejemplos 7.3.1 y 7.4.1 se ven facilmente como

diferentes. Una forma es observar que 71 y 75 no son independientes en este tltimo.

Ejemplo 7.4.6. Calcular Fr j(t,j) para la distribucion dada en el Ejemplo 7.3.1
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Solucion. Se puede hacer esto por la ecuacién 7.4.11, pero es més facil notar que, por
simetria, Fp j(t,1) = Fr ;(t,2) y los dos deben sumar a Fr(t) = 1 — sp(t). Se puede
concluir directamente del Ejemplo 7.3.1 que

1—(1—1¢)*

Fr;(t,1) = Fr (t,2) = 5 , 0<t<l1

9

y hecesariamente

1
FT”](t, 1) = FT’J(t, 2) = 5, 1<t.

Comparar el resultado anterior con el 7.4.1. La conclusion algo sorprendente es que dos
distribuciones completamente diferentes para (77, 7) han conducido exactamente a la
misma distribucién para (7, J). Esto se conoce como el problema de no identificabilidad
y tiene implicaciones estadisticas. Suponiendo que se quiere hacer inferencias sobre la
distribucién conjunta del T; observando los tiempos de falla. En muchos casos, todo
lo que se puede observar es la distribucién conjunta (7', .J). Un ejemplo es cuando las
variables aleatorias representan el tiempo de muerte por diversas causas. Una vez que
se produce la muerte, se sabe el tiempo y la causa, pero no es posible una observacién
adicional del sujeto. El ejemplo anterior muestra que es imposible determinar de manera
tnica la distribucién conjunta de las variables aleatorias que dan lugar a un dado (7, J).
Se necesita informacién adicional para obtener una solucién tnica. Una instancia cuando

esto ocurre estd en el caso independiente.

Teorema 7.4.1. Dada una distribucion conjunta de (T,J) existe una distribucion con-
Junta unica de (Ty, Ty, ..., Ty,) tal que los (T;) son mutuamente independientes e inducen

la distribucion dada de (T, J).

Demostracion. La unicidad sigue inmediatamente, ya que, dada la independencia, se
conoce la distribucién conjunta si se conoce la distribucién de cada T;, y (7.4.12) implica
que cada T; es necesariamente una variable aleatoria con la funcién de riesgo pr s (¢, 1),
que es la distribucién de cada T;, determinado de manera unica desde (7, J). Para la
existencia, dada cualquier funcién de distribucién conjunta F' para (7, .J), se deja que
T; sea una variable aleatoria con la funcién de riesgo pr (t,i). Esta coleccién de T;
independiente genera a su vez una funcién de distribucién conjunta F7r ;. De la ecuacién

(7.4.11), se tiene que
t
Pro(t) = [ sr(hur.(s.)ds
0
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que es igual a Frr ;(t,j) como se muestra por la ecuacién (7.4.10). O
Para ilustrar el uso de este teorema, suponer que

1—(1-t)?

FTJ(t,Z'): 5 , 0<t<1, FT7J(t,].):1,t>1

Para ¢ = 1,2 y se pide identificar la distribucién conjunta de (77, 75%). No puede hacerse
sin mas informacién, ya que podria ser la distribuciéon conjunta del ejemplo 6.3.1 o
la del ejemplo 6.4.1, o incluso varias otras posibilidades. Sin embargo, si se tiene la
informacién adicional de que T7 y T» son independientes, entonces se sabe que debe ser

la distribucién del ejemplo 1 visto en este capitulo.

7.4.5.2. Condiciones para la independencia de Ty J.

Otra cuestion de interés es determinar cuando 7' y J son independientes. En el ejemplo
7.4.4, se vié que esto ocurrié con funciones de peligro constante. Aqui se presentard un

criterio mas general. Definiendo las relaciones

p(t, 5)
pr(t)

K(taj) =

para todo j, y todo ¢, tal que sp(t) > 0

Teorema 7.4.2. K(t,j) = P(J = j|T =t). Por lo tanto, T y J son independientes si

y solo si K(t,7) es independiente de t.

Demostracion. Se tiene que

frs(t,5) = sT(t)p(t, j) = K&, j)sr(t)pr(t) = K(t,5) fr(t).

Lo cual termina la prueba. ]

La condicién de este teorema a veces se expresa diciendo que los peligros para las causas

individuales son proporciones fijas del peligro total.
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7.5. Otros problemas

Hay otras preguntas sobre la distribucién conjunta de (73,75, ...,T),) que pueden ser
respondidas por técnicas similares a las de la Secciéon 7.3. Es decir, se encuentra una
cierta probabilidad integrando tiempos de fallo sobre una region adecuada de espacio m-
dimensional. Como ejemplo, se ilustra el método para un problema anslogo al Ejemplo
10.7 de la Secciéon 10.9 del libro de Promislow 3. Tomando m = 2, y considerando la
probabilidad de que ambas causas de fracaso ocurrirdan dentro de una duracién especifi-
cada entre si. Es decir, para algtin n fijo, se quiere la probabilidad de que (|71 — T3] < n).

Normalmente serda maés fécil calcular esto como
1—P(|T1 —Tg’ >n) =1- [P(TQ >T1+TL)+P(T1 >T1—|—7”L)].

Cada término se encuentra integrando la funcién de densidad conjunta sobre una regién

adecuada en el plano. Por ejemplo,

P(To >Ti+n) = / / fri 1 (u, v)dvdu.
0 u+n

Ejemplo 7.5.1. Encontrar P(|Th —12| < n), cuando Th, Ty son independientes y ambos

son exponenciales con funciones de Tiesgo 1 y po, respectivamente.

Solucién. La integral de arriba se reduce a

H1 o2
M1+ 2
Asi, la respuesta final es
1 M e H2
1+ o p1+ 2

7.6. El modelo de choque comiin

En muchas aplicaciones, se tiene un grupo de objetos cuyas vidas futuras son general-
mente independientes, excepto que estan todas sujetas a un peligro comtn, que resultara

en el fracaso de todos, en caso de que ocurra. En el caso de vidas humanas, esto podria
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ser un desastre natural como un huracan. En el caso de piezas de la maquina, podria
ser algo asi como un problema eléctrico que afecta a todos los componentes a la vez.
La presencia del choque comtn introduce la dependencia en lo que de otro modo serian
vidas futuras independientes. Para modelar la situacion general, se tiene m—+ 1, variables

aleatorias continuas independientes, (17,75, ...,To, Z), y para cada i se tiene

T; = min{T), Z}

La interpretacién es que T es el tiempo hasta el fallo del i-ésimo objeto por razones
distintas del choque comtin y Z es el tiempo hasta que ocurre el choque comun. Se deduce
entonces que 1; serd simplemente el tiempo hasta el fracaso del i-ésimo objeto, puesto
que tal falla ocurrird en cualquier momento 7" o tiempo Z, cualquiera que sea anterior.
En el resto de esta seccidn, se limitard al caso donde m = 2. Las cantidades que se refieren
a T;" tendran un superindice *. Estd interesados en las preguntas sobre la distribucién
conjunta (77, T»), que implica variables aleatorias dependientes. Sin embargo, en muchos
casos, podria responderse a estas preguntas considerando la coleccién independiente

(TY,T5, Z). Se ilustraran varios ejemplos. Un hecho clave a destacar es que

T = min{Tl,Tg} = min{Tl*,T2*7 Z}7

ya que ambos dan el tiempo de la primera falla.

Ejemplo 7.6.1. Encontrar una formula para la probabilidad de que ambos objetos so-
brevivan al tiempo t.

Solucién. Esto es simplemente s7(¢)s5(t)sz(t)

Ejemplo 7.6.2. ;Cudl es la probabilidad de que se produzca un fallo como resultado del
choque comun?

Solucién. Esto es s6lo P(J = 3) en la distribucién conjunta de (7, J), donde J toma
los valores 1,2,3 y T es el minimo de 77,75 y Z.

Ejemplo 7.6.3. ;Cudl es la probabilidad de que el sequndo fallo ocurra antes del tiempo

t?
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Solucién. Dividiendo esto en dos casos mutuamente exclusivos. Siempre ocurrird si

Z <t.SiZ >t, se necesita T} y T5 menor o igual que ¢. La probabilidad es
Fz(t) + sz()FY () F5 (1) = 1 = s7(t) [s1(t) + s3(t) — s1(t)s5(t)]-

Otros problemas no son tan sencillos y requieren una atencién especial. La distribucion
conjunta de (71,7>) es muy diferente de la distribucién continua bidimensional tipica.
Todavia es continua, pero tiene una masa de probabilidad positiva, todas ellas concen-
tradas en una sola linea, es decir, la diagonal, ya que la aparicién del choque comun
causard la falla de ambas causas, dando lugar a un punto de fallo de la forma (¢,¢). Al
determinar la probabilidad de que (77,7%) se encuentre en alguna regién A, en general
se tiene que partir A en tres partes, la parte que estd por encima de la diagonal, la parte
que esta por debajo de la diagonal y la parte que estd en la diagonal. Por conveniencia
se toma el valor de T} en el eje horizontal. Para la parte del plano por encima de la

diagonal, (u,v) : u < v, se utiliza la funcién de densidad conjunta

fi(w) f2(v),

Ya que la tinica manera en que T puede tomar un valor u < v es si 77 toma el valor u.
En otras palabras, el fracaso de la causa 1 en el momento u no se produjo a partir del
choque comun, ya que si lo hizo, entonces el fallo de la causa 2 también habria ocurrido
en el momento u y no podria haber ocurrido en la fecha posterior v. Del mismo modo,
para la parte del cuadrante positivo debajo de la diagonal, (u,v) : v < u, se utiliza la

funcién de densidad conjunta

fi(w) f3 ().
Puesto que T; = min{T}", Z}, las densidades f;, i = 1,2, se calculan fécilmente como
fi(t) = =(s7s2)'(t) = f7 (t)sz(t) + s7 () f(t). (7.6.1)

La falla en la diagonal surge si y sélo si la ocurrencia del choque comun es antes de las

otras dos causas. Utilizando la funcién de densidad unidimensional,

fr.a(t,3) = s1(t)s5(t) fz(1),
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y proyectar la diagonal sobre la linea. Es decir, para encontrar la probabilidad de que el

fallo ocurri6 en un punto (¢,t¢), donde a <t < b, se integra esta densidad de a a b.

Ejemplo 7.6.4. Suponiendo que Ty, Ty y Z son exponenciales con funciones de riesgo
w1, po y p, respectivamente. Considerando el evento de que T1 y Ts son ambos menores
o0 iguales que n. Esto se puede subdividir en tres casos segun (a) Ty < To, (b) Ty > T,

(¢c) Ty = Ty. Encontrar la probabilidad de cada caso.
Solucién.

(a) Notar primero que, de la ecuacién 7.6.1, se puede calcular

fQ(t) = (,u2 + p)e_(ﬂ2+p)t

asi que, utilizando la densidad conjunta por encima de la diagonal, la probabilidad

requerida es

pa(p2 + p) / / e Htem TR dydy,
0 u

que es igual a

e~ 2tp) | K1 L M2 tp o1 +p2+p)
M1+ p2t+p o gt g2t p

(b) Similarmente, la probabilidad requerida en este caso es

e—n(m+p) 4 H2 ptp o~ (H1+u2+p)
M1t p2+p o gt g2t p

(c) La probabilidad requerida es

/n pe*f’te*ultefugtdt _ p(l — e—n(u1+u2+p))
’ H1 + p2 +p

La suma de estos tres casos es

1 — e atp) _ omnlpa+p) 4 o=nluituz+p)

Como se puede verificar por la férmula general dada en el el Ejemplo 6.4.3
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7.7. Copula

Esta seccion, al igual que la anterior, se refiere a situaciones en las que existe una falta
de independencia. Se presentard un método general que se utiliza a menudo para hacer
frente a esto. La atencién se limita al caso m = 2. Se puede pensar que una distribuciéon
conjunta (17, T>) tiene dos ingredientes. Una es la distribucién de las variables aleatorias
de dos componentes y la otra es la forma en que éstas estan unidas entre si. Este ultimo
puede describirse mediante un dispositivo conocido como cépula, que puede ser aplicado
a un par arbitrario de distribuciones individuales. La copula proporciona un medio para
tratar estos dos ingredientes por separado. Para elaborar, se parte de la observaciéon de
que siempre que 17 y 15 son independientes, inmediatamente se recupera la distribucién

conjunta de las distribuciones individuales por la regla

Fry oy (t, t2) = Fry () Fry (t2).- (7.7.1)

Se puede entonces preguntar si se puedes reemplazar la multiplicacién en el lado dere-
cho de la ecuacién 7.7.1 por otras transformaciones y todavia obtener una distribucién
conjunta, es decir, si denota el intervalo unitario [0, 1], si se puede encontrar una funcién
C de I x I a si misma, de modo que se obtenga una distribucién conjunta legitima por
la regla

Fry 1, (t1,ta) = C(Fr,(t1), Fr,(t2)). (7.7.2)

Se necesitan algunas restricciones sobre la funciéon C. Tomando cualquier punto s en 1.
Si Ty > s, de modo que Fr,(s) = 0, entonces, para todo t, Fr, 1,(s,t) = 0. Lo mismo

ocurre para T», llevando a la condicién de que para todo u, v en I,
C0,v)=C(u,0)=0 (7.7.3)

Si Ty < s, de modo que Fr,(s) = 1, entonces para todo t, Frr, 12(s,t) = Fra(t), llevando

a la condicién de que para todo u, v en I,
C(l,v)=v, Cu,1)=u (7.7.4)

Otro requisito se deriva del hecho de que las probabilidades no pueden ser negativas.

Para cualquier sub-rectangulo R C I x I, la probabilidad de que (T7,75) esté en R es
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s6lo la suma de los valores de Fr, 72 en las esquinas noreste y suroeste, menos la suma

de los valores en las otras dos esquinas. Como esto es no negativo, se deduce que

C(ZLQ, I/Q) + C(ul, Vl) — C(’u,l,Vg) — C(UQ,Vl) >0 (775)

siempre que u; < uz y v < va.

Estas son las unicas condiciones que se necesitan y ahora se podra establecer la definicién

formal.

Definicion 7.7.1. Una cépula es una funcion C de I x I a I que satisface

= para todo u, v en I,

C0,v) =C(u,0)=0

= para todo u, v en I,

C(l,v)=v, Cu,1)=u

= finalmente

C(UQ, 1/2) + C(ul,yl) — C(ul,l/g) — C(UQ,I/l) >0

stempre que uy < ug y vy < Vo.

Se puede demostrar que si C' es una cépula, entonces la ecuacién 7.7.2 da una distri-
bucién de probabilidad conjunta valida para cualquier T} y T5. Por el contrario (y més
dificil de demostrar), para cualquier distribucién conjunta (77,7%) hay una cépula C
tal que Fr, 1, estd dada por la ecuacién 7.7.2. Si T7 y T5 son distribuciones uniformes

en I, entonces Fr,(u) = u para i = 1,2, y todo u € I, del cual sigue que

Fr, n,(u,v) = C(u,v).

Esto demuestra que como definicién alternativa, se puede simplemente definir una cépu-
la como una funcién de distribucién de una distribucién conjunta que implica dos va-

riables aleatorias que son uniformes en I.

Existe un resultado formal que justifica lo que se menciona en el parrafo anterior y es el

siguiente.
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Teorema 7.7.1. (Teorema de Sklar) Sea H una distribucion conjunta con marginales

u y v. Entonces existe una copula C tal que, para todo x,y € R,

H(z,y) = Clu(z),v(y))

St u y v son continuas, entonces C' es unica. De lo contrario, C' esta univocamente
determinada en Ranu X Ranv. Reciprocamente, si u y v son funciones de distribucion,
y C es una copula, entonces H(x,y) := C(u(x),v(y)) es una funcion de distribucion

conjunta con marginales u y v.

Para realizar la demostracion de este resultado primero se deben enunciar los siguientes

lemas.

Lema 7.7.1. Sea H una funcion de distribucion conjunta, con marginales v y v. FEn-

tonces existe una tunica subcépula C' tal que
Se tiene que Dom(C’ = Ranu x Ranv

Para todo z,y € R, se tiene H(x,y) = C'(u(z),v(y))

Lema 7.7.2. Sea C' una subcdpula, entonces eriste una copula C tal que C(u,v) =
C'(u,v) V u,v € DomC’. En otras palabras, toda subcépula se puede extender (no

necesariamente de manera unica) a una cépula.

Demostracion. Se presenta la prueba del teorema de Sklar
“:>77

Dada H una funcién de distribuciéon conjunta con marginales u y v.

Por el lema 7.7.1, se tiene una subcépula C’ definida en Ranu x Ranv, entonces si u y
v son continuas, entonces Ranu x Ranv = I?, de lo contrario, por el lema 7.7.2, C’ se
puede extender a una cépula C.

“<” Se tiene una cépula C' y dos distribuciones u y v, si H(x,y) = C(u(x),v(y)), hay

que comprobar que H cumple las condiciones de funcién de distribucién:

s H es basada porque C lo es.

= H es 2-creciente, pues C lo es y u,v son no decrecientes.
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» Finalmente H (o0, 00) = C(1,1) =1

Lo que termina la prueba. O

Los siguientes son tres ejemplos simples de copulas:

1. C(u,v) = uv. Esto es sélo la c¢édpula para una distribucién independiente, como

se menciond;
2. C(u,v) = min(u,v)

3. C(u,v) =méx(u+v —1,0)

Las cépulas 2 y 3 son extremas en el sentido de que para cualquier céopula C y para
todo u, v € I,

méx(u+v —1,0) < C(u,v) < min(u, v).

También son extremas en el siguiente sentido. Considerando todas las posibles distri-
buciones conjuntas para un 77 y un 75 dados. En muchos casos, se estd interesado en
la suma T} + T5. Por ejemplo, una aseguradora vende dos contratos de seguros y T;
denota la reclamacion sobre la i-ésima podliza, o una persona compra dos acciones y T;
es el valor de la i-ésima accién en alguna fecha futura. Es posible que desee comparar
todas las posibles distribuciones conjuntas en cuanto a su grado de riesgo. No se entrara
en los detalles de la comparacion de distribuciones conjuntas en cuanto a riesgo aqui.
Sin embargo, parece claro que surgen posibilidades de riesgo cuando cuando los valores
grandes de una variable aleatoria tienden a ir con valores grandes de la otra, hay una
tendencia a que ambos valores sean grandes o ambos sean pequenos. Las posibilidades
menos arriesgadas se presentan cuando los valores grandes de uno tienden a ir con valo-
res pequenos de otro, por lo que existe la posibilidad de que los resultados negativos en
un caso se equilibren con buenos resultados en el otro. Se puede demostrar que, bajo al-
gunos criterios de riesgo natural comparando, la copula 2 dara la distribucién conjunta
mas riesgosa y la cépula 3 la distribuciéon conjunta menos riesgosa. En muchos casos,
el modelador estd mas interesado en elegir una cépula de una familia paramétrica y

seleccionar el pardmetro para adaptarse a ciertas condiciones. Una opcién popular para
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esto es la familia de copulas de Frank dada por

e@u _ 66’/ _
Co(u,v) = %log <1 i ( 6é)( : 1))

Donde © puede ser cualquier ntimero real no nulo. Se puede demostrar, usando la regla
de L’Hopital, que para todo u,v € I,

lim Co(u,v) = uv,

0—0 @( )
de modo que cuanto menor sea el parametro en valor absoluto, mayor sera el grado de

independencia entre las dos variables aleatorias, con independencia total para © = 0.

Una caracteristica interesante que algunas cépulas, pero no todas, tienen es que
Clu,v)=u+rv—-1+C(1 —u,1—-v) (7.7.6)

Es facil verificar esta propiedad para las copulas 1-3 de arriba. Es cierto, pero més dificil
de verificar, que esto es valido para la familia de Frank. El significado de la ecuacion

7.7.6 es que

sty (t1te) = 1 — Fry(t1) — Fry(t2) + Py (t1,t2) = C(s7y (t1), sy (t2)).

En otras palabras, la misma regla de transformacion se puede aplicar a las funciones de

distribucién o de supervivencia.

Ejemplo 7.7.1. Suponiendo que la ley de Demoivre se cumple con w = 100. Consi-
derando dos vidas (60) y (70). Encontrar la probabilidad de que ambos estén vivos al
final de 10 anos, asumiendo cada una de las tres copulas bdsicas dadas arriba, para la

distribucion congunta de T'(60) y T'(70).

Solucion. Las probabilidades de supervivencia individual son 3/4 y 2/3, por lo que la

supervivencia del estado de vida conjunta es en los respectivos casos:

1. 1/2

2. min{3/4,2/3} = 2/3. Esta cépula aplicada a un estado de vida conjunta sélo sig-

nifica que la vida més joven morird exactamente al mismo tiempo que los mayores;
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3. (3/442/3—1)=5/12

Para una aplicacién particular de cépulas, remitase al problema de no identificable de
la 7.4.5.1. En lugar de asumir la independencia, se podria postular una cierta cépula
C' y luego pedir una distribucién conjunta con la cépula elegida que da lugar a la

distribucién dada (7, J). En muchos casos esto sera tnico.

7.8. Ejercicios

Ejercicio practico 7.8.1. Una distribucion conjunta esta dada por

3s, 0<s<t<1
fm(s,t)=4q 3t, 0<t<s<l1

0 En otro caso

Encuentre Fr ;(t,1) y Fr j(t,2)

Solucién

t 00
Se utilizard las ecuaciones 7.2.1 y 7.3.1. Primero se calcular Fr ;(t,1) = / / fr, m (u, v)dvdu,
0 Ju

t ol t
Fr (t,1) :/ / udvdu :/ [3uv]i
0 Ju 0

t
3 3
:>/3u—3u2:[2u2—u3]t:2t2—t3, 0<t<1

0

entonces

0

el calculo de Fr j(t,2) es totalmente andlogo pero utilizando la ecuacién 7.3.1
t ol
Fr(t,1) :/ / 3vdudv
0 Jv
siguiendo el mismo proceso se llega a
3
Frs(t,1) = §t2—t3, 0<t<l1

Ejercicio practico 7.8.2. Los tiempos de fallo Ty y Ty son independientes y tienen

funciones de riesgo respectivamente
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Encuentre la probabilidad que el valor minimo de estas dos variables sea menor o igual

al.

Solucién Primero se obtienen las respectivas funciones de supervivencia
si(t) = e Jo2Zmdr — (9 _ 4y39-3
Sg(t) — e fot log(2)dr _ 9t
luego dada la independencia se tiene que la funcién de supervivencia conjunta es

sp(t) = 276G+ (2 — ¢)3

finalmente la probabilidad buscada es

Fr()=1-sr()=1- @)=



Capitulo 8

Aplicacion en Riesgo

8.1. Introduccion

Hasta este punto se ha trabajado y desarrollado un modelo de contingencia de vida
totalmente estocastico, definiendo todas la herramientas matemédticas necesarias para
su aplicacion, una muestra de ello es que a cada paso se han ido presentando ejemplos
y ejercicios de aplicacion de la teoria.

En este capitulo se presentan aplicaciones practicas de modelos que tienen como base
matematica la teoria del modelo desarrollado hasta el momento y se hard hincapié en

las similitudes y deferencias que estos podrian tener con lo trabajado hasta el momento.

8.2. Modelo de Weibull

La distribucién Weibull es un modelo muy flexible para datos de tiempos de vida. Su
tasa de riesgo puede ser mondétona decreciente, creciente o constante. Es el tinico modelo
paramétrico de regresion que tiene una representacion de riesgos proporcionales y una
representacion tiempo de falla acelerado, cabe decir que este modelo posee aplicaciones

por defecto en los diferentes software de simulacién.

Tomando la transformacién logaritmo del tiempo, la funcién de supervivencia univa-

riada para Y = log(X), pues es mucho mds facil utilizar la herramienta de méxima
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verosimilitud para la funcién logaritmo. Esta dada por:
Sy (y) = e (8.2.1)

1

Si se redefinen los parametros como v = e M y 0 = — , entonces Y tiene la forma de
o

un modelo loglineal con

Y =log(X)=p+ocW (8.2.2)

donde W es la distribucién de valor extremo con funcién de densidad de probabilidad
(8.2.3)

y con funcién de supervivencia

(8.2.4)

Con base en lo anterior, la funcién de densidad de probabilidad subyacente y la funcién

de supervivencia para son respectivamente

o[ 45 —eltv=r/1] (8.2.5)

Q|

fr(y) =

Sy(y) = e """ (8.2.6)

La funcién de verosimilitud para datos censurados por la derecha estd dada por:

=TT [ [sve] ™ =TT [ (5] [ (2] 2
J=1 Jj=1

Una vez se estiman por méaxima verosimilitud los parametros p y o, los estimadores
de la funcién de supervivencia y de la tasa de riesgo acumulada estan disponibles para
la distribucién de X o de Y. Los estimadores de y y de o y su matriz de varianzas y
covarianzas se encuentran numéricamente. Con base en la propiedad de invarianza del

estimador maximo verosimil, se tiene que los estimadores de v y « son:

Las varianzas y covarianzas para estos estimadores son:

Var(3) = emp( B 2ﬂ> Var(j) + ﬂ2 <W) —20 <COU¥3’&)>] (8.2.8)

52 52 o
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Var(a) = LZ 4(‘3) (8.2.9)
Cov(¥,a) = ea:p( - Z) [Covéf 9) _ ,&Va(;(&) (8.2.10)

Al incorporar covariables en el modelo Weibull, se usa el modelo lineal para el logaritmo
del tiempo,

Y=u++v'2Z+oW (8.2.11)

donde W tiene la distribucion de valor extremo estandar. Este modelo lleva a un modelo

de riesgos proporcionales para X con un riesgo basal Weibull, esto es

M(z[2)) = (aya®™Heap(B'z) (8.2.12)

cona=c1 v=exp(—uo ),y B = 0_1%, j=1,2,...,p. Ala expresion exp(S'z) se
le conoce como riesgo relativo y mide cuan grande es el riesgo de un individuo con una
covariable z; frente a otro con una covariable zo.

El logaritmo de verosimilitud es:

Z&[—log(a) L Yimp = - —M_’Ytzi)} Bt _5i)l0g[yi — k=72

o (o g
(8.2.13)

8.3. Modelo de riesgo de GEORGE et al (2001)

George et al (2001) considera que el tiempo de vida de un crédito estd ligado al tiempo
hasta el incumplimiento o default Xp, al tiempo hasta el prepago Xp y al tiempo hasta
la maduracién del crédito X ;. Se asume que el tiempo es medido en meses. El tiempo
de vida del crédito corresponde entonces a X = min{Xp, Xp,1}.

La funcién de verosimilitud para estimar los pardmetros del modelo se establece con

base en las siguientes probabilidades:

8.3.1. Probabilidad de incumplimiento en x
Pp=Pr(Xp >x—dx, Xp >z —dx)Pr(Xp =2,Xp > X||X >z —dx)

PD = CS[SD(m — da:), Sp(l‘)] — Cs[SD(l'), Sp(.%‘)] (8.3.1)
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donde dz =1 si los créditos son mensuales

8.3.2. Probabilidad de prepago en x
Pp=Pr(Xp>x—dz, Xp>z—dz)Pr(Xp >z, Xp=X||X >z —dr)

Pp = Cs[Sp(z), Sp(x — dz)] — Cs[Sp(x), Sp(x)] (8.3.2)

8.3.3. Probabilidad de Maduracién en x
Py = Pr(Xy >z —dzx, Xp >z —dz)Pr(Xp > z||X >z — dx)
Py = Cg[Sp(x), Sp(z)) (8.3.3)

La funcién de verosimilitud es propia de los riesgos en competencia y si se supone que
siempre se observa el evento de terminacién del crédito, entonces se tiene que dicha

funcién de verosimilitud estd dada por:

n
6D, ~OP; —dp.—0p,
L=T[PyPyp, " (8.3.4)
i=1
dp, es el indicador del evento de incumplimiento, dp, es el indicador del evento de

prepago, por lo tanto 1 — dp, — dp, es el indicador de maduracién.

8.3.4. Observaciones

Una de las primeras observaciones para este modelo es que omite por completo el tipo
de distribucién marginales que poseen las variables de tiempo que se estan considerando.

Ahora se plantea un analisis mas detallado de estos modelos.

» Este Modelo trata por separado dos tiempos de fallo (Default y Prepago), ambos
asociados con una variable discreta 9§, tal cual se observo en la teoria planteada
en la seccién del modelo de choque comin, es decir este tipo de modelos es una

aplicacién de la teoria de tiempos minimos de fallo y del modelo de choque comun.
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El modelo de GEORGE plantea el uso de cépula financieras, esto para obtener
una distribucién conjunta a partir de las distribuciones marginales, el modelo no
define una copula en especifico es decir que se podria definir la cépula que se haga

mads conveniente en una aplicaciéon empirica de este modelo.

Para hacer una aplicacién con mejores resultados se podria intentar ampliar dicho
modelo, agregando variables u otro insumos teéricos, una de los pasos para su im-
plementacion sin duda seria, definir una distribucién adecuada para las marginales
la cual incluso podria ser la distribucién o el modelo de Weibull que se sabe es ttil
para este tipo de estudios y permite, por verosimilitud, definir una distribucion
marginal bastante buena, lo que significaria que se haria doble verosimilitud pues
se aplicaria también para obtener el parametro de la cépula a la hora de obtener

la distribucién conjunta

Dadas las observaciones anteriores se presentan los posibles pasos que se seguirian para

una implementacién practica del modelo de GEOERGE et al (2001).

1.

8.4.

Recabar una muestra de datos (tiempos) de créditos, se recomienda una muestra

de més de 300 datos minimo.

. Definir que modelo o distribucién se utilizard para las marginales, se recomienda

un modelo que utilice algin tipo de funcién de verosimilitud apropiada y facil de

manejar.

. Definir la copula que se utilizara para la aplicacién del modelo de GEORGE

. Finalmente buscar el Software apropiado para el procesamiento de datos.

Simulacién progresiva del modelo de Riesgo

A continuacién se presenta una simulaciéon progresiva de un modelo de supervivencia

para un caso de seguros. Primero es valido aclarar el término progresivo para el lector,

lo que se realizard es una simulacién donde se supondré cuales son las distribuciones

de probabilidad para las diferentes variables aleatorias que se van a utilizar, ademas, se

conoceran los parametros que hagan falta, todo con el objetivo de ejemplificar cémo se
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comporta el modelo y dejando muy en claro los procesos que se podrian seguir para una

futura aplicacién empirica.

8.4.1. Distribuciones de supervivencia

Se va a considerar el caso de un contrato de seguro, en el que la cobertura es por muerte
repentina y se aplica para dos personas, con la clausula especial que si mueren al mismo
tiempo la empresa paga 50 % més, entonces se tienen dos tiempos de muerte:

= X;: tiempo de muerte de la primera persona con riesgo constante de 0.04

= X5: tiempo de muerte de la segunda persona con riesgo constante de 0.06

Por tanto para cada tiempo se tiene las siguientes distribuciones de supervivencia

- le (t) — 6—0.O4t
- SX2 (S) — 6—0.063
Se busca la supervivencia conjunta, para ello se utiliza una cépula. Se observaran los

resultados de tres diferentes copulas con el mismo parametro § = 0.75 y se tomara la

que se ajuste mejor a la supervivencia conjunta.

(a) Utilizando la Cépula de Frank

(60.75*6’0‘04’s _ 1)(60.75*670'065 _ 1)

1
SX1,X2 = CF(SX17SX2) = ﬁlog(l + e0.75 _ 1 )

(b) Utilizando la Cépula Cubica

SX17X2 = CC(SXU SXQ)

— 6—0.0475—0.065(1 + 0.75(6_0'04t _ 1)(6—0.065 _ 1)(26—0.0475 _ 1)(26—0.065 _ 1))

(c) Utilizando la Cépula de Clayton

SX17X2 _ CCZ(SX17 SXQ) _ (60.75(0.04)t + 60.75(0.06)5 - 1)74/3
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-20

-30

F1curaA 8.1: Grafico de la supervivencia conjunta usando la Cépula de Frank

F1aurA 8.2: Grafico de la supervivencia conjunta usando la Cépula Ciibica

En las figuras 8.1, 8.2 y 8.3 se presentan graficamente las distribuciones conjuntas uti-
lizando las copulas de Frank, Cubica y Clayton respectivamente. También se observa el
comportamiento de cada distribucién conjunta mas a detalle enfocando los gréficos al
[0,1], en las figuras 8.4, 8.5 y 8.6. Finalmente se observa el grafico de las tres distribu-

ciones en el mismo plano en la figura 8.7 .
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FicUrA 8.3: Gréfico de la supervivencia conjunta usando la Cépula Cubica

L
-
— -

?

(a)

FiGuraA 8.4: Gréfico de la supervivencia conjunta usando la Cépula de Frank enfocada
en [0, 1]

Analizando graficamente se puede observar que en efecto las copulas estdn funcionando
pues satisfacen que en cero tienen probabilidad 1 y con el pasar del tiempo estas decrecen

hasta tender a cero, que son las condiciones béasicas de una distribucion de supervivencia.

Pareceria que las tres distribuciones dan el mismo resultado, los cual harfa dificil escoger
una de ellas pero como se observa en la figura 8.8 son iguales en [0, 1], mas no lo son en

todo punto.
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we

(b)

Ficura 8.5: Gréfico de la supervivencia conjunta usando la Cépula Cubica enfocada
en [0,1]

()

Ficura 8.6: Gréfico de la supervivencia conjunta usando la Cépula Cubica enfocada
en [0,1]

Después de observar todos los graficos y la tabla de valores 8.8, se concluye que cualquiera
de las tres distribuciones on utilizables pero se tomaria las mas simple algebraicamente

y la que decrezca un poco menos rapido, por ello se tomaria la copula de Clayton.
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FIGURA 8.7: Gréfico de las tres distribuciones en el mismo espacio enfocada en [0, 1]

frank cubica |clayton (ts)
095 095 095 (0.5, 5)
093 093 093] (075 075)

1 1 1 (0,0)

025 027 033 (10, 15)

FI1GURA 8.8: Cuadro de valores comparativo para las tres distribuciones
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Conclusiones y Recomendaciones

9.1. Conclusiones

La distribucién de supervivencia que se plantea en este trabajo, en conjunto con los
demads apartados que se presentan, y la expansién a modelos con beneficios de nivel y
el trabajo con funciones de riesgo exponenciales, son el fundamento de toda la teoria

existente en la gestion de riesgos en las ciencias actuariales.

Este trabajo tiene toda la orientacion practica y profesional, para ello una de las partes
mas importante es la teoria de tiempos minimos de fallo, que como se pudo observar con
los modelos practicos que se presentan, son la base de las distintas aplicaciones que se

realizan hoy en dia en actuaria y finanzas.

Todo lo planteado en modelos de Contingencia de vida, es aplicable para gestién de
riesgos financieros en general, en este caso se vié para riesgo crediticio, pero es facil

hacer la generalizacién de esta teoria a otro tipos de riesgos.

Con lo expuesto en este trabajo se tiene todas las bases tedricas para la aplicacion
empirica de un modelo de contingencia de vida, con datos de nuestro entorno, el uso
del modelo de choque comtn y las cépulas financieras, abre un abanico de innumerables
aplicaciones practicas en el ambito financiero de nuestro pais, pues al final de todo la
intencién de estudiar estas teorias no es otra que intentar su aplicacién, cosa que por lo

visto en este texto es mdas que posible.
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9.2. Recomendaciones

Como ya se dijo, este trabajo es una base para cualquier tipo de aplicacién empirica
y esto implica que es la base para cualquier cantidad de trabajos futuros (aplicados y

tedricos) en el drea.

Se presento una simulacién progresiva del modelo de contingencia de vida, esta simula-

cién se puede ampliar aun mas y aplicar muchos mas conceptos.

Para futuros trabajos se recomienda decantarse por la parte final de este texto y orien-
tarse a las aplicaciones empiricas, para ello aun hace falta profundizar en el tipo de
aplicacién que se quiera realizar, pues acd se dejan abiertas muchas ramas de aplicacién
que se pueden explotar de muy buena forma, muchas de las cuales sin tener costos de

investigacién tan elevados.

Si se quisiera seguir en la implementacién de los tltimos modelos planteados (GEORGE)
se necesitan los datos adecuados que en este trabajo se planteé e intent6 obtener, pero la
obtencién seria una de las partes mas importantes en trabajos futuros, ya que estos datos
deben de ser de la misma indole y la variable a utilizar debe ser el tiempo, formando
una muestra o base de datos lo suficientemente grande (entre 500 y 700 tiempos) para

que los resultados sean confiable.
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