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2.2.1. Propuesta teórica . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35
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Índice de figuras

1.1. Comparación entre la densidad de probabilidad clásica (CPD, ec.
(1.27), X0 representa la amplitud de oscilación) y la densidad de
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Resumen

En este trabajo se presentan dos propuestas metodológicas para recuperar el
ĺımite clásico de la mecánica cuántica en el contexto de un Principio de Incertidumbre
Generalizado (GUP) a través de la aplicación de una extensión del principio de
correspondencia de Bohr a las soluciones de la ecuación de Schrödinger y a la ecuación
de Dirac, ambas con correcciones GUP.

En general, se presentan diversos temas en el marco teórico como el enfoque
histórico del principio de correspondencia de Bohr, los postulados de la mecánica
cuántica, el advenimiento de las ecuaciones de onda relativistas dadas por Dirac
y Klein-Gordon, y al final se desarrolla un aspecto general de la hipótesis de un
principio de incertidumbre generalizado (GUP) y se presentan los aspectos f́ısicos
del pozo infinito y del oscilador de Dirac ante una corrección GUP.

Mediante el nuevo principio de correspondencia se encontró el ĺımite clásico de la
part́ıcula en una caja unidimensional con correcciones GUP, sin embargo, es preciso
aplicar o complementar el nuevo principio de correspondencia junto con el ĺımite
del Principio de Incertidumbre de Heisenberg (HUP). El ĺımite HUP únicamente es
verificar que el parámetro de deformación GUP tienda a cero. La razón entre los
residuos es ligeramente mayor a 1, siendo comparados con estudios previos.

Además, se encontró el ĺımite clásico del oscilador de Dirac con correcciones
GUP, a través del nuevo principio de correspondencia, del ĺımite no relativista y del
ĺımite HUP. La razón entre la densidad de probabilidad clásica-GUP y la densidad
de probabilidad clásica es ligeramente mayor que 1.

Por primera vez, se tienen resultados del ĺımite clásico de la mecánica cuántica
y de la mecánica cuántica-relativista deformadas por la presencia de un principio
de incertidumbre generalizado, además de introducir el parámetro de deformación
en la densidad de probabilidad clásica, sin embargo, los residuos cuánticos-GUP son
mucho más pequeños que sus contrapartes cuánticas.
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Introducción

La conexión entre la mecánica relativista y la mecánica clásica se obtiene a través
de un ĺımite conocido como el ĺımite no relativista, el cual puede ser revisado en
cualquier texto introductorio a la relatividad especial, sin embargo, las cosas cambian
cuando se quiere recuperar propiedades dinámicas de la mecánica clásica desde la
formulación de la mecánica cuántica. La mecánica cuántica, matemáticamente, es
diferente a su contraparte clásica y f́ısicamente tiene resultados correctos como la
cuantización de la enerǵıa [1].

Los postulados de la mecánica cuántica implican desarrollos en el espacio de Hil-
bert y los valores medibles son valores esperados de algún operador sobre la función
de onda (indeterminista) mientras que la mecánica clásica es puramente determinis-
ta, esta discrepancia junto con el principio de incertidumbre de Heisenberg presenta
una dificultad en cuanto a demostrar si realmente existe una correspondencia entre
ambas mecánicas.

La ley de Planck es una relación matemática que explica todo el espectro de la
radiancia espectral del cuerpo negro, además, tiene un comportamiento cuántico de-
bido al cuanto de acción h, por el otro lado, la ley de Rayleigh-Jean obtenida desde
la teoŕıa electromagnética explica cierta parte del espectro y predice una catástrofe
ultravioleta la cual no tiene evidencias f́ısicas, sin embargo, es posible recuperar la
ley de Rayleigh-Jean a través de la ley de Planck mediante el proceso metodológico
conocido como el ĺımite de Planck [2, 3] que ha tenido diversas aplicaciones y re-
sultados [4], sin embargo, es un método altamente restrictivo debido a que sólo es
aplicable en algunos resultados donde la constante de Planck puede ser eliminada.

El teorema de Ehrenfest ha sido descrito como un método que permite recuperar
las ecuaciones de movimiento de la mecánica clásica a través de los valores esperados
de momento y su relación con el operador posición [1, 5, 6] no obstante, ciertos
art́ıculos expresan que el teorema es también un método restrictivo [2, 3, 7, 8].

La función de Wigner determina el comportamiento de la mecánica estad́ıstica
clásica a través de su formulación en el espacio fase utilizando las soluciones de la
ecuación de Schrödinger para diversos problemas [2, 9], sin embargo, la función de
Wigner es una distribución cuasiprobabiĺıstica, debido a que esta distribución no es
estrictamente positiva y no se puede espećıficar que sea un método general, ya que

vi



Introducción vii

depende fuertemente de la paridad de las funciones de onda [10].

El potencial de Bohm deducido a través del método WKB en el regimen se-
miclásico [1, 2] permite recuperar la ecuación de Hamilton-Jacobi cuando el potencial
cuántico de Bohm es cero, presenta buenos resultados [11, 12], sin embargo, su pro-
puesta viene motivada a través de la solución a la ecuación de Schrödinger en forma
ψ = Re−iS/~ siendo ψ solución de la ecuación de Schrödinger, R una función real y S
la acción clásica, entonces, si se introduce esa solución en la ecuación de Schrödinger,
se tiene la ecuación de Hamilton-Jacobi en la parte real y la ecuación de continuidad
en la parte imaginaria. En la parte real aparece un término extra conocido como el
potencial de Bohm. En el caso que el potencial de Bohm es cero se recupera exac-
tamente la ecuación de Hamilton-Jacobi, esto implica un desconocimiento sobre que
parámetro f́ısico del potencial debe valer cero; en ref. [2] se demuestra que aún ha-
ciendo el ĺımite de Planck en ese potencial es imposible que el potencial de Bohm
sea cero en el estado base del oscilador armónico cuántico.

En la mecánica estad́ıstica es posible encontrar diversos art́ıculos que aproximan
resultados de la función de partición para ensambles cuánticos y ensambles clásicos
a través de diferentes metodoloǵıas, tal aproximación es bastante restrictiva debido
a que solo es aplicable en problemas part́ıculares [13, 14].

Algunos autores presentan resultados comparando la distribución cuántica con
la distribución clásica de diversos problemas en el espacio de configuraciones y de
fase [15, 16], tal comparación es adecuada como aproximación a la densidad de
probabilidad clásica.

El principio de correspondencia de Bohr formulado como un enunciado en 1923,
establece que la mecánica cuántica converge a la mecánica clásica cuando el número
cuántico principal de un sistema periódico es grande [2, 3, 10], ha tenido diver-
sas aplicaciones en los espectros energéticos [17–19]. Otros autores han aplicado el
principio de correspondencia de Bohr en la electrodinámica cuántica, aunque técni-
camente no es el principio de correspondencia de Bohr, sino más bien establece que
la electrodinámica clásica es recuperable en el ĺımite de muchos fotones o que el
valor esperado de muchos fotones sea muy grande [20], mientras que Dente propone
que el resultado de la electrodinámica clásica es recuperable siempre que el fotón
inicie desde el estado vaćıo hasta el estado coherente [21]. Un autor sugiere que no
es necesario que el número cuántico principal sea muy grande, sin embargo esto es
aplicado en el átomo de Bohr, por lo que es muy restrictivo [22]. Otro autor sugiere
que para potenciales del tipo Cn

rn
, n > 2 donde Cn es positivo, establece que no se

puede recuperar el espectro clásico [23], no obstante, esto se discute espećıficamente
porque se ha trabajado en el régimen semiclásico [24].

En 2013, Bernal y otros propusieron un simple procedimiento matemático para
recuperar la densidad de probabilidad clásica a través de la densidad de probabilidad
cuántica mediante el principio de correspondencia de Bohr [10], lo anterior sugiere
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que la variable dinámica importante es la densidad de probabilidad de ambas teoŕıas.
Se ha recuperado la densidad de probabilidad de los siguientes problemas cuánticos:
la part́ıcula en una caja y el oscilador armónico cuántico [10], el problema de Kepler
[25] y la matriz densidad [26].

El principio de correspondencia propuesto por Bernal y otros no ha sido aplicado
a problemas cuánticos con principios de incertidumbre generalizados como longitud
mı́nima, momentos mı́nimo o ambos. La bibliograf́ıa de los ĺımites clásicos de la
mecánica cuántica deformada por GUP presenta poca información, por lo que es
necesario extender el principio de correspondencia a este campo.

El oscilador de Dirac es un problema mecánico cuántico relativista, espećıfica-
mente para part́ıculas de esṕın 1/2, propuesto por Moshinsky en 3D [27] y extendido
matemáticamente por Mart́ınez y otros [28]. Se ha trabajado en una dimensión y se
ha verificado la completitud de sus eigenfunciones [29], tiene soluciones en 2D [30],
presenta una supersimetŕıa oculta debido al momento anómalo [31], tiene referen-
cias de verificación experimental [32, 33] y el ĺımite no relativista es presentado por
Moshinsky a niveles bajos de enerǵıa del sistema [27].

Recientemente se ha introducido una deformación al principio de incertidumbre
de Heisenberg debido a una hipótesis de una longitud mı́nima, derivado de teoŕıas
recientes como cuerdas [34], gravitación cuántica [35, 36], agujeros negros [37], etc.
Esta corrección modifica la relación de conmutación de Heisenberg y por tanto, el
principio de incertidumbre de Heisenberg. En la literatura se suele denominar GUP
(Generalized Uncertainty Principle). La corrección GUP se manifiesta como una
fricción cuántica en diversos problemas [38], se ha extendido el potencial newtoniano
en presencia de un GUP [39], se ha modificado el espacio de Hilbert y la ecuación de
Schrödinger en el espacio de fase [40], en fin, se ha modificado la mecánica cuántica
bajo GUP [41–44].

La presencia de GUP aplicado a la mecánica cuántica relativista presenta diversas
referencias, se han estudiado las part́ıculas en una caja para el caso de Dirac y
Klein-Gordon [45], en el ámbito de la teoŕıa cuántica de campos se ha trabajado el
campo de Klein-Gordon desde diferentes formalismos [46, 47]. Blado y otros [44],
han agregado una corrección GUP al pozo infinito unidimensional, modificando las
soluciones y por tanto, el espectro de enerǵıa. Esto implica que es necesario extender
el principio de correspondencia a la mecánica cuántica deformada, espećıficamente al
pozo unidimensional en conjunto con el ĺımite HUP, se espera recuperar la densidad
de probabilidad clásica de este sistema y que coincida con resultados previos [2, 10].

El oscilador de Dirac en presencia de modificaciones GUP ha sido estudiado por
diversos autores. Arifuzzaman y otros a través de la formulación de Moshinsky [27]
reducen el problema a 1D y modifican la relación de conmutación de Heisenberg a
GUP obteniendo el espectro de enerǵıa corregido [48], Nouicer resuelve el oscilador
de Dirac (1D) en presencia de GUP en el espacio de fase y demuestra que al aplicar
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el ĺımite β → 0, siendo β el parámetro de deformacíıon, recupera parcialmente las
soluciones del oscilador de Dirac sin GUP [49], Ara y otros resuelven el oscilador
de Dirac en el contexto de GUP de una ecuación de Dirac con un potencial lineal
[50], Quesne y Tkachuk obtienen las soluciones del oscilador de Dirac con correccio-
nes GUP en el espacio de posición, obteniendo resultados en la representación de
momento [51].

De lo anterior, la propuesta de este trabajo consiste en aplicar el principio de
correspondencia de Bohr, el ĺımite no relativista y el ĺımite de HUP (Heisenberg
Uncertainty Principle), a la densidad de probabilidad cuántica relativista definida
por las soluciones del oscilador de Dirac con correcciones GUP. Se espera obtener
resultados congruentes con los resultados de la aplicación del principio de corres-
pondencia de Bohr al oscilador armónico cuántico [10]. En general, el objetivo de
este trabajo consiste en recuperar el ĺımite clásico de la mecánica cuántica y mecáni-
ca cuántica-relativista deformadas por el principio de incertidumbre generalizado,
esto demotraŕıa que el principio de correspondencia es extendible a este campo, es-
pećıficamente con el pozo infinito cuántico deformado y el oscilador de Dirac con
correcciones GUP.

Este trabajo esta dividido por caṕıtulos. El caṕıtulo I contiene el marco teórico o
fundamento teórico, el cual está dividido en secciones según su nivel de complejidad.
En el caṕıtulo II se presenta la propuesta metodológica para los problemas selectos.
En el caṕıtulo III se presentan los resultados y el análisis de resultados a fin de tener
una idea clara de los resultados de la propuesta. En el caṕıtulo IV se presentan las
conclusiones y recomendaciones, además, se presentan apéndices para el desarrollo
matemático de los resultados.



Caṕıtulo 1

Marco Teórico

1.1. Aspectos generales de la mecánica cuántica

La f́ısica clásica presentó una serie de problemas que no pod́ıa explicar con las
nociones de la mecánica clásica, teoŕıa electromagnética, termodinámica, etc. Los
problemas como la discretización del espectro energético, el problema de la radia-
ción en los átomos, y el comportamiento onda-part́ıcula, han sido resueltos con el
advenimiento de la mecánica cuántica y mecánica relativista.

La mecánica cuántica inicia con la teoŕıa cuántica antigua propuesta por N. Bohr
en 1913, en ella permitió explicar el espectro de la radiación electromagnética emiti-
da por ciertos átomos. Esta teoŕıa fue abandonada por la posterior teoŕıa moderna,
sin embargo, lo interesante de esta teoŕıa son los postulados de Bohr. Un postulado
de Bohr importante define que el momento angular orbital tiene los valores L = n~
para n = 1, 2, 3 y ~ es la constante de Planck, esta discretización implica la cuantiza-
ción de diferentes variables dinámicas (enerǵıa, radio atómico, etc). Otro resultado
interesante es la existencia de la estructura fina, esṕın, efecto Hall, efecto Stark,
efecto Zeeman y otros. En 1923, Bohr agrega un postulado adicional, el principio de
correspondencia de Bohr, el cual establece que la teoŕıa clásica es recuperable cuando
el número cuántico principal de un sistema cuántico es grande [3].

En 1925, E. Schrödinger propone la mecánica ondulatoria motivado por los re-
sultados de Broglie mientras que W. Heisenberg propone la mecánica matricial, la
diferencia entre ambas teoŕıas reside en la noción de aplicación, en la mecánica ondu-
latoria existen ondas pilotos (función de onda) y en la mecánica matricial únicamente
son variables dinámicas como x, px ,etc. Ambas teoŕıas son equivalentes, esto fue de-
mostrado en 1928 por E. Schrödinger.

En 1927 aparece el principio de incertidumbre de Heisenberg, este principio es-
tablece que la incertidumbre entre dos variables dinámicas no se puede medir con
arbitraria precisión. Esto es congruente con las soluciones de la mecánica cuántica

1
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ondulatoria.

1.1.1. Formulación de Schrödinger

La formulación de Schrödinger inicia con la ecuación diferencial de segundo orden
en coordenadas espaciales y de primer orden en coordenada temporal:

i~
∂

∂t
Ψ(r, t) = − ~2

2m
∇Ψ(r, t) + V (r, t)Ψ(r, t). (1.1)

Donde ~ es la constante de Planck reducida, m es la masa de la part́ıcula puntual,
V (r, t) es el potencial aplicado en la part́ıcula de masa m, puede depender del tiempo
o no, i =

√
−1 es la unidad imaginaria, Ψ(r, t) es la solución de la ecuación de

Schrödinger (función de onda), tiene ciertas caracteŕısticas que debe cumplir para
tener significado f́ısico [1]. Cabe destacar que esta ecuación tiene un análogo a la
segunda ley de Newton, no en términos f́ısicos o matemáticos, sino como propuesta,
de esta manera si se quiere la ecuación de movimiento de una part́ıcula r(t) en un
potencial V (r), se puede obtener desde la segunda ley de Newton. En la mecánica
cuántica si se quiere obtener la función de onda de una part́ıcula Ψ(r, t) asociado
al potencial V (r) se recurre a la ecuación de Schrödinger. Se puede trabajar en una
coordenada espacial para mayor simplicidad. Ψ(x, t) es compleja e inmensurable, es
necesario entonces definir conceptualmente el postulado de Born [1] como: si en el
instante t se lleva a cabo una medida para ubicar la part́ıcula descrita por la función
Ψ(x, t), entonces la probabilidad P (x, t)dx de que el valor de x se encuentre entre x
y x+ dx es:

P (x, t)dx =
Ψ∗(x, t)Ψ(x, t)dx∫
x

Ψ∗(x, t)Ψ(x, t)dx
=
|Ψ(x, t)|2 dx∫
x
|Ψ(x, t)|2 dx

. (1.2)

De esta manera, la integral debe ser finita:∫
x

Ψ∗(x, t)Ψ(x, t)dx = NΨ, (1.3)

por lo que Ψ(x, t) debe cumplir con la condición que sea de cuadrado integrable, en
otras palabras, para x → ±∞ la función Ψ(x, t) debe tender a cero. El postulado
de Born tambien establece que P (x, t) debe valer 1 en todo el espacio, ya que eso
define la probabilidad de encontrar una part́ıcula en todo el espacio. Si el potencial es
independiente del tiempo la ec. (1.1) en una dimensión admite soluciones separables
[1]:

Ψ(x, t) = ψ(x)f(t), (1.4)
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luego, introduciendo en ec. (1.1) se puede obtener la ecuación de Schrödinger inde-
pendiente del tiempo:

− ~2

2m

d2

dx2
ψ(x) + V (x)ψ(x) = Eψ(x), (1.5)

siendo f(t) = e−i
Et
~ la solución para la parte temporal. La independencia temporal

del potencial aplicado a la part́ıcula tiene como consecuencia la eliminación de las
componentes temporales en la densidad de probabilidad, esto es:

Ψ∗(x, t)Ψ(x, t) = ψ∗(x)f ∗(t)ψ(x)f(t) = ψ∗(x)ψ∗(x). (1.6)

Ya que f ∗(t)f(t) = ei
Et
~ e−i

Et
~ = 1. Sin embargo, las soluciones pertenecen al espacio

complejo e infinito. El espacio de Hilbert en conjunto con la notación de Dirac (bra-
ket), son suficientes para describir el formalismo de la mecánica cuántica ondulatoria.
Otra forma de escribir la ec. (1.5) es a través del operador de Hamilton [1]:

Ĥ =
~2

2m

d2

dx2
+ V (x), (1.7)

el cual debe ser aplicado a un estado cuántico definido por la ec. (1.5). Algunos
aspectos importantes del espacio de Hilbert y su relación con la mecánica cuántica
son definidos de esta manera:

Un estado cuántico es definido como el ket |ψn〉, la conjugada de ese estado
cuántico es el bra 〈ψn|.

Un postulado de la mecánica cuántica establece que para un sistema con un
hamiltoniano determinado Ĥ, le correspondende cierto eigenvalor (enerǵıa del
sistema) En, para el estado |ψn〉. Por consiguiente, la ecuación de Schrödinger
es:

Ĥ |ψn〉 = En |ψn〉 , (1.8)

siempre que Ĥ sea independiente del tiempo.

El producto interno definido en el espacio de Hilbert consiste en:

〈ψn|ψn〉 =

∫
x

ψ∗n(x)ψn(x)dx ≥ 0. (1.9)

Un operador adjunto o conjugado hermı́tico cumple la siguiente propiedad:〈
T̂ u|v

〉
=
〈
u|T̂ †v

〉
, (1.10)
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siendo T̂ ∗ = T̂ †.

Un operador autoadjunto o hermitico cumple la siguiente condición:〈
T̂ u|v

〉
=
〈
u|T̂ v

〉
, (1.11)

esto quiere decir que T̂ = T̂ †.

El valor esperado de un operador Â en el rango espacial de interés de un estado
cuántico definido es:〈

ψm|Âψn
〉

=

∫
x

ψ∗n(x)Âψn(x)dx =
〈
Â
〉
, (1.12)

actuando sobre ψn, siempre que ψn, ψm pertenezcan al espacio de Hilbert y son
eigenfunciones de Â.

La incertidumnbre entre el operador Â y T̂ , es definida mediante:

σAσT ≥
1

2
|C̄|, (1.13)

esto implica que C̄ es el valor esperado del operador C sobre las eigenfunciones.
Además Ĉ = [Â, T̂ ] = ÂT̂ − T̂ Â, es el conmutador de los operadores Â, T̂ .

Los operadores de momento p̂ y de enerǵıa son:

p̂ = −i~ d
dx
, Ĥ =

p̂2

2m
+ V̂ (x) = i~

d

dt
. (1.14)

Las relaciones anteriores, son definidas en diferentes textos introductorios a la mecáni-
ca cuántica y presentan los postulados de la mecánica cuántica [1]. Existe otra for-
mulación de la ecuación de Schrödinger, las ecs. (1.1) y (1.5) son formulaciones en el
espacio de configuraciones o de coordenadas. La formulación en el espacio fase o de
momentos es definida a través de la transformada de Fourier:

Ψ(p) = F{ψ(x)}. (1.15)

Aplicando la transformada de Fourier a la ecuación de Schrödinger independiente
del tiempo se tiene:

~2

2m
F{ d

2

dx2
ψ(x)}+ F{V (x)ψ(x)} = EF{ψ(x)}, (1.16)
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donde:

g(p) = F{g(x)} =
1√
2π~

∫ ∞
−∞

g(x)e−i
px
~ dx. (1.17)

Normalmente se define que el intervalo de integración es infinito porque la función
g(x) está definida en todo el intervalo infinito. De esta manera se tiene la ecuación
de Schrödinger independiente del tiempo en el espacio de momentos [1]:

p2

2m
ψ(p) + V

(
i~
d

dp

)
ψ(p) = Eψ(p), (1.18)

en este espacio de momentos se ha cambiado la definición de los operadores de

posición y momento a p̂ = p̂ y x̂ = i~ d̂
dp
. De esta manera, se pueden tener soluciones

en el espacio de momentos o en el espacio de posición.

1.1.2. Aplicación: comparación entre el oscilador armónico
de la mecánica clásica y de la mecánica cuántica

En la mecánica clásica una fuerza restauradora y opuesta al movimiento genera
un movimiento armónico simple con una enerǵıa mecánica constante, la cual es la
suma de la enerǵıa cinética y potencial. En la mecánica cuántica, el problema análogo
es el oscilador armónico cuántico, el cual tiene un espectro discreto que depende del
estado cuántico de la part́ıcula. En primera instancia se resuelve el problema del
oscilador armónico clásico a través de las ecuaciones de Euler-Lagrange: sea una
part́ıcula de masa m sujeta a un resorte sin masa con un potencial V (x) = 1

2
mω2x2,

donde ω =
√

k
m

es la frecuencia del sistema, y k es la constante del resorte. La

Lagrangiana para este sistema masa-resorte es:

L =
m

2
ẋ2 − 1

2
mω2x2. (1.19)

La Lagrangiana anterior es necesaria para encontrar la ecuación de movimiento en
una dimensión, por tanto, al usar las ecuaciones de Euler-lagrange:

d

dt

(
∂

∂ẋ
L

)
− ∂

∂x
L = 0, (1.20)

se obtiene la siguiente ecuación diferencial:

ẍ+ ω2x = 0. (1.21)
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La solución particular a este sistema requiere definir dos constantes iniciales. Con
las condiciones iniciales x(0) = x0 y ẋ(0) = 0 se puede obtener la solución particular
siguiente:

x(t) = x0 cos(ωt). (1.22)

La solución presentada en la ec. (1.22) representa un movimiento armónico simple con
amplitud x0 y un peŕıodo T = 2π

ω
. La enerǵıa de este sistema puede ser encontrada

a partir de:

E =
1

2
mv2 +

1

2
mω2x2, (1.23)

con la ec. (1.22), se puede encuentra:

E =
1

2
mv2 +

1

2
mω2x2 =

1

2
mω2x2

0. (1.24)

La enerǵıa es una constante de movimiento y no depende de la posición de la part́ıcu-
la. En la mecánica cuántica ondulatoria no es posible encontrar una ecuación de
movimiento debido al principio de incertidumbre de Heisenberg, sin embargo, en la
mecánica clásica se puede definir una densidad de probabilidad clásica. La part́ıcula
pasa por el mismo punto dos veces en todo el peŕıodo, por tanto la fracción de tiempo
2dt que la part́ıcula hace en un peŕıodo completo T puede definirse como [2]:

2dt

T
=

2dx

vT
=
ωdx

πv
, (1.25)

siendo v la velocidad de la part́ıcula. Luego la velocidad de la part́ıcula puede ser
expresada en función de x a través de la ecuación (1.23):

2dt

T
=

ωdx

πv
,

=
1

π
√
x2

0 − x2
dx. (1.26)

Lo anterior permite definir la densidad de probabilidad clásica como:

ρCM(x) =
1

π

1√
x2

0 − x2
, (1.27)

la cual únicamente depende de la amplitud de oscilación y x < x0. En el supuesto
que inicia con una velocidad inicial v0 y posición x0 = 0 la densidad de probabilidad
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clásica es:

ρCM(p) =
1

π

1√
p2

0 − p2
, (1.28)

siendo p0 = mv0 el momento inicial, por lo que esta definición únicamente depende
de la velocidad inicial del sistema. El oscilador armónico cuántico es un sistema que
tiene solución anaĺıtica, por lo que usando la ec. (1.5) con V (x) = 1

2
mω2x2 se tiene:

− ~2

2m

d2

dx2
ψ(x) +

1

2
mω2x2ψ(x) = Eψ(x). (1.29)

En los textos introductorios a la mecánica cuántica, se presentan dos formas de
resolverlo, por el método algebraico o por el método de series de Frobenius. Aqúı se
presentará la ecuación diferencial adecuada por cambio de variables y se obtendrá
una ecuación diferencial conocida [1]. Haciendo el siguiente cambio de variable:

y =

√
mω

~
x,

d

dx
ψ =

√
mω

~
d

dy
ψ,

d2

dx2
ψ =

mω

~
d2

dy2
ψ, (1.30)

e introduciendo en la ec. (1.29) se tiene:

d2

dy2
ψ(y) +

(
γ − y2

)
ψ(y) = 0, (1.31)

siendo γ = 2E
~ω . Lo siguiente es que la solución que se busca debe anularse en los

extremos infinitos, esto significa que cuando y2 � 1, γ se mantiene fija:

d2

dy2
ψ(y)− y2ψ(y) = 0. (1.32)

La solución a esta ecuación es proporcional a y ∼ e±
y2

2 , se toma la solución con
exponente negativo por ser decreciente en los extremos. La solución completa tiene

que tener la forma y = AH(y)e−
y2

2 , introduciendo esa solución completa en la ec.
(1.31) se tiene una nueva ecuación diferencial para H(y):

d2

dy2
H(y)− 2y

d

dy
H(y) + (γ − 1)H(y) = 0, (1.33)

esta ecuación es la ecuación diferencial de Hermite. Para que nuestra solución tenga
sentido f́ısico la solución debe ser un polinomio finito, por tanto, al resolverse por el
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método de Frobenius se debe acotar cuando:

2n+ 1 = γ, (1.34)

siendo n = 0, 1, 2..., de esta manera, se tiene el espectro discreto del oscilador armóni-
co cuántico:

En = ~ω
(
n+

1

2

)
, (1.35)

y las soluciones normalizadas son:

ψn(y) =
1√
2nn!

(mω
π~

) 1
4
e−

y2

2 Hn(y). (1.36)

La densidad de probabilidad cuántica (estados coherentes) para el oscilador armónico
cuántico es calculado como el producto ψ∗n′ψn de la ec. (1.36) para el estado n = n′

es:

ρn(y) =
1

2nn!

(mω
π~

) 1
2
e−y

2

H2
n(y). (1.37)

La diferencia entre las ecs. (1.37) y (1.27), es bastante notable, en los extremos la ec.
(1.37) se anula y en la ec. (1.27) se vuelve infinita. El comportamiento oscilatorio es
caracteŕıstica de la función de onda como solución al oscilador armónico cuántico,
este comportamiento no aparece en la densidad de probabilidad clásica. En refs.
[2, 10] se demuestra que mediante la metodoloǵıa de Bernal [10] puede encontrarse
una correspondencia entre ambas teoŕıas como se verá en el apartado 1.2.

En la figura 1.1 se presenta una breve comparación entre la densidad de proba-
bilidad cuántica y la densidad de probabilidad clásica para el sistema del oscilador
armónico en ambas teoŕıas.

1.2. El principio de correspondencia de Bohr

1.2.1. Antecedentes

La creación de una teoŕıa cuántica inicia con los postulados de Bohr para los
átomos, obteniendo espectros discretos para los sistemas periódicos cuánticos [1], sin
embargo, la formulación matemática de la mecánica cuántica inicia con la formula-
ción de Heisenberg, la cual se conoce como mecánica matricial y posteriormente la
formulación de Schrödinger, conocida como mecánica ondulatoria [1], actualmente
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(a) Densidad de probabilidad clásica

(b) Densidad de probabilidad cuántica

Figura 1.1: Comparación entre la densidad de probabilidad clásica (CPD, ec. (1.27),
X0 representa la amplitud de oscilación) y la densidad de probabilidad cuántica
(QPD, ec. (1.37), m, ~, ω = 1, n es el número cuántico principal). En CPD no
hay presencia de nodos oscilatorios a comparación de QPD, sin embargo, a medida
aumenta n los nodos parecen coincidir con CPD. En la figura se puede observar que
en el caso de CPD es más probable encontrar la part́ıcula fuera de x = 0, mientras
que para el estado base de QPD es lo contrario, para otros estados cuánticos este
comportamiento desaparece.



Caṕıtulo 1. Marco Teórico 10

hay otras formulaciones como la de Feynman [52], etc. Cohen hace un estudio fi-
losófico en su art́ıculo titulado como Can Quantum Mechanics Be Formulated as a
Classical Probability Theory?, en el cual destaca que la mecánica cuántica no puede
tener un análogo clásico debido al principio de incertidumbre de Heisenberg [53], sin
embargo, en [10, 25, 26] encuentran que el ĺımite clásico de la mecánica cuántica es
la densidad de probabilidad clásica con independencia del principio de incertidumbre
de Heisenberg.

El principio de correspondencia fue enunciado por Niels Bohr en el marco de la
mecánica cuántica antigua y de la mecánica matricial de Heisenberg en 1923 [54].
Bohr establece que la f́ısica clásica emerge naturalmente de la mecánica cuánti-
ca cuando el número principal cuántico es muy grande, tal enunciado no presenta
alguna formulación matemática [2]. El principio de correspondencia es una de las
herramientas disponibles para la selección de teoŕıas cuánticas que corresponden a
la realidad [3, 10]. Werner Heisenberg propuso un procedimiento matemático del
principio, junto con Bohr y Kramers [2, 3]. La formulación del principio de corres-

pondencia es: supóngase que existe una cantidad ˆf(t) tal que su aproximación para
valores grandes de n tiene el siguiente comportamiento:

〈ψn+m| f̂ |ψn〉 = 〈n+m| f̂ |n〉 e
i
~ [En+m−En]t,

≈ fm(n)eimω(n)t, (1.38)

siendo 〈ψn+m| la conjugada del estado cuántico n + m del sistema y |ψn〉 el estádo
n del sistema cuántico, en la ec. (1.38) fm(n) es el enésimo coeficiente de Fourier
para el desarrollo de la función clásica f y ω(n) es la frecuencia clásica. Puede
observarse que a través de la mecánica cuántica de Heisenberg se puede recuperar el
espectro clásico de los sistemas cuánticos periódicos. Esta formulación es conocida
como El principio de correspondencia de Bohr-Heisenberg [2]. Varios autores han
tenido evidencias experimentales y numéricas bajo esta formulación [17–19]. Liboff
llama a esta formulación Bohr frequency correspondence principle debido a que Bohr
estableció una correspondencia clásica sobre el espectro (frecuencias) del átomo de
hidrógeno, el cual es un sistema cuántico periódico [3].

Ciertos autores han establecido que la densidad de probabilidad cuántica es el
primer paso para obtener una propiedad clásica [3, 15, 16], por lo que una formulación
adecuada en el espacio de configuraciones fue propuesta por Liboff [3], estableciendo
que el promedio local en el ĺımite de un número cuántico grande (n) de la densidad
de probabilidad cuántica es la densidad de probabilidad clásica:

ρCM(x) = ĺım
ε→0

1

ε

∫ x+ε

x

ρQM(y)dy, (1.39)

donde ρCM(x) es la densidad de probabilidad clásica y ρQM(y) la densidad de pro-
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babilidad cuántica. Nótese que la integración se hace en todo el espacio definido
por ρQM(y), entonces ρQM(y) se puede expresar como la transformada de Fourier de
ρQM(p):

ρQM(y) =

∫
ρ

(n)
QM(p)e−i

py
~ dp. (1.40)

Cuando ε → 0 el comportamiento del número cuántico principal n se puede
obtener usando el principio de incertidumbre de Heisenberg:

∆x = ε, ε∆p ≥ ~
2
. (1.41)

En el caso del oscilador armónico cuántico en el estado n, la incerteza de p se define
a través de la esperanza matemática siguiente:

∆p =

√
〈n|p2|n〉 − 〈n|p|n〉2 =

√
m~ω

√
n, (1.42)

donde se encuentra el valor esperado de 〈n|p2|n〉 sobre el estado coherente n del
oscilador armónico cuántico, similar para p. Se muestra que para ε se tiene:

ε ≥
√

~
4mωn

, (1.43)

cuando ε→ 0 entonces n→∞, reescribiendo la ec. (1.39):

ρCM(x) = ĺım
ε→0

1

ε

∫ x+ε

x

∫ [
ĺım
n→∞

ρ
(n)
QM(p)

]
e−i

py
~ dpdy, (1.44)

por tanto, es necesario resolver la parte exponencial en función de x:

ρCM(x) =

∫ [
ĺım
n→∞

ρ
(n)
QM(p)

]
dp

[
ĺım
ε→0

1

ε

∫ x+ε

x

e−i
py
~ dy

]
,

=

∫ [
ĺım
n→∞

ρ
(n)
QM(p)

]
e−i

px
~ dp. (1.45)

La ecuación anterior es una propuesta de una formulación de un principio de corres-
pondencia en el espacio de configuración [3]. El principal problema es el significado
f́ısico de n → ∞, en este caso la enerǵıa es infinita para muchos sistemas cuánti-
cos periódicos, para resolverlo es necesario acotar la enerǵıa cuántica a la enerǵıa
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clásica, esta hipótesis fue propuesta en ref. [10]. En general, la correspondencia entre
la mecánica cuántica y la mecánica clásica, es a través de la densidad de probabili-
dad de ambas mecánicas. Matemáticamente, la densidad de probabilidad cuántica y
clásica pueden escribirse como la transformada de Fourier de ambas densidades:

ρQM(x, n) =

∫
fQM(p, n)ei

px
~ dp, ρCl(x) =

∫
fCl(p)ei

px
~ dp. (1.46)

Localmente (espacio de configuración definido para la densidad de probabilidad
cuántica y clásica) y para n� 1 ambos coeficientes de Fourier deben ser iguales:

fQM(p, n) ∼ fCl(p). (1.47)

Esquemáticamente esta metodoloǵıa se puede revisar en la figura 1.2.

Figura 1.2: Esquema metodológico presentado en ref. [10] para la aplicación del
principio de correspondencia de Bohr a la densidad de probabilidad cuántica; la
densidad de probabilidad clásica se puede obtener de la transformada inversa del
comportamiento asintótico de la transformada directa de la densidad de probabilidad
cuántica.
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1.2.2. Aplicación: part́ıcula en un pozo infinito simétrico

La aplicación del principio de correspondencia de Bohr en el espacio de configu-
ración según Liboff [3] y Bernal [10] debe cumplirse con los sistemas cuánticos más
simples como la part́ıcula en una caja, el oscilador armónico, el átomo de hidrógeno,
etc. Se aplica esta formulación sobre la part́ıcula en una caja, el cual ha sido resuelto
en [10], por lo que aqúı se ampliará ese resultado.

Figura 1.3: Comparación entre ambas densidades de probabilidad. La densidad de
probabilidad cuántica (QPD, Quantum Probabilist Distribution) está definida por
la ec. (1.48) y la densidad de probabilidad clásica (CPD, Classical Probabilist Dis-
tribution) por la ec. (1.49). Para una longitud de a = 1 se tienen los resultados
para n = 1, 7 dentro del intervalo 0 < x < 1. En la figura se puede observar que
la presencia de los nodos aumenta a medida el número cuántico principal crece y es
muy diferente al caso de CPD donde es una función constante.

La part́ıcula en un pozo infinito confinado en el intervalo 0 < x < a, siendo el
potencial V (x) = 0 en ese intervalo e infinito fuera del mismo, tiene mediante la
ecuación de Schrödinger las soluciones normalizadas [1]:

ψn =

√
2

a
sin
(nπx

a

)
, n = 1, 2, 3, ...

En =
~2π2n2

2ma2
, n = 1, 2, 3, ...

ρQMn =
2

a
sin2

(nπx
a

)
, n = 1, 2, 3, ... (1.48)
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En la mecánica clásica, la densidad de probabilidad por unidad de longitud en un
pozo cuadrado de longitud a [2, 10] es :

ρ(x) =
1

a
[θ(x)− θ(x− a)] , (1.49)

donde θ(y) es la función Heaviside definida como:

θ(x) =

{
1 x > 0
0 x < 0

, θ(x− a) =

{
1 x > a
0 x < a

. (1.50)

Puede notarse que las densidades de probabilidad de ambas teoŕıas son matemáti-
camente diferentes. La presencia de nodos en la densidad de probabilidad cuántica no
desaparece a medida aumenta n (fig. 1.3). La metodoloǵıa para recuperar la densidad
de probabilidad clásica desde la densidad de probabilidad cuántica es:

Aplicar la transformada de Fourier al espacio de k a la densidad de probabilidad
cuántica:

¯ρQPDn (k) =
1√
2π

∫ a

0

2

a
sin2

(nπx
a

)
eikxdx,

=
1

a
√

2π

∫ a

0

[
1− cos

(
2nπx

a

)]
eikxdx,

mediante la integración por partes se obtiene:

¯ρQPDn (k) =
1

a
√

2π

(
eika − 1

ik

)(
1− 1(

1− 4n2π2

k2a2

)) . (1.51)

A través de la ec. (1.51) se expande asintóticamente n � 1 y se cambia la
variable discreta n→ N :

¯ρQPDN (k) ≈ 1

a
√

2π

(
eika − 1

ik

)(
1 +

k2a2

4N2π2

)
. (1.52)

Para eliminar la dependencia de la variable discreta se requiere igualar la
enerǵıa clásica y cuántica del mismo sistema:

p2

2m
=

~2π2N2

2ma2
⇒ N2 =

p2a2

π2~2
,

(1.53)
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luego la transformada de la densidad de probabilidad cuántica expandida asintóti-
camente es:

¯ρQPD(k) ≈ 1

a
√

2π

(
eika − 1

ik

)(
1 +

~2k2a2

4p2a2

)
. (1.54)

Además, es necesario pasar la ecuación (1.54) al espacio de x:

ρQPD(x) =
1√
2π

∫
ρ̄(k)e−ikxdk,

=
1√
2π

∫
1

a
√

2π

(
eika − 1

ik

)(
1 +

~2k2a2

4p2a2

)
e−ikxdk,

separando términos:

ρ(x)QPD =
1√
2π

∫
ρ̄(k)e−ikxdk,

=
1

a2πi

[∫ (
eika − 1

ik

)
e−ikxdk

]
+
α2a

2πi

[∫
k(eika − 1)e−ikxdk

]
,

(1.55)

con α = ~
2pa

siendo la relación entre la acción cuántica y la acción clásica. La
integral se resuelve usando propiedades de la delta de Dirac:

δ(x) =
1

2π

∫ ∞
−∞

eikxdk, δ(x) =
dθ(x)

dx
,

(1.56)

y la derivada de la delta de Dirac:

δ′(x) =
i

2π

∫ ∞
−∞

keikxdk, (1.57)

luego la transformada inversa de fourier al espacio de x:

ρQPD(x) =
1

a
[θ(x)− θ(x− a)] + α2a [δ′(x− a)− δ′(x)] . (1.58)

En general:

ρQPD(x) = ρCPD(x) + α2a [δ′(x− a)− δ′(x)] ∼ ρCPD(x) (1.59)
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La ec. (1.59) contiene la densidad de probabilidad clásica definida en la ec. (1.49)
mas una función que depende de ~2 y funciones de la derivada de la delta de Dirac.
Nótese que cuando se aplica el ĺımite ~ → 0 la densidad de probabilidad clásica se
recupera exactamente.

Los resultados de la aplicación del principio de correspondencia de Bohr reflejan
que el método para recuperar el ĺımite clásico de la mecánica cuántica es a través de
la densidad de probabilidad cuántica.

Otros sistemas cuánticos para los que se ha obtenido el ĺımite clásico son la
part́ıcula en una caja y el oscilador armónico cuántico [10], El problema de Kepler
[25] y la matriz densidad [26].

1.3. Introducción a la mecánica cuántica relativis-

ta

1.3.1. Ecuación de Klein-Gordon

La ecuación de Schrödinger presentada en la ec. (1.1) presenta los siguientes
problemas:

No es invariante ante transformaciones Lorentzianas.

No puede aplicarse a produción de part́ıculas.

No describe part́ıculas a altas enerǵıas.

No incorpora el esṕın (Pauli lo introduce ligeramente).

Según lo anterior, es necesario una ecuación que pueda explicar part́ıculas relativistas
a nivel cuántico. Klein y Gordon proponen que a partir de la enerǵıa relativista:

E2 = c2p2 +m2c4, (1.60)

es posible encontrar una ecuación de onda relativista (caso unidimensional), haciendo
el cambio de variables dinámicas a operadores: E → i~ ∂

∂t
y p→ −i~ ∂

∂x
, a la ec. (1.60)

e introduciendo una función φ(x, t) que seŕıa la función de onda relativista según ref.
[52]:

−~2 ∂
2

∂t2
φ(x, t) = −c2~2 ∂

2

∂x2
φ(x, t) +m2c4φ(x, t). (1.61)

En el caso que m = 0, se obtiene una ecuación de onda similar a la ecuación de
onda electromagnética, con velocidad v = c, siendo c la velocidad de la luz en el
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vaćıo. La ec. (1.61) resuelve el problema de la invariancia Lorentziana, sin embargo,
es necesario espećıficar las condiciones de contorno o de valor inicial para φ(x, 0),
∂tφ(x, 0). La solución de onda plana para la ec. (1.61) es:

φ(x, t) = Ne−i
Et
~ +i px~ , (1.62)

al igual que el caso de la solución de onda plana para el problema de una part́ıcula
libre descrita por la ecuación de Schrödinger 1 con la diferencia que en esta ecuación
se cumple la relación de dispersión:

E = ±
√
c2p2 +m2c4, (1.63)

puede notarse que E puede ser negativa o positiva. La densidad de probabilidad
para la part́ıcula libre puede ser revisada en cualquier texto introductorio a la teoŕıa
cuántica de campos [52]:

ρKG = 2|N |2E, (1.64)

esto implica que Klein-Gordon resuelve parcialmente el problema de una ecuación
de onda relativista, sin embargo, aparece el problema de la signatura de la enerǵıa
la cual también la densidad de probabilidad tiene ese problema. El problema de la
densidad de probabilidad negativa es resuelto en el contexto de la teoŕıa cuántica de
campos, siendo φ(x, t) un campo y no una función de onda relativista. En general, los
textos introductorios a la teoŕıa cuántica de campos utilizan la notación covariante
para la mayoŕıa de las ecuaciones de campo [52], de esta manera ~ = 1, c = 1, y se
define el operador tetradimensional:

∂2 = ∂µ∂
µ =

∂2

∂t2
−∇2, (1.65)

luego la ec. (1.61) tiene esta forma:

(∂2 +m2)φ(x, t) = 0. (1.66)

La cual pone de manifiesto la invarianza Lorentz.

1.3.2. Ecuación de Dirac

La ecuación de Klein-Gordon presenta los siguientes problemas:

Densidad de probabilidad negativa.

1Onda viajera hacia la derecha.
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Enerǵıa negativa.

Dirac parte de la ecuación de Klein-Gordon, afirmando que el problema de la den-
sidad negativa es debido al cuadrado en la derivada temporal [52]. Mediante la ec.
(1.66) se puede separar en dos términos:

(∂2 +m2) = (
√
∂ − im)(

√
∂ + im), (1.67)

aunque
√
∂ no tiene sentido matemático, es necesario definir ciertos objetos matri-

ciales:

(γ0)2 = 1, (γi)2 = −1, (1.68)

donde i = 1, 2, 3, que además cumplan con la relación de anticonmutación (µ 6= ν):

{γµ, γν} = 2gµν , (1.69)

siendo gµν la métrica del espacio de Minkowski con signatura + − −−. Además,
diversos autores prefieren trabajar con el śımbolo /a = γµaµ [52], de esta manera:

/∂
2

= (γµ∂µ)2 =

(
γ0 ∂

∂t
+ γ1 ∂

∂x
+ γ2 ∂

∂y
+ γ3 ∂

∂z

)2

. (1.70)

Se puede demostrar que /∂
2

= ∂2, lo interesante de este objeto implica que:

(∂2 +m2) = (/∂
2

+m2) = (/∂ − im)(/∂ + im), (1.71)

y por lo tanto, se define la ecuación de Dirac:

(iγµ∂µ −m)φ(x, t) = 0. (1.72)

Sin embargo, la solución de onda planteada para la ecuación de Klein-Gordon
aún sigue siendo solución de la ecuación de Dirac, cumpliendo con la misma relación
de dispersión. La naturaleza de γµ es resuelta cuando se introducen las matrices de
Pauli: σµ = (I, σi), σ̄

µ = (I,−σi), siendo I la matriz identidad y σi las matrices de
Pauli para x, y y z, ambas matrices son 2× 2 [27, 52]. De esta manera:

γµ =

(
0 σµ

σ̄µ 0

)
. (1.73)

La matriz γ puede ser separada nuevamente desde la ec. (1.72):

(γ0p̂
0 − γ · p̂−m)ψ(x) = 0, (1.74)
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con p̂0 = i∂0 y p̂ = −i∇, se puede escribir en la forma de un Hamiltoniano:

γ0i∂0ψ(x) = −iγ · ∇ψ(x) +mψ(x),

Además, también se puede escribir de forma matricial:[(
0 p̂0

p̂0 0

)
−
(

0 σ · p̂
−σ · p̂ 0

)
−
(
m 0
0 m

)]
ψ(x) = 0, (1.75)

las matrices de Pauli (σ) son de orden 2× 2, esto sugiere que ψ(x) es un espinor
de 4 componentes:

ψ(x) =


ψ1(x)
ψ2(x)
ψ3(x)
ψ4(x)

 . (1.76)

Por facilidad en ref. [52] suele usar la definición de biespinor o espinor de dos com-
ponentes:

ψ(x) =

(
ψL
ψR

)
, (1.77)

por tanto, con esa solución se puede desacoplar la ec. (1.75) en dos ecuaciones dife-
renciales:

(p̂0 − σ · p̂)ψR = mψL, (1.78)

(p̂0 + σ · p̂)ψL = mψR. (1.79)

El estudio del significado f́ısico de ψR o ψL puede ser fácilmente verificado en el
caso que se traten part́ıculas sin masa.

(p̂0 − σ · p̂)ψR = 0, (1.80)

(p̂0 + σ · p̂)ψL = 0, (1.81)

por lo que queda:

σ · p̂
|p|

ψR = ψR, (1.82)

σ · p̂
|p|

ψL = −ψL, (1.83)
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siendo |p| la enerǵıa definida como positiva. El producto σ · p̂ puede interpretarse
como un producto escalar (analoǵıa) definido como positivo si ambos vectores son
paralelos o negativo si son antiparalelos, en este caso, nos devuelve si el esṕın de ψR
es paralelo o no al momento de ψR. En el caso de |p̂0| = −|p| se puede observar lo
siguiente:

(−|p̂0| − σ · p̂)ψR = 0, (1.84)

(−|p̂0|+ σ · p̂)ψL = 0, (1.85)

y

σ · p̂
|p|

ψR = −ψR, (1.86)

σ · p̂
|p|

ψL = ψL, (1.87)

ocurre lo contrario que en el caso de |p| > 0, las funciones ψR y ψL intercambian
de signo y por tanto el comportamiento del esṕın y momento es diferente. Com-
parándo ψR de ambas enerǵıas, puede explicarse que la part́ıcula va en la dirección
del momento y esṕın, mientras que la otra solución va en la dirección opuesta. A las
soluciones con enerǵıa negativa 2 se les llamó soluciones de antipart́ıculas [52].

A modo de resumen, la densidad de probabilidad es definida como positiva:

ρD(x) = ψ̄γ0ψ = ψ†ψ, (1.88)

con ψ̄ = ψ†γ0, además es una suma sobre los cuatro componentes del espinor de
Dirac por lo que ρD(x) ≥ 0 siempre es definida como positiva.

1.4. El oscilador de Dirac

1.4.1. Hamiltoniano del oscilador de Dirac.

La ecuación de Dirac para una part́ıcula libre es:

i~
∂ψ

∂t
= c~α · ~pψ +mc2βψ, (1.89)

2Para Feynman son antipart́ıculas con enerǵıa positiva moviéndose hacia atrás en el tiempo, ya
que la solución de antipart́ıcula puede ser obtenida por inversión temporal o transformación CPD.
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con las siguientes representaciones:

~p = −i~∇, β =

[
I 0
0 −I

]
, ~α =

[
0 σ
σ 0

]
, (1.90)

donde σ son las matrices de Pauli, I la matriz identidad, ambas siendo matrices
2× 2, ∇ es el operador diferencial de coordenadas. Moshinsky desarrolló un modelo
del oscilador cuántico relativista que es congruente con los postulados de la mecánica
cuántica y los principios de la relatividad especial [27], partieron de lo siguiente:

El Hamiltoniano debe ser lineal en ~p y ~r, para poner de manifiesto la invariancia
Lorentz.

En el ĺımite no relativista debe coincidir con el Hamiltoniano del oscilador
armónico cuántico.

Bajo estas suposiciones, propone un Hamiltoniano de este tipo:

i~
∂ψ

∂t
= c~α · (~p− imω~rβ)ψ +mc2βψ, (1.91)

donde ω denota la frecuencia del oscilador, m es la masa de la part́ıcula, además,
puede notarse que el Hamiltoniano es independendiente del tiempo, por lo que las
soluciones se pueden expresar como:

Ψ(r, t) = ψ(r)e−iEt/~, (1.92)

siendo ψ(r) un espinor de Dirac de cuatro componentes, las soluciones y el espectro
discreto de este sistema se encuentran en la literatura [27, 28, 31].

1.4.2. Soluciones del oscilador de Dirac en el caso unidimen-
sional

La ec. (1.91) está definida en el espacio tridimensional, un ajuste adecuado al
espacio unidimensional es definido como [27]:

i~
∂ψ

∂t
= c~α · (~p− imω~xβ)ψ +mc2βψ, (1.93)

siendo ~p = −i~ ∂
∂x

y se presentan modificaciones en las matrices α y β. El cálculo de
las soluciones en una dimensión depende en general de la coordenada que se tome
como el marco de trabajo [29, 49]. En ref. [29] aparecen las soluciones al oscilador
de Dirac a través de la ec. (1.94):
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c~α ·
(
−i~ d

dx
− iβmωx

)
Ψ(x) + βmc2Ψ(x) = EΨ(x). (1.94)

La solución propuesta por Radoslaw está definida para el intervalo −∞ < x < ∞
y es decreciente en el infinito Ψ(x) = 0, x → ±∞. Siendo ω > 0. la frecuencia
de oscilación, y E es la enerǵıa del sistema [29]. La solución es un espinor de dos
componentes:

Ψ(x) =

(
f(x)
g(x)

)
, (1.95)

por lo que las ecuaciones diferenciales para cada componente son:

c~
d

dx
f(x) +mcwxf(x) =

(
mc2 + E

)
g(x), (1.96)

c~
d

dx
g(x)−mcwxg(x) =

(
mc2 − E

)
f(x), (1.97)

nótese que se tiene dos componentes y no cuatro, esto es debido a que Radoslaw
trabaja sobre la formulación de dos componentes [29], sin embargo, si se desea tra-
bajar en los cuatro componentes usuales basta con suponer que Ψ(x) tiene cuatro
componentes. Arifuzzaman y otros presentan un método sencillo para desacoplarlo,
multiplicando por un operador lineal con el signo inverso de c~ d

dx
±mcwx, es decir,

para f(x) se debe multiplicar por el operador de signo negativo y usar la ecuación
diferencial de g(x) para el eigenvalor dado [48], se muestra a continuación:

[
c~

d

dx
+mcwx

]
f(x) =

(
mc2 + E

)
g(x),[

c~
d

dx
−mcwx

] [
c~

d

dx
+mcwx

]
f(x) =

(
mc2 + E

) [
c~

d

dx
−mcwx

]
g(x),

{p2 +mω2x2 + imω [x, p]}f(x) =

(
E2

c2
−m2c2

)
f(x),

siendo [x, p] = i~ la conmutación de Heisenberg, en general para f(x) y g(x):

{p2 +mω2x2 −m~ω}f(x) =

(
E2

c2
−m2c2

)
f(x), (1.98)

{p2 +mω2x2 +m~ω}g(x) =

(
E2

c2
−m2c2

)
g(x). (1.99)
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Las soluciones presentadas por Radoslaw [29] las obtiene de la ecuación diferencial
de segundo orden presentada en la ec. (1.98), obteniendo la solución de f(x) y luego
introduce esa solución en la ec. (1.96) obteniendo g(x) siendo soluciones ortogonales,
además, son normalizadas de esta manera:∫ ∞

−∞
[f(x)∗f(x) + g(x)∗g(x)]dx = 1, (1.100)

por lo que las soluciones normalizadas son:

fn(x) =

√
λ (En +mc2)

2n+1n!
√
πEn

Hn(λx)e
−λ2x2

2 , (1.101)

gn(x) =

√
λ (En −mc2)

2n+1(n− 1)!
√
πEn

Hn−1(λx)e
−λ2x2

2 , (1.102)

siendo λ =
√

mω
~ , Hk(ε) los polinomios de Hermite, y el espectro de enerǵıa para

este sistema es:

En = mc2

√
1 + 2n

~ω
mc2

, n = 0, 1, 2... (1.103)

Un resultado de este sistema en el caso n = 0, es:

Ψ(x) =

( √
λ(mc2)

2
√
π
e
−λ2x2

2

0

)
, (1.104)

con enerǵıa E = mc2, la cual es la enerǵıa en reposo de la part́ıcula, es decir, solo la
componente grande existe en el estado base.

1.5. GUP

1.5.1. Antecedentes

El problema de GUP (Generalized Uncertainly Principle) es una generalización
del principio de incertidumbre de Heisenberg debido a diversas teoŕıas modernas co-
mo agujeros negros[37], teoŕıa de cuerdas [34] y gravedad cuántica [55]. Tales teoŕıas
intentan unificar la gravedad con el modelo estándar, teniendo dos modificaciones
generales: la introducción de una dimensión espacial y la existencia de una longitud
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mı́nima (máxima resolución o la longitud más pequeña medible) [56]. La dimensión
espacial extra ha tenido un poco más de investigación en los colisionadores de f́ısica
de altas enerǵıas [56] mientras que los efectos GUP tienen poca investigación.

La longitud de Planck es definida mediante tres constantes f́ısicas universales: La
constante de gravedad (G), la velocidad de la luz (c) y la constante de Planck (~),
estas constantes son universales y aparecen naturalmente dentro de sus marcos de
trabajo (la ley de gravitación de Newton, la relatividad especial y de la mecánica
cuántica, respectivamente). La longitud de Planck tiene el valor aproximado:

`p =

√
~G
c3
∼ 10−35m. (1.105)

Para diferentes autores, la longitud de Planck es definida f́ısicamente como la
longitud más pequeña medible [35, 56]. En la mecánica cuántica aparece el principio
de incertidumbre de Heisenberg definido como:

∆x∆p ≥ ~. (1.106)

La relación anterior, define que la incerteza de dos observables (posición y momento)
no se puede medir simultáneamente con arbitraria precisión. Sin embargo, la incer-
teza de X tiende a cero cuando la incerteza en P tiende a infinito (veáse figura 1.4),
el modelo de GUP puede introducirse a esta notación fijando que la incerteza en x
nunca valdrá cero en diferentes incertezas del momento sino que siempre será mayor
que la longitud de Planck. En ref. [40] se presenta una modificación al espacio de
Hilbert definido en la mecánica cuántica sin presencia de longitudes mı́nimas, esta
modificación es resumida en la sección 1.5.2 definiendo los nuevos observables y la
nueva condición de normalización. En ref. [57] se presentan correcciones GUP a las
órbitas planetarias presentando mejor precisión al perihelio de Mercurio, sin embar-
go, la introducción de longitudes mı́nimas a la mecánica clásica lo hace a través de
los paréntesis de Poisson por su analoǵıa al conmutador de posición y momento. La
modificación GUP es:

∆x∆p ≥ ~
(
1 + β (∆p)2) , (1.107)

siendo β el parámetro de deformación, el cual tiene magnitudes de [kgm
s

]−2. La pre-
sencia de ∆p en el lado derecho de la ec. (1.107), se introduce de manera que se
tenga un término lineal en ∆P :

∆x ≥ ~
(

1

∆p
+ β∆p

)
, (1.108)
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de esta manera, ∆x no valdrá cero en el intervalo de 0 < ∆p < ∞ como en el caso
del principio de incertidumbre de Heisenberg, sin embargo, es posible encontrar un
valor interesante diferenciando respecto a ∆p donde se obtiene el valor mı́nimo en la
incerteza de X [40]:

∆x ∼ ~
√
β, (1.109)

este resultado implica que el valor más pequeño en la incerteza de X está relacionado
con el parámetro de deformación β el cual tiene una relación directa con la longitud
de Planck `p. Los efectos de la ec. (1.107) implican un cambio en el conmutador de
posición y momento:

[x̂, p̂] = i~
(
1 + βp̂2

)
. (1.110)

Implicando la posibilidad de modificar la estructura matemática de la mecánica
cuántica. En otras referencias se mencionan experimentos teóricos y experimentales
de los efectos GUP en diferentes ramas de la f́ısica, teniendo enfásis en la precisión
experimental que presentan las correcciones GUP [36–38, 40, 45–47, 56]. El factor β
tiene varios significados f́ısicos dependiendo del autor y del problema a resolver, sin
embargo, se puede mencionar dos implicaciones f́ısicas:

Benczik y otros establecen que en el contexto de la teoŕıa de cuerdas, la exis-
tencia de la longitud mı́nima está ligada al hecho de que las cuerdas no pueden
probar distancias más cortas que la longitud de Planck [57].

Bambi establece que un fotón energético puede generar un agujero negro pe-
queño con radio del orden de la longitud de Planck, y por tanto, es imposible
localizar una cantidad de enerǵıa con una mejor resolución espacial que la del
radio del agujero negro [58].

1.5.2. El modelo de KMM

La presencia de una longitud mı́nima o efectos GUP modifica la estructura ma-
temática de la mecánica cuántica. Diferentes art́ıculos trabajan en el espacio de
momento por su flexibilidad y formalismo, siendo ψ(p) = 〈p|ψ(x)〉, la función de
onda en el espacio de momento. Kempf, Mangano y Mann (KMM) proponen una
representación del espacio de Hilbert en presencia de GUP [40], de tal manera que las
ecs. (1.107) y (1.110) son necesarias para complementar la estructura y modificación
del espacio de Hilbert.

En la representación del espacio de momentos se tiene una propuesta llamado el
modelo KMM, el cual presenta una representación del operador momento y posición
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Figura 1.4: Comparación entre el principio de incertidumbre de Heisenberg (HUP, ec.
( 1.106)) y el principio de incertidumbre generalizado (GUP, ec. (1.107)). La figura
ha sido para diferentes valores de β con ~ = 1 en el intervalo de 1 < ∆p < 10, puede
notarse que el GUP a medida β tiende a cero se acerca a HUP. El valor mı́nimo que
∆x puede tomar está relacionado con

√
β según la ec. (1.109).
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en una dimensión (generalizable) [40]:

p̂ψ(p) = pψ(p),

x̂ψ(p) = i~
(
1 + βp2

)
∂pψ(p). (1.111)

Esta representación cumple con las ecs. (1.107) y (1.110), además x y p son simétricas
en el dominio S∞:

(〈ψ|p̂) |φ〉 = 〈ψ| (p̂|φ〉) , (1.112)

similar para x̂ (integración por partes). Luego el producto escalar viene definido
según el modelo KMM como:

〈ψ|φ〉 =

∫ ∞
−∞

dp

1 + βp2
ψ∗(p)φ(p), (1.113)

la presencia de 1 + βp2 en el denominador tiene la finalidad de verificar la simetŕıa
de p y a la vez elimina el factor de x en la representaćıon de momento [40]. La ec.
(1.113), también define la normalización de soluciones en el espacio de momentos. El
operador identidad tiene esta definición en el modelo KMM:

1 =

∫ ∞
−∞

dp

1 + βp2
|p〉 〈p| . (1.114)

Este resultado implica que el producto escalar de eigenestados de momento es:

〈p|p′〉 =
(
1 + βp2

)
δ(p− p′), (1.115)

siendo δ(z) la delta de Dirac. Varios autores, tienen diferentes propuestas para obte-
ner una solución en el espacio de momentos para problemas cuánticos en presencia
de GUP [40, 59, 60].

1.5.3. Otros modelos

El modelo de KMM presenta un espacio de Hilbert modificado para una longitud
mı́nima que no presenta correcciones debido a un momento mı́nimo. Un modelo
simple parte de la ecuación de Schrödinger definida en el espacio de posiciones para
problemas independientes de tiempo definida en la ec. (1.5) y luego aplicándo una
transformada de Fourier al espacio de momentos [1] obteniendo una ecuación integral.

p2

2m
φ(p) +

∫ ∞
−∞

U(p− p′)φ(p′)dp′ = Eφ(p), (1.116)
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siendo:

U(p− p′) =
1

2π~

∫ ∞
−∞

V (x) exp

(
− i
~

(p− p′)x
)
dx. (1.117)

U(p− p′) representa la transformada de Fourier del potencial V (x) en el espacio de
momentos. Samar presentó un cambio de variable que involucre el factor β de esta
manera [59]:

P =
1√
β

tan
(√

βp
)
, X = x. (1.118)

La ecuación de Schrödinger en el espacio de momentos dentro de los efectos GUP es:

1

2mβ
tan2(

√
βp)φ(p) +

∫ π
2
√
β

− π
2
√
β

U(p− p′)φ(p′)dp′ = Eφ(p). (1.119)

En cuanto a U(p−p′) no sufre un cambio matemático [59]. Se ha resuelto los siguientes
problemas cuánticos en esta representación: el potencial delta de Dirac, doble po-
tencial delta de Dirac y el potencial de Coulomb [59]. Otros autores trabajan en el
espacio de configuraciones, desde un principio de incertidumbre generalizado cómo:

∆x∆p ≥ i~
(
1 + α(∆x)2 + β(∆p)2 + γ

)
. (1.120)

Para el pozo infinito fue estudiado en los casos donde α, γ 6= 0 y β = 0, en el concepto
de un momento mı́nimo [61].

1.6. Pozo cuántico con correcciones GUP

En 2014, Blado y otros modifican los pozos finitos o infinitos definidos en la
mecánica cuántica agregando modificaciones debido a GUP [44]. En el caso del pozo
infinito se tiene la siguiente ecuación diferencial unidimensional según Blado:

εΨ(x) =

(
− ~2

2m

d2

dx2
+
β~4

m

d4

dx4
+ V (x)

)
Ψ(x), (1.121)

donde el término extra β~4

m
d4Ψ(x)

dx4 es la corrección agregada para efectos GUP en la
ecuación de Schrödinger. Además, Blado encuentra la solución a este sistema para un
pozo infinito que viene dado por un potencial tipo V = 0 para 0 < x < a y V =∞
fuera de ese rango, además de aplicar las condiciones de contorno Ψ(0) = Ψ(a) = 0;
se tiene:
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Ψ(x) = C sin(k′′x), k′′ = k − ~2k3β =
nπ

a
, n = 1, 2, 3, ... (1.122)

Blado también encuentra el espectro de enerǵıa:

En =
n2π2~2

2ma2
+ β

n4π4~4

ma4
, (1.123)

y en el ĺımite β → 0, se recuperan los resultados del pozo infinito cuántico sin GUP.
Además, los autores no presentan el valor de la constante de normalización C, sin
embargo, el cálculo de ella es similar que el caso sin GUP 3.

Si se fija En → E ′n y se expresa en términos de la enerǵıa cuántica de una part́ıcula
en un pozo unidimensional En = n2π2~2

2ma2 , la ec. (1.123) se reduce a:

E ′n = (1 + 4mβEn)En, (1.124)

esto implica que la fracción de error es proporcional a βEn.

1.7. El oscilador de Dirac con correcciones GUP

1.7.1. Antecedentes

El oscilador de Dirac ha sido resuelto desde 1989 con la introducción de Moshinsky
[27], sin embargo, las nuevas teoŕıas deben de alguna manera mejorar a las viejas
teoŕıas, en este caso, se ha introducido una corrección debido a efectos de longitudes
mı́nimas o efectos de un principio de incertidumbre generalizado (GUP), por lo que
diferentes autores han trabajado con ciertos enfoques de como resolver un oscilador
de Dirac con correcciones GUP. Arifuzzaman y otros lo resuelven en el contexto de las
soluciones de Moshinsky y acoplan GUP al conmutador de [x, p] [48]. Nouicer propone
un cambio de variable en el oscilador de Dirac unidimensional mediante el módelo
de KMM [49]. Quesne y Tkachuk resuelven el oscilador de Dirac por el método de
factorización mostrando que las soluciones son compañeros supersimétricos (SUSY)
[51]. Momotaj y otros proponen una forma de resolver el oscilador de Dirac mediante
un potencial lineal debido a un GUP [50].

1.7.2. Propuesta de Nouicer

Nouicer en 2006 propone una forma de resolver el oscilador de Dirac en presencia
de longitud mı́nima (GUP) [49]. La ecuación diferencial para el oscilador de Dirac

3De
∫ a

0
Ψ∗Ψdx = 1, se tiene que C2 = 2/a.
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unidimensional es la ec. (1.93) la cual devuelve el sistema de ecuaciones diferenciales
presentadas en las ecs. (1.97), Nouicer propone introducir el siguiente cambio de
variable:

p̂ = p, x̂ = i~
(
1 + βp2

) ∂
∂p
, (1.125)

similar a la propuesta del modelo KMM [40], de esta manera el sistema de ecuaciones
pasa a ser:

−ipg + i~mω
(
1 + βp2

) ∂g
∂p

=
E −mc2

c
f, (1.126)

ipf + i~mω
(
1 + βp2

) ∂f
∂p

=
E +mc2

c
g. (1.127)

La forma de desacoplar f de g es similar al caso sin presencia de GUP. La ecuación
diferencial para f según ref. [49] es:

[
−m2ω2~2

(
1 + βp2

)2 ∂2

∂p2
− 2m2ω2~2βp

(
1 + βp2

) ∂
∂p

+ p2(1−mω~β)

]
f(p)

=

(
E2 −m2c4

c
+mω~

)
f(p),

(1.128)

la cual es un poco complicada de resolver, sin embargo, Nouicer lo simplifica haciendo
el siguiente cambio de variable:

q =
1

mω~
√
β

arctan
(
p
√
β
)
, (1.129)

para el cual:

−∞ < p <∞, − π

2mω~
√
β
< q <

π

2mω~
√
β
, (1.130)

luego el problema queda reducido a:[
∂2

∂q2
− (1−mω~β)

β
tan2(qmω~

√
β) + ε

]
f(q) = 0, (1.131)
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con ε = E2−m2c4

c
+mω~. La presencia de la tan(z) sugiere un nuevo cambio de variable

que involucre senos y cosenos, siguiendo el desarrollo de Nouicer se llega a:

f(q) = vλh(u), (1.132)

siendo:

u = sin
(
mω~

√
βq
)
, v = cos

(
mω~

√
βq
)
, (1.133)

luego la ec. (1.131) con el cambio anterior es:

(1− u2)h′′(u)− (2λ+ 1)uh′(u) +[(
λ(λ− 1)− 1−mω~β

(mω~β)2

)
u2

v2
− (λ− ε

m2ω2~2β
)

]
h(u) = 0. (1.134)

La ecuación anterior es parecida a la ecuación diferencial de Gegenbauer, una clase
espećıfica de la ecuación diferencial de Jacobi [62]. Para que su solución tenga sentido
y sea un polinomio deben definirse dos valores. El primer valor relacionado a λ:

λ(λ− 1)− 1−mω~β
(mω~β)2

= 0, (1.135)

teniendo dos valores posibles:

λ1 =
1

mω~β
, λ2 = 1− 1

mω~β
. (1.136)

El valor de λ que se acepta es λ1, debido a que λ2 tiende a ser negativo y no converge
a los polinomios de Hermite según Nouicer. Luego el segundo valor es para definir el
orden del polinomio:

−λ+
ε

m2ω2~2β
= n(n+ 2λ), (1.137)

luego, la ecuación diferencial (1.134) en conjunto con las dos condiciones presentadas
en las ecs. (1.136) y (1.137) es:

(1− u2)h′′(u)− (2λ+ 1)uh′(u) + n(n+ 2λ)h(u) = 0. (1.138)
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Las soluciones son los polinomios de Gegenbauer [49, 62]. Para f(u) y g(u):

fn(u) = NvλCλ
n(u), (1.139)

gn(u) =
2Nc√

β(En +mc2)
(1− u2)

λ+1
2 Cλ+1

n−1(u), (1.140)

siendo N la constante de normalización, la cual se encuentra mediante la ecuación
(1.113) y según ref. [49]:

N =
2λβ1/4

√
2π

[
Γ(2λ+ n)

n!(n+ λ)[Γ(λ)]2
+

c2

β(En +mc2)2

Γ(2λ+ n+ 1)

(n− 1)!(n+ λ)[Γ(λ+ 1)]2

]−1/2

,

(1.141)

donde Γ(z) es la función gamma. Las soluciones en términos de p son:

fn(p) = N(1 + βp2)−λ/2Cλ
n

(
p
√
β√

1 + βp2

)
, (1.142)

gn(p) =
2Nc√

β(En +mc2)
(1 + βp2)−λ−1Cλ+1

n−1

(
p
√
β√

1 + βp2

)
. (1.143)

El espectro de enerǵıa es definido por la condición de la ec. (1.137):

εn = m2ω2~2β(n2 + (2n+ 1)λ), (1.144)

por lo que:

En = ±mc2

√
1 + 2n

ω~
mc2

+ β
ω2~2n2

c2
. (1.145)

El cual coincide con el espectro sin correcciones GUP presentado en la ec. (1.103) en
el ĺımite de β → 0. Nouicer demuestra parcialmente que en el ĺımite de β → 0 las
soluciones presentadas en la ec. (1.143) se aproximan a las soluciones en el espacio
de momentos del oscilador de Dirac sin presencia de GUP [49].
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Metodoloǵıa

En el presente caṕıtulo se desarrolla la propuesta metodológica para encontrar el
ĺımite clásico del pozo infinito y del oscilador de Dirac, ambos problemas deformados
por la presencia del principio de incertidumbre generalizado, cabe resaltar que el tipo
de estudio es teórico y no requiere de comprobacion experimental, sin embargo, se
comprobará mediante estudios previos [10]. El pozo infinito es un problema de la
mecánica cuántica deformada por lo que además del principio de correspondencia es
necesario agregar el ĺımite HUP o β → 0 para obtener el ĺımite clásico. El oscilador
de Dirac con correcciones GUP es un problema de la mecánica cuántica-relativista
deformada para part́ıculas de esṕın 1/2 en este caso únicamente se estudiara el caso
de part́ıcula y no de antipart́ıcula, por lo que la propuesta implica un ĺımite no
relativista y un ĺımite HUP, además, del principio de correspondencia.

2.1. Propuesta metodológica para la part́ıcula en

un pozo unidimensional con correcciones GUP

2.1.1. Propuesta teórica

Las soluciones de Baldo se muestran en la ec. (1.122), se representan por ψn(x)
y posee un espectro discreto En. La propuesta metodológica consiste en aplicar el
principio de correspondencia a las soluciones de la ecuación de Schrödinger, para
esto se aplicó el siguiente programa:

Definir la densidad de probabilidad cuántica. En este paso, se definió la
densidad de probabilidad cuántica en el espacio de momentos de la siguiente
manera:

ρn(x) = ψ∗n(x)ψn(x), (2.1)

33



Caṕıtulo 2. Metodoloǵıa 34

donde ψ∗n(x) representa la conjugada imaginaria de ψn(x), esta propiedad per-
mite verificar que ρn(x) ≥ 0.

Aplicar la transformada de Fourier a la densidad de probabilidad
cuántica. La transformada de Fourier se aplicó a la ec. (2.1) al espacio k:

ρn(k) = F{ρn(x)} =
1√
2π

∫ ∞
−∞

ρn(x)e−ikxdx. (2.2)

El resultado de la aplicación de la transformada de Fourier es, en general, una
función y no un producto de funciones [2, 10, 25].

Aplicar el ĺımite asintótico N � 1 y establecer la cota energética. Lo
anterior consiste en una reorientación del principio de correspondencia de Bohr
a las funciones de onda, por lo que tal aplicación hará que ρn(k) ∼ ρN(k), ya que
las funciones de onda en general son discretas según el espectro energético; sin
embargo, se debe prescindir de N mediante una igualdad de la enerǵıa clásica
de una part́ıcula en una caja unidimensional ECL con la enerǵıa cuántica [2].
Al igualar ambas enerǵıas se despeja N en términos de la enerǵıa cuántica y
clásica obteniendo ρN(k) ∼ ρ(k).

Aplicar la transformada inversa de Fourier. Para este paso se aplicó la
transformada inversa de Fourier a ρ(k) al espacio de posición, esto para verificar
si es posible que se haya recuperado la densidad de probabilidad clásica y una
serie de residuos cuánticos, por tanto:

ρ(x) = F−1{ρ(k)} =
1√
2π

∫ ∞
−∞

ρ(k)eikxdk. (2.3)

En la ecuación anterior se tiene como resultado ρ(x) = ρCL(x) + O(β, ~, x),
donde el primer término de la derecha coincide con la densidad de probabilidad
clásica y el segundo término es el residuo cuántico.

2.1.2. Análisis de residuos cuánticos

El residuo cuántico-GUP fue comparado al resultado obtenido por Granda [2],
de esta manera, se comparó mediante una razón los efectos GUP con los efectos
residuales cuántico con la ecuación (2.4):

R =
CGUP
CQM

=
O(β, ~, x)

O(~, x)
, (2.4)
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para valores de R� 1 se dice que los efectos GUP son superiores a los efectos cuánti-
cos, mientras que para R ∼ 1 se dice que hay poca diferencia entre los efectos GUP
y cuánticos. Para diferentes valores de β, este comportamiento se puede observar en
la fig. 3.1.

2.2. Propuesta metodológica para el oscilador de

Dirac con correcciones GUP

2.2.1. Propuesta teórica

En este problema se utilizan las soluciones de Nouicer mostradas en la ec. (1.143),
por tanto, para este problema se definieron ciertos pasos metodológicos:

Aplicar el ĺımite HUP a las soluciones del oscilador de Dirac en el
espacio de momentos con correcciones GUP. En este paso fue necesario
aplicar el ĺımite β → 0 a las ecs. (1.143), esto para reducir la complejidad de
aplicar una transformada a los polinomios de Gegenbauer.

Definir la densidad de probabilidad cuántica-relativista. En este proce-
so la densidad de probabilidad para una part́ıcula en el dominio de la ecuación
de Dirac es:

ρRQMn = f 2
n(p) + g2

n(p), (2.5)

siendo f la componente grande y g la componente pequeña, ambas soluciones
son obtenidas al aplicar el ĺımite HUP a las soluciones de Nouicer.

Aplicar la transforma de Fourier a la densidad de probabilidad cuántica-
relativista. En este paso se calculó la transformada de Fourier de la ec. (2.5)
al espacio k.

ρn(k) = F{ρn(p)} =
1√
2π

∫ ∞
−∞

ρn(p)e−ikpdp. (2.6)

Calcular el ĺımite asintótico y establecer la cota energética. Se encontró
que ρn(k) puede expandirse asintóticamente para n � 1 en el dominio de
En = ERM , siendo RM la enerǵıa del oscilador relativista, de esta manera, se
tiene que ρn(k) = ρ(k).

Aplicar la transformada inversa a la densidad de probabilidad cuántica-
relativista expandida asintóticamente. En este paso es necesario recuperar
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información de la densidad de probabilidad expandida asintóticamente en el
espacio de k; por tanto, es necesario aplicar una transformada de Fourier al
espacio de momentos, para eso:

ρ(p) = F−1{ρ(k)} =
1√
2π

∫ ∞
−∞

ρ(k)eikpdk. (2.7)

El cálculo anterior devuelve lo que en principio seŕıa una densidad de probabi-
lidad clásica-relativista, sin embargo, no es ese el interés de este trabajo, por
lo que se obtiene el siguiente resultado:

ρ(p) ∼ ρbig(p) + ρsmall(p), (2.8)

donde el primer término de la derecha es la densidad definida por la componente
grande y el segundo término es la densidad definida por la componente pequeña,
además de una serie de términos residuales denotado por Q.

Aplicar el ĺımite HUP. En este paso, se aplicó el ĺımite β → 0 a la ec. (2.8),
para obtener una densidad clásica con efectos relativistas.

Aplicar el ĺımite no relativista. En este paso, se aplicó el ĺımite no relati-
vista para obtener la densidad de probabilidad clásica y comparar con estudios
previos. El limite no relativista consistió en aplicar c→∞ o bien, una aproxi-
mación lineal del parámetro γ.

2.2.2. Análisis de residuos cuánticos

Los resultados pueden ser analizados desde diferentes perspectivas, sin embargo,
se consideró únicamente el primer término de la densidad obtenida por los pasos
metodológicos, de esta manera:

R =
ρ1(κ, p)

ρCL(p0, P )
, (2.9)

donde ρ1 es la densidad de probabilidad clásica-relativistas con efectos GUP y ρCL
es la densidad de probabilidad clásica, ambas definidas en el espacio de momentos.
Esto es presentado en las figs. 3.2 y 3.3. Además, se presentó una superposición
de densidades a fin de observar el efecto de una corrección GUP a la densidad de
probabilidad clásica en la fig. 3.4.
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Resultados y discusión

En este caṕıtulo se presentan los resultados y discusiones de la aplicación del
nuevo principio de correspondencia a dos problemas espećıficos:

Mecánica cuántica con correcciones GUP: el pozo infinito.

Mecánica cuántica-relativista con correcciones GUP: el oscilador de Dirac.

La propuesta para obtener el ĺımite clásico a través de la densidad de probabilidad
cuántica es determinante para establecer un punto de partida. La recuperación de
la densidad de probabilidad clásica es basado en el principio de correspondencia
aplicado a las soluciones de la ecuación de Schrödinger y (en conjunto con el ĺımite
no relativista) a las soluciones de la ecuación de Dirac o Klein-Gordon. Por tanto,
incorporar el ĺımite HUP al nuevo principio de correspondencia en conjunto con
el ĺımite no relativista es la propuesta establecida en la sección metodológica para
problemas con presencia de GUP.

3.1. Pozo cuántico con correcciones GUP

3.1.1. Aplicación de la propuesta metodológica

La densidad de probabilidad cuántica para el pozo infinito unidimensional con
correcciones GUP es

ρQM(x) =
2

a
sin2 (k′′x) (3.1)

siendo a la longitud del pozo donde se encuentra confinada la part́ıcula. La aplica-
ción de la propuesta metodológica tiene como resultado lo siguiente: al aplicar la
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Caṕıtulo 3. Resultados y discusión 38

transformada de Fourier a la densidad de probabilidad cuántica al espacio de y se
tiene:

ρQM(y) = F
(
ρQM(x)

)
=

1

2π

∫ a

0

2

a
sin2 (k′′x) exp (−ixy)dx, (3.2)

esta integral es inmediata [2, 10]:

ρQM(y) =
1

a
√

2π

eiay − 1

iy

[
1− 1

1− 4k′′2

y2

]
, (3.3)

sabiendo que k′′ = nπ
a

, es posible modificar la ec. (3.3), sin embargo, en ref. [10] no
fue necesario tener correcciones cuánticas pero en ref. [2] se consideró adecuado tener
correcciones cuánticas para comparar al caso clásico. Luego, es necesario aplicar un
ĺımite asintótico al número cuántico principal n � 1 a la densidad de probabilidad
definida en el espacio y, lo anterior implica que 4n2π2

a2y2 � 1, por lo que:

1− 1

1− 4k′′2

y2

∼ 1 +
a2y2

4N2π2
, (3.4)

entonces

ρQM(y) ∼ 1

a
√

2π

eiay − 1

iy

[
1 +

a2y2

4N2π2

]
, (3.5)

con N � 1. En este punto, es necesario despejar N ya que la part́ıcula clásica
confinada no posee una enerǵıa discreta. Por tanto, se debe aplicar En = ECL,
para establecer una cota energética de la part́ıcula cuántica al dominio de enerǵıas
clásicas. La part́ıcula en una caja en el dominio de la mecánica clásica tiene una
enerǵıa ECL = p2

2m
, por tanto,

p2

2m
=
N2π2~2

2ma2
+ β

N4π4~4

ma4
, (3.6)

los valores que N puede tener cumplen con la propiedad N ≥ 0 y en el ĺımite β → 0
debe cumplir que N = pa

π~ según la ec. (1.53) . La ráız general es:

N = ±

√
−B ±

√
B2 − 4AC

2A
, A = β

π4~4

ma4
, B =

π2~2

2ma2
, C = − p2

2m
, (3.7)

la ráız adecuada en forma expĺıcita es
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N =
pa

π~

[√
1 + 8βp2 − 1

4βp2

]1/2

, (3.8)

este valor cumple con N ∼ pa
π~ en el ĺımite β → 0. Al sustituir la ec. (3.8) en la ec.

(3.3) se tiene:

ρQM(y) =
1

a
√

2π

eiay − 1

iy

[
1 +

β~2y2√
1 + 8βp2 − 1

]
. (3.9)

La ec. (3.9) presenta correcciones cuánticas (~) y correcciones GUP (β), sin embargo,
las correcciones GUP son mucho más pequeñas que las correcciones cuánticas 1. El
siguiente paso implica recuperar información en el espacio de x, donde está definida
la densidad de probabilidad cuántica, para eso se define α = β~2√

1+8βp2−1
y se aplicó

una transformada inversa de Fourier al espacio x para obtener información en el
espacio de configuraciones:

ρQM(x) = F−1
{
ρQM(y)

}
=

1

2πai

∫ ∞
−∞

[
eiay − 1

y

[
1 + αy2

]]
eixydy, (3.10)

haciendo uso de las siguientes integrales y de la ref. [2]:

δ(x) =
1

2π

∫ ∞
−∞

eixydy, δ(x) =
dH(x)

dx
, δ′(x) =

i

2π

∫ ∞
−∞

yeixydy, (3.11)

se obtiene:

ρQM(x) =
1

a
[H(x)−H(x− a)] +

α

a
[δ′(x− a)− δ′(x)]. (3.12)

En la ec. (3.12), el primer término del lado derecho corresponde a la densidad de
probabilidad clásica de una part́ıcula confinada en una longitud a, independiente
de ~. En el segundo término del lado derecho se puede observar la presencia de
correcciones cuánticas y GUP, esto implica una fuerte supresión a nivel clásico, ya
que no solo es proporcional a la constante de Planck sino también al parámetro de
deformación. La razón de las correcciones se puede calcular, al usar la ec. (2.4) se

1Veáse la figura 3.1
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llega a:

R =
CQM−GUP
CQM

=
1

2

(√
1 + 8βp2 + 1

)
, (3.13)

para valores βp2 � 1 se tiene que R ∼
√
βp. La ec. (3.13) depende fuertemente

del valor de β, sin embargo, para valores βp2 � 1 la razón se puede aproximar
mediante R = 1 + 2βp2, en pocas palabras, en el ĺımite β → 0 la ecuación tiende
a 1 independientemente del momento lineal. Esto implica que los residuos cuánticos
con corrección GUP son ligeramente mayor que los residuos cuánticos. Además, en
el ĺımite β → 0 la ec. (3.12) coincide con la ec. (1.58) y por tanto, con la ec. (1.59)
presentadas en ref. [2, 10].

3.1.2. Principales resultados

Figura 3.1: Se presenta la gráfica de la ec. (3.13) para diferentes valores de β. Puede
notarse que a medida β → 0 la relación de los residuos tiende a 1. Existen valores
de β al cual los efectos cuánticos-GUP superan a los efectos cuánticos, esto ocurre
cuando el momento lineal es muy grande, por lo que se está introduciendo a nociones
relativistas.

La propuesta metodológica implica la recuperación de la densidad de probabi-
lidad clásica desde la densidad de probabilidad cuántica a través de la propuesta
del principio de correspondencia, de esta manera, según la ec. (3.12) la densidad de
probabilidad clásica es recuperable como una cota superior de la densidad de proba-
bilidad cuántica, es decir, en el régimen energético En = EQM es posible encontrar
la densidad de probabilidad clásica con correcciones cuánticas-GUP, sin embargo, en
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el ĺımite β → 0, se recuperan las correcciones cuánticas presentadas en ref. [2, 10].
Además, el resultado de la ec. (3.12) coincide con resultados previos [2, 10] y esto im-
plica la posibilidad de extender el nuevo principio de correspondencia a los problemas
de la mecánica cuántica deformada.

3.2. El oscilador de Dirac con correcciones GUP

3.2.1. Aplicación de la propuesta metodológica

Las soluciones de Nouicer presentadas en la ec. (1.143) son las soluciones del
oscilador de Dirac con correcciones GUP, sin embargo, resolver este problema es un
poco extenso, esto debido a la poca literatura para facilitar cálculos. El desarrollo
matemático de esta aplicación se encuentra en el Apéndice B. La propuesta meto-
dológica implica aplicar el ĺımite de HUP a las soluciones de Nouicer para recuperar
el ĺımite cuántico-relativista de las soluciones del oscilador de Dirac, por tanto, al
aplicar el ĺımite β → 0 en la componente grande se tiene que λ→∞:

ĺım
λ→∞

fn(p) = ĺım
λ→∞

[
N(1 + βp2)−λ/2Cλ

n

(
p
√
β√

1 + βp2

)]
, (3.14)

mediante las siguientes identidades:

ĺım
x→∞

(
1 +

1

x

)x
= e, Γ(2λ) =

22λ−1

√
π

Γ(λ)Γ(λ+ 1/2), (3.15)

ĺım
λ→∞

Γ(λ+ a)

Γ(λ)
e−a lnλ = 1, ĺım

λ′→∞
(λ′)

−n/2
C

λ′
2
n

(
u

√
2

λ′

)
=

2−n/2

n!
Hn(u),

(3.16)

se llega a:

fn(p) =

√
En +mc2

√
mω~πn!2n+1En

Hn

(
p√
m~ω

)
exp

(
− p2

2m~ω

)
. (3.17)

La cual coincide con el resultado del apéndice A. Esto implica que las soluciones
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de Nouicer al aplicarse el ĺımite HUP son:

fn(u) =

√
En +mc2

2n+1n!
√
mω~πEn

e−
u2

2 Hn(u), (3.18)

gn(u) =

√
En −mc2

2n(n− 1)!
√
mω~πEn

e−
u2

2 Hn−1(u), (3.19)

con u = p√
mω~ . El cálculo de la aplicación del principio de correspondencia se en-

cuentra en el apéndice C, por tanto, aqúı se presentan los resultados inmediatos. La
densidad de probabilidad cuántica-relativista viene dada por:

ρRQMn (p) =
En +mc2

2n+1n!
√
mω~πEn

exp

(
− p2

m~ω

)
H2
n

(√
1

m~ω
p

)

+
En −mc2

2n(n− 1)!
√
mω~πEn

exp

(
− p2

m~ω

)
H2
n−1

(√
1

m~ω
p

)
,

(3.20)

es necesario definir las siguientes cantidades:

α =
1

m~ω
, |an|2 =

En +mc2

2n+1n!
√

π
α
En

, |a′n|
2

=
En −mc2

2n(n− 1)!
√

π
α
En

, (3.21)

luego, la ecuación es más simple:

ρRQMn (p) = |an|2 exp
(
−αp2

)
H2
n

(√
αp
)

+ |a′n|
2

exp
(
−αp2

)
H2
n−1

(√
αp
)
.

(3.22)

El siguiente paso es aplicar una transformada de Fourier a la ec. (3.22) al espacio
k:

F
(
ρRQMn (p)

)
=

1√
2π

∫ ∞
−∞

[
|an|2 exp

(
−αp2

)
H2
n

(√
αp
)]
e−ikpdp

+
1√
2π

∫ ∞
−∞

[
|a′n|

2
exp

(
−αp2

)
H2
n−1

(√
αp
)]
e−ikpdp,

(3.23)

el resultado de esta transformada viene dado por:
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ρRQMn (k) =
|an|2

|An|2
exp

(
− k

2

4α

)
Ln

(
k2

2α

)
+
|a′n|

2

|An−1|2
exp

(
− k

2

4α

)
Ln−1

(
k2

2α

)
,

(3.24)

donde Ln(u) son los polinomios de Laguerre de orden n, con:

|An|2 =

√
2α

2nn!
. (3.25)

La propuesta metodológica sugiere encontrar el comportamiento asintótico para un
n � 1 en la densidad de probabilidad cuántica-relativista. En el trabajo de Gabor
[63] se encuentra el comportamiento asintótico para los polinomios de Laguerre:

F
(
u2
)

= e−
u2

2 Ln
(
u2
)
∼ J0

(
2
√
Nu
)

− π

2

∫ u

0

t3F
(
t2
) [
J0

(
2
√
Nu
)
Y0

(
2
√
Nt
)
− J0

(
2
√
Nt
)
Y0

(
2
√
Nu
)]
dt,

(3.26)

con N = n+1/2, J0 y Y0 son las funciones de Bessel de primera especie y de segunda
especie, respectivamente. Luego la densidad de probabilidad en el ĺımite asintótico
es:

ρRQMN (k) =
|an|2

|An|2
J0

(
2
√
N1

k√
2α

)
+O1 +

|a′n|
2

|An−1|2
J0

(
2
√
N2

k√
2α

)
+O2,

(3.27)

con los siguientes residuos cuánticos-relativistas:

O1 = − |an|
2

|An|2
π

2

∫ k√
2α

0

t3F
(
t2
) [
J0

(
2
√
N1

k√
2α

)
Y0

(
2
√
N1t
)

− J0

(
2
√
N1t
)
Y0

(
2
√
N1

k√
2α

)]
dt, (3.28)

O2 = − |a
′
n|

2

|An−1|2
π

2

∫ k√
2α

0

t3F
(
t2
) [
J0

(
2
√
N2

k√
2α

)
Y0

(
2
√
N2t
)

− J0

(
2
√
N2t
)
Y0

(
2
√
N2

k√
2α

)]
dt, (3.29)
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con N1 = n + 1
2

y N2 = n − 1
2
. El espectro de enerǵıa considerado para este caso

es E2
n = m2c4 + βω2~2n2m2c2 + 2nω~mc2, en el apéndice D se encuentra la enerǵıa

del oscilador relativista que viene dada por E2
RM = γ2m2c4. Este paso metodológico

consiste en igualar ambas enerǵıas para poder despejar n, por tanto, al igualar ambas
enerǵıas se tiene que:

n =
(γ2 − 1)mc2

~ω
(√

1− (1− γ2)βm2c2 + 1
) , (3.30)

este valor es necesario para fijar el valor de la enerǵıa cuántica a la enerǵıa
relativista, en general el argumento de la función de Bessel es:

ρRQMN (k) ∼ |an|
2

|An|2
J0 (δ1k) +O1 +

|a′n|
2

|An−1|2
J0 (δ2k) +O2, (3.31)

con:

δ1 =
√
m~ω (2n+ 1), δ2 =

√
m~ω (2n− 1), (3.32)

esto implica que los argumentos se pueden expresar usando la ec. (3.30):

δ1 =

√√√√2(γ2 − 1)m2c2 +m~ω
(√

1− (1− γ2)βm2c2 + 1
)

√
1− (1− γ2)βm2c2 + 1)

,

δ2 =

√√√√2(γ2 − 1)m2c2 −m~ω
(√

1− (1− γ2)βm2c2 + 1
)

√
1− (1− γ2)βm2c2 + 1)

. (3.33)

El siguiente paso metodológico consistió en aplicar la transformada inversa de Fourier
de la ec. (3.31), recuperándo la densidad de probabilidad en el espacio de momentos:

F−1
(
ρRQMN (k)

)
=

1√
2π

∫ ∞
−∞

[
|an|2

|An|2
J0 (δ1k) +O1

]
eikpdk

+
1√
2π

∫ ∞
−∞

[
|a′n|

2

|An−1|2
J0 (δ2k) +O2

]
eikpdk,

(3.34)

Esta integral puede ser resuelta utilizando una componente y generalizando para la
otra componente. Al realizar este cálculo implica que la densidad de probabilidad
cuántica-relativista en el espacio de momentos con un número cuántico N � 1 y con
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cota energética ERQM
N = ERM es:

ρRQMN (p) =
2√
2π

|an|2

|An|2
1√

δ2
1 − p2

+
2√
2π

|a′n|
2

|An−1|2
1√

δ2
2 − p2

+Q, (3.35)

para los efectos residuales cuánticos se tiene:

Q =
|an|2

|An|2
1

2πδ1

Σ∞j=1

(
−~2

S2
1

)j
ij(p, δ1) +

|a′n|
2

|An−1|2
1

2πδ2

Σ∞j=1

(
−~2

S2
2

)j
ij(p, δ2),

(3.36)

con S1 =
πδ2

1

mω
y S2 =

πδ2
2

mω
, siendo Si la acción clásica con correcciones relativistas-

GUP. Las funciones sin dimensión ij(p, δk) son las mismas que aparecen en ref. [2, 10].
Al aplicar tal ĺımite se obtienen efectos GUP en la densidad de probabilidad clásica.
Se aplicó el ĺımite no relativista a las siguientes constantes:

2√
2π

|an|2

|An|2
=

1

2π

En +mc2

En
=

1

2π

√
1 + 2n~ω

mc2
+ 1√

1 + 2n~ω
mc2

, (3.37)

de esta manera, al aplicar c→∞, se tiene:

ĺım
c→∞

2√
2π

|an|2

|An|2
=

1

π
, (3.38)

sin embargo, para la otra componente:

2√
2π

|a′n|
2

|An−1|2
=

1

2π

En −mc2

En
=

1

2π

√
1 + 2n~ω

mc2
− 1√

1 + 2n~ω
mc2

, (3.39)

a diferencia de la componente grande, en el caso de la componente pequeña se tiene

ĺım
c→∞

2√
2π

|a′n|
2

|An−1|2
= 0, (3.40)

en cuanto a las δ1 y δ2 se tiene en el ĺımite no relativista:
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ĺım
c→∞

δ1 = ĺım
c→∞

√√√√2(γ2 − 1)m2c2 +m~ω
(√

1− (1− γ2)βm2c2 + 1
)

√
1− (1− γ2)βm2c2 + 1)

(3.41)

el cálculo del ĺımite se puede hacer mediante la aproximacion γ2 = 1 +
v2
0

c2
y v2

0m
2 �

m~ω, por lo que:

ĺım
c→∞

δ1 =

√√√√2
(√

1 + v2
0m

2β2 − 1
)

β2
= κ1, (3.42)

al igual que δ2. En general, el ĺımite no relativista de la densidad de probabilidad
clásica-relativista con efectos GUP, obtenida en la ec. (3.35) y usando los resultados
previos de las constantes se tiene:

ĺım
c→∞

ρRQM (p) =
1

π

1√
κ2

1 − p2
+

1√
2πκ1

Σ∞j=1

(
−~2

S2
1

)j
ij(p, κ1), (3.43)

a este punto, la componente pequeña no aparece, se puede prescindir de los efectos
residuales debido a que la constante de Planck es muy pequeña, por lo que se asume:

ĺım
c→∞

ρRQM (p) =
1

π

1√
κ2

1 − p2
+

1√
2πκ1

Σ∞j=1

(
−~2

S2
1

)j
ij(p, κ1) ∼ 1

π

1√
κ2

1 − p2
.

(3.44)

Al aplicar el ĺımite β → 0 a la ec. (3.44) se tiene la densidad de probabilidad
clásica:

ĺım
β→0

ρRQM (p) =
1

π

1√
p2

0 − p2
, (3.45)

con p0 = mv0. Por lo que el resultado coincide con los resultados previos [2, 10, 25].
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3.2.2. Principales resultados

La propuesta metodológica para recuperar el ĺımite clásico del oscilador de Dirac
con correcciones GUP, presenta diversos ĺımites como el ĺımite no relativista y el
ĺımite HUP, sin embargo, la ec. (3.45) demuestra que la metodoloǵıa es correcta
para este problema. La razón entre la densidad de probabilidad clásica-relativista
con efectos GUP y la densidad de probabilidad clásica es:

R =
ρ(κ1, p)

ρ(p0, p)
=

√
p2

0 − p2

κ2
1 − p2

, (3.46)

la ec. (3.46) es gráficada para diferentes valores de κ1 en la fig. 3.2 y fig. 3.3.
También puede hacerse una comparación entre las densidades de probabilidad en

el punto p = 0, que f́ısicamente es cuando la part́ıcula tiene un momento igual a
cero, en ese caso:

ρCL(0)− ρQPD(0) =
1

π

[
κ1 − p0

κ1p0

]
, (3.47)

en la fig. 3.4, se puede observar esa diferencia en el momento igual a cero.
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Figura 3.2: Comportamiento de las densidades en términos de residuos cuánticos
para diferentes valores de κ con relación al momento inicial p0 de la part́ıcula en un
oscilador armónico simple. Se gráfica para κ ≥ p0. Aunque este caso es meramente
hipótetico ya que para que ocurra este sistema β debe ser mucho mayor que el
momento clásico.
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Figura 3.3: Comportamiento de las densidades en términos de residuos cuánticos
para diferentes valores de κ con relación al momento inicial p0 de la part́ıcula en un
oscilador armónico simple. Se gráfica para κ < p0. Puede notarse que este compor-
tamiento se debe a que en la densidad de probabilidad clásica-GUP presenta una
reducción de la amplitud de oscilación.

Figura 3.4: Breve comparación entre la densidad de probabilidad clásica y la densidad
de probabilidad con correcciones GUP, puede notarse que los efectos GUP simple-
mente modifican la amplitud del momento inicial, por tanto, el rango de momento
es diferente al momento clásico.
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Conclusiones y recomendaciones

El objetivo principal de este trabajo consiste en aplicar la extensión del princi-
pio de correspondencia de Bohr a problemas espećıficos de la mecánica cuántica y
mecánica cuántica relativista, deformadas por la presencia del principio de incerti-
dumbre generalizado GUP. Los problemas a resolver son el pozo infinito no relativista
en el espacio de configuraciones y el oscilador de Dirac en el espacio de fase, ambos
con correcciones GUP.

La propuesta metodológica para el pozo infinito consiste en la aplicación direc-
ta de la extensión del principio de correspondencia a la densidad de probabilidad
cuántica. El resultado no coincide con resultados previos debido a la presencia del
parámetro de deformación β, sin embargo, en el ĺımite HUP o β → 0, el resultado
presentado en la ec. (3.12) es el esperado según ref. [2, 10], lo que implica que para
este problema especifico se debe incorporar el limite HUP a la propuesta metodolo-
gica para recuperar exactamente la densidad de probabilidad clasica de la particula
confinada. El residuo cuántico-GUP es mucho mas pequeño que el residuo cuántico
obtenido en ref. [2], no obstante, es proporcional a O(~, β), siendo un residuo casi
nulo, debido a que la constante de Planck es del orden de 10−34. Se concluye que
el ĺımite de la densidad de probabilidad clásica de la part́ıcula confinada en una
dimensión es recuperable desde la part́ıcula cuántica con correcciones GUP en una
dimensión, mediante la aplicación del nuevo principio de correspondencia y del ĺımite
HUP.

El oscilador de Dirac en el espacio de fase con correcciones GUP presentó un
reto mayor debido a la poca literatura bibliográfica y complejidad matemática. La
poca literatura del oscilador de Dirac en el espacio de fase generó un trabajo extra
presentado en el apéndice A. Los polinomios de Gegenbauer son generalizaciones de
diversos polinomios como los de Hermite o los de Chebyshev, por lo que encontrar
una transformada de Fourier a un polinomio generalizado presenta dificultades, sin
embargo, la aplicación del ĺımite HUP a las soluciones del oscilador de Dirac con
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correcciones GUP permite recuperar el oscilador de Dirac sin correcciones GUP pre-
sentados en el apéndice B pero manteniendo su espectro energético con correccionges
GUP. La aplicación de la extensión del principio de correspondencia implica analizar
al oscilador de Dirac sin correcciones GUP en el espacio de momentos. Para encontrar
la cota energética se procedió a igualar la enerǵıa del oscilador de Dirac a la enerǵıa
del oscilador simple, de esta manera, la corrección aparece como argumento de la
densidad de probabilidad cuántica. El ĺımite HUP y la extensión del principio de
correspondencia permiten recuperar una densidad de probabilidad clásica-relativista
con correcciones energéticas debido a GUP. Al aplicar el ĺımite no relativista se tiene
la densidad de probabilidad clásica con efectos GUP, el resultado de la ec. (3.43) es
la densidad de probabilidad clásica con argumento clásico-GUP, además de una serie
de residuos crecientes O(~, β), de esta manera, al aplicar el ĺımite HUP se recuperó
la densidad de probabilidad clásica presentada en la ec. (3.45) y la serie residual de
potencias crecientes de la constante de Planck presentada en la ec. (3.36). Se conclu-
ye que la densidad de probabilidad clásica del oscilador armónico simple definido en
el espacio de momentos es recuperable desde el oscilador de Dirac con correcciones
GUP mediante la propuesta del ĺımite HUP, el nuevo principio de correspondencia
y el ĺımite no relativista coincidiciendo con resultados previos [2, 10]. Esto es para
part́ıculas cuánticas relativistas que obedecen el hamiltoniano del oscilador de Dirac.

La propuesta metodológica de esta tesis ha arrojado primeros resultados del ĺımite
clásico de la mecánica cuántica y mecánica cuántica relativista, deformadas por el
principio de incertidumbre generalizado, de tal manera que la propuesta de Bernal
y otros [2, 10, 25, 26] es extendible a este campo, por lo que el ĺımite clásico puede
ser encontrado. No obstante, otro resultado interesante es la presencia del factor β
en las densidades de probabilidad clásicas que tiene poca bibliograf́ıa en la literatura
cient́ıfica.

En el desarrollo de la metodoloǵıa se tuvieron ciertos problemas bibliográficos
como el desconocimiento del oscilador de Dirac en el espacio de momentos en una
dimensión, que fueron desarrollados en el apéndice A siguiendo la metodoloǵıa de
Radoslaw [29], esto debido a que en la ref. [49] no se presenta el resultado correcto
del ĺımite β → 0 del oscilador con correcciones GUP, por tanto, el resultado correcto
se puede encontrar en el apéndice B.

Otro problema presentado es el desconocimiento de la enerǵıa del oscilador rela-
tivista, sin embargo, en el apéndice D se desarrolla de una manera similar al autor
de la ref. [64].

La propuesta tambien es analoga, por simetria, al momento minimo, que aqui se
desarrollo en longitud minima, por lo que se puede extenderse al momento minimo.
En general, es posible medir los efectos GUP con simulación numérica similar a la
propuesta de Bernal [10].

Resumiendo, el principio de correspondencia presentado por Bernal y otros [10]
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es extendible a la mecánica cuántica y mecánica cuántica-relativista, deformadas por
GUP, en conjunto con el ĺımite HUP y el ĺımite no relativista para el oscilador de
Dirac, y para el pozo cuántico solo se requiere del ĺımite HUP.

Hay una serie de problemas que se pueden resolver con esta propuesta metodológi-
ca de la tesis. Dentro del campo de la mecánica cuántica deformada se recomienda
resolver: el oscilador armónico cuántico en 1D y 3D, el átomo de hidrógeno, el pozo
esférico y otros. En cuanto al campo de la mecánica cuántica-relativista deformada
se recomienda resolver: el oscilador de Klein-Gordon en 1D y 3D, el pozo infinito de
Dirac y de Klein-Gordon, el átomo de hidrógeno relativista, etc. Por lo que el campo
de investigación no está cerrado.
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[13] R. Alicki, Quantum mechanical tools in applications to classical dynamical sys-
tems, Phys. Rev. Lett. 81, 2040 (1998).

[14] R. W. Zwanzig, Transition from quantum to classical partition function, Phys.
Rev. 106, 13 (1957).

[15] M. A. Doncheski and R. W. Robinett, Comparing classical and quantum proba-
bility distributions for an asymmetric infinite well, European Journal of Physics
21, 227 (2000).

[16] M. N. Berberan-Santos, E. N. Bodunov, and L. Pogliani, Classical and quantum
study of the motion of a particle in a gravitational fi
eld, Journal of Mathematical Chemistry 37, 101 (2005).

[17] J. H. van Vleck, The absorption of radiation by multiply periodic orbits, and
its relation to the correspondence principle and the Rayleigh-Jeans law. Part II.
calculation of absorption by multiply periodic orbits, Phys. Rev. 24, 347 (1924).

[18] F. C. Hoyt, Application of the correspondence principle to relative intensities
in series spectra, Phys. Rev. 26, 749 (1925).

[19] J. A. West, Z. D. Gaeta, and C. R. Stroud, Classical limit states of the helium
atom, Phys. Rev. A 58, 186 (1998).

[20] P. Stehle and P. G. DeBaryshe, Quantum electrodynamics and the correspon-
dence principle, Phys. Rev. 152, 1135 (1966).

[21] G. C. Dente, Classical limit of quantum electrodynamics, Phys. Rev. D 12, 1733
(1975).

[22] P. W. Ketchum, An extension of Bohr correspondence principle to apply to
small quantum numbers, Phys. Rev. 24, 463 (1924).

[23] B. Gao, Breakdown of Bohr’s correspondence principle, Phys. Rev. Lett. 83,
4225 (1999).

[24] C. Eltschka, H. Friedrich, and M. J. Moritz, Comment on “breakdown of Bohr’s
correspondence principle”, Phys. Rev. Lett. 86, 2693 (2001).
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[27] M. Moshinsky and A. Szczepaniak, The Dirac oscillator, Journal of Physics 22,
817 (1989).

[28] R. P. Mart́ınez, H. N. N. nez Yépez, and A. L. Salas-Brito, Relativistic quantum
mechanics of a Dirac oscillator, European Journal of Physics 16, 135 (1995).

[29] R. Szmytkowski and M. Gruchowski, Completeness of the Dirac oscillator ei-
genfunctions, Journal of Physics A: Mathematical and General 34, 4991 (2001).

[30] V. M. Villalba, Exact solution of the two-dimensional Dirac oscillator, Phys.
Rev. A 49, 586 (1994).
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Apéndice A

El oscilador de Dirac en el espacio
de momentos

El oscilador de Dirac en una dimensión espacial [27, 29] se presenta en la ecuación
siguiente:

cα
(
~P − iβmω ~X

)
Ψ + βmc2Ψ = EΨ, (A.1)

con las siguientes matrices:

α =

(
0 −i
i 0

)
, β =

(
1 0
0 −1

)
, Ψ =

(
f
g

)
. (A.2)

Al aplicar las matrices anteriores, el sistema de ecuaciones para la componente grande
(f) y pequeña (g) es:

c
(
−i ~P +mω ~X

)
g =

(
E −mc2

)
f, (A.3)

c
(
i ~P +mω ~X

)
f =

(
E +mc2

)
g, (A.4)

en el caso de f , el sistema se puede resolver aplicando el operador siguiente:

c2
(
−i ~P +mω ~X

)(
i ~P +mω ~X

)
f =

(
E +mc2

)
c
(
−i ~P +mω ~X

)
g

=
(
E2 −m2c4

)
f, (A.5)

por tanto, para resolver el lado izquierdo basta con aplicar una multiplicación de
operadores:
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c2
(
−i ~P +mω ~X

)(
i ~P +mω ~X

)
= c2

[
~P 2 +m2ω2 ~X2 + imω

[
~X, ~P

]]
, (A.6)

en este punto se utiliza el conmutador usual
[
~X, ~P

]
= i~, y la ecuación para la

componente grande es:

c2
[
~P 2 +m2ω2 ~X2 − ~mω

]
f =

(
E2 −m2c4

)
f. (A.7)

Existe poca bibliograf́ıa del oscilador de Dirac en el espacio de momentos 1, por
lo que se pretende resolver mediante los siguientes operadores usuales en el espacio
de momentos [1], en este espacio se tienen resultados del oscilador de Dirac en el
espacio de momentos:

P = p, x = i~
d

dp
, (A.8)

con base en este cambio de operadores, la ecuación diferencial para la componente
grande a resolver:

c2

[
p2 −m2~2ω2 d2

dp2

]
f =

(
E2 −m2c4 +mc2~ω

)
f, (A.9)

dividiendo por mc2~ω se tiene:

1

m~ω
p2f −m~ω

d2f

dp2
=
E2 −m2c4 +mc2~ω

mc2~ω
f, (A.10)

es necesario definir una cantidad adimensional Θ = E2−m2c4+mc2~ω
mc2~ω para simplificar

el cálculo:

1

m~ω
p2f −m~ω

d2f

dp2
= Θf, (A.11)

definimos u = 1√
m~ωp para tener:

d2f

du2
+
(
Θ− u2

)
f = 0, (A.12)

esta ecuación diferencial ya tiene soluciones conocidas, la solución para la componente

1Se puede encontrar a partir de las soluciones del oscilador de Dirac en el espacio de posición
[29], aplicando una transformada de Fourier al espacio de momento.
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grande es:

f = Ae−
u2

2 Hn(u), (A.13)

siendo Hn(u) los polinomios de Hermite de orden n y A una constante de normali-
zación. Luego para encontrar g, basta con usar la ecuación:

c

(
ip+ i~mω

d

dp

)
f =

(
E +mc2

)
g, (A.14)

haciendo el cambio de variable u = 1√
m~ωp, se tiene:

ci
√
m~ω

(
u+

d

du

)
f =

(
E +mc2

)
g, (A.15)

luego usando la solución de la componente grande:

(
u+

d

du

)
Ae−

u2

2 Hn(u) = Ae−
u2

2 H ′n(u), (A.16)

una propiedad conocida de los polinomios de Hermite es la siguiente identidad:
H ′n(u) = 2nHn−1(u), luego g viene dada por:

2Acn
√
m~ω

(E +mc2)
e−

u2

2 Hn−1(u) = g. (A.17)

La constante de normalización es calculada en el rango de momentos [−∞,∞],
siendo un intervalo abierto:

∫ ∞
−∞

[
f ∗n

(
p√
m~ω

)
fn

(
p√
m~ω

)
+ g∗n

(
p√
m~ω

)
g∗n

(
p√
m~ω

)]
dp

= 1. (A.18)

Haciendo el cambio de variable de u = p√
mω~ , se tiene:

√
mω~A2

∫ ∞
−∞

e−u2

H2
n(u) +

(
2cn
√
m~ω

(E +mc2)

)2

e−u
2

H2
n−1(u)

du = 1, (A.19)
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Las condiciones de ortogonalidad de los polinomios de Hermite respecto a la función
peso ya son conocidas, por tanto:

√
mω~πA2

2nn! +

(
2cn
√
m~ω

(E +mc2)

)2

2n−1(n− 1)!

 = 1, (A.20)

esto implica que la constante de normalización tiene el siguiente resultado:

A =

√mω~π
2nn! +

(
2cn
√
m~ω

(E +mc2)

)2

2n−1(n− 1)!

− 1
2

. (A.21)

El espectro de enerǵıa para el oscilador de Dirac viene dado como sigue:

Θ = 2n+ 1, (A.22)

por tanto, el espectro energético es:

En = ±mc2

√
1 + 2n

~ω
mc2

, (A.23)

este espectro admite soluciones positivas y negativas. Luego las soluciones espaciales
para enerǵıa positiva son:

fn(u) =

√
En +mc2

2n+1n!
√
mω~πEn

e−
u2

2 Hn(u), (A.24)

gn(u) =

√
En −mc2

2n(n− 1)!
√
mω~πEn

e−
u2

2 Hn−1(u). (A.25)
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Cálculo del ĺımite β → 0 de las
soluciones de Nouicer: el oscilador
de Dirac con correcciones GUP

Las soluciones de Nouicer para el oscilador de Dirac en presencia de longitud
mı́nima [49] son:

fn(p) = N(1 + βp2)−λ/2Cλ
n

(
p
√
β√

1 + βp2

)
, (B.1)

gn(p) =
2Nc√

β(En +mc2)
(1 + βp2)−λ−1Cλ+1

n−1

(
p
√
β√

1 + βp2

)
, (B.2)

siendo λ = 1
mω~β , β el parámetro de deformación, f y g componente grande y pe-

queña, respectivamente, y C los polinomios de Gegenbauer o ultraesféricos [62]. Con
un espectro de enerǵıa:

En = ±mc2

√
1 + 2n

ω~
mc2

+ β
ω2~2n2

c2
, n = 0, 1, 2. (B.3)

La constante de normalización viene dada por:

N =
2λβ1/4

√
2π

[
Γ(2λ+ n)

n!(n+ λ)[Γ(λ)]2
+

c2

β(En +mc2)2

Γ(2λ+ n+ 1)

(n− 1)!(n+ λ)[Γ(λ+ 1)]2

]−1/2

,

(B.4)
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donde Γ representa la función gamma. En este punto es necesario aplicar el ĺımite
de HUP a las soluciones de Nouicer para recuperar el ĺımite cuántico-relativista de
las soluciones del oscilador de Dirac, por tanto, al aplicar el ĺımite β → 0 en la
componente grande se tiene que λ→∞:

ĺım
λ→∞

fn(p) = ĺım
λ→∞

[
N(1 + βp2)−λ/2Cλ

n

(
p
√
β√

1 + βp2

)]
,

= ĺım
λ→∞

(1 + βp2)−λ/2 ĺım
λ→∞

[
NCλ

n

(
p
√
β√

1 + βp2

)]
, (B.5)

esto se simplifica si se calcula por partes:

ĺım
λ→∞

(1 + βp2)−λ/2 = ĺım
λ→∞

(
1 +

p2

mω~λ

)−λ/2
, (B.6)

con el cambio de variable siguiente:

u =
mω~λ
p2

, λ→∞, u→∞, (B.7)

luego:

ĺım
λ→∞

(
1 +

p2

mω~λ

)−λ/2
= ĺım

u→∞

(
1 +

1

u

)−up2
2mω~

, (B.8)

Al usar la siguiente identidad:

ĺım
x→∞

(
1 +

1

x

)x
= e, (B.9)

es posible simplificar:

ĺım
u→∞

(
1 +

1

u

)−up2
2mω~

=

[
ĺım
u→∞

(
1 +

1

u

)u] −p22mω~

= exp

(
−p2

2mω~

)
, (B.10)

por el otro lado se tiene:
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ĺım
λ→∞

[
NCλ

n

(
p
√
β√

1 + βp2

)]
, (B.11)

en términos de λ es:

ĺım
λ→∞


2λβ1/4Cλn

(
p
√
β√

1+βp2

)
√

2π

[
Γ(2λ + n)

n!(n + λ)[Γ(λ)]2
+

c2

β(En +mc2)2

Γ(2λ + n + 1)

(n− 1)!(n + λ)[Γ(λ + 1)]2

]−1/2

,

ĺım
λ→∞


2λ
(

1
mω~λ

)1/4
Cλn

(√
p2

mω~λ+p2

)
√

2π

[
Γ(2λ + n)

n!(n + λ)[Γ(λ)]2
+

c2

1
mω~λ (En +mc2)2

Γ(2λ + n + 1)

(n− 1)!(n + λ)[Γ(λ + 1)]2

]−1/2

,
(B.12)

luego:

ĺım
λ→∞


2λCλn

(√
p2

mω~λ+p2

)
(mω~)1/4 (λ)1/4

√
2π

[
Γ(2λ + n)

n!(n + λ)[Γ(λ)]2
+

mc2~ω(
En +mc2

)2 λΓ(2λ + n + 1)

(n− 1)!(n + λ)[Γ(λ + 1)]2

]−1/2

, (B.13)

obteniendo factores comunes:

ĺım
λ→∞


2λCλn

(√
p2

mω~λ+p2

)
(mω~)1/4 (λ)1/4

√
2π

[
1

n!(n + λ)

]− 1
2
[

Γ(2λ + n)

[Γ(λ)]2
+

nmc2~ω(
En +mc2

)2 λΓ(2λ + n + 1)

[Γ(λ + 1)]2

]−1/2

, (B.14)

es necesario usar propiedades de la función Gamma [62] para reducir:

Γ(2λ+ n) = (2λ+ n− 1)(2λ+ n− 2)...(2λ)Γ(2λ) = PΓ(2λ),

Γ(2λ+ n+ 1) = (2λ+ n)(2λ+ n− 1)...(2λ)Γ(2λ) = P ′Γ(2λ), (B.15)

Siendo P y P ′ los productos anteriores y usando la fórmula doble de Gamma
[62]:

Γ(2λ) =
22λ−1

√
π

Γ(λ)Γ(λ+ 1/2), (B.16)
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se simplifica

ĺım
λ→∞


2λCλn

(√
p2

mω~λ+p2

)
(mω~)1/4 (λ)1/4

√
2π

[
1

n!(n + λ)

]− 1
2
[
P22λ−1Γ(λ)Γ(λ + 1/2)

√
π[Γ(λ)]2

+
nmc2~ω(

En +mc2
)2 λP ′22λ−1Γ(λ)Γ(λ + 1/2)

√
πλ2[Γ(λ)]2

]−1/2

,
(B.17)

nuevamente, en esta parte es necesario separar términos:

ĺım
λ→∞

[
P22λ−1Γ(λ+ 1/2)√

πΓ(λ)
+

nmc2~ω
(En +mc2)2

P ′22λ−1Γ(λ+ 1/2)√
πλΓ(λ)

]−1/2

, (B.18)

para este caso, es necesario aplicar la siguiente igualdad [62]:

ĺım
λ→∞

Γ(λ+ a)

Γ(λ)
e−a lnλ = 1, (B.19)

luego:

ĺım
λ→∞

[
P22λ−1Γ(λ+ 1/2)√

πΓ(λ)

e−1/2 lnλ

e−1/2 lnλ
+

nmc2~ω
(En +mc2)2

P ′22λ−1Γ(λ+ 1/2)√
πλΓ(λ)

e−1/2 lnλ

e−1/2 lnλ

]−1/2

,

(B.20)

al aplicar el ĺımite a estas componentes queda:

ĺım
λ→∞

[
P22λ−1e1/2 lnλ

√
π

+
nmc2~ω

(En +mc2)2

P ′22λ−1e1/2 lnλ

√
πλ

]−1/2

, (B.21)

en cuanto a P y P ′, se regresa a su variable:

P =
Γ(2λ+ n)

Γ(2λ)
, (B.22)

se puede resolver con la misma igualdad:

ĺım
λ→∞

Pe−n ln (2λ) = ĺım
λ→∞

Γ(2λ+ n)

Γ(2λ)
e−n ln (2λ) = 1, (B.23)
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por tanto, el resultado es:

ĺım
λ→∞

[
en ln (2λ)22λ−1e1/2 lnλ

√
π

+
nmc2~ω

(En +mc2)2

e(n+1) ln (2λ)22λ−1e1/2 lnλ

√
πλ

]−1/2

,(B.24)

simplificando:

ĺım
λ→∞

[
22λ+n−1λn+ 1

2

√
π

+
nmc2~ω

(En +mc2)2

22λ+nλn+ 1
2

√
π

]−1/2

, (B.25)

nuevamente es necesario sacar factores comunes:(
2n−1

√
π

+
2nnmc2~ω

√
π(En +mc2)2

)−1/2

ĺım
λ→∞

[
22λλn+1/2

]−1/2
, (B.26)

Luego, se regresa a la ecuación original:

(
2n−1

√
π

+
2nnmc2~ω

√
π(En +mc2)2

)−1/2

×

ĺım
λ→∞

 2λCλ
n

(√
p2

mω~λ+p2

)
(mω~)1/4 (λ)1/4

√
2π

[
1

n!(n+ λ)

]− 1
2 [

22λλn+1/2
]−1/2

, (B.27)

simplificando:

1

(mω~)1/4
√

2π

(
2n−1

√
π

+
2nnmc2~ω

√
π(En +mc2)2

)−1/2

×

ĺım
λ→∞

[
λ−n/2Cλ

n

(√
p2

mω~λ+ p2

)[
λ

n!(n+ λ)

]− 1
2

]
, (B.28)

separando de nuevo:

ĺım
λ→∞

[
λ

n!(n+ λ)

]− 1
2

= ĺım
λ→∞

[
1

n!n
λ

+ n!

]− 1
2

=
√
n!, (B.29)
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luego se tiene:

√
n!

(mω~)1/4
√

2π

(
2n−1

√
π

+
2nnmc2~ω

√
π(En +mc2)2

)−1/2

×

ĺım
λ→∞

[
λ−n/2Cλ

n

(√
p2

mω~λ+ p2

)]
, (B.30)

en este caso, se debe hacer la sustitución λ = λ′

2
:

ĺım
λ→∞

λ−n/2Cλn
√ p2

mω~λ + p2

 = ĺım
λ′→∞

(λ′
2

)−n/2
C
λ′
2
n

√√√√ p2

mω~λ′
2

+ p2

, (B.31)

sin embargo, en este ĺımite se presenta que:

C
λ′
2
n

(√
p2

mω~λ′
2

+ p2

)
∼ C

λ′
2
n

(
p√
mω~

√
2

λ′

)
, (B.32)

aprovechando la identidad [62]:

ĺım
λ′→∞

(λ′)
−n/2

C
λ′
2
n

(
u

√
2

λ′

)
=

2−n/2

n!
Hn(u), (B.33)

se puede llegar a:

1

(mω~)1/4
√
n!
√

2π

(
2n−1

√
π

+
2nnmc2~ω

√
π(En +mc2)2

)−1/2

Hn

(
p√
m~ω

)
, (B.34)

mediante manipulación algebraica se llega a:√
En +mc2

√
mω~πn!2n+1En

Hn

(
p√
m~ω

)
, (B.35)

en conjunto con la parte exponencial calculada al inicio, la componente grande
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de las soluciones de Nouicer en el ĺımite β → 0 es:√
En +mc2

√
mω~πn!2n+1En

Hn

(
p√
m~ω

)
exp

(
− p2

2m~ω

)
. (B.36)

En cuanto a la componente pequeña, el cálculo es similar.



Apéndice C

Aplicación del nuevo principio de
correspondencia sobre las
soluciones del oscilador de Dirac
en el espacio de momentos

Las soluciones del oscilador de Dirac en el espacio de momento para soluciones
positivas (apéndice A) son:

fn(u) =

√
En +mc2

2n+1n!
√
mω~πEn

e−
u2

2 Hn(u), (C.1)

gn(u) =

√
En −mc2

2n(n− 1)!
√
mω~πEn

e−
u2

2 Hn−1(u), (C.2)

con u = p√
mω~ . La densidad de probabilidad cuántica-relativista viene dada por:

ρRQMn = |fn (p)|2 + |gn (p)|2 . (C.3)

De esta manera, la densidad de probabilidad es:

ρRQMn (p) =
En +mc2

2n+1n!
√
mω~πEn

exp

(
− p2

m~ω

)
H2
n

(√
1

m~ω
p

)

+
En −mc2

2n(n− 1)!
√
mω~πEn

exp

(
− p2

m~ω

)
H2
n−1

(√
1

m~ω
p

)
, (C.4)

69
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es necesario definir las siguientes cantidades:

α =
1

m~ω
, |an|2 =

En +mc2

2n+1n!
√

π
α
En

, |a′n|
2

=
En −mc2

2n(n− 1)!
√

π
α
En

, (C.5)

luego, la ecuación es más simple:

ρRQMn (p) = |an|2 exp
(
−αp2

)
H2
n

(√
αp
)

+ |a′n|
2

exp
(
−αp2

)
H2
n−1

(√
αp
)
. (C.6)

La propuesta metodológica para obtener el ĺımite clásico implica aplicar la transfor-
mada de Fourier directa a un espacio cualquiera, en este caso k:

F
(
ρRQMn (p)

)
=

1√
2π

∫ ∞
−∞

[
|an|2 exp

(
−αp2

)
H2
n

(√
αp
)]
e−ikpdp

+
1√
2π

∫ ∞
−∞

[
|a′n|

2
exp

(
−αp2

)
H2
n−1

(√
αp
)]
e−ikpdp, (C.7)

en este caso se puede hacer el cálculo de la transformada del primer término,
de esta manera simplemente se generaliza al segundo término. Es necesario definir
cambios de variables que sean lineales:

u =
√
αp, du =

√
αp, (C.8)

además, si p→ ±∞ entonces u→ ±∞, luego:

|an|2√
2π

∫ ∞
−∞

exp
(
−αp2

)
H2
n

(√
αp
)
e−ikpdp =

|an|2√
2πα

∫ ∞
−∞

exp
(
−u2

)
H2
n (u) e

−i ku√
αdu,

(C.9)

no obstante, se puede explotar la paridad de los polinomios de Hermite:

|an|2√
2πα

∫ ∞
−∞

exp
(
−u2

)
H2
n (u) e

−i ku√
αdu =

2 |an|2√
2πα

∫ ∞
0

exp
(
−u2

)
H2
n (u) cos

(
ku√
α

)
du,

(C.10)

En el trabajo de Gradshteyn [62] se puede encontrar que la transformada de Fourier
de los polinomios de Hermite es:
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2 |an|2√
2πα

∫ ∞
0

exp
(
−u2

)
H2
n (u) cos

(
ku√
α

)
du =

|an|2

|An|2
exp

(
− k

2

4α

)
Ln

(
k2

2α

)
,(C.11)

donde Ln(u) son los polinomios de Laguerre de orden n, con:

|An|2 =

√
2α

2nn!
. (C.12)

En general, la densidad de probabilidad cuántica-relativista en el espacio k viene
dada por:

ρRQMn (k) =
|an|2

|An|2
exp

(
− k

2

4α

)
Ln

(
k2

2α

)
+
|a′n|

2

|An−1|2
exp

(
− k

2

4α

)
Ln−1

(
k2

2α

)
.

(C.13)

La propuesta metodológica sugiere encontrar el comportamiento asintótico para un
n � 1 en la densidad de probabilidad cuántica-relativista. En el trabajo de Gabor
[63] se encuentra el comportamiento asintótico para los polinomios de Laguerre:

F
(
u2
)

= e−
u2

2 Ln
(
u2
)
∼ J0

(
2
√
Nu
)

− π

2

∫ u

0

t3F
(
t2
) [
J0

(
2
√
Nu
)
Y0

(
2
√
Nt
)
− J0

(
2
√
Nt
)
Y0

(
2
√
Nu
)]
dt,

(C.14)

donde J0 y Y0 son las funciones de Bessel de primer y segunda especie, respectiva-
mente. Luego la densidad de probabilidad en el ĺımite asintótico es:

ρRQMN (k) =
|an|2

|An|2
J0

(
2
√
N1

k√
2α

)
+O1

+
|a′n|

2

|An−1|2
J0

(
2
√
N2

k√
2α

)
+O2, (C.15)

con los siguientes residuos cuánticos-relativistas:
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O1 = − |an|
2

|An|2
π

2

∫ k√
2α

0

t3F
(
t2
) [
J0

(
2
√
N1

k√
2α

)
Y0

(
2
√
N1t
)

− J0

(
2
√
N1t
)
Y0

(
2
√
N1

k√
2α

)]
dt, (C.16)

O2 = − |a
′
n|

2

|An−1|2
π

2

∫ k√
2α

0

t3F
(
t2
) [
J0

(
2
√
N2

k√
2α

)
Y0

(
2
√
N2t
)

− J0

(
2
√
N2t
)
Y0

(
2
√
N2

k√
2α

)]
dt, (C.17)

con N1 = n+ 1
2

y N2 = n− 1
2
. El espectro de enerǵıa considerado para este caso

es:

E2
n = m2c4 + βω2~2n2m2c2 + 2nω~mc2, (C.18)

y la enerǵıa del oscilador relativista:

E2
RM = γ2m2c4, (C.19)

igualando ambas enerǵıas:

m2c4 + βω2~2n2m2c2 + 2nω~mc2 = γ2m2c4, (C.20)

se tiene la siguiente ecuación cuadrática:

An2 +Bn+ C = 0, (C.21)

con:

A = βω2~2m2c2, B = 2ω~mc2, C =
(
1− γ2

)
m2c4. (C.22)

Los valores que puede tener n son:

n± =
−B ±

√
B2 − 4AC

2A
, (C.23)

n tiene la propiedad n ≥ 0, esto implica no tomar la parte negativa, luego:
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n =
−B +

√
B2 − 4AC

2A
=

√
1− (1− γ2)βm2c2 − 1

βm~ω
, (C.24)

este valor es necesario para fijar el valor de la enerǵıa cuántica a la enerǵıa relativista,
en general, el argumento de la función de Bessel es:

ρRQMN (k) ∼ |an|
2

|An|2
J0 (δ1k) +O1 +

|a′n|
2

|An−1|2
J0 (δ2k) +O2, (C.25)

con:

δ1 =
√
m~ω (2n+ 1), δ2 =

√
m~ω (2n− 1), (C.26)

este argumento debe ser modificado introduciendo el valor de n modificado 1

n =
(γ2 − 1)mc2

~ω
(√

1− (1− γ2)βm2c2 + 1
) , (C.27)

esto implica que los argumentos se pueden expresar como sigue:

δ1 =

√√√√2(γ2 − 1)m2c2 +m~ω
(√

1− (1− γ2)βm2c2 + 1
)

√
1− (1− γ2)βm2c2 + 1)

,

δ2 =

√√√√2(γ2 − 1)m2c2 −m~ω
(√

1− (1− γ2)βm2c2 + 1
)

√
1− (1− γ2)βm2c2 + 1)

. (C.28)

El siguiente paso metodológico implica recuperar la información al espacio de mo-
mentos, por eso se obtiene la transformada inversa de Fourier a la ecuación (C.25):

F−1
(
ρRQMN (k)

)
=

1√
2π

∫ ∞
−∞

[
|an|2

|An|2
J0 (δ1k) +O1

]
eikpdk

+
1√
2π

∫ ∞
−∞

[
|a′n|

2

|An−1|2
J0 (δ2k) +O2

]
eikpdk. (C.29)

Esta integral puede ser resuelta utilizando una componente y generalizando para la

1Algebraicamente se ha trabajado la ecuación (C.24) multiplicando y dividiendo por√
1− (1− γ2)βm2c2 + 1.
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otra componente, sin embargo, se puede aprovechar diversos textos matemáticos [62]
y concluir que la transformada inversa de la función de Bessel de orden 0 es:

2√
2π

|an|2

|An|2
∫ ∞

0

J0 (δ1k) cos (kp) dk =
2√
2π

|an|2

|An|2
1√

δ2
1 − p2

, (C.30)

esto implica que la densidad de probabilidad cuántica-relativista en el espacio de
momentos con un número cuántico N � 1 y con cota energética ERQM

N = ERM es:

ρRQMN (p) =
2√
2π

|an|2

|An|2
1√

δ2
1 − p2

+
2√
2π

|a′n|
2

|An−1|2
1√

δ2
2 − p2

+Q, (C.31)

con:

Q =
1√
2π

∫ ∞
−∞

[O1 +O2]eikpdk. (C.32)

La ec. (C.32) puede ser reescrita en térmitos iterados [2, 10, 26]:

Q =
|an|2

|An|2
1

2πδ1

Σ∞j=1

(
−~2

S2
1

)j
ij(p, δ1) +

|a′n|
2

|An−1|2
1

2πδ2

Σ∞j=1

(
−~2

S2
2

)j
ij(p, δ2), (C.33)

con S1 =
πδ2

1

mω
y S2 =

πδ2
2

mω
.



Apéndice D

Enerǵıa del oscilador relativista

El oscilador relativista no posee soluciones anaĺıticas, sin embargo, es posible
encontrar la enerǵıa de un oscilador con correcciones mı́nimas [64], la Lagrangiana
relativista de este sistema es asociado a un campo escalar φ como sigue:

L =
1

2
muνu

ν +
φ

c

√
uνuν , (D.1)

la cual equivale a una part́ıcula de masa m en un campo escalar φ. El campo escalar
asociado a un movimiento de un oscilador es:

φ = −1

2
k (xσ − aσ) (xσ − aσ) =

1

2
k
[
(~r − ~a)2 − ( ~x0 − ~a0)2] , (D.2)

con k una constante de proporcionalidad, en el caso que dos relojes que están sincro-
nizados, la parte temporal se anula ( ~x0 − ~a0) = 0, y a la vez el origen de coordenadas
se asume en ~a = 0, por tanto, el campo escalar para un oscilador es:

φ =
1

2
k~r2, (D.3)

luego la ecuación de movimiento es:

d

dτ

[(
m+

1

2

kr2

c2

)
uν
]

= −kxν , (D.4)

se trabaja en una dimensión por lo que r = x, en ν = 0 se tiene:

d

dτ

[(
m+

1

2

kx2

c2

)
cγ

]
= 0, (D.5)
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esto implica que:

E = cte =
mc2 + kx2

2√
1− ẋ2

c2

, (D.6)

despejando ẋ2:

ẋ2 =
c2

E2

[
E2 −m2c4 − k2x4

4
−mkx2c2

]
, (D.7)

para el caso que las condiciones iniciales de este sistema son ẋ(0) = v0 y x(0) = 0 se
tiene:

v2
0 =

c2

E2

[
E2 −m2c4

]
(D.8)

de esta manera, se puede encontrar que la enerǵıa del oscilador relativista es:

E = γmc2, γ =
1√

1− v2
0

c2

. (D.9)

En el ĺımite no relativista esta enerǵıa converge a E ∼ p2
0

2m
, con p0 = mv0.
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