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Resumen

En este trabajo se presentan dos propuestas metodolégicas para recuperar el
limite clasico de la mecanica cuantica en el contexto de un Principio de Incertidumbre
Generalizado (GUP) a través de la aplicacién de una extension del principio de
correspondencia de Bohr a las soluciones de la ecuacion de Schrodinger y a la ecuacién
de Dirac, ambas con correcciones GUP.

En general, se presentan diversos temas en el marco tedrico como el enfoque
historico del principio de correspondencia de Bohr, los postulados de la mecanica
cuantica, el advenimiento de las ecuaciones de onda relativistas dadas por Dirac
y Klein-Gordon, y al final se desarrolla un aspecto general de la hipdtesis de un
principio de incertidumbre generalizado (GUP) y se presentan los aspectos fisicos
del pozo infinito y del oscilador de Dirac ante una correccion GUP.

Mediante el nuevo principio de correspondencia se encontro el limite clasico de la
particula en una caja unidimensional con correcciones GUP, sin embargo, es preciso
aplicar o complementar el nuevo principio de correspondencia junto con el limite
del Principio de Incertidumbre de Heisenberg (HUP). El limite HUP tnicamente es
verificar que el parametro de deformacion GUP tienda a cero. La razon entre los
residuos es ligeramente mayor a 1, siendo comparados con estudios previos.

Ademas, se encontré el limite clasico del oscilador de Dirac con correcciones
GUP, a través del nuevo principio de correspondencia, del limite no relativista y del
limite HUP. La razén entre la densidad de probabilidad clasica-GUP y la densidad
de probabilidad clésica es ligeramente mayor que 1.

Por primera vez, se tienen resultados del limite clasico de la mecanica cuantica
y de la mecanica cuantica-relativista deformadas por la presencia de un principio
de incertidumbre generalizado, ademés de introducir el parametro de deformacién
en la densidad de probabilidad clasica, sin embargo, los residuos cuanticos-GUP son
mucho més pequenos que sus contrapartes cuanticas.



Introduccion

La conexién entre la mecanica relativista y la mecanica clasica se obtiene a través
de un limite conocido como el limite no relativista, el cual puede ser revisado en
cualquier texto introductorio a la relatividad especial, sin embargo, las cosas cambian
cuando se quiere recuperar propiedades dinamicas de la mecéanica clasica desde la
formulacién de la mecédnica cuantica. La mecédnica cudntica, matemdaticamente, es
diferente a su contraparte cldsica y fisicamente tiene resultados correctos como la
cuantizacién de la energia [1].

Los postulados de la mecanica cuantica implican desarrollos en el espacio de Hil-
bert y los valores medibles son valores esperados de algtin operador sobre la funcién
de onda (indeterminista) mientras que la mecanica clésica es puramente determinis-
ta, esta discrepancia junto con el principio de incertidumbre de Heisenberg presenta
una dificultad en cuanto a demostrar si realmente existe una correspondencia entre
ambas mecanicas.

La ley de Planck es una relaciéon matematica que explica todo el espectro de la
radiancia espectral del cuerpo negro, ademas, tiene un comportamiento cuantico de-
bido al cuanto de accién h, por el otro lado, la ley de Rayleigh-Jean obtenida desde
la teoria electromagnética explica cierta parte del espectro y predice una catéstrofe
ultravioleta la cual no tiene evidencias fisicas, sin embargo, es posible recuperar la
ley de Rayleigh-Jean a través de la ley de Planck mediante el proceso metodolégico
conocido como el limite de Planck [2, 3] que ha tenido diversas aplicaciones y re-
sultados [4], sin embargo, es un método altamente restrictivo debido a que sélo es
aplicable en algunos resultados donde la constante de Planck puede ser eliminada.

El teorema de Ehrenfest ha sido descrito como un método que permite recuperar
las ecuaciones de movimiento de la mecanica clasica a través de los valores esperados
de momento y su relacién con el operador posicién [1, 5, 6] no obstante, ciertos
articulos expresan que el teorema es también un método restrictivo [2, 3, 7, §].

La funcién de Wigner determina el comportamiento de la mecanica estadistica
clasica a través de su formulacién en el espacio fase utilizando las soluciones de la
ecuacién de Schrodinger para diversos problemas [2, 9], sin embargo, la funcién de
Wigner es una distribucion cuasiprobabilistica, debido a que esta distribucién no es
estrictamente positiva y no se puede especificar que sea un método general, ya que

VI
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depende fuertemente de la paridad de las funciones de onda [10].

El potencial de Bohm deducido a través del método WKB en el regimen se-
miclésico [1, 2] permite recuperar la ecuacién de Hamilton-Jacobi cuando el potencial
cuantico de Bohm es cero, presenta buenos resultados [11, 12], sin embargo, su pro-
puesta viene motivada a través de la solucion a la ecuacion de Schrodinger en forma
1) = Re~"/" siendo 1 solucién de la ecuacién de Schrodinger, R una funcién real y .S
la accion clasica, entonces, si se introduce esa solucién en la ecuacion de Schrodinger,
se tiene la ecuacién de Hamilton-Jacobi en la parte real y la ecuacién de continuidad
en la parte imaginaria. En la parte real aparece un término extra conocido como el
potencial de Bohm. En el caso que el potencial de Bohm es cero se recupera exac-
tamente la ecuaciéon de Hamilton-Jacobi, esto implica un desconocimiento sobre que
pardmetro fisico del potencial debe valer cero; en ref. [2] se demuestra que aitin ha-
ciendo el limite de Planck en ese potencial es imposible que el potencial de Bohm
sea cero en el estado base del oscilador armoénico cuantico.

En la mecanica estadistica es posible encontrar diversos articulos que aproximan
resultados de la funcion de particién para ensambles cuanticos y ensambles clasicos
a través de diferentes metodologias, tal aproximacién es bastante restrictiva debido
a que solo es aplicable en problemas particulares [13, 14].

Algunos autores presentan resultados comparando la distribuciéon cuantica con
la distribucién clasica de diversos problemas en el espacio de configuraciones y de
fase [15, 16], tal comparacién es adecuada como aproximacién a la densidad de
probabilidad clasica.

El principio de correspondencia de Bohr formulado como un enunciado en 1923,
establece que la mecanica cuantica converge a la mecanica clasica cuando el nimero
cudntico principal de un sistema peridédico es grande [2, 3, 10], ha tenido diver-
sas aplicaciones en los espectros energéticos [17-19]. Otros autores han aplicado el
principio de correspondencia de Bohr en la electrodinamica cudntica, aunque técni-
camente no es el principio de correspondencia de Bohr, sino mas bien establece que
la electrodinamica clasica es recuperable en el limite de muchos fotones o que el
valor esperado de muchos fotones sea muy grande [20], mientras que Dente propone
que el resultado de la electrodindmica clasica es recuperable siempre que el fotén
inicie desde el estado vacio hasta el estado coherente [21]. Un autor sugiere que no
es necesario que el nimero cuantico principal sea muy grande, sin embargo esto es
aplicado en el 4tomo de Bohr, por lo que es muy restrictivo [22]. Otro autor sugiere
que para potenciales del tipo %, n > 2 donde C), es positivo, establece que no se
puede recuperar el espectro cldsico [23], no obstante, esto se discute especificamente
porque se ha trabajado en el régimen semiclasico [24].

En 2013, Bernal y otros propusieron un simple procedimiento matematico para
recuperar la densidad de probabilidad clasica a través de la densidad de probabilidad
cudntica mediante el principio de correspondencia de Bohr [10], lo anterior sugiere
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que la variable dinamica importante es la densidad de probabilidad de ambas teorias.
Se ha recuperado la densidad de probabilidad de los siguientes problemas cuanticos:
la particula en una caja y el oscilador arménico cuantico [10], el problema de Kepler
[25] y la matriz densidad [26].

El principio de correspondencia propuesto por Bernal y otros no ha sido aplicado
a problemas cuanticos con principios de incertidumbre generalizados como longitud
minima, momentos minimo o ambos. La bibliografia de los limites clasicos de la
mecanica cuantica deformada por GUP presenta poca informacion, por lo que es
necesario extender el principio de correspondencia a este campo.

El oscilador de Dirac es un problema mecanico cuantico relativista, especifica-
mente para particulas de espin 1/2, propuesto por Moshinsky en 3D [27] y extendido
mateméaticamente por Martinez y otros [28]. Se ha trabajado en una dimensién y se
ha verificado la completitud de sus eigenfunciones [29], tiene soluciones en 2D [30],
presenta una supersimetria oculta debido al momento anémalo [31], tiene referen-
cias de verificacién experimental [32, 33| y el limite no relativista es presentado por
Moshinsky a niveles bajos de energia del sistema [27].

Recientemente se ha introducido una deformacion al principio de incertidumbre
de Heisenberg debido a una hipdtesis de una longitud minima, derivado de teorias
recientes como cuerdas [34], gravitacion cuantica [35, 36], agujeros negros [37], etc.
Esta correccién modifica la relacién de conmutacion de Heisenberg y por tanto, el
principio de incertidumbre de Heisenberg. En la literatura se suele denominar GUP
(Generalized Uncertainty Principle). La correccion GUP se manifiesta como una
friccién cudntica en diversos problemas [38], se ha extendido el potencial newtoniano
en presencia de un GUP [39], se ha modificado el espacio de Hilbert y la ecuacién de
Schrodinger en el espacio de fase [40], en fin, se ha modificado la mecénica cudntica
bajo GUP [41-44].

La presencia de GUP aplicado a la mecanica cuantica relativista presenta diversas
referencias, se han estudiado las particulas en una caja para el caso de Dirac y
Klein-Gordon [45], en el dambito de la teorfa cudntica de campos se ha trabajado el
campo de Klein-Gordon desde diferentes formalismos [46, 47]. Blado y otros [44],
han agregado una correccién GUP al pozo infinito unidimensional, modificando las
soluciones y por tanto, el espectro de energia. Esto implica que es necesario extender
el principio de correspondencia a la mecanica cuantica deformada, especificamente al
pozo unidimensional en conjunto con el limite HUP, se espera recuperar la densidad
de probabilidad clésica de este sistema y que coincida con resultados previos [2, 10].

El oscilador de Dirac en presencia de modificaciones GUP ha sido estudiado por
diversos autores. Arifuzzaman y otros a través de la formulacién de Moshinsky [27]
reducen el problema a 1D y modifican la relaciéon de conmutacion de Heisenberg a
GUP obteniendo el espectro de energfa corregido [48], Nouicer resuelve el oscilador
de Dirac (1D) en presencia de GUP en el espacio de fase y demuestra que al aplicar
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el limite § — 0, siendo [ el parametro de deformaciion, recupera parcialmente las
soluciones del oscilador de Dirac sin GUP [49], Ara y otros resuelven el oscilador
de Dirac en el contexto de GUP de una ecuaciéon de Dirac con un potencial lineal
[50], Quesne y Tkachuk obtienen las soluciones del oscilador de Dirac con correccio-
nes GUP en el espacio de posicién, obteniendo resultados en la representacion de
momento [51].

De lo anterior, la propuesta de este trabajo consiste en aplicar el principio de
correspondencia de Bohr, el limite no relativista y el limite de HUP (Heisenberg
Uncertainty Principle), a la densidad de probabilidad cudntica relativista definida
por las soluciones del oscilador de Dirac con correcciones GUP. Se espera obtener
resultados congruentes con los resultados de la aplicacion del principio de corres-
pondencia de Bohr al oscilador arménico cudntico [10]. En general, el objetivo de
este trabajo consiste en recuperar el limite clasico de la mecanica cuantica y mecani-
ca cuantica-relativista deformadas por el principio de incertidumbre generalizado,
esto demotraria que el principio de correspondencia es extendible a este campo, es-
pecificamente con el pozo infinito cuantico deformado y el oscilador de Dirac con
correcciones GUP.

Este trabajo esta dividido por capitulos. El capitulo I contiene el marco teérico o
fundamento tedrico, el cual esta dividido en secciones segin su nivel de complejidad.
En el capitulo II se presenta la propuesta metodolégica para los problemas selectos.
En el capitulo I1I se presentan los resultados y el andlisis de resultados a fin de tener
una idea clara de los resultados de la propuesta. En el capitulo IV se presentan las
conclusiones y recomendaciones, ademas, se presentan apéndices para el desarrollo
matematico de los resultados.



Capitulo 1

Marco Teorico

1.1. Aspectos generales de la mecanica cuantica

La fisica clésica presenté una serie de problemas que no podia explicar con las
nociones de la mecénica clésica, teoria electromagnética, termodinamica, etc. Los
problemas como la discretizacién del espectro energético, el problema de la radia-
cion en los atomos, y el comportamiento onda-particula, han sido resueltos con el
advenimiento de la mecanica cuantica y mecanica relativista.

La mecénica cuantica inicia con la teoria cudantica antigua propuesta por N. Bohr
en 1913, en ella permitié explicar el espectro de la radiacion electromagnética emiti-
da por ciertos atomos. Esta teoria fue abandonada por la posterior teoria moderna,
sin embargo, lo interesante de esta teoria son los postulados de Bohr. Un postulado
de Bohr importante define que el momento angular orbital tiene los valores L = nh
paran = 1,2,3 y h es la constante de Planck, esta discretizacion implica la cuantiza-
cién de diferentes variables dindmicas (energia, radio atémico, etc). Otro resultado
interesante es la existencia de la estructura fina, espin, efecto Hall, efecto Stark,
efecto Zeeman y otros. En 1923, Bohr agrega un postulado adicional, el principio de
correspondencia de Bohr, el cual establece que la teoria clasica es recuperable cuando
el nimero cudntico principal de un sistema cudntico es grande [3].

En 1925, E. Schrédinger propone la mecanica ondulatoria motivado por los re-
sultados de Broglie mientras que W. Heisenberg propone la mecénica matricial, la
diferencia entre ambas teorias reside en la nocién de aplicacién, en la mecanica ondu-
latoria existen ondas pilotos (funcién de onda) y en la mecénica matricial inicamente
son variables dindmicas como x, p, ,etc. Ambas teorias son equivalentes, esto fue de-
mostrado en 1928 por E. Schrédinger.

En 1927 aparece el principio de incertidumbre de Heisenberg, este principio es-
tablece que la incertidumbre entre dos variables dindmicas no se puede medir con
arbitraria precision. Esto es congruente con las soluciones de la mecanica cuantica
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ondulatoria.

1.1.1. Formulacion de Schrodinger

La formulacién de Schrédinger inicia con la ecuacion diferencial de segundo orden
en coordenadas espaciales y de primer orden en coordenada temporal:

2
ih%llf(r, t) = —;—mV\IJ(r, t)+ V(r,t)U(r,t). (1.1)
Donde A es la constante de Planck reducida, m es la masa de la particula puntual,
V(r,t) es el potencial aplicado en la particula de masa m, puede depender del tiempo
0 no, i = y/—1 es la unidad imaginaria, ¥(r,t) es la solucién de la ecuacién de
Schrodinger (funcién de onda), tiene ciertas caracteristicas que debe cumplir para
tener significado fisico [1]. Cabe destacar que esta ecuacién tiene un andlogo a la
segunda ley de Newton, no en términos fisicos o matematicos, sino como propuesta,
de esta manera si se quiere la ecuacién de movimiento de una particula r(¢) en un
potencial V' (r), se puede obtener desde la segunda ley de Newton. En la mecédnica
cudntica si se quiere obtener la funcién de onda de una particula W(r,t) asociado
al potencial V' (r) se recurre a la ecuacién de Schrodinger. Se puede trabajar en una
coordenada espacial para mayor simplicidad. ¥(z,t) es compleja e inmensurable, es
necesario entonces definir conceptualmente el postulado de Born [1] como: si en el
instante t se lleva a cabo una medida para ubicar la particula descrita por la funcion
U(z,t), entonces la probabilidad P(x,t)dx de que el valor de x se encuentre entre x
y T+ dz es:

U*(x, £) ¥ (x, t)dx |U(z, )| da
P(x,t)dx = = : 1.2
() [0 (@, )0 (z, t)de [ |W(x, )| do (12)
De esta manera, la integral debe ser finita:
/\IJ*(:v,t)\If(x,t)dx = Ny, (1.3)

por lo que ¥(z,t) debe cumplir con la condicién que sea de cuadrado integrable, en
otras palabras, para © — oo la funcién ¥(z,t) debe tender a cero. El postulado
de Born tambien establece que P(z,t) debe valer 1 en todo el espacio, ya que eso
define la probabilidad de encontrar una particula en todo el espacio. Si el potencial es
independiente del tiempo la ec. (1.1) en una dimensién admite soluciones separables

[1]:
Wz, t) = o) f (1), (1.4)
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luego, introduciendo en ec. (1.1) se puede obtener la ecuacién de Schrédinger inde-
pendiente del tiempo:

h? d?

————=Y(x)+ V(x)Y(x) = EY(x 1.5

() + V(@) () = Bb(a), (15)
siendo f(t) = e~ la solucién para la parte temporal. La independencia temporal
del potencial aplicado a la particula tiene como consecuencia la eliminacion de las
componentes temporales en la densidad de probabilidad, esto es:

U (, ) W(z, t) = " (@) ()0 () f(t) = 7 (2)¢" (@) (1.6)
Ya que f*()f(t) = eii e~ = 1. Sin embargo, las soluciones pertenecen al espacio
complejo e infinito. El espacio de Hilbert en conjunto con la notacién de Dirac (bra-
ket), son suficientes para describir el formalismo de la mecénica cudntica ondulatoria.

Otra forma de escribir la ec. (1.5) es a través del operador de Hamilton [1]:

. K2 d?
=2
2m dx?

V(z), (1.7)

el cual debe ser aplicado a un estado cuéantico definido por la ec. (1.5). Algunos
aspectos importantes del espacio de Hilbert y su relaciéon con la mecanica cuantica
son definidos de esta manera:

» Un estado cuédntico es definido como el ket |¢,), la conjugada de ese estado
cudntico es el bra (i,].

= Un postulado de la mecanica cuantica establece que para un sistema con un
hamiltoniano determinado H, le correspondende cierto eigenvalor (energia del
sistema) F,, para el estado |¢,). Por consiguiente, la ecuacién de Schrédinger
es:

H [n) = Ep |¥n), (1.8)

siempre que H sea independiente del tiempo.

= El producto interno definido en el espacio de Hilbert consiste en:
k) = [ G (@)in(a)do > . (1.9)

= Un operador adjunto o conjugado hermitico cumple la siguiente propiedad:

<Tu|v> = <u|TTv> : (1.10)
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siendo T = T'.

= Un operador autoadjunto o hermitico cumple la siguiente condicion:

<Tu]v> = <u\Tv> : (1.11)

esto quiere decir que T="1"

= El valor esperado de un operador Aenel rango espacial de interés de un estado
cuantico definido es:

(ot = [ wi@)dvnalde = (1), (112
actuando sobre 1y,, siempre que ¢, ¢, pertenezcan al espacio de Hilbert y son

eigenfunciones de A.

» La incertidumnbre entre el operador A y T, es definida mediante:
oA0T > —|C| (1.13)

esto implica que C es el valor esperado del operador C' sobre las eigenfunciones.
Ademés C' = [A,T] = AT — T'A, es el conmutador de los operadores A, T.

= Los operadores de momento p y de energia son:

d - d

p=—ih
Las relaciones anteriores, son definidas en diferentes textos introductorios a la mecani-
ca cudntica y presentan los postulados de la mecdnica cudntica [1]. Existe otra for-
mulacién de la ecuacion de Schrodinger, las ecs. (1.1) y (1.5) son formulaciones en el
espacio de configuraciones o de coordenadas. La formulacion en el espacio fase o de
momentos es definida a través de la transformada de Fourier:

U(p) = F{y (@)} (1.15)

Aplicando la transformada de Fourier a la ecuacién de Schrodinger independiente
del tiempo se tiene:

hsz@ﬁfwmwmzﬂﬂmm, (1.16)
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donde:

4(p) = Flg(a)} = \/217r_h / " glo)e % d. (1.17)

Normalmente se define que el intervalo de integracién es infinito porque la funcién
g(x) estd definida en todo el intervalo infinito. De esta manera se tiene la ecuacién
de Schrodinger independiente del tiempo en el espacio de momentos [1]:

2

o)+ v (i) ) = Evio) (1.15)

en este espacio de momentos se ha cambiado la definicién de los operadores de

posiciéon y momento a p = p y & = ih-%. De esta manera, se pueden tener soluciones
. dp . . . ’
en el espacio de momentos o en el espacio de posicion.

1.1.2. Aplicacién: comparacion entre el oscilador armdnico
de la mecanica clasica y de la mecanica cuantica

En la mecanica clasica una fuerza restauradora y opuesta al movimiento genera
un movimiento armonico simple con una energia mecanica constante, la cual es la
suma de la energia cinética y potencial. En la mecénica cuantica, el problema anélogo
es el oscilador armoénico cuantico, el cual tiene un espectro discreto que depende del
estado cuantico de la particula. En primera instancia se resuelve el problema del
oscilador arménico clasico a través de las ecuaciones de Euler-Lagrange: sea una

1, 2.9

particula de masa m sujeta a un resorte sin masa con un potencial V' (z) = smw?x?,

donde w = \/% es la frecuencia del sistema, y k es la constante del resorte. La
Lagrangiana para este sistema masa-resorte es:

1
L= %jﬁ — Smua’ (1.19)

La Lagrangiana anterior es necesaria para encontrar la ecuacién de movimiento en
una dimension, por tanto, al usar las ecuaciones de Euler-lagrange:

d (0 0
o (%L) —o-L=0, (1.20)

se obtiene la siguiente ecuacion diferencial:

i+ wir = 0. (1.21)



Capitulo 1. Marco Teorico 6

La solucién particular a este sistema requiere definir dos constantes iniciales. Con
las condiciones iniciales z(0) = zo y ©(0) = 0 se puede obtener la solucién particular
siguiente:

x(t) = xo cos(wt). (1.22)

La solucién presentada en la ec. (1.22) representa un movimiento arménico simple con
amplitud ¢ y un periodo T = %’r La energia de este sistema puede ser encontrada
a partir de:

1 1
E= imv2 + §mw2x2, (1.23)

con la ec. (1.22), se puede encuentra:

E = 1mv2 + 1mchgcz = lmw%g. (1.24)
2 2 2

La energia es una constante de movimiento y no depende de la posicién de la particu-
la. En la mecanica cuantica ondulatoria no es posible encontrar una ecuacién de
movimiento debido al principio de incertidumbre de Heisenberg, sin embargo, en la
mecanica clasica se puede definir una densidad de probabilidad clasica. La particula
pasa por el mismo punto dos veces en todo el periodo, por tanto la fraccion de tiempo
2dt que la particula hace en un periodo completo T' puede definirse como [2]:

2dt  2dx  wdx

—_—=— = 1.25

T T v’ (1.25)
siendo v la velocidad de la particula. Luego la velocidad de la particula puede ser
expresada en funcién de z a través de la ecuacién (1.23):

2dt wdx

T v’

1
= — — da. (1.26)

2 _ 2
RV i

Lo anterior permite definir la densidad de probabilidad clasica como:

P P — (1.27)

- )
T\ x3 — 12

la cual inicamente depende de la amplitud de oscilacién y z < xy. En el supuesto
que inicia con una velocidad inicial vy y posicion xy = 0 la densidad de probabilidad
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clasica es:

T P (1.28)

siendo py = mvy el momento inicial, por lo que esta definicién inicamente depende
de la velocidad inicial del sistema. El oscilador arménico cuantico es un sistema que

tiene solucién analitica, por lo que usando la ec. (1.5) con V(z) = mw?z? se tiene:
R d> 1
—%@w(x) + amwzx%b(x) = Ey(z). (1.29)

En los textos introductorios a la mecanica cuantica, se presentan dos formas de
resolverlo, por el método algebraico o por el método de series de Frobenius. Aqui se
presentara la ecuacion diferencial adecuada por cambio de variables y se obtendra
una ecuacion diferencial conocida [1]. Haciendo el siguiente cambio de variable:

mw d mw d d? mw d?
4 n i oy dz? o (1.30)
e introduciendo en la ec. (1.29) se tiene:
d? )
VW =y vy =0, (1.31)

siendo v = % Lo siguiente es que la solucién que se busca debe anularse en los
extremos infinitos, esto significa que cuando y? > 1, v se mantiene fija:

2

a7 (y) — ¥ (y) = 0. (1.32)

[N

La solucién a esta ecuacién es proporcional a y ~ efT . se toma la solucién con
b

exponente negativo por ser decreciente en los extremos. La soluciéon completa tiene

2
que tener la forma y = AH (y)e’y?, introduciendo esa solucion completa en la ec.
(1.31) se tiene una nueva ecuacién diferencial para H(y):

a2t - 2yd%H(y) +(y—DH(y) =0, (1.33)

esta ecuacion es la ecuacion diferencial de Hermite. Para que nuestra solucién tenga
sentido fisico la solucién debe ser un polinomio finito, por tanto, al resolverse por el
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método de Frobenius se debe acotar cuando:
2n+1=1r, (1.34)

siendon = 0, 1, 2..., de esta manera, se tiene el espectro discreto del oscilador armoéni-
co cuantico:

E, = hw (n + %) : (1.35)

y las soluciones normalizadas son:

valt) = == (52) e F ). (1.36)

La densidad de probabilidad cudntica (estados coherentes) para el oscilador arménico
cudntico es calculado como el producto %1, de la ec. (1.36) para el estado n = n’
es:

1 mw\ 3

puly) = 5 () eV HE). (1.87)
La diferencia entre las ecs. (1.37) y (1.27), es bastante notable, en los extremos la ec.
(1.37) se anula y en la ec. (1.27) se vuelve infinita. El comportamiento oscilatorio es
caracteristica de la funciéon de onda como solucién al oscilador arménico cudntico,
este comportamiento no aparece en la densidad de probabilidad cldsica. En refs.
[2, 10] se demuestra que mediante la metodologia de Bernal [10] puede encontrarse
una correspondencia entre ambas teorias como se verda en el apartado 1.2.

En la figura 1.1 se presenta una breve comparacién entre la densidad de proba-
bilidad cuédntica y la densidad de probabilidad clasica para el sistema del oscilador
armonico en ambas teorias.

1.2. El principio de correspondencia de Bohr

1.2.1. Antecedentes

La creacién de una teoria cudntica inicia con los postulados de Bohr para los
atomos, obteniendo espectros discretos para los sistemas periédicos cudnticos [1], sin
embargo, la formulaciéon matematica de la mecanica cuantica inicia con la formula-
cién de Heisenberg, la cual se conoce como mecanica matricial y posteriormente la
formulacién de Schrédinger, conocida como mecanica ondulatoria [1], actualmente
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CPD for simple harmonic oscillator
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CPD for quantum harmonic oscillator
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(b) Densidad de probabilidad cudntica

Figura 1.1: Comparacion entre la densidad de probabilidad cléasica (CPD, ec. (1.27),
X0 representa la amplitud de oscilacién) y la densidad de probabilidad cudntica
(QPD, ec. (1.37), m,h,w = 1, n es el nimero cudntico principal). En CPD no
hay presencia de nodos oscilatorios a comparaciéon de QPD, sin embargo, a medida
aumenta n los nodos parecen coincidir con CPD. En la figura se puede observar que
en el caso de CPD es méas probable encontrar la particula fuera de x = 0, mientras
que para el estado base de QPD es lo contrario, para otros estados cudnticos este
comportamiento desaparece.
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hay otras formulaciones como la de Feynman [52], etc. Cohen hace un estudio fi-
loséfico en su articulo titulado como Can Quantum Mechanics Be Formulated as a
Classical Probability Theory?, en el cual destaca que la mecanica cuantica no puede
tener un andlogo clasico debido al principio de incertidumbre de Heisenberg [53], sin
embargo, en [10, 25, 26] encuentran que el limite cldsico de la mecénica cudntica es
la densidad de probabilidad clasica con independencia del principio de incertidumbre
de Heisenberg.

El principio de correspondencia fue enunciado por Niels Bohr en el marco de la
mecénica cudntica antigua y de la mecdnica matricial de Heisenberg en 1923 [54].
Bohr establece que la fisica clasica emerge naturalmente de la mecénica cuanti-
ca cuando el nimero principal cuantico es muy grande, tal enunciado no presenta
alguna formulacién matemética [2]. El principio de correspondencia es una de las
herramientas disponibles para la seleccién de teorias cuanticas que corresponden a
la realidad [3, 10]. Werner Heisenberg propuso un procedimiento matematico del
principio, junto con Bohr y Kramers [2, 3]. La formulacién del principio de corres-

~

pondencia es: supéngase que existe una cantidad f(t) tal que su aproximacién para
valores grandes de n tiene el siguiente comportamiento:

(Yntml] f V) = (n+m)| f In) e%[EnerEn]t7
N fu()emo, (1.38)

siendo (¢, 1,,| la conjugada del estado cudntico n + m del sistema y |¢,,) el estddo
n del sistema cudntico, en la ec. (1.38) f,,(n) es el enésimo coeficiente de Fourier
para el desarrollo de la funcién clasica f y w(n) es la frecuencia cldsica. Puede
observarse que a través de la mecanica cuantica de Heisenberg se puede recuperar el
espectro clasico de los sistemas cuanticos peridédicos. Esta formulacién es conocida
como El principio de correspondencia de Bohr-Heisenberg [2]. Varios autores han
tenido evidencias experimentales y numéricas bajo esta formulacién [17-19]. Liboff
llama a esta formulacion Bohr frequency correspondence principle debido a que Bohr
establecié una correspondencia clasica sobre el espectro (frecuencias) del dtomo de
hidrdgeno, el cual es un sistema cuantico periédico [3].

Ciertos autores han establecido que la densidad de probabilidad cuantica es el
primer paso para obtener una propiedad clésica [3, 15, 16], por lo que una formulacién
adecuada en el espacio de configuraciones fue propuesta por Liboff [3], estableciendo
que el promedio local en el limite de un nimero cudntico grande (n) de la densidad
de probabilidad cuantica es la densidad de probabilidad clasica:

) 1 T+e€
pom(x) = lim — pom (y)dy, (1.39)

e—0 € =

donde pop(x) es la densidad de probabilidad clédsica y poar(y) la densidad de pro-
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babilidad cuantica. Noétese que la integracién se hace en todo el espacio definido
por poum(y), entonces poar(y) se puede expresar como la transformada de Fourier de

pom (p):

pom(y) = / pi% (p)e™"% dp. (1.40)

Cuando ¢ — 0 el comportamiento del niimero cudntico principal n se puede
obtener usando el principio de incertidumbre de Heisenberg:

Ax =, eAp > ;—i (1.41)

En el caso del oscilador arménico cuantico en el estado n, la incerteza de p se define
a través de la esperanza matematica siguiente:

Ap =\ (nlp?In) — (nlpln)? = Vimhwoy/n, (1.42)

donde se encuentra el valor esperado de (n|p*|n) sobre el estado coherente n del
oscilador armonico cuantico, similar para p. Se muestra que para € se tiene:

h
> 1.43
=V tmwn’ (1.43)
cuando € — 0 entonces n — oo, reescribiendo la ec. (1.39):
po(r) = lim - / / lim (v } n dpdy, (1.44)

por tanto, es necesario resolver la parte exponencial en funcién de x:

1 T+e€ _eu
pem(z) = / [nh_{n pé?M( )} dp {11_135 . / e r dy} ,
= / [hm pég])\/[(p)} e~ dp. (1.45)

n—oo
La ecuacion anterior es una propuesta de una formulaciéon de un principio de corres-
pondencia en el espacio de configuracién [3]. El principal problema es el significado
fisico de n — oo, en este caso la energia es infinita para muchos sistemas cudnti-
cos periodicos, para resolverlo es necesario acotar la energia cuantica a la energia
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clésica, esta hipdtesis fue propuesta en ref. [10]. En general, la correspondencia entre
la mecanica cuantica y la mecanica clasica, es a través de la densidad de probabili-
dad de ambas mecanicas. Matematicamente, la densidad de probabilidad cuantica y
clasica pueden escribirse como la transformada de Fourier de ambas densidades:

p@M(z,n) = / FM (p,n)e''s dp, p(x) = / F (p)e"™ dp. (1.46)

Localmente (espacio de configuracién definido para la densidad de probabilidad
cuédntica y cldsica) y para n > 1 ambos coeficientes de Fourier deben ser iguales:

M (p,n) ~ < p). (1.47)

Esquematicamente esta metodologia se puede revisar en la figura 1.2.

e @ TR
| =N \

Figura 1.2: Esquema metodolégico presentado en ref. [10] para la aplicacién del
principio de correspondencia de Bohr a la densidad de probabilidad cuantica; la
densidad de probabilidad clasica se puede obtener de la transformada inversa del
comportamiento asintotico de la transformada directa de la densidad de probabilidad

cuantica.

|
|
v

FloP )} ) P
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1.2.2. Aplicacion: particula en un pozo infinito simétrico

La aplicacion del principio de correspondencia de Bohr en el espacio de configu-
racién segun Liboff [3] y Bernal [10] debe cumplirse con los sistemas cudnticos més
simples como la particula en una caja, el oscilador arménico, el &tomo de hidrégeno,
etc. Se aplica esta formulacion sobre la particula en una caja, el cual ha sido resuelto
en [10], por lo que aqui se ampliard ese resultado.

Comparacién entre CPD y QPD de una particula en un pozo infinito simétrico.

=
1
o

=

N
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N
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Probabilidad por unidad de longitud
I
)
5]

e
0
o

i
b4
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1

—-- QPD forn=1
+ QPDforn=7
— CPD

0.25 4

0.00 4 sz

Posicién

Figura 1.3: Comparacién entre ambas densidades de probabilidad. La densidad de
probabilidad cuantica (QPD, Quantum Probabilist Distribution) estd definida por
la ec. (1.48) y la densidad de probabilidad clasica (CPD, Classical Probabilist Dis-
tribution) por la ec. (1.49). Para una longitud de a = 1 se tienen los resultados
para n = 1,7 dentro del intervalo 0 < x < 1. En la figura se puede observar que
la presencia de los nodos aumenta a medida el nimero cuantico principal crece y es
muy diferente al caso de CPD donde es una funcién constante.

La particula en un pozo infinito confinado en el intervalo 0 < x < a, siendo el
potencial V(z) = 0 en ese intervalo e infinito fuera del mismo, tiene mediante la
ecuacion de Schrodinger las soluciones normalizadas [1]:

2
Yo = \/jsin<—mm>,n—1,2,3,...
a a

h2 2,2
B, = %,nzl,li&,...
ma
2
pOM = Zgin? <@>,n:1,2,3,... (1.48)
a a
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En la mecanica clasica, la densidad de probabilidad por unidad de longitud en un
pozo cuadrado de longitud a [2, 10] es :

plx) = —[0(z) — 0(x —a)], (1.49)

donde 6(y) es la funcién Heaviside definida como:

1 >0 1 z>a
6(1‘):{0$<0, 6(x—a)z{0x<a. (1.50)

Puede notarse que las densidades de probabilidad de ambas teorias son matemati-
camente diferentes. La presencia de nodos en la densidad de probabilidad cuantica no
desaparece a medida aumenta n (fig. 1.3). La metodologia para recuperar la densidad
de probabilidad clasica desde la densidad de probabilidad cuantica es:

= Aplicar la transformada de Fourier al espacio de k a la densidad de probabilidad
cuantica:

7 2
ngD(k) _ 2 (TL?T:L‘

—sin —> e*dz,

1 a
\/27r/0 a a
1 @ 2 .
= / [1 — cos < mmc)} ey,
av/ 2w 0 a

mediante la integracion por partes se obtiene:

OPD B 1 eika -1 B ;
pr (k) = a 27r( ik ) (1 (1- 4"27f2)>' (1.51)

k2a?

» A través de la ec. (1.51) se expande asintticamente n > 1 y se cambia la
variable discreta n — N:

_ 1 6ika_1 k,2a2
QPD (1) ~ 1+ —— ). 1.52
P ~ - 2W( - )(+4N2W2) (152)

= Para eliminar la dependencia de la variable discreta se requiere igualar la
energia clasica y cuantica del mismo sistema:

p2 B h2ﬂ_2N2 p26L2

= = =
o2m 2ma? m2h?’

(1.53)
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luego la transformada de la densidad de probabilidad cuantica expandida asintoti-
camente es:
_ 1 eika -1 hZ /{32 CL2
QPD(|) ~ 1+——7F]. 1.54
o ~ = () (14 e ) (154

» Ademas, es necesario pasar la ecuacién (1.54) al espacio de z:

P () = %2_7? / p(k)e ek,

1 1 ika_l h2k22 )
R )
21 ) aV2m ik 4p2a

separando términos:

p()OFP = %2_# / p(k)e "k,

1 etk — 1 " a’a " %
— —IKT ka 1 —l1RT
a2mi {/ ( ik ) ‘ dk} * 2mi {/ k(e Je dk} ’

(1.55)
con o = 2%& siendo la relaciéon entre la accion cuantica y la accién clasica. La
integral se resuelve usando propiedades de la delta de Dirac:

IR S e _ db(z)
5(z) = %/_we o) =T

(1.56)

y la derivada de la delta de Dirac:
5() = - [ ke 1.57
(@) = 5= | ket (157
luego la transformada inversa de fourier al espacio de z:
1
PP (z) = = [0(x) — O(x — a)] + o*a[d (x — a) — &'(x)]. (1.58)

a

En general:

PP (@) = p7 P (2) + o?a [0 (x — a) = &' (2)] ~ 7P () (1.59)
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La ec. (1.59) contiene la densidad de probabilidad clasica definida en la ec. (1.49)
mas una funcién que depende de A? y funciones de la derivada de la delta de Dirac.
Notese que cuando se aplica el limite A — 0 la densidad de probabilidad clasica se
recupera exactamente.

Los resultados de la aplicacién del principio de correspondencia de Bohr reflejan
que el método para recuperar el limite clasico de la mecanica cuantica es a través de
la densidad de probabilidad cuantica.

Otros sistemas cuanticos para los que se ha obtenido el limite clésico son la
particula en una caja y el oscilador arménico cuéntico [10], El problema de Kepler
[25] y la matriz densidad [26].

1.3. Introduccion a la mecanica cuantica relativis-
ta

1.3.1. Ecuacién de Klein-Gordon

La ecuacién de Schrodinger presentada en la ec. (1.1) presenta los siguientes
problemas:

= No es invariante ante transformaciones Lorentzianas.

No puede aplicarse a producion de particulas.

No describe particulas a altas energias.

= No incorpora el espin (Pauli lo introduce ligeramente).

Segun lo anterior, es necesario una ecuacion que pueda explicar particulas relativistas
a nivel cuantico. Klein y Gordon proponen que a partir de la energia relativista:

E? = 2p* + m2c?, (1.60)

es posible encontrar una ecuacién de onda relativista (caso unidimensional), haciendo
el cambio de variables dindmicas a operadores: £ — ih% yp— —ih%, alaec. (1.60)
e introduciendo una funcién ¢(z,t) que seria la funcién de onda relativista segin ref.
[52]:

0? 0?

—h2— t) = — 2h2—
(x7 ) c 8132

o2 (z,t) + m204¢(x, t). (1.61)

En el caso que m = 0, se obtiene una ecuacion de onda similar a la ecuacion de
onda electromagnética, con velocidad v = ¢, siendo ¢ la velocidad de la luz en el
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vacio. La ec. (1.61) resuelve el problema de la invariancia Lorentziana, sin embargo,
es necesario especificar las condiciones de contorno o de valor inicial para ¢(z,0),
0y¢(x,0). La solucién de onda plana para la ec. (1.61) es:

d(x,t) = Ne in Hi | (1.62)

al igual que el caso de la solucién de onda plana para el problema de una particula
libre descrita por la ecuacién de Schrodinger * con la diferencia que en esta ecuacién
se cumple la relacién de dispersion:

E = ++/c?p? + m2c4, (1.63)

puede notarse que F puede ser negativa o positiva. La densidad de probabilidad
para la particula libre puede ser revisada en cualquier texto introductorio a la teoria
cuantica de campos [52]:

pra = 2|N*E, (1.64)

esto implica que Klein-Gordon resuelve parcialmente el problema de una ecuacién
de onda relativista, sin embargo, aparece el problema de la signatura de la energia
la cual también la densidad de probabilidad tiene ese problema. El problema de la
densidad de probabilidad negativa es resuelto en el contexto de la teoria cuantica de
campos, siendo ¢(x,t) un campo y no una funcién de onda relativista. En general, los
textos introductorios a la teoria cuantica de campos utilizan la notacion covariante
para la mayoria de las ecuaciones de campo [52], de esta manera h = 1,¢ =1, y se
define el operador tetradimensional:

2 0 2
0 :aﬂaﬂ:ﬁ—v : (1.65)
luego la ec. (1.61) tiene esta forma:
(0* + mH)g(x,t) = 0. (1.66)

La cual pone de manifiesto la invarianza Lorentz.

1.3.2. Ecuacién de Dirac
La ecuacién de Klein-Gordon presenta los siguientes problemas:

= Densidad de probabilidad negativa.

1Onda viajera hacia la derecha.
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= Energia negativa.

Dirac parte de la ecuacién de Klein-Gordon, afirmando que el problema de la den-
sidad negativa es debido al cuadrado en la derivada temporal [52]. Mediante la ec.
(1.66) se puede separar en dos términos:

(8 + m?) = (VO — im) (VO + im), (1.67)

aunque /0 no tiene sentido matemético, es necesario definir ciertos objetos matri-
ciales:

() =1, (V) = -1, (1.68)
donde 7 = 1,2, 3, que ademds cumplan con la relacién de anticonmutacién (p # v):
{2} = 29", (1.69)

siendo g"” la métrica del espacio de Minkowski con signatura + — ——. Ademas,
diversos autores prefieren trabajar con el simbolo ¢ = v*a,, [52], de esta manera:

F=orar= (PG v e e+ e) (1.70)
Se puede demostrar que (?2 = 0%, lo interesante de este objeto implica que:
@2 +m?) = (F+m?) = (@—im)(@+im), (1.71)
y por lo tanto, se define la ecuacién de Dirac:
(iv*0, — m)p(x,t) = 0. (1.72)

Sin embargo, la solucién de onda planteada para la ecuacién de Klein-Gordon
aun sigue siendo solucién de la ecuacion de Dirac, cumpliendo con la misma relacién
de dispersion. La naturaleza de 4* es resuelta cuando se introducen las matrices de
Pauli: o = (I,0;),0" = (I, —0;), siendo I la matriz identidad y o; las matrices de
Pauli para x,y y 2z, ambas matrices son 2 x 2 [27, 52]. De esta manera:

i ( o ) . (1.73)

La matriz v puede ser separada nuevamente desde la ec. (1.72):

(Yop” = - p = m)(z) =0, (1.74)
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con p° =i0y y p = —iV, se puede escribir en la forma de un Hamiltoniano:

Y0100y () = —iy - Vi(x) +mip(z),

Ademads, también se puede escribir de forma matricial:

[(1?0 %0)_<—£-p Odﬁ)_m’f 2)]1#(33)—0, (1.75)

las matrices de Pauli (¢) son de orden 2 x 2, esto sugiere que ¥ (x) es un espinor
de 4 componentes:

(z)
_ | te(x)
W(z) = ”’?f ; . (1.76)

Por facilidad en ref. [52] suele usar la definicién de biespinor o espinor de dos com-
ponentes:

() = ( Z; ) , (1.77)

por tanto, con esa solucién se puede desacoplar la ec. (1.75) en dos ecuaciones dife-
renciales:

(Do — 0 - p)br = myy, (1.78)
(Do + 0 - p)br, = mibg. (1.79)

El estudio del significado fisico de ¥r 0 ¢, puede ser facilmente verificado en el
caso que se traten particulas sin masa.

(o — o - P)yr =0, (1.80)
(o + 0 - p)br =0, (1.81)
por lo que queda:
o-p
_p¢R = g, (1.82)
Pl
0P
_‘pf?% - (1.83)
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siendo |p| la energia definida como positiva. El producto o - p puede interpretarse
como un producto escalar (analogia) definido como positivo si ambos vectores son
paralelos o negativo si son antiparalelos, en este caso, nos devuelve si el espin de ¥g

es paralelo o no al momento de ¥r. En el caso de |pg| = —|p| se puede observar lo
siguiente:
(—=lpol — o - p)¢r = 0, (1.84)
(—=[po| + 0 -p)r =0, (1.85)
y
o-p
T lyr = v, (1.86)
Pl
o-p
ﬁm — ¢, (1.87)

ocurre lo contrario que en el caso de |p| > 0, las funciones g y ¢ intercambian
de signo y por tanto el comportamiento del espin y momento es diferente. Com-
parando ¥ de ambas energias, puede explicarse que la particula va en la direccién
del momento y espin, mientras que la otra solucién va en la direccion opuesta. A las
soluciones con energia negativa ? se les llamé soluciones de antiparticulas [52].

A modo de resumen, la densidad de probabilidad es definida como positiva:

pp(r) =97’ = ¢l (1.88)

con ¢ = 9T ademds es una suma sobre los cuatro componentes del espinor de
Dirac por lo que pp(x) > 0 siempre es definida como positiva.

1.4. El oscilador de Dirac

1.4.1. Hamiltoniano del oscilador de Dirac.

La ecuacion de Dirac para una particula libre es:

m@@_ﬁf = ca - pip + mc2 Py, (1.89)

2Para Feynman son antiparticulas con energfa positiva moviéndose hacia atrés en el tiempo, ya
que la solucién de antiparticula puede ser obtenida por inversiéon temporal o transformaciéon CPD.
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con las siguientes representaciones:
L I 0 - 10 o

donde ¢ son las matrices de Pauli, I la matriz identidad, ambas siendo matrices
2 x 2, V es el operador diferencial de coordenadas. Moshinsky desarroll6 un modelo
del oscilador cuantico relativista que es congruente con los postulados de la mecanica
cudntica y los principios de la relatividad especial [27], partieron de lo siguiente:

» El Hamiltoniano debe ser lineal en p'y 7, para poner de manifiesto la invariancia
Lorentz.

s FEn el limite no relativista debe coincidir con el Hamiltoniano del oscilador
armonico cuantico.

Bajo estas suposiciones, propone un Hamiltoniano de este tipo:

zh%—i{) = ca - (P — imwiB) Y + mc* B, (1.91)

donde w denota la frecuencia del oscilador, m es la masa de la particula, ademas,
puede notarse que el Hamiltoniano es independendiente del tiempo, por lo que las
soluciones se pueden expresar como:

U(r,t) = g(r)e 0, (1.92)
siendo ¢ (r) un espinor de Dirac de cuatro componentes, las soluciones y el espectro

discreto de este sistema se encuentran en la literatura [27, 28, 31].

1.4.2. Soluciones del oscilador de Dirac en el caso unidimen-
sional

La ec. (1.91) esta definida en el espacio tridimensional, un ajuste adecuado al
espacio unidimensional es definido como [27]:

0
zha—qf = cd - (p — imwZB) Y + mc*Bip, (1.93)
siendo p = —iha% y se presentan modificaciones en las matrices a y . El cédlculo de

las soluciones en una dimensién depende en general de la coordenada que se tome
como el marco de trabajo [29, 49]. En ref. [29] aparecen las soluciones al oscilador
de Dirac a través de la ec. (1.94):
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i

ca - (—z’hdi — iﬁmwx) U(x) + Bmc¥(z) = EV(x). (1.94)

La solucién propuesta por Radoslaw estd definida para el intervalo —oco < x < 00
y es decreciente en el infinito ¥(z) = 0, x — Zoo. Siendo w > 0. la frecuencia
de oscilacién, y E es la energia del sistema [29]. La solucién es un espinor de dos
componentes:

U(z) = ( g((g ) : (1.95)

por lo que las ecuaciones diferenciales para cada componente son:

ch%f(a:) + mewa f(z) = (mc* + E) g(x), (1.96)
ch%g(:ﬁ) — mewzg(z) = (mc® — E) f(z), (1.97)

notese que se tiene dos componentes y no cuatro, esto es debido a que Radoslaw
trabaja sobre la formulacién de dos componentes [29], sin embargo, si se desea tra-
bajar en los cuatro componentes usuales basta con suponer que ¥(z) tiene cuatro
componentes. Arifuzzaman y otros presentan un método sencillo para desacoplarlo,
multiplicando por un operador lineal con el signo inverso de ch% + mcwx, es decir,
para f(x) se debe multiplicar por el operador de signo negativo y usar la ecuacién
diferencial de g(x) para el eigenvalor dado [48], se muestra a continuacién:

[ch% + mcwx} f(z) = (mc®+E)g(x),

{chi — mcwx} [chi + mcwx] f(z) = (mc®+E) {chi — mcwx} g(x),

dx dx dx
E2
e R VO G W)
siendo [z, p] = ih la conmutacién de Heisenberg, en general para f(z) y g(z):
E2
{p* + mw?z® —mhw} f(z) = (—2 - m202> f(z), (1.98)
¢

{P* + mw?a? + mhw}g(z) = (— —m 02) g(z). (1.99)
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Las soluciones presentadas por Radoslaw [29] las obtiene de la ecuacién diferencial
de segundo orden presentada en la ec. (1.98), obteniendo la solucién de f(z) y luego
introduce esa solucién en la ec. (1.96) obteniendo g(x) siendo soluciones ortogonales,
ademads, son normalizadas de esta manera:

/ T @) f(@) + gle) gla))de = 1, (1.100)

[e.9]

por lo que las soluciones normalizadas son:

A (En +mc?) —Z5?
falz) = Wﬂn(/w)e : (1.101)
A (E, —mc?) —2242
gn(z) = \/2”+1(n DAL, H,_1(Az)e : (1.102)

siendo A = /™, Hy(e) los polinomios de Hermite, y el espectro de energia para

este sistema es:
hw
E, =mc*\[1+2n—s;, n=0,1,2.. (1.103)
mc

Un resultado de este sistema en el caso n = 0, es:

A(mc?) %2552
U(z) = ( V 2vE © ) , (1.104)

0

con energfa E = mc?, la cual es la energia en reposo de la particula, es decir, solo la
componente grande existe en el estado base.

1.5. GUP

1.5.1. Antecedentes

El problema de GUP (Generalized Uncertainly Principle) es una generalizacién
del principio de incertidumbre de Heisenberg debido a diversas teorias modernas co-
mo agujeros negros[37], teorfa de cuerdas [34] y gravedad cudntica [55]. Tales teorias
intentan unificar la gravedad con el modelo estandar, teniendo dos modificaciones
generales: la introduccién de una dimension espacial y la existencia de una longitud
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minima (maxima resolucién o la longitud mas pequena medible) [56]. La dimensién
espacial extra ha tenido un poco mas de investigaciéon en los colisionadores de fisica
de altas energias [56] mientras que los efectos GUP tienen poca investigacion.

La longitud de Planck es definida mediante tres constantes fisicas universales: La
constante de gravedad (G), la velocidad de la luz (c) y la constante de Planck (%),
estas constantes son universales y aparecen naturalmente dentro de sus marcos de
trabajo (la ley de gravitacién de Newton, la relatividad especial y de la mecénica
cudntica, respectivamente). La longitud de Planck tiene el valor aproximado:

hG
b=\~ 10~%°m. (1.105)

Para diferentes autores, la longitud de Planck es definida fisicamente como la
longitud més pequenia medible [35, 56]. En la mecdnica cudntica aparece el principio
de incertidumbre de Heisenberg definido como:

AzAp > h. (1.106)

La relacion anterior, define que la incerteza de dos observables (posicién y momento)
no se puede medir simultaneamente con arbitraria precision. Sin embargo, la incer-
teza de X tiende a cero cuando la incerteza en P tiende a infinito (vedse figura 1.4),
el modelo de GUP puede introducirse a esta notacién fijando que la incerteza en x
nunca valdré cero en diferentes incertezas del momento sino que siempre serda mayor
que la longitud de Planck. En ref. [40] se presenta una modificacién al espacio de
Hilbert definido en la mecanica cuantica sin presencia de longitudes minimas, esta
modificacién es resumida en la seccion 1.5.2 definiendo los nuevos observables y la
nueva condicién de normalizacién. En ref. [57] se presentan correcciones GUP a las
orbitas planetarias presentando mejor precision al perihelio de Mercurio, sin embar-
go, la introduccion de longitudes minimas a la mecéanica clésica lo hace a través de
los paréntesis de Poisson por su analogia al conmutador de posiciéon y momento. La
modificacién GUP es:

AzAp > h(1+ B (Ap)?), (1.107)

siendo S el pardmetro de deformacion, el cual tiene magnitudes de []“’Tm]_z. La pre-
sencia de Ap en el lado derecho de la ec. (1.107), se introduce de manera que se

tenga un término lineal en AP:

1
> —_— .
Ax > h (Ap + ,BAp) : (1.108)
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de esta manera, Ax no valdra cero en el intervalo de 0 < Ap < oo como en el caso
del principio de incertidumbre de Heisenberg, sin embargo, es posible encontrar un
valor interesante diferenciando respecto a Ap donde se obtiene el valor minimo en la
incerteza de X [40]:

Az ~ hy/B, (1.109)

este resultado implica que el valor mas pequeno en la incerteza de X esta relacionado
con el parametro de deformacion ( el cual tiene una relacién directa con la longitud
de Planck ¢,. Los efectos de la ec. (1.107) implican un cambio en el conmutador de
posicién y momento:

&, p] = ih (1 + Bp°) . (1.110)

Implicando la posibilidad de modificar la estructura matematica de la mecanica
cuantica. En otras referencias se mencionan experimentos tedricos y experimentales
de los efectos GUP en diferentes ramas de la fisica, teniendo enfasis en la precision
experimental que presentan las correcciones GUP [36-38, 40, 45-47, 56]. El factor
tiene varios significados fisicos dependiendo del autor y del problema a resolver, sin
embargo, se puede mencionar dos implicaciones fisicas:

» Benczik y otros establecen que en el contexto de la teoria de cuerdas, la exis-
tencia de la longitud minima estd ligada al hecho de que las cuerdas no pueden
probar distancias més cortas que la longitud de Planck [57].

= Bambi establece que un fotén energético puede generar un agujero negro pe-
queno con radio del orden de la longitud de Planck, y por tanto, es imposible
localizar una cantidad de energia con una mejor resoluciéon espacial que la del
radio del agujero negro [58].

1.5.2. El modelo de KMM

La presencia de una longitud minima o efectos GUP modifica la estructura ma-
tematica de la mecdnica cuantica. Diferentes articulos trabajan en el espacio de
momento por su flexibilidad y formalismo, siendo ¥ (p) = (p|v(z)), la funcién de
onda en el espacio de momento. Kempf, Mangano y Mann (KMM) proponen una
representacion del espacio de Hilbert en presencia de GUP [40], de tal manera que las
ecs. (1.107) y (1.110) son necesarias para complementar la estructura y modificacién
del espacio de Hilbert.

En la representacién del espacio de momentos se tiene una propuesta llamado el
modelo KMM, el cual presenta una representacion del operador momento y posicién
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Comparacién entre HUP y GUP
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Figura 1.4: Comparacion entre el principio de incertidumbre de Heisenberg (HUP, ec.
( 1.106)) y el principio de incertidumbre generalizado (GUP, ec. (1.107)). La figura
ha sido para diferentes valores de  con h = 1 en el intervalo de 1 < Ap < 10, puede
notarse que el GUP a medida S tiende a cero se acerca a HUP. El valor minimo que
Az puede tomar estd relacionado con /3 segin la ec. (1.109).
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en una dimension (generalizable) [40]:

() = pv),
w(p) = ih (14 Bp*) 8,0(p). (1.111)

Esta representacién cumple con las ecs. (1.107) y (1.110), ademéds x y p son simétricas
en el dominio Sy:

((¢[p) ) = (¥] (Ble)) (1.112)

similar para & (integracién por partes). Luego el producto escalar viene definido
segun el modelo KMM como:

Wlo) = | T wot) (1.113)

la presencia de 1 + p? en el denominador tiene la finalidad de verificar la simetria
de p y a la vez elimina el factor de z en la representacion de momento [40]. La ec.
(1.113), también define la normalizacién de soluciones en el espacio de momentos. El
operador identidad tiene esta definicion en el modelo KMM:

_ [T b
- 5=l (1.114)

Este resultado implica que el producto escalar de eigenestados de momento es:

(plp’y = (1+ Bp*) d(p — 1), (1.115)

siendo 0(z) la delta de Dirac. Varios autores, tienen diferentes propuestas para obte-
ner una solucion en el espacio de momentos para problemas cudnticos en presencia

de GUP [40, 59, 60].

1.5.3. Otros modelos

El modelo de KMM presenta un espacio de Hilbert modificado para una longitud
minima que no presenta correcciones debido a un momento minimo. Un modelo
simple parte de la ecuaciéon de Schrodinger definida en el espacio de posiciones para
problemas independientes de tiempo definida en la ec. (1.5) y luego aplicindo una
transformada de Fourier al espacio de momentos [1] obteniendo una ecuacién integral.

p—2¢(p) + /oo Ulp—p)oW)dp" = E¢(p), (1.116)

2m o
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siendo:

1 o0 )
Up-—9p)= ﬁ/_m‘/(az)exp (—%(p—p’)x) dx. (1.117)
U(p — p') representa la transformada de Fourier del potencial V(x) en el espacio de
momentos. Samar presenté un cambio de variable que involucre el factor 5 de esta

manera [59]:

P = %tan (ﬂp) , X =u. (1.118)

La ecuacion de Schrodinger en el espacio de momentos dentro de los efectos GUP es:

277116 tan’(1/Bp)é(p) + /m Ulp—p)oW0)dp’ = E¢(p). (1.119)
~5vp

En cuanto a U(p—p') no sufre un cambio matemaético [59]. Se ha resuelto los siguientes
problemas cuanticos en esta representacion: el potencial delta de Dirac, doble po-
tencial delta de Dirac y el potencial de Coulomb [59]. Otros autores trabajan en el
espacio de configuraciones, desde un principio de incertidumbre generalizado como:

AzAp > ih (14 a(Az)? + B(Ap)® +7) . (1.120)

Para el pozo infinito fue estudiado en los casos donde «, vy # 0y 8 = 0, en el concepto
de un momento minimo [61].

1.6. Pozo cuantico con correcciones GUP

En 2014, Blado y otros modifican los pozos finitos o infinitos definidos en la
mecanica cudntica agregando modificaciones debido a GUP [44]. En el caso del pozo
infinito se tiene la siguiente ecuacién diferencial unidimensional segiin Blado:

R A2 Rt

 2m da? m dax?

U (x) :( +V(m))\11(x), (1.121)

4
donde el término extra ﬂmﬁ% es la correccién agregada para efectos GUP en la

ecuaciéon de Schrodinger. Ademés, Blado encuentra la solucién a este sistema para un
pozo infinito que viene dado por un potencial tipo V =0para0 <z <ay V = o
fuera de ese rango, ademds de aplicar las condiciones de contorno ¥(0) = ¥(a) = 0;
se tiene:
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U(z) = C'sin(k"z), B =k — 1238 = % n=1,23,.. (1122

Blado también encuentra el espectro de energia:

n?m2h? ntriht

E, =
2ma? ma* '

(1.123)

y en el limite 8 — 0, se recuperan los resultados del pozo infinito cuantico sin GUP.
Ademas, los autores no presentan el valor de la constante de normalizacion C, sin
embargo, el cdlculo de ella es similar que el caso sin GUP 2.

Sise fija F,, — E! y se expresa en términos de la energfa cudntica de una particula

7. . 2252
en un pozo unidimensional E, = 20 la ec. (1.123) se reduce a:

E, = (14 4mpE,)E,, (1.124)

esto implica que la fraccion de error es proporcional a SE,,.

1.7. El oscilador de Dirac con correcciones GUP

1.7.1. Antecedentes

El oscilador de Dirac ha sido resuelto desde 1989 con la introduccién de Moshinsky
[27], sin embargo, las nuevas teorias deben de alguna manera mejorar a las viejas
teorias, en este caso, se ha introducido una correccién debido a efectos de longitudes
minimas o efectos de un principio de incertidumbre generalizado (GUP), por lo que
diferentes autores han trabajado con ciertos enfoques de como resolver un oscilador
de Dirac con correcciones GUP. Arifuzzaman y otros lo resuelven en el contexto de las
soluciones de Moshinsky y acoplan GUP al conmutador de [z, p| [48]. Nouicer propone
un cambio de variable en el oscilador de Dirac unidimensional mediante el médelo
de KMM [49]. Quesne y Tkachuk resuelven el oscilador de Dirac por el método de
factorizacién mostrando que las soluciones son companeros supersimétricos (SUSY)
[51]. Momotaj y otros proponen una forma de resolver el oscilador de Dirac mediante
un potencial lineal debido a un GUP [50].

1.7.2. Propuesta de Nouicer

Nouicer en 2006 propone una forma de resolver el oscilador de Dirac en presencia
de longitud minima (GUP) [49]. La ecuacién diferencial para el oscilador de Dirac

3De foa U*Wdx = 1, se tiene que C? = 2/a.
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unidimensional es la ec. (1.93) la cual devuelve el sistema de ecuaciones diferenciales
presentadas en las ecs. (1.97), Nouicer propone introducir el siguiente cambio de
variable:
. L o O
p=0p, T =1h (1+ﬁp ) —, (1.125)
Ip
similar a la propuesta del modelo KMM [40], de esta manera el sistema de ecuaciones
pasa a ser:

dg E —mc

o . Yy _ =T e
ipg + ihmw (1 + Bp ) ap g fs (1.126)

2
ipf + ihmw (1 + Bp?) g—j; - E—F%g. (1.127)

La forma de desacoplar f de g es similar al caso sin presencia de GUP. La ecuacion
diferencial para f segin ref. [49] es:

2
8—2 — 2m2wW*h*Bp (1 + ﬁpZ) (,% +p*(1 - mwhﬁ)} f(p)

dp
2 2.4
_ (M +mwh> ),

(1.128)

—m2uw2h? (1 + 5])2)2

la cual es un poco complicada de resolver, sin embargo, Nouicer lo simplifica haciendo
el siguiente cambio de variable:

q= W arctan (pﬂ), (1.129)

para el cual:

™ T
—0<p< S Y T — 1.130
S P=oY 2mwhy/3 1 2mwhy/B ( )
luego el problema queda reducido a:
2
1
0 ( = mwhf) tan?(gmwhn/B) + €| f(q) = 0, (1.131)

o P
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2_ 2.4 . . . .
con € = E%jtmwh. La presencia de la tan(z) sugiere un nuevo cambio de variable

que involucre senos y cosenos, siguiendo el desarrollo de Nouicer se llega a:

f(q) = v*h(u), (1.132)
siendo:

u = sin <mwh\/ﬁq>, v = COS <mwh\/ﬁq>, (1.133)

luego la ec. (1.131) con el cambio anterior es:

(1 —u®)h"(u) — (A + Vub/(u) +

[(A(/\ Sy %) Z—z (- m)} hu) = 0. (1.134)

La ecuacién anterior es parecida a la ecuacién diferencial de Gegenbauer, una clase
especifica de la ecuacién diferencial de Jacobi [62]. Para que su solucién tenga sentido
y sea un polinomio deben definirse dos valores. El primer valor relacionado a A:

1 — mwhp
AMA—1)— ——F= =0 1.135
(A=D)- T =0, (1.135)
teniendo dos valores posibles:
1 1
M= —— Ao=1-— . 1.136
YT mwhpB’ 2 mwhf3 ( )

El valor de A que se acepta es Ay, debido a que A tiende a ser negativo y no converge
a los polinomios de Hermite segiin Nouicer. Luego el segundo valor es para definir el
orden del polinomio:

€

A s T

n(n + 2X), (1.137)

luego, la ecuacion diferencial (1.134) en conjunto con las dos condiciones presentadas
en las ecs. (1.136) y (1.137) es:

(1 —u?)R" (u) — (X + D)uh/(u) + n(n + 2X\)h(u) = 0. (1.138)
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Las soluciones son los polinomios de Gegenbauer [49, 62]. Para f(u) y g(u):

fa(u) = N*C(u), (1.139)
. 2Nc —u2 % A1 u
gn(u) = \/B(Enerc?)(l )2 Cry(u), (1.140)

siendo N la constante de normalizacién, la cual se encuentra mediante la ecuacién
(1.113) y segun ref. [49]:

o 2B T@A+n) ¢ T(2A+n+1) 1/
= Vo L+ VTP BB+ m@P (- D+ VO D]
(1.141)
donde I'(2) es la funcién gamma. Las soluciones en términos de p son:
fue) = N+ e (22, (1142)
1+ Bp?

_ 2Ne oAt [ PVB
gn<p) - \/B(En +m02)(1 +ﬁp ) Onfl (\/W) . (1143)

El espectro de energia es definido por la condicién de la ec. (1.137):

€n = MW B(n% + (2n + 1)), (1.144)
por lo que:
A 22,2
E’n::i:mCQ\/1+2nw SNy AL (1.145)
me c

El cual coincide con el espectro sin correcciones GUP presentado en la ec. (1.103) en
el limite de  — 0. Nouicer demuestra parcialmente que en el limite de § — 0 las
soluciones presentadas en la ec. (1.143) se aproximan a las soluciones en el espacio
de momentos del oscilador de Dirac sin presencia de GUP [49].



Capitulo 2

Metodologia

En el presente capitulo se desarrolla la propuesta metodoldgica para encontrar el
limite clasico del pozo infinito y del oscilador de Dirac, ambos problemas deformados
por la presencia del principio de incertidumbre generalizado, cabe resaltar que el tipo
de estudio es tedrico y no requiere de comprobacion experimental, sin embargo, se
comprobard mediante estudios previos [10]. El pozo infinito es un problema de la
mecanica cuantica deformada por lo que ademas del principio de correspondencia es
necesario agregar el limite HUP o 8 — 0 para obtener el limite clasico. El oscilador
de Dirac con correcciones GUP es un problema de la mecanica cuantica-relativista
deformada para particulas de espin 1/2 en este caso tinicamente se estudiara el caso
de particula y no de antiparticula, por lo que la propuesta implica un limite no
relativista y un limite HUP, ademads, del principio de correspondencia.

2.1. Propuesta metodoldgica para la particula en
un pozo unidimensional con correcciones GUP

2.1.1. Propuesta tedrica

Las soluciones de Baldo se muestran en la ec. (1.122), se representan por 1, (z)
y posee un espectro discreto E,. La propuesta metodologica consiste en aplicar el
principio de correspondencia a las soluciones de la ecuacién de Schrodinger, para
esto se aplico el siguiente programa:

= Definir la densidad de probabilidad cuantica. En este paso, se definié la
densidad de probabilidad cuantica en el espacio de momentos de la siguiente
manera;

p() = V5 (2)¢n (), (2.1)

33
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donde ¢ (z) representa la conjugada imaginaria de 1, (z), esta propiedad per-
mite verificar que p,(z) > 0.

= Aplicar la transformada de Fourier a la densidad de probabilidad
cuantica. La transformada de Fourier se aplicé a la ec. (2.1) al espacio k:

) = Floule)} = o= [ pula)e e 22)

El resultado de la aplicacion de la transformada de Fourier es, en general, una
funcién y no un producto de funciones [2, 10, 25].

= Aplicar el limite asintético NV > 1 y establecer la cota energética. Lo
anterior consiste en una reorientacion del principio de correspondencia de Bohr
a las funciones de onda, por lo que tal aplicacién hard que p,, (k) ~ pn(k), ya que
las funciones de onda en general son discretas segiin el espectro energético; sin
embargo, se debe prescindir de N mediante una igualdad de la energia clasica
de una particula en una caja unidimensional E°L con la energia cuantica [2].
Al igualar ambas energias se despeja N en términos de la energia cuantica y
clasica obteniendo py (k) ~ p(k).

= Aplicar la transformada inversa de Fourier. Para este paso se aplico la
transformada inversa de Fourier a p(k) al espacio de posicién, esto para verificar
si es posible que se haya recuperado la densidad de probabilidad clasica y una
serie de residuos cuanticos, por tanto:

plz) = F{p(k)} = %27 / " ok, (2.3)

En la ecuacién anterior se tiene como resultado p(z) = p“*(z) + O(B, h, ),
donde el primer término de la derecha coincide con la densidad de probabilidad
clasica y el segundo término es el residuo cuantico.

2.1.2. Analisis de residuos cuanticos

El residuo cudntico-GUP fue comparado al resultado obtenido por Granda [2],
de esta manera, se comparé mediante una razén los efectos GUP con los efectos
residuales cudntico con la ecuacién (2.4):

R — C'GUP _ O(ﬂa ha il')
CQM O(FL, x) ’

(2.4)
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para valores de R > 1 se dice que los efectos GUP son superiores a los efectos cudnti-
cos, mientras que para R ~ 1 se dice que hay poca diferencia entre los efectos GUP
y cuanticos. Para diferentes valores de 3, este comportamiento se puede observar en
la fig. 3.1.

2.2. Propuesta metodolégica para el oscilador de
Dirac con correcciones GUP

2.2.1. Propuesta tedrica

En este problema se utilizan las soluciones de Nouicer mostradas en la ec. (1.143),
por tanto, para este problema se definieron ciertos pasos metodologicos:

= Aplicar el limite HUP a las soluciones del oscilador de Dirac en el
espacio de momentos con correcciones GUP. En este paso fue necesario
aplicar el limite 5 — 0 a las ecs. (1.143), esto para reducir la complejidad de
aplicar una transformada a los polinomios de Gegenbauer.

= Definir la densidad de probabilidad cuantica-relativista. En este proce-
so la densidad de probabilidad para una particula en el dominio de la ecuaciéon
de Dirac es:

P = f2(p) + g2 (p), (2.5)

siendo f la componente grande y g la componente pequena, ambas soluciones
son obtenidas al aplicar el limite HUP a las soluciones de Nouicer.

= Aplicar la transforma de Fourier a la densidad de probabilidad cuantica-
relativista. En este paso se calculé la transformada de Fourier de la ec. (2.5)
al espacio k.

pulk) = Flpu(p)} = %27 / " pup)edp. (2.6)

» Calcular el limite asintético y establecer la cota energética. Se encontré
que p,(k) puede expandirse asintéticamente para n > 1 en el dominio de
E,, = Egry, siendo RM la energia del oscilador relativista, de esta manera, se

tiene que p, (k) = p(k).

= Aplicar la transformada inversa a la densidad de probabilidad cuantica-
relativista expandida asintéticamente. En este paso es necesario recuperar
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informacion de la densidad de probabilidad expandida asintéticamente en el
espacio de k; por tanto, es necesario aplicar una transformada de Fourier al
espacio de momentos, para eso:

o(p) = F (k) = %27 / " p(k)edk. (2.7)

El célculo anterior devuelve lo que en principio seria una densidad de probabi-
lidad clasica-relativista, sin embargo, no es ese el interés de este trabajo, por
lo que se obtiene el siguiente resultado:

p(P) ~ Poig(p) + Psman(p), (2.8)

donde el primer término de la derecha es la densidad definida por la componente
grande y el segundo término es la densidad definida por la componente pequena,
ademas de una serie de términos residuales denotado por Q.

» Aplicar el limite HUP. En este paso, se aplicé el limite 5 — 0 a la ec. (2.8),
para obtener una densidad clasica con efectos relativistas.

= Aplicar el limite no relativista. En este paso, se aplicé el limite no relati-
vista para obtener la densidad de probabilidad clasica y comparar con estudios
previos. El limite no relativista consistié en aplicar ¢ — oo o bien, una aproxi-
macion lineal del pardmetro ~y.

2.2.2. Analisis de residuos cuanticos

Los resultados pueden ser analizados desde diferentes perspectivas, sin embargo,
se consideré unicamente el primer término de la densidad obtenida por los pasos
metodoldgicos, de esta manera:

_ p1(l<&,p)
B= o ) (29)

donde p; es la densidad de probabilidad cléasica-relativistas con efectos GUP y pcr,
es la densidad de probabilidad cldsica, ambas definidas en el espacio de momentos.
Esto es presentado en las figs. 3.2 y 3.3. Ademads, se presenté una superposicion
de densidades a fin de observar el efecto de una correccion GUP a la densidad de
probabilidad clésica en la fig. 3.4.
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Resultados y discusion

En este capitulo se presentan los resultados y discusiones de la aplicacion del
nuevo principio de correspondencia a dos problemas especificos:

= Mecanica cuantica con correcciones GUP: el pozo infinito.

» Mecdnica cuantica-relativista con correcciones GUP: el oscilador de Dirac.

La propuesta para obtener el limite clasico a través de la densidad de probabilidad
cuantica es determinante para establecer un punto de partida. La recuperacién de
la densidad de probabilidad clasica es basado en el principio de correspondencia
aplicado a las soluciones de la ecuacién de Schrodinger y (en conjunto con el limite
no relativista) a las soluciones de la ecuacién de Dirac o Klein-Gordon. Por tanto,
incorporar el limite HUP al nuevo principio de correspondencia en conjunto con
el limite no relativista es la propuesta establecida en la seccion metodoldgica para
problemas con presencia de GUP.

3.1. Pozo cuantico con correcciones GUP

3.1.1. Aplicacién de la propuesta metodolégica

La densidad de probabilidad cuantica para el pozo infinito unidimensional con
correcciones GUP es

pM(2) = gsin2 (K"z) (3.1)

siendo a la longitud del pozo donde se encuentra confinada la particula. La aplica-
ciéon de la propuesta metodoldgica tiene como resultado lo siguiente: al aplicar la

37
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transformada de Fourier a la densidad de probabilidad cuantica al espacio de y se
tiene:

pM(y) = f(pQM(:U)) _ /Oa 2 sin® (k"x) exp (—izy)dz, (3.2)

T2 )y a

esta integral es inmediata [2, 10]:

1 ew—1 1
QM — 1 —— 3.3
sabiendo que k" = ", es posible modificar la ec. (3.3), sin embargo, en ref. [10] no

fue necesario tener correcciones cudnticas pero en ref. [2] se consideré adecuado tener
correcciones cuanticas para comparar al caso clasico. Luego, es necesario aplicar un
limite asintético al nimero cuantico principal n > 1 a la densidad de probabilidad

definida en el espacio ¥, lo anterior implica que 4222;;2 > 1, por lo que:

1 a2y2
]' - 1 4k.//2 ~ 1 + 4N2ﬂ_27 (34)
—
entonces
1 ew—1 a’y?
QM (1)) ~ 1 3.5
P (y) T { +4N2W2}, (3.5)

con N > 1. En este punto, es necesario despejar N ya que la particula cldsica
confinada no posee una energia discreta. Por tanto, se debe aplicar £, = EL,
para establecer una cota energética de la particula cuantica al dominio de energias
clasicas. La particula en una caja en el dominio de la mecanica clasica tiene una

, 2
energia E¢F = 2 por tanto,

2m

2 NQ 2h2 N4 4h4
p__ s —G—B m

om  2ma?

, (3.6)

mat

los valores que N puede tener cumplen con la propiedad N > 0 y en el limite 5 — 0
debe cumplir que N = 22 segtin la ec. (1.53) . La rafz general es:

A pr— — = —-— pr—
2A ’ b ma?’ 2ma?’ om

—B+vB%2—-4A 4pt 2p? 2
N:i\/ C mh B mh o P

la raiz adecuada en forma explicita es
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pa
N =—
mh

1/2
1+ 88p2 — 1] | 38)

48p?

este valor cumple con N ~ E2 en el limite § — 0. Al sustituir la ec. (3.8) en la ec.

wh
(3.3) se tiene:

. (3.9)

1 6'iay -1 5h2y2
PN (y) = [1 +

a2 iy V1+88pr—1

La ec. (3.9) presenta correcciones cudnticas (%) y correcciones GUP (), sin embargo,
las correcciones GUP son mucho mas pequenas que las correcciones cuénticas !. El
siguiente paso implica recuperar informacién en el espacio de x, donde esta definida
la densidad de probabilidad cuantica, para eso se define a = Bl

licd
By e y se aplico

una transformada inversa de Fourier al espacio x para obtener informacion en el
espacio de configuraciones:

P ) = FH{pM W)}

1 [ [ew—1 .
= / [6 J [1+ay2ﬂe”ydy, (3.10)

2mair J_o

haciendo uso de las siguientes integrales y de la ref. [2]:

i(z) = % /_OO ey, §(r) = dillix),(y(x) = % /_00 ye™dy, (3.11)
se obtiene:
P 0) = Lt~ i — @) + 25— a) - 5] (3.12)

En la ec. (3.12), el primer término del lado derecho corresponde a la densidad de
probabilidad clasica de una particula confinada en una longitud a, independiente
de h. En el segundo término del lado derecho se puede observar la presencia de
correcciones cuanticas y GUP, esto implica una fuerte supresién a nivel clésico, ya
que no solo es proporcional a la constante de Planck sino también al parametro de
deformacién. La razén de las correcciones se puede calcular, al usar la ec. (2.4) se

Wesdse la figura 3.1
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llega a:

Com-cup 1
R=e 5 (VI+857 +1), (3.13)

para valores 3p? > 1 se tiene que R ~ /Bp. La ec. (3.13) depende fuertemente
del valor de 3, sin embargo, para valores fp? < 1 la razén se puede aproximar
mediante R = 1 + 23p?, en pocas palabras, en el limite 3 — 0 la ecuacién tiende
a 1 independientemente del momento lineal. Esto implica que los residuos cuanticos
con correccion GUP son ligeramente mayor que los residuos cuanticos. Ademas, en
el limite 5 — 0 la ec. (3.12) coincide con la ec. (1.58) y por tanto, con la ec. (1.59)
presentadas en ref. [2, 10].

3.1.2. Principales resultados

Proporcién de Residuos

504 --- Beta=0.1

--- Beta=0.01

~-- Beta=0.001 -
45 Beta=0.0001 -

4.0 4

3.5 1 P
s

2.5
2.0

15+

104 mm=ZIlmmmm====mzIIIIIIO

Figura 3.1: Se presenta la grafica de la ec. (3.13) para diferentes valores de (5. Puede
notarse que a medida 5 — 0 la relacion de los residuos tiende a 1. Existen valores
de B al cual los efectos cuanticos-GUP superan a los efectos cudnticos, esto ocurre
cuando el momento lineal es muy grande, por lo que se estd introduciendo a nociones
relativistas.

La propuesta metodolégica implica la recuperacion de la densidad de probabi-
lidad clasica desde la densidad de probabilidad cuantica a través de la propuesta
del principio de correspondencia, de esta manera, segin la ec. (3.12) la densidad de
probabilidad clésica es recuperable como una cota superior de la densidad de proba-
bilidad cuéntica, es decir, en el régimen energético E,, = E¥M es posible encontrar
la densidad de probabilidad clasica con correcciones cuanticas-GUP, sin embargo, en
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el limite § — 0, se recuperan las correcciones cudnticas presentadas en ref. [2, 10].
Ademds, el resultado de la ec. (3.12) coincide con resultados previos [2, 10] y esto im-
plica la posibilidad de extender el nuevo principio de correspondencia a los problemas
de la mecanica cuantica deformada.

3.2. El oscilador de Dirac con correcciones GUP

3.2.1. Aplicacion de la propuesta metodolégica

Las soluciones de Nouicer presentadas en la ec. (1.143) son las soluciones del
oscilador de Dirac con correcciones GUP, sin embargo, resolver este problema es un
poco extenso, esto debido a la poca literatura para facilitar calculos. El desarrollo
matematico de esta aplicacién se encuentra en el Apéndice B. La propuesta meto-
dolégica implica aplicar el limite de HUP a las soluciones de Nouicer para recuperar
el limite cudntico-relativista de las soluciones del oscilador de Dirac, por tanto, al
aplicar el limite 5 — 0 en la componente grande se tiene que A — oo:

A Fnle) = i,

N(1+ Bp?)-M2CH (%)] (3.14)

mediante las siguientes identidades:

1 z 22)\—1
1i 1+4—-) = ['(2)) = NN+ 1/2 3.15
tin (147) e TEN = ZoTOO1/2), (3.15)
. F()\+a) —aln\ __ . n—n/2 %/ 2 . 2771/2
g moy T i TG {5 | = o (),
(3.16)
se llega a:

E, +mc?

2
p p
= H,| —— —— . 1
Vmwhmn!2nt B, (\/ mhw) P < 2mhw) (3.17)

fn(p)

La cual coincide con el resultado del apéndice A. Esto implica que las soluciones
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de Nouicer al aplicarse el limite HUP son:

E, + mc? u?
n u = 6_ 2 Hn u ) 318
falw) \/2”+1n!\/mwh7rEn () ( )

E, —mc? u?
gn(u) = \/2”(n—1)‘mE 2 Hy, q(u), (3.19)

con u = m El célculo de la aplicacion del principio de correspondencia se en-
cuentra en el apéndice C, por tanto, aqui se presentan los resultados inmediatos. La
densidad de probabilidad cuantica-relativista viene dada por:

E, +mc? ( p? ) 1
wOM (p) = . exp | — H [ ——
pr " (D) on+tinl/mwhrE,, P mhw " mhwp

N E, — mc? ( p? ) e 1
exp | — _ —0p,
27(n — 1)!'Wmwhr E, P\ mhw ) 7 mhw”

(3.20)
es necesario definir las siguientes cantidades:
1 E, + mc? 9 E, — mc?
a=—— la|'=— 5, o = ——, (3.21)
mhw 2n+ln '\/_E 2n(n — 1)!\/EE,L
luego, la ecuacién es més simple:
PR (p) = lan|* exp (—ap®) HY (Vap) + |a,|” exp (—ap®) He_, (vVap) .
(3.22)

El siguiente paso es aplicar una transformada de Fourier a la ec. (3.22) al espacio

‘/_"(pﬁQM (p)) = \/%/Oo [|an|2exp< 2) Z(\/ap” e—ikpdp

+ \/—/ lal,|* exp (—ap?) H2_, (\/529)} e *dp,
(3.23)

el resultado de esta transformada viene dado por:
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k2
n—1 (%) )

(3.24)
donde L, (u) son los polinomios de Laguerre de orden n, con
V2
4,7 = X2 (3.25)

La propuesta metodoldgica sugiere encontrar el comportamiento asintético para un
n > 1 en la densidad de probabilidad cuantica-relativista. En el trabajo de Gabor
[63] se encuentra el comportamiento asintético para los polinomios de Laguerre:

F (u2) = e_%Ln (u2) ~ Jy <2\/Nu)
- / BE () o (2VNu) Yo (2V/NE) = Jy (2VNE) Yy (20/Nu) | at
(3.26)

con N =n+1/2, Jyy Yy son las funciones de Bessel de primera especie y de segunda
especie, respectivamente. Luego la densidad de probabilidad en el limite asintotico
es:

k
V2«

ja, |
’An 1|

2
Qp
PR (1) = | ’QJO (2 N,

N )+(91+ J(Q N, )+02,

(3.27)

V2a

con los siguientes residuos cuanticos-relativistas:

B lan|” ™ m?) 9 k
0, = |A|2/ £F (t)JOQNl\/Q_ Yo (2v/Mit)

A (2 N1t>Yo< )] (3.28)
(

O - |An1|2/m rr { 2 o ) (2
A (2 Ngt)Yb( 2/ N, )1dt, (3.29)
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con Ny =n + % y No =n — % El espectro de energia considerado para este caso
es B2 = m%c* + Bw?h?n®m2c® 4 2nwhmc?, en el apéndice D se encuentra la energia
del oscilador relativista que viene dada por E%,, = v?*m?c’. Este paso metodolégico
consiste en igualar ambas energias para poder despejar n, por tanto, al igualar ambas

energias se tiene que:

(v* = Dme?

(\/1— 1—7 6m202+1>

(3.30)

este valor es necesario para fijar el valor de la energia cudntica a la energia
relativista, en general el argumento de la funcién de Bessel es:

? jay |

o (k) ~ ”CLLFJO (1K) + Oy + 2 e (63K) + O, (3.31)
n n—1
con:
0 = v/mhw (2n + 1), dy = /mhw (2n — 1), (3.32)

esto implica que los argumentos se pueden expresar usando la ec. (3.30):

2(72 — 1)m2e? + mhw<\/1 — (1 P)mEE + 1)
V1= (1—92)Bm2c2 +1)

2(72 — 1)m2e? — mhw<\/1 “ (- )pmiE + 1)
V1= (1—=92)Bm2c2 +1)

5y =

I

0y =

(3.33)

El siguiente paso metodoldgico consistio en aplicar la transformada inversa de Fourier
de la ec. (3.31), recuperando la densidad de probabilidad en el espacio de momentos:

FL( pEeM (1. — / |a"| ——Jo (01k) + O ke q;
< ( )) \/ﬂ |A | 0( ! ) ! c
Ol Jo (52k) + Oo | €*7dk,
\/ﬂ / |11n 1| ’ ( ? ) 2| €

(3.34)

Esta integral puede ser resuelta utilizando una componente y generalizando para la
otra componente. Al realizar este calculo implica que la densidad de probabilidad
cuantica-relativista en el espacio de momentos con un nimero cuantico N > 1y con
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”» RQM
cota energética I/ NQ = ERM eg

2 |a, 1 2 la ] 1
pEM () = 2 | 19, +9, (3.35)

27T|A| 02 — p? \/27‘(“14”_1‘2\/5%—])2

para los efectos residuales cuanticos se tiene:

|an| 1 ) _h2 j. |a/;‘b|2 1 %) _h2 j'
O= o sy ) B e e ey ) b )

(3.36)

con S| = —+% y Sy = =2, siendo 5; la accién cldsica con correcciones relativistas-
GUP. Las funciones sin dlmenswn i;(p, 6)) son las mismas que aparecen en ref. [2, 10].
Al aplicar tal limite se obtienen efectos GUP en la densidad de probabilidad clésica.
Se aplicé el limite no relativista a las siguientes constantes:

nhw
2 an|? 1 E,+me 1 Vit2ne t1 (3.37)

vV 27T |An|2 B % En 2m 1 + 2nhw ’

mc?

de esta manera, al aplicar ¢ — oo, se tiene:

2 |an| 1
c—>oo \/ﬁ ’A ’ ;’ <338)
sin embargo, para la otra componente:
nhw
2 |CLIn‘2 . 1 E, — mc? - 1 1 +2mc2 1 <3 39)
V2T |An71|2 27r E, 2T 1+ 2m02 ) .

a diferencia de la componente grande, en el caso de la componente pequena se tiene

AR

lim ——
c—00 A/ ’An71’2

en cuanto a las 0, y 09 se tiene en el limite no relativista:

=0, (3.40)
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2(v2 — 1)m2e? + mhw(\/l “ (1 2)Bm2E + 1)
lim §; = lim

c—00 c—00 \/1 _ (1 _ WQ)ﬁWQCz + 1) (341>

2
el cdlculo del limite se puede hacer mediante la aproximacion 72 = 1 + Z—S y vim? >
mhw, por lo que:

2(\/1 T2 — 1)
lim 51 =

c— 00 /82

= Ky, (3.42)

al igual que 5. En general, el limite no relativista de la densidad de probabilidad
clésica-relativista con efectos GUP, obtenida en la ec. (3.35) y usando los resultados
previos de las constantes se tiene:

lim pRQM ( )

12\ J
) 1 1 1 > ( D) ) A )
== + 2 =) 4(p, K1),
=00 - VEE—p2 V2mky T\SE )Y pm

(3.43)

a este punto, la componente pequena no aparece, se puede prescindir de los efectos
residuales debido a que la constante de Planck es muy pequena, por lo que se asume:

ltm pRM ()= 2L L g <_h2>j'( P
fm = — =] ii(p k) v ——.
c—>oop P T A //i% _p2 \/27-(,%1 i=1 512 I\ F1 ™ /ﬁ;% —p2

(3.44)

Al aplicar el limite 5 — 0 a la ec. (3.44) se tiene la densidad de probabilidad
clasica:

11
lim p"@M (p) = =

50 B

con py = muy. Por lo que el resultado coincide con los resultados previos [2, 10, 25].

(3.45)
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3.2.2. Principales resultados

La propuesta metodoldgica para recuperar el limite clasico del oscilador de Dirac
con correcciones GUP, presenta diversos limites como el limite no relativista y el
limite HUP, sin embargo, la ec. (3.45) demuestra que la metodologia es correcta
para este problema. La razon entre la densidad de probabilidad clésica-relativista
con efectos GUP y la densidad de probabilidad clasica es:

2 .2
R PP _ h=r (3.46)
p(po, p) K —p?

la ec. (3.46) es graficada para diferentes valores de k; en la fig. 3.2 y fig. 3.3.

También puede hacerse una comparacion entre las densidades de probabilidad en
el punto p = 0, que fisicamente es cuando la particula tiene un momento igual a
Cero, en ese caso:

cLigy _ @PD(y _ L [K1L— Do
HO) - 2P0 = 1| P, (3.47

en la fig. 3.4, se puede observar esa diferencia en el momento igual a cero.
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Proporcién de Residuos
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Figura 3.2: Comportamiento de las densidades en términos de residuos cuanticos
para diferentes valores de k con relacién al momento inicial pg de la particula en un
oscilador armonico simple. Se grafica para kK > py. Aunque este caso es meramente
hipétetico ya que para que ocurra este sistema 8 debe ser mucho mayor que el
momento clésico.
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Proporcién de Residuos
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Figura 3.3: Comportamiento de las densidades en términos de residuos cuanticos
para diferentes valores de x con relacion al momento inicial py de la particula en un
oscilador armoénico simple. Se gréfica para k < py. Puede notarse que este compor-
tamiento se debe a que en la densidad de probabilidad clasica-GUP presenta una
reduccion de la amplitud de oscilacion.

Comparacion entre densidades de probabilidad

--- cPD
* QPD for0.5p

-
\

Figura 3.4: Breve comparacién entre la densidad de probabilidad clasica y la densidad
de probabilidad con correcciones GUP, puede notarse que los efectos GUP simple-
mente modifican la amplitud del momento inicial, por tanto, el rango de momento
es diferente al momento clasico.
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Conclusiones y recomendaciones

El objetivo principal de este trabajo consiste en aplicar la extensiéon del princi-
pio de correspondencia de Bohr a problemas especificos de la mecanica cuantica y
mecanica cuantica relativista, deformadas por la presencia del principio de incerti-
dumbre generalizado GUP. Los problemas a resolver son el pozo infinito no relativista
en el espacio de configuraciones y el oscilador de Dirac en el espacio de fase, ambos
con correcciones GUP.

La propuesta metodolégica para el pozo infinito consiste en la aplicacién direc-
ta de la extension del principio de correspondencia a la densidad de probabilidad
cuantica. El resultado no coincide con resultados previos debido a la presencia del
parametro de deformacién (3, sin embargo, en el limite HUP o 8 — 0, el resultado
presentado en la ec. (3.12) es el esperado segin ref. [2, 10], lo que implica que para
este problema especifico se debe incorporar el limite HUP a la propuesta metodolo-
gica para recuperar exactamente la densidad de probabilidad clasica de la particula
confinada. El residuo cuantico-GUP es mucho mas pequeno que el residuo cuantico
obtenido en ref. [2], no obstante, es proporcional a O(h, ), siendo un residuo casi
nulo, debido a que la constante de Planck es del orden de 1073*. Se concluye que
el limite de la densidad de probabilidad clasica de la particula confinada en una
dimension es recuperable desde la particula cuantica con correcciones GUP en una
dimensién, mediante la aplicacién del nuevo principio de correspondencia y del limite
HUP.

El oscilador de Dirac en el espacio de fase con correcciones GUP presenté un
reto mayor debido a la poca literatura bibliografica y complejidad matematica. La
poca literatura del oscilador de Dirac en el espacio de fase gener6 un trabajo extra
presentado en el apéndice A. Los polinomios de Gegenbauer son generalizaciones de
diversos polinomios como los de Hermite o los de Chebyshev, por lo que encontrar
una transformada de Fourier a un polinomio generalizado presenta dificultades, sin
embargo, la aplicacion del limite HUP a las soluciones del oscilador de Dirac con

50
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correcciones GUP permite recuperar el oscilador de Dirac sin correcciones GUP pre-
sentados en el apéndice B pero manteniendo su espectro energético con correccionges
GUP. La aplicacion de la extension del principio de correspondencia implica analizar
al oscilador de Dirac sin correcciones GUP en el espacio de momentos. Para encontrar
la cota energética se procedid a igualar la energia del oscilador de Dirac a la energia
del oscilador simple, de esta manera, la correccion aparece como argumento de la
densidad de probabilidad cuantica. El limite HUP y la extension del principio de
correspondencia permiten recuperar una densidad de probabilidad clasica-relativista
con correcciones energéticas debido a GUP. Al aplicar el limite no relativista se tiene
la densidad de probabilidad clasica con efectos GUP, el resultado de la ec. (3.43) es
la densidad de probabilidad cldsica con argumento clasico-GUP, ademés de una serie
de residuos crecientes O(h, [3), de esta manera, al aplicar el limite HUP se recuperé
la densidad de probabilidad cldsica presentada en la ec. (3.45) y la serie residual de
potencias crecientes de la constante de Planck presentada en la ec. (3.36). Se conclu-
ye que la densidad de probabilidad clasica del oscilador armoénico simple definido en
el espacio de momentos es recuperable desde el oscilador de Dirac con correcciones
GUP mediante la propuesta del limite HUP, el nuevo principio de correspondencia
y el limite no relativista coincidiciendo con resultados previos [2, 10]. Esto es para
particulas cuanticas relativistas que obedecen el hamiltoniano del oscilador de Dirac.

La propuesta metodoldgica de esta tesis ha arrojado primeros resultados del limite
clasico de la mecanica cudntica y mecanica cuantica relativista, deformadas por el
principio de incertidumbre generalizado, de tal manera que la propuesta de Bernal
y otros [2, 10, 25, 26] es extendible a este campo, por lo que el limite cldsico puede
ser encontrado. No obstante, otro resultado interesante es la presencia del factor
en las densidades de probabilidad clasicas que tiene poca bibliografia en la literatura
cientifica.

En el desarrollo de la metodologia se tuvieron ciertos problemas bibliograficos
como el desconocimiento del oscilador de Dirac en el espacio de momentos en una
dimension, que fueron desarrollados en el apéndice A siguiendo la metodologia de
Radoslaw [29], esto debido a que en la ref. [49] no se presenta el resultado correcto
del limite 8 — 0 del oscilador con correcciones GUP, por tanto, el resultado correcto
se puede encontrar en el apéndice B.

Otro problema presentado es el desconocimiento de la energia del oscilador rela-

tivista, sin embargo, en el apéndice D se desarrolla de una manera similar al autor
de la ref. [64].

La propuesta tambien es analoga, por simetria, al momento minimo, que aqui se
desarrollo en longitud minima, por lo que se puede extenderse al momento minimo.
En general, es posible medir los efectos GUP con simulacién numérica similar a la
propuesta de Bernal [10].

Resumiendo, el principio de correspondencia presentado por Bernal y otros [10]
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es extendible a la mecanica cudntica y mecanica cuantica-relativista, deformadas por
GUP, en conjunto con el limite HUP y el limite no relativista para el oscilador de
Dirac, y para el pozo cuantico solo se requiere del limite HUP.

Hay una serie de problemas que se pueden resolver con esta propuesta metodologi-
ca de la tesis. Dentro del campo de la mecanica cuantica deformada se recomienda
resolver: el oscilador armoénico cuantico en 1D y 3D, el dtomo de hidrégeno, el pozo
esférico y otros. En cuanto al campo de la mecanica cudntica-relativista deformada
se recomienda resolver: el oscilador de Klein-Gordon en 1D y 3D, el pozo infinito de
Dirac y de Klein-Gordon, el atomo de hidrégeno relativista, etc. Por lo que el campo
de investigacién no esta cerrado.
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Apéndice A

El oscilador de Dirac en el espacio
de momentos

El oscilador de Dirac en una dimensién espacial [27, 29] se presenta en la ecuacién
siguiente:

co <15 — iﬁmw)?)‘l’ + Bmc*¥ = EV, (A.1)
con las siguientes matrices:

a:(? Bi>’ B:(é _01), Q:(ﬁ) (A.2)

Al aplicar las matrices anteriores, el sistema de ecuaciones para la componente grande
(f) ¥ pequetia (g) es:

c<—i]3 + mw)?)g = (E — ch)f, (A.3)

c(zﬁ - mw)?) f = (E - mc2)g, (A.4)
en el caso de f, el sistema se puede resolver aplicando el operador siguiente:
¢ (—2}3 + mw)?) (@]3 + mwX) f = (E + mc2)c<—i13 + mw)?)g

= (E*—m*c") [, (A.5)

por tanto, para resolver el lado izquierdo basta con aplicar una multiplicacion de
operadores:
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e <—z]3 + mw)?) (zﬁ + mw)?) = c? []32 + m2w?X? + imw [)Z', 13” ) (A.6)
en este punto se utiliza el conmutador usual [)? , ﬁ] = ih, y la ecuacion para la
componente grande es:

c? [152 + m2w?X? — hmw} f=(E*=m’c")f. (A.7)
Existe poca bibliografia del oscilador de Dirac en el espacio de momentos !, por
lo que se pretende resolver mediante los siguientes operadores usuales en el espacio

de momentos [1], en este espacio se tienen resultados del oscilador de Dirac en el
espacio de momentos:

con base en este cambio de operadores, la ecuacién diferencial para la componente
grande a resolver:

2

dividiendo por mc?hw se tiene:

1, d*f  E?—m*c* + mcPhw
— mhw = A.10
b’ fom dp? me2hw / ( )
es necesario definir una cantidad adimensional © = W para simplificar
el calculo:
1, d2f
— — mhw—5 =06 A1l
definimos u = 'rrthw p para tener:
i) O—u?)f=0 A12
] +(©—-u?)f=0, (A.12)

esta ecuacion diferencial ya tiene soluciones conocidas, la solucion para la componente

1Se puede encontrar a partir de las soluciones del oscilador de Dirac en el espacio de posicién
[29], aplicando una transformada de Fourier al espacio de momento.
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grande es:

f = Ae™ H,(u), (A13)

siendo H,(u) los polinomios de Hermite de orden n y A una constante de normali-
zacion. Luego para encontrar g, basta con usar la ecuacion:

d
c(z’p + ihmwd—) f = (E + ch)g, (A.14)
P
haciendo el cambio de variable u = \/m;imp’ se tiene:

ciW(u—i—%)f = (BE+md)yg, (A.15)

luego usando la solucién de la componente grande:

d w2 w2
<u + @>A62Hn(u) = Ae” 7 H) (u), (A.16)

una propiedad conocida de los polinomios de Hermite es la siguiente identidad:
H! (u) =2nH,_1(u), luego g viene dada por:

2Acnvmhw _ «2
Tl =g (A1)

La constante de normalizacién es calculada en el rango de momentos [—oo, 0],

siendo un intervalo abierto:
n n + n n d
4 (\/mhw)f (\/mhw) g (\/mhw>g (\/mhw)l b

N
=1.  (A.18)

Haciendo el cambio de variable de v =

b
vVmwh’

—\2
mwhAQ/ e‘“QH,QZ(u) + (M> e_“2H72L_1(u) du =1, (A.19)

se tiene:

(E + mc?)

—00
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Las condiciones de ortogonalidad de los polinomios de Hermite respecto a la funcién
peso ya son conocidas, por tanto:

(E 4+ mc?)

2
Vimwhr A2 | 2m) + (20"— m) 01— 1)1 =1, (A.20)

esto implica que la constante de normalizacién tiene el siguiente resultado:

2 -3
A= |Vmwhr |2"n! + Zenymi 2" —1)! : (A.21)
(E + mc?)

El espectro de energia para el oscilador de Dirac viene dado como sigue:

©=2n+1, (A.22)

por tanto, el espectro energético es:

En = +mc*/1+ zn@w (A.23)
mc

este espectro admite soluciones positivas y negativas. Luego las soluciones espaciales
para energia positiva son:

E, + mc? w2
n\u) = e 2 H,(u s A.24
Ja(u) \/2”+1n!\/mwh7rEn () ( )
E, — mc? u?
, _ n T H,_ ) A.25
9n(1) \/2n(n —)WmwhtE, 1) (4.25)



Apéndice B

Calculo del limite 8 — 0 de las
soluciones de Nouicer: el oscilador
de Dirac con correcciones GUP

Las soluciones de Nouicer para el oscilador de Dirac en presencia de longitud
minima [49] son:

_ 2\—A/2 A VB
2Nc VB

gn(p) = \/B(EnJFmCQ)(Hﬁp ) <m> , (B.2)

siendo A = ﬁhﬁ, [ el parametro de deformacion, f y g componente grande y pe-
quena, respectivamente, y C' los polinomios de Gegenbauer o ultraesféricos [62]. Con

un espectro de energia:

252,,2
En:imCQ\/l—l—Qn “’hz + g% Z” =012 (B.3)
me c
La constante de normalizacion viene dada por:
N 2 { T(2\ + n) ¢ T2\ +n+1) 12
V2r [l =NV BB, +mc2)2 (n— 1)!(n+ M) [T+ 1)]2 ’

(B.4)

62
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donde T representa la funcién gamma. En este punto es necesario aplicar el limite
de HUP a las soluciones de Nouicer para recuperar el limite cuantico-relativista de
las soluciones del oscilador de Dirac, por tanto, al aplicar el limite § — 0 en la
componente grande se tiene que A — oo:

2\ —A/2 A VB3
N(1+pp™)=Cy (—W”

A p\/B
w22 )], s

lim f,(p) = lim

A—00 A—00

= lim (1+ Bp*) =2 lim
A—00 A—00

esto se simplifica si se calcula por partes:

9 —-X\/2
, 2\-N2 _ ¢ p
gim (1+5p7) A (1 + mwm) ’ (B6)

con el cambio de variable siguiente:

hA
u = mw2 , A — 00, U — 00, (B.7)
p
luego:
tim (142 o ;1 = (B.8)
im = lim - .
A—00 mwh\ U—00 U ’
Al usar la siguiente identidad:
, 1\*
lim (1 + —) =e, (B.9)
T—00 x
es posible simplificar:
2 .2

1 Tk 1\ “] 2mwh _p2
lim {1+ — = |lim (14— = exp ) (B.10)
U—00 u U—00 u 2mwh

= por el otro lado se tiene:
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) pVp
lim | NC? L : (B.11)
A—00 A /]_ _|_ /Bp2
en términos de \ es:
_2*ﬂ1/4c)‘ < VB )
. "\ V148p2 L(2A + n) c? LA+ n+1) —1/2
Ao Var nl(n + M) [C(N))2 Y (B, +m)? (n — 1)!I(n + N)[D(A + 1)]2 '

lim

[ 1 1/4 2
2 (mwh)\) Cn (\/7,,1“,;“,,2) [ L2\ + n) 2 C(2A +n +1) —1/2
12 ’

A—o0 V2 nl(n+ NIN]2  —L(Bn +me2)2 (n— Di(n+ A)[T(A+1)
(B.12)
luego:
2
» ey ( T ) (2X + n) me? hw AD(2A + n + 1) —1/2 Bas
Ao (mwh)1/4 (N4 V2r | nl(n+ N[DN)]2  (En +me2)? (n— DI(n+ N)[T(X + 1)]2 (B-13)

obteniendo factores comunes:

Xex (] p2 1 _
27y ( Vnwﬁ.)\+p2) |: 1 :|7§ [F(2A + n) n nme2hw AD(2X +n + 1)] 1/2] 1 (B.14)

lim

A—r o0

(mwh)/4 (N4 /27 [ nl(n+N) [()]2 (En +mc2)?  [D(A+1))2

es necesario usar propiedades de la funcién Gamma [62] para reducir:

T2A+n) = 2\ +n — 1)(2A+n — 2)..(2AT(2)) = PT(2)),
DA+ 71+ 1) = (2A+n)(2A +n — 1)..(2)T(2)) = PT(2)),  (B.15)

Siendo P y P’ los productos anteriores y usando la férmula doble de Gamma
[62]:

FEN = 2 rogr £ 1/2), (B.16)

VT
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se simplifica

PPN p2 1 _
{2 Cn ( mwmﬂ?z) [ 1 ]*é [PQQ’\_lF(A)F(AJr v2) nmc2hw  AP'22271ID(0D(A + 1/2)] 1/2]
A— 00 )

i (mwh)/4 (N4 2x [ nl(n + N) VT[D(N)]2 (En + mc2)? VTAZ[T(N)]2

(B.17)

nuevamente, en esta parte es necesario separar términos:

A—00

i {PQ”T()\ +1/2) N nmcthw P20\ +1/2
1m
VAl () (B, +me2)?  V/mTAL(N)

para este caso, es necesario aplicar la siguiente igualdad [62]:

)} _1/2, (B.18)

’ F(/\ + CL) —aln )\ __
. Ty ¢ b (B.19)
luego:

lim
A—00

PPAIT(A +1/2) e nmchw P2 TIT(A+1/2) e e
VAD(A) e 12 T (p 4me)? JEAT(N) e l/2lA)
(B.20)

al aplicar el limite a estas componentes queda:

P92A—1,1/2In A 2k P92\ -1pl/2Inx —-1/2
lim { ¢, o ‘ ] , (B.21)
A=roo VT (B, +mc?) VT
en cuanto a Py P’, se regresa a su variable:
I'(2\+n)
P=—-= B.22
o (B.22)
se puede resolver con la misma igualdad:
I'2A
lm e = g DA ey (B.23)

A—00 A—00 F(?)\) ¢ ’
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por tanto, el resultado es:

| e 0 (23)92A—1,1/21n A nmche et (2X)923-1,1/2In A ~1/2 5ol
i 2
Ao [ N3 - (E, +mc?)? VA } AB-24)
simplificando:
22)\+n71>\n+% nchhw 22)\+n>\n+% —1/2
lim + 5 : (B.25)
A—o0 VT (En +mc?) VT
nuevamente es necesario sacar factores comunes:
n—1 n 2 —1/2
r_ Znmciw lim [22An /2] 2 (B.26)
VT T(E, 4+ me?)? A—r00

Luego, se regresa a la ecuacion original:

(2”1 N 2"nmc? hw )_1/2 .
VT T(E, 4+ me?)?

QACQ( #@){ 1 }
nl(n+ A)

I

lim

A=oo | (mwh) Y ()Y V2

[22)\An+1/2:| —1/2 ’ (B27)

simplificando:

1 (2”_1 N 2"nmc? hw )1/2 y
(mwh)*V2r \ VT /7(E, + mc2)?
2 A ~3
lim [ A~"2C) b B.28
Aro0 " mwh +p? | [nl(n+ A) ’ ( )

separando de nuevo:

= Vnl, (B.29)

, T
hm —_—— = hm
A—oo | ! (n + /\) A—00
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luego se tiene:

vn! <2”1 N 2"nmc? hw >_1/2 y
(mwh)"*Ver \ V7 = 7(E,+ me?)?

2
lim (A0 (| —F
fuve [ " ( mwh + p?

)\/
3.

p) A\ —n/2 L/ 2
lim |A""/2¢) P = lim A 2 — (B.31)
A—o0 ' mwhX + p2 A oo 2 % 4+ p2

, (B.30)

en este caso, se debe hacer la sustitucion A =

sin embargo, en este limite se presenta que:

¥ P’ y(_r /2
Cy ( W) ~ C, ( -— y>= (B.32)

aprovechando la identidad [62]:

N —o00

_ny2 A 2 2 n/2
lim (N)"?C,2 (u y) - H,(u), (B.33)

se puede llegar a:

(mwh)l/‘*lm\/%(Q\j?l i \/;Z;LTjQZiz)z)_l/QHn(\/Ti—hw), (B.34)

mediante manipulacion algebraica se llega a:

E, +mc? ( D >
H,| ——), B.35
vVmwhmn!2rntlE, vmhw ( )

en conjunto con la parte exponencial calculada al inicio, la componente grande
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de las soluciones de Nouicer en el limite 5 — 0 es:

E, +mc?

2
Hn( P )exp (——p )
vVmwhrn!2ntl B, vmhw 2mhw

En cuanto a la componente pequena, el calculo es similar.

(B.36)



Apéndice C

Aplicacién del nuevo principio de
correspondencia sobre las
soluciones del oscilador de Dirac
en el espacio de momentos

Las soluciones del oscilador de Dirac en el espacio de momento para soluciones

positivas (apéndice A) son:

B E, + mc? w2
fn(u) - \/Qn'HnlmEne Hn(u)7 (Cl)
E, — mc? W2
i) = \/ 20— O, €2

— p
con u = .
vVmwh

La densidad de probabilidad cuantica-relativista viene dada por:

pReM = | £, (D)) + |9 (D) - (C.3)

De esta manera, la densidad de probabilidad es:
o () = —Endme (_ p2 )H2 i
" 2t inlmwhrE, mhw ) " mhw

E, —mc? p? > 1
4 n ex Hgf —_— , (C4
2n(n — 1)\WmwhrE, P\ Ve (C.4)
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es necesario definir las siguientes cantidades:

1 |2 E, + mc? E, —mc?

n
a=——\ JafP= 2T )=

2”+1n!\/§En

luego, la ecuacién es més simple:

PR (p) = Jan| exp (—ap®) Hy, (Vap) + |a,, " exp (—ap®) Hi_y (Vap) . (C.6)

La propuesta metodolégica para obtener el limite cldsico implica aplicar la transfor-
mada de Fourier directa a un espacio cualquiera, en este caso k:

F (M () = \/%—W/Oo [lan|* exp (—ap®) Hy (Vap)] e dp
1 Ce 2\ 772 —ikp
+ N /oo [|an| exp (—ap®) H?_, (\/ap)} e "Pdp, (C.7)

en este caso se puede hacer el calculo de la transformada del primer término,
de esta manera simplemente se generaliza al segundo término. Es necesario definir
cambios de variables que sean lineales:

u=+ap, du=+/ap, (C.8)

ademas, si p — +00 entonces u — +00, luego:

‘an‘2 = 2 2 —ik / 2 —iku
exp (—ap”) H ap) e "Pd ex H? (u)e vadu,
N p (—ap®) H, (Vap) p = \/% p (—u?) Hy (u)
(C.9)
no obstante, se puede explotar la paridad de los polinomios de Hermite:
_iku 2lan* [ ku
ex VHY (u)e” Vadu = = exp (—u?) H? (u) cos (—> du,
L ™ o () 20 e | e () i wyeos (T2
(C.10)

En el trabajo de Gradshteyn [62] se puede encontrar que la transformada de Fourier
de los polinomios de Hermite es:
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2|an® [ S ku || k? k?
I L D SV () cnn
Nl exp (—u?) H;, (u) cos Ta du AP exp =3~ ) Ln{ 55 ,(C.11)

donde L, (u) son los polinomios de Laguerre de orden n, con:

V2a

2npl’

1AL = (C.12)

En general, la densidad de probabilidad cuantica-relativista en el espacio k viene
dada por:

2 2 2 72 2 2
RQM (1) — ] RN (R an” LAY Y
pn (k) a2\ e ) o) a2 P e ) B\ 2a

(C.13)

La propuesta metodoldgica sugiere encontrar el comportamiento asintético para un
n > 1 en la densidad de probabilidad cuantica-relativista. En el trabajo de Gabor
[63] se encuentra el comportamiento asintético para los polinomios de Laguerre:

F (uz) = e_%Ln (u2) ~ Jy <2\/Nu>
. / “BE @) o (2N) Yo (2VNE) = Jo (2V/NE) Yy (20/Nu) ] d,
(C.14)

donde Jy y Yy son las funciones de Bessel de primer y segunda especie, respectiva-
mente. Luego la densidad de probabilidad en el limite asintético es:

’ 2

Qn, k
]I\%[QM(k) — \’A ‘QJO (2\/Nlm)+(91
LA (2 Nyt )+(’) (C.15)
1A, *Va > '

con los siguientes residuos cuanticos-relativistas:
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’A’ 2/mt3 F(12) { 2\/ﬁl\/k_> ) (2v/Mit)
— I (2 N1t>Y0< 2 /N~ )} (C.16)

2a0

0, = IAn E 2/“% £F () { (2@\/1“_) (2 N2t>
A (2 N2t>YO( 2/Ny )}dt, (C.17)

con Ny =n+ % y Ny =n — % El espectro de energia considerado para este caso
es:

E? = m*c* 4 Bw?h*n*m?*c® + 2nwhmc?, (C.18)
y la energia del oscilador relativista:
E% = v*mAct, (C.19)
igualando ambas energias:
2t + BwPh?n®m?c® + 2nwhmc® = y*mAc?, (C.20)
se tiene la siguiente ecuacién cuadratica:
An® 4+ Bn+C =0, (C.21)
con:

A = Bw?h*m*c?, B = 2whmc?, C = (1—~%)m*c". (C.22)

Los valores que puede tener n son:

—B+vB? - 4AC
2A ’

(C.23)

ny =

n tiene la propiedad n > 0, esto implica no tomar la parte negativa, luego:
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_ —B+VB2—4AC \/1—(1—7?)pm*c -1
N 2A B Smhw ’

(C.24)

este valor es necesario para fijar el valor de la energia cuantica a la energia relativista,
en general, el argumento de la funcién de Bessel es:

2 712
o (k) ~ || ||2J0 (01k) + O + " LA 2 5Jo (02k) + Os, (C.25)
n n—1
con:
0 = vmhw (2n + 1), dy = /mhw (2n — 1), (C.26)

este argumento debe ser modificado introduciendo el valor de n modificado *

(v* = 1)mc?
<\/1 “ (1 2)fm + 1)

(C.27)

esto implica que los argumentos se pueden expresar como sigue:

2(v2 — 1)m?c® + mhw(\/l — (1 —~2)Bm2c + 1)
01 = :
' V1= (- 2)Bm2e + 1)

2(y2 — 1)m?c® — mhw<\/1 — (1 =~2)Bm2c2 + 1)
V1= (1—=92)Bm2c2 +1)

El siguiente paso metodoldgico implica recuperar la informacion al espacio de mo-
mentos, por eso se obtiene la transformada inversa de Fourier a la ecuacion (C.25):

-1 ( ReM |an| ikp
5Jo (02k) + Oq | e*Pdk.  (C.29
\/27r |An 1] 0 (02F) 21 € ( )

Esta integral puede ser resuelta utilizando una componente y generalizando para la

1Algebralcamente se ha trabajado la ecuacién (C.24) multiplicando y dividiendo por
V1= (1—=92)Bm2c2 + 1.
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otra componente, sin embargo, se puede aprovechar diversos textos matematicos [62]
y concluir que la transformada inversa de la funcién de Bessel de orden 0 es:

2 2 a,/* 1

@\M Vor | AP 5T —

esto implica que la densidad de probabilidad cuantica-relativista en el espacio de

(C.30)

/ Jo (61k) cos (kp) dk =

momentos con un nimero cudntico N > 1y con cota energética EA9M — EEM eg
2 la.* 1 2 a | 1
RQM n n
pn (P) = +9, (C.31)
N V21 |An)? /52 — p? \/27T\An,1\2\/(5§—p2
con:
[O) + Os)e*Pdk. C.32
\/ 2 / ! 2Je ( )

La ec. (C.32) puede ser reescrita en térmitos iterados [2, 10, 26]:

a1 —R2\’ > 1 —r2\7.
= —X2 | = | ii(p,d nl __~ yeo () (.S '
© |A,|? 261 = s? i5(p,01) + |A,_1|? 270, I=E\ 53 i(p, 0), (C.33)

con S;p = —L y52 —.



Apéndice D
Energia del oscilador relativista

El oscilador relativista no posee soluciones analiticas, sin embargo, es posible
encontrar la energia de un oscilador con correcciones minimas [64], la Lagrangiana
relativista de este sistema es asociado a un campo escalar ¢ como sigue:

1
L= §muyu” + ?\/uyu”, (D.1)
c

la cual equivale a una particula de masa m en un campo escalar ¢. El campo escalar
asociado a un movimiento de un oscilador es:

0= —%k (25 —ag) (27 —a”) = %’f (7~ )" — (75 — @)’] (D2)

con k una constante de proporcionalidad, en el caso que dos relojes que estan sincro-
nizados, la parte temporal se anula (25 — ap) = 0, y a la vez el origen de coordenadas
se asume en @ = 0, por tanto, el campo escalar para un oscilador es:

o= %W (D.3)

luego la ecuacién de movimiento es:

d 1kr?\ 5

se trabaja en una dimension por lo que r = z, en v = 0 se tiene:

d 1 ka?
- — D.
T {(m—i— 5 2 )cw} 0, (D.5)

75
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esto implica que:

me? + ka?
E =cte = —i, (D.6)
-4
despejando 4%
2 12
% = % [EQ . mka:%g] : (D.7)

para el caso que las condiciones iniciales de este sistema son #(0) = vy y 2(0) = 0 se
tiene:

C2

v = i [E? — m*c?] (D.8)

de esta manera, se puede encontrar que la energia del oscilador relativista es:

2
E = ymc?, v = = (D.9)
_ 4%
c2
L. .. , p3
En el limite no relativista esta energia converge a £/ ~ 5%, con py = muy.
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