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Resumen

Los cédigos perfectos son una estructura matematica de la teoria de c6digo, la cual es
una rama del dlgebra que trata sobre la deteccién y correccién de errores en la transmisién
de informacién mediante mecanismos mateméticos. Por ejemplo, si nosotros queremos en-
viar un mensaje de un pais a otro, nuestro mensaje lo codificamos mediante ceros y unos
y mandamos esa cadena de simbolos; desgraciadamente dicha cadena no llega igual, o sea
no es la misma cadena de simbolos que se mand¢ originalmente y la pregunta normal que
surge es jcomo recuperar la cadena enviada a partir de la recibida? Pues de eso se trata la
teorfa de cédigo ;cémo podemos detectar y corregir los errores ocurridos en la transmisioén
de informacién?

En el presente trabajo nos ocuparemos de un tipo especifico de cédigo (cédigos per-
fectos) los cuales permiten no solo poder detectar sino también corregir hasta un cierto
numero de errores a la vez.






Introduccion

El presente trabajo esta dividido en tres capitulos. El capitulo 1 es una introduccién a la
teoria de c6digo en general, exponiendo las nociones béasicas de la deteccién y correccién
de errores, asi preparar el universo de trabajo el cual es un espacio vectorial, definiéndole
apropiadamente su suma y producto por escalar, asi como una norma y métrica para el
espacio. En el capitulo 2 nos dedicamos a estudiar las propiedades de un tipo especifico de
c6digo, los cuales son cédigos lineales, este estudio nos llevard a plantearnos muchos resul-
tados como es el caso de una matriz generadora para el cédigo y el complemento ortogonal
del c6digo (dual del c6digo), y al descubrir estas matrices podremos definir la matriz de
control de paridad para el cédigo; dicha matriz serd de gran utilidad ya que nos da in-
formacion vital del c6digo, ella es capaz de decirnos la dimensién del cédigo lineal y la
distancia del cédigo. Finalmente, con la matriz de control de paridad lograremos describir
un mecanismo que nos dird si una secuencia de ceros y unos esta dafiada o no, y a la vez
decirnos donde estd dafiada.

En el capitulo 3 estudiaremos ciertas restricciones para el tamafio del c6digo en funcién
de la cantidad de errores que queramos detectar y corregir, esto nos llevara a definir los
cédigos perfectos que permiten de alguna manera cubrir mediante “bolas” todo el espacio
vectorial y asi poder lograr corregir correctamente una cantidad finita de errores a la vez.
Veremos los diferentes tipos de cédigos perfectos que existen y sus habilidades para la
deteccién y correccion de errores, ademads de poder crear un algoritmo eficiente (mejor que
el presentado en el capitulo 2) para la correccién de errores. Ademads, en el apéndice A
ilustramos una implementaciéon de un tipo de cédigo perfecto en el software matematico
Octave.



10



Metodologia

Para realizar este estudio, haremos uso de la siguiente estructura:

1.

Revisién bibliografica; se hard uso de diferentes bibliografias, de distintos autores,
para llegar a desarrollar los contenidos, sin embargo se tendrd un libro base el cual
es: Coding Theory and Cryptography de D.R. Hankerson, D.G. Hoffman.

. Demostracion de los teoremas importantes; se entenderan y desarrollaran las demos-

traciones de los teoremas mds importantes de los cédigos perfectos, dando una de-
mostracion clara y detallada.

. Implementacion de los resultados obtenidos mediante algoritmos.

. Los contenidos a desarrollar son:

4.1 Introduccién a la teoria de cédigo.
4.2 Codigos lineales.
4.3 Codigos perfectos.
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Capitulo 1

Introduccion a la teoria de cédigo

En nuestro mundo tecnificado la comunicacién es la clave de ese desarrollo tecnolégico,
desde una simple llamada entre familiares hasta hacer video conferencias desde la como-
didad del hogar a una Universidad, todo esto requiere una serie de transmisién de datos
que por nuestra mala suerte nunca llega de la misma manera en que la mandamos. Por
ese hecho de que nuestros datos son afectados es necesario desarrollar herramientas que
permitan una recuperacién de nuestra informacién y de eso se trata este capitulo de dar
las bases de la detecciéon y correccién de errores para un cédigo especifico. En este ar-
duo camino definiremos herramientas matematicas que seran de gran ayuda para alcanzar
nuestras metas como lo es definir una distancia entre lineas de c6digo y una norma para
estas lineas de codigo (llamadas palabras mds adelante). Finalmente descubriremos que
nuestros c6digos viven en un espacio vectorial con propiedades interesantes y que maés
adelante veremos que lo hace especial como estructura matemaética.

1.1. Conceptos basicos

Para iniciar nuestro estudio comenzaremos dando los conceptos bdsicos necesarios para
el desarrollo de la teoria de cédigo.

Definicién 1.1.1. Se llamard alfabeto a un conjunto K finito, que estd compuesto por simbolos, lo
que significa:

K= {x1,x2,.... X1 }.

En este trabajo utilizaremos el alfabeto que solo contiene dos elementos, y dichos ele-
mentos serdn 0 y 1. Conoceremos a este alfabeto como alfabeto binario, y es:

K ={0,1}.

Los elementos del alfabeto binario, tienen un nombre y este se conocen como digitos,
asi:

13



14 Conceptos basicos

Definicién 1.1.2. Llamaremos a un 0 y a un 1 un digito.
Definicién 1.1.3. Una palabra es una secuencia de digitos.

Ejemplo 1.1.4. Algunos ejemplos de palabras son:
= 10101111,111111, 1001 y 00000001.

Definicién 1.1.5. El tamaifio de una palabra es el niimero de digitos que tiene.

De los ejemplos anteriores de palabras podemos calcular su tamafio de acuerdo a la
definicién dada, el tamafio de cada una de las palabras del ejemplo anterior son 8,6,4 y 8,
respectivamente.

A modo de comodidad, para uso de la definicién de tamarfio de una palabra, denotare-
mos £(x) como la funcién que nos devuelve el tamafio de la palabra (funcién tamafo), asi
para los ejemplos anteriores tendremos:

Ejemplo 1.1.6. Usando las palabras del ejemplo 1.1.4.

a) £(10101111) = 8
b) £(111111) = 6
¢) £(1001) = 4

d) £(00000001) = 8

Definicién 1.1.7. Entenderemos como canal al medio por el cual transmitimos las palabras.

Definiciéon 1.1.8. E!l ruido es el fendmeno que sucede en el canal y cambia uno o varios digitos de
las palabras; este cambio hace que un 1 se vuelva un 0 y viceversa.

Definicién 1.1.9. Llamaremos canal binario al medio por el cual es enviada o transmitida la
palabra.

El hecho que se agrega la palabra binario es porque solo se usan dos digitos, en nuestro
caso cero y uno. Cada digito es transmitido de forma mecanica, eléctricamente, magnética-
mente o por cualquier otro medio que permita la transmisiéon de dos pulsaciones.

Ejemplo 1.1.10. Ejemplos de canales binarios:
1. La atmoésfera.
2. El espacio.
3. Cables de cobre.

Definicién 1.1.11. Un cédigo binario es un conjunto C de palabras.
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Ejemplo 1.1.12. EI cédigo que consiste de todas las palabras de longitud dos es:
C = {00,10,01,11}

Definicién 1.1.13. Un cédigo de bloque es un cédigo que tiene todas sus palabras de igual tamario.

En el desarrollo de la teoria solo se consideran los c6digos de bloque, de esta forma
para nosotros c6digo siempre significara c6digos de bloque binario.

Definicién 1.1.14. Sea C un cédigo, llamaremos cédigo palabra a todas las palabras que pertene-
cen a Cy |C| significa el niimero de cédigos palabras en C.

Ademas de las definiciones anteriores serdn necesarias hacer ciertas suposiciones sobre
el canal. Estas suposiciones serdn necesarias para la formacién de la teoria que se formulara.

Las suposiciones que se haran son las siguientes:

1. Un cédigo palabra de longitud n consiste de 0 y 1 y es recibida como una palabra
de longitud n que consiste en 0 y 1, a pesar de que no necesariamente sea la misma
palabra que fue enviada.

2. En el canal no es dificil identificar la primera palabra transmitida. Asi, si usamos c6di-
gos palabras de longitud 3 y se recibe 101001111, sabemos que las palabras recibidas
en orden son, 101,001 y 111.

3. El ruido afecta aleatoriamente a cada digito, esto quiere decir que no afecta a un
bloque sino a cada digito individualmente, y ademas cada digito tiene la misma pro-
babilidad de ser afectado por el ruido.

Es necesario indicar el tipo de canal que estaremos utilizando el cual es canal binario
simétrico, y se define de la siguiente manera.

Definicién 1.1.15. Un canal binario es simétrico, si 0 y 1 son transmitidos con igual precision;
es decir la probabilidad de recibir el digito correcto es independiente de cual digito, 0 o 1 se estd
transmitiendo.

La confiabilidad de un canal binario simétrico (BSC; por sus siglas en inglés binary
symmetric channel) es un nimero real p, tal que 0 < p <1, donde p es la probabilidad que
un digito enviado es el digito recibido.

Como p denota la probabilidad de que un digito enviado sea el digito que se recibe,
entonces 1 — p representa la probabilidad de que un digito recibido no sea el digito enviado.
El siguiente diagrama muestra como un BSC opera:



16 ¢Existe una manera para saber si una palabra de cédigo sufri6é un error?

Por altimo de acuerdo a lo definido anteriormente podemos concluir:

1. Si p = 1, entonces no existe cambios o alteraciones en la transmision.

2. Si p = 0, entonces indicard que todos los digitos cambian y entonces basta con cam-
biar nuevamente los digitos una vez recibido para saber la informacién que realmente
se mando; esto lo hace equivalente a un canal perfecto.

3. Si p = 1/2, en este caso no se puede asegurar nada pues tanto la probabilidad que
un digito cambie es la misma que un digito no cambie.

4. Un canal es mds confiable que otro si la confiabilidad es mayor.

Algo que es importante mencionar es que un canal con probabilidad 0 < p < 1/2 puede
ser convertido facilmente a un canal con probabilidad 1/2 < p < 1. Por dltimo como en
los casos p = 0,p = 1/2y p = 1, son casos poco productivos, desde ahora en adelante
trabajaremos con un canal BSC con probabilidad p, donde 1/2 < p < 1.

1.2. ;Existe una manera para saber si una palabra de cédigo
sufrié un error?

Es necesario saber si existe alguna forma de conocer o detectar que la palabra que re-
cibimos es o no la palabra que se envi6, ya que de no existir alguna manera para alcanzar
este objetivo, no tendria sentido estudiar este fenémeno.

La idea principal de como detectar un error, es que si recibimos una palabra y esta pa-
labra no estd en nuestro c6digo (o sea que no es una palabra de c6digo), entonces sabemos
que ha ocurrido un error en la transmision del mensaje. Por otro lado, si la palabra que
recibimos esté en el c6digo no podemos precisar si dicha palabra sufrié un cambio en sus
digitos, en este caso no seremos capaces de detectar un error.

De hecho la idea de corregir es mas complicada de lo que se describié antes, por ejem-
plo, en los celulares de hoy en dia (de hecho cualquier dispositivo electrénico), cuando se
comienza a escribir una palabra, éste le despliega un serie de palabras como sugerencias;
por ejemplo, si se escribe ca, el programa integrado en el dispositivo puede pensar que se
quiere escribir va, caso o carta, en este sentido lo que hace el programa es detectar cuales
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son las palabras mas probables de ser escritas, en un nimero menor de cambios de letras,
a partir de las primeras ya escritas.

Para consolidar dichas ideas, estudiemos algunos casos particulares de ciertos tipos de
cédigos, también debemos tener presente que no se crean ni se destruyen digitos en el
momento de la transmision.

Ejemplo 1.2.1. Sea el cédigo C; = {00, 01,10, 11} y consideremos como universo todas las palabras
de tamafio 2, asi el cédigo Cy es incapaz de detectar y corregir errores, pues cada palabra recibida,
serd un cédigo palabra.

Ejemplo 1.2.2. Modifiquemos el cédigo Cy, cambiando cada palabra de cédigo, por la repeticion de
cada palabra tres veces, asi tendremos:

C, = {000000,010101,101010,111111}.

Este codigo recibe el nombre de cédigo de repeticion. En este caso si recibimos la palabra
111010, esta palabra no se encuentra en el cédigo Cy, esto quiere decir que ha ocurrido un errot, y de
hecho el cédigo 101010, con solo un cambio puede formar la palabra recibida, y las demds palabras
requieren un mayor niimero de cambios en sus digitos, de aqui se puede concluir que la palabra
recibida se puede corregir a la palabra de cédigo 101010. A la palabra con menores cambios posibles
es conocida como palabra mds cercana a la palabra recibida, dicha idea se estudiard mds adelante de
forma mds detallada.

Ejemplo 1.2.3. Ahora modifiquemos Cy, agregando a cada palabra de cédigo un digito al final, de
la manera siguiente, cero si hay un niimero par de 1's y 1 si hay un niimero impar de 1’s. De esta
manera tendremos el siguiente cédigo;

Cs = {000,011,101,110}.

El digito que se agrega recibe el nombre de digito de control de paridad. De igual manera
si recibimos 111, como no estd en Csz, entonces ha ocurrido un error en la transmision, verificando
cada una de las palabras de cédigo, podemos concluir que las palabras de cédigo 011, 101 y 110, solo
necesitan un cambio en sus digitos para que formen la palabra recibida. En este caso como hay mds de
una opcién no podemos corregir, pero a medida avancemos en la teoria describiremos un mecanismo
que nos permitan decidir cudl es la palabra mds probable de haber sido enviada.

Observacién: En este tltimo c6digo, solo tiene eficiencia para cuando ocurre un error;
en otras palabras los c6digos con estructura parecida a la de C3, solo tienen capacidad para
detectar y corregir un error, y solo es capaz de detectar un niimero impar de errores, pero
no de corregir. Esto se debe a que si ocurre un ntimero par de cambios, esto no los podra
detectar el digito de paridad, pues éste controla la cantidad de unos, si hay un namero
impar o par de dicho digito.
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Ejemplo 1.2.4. En la palabra 111, hay un error porque el iiltimo digito dice que hay un niimero
impar de unos en los primeros dos espacios, pero no es cierto, hay dos, por eso podemos detectar
un errot, pero si ahora volvemos a cambiar otro digito y se genera la siguiente palabra 101, en esta
palabra han ocurrido dos errores y como vemos el digito de paridad, en este caso si estd acorde porque
solo hay un uno, en los dos primeros espacios.

Pero si agregamos digitos para que podamos saber cuando ocurre un error o no, y de
hecho si eso nos permite hacer correcciones, ;Afectard que este incremento de digitos afecta
en algo nuestra comunicacién?, para saber esto veremos como medir que tanta informacién
podemos agregar a una palabra de cédigo y que tanto lleva como informacién extra para
que pueda saber que se ha producido un error.

1.2.1. Tasa de informaciéon

Anteriormente verificamos que al agregar digitos a cada palabra de cédigo, el codigo
adquiere la propiedad de poder detectar errores, asi también agregando la cantidad indi-
cada, logra también adquirir la facultad de corregir los errores ocurridos en la transmisién
de los mensajes.

En este punto, si logramos dotar a nuestro cédigo de la propiedad de detectar errores
tendremos que cada una de las palabras tendrédn digitos que no llevan informacién, que
se conoce como redundancia, la cual es necesaria para que el cédigo pueda verificar, si
la palabra sufri6 un cambio en la transmisién del mensaje; para medir esta proporcién de
informacién y redundancia, veamos la siguiente definicion:

Definicién 1.2.5. Llamaremos tasa de informacion (o simplemente razon) de un cédigo, a un niime-
ro que mide la proporcion de cada palabra de cédigo que es informacion llevada por el mensaje.

La tasa de informacién de cada cédigo C de longitud n es definido por (para el cédigo
binario):

1
Elogz C|

Ya que podemos suponer que 1 < |C| < 2", es claro que el rango de la tasa de infor-
macién esta entre 0 y 1; es asi pues si aplicamos logaritmos a la desigualdad tendremos
que log,(1) < log, |C| < log,2" = 0 < llog,|C| < 1, como el cédigo minimo tiene dos
elementos, por tanto n > 1 por eso podemos dividir por 7.

Por ejemplo, la tasa de informacién de Cq, C2 y C3, de los ejemplos 1.2.1, 1.2.2 y 1.2.3,
son 1,1/3 y 2/3 respectivamente. Cada una de estas tasas de informacién parecen relacio-
narse con su respectivo c6digo, ya que en el primero dice que toda la palabra es informa-
cién, cosa que cambia en el segundo que dice que un tercio de la palabra es informacién, o
sea 2 de cada seis digitos se puede considerar informacién y el resto (4 digitos) son redun-
dancia (ya que podemos ver 1/3 como 2/6) y de igual forma para el dltimo cédigo donde
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dos digitos son informacién y uno de redundancia.

En resumen la tasa de informacién nos dice qué porcentaje de nuestro mensaje lleva informacion
y cudnto lleva de redundancia.

Lo anterior nos permite saber qué tanto puede soportar nuestro cédigo informacién o
qué tanto podemos considerar como informacién valiosa, de hecho es claro que entre mas
digitos tenga es peor pues si consideramos el siguiente caso:

Supongamos que todas las 2!! palabras de longitud 11 y el canal de confiabilidad
p = 1—10"8 y suponga que los digitos transmitidos son de una tasa de 107 por se-
gundo. Entonces la probabilidad de que una palabra sea transmitida incorrectamente es
aproximadamente 11p'%(1 — p), el cual es 11/108. Asf

11 107 01
10811 7

Lo que significa que 0,1 palabras por segundo son transmitidas incorrectamente sin ser
detectadas. Esto es una palabra incorrecta cada 10 segundos, esto no es nada bueno ya que
al pasar un minuto habran ocurrido 6 palabras incorrectas, eso sucede ya que la palabra es
un tanto larga, si las palabras fueran més cortas se reduciria este fenémeno. Este hecho nos
dice que no debemos agregar digitos al azar, esperando que esto arregle nuestro cédigo,
sino mds bien poder encontrar un punto medio donde agregar digitos no sea tan dafiino
como para que muchas palabras incorrectas pasen por minuto, con esto en mente veamos,
la siguiente seccién.

1.3. (Coémo encontrar la palabra de c6digo mas probable que
fue enviada?

Es claro que cuando recibimos una palabra y dicha palabra no pertenezca a nuestro
codigo, la palabra original en el proceso de su transmision sufri6 cambios. En ese sentido
es necesario tener una herramienta o forma que nos permita de alguna manera poder pre-
decir la palabra del c6digo mds probable que fue enviada.

Para poder deducir nuestra primera herramienta, consideremos primero que el ruido
afecta a cada digito de manera independiente y aleatoriamente, ademas consideremos pa-
labras de longitud n. Por dltimo, recordemos que nuestro canal BSC tiene la probabilidad
p de confianza.

Asi sea w la palabra recibida y sea v una palabra de nuestro cédigo, ambas palabras de
longitud 1, y que estos difieren en d posiciones en sus digitos, asi como cada digito puede
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cambiar o mantenerse, en ese sentido podemos aplicar la distribucion de Bernulli, a cada
digito y asi tendremos que la probabilidad de que v fue enviado, cuando w se recibe, es:

¢p(w,0) = p"4(1—p)~.

Para entender, la férmula anterior veamos algunos ejemplos:

Ejemplo 1.3.1. Calcular ¢, (v, w) con p = 0,97, para cada una de los siguientes pares de vy w.

a) v = 01101101, w = 10001110.
Solucién

De los c6digos anteriores podemos concluir que n = 8 y d = 5, asi
$o97(v, w) = (0,97)872(1 —0,97)°> = 2,2178 x 1075,

b) v = 10110, w = 01001.
Solucién

Dados v y w, podemos concluir, n = 5y d = 5, entonces
Poo7(v,w) = (0,97)°>(1 —0,97)° = 2,43 x 10~%.

Asi es claro que si queremos saber cual palabra v del cédigo es la méas probable es ne-
cesario aplicar la formula a todas las palabras de c6digo y seleccionar la palabra que dé la
probabilidad méxima.

Observacién: Por lo dicho anteriormente podemos decir que v fue enviada cuando se
recibe w si:

¢p(w,v) = max{¢p,(w,u) : u € C}.

EL proceso se vuelve muy engorroso y poco practico, pues hay que saber en cudntos
digitos las palabras no concuerdan y ademas de calcular mediante la férmula las probabi-
lidades de cada uno de las palabras de cédigo con la palabra recibida. El siguiente teorema
nos permite tomar dicha decisién de una manera maés préctica:

Teorema 1.3.2. Suponga que tenemos BSC con 1/2 < p < 1. Sean vy y v cédigos palabras y w
una palabra, cada uno de longitud n. Suponga que v, y w no coinciden en dy posiciones y vy y w en
dy posiciones. Entonces

¢p(v1,w) < Pp(v2, w) siy solosidy > dy.
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Demostracion.

Pp(v1,w) < pp(va,w) & p" (1 —p)h < p"~ (1 — p)®

dy—dq
+(it)" =
1-p

< dy —dqi; <0, ya que

4
1_p>1.

]

El resultado anterior nos hace maés facil la selecciéon de la palabra v del cédigo, pues
basta con revisar en cudntos digitos no concuerdan con la palabra w recibida con las pa-
labras v, del c6digo, y luego de saber este dato, la palabra més probable serd aquella que
tenga menos discrepancia con respecto a la palabra recibida.

Para entender mejor lo anterior, veamos algunos ejemplos:

Ejemplo 1.3.3. Suponga que w = 0010110 es recibido en un BSC con confiabilidad p = 0,90,
;cudl de las siguientes palabras de cédigos es la mds probable de haber sido enviada?
1001011,1111100,0001110,0011001,1101001.

Solucién
Construimos una tabla donde se muestre que para cada palabra de cédigo cuantos
digitos no concuerdan con w.

IE | d (ntimero de discordancia con w) |
1001011 5
1111100 4
0001110 2
0011001 4
1101001 7

Por el teorema 1.3.2 la palabra mds probable es la que tiene menos cambios y esta es
0001110, solo dos cambios.

Ejemplo 1.3.4. Si C = {01000,01001,00011, 11001} y la palabra w = 10110 es recibida, ;cudl es
la palabra de cédigo mds probable de haber sido enviada?.
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Solucién
B | d (nimero de discordancia con ) |
01000 4
01001 5
00011 3
11001 4

Por el teorema 1.3.2, la palabra méas probable de haber sido enviada es 00011, al solo
tener 3 cambios.

Nota: En el teorema 1.3.2 se asume que 1/2 < p < 1. ;Qué cambiaria en el enunciado
del teorema 1.3.2, si reemplazamos esta suposicién con:
a) 0<p<1/2?

Solucién

p(v1,w) < ppvg,w) & p" N (1—p)h <p"B(1—p)-
S plpT (1= p)n < ptpT (1 - p)®
S PP M1 —p)h <pPp (1 -p)
SpHl-p)h<pR(1-p)*

= p7d1+d2(1 o p)dlfdz < 1
dz—dl

P
RECET I
N
—_— <
- (1 - p) < 1)

Ademas por hipétesis general tenemos que 0 < p < 1/2 = p <1 — p, de esta dltima
desigualdad solo pasamos a dividir por 1 — p, entonces tendremos

P < 1. Teniendo en cuenta esta tltima desigualdad es claro que la desigualdad

p
1—

(*) se garantiza si y solo si el exponente de cumpla ser mayor o igual que cero,

por lo tanto:
dy—dy >0&dy >dy

Asf el resultado del teorema 1.3.2 queda de la siguiente manera:
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Pp(v1,w) < Pp(v2,w) & dy < dy

Lo que quiere decir que la palabra mas probable es la que més discrepancia tenga con
respecto a la palabra recibida.

b) p=1/2
Solucion

En este caso observemos que para cualesquiera v y w palabras de cédigos, donde 7 es
el tamafio de v y w, y 4, la cantidad de digitos donde no concuerdan las dos palabras,
asi:

P1/2(0,w) = (1/2)"4(1—1/2)% = (1/2)"4(1/2)% = (1/2)" 4+ = (1/2)"

Lo que quiere decir que no importa que palabras comparemos siempre dard (1/2)",
lo que significa que cualquier palabra de cédigo tiene la misma probabilidad de ser
la palabra enviada.

Es claro que el método funciona siempre que no existan dos palabras que tengan el
mismo valor d (recuerden que el ntimero d, representa la cantidad de digitos en que la
palabra recibida concuerda con una palabra del c6digo), en este caso, no podemos concluir
de manera efectiva, ya que existen dos o mas candidatos a ser la palabra enviada. Sera
necesario desarrollar elementos mds potentes en nuestros cédigo, que permita que casos
como estos sean superados, esto lo veremos mds adelante a medida avancemos en nuestro
estudio.

1.4. El espacio vectorial de todas las palabras de longitud »

Por la forma que hemos venido trabajando las palabras, esto se ha hecho como si tu-
viéramos vectores, con n coordenadas y coordenada a coordenada sumamos. Esto quiere
decir que si definimos adecuadamente nuestra operacién suma y producto por escalar en
el conjunto de todas las palabras de longitud 7, tendremos un espacio vectorial.

Primero estudiemos la estructura de K = {0,1}, definimos la suma dentro de K y pro-
ducto de K (pensando en una suma y producto médulo 2), de esta manera tenemos:

1.0+0=0
2.041=1+0=1
3.1+1=0
4. 0x0=0



24 El espacio vectorial de todas las palabras de longitud n

5. 0x1=1%x0=0

6. 1x1=1

Ahora tomemos el producto K, n veces, ast:

KXKX...XK:K”

n—veces

Esto hace que K" los elementos son n-adas de ceros y unos, por ejemplo:
= (1,1,0,..,1)y(0,1,0,..,0).

Pero para efectos de no cambiar la forma que hemos venido tomando las palabras,
tomaremos cada n-ada, como la secuencia de digitos que las componentes forman, asi para
los ejemplos anteriores tenemos:

= (1,1,0,..,1) =110..1y (0,1,0,...,0) = 010...0

Como cada n-ada, tiene n componentes, la secuencia de digitos que estos forman tienen
también n elementos, esto hace que no genere ningtin problema con las definiciones que al
inicio se habian dado.

Ademés al tener K", definimos de manera natural la suma y producto por escalar sobre
K.

1. La suma en K", se definird componente a componente y haciendo uso de las opera-
ciones en listadas para K (las primeras tres para ser precisos) por cada componente.

Ejemplo 1.4.1. Para el caso de n = 3,101+ 111 = (1+1,0+1,1+1) = 010 = 101 +
111 = 010.

2. El producto por escalar de K" sobre K, de igual manera se define componente a
componente usando lo definido para K.

Ejemplo 1.4.2. Consideremos de nuevon = 3, 1% (101) = (1x1,1%0,1x1) = 101 =
1% (101) = 101

Usando las definiciones anteriores, podemos demostrar que K" es un espacio vectorial
sobre K.

Sean u,v,w € K" ya,b € K, con u = ujup..uy, v = 010..05 y W = wwy...w,, donde
Vi, u;,v;,w; € K, asi:
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1. Es trivial que u + v € K"; ya que se defini6 de manera natural a partir de las opera-
ciones de K.

2. Verifiquemos: (u+v) +w =u+ (v+w).

(ugup ... Uy +0102...0) W Wy ... wy = (U + 01, U+ V2, ..., Uy +Ty) + W W2 ... Wy
= (U1 + 01 +wy, Uy + vy + Wy, ..., Uy + Vy + Wy)
= (1 + (v +wy), up + (v + wW3), ., Uy + (vn + wy))
= wqtp...Uy + (01 + w1, 02 + Wy, ..., Uy + W)
=u+ (v+w).

3. Existencia de elemento identidad en la suma, es decir u +0 = 0+ u = u, donde 0 es
la palabra cero.
u+0=u<suuy...uy;+002...0, = uqup...uy
& (U1 +0q,up+0p, e ity +0y) = Uqin ... Uy
Sui+0; =u;, Vi
< 0; = 0,Vi, ya que K solo tiene como elemento neutro de la suma al cero

< 0 es la palabra cero.

Analogo para el otro caso.
4. Para algun u’ € K", tenemos u + 1’ = u' +u = 0.

u+u =0 ujuy...uy +ujub...u, =00...0
& (uy +uf,up+uh, ..., uy+u,) =00...0
S u+u=0,Vi
& u) = u;,Vi, ya que en K cada elemento es su mismo inverso aditivo

= 1’ = u el inverso aditivo de una palabra es ella misma.
Anaélogo para el otro caso.
5. Verifiquemos v + w = w + v, para w,v € K".

V102...0y + W1 W3...wy = (01 + w1, Vg + Wy, ..., Uy + W)
= (w1 + vy, Wy + V2, .., Wy + V)
= W1W3...Wy + 0103...0y
=>0v4+w=w+o.

6. Es evidente que av € K", paraa € Ky v € K", ya que se definié de manera natural
usando la operacién de K.
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7. Sean a € K, v,w € K", entonces se cumple que: a(v + w) = av + aw.

a(v+w) = a(v107..05 + WWy...Wy,)
=a((v1 + w1, 02 + wo, ..., vy + Wy))
= (a(v1 + wq),a(vy + wy), ..., a(v, + wy))
= (av1 + awy, avy + awy, ..., av, + awy,)
= 401a0;...40,; + AW14W,...AW,
= a(v103...0y) + a(wiwy...wy)
= av + aw.

8. Demostremos que se cumple (a + b)v = av + by, paraa,b € Ky v € K".

(a+b)v = (a+b)(v10z..0,)
= ((a+b)v1, (a+Db)vy, ..., (a+b)vy,)
= (av1 + bvy, avy + boy, ..., av, + boy,)
= Av1a0,...a0, + bu1bv,...bo,
= a(v102...0) + b(v102...0,)
= av + bo.

9. Veamos (ab)v = a(bv), paraa,b € Ky v € K".
(ab)v

= (ab)v10;...0,

= ((ab)vy, (ab)vy, ..., (ab)vy,)
= (a(bvy),a(bvy), ...,a(bvy))
((bvy, boy, ..., boy))
:a( (0102...04))
= a(bv).

|
2

Q

10. Verifiquemos 1v = v, Vo € K"y 1 € K.

1v = 1(v105...05) = (1vq, 10y, ..., 1vy,) = v105...0, = 1v = 0.

Por lo tanto podemos concluir que K" es un espacio vectorial sobre K y a dicho espacio
vectorial lo denotaremos como: K" o V(#,2), donde n representa la longitud de las pala-
bras ademads de ser la dimensién del espacio vectorial, y el 2, solo hace referencia a que
el campo K solo esta formado por dos elementos, que en nuestro caso son cero y uno (en
otras palabras K = Z/27Z).

Observemos unas propiedades importantes que cumple V (1, 2).
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Proposicién 1.4.3. Toda palabra de longitud n, multiplicada por el escalar cero de K, es la palabra
cero de K.

Demostracién. Sea 0 € K, y v € K", tenemos:
0v = 0(v1v2...v,) = (0v1, 00y, ...,00,) = 00,...,0 = 0v =0

Proposicién 1.4.4. Si v y w son palabras en K" y v + w = 0, entonces v = w.

Demostracion. Sea w,v € K", tal que v + w = 0, ahora sumamos en ambos lados de la
igualdad w y usando el ejercicio anterior junto con las propiedades definidas en la seccién
1.7, tendremos

v+w=0=0v4+wt+w=0+w =04+ 0=w=- - v=w

Proposicién 1.4.5. Si u,v y w son palabras en V(n,2) y u + v = w, entonces u + w = v.

Demostracion. Sean u,v, w € K", tal que u + v = w, basta con sumar u a ambos lados de la
igualdad y tendremos el resultado deseado.

=ut+ov+u=w+u

= (u+u)+v=w+ u, por la propiedad 5y 2
= 0+ v = w + u, por la propiedad 4

= v = w + u por la propiedad 3

Por lo tanto u + w = v. O]

De estas propiedades podemos obtener algo nuevo para nuestro estudio. Por ejemplo, si
mandamos una palabra v en un canal BSC, y recibimos w, es claro que cuando tomemos la
suma de ambas palabras v + w, tendremos que los ceros que éste tenga en sus componen-
tes, representaran los digitos donde estos concuerdan, y por ende los unos presentaran las
posiciones donde los digitos no concuerdan; ya que por la propiedad 4 del espacio vecto-
rial V(n,2), notamos que cada palabra en el espacio vectorial es su propio inverso, por esta
razén cuando sumamos dos palabras, los ceros representan donde los digitos son iguales
y los unos donde no se parecen. Esto quiere decir que si tomamos u = v + w, podemos
recuperar la palabra v, a partir de u y de w, ya que si u = v + w, usando la proposicién
1.4.5, podemos concluir v = u + w; a esta nueva palabra la conoceremos como patrén de
error, asi tenemos la siguiente definicion:

Definicién 1.4.6. Sea w una palabra recibida y sea v una palabra de nuestro cédigo, llamaremos
patron de error u, a la palabra formada por la suma de w y v (u = v + w).
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1.5. El espacio métrico de los cddigos

En este apartado, veremos que nuestro conjunto K", lo podemos dotar de una métrica
y que esto hara que el par (K", d) sea un espacio métrico, donde d serd la métrica. Nuestro
objetivo en esta seccion es buscar la métrica adecuada para el conjunto K".

Primero comencemos por definir el peso de una palabra, este concepto recibe el nombre
de peso de Hamming, en honor al matemético Richard Hamming,.

Definiciéon 1.5.1. El peso de Hamming, o simplemente peso, de una palabra v de longitud n, es
la cantidad de unos que esté posee y se denotard por wt(v).

Observacién: En la definicién 1.5.1, el peso de la palabra es la cantidad de unos que
ésta tenga, una forma alternativa de definir el peso de una palabra es como la suma de sus
digitos; dicha suma se hace sobre los reales, asi:

Vo € K" : wt(v) = wt(ay, ay, ..., an) = Z”i
Ejemplo 1.5.2. Asi por ejemplo para la palabra 110101, su peso es wt(110101) = 4 y para 00000

es wt(00000) = 0.

El peso de Hamming cumple una lista de propiedades que serdn ttiles y necesarias
para nuestros fines.

Proposicién 1.5.3. Paraa € Ky w,v € K", el peso de Hamming, cumple las siguientes propieda-
des:

1. 0 <wt(v) <n

2. wt(v) =0siysolosiv =0
3. wt(v+w) < wt(v) + wt(w)
4. wt(a.v) = a.wt(v)

Nota: A lo largo de la demostraciéon usaremos la definicién alterna que se di6 del peso
de una palabra, realizando la suma de sus digitos sobre los ntiimeros reales. En el caso
que sea necesario hacer la suma en K de los digitos de la palabra, lo haremos explicito
colocando mod(2).

Demostracion.

1. 0 <wt(v) <n

Sea v € K", entonces v = (ay,4y,...,a,), donde a; € K, Vi, como cada 4; € Ky K =
{0,1}, entonces a; > 0, Vi, esto implica que:
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n
Z”i >0, yaquea; >0,Vi
i=1

Y por definicién tendremos

wt(v) = iai >0 (1.1)
i=1

Por otro lado como a; € K, eso quiere decir que cada 4; < 1, entonces tendremos:
n n
wt(v) =) a; <) 1=n (1.2)

De (1.1) y (1.2), tenemos 0 < wt(v) < n.

. wt(v) =0siysolosiv=0

n
Observemos primero que si cada a; > 0 = Z a; > 0. Con esto pasemos a la demos-
. i=1
tracion.

Como es una doble implicacién trabajemos por partes.

(=) Sea v € K", tal que wt(v) = 0, donde v = (ay, a, ..., a,), entonces por definicién
tendremos:

n
wt(v) =Y a;=0
i=0
Ahora tomando en cuenta la observaciéon del inicio tendremos
n
0<) a;=0=4;=0,Vi

i=1

Esto quiere decir que v es la palabra de cédigo cero (ya que todos sus digitos son
cero), por lo tanto v = 0.

(<) Sea v € K", tal que v = 0, donde v = (0,0, ...,0), ahora usando la definicién de
peso, tendremos:
n n
wt(v) =) a;=) 0=0

i=1 i=1

Por lo tanto wt(v) = 0, y con esto se completa la prueba.
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3. wt(v+w) < wt(v) + wt(w)

Sabemos que no existen dos digitos a,b € K, talquea+b=0ya+b = 1.

Teniendo en cuenta lo anterior, también observemos que el peso para cualesquiera
v,w € K", donde v = (ay,ay,...,a,) y w = (b1, by, ..., by), podemos expresarlo como la
suma de dos sumatorios;

wtv+w) =Y (a;+b;moéd(2))+ Y (a;+b moéd(2))
a;+b;=0 a;+b;=1

Donde el primer sumatorio toma los ceros de la palabra resultante de la suma de v y
w, y el segundo cuenta los unos que tiene dicha palabra.

Como ultima observacion veamos las siguientes relaciones:

Y, (@i+bmod(2) < Y (a)+ Y, (bi) (1.3)

Ili—‘y-bi:O aj+bj:0 a,-—i—bi:()

Y. (ai+bmod(2)) = Y (a)+ Y, (b) (1.4)

Ili—‘y-bi:l aj"‘bj:l (li—i-bi:l

Para la primera desigualdad basta ver que si a; + b; = 0 méd (2), entonces a; = b; =0
moéd (2) 0 a; = b; = 1 méd (2), Si todos cumplen a; = b; = 0 méd (2), entonces
tendremos la igualdad porque estariamos sumando ceros y si existe al menos un i tal
que a; = b; = 1 méd (2), tendremos que la suma del lado derecho tiene al menos un
uno por suma y esto ya vuelve mayor que cero; ya que del lado izquierdo la suma
siempre da cero.

Por otro lado en el caso que 4; +b; = 1 méd (2), esto se da ya sea porque a; = 0
méd (2) y b = 1 méd (2) oa; =1 méd (2) y b; = 0 méd (2), en cualquiera de los
dos casos no cambiarfa nada porque en uno de los sumatorios, la suma da cero y en
el otro sumatorio uno, entonces por cada uno que se sume en la izquierda también
se suma en la derecha (solamente una vez), por esta razén la segunda desigualdad
también es cierta.

Asi finalmente usando todo lo anterior, pasemos a demostrar:
wt(v 4+ w) < wt(v) + wt(w).

Sean v,w € K", donde v = (ay, 4y, ...,an) y w = (by, by, ..., by)
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wto+w) = Y (a;+b;mé6d(2))+ Y (a;+b; méd(2))

a;+b;=0 a;+b;=1

= Z (a; + b; m6d (2)) + Z (a;) + Z (b;); por (1.3)
a;+b;=0 a;+b;=1 a;+bi=1

< Z (a;) + Z (b;) + Z (a;) + Z (b;); por (1.4)
a;+b;=0 a;+b;=0 a;+b;=1 a;+b;=1

= ), (@)+ Y @+ ), )+ Y (b)
a;+b;=0 a;+bj=1 a;+b;=0 a;+b;=1

n n
= Z a; + Z b;
i=1 i=1

= wt(v) + wt(w)

Por lo tanto se cumple: wt(v + w) < wt(v) + wt(w).

4. wt(a.v) = a.wt(v)

Sean a € Ky v € K", utilicemos las operaciones definidas en K y K", asi analicemos
por casos, en funcién de los valores que puede tomar a:

(1) Sia = 0, entonces tendremos
wt(a.v) = wt(0.v) = wt(0) = 0 = 0.wt(v) = a.wt(v).
(2) Sia =1, entonces
wt(a.v) = wt(lw) = wt(v) = L.wt(v) = a.wt(v).

Y en todos los casos se cumple, por lo tanto hemos demostrado Va € K, Vo € K", se
cumple wt(a.v) = a.wt(v).

O

Observacion: Como podemos ver el peso de Hamming tiene propiedades muy pareci-
das a las de una métrica, de hecho lo que hemos demostrado en la proposicién anterior,
es que wf(v) es una norma y por tanto nuestro espacio vectorial K" no solo es un espacio
vectorial, sino también un espacio vectorial normado, con norma wt(-) que cumple:

1. No negatividad, esto nos dice que wt(-) es mayor o igual que cero es siempre positivo.
Ademas solo da cero cuando tenemos la palabra cero (”vector cero”).

2. Desigualdad triangular; esto es sumamente importante.

3. Homogeneidad, nos dice el peso de una palabra multiplo de otra, su peso sera el
peso de la palabra multiplicada por el escalar.
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Definicién 1.5.4. El espacio vectorial K", con el peso de Hamming wt(-), es un espacio vectorial
normado. En otras palabras el par (K", wt(-)), es un espacio vectorial normado.

Como sabemos de nuestros cursos de andlisis, todo espacio normado puede ser conver-
tido a un espacio métrico, con la métrica inducida por la norma. a esta métrica que induce
el peso de Hamming, recibe el nombre de distancia de Hamming o simplemente distancia;
con esto tenemos la siguiente definicion:

Definicién 1.5.5. La distancia de Hamming o distancia entre dos palabras v y w, se define como
d(v,w) = wt(v+ w); lo que significa que es el niimero de digitos que no comparten en la misma
posicion.

Ejemplo 1.5.6. Encontremos la distancia que hay entre las palabras 01011 y 00111, aplicando la
definicion tendremos d(01011,00111) = w#(01011 + 00111) = wt(01100) = 2 y en el caso que se
desee saber la distancia entre la misma palabra tendremos d(01011,01011) = wt (01011 +01011) =
wt(00000) = 0.

Al igual que el peso, éste cumple ciertas propiedades (que es mds que verificar, que en
efecto es una métrica d(-, -)).

Proposicién 1.5.7. Sea w,v y u, palabras de longitud n, entonces la distancia de Hamming, cumple
las siguientes propiedades:

~

. 0<d(v,w) <n

v,w)=0siysolosiv=w

d(

d(v,w) = d(w,v)
(v,w) <d(v,u)+d(u,w)
(

2.
3.
4. d
5. d(av,aw) = a.d(v, w)

Demostracion. Analicemos cada caso, para demostrar las propiedades.

» 0<d(v,w) <n

Sean v, w € K", entonces tendremos por definicién de distancia,
d(v,w) = wt(v+ w)
y aplicando la propiedad (1) del peso, tendremos:
0<wtiv+w)<n=0<dvw)<n

Lo cual completa la demostracion.
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m d(v,w) =0siysolosiv=uw

Sean v,w € K", entonces tendremos, que la distancia entre estas dos palabras de
cédigo es:

d(v,w) = wt(v + w).

Como la demostracién es una doble implicacién, entonces analizamos en dos senti-
dos:

(=) Ya que d(v,w) = wt(v+ w) = 0, entonces por la propiedad (2) del peso, tendre-
mos;

wtv+w)=0=v+w=0,

Ahora usando la proposicién 1.4.4 se concluye v = w.

(<) Ahora como tenemos que v + w = 0, entonces hacemos los pasos anteriores pero
en sentido contrario (ya que se tiene: Vo € K" : v +v = 0, y la propiedad (2) del
peso, es un si y solo si),

v=w=v4+w=w+w
v+w=0
= wt(v+w) =0
= d(v,w) = 0.

Lo que completa la prueba.

» d(v,w) =d(w,0)
Primero recordemos que la operacién definida sobre K" es simétrica, lo que significa

que v +w = w + 0.

Teniendo en cuenta lo anterior, comencemos la demostracion.

d(v,w) = wt(v+w) = wt(w +v) = d(w, v).

Por lo tanto d(v, w) = d(w, v).
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v d(v,w) <d(v,u)+d(u,w)

Sean v, u,w € K",

d(v,w) = wt(v + w)

(
wt(v+w+0) Sumamos la palabra cero convenientemente,
tv+w+u+u) yaqueu—+u=0,
(
(
wi(

I
S

I
S

t(v+u+u+w) Porquelasumaen K" es conmutativa,
t((v+u)+ (u+w)) Propiedad asociativa,
v+u)+wt(u+w) Usando la propiedad (3) del peso,
d(v,u) +d(u,w).

| /\
S

Por lo tanto se ha demostrado d(v, w) < d(v,u) + d(u, w).

» d(av,aw) = ad(v, w)

Sean a € Ky v € K", aplicando el resultado (4) del peso y las propiedades de las
operaciones en K", tendremos:

d(av,aw) = wt(av + aw) = wt(a(v+ w)) = a.wt(v + w) = a.d(v, w).

Por lo tanto se concluye d(av, aw) = a.d(v, w).

O

Por lo tanto por la propiedad anterior tenemos que la distancia de Hamming es una
métrica, y asi el par (K",d) es un espacio métrico.

Lo grandioso que hemos llegado a demostrar es que nuestro espacio vectorial es mas
que un espacio normado sino también métrico, lo cual concuerda con lo estudiado en el
curso de andlisis matematico, donde nos ensefian que todo espacio normado, es un espacio
métrico usando la métrica inducida por la norma.

1.6. Los dos problemas fundamentales de la teoria de cédi-
gos

A este punto hemos visto que si agregamos una cierta cantidad de digitos (redundan-
cia) a nuestras palabras de c6digo, entonces podemos hacer que nuestro cédigo adquiera la
habilidad de detectar (hasta cierto punto) errores en la transmisién, pero también esto hace
que nuestras palabras sean mas grandes (en longitud), lo cual se traduce en mayor costo
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de envio o transmisién, por ello es necesario solo agregar la cantidad adecuada de digitos.

También debemos notar que no tenemos control sobre la probabilidad p, de nuestro
canal BSC; lo que significa que no podemos controlar cuando un digito es transmitido co-
rrectamente ni tampoco cuando no.

Por ello es necesario saber cuantas palabras necesitamos para comunicarnos, de hecho
es mds importante eso a saber cuantas palabras podemos enviar en el canal, ya que al no
tener control sobre el ruido, tampoco tenemos certeza de cuantas palabras como méximo
podemos mandar sin que estos presenten problemas. Por ello, saber cuantas palabras se
necesitan para comunicarme es un paso muy importante, para disefiar un cédigo eficiente
y con la capacidad detectar y sobre todo corregir dichos errores.

Todo lo anterior nos permite concluir tres cosas:

1. Tenemos control sobre como enviar una palabra, asi como elegir las palabras que se
usaran para comunicarse.

2. Es imposible tener control de canal, en la forma en que este afecta a las palabras (el
ruido es aleatorio en cada digito).

3. Podemos detectar y corregir el error de transmision, esto porque podemos elegir con
anticipacién un cédigo con estas facultades (por ejemplo usando el bit de paridad).

Como vemos solo al inicio y al final del proceso de transmisién podemos de alguna
manera controlar la comunicacién, por ello los dos grandes problemas de los que hace
referencia el titulo de esta seccién son:

1. Codificacion.

2. Descodificacion.

Definicién 1.6.1. Codificacion es el método que permite convertir un cardcter de un lenguaje
natural (como el de un alfabeto o silabario) en un simbolo de otro sistema de representacion, como
un niimero o una secuencia de pulsos eléctricos en un sistema electrénico.

Lo principal en esto es saber elegir el c6digo adecuado para mandar nuestros mensajes,
esta seleccion debe hacerse de manera eficiente y en términos generales debe seguirse la
siguiente logica:

1. Primero debemos elegir la longitud necesaria para nuestras palabras (un entero k), y
de todas estas palabras de longitud k, debemos elegir las palabras que usaremos para
formar nuestro mensajes (esto serd un conjunto M), asi tenemos que el c6digo debera
cumplir |M| < |V (k,2)| = 2~
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2. Luego debemos elegir la cantidad necesaria de digitos a agregar a cada palabra de
nuestro conjunto M, de tal manera que M, tenga la habilidad de poder detectar o
corregir errores, sea lo que nosotros necesitemos. Al hacer esta elecciéon de agregar
mas digitos a cada palabra de nuestro conjunto hace que nuestras palabras se con-
viertan en palabras de longitud 71, y a este nuevo conjunto con palabras de longitud
n (formadas por las palabras de nuestro conjunto M), conformara nuestro cédigo C.

Definicién 1.6.2. Descodificacion es el proceso en el cual el receptor transforma el cédigo utilizado
por el emisor al lenguaje natural. De esta forma los signos son asociados a las ideas que el emisor
traté de comunicar.

Normalmente recibimos una palabra w € K", y la forma que hemos venido trabajando
los cédigos, es verificar cual palabra de nuestro c6digo requiere los menores cambios para
formar la palabra w, y esta idea de hecho tiene un nombre y se conoce como descodifi-
cacién de maxima probabilidad o simplemente MLD (por sus siglas en inglés maximum
likelihood decoding). Al aplicar este principio de la descodificacién, tenemos dos formas de
aplicarla, las cuales son las siguientes:

» Descodificacion completa de mdxima probabilidad o simplemente CMLD (por sus
siglas en inglés Complete Maximum Likelihood Decoding), esta forma versa en la idea de
que si solamente una palabra v € C estd cerca de w, esto significa que

Sid(v,w) < d(u,w),Vu € C:u # v, entonces w se descodifica como v.

En el caso de que exista més de una palabra que estd a una distancia minima de w,
entonces se elige arbitrariamente una de ellas y w se descodifica como esa palabra
que elegimos.

» Descodificacién incompleta de maxima probabilidad o simplemente IMLD (por sus
siglas en inglés Incomplete Maximum Likelihood Decoding), la diferencia radical de esta
forma a la CMLD es que cuando tengamos mds de una palabra a una misma distancia
minima a w, entonces no elegimos arbitrariamente, sino que pedimos una retransmi-
sién del mensaje, en caso contrario que solo haya una palabra de c6digo més cercana
a w, entonces IMLD actiia como CMLD.

Trabajaremos con IMLD, en el resto del trabajo. Es necesario advertir al lector que este
enfoque no siempre funciona, ya que en caso de que en nuestro canal BSC, ocurran dema-
siados errores en la transmision, entonces IMLD falla.

Es de notar que con MLD, al tener una tinica palabra v de nuestro c6digo cercana a
la palabra recibida w, podemos descodificar w como v, que mateméaticamente es que la
distancia d(v, w) es la més pequefia cuando dejamos fijo w y variamos en los elementos de
C. Ademads por definicién tenemos que la distancia es el peso de la la suma de v con w,
asi d(v,w) = wt(v+ w), y de hecho en la secciéon donde estudiamos a K" como espacio
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vectorial, definimos que v 4 w, se llama patrén de error, esto significa que la palabra se
puede descodificar, si el peso del patrén de error de w con v, es el més pequefio.

Por otro lado, demostramos que la palabra que tenga menos diferencias en sus digi-
tos con respecto la palabra recibida es la méds probable de haber sido enviada, entonces
lo curioso es que el patréon de error, su peso nos dice también eso, cudntas diferencias
hay entre la palabra v y w, ya que cuando sumamos dichas palabras, en las posiciones
donde tengan el mismo digito dard cero y donde no, serd uno, asf al sacar el peso nos dice
el nimero de unos que este posee y por ende cudntas diferencias hay entre dichas palabras.

Por lo tanto en el teorema 1.3.2 el niimero d es de hecho el peso de u patrén de error de
w y v, asi podemos reescribir nuestro teorema de la siguiente manera:

Pp(v1, W) < Pp(v2, w) & wt(v1 +w) > wt(vy + W)

Lo que significa que la palabra de cdigo mds probable es la que tenga un patrén de error de
peso mds pequerio.

Como vemos IMLD concuerda con lo que ya habiamos demostrado, asi la estrategia
para aplicar IMLD, sera obtener el patrén de error de todas las palabras de cédigo con
la palabra recibida y elegir la que tenga menor peso y la palabra de c6digo que tenga el
patrén de error de esta forma serd usado para descodificar w. Con esto en mente veamos
algunos ejemplos.

Ejemplo 1.6.3. Sea |[M| =2,n =3,y C = {001,101}, Si enviamos la palabra v = 001, ;cudndo
IMLD concluye correctamente que v fue enviada, y cudndo concluye incorrectamente que 101 fue
enviado?

Solucion

Para aplicar IMLD vamos a construir una tabla, donde en la primera columna estaran
todas las posibles palabras que podemos recibir. Luego agregamos tantas columnas como
palabras tenga nuestro cédigo (en nuestro caso es 2) y estas columnas tendran los patrones
de error de cada una de las palabras de cédigo con la palabra recibida por fila. Finalmente
agregamos una ultima columna donde pondremos la descodificacioén siguiendo el enfoque
de seleccion dada por IMLD (seleccionando siempre el patréon de error de menor peso). En
la tabla colocaremos con un asterisco al patrén de error que tenga esa caracteristica y la
palabra de c6digo que generé este patrén es la que se seleccionard para descodificar w).
Con ésto tendremos la siguiente tabla:
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Recibido | Patréon de error | Descodificacién
w 001 +w | 1014+ w v
000 001* 101 001
001 000* 100 001
010 011* 111 001
011 010* 110 001
100 101 001* 101
101 100 000* 101
110 111 011* 101
111 110 010* 101

Por lo tanto IMLD concluye correctamente cuando recibe las palabras 000,001, 010, 011,
pero en el caso que se reciba 100,101,110,111, IMLD concluird incorrectamente que se en-
vi6 101.

Ejemplo 1.6.4. Sea |M| = 3,n = 3. Para cada palabra w € K> que se puede recibir, encontrar
las palabras w para el cual IMLD concluye correctamente que solo una palabra del cédigo C =
{000,001, 110}, fue enviada.

Solucion:

De igual manera que en el ejemplo anterior hacemos una tabla.

Recibido Patrén de error Descodificacion

w 000+w | 001+ w | 110 +w v

000 000* 001 110 000

001 001 000* 111 001

010 010* 011 100* -

011 011 010* 101 001

100 100* 101 010* -

101 101 100* 011 001

110 110 111 000* 110

111 111 110 001* 110

Por lo tanto se puede concluir lo siguiente:

1. Si recibimos 000, este se puede descodificar como 000.

2. Si recibimos 001,011 y 101, estos son descodificados como 001.
3. Si recibimos 110 y 111, estos se descodifican como 110.
4

. En los casos 010 y 100, se requiere una retransmisién ya que hay dos patrones de
error de peso minimo.
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Como podemos observar en el primer ejemplo si la palabra sufre demasiados cambios,
IMLD pensara que la palabra de c6digo mds cercana es la que se envi6, asi debemos en-
contrar una manera para que ésto no suceda. Ademads, en el segundo ejemplo podemos
observar que existen cédigos donde puede suceder que se requiera una retransmision, to-
do esto porque los cambios que provocé el ruido es tal que coloca a la palabra recibida en
un lugar equidistante a nuestras palabras de cédigo.

Por lo anterior es necesario poder elegir correctamente nuestro cédigo como vimos, es
de saber elegir con propiedad nuestro c6digo, ya que de eso dependerd la efectividad del
mismo.

Otra cosa importante de remarcar es que diferentes coédigos tendrdn resultados distin-
tos, como se ve en los ejemplos, por ello resulta necesario tener una herramienta que facilite
poder comparar la efectividad entre c6digos y a partir de eso elegir el més apropiado.

1.6.1. La confiabilidad que tiene nuestro método MLD

Primero debemos recordar que cuando definimos ¢, (-, -) se hacfa un estudio estadistico
de eventos de Bernoulli, y con ello definimos ¢, (-, -). S queremos estudiar que tan confiable
es nuestro método MLD debemos ver los casos donde tengamos una palabra cerca a una
palabra cédigo, y verificar que tan probable es que esto ocurra. Asi podemos aplicar la
funcién de probabilidad de la distribucién binomial de Poisson

P(K=ky= ) [Iri[1(-p)

AcF. icA jeAS

donde F; es el conjunto de todos los subconjuntos de k enteros que se pueden seleccionar
de {1,2,3,...,n}. Asi podremos tener la probabilidad de que MLD concluya correctamente.

Con lo anterior basta saber cuales son las palabras mds cercanas a una de nuestro cédigo
y aplicar la distribucién binomial de Poisson, la cual es aplicar ¢, a cada una de las palabras,
asi tenemos una nueva definicién:

Definicién 1.6.5. El conjunto de todas las palabras de longitud n, que estdn tinicamente cerca a
v € C (v fijo) de cualquier otra palabra de C, donde C es nuestro cédigo, se denotard como L(v).

Entonces al aplicar la funcién de probabilidad a L(v) (o sea F, = L(v)), tendremos la
siguiente definicion.

Definicién 1.6.6. La probabilidad de que MLD concluya correctamente que una palabra v del cédigo
fue enviada, se calcula con la formula siguiente:

0p(C,0) = Z pp(w,v)

welL(v)
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donde p es la probabilidad de que un digito llegque correctamente en un canal BSC.

Observaciones:

» 0, se puede usar para comparar c6digos y poder ver cudl es mejor, dejando fijo una
palabra v, y sean C; y Cy, cédigos que contienen a v, entonces C; serd mejor codigo
para v, si 68,(Cy,v) > 0,(Co,v).

= 0,(C,v) es la suma sobre las palabras w de L(v) de las probabilidades de que los
patrones de error v + w ocurran durante la transmisién.

» Entre mds cerca esté de 1 la probabilidad 6, (C, v), entonces C serd una buena eleccién
de cédigo para la palabra v.

Para finalizar esta seccién observemos unos ejemplos donde apliquemos nuestra nueva
térmula.

Ejemplo 1.6.7. Sea p = 0,9, |[M| =2,n =3,y C = {001,101}, encontrar la probabilidad de que
IMLD concluya correctamente que 001 fue enviado.
Solucion:

Primero encontremos L(001), pero para esto basta con retomar de la tabla que hicimos
anteriormente y tendremos:

L(001) = {000,001,010,011}

Finalmente usando la férmula obtenida anteriormente tendremos:

0,(C,001) = ¢, (000,001) + g, (001,001) + b, (010,001) + ¢,(011,001)
=p*(1—p)+p +p(l—p)>+p*1-p)

=2p*(1—p)+p°+p(1—p)?
—009.

Por lo tanto la probabilidad de que IMLD concluya que 001 fue enviado es 0,9 que es
bastante bueno.

Ejemplo 1.6.8. Sea p = 0,9, [M| = 3,n =3y C' = {000,001,110}, encontrar la probabilidad de
que IMLD concluye que fue enviado 001.
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Solucién:

Procedemos como en el ejemplo anterior, ademds teniendo en cuenta que este cédigo
ya lo habiamos trabajado anteriormente, asi L(001) = {001,011,101}, con esto tendremos:

0,(C’,001) = ¢, (001,001) + ¢, (011,001) + g, (101,001)
=p’+p*(1—p)+p*(1-p)

=2p*(1—p)+p°
— 0,891,

La probabilidad de que IMLD concluya que 001 fue enviado es de 0,891, de hecho esta
probabilidad solo es aceptable, ya que es menos que 0,9, de haber tenido una probabilidad
de un 0,8 0 menos es una probabilidad bastante mala y la elecciéon del cédigo no fue muy
buena.

De los dos tltimos ejemplos examinamos una misma palabra 001 y obtuvimos 6, (C,001) =
09y GP(C’ ,001) = 0,891, es claro que para el cddigo C tenemos una probabilidad mayor
entonces el c6digo C es una mejor opcién para enviar 001, que C’ (C es mds confiable que
C’).

Una conclusién bastante obvia es que todo esfuerzo por corregir y detectar errores es
simplemente poder elegir un cédigo que tenga una confianza sumamente aceptable para
el IMLD, para ello enumeraremos tres simples pasos para hacer una sabia eleccion.

1. No debemos elegir palabras de longitud muy largas ya que estas tardaran mas en
transmitirse, por ende debemos elegir la longitud 7, de tal manera que la tasa de
informacion sea lo més cercano a 1 (lo que en otras palabras seria, no agregar mucha
redundancia).

2. Debemos elegir C no tan grande, de tal manera que hacer un analisis como el descrito
en esta seccién no se lleve demasiado tiempo.

3. Debe elegirse C de tal manera que la probabilidad de MLD sea muy alta para cada
palabra del cédigo C, ya que que si la probabilidad es muy baja, esto significa que
suceden muchos errores en la transmisién y como vimos IMLD termina concluyendo
errébneamente que es otra palabra de c6digo distinta a la que se envi6 realmente.

Es por esto que el objetivo principal de la teoria de c6digo es encontrar conjuntos C de
palabras que cumplan los tres pasos anteriores.

1.7. Codigos detectores de errores

Es necesario formalizar cudndo un cédigo C es detector de errores. Para ello recorde-
mos los que tenemos hasta el momento, sabemos que si recibimos una palabra w y esta
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no pertenece a C, entonces sabemos que ha ocurrido un error en la transmisién, ademaés
hemos encontrado que para saber cudl palabra de c6digo fue enviado hemos definido el
patrén de error como u = v + w, para cada v palabra en C, y debido a que K" es un espacio
vectorial y al hacer todas las posibles sumas de w € K" con cada v € C, tendremos que
toda palabra del espacio vectorial funciona como patrén de error.

Por lo tanto conocemos los patrones de error que pueden resultar en la transmisién
y entonces el problema de que C detecte un error; que es w ¢ C, se pasa a saber si C
es capaz de detectar el patron de error u, ya que sabemos todos los posibles patrones de
error y haciendo un despeje podemos conocer la palabra w a recibir de ocurrir un error
(w = u + v). Con esto tenemos la siguiente definicién:

Definicién 1.7.1. El cédigo C detectard un patrén de error u, si y solo si u + v no es una palabra
de codigo de C, para cada v € C.

Veamos un ejemplo para ver como funciona nuestra definicién.

Ejemplo 1.7.2. Sea C = {001,101,110}, encontrar cudndo C no detecta los patrones de error
011,001 y 000.

Solucion:

Para saber cudl de esos patrones de error puede detectar C, basta que hagamos todas
las sumas con cada palabra de cédigo y ver cuales no pertenecen al cédigo.

s Para 011, tenemos 011 + 001 = 010 ¢ C, 011 4101 = 110 € C y 011 + 110 = 101 € C.
= Para 001, entonces 001 4- 001 = 000 ¢ C, 001 + 101 =100 ¢ C y 001 + 110 = 111 ¢ C.

» Para 000, tendremos 000+ 001 = 001 € C, 000+ 101 =101 € Cy 000+ 110 = 110 € C.

Por lo tanto solo el patrén de error 001 puede detectar C, de los tres que se pidieron
examinar, los demds estan descartados porque al menos una suma (u# + v = w), pertenece
al cédigo C, y en la definicién dice que debe cumplirse para toda suma que ninguna sea
una palabra de cédigo.

Hay ciertas cosas que podemos observar del ejemplo anterior, como cuando el patrén de
error es la palabra cero, el c6digo no lo puede detectar, ademds si se cumple que v +w = 0,
para una palabra recibida w y una palabra del cédigo v, entonces tampoco puede detectar
el patrén cero, asi tenemos las siguientes proposiciones:

Proposicién 1.7.3. Ningiin cédigo C, puede detectar el patrén de error cero (u = 0).



Codigos detectores de errores 43

Demostracion. Sea C un cédigo cualquiera, y sea el patrén de error cero u, entonces como
es el patrén de error cero u cumple ser la palabra cero, y por definicién es la identidad del
espacio vectorial asi tenemos:

YveC=>u+t+tv=veC

Lo cual hace que no pueda cumplir la definicién, ya que para que C pueda detectar a u,
la suma con cada v no debe quedar en C y por lo tanto tenemos que C no detecta el patrén
de error cero (C se tomé de forma general, asi que tenemos la prueba finalizada). O

Proposicién 1.7.4. Sea C un cédigo, y ademds sea v € C y w una palabra recibida tal que v + w =
0, entonces 0 no puede ser detectado por C.

Demostracién. Ya que v y w, cumplen v + w = 0, entonces por propiedades de K", tenemos
v=w=v+0 = wy por hipétesis v € C = v+ 0 = w € C, entonces hemos encontrado
una suma con el patrén de error 0 que resulta estar en el cédigo entonces C no puede
detectar el patrén 0. O

Y de hecho més auin, sucede algo interesante si C contiene la palabra cero.

Proposicién 1.7.5. Sea C un cédigo que contiene la palabra cero como palabra cédigo. Si el patrén
de error u es una palabra de cédigo, entonces C no puede detectar u.

Demostracion. Para demostrar esto procedamos por contradicciéon asumamos que C si de-
tecta a u, pero si lo detecta cumple por definicién:

VoeC=ut+vé¢C

en particular se debe cumplir para v = 0, entonces tenemos 04+ u ¢ C = u ¢ C, pero
esto es una contradiccién ya que por hipétesis tenemos que u € C. La contradicciéon viene
de suponer que C podia detectar u, por lo tanto C no puede detectar u. [

Usando la tabla IMLD que construimos antes podemos saber cuales patrones de error
el codigo es capaz de detectar, ya podemos interpretar la primera columna como todos los
posibles patrones de error que nos pueden aparecer y las columnas de los patrones de error
como las posibles palabras que podemos recibir. Si dada una fila ninguna de las palabras
recibidas para un patrén de error es una palabra de cédigo entonces C detectard dicho
patron.

Asi tenemos el siguiente ejemplo:

Ejemplo 1.7.6. Sea M| =2,n =3,y C = {001,101}, encontrar los patrones de error que detecta
C.
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Solucién

Patrén de error | palabras recibidas w
u 0014u | 101+4u
000 001* 101%
001 000 100
010 011 111
011 010 110
100 101* 001*
101 100 000
110 111 011
111 110 010

Hemos colocado un asterisco, cuando la palabra w = u + v pertenezca a C, como vemos
en los casos 000, 100, el cédigo C no puede detectar estos patrones, en el resto si es posible
que lo detecte.

Esta verificacién manual para saber cuales patrones de error puede detectar el cédigo C,
es poco préctica ya que si el cddigo es muy grande y el espacio vectorial también tomaria
mucho tiempo para poder encontrar una forma mads facil de poder verificar que un patrén
de error es detectable o no. Primero introduciremos la siguiente definicién:

Definicién 1.7.7. La distancia del cédigo C es la distancia minima entre todas las palabras de
codigo, tomadas de dos en dos y sin que sean iguales las palabras; lo que significa:

d = min{d(v,w) : v,w € C,v # w}.
Ya con esto podemos enunciar un teorema que sera de gran utilidad para saber cuando
un c6digo puede detectar cierto tipo de patrones de error.

Teorema 1.7.8. Un cédigo C de distancia d detectard al menos todos los patrones de error distintos
de cero de peso menor o igual a d — 1. Ademds, hay al menos un patrén de error de peso d que C no
detectard.

Demostracién. Sea u un patrén de error distinto de cero con wt(u) < d —1, y tomemos un
v arbitrario en C, asi tenemos:

dv,o+u)=wt(v+v+u)=wtu) <d—-1<d.
Como C tiene distancia d, v + u no estd en C. Por lo tanto, C detecta a u.
De la definicién de d, existen dos palabras de c6digo v y w tal que d(v, w) = d. Ahora
consideremos el patrén de error u = v + w, de lo anterior al despejar w, tenemos w = v+ u

y como w € C, entonces v + u € C, por lo que C no detectard el patrén de error u de peso
d. O
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Observaciones:
1. El cédigo C, puede llegar a detectar algunos o todos los patrones de error de peso
mayor a d, pero no todos los de peso 4.

Por ejemplo el caso del ejemplo 1.7.6 el c6digo es C = {001,101}, la distancia d de C,
es 1, y como vemos en la tabla siguiente :

Patrén de error | palabras recibidas w
u 001+u | 101+4u
000 001* 101*
001 000 100
010 011 111
011 010 110
100 101* 001*
101 100 000
110 111 011
111 110 010

No detecta el patron 100, y este tiene peso 1, lo cual concuerda con el teorema ya que
la distancia de C también es 1.

En el caso de los demds patrones distinto de cero, tienen peso mayor que uno y los
detecta a todos; esto tltimo no sucede siempre.

2. Con lo discutido anteriormente, queremos hacer énfasis en que el teorema no res-
tringe a que un cédigo C, no pueda detectar patrones de error de peso mayor a la
distancia del c6digo, puede y generalmente sucedera que C detectard algunos de ma-
yor peso.

Para finalizar esta seccién damos una tltima definicién que tiene que ver con los patro-
nes de error que puede detectar el cédigo.

Definicién 1.7.9. Un cédigo C se llamardi t-detector de errores, si detecta todos los patrones de
error de peso a lo sumo t y no detecta al menos un patrén de error de peso t + 1.

Debido a la definicién anterior, y usando el teorema 1.7.8, un cédigo C de distancia d,
es un (d — 1)-detector de errores.

1.8. Cddigos correctores de errores

Algo mads importante que detectar errores, es poder corregir el error, la técnica que
tenemos hasta el momento para poder corregir un error es brindado por IMLD, la cual nos
dice:
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Si se recibe w y solo existe una palabra v del cédigo que estd mds cerca que cualquier otra palabra
del cédigo, entonces la palabra que fue enviada fue v.

Esto ofrece una manera de corregir los errores pero al igual que detectar, estar corro-
borando mediante procesos mecdnicos es demasiado engorroso cuando el cédigo es muy
grande, por ello debemos idear una forma de poder predecir o al menos saber si cierto
tipos de palabras w se pueden corregir.

Al igual que en la seccién anterior en vez de estudiar el comportamiento de la palabra
recibida, estudiemos el patrén de error, asi si enviamos una palabra v de cédigo y recibimos
w, entonces tenemos el patrén de error u = v + w, y si IMLD concluye correctamente que
se envid v, y si esto sucede cada vez que u ocurre, podemos decir que C corrige el patrén
de error u, con esto podemos dar la siguiente definicion:

Definicién 1.8.1. Un cédigo C corrige el patron de error u, si para todo v € C, u 4 v es la palabra
mds cercana a v, que cualquier otra palabra de cédigo en C.

Veamos a continuacion algunos ejemplos:
Ejemplo 1.8.2. Sea |M| =2,n =3,y C = {001,101}, ;C puede corregir el patrén de error 0117

Solucién

Usando la definicién anterior tenemos que hacer el andlisis para cada uno de las pala-
bras de cédigo y verificar que siempre v + u es la palabra mds cercana a v.
Primero veamos para v = 001:

(001, u + 001) = d(001,010) = 2
(101, u + 001) = d(101,010) = 3

Por ultimo veamos para v = 101:

(001, u + 101) = d(001,110) = 3
d(101,1 4 101) = d(101,110) = 2

Como vemos solo v es el méds préximo a u + v, por lo tanto C corrige 011.
Ejemplo 1.8.3. Sea |M| = 3,n =3y C = {000,001,110}, ;C puede corregir u = 010?

Solucion

De igual manera que en el ejercicio anterior analizamos todas las posibilidades para v.
Para v = 001

(000, u + 110) = d(000,011) = 2
(001, u + 110) = d(001,011) = 1
d(110,u + 110) = d(110,011) = 2
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v es el mas cercano
Para v = 000

d(000, u + 000) = d(000,010) = 1
d(001, 1 4 000) = d(001,010) = 2
d(110, 1 4 000) = d(110,010) = 1

En este caso tanto v como 110 estdn a la misma distancia minima de w, por ende no
cumple la definicién, ya que debe verificarse para todos, y hemos encontrado donde no
cumple, por lo tanto C no puede corregir u = 010.

Podemos utilizar la tabla que construimos para IMLD, de tal manera que nos ayude
a poder encontrar qué patrones de errores el cédigo C puede detectar como hemos visto
en los ejemplos anteriores el patrén de error debe funcionar para todos los elementos del
c6digo, asi pues en las columnas de la tabla de IMLD donde encontramos los patrones de
error, si un patrén de error aparece en todas estas columnas marcado con un asterisco, en-
tonces el cédigo puede corregirlo en caso contrario se concluye que C no puede corregirlo.

Recuerde que solo analizamos cuando la palabra u + v es la més cercana a v que cual-
quier otra palabra en el c6digo, en los casos donde IMLD requiere retransmision se tomaran
como si no estuvieran marcados.

Asi los ejemplos anteriores podemos volver a resolverlos pero ahora haciendo uso de la
tabla de IMLD.

Ejemplo 1.8.4. Sea |M| =2,n =3,y C = {001,101}, ;C puede corregir el patrén de error 0117

Recibido | Patrén de error | Descodificacion
w 001 4+ w | 101 4+ w v
000 001* 101 001
001 000* 100 001
010 011* 111 001
011 010* 110 001
100 101 001* 101
101 100 000* 101
110 111 011* 101
111 110 010* 101

Como podemos ver en 011 aparece marcado en las dos columnas, por tanto C lo puede
corregir.

Ejemplo 1.8.5. Sea |M| = 3,n =3y C = {000,001,110}, ;C puede corregir u = 001?
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Recibido Patrén de error Descodificacion

w 000 +w | 001 +w | 110 +w v

000 000* 001 110 000

001 001 000* 111 001

010 010* 011 100* -

011 011 010* 101 001

100 100* 101 010* -

101 101 100* 011 001

110 110 111 000* 110

111 111 110 001* 110

En este caso para 001, solo aparece marcado en la tercera columna, mientras que en la
primera y segunda columna no estd marcado, por ende podemos concluir que C no corrige
001.

De igual forma, si un patrén de error aparece marcado en todas las columnas, y ademaés
al menos una de las filas donde est4d marcado requiere retransmisién, entonces se conside-
rard como no valida.

Al igual en el caso de saber si un c6digo puede detectar errores, que los procesos largos
son poco practicos, es necesario poder saber de manera mas préctica, cudndo un cédigo
es corrector de errores. Y para ello, enunciaremos el dltimo teorema importante de este
capitulo.

Teorema 1.8.6. Un cédigo C de distancia d corregird todos los patrones de error de peso menor o
iqual que | (d —1)/2]. Ademds, hay al menos un patrén de error de peso 1+ |(d —1)/2| que C
no corregird.

Nota: Recuerde que |x], es la funcién menor entero o funcién piso.

Demostracion. Sea u un patrén de error de peso wt(u) < (d —1)/2.Sean v € C fijo y w una
palabras de cédigo en C arbitraria tal que w # v.

Queremos mostrar que d(v,v + u) < d(w,v+ u) (note que aqui v se mantiene pero w
recorre al resto de palabras de C).
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d(w,v+u)+d(v+u,0) > dw,ov)
d(w,v+u)+d(v+u,v)>d Porqued(w,v) > d; definicién de distancia de C,
d(w,v+u) +wt(u) > 2wt(u) +1
d(w,v+u) > wt(u) +1
dlw,vo+u) >d(v,o+u)+1>d(v,v+u)
d(v,o+u) < d(w,v+u)

Ya que wt(u) =d(v+u,v), y 2wt(u) +1 < d.

Y como v era cualquiera, se cumple para el resto de palabras de C lo anterior. Por lo
tanto, C corrige u.

Para la otra parte del teorema, observemos que d es la distancia del cédigo C y por
tanto existen v y w palabras de c6digo tal que d(v, w) = d. Formamos un patrén de error u
cambiandod — 1 — |(d — 1) /2] de los d unos en v + w a ceros. Entonces

dlv,o+u)=wt(u) =1+ [(d—1)/2]
d(w,v+u) =wtw+v+u) =dv+w,u)
=d—(1+[(d-1)/2)).

Como d es un entero positivo analicemos por casos:

i Sid esimpar, es decir d = 2t + 1, entonces
dlv,o+u)=wt(u) =1+ (2t)/2=1+t
dlw,o+u)=2t+1—(1+¢t) =

entonces d(v, v+ u) > d(w,v + u).

ii Sid es par, d = 2t, entonces
dlv,o+u)=1+4+[t—-1/2] =t
dlw,o+u)=2t—t=t.

En cualquier caso, d(v,v + u) > d(w,v + u), entonces v + u no estd mas cerca de v
que de la palabra de cédigo w. Por lo tanto, C no corrige el patrén de error u.
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Observacion:

1. El teorema 1.8.6 no impide que un cédigo C, de distancia d, corrija los patrones de
error de peso mayor que | (d —1)/2].

2. En este teorema a diferencia del teorema 1.7.8, si da informacién de patrones de error
cero.

Ahora veamos algunos ejemplos:

Ejemplo 1.8.7. Sea |M| =2,n =3,y C = {001,101}, ;C puede corregir el patrén de error 0117

Solucion

En este caso C tiene distancia d = 1, y si observamos el patrén de error 011, tiene peso
2, por lo que el teorema no garantiza nada sobre este caso, es necesario examinar la tabla
IMLD, la cual presentamos a continuacién pero solo en las filas donde aparece el patrén de
error 011

Recibido | Patrén de error | Descodificacion
w 001 +w \ 101 +w \%
010 011* 111 001
110 111 011* 101

Como vemos aparece en todas las columnas, por tanto C corrige 011, como vemos este
es un ejemplo donde C detecta un patrén de error mayor que | (d —1)/2].

Ademas todo patrén de error |(d —1)/2], lo detecta, como d = 1, buscamos patrones
de error menores o igual a cero, pero el tinico que tiene peso cero es la palabra cero, lo cual
concuerda pues 000 era un patrén de error que si puede corregir como se ve en la tabla del
ejemplo 1.8.5

Ejemplo 1.8.8. Sea |M| =3,n =3y C = {000,001,110}, ;C puede corregir u = 010?

Solucién

Este cédigo tiene también distancia uno, y u tiene peso 1, para verificar que este patrén
de error se corrige o no, veamos de nuevo la tabla IMLD, asi como en el ejemplo anterior.
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Recibido Patrén de error Descodificaciéon
w 000 +w | 001 +w | 110 4+ w v
010 010* 011 100* -
011 011 010* 101 001
100 100* 101 010* -

51

Como vemos 010, no puede ser corregido por C, por tanto este patrén de error no
se puede detectar, y es el que hace mencién el teorema 1.8.6, ya que como d = 1 =
1+ [(d—1)/2] =1y en efecto el peso de 010 es uno también.

Para finalizar veamos algunas proposiciones que son consecuencia de lo definido y de-
mostrado antes:

Proposicién 1.8.9. El patrén de error cero, siempre es corregido.

Demostracion. Sea C un cédigo cualquiera de palabras de longitud 1, y sea u el patrén de
error cero, tomando v € C fijo, y w arbitrario también en C, tal que v # w, tenemos:

d(v,u+v) =wt(u+v+v) =wt(u) =wt(0) =0
dlw,u+v)=wt(w+u+ov) =wt(w+0+0v) =wt(w,v) =d(w,v)

y como w # v = d(w,v) > 0 = d(w,u+v) > d(v,u+v), por lo tanto C corrige a u, y
como v era cualquiera, se cumple lo anterior para todas las palabras de C, asi C corrige el
patrén de error cero. O

Definicién 1.8.10. Un cédigo C se dice que es t-corrector de errores, si corrige todos los patrones
de error de peso a lo sumo t y no corrige al menos un patrén de error de peso t + 1.

Por el teorema 1.8.6, un cédigo de distancia d, es un cédigo |(d —1)/2]-corrector de
errores.

Hemos aprendido que nuestro conjunto de cédigos, tiene la habilidad de detectar y
corregir errores que pueden ocurrir durante la transmisién, ademdas adoptamos un meca-
nismo que nos ayuda a elegir la palabra mas probable de haber sido enviada. Lo que queda
es un trabajo de poder ir explorando las propiedades de K" y de nuestros cédigos C, para
formar un mecanismo que nos permita no solo saber cudl palabra es la mas probable de
haber sido enviada, sino también, en qué digito ocurre el error o en qué digitos, todo esto
y ain més lo veremos en la investigacion.
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Capitulo 2

Codigos lineales

Los cédigos lineales son c6digos correctores de errores con la caracteristica que la suma
de dos o mas palabras del cédigo siguen siendo una palabras de cédigo. Estos cédigos son
muy utiles debido a la versatilidad de una codificacién y decodificacion eficiente. De hecho
a lo largo de este capitulo estudiaremos cédigos lineales de bloque (como se estableci
en el capitulo 1), aunque existen dos tipos mds, concentraremos nuestra atencién a los
c6digo de bloques. Al estudiar este tipo de c6digo se desarrollard una manera mads facil
para detectar y corregir errores. Logrando asi establecer la base de la correccién de errores
para los cédigos lineales y con ello dotar al cédigo lineal de una base que lo genere y de
establecerle un dual.

2.1. Cédigos lineales

En esta seccion introduciremos una clase especial de c6digo que nos permitira intro-
ducir una mayor estructura matemadtica a nuestros cédigos, de hecho el resto de cédigos
que se expondrdn son de éste tipo. La razén por la cual son importantes estos cédigos es
porque permiten calculos mas faciles para algunos de los procesos expuestos en el capitulo
1.

Definicién 2.1.1. Un cédigo C es llamado cédigo lineal, si Yu,v € C la palabra u + v es una
palabra del cédigo de C.

Ejemplo 2.1.2. Sea C = {000,001, 010,011} es un cédigo lineal.

C es un c6digo lineal ya que todas las sumas de dos palabras de cédigo son otra palabra
de cédigo, esto es:

53
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000 + 001 = 001 001 + 010 = 011 010 + 011 = 001
000 + 010 = 010 001 + 011 = 010 011 4+ 001 = 010
000 + 011 = 011 010 + 001 = 011 011 + 010 = 001
001 + 001 = 000 010 4 010 = 000 011 + 011 = 000

Como vemos todas las sumas resultan ser una palabra de C, ésta caracteristica de los
coédigos lineales se conoce como: C es cerrado bajo la suma.

También es necesario mencionar que de acuerdo a la definicién de cédigo lineal la
palabra cero siempre esta en los codigos lineales; esto es asi porque en la secciéon 1.4 se de-
mostré que cada palabra es su mismo inverso bajo la suma asi para una palabra v tenemos
v+ v = 0, pero si C es un cédigo lineal, tenemos:

v+veC=0ecC

La condicién anterior de que la palabra cero esté en el codigo lineal C es solo necesaria
ya que se puede tener un cédigo que tenga la palabra cero pero no sea un cédigo lineal.
Por ejemplo:

Ejemplo 2.1.3. Sea C = {000, 001,010} no es un cédigo lineal.

El cédigo anterior no es un cédigo lineal ya que 001 4- 010 no es una palabra de C, y
ademas este codigo tiene a la palabra cero. Como vemos el hecho que un cédigo tenga la
palabra cero no garantiza que sea lineal, lo que si podemos decir es que si el cédigo no
tiene la palabra cero entonces C no es un cédigo lineal.

Observaciones: De lo discutido anteriormente y de la definicién 2.1.1, podemos con-
cluir:

1. Un cédigo lineal C es un subespacio vectorial en K"; esto es asi porque cada palabra
de C, tiene sus inversos en C (ya que son ellos mismos), la palabra cero estd en C
(porque C es un c6digo lineal), es cerrado bajo el producto por escalar (trivial ya que
nuestro campo solo tiene dos elementos cero y uno, y cero provoca la palabra cero
para cualquier palabra y uno las mismas palabras), y finalmente por definicion C es
cerrado bajo la suma.

2. En general para el espacio vectorial K", un subconjunto A no vacio es subespacio si
y solo si es cerrado bajo la suma (por lo expuesto antes es claro que la condicién de
que sea cerrado bajo el producto por escalar es consecuencia de que sea cerrado bajo
la suma).
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Al inicio de esta seccién se habla de la importancia de estos cédigos en el sentido
que permite hacer cdlculos mds facilmente, para demostrar esto veamos la definicién de
distancia de un c6digo aplicada a un cédigo lineal.

d=min{d(u,v):u #vAu,veC}
= min{wt(u+v):u#vAuveC}
= min{wt(w) :w #0Aw € C}.

De lo anterior tenemos:

Definicién 2.1.4. La distancia de un cédigo lineal C es igual al peso minimo de alguna palabra de
codigo distinta de la palabra cero.

Como vemos la facilidad de célculos que nos permiten los cédigos lineales es suma-
mente grande y por ello en las secciones restantes seguiremos explotando sus propiedades
como subespacio vectorial para mejorar las técnicas de codificacién y decodificacion.

2.2. El cédigo dual de C

En esta seccion se presentara un tipo de cédigo lineal muy especial. La importancia de
éste codigo lineal radica en que permitird mejorar nuestras herramientas de codificacién y
decodificacién en las siguientes secciones. Para ello iremos recordando algunos resultados
del 4lgebra lineal que iremos reescribiendo para el caso particular de nuestro espacio vec-
torial K.

Primero recordemos que si tenemos v un vector, decimos que es combinacién lineal de
los vectores {u1,...,ux} si existen escalares ay, ..., a; tal que:

U =a1uy + ... + aplg.

Ademas al conjunto de todas las combinaciones lineales de S = {uy,...,u;} es un
subespacio vectorial y se denota por < S >. Al conjunto < S > se le llama span de S o
subespacio generado de S (también del dlgebra lineal se sabe que < S > es el subespacio
mas pequefio que contiene a S).

Debemos notar que si S C K" por definiciéon de < S > cumple la definicién 2.1.1 y
por lo tanto es un cédigo lineal, ademas cuando S cumple ser un cédigo lineal se tiene
< §>=§(C =< C >); ya que S seria el subespacio méas pequefio que contiene a S.

De lo anterior discutido vemos que todo cédigo lineal es generado por un subconjunto
de palabras de K. Ademds podemos enunciar el siguiente teorema:
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Teorema 2.2.1. Para cada subconjunto S de K", el cédigo C =< S > generado por S consiste
precisamente de las siguientes palabras: la palabra cero, todas las palabras de S y todas las sumas de
dos 0 mds palabras en S.

Demostracion. Sea S C K" tal que S = {uy,...,u;}, asi por definicién de < S > tenemos:
Yoe< S >=v=auy+... +agu;, donde ay,...,a, € K

como K solo tiene dos elementos cero y uno, se tiene que los 4; cumplirdn para cada
combinacion lineal lo siguiente:

1. Existe una combinacién lineal donde todos los a; son cero y asi resulta la palabra cero.

2. Existe un combinacién lineal donde solo se tome un 4; igual a uno y el resto iguales
a cero, asi tendremos todas las palabras de S, ademas pueden existir combinaciones
lineales donde mas de uno escalar es igual a uno. De esta manera tendremos palabras
que serdn la suma de dos o més palabras de S.

O
Ejemplo 2.2.2. Sea S = {010,011,111}. Encontrar el cédigo C =< S > generado por S.

Solucién

Para encontrar el cédigo lineal solo hacemos uso del teorema 2.2.1, asi tendremos pri-
mero las palabras de S y la palabra cero, lo cual genera el siguiente conjunto de palabras:
{000,010,011,111}, ahora agregamos la suma de dos palabras de S al conjunto anterior, asi
tendremos el siguiente conjunto:

{000,010,011,111,010 4+ 011,010 + 111,011 + 111} = {000,010,011,111,001,101, 100}

Finalmente agregamos la suma de las tres palabras de S al conjunto construido ante-
riormente:

{000,010,011,111,001,101,100,010 + 011 + 111} = {000,010,011,111,001,101, 100, 110}
Por lo tanto el cédigo que genera S es C =< S >= {000,010,011,111,001,101, 100, 110}.

Podemos definir de manera natural a K" un producto escalar (Como se hace en R").
Lo que significa que el producto escalar por definir serd la suma de los productos de las
coordenadas de dos palabras, dicha suma y productos se realizan en K, asi tenemos:

Definicién 2.2.3. Sea v = (ay,...,a,) y w = (by, ..., by) palabras de K". Definimos el producto
escalar o producto punto v - w de v y w como:

v-w=aby+... +aub,.
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Obsérvese que los productos a;b; y la suma de ellos se hacen en el campo K, por ende todas las
operaciones se hacen modulo 2.

Definido asi el producto escalar para nuestro espacio vectorial K" cumple las siguientes
propiedades:

Proposicién 2.2.4. Para u,v,w € K" y a € K, el producto escalar definido en 2.2.3. cumple:
.u-v=v-u
22u-(v+w)=u-v+u-w
3. a(v-w) = (av) - w =v- (aw)
4. u-v>0
Demostracion. Sean u,v,w € K" ya € Ktal que u = uqup...uy, v = 0102...0, y w =
w Wy ... wy, donde u;,v;, w; € K,Vi=1,...,n, asi:

1) u-v=v-u

Haciendo uso de las propiedades del campo K tendremos:

u-v=(uqup...up) - (V102...0y)
= U101 + Uy + ... + UyvUy
= U1l + VU + ... + Vylly
= (010y...04).(Ul2 . . . Uy)
=0v-u

Qu-(v+w)=u-v4+u-w

u-(v+w)=(uuy...uy)  (0102...0, + Wywy ... wy)
= (uqup ... uy) - (01 +w1)(v2 +w) ... (v +wy))
= (u1(v1 +w1)) + (up(v2 +wp)) + ... + (un(vn +wy))
= U101 + ULW1 + UV + UpWo + ... + UyTUy + Uy Wy
= U101 + U0y + ... + UpUy + ULW] + UW + ... + UyWy
=u-vt+u-w

3) a(v-w) = (av) -w="v- (aw)
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Primero analicemos la igualdad: a(v - w) = (av) - w

a(v-w) =a(vivy...0,) - (Wrwy ... w,)
= a(viwy + vwy + ... + VW)
= aviw1 + avywy + ... +av,wy
= (avy)wq + (avp)wy + ... + (av,)wy
= (av) - w

Ahora realizando los mismos pasos para: a(v-w) = v - (aw)

a(v-w) =a(v1vy...0,) - (Wrwy ... w,)
= a(viwy + vpwy + ... + vywy)
= aviwy + avowy + ... + av,wy,
= (av1)wy + (avy)wy + ... + (av,)wy,
= v1(awy) + va(awy) + ... + v, (awy,)
= (aw)

Al juntar las dos igualdades demostradas anteriormente tenemos: a(v - w) = (av) -
w="v-(aw).

4) u-v>0

Esta igualdad es cierta pues de la definicién de producto escalar tenemos que al
hacer la suma y producto médulo 2 las tinicas dos posibilidades son cero y uno, sin
importar que tipo de palabras le apliquemos la definicién 2.2.3.

]

Observacién: De la definicién 2.2.3. tenemos que no solo la palabra cero cumple u - u =
0, sino de hecho toda palabra que tenga un nimero par de unos en sus digitos, por ejemplo
si tenemos en K°®, la palabra v = 011101, el producto escalar de v es:

v-v=04+1+1+1+0+1=0mod(2).

Esto quiere decir que nuestra definicién de “producto escalar” es realmente un semi-
producto escalar o semi-producto interno, ya que para ostentar el nombre de producto
escalar o producto interno debe cumplir que solo la palabra cero tiene como resultado
cero en su producto interno (solo ésta parte falla pues de acuerdo a la proposiciéon 2.2.4.
las demas propiedades las cumple). A pesar de todo lo anterior a lo largo del trabajo omi-
tiremos la palabra semi. Sin embargo se debe mantener en cuenta que no es un producto
escalar en toda regla.

Definicién 2.2.5. Dos palabras v, u en K" se dice que son ortogonales, si v - u = 0.

Ejemplo 2.2.6. Consideremos v = 0110 y u = 1000 en K*, ast tenemos:
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v-u = (0110) - (1000) =0.14+1.0+1.0+00=0+04+04+0=0

Por lo tanto v y u son ortogonales.
Proposicién 2.2.7. Toda palabra de peso par en K" es ortogonal a si mismo.

Demostracion. Sea v € K" tal que wt(v) = 2t donde f es un entero no negativo.

Esto quiere decir que la palabra v tiene una cantidad par de unos, asi cuando realice el
producto punto con si mismo tendremos una suma par de unos, que modulo 2 es cero, lo
que significa:

v-v=2t=0
Por lo tanto es ortogonal a si mismo. O

Con éste producto escalar vamos a definir a continuacién un conjunto que serd de
mucha importancia en nuestro objetivo de corregir las palabras que enviamos.

Definicién 2.2.8. Sea S un subconjunto de K". Diremos que la palabra v de K" es ortogonal a S,
siv-u = 0 para todo u en S.

Definicién 2.2.9. Sea S subconjunto de K", al conjunto de todas las palabras ortogonales a S se
denota como S+ y se le llama complemento ortogonal a S.

Con estas dos definiciones conozcamos el conjunto mas importante de ésta seccion.

Proposicién 2.2.10. Sea S un subconjunto de K" y C un cédigo lineal de K". Si C =< § >
entonces C+ = S+ y se le llama a C*+ cédigo dual de C.

Demostracion. Demostremos esto por doble inclusién. Sea S = {wq, wy, ..., Wy}, Asi
seaveCt=—v-u=0,YucC.

Como C =< § > y por definicién tenemos S C C, esto quiere decir si tomamos w € S
en general por la inclusién w € C, con esto tendremos que v - w = 0 para todo w en S y por
lo tanto v € S+ = Ct C S+

Por otro lado sea v € S+, y por otro lado ya que C =< S > todo u € C es una
combinacion lineal de cada palabra en S, con esto tenemos existen a4, ..., 4, en K tal que:

u:a1w1+"'+aan.
Ahora aplicamos producto escalar con v a u,
vou=v-(qwi+---+awy) =m(v-w)+---+ay(v-w,) =0+---4+0=0.

Asi tenemos que v - u = 0 para todo u de C, tenemos con esto que v € C+ = S+ C C+
y por lo tanto C*+ = S+. O
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Observacién: El complemento ortogonal definido anteriormente y asi como el dual son
definidos también en todo espacio vectorial con producto escalar, asi nuestro cédigo dual
cumplird de igual forma muchas propiedades que se estudian en los espacios vectoriales en
general, como por ejemplo que el dual del dual de un conjunto es el conjunto ((C+)+ = C),
por el momento no necesitamos mayor informacién de este conjunto asi que nos conforma-
mos con lo demostrado en la proposicién 2.2.10.

Veamos un ejemplo donde encontremos el cédigo dual.
Ejemplo 2.2.11. Encontrar el cédigo dual C+ de C =< S >, donde S = {0101,1010,1100}.

Solucién

Para encontrar el c6digo dual de C, solo debemos encontrar el complemento ortogonal
de S por la proposicién 2.2.10. Asi para encontrar el complemento ortogonal de S tomamos
una palabra en general de K*, u = xyzw y hacemos el producto punto con cada palabra de
S y luego resolvemos el sistema.

0101-u =0
1010-u =0
1100 -u =0

Asi tendremos el siguiente sistema lineal:

y+tw=0=y
x+z=0=>x=2z
x+y=0=>x=y

De donde se deduce x = y = z = w, y como nuestro campo solo tiene dos opciones
(cero y uno) esto quiere decir que las palabras solucién son 1111 y 0000.
Por lo tanto el cédigo dual de C es:

C+ =S+ ={0000,1111}

Es necesario mencionar que usando la proposicién 2.2.7. y la definicién 2.2.8. existen
c6digos que estdn contenidos en su dual por ejemplo el c6digo C = {000,110}, cuyo cédi-
go dual es {000,001,110,111}, y como vemos C C Ct; esto es algo que en los espacios
vectoriales en general con producto escalar no se cumple.

Recordemos que K" es un espacio vectorial y por ende muchas de las definiciones y
teoremas que se desarrollan en el dlgebra lineal se siguen cumpliendo aqui por ejemplo li-
nealmente independiente y linealmente dependiente, bases para el espacio vectorial, bases
para los subespacios vectoriales, entre muchos resultados més. A continuacién presentare-
mos los més relevantes para nuestra temadtica reescritos en particular para K”".
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Definicién 2.2.12. Un conjunto de palabras distintas de la palabra cero S = {v1,vy,...,0;} €s
linealmente dependiente, si existen escalares (digitos) ay,ay, . .., a, no todos iguales a 0 tal que:

ayo1 +axoy 4+ - - -+ ay0, =0
En el caso contrario las palabras de S son linealmente independiente.

Ejemplo 2.2.13. Las palabras 101 y 010 son linealmente independiente ya que:
a(101) + b(010) = 000

De lo anterior tenemos a = 0 y b = 0. Por lo tanto se verifica que son linealmente
independiente, esto no se cumple para las palabras 110, 010, 100 y 001, ya que se puede
hacer la siguiente combinacién lineal:

1(110) 4 1(010) + 1(100) + 0(001) = 000

Ya que la combinacién lineal se cumple usando los primeros tres escalares iguales a uno
podemos concluir que son linealmente dependiente.

Definicién 2.2.14. Un subconjunto B de K" es base de K", si:

1. K" =< B >.

2. B es un conjunto de palabras linealmente independientes.

Llamaremos palabra base a cada palabra que esté en la base B.

Observacion: De la definicién anterior podemos concluir:

1. La base B de K" no es tnica, de hecho en términos generales existen infinitas, si
el espacio vectorial es infinito (hablamos de infinito en el sentido de cantidad de
elementos no en el sentido de la dimensién), en nuestro caso por ser K" un conjunto
finito tiene un ndmero finito de bases, méds adelante se presentard un teorema al
respecto.

2. La condicién (1) nos dice que B genera a todo el espacio y esta forma de generar cada
palabra es tinica (esto es algo que viene del dlgebra lineal).

3. Todas las bases tiene el mismo nimero de palabras.

4. Esto se aplica también para cada subespacio vectorial, logrando asi poder encontrar
bases para nuestro fines a los cédigos lineales.

5. Si S es un subconjunto tal que S = {0}, entonces diremos que la base es vacio.

Definicién 2.2.15. Llamaremos dimension del espacio vectorial al niimero de elementos que con-
tiene la base B.
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Las definiciones 2.2.14 y 2.2.15 se pueden aplicar para subespacios que en nuestro caso
serian c6digos lineales, asi una base para el codigo lineal C, es un subconjunto B’ de C tal
que las palabras de B’ generan a cada palabra de C (C =< B’ >), ademés las palabras de
B’ son linealmente independientes y la dimension de C es la cantidad de palabras en B’
(dim(C) = |B’|). Con esto en mente veamos el siguiente resultado:

Teorema 2.2.16. Un cédigo lineal C de dimension k contiene 25 palabras de cédigo.

Demostracién. Sea B la base de C, ademdas como la dimensién de C es k, esto quiere decir
que la cantidad de palabras que tiene B es k, asi sea B = {v1,0,...,0¢}, ademds por
definicién de base tenemos:

Vu € C tal que u = a1v1 + a0 + - - - + a,vg, donde a; € K paratodoi =1,2,...,k.

Ademads por cada 4; tenemos dos opciones (cero y uno) y por el principio de la multi-
plicacién tenemos 2F combinaciones lineales diferentes, y por lo tanto tenemos 2 palabras
diferentes en C. u

Veamos ahora un resultado que relaciona las dimensiones del c6digo lineal C y su dual.
Este teorema es muy importante y suele aparecer en muchas dreas de algebra en diferentes
formas.

Teorema 2.2.17. Sea C =< S > un cédigo lineal generado por S de K". Entonces:
dim(C)+dim(C+) = n.
Demostracion. Sea k =dim(C), ahora analicemos por casos.

1. Si k = 0, en este caso tenemos que C = {0} y por lo tanto el dual es todo el espacio
vectorial C+ = K", y es claro que dim(C~) = n y en este caso se cumple la igualdad.

2. Si k = n entonces C = K" y por lo tanto el dual es C* = {0} = dim(C') = 0. Por lo
tanto también se cumple la igualdad.

3. S§i0 < k < n, en este caso formemos una matriz G de tal manera que las filas de G
sean una palabra del conjunto S. La matriz G tiene n columnas ya que las palabras
son de tamarfio 7.

Ya que la dimensién de C es k entonces la matriz G tiene rango k, y por lo tanto
cuando resolvamos el sistema GxT = 0 (se pone x” ya que las palabras se toman en
forma de fila), tendremos n — k variables libres. Asi sea la solucién x; tal que en la
variable libre i (al ordenar las variables) toma el valor de 1 y en las demds variables
libres 0, y como tenemos n — k variables libres tenemos el siguiente conjunto solucién
con n — k palabras {x1,x2,...,x,_¢}. Es claro que el conjunto anterior es linealmente
independiente por construccién (ya que en la palabra x; tiene ceros en las posiciones
donde aparecen las demds variables). Ademds cumplen que cualquier solucién de
GxT = 0 se escribe como una combinacién lineal del conjunto anterior ya que al variar
los valores de las variables libres tenemos las distintas soluciones, esto significa que:
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X =a1X1 + Xy + -+ Ay Xk

Por lo tanto tenemos que el conjunto {x1,x,...,x, ¢} es un conjunto con palabras
linealmente independientes y ademds es generador de las palabras que anulan a las
palabras de C, por lo tanto por es una base de C* = dim(C*) = n — k y sustituyendo
k =dim(C) y despejando n tenemos dim(C)+dim(C*) = n.

Como vemos en todos los casos la suma de las dimensiones se cumple por lo tanto el
teorema se ha demostrado. O

A continuacién presentamos un teorema que nos permite saber cuantas bases tiene
un espacio vectorial (para nuestro caso un cédigo lineal), este resultado es sumamente
importante ya que hace que se diferencie radicalmente entre trabajar con R"” que con K",
ya que en el caso de del primero por ser un conjunto con infinitos elementos tiene infinitas
bases cosa que no se tiene en K" que por ser un conjunto finito tiene finitas bases.

. . 15 N
Teorema 2.2.18. Un cédigo lineal C de dimension k tiene precisamente i H(Zk —2') diferentes
" i=0

bases.

Demostracion. Como cada palabra de C es candidato a estar en la base salvo la palabra cero,
asf primero tenemos 2F — 1 palabras para elegir la primera palabra en la base, la expresién
anterior la podemos reescribir como 2¢ — 2°.

Ahora luego de elegir la primera palabra, debemos elegir la segunda palabra base ten-
dremos 2 — 21, esto es asi porque debemos descartar todas las palabras que son generadas
por la primera palabra base tomada y por el teorema 2.2.16. hay 2! palabras generadas.

Para la tercer palabra base tenemos 2¢ — 22 palabras para elegir ya que debemos des-
cargar todas las palabras que pueden generar las dos primeras elegidas que por el teorema
2.2.16. existen 22 palabras generadas por ellas.

Asi sucesivamente hasta completar las k palabras bases ya que el c6digo lineal es de
dimensién k, para ésta ultima elecciones tendremos 2¢ — 25-1, ya que debemos descartar

las combinaciones lineales de las k — 1 palabras elegidas anteriormente.

Luego aplicamos el principio de la multiplicacién y dividimos por k! ya que no importa
el orden en que hagamos la eleccién.

Con todo lo anterior tenemos:

k—1 ,
2820 x 2F 2! x 2822 x..x 221 =TJ(2"-2)
~ ~~ 7 =0

k espacios
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k-1 ,
Por lo tanto al dividir por k! tendremos la cantidad de bases, que es 7l I—g(Zk -2H. O
1=

Por ultimo se hace el comentario que por la observaciéon hecha en el ejemplo 2.2.11.
existen codigos que verifican C C Ct. Asf no se cumple en K" que se pueda expresar
como suma directa del c6digo C y su dual, pero lo que si sigue cumpliendo es: dim(C) +
dim(C*) = n, en K". Esto hace sumamente interesante nuestro espacio vectorial K".

2.3. (Cémo encontrar bases para C y su dual?

Para poder encontrar las bases para nuestros cédigos lineales y sus duales respectiva-
mente basta echar mano del 4lgebra lineal. Para el caso del cédigo lineal C =< S > es
sumamente fécil, pues usamos la idea del dlgebra lineal, la cual es:

Algoritmo 2.3.1. Para encontrar una base para C, solo debemos formar una matriz A que contiene
las palabras de cédigo de S donde cada fila de A es una palabra de cédigo de S. Luego a la matriz
A haciendo operaciones por reglon la llevamos a la forma escalonada reducida. Entonces las filas
distintas de cero de la matriz resultante formardn la base para C.

Nota: El algoritmo anterior se puede aplicar para columnas en el sentido de hacer que

cada columna de la matriz A tiene una palabra de c6digo y luego es llevada a su forma
escalonada reducida en las columnas, y las columnas distintas de cero son la base para C.

El algoritmo 2.3.1. funciona ya que lo tnico que hacemos es ir colocando mdltiplos
escalares de las filas que forman al cédigo C y por lo tanto son palabras que seguirdn ge-
nerando al cédigo lineal C.

Veamos un ejemplo donde apliquemos el algoritmo 2.3.1.

Ejemplo 2.3.2. Usando el cédigo lineal C =< S > donde S es como en el ejemplo 2.2.11.

Solucién
Como S = {0101,1010, 1100}, formemos la matriz A como en el algoritmo 2.3.1.

0101 1010 1010 1010 1 001
101 — 101 0 1| — 101 — 101 — 101
110 1100 110 011 011

Asi la base de C es B = {1001,0101,0011}.
Ahora presentamos una forma para calcular la base del dual de C =< S >.

A=

(e}
(e}
[en}
(e}

e
(@)
@)
)
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Algoritmo 2.3.3. Para encontrar una base para C*, aplicamos el algoritmo 2.3.1 a C de la matriz
obtenida formamos la matriz G de k x n que contiene las filas distintas de cero de la matriz obtenida
en el algoritmo 2.3.1. Luego formamos la matriz X de k x (n — k) de tal manera que contiene las
columnas de G pero distintas de las columnas principales. Finalmente formamos una matriz H de
n x (n —k) tal que:

1. En las filas de H se colocan las filas de X en el orden en que estaban las columnas principales
en G respectivamente.

2. Por 1iltimo en las n — k filas de H restantes colocamos las filas de la matriz identidad I de
(n — k) x (n — k) de forma ordenada en los espacios restantes.

Las columnas de la matriz H forman la base para C*.

El algoritmo 2.3.3. funciona ya que por el teorema 2.2.17 la dimensién del dual debe
ser n —k y como H por construcciéon tiene n — k columnas (la cantidad de elementos de
la base encaja), ademas GH = 0. Lo anterior es cierto porque si nosotros tomamos una
permutacion 7t tal que mueva las columnas de G y por lo tanto también las filas de H (esto
es por como se construye H) y haga que las columnas principales de G estén al inicio y las
tilas principales de H estén abajo, tendremos:

m(GH) = [, X]*[X,]]T=1+X+X*I=X+X=0= GH=0.

Por lo tanto las columnas H anulan a la base de C y por ser n — k palabras linealmente
independiente en el dual de dimensién n — k (por construccién ya que introducimos la

matriz identidad I en H), tenemos entonces que las columnas de H forman una base para
ct.

Ahora aplicamos éste algoritmo a un ejemplo.

Ejemplo 2.3.4. Encontrar la base del dual de cédigo del ejemplo 2.3.2.

Solucién
De lo desarrollado en el ejercicio 2.3.2, tenemos que la matriz resultante del algoritmo
23.1 es:

O =
o~ O
—_ o O

1
1
1

(@)

De ésta matriz se verifica que la dimensién del cédigo C es k = 3 y como las palabras
tienen tamafio 4 esto quiere decir que n = 4 y por lo tanto la dimensién del dual de C es
den—k=4-3=1.

Como vemos la matriz no tiene filas iguales a cero asi la matriz G serd la misma matriz:
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1001
G=|0101
0011

Al eliminar las columnas principales tenemos que la matriz X es:
1
X=]1
1

Como las columnas principales estdn en la columnas 1, 2 y 3, las filas de X se colocan de
la manera en que la fila uno de X va en la fila 1 de H porque la primera columna principal
estd en la posiciéon 1 y luego la segunda fila en la segunda (porque la segunda columna
principal esté en la posicion 2) y asi para la tercera es colocada en la tercera fila de H, por
lo tanto tendremos que la matriz H es:

1
1
1| — H=

1
Por lo tanto la base de C* es B = {1111}.

[EE

2.4. Matriz de codificacion

Ya tenemos métodos sélidos para poder encontrar la base del cédigo C y su dual, con
esta nueva informacién podemos retomar nuestro objetivo de poder detectar y corregir
errores en los cédigos, pero para los codigos lineales.

Es necesario hacer énfasis que para nuestros cédigos lineales hemos logrado obtener la
siguiente informacion:

(i) Las palabras de C son de tamafio n (ya que C C K").

(ii) C tiene dimensioén k (éste niimero representa la cantidad de palabras en su base como
subespacio vectorial de K", ademds de decirnos que en la base hay k palabras base
linealmente independientes).

(iii) C tiene una distancia d (éste nimero fue redefinido en la secciéon 2.1 como el menor
peso de las palabras de c6digo distintas de cero).

Asi a un cédigo C le llamaremos: c6digo lineal (n,k,d). La terna proporciona informa-
cién vital del cédigo C.
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La matriz que podemos formar con las palabras bases del cédigo C tiene un papel muy
importante en el trabajo de la codificacién, asi pues defindmosla apropiadamente:

Definicién 2.4.1. Si C es un cédigo (n,k,d), entonces alguna matriz cuyas filas formen una base
para C es llamada matriz generadora.

Observacién: La matriz generadora del cédigo C tiene k filas y n columnas, ademaés el
rango de la matriz es k.

Ademas si quisiéramos encontrar la matriz generadora de un cédigo C, debemos con-
siderar a nuestro c6digo como el generado por si mismo (C =< C >) y luego aplicamos el
algoritmo 2.3.1 o si C =< S > entonces solo aplicamos el algoritmo 2.3.1.

La razén del nombre es porque podemos generar cualquier palabra del cédigo C me-
diante ésta matriz. Para ver esto veamos el siguiente teorema:

Teorema 2.4.2. Si G es una matriz generadora de C, cédigo lineal (n,k,d), entonces para cada
palabra v € C, existe una palabra u en K* tal que v = uG, ast C es el conjunto de todas las palabras
v = uH con u € K¥. Ademis si u1G = u,G si y solo si uy = uy.

Demostracién. Como las filas de G forman una base para C, entonces sean g1, 82, - - ., Sk las
filas de G entonces:

8k
Ahora por ser base las palabras g; tenemos que para todo v € G existen ay,a»,...,a
digitos tal que:

E4

82
U=mg +ag + -+ amge=maz...ac | . | =uG

Sk

Donde u = a1ay...a; y como vemos es de tamafio k por lo tanto u € K*. De hecho
de lo anterior vemos que al recorrer sobre todas las palabras de K* tendremos todas las
combinaciones lineales de la base formada por los g;, asi C contiene todas las palabras de
la forma v = uG, u € K.

Finalmente recordemos que de la definicién de base se tiene que la combinacién lineal
de las palabras bases es tinica para cada palabra de C asi pues tenemos también que si
u1G = upG siy solo si uy = uy. O
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El teorema 2.4.2 nos muestra que el codigo lineal (n,k,d) es el conjunto de todos los
mensajes que se pueden mandar con las palabras de K pero codificadas. Esto quiere decir
que el mensaje u lo podemos codificar como v = uG. También notemos que k digitos son
usados para informacion y el resto es redundancia, esto es cierto ya que al verificar la tasa
de informacién tenemos:

log, (ICJ) _ log, (2) k

n n n

La tasa de informacién nos dice que de los n digitos de la palabra enviada k digitos son
de informacién y el resto es redundancia.

Para finalizar ésta parte veamos el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.4.3. Sea C el cédigo lineal (5,3,d

~—

con matriz generadora:

0011
G= 1010
0101

SO

Codificar la palabra u = 010.

Solucion
Usando el teorema 2.4.2 tendremos:

10
uG =010 (0 1 = 01010
00

— O O
O R =
—_ 0 =

Por lo tanto tenemos que la palabra u = 010 es codificada como 01010 en C.

2.5. Matriz de control de paridad

La matriz de control de paridad, esta intimamente ligada a la matriz generadora de un
c6digo, ya que la matriz de control de paridad corregira las palabras que son afectadas por
el ruido.

Definicién 2.5.1. Una matriz H es llamada matriz de control de paridad para un cédigo lineal
C, si las columnas de H forman una base para el cédigo dual C+.

Observacion: Para el codigo lineal (1,k,d) la matriz de control de paridad H, al tener
en sus columnas una base para el cédigo dual de C cumple que la dimensién que tiene es
n x (n — k). Ademds para encontrar H basta aplicar el algoritmo 2.3.3 al cédigo C.

Ahora veamos algunos resultados que son consecuencia de la definicién 2.5.1
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Teorema 2.5.2. Si H es la matriz de control de paridad de C un cédigo lineal (n,k,d), entonces C
consiste de todas las palabras de v € K" tal que vH = 0.

Demostracion. Supongamos que existe v € K" que no pertenece a C pero cumple vH = 0,
asisean hy, hy, ..., h,_i las columnas de H y por definicién de matriz de control de paridad
forman un base para C-.

De lo anterior tenemos:

vH=v[h hy ... hyt] =(v-h1)(v-h)...(v-hy) =00...0

Esto quiere decir que v es ortogonal a la base de C*, pero si es ortogonal a la base del
c6digo dual entonces también lo serd para todo el dual, asi v € (C*)*, pero el dual del
dual de un conjunto es el conjunto, por lo tanto v € C pero esto es una contradicciéon a
lo supuesto al inicio, asi C es el conjunto formado por todas las palabras v € K" tal que
vH = 0. O

Teorema 2.5.3. H es la matriz de control de paridad de C si y solo si H es la matriz generadora
de C*.

Demostracion. Si H es la matriz de control de paridad de C por definicién sus columnas
forma una base para el dual de C, asf al tomar la transpuesta tendremos que H tiene en
sus filas una base para el dual, pero esto es la definicién de matriz generada por lo tanto
HT es la matriz generadora de C+.

Ahora si H' es la matriz generadora de C* sus filas son base para el dual de C, entonces
al tomar H tendra que sus columnas forman la base para C=, pero esto es la definicién de
matriz de control de paridad, por lo tanto H es la matriz de control de paridad de C. [

Veamos como encontrar una matriz de control de paridad para un caso en particular.
Ejemplo 2.5.4. Encontrar la matriz de control de paridad de C del ejemplo 2.4.3.

Solucién
Del ejemplo 2.4.3 la matriz generadora de C es:

G =

S O -
O = O
_ o O

11
10
01

Ahora aplicando el algoritmo 2.3.3 a ésta matriz y tendremos que la matriz H es:

I
O, O R R
—_ O, O
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Notemos que si tomamos la palabra base 10011 da la palabra cero en K.

H = 10011 =00

N e
—_o R O

Y esto se verifica para toda palabra de C.

2.6. Codigos sistematicos y cddigos equivalentes

Los codigos sisteméticos tienen ventaja sobre el resto de cédigos lineales, la razén esta
ventaja serd desarrollada a continuacion.

Definicién 2.6.1. Una matriz A de n X m con n < m diremos que esti en forma estdndar, si
A = [In, X,y (m—n)), donde I, es la identidad de n x ny X, (y_p) €s una matriz de n x (m —n).

Definicién 2.6.2. Un cédigo lineal C se llamard codigo sistemdtico, si la matriz generadora de C
estd en forma estandar

Observacion: No todos los cédigos son sisteméticos, por ejemplo si consideramos el
cédigo generado por la matriz:

100
G_[OOJ'

Como vemos la matriz G no tiene la identidad I; en sus primeras dos columnas, por lo
tanto el cédigo C generado por G no es un c6digo sistemético.

Ejemplo 2.6.3. El cédigo del ejemplos 2.4.3 es generado por la matriz:

10
G=101
00

— oo
O =

1
0
1

Como vemos la matriz G tiene la identidad I3 en sus primeras tres columnas por lo
tanto el cédigo generado por G en éste caso si es sistematico.

La ventaja de tener un cédigo sistemédtico radica en que es facil saber cuales son los
digitos de informacién en una palabra; de hecho hasta éste momento nunca se sabia cuales
eran realmente los digitos de informacién y cuales los de redundancia. El siguiente teorema
formaliza éste hecho.
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Teorema 2.6.4. Si C es un cédigo lineal (n,k,d) con matriz generadora G en forma estindar,
entonces los primeros k digitos en la palabra de cédigo v = uG son de la palabra u de K*.

Demostracion. Como la matriz G estd en su forma estdndar entonces G = [Ii, X], donde X
es una matriz de tamafio k x (n — k).

Ademas como v = uG donde u € K*, esto por el teorema 2.4.2, asi tenemos:
v=uG =ully, X] = [uly,uX] = [u,uX]

De lo anterior es facil ver que u € K* entonces u tiene tamafio k, ademas que u esta en
las primeras k columnas de uG, asi los primeros k digitos de v son de u. O

Observacion: El teorema 2.4.2 nos dice que si queremos mandar una mensaje u, debe-
mos primero codificarlo de la forma v = uG, donde G es la matriz generadora del cédigo
C en forma estdndar, entonces si IMLD concluye que v fue enviado, entonces el mensaje
que queriamos es u; en otras palabras logrando tener v la palabra que fue enviada es su-
mamente facil saber cuales son los digitos de informacién en el caso de tener una matriz
en forma entandar serdn siempre los primeros k digitos.

Una ultima observacién es que para un codigo lineal (n,k,d), los altimos n — k digitos
son de redundancia.

Ejemplo 2.6.5. Para el cédigo del ejemplo 2.6.3, nosotros deseamos mandar el mensaje u = 101 a
la hora de codificarlo tendremos:

10
1016 =101 |0 1 = 10110
0

0

_ o O
O =
(U R Y

Por lo tanto 10110 = [#10], donde el mensaje es 101.

Es muy Ttil tener un cédigo sistematico pero qué sucede si tenemos un cédigo que no
es sistemdtico, como lograr conseguir un cédigo sistematico a partir del que ya tenemos.
Para ello veamos que significa tener dos c6digos equivalentes.

Definicién 2.6.6. Dos cidigos C y C' son equivalentes, si las palabras de C' se obtienen de C
permutando las posiciones de los digitos de las palabras de C, ésta permutacion debe aplicarse a
todas las palabras de C.

El siguiente teorema nos permite encontrar coédigos sistematicos a partir de otros céodi-
gos.

Teorema 2.6.7. Un cédigo lineal C es equivalente a algiin cédigo lineal sistemdtico C'.
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Demostracion. Sea C un cédigo lineal, usando el algoritmo 2.3.1, podemos encontrar una
matriz generadora G en forma escalonada reducida. Ahora si G ya tiene la forma estdndar
entonces C' = C, pero si G no esté en la forma estdndar entonces creamos la matriz G’ tal
que se permutan las columnas principales de tal manera que G’ esté en forma estandar (al
permutar los digitos siguen siendo linealmente independiente las filas), asi C es equivalente
al c6digo generador por la matriz G'. O]

Asi con éste tltimo teorema, la demostracién nos proporciona una forma de encontrar
codigos lineales sistematicos a partir de uno que no lo sea.

Para el caso del c6digo que se genera con la matriz:

100
G—[OOJ

Utilizando el teorema 2.6.7 y los pasos de su demostracion logramos concluir que C
generado por G es equivalente al c6digo C’ generado por G/, donde:

, 100
G‘[010}

Donde solo se permutan las columnas 2 y 3.

Como vemos es sumamente mds practico trabajar con cédigos sisteméticos, tanto para
encontrar los digitos de informacién como para encontrar la matriz de control de paridad
ya que si G = [I, X], entonces por el algoritmo 2.3.3 y tendremos que H es:

n=[

Los célculos se reducen para cédigos lineales, siempre que sea posible trabajaremos con
los cédigos lineales sistemdticos. Ademds las propiedades mds importantes se preservan
entre c6digos equivalentes como veremos a continuacion:

Teorema 2.6.8. Los cddigos equivalentes tienen la misma dimension y distancia.

Demostracién. Sea un cédigo lineal C con dimensioén k y distancia d, ademads sea G la matriz
generadora de C, por definicion la dimension de G es k x n. Sea C" un cédigo equivalente
a C, una matriz generadora para C’ es G’ tal que se permutan los digitos de las filas de G,
como esta accién no altera que las filas sean linealmente independiente tendremos que G’
es de tamanfo k x 1, por lo tanto C’ tiene también dimensién k. Finalmente sea v la palabra
de cddigo de C tal que wt(v) = d, como la diferencia entre las palabras de C con las de C’
es que las palabras de C’ tienen los digitos permutados, la accién de permutar digitos no
cambia el peso de las palabras asi la palabra generada a partir de v para C’ tiene peso igual
ad; wt(v') = d, por lo tanto la distancia del cédigo C’ es también d. O

De lo demostrado anteriormente hace que al trabajar con cédigos sistemaéticos se equi-
valente a trabajar con cualquier otro cédigo equivalente al sistematico.
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2.7. Clases laterales

En ésta seccién comenzaremos a construir las herramientas que nos permitira mas ade-
lante poder corregir las palabras recibidas.

Definamos asf la clase lateral de una palabra u.

Definicién 2.7.1. Sea C un cédigo lineal de K" y sea u € K", definimos la clase lateral de C
determinado por u como el conjunto de todas las palabras de la forma v + u, para cada v € C. Esta
clase lateral se denota por C + u, ast:

C+u={v+u:vecC}

Ejemplo 2.7.2. Encontrar la clase lateral de u = 101, para el cédigo C = {000, 111}.

Solucién
Para encontrar C + 101, solo aplicamos la definicién 2.7.1, asi tenemos:

C + 101 = {000 + 101,111 + 101} = {101,010}.

Por lo tanto C 4+ 101 = {101,010}.
Ademads notemos que C + 111 = C:
C +111 = {000 + 111,111 + 111} = {111,000} = C.
También que C + 010 = C + 101:
C + 010 = {000 + 010,111 + 010} = {010,101} = C + 101

Como vemos una de las clases laterales es el mismo cédigo C, ademés la clase lateral C +
010 no es afectado por quien lo determina, asi una misma clase puede ser determinada por
muchos elementos. Para formalizar estos resultados particulares presentamos el siguiente
teorema.

Teorema 2.7.3. Sea C un cddigo lineal (n,k,d) y sean u y v palabras de tamafio n. Entonces las
clases laterales cumplen:

1. Siu € C+ v, entonces C +u = C + v; es decir, cada palabra en la clase lateral determina esa
clase lateral.

2. La palabra u estd en la clase lateral C + u.
3. Siu+v € C, entonces u y v estin en la misma clase lateral.

4. Siu+ v no esti en C, entonces u y v estin en diferentes clases laterales.
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8.

Clases laterales

Cada palabra en K" estd contenida en una y solo una clase lateral de C; es decir, ya sea
CH+u=C+0v,0C+uyC+ v no tienen palabras en comiin.

|C + u| = |C|; es decir, el niimero de palabras en una clase lateral de C es igual al niimero de
palabras en el cédigo C.

Si C tiene la dimension k, entonces existen exactamente 2"k diferentes clases laterales, y cada
clase lateral contiene exactamente 2¥ palabras.

El cédigo C es también una clase lateral.

Demostracion. Demostramos cada numeral en orden:

1.

Sea u € C + v, entonces u = w + v para algan w € C, asi:

C+u={h+u:hecC}
={h+w+v:heC}
={(h+r)+v:heC}
={r4+v:reC}
=C+Hvo

Por lo tanto C+u = C + v.

. Como C es lineal entonces 0 € C, asi u =0+ u € C+ u, por lo tanto u € C + u.

. Yaqueu+0ov € C, entonces existe w € Ctalqueu+v=w=>u=w+veC+ov=

u € C+ v, pero por (1), tenemos que C +u = C + v; lo que quiere decir que u y v
estan en la misma clase lateral.

. Supongamos por contradiccién que u y v estdn en la misma clase lateral, asi u,v €

C + w, entonces existen h,v € C, tal que u = h+w y v = r + w, asi al tomar la suma
de u y v, tendremos:

u+v=(h+w)+(r+w)=h+r+(w+w)=h+reC=u+veC.

Pero lo anterior es una contradicciéon ya que por hipétesis tenemos que la suma no
estd en C. Por lo tanto u y v estan en distintas clases laterales.

. Dos clases laterales determinada por dos palabras distintas u # v, cumplen:

(C+u)N(C+v)=20(C+u)N(C+v) # 2.

En el caso (C+u) N (C +v) = &, entonces las clases laterales C + u y ¢ + v no tienen
palabras en comun.

Ahorasi (CH+u)N(C+v) # @ = existew talquew € C+uyw € C+ vy aplicando
el resultado (1) tendremos:
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C+u=C+w=CH+v=CH+u=C+o.

6. Laigualdad |C + u| = |C| es cierta porque la clase lateral C + u tiene tantos elementos
como elementos tiene C ya que en C + u los elementos son de la forma v+ u y u se
mantiene fijo u# y variando v en C; lo que significa que por cada v en C se hace una
suma en C + u.

7. Usando (5) y (6) tenemos que cada clase lateral tiene 2k y ademas las palabras de K"
estdn en una y solo una clase lateral, asi basta hacer una divisién para saber cuantas
clases laterales podremos tener, asi la cantidad de clases laterales en K" es:

2" n—k
2* =2

8. C es una clase lateral ya que si tomamos la clase lateral determinado por 0 tendremos:

C+0={v+0:veC}
={v:veC}
=C.

Por lo tanto C es una clase lateral.

Finalmente veamos un ejemplo:
Ejemplo 2.7.4. Para el cédigo C = {0000,1011,0101, 1110}, encontrar sus clases laterales en K*.

Solucién
Aplicando la definicién 2.7.1 y el teorema 2.7.3, tendremos que las clases laterales son:

C = {0000,1011,0101,1110}
C 4 1000 = {1000,0011,1101,0110}
C 4 0100 = {0100,1111,0001,1010}
C 4 0010 = {0010,1001,0111,1100}

En la siguiente seccion podremos aplicar las clases laterales para poder corregir las
palabras que son afectadas por el ruido.
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2.8. MLD para c6digos lineales

Como logramos observar en el capitulo 1 al estar realizando tablas de MLD es suma-
mente tedioso y poco préctico, el objetivo que buscamos es poder encontrar una manera
eficiente para ello y de hecho los c6digos lineales permiten hacer esta labor mas facil ha-
ciendo uso de la matriz de control de paridad y las clases laterales podremos mostrar un
mecanismo 6ptimo para lograr superar la barrera de tener que revisar palabra por palabra.

Recordemos que si mandamos la palabra v € C y se recibe w, entonces tenemos el
patrén de error u = v + w, despejando v tendremos u + w = v, pero v € C, entonces
u+w € Cy por (3) del teorema 2.7.3 tendremos que u y w estdn en la misma clase lateral;
de hecho todo patrén de error para w estardn en su clase lateral y no en otra.

Asi solo basta tomar la clase lateral C + w para encontrar el patrén de error, luego de-
bemos recordar que los patrones de error con peso mas pequefio son los patrones de error
mads propensos a suceder asi elegimos u de C 4 w con el peso menor, entonces podemos
concluir que la palabra que fue enviada es v = u + w.

Veamos un ejemplo donde podamos aplicar la idea anterior.

Ejemplo 2.8.1. Sea C = {0000,1011,0101,1110}, encontrar cual fue la palabra v de C mds
probable de haber sido enviado si se recibe w = 1101.

Solucién
Primero calculamos las clases laterales de C. Las clases laterales las colocamos en co-
lumnas de la siguiente manera:

0000 1000 0100 0010
1011 0011 1111 1001
0101 1101 0001 0111
1110 0110 1010 1100

La clase lateral donde esta contenida la palabra w = 1101 es la segunda columna, y de
ahi tomamos la palabra de menor peso la cual es 1000, asi por IMLD o CMLD tendremos
que v es:

v =u+w = 1000 + 1101 = 0101
Asf la palabra mas probable de haber sido enviada es 0101.

Con ésta idea atin no es facil la deteccion del error. Para poder usar la matriz de control
de paridad primero definiremos el sindrome de una palabra.
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Definicién 2.8.2. Sea C un cédigo lineal (n,k,d) y H la matriz de control de paridad de C, entonces
para la palabra w € K" llamaremos sindrome de w a la palabra wH en K"~*.

Ejemplo 2.8.3. Usando el cédigo C del ejemplo 2.8.1 para encontrar el sindrome de w = 1101.

Solucién
La matriz de control de paridad de C es:

O = O =
_ O

Ahora aplicando la definicién 2.8.2, con esto tendremos:

wH = 1101 =11

1
1
0
1

S = O =

Por lo tanto el sindrome de w = 1101 es 11. De hecho si calculamos el sindrome al
patrén de error de w tendremos:

uH = 1000 =11

S = O
—_ O = =

Asi el sindrome del patrén de error es 11. Observemos que en el ejemplo se concluye
que la palabra mds probable de haber sido enviada se encuentra con w y u, de la manera
siguiente v = 1101 4 1000 = 0101, lo que quiere decir que por el patrén de error, el error
ocurre en el primer digito; y de hecho el sindrome ocupa la posicién 1 en H.

Esto quiere decir que hay una relacién entre el sindrome y los digitos que son afectados
por el ruido. Con esto en mente tenemos el siguiente teorema.

Teorema 2.8.4. Sea C un cédigo lineal (n,k,d) y H la matriz de control de paridad de C. Sean w
y u palabras en K". Entonces se verifica:

1. wH = 051y solo si w es una palabra de cédigo en C.
2. wH = uH siy solo si w y u se encuentran en la misma clase lateral de C.

3. Si u es el patron de error para una palabra recibida w, entonces uH es la suma de las filas de
H que corresponden a las posiciones en las que se produjeron errores en la transmision.

Demostracion. Demostremos en orden cada numeral.
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1. Para la primera implicacién tenemos que por el teorema 2.5.1 C contiene todas las
palabras de v € K" tal que vH = 0, asi como w cumple wH = 0, entonces por el
teorema 2.5.1 w € C.

Para la otra implicacién es trivial pues si w € C y como H es 1 matriz que tiene la
base del cédigo dual de C tenemos que wH = 0.

2. Para la primera implicacién tenemos que si
wH=uH=wH+uH=0= (w+u)H=0

Y por (1) tenemos que w +u € C, y por (3) del teorema 2.7.3 w y u estdn en la misma
clase lateral de C

Ahora para la segunda implicacién si w y u estan en la misma clase lateral de C,
tenemos w € C + u, entonces existe h € C tal que w = h + u, ahora despejando h
tendremos:

w+u=heC=w+uecC
Y por (1) tenemos:
(w+u)H=0=wH+uh=0= wH =uH

3. Ya que u es el patron de error de la palabra recibida w, tenemos que cada uno en
sus digitos representa que en esa misma posicién en w hay un digito incorrecto, por
lo tanto cuando hacemos el producto uH hacemos que las filas que corresponden a
la misma posicién de los unos se sumen, asi el sindrome serd una palabra que es la
suma de las filas de H donde ocurre el error.

]

Observacién: Si en la transmisién no ocurre error entonces la palabra recibida w cum-
ple wH = 0, pero que w cumpla wH = 0 no implica que no hayan ocurrido errores en la
transmision.

Ademas las palabras en la misma clase lateral tiene el mismo sindrome. Esto quiere de-
cir que si queremos calcular el sindrome de una clase lateral basta tomar cualquier palabra
de dicha clase y hacemos wH y éste serd el sindrome de las palabras dentro de la clase
lateral de w.

También es necesario mencionar que por todo lo anterior discutido elegimos como re-
presentante de la clase lateral la palabra de menor peso (en caso de haber mds de uno con
el mismo peso se elegird de manera arbitrario el represéntate si estamos usando CMLD, en
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caso contrario si usamos IMLD ésta clase no se toma en cuenta y en este caso la palabra w
se pide retransmision); éste serd de hecho el patrén de error para todas las palabras en la
clase lateral, y usamos éste también para calcular el sindrome de la clase lateral (esto nos
dird que posiciones los digitos estdn errados y por ende deben ser cambiados).

Asi veamos un ultimo ejemplo donde aplicamos todo lo anterior discutido.

Ejemplo 2.8.5. Sea C el cédigo del ejemplo 2.8.1. Calcular los sindromes para el caso de CMLD y
luego verifique cudl es la palabra mds probable de haber sido enviado si se recibe w = 1011

Solucién
De lo desarrollado en los ejemplos 2.8.1 y 2.8.3 tenemos que los representantes de las
clases y la matriz de control de paridad son:

Los representantes: 0000, 1000, 0100 y 0010.

11
01
H=11 9
01

Ahora formamos una tabla donde tengamos los representantes y los sindromes.

u representantes de las clases laterales | uH sindrome
0000 00
1000 11
0100 01
0010 10

La tabla anterior es llamada matriz de decodificacién estandar o SDA por sus siglas en
inglés standard decoding array. Ya con ésta informacién veamos el sindrome de 1011, para
encontrar v, asi:

wH = 1011 =00

O = O
[ J S Y

La tabla Como el sindrome es 00 entonces el patrén de error u es 0000, asi la palabra
mas probable de haber sido enviada es v = 1011 + 0000 = 1011.

Aunque luego de pasar por todo el proceso de obtener los sindromes y la matriz de
control de paridad las operaciones son sumamente faciles, como veremos mds adelante atn
sigue siendo tedioso los célculos, aunque desde otro punto de vista, sin embargo hemos
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logrado mucho ya que lo que los cédigos lineales permiten es crear estos procesos que
son mds faciles de programar y aplicar de manera computacional, asi como crear c6édigos
con ciertas especificaciones para poder detectar y corregir errores de manera mdas 6ptima
para los procesos descrito a lo largo de este capitulo. Y al final de cuentas esto es algo
importante para la teoria de c6digo saber elegir un cédigo C que nos facilite nuestro trabajo
en los aspectos necesarios. En el proximo capitulo seguiremos estudiando la estructura de
los cédigos lineales mejorando los métodos ya descritos en éste capitulo.

2.9. Distancia y confiabilidad de un cédigo lineal

Ademads de definir la distancia de un c6digo como el menor peso de una palabra distinta
de la palabra cero en el cédigo lineal, también podemos calcular la distancia a partir de la
matriz de control de paridad H, asi definamos el siguiente teorema.

Teorema 2.9.1. Sea H la matriz de control de paridad del cédigo lineal C. Entonces C tiene distancia
d si y solo si todos los conjuntos de d — 1 filas de H son linealmente independientes y al menos un
conjunto de d filas de H son linealmente dependientes.

Demostraciéon. Primero denotemos la matriz H como:

hy

Con esto analicemos por doble implicacién:

= Asumamos primero que la distancia del cédigo lineal C es d, entonces existe un pala-
bra de c6digo de C con peso igual a d (wt(v) = d), esto quiere decir que v tiene d unos
y ademas es la menor cantidad de unos que tienen las palabras de C. Asi tendremos:

vH = 0= aihy +ayhy + - - - + a,h, =0, donde v = aqa;y ... a,.

Pero como wt(v) = d significa que d de los a; son unos y por lo tanto por la definicién
2212 hy,hy,. .., hy, son linealmente dependientes de hecho al tomar las filas donde
se multiplica por uno tendremos un conjunto de d filas y estas serdn linealmente
dependientes; ya que seguirdn sumando la palabra cero (porque las filas restantes
se multiplican por cero). Por otro lado no puede existir un conjunto de d — 1 filas
que sean linealmente dependientes ya que al hacer un anélisis parecido al anterior
tendremos que existe una palabra de c6digo u con peso wt(u) = d — 1 tal que uH = 0
y por el teorema 2.5.2. u € C y eso serd una contradiccién ya que la distancia de C
es d y no pueden haber palabras distintas a la palabra cero con peso menor a d en C.
Por lo tanto todo conjunto de d — 1 filas de H seran linealmente independientes.
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< Ahora como todo conjunto de d — 1 filas de H son linealmente independientes, te-
nemos que no existe v € K" con peso wt(v) = d — 1 tal que vH = 0 y por lo tanto
ninguna palabra de C tiene peso d — 1 o menos que d — 1 (por el teorema 2.5.2.), por
otro lado como existe un conjunto de d filas que son linealmente dependientes esto
quiere decir que existe una palabra v con peso wt(v) = d tal que vH = 0 y por el
teorema 2.5.2 v € C y por lo tanto al no poder existir una palabra (distinta a la palabra
cero) con peso menor a d, la distancia de C es d.

Lo anterior completa la demostracion. O

El resultado anterior nos permite conocer mas a un cédigo lineal dada su matriz de
control de paridad, de hecho podemos saber los parametros que definen un cédigo lineal;
los cuales son el tamafio de las palabras 7, la dimensioén del cédigo lineal k y la distancia
del cédigo d. En otras palabras dada la matriz de control de paridad de un cédigo lineal C,
el codigo C queda perfectamente determinado como un cédigo lineal (1, k, d).

Por altimo veamos que saber el grado de confiabilidad de un cédigo lineal C es suma-
mente fécil de calcular.

Recordemos que en el capitulo 1 vimos que para calcular 6,(C,v) es necesario calcular
primero L(v) el conjunto de las palabras que estdn maés cerca de v que de otra palabra de
cédigo. También en las secciones anteriores vimos que si la palabra se encuentra mas cerca
de una y solo una palabra de c6digo es porque estdn en una clase lateral con un tnico lider
esto quiere decir que podemos redefinir L(v), como:

L(v) = {w: w = v+ u, donde u es el tnico lider de la clase de w}.

Otra cosa interesante es la probabilidad de que v se enviado cuando se recibe w es
¢p(w,v) pero este niimero depende estrictamente del patrén de error u, esto quiere decir
que por ende al saber cuales son los lideres de las clases (excluimos las clases donde exista
mas de un lider) podemos calcular ¢,(w, v) sin importar la palabra v que se envi6 (porque
solo debemos encontrar el lider de la clase de w y calcular la probabilidad), asi 6,(C, v) no
depende de v y lo reescribimos 6,(C), ahora como los lideres deben ser tinicos y son los de
menor peso en cada clase lateral tenemos que estas palabras estan en el conjunto L(0). Por
lo tanto la confiabilidad de C se calcula.

0,(C)= Y p" W - p). 2.1)
uelL(0)

La ecuacion 2.1 es la confiabilidad que un cédigo lineal C tiene o la probabilidad de que
podamos saber cual fue la palabra enviada realmente, que en caso de ser un cédigo lineal
resulta facil su cdlculo pues solo debemos concentrar nuestra atencién a los lideres de las
clases laterales (siempre que sean tinicos). De hecho el conjunto de patrones de errores que
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puede corregir usando IMLD es el mismo nimero de sumando que tendremos en 2.1.

Las ventajas de trabajar con cédigos lineales son muchas ya que tienen maés estructura
matemadtica facilitando algunos procesos. De aqui en adelante trabajaremos con cédigos
lineales dedicando nuestra atencién a un tipo especifico de cédigo.



Capitulo 3

Codigos perfectos

En éste ultimo capitulo vamos a estudiar un hecho que hasta el momento no ha sido
nuestro interés y es la pregunta ;cudntas palabras debe tener el cédigo C de tal manera
que pueda corregir ¢ errores?, responder ésta pregunta nos llevara definir ciertos tipos de
limites tanto superiores como inferiores para la cantidad de palabras que deben ir en C.
También al definirles estos limites resultardn ciertos tipos de cédigos muy importantes
entre los c6digos correctores de errores. Se concentrard el estudio en los cédigos perfectos,
con el objetivo de crear algoritmos maés eficientes que los expuestos en el capitulo 2 para
la codificacién y decodificacién, pero sobre todo para poder corregir un méaximo de tres
errores.

3.1. Limites para los cédigos

En esta seccién estudiaremos la cantidad méxima de palabras que puede tener un cédi-
go lineal en funcién del tamafio de las palabras n y la distancia del c6digo d. Aunque el
problema de saber cudntas palabras debe tener un cédigo lineal, en general no esta resuel-
to, se presentardn algunos resultados para ciertos valores de n y d, necesarios para lograr
definir adecuadamente los cédigos perfectos.

A continuacién presentamos la primera definicion.
Sy n p ~
Definicién 3.1.1. (t) es el niimero de palabras de tamafio n y peso t.

La definicién anterior es coherente ya que si queremos saber cudntas palabras de peso
t existen en K", debemos de calcular las maneras que se puede elegir t posiciones (sin im-
portar el orden) de las n que tiene cada palabra en K" (las posiciones es una referencia a

n
los lugares donde van los digitos), y esto se calcula usando el combinatorio <t)

Usando la definicién 3.1.1 podemos demostrar el siguiente teorema.

83
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Teorema 3.1.2. 5i 0 < t < n y v es una palabra de tamafio n, entonces el niimero de palabras de
tamarfio n que estin a una distancia a lo sumo t de la palabra v es precisamente:

6)+()G)+()

Demostracién. Definamos primero el conjunto A, para la palabra v de la siguiente manera:
Ay ={weK":d(v,w) < t}

Ahora usemos la definiciéon de distancia para tener una forma mads precisa del namero
de elementos en A,.

Ay ={w e K" :d(v,w) <t}
={we K" :wt(v+w) <t}
={ueK":wt(u) <t}; dondeu =v+w
={ueK":wt(u)=0U{ue K" :wt(u)=1yU---U{u € K" : wt(u) =t}
Cada conjunto {u € K" : wt(u) =i} parai =0,1,2,...,t, es disjunto y ademads por la

definicion 3.1.1 tienen cardinalidad (?) Asf usando el principio de la suma tendremos:

=)+ (1) <)+ ()

Lo anterior termina la demostracién ya que A, tiene las palabras que estdn a una dis-
tancia maxima t de o. O

De aqui en adelante cuando se diga: C es un cédigo de tamafio 7, se hara referencia a
que las palabras que tiene C son de tamafio n (C C K"). Con lo anterior estamos listos para
demostrar uno de los tres teoremas mdas importantes de esta seccién.

Teorema 3.1.3. (Limite de Hamming) Si C es un cédigo de tamaiio n y distancia d = 2t +1 o
d = 2t + 2, entonces

27’1
Q)+ @) +--+()

Demostracion. Primero volvamos a definir el conjunto A, como se hizo en la demostracién
del teorema 3.1.2 para v; y vp palabras de cédigo distintas de C, y demostremos que:

Ag, N Ay, = .

Cl <

Para verificar esto procedamos por contradiccién, asi digamos que existe w € Ay, N Ay,,
esto significa que w estd a una distancia a lo sumo t de ambas palabras de cédigo que
matematicamente es:
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d(w,v1) < tyd(w,vy) <t

Ahora usando la desigualdad triangular en d(v1, v3), con esto:
d(v1,v7) < d(vy,w) +d(w,vy) <t+t=2t=d(vy,vp) <2t+10d(vy,0) < 2t+2.

Pero lo anterior es una contradicciéon ya que en ambos casos la distancia entre v; y v;
es menor que la distancia del cédigo y por definiciéon d es la menor distancia entre dos
palabras de cédigo de C. Por lo tanto A,, N Ay, = @.

Asi los conjuntos A, para todo v € C no tienen elementos en comun, y con ello
quiere decir que por cada conjunto A, tenemos una palabra de C, ademés en K" exis-
ten 2" palabras. Finalmente por el teorema 3.1.2 tenemos que cada conjunto A, tienen
(5) + (1) + -+ (}) palabras. Esto quiere decir que todos los A, tienen la misma cantidad
de elementos, ademds que cada palabra de cédigo estd en cada conjunto A,, asi al multi-
plicar |A,| por la cantidad de palabras del c6digo lineal, tendremos a lo sumo 2" palabras
(ya que no podemos salirnos del espacio de trabajo K").

c Kg) - (711) TR (’Z)} <o

Asi por lo tanto tendremos:

S R e ()

Esto termina la prueba. O

Del teorema demostrado anteriormente observemos lo siguiente:

1. El teorema 3.1.3 conocido por limite de Hamming es aplicable tanto a un c6digo lineal
0 no.

2. Siel cédigo C tiene una distancia d = 2t + 1, tendremos t = (d — 1) /2 y por el teorema
1.8.6 el c6digo C corrige todos los patrones de error de peso menor o igual que t.

3. Cuando apliquemos el teorema 3.1.3 en el caso de querer un cédigo lineal debemos
buscar la potencia de dos mds grande que verifique la desigualdad para la cardina-
lidad del cédigo. En el caso que solo deseemos un cédigo cualquiera tomaremos el
mayor entero que cumpla la desigualdad para la cantidad de elementos del cédigo.

Ahora veamos un ejemplo donde apliquemos el limite de Hamming.

Ejemplo 3.1.4. Encontrar el limite de Hamming para el cédigo C con los siquientes pardmetros
n=8yd=23.
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Solucién
2n

() + )+ + ()
Como d = 3 quiere decir que t = 1, asi tendremos:

Calculamos la fraccién usando los pardmetros dados.

28 28 256

G+ 1+8 9

~ 28,44.

Y por el teorema 3.1.3 tenemos que:
|C| < 28,44.

Asi para el caso de tener un c6digo no lineal C de tener a lo sumo 28 palabras (|C| < 28).
Por otro lado si deseamos que C sea un cédigo lineal la cantidad de elementos en C es
una potencia de 2, asf la potencia mas grande que cumple ser menor que 28,44 es 24, asi
IC| < 24 y por lo tanto también en ese caso la dimensién de C, k < 4. Finalmente el limite
de Hamming es 256/9.

Ahora veremos otro limite para la cantidad de elementos de un cédigo y de hecho el
siguiente teorema solo es aplicable a un cédigo lineal, asi presentamos el segundo teorema
mas importante de estd seccion.

Teorema 3.1.5. (Limite de Singleton) Para algiin cédigo lineal (n,k,d), d —1 < n —k.

Demostracion. Dado que el c6digo lineal tiene pardmetros (n,k, d), sabemos que la matriz
de control de paridad es de dimensién n x (n — k). Ademas al tener el c6digo distancia d,
todos los conjuntos con d — 1 filas de la matriz de paridad son l.i. (linealmente indepen-
diente).

Por otro lado las filas de la matriz de control de paridad son de longitud n — k, entonces
el espacio vectorial K"~* tiene n — k palabras L.i. en la base, y de hecho no pueden existir
maés palabras [.i.

Asi uniendo los argumentos anteriores tenemos que d —1 < n — k, ya que no puede
suceder que d — 1 > n — k, porque esto haria que existan mas palabras [.i. de las que hay
en la base y eso es imposible en un espacio vectorial de dimensién n — k. O

Apliquemos el teorema anterior al c6digo con los pardmetros mostrados en el ejemplo
314

Ejemplo 3.1.6. Encontrar el limite de Singleton para el cédigo lineal con pardmetrosn = 8y d = 3.

Solucién
De la desigualdad en el teorema 3.1.5 tenemos que la dimensién del c6digo lineal cum-
ple k <n —d+1, asi tenemos:
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k<8-3+1=k<6
Asi el limite de Singleton es 6 y de hecho la cantidad de elementos en C es a lo sumo
28,

Luego de ver el ejemplo anterior es necesario hacer ciertas observaciones del limite Sin-
gleton.

Observaciones:

1. El limite de Singleton es méas débil que el limite de Hamming de cierta manera ya que
si comparamos el ejemplo 3.1.4 y el 3.1.6 se tiene que para las dimensiones del c6digo
lineal se cumple k < 4y k < 6 respectivamente y como vemos el limite de Singleton
es mas permisible.

2. El teorema 3.1.5 solo da informacién para un cédigo lineal, en este sentido el limite
de Hamming es mas débil.

Cuando la igualdad se cumple en el limite de Singleton tenemos un tipo de cédigo ttil,
con esto tenemos la siguiente definicion.

Definicién 3.1.7. Un cédigo lineal (n,k,d) se llamari cédigo separable de mdxima distancia
0 MDS por sus siglas en inglés, sid =n—k+1(ok=n—-d+1).

El siguiente teorema permite caracterizar los c6digos MDS de una manera mds préctica.

Teorema 3.1.8. Para C un cédigo lineal (n,k,d), las siguientes afirmaciones son equivalentes.

1. d=n—-—k+1.

2. Todos los conjuntos de n — k filas de la matriz de control de paridad son linealmente indepen-
diente.

3. Todos los conjuntos de k columnas de la matriz generadora son linealmente independientes.

4. Ces MDS.
Demostracion. Procedamos viendo que 1 es equivalente a 2, 3 y 4 respectivamente, asi:

1. Primero veamos que 1 y 2 son equivalentes. Por el teorema 3.1.5 tenemos d —1 <
n — k, pero si todos los conjuntos de n — k filas de la matriz de control de paridad
son Li. entonces por el teorema 2.9.1 tenemos d —1 > n — k y asi tendremos d — 1 =
n—k=d=n—k+1 Ahorasid =n—k+1 tendremos qued —1 =n —k y por el
teorema 2.9.1 tenemos que todos los conjuntos de n — k filas de la matriz de control
de paridad son Li.
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2. Para ver que 1y 3 son equivalentes, notemos primero que si d = n — k + 1, entonces
podemos reescribirlo como d = n — (k — 1), esto quiere decir que el peso minimo
de las palabras de c6digo es n — (k — 1), y por lo tanto la maxima cantidad de ceros
en las palabras de cédigo es k — 1, asi tomemos k columnas de la matriz generadora
G de C y formemos la matriz G’ con dichas columnas (notemos que la matriz G’ es
cuadrada de dimensién k x k ya que la cantidad de filas de G es k por definicién y se
toman k columnas).

Ahora sea u € K tal que uG’ = 0, con u y la matriz generadora G podemos formar
la palabra de c6digo v = uG, ya que uG’ = 0y por como esta construida G’ tenemos
que la palabra v tiene k digitos iguales a cero o més asi wt(v) < n—k, pero por
hipétesis tenemos d = n — (k — 1), esto quiere decir que la palabra de cédigo distinto
de cero tiene como maximo k — 1 cero, esto implica que v = 0 al ser la tnica palabra
de cédigo que tiene més ceros. Por lo tanto como v = 0 = u = 0, asi las filas de
G’ son Li. porque uG’' = 0, para u = 0 y no otra palabra distinta de la palabra cero,
por lo tanto el rango de la matriz G’ es k y asi las k columnas de G’ son li. y por
haber tomado de manera arbitrarias las k columnas se tiene que todo conjunto de k
columnas de G son l.i.

Ahora asumamos que todo conjunto de k columnas de G son li. asi consideremos
G’ con k columnas de G, y tomemos una palabra u € K* tal que uG’ = 0, pero
por hipotesis las k columnas son 1i. el rango de G’ es k y por lo tanto las k filas de
G’ también son li. y asi u = 0 esto implica que la palabra de c6digo que genera
u es la palabra cero, asi en general siempre que una palabra de cédigo v tenga k o
mas ceros en sus componentes terminan siendo siempre la palabra cero (ya que al
realizar un andlisis parecido pero con G’ compuesta con las k columnas donde la
palabra tiene ceros, se concluye siempre que la palabra de cédigo es la cero). Por lo
tanto la tinica manera para que la palabra de cédigo resultante no sea la palabra cero
debe tener k — 1 ceros o menos, por lo tanto tenemos que la distancia d de cédigo es
n—(k—1) =d=n—k+1. Asi tenemos la equivalencia de 1y 3.

3. Finalmente 1 y 4 son equivalentes por la definicién 3.1.7.

]

Una consecuencia inmediata del anterior teorema es poder concluir que el dual de un
c6digo MDS es también MDS.

Corolario 3.1.9. El dual de un cédigo MDS lineal (n,k,d) es también un cédigo MDS lineal
(n,n—1kk+1).

Demostracion. Sea C un c6digo MDS con parametros (n,k,d) y sea H la matriz de control
de paridad, por definicién de distancia todo conjunto de 4 — 1 filas de H son l.i. y por ser C
MDS tenemos d =n —k+1 = d —1 = n —k, por lo tanto tenemos que todos los conjuntos



Limites para los codigos 89

de n — k filas de H son l.i.

Por otro lado las columnas de H son base para el dual de C, asi H! es la matriz ge-
neradora del dual de C y por el pérrafo anterior cumple que todos los conjuntos de n — k
columnas de HT son Li. y por el teorema 3.1.8 tenemos que cumple la 3 y por lo tanto C*+
esMDSyd=n—(n—k)+1=n—-n+k+1=k+1=d=k+ 1. Por lo tanto C* es un
codigo lineal MDS (n,n — k, k +1). O

Un hecho importante en los limites presentados anteriormente es que excluyen algunas
posibilidades por ejemplo en los casos 3.1.4 y 3.1.6, el limite de Hamming excluye el valor
de k = 5 pero el limite de Singleton si lo incluye en las posibilidades para la dimensién de
un c6digo lineal C.

De hecho ambos limites solo nos dan un limite superior (por decirlo asf) para la canti-
dad de elementos que puede tener un c6digo pero no nos garantizan si existen todos ellos
o no existen, incluso si del rango de posibilidades solo hay uno. Por ello es necesario poder
crear un c6digo que tome en cuenta mas elementos de los c6digos lineales.

Una forma de poder garantizar que un c6digo con pardmetros (1, k, d) existe es construir
su matriz de control de paridad teniendo en cuenta que la matriz H debe tener todos los
conjuntos de d — 1 filas de H l.i. esto con la idea de que el cédigo creado tenga distancia
d. Ademas las palabras que formarian las filas de H deben de ser de tamafio n — k porque
las columnas forman la base del dual del cédigo y si la dimensién del cédigo es k y la
del espacio vectorial es n entonces el dual tendrd n — k como dimensién. Con todo esto en
mente podemos establecer el Gltimo teorema importante de esta seccién y que ademads nos
dard una forma de construir la matriz H.

Teorema 3.1.10. (Limite de Gilbert-Varshamov) Existe un cédigo lineal de tamaifio n, dimension

k y distancia d, si
n—1 n—1 n—1 n—k
( i )+( 1 )+---+<d_2)<2 |

Demostracion. La idea es construir la matriz de control de paridad para un cédigo lineal
con parametros (n,k,d), las filas son palabras de tamafio n — k, asi tenemos on—k palabras
para elegir.

Teniendo en cuenta lo anterior para las primeras n — k filas elegimos palabras con peso
igual a uno (esto hace que aparezca la matriz identidad de dimensién (n — k) x (n —k) y
garantiza que las n — k columnas sean 1.i.).

Luego para la posicién n — k 4+ 1 no podemos elegir la palabra cero porque ella seria 1.d.
de las demds que se han elegido. Ademads no se puede elegir una palabra que sea 1.d. de las
ya establecidas y como el cédigo debe ser de dimensién d tampoco debe ser combinacién
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lineal de d — 2 de ellas (recordemos que d —1 < n — k por ello a partir de aqui debemos
considerar ese hecho). Asi la cantidad de palabras que podemos elegir para esta posicién

e (e () (1) ()

Al seguir eligiendo de esta manera digamos hasta la fila i-ésima, nos encontraremos
con la necesidad de elegir la palabra de tal manera que no sea combinacién lineal de d — 2
palabras ya elegidas (ya que asi garantizamos que si tomamos d — 1 filas serdn Li. porque
hemos descartado todas las que son 1.d. de d — 2 de ellas como vimos anteriormente), esto
con la idea de que la matriz que estamos construyendo tenga que todo conjunto con d — 1
filas sean li. por ende lo que sucedera en éste caso es que la cantidad de palabras que
podemos elegir para la posicién i es:

o () (5 ()

De igual manera para la posicion siguiente tendremos:

i (1 (e (o ()

Palabras para elegir y asi sucesivamente. Pero esta elecciéon debe parar en algtin mo-
mento ya que hay un ntmero finito de palabras, ademds recordemos que por hipétesis

tenemos:
n—1 n—1 n—1 n—k
( ; )+( 1 )+ +(d_2)<2 |
n—k n—1 n—1
0<2 (1—|—( 1 >+ +(d—2)>'

Lo que significa que podemos elegir una palabra més para la posicién n de las filas y de
hecho esta es la dltima ya que una matriz de control de paridad de un cédigo (1, k, d) tiene
n filas. Con esta tltima eleccion lo que resulta es una matriz H de dimensién n x (n —k) y
que todo conjunto de d — 1 filas de H son Li. ademads que sus columnas son Li. por lo tanto
es la matriz de control de paridad de un algun c6digo lineal C con pardmetros (n,k,d); en
otras palabras hemos creado un cédigo lineal ya que a partir de los algoritmos vistos en el
capitulo 2 podemos encontrar la matriz generadora de C. O

De donde:

Un resultado que es consecuencia del limite de Gilbert-Varshamov es el siguiente:

Corolario 3.1.11. Sin # 1y d # 1, entonces existe un codigo lineal C de tamario n y distancia al
menos d con:
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2n—1

C
NN CURA GO R =)

Demostracion. Sean n'y d tal que d < n y d > 2, entonces tenemos que se cumple:
n—1 n n—1 T n—1 < n—1 n n—1 bt n—1
0 1 d—2 0 1 n—1/,
El lado derecho de la desigualdad es igual a 2"}, asf tendremos:

() (7 ()

Ahora tomando k = 1 podemos aplicar el teorema 3.1.10, y dicho teorema nos garantiza
que existe un cédigo lineal C; con parametros (n,1,d). Ahora tenemos dos casos:

[(n—1 n—1 n—1\] 1

|C1| _( 0 >+( 1 )+ +(d—2)_<2 .
[ (n—1 n—1 n—1Y\]

> on—1

|Cq] ( 0 >+( . )+ +(d_2>__2 .

Si sucede el caso II ya se tiene el resultado. Pero si sucede el caso I tenemos:

) (1) (e

Pero como |Cy| = 2!, al sustituir tendremos:

2|("07) () e ()

De donde obtendremos:

(o) () ()] <2

Como vemos al tomar k = 2 y la desigualdad anterior por el teorema 3.1.10, existe
un codigo lineal Cp con pardmetros (1,2,d). Con este nuevo c6digo volvemos a tener dos
desigualdades, o sucede:

el () ()] <

Caso I:

Caso II:

O puede pasar:
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a7+ ()] 2

Pero si sucede esto ultimo tenemos el resultado, pero si en cambio sucede la otra, enton-
ces teniendo en cuenta que |C;| = 22 y repitiendo los despejes hechos para C; tendremos

la desigualdad:
n—1 n—1 n—1 n_3
(o) () G <2

Asi al tomar k = 3 y la desigualdad anterior podemos concluir por el teorema 3.1.10
que existe un c6digo lineal C3 con pardmetros (n,3,d). Eventualmente debido a que 2"~}
es finito encontraremos un cédigo lineal Cy con pardmetros (1, k, d) que cumpla:

[+ () e ()] 2

Dicho cédigo es el buscado ya que de la desigualdad anterior al despejar tendremos:
2n71

(oD T+ ()

Con esto se completa la prueba ya que hemos encontrado un c6digo lineal con distancia

igual a d y ademas cumple la desigualdad deseada conn # 1y d # 1. O

|Cr| >

Observaciones: El teorema 3.1.10 nos da una forma de como construir una matriz de
control de paridad para encontrar un cédigo lineal C con distancia deseada, ademas el

teorema nos da una relacion entre la cantidad de elementos de un cédigo y sus parametros
(n,k,d):

1. Lo més destacable y util del teorema es poder decirnos si un cédigo existe (pero
no, si no existe); ya que de antemano nosotros podemos saber si nuestras exigencias
entorno al cédigo son razonables (Recordemos que saber si un c6digo puede detectar
o corregir cierta cantidad de errores estd ligado a la distancia que este posee).

2. Lo segundo es que el teorema también nos da un limite en torno a la cantidad de
elementos que puede poseer el cédigo lineal, ya que al reescribir adecuada mente la
desigualdad tendremos:

2}’1

C ,
I < oD+ 4+ ()

donde |C| = 2~.

También es necesario denotar que el corolario 3.1.11 es un limite muy especial a dife-
rencia de los anteriores ya que todos los limites mostrados el de Hamming, Singleton y
Gilbert-Varshamov dan una cota superior a la cantidad de elementos de un cédigo lineal
(el caso de Hamming puede ser no lineal), pero en el caso del corolario nos ofrece una cota
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inferior para la cantidad de elementos del cédigo lineal. Asi al combinarlo con los limites
anteriores llegamos a precisar mejor la cantidad de palabras que debe poseer un cédigo
lineal.

Para terminar la seccién veamos dos ejemplos:
Ejemplo 3.1.12. ;Existe un cédigo lineal de tamafio n = 9, dimensién k = 2 y distancia d = 57

Solucién
Para determinar la existencia apliquemos el teorema 3.1.10, asi primero calculemos los

combinatorios:
8 8 8 8
(0)+ () + )+ () ==

Por otro lado 2°72 = 27 = 128. Como vemos 93 < 128, por lo tanto existe un cédigo
lineal (9,2,5).

Ejemplo 3.1.13. Calcular una cota interior y superior para la dimension k de un cédigo lineal
(9,k,5).

Solucion

Recordemos que la cardinalidad de un cédigo lineal es 2% donde k es la dimensién, asi
solo debemos saber como estd acotado inferior y superiormente la cardinalidad del cédigo
para saber también el intervalo de k.

Primero veamos la cota inferior, para ello usamos el corolario 3.1.11:

29-1 28 256
(o) + () +G)+5)

Como deseamos un cédigo lineal debemos ver la menor potencia de dos que sea mayor
que 2,75, la cual es 22 asi IC| > 22, Ahora para la cota superior usaremos el limite de
Hamming:

29 512
ICl < — 5 = I ~ 11,13.
(o) + @)+ (%)

De igual forma al buscar la mayor potencia de 2 que verifique ser menor o igual que
11,13 es 23, por lo tanto |C| < 23. Al combinar ambos resultados tenemos:

22<|C| <22 =2<k<3,

Asi existen c6digos lineales (9,2,5) y (9,3,5).
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3.2. Cédigos perfectos

En esta seccion presentamos los cédigos perfectos, dando su definicién y ejemplos. Las
secciones finales las dedicaremos a exponer dos tipos de cédigos perfectos asi como algu-
nos codigos asociados a ellos.

Definicién 3.2.1. Un cédigo lineal C con pardmetros (n,k,2t + 1) se llamard cédigo perfecto, si
|C| es igual al limite de Hamming.

Observacion: De la definicién es facil ver que lo que buscamos es que un cédigo lineal
C cumpla:

Cl =

Q)+ @)+ + ()

Y es precisamente al hecho que dividimos por () + (1) + - - + (}) es que es dificil en-
contrar un cédigo perfecto ya que debemos buscar un valor de t tal que la division sea
entera y potencia de dos; ya que siempre deseamos encontrar un cédigo lineal.

Veamos ahora algunos ejemplos de cédigos lineales que son perfectos:
Ejemplo 3.2.2. Sit = 0 encontrar el cédigo lineal perfecto (n,k,1).

Solucién
Como deseamos tener un cédigo perfecto apliquemos la definicién y veamos que cardi-
nalidad deberia tener dicho cédigo:

2
Cl= =" =2"
Asi el tnico cédigo lineal que tiene 2" palabras es K", por lo tanto el cédigo lineal
C = K" es el codigo lineal perfecto buscado.

Ejemplo 3.2.3. Si n = d = 2t + 1. Encontrar el cédigo lineal (2t +1,k, 2t +1).

Solucién
Antes que nada recordemos una propiedad de los combinatorios:

(?):(nii)

Ahora como n = 2 + 1, tenemos para i = t:

(1:) N (nit) N <2t+nl—t> B (t:1>'
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Con todo lo anterior (de hecho la dltima igualdad nos muestra para i se llega a la mitad
de los combinatorios) y el hecho que n es impar podemos tener:

B0+ ()-2(0)+ () oor () -3

Con esto podemos establecer:

I I S (S B T

El tnico cédigo lineal que cumple con tener dos palabras y tener distancia 2t + 1, es el
c6digo formado por la palabra cero y la palabra con todos sus digitos iguales a uno.

Los dos ejemplos anteriores nos dan dos tipos de cédigos perfectos muy especiales, es-
tos codigos son llamados c6digos perfectos triviales.

Los codigos perfectos triviales no son los tinicos que existen como veremos en el si-
guiente ejemplo:

Ejemplo 3.2.4. Sea n = 23 y d = 7, verificar si existe un codigo perfecto con estos pardmetros.

Solucién

Para saber si existe comprobamos si al aplicar la definicion la cardinalidad es una po-
tencia de dos (solo basta verificar esto ya que la distancia ya es un ntiimero impar). Como
d = 7 tenemos que t = 3, asf:

223 223 223 1
— = —— = 2'“ = 4096 palabras.
H+@+E @ 2m-2d ’

ICl =

Esto muestra que un cédigo perfecto de tamafio n = 23 y distancia d = 7 existe. Este
tipo de codigo es llamado cédigo de Golay lo estudiaremos al final de este capitulo.

Como hemos visto existen los c6digos perfectos, pero aun asi nos gustaria saber: ;quie-
nes son? o al menos ;cudles son sus pardmetros? Este problema fue resuelto en el sentido
de dar una estructura a los pardmetros de un cédigo perfecto y dicho resultado fue es-
tablecido por Tietdvdiren y Van Lint en 1973; lamentablemente no sera probado en este
documento ya que requiere un estudio profundo de polinomios en K, ademds de intro-
ducir las nociones de teorfa de grupo para poder establecerlo y es algo que se escapa de
nuestras manos con las herramientas ya establecidas.

Teorema 3.2.5. Si C es un cédigo perfecto no trivial de tamafio n y distancia d = 2t + 1, entonces
n=23yd=70n=2"—1paraalginr >2yd = 3.
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Por tltimo veamos un teorema que expresa una caracteristica particular de los cédigos
perfectos:

Teorema 3.2.6. Si C es un cédigo perfecto de tamario n y distancia d = 2t + 1, entonces C corregird
todos los patrones de error de peso menor o iqual que t y ningiin otro patrén.

Demostracion. Como la distancia del codigo lineal es d = 2f + 1 tenemos t = (d —1)/2,
entonces por el teorema 1.8.6 tenemos que C corregird todos los patrones de error de peso
menor o igual a t. Ademads por lo visto en el capitulo 2 sabemos que estos seran los lideres
de sus clases laterales. Ahora por la definicién 3.1.1 sabemos que hay (3) + (1) +-- -+ (})
patrones de error de peso menor o igual a t.

Ademads como C es perfecto y usando el teorema 2.7.3, tenemos:

ICl = (8)+(1;)2:...+(’;) = (g)+(711>++(7tl) :%'

Por lo tanto la cantidad de clases laterales es:

(0)+ (1) ()

Esto significa que el namero de las clases laterales es igual al namero de patrones de
error que son los lideres en sus clases, que no hay mas patrones de error. Por lo tanto C
corrige todos los patrones de error de peso menor o igual que ¢ y ningtn otro. O

La propiedad que describe el teorema 3.2.6 es sumamente valiosa ya que quiere decir
que todas las palabras (no del cédigo) de K" estdn a una distancia méxima ¢ de una palabra
de cédigo de C y esto los hace perfecto al cédigo ya que es capaz de reunir las palabras
que no estan en el cédigo en bolas (como la nocién de espacios métricos y sus abiertos).
Asi reuniendo todas las posibles fallas de cada palabra de cédigo.

Por dltimo al corregir todos los patrones de error de peso menor o igual que ¢, un cédigo
perfecto es llamado también cédigo perfecto lineal t-corrector.

3.3. Mas cddigos perfectos - Cédigos de Hamming

En esta seccién definiremos un tipo de cédigo perfecto que es muy facil de utilizar y
ademads de ser un c6digo 1-corrector de errores. Aunque solo nos corrige un error, la impor-
tancia de estos codigos radica en que son faciles de usar en la codificacion y decodificacion.

Definicién 3.3.1. Un cédigo de tamafio 2" —1,r > 2, que tiene una matriz H de control de paridad
tal que sus filas son todas las palabras de tamaiio r distintas de la palabra cero, es llamado cédigo
de Hamming de tamario 2" — 1.
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Veamos algunas propiedades importantes de los c6digos de Hamming:
Teorema 3.3.2. Un cédigo C de Hamming tiene 2% ~'=" palabras.

Demostracion. De la definicién 3.3.1 tenemos que la matriz H tiene las palabras de peso
igual a 1 y de tamafio 7, asi las columnas de la matriz H son li. entonces el cédigo de
Hamming tiene dimensién 2" — 1 — r; recordemos que la dimensién del dual es n — k que
es igual a la cantidad de columnas que tienen H y por lo tanto si quiero saber la dimensién
del c6digo simplemente a n = 2" — 1 le resto la cantidad de columnas de H. Por lo tanto el
c6digo de Hamming tiene 22 ~1~" palabras. O

Teorema 3.3.3. La distancia de un cédigo C de Hamming es d = 3.

Demostracion. Como la matriz H de la definicién 3.3.1 tiene todas las palabras de tamarfio
r distintas de la palabra cero entonces al tomar dos palabras estas son Li. ya que la tnica
manera de que den la palabra cero es que sean la misma pero ninguna se repite en las filas
de H. Pero al tomar tres palabras, por ejemplo 100...00, 010...00 y 110...00 (ya que H
tiene todas las palabras distintas de cero) estas palabras son l.d. claramente entonces por
lo visto en el capitulo 2 tenemos que la distancia del c6digo de Hamming es d = 3. O

Teorema 3.3.4. Un cddigo lineal de Hamming es perfecto.

Demostracion. Para probar que es un cédigo de Hamming bastard demostrar que |C| es
igual al limite de Hamming ya que n = 2" — 1 y por el teorema 3.2.5 es candidato a ser
perfecto.

Por 3.3.3 tenemos que d = 3, asi t = 1, por lo tanto tendremos:
n 2"
@+ 1+n

Pero n = 2" — 1, asi tendremos:

on 22r -1 22r -1

1+n 142"-1 2"
Y por 3.3.2 y lo anterior tenemos:
21’1
€l =
(0) + ()
Por lo tanto es un cédigo perfecto. O

Por este tltimo teorema un cédigo de Hamming también es llamado cédigo de Ham-
ming corrector de errores simples.

Veamos un ejemplo de un cédigo de Hamming.
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Ejemplo 3.3.5. Una matriz de control de paridad para un cédigo de Hamming de pardmetros
(23 —-1,4,3) = (7,4,3) es:

OO R O R ==
OR O R OR -
_ OO R R O

Usando el algoritmo presentado en el capitulo 2 tenemos que la matriz generadora del
c6digo de Hamming es:

1000111
0100110
0010101
0001011

Basta ver este ejemplo porque todos los demads cédigos que tienen los mismo pardme-
tros son equivalentes (esto por la definicién de cédigo equivalente en el capitulo 2).

Por dltimo es sumamente facil construir la matriz de codificacion estdndar (SDA por
sus siglas en ingles). Ya que como corrige los patrones de error de peso uno y cero al ser
perfecto y por el teorema 3.2.6 estos son los tinicos lideres en las clases laterales, entonces
tendremos que en el caso de ser de peso uno el patrén de error solo dardn como sindrome
una fila de H que corresponde al lugar donde esta el problema. Por lo tanto la SDA tiene
la forma:

Representantes de las clases laterales | Sindrome
00...00 0...0
127’_1 H

Como vemos es sumamente facil y préactico trabajar con los cédigos de Hamming ya
que al solo suceder un error tendremos que ver en qué posicién se encuentra el sindrome
y luego a partir de ahi sabremos que palabra de la matriz identidad es nuestro patrén de
error para finalmente recuperar la palabra enviada.

Aunque son muy Ttiles los cédigos de Hamming al solo corregir un error no los hace
muy practicos para canales con un ruido que afecta mas de una vez cada palabra. Por ellos
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terminaremos nuestro estudio de los c6digos perfectos con los c6digos de Golay ya que
estos brindardan un mayor rango de correccién.

3.4. Codigos extendidos

En las primeras secciones del capitulo 1 estudiamos como al aumentar la cantidad de
digitos a las palabras del c6digo hace que el nuevo cédigo tenga propiedades mejoradas a
diferencia del cédigo inicial (ya sea para detectar o corregir errores), estudiaremos en esta
seccién el método del bit de paridad como se hizo en el capitulo 1, asi centraremos nuestra
atencién a un cédigo aumentado en un digito nada mds, sin embargo esta practica de
aumentar digitos puede hacerse aumentando mds de un digito en las palabras del cédigo
a costa de una tasa de informacién baja.

Definicién 3.4.1. Sea C un cédigo lineal de tamario n. EI cédigo C* de tamafio n 4 1 obtenido de C
al agregar un digito a cada palabra de cédigo de tal manera que todas las palabras de cédigo tengan
un peso par es llamado cédigo extendido de C.

Consideremos ahora la matriz generadora de tamafio k X n de un cédigo lineal C, en-
tonces la matriz generadora G* de tamario k x (n + 1) del cédigo extendido de C tal que:

G* = [G,b].
Donde b es la dltima columna de G* de tal manera que las filas de G* tienen peso par.

Ya con la matriz generada para G* es facil encontrar la matriz control de paridad H
usando el algoritmo del capitulo 2, pero hay una forma mas facil de calcularla, asi tenemos:

Teorema 3.4.2. Si G* es la matriz generadora del cédigo extendido C* donde G* = [G,b] y H la
matriz de control de paridad de G, entonces la matriz de control de paridad para G* es:

«_ [H ]
H_{o 1}'

Donde j es un matriz columna de tamafio n X 1 de unos y 0 es la palabra cero de tamafio n — k.
Ademids H* es de dimension (n+1) x (n —k+1).

Demostracién. Primero notemos que el rango de H es n — k y por construccién la columna:

i

Es una columna linealmente independiente a las de:

o
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Ya que se agregan al final ceros a cada columna de H y la dltima fila tiene un uno al
final haciendo que las n — k + 1 columnas de H* sean li. asi H* tiene rango n — k + 1.

Por otro lado verifiquemos que G*H* = 0:

0 1
= [GH, Gj + b].

G*H* = [G,b] [H J}

Pero por definicion GH = 0, ademas al ser j una palabra llena de unos el producto Gj es
la suma de los digitos de cada palabra de G y como b es la palabra columna de tal manera
que el peso de las filas de G sean de peso par tenemos entonces Gj + b = 0. Por lo tanto:

G*H* = [GH, Gj+b] = [0,0] = 0.

Asi concluimos H* anula a G* (y por lo tanto a todas las palabras que genera G las anula
también) y como sus columnas son linealmente independientes entonces es una matriz de
control de paridad para C* como se deseaba verificar. O

Luego de establecer esta manera practica para encontrar la matriz de control de paridad
para un cédigo extendido lo aplicamos a un caso en concreto.

Ejemplo 3.4.3. Considere el codigo C con matriz generadora G y matriz de control de paridad H
tal que:

_m O
—_ O R -k O

Calcular la matriz generadora y matriz de control de paridad para el cédigo extendido C*.

Solucién
Usando lo expuesto antes tenemos:

1001010
G'={01001 | 0.
001111
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10 | 1
01 | 1
11 | 1
H'=|1 0 | 1
01 | 1
0 0 [ 1]

Donde G* y H* son la matriz generadora y matriz de control de paridad respectiva-
mente para C*.

Como vemos ya obtenida la matriz generadora y la de control de paridad es sumamente
facil encontrar las mismas matrices para el cédigo lineal C* (cédigo extendido). Veamos
ahora como el hecho de agregar un solo digito a nuestro c6digo mejora considerablemente
el cédigo lineal en el sentido de deteccién de errores.

Teorema 3.4.4. Sea un cédigo lineal C con distancia d, entonces el cédigo extendido C* tienen
distancia d* = d + 1, si d es impar y d* = d, si d es par.

Demostracién. Analicemos por casos:

1. Si d es impar, entonces Vv € C, wt(v) > d. En el caso que el peso sea par entonces
tendremos que la palabra v0 € C* tiene peso w(v0) = wt(v) > d + 1 (ya que al ser
par y ser mayor que d debe ser al menos igual d + 1). Por otro lado si el peso es impar
entonces vl € C* tendré peso par tal que wt(vl) = wt(v) +1 > d + 1, de hecho al
hacer un andlisis parecido a la palabra w € C tal que wt(w) = d se concluye que
wt(wl) = d + 1. Por lo tanto la distancia de C* es d* = d + 1.

2. Si d es par, entonces Vo € C, wt(v) > d, pero si palabra es de peso impar tendremos
wt(vl) = wt(v) +1 > d+1 > d = wt(v) > d. Ahora si es de peso par no habra
cambio wt(v0) > d de hecho en la palabra w € C tal que wt(w0) = d; por tener peso
par. Por lo tanto la distancia de C* es d* = d.

Asi conseguimos en ambos caso lo deseado. O

Observaciones: El teorema 3.4.4 nos da dos moralejas, la primera de ellas es que es
mejor agregar el bit de paridad para cédigos de distancia d impar pues su distancia au-
menta (no asi si, si la distancia es par en dicho caso queda la misma distancia) y por ende
aumenta la cantidad de patrones que logra detectar (esto por lo demostrado en el teorema
1.7.8) y ademas en algunos casos podra tener patrones de error extras que también podra
detectarlo (por el teorema 1.8.6, ya que al tomar el menor entero puede que aumente o no
la estimacién para el peso de los patrones de error a detectar).
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La segunda moraleja es que no tiene sentido aplicar dos veces el método del bit de pa-
ridad pues al aplicarlo una vez tendremos un cédigo de distancia par en ambos casos y al
volver aplicar debido a que siempre tenemos distancia par, entonces el resultado serd otro
cédigo extendido con mayor tamafio pero con la misma distancia; debido a este fenémeno
que ya no vuelve a cambiar la distancia es que serd inttil volver agregar el bit de paridad
las palabras del cédigo extendido C*.

En la siguiente seccién veremos una aplicacién muy importante al método de agregar
el bit de paridad a un cédigo perfecto.

3.5. Cédigo extendido de Golay

En esta seccién y la siguiente discutiremos el tltimo de los dos tipos de cédigos per-
fectos. De hecho primero estudiaremos la extension del cédigo de Golay para luego ver
propiamente los cédigos de Golay este cambio de l6gica de presentacion es porque es maés
facil implementar el algoritmo de correccién para los c6digos de Golay a partir del cédigo
extendido. Asi sea la matriz B de 12 x 12, tal que:

—_

_ = R, O R OO0 R R EFEO
R ORRPRPORFRPROOORF R
R P OR P ORFRPROOOR R
—_ R R, R, OR R OROOO
_ O R PR R ORRPRORFR OO
— OO R R RPRPRORRORO

—_ O, OO0CO R RFFE O K -
)P R, OR OO0 R RPRRFROR
PO Oo0OO0OR PR ORROR
R P OO R R PRPROR RO
OR R PR R R R PEFR R} R

PP P ORRRPOROOO

Con B definamos nuestra matriz generadora G de 12 x 24, de la siguiente manera:
G =[I, B]

Donde I es la matriz identidad de 12 x 12. El c6digo lineal C que genera la matriz G es
llamado cédigo extendido de Golay y lo denotaremos por Cps. Notemos también que Cpq
es un codigo sistemdtico ya que tiene su matriz generadora en forma estdndar.

Por como hemos definido la matriz B es simétrica (esto se puede corroborar por simple
inspeccién) en otras palabras BT = B. Ademéas B cumple BB = 0; esto también se puede
ver por simple inspeccién que al multiplicarla por sigo mismo da la matriz cero de hecho
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cada fila es ortogonal a las demds como se ve al tomar cualquieras dos filas y al hacer el
producto punto estos dardn cero; por ejemplo 110111000101 - 101110001011 = 0, por esto
es que BB = 0.

Teorema 3.5.1. El cédigo lineal Cp4, con matriz generadora G = [I, B] cumple:

1.
2.

7.

La dimension de Cyg es k = 12 y n = 24.

Una matriz de control de paridad para Cp4 de dimension 24 x 12 es:

ae o]

Otra matriz de control de paridad para Cy4 de dimension 24 x 12 es:

a= 1]

Otra matriz generadora para Cyy de 12 x 24 es [B, I].
Caa es auto-dual (Cog = Cyy).
La distancia de Cyy es d = 8.

Co4 es un codigo tres-corrector de errores.

Demostracion. Demostremos de manera ordenada cada numeral.

1.

Como la matriz generadora de Cp4 tiene dimension 12 x 24, entonces la dimensién
del cédigo es claro que es k = 12 y el tamarfio de las palabras es n = 24.

. Ya que G estd en forma estdndar entonces al aplicar el algoritmo 2.3.3 y tendremos

que H es:

ne o).

. Para saber si la matriz es una matriz de control de paridad esta debe tener sus colum-

nas lLi. y ademads anular a la base del cédigo lineal en el caso de:

a= 1]

Ya que tiene la matriz identidad sus columnas son Li., basta con verificar si anula a G
y ademds debemos recordar que B> = I, asf:
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I

GH = [1,B] {B

} —I?4+B:=1+1=0.

Asi GH = 0. Por lo tanto la matriz H cumple ser la matriz de control de paridad para
el codigo Coy.

. Para verificar que la matriz [B, I] es otra matriz generadora para el c6digo, basta ver

que se anula con cualquiera de las matrices de control de paridad ya que cumple que
tiene 12 filas l.i. por tener la matriz identidad en su definicién hace que cada fila se
linealmente independiente. Asi:

B, 1] H —B+B=0.

Por lo tanto se anula con la matriz de control de paridad asi [B,I] es otra matriz
generador para el codigo Cys.

. Primero notemos que H la matriz de control de paridad definida en 2 tiene como

columnas la base para el dual del c6digo, esto quiere decir que H' es la matriz ge-
neradora para Cs;, donde H? = [B, I]. Pero al usar el resultado anterior [B, I] cumple
ser también la matriz generadora de Cy4, de esto se deduce que genera aiin mismo
c6digo y por lo tanto Cpg = Cs;.

. Para demostrar que la distancia del c6digo Cp4 es ocho, veamos por parte:

Parte I Primero veamos que Vv € Cpg, wt(v) es mdltiplo de cuatro. Asi notemos
primero que las filas de G tiene peso 8 o0 12. Luego tomemos una palabra v tal que sea
formada por dos filas de G digamos r; y 7j, 0 sea v = r; + r;. Debido a que las filas de
B son ortogonales entre si, también lo serdn las filas de G, por lo tanto 7; - ri =0, esto
quiere decir que tienen un niimero par de unos en comun digamos 2x, asi el peso de
v se puede expresar:

wt(v) = wt(r;) + wt(r;) —2(2x) = wt(r;) + wt(r;) — 4x.

Pero las dos filas o bien su peso es 8 0 12 pero cualquier caso son multiplo de cuatro.
por lo tanto la resta es multiplo de cuatro, asi el peso de v es multiplo de cuatro.
Ahora si suponemos que v es una palabra que se forma por la suma de tres filas
tendremos:

V=T +1i+T1

Luego sea w = r; + r; y asi tendremos que el peso de w por lo demostrado antes que
tiene peso multiplo de cuatro, finalmente repitiendo el anélisis anterior ya que r; es
ortogonal a w ya que es la suma de dos palabras ortogonales a él, se podra concluir



Codigo extendido de Golay 105

que el peso de v es multiplo de cuatro. Al ir aplicando asi sucesivamente el anélisis
tendremos que cualquier suma de las filas de G se tiene que son multiplos de cuatro.

Parte II Debemos notar que las primeras once filas de G tienen peso 8, esto quiere
decir que la distancia del c6digo debe ser o bien 4 u 8; ya que lo demostrado en I ve-
rifica que todas las palabras distintas a la palabra cero de Cp4 son multiplo de cuatro
y hemos encontrado al menos una palabra de peso 8 entonces lo minimo puede ser 4
0 8.

Parte III Veamos que no hay palabras de peso igual a 4 en el c6digo. Asi supongamos
que existe v en Cy4 tal que wt(v) = 4. Usando las matrices generadoras usadas en los
numerales 1y 4, existen u; y up de K'? entonces tenemos que v se puede expresar
como:

v = [uy,u1B] y v = [uzB, uy].

Por lo tanto el peso de v es wt(v) = wt(u;) + wt(u;B) (para ambos casos). Ademas
como wt(v) = 4, entonces tenemos que wi(uy) < 2 o wt(uy) < 2 (Ya que a lo sumo
dos digitos iguales a uno estan en los primeros 12 digitos o en los 12 dltimos). Ahora
veamos por caso:

Si wt(u1) = 0 entonces wt(v) = 0 y esto es una contradiccién ya que el peso de v es
cuatro.

Si wt(u1) = 1 entonces wt(v) = 1+ wt(u;B) = wt(u1B) = 3 pero esto es imposible
porque al tener peso uno u1, solo toma una fila de B cuando se hace el producto 1B
y una fila de B tiene peso 7 o 11 pero no 3.

Si wt(u1) = 2 entonces wt(v) = 2 + wt(u1B) = wt(u1B) = 2, esto también es imposi-
ble ya que al tener peso 2 la palabra u; quiere decir que suma dos filas cuando se hace
el producto u1B y por demostrado en I la suma de dos filas de G puede ser multiplo
de cuatro, esto implica que la suma de dos filas de B tienen peso como minimo 3;
porque en el caso extremo la suma da 4 en las filas de G y para regresar a las palabras
de B debemos quitar los primeros 12 digitos de G pero eso solo es restar un uno en
la cantidad de unos que tenia. Por lo tanto no puede ser que u1B tenga peso igual a
dos.

Es el mismo andlisis para up, asi en ningtin caso es posible por lo tanto no existe
palabra de c6digo con peso igual a 4 y por lo tanto el minimo peso es 8 y asi la
distancia del cédigo es d = 8.
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7. Ya que por el numeral anterior la dimensién del c6digo es d = 8 entonces al aplicar el
teorema 1.8.6 y tendremos que Cp4 corrige todos los patrones de peso menor o igual
a3 (yaque [(d—1)/2] =[(8—1)/2] = [7/2] = |3,5] = 3). Por lo tanto Cy4 es un
cédigo tres-corrector de errores.

Asi el teorema queda demostrado. O

Con la demostracion del teorema anterior estamos listos para crear un algoritmo que
nos permita poder corregir errores de peso a lo sumo 3 para el c6digo Cp.

3.5.1. Correccion de errores para el codigo Cos

En este dltimo apartado nos dedicaremos a crear un algoritmo que nos permita calcular
el lider la clase lateral donde estd la palabra recibida sin tener que hacer una tabla para
deducir donde ocurre el error. Para ellos nos referiremos a la palabra recibida como w y
la palabra més cercana a w del c6digo como v, ademas el patréon de error es u = w + v,
también separaremos por una coma los primeros 12 digitos de los 24, y también el patrén
de error u lo denotaremos como u = [uy, u;], donde uy, u, son palabras de tamafio 12.

Por el numeral 7 del teorema 3.5.1 el c6digo Cy4 corrige todos los patrones de peso a
lo sumo 3, asi supongamos que wt(u) < 3. Como u = [uy, up], entonces tendremos que
wt(uy) < 1o wt(uy) < 1. Ahora calculemos el sindrome s; de w = v + u usando la matriz
de control de paridad:

Asi tendremos sy = wH = uH = u; + upB = s = uy + upB. Ahora si wt(uy) = 0
entonces s; = uj, esto quiere decir que el peso de s; es a lo sumo 3 y el error ocurre en los
primeros doce digitos. Por otro lado si wt(uy) = 1, entonces tendremos que s; = uj + b;,
donde b; es la fila que corresponde a la posicién donde ocurre el error en el segundo bloque
de digitos; esto es asi ya que como u; tiene peso igual a uno quiere decir que el producto
uyB toma solo una fila de B y dicha fila va en la posicién de ocurre el error. Ademads ya
que s; = u1 + b; = s; +b; = uj, entonces la palabra s, + b; tiene peso a lo sumo dos (y
de hecho da la posicién de los dos digitos cambiados) ya que el tercer error ocurre en el
segundo bloque de los 12 digitos (wt(uy) = 1).

Ahora si calculamos el segundo sindrome usando ahora la matriz de control de paridad:

n= o).
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Tendremos que s, = wH = u;1B + uy, y de igual manera se llegan a conclusiones si-
milares para w(u1) < 1 pero para los casos restantes (las otras posibilidades cuando en el
segundo bloque de digitos ocurre 3 errores, 2 errores y un error pero ninguno en el primer
bloque, asi como cuando ocurre uno en el primer bloque y dos en el segundo).

Como vemos en el andlisis hecho anteriormente si ocurren como maximo tres errores es
posible elegir adecuadamente las filas correspondientes en cualquiera de las dos matrices
de control de paridad para formar el patrén de error correcto y poder conocer la palabra
enviada, ya que al tener w y construir u, seremos capaces de encontrar v = w + u.

Asi lo que hemos creado es un algoritmo que nos permite corregir como méximo tres
errores. Pero antes de establecer adecuadamente el algoritmo recordemos que B> = [ y
ademas establezcamos una relacion entre los sindromes s y s, que serd de gran utilidad:

S1 =uy1 +uyB =wH
S) =u1B+up
=u1B +upl
= u1B+u2B2
= (u1 +upB)B
= wHB
= 51B.

Por lo tanto s; = s;B y gracias a esta igualdad no hace falta de implementar ambas
matrices de control de paridad, asi solo utilizaremos en el algoritmo:

a= ]l

Finalmente denotemos por ¢; como la palabra de tamafio 12 donde tiene un digito igual
a uno en la posiciéon i y ceros en las demds. También b; es la fila de B en la posicién i (la
posicién i representa el lugar donde ocurre el error). Asi finalmente tendremos el siguiente
algoritmo usando el enfoque IMLD:

Algoritmo 3.5.2. (IMLD para Cy4) Sea w una palabra recibida para calcular el patrén de error u
procedemos de la siguiente manera:

1. Calculamos el sindrome s1 = wH.
2. Siwt(s1) < 3 entonces u = [s1,0].

3. Si wt(sy + b;) < 2 para alguna fila b; de B entonces u = [s1 + b;, e;].
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4. Calculamos el segundo sindrome s, = s1B.

5. Siwt(sp) < 3 entonces u = [0, sy].

6. Siwt(sp + b;) < 2 para alguna fila b; de B entonces u = [e;, sy + b;].
7. Si u no ha sido determinado entonces se pide retransmision.

En el caso que se determine u entonces la palabra enviada es v = w + u.
Cerremos estd seccién viendo un ejemplo donde implementamos este algoritmo:
Ejemplo 3.5.3. Decodificar w = 101111101111,010010010010.

Solucién
Calculamos el sindrome para w, asi tenemos:

s = wH = 101111101111 + 001111101110
= 100000000001.

Como vemos wt(s;) = 2 < 3 entonces podemos encontrar el patréon de error u:
u = [s1,0] = 100000000001, 000000000000.

Y por lo tanto podemos concluir que la palabra que fue enviada es v = w+u =
001111101110, 010010010010. Debido a que la matriz G estd en forma estdndar es f4cil de-
ducir que los primeros 12 digitos son el mensaje enviado, asi el mensaje que se envi6 es
001111101110.

En la dltima seccién estudiaremos el c6digo de Golay y como estos se relacionan con el
codigo Coy.

3.6. Un cddigo perfecto mas - Cédigo de Golay

Recordemos el ejemplo 3.2.4 este ejemplo demostraba la existencia de un cédigo perfecto
con parametros (23,k,7). De hecho si al c6digo cy4 en su matriz generadora G la tltima
columna la eliminamos generaremos un nuevo c6digo con un matriz generado de la forma:

G' = [I, B'].

Donde B’ es obtenida de la matriz B de tal manera que la tltima columna de B es
eliminada. De la forma en que hemos creado la matriz G’ podemos deducir la siguiente
informacion n = 23 y k = 12. Otra cosa importante es que al eliminarle la Gltima columna
las palabras que forman las filas de G’ tendrédn peso impar, esto quiere decir que por el teo-
rema 3.4.4 el nuevo cédigo tiene distancia d = 8 —1 = 7 y de hecho el c6digo que genera
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G’ es nada mas ni nada menos que el c6digo que el ejemplo 3.2.4 asegur6 que existiria el
c6digo de Golay. Por lo tanto el c6digo de Golay que es generado por G’ con pardmetros
(23,12,7) es denotado por Cy3 (y es por esto que la seccién donde se presento Cyy se titula-
ba c6digo extendido de Golay, ya que Cp4 es el cédigo extendido de Cp3).

Al ser Cy3 un cédigo perfecto este corrige todos los patrones de peso menor o igual que
3 y ningtn otro méas. Podemos usar el algoritmo 3.5.2 para crear un algoritmo para Cp3,
para esto si tenemos una palabra w como esta es una palabra de tamarfio 23, entonces para
usar Cy4 solo le agregamos un digito a la palabra w de tal manera que el peso de w sea
impar y luego implementar el algoritmo 3.5.2 y al resultado obtenido le quitamos el ultimo
digito y asi sabremos cudl fue la palabra enviada. Asi tenemos

Algoritmo 3.6.1. (IMLD para Cy3) Sea w una palabra recibida. Entonces para calcular el patrén
de error de w seguimos los siguientes pasos:

1. Formamos la palabra w0 o w1 de tal manera que tenga peso impar.

2. Decodificamos wi (ya sea i = 0 0 i = 1) usando el algoritmo 3.5.2 para obtener una palabra
de cédigo v de Coy.

3. Removemos el ultimo digito de v.

Observaciones: Debido que hacemos que w al final tenga peso impar este nunca serd
una palabra del cédigo Co4 ya que en este solo hay palabras de peso par. Una ultima curiosi-
dad de esta forma de operar es que si la palabra w es de Cy3 entonces cuando le agregamos
el digito de tal manera que el peso se impar entonces Cy4 detectard que solo hay problema
en el ultimo digito ya que ese es el que monitorea la paridad de las palabras.

Finalmente hemos llegado a descubrir un tipo de cédigo que se comporta bien y que
nos permite corregir como maximo tres errores, también hemos aprendido como solo con
un digito mejorar las cualidades del c6digo, aunque quizéds todo este esfuerzo se vea pe-
quenio en el sentido de solo poder corregir tres errores es un gran paso ya que a partir de
aqui podemos ir mejorando nuestros cédigos a modo que puedan corregir més errores. En
resumen el capitulo 2 presenta lo bédsico para descubrir mas tipos de c6digos y sus ventajas
sobre los c6digos perfectos. Ademas si el lector se pregunta sobre una aplicacién de estos
cédigos pues podemos decir que en los afios 80 el c6digo Cp4 fue utilizado en las misiones
de la Voyager permitiendo la transmision de fotografias de Jupiter y Saturno.
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Apéndice A
Implementacion en Octave de Cyy

En el capitulo 3 se presento el algoritmo 3.5.2 para el cédigo Cps que permite corregir
un maximo de 3 errores a la vez. Se ha programado dicho algoritmo en el software Octave
para mostrar la eficiencia del algoritmo.

Para poder implementar el algoritmo primero tenemos que crear ciertas funciones. La
primera de estas funciones extras es la funcién wt (funcién peso y recibe como pardmetro
una palabra y devuelve su peso) esta funcién calcula el peso de una palabra de tamafio #,
la funcién esta definida de la siguiente manera:

function s=wt(v)

s=0;

for i=1:length(v)
s=s+v(i);

endfor

La segunda funcién es la que permite encontrar la fila de B que estd en la posicién
donde hay un error, dicha funcién estd nombrada como buscar (recibe como pardmetro el
sindrome y la matriz B y devuelve la posicién del error) y sus lineas de c6digo son:

function j=buscar(s,B)

j=0;
for i=1:12
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if wt(rem(s+B(i,:),2)) <=2
j=1;
break

endif

endfor

La tercera funcion es la que crea un vector con la posicién donde sucede un error (este
error estd en funcioén de la posicion que buscar encuentra) y estd nombrada ei (recibe la
posicién del error y el tamafio de las palabras y devuelve la palabra con ceros menos en la
posicioén del error) y estd definida como:

function e=ei(i,n)

e=zeros(1,n);

endfor

Por ultimo la funcién mensaje es la que muestra en pantalla las posiciones donde ocurre
el error (recibe como pardmetro la palabra patrén de error), dicha funcién estd definida
como:

function mensaje(u)
fprintf('Los digitos cambiados estaban en la posicion:”)
for i=1:24

if u(i)!=0
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i

endif

endfor

Finalmente usando todas las cuatro funciones anteriores podemos crear el programa
para el algoritmo 3.5.2, las lineas de c6digo son:

function v=Golay(w)

w

u=[];

v=[];

i=0;

e=[];

B=[[1,1,0,1,1,1,0,0,0,1,0,1];
[1,0,1,1,1,0,0,0,1,0,1,1];
[0,1,1,1,0,0,0,1,0,1,1,1];
[1,1,1,0,0,0,1,0,1,1,0,1];
[1,1,0,0,0,1,0,1,1,0,1,1];
[1,0,0,0,1,0,1,1,0,1,1,1];
[0,0,0,1,0,1,1,0,1,1,1,1];
[0,0,1,0,1,1,0,1,1,1,0,1];
[0,1,0,1,1,0,1,1,1,0,0,1];

(1,0,1,1,0,1,1,1,0,0,0,1];
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[0,1,1,0,1,1,1,0,0,0,1,1];
[1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,0]];

1=[[1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0];
[0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0];
[0,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0];
[0,0,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0];
[0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,0,0];
[0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,0];
[0,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0];
[0,0,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0];
[0,0,0,0,0,0,0,0,1,0,0,0];
[0,0,0,0,0,0,0,0,0,1,0,0];
[0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1,0];
[0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1]1;

H=[L[B];

sl=rem(w*H,2);

i=buscar(s1,B);

e=ei(i,12);

if wt(s1)<=3

u=[s1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0];




115

elseif i!=0
if wt(rem(s1+B(i,:),2)) <=2
u=[rem(s1+B(i,:),2),e];
endif
endif
s2=rem(s1*B,2);
i=buscar(s2,B);
e=ei(i,12);
if wt(s2)<=3
u=[0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,s2];
elseif i! =0
if wt(rem(s2+B(i,:),2))<=2
u=[e,rem(s2+B(i,:),2)];
endif
endif
if length(u)==0
fprintf("Se necesita retransmision.”)
else
v=rem(w+u,2);

mensaje(u)

endif
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El programa Golay recibe como pardmetro la palabra recibida y devolvera la palabra
corregida. Procedamos a ver un resultado en especifico donde usamos Golay, tomemos
la palabra de cédigo: [1,0,1,1,1,0,1,1,1,0,1,1,0,1,1,1,1,0,1,1,0,0,1,0] y cambiemos el primero
y ultimo digito y asi tendremos la palabra: [0,0,1,1,1,0,1,1,1,0,1,1,0,1,1,1,1,0,1,1,0,0,1,1] y al
aplicar Golay tendremos el siguiente resultado en pantalla:

Golay([0,0,1,1,1,0,1,1,1,0,1,1,0,1,1,1,1,0,1,1,0,0,1,1])
W =

001110111011011110110011
Los digitos cambiados estaban en la posicion:

i=1
1=24
ans =

101110111011011110110010

Y como lo habfamos mencionado antes el problema estaban en el primero y ultimo
digito (posicién 1y 24 respectivamente) y el programa cambia los valores en estas posicio-
nes y asi tendremos la palabra correcta del cédigo, enviado originalmente. El programa es
funcional y todos los cambios que hagamos hasta un méximo de 3 errores a la vez en una
palabra de cédigo serdn corregidos correctamente por el programa Golay.



Conclusiones

1. Dado un conjunto de palabras (que se usa para comunicar informacion) es capaz el cédigo de
detectar y corregir errores.

2. Construida la matriz de control de paridad somos capaces de saber en que posiciones los digitos
fueron cambiados por el ruido y por tanto poder corregir estos errores.

3. Usando los limites (tanto cota superior como inferior para la cardinalidad del cédigo) somos
capaces de saber si un cédigo es posible que exista o no, suponiendo la dimension del cédigo
lineal (si necesitamos un cédigo lineal), el tamarfio de las palabras y la distancia que deseamos
que tenga.

4. Los codigos en forma estindar proporcionan una mayor manipulacion para trabajar con ellos;
esto se debe a que los algoritmos para encontrar la matriz de control de paridad asi como poder
decodificar son sumamente ficiles, de hecho basta con una simple inspeccion.

5. Al permutar digitos de las palabras de un cédigo creamos un cédigo equivalente al anterior,
pero esta permutacion no afecta las propiedades de deteccion y correccion de errores, por ello
a partir de un cédigo no estdndar podemos obtener uno que si lo sea y que ademds tenga
las propiedades de deteccion y correccion de errores de nuestro cédigo original. Por lo tanto
siempre podremos trabajar con un cédigo estdndar, cuando sea necesario.

6. Los cddigos perfectos tienen la caracteristicas que todas las palabras que no sean del cédigo
pueden ser detectadas y corregidas esto se debe a que al cumplir la igualdad del limite de
Hamming hacemos que cada palabra del K" esté en uno y solo un conjunto de distancia a lo
sumo t de una palabra de cédigo; en otras palabras lo que hemos logrado es crear un cubierta
de bolas de centro una palabra de cédigo y radio t, donde t es el entero que cumple que la
distancia del codigo es 2t + 1.

7. Desgraciadamente no existen muchos cédigos perfectos; ya que los 1inicos que existen corrigen
un mdximo de un error o un mdximo de tres errores a la vez (resultado que no se logro
demostrar), por ello que dan las puertas abiertas para hacer mds estudios en teoria de cédigo
para encontrar y crear c6digos que permitan una mayor capacidad de correccion.
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