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1 RESUMEN.

1. Resumen.

La Loégica Difusa es una légica multivaluada que permite representar ma-
tematicamente la incertidumbre y la vaguedad, proporcionando herramientas
formales para su tratamiento. Se basa en la teoria de conjuntos difusos. Se
definen también las operaciones de union, interseccién, negaciéon o comple-
mento, y otras operaciones sobre conjuntos, en los que se basa esta légica.
Para cada conjunto difuso existe asociada una funciéon de pertenencia para
sus elementos que indican en qué medida el elemento forma parte de ese con-
junto.

En resumen, en este trabajo se estudia las propiedades y resultados mas
importantes de la légica proposicional y calculo de predicados Booleano y
se extiende esta teoria a la logica multivalor, es decir, a la logica que toma
valores de verdad (o grados de verdad) en el conjunto [0,1] esta es la base
para introducir la logica difusa y se concluye con la introducciéon de algunas
aplicaciones en control difuso.



2 INTRODUCCION.

2. Introduccion.

La forma en que la gente piensa es inherentemente difusa. La forma en que
percibimos el mundo esta cambiando continuamente y no siempre se puede
definir en términos de sentencias verdaderas o falsas (ver en [5]).

La logica estudia la nocion de consecuencia. Se trata de proposiciones, con-
junto de proposiciones y la relacion de consecuencia que existe entre ellas. La
tarea de la logica formal es representar todo esto por medio de calculo légico
bien definido. A menudo un céalculo légico tiene dos nociones de consecuen-
cia: sintactico (basado en la nocién de prueba) y seméntico (basado sobre la
nocién de verdad); entonces las preguntas jdemostrabilidad implica verdad?
(solidez) y jverdad implica demostrabilidad? (completitud) se presentan de
manera natural.

Difuso es imprecision (vaguedad); una proposicién difusa puede ser verda-
dera en algin grado. La palabra “crisp” se utilizara para indicar que algo no
es difuso. Los ejemplos estandar de proposiciones difusas a menudo usan una
variable lingiiistica. Por ejemplo, edad es una variable difusa con posibles
valores: joven, adulto, viejo; entonces la oracién “El paciente es joven” es
verdadera para algun grado, es decir cuanto menor es la edad del paciente
(medida en afios), mas verdadera es la oracién. El valor de verdad de una
proposicién difusa es un problema de grado.

Se debe distinguir entre el término difuso e incertidumbre como un grado
de verdad. Comparemos la proposiciéon anterior con la proposicién “El pa-
ciente sobrevivira la siguiente semana”; esto puede ser considerado como
una proposicién no difusa la cual es o bien verdadera (absolutamente) o fal-
sa (absolutamente); pero no se sabe cual es el caso. Se puede tener alguna
probabilidad de que la oracién sea verdadera, pero la probabilidad no es un
grado de verdad.

El principal objetivo es elaborar en detalle las propiedades estrictamente
logicas de la logica multivalor cuyo conjuntos de valores de verdad es el in-
tervalo [0, 1] y se discutird una aplicacién desde el punto de vista 1dgico.



3 METODOLOGIA.

3. Metodologia.

A continuacion se describe los aspectos importantes de la metodologia de
trabajo del presente tema de investigacion.

1 Tipo de investigacion. Esta investigacion es bibliografica debido a que
se ha hecho una recopilacién de libros, articulos, y otras fuentes que
han permitido obtener informacién relevante al tema. El objetivo es
recopilar de manera sistematica la informacién mas 1til y destacada
del tema incluyendo las aplicaciones.

2 Forma de trabajo. Se tendran reuniones semanales para discutir las
dudas y revisar los avances. Los avances se presentaran al asesor cada
semana.

3 Exposiciones. Se realizaran exposiciones de avances al asesor, la pre-
sentacion del perfil y la defensa final.



4 PRELIMINARES.

4. Preliminares.

4.1. Un Estudio de la Légica Proposicional Boolena

En la Logica proposicional Booleana, las proposiciones son verdaderas o
falsas. Por lo general se denota “verdadero” con el niimero 1 y “falso” con
el nimero 0 y se trabaja con variables proposicionales py, ps, p3, ... Una eva-
luacién de verdad es un mapeo e que asigna a cada variable proposicional
su valor de verdad e(p). Las férmulas son la equivalencia formal de la no-
cién intuitiva de una proposicion; son construidas a partir de las variables
proposicionales y las dos constantes proposicionales 0 y 1 usando conectivos:
implicacion —, conjuncion A, disyuncion V, equivalencia = y negacion —.

Las variables proposicionales y las constantes proposicionales son formu-

las; si ¢, son férmulas entonces (¢ — 1), (¢ A ), (¢ V), (¢ = ), ¢ son

férmulas.

El principio de funcionalidad de verdad dice que los valores de verdad de
las partes de una férmula determinan de manera tnica el valor de verdad de
una férmula compuesta. Esto se logra al definir las funciones de verdad de
los conectivos de la siguiente manera:

(-) =]1 0 nj1 o
1[0 1 [1 0 1]1 o
0| 1 0|1 1 00 0
ul1 o a1 0
11 1 1 [1 0
01 0 0|0 1

Usando esto, cada evaluacion e extiende de manera tinica a una evaluacion
de todas las férmulas como sigue.

e(=¢) = (—)e(9),
e(¢ = ) = (e(¢) = e(¥)),
(@A) = (e(d) Ne(y)),
(o V) = (e(d) Ue(y)),
e(¢ = ¢) = (e(9) & e(¥))

Definicién 4.1. Una férmula ¢ es una tautologia si e(¢) = 1 para cada
evaluacién de ¢. Las férmulas ¢, 1) son semanticamente equivalentes si e(¢) =
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e(1)) para cada e. Nétese que ¢, 1 son semanticamente equivalentes ssi ¢ = 1)
es una tautologia.

Ejemplo 4.1. Las formulas siguientes son tautologias Booleanas, para cada

oy
¢ = (¢—0)
1 = (0—=0)
(@A) = =(¢— )
(pVy) = (¢ =) =)
(0=v¢) = (¢=>V)A W —9))

Con esto podemos observar que en calculo proposicional Booleano cada
férmula es semanticamente equivalente a una férmula construida con varia-
bles proposicionales y la constante 0 usando solamente el conectivo —.

Lema 4.1. Las siguientes férmulas son tautologias Booleanas para cada ¢,
Yy X
¢ — (¥ —9)

(0= (¥ —=x) = (¢ —=¢) = (¢ = X))
(=¢ = =) = (¥ = ¢)

A estas tres formulas se les llama (Booll), (Bool2) y (Bool3) respecti-
vamente y se toman como axiomas del sistema deductivo Bool de la légica
Boleana.

La regla de deduccion es modus ponens: de ¢ y ¢ — 1 se infiere .

Definicién 4.2. Una prueba en Bool es una secuencia ¢, ..., ¢,, de férmulas
tales que cada uno es un axioma de Bool o se sigue de algunos ¢;, ¢ (j,k < 1)
anteriores, por modus ponens.

Una férmula es demostrable (Notacién: F ¢) si es el ultimo término de una
prueba en Bool.

Lema 4.2 (Solidez.). Cada férmula demostrable en Bool es una tautologia
Booleana.

Definicién 4.3. Una teoria es un conjunto de formulas, llamadas axiomas es-
peciales de la teoria. Una prueba en una teoria 1" es una sucesion ¢q, ¢s, ..., ¢n
de féormulas tal que o bien cada ¢; es un axioma de Bool o es un axioma es-
pecial de T" o se sigue de algin procedimiento ¢;, ¢ (j,k < i) por modus
ponens. Una evaluacién e es un modelo de T si e(¢) = 1 para cada ¢ € T'.

10
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Lema 4.3 (Solidez fuerte.). Si T F ¢ entonces ¢ es verdadero en cada modelo
de T

Teorema 4.1 (Teorema de deduccién). Sea T una teoria, ¢, férmulas.

TU{¢}FYssiTh (¢ — 1)
Teorema 4.2 (Completitud.). Para cada férmula ¢,

(1) ¢ es demostrable en Bool ssi es una tautologia Booleana.

(2) (Completitud fuerte) Sea T una teorfa, ¢ una férmula. T'F ¢ ssi ¢ es
verdadero en cada modelo de T'.

Ahora se tienen las propiedades de asociatividad, y conmutatividad que
son tautologias Booleanas.

(@AY) = WA9), (V) =(vVo)
(@n(Ax) = @A) AX, @V VX)=(oVY)Vx

Lema 4.4. Cada férmula que no contiene ninguna variable proposicional
excepto pi,...,p, €s semanticamente equivalente a una disjunciéon de una
conjuncion elemental finita.

4.2. Calculo de Predicado Booleano

En célculo proposicional las férmulas atomicas no tienen estructura, son
solamente variables proposicionales. En céalculo de predicado las féormulas
atomicas tienen estructura: Cada atomo consiste de un predicado y algunos
términos que forman los argumentos del predicado. Los objetos variables son
términos particulares; las variables pueden ser cuantificadas usando el cuan-
tificador universal V (“para todo”) y el cuantificador existencial 3( “existe”).

Definicién 4.4. Un Lenguaje de Predicado consiste de un conjunto no vacio
de predicados, cada uno de ellos con un nimero positivo natural que es la ari-
dad y un conjunto de objetos constantes. Denotaremos a los predicados por
P Q,R,..., y las constantes por ¢, d, ... Los simbolos logicos acé son objetos
variables x,, ..., el conectivo —, las constantes de verdad 0,1 y el cuantifi-
cador V. El cuantificador existencial 3 es definido como —V—.

11
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Las formulas atomicas tienen la forma P(ty,ts, ..., t,) donde P es el predicado
de aridad n y t; son términos. Si ¢, 1 son formulas y x es una variable, enton-
ces ¢ — 1, (Vx),0,1 son férmulas; cada férmula resulta de iterar férmulas
atémicas usando esta regla.

Sea J un lenguaje de predicados. Una estructura M = (M, (rp)p, (m.).) para
J tiene un dominio M no vacio. Para cada predicado P de aridad n una re-
lacién rp € M™ de aridad n en M (que asocia a cada n-tupla (my, ma, ...my,)
de elementos de M 0 o 1) y para cada objeto constante ¢, m. un elemento
de M.

Definicién 4.5. Sea J un lenguaje de predicado y M una estructura para
J. Una M-evaluacion de objetos variables es un mapeo v asignando a cada
x un elemento v(z) € M. Sean v,v" dos evaluaciones, v =, v’ si se cumple
que v(y) = v'(y) para cada variable y distinta de x.

El valor de un término dado por M, v es definido como sigue: ||z||m, =
v(x); ||¢|lmp = me. Asi definimos

[Pt tn) v = re([t M o Enllvio);
16 = Yl = [l = 1¥]lM0;
[0lv0 = 05 [ 1llv,e = 15
|(V2)@[|m,o = mind|[¢[|nrv|v =2 v}

Esta tltima linea significa que ||(Vz)¢||mo es 1 ssi Vo' =, v, ||¢||m es 1; en
otro caso es 0.

Definicién 4.6. Las variables libres y acotadas de una férmula se definen
de la manera siguiente:

s Una constante de verdad no es libre ni acotada.

» Si ¢ es una férmula atémica, digamos P(ty, ta, ..., t,,), entonces z es libre
en ¢ si x es uno de los t¢;; Ninguna variable es acotada en ¢.

= Una variable x es libre en ¢ — 1 si es libre en ¢ o es libre en ¥; = es
acotada en ¢ — v si es acotada en ¢ o es acotada en 1

» Una variable = es acotada pero no libre en la férmula (Vz)¢. Para
cualquier variable y distinta de x, y es libre/acotada en (Vz)¢ si es
libre/acotada en ¢.

12
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OBSERVACIONES.

» Por ejemplo, si se toma la féormula (Vz)(3y)P(z,y) — (3y)P(z,y),
entonces y es acotada pero no libre, mientras x es acotada y libre.

» Si 2 no es libre en ¢ entonces el valor de verdad ||¢||m,» no depende de
v(x), es decir, si v =, v' entonces ||¢||m., = ||@]|m.- De aqui que si ¢
es una férmula con variables libres x, ...y, M es un modelo y a,...b € M
entonces || @[/ mia,...p) representa |[¢|lnv, para algin v tal que v(z) =

a,...,v(y) =b.

Definicién 4.7. El resultado de sustituir un término ¢ por una variable x
en una férmula se denota por ¢(z/t) y se define de la siguiente manera:

» Si ¢ es una férmula atémica, entonces ¢(z/t) resulta de ¢ reemplazando
todas las ocurrencias de z en ¢ por t. 0(z/t) = 0, similar para 1.

= (¢ = ¢)(x/t) es (x/t) = P(z/t)
v [(Vx)o](x/t) es (Vx)¢; para cada variable y distinta de z, [(Vy)¢|(x/t)
es (Vy)[¢(z/)].

De forma similar definimos una subformulas

» Cada férmula ¢ es una subférmula en si misma.

= Si ¢ es una subférmula de ¢ o de x entonces ¢ es una subférmula de
1 — x. Si ¢ es una subférmula de 1), entonces ¢ es una subférmula de
(V)¢ (x cualquier variable.)

Cuando sustituimos una variable y por = en una férmula ¢ puede ocurrir
que una ocurrencia libre de x se convierta en una ocurrencia acotada de .
Para eliminar estas “patologias”se define lo siguiente.

Definicién 4.8. Una variable y es sustituible por x en la férmula ¢ si no
hay una subférmula de ¢ de la forma (V)i que contenga una ocurrencia de
x libre en ¢. Una constante es sustituible por cualquier variable en cualquier
férmula.

Definicién 4.9. .

13
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= Sea ¢ una féormula de un lenguaje J y sea M una estructura para J.
El valor de verdad de ¢ en M es

@]l = min{[|é[|ar.

v M-evaluacion}

» Una férmula ¢ de un lenguaje J es una tautologia si ||¢|jm = 1 para
cada estructura M, es decir, ||¢|mv = 1 para cada estructura M y
cada M-evaluacién de objetos variables.

Definicién 4.10. Los axiomas légicos del calculo de predicado booleano son
los axiomas del cédlculo proposicional booleano mas los siguientes axiomas
légicos sobre cuantificadores:

w (Va)p(z) — ¢(t) con t sustituible por x en ¢(x)

» (V2)(¢ — @) — (¢ — (Vx)¢) con z no libre en ¢

Las reglas de deduccién son modus ponens y su generalizacion. Esto com-
pleta la definicién de calculo de predicado booleano; lo cual se nota por BoolV
Ahora se define la nocién de prueba en una teoria.

Definicién 4.11. Una prueba en una teoria 7" es una secuencia {¢;}I; de
formulas tal que para cada i, ¢; es un axioma légico del calculo de predicado
booleano o un axioma de 17" 6 ¢; se sigue de algin miembro precedente de la
secuencia por una de las reglas de deduccién.

Definicién 4.12. Sea T una teoria sobre BoolV, sea M una estructura para
el lenguaje de T'. M es un modelo de T si todos los axiomas de T" son ciertos
en M; es decir, ||¢|lm =1 en cada ¢ € T.

Teorema 4.3 (Completitud fuerte de Godel). » Para cada férmula ¢, ¢
es demostrable en BoolV si y sé6lo si ¢ es una tautologia.

» Para cada ¢ y cada teoria T, T' Fpoe ¢ (es decir ¢ es demostrable en
T sobre BoolV) siy sélo si ||¢||m = 1 para cada modelo de T.

Definicién 4.13. Una teoria T es contradictoria si para alguna férmula ¢, ¢
y —¢ son probables en T'. Se dice que T es consistente si no es contradictoria.

Ahora veremos algunos ejemplos (de igualdad y orden) de teorias y sus
modelos.

14
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Ejemplo 4.2. La teoria de preorden tiene un predicado binario < y los axio-
mas: reflexividad y transitividad. La teoria del preorden lineal tiene ademés
el axioma de la dicotomia.

Los modelos de la teoria de conjuntos ordenados se llaman conjuntos
ordenados. Cada modelo consite en un conjunto M y una relacién binaria
r< que satisface los axiomas . A menudo escribiremos < en lugar de r<; por
lo tanto el hecho que (M, <) es un preorden significa que a < a para cada
a € M yparaa,b,c e Msia<byb< centonces a < c. Linealidad significa
que a < b 6 b < aparacada a,b e M.

Los axiomas de igualdad para un predicado binario = son: reflexividad,
transitividad y simetria. (M, r) es un modelo de estos axiomas ssi r es una
relacion de equivalencia. Sea J un lenguaje predicado que contiene el predica-
do binario =, cuyos axiomas de igualdad para J son los mencionados arriba
mas los siguientes axiomas de congruencia: Para cada predicado n-ario P,

(1= ANxo =1y A . Ny = yp) — (P21, ..., 2) = P(y1,.--Yn))

4.3. Simbolos de funciones

En esta seccion se hace un anélisis de la légica de predicado Booleano
con simbolos de funcién (como +). En esta ldgica tenemos férmulas como
x+y = y+x. Esta clase de férmulas son muy ttiles para definir varias clases
de algebras que son muy importantes.

Definicién 4.14. Un Lenguaje de Predicados I con simbolos de funciones
consiste de un conjunto no vacio de predicados P, (), ... cada cual con su
aridad, un conjunto de objetos constantes ¢, d, ... y un conjunto no vacio de
simbolos de funciones F, (G, ... cada una de ellas teniendo un entero no nega-
tivo como su aridad. Si F' es un simbolo de funcién y ty,...,t, son términos
entonces F'(ty,...,t,) es un término.

Una estructura para Z tiene la forma
M = (M, (r,),predicado, (m,).constante, ( fr) pfunct. simb),

donde cada fr es una operacion n-aria en M es decir fr : M"™ — M. Dado
M y una evaluacién v de objetos variables, el valor de ||t||zm., de ¢ dado por
M, v es definido como sigue:

15
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|z||mo = v(x) para cada variable z,

llc||n,» = m. para cada constante c,

1P (s st = Fr (It Ings s ltallng):

Teniendo esto, el valor ||¢||m ., de una férmula ¢ es definido como en la seccién
anterior.

Tenemos algunas formas de uso mas utilizadas.

Primero si F' es binaria entonces podemos escribir  F'y en lugar de F'(z,y). En
segundo lugar si tenemos que t(z1, ..., ;) es un término que no contiene mas
variables ademds de z, ..., x,, entonces el valor ||t||m. depende sélo de los
valores v(z1), ..., v(x,) de estas variables. Podemos escribir, para ay, ..., a, €
M, t(ay,...,a,) para ser el valor de t en M para cualquier evaluacién con
v(x;) =a; (i=1,..m).

Por ejemplo sit es (z+y)—+z con a, b, c € M entonces (a+b)+c es obviamente
el valor de t en M para v(z) =a, v(y) =by v(z) =c.

Definicién 4.15. Los axiomas légicos son como en la seccién anterior con
la definicién de sustituibilidad modificada como sigue:

Un término ¢ es sustituible por z en ¢ si para cada variable y que ocurre en ¢
no hay una subférmula de ¢ de la forma (Vy)i que contenga una ocurrencia
de z libre en ¢.

Asi por ejemplo = + y no es sustituible por x en (Jy)P(x,y). También es
de notar que para cada ¢, x es sustituible por x en ¢.
Tenemos algunos ejemplos en la utilizaciéon de simbolos de funciones.

Ejemplo 4.3. La teoria de semigrupos. El lenguaje consiste del predicado
binario = y el simbolo de funcién binario * (donde x es la operacién del
semigrupo). Los axiomas son axiomas de igualdad para =, * maés el axioma
de asociatividad:

Definicién 4.16. Las Algebms son estructuras de la forma (M, fi, ..., f)
donde f; son operaciones en M. Tal dlgebra es una estructura natural para
un predicado de lenguaje Z teniendo la igualdad de predicado = y simbolos
de funciones fi, ..., f,, con sus correspondientes aridades. Si F es un lenguaje
de élgebras, entonces un algebra A de tipo F, es un par ordenado (A, F)
tal que para todo simbolo de funcién f € F, existe una operacién de aridad
igual a la de f en A, es decir existe.
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fA A" A

En la practica no hay problema si se omite A. Si F es finito enton-
ces F = {f1, f2, -, fu} ¥ en cuyo caso escribimos (A, fi, ..., fn) en lugar de
(A, F). Habitualmente aridad f; >aridad f, > ... > aridad f,.

En general para caracterizar las dlgebras diremos que son de tipo (nq, na, ..., Ny, ...

donde n; es la aridad correspondiente al simbolo de funcién f;.

Definicién 4.17. Sea Z un lenguaje (=, fi,..., f») con n funciones, sea K
una clase de estructura para Z (interpretando = como identidad). K es una
variedad si existe un conjunto 7' de identidades (férmulas atémicas de Z)
tal que K es la clase de todas las estructuras M para Z tal que toda las
identidades de T" son validas en M.

Definicion 4.18. Sea My = (M, fi, ..., fu) ¥y My = (Ma, g1, ..., gn) estructu-
ras para el lenguaje Z (con identidad absoluta).

(1) M es una subélgebra de My si My C My y para cadai=1,....,n es la

restriccién de g; a Mfr(fi) (M es cerrado bajo los gs)

(2) M es una imagen homomorfica de Ms si existe un mapeo sobreyectivo
h : My — M5 que conmuta con las operaciones, es decir, para cada
i =1,...,ny cualesquieras ay, ...,ar € M h(fi(ai,...,a;)) donde k es la
aridad de f; y g;.

(3) Sea I # () un conjunto y para cada A € I sea My = (My, fix, -y far)
una estructura para I. El producto directo [],.; M) es el dlgebra M =
(M, f1, ..., fn) donde M es el conjunto de todas las funciones a cuyo do-
minio es I y para cada A € I, a(\ € M),), las operaciones estan definidas
coordenada a coordenada, es decir, para aq,...,ay € M y f; de aridad

k fi(ay,...,ar) = b ssi para cada A € I,b(\) = fir(ai(x), ..., ax(2)).
(4) Un &lgebra M es un producto subdirecto de un sistema { M, |\ € I} de
dlgebras si M es una subdlgebra de [],.; M.
4.4. Laticesy Algebras Booleanas

Aqui presentamos nociones importantes sobre latices y dlgebras Boolea-
nas y hacemos un estudio de sus propiedades mas importantes.
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Definicién 4.19. Una relacién < sobre un con junto P se llama un orden
parcial si cumple:

» Reflexividad (Vz € P, z < z).
» Antisimetria (Vz,y € P, x <y & y < x entonces = = y)

» Transitividad (Vz,y,z € P, z <y & y < z entonces x < z2).

Dado P = (P <) un orden parcial, se define P? = (P, >).

Principio de dualidad. Si ® es una expresion cierta en todos los érdenes
parciales, entonces ®? es cierta en todos los érdenes parciales.

Definicién 4.20. Sea P un conjunto ordenado no vacio y sean z,y € P,
definimos z Ny = inf{x,y} y 2 Uy = sup{x, y} (meet y join).

Definicién 4.21. Sea P un conjunto parcialmente ordenado y no vacio,

decimos que P es un latice si z Ny y x Uy existen Vz,y € P y se dice que P
es completo si (S y |J S existe VS C P.

Teorema 4.4. Sea L un latice. Entonces el N y U satisfacen lo siguiente
Ya,b,c € L:

» (Ly): (aUb)Uc=aU(bUc) = (L3): aUa=a

» (L)?: (anb)ne=an(bne) = (L3)?: aNa=a

s (Ly): aUb=bUa s (Ly): aU(anb) =a
» (Ly)?: anb=bnNa » (L)?: an(aUb)=a

Demostracion. Por el principio de dualidad, si (L;)—(Ls) se cumple, entonces
(L1)? — (L)? también se cumplira.

(Ly) Bastard probar que {a Ub,c}" = {a,b,c}".

Sea s € {aUb,c}* & aUb<sys>c
& s>a,s>bs>c
& seda,bc}”

(L) aUb=sup{a,b} =sup{b,a} =bUa

18
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(L3) aUa = a. En efecto, ya que aUa =a < a < a.

(Ly) aU(anb)=a<anb<a

]

Ejemplo 4.4. Sea X un conjunto no vacio, P(X) (conjunto potencia de X)
es un latice. En efecto, sean A, B C P(X), entonces:

Ajoin B=AUDB (unién)

Ameet B= AN B (interseccién)

Lema 4.5. Sea L = (L,U,N) un latice, entonces:
i. Va,be L aUb=bssiaNb=a

ii. Definamos < sobre L por a < bsi aUb = b. Entonces < es una relacion
de orden.

iii. Con < como en ii. (L; <) es un latice. Entonces VYa,b € L aUb =
sup{a,b} y aNb=inf{a,b}

Demostracion. i (=)
a=anN(aUb)=anb. (<)
b=bU((bNa)=bU(aNb)=bUa=aUb

ii. Probemos que < es una relaciéon de orden.

e Reflexividad
a<a&sSala=a

e Antisimétrico

a<byb<a = aUb=bybUa=a
= bUa=bybUa=a
= a=0»
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e Transitividad
a<byb<c=aUb=bybUc=centonces c=(aUb)Uc =
aU(bUc)=aUc=a<c.

iii. Probemos que sup{a,b} = a Ub. Primero probemos que aUb € {a, b}*

a<aUb & aU(aUb)=aUb
< (aUa)Ub=aUb
& aUb=aUb

Similarmente

b<aUb&bU(aUb) = aUb
bU(aUb) = bU(bUa)
= (bUb)Ua

bUa

=aUb e {a,b}"

Probemos ahora que a U b es la cota superior mas pequena.

Sead € {a,b}* = d>ayd>0
= dUa=dybud=d

=d=dUd = (aUd)U(bUd)
= (aUd)U(dUb)
= aU(dUud)Ub
= aUdUb
= aUbUd=aUb<d

Por lo tanto a U b es la cota mas pequena.
Andalogamente se procede con a N b. [

Definicién 4.22. Para cada L = (L;U,N) el orden < del lema anterior es
llamado el orden determinado por L o simplemente el orden de L. Entonces
identificamos (L;U,N) con (L;U,N, <).
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Lema 4.6. Sea L un latice, entonces para cada a, b, c,d € L se cumple que:
iLa<byc<d=aUc<bUd.
ii.a<byc<d=anc<bNd

Demostracion. i.

a<byc<d Luegob<bUd = a<bUd
d<bUd = c<bud

=aUc<bUd.
ii.
aNc<aya<b = aNc<b

aNc<cyc<d = anc<d

=aNc<bNd.
O

Definicién 4.23. Sea L un latice. Decimos que L es distributivo si Vx,y, z €
L se cumple cualquiera de las siguientes identidades:

zN(yUz)=(xNy)U(xNz)
rU(yNz)=(xUy)N(zUz)
Observacion:

= Si L es un conjunto linealmente ordenado, entonces L es distributivo.
Noétese que el latice linealmente ordenado [0, 1] con el orden usual de
los reales, juega un papel importante en esta investigacion.

= Note que L es linealmente ordenado ssi la formula (zNy = x)V (zNy =
y) es cierta en L. Esta es una disjuncién de dos férmulas atémicas. Es
facil probar que la linealidad no puede ser expresada por un sistema de
férmulas atémicas (identidades); es decir, la clase de latices linealmente
ordenado no es una variedad. Para probar esto sdlo observe que el
producto de dos latices linealmente ordenados no es necesariamente
linealmente ordenado.
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Definicién 4.24. FEl lenguaje de algebras booleanas es la extension de latices
por dos constantes, 0, 1 (elemento minimo y méximo respectivamente) y una
operacién unaria ' de complemento. Un algebra L = (L;U,N,0,1,) es un
algebra booleana si cumple:

i. (L;U,N) es un latice distributivo
ii. aU0=a,yanNl=aVae L.
iii. aUad =1yana =0Va€ L.

Observaciones:

= Los latices y las algebras booleanas forman una variedad

» Dado X conjunto no vacio, P(X) es una dlgebra booleana, aqui 0 es (),
les XyparaY C X Yes X —Y.

Definicién 4.25. Sea L un latice y X C L (con X posiblemente infinito).
El supremo de X es un elemento a € L tal que b < a V b € X y siempre
que b < ¢ V b e X entonces a < c. Similarmente se define el inf(X).

Nota: Es probable que X no tenga supremo (o infimo), pero si existe es
tnico. Decimos que un latice L es completo si para cada X C L existe su
supremo e infimo. Nétese que el intervalo [0, 1] es un latice completo.

4.5. Grupos Abelianos Ordenados

En esta seccion se investigara las estructuras que tienen tanto una opera-
cién de semigrupo y orden lineal relacionado de alguna forma. Las estructuras
de interés final en esta seccion son los grupos Abelianos ordenados. Presen-
taremos su definicién y propiedades béasicas. Estos grupos jugaran un papel
importante en la caracterizacion de dlgebras de algunas logicas.

Definicién 4.26. Un semigrupo (G, %) es abeliano (o conmutativo) si satis-
face que xxy =y *xx Vo,y € G.

En lo que sigue denotaremos la operacion de un grupo abeliano por +,
entonces denotamos el grupo abeliano por (G, +)
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Definicién 4.27. » Un semigrupo abeliano ordenado es una estructura
(G, +, <) tal que (G, +) es un semigrupo abeliano, (G, <) es un conjun-
to linealmente ordenado y para cada x,y,2 € Gr<y=zx+z2z<y+=z
es cierto en (G, +, <)

» Un grupo abeliano es una estructura (G, +,0,—) tal que (G,+) es un
semigrupo abeliano con 0 elemento cero y — es la operacion de inverso.

» Un grupo abeliano linealmente ordenado (o-grupo) es una estructura
(G,4+,0,—, <) tal que (G,+,0,—) es un grupo abeliano y (G, +, <) es
un semigrupo abeliano linealmente ordenado.

Observacién: (G, +,0, —, <) es un o-grupo ssi los siguientes axiomas son
ciertos en el:

mot(ytz)=(+y +z
u x—|—y:y—|—x

r+0=x

w4+ (—x)=0

r<ydéy<zx

<y vy y<z)=>z<z

<y vy y<z)=z=y

r<y=(r+z<y+2)

Los cuatro primeros son axiomas de un grupo abeliano, los siguientes tres
son axiomas de orden lineal y el ultimo es axioma de monotonocidad.

En lo siguiente denotamos un o-grupo como (G, +, <). Sea R, el conjunto
de todos los nimeros reales, + la adicion en los reales, * la multiplicacion en
los reales. Sea N, Z el conjunto de los niimeros naturales y enteros respecti-
vamente. Sea < el orden lineal estdandar sobre R.(N, 7). Entonces

» N = (N,+,<) es un semigrupo abeliano ordenado con elemento cero
0 pero los elementos distintos de cero no tienen inverso.
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» 7 = (Z,+,<)y R. = (Re,+,<) son o-grupos, Z es un subgrupo de
R.. Estos grupos son llamados el o-grupo aditivo de enteros y reales
respectivamente.

s (N, %, <) es un semigrupo abeliano ordenado cuyo elemento cero es 1
y los elementos distintos de 1 no tienen inverso.

Definicién 4.28. El cono positivo de un o-grupo G = (G, +,<) es C g =
{z € G : 0 <z} dotado con las restricciones de +, <

Lema 4.7. Un semigrupo abeliano linealmente ordenado S = (S, +,0, <) es
el cono positivo de un o-grupo ssi satisface lo siguiente:

- Para cada x < y existe un unico z tal x + z = .
- Ordenacién positiva: © < z 4 y para cada x, y.

Definicién 4.29. 1. Un o-grupo es discreto si para cada x € G existe
y € G tal que z <.

2. G es denso si Vr,y € G tal que z < y existe z € G tal que © < z < y.

Definicién 4.30. Un o-grupo G = (G, +,0, —, <) es arquimideano si Vz,y €
ZT existe n € N tal que nx > y.

Los grupos aditivos de reales y enteros son arquimideanos.

Teorema 4.5. (Teorema de Holder). Un o-grupo G es arquimideano ssi tiene
un encajamiento isomorfo en el o-grupo aditivo R, de reales, es decir, existe
un mapeo inyectivo f de G en R, tal que para cada =,y € G

fle+ey) = flz)+ fy)

r<gy ssi f(z)<f(y)

Estas dos condiciones implican lo siguiente:
f(0g) =0
f(=gz) = —af(z)

24



4.5 Grupos Abelianos Ordenados 4 PRELIMINARES.

Definicién 4.31. Un o-grupo G es parcialmente encajable en los R si para
cada X C @ subconjunto finito existe Y C R subconjunto finito y un mapeo
f uno a uno de X en Y tal que f es un isomorfismo parcial; es decir, para
cada x,y,z € G

z=z+gy ssi f(z)= f(x)+ f(y)

r<gy ssi f(x) < f(y)

Teorema 4.6. Cada o-grupo es parcialmente encajable en R.

Este teorema es una consecuencia directa del siguiente teorema.

Teorema 4.7. Sea ¢(z1,...,z,) una férmula libre de cuantificadores en el
lenguaje de o-grupos. Si la férmula (Vxq, ..., 2,)0(21, ..., x,) es verdadera en
el o-grupo R entonces es verdadera en todos los o-grupos.

Demostracion. (Teorema 4.6). Sean G un o-grupo y X C G un subconjunto
finito. Sea z,y, z € G. Tomando ¢(x1, z3, ..., z,) como la conjuncién de todas
las férmulas de la forma z; = z; + 2z, x; < vy;, = #y; + 2, (2 < yj))
que son ciertas en G, se tiene que 3(xy, ..., 2, )od(x1, ..., x,) es verdadero en
G, por tanto Y(z1, ..., x,)—¢ no es cierto en todos los o-grupos, entonces por
el teorema anterior, no es cierto en Ry 3(xy, ..., x,,)¢(x1, ..., x,) es cierto en
R; es decir, existen by, ...,b, € R que satisfacen ¢, digamos, f(x;) = b; con
r; € X.

]
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5 CALCULO PROPOSICIONAL MULTIVALOR.

5. Calculo proposicional multivalor.

5.1. T-normas Continuas y su Residuo

En esta seccién se inicia el trabajo con légica multivalor. Tomamos el
intervalo [0, 1] como el conjunto de valores de verdad, 1 representa verdad
absoluta y 0 falsedad absoluta. El orden natural < de los ntimeros reales
jugara un papel importante. Por lo tanto nuestro conjunto de valores de
verdad es linealmente ordenado, el orden es denso y completo (cada conjunto
de valores de verdad tiene infimo y supremo). En algunas consideraciones
bésicas trataremos con la logica de latices.

La parte principal de este trabajo es el Principio de Funcionalidad de
Verdad: trataremos con calculo légico en el cual cada conectivo ¢ tiene una
funcién de verdad f, : [0,1]> — [0,1] (por tanto f.(z,y) € [0,1] Vz,y €
[0,1]) determinando para cada par de férmulas ¢, el grado de verdad de la
féormula compuesta ¢(¢, 1) o ¢cp a partir de los grados de verdad de ¢ y 9
(similarmente para los conectivos de otras aridades). Esta es una asumpcién
muy comun y técnicamente util. Cuando escogemos funciones de verdad de
conectivos obedecemos estrictamente el principio diciendo que que cada logica
multivalor debe ser una generalizacion de la logica clasica . Por ejemplo, si
llamamos un conectivo & conjuncién, su funcién de verdad debe satisfacer,
entre otras cosas 1 x 1 = 1 1%x0 = 0% 1 = 0. Similarmente para otros
conectivos de la légica clasica.

Luego empezamos nuestra investigaciéon de buenos candidatos para ser
las funciones de verdad de los conectivos formulando nuestros requerimien-
tos sobre una funcién de verdad de la conjuncién. Veremos que una eleccion
adecuada de la seméantica de una conjuncién determina un célculo proposi-
cional completo.

Nuestra comprensién intuitiva de la conjuncion es la siguiente: Un grado
de verdad alto de ¢&1) deberian indicar que el grado de verdad de ¢ y 1 son
altos, sin ninguna preferencia entre ¢ y 1. Por lo tanto es natural asumir
que la funcién de verdad de de la conjunciéon es no decreciente en ambos
argumentos, 1 es el elemento unidad y 0 es el elemento cero.

Estos requisitos se cumplen en la siguiente definicién:

Definicién 5.1. Una t-norma es una operacién binaria  sobre [0, 1] satisfa-
ciendo las siguientes condiciones:
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1. * es conmutativa y asociativa, para todo x,y, z € [0, 1]

TxY = Y*T
(x*xy)*xz = x*(y*2)

2. x es monoétona creciente en ambas variables, es decir
1 < oo implica z1 x y < X9 % Y
y1 < yo implica & *x y; < % Yo

3. 1xz=xy0*xz=0Vz€[0,1]

* es una t-norma continua si es una t-norma y es un mapeo continuo de
[0,1]% a [0, 1]. Los ejemplos mas importante de t-normas que consideraremos
en este trabajo son las siguientes:

1. La t-norma de Lukasiewicz: z x y = max(0,z +y — 1).
2. La t-norma de Godel: z % y = min(z, y)

3. La t-norma producto: = * y = x.y este es producto de reales.

La eleccion de la funcién correspondiente a la implicacién. En logica de
dos valores, la implicacion ¢ = 9 es verdadero ssi el valor de verdad, de ¢
es menor o igual, al valor de verdad de 1. De manera general, podemos decir
que un valor de verdad grande de ¢ = 1, debe indicar que el valor de verdad
de ¢ no es mucho mas grande, que el valor de verdad de . Esto requerira
que la funcién de verdad x = y de implicacion debe ser no creciente en x
y no decreciente en y. Ademds necesitaremos la solidez de modus ponens
difuso: de (una cota inferior de) el grado de verdad x de ¢, y el grado de
verdad x = y de (¢ — 1), nosotros deberiamos ser capaces de calcular una
cota inferior del grado de verdad y de 1. La operacion que calcula la cota
inferior para y debe ser claramente no decreciente en ambos argumentos y
similarmente podemos argumentar que 1 es la unidad y 0 el elemento neutro
de la operacion en cuestiéon. Puede ser dificil justificar la conmutatividad o
la asociatividad; sin embargo es 1til tomar sé6lo una t-norma *, que da

Sla<zyb<z=y, ENTONCES axb<y
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asi en particular tomando a = x y escribiendo z en lugar de b nos da
SI 2z <z =y, ENTONCES z x 2z < y.

Por otra parte, nos gustaria definir x = y lo mas grande posible; por tanto
siempre que x * z < y entonces 2z es un posible candidato para x = y, por lo
tanto, podemos requerir, a la inversa,

Sl z %2z <y ENTONCES z <z =y.
y por tanto
rxz<yssiz<x=1y.

Asi tenemos el lema.

Lema 5.1. Sea * una t-norma continua. Entonces hay una tnica operacién
satisfaciendo, para todo x,y, z € [0, 1], la condicién (z * 2) <y ssi z < (z =
y), denotada por (x = y) = max{z|z x z < y}.

Demostracion. Sean z,y, z € [0,1] y * una t-norma continua. Sabemos que

rxz<yssi z2<x=>y (1)

Dado que Vz € {z: x * z) < y} se cumple que z < x = y entonces r = y =

sup{z : z x z) < y}. Luego, como x = y € [0,1] y z = y < x = y por (1) se
tiene que z * (z = y) < y, entonces © = y € {z|z * z < y}, por lo tanto

r =y =max{z|z*xz <y} (2)

Para probar unicidad, supongamos que existe otra operacién ~- tal que cum-
ple la condicion dada; es decir,

xxz <y ssi 2<x~y (3)

ya que x = y € {z|r *x z < y} tenemos que x = y < z ~ y. Ahora,
como x ~ y < x ~» y, por (3) se tiene que z * (x ~ y) < y, es decir
x ~>y € {z|r* z <y}, entonces por (2) se tiene que x ~ y =12 =y O]

Definicién 5.2. La operacién = y del lema anterior es llamada el residuo
de la t-norma
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Lema 5.2. Para cada t-norma * y su residuo = tenemos
i) z<yssi(z=y) =1
i) (I1=2)==x

Demostracion. (1) méx{z:z*xz<yt=1wzrx1 <y z<yyaquel
es la identidad.

(ii) La prueba es evidente.

Lema 5.3. (1) Siz <y, entonces x =y * (y = x)

(2) Siz <u<yy uesidempotente entonces x *y = x.

Demostracion. (1) Sea x <y y sea f(z) = z*y; f es continua en [0, 1],
f(0) = 0y f(1) = y, entonces por el teorema del valor intermedio
existe algin z con 0 < z < 1, tal que f(2) = x = z *xy. Asi para el
maximo z satisfaciendo x = z x y tendremos a z = y = .

(2) Primero asumamos que u = y. Entonces por (1) x = u * (u = x),,
rxu=ux(u=z)ku=uxux(u=12)=ux*x(u= x) =z Ahora
sea u < y . Entonces por propiedad de la t-norma x =z xu < z*xyy
como se cumple que z * y < x tendremos que x * y = x.

]

Teorema 5.1. La siguientes operaciones son el residuo de las tres t-normas
dadas al inicio: Para z < y,x = y = 1. Para x > v,

(i) Implicacién de Lukasiewicz : x =y=1—x+y
(ii) Implicacién de Godel: v =y =y
(iii) Implicacién de Goguen: = = y = y/x.
Demostracion. Asuma x > y.

(i) Entonces de la definicibn xxz =yssizx+2—1=yssiz=1—x+y;
asl 1 —x +y = max{z|z x z < y}.

(ii) Tenemos que = x z = y ssi min(z, z) =y ssi z = y.
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(iii) Similarmente; z -z =y ssi z = y/z (ya que z > 0).
[

Definicién 5.3. En lo que sigue consideraremos al intervalo unitario [0, 1]
como un algebra dotada de operaciones min y méax, una t-norma * y su
residuo =-, como también los elementos 0,1. Esta algebra sera denotada por
L(x). Usaremos N y U para denotar min y max respectivamente.

Tengamos en cuenta que el orden < esta definido como: x < y ssi xNy = .
Mostramos que min y max son definidos de x y =.

Lema 5.4. Para cada t-norma * continua, se tiene que las siguientes identi-
dades son ciertas en L().

(i) zNy=zx(z=y),
(i) zUy=((z=y) =y N((y = 7) = ).

Demostracion. (1) Si ¢ < y entonces © = y = 1 por 5.2(i). As{ x * (z =
y) = x. Ahora si x > y entonces x % (r = y) = y por 5.3(1).

(ii) Asumamos que = < y; entonces (x = y) =1y (z=y) =y = (1=
y) = y. Ademds, y < (y = x) = x yaque y x (y = x) < x (por
residuacién); asi ((z = y) = y)N((y=2z)=2)=yN(y = 2) =
x) =y. El caso y < z es completamente analogo.

O

Definicién 5.4. El residuo = define su correspondiente operacién unaria de
precomplemento (—)x = (z = 0)(futura funcién de verdad de la negacién).

Lema 5.5. Las siguientes operaciones son precomplementos de nuestras t-
normas distinguidas:

(i) Negacion de Lukasiewicz (—)x =1 — =z,
(ii) Negacion de Godel (=)0 =1, (—)z = 0 para = > 0.

(iii) El precomplemento dado por la implicaciéon de Goguen coincide con la
negaciéon de Godel.
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Demostracion. (i) Como z = y=1— 2+ y entonces (—)xr =z =, 0=
1—u.

(ii) © =¢ y =y entonces (—)zr = =g 0=0paraz >0y (—)0=0=
0=1.

(iii) El del producto es evidente.
O

En lo que sigue * denotara una t-norma continua; investigaremos el se-
migrupo ordenado conmutativo ([0.1], %, <). Recalcamos que un elemento x
es idempotente, si x xx = x. Asi ambos 0 y 1 son idempotentes. Un elemento
es nilpotente si existe un n tal que (n factores) x *...* x = 0. Denotamos x*"
por x * ... ¥ x con n factores.

Definicién 5.5. Una t-norma continua es Arquimideana si no tiene idem-
potentes excepto 0 y 1. Una t-norma Arquimideana es estricta si no tiene
nilpotentes excepto 0; en otro caso es nilpotente.

Definicion 5.6. Diremos que una t-norma % es isomorfa a una operacién
binaria x : [a,b]*> — [a,b] si existe una funcién estrictamente creciente f :

[0,1] = [a,b] tal que f(z*y) = f(x)* f(y) Y,y €[0,1]

Observe que para cada t-norma continua, el conjunto E de todos sus idem-
potentes es un subconjunto cerrado de [0, 1] y por lo tanto su complemento es
una unién de un conjunto Z,,., (£) numerable de intervalos abiertos disjuntos
entre si. Sea [a,b] € Z(FE) ssi (a,b) € Zopen(E). Para I € I(E) sea (x|]) la
restriccién de * a I2. El siguiente teorema caracteriza a todas las t-normas
continuas.

Teorema 5.2. Si x, E, Z(FE) estan definidos como arriba, entonces

(i) para cada I € Z(FE), (x|I) es isomorfo ya sea a la t-norma producto
(en [0,1]) 6 a la t-norma de Lukasiewicks (en [0,1]).

(ii) Siz,y € [0,1] son tales que no existe I € Z(FE) con z,y € I, entonces
x*y =min(z,y).

Demostracion. (i) Sean z,y € [0,1] VI € I(E),{z,y} € I = [a,b] =
{z,y} & (a,0).
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Six =y € 0,1 tal que z ¢ I VI € I(E) entonces v ¢ A VA €
Ipen(E) = © ¢ Ulypen(E) = EC = x € E. Por lo tanto x xx = x =
min(zx, x).

Si x # y podemos suponer sin pérdida de generalidad x < y:

Caso 1: Sea x € I = [a,b] € I(F) = a <2 <b <y, como b es
idempotente, entonces x * y = = min(z, y).

Caso 2: Seay € [ = [a,b] € I(E) = x < a < y, como a es idempotente,
entonces rxy = x = min(x,y). Porlo tantoVo,y ¢ IVI € I(E) Ja € E
tal que z < a <y = r*xy =z = min(x,y).

[

Para demostrar (), serd suficiente mostrar que cada t—norma continua
arquimideana estricta es isomorfa a la t—norma producto y cada t—norma
continua arquimideana nilpotente es isomorfa a la t—norma de Lukasiewicz.
Para ello, seran necesarios los siguientes lemas.

En adelante asumiremos que * es una t-norma continua arquimideana; es
decir, que los tnicos elementos idempotentes son 0 y 1.

Lema 5.6. Para cada ntiimero positivo x < 1,

lim ™ =0 (4)

n—oo

Si * es nilpotente entonces cada x < 1 es nilpotente. Si 1 > z*" > 0 entonces
m > n implica que x*™ < x*".

Demostracién. Como x < 1 = zxx < 1*xx = x, es decir z*? < x y en general
1) < 2*" entonces la secuencia 2*" es no creciente (y acotada por 0 por
abajo), luego, = = lim,, x™ existe; Ademds, T es idempotente:

Zx2=lim 2% lfm 2" = lim 2" =z (5)

n—oo m—o0 m,n—>oo

y va que la t-norma es arquimideana, se tiene que z = 0.
Ahora, sea z > 0 un elemento nilpotente y sea 0 < x < z, como z es nilpotente
también lo es x; si z < x < 1 entonces para alguin m > 0, *" < z, ya que
lim;™ = 0. Por tanto, si 2*" = 0 con n < m, entonces z*™" < 2*" = r*™" = ().
Por lo tanto x es nilpotente.

Supongamos que z*" = z*™ y sea y = 2*", z = 2*(™™™ entonces y =
y* 2z =y * 2% para todo £ € N, por lo tanto y = y * 0 = 0., por lo tanto
y =2 = 0 lo cual es una contradiccién. O
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Nota: Este lema puede ser usado para probar que una t-norma * es
Arquimideana si y sélo si para cada 0 < x,y < 1 existe un n tal que z*" < y.
Esto justifica el nombre Arquimideana.

Lema 5.7. Para cada ntimero positivo x < 1 y cada entero positivo n, existe
un unico y tal que y** = x.

Demostracion. Asumamos n > 1. Sea f(y) = y*™ la cual es una funcién
continua, luego f(0) = 0 y f(1) = 1, entonces por el teorema del valor
intermedio Jy € (0, 1) tal que f(y) = = para x € (0,1).

Para probar la unicidad, notemos que y** = x implicaque 0 < z < y < 1,
entonces sea r < z < y tal que z*" = y* por 5.3, z = y x t para algin t,
asi ¥ = 2™ =y % t*" = y*" « t*") para cada k > 0; pero por el lema
anterior, 1fmy, t**™ = 0 y, por continuidad, z = y*" = y*" * 0 = 0, lo cual es
una contradiccién ya que z > 0 . [

Definicién 5.7. Para cada z € [0,1], 2% es el tnico y € [0,1] con y" = z.

Para un nimero racional r = >,

x*r — (x*%)*m

m_
7

Lema 5.8. (1) Si ™ = ZL_// entonces z*n = W .
(2) Sean r, s racionales positivos, entonces x*" * 1*° = 2*"+) v € [0, 1].
(3) Si z > 0 entonces lim,, ., o =1

Demostracion. (1) Asumamos m' = km y n’ = kn, entonces
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(2) Sear =2, s =% entonces r + s = % Ahora

¥k xS = (I,*%>*m * ($*%)*k _ (‘r*%)*m—i-k _ JJ*(H_S)

(3) Siz > 0 entonces {z*7 }nen s una secuencia creciente ya que z € (0, 1]
y su limite es un idempotente, por lo tanto lim,, =1
[l
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Lema 5.9. (1) Si * es estricta, entonces ([0, 1], *) es isomorfo a ([0, 1], %)
donde z *, y = z.y (producto).

(2) Si * es nilpotente, entonces ([0, 1], %) es isomorfo a ([,1],*cp) donde
z *cpy = méx(1,z.y) (producto cortado en 1).

Demostracion. Ver prueba en [1] pdg. 34. ]

Lema 5.10. El semigrupo ordenado ([4,1],*cp) es isomorfo a ([0,1],*.)

dondex, es la t-norma de Lukasiewicz y = *;, y = max(0,z +y — 1).

Demostracion. Para z € [0,1] sea f(z) = 221 una funcién que mapea
de manera estrictamente creciente [0,1] a [1,1]. veamos primero que f(z *[,
y) = f(z) *cp f(y). Si x +y < 1 entonces f(z x,y) = f(0) = 1, luego
f(@)*cp fly) =22 2xcp2%2 = méx(L, 22+v=2) = 1 Ahora, siz+y > 1,
entonces f(zx,y) = f(z+y—1) = 222 Tuego f(x)xcp f(y) = 22 Vxcp
22(y—1) — mzix(%, 22(x+y—2)) — 92(z+y—2)

Luego f es inyectiva ya que es estrictamente creciente; ademas, f es conti-
nua, f(0) = 1y f(1) = 1 entonces por el teorema del valor intermedio se tiene

la sobreyectividad. Por lo tanto ([1,1], *cp) es isomorfo a ([0, 1], x1,). O
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5.2. Légica basica multivalor.

Si fijamos una t-norma continua *, fijamos un célculo proposicional (cuyo
conjunto de valores de verdad es el intervalo [0,1]). Tomamos * como la
funcién de verdad de la conjuncion &, el residuo = de x es la funcién de
verdad de la implicacion.

Definicién 5.8. El cdlculo proposicional PC(x) dado por * tiene variables
proposicionales pi, pa, ..., conectivos &, — y la constante de verdad 0 para
0. Cada variable proposicional es una férmula; 0 es una férmula; si ¢, son
férmulas, entonces @&, ¢ — 1 son férmulas.

Otros conectivos se definen de la siguiente manera:

PNy es d& (¢ — 1)

oV es (6 =) 2N (Y —¢) = 9)
-¢ es ¢—0

=19 es (¢ —=Y)&(Y —9)

Una evaluacion de variables proposicionales es un mapeo e que asigna a
cada variable proposicional p su valor de verdad e(p) € [0, 1]. Esto se extiende
de manera tnica a la evaluacién de todas las férmulas de la siguiente forma:

e(0) = 0
(o =) = e(d)=e¥)
e(o&y)) = e(9) xe(y)

Lema 5.11. Para cualquiera férmulas ¢, v

e(@Ny) = min(e(),e(y))
e(p Vi) = mix(e(9), e(¥))

Demostracion. Por definicién se tiene que ¢ Ap = ¢ & (¢ — 1), ast:

(¢ NY) = e(d & (¢ = p)) = e(9) xe(p = 1) = e(d) * (e() = e(¢))
e(¢) Ne(yy) = min(e(p), e()) por el Lema 5.4.

o9V ) = e(((6 = ¥) = %) A (Y = ) = 6)) = mi(e((® > ¥) =
¥),e(( = ¢) = @) = min((e(¢) = e(¥)) = e(¥), (e(y) = e(9)) =
e(¢)) = méx(e(¢),e(1)) por el Lema 5.4. O
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Definicién 5.9. Una férmula ¢ es una l-tautologia de PC(x) si e(¢) = 1
para cada evaluacion e

Una 1-tautologia es una féormula que es absolutamente verdadera bajo
cualquier evaluacion . En esta seccion se escogen algunas féormulas que son
1-tautologias de cada PC(x) (para cualquier * continua) para ser axiomas
y se desarrolla una légica que es una base comun de todas las légicas de
PC(%). Lo primero servird para demostrar varias férmulas importantes en
esta légica basica. Cada formula demostrable serd una 1-tautologia de cada
PC(x) y por lo tanto una tautologia de la légica clasica de dos valores.

Definicién 5.10. Las siguientes formulas son axiomas de la légica basica
BL.

(BL1) (=) = (¥ —=x) = (¢ —x))
(BL4)  (p&lp =) = (W&( — )
(BL5a) (¢ — (¥ — x)) = (&) — x)
(BL5b)  ((p&rp) = x) = (¢ = (¥ = X))

(

(BL6) ((p =) = x) = (¥ = ¢) = x) = X)
(BLT) 0— ¢

La regla de deduccion de BL es modus ponens.

El axioma (BL1), también llamado sufijo, asegura la transitividad de
la implicacién. (BL4) asegura la conmutatividad de la conjuncién minima
definida por A; también se llama el axioma de divisibilidad, ya que junto con
los otros axiomas y definiciones asegura la condicién de divisibilidad en BL-
algebras. Las implicaciones mutuamente inversas (BLb5a) y (BL5b) expresan
la condicién de residuacién. (BL6) es una variante de la prueba por casos: si
X se sigue de ¢ — 1) entonces si y también se sigue de 1) — ¢ entonces x.
Finalmente (BL7) dice que 0 implica todo.

Como se observa en la numeracion de axiomas hacen falta dos, que en un
principio estaban incluidos en el libro “Methamatemathics of Fuzzy Logic”
[1] pero luego se demostré que eran deducidos a partir de los otros. Estos
son:
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Lema 5.12. Todos los axiomas de BL son 1l-tautologias en cada PC(x).
Si ¢y (¢ — 1) son l-tautologias de PC(x) entonces 1) también es una 1-
tautologia de PC/(x). Consecuentemente cada férmula demostrable en BL es
una 1-tautologia de cada PC(x).

Demostracion. Suponiendo que e(¢) =z, e(¢)) =y y e(x) = 2. Si se denota
por ¢ a la férmula en (BL1); para probar que es 1-tautologia se demostrara
que e(p) <1y 1< e(p). Dado que para cualquier férmula ¢, e(p) € [0,1]
entonces para probar (BL1) sélo basta probar que:

<=y =(y=2)=(=2),

i.e., usando residuacién tendremos

(x=y)*x1<(y=2) = (r=z),ssi
(x=y)*x(y=2) <x= 2S5
(x=y)x(y=>2)xx <z

pero esto se sigue del hecho que z * (x = y) = min(z,y) < y y de manera
similar y % (y = z) < z. Como todas son equivalencias entonces se cumple la
desigualdad.

Para (BL2) tenemos que dado que por propiedad de t-norma z xy < z,
por el Lema 5.2 tendremos que (z * y) = x = 1. De igual forma utilizando
éste lema se prueba (BL3).

Para (BL4) SPDG asumamos que x < y y entonces por Lema 5.3 tendre-
mos que x =y * (y = x) y como x * (r = y) < z por el Lema 5.2 tendremos
que = * (r = y) = = = 1. De manera similar a (BL1) para probar (BL5)
basta probar que 1 < (z = (y = 2) = ((x*y) = 2)) lo cual por residuacién
es equivalente a probar que z = (y = 2) < (z*y) = z.

Por residuacion lo siguiente es equivalente
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t<z=(y=2),

txzr < (y=2),
txz*xy < 2z,

t<(xxy) =z

Por lo anterior y debido a que (x = (y = 2)) < (r = (y = 2)) se tiene
(BL5).

Para verificar (BL6) debemos probar que ((z = y) = 2) = (((y = z) =
z) = z) = 1, pero antes observar que (x = y) =16 (y = z) = 1 y que
1 = 2z = z por Lema 5.2.

Asi, SPDG supongamos que (x = y) = 1, entonces, bastard probar que
1< (2= (((y= ) = 2) = 2)) lo cual por residuacion es equivalente a que
2<(((y=x)=2)=2)siysélosi zx ((y = z) = z) < z lo cual es cierto
por lo que se cumple lo que queriamos.

Luego (BLT) es evidentemente una tautologia dado que 0 < z,Vz € [0, 1],
entonces 0 = x = 1.

Ahora para lo otro veamos que si z = 1 y x = y = 1 entonces, dado que
1 = y =y (por el Lema 5.2) entonces y = 1. Entonces ya que cada prueba
en BL se sigue por Modus Ponens entonces cada férmula demostrable sera
una l-tautologia de cada PC/(x). O

Ahora se va enumerar algunas de las férmulas importantes que son de-
mostrables en ésta logica, donde se comenta su papel e importancia.

Lema 5.13. En BL se prueban las siguientes propiedades simples de impli-
cacion.

o = ((p =) =)

Demostracion. (1) Usando (BL2) se tiene que (p&v) — ¢, entonces por
(BL5) ((p&t)) = ¢) — (¢ = (¥ — ¢)). Aplicando Modus-Ponens da

o= (V=)
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(2) Ahora para (2) por (BL5a) (¢ — (¢ = x)) = ((p&) = X) y por
(BL1) se tiene que ((p&ep) = (p&1))) = (&) = x) = (o) —
X)) de donde se deduce ((p&1)) — x) = (V&) — x) y de esto ultimo
por (BL5b) se tiene ¢ — (p — x).

(3) Por (1) se sabe que ¢ — (¢ — ¢) y aplicando (2) se obtiene que
1 — (¢ — ¢); por tanto tomando a 1) por cualquier axioma y aplicando
Modus-Ponens ¢ — ¢.

(4) Utilizando (BL1) se obtiene que (x — ¢) = [(¢ — ) — (x — ¥)].
Por tanto aplicando (2) se obtiene (4)

(5) Por (3) se tiene que (¢ — ¥) — (¢ — ), entonces ¢ — ((p — V) —
) utilizando (2).

Continuamos con las propiedades de la conjuncién residuada &.

Lema 5.14. En BL se prueban las siguientes propiedades de conjuncién
residuada.

) (&l = 1)) = ¢

7) o= (¥ = (p&t)))

8) (¢ = ) = ((p&x) — (V&)

(1 = Y1)&(p2 = ¥2)) = ((pr1&p2) = (V1))
(10) (p&erp)&ex < p&e(v&ex)

Demostracion.  (6) Primero notar que por (3) (¢ — ¢) — (¢ — ¢) y de
esto por (2) se tiene que ¢ — ((¢ — ) — ). Aplicando el axioma
(BL5D) se tiene que (p&(p — ¢)) —

(7) Para (7) notar que (p&v) — (p&)) por (3) y aplicando (BL5) se
tendrd ¢ — (¢ — (p&))).

(8) Por (6) (plely — ) = ¥ y (7) ¥ = (x = (b&x)); aplicando (BL1)
da (p&(p — ¥)) = (x = (¥&x)). Ahora por (BL5b) ¢ — ((¢ —
v) = (x = (W&x))) y por (2) ¢ = (x = ((¢ = ¥) = (V&x))).
Aplicando (BL5b) a esto tltimo (p&x) — ((¢ — ¥) — (Y&x)) y por
(2) (¢ = V) = ((p&x) = (¥&x)) con lo que se concluye.

(6
(
(
(9

)
)
)
0)
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(9) La prueba es sélo utilizar la propiedad anterior. Ver en pagina 39 en
[1].

(10) Para la ultima propiedad se puede ver que para cuarquier 4, utili-
zando repetidamente (BL5) se cumplen las siguientes implicaciones

[((p&p)lex) = 0] = [(p&tp) = (x = 0)] = [(¢ = (¥ = (x =
M = [(¢ = (W&x) = 0] = [(p&(&x)) — 0]. Asi cambiando §
por (p&)&x se tiene que (p&(&y)) — (p&1)&x. De forma similar
se puede probar el reciproco.

]

A continuacién se estudian a las propiedades de min-conjuncion A y de
max-disjuncion V. Notar que la conjuncién del minimo A difiere de la con-
juncién residuada &; por ejemplo, por su idempotencia. También la comuta-
tividad de A se establece en el axioma (BL4).

Lema 5.15. En BL se prueban las siguientes propiedades de la conjuncién
del minimo:

11) (pAY) = @, (pAY) =, (p&t)) = ( AY)
(p =) = (p o (P AY))
(pAY) = (b Ayp)

(11)
(12)
(13)
(14) ¢ < (¢ A o)
(15)
(16)
(17)

13

15) (0 AY)Ax < @AW AX)
(=)= ((pAx) = W AX))

17) (e = ) A (e = X)) = (¢ = (¥ A X))

16

Demostracion. (11) Parala demostracion de (pAv)) — ¢y (pAY) — ¢ s6lo
utilizar la definicién de A y el axioma (BL2). Ahora para el otro como
e AN = p&(p — ). Por propiedad (1) se tiene que ¢ — (¢ — ) y
utilizando (8) se tendrd &y — (¢ — )&, pero por conmutatividad
(BL3) y transitividad (BL1) esto da & — p&(p — ).
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(12) Dado que se cumple (11) sélo resta demostrar que (¢ — ¥) — (¢ —
(@ A)). Por (3) se tiene que p&(p — ¥) — p&(p — 1), asi aplicando
BL5 ¢ = ((¢ = ¢) — o&(p — 1)). Luego por (2) se tendra que

(= 9) = (¢ = (o = ¥))
(13) Es justamente el axioma (BL4).

(14) Solo resta probar que ¢ — (@A) pues por (11), (pAgp) — ¢. Paraello
se utiliza la propiedad (3), ¢ — ¢ y por la propiedad (12), ¢ — (pAp).

(15) Se tiene que p A (¥ A x) — . Luego dado que (1 A x) — 1), entonces
© A (¥ A x) — 1. De manera similar ¢ A (¢ A x) — x. Usando (17°) se

tiene que p A (P A x) — (@A) por lo que o A (YA X) = (P AY) Ax.
De manera similar se hace el reciproco.

(17) Por (10) se sabe que (¢ — x) — (¥ — (¥ A x)) y luego como (¢ —
VYA (@ = x) = (¢ — ) y por transitividad ¢ — (¢» A x). Con esto se
tiene que (¢ = ) A (¢ = x) = (¢ = (Y AX)). Ast (v = x) = (17) ¥
de manera similar se demuestra que (x — 1) — (17). Aplicando BL6

se demuestra (17).

[]

Las propiedades en (11) nos permiten obtener (por una doble aplica-
cién de Modus Ponens) una regla derivada de deduccion de BL llamada A-
adjuncion: ¢, Fpr o A1 (Asi en particular: (¢ — V), (¥ — ¢) Fpr (¢ <

).

Lema 5.16. En BL se prueban las siguientes propiedades de max-disjuncién.

18) v = (VY)Y = (e V), (Vi) = (Y V)

(18)
(19) (¢ =) = ((p V) = 1)

(20) ¢ < (¢ Vo)

21) (¢ = ¥) = ((pVXx) = (W VX))
(22) (¢ =) = (< (@ V)

(23) (p = V)V (¥ = @)

(24) (

eVYP)Vx oV (V)

23
24
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(25) (e = x)A W = x)) = (V) = X)

Demostracion. (18) Por definicién oV = ((¢ = ) = V)A (Y — @) — @)
y se sabe por (13) que pAx — xAdy coneso ((p — ) = )A((Y —
v) = ¢) = (v = ) = ) A((¢ = ) — ¥) que es equivalente a
w V1Y — V. Para probar ¢ — (¢ V 1) veamos que por propiedad
(5) v (2) se cumple ¢ — ((p = ©) = $) vy o = (& = ) - )
respectivamente. Asi por (13) se tiene que ¢ — [((¢ — V) — ¥) A
(¢ — @) — ¢)] con lo que es equivalente a ¢ — (¢ V ).

(19) Observar que ¢ V¢ — [(¢ — ¥) — 1] por definicién de V y aplicando
(2) se obtiene (¢ — ) = ((¢ V) = ).

20) Solo resta probar que (¢V @) — ¢, pero por (3) y lo anterior se cumple.

(20)

(21) Usando (19) y luego (18) se tiene (¢ — ¥) = ((¢Vx) = x — (¥ VX))

(22) Basta aplicar (18) y luego (1).

(23) Sise usa (17) se tendra que (¢ — 1) — (23). También (¢ — ¢) — (23)
por lo que al usar BL6 se obtendra (23).

(24) Se tiene que ¢ = @ V (Y V x), 1 = 9V (P VX) Yy X = @V (P V x).
Luego utilizando (25"), (¢ V) — ¢V (¥ V x) y por tanto (p V)V x —
@V (¥ V x). De manera andloga se obtiene el reciproco.

(25) Por (19) se tiene (¢ — ¥) — ((¢ V@) — ) y dado que [((¢ —
X) A (¥ = x))] = (¥ — x) se obtiene que (¢ V ©) — x. Con esto

(=)= [((p = x)AN (W — X)) = (V) = x)]. De forma similar
se demuestra que (¢ — ¢) — (25) y por tanto al usar BL6 se prueba

(25).
O
Corolario 5.1. En BL ademas se prueba
A7) (¢ = )&l = X)) = (¢ = (¥ A X))
(257) (¢ = 0&( = X)) = ((¢ V) = X)
Demostracion. La demostracion es consecuencia directa de (11). O

Lema 5.17. Ademas en BL se prueban las siguientes leyes distributivas.
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(26) (¢ = (¥ AX)) < (¢ = ) Al = X))
(27) (¢ = (P VX)) < (g = ¥) V(e = X))
(28) ((pAY) = x) < (¢ = X) V(¥ = X))
(29) (e V) = x) < (¢ = X) A (¥ = X))
(30) w&(v A x) < ((p&t) A (pex))

(1) @&(¥V x) < ((p&ip) V (p&ex))

(32) eV (P AX) < ((pVY)A(pVX))

(33) e AWV X) < (e AY) V(e AX))

Demostracion. Las propiedades de (26) — (29) son consecuencia directa de
los lemas anteriores. Veamos (26): una implicacion (<) es justamente (17).
Luego como ¢ — (v A x) vy (¥ Ax) =, (A x) = x se tendrd que p — 9

ye—=x-Asl (¢ = (WAX)) = (@ = ¥)y (¢ = (P AX)) = (¢ = x) por lo
que al aplicar (17) obtenemos (¢ — (¥ A x)) = ((¢ = ¥) A (¢ = x)). Las
propiedades 30 — 33 estan probadas en la pdgina 44 en [1]. H

Observe que las propiedades de monotonicidad probadas para todos los
conectivos se pueden usar para probar las propiedades correspondientes de
congruencia con respecto a la equivalencia, p. €j.

Lema 5.18. (34) (¢ <> ¢) = ((x = ¢) & (x = ¥))
(35) (p ) = (¢ = x) & (¥ = X))

(36) (v ¢ ¥) = ((p&x) < (V&x))

B7) (¢ ¥) = (¢ = ) A (Y = )

Demostracion. Las propiedades (34)-(37) son consecuencia inmediata de las
propiedades antes probadas. Por ejemplo para probar (36) veamos que por
definicién (¢ < ¥) — ((¢ — V)& (¢ — ¢)) y utulizando BL2, (8) y
comutatividad de & se tiene que ((¢ — V)& — ¢)) — [((p&x) —
(V&x))&((P&x) — (p&x))] que por transitividad de la implicacién es equi-
valente a (36). O
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Definicién 5.11. Entenderemos a 1 por 0 — 0

Lema 5.19. Las siguientes propiedades de las constantes de verdad 0 y 1
son demostrables en BL:

(38) (p&l) <> ¢
(39) (pAD) <o
(40) (¢&D) 4 0
(41) (@ AD) ¢ 0
(42) 1 =) ¢

Demostracion. Las demostraciones de estas propiedades llevan la misma idea
y son simples de realizar. Para justificarlo veamos que en (38) la primera
implicacién ya se cumple por BL2 y luego dado que 1 es 0 — 0, este se
cumple por (3). Asi por (7) 1 — (¢ — (1&¢p)) pero como (1&p) — (p&1) se
tiene que p — (p&1). O

Con estas propiedades se tiene que el 1 es la unidad para los conectivos
& y A, y el 0 es el anulador de estos, lo cual muestra que no se ha perdido
en nada la generalidad de la logica clasica.

A continuacién se da una lista de propiedades de negacion residual que
son demostrables en BL. Hay que tener en cuenta que las propiedades de
negacién son mas débiles que las conocidas de légica clasica: de hecho se
parecen mas a los de la logica intuicionista; mas tarde se muestra que de
hecho BL no prueba sus variantes clasicas.

Lema 5.20. En BL tenemos:

(43) ¢ — (—¢ — 1), en particular, ¢ — =y (&) = 0
(44) (¢ = ¥) = (¢ = —9)
(45) (e AY) < (e V =)
(46) ~(p V) < (mp A1)
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Demostracién. (43) Hay que recordar que —p, fue definido como (¢ — 0).

Por Modus Ponens se tiene que ¢ — ((¢ — 0) — 0) y por BL7 0 — 9,
ast ((¢ — 0) — ¢) y por tanto ¢ — (- — ). Ademds se obtuvo que
© — (= — 0) que es lo mismo que (p — ——¢p) y aplicando BL5a se
tendrd que ((p&—p) — 0).

Sélo utilizar la definicion y BL1.

Se sabe que (p A1) — ¢. Asi por (44) (—¢ — —(p A1)). De la misma
forma (=1 — —(p A1) por (25’) se tiene que (—p V 1)) — = (@ A1),
Para el reciproco por (11), (¢ — ) — (¢ — (¢ A¢)) por lo que
(p = ¥) = (= AY) = —p) y debido a que (=g — (= V 1))
entonces (¢ — ) = (=(p AY) = (- V —)). De forma anéloga se
demuestra que (¢ — ¢) = (=(p A ) — (—¢ V =)). Por lo tanto
aplicando BL6 se tiene que =(p A ¢) — (mp V —).

Se sabe que p — (V). Asi ~(pV1)) — —¢; andlogamente (V1)) —
). Luego por (17°) =(¢ V ¢) — (- A ). Para el reciproco ver
primero que [(—¢ A )& (¢ V ¥)] — 0. En efecto si se supone que
(¢ — ). Entonces por (22) (¢ — ¥) — ((p V ¢) <> ) y usando
(44) se tiene (p — ¥) — ((— A =p) <> —)). Luego al utilizar (36)
(o = V) = (e A =)&(p V1Y) < (P&—). De manera analoga
se obtiene (¢ — ¢) = ((mp A =) & (@ V V) <> (p&—¢). Sustituyendo
(Y&—1), &) por 0 y usando BL6 se tendra (—pA—1))& (V1)) — 0.
Luego si se tiene que (p&v) — 0 por (7) ¢ = (¥ — &) — 0 es
decir, ¢ — —p. Por tanto, por lo anterior (—p A =) — =(p V).

[

Notar que (45) y (46) son ambas las leyes de De Morgan.

Definicién 5.12. Una teoria sobre BL es un conjunto de férmulas. Una
prueba en una teoria 1" es una secuencia ¢, ..., @, de férmulas las cuales cada
miembro es ya sea un axioma de BL o un miembro de 7" (axioma especial) o
se sigue de algunos miembros precedentes de la secuencia usando la regla de
deduccion modus ponens. T'F ¢ indica que ¢ es demostrable en T, es decir,
que es el ultimo miembro de una prueba en 7T

EL siguiente es una variante del teorema de deduccion.
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Teorema 5.3. Sea T una teorfa y sean , 1 féormulas. T'U {p} F ¢ si y sélo
si existe un n tal que T F (¢™ — ) ( donde de nuevo " es p&...&p, n
factores).

Demostracion. Primero notar que se puede imponer cualquier corchete en
p&...&p, gracias a la asociatividad y conmutatividad de &. Veamos que si
n = 1 estamos justamente en el teorema de deduccién de los preliminares.
Ahora si suponemos que existe n > 1 tal que T' F (¢" — ) entonces
TF (p&p™ ! —4)) y por BLAT F (¢ — ("1 — ) y por tanto TU{¢} +
("' — ). Siguiendo y el mismo proceso se tendrd que T U{p} = (¢ — )
y por tanto T'U {p} - 1.

Reciprocamente asumir que 7'U {¢} F ¢ y sean 7y,...,7; una corres-
pondiente prueba (T'U {p}) de 1. Se probara por induccién que para cada
j=1,...k, hay un n; tal que T'F (¢™ — ~;). Esto se cumple claramente
para y; que viene de un axioma de BL o de T"U{p}. Si v, resulta por Modus
Ponens de miembros previos v;, (7; — 7;), entonces por hipétesis de induc-
cién existen n,m tal que T F (" = v) vy T F ¢™ — (1 — 7;). Usando
(9) T+ (&™) = (7:&(vi — 75)) v asi por (6) T F ¢"*™ — ~; lo cual
completa la prueba. O

Nota. Es de notar que en general no se puede probar el teorema de
deduccion en la forma 7.4 el cual es valido para logica clasica; debemos ver
antes que s6lo una de nuestras 16gicas (l6gica de Godel ) tendra el teorema
de deduccion clasico, donde la férmula ¢ — 1) serd reemplazada por ¢ —

(p = ... > (p = )...) (n copias de @).

Definicién 5.13. Una teorfa T es contradictoria (o incosistente) si T + 0;
en otro caso es consistente.

Lema 5.21. T es inconsistente ssi 1"+ ¢ para cada ¢.

Demostracion. Si T prueba cada férmula, entonces prueba 0. Reciprocamen-
te, si T+ 0 entonces T+ ¢ ya que T+ 0 — ¢ (axioma (BL7)). O

Lema 5.22. Si T'U {p} es inconsistente, entonces para algun n, T F —(¢").

Demostracién. Si T U {p} F 0, entonces, por el teorema de deduccién existe
un n tal que T F ¢" — 0. O

Lema 5.23. En BL se prueba:
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(47) (e Vi)&(e V) = ((p&p) V (W&y)) v (@ Ap)&(p Vi) = ((p&p) A
(V&)

(48) (p = )™V (v — )", para cada n.

Demostracién. (47) Se escribe de nuevo ¢? por p&; se tiene que probar
que (¢V1)? < (p?&)?). Ahora por distributividad en (31) se tiene que
(V)2 < (¢* V2 V p&a)), asi es suficiente demostrar que (p&1)) —
(p? V 9p?) para obtener que (¢* V 1% V p&)) <> ©* V )2, Esto se hace
por casos. En efecto - (¢ — ¥) — (p&tp — ¢?) y asi, (¢ — ¢) —
(&) — p? V 1?), y de forma andloga (1) — @) — (@& — ©* V ?)
y por (BL6) se concluye.

(48) Se tiene por (15) que BL + (¢ — %) V (¢ — ). Entonces por (5)
(0 = DV = ¢) = (9 = V(= 9)) = (9 = )V (1 — @)
es decir, se obtiene que F ((¢ — ) V (¢ — ¢))? y por (47) se obtiene
(¢ = V)2V (v = @)% Por induccién sobre n y usando el mismo
argumento se demuestra.

O

5.3. Latices residuados; un teorema de completitud.

Para tener mas de dos valores para la evaluacion de férmulas, se han he-
cho muchos intentos para generalizar la légica clasica. De esta manera, dos
estructuras especiales tomaron un papel importante, a saber, latices residua-
dos y dlgebras BL. En esta subsecciéon, se vera brevemente las principales
propiedades de ellos.

Un latice residuado se puede colocar entre algebras de Boole y algebras
BL. La lista de sus operaciones contiene, ademas de las de latices, también
dos operaciones adicionales llamadas t-normas y residuo. En el caso de que
L = {0, 1}, estos coinciden con A, —, respectivamente.

En las dos secciones anteriores estudié a las t-normas continuas como
candidatos para ser la funcion de verdad de la conjuncién y su correspon-
diente residuo como funcién de verdad de la implicacion. Para cada t-norma
continua fija * se obtiene un correspondiente calculo proposicional PC/(x).
En esta seccién se hara una algebraizacién de BL. ISe introduce una variedad
de algebras llamadas BL-algebras y se mostrara que,
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» Para cada t-norma *, el intervalo unitario [0, 1] dotado con las funciones
de verdad de los conectivos es una BL-algebra linealmente ordenada.

» Cada férmula demostrable es una 1-tautologia sobre cada latice.

= El conjunto de todas las formulas factorizadas por equivalencia demos-
trable (es decir, el conjunto de clases de férmulas demostrablemente
equivalentes), dotado con operaciones dadas por conectivos es una BL-
algebra (no linealmente ordenada).

» Una férmula que es una 1-tautologia sobre todas las BL-algebras li-
nealmente ordenadas es una tautologia sobre todas las BL-algebras
(linealmente ordenadas o no).

Esto nos dara el teorema de completitud deseado. Definiremos las BL-alge-
bras como latices residuados particulares.

Definicién 5.14. Un latice residuado es un algebra
(L7 m? U7 *7 i? 07 1)

de tipo
(2,2,2,2,0,0)

tal que

» (L,N,U,0,1) es un latice con elemento maximo 1 y elemento minimo
0 (con respecto al orden <).

s (L,*,1) es un semigrupo conmutativo con elemento unidad 1, es decir,
% es conmutativo, asociativo, 1 x x = x V.

= La operacion = es una operacién de residuacién con respecto a *, es
decir,
z2<(r=y) ssi xxz<y Va,y,z

Veamos que en comparacion con un latice ordinario, esta estructura es
enriquecida por un par especial (—,*) de operaciones llamado par adjunto.
Cabe mencionar que hay varios nombres para latices residuados, por ejemplo:
semigrupo Abeliano conmutativo residuado, monoide residuado, entre otros.
Algunos ejemplos de latices residuados son los siguientes:
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Ejemplo 5.1. Algebra Booleana para lgica cldsica
Lg=({0,1},A,V,—,0,1)

Donde — es la implicacién clasica, es el latice residuado més simple (la t-
norma * = A). En general cada algebra booleana es un latice residuado
cuando escribimos a — b =a’ V b.

Ejemplo 5.2. Algebra de Lukasiewicz
L; = ([0, 1], AV, % —p, 0, 1)

Donde z * y = max(0,x + y — 1) (t-norma de Lukasiewicz)

y x =py=1—x+y (implicacién de Lukasiewickz).

Ejemplo 5.3. Latice residuado de funciones [0, 1]—valuadas

Sea X un conjunto no vacio. Para cada f,g € [0,1]* escribamos
= (fVg)(x) = flx)Vyg(x), = (fxg)(x) = flz)*g(x),
= (fAg)(x) = fx) Ag(x), = (f=9)(x) = f(z) = g(z)

Ve € X donde A,V,x* = son las correspondientes operaciones del algebra
de Lukasiewicz (ejemplo anterior). Ademas, sea 0, 1 las funciones constantes
tomando valores de verdad 0, 1 respectivamente. Entonces

L7™M(X) = ([0,1]%, A, V, %,0,1)
es un latice residuado.

Definicién 5.15. Un latice residuado (L, N, U, *,=>,0,1) es una BL-algebra
ssi se cumplen las siguientes dos identidades Vz,y € L:

s Ny =zx*(x=1y)
» (r=y)U(y = x) =1 (prelinealidad).
Lema 5.24. Sean z,vy, z € [0, 1], en cada BL-dlgebra se cumple lo siguiente:

() zx@=y) <y vy 2<(y= (rxy)),

(2) x <yimplicazxz<yxz, (z=2z)<(2=vy), (y=2) < (r=2),
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B)z<yssi x=y=1,

(4) (xUy)*2=(z*2)U(y*2),

5) 2Uy=((r=y)=y)N((y=1z)= 1)

Demostracion. (1) zx(x = y) <y < x = y < x = y por la tercera

propiedad de un latice residuado. Similarmente z < (y = (r xy)) <
yxxr < xxY=1Y*T.

(2) y < z= y=xzpor (1), entonces r < z = y * z, luego, por la tercera

(4)

propiedad de un latice residuado, se tiene que z*z < y*z. Ahora, como,
x < ysetiene que zx(z = x) < x < y, entonces zx(z = z) <y & z =
x < z = y. Por tltimo, si x < y entonces zx(y = 2) < y*x(y = 2) < z,
entonces tx (y = z2) <z y=z<z= =z

r<y & lxz<y
& 1<r=y
S r=y=1

Ya que x < x Uy entonces = x z < (x Uy) * z. Similarmente, y % z <
(x Uy) * z; por lo tanto (x x z) U (y * z) < (z Uy) * z. Reciprocamente,
xxz < (zx*z)U(yx*z), por lo tanto, z < (z = [(x % 2) U (y * 2)]);
similarmente y < (z = [(z * 2) U (y * 2)]) por lo tanto (z Uy) < (2 =
[(z % 2) U (y x 2)]) entonces, (x Uy)*z < (x % z)U (y* z). Por lo tanto
se tiene que (x Uy) * 2z = (z % 2) U (y * 2)

Probaremos que z U y es la mayor cota inferior de
{(z=y) =y, (y=2) =2}

Asi, (z = y)x(@Uy) = (ex(z=y)Uyx(@=y) <yUy=uy.
Entonces z Uy < (z = y) = y, similarmente z Uy < (y = z) = «
y por tanto, z Uy < ((z = y) = y) N ((y = z) = z), es decir,
zUy e {(z=1y) =y, (y = 2) = z}. Probemos ahora que es la cota
inferior mas grande.

Sea c € {(r = vy) =y, (y = x) = z}, entonces

c<(r=y)=y implica (x=y)xc<y
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c<(y=2x)=x implica (y=x)xc<zx

entonces [(x = y) *xc]JU[(y = x) *c] < xUy y por 4. tenemos cx* [(z =
YU(y=2a)] <zUy luegoc=cxl=cx[(z=y)U(y=2) <zxUy.
Por lo tanto s Uy = ((z = y) = y) N ((y = x) = ).

[

Definicién 5.16. Un latice residuado (L, N, U, *,=-,0,1) es linealmente or-
denado si el orden parcial asociado al latice es lineal; es decir, si para cada
para z,y tNy =z 6 zNy =y (equivalentemente z,y Uy =z 6 zUy = y)

Lema 5.25. Un latice residuado linealmente ordenado L es una BL-algebra
si y sélo si la identidad x Ny = x % (z = y) es cierta en L.

Demostracion. como L es un latice residuado linealmente ordenado, entonces
r <y by < xsecumple para cada x,y € L, entonces, si x < y implica
r =y =1yxNy = z, similarmente si y < x implica y = x =1y
TNy =uy. O

Observacién: cada t-norma continua determina una BL-algebra sobre el
intervalo unitario [0, 1] con su orden lineal estandar.

Definicién 5.17. Sea (L;N, U, *,=,0, 1) una BL-4lgebra. Definimos una L-
evaluacion de variables proposicionales como un mapeo e que asigna a cada
variable proposicional p un elemento e(p) de L. Esto se extiende de manera
obvia a una evaluacién de todas las férmulas usando las operaciones sobre L
como funciones de verdad, es decir,

e(0) = 0
e(p =) = e(d) = e(®)
e(@ &) = e(¢)xe(y)

Y por lo tanto e(¢p A ) = e(@) Ne(¥) , e(p V) =e(p)Ue(¥), e(-) =
e(¢p = 0)

Una férmula ¢ es una L-tautologia si e(¢) = 1 para cada L-evaluacién e.

Teorema 5.4. La logica BL es sélida con respecto a B L-tautologias, es decir,
si ¢ es demostrable en BL, entonces ¢ es una L-tautologia para cada BL-
algebra L. Mas generalmente, si 7" es una teoria sobre BL y de T se demuestra
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¢ , entonces, para cada BL-dlgebra L y cada L-evaluaciéon e de variables
proposicionales asignando el valor 1 a todos los axiomas de 7" tenemos e(¢) =
1.

Demostracion. Debemos mostrar que todos los axiomas de BL son L—tauto-
logias y que la definicién de x Uy a partir de = es una tautologia, pero esto
ultimo ya se probé en (5). Probaremos solamente el axioma (BL6), el resto
de los axiomas se demuestran como en el Lema 5.12:

r=y)=z2)x((y=2)=2)
(z=y)=2)x(y=2)=2)]*((z=y)U(y= 1))
(z=y)=2)x(y=2)=2)]*(@z=y)U[(z=y) ==2)
#((y = 2) = 2)]* (y = )

zUz=z2

((
It
It

IN

]

Lema 5.26. La clase de todas las BL—algebras forman una variedad de
algebras.

Demostracion. De la primera seccién de este trabajo sabemos que la clase
de todos los latices es una variedad; también las condiciones sobre 0,1 se
pueden expresar por identidades: N1 = z, x N0 = 0. Similarmente las
condiciones sobre * (conmutatividad, asociatividad, 1 es el elemento unidad)
son identidades. Solo falta verificar que la operacion de residuaciéon se puede
expresar por medio de las siguientes identidades:
6) zN(y = (zxy)) =z,
(7)
(8)
(9)
)

(r=y)xz)Uy =1y,

9

(

(z= (zUy)) =1,
(z=2)=(z=(zUy))) =1,
(

(10) (zNy)*xz=(x*xz)N(yx*z).

Primero, obsérvese que estas cinco identidades son verdaderas en cada
BL—élgebra: (6) es equivalente a x <y = (zxy)y7Tay= (rxy) <y por

(1).
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para (8), como z < xz Uy entonces (x = (xUy)) =1 por (3). (9) es un
caso particular del hecho que si y < z implica (z = y) < (z = 2) (= es no
decreciente en el segundo argumento; en efecto, siy < z, u < x = y implica
xxu <y implica z * u = z implica u < z = z). y por ultimo (10) es una de
las leyes distributivas y se sigue de la demostrabilidad del lema (5.17) (30).

Ahora probemos la condicién de residuacién con estas cinco identidades:

(11) « <y implica x * z < y * z; en efecto, si x < y entonces © = x Ny por
lo tanto x x z = (xNy) *x 2 = (z x 2) N (y * 2) por (10), por lo tanto
Tx 2z <y *2.

(12) x < ysiy sélo si z = y = 1. Por un lado, x < y implica x Uy = y,
por tanto z = y = 1 por (9); por otro lado si z = y = 1 entonces
xNy=x%(x=y)=xx1=ux, porlo tanto x < y.

(13) x < y implica z = = < z = y. Esto se sigue directamente de (10) ya
que st z < y entonces y = x U y.

(14) z <x = yssi z*z <y. Usando (11) — (13) tenemos:

(<) Por (1) z < x = (xxz) por lo tanto si z * z < y, entonces
z < x=1.

(=) Siz < x = yentonces x *x 2z < xx*(xr = y) < y. por lo tanto
T*z <.
O

Mostraremos ahora que las clases de férmulas demostrablemente equiva-
lentes forman una BL—4&lgebra.

Definicién 5.18. Algebra de Lindenbaum-Tarski

Sea T una teoria fija sobre BL. Para cada férmula ¢, sea [¢|r = {¢|T F
¢ = v}. El dlgebra de Lindenbaum-Tarski de la teoria 7', denotada por
Ly, élgebra con el dominio {[¢]r|¢ es una férmula de BL} y las operaciones
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definidas como siguen:

0 = [0z
1 = [Ir
[o)r * [W]r] = [p&d]r
Bl N[Wly = [@AY]y
[Pl = Wr = [0 =Yy
[0 U [¢]y (6 V Plp

Lema 5.27. Ly es una BL-algebra.
Demostracion. Sean [@|r, [¥]r, [X]r € Lr

= Propiedades de latices

e Idempotencia: [¢|r N [p|lr = [p A ¢]r = [¢]r por propiedad de
minima conjuncion.

e Conmutatividad: [¢]r N [Y]r = [¢ AY]r = [ A dlr = [V]r N [d]r

por propiedad de minima conjuncién.

e Asociatividad: [¢]rN([¥]rN[x]T) = [dA(WVAX)]r = [(PAY)AX]T =
([#lr N [¥]7) N [x]r por la asociatividad de A.

e Absorcién [¢]r U ([¢lr A []r = [0V (6 A)]r) = [¢]7

= propiedades de semigrupo conmutativo

e Conmutatividad: [@]r * [{]r = [@p&]r = [V&|r = [Y]r * [¢]r por

el tercer axioma de logica basica BL.

e Asociatividad: ([¢]7* [¢]7)* [x]r = [(¢&)&x]|r = [0&(P&ex)]r =
(67 * ([v)]r * [x]r) por propiedad (asociativa) de la conjuncién
fuerte.

Ahora obsérvese que el orden < del latice satisface lo siguiente:

[Plr < [Ylp ssi THo¢—

(<) SiTF ¢ — ¢ entonces T F ¢ = (pA), por lo tanto [¢]r = [d]r N [¢]r
y [Blr < [Y]r.
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(=) Si[¢]r < [W]r, por lo tanto T'F ¢ = (¢ A ), entonces T' F ¢ — ¥ ya
que sobre BL, T ANy —

Probemos ahora la propiedad iii) de un latice residuado: [x|r < [¢]r =
[Wlr ssi T x = (¢ =) ssi TH(x&o) = ¢ ssi [x&tlr < [¢r.

por lo tanto Ly es un latice residuado. Falta probar que Ly cumple con las
condiciones de una BL—algebra:

= [Olr * ([¢lr = [Wr) = [9&(¢ = ¥)|r = [¢ A]r = [¢]r N [Y]r por la

definicién de A.

= ([¢lr = [Wr) U(Wr = [9r) = [0 = ¢lr V[ = ¢lr = [lr = 1 por
la propiedad de méxima disyuncién (Lema 5.16 (23)).

]

Filtros y congruencias. La teoria de filtros proporciona una de las técni-
cas algebraicas fundamentales, que hace posible investigar las caracteristicas
principales y profundas de las dlgebras subyacentes. Presentamos algunas de-
finiciones basicas y también demostramos una conexion cercana entre filtros
y congruencias

Definicién 5.19. Sea L = (L,N,U, *,=-,0, 1) un latice residuado. Un filtro
sobre L es un conjunto no vacio F' C L tal que para cada x,y € L,

ac€ F y be F implica axbe F

a € F y a<b implica be F.

Decimos que F' es un filtro primo si y sélo si para cada z,y € L,
(x=y)eF o (y=z)€F

Definicién 5.20. Sea L un latice residuado, ~ es una relacion de congruencia
sobre L si es una relacion de equivalencia sobre L y ademas, si a,b,c,d € L
son tal que si a ~ ¢, b~ d entonces

aNb~cNd, aUb~cUd

axb~cxd, a=>b~c=>d
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Lema 5.28. Sea L una BL—4lgebra y sea F' un filtro. Si
x~py ssi (e=y)eFy (y=x)€F
entonces

(i) ~F es una congruencia y la correspondiente dlgebra cociente L/ ~f es
una BL—algebra.

(ii) L/ ~p es linealmente ordenado si y sélo si F' es un filtro primo.

Demostracion. (i) Probemos que es una relacién de equivalencia, sean
x,y,z € L:

e Reflexiva: x = = = 1 entonces z ~p .

e Simétrica: sea x ~p y entonces r = y € F'y y = x por lo tanto
Yy~r
e Transitiva: Ya que la férmula (¢ — )& (¥ — x) = (¢ — Xx)
es una l—tautologia sobre L, es decir, ((z = y) * (y = 2)) =
(x = z) = 1 entonces ((zr = y) * (y = 2)) < (¢ = z) para cada
z,y,z € Ly si (x = y),(y = z) € F entonces (r = z) € F. Por lo
tanto podemos definir clases de equivalencia [z]r = {y|z ~F y}.
Verifiquemos que es una relacion de congruencia, es decir que
preserva las operaciones. Verifiquemos primero que [z] < [y] ssi
r = y € F. Obsérvese que [z Nylp = [z]p N [ylr = [z]F ssi
[z]F < [y]F, entonces
(=) Sea [z]r < [ylr & [z Nylp = [z]p; es decir z ~p x Ny,
entonces * = (xNvy),(rNy) = x € F, probemos ahora que
r= (zNy) < (z=1y)

r=xNy)<(z=y) & zx(z=(xNy)) <y
(por Lema 5.24(1)) < zx(z= (zNy))<zNnNy<y
S (z=(zNny) < (z=vy)

como x = (xNy) € F entonces x = y € F.
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(<) Siz = y € F queremos probar que [z]r < [y|r; es decir que
r= (zNy), (xNy)=z € F. Probemos que z = y <z =
(xNy).

r=y<z=(xNy) & zxx=y) <zNy
S zNy<zNy
Por lo tanto x = (z Ny) € F. Andlogamente se prueba que
(xNy) =z €F
probemos que si [z|F = [y]r entoces:
o [zNz]p = [yNz]p. Es decir, queremos probar que z N z =

yNz, yNz=xNzeF, entonces

r=y<zNz=yNz & (zN2)x(x=y)<ynNz

= (zx(z=y)Nizx(rz=y) <ynz
= (zNny)Nizx(z=y) <bN(zx(x=1y))

Luego (zx (x = y) < z< (r=vy) < z= 2z =1, entonces
x =y < 1. Porlotanto xt Nz = yNz € F. Andlogamente se
demuestra que yNz=xNz € F.

o [z *z]p = [y * z|p. Probemos que x = y < (z % z) = (y * 2).
r=y<(r*xz)=(yxz) e r*xz*(r=1y) < (yx*z) luego
rNy =x*(z =y) <yimplica z < z. Por lo tanto (z* z) =
(y*z) € F. Andlogamente se prueba que (y*z) = (z*z) € F.

o [z = z]r = [y = z|p. Probemos que (x = 2) = (y = z) € F.

y=>zr<(r=>2)=>Wy=22) & (r=>2)x@y=>2)<(y=2)

& (= 2)xy*x(y=>2) <z

Luego (z = 2)*x (yNz) < (x = 2z)*xx =xNz < z Por lo
tanto (r = z) = (y = z) € F. Andlogamente se demuestra
que (y=z2)= (r=2) € F.

o [z = z|]p = [z = y|p. Tenemos que (z = y) < (z = z) =
(z=y)ssizx(z=a)*x(z=y)<zx(z=y) =zny<y.
Por lo tanto (2 = z) = (2 = y) € F. Andlogamente se
demuestra que (z = y) = (z = z) € F.
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Por lo tanto podemos inducir las operaciones *, =, N, U sobre el
conjunto L/ ~p de clases de equivalencia haciendo [z % y|p =
[z]F * [y]F, etc; el mapeo que asigna a cada z su clase [z]r es
entonces un homomorfismo y L/ ~p bajo la operacién inducida
es una BL—4algebra (ya que las BL—algebras forman una variedad
y por lo tanto es cerrado bajo homomorfismos y estos preservan
la validez de las identidades).

(ii) («=) Asumamos que F' es un filtro primo y sean z,y € L. Si (z = y) €
F| entonces [z]r < [ylr y, si (y = x) € F entonces [y]r < [z]F.
Por lo tanto < es lineal.

(=) Si L/ ~F es linealmente ordenado y z,y € L, entonces, o bien
[zlp < lylry (= y) € F6[ylr < [z]py (y = x) € F. Por lo
tanto F' es un filtro primo.

]

Lema 5.29. Sea L una BL—algebra contable y sea a € L, a # 1. Entonces
existe un filtro primo F' sobre L tal que no contiene a a.

Demostracion. Denotemos por F'(a) al conjunto de todos los filtros de L
que no contienen a a, F(a) # 0 ya que Fy = {1} € F(a). Probaremos que si
FeF(a)yz,y€ Ltalquex =y ¢ Fyy = x ¢ F, entonces existe un filtro
F'D Ftalquea ¢ F',perox =y € Foy =z € F. Nbtese que el filtro mas
pequeno F’ que contiene a F es F' = {u | (v € F)(In € N)(v 2" < u)}.
Probemos que en efecto este conjunto es un filtro y que es el més pequeno que
cumple la condicién. Sean u,r € F’, entonces existen v,w € F y n,m € N
tal que v x 2" < uy wx* 2™ < r, luego

(v 2") % (w*2™) uxr

<
(vxw)* 2" < wxr

por lo tanto u x r € F’. Ahora, sean u € F’' y u < t, entonces existe v € F' y
n € N tal que v * 2" < u < t, entonces v * 2" < t, por lo tanto t € F’. Por
tanto, F’ es un filtro. Ahora, sea F” otro filtro tal que I C F" y z € F”,
y probemos que F’ C F”. En efecto, sea u € F/ = Jv € F' 'y n € N tal
que v * 2" <wu,comov € F C F” y z €& F"” entonces v x 2" € F” (filtro),
entonces v * 2" < u implica que u € F".

Por lo tanto asumamos que z = y ¢ F'yy = = ¢ F y sean Fy, F;
los filtros mas pequenos tal que contienen a F' como un subconjunto y = =
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y € Fyy = z € F respectivamente como un elemento. Afirmamos que
a ¢ Fy 6 a¢ Fy. Asumamos lo contrario, entonces para algin v € F'y
n natural v * (x = y)" < ayvx(y = )" < a, por tanto a > v * (v =
yY)"Uvkx(y=a)"=vx((z=y)")U(y = x)")) =v*1 =0, entonces v < a
lo cual implica que a € F' (—+<). Por lo tanto a ¢ F; 6 a ¢ F.

Como L es contable, entonces ordenamos todos los pares (x,y) € L?
en una secuencia {(z,,y,) : n natural}, y pongamos Fy = {1} y habiendo
construido F), tal que a ¢ F,, tomamos F,, C F,; tal que a ¢ F,, ;1 de acuerdo
a nuestra construccion; si es posible tomamos F,, 4 tal que (z,, = y,) € F11,
si no tomamos (y, = x,) € F,.1. Y asi, nuestro filtro primo deseado sera

"

(Unién de filtros es un filtro: en efecto, sean a,b € |J,, F, = a € F,,b €
F, paraalgin r,s € N sin pérdida de generalidad, supongamos r < s
entonces F, C F;, como a € F, C F;, = axbe F, C |J, F,. Ahora, sea
a€l,F,ya<b,entonces a € F,, para algin m € N, como £}, es un filtro
entonces b € F,,, por lo tanto b € |, F,.) ]

Lema 5.30. Cada BL-algebra es una subalgebra del producto directo de un
sistema de BL-algebras linealmente ordenado.

Demostracion. Sea L una BL—algebra y U el sistema de todos los filtros
primos sobre L. Para F' € U sea Lp = L/F y sea

L*:HLF

Feu

L* es el producto directo de latices residuados linealmente ordenados {Lp |
FeU} de L*. Seai: L — L* definida por i(z) = {[z]r | FF € U} € L* para
cada z € L. Claramente este mapeo preserva las operaciones y por tanto es
un homomorfismo. Probemos ahora que es inyectivo. Si z,y € F con x # y
entonces £ y 6 y £ x lo cual implica x = y # 1, entonces por el lema
anterior, sea F' un filtro primo sobre L tal que x = y ¢ F’; entonces en L/F,

[z]F £ [y]r lo cual implica L/F, [z]r # [y]r y por lo tanto i(z) #i(y). O

Definicién 5.21. Asociar con cada férmula ¢ de BL un término ¢°* del
lenguaje de latices residuados reemplazando los conectivos —, &, A, V, 0,1
por los simbolos de funciones =, x,N, U, 0, 1 respectivamente y reemplazando
cada variable proposicional p; por su respectivo objeto variable x;.
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Lema 5.31. Sea ¢ una formula,

(1) Si ¢ es una L—tautologia para todas las BL—4&lgebras linealmente or-
denadas, entonces ¢ es una L—tautologia para todas las BL—algebras.

(2) ¢ es una L—tautologia ssi la identidad ¢* = 1 es verdadera en L.

Demostracion. (1) Se sigue inmediatamente de (2) y del lema de represen-
tacion del producto subdirecto.

(2) Se sigue inmediatamente del hecho que el valor del término ¢* dado
por una evaluacion e es solo ey (¢); es decir, 1 = ¢* = er(¢).

]

Teorema 5.5 (Completitud.). BL es completo; es decir, para cada férmula
¢ los siguientes son equivalentes:

i) ¢ es probable en BL
ii) Para cada BL-dlgebra linealmente ordenada L, ¢ es una L-tautologia

iii) Para cada BL-dlgebra L ¢ es una L-tautologia.

Demostracion. La implicacién de i) a i) se estableci6 en el Teorema 5.4 y la
implicacién de ii) a 7ii) se estableci6 en el lema anterior (1). Probemos ahora
i1i) = 1). Por el Lema 5.27 se tiene que el el algebra Lpg;, de clases de formulas
equivalentes de BL es una BL—algebra. En particular, sea e(p;) = [p:] 51, para
todas las variables proposicional; entonces e(¢) = [¢]pr = [1]BL, implica,
BLF ¢ =1, por lo tanto BL = ¢. O

Generalizaremos este teorema de siguiente manera:

Definiciéon 5.22. » Un esquema axiomatico dado por una férmula ®(p,
es el conjunto de las férmulas ®(¢1, ..., ¢,) que resulta de sustituir ¢;
por p; coni =1,...n en ®(¢q, ..., Pn).

= Un célculo 1égico C' es una extension esquemaética de BL si resulta de
BL agregando algunos esquemas axiomaticos a sus axiomas.

= Sea C una extension esquematica de BL y sea L una BL-dlgebra. L es
una C-édlgebra si todos los axiomas de C' son L-tautologias.
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Teorema 5.6 (Completitud). . Sea C' una extension esquemdtica de BL y
sea ¢ una férmula. Los siguientes son equivalentes:

i) C prueba ¢

i1) Para cada C-dlgebra linealmente ordenada L, ¢ es una L-tautologia

iii) Para cada C-dlgebra L, ¢ es una L-tautologia.

Demostracion. La prueba es similar a la del teorema de completitud de B L.
O
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6 LOGICA DE PREDICADO MULTIVALOR.

6. Logica de predicado multivalor.

En esta seccién iniciamos con la investigacién de logica de predicado di-
fusa. Se desarrollan logicas ampliamente analogas a la légica de predicados
clasica; en particular trataremos sélo con dos cuantificadores, V y 4. En la
primera seccion desarrollaremos la contra parte de predicado BLY de nuestra
logica proposicional béasica BL. En la segunda secciéon probaremos el teorema
de completitud un poco més general para lgica de predicados (con respecto a
la seméntica sobre latices residuados). En la seccion tres discutiremos célculo
de predicado difuso multi-género y en la seccién cuatro introduciremos simi-
litud (igualdad difusa.). Esta nocién serd muy importante en nuestro andlisis
de control difuso.

6.1. Logica de Predicado Basico Multivalor

Definicién 6.1. Un lenguaje de predicado consiste de un conjunto no vacio
de predicados junto con un numero natural positivo que es su aridad y un
conjunto de objetos constantes (posiblemente vacio). Los predicados se de-
notan normalmente por P, @, .5, ..., las constantes por ¢, d, ... . Los simbolos
l6gicos son objetos variables x, vy, ... conectivos &, —, constantes de verdad
0,1 y cuantificadores V, 3. Otros conectivos como A, V, =, = los definimos co-
mo en las secciones anteriores. Los términos son objetos variables y objetos
constantes.

Las féormulas atémicas tienen la forma P(t,ts,...,t,) donde P es un pre-
dicado de aridad n y los t; son términos. Si ¢, son férmulas y z es un
objeto variable entonces ¢ — v, ¢p&p, (V) (3x)¢, 0,1 son féormulas. Cada

férmula resulta de féormulas atomicas por el uso iterado de esta regla.

Sea J un lenguaje de predicado y sea L una BL-algebra linealmente or-
denada. Una L-estructura M = (M, (rp)p, (m.).) para J tiene un domi-
nio no vacio M, para cada predicado n-ario P una relaciéon n-aria L-difusa
rp : M™ — L sobre M (asociando a cada n-tupla (my,...,m,) de elementos
de M el grado rp(my,...,m,) € L) y para cada objeto constante ¢, m, es un
elemento de M.

Definicién 6.2. Sea J un lenguaje de predicado y M una L-estructura para
J. Una M-evaluacion de objetos variables es un mapeo v asignando a cada
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objeto variable z un elemento v(z) € M. Sea v y v’ dos evaluaciones, v =, v’
significa que v(y) = ¢'(y) para cada y # x.

El valor de un término dado por M, v es definido como sigue: ||z||mo =
v(x); ||¢|lmy = me. Definimos el valor de verdad de una férmula ¢ como
||y~ Claramente = y * son las operaciones de L.

Hp(tla "-vtn)“k/l,v = rp(HtlHM,vv ey thHM,v)
I = Yl = Nelv. = ¢35,
[0& (IR, = ¢l * [1¥]15e0

0o = 05 [[Tllmo =1
1(vV2)dlINry = mf{llgllNgwlv =2 v'}
1G2)¢lrn, = sup{llgllye. v = o'}

siempre que el infimo y el supremo existan en el sentido de L, en otro
caso el valor de verdad de la formula en cuestion no esta definida.

La estructura M es L-segura si ||¢||%;, estd definida para toda ¢, v; es decir
si todos los infimos y supremos necesarios existen.

Definicién 6.3. Con estas definiciones se cumple lo siguiente:

= Sea ¢ una formula de un lenguaje J y sea M una L-estructura segura
para J. El valor de verdad de ¢ en M es

ol = inf{[|¢llne | v M — evaluacion}

» Una férmula ¢ de un lenguaje J es una L-tautologia si ||¢[|lm = 1
para cada L-estructura segura M, es decir; ||¢||am = 1 para cada L-
estructura segura M y cada M-evaluaciéon de objetos variables.

Definicién 6.4. 1. Los siguientes son axiomas légicos sobre cuantificado-
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(V1) (Vx)é(z) — ¢(t) t sustituible por z en ¢(x)
(31) o(t) — (Fz)p(x) t sustituible por z en ¢(x)
(V2) (Vz)(v = ¢) = (v — (Vx)¢) x no libre en v
(32) (Vx)(¢ — v) — (3x)¢p — v) =z no libre en v
(V3) (Vx)(¢ Vv)— (V)¢ V) =z no libre en v

2. Sea C' una extensién esquemaética de BL. Asociamos con C el corres-
pondiente calculo de predicado CV tomando como axiomas logicos:

= Todas las férmulas que resultan de los axiomas de C' de sustituir
de forma arbitraria formulas de J por variables proposicionales y

» los axiomas (V1), (V2), (V3), (31), (32) para cuantificadores.

y tomando como reglas de deduccion: modus ponens y modus ponens
generalizado.

Lema 6.1. Los axiomas (V1), (V2), (¥3), (31), (32) son L-tautologias para
cada BL-algebra L linealmente ordenada.

Demostracion. Por definicién para demostrar que cualquier férmula es L-
tautologia, se debe verificar que ||¢||m.» = 1, para cada L-estructura segura
M y cada M-evaluacién v de objetos variables. Luego se tiene que si y es
sustituible por = en ¢ entonces [|¢(y)|ly, = l|¢(x)|y,» donde v =, vy
v"(x) = v(y). Para (V1) se debe probar que ||(Vz)p(z) — ¢(t)||lmo = 1
que es equivalente a demostrar que ||(Va)d(x)|mo = ||¢(t)|lmo = 1. Por
estar en una BL-algebra basta demostrar que ||(Vz)o(x)|mo < ||¢(t)]|M0-
Por definicién se tiene ||(Vz)p(x)||j, = Mfv=,ol|0(@)]My < [[o(2)|aer <
spy [ 0(2) [ = |32)0(2) [0

Ahora considere a (V2) donde se debe demostrar que ||(Vz)(v — ¢)||mo <
(v = (Vz)¢)||mw que por definicién es equivalente a demostrar que

f([[v]lw = f[o(@)llw) < (Iv]lo = nfl|¢(@)].)

donde se han omitido los indices M, L y w recorre las evaluaciones que cum-
plen ser =, v. Escribiendo ||v||, = ||[V|lw = a (donde z es no libre en v) y
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|¢|lw = by se debe probar que inf,,(a = b,) < (a = inf, b,). Aca, incluso
se prueba igualdad. Por una parte se sabe por definicién que inf,, b, < b,
y utilizando (2) en el Lema 524 (a = b,) > (a = inf,b,) para cada
w. Asi por definicién del infimo inf,(a = b,) > (a = inf,b,). Para la
otra parte si z < (a = b,) para cada w. Por propiedad de latice residua-
do esto es z x a < b, y por definicién del infimo z x a < inf, b, es decir,
z < (a = inf,, b,). Por tanto (a = inf,, b,) es la mayor de las cotas inferiores
de (a = b,). Asi inf,(a = b,) = (a = inf, b,). Particularmente se tiene
que inf,(a = by) < (a = inf,, b,).

Ahora para (32) haciendo una sustituciéon andloga se demuestra que
inf,(a, = b) = (sup, a, = b). En efecto, sup,, a, > a, y utilizando (2)
del Lema 5.24 (sup,, a,, = b) < (a, = b). Entonces por la definicién de infi-
mo (sup,, a,, = b) < inf,(a, = b). Ahora, si z < (a,, = b) para cualquier
w, entonces, por residuacion z x a,, < b que es a, * z < b lo que implica
que a,, < (z = b) para cada w. As{ (z = b) es una cota superior para
a,. Entonces sup,, a,, < (z = b) y por residuaciéon z < (sup, a, = b).
Asi (sup,, a,, = b) es la mayor de las cotas inferiores de (a,, = b), es decir
(sup,, a, = b) = inf,(a,, = b). En particular, inf,,(a,, = b) < (sup,, a, = b)
que es lo que se queria probar.

Finalmente para verificar (V3), debe demostrarse que ||(Vz)(¢ V v)||mp <
|(V2)p V| M. Para ello no es dificil demostrar que para cualesquiera férmu-
las ¢, v ||[(¢ V V)Mo = [|@]lme U ||¥]|m- Haciendo un proceso similar al
anterior se probara que inf,(a Ub,) = a U inf,, b,.

En efecto por definicién a < aUb,, por lo que a < inf,(aUb,). De forma
similar inf,, b, < inf,(a Ub,) y de esto (a Uinf, b,) < inf,(a Ub,). Para la
otra parte se debe probar que si z < a U b,, entonces z < a U inf,, b,,.

Caso 1. Sea a < inf,, b,, entonces aUb,, = b,, por lo que z < b, para cada
w. Entonces z < inf,, b, y por tanto z < (a U infy, by,)

Caso 2. Si a > inf, b,, entonces para algun wg, a > by,. Asi z < (a U
bw,) = a y por tanto z < (a U inf,, b,) con lo que se concluye la prueba.

]

Teorema 6.1. Solidez de las reglas de Deduccion

= Para férmulas arbitrarias ¢ y v, L-estructura segura M, y evaluacién
v

1IN = I @lNn, # 116 = ¥llNg,
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Por lo tanto en particular, si |||y, = ¢ — ¥y, = 1o entonces
[ lIN = 1o

s En consecuencia
0l > llllng * |0 — ¥l

por lo tanto si, ¢, ¢ — 1 son 1p-verdaderos en M.

v ||6|I% = [|(V2)d||Xy; por lo tanto si ¢ es 1p-verdadero en M, entonces
también lo es (Vx)¢.

Demostracion. Se tiene por definicién y propiedad (1) en el Lema 5.24 que
161810 * 19 = YlNew = 161180 * (D150 = [¥11R10) < 1[I0

ASE si 0ll5, = 16 — Gl = 1n, entonces 1y * Iy, < [[¢]&., v por
tanto ||¢|lyy, = 1u. Para (2) se tiene por definicién que [|¢p — |y =
nf {6k, — [, | o M — evaluacion} — infy(||6]le = [14].) donde se
han omitido los indices M, L vy w es una M-evaluacion. De la misma forma
/181 = Mfu|@llw v 1¥]IR1 = Ify|?]lw. Haciendo el cambio de notacién
lollw = aw, ||¥|lw y infyaw = a se debe demostrar que inf,(a, = by,) <
(inf,, a, = infy, by).

Primero, es de notar que inf,(a, = by) < (ay, = by) < (@ = by).
Por definicién del infimo inf,(a, = b,) < inf,(a = b,). Resta probar que
inf, (a = b,) < (a = inf, b, ) pero se hace por el mismo proceso de la prueba
del lema anterior.

Para (3) s6lo es de notar que si xy, 3, ..., T, son las variables libres de ¢
entonces ||¢||%y = ||(Va1)...(Va,) ol % O

Definicién 6.5. Sea C' una extension esquematica de BL, sea T" una teoria
sobre (', sea L una C-algebra linealmente ordenada y M una L-estructura
segura para el lenguaje de T. M es un L-modelo de T si todos los axiomas
de T son 1y-verdaderos en M; es decir, ||¢||}, = 11, en cada ¢ € T..

Teorema 6.2. Solidez de demostrabilidad

Sea C' una extensién esquemaética de BL, sea T una teoria en el lenguaje
de C' sobre CV, sea ¢ una férmula de T'. Si ¢ es demostrable en 7', entonces
|l¥||%; = 1p para cada C-4lgebra linealmente ordenada L y cada L-modelo
MdeT.

Teorema 6.3. Sea ¢ una férmula arbitraria, ¥ una férmula tal que no con-
tiene a x libremente. Entonces BLY prueba lo siguiente:
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(1) (Vo)(v = ) = (v = (Va)9)
(2) (Vo) (¢ = v) = ((Br)d = v)
3) Fz)y = ¢) = (v = (32)9)
(4) (Fr)g = v) = ((Vz)d = v)

Demostracion. (1) La primera implicacién “ —" es justamente el axioma
(V2). Para el reciproco se tiene que (V)¢ — ¢ por (V1) y dado que por
hipétesis (v — (Vz)¢), entonces por transitividad v — ¢. Generalizan-
do se tendra que (Vx)[(v — (Vz)¢) — (v — ¢)] y dado que x no es libre
(v — (Vx)¢) utilizando (V2) se tiene que (v — (Vx)¢) — (Va)(v — ¢)

(2) La parte — es justamente (32). Reciprocamente por (31), (¢ — (Jz)¢).
Asi, dado que por hipdtesis ((I)¢ — v) entonces por transitividad
(o — v) = (¢ — v). Generalizando y aplicando (V2) se tiene
(V2)[((3)¢ — v) = (¢ — v)] implica que [((3)¢ — v) = (Vz)(¢ — v)]
dado que z es no libre en ((3x)¢ — v).

(3) De nuevo por (31), ¢ — (Fx)¢ es vélido. Asi (v — ¢) = (v — (Fz)9).
Generalizando y aplicando (32) se tiene que

B2)(v = ¢) = (v = (F1)9)

(4) Se sabe que (V)¢ — ¢ entonces [(¢p — v) — ((Vx)¢p — v)]|. Generali-
zando y aplicando (32)

(B2)(¢ = v) = ((Vz)p = v)

Teorema 6.4. Para férmulas arbitrarias ¢, v, BLY prueba lo siguiente:
(5) (Va)(¢ = ) = ((Vr)p — (Va)i)
(6) (Va)(¢ = ) = ((Bx)d — (x))
(7) (Vz)p&(Iz)p) — (Fz)(P&et))
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Demostracion. (5) Usando (V1) de (Vz)(¢ — ¥) = (¢ = ¥) v ((Vx)o —
¢) obtenemos que [(Vz)(¢p — ) — ((Vz)¢ — 1)]. Generalizando y
aplicando (V2) se tiene (Vx)(¢ — ¢) — (Vz)((Vx)¢ — 1) y usando
nuevamente (V2) se tiene (Vz)(¢ — ¢) — ((Vx)o — (Vo))

(6) Anélogamente de (Vx)(¢ — ¥) — (¢ — ¥) vy (¢ — (Fx)¥) se deduce
que (Vz)(¢p — ) — (¢ — (3x)1). Generalizando y usando (V2) se
tiene (Vz)(¢ — o) — (Vx)(¢ — (3x)9) y por tanto (Vz)(p — ¥) —
((F2)¢ — (3z)y) por (32).

(7) Se tiene que ¢ — (Y — (p&)). Generalizando y aplicando (5),

[(Vx)p — (V) (¢ — (6&)))] por lo que al usar (6), [(Vz)p — ((Fx)y —
(Fz)(p&)))]. Por tanto [(Va)p&(Iz)y] — (Ix)(p&)) por (BL5).

O

Teorema 6.5. Si y es sustituible por x en ¢(x) entonces BLY demuestra:

(8) (Va)o(z) = (Vy)oly) y (Br)é(x) = (3y)o(y)

Demostracion. Tenemos que (Vz)p(z) — ¢(y). Asi, generalizando y usando
(V2) = (Vy)[(Vx)o(z) — o(y)] = (Vz)o(z) — (Vy)d(y). De forma andloga de

[(Yy)d(y) — ¢(x)] se obtiene (Vy)o(y) — (V)o(x).

Para la otra parte de ¢(y) — (Jz)¢(z), generalizando y aplicando (32),
(Vy)p(y) — (3x)p(x). Para el reciproco se hace de forma similar. O

Teorema 6.6. Sea ¢ una férmula arbitraria y v tal que x ¢ v libremente,
entonces BLY demuestra lo siguiente:

(9) (Fz)(o&r) = ((Fr)o&w),
(10) (Fz)(¢&yp) = ((31)9&(3x)9)

Demostracion.  (9) Para la implicacion — se tiene que (¢ — (Jz)p) —
(p&v — (Fz)p&v). Generalizando y aplicando (32)

(Vo) (o&v — (Fz)p&r) — ((Fz)(p&r) — (Fx)d&v)
y por tanto (Jz)(p&r) — (3x)p&v. Reciprocamente, observar que

F (Vz)(v — v) da k- (v — (Vz)v) por (V2). Asi F ((Fz)p&rv —
(Jz)p&(Vx)v) y por tanto (Jz)&v — (Jz)(p&v) por (7).

68



6.1 Loégica de Predicado Bdasico Multivalor 6 LOGICA DE PREDICADO MULTIVALOR.

(10) Para — se escribe ® por ¢(z) — (Jz)¢(x) (utilizando (31)) entonces

por Lema 5.14 (9) &P — (p(x)&o(z) — (Fx)o(x)&(Ix)d(x)) v por
Modus Ponens generalizado

(V) [p(2)&p(x) — () p(2)&(T2) ()]
d(x)) = ((3x)p(2)&(Fz)d(x)) lo cual se

escribe como (3z)¢*(z) — ((Fz)¢ (x))2 Remprocamente dado que en
BL se prueba que ¢ — (¢ y ¥ — (¢ V1) entonces ¢p&1p —

V1))
(¢ V U)&(op V ) y por Lelgna (5?;3 (47) gb&z/) — (¢* Vv ?). Utili-
(

g

y aplicando (32) F (3x)(¢(z)

—~

zando esto se tiene F (¢ — (¢*(z) V ¢*(y)), y por (I1)
= (o(2)&o(y)) — ((Fx)o*(x
= (¢(x)&o(y)) — ((32)¢% (=

neralizando, se tiene que (

v
(BL5) F (vy)(va)[b(z) — )(

%(y)). Al aplicar (8) se obtiene
) z)). Asi por idempotencia y ge-
Y l“)(cf)(x)& (y) — (32)¢°(2)), luego por
(32)¢%(2))] y por, (32) ¥ (¥2) apli-
cados en ese orden da (3 (Vy)(o(y) — (F2)¢?*(2)) y por (32)
= (3z)é(x) — ((Fy)o(y) — (32)¢*(z)) donde al aplicar de nuevo (8)
se obtiene que F (Jz)p(z) — ((Fz)p(x) — (3x)¢*(x)) y por tanto
((Fz)¢(x))* = (3x)¢*(x) por BLS.
[

Nota: Podriamos preguntarnos si la férmula (Vz)(¢p&v) = ((Vz)p&r)
(donde v es tal que x ¢ v libremente) es demostrable en BLY. Con la teoria
desarrollada hasta ahora no puede responderse a esa pregunta, lo que si se
prueba a continuacién es que la féormula en cuestién es una 1, -tautologia
para cada BL—algebra L linealmente densamente ordenada. Entonces se
debe que probar que ||(Vz)(p&v) — ((Vx)o&v)||mo. = 1y [|[((Va)p&kr) —
(Vz)(p&v)||mo = 1. Siguiendo la misma idea de la prueba en el Lema 6.1
donde [|((Vz)¢||mo = Infy, aw, ||v]|me = b. En efecto, sea L tal que inf,, a,
y inf,(a, * b) existen; obviamente ((inf, a,) * b) < (a, * b) para cada w,
as{ ((inf, a,) *b) < inf,(a, * b). Reciprocamente se puede demostrar que
(inf,, ay) * b es el infimo de todos los a,, % b, es decir si z < a,, * b para todo
w entonces z < (infy, a,) * b. Si se asume z > (inf,, a,,) *b. Ya que z < a,, * b
para cualquier w se tiene que z < b (notar que acd se asume que el dominio
de cada estructura es no vacio) por tanto z = zNb = b* (b = z). De esto por
lo que se asumié se tiene que inf, a,, < (b = z, por tanto para algin wy se
tiene que a,, < (b= 2); ast a,, * b < z, y dado que también z < a,, * b da
que Gy, *b = z. Con esto se observa que inf,,(a,, *b) = z; pero z es arbitrario

69



6.1 Loégica de Predicado Bdasico Multivalor 6 LOGICA DE PREDICADO MULTIVALOR.

tal que (inf, a,) * b < z < inf,,(a, * b). Por tanto si el orden < es denso se
obtiene una contradiccion.

Teorema 6.7. BLY demuestra lo siguiente:

(11) ()¢ = =(Vr)—¢
(12) =(3z)¢ = (Vo)=¢

Demostracion. (11) BL F (Fz)¢p — ((Vx)-¢ — (Elx)¢&(Vx)ﬂ¢) entonces
por (7) se tendré (3zx)p — (V)¢ — (Fz)(p&—9)); pero - (p&—¢) —
0, asi generalizando F (Vz)((¢p&—¢) — 0) y F (Elx)(¢&ﬂ¢) — 0 y por
tanto se prueba (3z)¢ — ((Vz)=¢ = 0)

(12) Por (31) F =(3z)p(x)&p(x) — —(Fz)p(x)&(Iz)¢(x) asi se tiene que
F (=(3x)p(x)&p()) — 0 es decir F —(Fz)p(z) — (¢p(x) — 0); gene-
ralizando y aplicando (V2) se llega a b —(3z)¢(z) — (Vz)(¢(z) — 0).
Reciprocamente por (11) (3x)¢ — —(Vx)—¢ y por propiedades de la
negacion en el Lema 5.20 (44) se tiene (Va)—¢ — —(3x)¢

[]

Lema 6.2. Sea ¢ una férmula arbitraria y v tal que x ¢ v libremente,
entonces BLY demuestra lo siguiente:

(13) Bz)(v A ¢) = (v A (F2)9),
(14) Bz)(vV ¢) = (v V (F1)9),
(15) (Vo)(v A @) = (v A (Vz)9)

Demostracion. (13) En BLY se tiene que vA¢ <> v&(v — ¢); asi, utilizando
(9) vy (BL2) se tendra (Jz)(v A ¢) — V&(Elx)(y ¢) — v. Por otra
parte (Jz)(v A ¢) — (3x)(v — ¢) — (v — (I)¢), entonces (Ix)(v A
¢) — (3x)¢ y por tanto usando el Corolario 5.1 (17") (3x)(v A ¢) —
(vA(3x)¢). Reciprocamente en BLY se prueba que (v — ¢(z)) — (v —
(vAd(x))) = (v — (3x)(v A o(x))). Dado que v A (3x)¢ — v entonces
vA(Fz)p — (Fz)(vAQ). Asi (v — ¢(x)) = (VA (Fx)d) — (Fx) (¥ AP)).
Por otra parte (¢(x) — v) — (¢(x) — (v A ¢(2))) — (o(x) —
(Jz)(v Ap(x))). Generalizando y aplicando (32) se obtiene (Jz)¢p(x) —
(Fz)(v A ¢(x)). Asi (v A (Fz)p(x)) — (Fz)(v A ¢(z)). Entonces por
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la transitividad de las implicaciones se tendra que (¢(x) — v) —
(v A (Fz)p(x)) — (Fz)(v A ¢(x))] y por tanto usando (BL6) se tendrd

que (v A (Fx)p(z)) — (3x)(v A o(z))

(14) En BLV se prueba que v — (3z)(v V ¢(z)), generalizando y usando
(32) se tiene que (dx)p(x) — (Fx)(v V ¢(z)). Asi por propiedad (25)
Corolario 5.1, (vV(3z)¢p(x)) — ( z)(vVe¢(x)). Reciprocamente en BLY
se tiene que (v V ¢(z)) — (v V (3z)¢p(x)). Generalizando y aplicando

)
(6), Fr)(v V o(z)) = Fr)(v V (Fr)¢(2)) = (v V (3x)d(x)).
(15) Es evidente que BLY - (Vx)(v A ¢) — v, BLV I (Yz)(v A ¢) — (Vx)o,
asi BLY = (Vz)(v A ¢) — (v A ¢). Reciprocamente por (V1) se tiene
(v A (V2)9) = [(Vo) (v A (V2)9)] = [(Y2) (v A 9)].
[

Corolario 6.1. BLY demuestra lo siguiente:

(16) (3x)(o V) = ((Bx)e v (Fr)¢)
(A7) (V) (o A ) = ((Ve)o A (Va)y)

Demostracion. (16) Se tiene que BLY + (Jx)¢ — (3x)(¢ V o) y BLY +
(Fz)p — (3x) (¢ V1)) por lo que se obtiene (Fz)pV (Fz)y — (Fz)(PV ).
Reciprocamente por (31), generalizando y utilizando (6) se obtiene que

(Bz) (¢ V)] = Fx)(¢V (Br)y) — (¢ V (32)¢) por (14).

(17) Para la primera implicaciéon “—” se tiene que (¢ A 1)) — ¢ entonces
generalizando y por (5) se obtiene que (Vx)(¢ A ) — (V)¢ y por lo
mismo (Vx)(¢ A ) — (Vx)i. Por ello (Vz)(p A1) — [(Vz)p A (V).
Reciprocamente en BLYV se prueba que [(Vx)dA(Vx))] — (oA (Vx))) —
¢. De forma andloga [(Vz)¢ A (Vx)] — ). Por ello [(Vz)p A (V)] —
(¢ A1), por tanto generalizando y por (V2) se cumple [(Vz)pA (V)] —
(Vz)(d A ).

[

Para cerrar esta subseccion demostramos el teorema de deduccion para

Cv.

Teorema 6.8. Sea 1" una teoria y sean ¢, férmulas cerradas del lenguaje
de T'. Entonces (T'U{¢}) 9 si y sélo si existe un n tal que T F ¢" — .
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Demostracion. La prueba es una extension de la prueba del teorema anédlogo
al teorema de deduccion para logica proposicional; se va a discutir el caso
de la generalizacién. Asi asumiendo 7" ¢ — ; y denotamos a (Vz)v; por
7;; entonces generalizando se tiene 7' (Vz)(¢™ — 7;) v ya que ¢ es cerrada
entonces por definicién ¢” lo sera, es decir ¢™ no tiene a x libre, asi utilizando
el axioma (V2) se obtiene T'F ¢™ — (Vz)v, v esto es T'F ¢™ — ;.

O

6.2. Completitud

En la seccién anterior estudiamos la contra parte C'V de cada esquema C,
ahora estudiaremos la completitud de esa contra parte.

Definicién 6.6. Sea T una teoria sobre C.

1. T es consistente si existe una formula ¢ que no es demostrable en 7.

2. T es completo si para cada par ¢, 1 de férmulas cerradas , T' = (¢ — )
oTkH (¢Y— ¢).

3. T es Henkin si para cada férmula cerrada de la forma (Vz)¢(x) no
demostrable en T" hay una constante ¢ en el lenguaje de T' tal que ¢(c)
no es probable en 7.

Lema 6.3. T es inconsistente ssi 7'+ 0

Demostracion. (=) SiT es inconsistente implica que T ¢ para cada ¢, en
particular 7'+ 0

(<) SiT + 0 entonces T + ¢ para cada ¢, por (A7) 0 — ¢ y modus ponens.
]

Lema 6.4. T es completo ssi para cada par de férmulas cerradas ¢, tal
que T'= ¢ V1, T prueba ¢ o T prueba 1.

Demostracion. (<) Como la férmula (¢ — ¥) V (¢ — ¢) es demostrable en

BL entonces se tiene que T'F ¢ — 1 6 T F 1 — ¢, por lo tanto T es
completo.
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(=) Supongamos que 1" es completoy que T'+ ¢Vp; siT F ¢ — 1), entonces
TF (Vi) — ¢y por tanto T ¢ y similarmente se demuestra que

TF 6.
]

Nota:

= En el caso en que CV es el cdlculo de predicado Booleano, T' es completo
en el sentido de la definicién ssi para cada férmula cerrada ¢, T F ¢ 6
T F —¢. En efecto, si T es completo entonces T'+ ¢ 6 T'F —¢ ya que
T F ¢ V —¢; reciprocamente, si para cada férmula cerrada ¢, T ¢ 6
T+ —¢,entonces T F (¢p — ) 6T+ —(¢p — ¢) locuales T+ (¢ — @),
por lo tanto T' es completo.

= Para la logica clasica y una teoria completa 7', la condicién para que
T sea Henkin es equivalente a lo siguiente: para cada féormula cerrada
de la forma (Jz)¢(x), si T+ (Jz)¢p(x) entonces para alguna constante
¢, TH é(c).

Definicién 6.7. Para cada teoria T' sobre CV, sea Lt el dlgebra de clases de
férmulas cerradas T-equivalentes con las operaciones usuales ([¢]r = [¢]r =
[ — ¥]r, etc). Claramente Ly es una C-algebra.

Lema 6.5. Sea T una teoria sobre CV,

(1) Si T es completa entonces Ly es linealmente ordenado.

(2) Si T es Henkin, entonces para cada férmula ¢(z) con una sola variable
x libre,

(vVa)élr = tf[s(c)lr
(@2)elr = sup[(I)l

c

donde ¢ recorre todas las constantes de 7T.

Demostracion. (1) Sean [¢|r, []r € Ly, el resultado se sigue inmediata-
mente del hecho que [p|r < [¢]p ssi T F ¢ — 1.
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(2) Veamos que por (1) [(Vz)p(z)]r < [¢(c)]r para cada ¢, (ya que por
(V1) T + (Vz)p(x) — ¢(c) con ¢ sustituible por x en ¢(x)) entonces
(Vz)p(x)]r < inf[o(c)]r, por tanto se tiene que [(Vz)¢p(x)|r es una
cota inferior para [¢(c)|r; probemos que esta es la mayor de las cotas
inferiores de [¢(c)]r, sea [y]r € Lr tal que [y]r < [¢(c)]r para cada c,
queremos probar que [y]r < [(Vz)¢(x)]r, supongamos lo contrario; es
decir, [y]r £ [(Vz)é(z)]r, entonces, por (1) T ¥ v — (Va)p(z), luego
T ¥ (Vz)(v — ¢(x)) con z no libre en v por (V2), ahora, como T'
es Henkin se tiene que existe un c en el lenguaje de T, tal que T" ¥
v = ¢(c), por lo tanto [y]r £ [¢(c)]r (—+). Por lo tanto [(Vz)¢]r =

inf.[o(c)]r.

Ahora probemos que [(Fz)¢]r = sup,[¢(c)]r. Obsérvese que por (1)
[0(c)]r < [(Fz)¢(x)]r para cada ¢, ya que T F ¢(c) — (Fz)¢p(x) con ¢
sustituible por x en ¢(x). Luego probemos que [(3x)¢(z)|r es la menor
de las cotas superiores de [¢(c)]r. Sea [y]r € Lp tal que [¢(c)]r <
[Ylr € Lr para cada ¢, queremos probar que [(Fz)é(z)]r < [y]r; en
efecto, si [(3z)p(z)]r £ [V]r, entonces T ¥ (3x)¢p(x) — v y por (32) se
tiene que T ¥ (Vx)(¢(x) — =) con x no libre en ~, entonces para algun
c en el lenguaje de T T' ¥ ¢(c) — =, por lo tanto [¢(c)]r £ [Y]r € Lr
(—<). Por lo tanto [(3x)¢]r = sup.[o(c)]r.

[

]

Lema 6.6. Para cada teorfa T'y cada formula cerrada «, si T'¥ «, entonces
existe una superteoria 7" Henkin completa de T' tal que T'¥ a.

Demostracion. Primero veamos que si 1" es una extension de T, T" ¥ «a 'y
(¢, 1) son un par de férmulas cerradas en el lenguaje de T, entonces T"U (¢ —
V) ¥ adT U@ — ¢) ¥ a. En efecto, si T"¢0 — v F ay T ¢ —
¢ F «a entonces por el teorema de deduccién 6.8 se tiene que existe un n
natural tal que 77 F (¢ — )" — ay T' F (v — ¢)" — « entonces
TE (6 = BV (6 @) > ay como (6 — YV (1 — 9)7 s
demostrable en BL y usando modus ponens se tiene que 7" F « (—+).
Pongamos 7" = T" U (¢ — 1) en el primer caso y 7" =T" U (¢p — ¢) en el
otro.
Construiremos 7' en una cantidad contable de pasos. Primero extendamos
el lenguaje J de T a J' agregando nuevas constantes cg, ¢1, ¢o, ...En la cons-
truccién tenemos que decidir cada par ¢, ¢ de J'-férmulas cerradas y asegurar
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la propiedad Henkin para cada J'-férmula cerrada de la forma (Vz)x(z). Es-
ta es una cantidad contable de tareas y se pueden numerar con los niimeros
naturales.

Pongamos Ty = T, ap = a entonces Ty ¥ ay. Asumamos por induccion
que T,,, «, han sido construidos de tal manera que T}, es la extension de
T, Tht ap1 — oy, T,F a,. Construiremos 7,1 ;41 de tal manera
que que 1,1 es la extension de T;,, Thi1 F oy — aprr, Thor ¥ v Thaa
cumple con la n—ésima tarea.

Caso 1. Lan—ésima tarea es decidir las férmulas (¢, 1). Sea T,,1; la extensién de
T, tal que decide (¢, 1) y manteniendo 7},.1 ¥ «,; pongamos entonces

Opt+1 = Q.

Caso 2. La n—ésima tarea es procesar (Vz)x(z). Primero sea ¢ una constante
tal que no ocurra en T),. Queremos construir 7, de tal forma que
cumpla con la propiedad Henkin, entonces tendremos dos subcasos:

Subcaso a. T}, ¥ a, V x(c¢), como T,, ¥ «, entonces T, ¥ x(c), por lo tanto
T, ¥ (Vx)x(x). Entonces pongamos 1,11 =T, ¥ pr1 = v, V X(€)

Subcaso b. T, F a, V x(¢), sustituyendo ¢ por una nueva variable x (z libre
en y) en la prueba de «, V x(c) se tiene que T, - «a,, V x(z). Por
lo tanto, T, - (Vx)(a, V x(z)) y por el axioma (V3) se obtiene que
T, b a,V (Vz)x(z). Luego como, T, ¥ «,, entonces T,, - (Vz)x(x),
por lo tanto T, U {(Vx)x(z) — a,} F «, entonces T,, U {c,, —
(Vz)x(x)} ¥ a,. Por lo tanto pongamos T, = T,, U{(Vz)x(z) —
an} Y Qpi1 = Q.

Ahora, sea T = U, eNT Entonces 7' es completa por lo que se de-

mostré al inicio y T ¥« ya que Vn € N T ¥ a,. Mostremos ahora
que T es Henkin. Sea T' ¥ (Vz)x(z) y sea (Vz)x(z) procesada en el
n—ésimo paso. Entonces T,,11 ¥ (Vx)x(x), por tanto aplica el caso a. y
T ¥ Qpy1 PETO Q1 = ap V x(c) entonces T ¥ x(c).

]

Lema 6.7. Para cada teoria 7" Henkin completa y cada férmula cerrada o
que no es demostrable en 7" existe una C'—4algebra L linealmente ordenada y
un L—modelo M de T tal que |||k, < 1z.
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Demostracion. Tomemos a M como el conjunto de todas las constantes del
lenguaje de T; m. = c¢ para cada constante ¢ € M. Sea L el latices de
clases de férmulas cerradas T —equivalentes, es decir, [¢]r = {¢Y|T F ¢ = ¥},
(Bl * [WY]r = [p&]r, [@lr = [Y]lr = [¢ — ¢]. Usando el mismo método
que en el Lema 5.27 se demuestra que L es una C'—algebra, luego como T’
es completa, para cada par de férmulas ¢, de férmulas cerradas se tiene
que T+ ¢ — ¢ y en este caso [p]r < [¥]r o T F 1 — ¢ y en este caso
[Y]r < [¢]r. Por lo tanto L es linealmente ordenado.

Para cada predicado P de aridad n definimos rp(cy, ..., ¢n) = [P(c1, ..., Ca) 3
con esto queda definido M. Ahora probemos que ||¢[|%, = [¢]r para cada
férmula cerrada ¢. Para cada axioma ¢ € T se tiene que 6]}, = [¢]r =
[1]7 = 1. Pero por hipdtesis, T ¥ «a, entonces |||/}, = [a]r # [1]r = 1.
Por induccion fuerte sobre el nimero de conectivos y cuantificadores en las
férmulas tenemos: si ¢ es una férmula atémica entonces ||@||%; = [¢]r por
definicién de ||¢|/%;. Ahora, asumamos que se cumple para férmulas cerradas
con n conectivos y cuantificadores o menos y probemos para n+1. Sea ¢ —
una férmula con n + 1 conectivos y cuantificadores, entonces ¢, 1) tienen a
lo sumo n conectivos y cuantificadores, entonces ||[¢ — ¥||% = |6||% =
0|5 = [¢lr = [¥]r = [¢ — 9] aplicando dos veces la hipdtesis inductiva,
similarmente &0ll% = 1615  [[6l% = [6lr * [Wlr = [&u]r. También
trabajamos con férmulas cerradas de la forma (Vz)¢(x) y (3x)¢(x), entonces
por hipdtesis inductiva y por el Lema 6.5 se tiene que

1(v2)é(x)ll3r = inf|é(c) 3, = inf[(c)]r = [(Ya)é(z)]r

1(32)¢(@) |13 = supl|(¢(c)l[3; = sup[(e))r = [(3x)¢(x)]r

C Cc

ya que en M como se ha definido, cada elemento ¢ es el significado de una
constante; esto da [|(Vz)o(z)||%, = inf.||(4(c)||k;, igual para el existencial.
por lo tanto ||a|f; < 1p. O

Teorema 6.9. (Completitud)

Sea CV el céalculo de predicado dado por una extensién esquemética C'
de BL, sea T una teoria sobre CV y sea ¢ una formula del lenguaje de T

T demuestra ¢ si y sélo si para cada C'—algebra L linealmente ordenada y
cada L—modelo seguro M de T, ||¢||%; = 1z.

Demostracion. (=) Es trivial ya que si T F ¢ entonces ||¢(z)||% = 1p
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(<) Por contrapositiva, si T ¥ ¢ entonces por el Lema 6.6 existe una ex-
tensién 7' de T' Henkin completa tal que T ¥ ¢, entonces por el lema
anterior existe una C'—algebra L linealmente ordenada y un L—modelo
M de T tal que |||/}, < 1p.

]

Nota: Note que este teorema da inmediatamente la completitud fuerte de
l6gica de predicado Booleano, ya que si C' es Bool, entonces, la tinica C'—alge-
bra linealmente ordenada no trivial es el algebra Booleana de dos elementos.

6.3. Calculo de Predicado Difuso Multi-género

En esta corta seccién se describe una modificacién no esencial pero muy
util de los sistemas desarrollados. El objetivo es tener un medio para distin-
guir objetos de varios géneros como puntos y rectas en geometria , tempera-
tura y colores en algin campo aplicado. Se define cuidadosamente todas las
nociones necesarias y luego se revisa la parte previa de esta seccion, verifican-
do que todo sigue siendo verdadero después de modificaciones muy pequenas.
Haremos un uso sustancial de la logica multi-género en la siguiente seccién
cuando analicemos la inferencia difusa.

El lenguaje formal J de la légica de predicado multi-género consiste de lo
siguiente: Un conjunto no vacio y finito 7" de géneros; Cualquier secuencia
81, ..., S, de géneros de T es llamado un tipo; para cada género s; un con-
junto infinito de variables del género s;, un conjunto no vacio de predicados
(posiblemente infinito) y cada uno con un tipo y un conjunto de constan-
tes (posiblemente vacio o posiblemente infinito) cada uno con su género. Los
términos son las variables y constantes; las férmulas atémicas tienen la forma
P(ty,...,t,) donde P es un predicado de un tipo (si,...,s,) y cada t; tiene
género s;. Las férmulas son construidas de férmulas atémicas y las constan-
tes de verdad 0,1 usando conectivos y cuantificadores por las mismas reglas
como en 6.1.

Dado un lenguaje J y una BL-algebra L, una L-estructura

((My), (rp), (me))

consiste de lo siguiente:

= Para cada género s, un dominio no vacio M, de objetos de este género,
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» Para cada predicado P de un tipo (si,...,S,) una relacién difusa rp
sobre Mg X ... X My,; es decir un mapeo rp asociando con cada tupla
(mq,...,m,) tal que m; € My para i = 1,...,n un valor de verdad
rp(my,...,my,) € L,

» Para cada constante ¢ de un género s, un elemento m, € M;.

Ejemplo 6.1. Sea s el género de los asistentes a un concierto, ¢ el género de
compositores de musica. M, = u,v,w, M; = b,d, h. Tenemos un predicado
gustar del tipo (s,t) y la siguiente es la relacion r g,:

b d |h

u |10 07|09
v [031]090.1
w | 0405|038

Finalmente tendremos una constante ¢ para b. En general, el valor de verdad
de una férmula depende de tres cosas: La interpretacion M, la t—norma
* y una evaluacion e de objetos variables y contantes que asigna a cada
variable z de género s un elemento v(z) € M. Si z; es una constante c,
entonces e(x;) = m, (el significado estd fijado por M). El valor de verdad de
¢ determinado por x, M, e se denota por H¢||k/le y se define de la siguiente
forma:

1P, zn)livne = rop(lalles o |7allvre)
16 = Ylvee = lolNee = ¥l
lo&llxre = llollvre * 1¥lnn.e
|(v2)dlvee = {llélne, }

1G2)gllxee = sup{llolyre, }

€z

donde e, recorre todas las evaluaciones que difieren de e como maximo
en el valor para el argumento x. En el ejemplo anterior: Sea = de géne-
ro sy y,z de género t; cada e(xr) = u,e(y) = h,e(z) = d. Entonces,
lgust{e, o) &, = 1.0, [lgust(z, ) [k, = 0.9, [gust(z, )|, = 0.7 indepen-
dientemente de la t—norma; Si x es de Lukasiewicz, entonces, ||gust(x,y) —
gust(z, z) ||y, = 1-0.940.7 = 0.8, |(3y) gust(z, y) [}y = sup(1.0,0.7,0.9) =
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L [[(v2)(3y) gust(z, y) [}y = inf(1,0.9,0.8) = 0.8, [|(Vz) gust(w, c)|§r, =
inf(1.0,0.3,0.4) = 0.3.

El valor de verdad de las tltimas dos formulas es independiente de e (todas
las variables son acotadas por cuantificadores) y de * (no hay conectivos).

Ahora, modificamos la definicion de sustituibilidad de ¢ por z en la férmu-
la ¢, agregando la condicién de que t y  deben ser del mismo género.

Nota: la definicion de una L-tautologia es la misma que en 5.3. Los
axiomas de msBLY son los axiomas de BLV (con la nueva nocién de férmula
y sustituibilidad). La definicién 6.6(3) es trivialmente modificada exigiendo
que si T' ¥ (Vx)p(x), entonces existe alguna constante ¢ del mismo género
que z tal que T ¥ ¢(c). En el Lema 6.5, ahora tendremos que ¢ recorre sobre
todas las constantes de T' que tienen el mismo género que z. Por lo tanto
obtenemos el siguiente teorema analogo a los teoremas del 6.6 — 6.9:

Teorema 6.10. Sea msC'V un calculo de predicado dado por una extensién
esquematica C' de BL y por un lenguaje de predicado multi-género J.

» Para cada teorfa T'y cada formula cerrada o, si T ¥ «, entonces existe
una superteoria 7' Henkin completa de T" tal que T' ¥ a.

= Para cada teoria T" Henkin completa y cada férmula cerrada o que no
es demostrable en T' existe una C'—algebra L linealmente ordenada y
un L—modelo M de T tal que |||k, < 1z.

» (Completitud) 7" demuestra ¢ si y sélo si para cada C'—élgebra L li-
nealmente ordenada y cada L—modelo seguro M de T, ||¢||%, = 11

6.4. Similitud e Igualdad

La similitud es la desigualdad difusa; usaremos el simbolo ~ para similitud
y la férmula x ~ y se lee “x similar a y”. Los axiomas que caracterizan la
similitud son analogias directas de los axiomas de igualdad.

Definicién 6.8. Los siguientes son axiomas de similitud:
(Vx)(x =~ x) Reflexividad
(Vx,y)(xr =~y — y =~ x) Simetria

(Vx,y,2)((z = y&y =~ z) — = =~ z) Transitividad
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Si (M, r) es un modelo de los axiomas de similitud (sobre una BL—4&lgebra
L) entonces la relacién difusa r es una similitud (o equivalencia difusa), es
decir, para toda a,b,c € M,

Definicién 6.9. 1. El axioma de congruencia (o axioma de extensionali-
dad) para un predicado P de aridad n con respecto a ~ es la férmula

(1 =& .&x, = y,) = (P(xy,....xn) = P(Y1, -, Yn))-

2. Una relacién difusa s : M™ — [0, 1] es extensional con respecto a una
similitud r sobre M ssi para cada uq, ..., u,, v1,...,v, € M,

(g, v1) % ek T (Up,y U) * S(Upy oy Uy) < 8(V1, e, V)
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7. Inferencia Aproximada.

7.1. Conjuntos Difusos.

Un conjunto crisp (conjunto no difuso) es normalmente definido como una
coleccion de objetos © € X que puede ser finito, numerable o no numerable.
Cada uno de esos elementos puede ya sea pertenecer o no pertenecer a un
subconjunto A € X. Asfi el subconjunto A del conjunto X puede ser definido
por su funcién carateristica.

Asi un conjunto clasico puede describirse de muchas formas: si es po-
sible enumerando los elementos que estdan en el conjunto; describiendo el
conjunto analiticamente, por instancia, indicando condiciones de pertenen-
cia; o definiendo los miembros mediante una funcién caracteristica donde 1
indica pertenencia y 0 no-pertenencia. Para un conjunto difuso, la funcién
caracteristica permite varios grados de pertenencia para los elementos de un
conjunto dado.

Definicién 7.1. Sea X un conjunto no vacio. Un conjunto difuso A en X es
caracterizado por su funcién de pertenencia

pa X —[0,1]

donde p4(z) es interpretado como el grado de pertenencia del elemento x
en el conjunto difuso A para cada x € X. Entonces A queda completamente
determinado por el conjunto de tuplas

A= {(z, pa(X))|r € X}

Notese que lo términos funciéon de pertenencia y subconjuntos difusos
se usan a menudo indistintamente. La familia de todos los (sub)conjuntos
difusos se denota por F(X). Los subconjuntos difusos de la recta real son
llamados cantidades difusas. Si X = z1,...,x, y A es un conjunto difuso en
X, entonces se usa la notacién

A= pi/o1+ . /Ty,

donde los términos y;/x;, i = 1, ..., n significa que p; es el grado de pertenen-
cia de x; en A y el signo + representa la unién. Los conjuntos difusos son
por lo tanto una generalizacién de la funcién caracteristica.
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Una caracteristica importante de los conjuntos difusos es que un solo
valor puede ser miembro de varios conjuntos difusos a la vez, con el mismo
o diferente grado de pertenencia.

Las funciones de pertenencia se pueden clasificar segin su simplicidad
matematica y su manejabilidad y son: triangular, trapezoidal, gaussiana,
gamma, pi, campana etc... En general se definen funciones de pertenencia
que se pueden ver en la siguiente figura:

0 » X 0= bA

n a m

Figura 1: Funciones de pertenencia. a) Triangular b) Trapezoidal ¢) Gaus-
siana y d) Sigmoidal

Ejemplo 7.1. Un agente desea clasificar las casas que ofrece a sus clien-
tes. Un indicador de comodidad de esas casas es el nimero de habitaciones
en éstas. Sea X = 1,2,3,4,...,10 el conjunto de los tipos validos de casas
descritos por x = numero de habitaciones en la casa. Entonces el conjunto
difuso “tipos de casas confortables para una familia de 4 personas” puede ser
descrito como

A ={(1,0.2),(2,0.5),(3,0.8),(4,1),(5,0.7),(6,0.3)}

donde el primer elemento del par ordenado denota el elemento casa y el
segundo el grado de pertenencia.

Ejemplo 7.2. Suponga que queremos definir el subconjunto de niimeros
naturales que estan “cerca de 1”. Esto puede ser expresado por

A=0.0/—-2+03/—1+0.6/0+1.0/140.6/2+0.3/3 +0.0/4

donde X = {-2,-1,0,1,2,3,4}
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2 1 0 1 2 3 4

Figura 2: Funciones de pertenencia de pertenencia discreta para “cerca de
17.

7.1.1. Operaciones de Conjuntos Difusos

Las tres operaciones basicas que se definen sobre conjuntos crisp (com-
plemento, unién e interseccién), pueden generalizarse de varias formas en
conjuntos difusos. No obstante, existe una generalizacion particular que tiene
especial importancia. Cuando se restringe el rango de pertenencia al conjunto
0, 1], estas operaciones “estandar” sobre conjuntos difusos se comportan de
igual modo que las operaciones sobre conjuntos crisp. Dichas operaciones se
definen del siguiente modo
Unién: Recordando la relacion entre unién y disyuncién, se puede plantear la
unién de conjuntos difusos como una generalizacion de la unién de conjuntos
por medio de su funcién caracteristica, es decir,

() = méc{jua(e), s (2)}
Ejemplo 7.3. Sea U ={1,2,3,4,5}

A=1024 024 084 075 4

: B="%+5+5%+%+

ot
(S

se tiene que

AUB — iméX{MA(%)aﬂB(%)}

u.
i=1 v

09 07 05 07 1

- +—+

1 2 3 4 5
Interseccion: Segin la relacién entre interseccion y la conjuncién, la

interseccién de conjuntos difusos puede ser escrito como la generalizacion de
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la interseccién de conjuntos a través de su funcién caracteristica,

prans(x) = min{pa(x), pp(z)}

Ejemplo 7.4. Sea U ={1,2,3,4,5}

A=024025 40540641 B_094 07405403,

Ut
[

se tiene que

ANB — imin{ﬂA(xi)aﬂB(zi)}

Uy

i=1
0.2 n 0.25 N 0.5 N 0.3 n 1

1 2 3 4 5

~ Complemento: El complemento de un conjunto A C U, denotado como
A, se define mediante su funcién caracteristica de manera analoga al caso de
los conjuntos clasicos, asi

pa(r) =1— pa()

En general y en notacién de Zadeh, dado U = {x1,xs, ...} y los conjuntos
A=5T" %, B=>", % Las operaciones bdsicas entre conjuntos

difusos se generalizan como:

AUB = Zn: max{pa(z;), up(xi)}

X

i=1
n

ANB = Z min{jea(x;), pp(x:)}

X

=1
n

1— A\T;
> ot

=1

N
|

7.2. La regla composicional de inferencia.

Comenzamos con la nocién de una variable (en lo que sigue se utilizara es-
te término para referirse a una variable lingiiistica). Una variable viene dada
por su nombre X y su dominio D. X es s6lo un simbolo; D es un conjunto no
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vacio. Ejemplos son: edad con el dominio de los enteros< 120, temperatura
con algin dominio, etc. La légica difusa usa notoriamente expresiones de la
forma “X es A” donde A es (el nombre de) un subconjunto difuso de D, por
ejemplo, “la edad es alta”. Estas expresiones ocurren tipicamente en reglas
difusas.

No esta claro automaticamente cémo ésto encaja en nuestro formalismo de
calculo de predicado, y de hecho, presentaremos dos formas de hacerlo. Pro-
cederemos de la siguiente manera: teniendo n variables (X1, D1), -, (X, Dy)
entendemos los D’s como dominios de una estructura multi-género interpre-
tando un lenguaje de predicado; los subconjuntos difusos fijos de un dominio
interpretan algunos predicados unarios. Ademas, podemos tener predicados
de mayor aridad y su interpretacion en nuestra estructura multi-género. La
cosa mas importante es que el nombre de una variable se toma como un obje-
to constante, interpretada en cada situaciéon como el valor real de la variable.
La expresion “X es A” se convierte en una férmula cerrada atémica A(X)
(una ves mas: A es un predicado unario, X es un objeto constante). Una
regla tipica “SI X es A ENTONCES Y es B”puede ser interpretado como
A(X) — B(Y).

Resumiendo: hemos entendido una n-tupla de variables (X;, D;)?_; como de-
terminando un lenguaje Z con géneros si, Sg, ..., S, ¥ con objetos constantes
X1, ..., Xy, X; del género s;. Ademds nuestro lenguaje puede contener pre-
dicados arbitrarios de cualquier tipo y cualquiera otros objetos constantes.
Cualquier Z-estructura

<(Dz)za (Tp)Ppred.;mXia e, My, >

es entendida como una estructura difusa sobre las variables dadas, con X;
denotando el valor actual de la i-ésima variable.

Mediante el uso de conjuntos difusos es posible dotar de significado matemati-
co a proposiciones como “este coche es pequeno”, “Pedro es muy alto” o “el
crecimiento es lento” utilizando los modificadores lingiiisticos (muy, poco,
demasiado, algo, extremadamente, etc.) para adaptar los calificativos a lo
que se quiere decir.

Muchas veces, la programacion clasica no es suficiente para que un siste-

ma realice funciones complejas. Cuando un sistema no ha sido programado
explicitamente para realizar una funcién y se le pide que la realice, el sistema
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tiene que razonar.

Por ejemplo, si el sistema conoce los siguientes hechos: “Estirada es una jira-
fa”, “Las jirafas son mamifero” y le formulamos la pregunta: “; Es Estirada
un mamifero?”, el sistema debe razonar para dar una respuesta.

Cuando el nimero de hechos y reglas aumenta, el sistema tiene que poder
verificar gran cantidad de hechos que surgen en las etapas de razonamiento.
A continuacién estudiaremos el concepto de Regla Difusa empleada en Ra-
zonamiento Aproximado.

La regla composicional de inferencia en su formulacién tradicional puede
establecerse con la observacion A de la siguiente manera:

Observacién: X tiene la propiedad A
Relacion: X y Y estan en relacion R
Conclusion: Y tiene la propiedad B

re(v) = sup (ra(u) * rg(u,v))
ueDx
donde * es una t-norma continua. La relacion rp es algunas veces llamada la
composicion de r4 y rg, o la imagen de r4 a través de la relacion rg.

Preguntamos: ;jqué significa esto? ;Qué se infiere? ;Es esto una deduccién?
Primero observe que la regla es semantica: dada cualquier estructura D de
dominios de variables, formula una condicién seméantica en el conjunto difuso
rp interpretando el predicado B en términos de r4 (conjunto difuso) y rg
(relacién difusa). Por lo general, no se da més explicacién. La regla se afirma
mas o menos como evidente por si mismo.

Pero observe que de hecho la definicion de rp en términos de r4 Y rr se
puede expresar en BLV: La condicién de arriba solo significa que la férmu-
la (Vy)(B(y) = (Fz)(A(z)&R(z,y))) es 1—verdadero en D, a esta férmula
se le llama Comp (o Comp(A, R, B) la composicién); por lo tanto la regla
demanda (asumamos) que |[Comp||p = 1

Lema 7.1. Bajo la presente notacion,
BLY F Comp — ((A(X)&R(X,Y)) — B(Y)).
Consecuentemente, para cada estructura D tal que ||Comp||p = 1,

[AX)&E&R(X,Y)[p < [B(Y)l|p-
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Demostracion. Partiendo de Comp se tiene que

BLV = (vy)([(Bz)(A(2)&R(z, y)) = B(y)] = (Vo)[(A(x)&R(z, y)) = B(y)])

por 6.3(2) luego, distribuyendo (Vy) (por 6.4 (5)) se tiene

g(LV)]F (Vy)[B)(A((z&R(x, y)) — By)l = (Vy)(Va)[(A(x)&R(z,y)) —
Y)|, entonces

(Vy) (Vo) [(A(x)&R(x, y)) = B(y)] = [(AX)&R(X,Y)) = B(Y)]

Por lo tanto por la transitividad de la implicacién se tiene que
BIVE Comp — ((A(X)&R(X,Y)) = B(Y)).

Ahora, por hipétesis ||Comp||p = 1, entonces || (A(X)&R(X,Y)) = B(Y)|p =
1, lo cual implica [[(A(X)&R(X,Y))|[p = |IB(Y)|lp = 1,. Por lo tanto
[AX)&R(X,Y) b < [[BY)]|n: N

Mostraremos ahora que C'omp es la mejor condiciéon que hace posible la
inferencia anterior.

Lema 7.2. Sea B’ un predicado unario del mismo género que B, entonces
BLY = Comp&(Vy)(Vz)((A(z)&R(z,y)) — B'(y)) = (Vy)(B(y) = B'(y))
(Por lo tanto en cada modelo D, si Comp es verdadero, entonces rg es el
subconjunto difuso méas pequeno de Dy que hace sélida la inferencia de la
regla de la composicién).

Demostracion. Por hipétesis tenemos Comp y (Vy)(Vz)((A(x)&R(z,y)) —
B'(y)). Luego

BLV + (Vy) (Vo) ((A(x)&R(x, y)) = B'(y)) = (Vy)[(B)((A(x)&R(x, y)) —
B'(y))] por 6.3 (2), pero (3z)((A(x)&R(z,y)) = B(y). Por lo tanto BLV I
Compl&e(vy) (V) ((A(x)&R(z,y)) = B'(y)) = (Vy)(B(y) = B'(y)) O

Ahora, discutiremos dos casos particulares importantes de la regla compo-
sicional de inferencia. Para este propdsito reemplazamos la formula atomica
R(z,y) por una férmula arbitraria ¢(z,y).

Corolario 7.1. Sea Comp la féormula (Vy)(B(y) = (3z)(A(x)&o(z,y))).
Entonces BLY = (Comp& A(X)&o(X,Y)) — B(Y).

Demostracion. La prueba es similar a la anterior. O
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Consideraremos Modus Ponens Generalizado de Zadeh como un caso par-
ticular de la regla composicional de inferencia. Para este fin, se hace un ligero
cambio en notacién: se reemplaza A por A*, B por B* y se toma ¢(x,y) para
ser A(z) — B(y) para algunos predicados A, B. entonces el Lema 7.1 nos da
el siguiente teorema.

Teorema 7.1. Sea Compyp la formula
(Vy)(B*(y)) = (32)(A"(2)&(A(z) = B(y))).
Por lo tanto BLY demuestra
Compp p&(A*(X)&(A(X) — B(Y))) — B*(Y).
Nota:

1. Esto se puede ver como una regla de deduccion:

Compyp, A*(X), A(X) — B(Y)
B(Y)

Esto se lee: Si Compyrp, A*(X), A(X) — B(Y) son 1—verdadero en una
estructura I dada, entonces B*(Y') es 1—verdadero. Pero el teorema
anterior da mas:

|[Comp p&e A" (X)&EA(X) = B(Y)[lp < |[B*(Y)l|n,

en particular, si Compyp es 1—verdadero, A*(X) es r—verdadero y
A(X) — B(Y) es s—verdadero entonces B*(Y") es al menos r«s—verdadero
(x es la funcién de verdad de &).

2. Observe que puede reemplazarse & por A en el Teorema 7.1 y hacer las
modificaciones obvias, por ejemplo, si Compyp es 1—verdadero, A*(X)
es r—verdadero y A(X) — B(Y) es s—verdadero entonces B*(Y) es
min(r, s)—verdadero.

3. Se debe mencionar que el uso de A, A*, B, B* deberia sugerir que A* ~
A en algtn sentido y entonces Compyp deberia decir que B* =~ B en
algun otro sentido. Pero si A, A*, B, B* son interpretados como subcon-
juntos crisp (subconjuntos 0, 1—valuados) de los respectivos dominios,
entonces la interpretacién de B* es también crisp y
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(i) 6 bien ra« Crayras #0Dy rg =rg,
(i) 6ras Crayras=0yrp =10,

(iii) 6 74+ no es un subconjunto de r4 y entonces rg» = Dy.

4. En general, si Compy/p estd definido como en Teorema 7.1 entonces
Compyp F (Vy)[((3z)(A*(2)&—A(z)) — B*(y))]. Por lo tanto para
cada v € Dy, 7«(v) > sup,ecp, (1a+(u) * (—)ra(uw)).

5. Observe que bajo la presente notacién, y sobre BLV,

Compy P = (32)A(x) — (Vy)(B(y) — B*(y))-

En efecto, las siguientes féormulas son probables en BLY:

B(y) = (Alz) = B(y)),

A*(2)&B(y) = (A™(2)&(A(x) = B(y)),
(3)(A*(z)&B(y)) = ( z)(A*(2)&(A(z) = B(y)),
(Fz) (A*( y)) = B*(y) por teorema 7.1
[(F2)A*(2)&B(y)] = B*(y), por teorema 6.6 (9)
( (B(y) = B*(y)) por BL5 (b),

( (Vy)(B(y) = B*(y))-

Ahora, vamos a tener predicados A, A* del mismo género, B, B* del mismo
género y tomamos A(z)&B(y) como ¢(x,y). En lo que sigue se estudia la
Regla Conjuntiva Generalizada. El Lema 7.1 nos da lo siguiente.

Teorema 7.2. Sea Compcr la férmula
(Vy)(B*(y)) = (F2)(A™(2)&(A(x)&B(y)))-
Por lo tanto BLYV demuestra
Comper&(A*(X)&(A(X)&B(Y) — B*(Y).
Nota:

1. Igual que antes, obtenemos una regla de deduccién soélida:

Compeg, A*(X), A(X)&B(Y)
B*(Y)
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solidez significa que para cada estructura de dominio ID
[Comper, A" (X)&AX)&B(Y)|lp < [[B*(Y)]|p-

En el lenguaje de “reglas difusas”: de “X es Ay Y es B” y “X es A*” se
infiere “Y es B*”. Esta no es una “regla difusa” usada frecuentemente,
pero se obtiene de manera natural de la regla composicional.

2. Hay al menos dos casos particulares en el caso clasico. Primero, la regla
usual para la conjuncién, segundo una regla de contradiccion:
AX)&B(Y) —-AX),A(X)&B(Y)
B(Y) -B(y)&B(Y)

3. En general, para conjuntos crisp A, B, A* se tiene que A*(z)&A(x)&B(y)

» O bien 74 Urgs # 0 (para algin u, 7ra(u) = ra-(u) = 1)y
e = TIpB~,

» 7 Urpe =0y rp =0 (rp-(v) =0 Vv € Dy).

4. En total generalidad, lo siguiente es demostrable en BLY (con el signi-
ficado de Compcg):

(i) Comper - (Vy)(B*(y) — B(y))
(ii) Comper = (Yy)(B*(y) — (3z)(A(z)&A*(z))

Ejemplo 7.5. Presentamos un analisis tedrico del uso de la regla com-
posicional de inferencia en algin sistema difuso experto como CADIAG-2
(“Computer-Assisted DIAGnosis”). Es un sistema experto disefiado para me-
dicina interna y estd destinado a ser un asistente activo del médico en situa-
ciones de diagndstico. El objetivo de CADIAG-2 puede describirse aproxima-
damente de la siguiente manera: Sobre la base de un conjunto de sintomas
conocidos para algunos pacientes, posiblemente complementados por cier-
tos diagnosticos ya establecidos, CADIAG-2 se supone que deriva conjeturas
sobre la(s) enfermedad(es) del paciente. Aqui se consideran tres conjuntos:
M el conjunto de pacientes, S el conjunto de sintomas y D el conjunto de
diagndsticos. Ademds tres relaciones binarias difusas: P : M x S — [0,1]
donde para cada par (p,s) con p € M, s € S expresa, cuantos p tienen el
sintoma s, R : S x D — [0,1] la cual expresa para cada s € Sy d € D
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cuantos s confirman d y P' : M x D — [0,1] que expresa cuintos pacien-
tes p tienen el diagnostico d. Por lo tanto tenemos una estructura con tres
dominios M, S, D y tres relaciones binarias P, R, P’. Sea Has, Conf, Has
predicados binarios de P, R, P’ respectivamente; por lo tanto, Has(z, s) dice
“r tiene el sintoma s”, similarmente Has(x, s)" y Conf(s,d) dice “s confirma
d’. Usando la regla composicional de inferencia (para x arbitrario pero fijo)
definimos:

Diag(z,d) = (3s)(Has(x, s)&Con f(s,d))

Esto define la relacién C' : P x D — [0, 1] que expresa para cada par (p,d)
cuantos d se han confirmado para p.

Hasta aqui todo esta bien; pero ;qué significa esto? La respuesta depende
de la definicion del significado de C'onf es decir, de la relacion R.
Nota: En CADIAG y en sistemas similares se define R a partir de algunos
datos. R(s,d) se toma como la frecuencia relativa F'r(d|s) de la presencia
de d entre los objetos (pacientes) que tienen s (por implicidad, sintomas y
diagndsticos se toman como conjuntos crisp). Qué significa Diag(x, d) en es-
te caso? Es dificil responder esto; pero una cosa es clara, sea p un paciente
y S1,.--, Sk los sintomas que presenta, nos interesa saber o al menos estimar
F,.(d|s1, ..., s) la frecuencia relativa de d entre objetos (pacientes) que tenga
los sintomas sy, ..., 55 como un posible estimado del valor de Has' (x,d). Aun-
que es mas claro decir que Diag no estima esta frecuencia relativa sino que
solo define el méx(Fr(d|sy), ..., F'r(d|sk)). Puede suceder por ejemplo, que si
k=2 Fr(d|s;) = Fr(d|sy) = 0.9 pero Fr(d|sy, s2) = 0.2. Veamos la siguiente
tabla de frecuencia:

S1 S92 d
1 1 1|1
1 0 1]44
0 1 1|44
0 0 1|5
1 1 0] 4
1 0 01
0 1 01
0 0 0] 3

Notemos que esto no permite que el conjunto S contenga conjunciones de
sintomas. Aqui ofrecemos una interpretacién posible de C'onf con propieda-
des deseables. Asuma que las relaciones P, P’ que interpretan a Has, Has
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son difusas y sea Conf(s,d) = (Vx)(Has(x,s) — Has (z,d)), por lo tanto
el grado de verdad de Conf(s,d) es el minimo sobre todos los pacientes x de
los grados de verdad de la implicacién Has(z,s) — Has (x,d). Nota:

7.3. Controladores difusos

El control difuso es aparentemente la aplicacion mas ampliamente utili-
zada de légica difusa. Los sistemas de control difuso utilizan las expresiones
difusas para formular las reglas que lo controlan; asi, empleando técnicas de
razonamiento aproximado es posible controlar sistemas superiores cuando el
entorno no se conoce de forma precisa. Dicha caracteristica permite mayor
flexibilidad que el control clésico, en el cual se requiere de un alto grado de
calculo matematico para la realizacién de un controlador. Asi, al desarro-
llar un controlador difuso es posible prescindir de la rigidez matematica y
transmitir el raciocinio humano hacia un sistema.

En términos generales un controlador difuso es un dispositivo que es des-
tinado para modelizar algin conocimiento aproximado o describir procesos
aproximados.

Considere, por ejemplo un Sistema de calefaccién en una habitacién. Si
la temperatura es demasiado baja, entonces probablemente se querria incre-
mentar la potencia de la calefaccion un poco. Si ahora se quiere controlar la
temperatura de la habitacién por un controlador difuso, se deben interpre-
tar los términos “demasiado bajo” y “un poco” como términos de variables
lingiiisticas y escribir reglas que vinculen esas variables, por ejemplo:

si temp= “demasiado baja”,
entonces cambio de potencia= “incrementar un poco”.

Después de que todas las reglas han sido definidas, el proceso de control inicia
con el calculo de las consecuencias de las reglas. Entonces las consecuencias
son agregadas en un conjunto difuso que describe las acciones de control
posible, las cuales en este caso son diferentes valores del cambio de potencia.
Estos calculos se hacen con un proceso de inferencia. Ya que nuestro sistema
de calefaccién no entiende una acciéon de control como incrementar un poco, el
conjunto difuso correspondiente debe ser difusificado en una acciéon de control
crisp, usando un método de difusificacion. Este ejemplo ilustra las partes
principales de un controlador difuso: la regla base que opera sobre variables
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lingiiisticas, método de fusificacién que generan términos como funciones
de los valores de entrada crisp (en este caso, temperatura), y la parte de
inferencia que genera los términos de las variables de salida como una funcién
de los términos de entrada y las reglas de la regla base. Ya que el proceso
controlado debe ser alimentado con una senial crisp (en lugar de: “incrementar
un poco” en el ejemplo), el resultado de la parte de inferencia que es un
término de una variable lingiifstica tiene que ser transformado en un valor
crisp.

En la actualidad hay diferentes tipos de controladores, sin embargo la
base es el Controlador de Mamdani. La idea principal del Controlador de
Mamdani es describir los estados del proceso mediante variables lingiiisticas
y usar estas variables como entradas para controlar las reglas. La estructura
normalmente utilizada sera la siguiente:

Entrada de Datos
datos reales difusos
Fuzzificacion.

Datos Salida de

difusos
datos reales

Figura 3: Estructura de un controlador difuso de Mamdani

Se inicia con la asignaciéon de términos a las variables de entrada. La
variable base es una variable de entrada que se puede medir o derivar a
partir de una senal medida o una variable de salida del controlador. En el
ejemplo las posibles variables base son temperatura de la habitacion, cambio
de temperatura de la habitacion, numero de ventanas abiertas, temperatura
del aire libre, cambio de energia, etc. Los términos de las variables lingiiisticas
son conjuntos difusos con una cierta forma. Cominmente se usan conjuntos
difusos trapezoidales o triangulares debido a la eficiencia computacional, pero
hay otras formas posibles. La variable lingiiistica “Temperatura” podria, por
ejemplo, consistir de los términos “muy bajo” (mb), “bajo” (b), “confortable”
(c), “alto”(a), “muy alto” (ma) como se muestra en la Figura

93



7.3 Controladores difusos 7 INFERENCIA APROXIMADA.

Grado de pertenecia.
A

muy bajo bajo confortable alto muy alto

0 } } >

10 20 30

40
X=Temperatura( °C)

Figura 4: Variable lingiiistica “Temperatura”

Formalmente, se describen los términos de cada variable lingtiistica
VLi,..,VL, por sus funciones de pertenencia p!(z), donde i indica la va-
riable lingiiistica, ¢ = 1,...,n; j indica el término de la variable lingiiistica ¢,
j=1,....,m(i), y m(i) es el nimero de términos de la variable lingiiistica i. El
nimero de variables lingiiisticas y el nimero de términos de ellas determinan
el nimero de posibles reglas.

Con esto es importante mencionar que el proceso de fusificacion es el
que se encarga de transformar el dato o los datos nitidos a un dato o datos
difusos, es decir, mediante la funcién de pertenencia asigna el dato a algin
conjunto difuso. Luego en la base de conocimientos estan todas las reglas que
el experto en el sistema definird, las cuales serviran para la toma de decisiones.

Las reglas conectan las variables de entrada con las variables de salida y
estan basadas en la descripcién del estado difuso que es obtenido por la de-
finicién de variables lingiiisticas. Se retomard el ejemplo, luego de hacer un
analisis matematico de la inferencia en el controlador difuso.

En este andlisis, se restringe a una sola variable X de entrada, una generaliza-
cién para mas variables de entrada sera facil. Lo fundamental de este asunto
es lo que sigue: se tienen n reglas “SI X es A; ENTONCES Y es B;” donde
r; =1,--- n, A; predicados unarios del mismo género, B; predicados, todos
del mismo género (posiblemente diferente del tipo anterior). Se escriben las
reglas como A;(x) — B;(y). Un ejemplo razonable de una regla en el siste-
ma de calefaccion es: si la temperatura es baja entonces la potencia es media.

Pasando ahora al proceso de inferencia que es el encargado de hacer éstas
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reglas validas, se usa A; y B; para definir un predicado binario M AM D como

(Vr, y) (MAMD (2, y) = \/ (Ai(2)&B;(y))) (6)

)

y, dando otro predicado unario A* del mismo tipo, define un B* de A* ,
via la regla composicional de inferencia, es decir

(Vy)(B*(y) = (Bz)(A*(2)& MAMD(z, y))) (7)

Dando un modelo M = (Dx, Dy,74,,75,) esto define un funcional aso-
ciando a cada conjunto difuso 74« de Dy el correspondiente subconjunto
difuso rg+ € Dy. Es de notar que esto es usado para definir un mapeo crisp
de Dx en Dy: primero se usa la operacién de fusificacion, asociando a cada
u € Dx un conjunto difuso r4- (“aproximadamente u”), entonces aplica el
funcional para obtener rp« y finalmente aplica la defusificacion procediendo
en convertir el conjunto difuso rp+ en una salida de una variable crisp v.

Ahora la pregunta aca es: jhay alguna légica aqui? Se intentard dar una
respuesta a esto lo mas general posible. Para este fin se hara de las féormulas
anteriores axiomas de la teoria de control difuso (FC) por sus siglas en inglés:

Definicién 7.2. FC es una teoria de género dos, teniendo predicados unarios
Ay, ..., A,, A* de género 1, predicados unarios By, ..., B,, B* de género 2 y un
predicado binario M AM D de el tipo (1, 2). Los axiomas son las férmulas (6),
(7) anteriores (definiendo M AM D de A;, B; y definiendo B* de A*, MAMD).
Ademas, FC tiene dos constantes: X de género 1 y Y de género 2.

Teorema 7.3. En FC se prueba lo siguiente (sobre BLY):

[/\(Ai(X) &\/ = (AY(X) = B*(Y))

i

Demostracién. En BLV se cumple que A;(X)&(A;(X) = Bi(Y)) — Bi(Y),
por lo que A?(X)&(A;(X) — B;(Y)) — Ai(X)&B;(Y). Teniendo en cuenta
que A\;(A;(X) = Bi(Y)) = (4 (X) — B; (Y)) se obtiene

AFX)& N (Ai(X )—>B( ) = Ai(X)&B(Y )

Luego dado que A;(X)&B;(Y) =\, Ai(X)&B;(Y) sigue
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AX(X)& N\ (A(X) = Bi(Y))&A*(X) — [A*(X)& MAMD(X, Y)).

Consecuentemente

A2(X)& \(A(X) = By(Y)) = [A*(X) — A*(X)&MAMD(X, Y)).

Ahora como A*(X)& MAMD(X,Y) — (Jz)(A*(2)& MAMD(z,Y)) se con-
cluye que

A2(X)& /\(AZ(X) — Bi(Y)) = [A*(X) — (Fz) (A" ()& MAMD(z,Y))]

con lo cual se obtiene el resultado por la definicién de B*. O

Se hard una breve discusion de éste teorema. Dice que bajo los supues-
tos de como se obtiene B*, si el valor actual de la variable X (denotado
por la constante X)) se satisface, junto con el valor actual de la variable Y,
todas las reglas 4;(X) — B;(Y) y (remarcado y) X satisfacen \/; A?(X)
entonces A*(X) implica B*(Y). En particular si se asume que A;(X) —
B;(Y) es 1-verdadero en M. Entonces ||A;(X)||a < ||Bi(Y)||a para todo i y
I|A;(X)||ar = 1 para al menos un i. Con esto 1 < ||A*(X) — B*(Y)|lsm por
lo que [|A*(X)[las < | B*(Y)]lar
Pero esto no es todo. Si se asume el valor del antecedente para ser > r,
es decir, las reglas son suficientemente verdaderas y X satisface suficiente-
mente uno de los Als. La conclusién es que ||B*(Y)||y no es mucho ma-
yor que ||A*(X)|las. Por ejemplo, si las reglas son 1-verdaderas entonces
1B*(Y)|lar = |A*(X)|lar * ||V AZ2(X)||ar (siendo * la interpretacién de &).
Volveremos a esta discusion luego.

Ahora hay que ver que pasa si asumimos A* para ser el equivalente a A;.

Teorema 7.4. FC demuestra (sobre BLY) lo siguente:
i (V) (A%(2) = A(@)&(E0) A2(@)] — (W) (Bily) — B* ()
i, [(V0)(4°(2) = Ao eVa) (A ~(A()eA; ()
LB - BG)

Demostracion. Trabajando de manera similar a las pruebas anteriores se
tiene
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1.

ii.

FC + (Af(x)&z(?ll(x) = /)1*(:1:))&3,@)3 — A*(2)&A;(2)&B;(y), luego

sabiendo que A; ; (A

(32) (A ) = A )L — @AV, A@EB )
or otra parte

FC = [(A7 (2)&(V) (As(x) = A*(x))] — (F)(AF(2)&(Ai(x) = A*(2))),

y de esto FC F [(A?(2)&(Vz)(Ai(z) = A*(x))|&B;i(y) —

— (Fx)(A*(2)&MAM D(x,y)).

Por tanto [(A?(x)&(Vx)(As(z) = A*(2))] — (Bi(y) — B*(y)).
Para probar esto se escribird Dsjnt(4;) por (V) A, —(Ai(z)&A;(x))
v Equiv(A;, A*) por (Vx)(A*(z) = A;(z)). Por la definicién de B*(y)
se obtendra que
FC k- B ()& Bquin(A*, A7) — (G0)(Ai()& V(4 () By (),
luego Dsjnt(A;) — [(Ad2)& V(A (2)&B, (1) — A2()&Bi(y)] (va
que A;(x)&A;(z)&B;(y) implica 0 para i # j), es decir,

FC & [Dsjnt(A)& Equiv(A*, A)&B* (y)] — (32)(A7 (2)&Bi(y)),

FC t [Dsjnt(A;)&Equiv(A*, A;)] — (B*(y) — Bi(y)), lo cual da el
resultado al generalizar para y, y utilizar (V2).

]

Es importante analizar los siguientes puntos:

(1) Al leer de nuevo las férmulas como verdaderas en un modelo- primero

con el antecedente 1-verdadero y luego con el antecedente suficiente-
mente verdadero- se puede observar que

(i) Si A*(x) es suficientemente cercano a A; y A; es (suficientemente)
no vacio entonces B; esta suficientemente incluido en B*;

(i) Si A; es suficientemente disjunto de todos los A;’s y A* es suficien-
temente cercano a A; entonces B* estd suficientemente incluido en
B;. Obviamente, estas son lecturas difusas; el significado preciso
es dado por las formulas probadas y puede ser expresado en gran
detalle de nuevo como un ejercicio.

(2) Se repite una ves mas que en lugar de un antecedente de la forma

A;(X) se podria investigar uno de la forma A;;(X;)&...&A4;.(Xk) o
A1 (X1) Ao A Aj(Xk), esto no trae problemas pero es mas engorroso.
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Retomando el ejemplo del sistema de calefaccién, en el cual se consideran
dos variables de entrada: temperatura con términos “muy baja” (mb), “baja”
(b), “confortable” (c), “alta” (a), “muy alta” (ma) y cambio de temperatura
con términos (ver Figura [5) “negativo grande” (ng), “negativo pequeno”
(np), “cero” (z), “positivo pequeno” (pp), “positivo grande” (pg). Adems4s, se
establecen tres términos de acciones de control para la “potencia”: “pequeno”
(p), “medio” (m) y “grande” (g).

A

Negativo grande  Negativo pequefio  Cero Positivo pequefio Positivo grande

2 i) ) 1 2
Camb.Temp(°C/min)

Figura 5: Variable lingiiistica “Cambio de temperatura”

Una regla razonable es

Si la temperatura es baja y y el cambio de temperatura es negativa
pequena, entonces la potencia es media

La siguiente tabla muestra una posible regla base

Temp / C. de temp | ng np z pp pg
mb g g m m
g m m p p
C m p p
p b Pp
ma m p P

Cuadro 1: Regla base

Las entradas vacias significan que no hay reglas definidas explicitamente.
La primera entrada (mb, ng) en la tabla se refiere a un estado donde la tem-
peratura es muy baja y cae rapidamente. Y a que el sistema de calefaccion
tiene potencia limitada, incluso la potencia maxima no daria lugar a una
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temperatura confortable. Una regla que cubra esta situacion es por lo tanto
superflua. Sin embargo, se deberia definir un valor predeterminado que es
usado como una salida del controlador si ninguna de las reglas se activa.

La definicion de variables lingiiisticas y reglas son los principales pasos a di-
senar cuando se implementa un controlador de Mamdani. Antes de elaborar
el ultimo paso de diseno que es la eleccion de un procedimiento adecuado de
difusificacién, se muestra como los valores de entrada desencadenan el calculo
de la accion de control. Los calculos pueden ser descritos en un proceso de
tres pasos que consisten en:

1. Determinacién del grado de pertenencia de la entrada en el antecedente
de la regla,

2. calculo de las consecuencias de la regla y

3. agregacion de las consecuencias de las reglas al conjunto difuso “accién
de control”.

El primer paso es calcular el grado de pertenencia de los valores de entrada
en los antecedentes de las reglas. Utilizando el operador min como un modelo
para A, se calcula el grado de coincidencia de la regla r como

o, = min{pf (z¢™9de); i =1,.. n}
(2

Este concepto nos permite obtener la validez de las consecuencias de la re-
gla. Se asume que las reglas con grado bajo de pertenencia en el antecedente
también tienen poca validez y por lo tanto recortan los conjuntos difusos de
consecuencias a la altura del grado de pertenencia del antecedente. Formal-
mente,

4 () = minfy, o (u)}
El resultado de este proceso de evaluacion se obtiene por agregacion de todas
las consecuencias, usando el operador max. Se calcula el conjunto difuso de
la accién de control:

MCO?’LS@C. (u) — méx{ugonsec. (u)}

99



7.3 Controladores difusos 7 INFERENCIA APROXIMADA.

Este calculo es un caso especial del proceso de inferencia descrito en esta
seccion. Es importante notar que el método de Mamdani toma en cuenta
todas las reglas en una sola etapa y no se produce ningin encadenamiento.
Por lo tanto el proceso de inferencia en control difuso es mucho mas simple
que en la mayoria de sistemas expertos.

En el ejemplo, se asume que la temperatura actual es de 22°C y que el
cambio de temperatura es —0.6"C/min. Por lo tanto obtenemos que la tem-
peratura es confortable con grado 0.4 y alta con grado 0.3 como se puede
observar en la figura 4. Una definicién similar de las variables lingiiisticas
en el caso del cambio de temperatura, “negativo pequeno” con grado 0.6 y
“cero” con grado 0.2. En cuadro 1. se observa que cuatro reglas tienen un
grado de coincidencia mayor que cero:

r10 : si temp= “confortable” y el cambio de temp= “negativo pequeno,”
entonces la potencia = “media.”

rll : si temp= “confortable” y el cambio de temp= “cero,” entonces la
potencia = “pequena.”

rl3 si temp= “alta” y el cambio de temp= “negativo pequeno,” entonces
la potencia = “pequena.”

rl4 : si temp= “alta” y el cambio de temp= “cero,” entonces la potencia
= “pequena.”

El grado de pertenencia de los antecedentes de las reglas es

ajp = min{0.4,0.6} = 0.4
aj; = min{0.4,0.2} = 0.2
a3 = min{0.3,0.6} = 0.3
ais = min{0.3,0.2} = 0.2

Consecuentemente, las consecuencias de las reglas son

i (u) = min{0.4, 5™ (u)}
i (u) = min{0.3, 17 (u)}
i (u) = min{0.3, 17 (u)}
i (u) = min{0.2, 7% (u)}
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Pequeno Mediano Grande

u (potencia)

Figura 6: Consecuencias de las reglas den el sistema de calefaccién

La grafica anterior representa el conjunto difuso resultante del acciéon de
control

MCOTLSGC. (u) — méX{Mfl:(énsec. (u)’ Mi?ns@c, (u)’ /.Lignsec. (u), ILL;Z’FLSCC. (u)}

Ya que los procesos técnicos requieren acciones de control crisp, se requiere
un procedimiento que genere un valor crisp a partir del conjunto difuso da-
do. Estos métodos de difusificacién estan basados en ideas heuristicas como
“tome la accion que corresponde a la pertenencia maxima,” “ tomar la ac-
cién que estd a medio camino entre dos picos o en el centro de la meseta,”
etc. Uno de los métodos més utilizados y que usaremos en este ejemplo es el
método del centro de area, el cual se describe a continuacion.

Centro de Area (COA). El método COA elige la accién de control que
corresponde al centro del area de pertenencia mayor que cero. El area se
pondera con el valor de la funciéon de pertenencia. La idea de este método es
agregar la informacién sobre posibles acciones de control representadas por
la funcién de pertenencia. La solucién es un compromiso, debido a la falta
de claridad de las consecuencias. Formalmente la acciéon de control se calcula
como sigue

COA fU u - uconsec(u)du

- fU Mconsec(u)du

El procedimiento puede ser computacionalmente complejo y puede generar
resultados no deseados si el conjunto difuso no es unimodal. El resultado de

u
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este método de difusificacion para el sistema de calefaccién se representa en
la siguiente figura.

Pequefo Mediano Grande

0.3

u(COA) u (potencia)

Figura 7: Resultado de defusificacién
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8 CONCLUSIONES

8.

Conclusiones

= En la logica clasica solo hay dos posibilidades para los valores de verdad

de una féormula: verdadero o falso, por esta razon se dice que esta logica
es bivalente, pero existen otras logicas que admiten mas de dos valores
de verdad (légica multivaluada). La légica difusa es un tipo de légica
multivaluada y se caracteriza por querer cuantificar la incertidumbre
en una férmula y se basa en el principio de “todo es cuestiéon de grado”.

La légica difusa permite extenderse a una escala de valores de verdad
que van mas alla de verdadero y falso, al igual que una escala de grises
permite extender mas alla del blanco y negro. Esta nueva forma de
pensar requiere la creacién de un nuevo conjunto de herramientas co-
mo es la logica difusa de primer orden, inferencia difusa, controladores
difusos y otros. En muchos casos es una mejor herramienta para mo-
delar situaciones reales como: Temperaturas, ciclos de lavado, tiempos
de coccion, etc.

La légica difusa admite un tratamiento similar a la légica clésica de
primer orden, sirviendo como una generalizacién de esta.
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