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Resumen

El presente trabajo de graduacion contiene el desarrollo tedrico de las Representaciones
de Grupos Finitos sobre los nimeros complejos utilizando conocimientos de Algebra Lineal
y teoria basica de grupos. Asimismo, presenta algunas de las aplicaciones de este topico a la
Probabilidad. En general este trabajo incluye: definiciones bésicas y ejemplos de representa-
ciones de grupos finitos, la Teoria de Caracteres, el Algebra de Grupo y Analisis de Fourier,
pg-Teorema de Burnside y el Teorema de la Dimension, finalizando con algunas aplicaciones
a la Teoria de Probabilidad a través de los Paseos Aleatorios.

En el primer capitulo se expone la teoria basica de representaciones de grupos finitos
(definiciones, ejemplos y algunos resultados) sobre el cuerpo de los complejos, en el segundo
capitulo se desarrolla la teoria basica de caracteres como: el caracter de una representacion,
las relaciones de ortogonalidad, la descomposicién de la representacion regular de un grupo
finito, el lema de Schur y sus aplicaciones, entre otros. Ademds, se hace un breve estudio
del Analisis de Fourier sobre Grupos Finitos en el tercer capitulo, que permite ver a las
representaciones de grupos a través de la transformada de Fourier utilizando la Teoria de
Caracteres.

Finalmente, en este trabajo se presentan dos tipos de aplicaciones en dos capitulos dife-
rentes, la primera de esta aplicaciones es tedrica, se desarrolla en el cuarto capitulo y consiste
en la demostracion del pg-Teorema de Burnside, para la cudl fue necesario hacer un breve
repaso de Teoria de Numeros y Teoria basica de Galois. La otra aplicaciéon que se desarrolla
en el ultimo capitulo, consiste en aplicar los conceptos fundamentales de la Teoria de Repre-
sentaciones a la Probabilidad, especificamente al Barajado de Cartas utilizando los Paseos
Aleatorios. Cabe mencionar que si el lector no desea ver la aplicacion tedrica puede, sin
ningun problema, omitir el capitulo 4 y leer directamente el capitulo 5, ya que para abordar
las probabilidades sobre grupos, basta con tener conocimiento de la transformada de Fourier
y el producto convolucién.

Atentamente

Elisa Fernandez

Palabras clave:

Representaciones de Grupos

Teoria de Caracteres

Analisis de Fourier sobre grupos finitos

Barajado de Cartas

Representaciones de Grupos Finitos, Escuela de Matematica, Universidad de El Salvador 6



Indice general

Indice de Figuras 9
Indice de Tablas 10
Introduccién 11
Metodologia 13
Antecedentes 14
Objetivos 20
Objetivo General . . . . . . . . . . 20
Objetivos Especificos . . . . . . . . . . . 20
Definiciones basicas y notacion 21
1. Representaciones de Grupos 22
1.1. Definiciones basicas . . . . . . . . . ... 22
1.2. El Teorema de Maschke y la Completa Reducibilidad . . . . . .. ... ... 43
2. Teoria de Caracteres y Relaciones de Ortogonalidad 49
2.1. Morfismos de Representaciones . . . . . . . . . ... ... L. 49
2.2. Relaciones de Ortogonalidad . . . . . . .. ... ... ... .. ... ..... 55
2.3. Caracteres y Funciones de Clase . . . . . . .. . . ... ... ... .. .... 65
2.4. La Representacién Regular . . . . . .. .. .. ... oo 75
2.5. Representacién de Grupos Abelianos . . . . . . . . .. ... ... ... 85
3. Analisis de Fourier en grupos finitos 88
3.1. Funciones periddicas sobre Grupos ciclicos . . . . . . . ... ... ... ... 88
3.2. El Producto de Convolucion . . . . . . . . .. ... ... ... ... ... 90
3.3. Analisis de Fourier en Grupos Abelianos Finitos . . . . . . . .. ... .. .. 95
3.4. Una aplicacién a la teoria de grafos . . . . . .. .. .. ... ... 101
3.5. Analisis de Fourier en Grupos no Abelianos . . . . . . ... ... ... ... 112

7



4. Teorema de Burnside
4.1. Un repaso de Teoria de Numeros . . . . . . .. ... ... ... .. .....
4.2. El Teorema de La Dimension . . . . . . . . . . . . . . . ... .. ... ...
4.3. El Teorema de Burnside . . . . . . . . . . . . . ... ..

5. Probabilidad y Paseos Aleatorios sobre Grupos
5.1. Probabilidades sobre Grupos . . . . . . . . ... ...
5.2. Paseos Aleatorios sobre Grupos Finitos . . . . . . . .. ... ... ... ...
5.3. Barajadodecartas . . . . . ... ...
5.3.1. Barajados por “Riffles” . . . . . . . ... ... ...

Conclusiones

Bibliografia

Representaciones de Grupos Finitos, Escuela de Matematica, Universidad de El Salvador

118
118
123
132

140
140
148
152
154

161

163



Indice de Figuras

1.1.
1.2.

2.1.

3.1.
3.2.
3.3.

Equivalencia de Representaciones . . . . . . . . ... ... ... .. ... .. 24
Representaciones equivalentes . . . . . . .. ... 39
Morfismo de Representaciones . . . . . . . . . . . . .. ... ... ... ... 50
Un ejemplo de grafo . . . . . . . ... 102
El grafo de Cayley de Z/4Z con respecto a {£+[1]} . . . . . .. ... ... .. 104
El grafo de Cayley de Z/6Z con respecto a {+[1],+[2]} . ... .. ... .. 106



Indice de Tablas

1.1.

2.1.
2.2.
2.3.
2.4.
2.5.

Analogias entre grupos, espacios vectoriales, y representaciones . . . . . . . . 33
Tabla de caracter de Ss . . . . . . . . .. 74
Tabla de caracter de x, . . . . .. ... ... oL 75
Tabla de cardcter de Z/AZ . . . . . . . ..o 83
Tabla de cardcter de Z/2Z . . . . . . . . . 87
Tabla de cardcter de Z/2Z X Z/27, . . . . . . . . 87

10



Introduccion

La Teoria de Representaciones de Grupos es un elemento importante en la matematica ya
que actualmente, es un a ‘rea que posee gran cantidad de aplicaciones, en diversas ciencias ya
sea exactas, e inexactas, por ejemplo en matematica y musica; asimismo pueden encontrarse
aplicaciones en Geometria Algebraica, Teoria del Numero, Teoria de Grafos, Antropologia
Algebraica, Estadistica y Probabilidad. Por otro lado, el estudio de los grupos especialmente
los de orden finito aparece en diversas areas de las ciencias como en Fisica particularmente
en Mecanica Cudntica y en la Quimica en donde es muy 1til para estudiar moléculas.

Histéricamente el mayor triunfo de la Teoria de Representaciones fue el pg-Teorema de
Burnside, que establece que un grupo no abeliano de orden p®¢® con p y ¢ primos, no puede
ser simple™, o lo que es lo mismo, que cada grupo finito de orden p®¢® es soluble®, en
este trabajo se pretende demostrar este teorema, para lo cual tendremos que hacer una
breve revision de Teoria del Numero; se estudiara ademas un resultado de Frobenius que
usualmente es conocido como FEl Teorema de la Dimension, el cual establece que el grado de
cada representacion irreducible de un grupo G divide al orden del grupo. Este resultado fue
muy util para determinar la tabla de caracteres de un grupo G cualquiera y con el tiempo, los
caracteres resultaron ser extremadamente ricos y se convirtieron en una de las herramientas
fundamentales de esta teoria, ademas Burnside se auxilié de ellos también para demostrar
su teorema.

Se daran a conocer algunas aplicaciones de la Teoria de Representaciones a la Probabili-
dad, debido a su amplio campo de trabajo y las aplicaciones que tiene esta en diversas areas,
para ello se definiran los conceptos fundamentales que permitan poder abordar las Proba-
bilidades sobre Grupos Finitos: probabilidad sobre grupos, norma y otros tépicos necesarios
como el analisis de Fourier desde el punto de vista de la teoria de representaciones; ademas
como otra de las aplicaciones se hara un pequeno abordaje de la teoria desarrollada por Dia-
connis, que en su tiempo, fue necesaria para el estudio de problemas relativos al barajado de
cartas. El desarrollo de la teoria basica y ambas aplicaciones mostraran, a lo largo de este
trabajo, el vinculo entre la Probabilidad y la Teoria de Representaciones de Grupos Finitos.

La intenciéon del trabajo que se plantea en este proyecto de graduacién, sera presentar

(U Debemos recordar que un grupo es simple si no contiene subgrupos normales no triviales.
(2)Un grupo G se dice que es soluble si existe una cadena de subgrupos de G que satisfacen {e} = Hy <«
Hy<Hy<...q4H, =G,y en la que todos sus factores H;11/H;, i =0,1,2,...,k — 1, son abelianos.
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el desarrollo tedrico de este tépico, para lo cudl se incluiran ejercicios y demostraciones
detalladas lo mejor posible de los teoremas y corolarios asociados al tema, de esta forma
se pretende dar cumplimiento al objetivo especifico de este trabajo, el cual es exponer los
ingredientes esenciales de la Teoria de Representaciones de Grupos Finitos sobre los niimeros
complejos utilizando conocimientos de Algebra Lineal y teoria bésica de grupos, para luego
poder aplicarlos al Barajado de Cartas en Teoria de Probabilidad.

Representaciones de Grupos Finitos, Escuela de Matematica, Universidad de EI Salvador 12



Metodologia

1. TIPO DE INVESTIGACION

La investigacion se realizé a través del método bibliogrdfico® , por medio de un proceso
sistematico y secuencial de recoleccion, seleccion, clasificacién, evaluacion y analisis de
contenido del material existente sobre Representaciones de Grupos Finitos, cuyo estu-
dio de teoremas, hipétesis, ejemplos, resultados, entre otros, estuviesen desarrollados
por medio del Algebra Lineal.

2. PLAN PARA LA RECOLECCION DE LA INFORMACION

= Detecciéon de informaciéon: Se consultaron diferentes fuentes como libros, articulos,
tesis y revistas de divulgacién matematica, todas principalmente en inglés.

= Revision de la informacién: De la informacion detectada en medios bibliograficos,
se indagoé la informacion pertinente al estudio de las representaciones, de la teoria
de caracteres, el andlisis de Fourier y las probabilidades sobre grupos vistas desde
el algebra lineal.

» Seleccién de informacion: Se identific la informacién pertinente al propédsito de
la investigacion, priorizando la informacién relevante al estudio.

= Extraccion de informacion: De la informacién consultada, se extrajo la que abond
a la comprensién y demostracién de los teoremas, lemas, proposiciones y ejemplos
expuestos en el tema investigado.

= Andlisis de informacion: Se concreté y adecud la informacién recabada, ade-
cuandola segun las necesidades de cada tépico estableciendo parametros de or-
ganizacién y presentacion de la informacion, tomando en cuenta las directrices de
la investigacion.

3. ANALISIS

La informacién recabada se analizé en funcion del constructo tedrico de la investigacion,
agrupandola en temas y subtemas para formar la base tedrica del estudio.

(3)La investigacién bibliografica se caracteriza por la utilizacién de documentos; recolecta, selecciona, ana-
liza y presenta resultados coherentes; porque utiliza los procedimientos 16gicos y mentales de toda investiga-
cién; analisis, sintesis, deduccién, induccién.
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Antecedentes

Preliminares historicos: Los inicios de la Teoria de Re-
presentaciones

Las raices historicas de la Teoria de Grupos son la Teoria del Numero, y la teoria de
ecuaciones algebraicas y geométricas. El desarrollo de las fuentes antes mencionadas empie-
za con Leonhard Euler, y es continuada por la obra de Gauss en la Aritmética Modular, y
en los grupos aditivos y multiplicativos relacionados con los campos cuadraticos. Lagrange,
Ruffini y Abel en la bisqueda de soluciones que fueran generales para las ecuaciones po-
linémicas de alto grado, fueron ademés pioneros en obtener resultados acerca de los grupos
de permutaciones. Evariste Galois acuné el término “grupo” y cred lo que ahora se conoce
como la famosa teoria de Galois. En el area de la geometria, los grupos primero tuvieron
relevancia en la geometria proyectiva y, algin tiempo después, en la geometria no euclidiana.
El matematico aleman Félix Klein inauguré en 1872 su Programa de Erlangen proclamando
que la Teoria de Grupos pasaba a ser el principio organizador o los puntos focales de estudio
de la geometria. En este contexto el noruego Ludwig Sylow publicé la primera prueba de sus
ahora famosos teoremas.

De los primeros tratados sobre grupos fue el de Jordan en su Traité des Substitutions
et des Equations Algébriques (1870) y Substitutionentheorie und Ihre Anwendungen auf die
Algebra (1882) de Netto. Ambos libros fueron sobre la teoria de permutaciones de grupos,
sinénimo en aquel entonces de la Teoria de Grupos.

El primer articulo cientifico sobre teoria de representaciones de grupos finitos fue publi-
cado por Ferdinand Georg Frobenius (1849-1917) teniendo como origen la correspondencia
entre el mismo Frobenius y Richard Dedekind, en este sentido Dedekind propuso a Frobenius
el problema de factorizar ciertos polinomios homogéneos provenientes de un determinante
(lamado “Determinante de Grupo”) asociado con un grupo finito G. En el caso en el que G
es abeliano, Dedekind pudo factorizar el determinante de grupo en factores lineales usando
los caracteres de G (que no son mas que los homomorfismos de G dentro de un grupo con
nimeros complejos no nulos). Fue la genialidad de Frobenius la que permitié la invencién
de una Teoria General de Caracteres para grupos finitos arbitrarios y la uso para dar una
solucion completa al problema del determinante de grupo de Dedekind. El subsiguiente tra-
bajo de Frobenius le permitié formular en 1897 la definicién moderna de una representacion
de un grupo como un homomorfismo ¢: G — GL,(C) (una definicién matricial). Ademés

14



de la invencion de la Teoria de Caracteres, Frobenius hizo muchos otros aportes a la Teoria
de Representacion de Grupos Finitos, entre ellos tenemos:

Fue capaz de introducir formalmente la nocién de representaciones de grupo y relacio-
narlos con su determinante.

» Introdujo la “composicién” de Caracteres (ahora llamada producto tensorial) y desa-
rroll6 la relacién entre los caracteres de un grupo y los de sus subgrupos.

= Los céalculos de Frobenius para los caracteres de algunos grupos especificos, tuvieron un
gran impacto en la teoria de representaciones y anos después este trabajo se convirtié
en un area de estudio sorprendentemente rica de la teoria de representacion de grupos
finitos de Lie.

= Incluso antes de su trabajo en la teoria de caracteres Frobenius tuvo interés en los gru-
pos finitos solubles, publicando dos articulos en este sentido enfocados a la existencia
y estructura de sus subgrupos. Posteriormente su interés se enfocé en su nueva teoria
de caracteres de grupo.

» Con su estudiante Issai Schur, Frobenius introdujo la nocién de indice (o indicador) de
un caracter irreducible. Los indices de Frobenius-Schur contienen informacion impor-
tante del grupo G' que va mas alla de la tabla de caracteres de G.

La aparicién del primer tratado en inglés sobre teoria de grupos finitos, fue gracias a
William Burnside (1852-1927), esto después de la aparicién de varios articulos de él mismo
titulados “Notas Sobre la Teoria de Grupos de Orden Finito” y otros més. Posteriormente
se hizo una segunda edicién del libro con nuevo material en relacién a la Teoria de Repre-
sentaciones de Grupos.

Burnside tenia conocimientos sobre la teoria de grupos discontinuos debido a los trabajos
de Klein y Poincaré, después de esto €l se alejo de las matematicas aplicadas y enfocd sus
investigaciones en la teoria de grupos de orden finito. El y seguido de cerca por los trabajos de
Holder en grupos de orden especifico, publico sus propios resultados sobre la naturaleza del
orden de grupos simples finitos. Los trabajos previos de Frobenius aparentemente despertaron
su interés en los grupos solubles finitos.

En cuanto al trabajo de Burnside en la Teoria de Representaciones de Grupos, podemos
decir que después de leer los articulos de Frobenius vio la importancia de la nueva teoria
en su propia investigacién de grupos finitos y lo primero que intento hacer fue entender los
resultados de Frobenius a su propia manera, para después acercase a los trabajos de Sophus
Lie en relacion a la trasformacién de grupos finitos (él era versado en los grupos y dlgebras de

Representaciones de Grupos Finitos, Escuela de Matematica, Universidad de El Salvador 15



Lie, a diferencia de Frobenius). En este sentido analizando la estructura del Algebra de Lie
logro derivar los principales resultados de Frobenius tanto en la teoria de caracteres como con
el determinante de grupo. Burnside nunca alegd que habia descubierto algo nuevo, siempre le
dio el reconocimiento a Frobenius, solo aclarando que la forma de probar los teoremas fue por
un camino distinto al seguido por este. En una siguiente etapa de su trabajo Burnside enfocé
sus investigaciones a la naturaleza de las representaciones irreducibles y sus aplicaciones.

En general podemos decir entonces que Frobenius y Burnside, trabajando independiente-
mente, exploraron esta nueva area y ademas sus aplicaciones a la Teoria de Grupos Finitos.
A este trabajo contribuyeron también Issai Schur 1875-1941) y algunos anos después Richard
Bauer (1901-1977) entre otros.

Si recapitulamos, ya ha pasado mas de un siglo desde que Dedekind le planteo el problema
a Frobenius sobre factorizar un determinante asociado con un cierto grupo finito. La solucién
de este problema abstracto planteado a Frobenious permitié la invencién de la Teoria de
Caracteres y subsecuentemente la Teoria de Representacién de Grupos Finitos. Actualmente
estas teorias proveen herramientas basicas en varias ramas del Algebra y su generalizacion a la
topologia. Estas teorias han sido aplicadas ampliamente en muchas areas tedricas y aplicadas
de la Fisica y la Quimica, como la Espectroscopia, Cristalografia, Mecanica Cudantica, teoria
de orbitales, etc. Toda esta gran diversidad de aplicaciones son posibles gracias al trabajo
puramente tedrico de personajes como Dedekind, Frobenius y el mismo Burnside y de ahi la
importancia de su estudio desde el punto de vista de las matemaéticas puras asi como de las
matematicas aplicadas.

Relacion con otras areas de la matematica

Las representaciones de los grupos son importantes porque permiten que muchos de los
problemas de la Teoria de Grupos se reduzcan a problemas de Algebra Lineal, haciéndolos
mas faciles de entender. Es también importante en Fisica, ya que por ejemplo, describen
cémo el grupo de simetria de un sistema fisico afecta a las soluciones de las ecuaciones que
describen ese sistema; y en el campo de la quimica, como por ejemplo la simetria molecular,
el espacio se agrupa y los grupos puntuales de simetria describen simetrias moleculares y
simetrias cristalinas.[10]

El término representacion de un grupo también se utiliza en un sentido mas general para
referirse a cualquier “Descripcion” de un grupo como un grupo de transformaciones de un
objeto matematico. Mas formalmente, una “representacion” es un homomorfismo del grupo
para el grupo de automorfismos de un objeto. Si el objeto es un espacio vectorial, por ejemplo,
se tiene una representaciéon lineal. Algunos autores utilizan la realizacion de la idea general
y reservan el término representacion para el caso especial de las representaciones lineales.

Representaciones de Grupos Finitos, Escuela de Matematica, Universidad de El Salvador 16



Ramas de la Teoria de Representaciones de Grupos Finitos

La Teoria de la Representaciones de Grupos se divide en subteorias dependiendo del
tipo de grupo representado. Estas a pesar de que son muy diferentes en sus detalles, poseen
algunas similitudes en las definiciones y conceptos béasicos; entre estas tenemos:

Grupos compactos o grupos localmente compactos.
Grupos de Lie.

Grupos algebraicos lineales.

Grupos topoldgicos no compactos.

Grupos finitos.

En este trabajo sélo se estudiaran estos ultimos.

Fisica

Entre las aplicaciones en el campo de la Fisica destacan el analisis de la simetria de la
funcién de onda de Schrodinger, la explicacion de la degeneracion “complementaria” en un
campo de Coulomb, y ciertas cuestiones relacionadas con la teoria del estado sélido.|[6]

Algunos ejemplos de grupos que se utilizan en Fisica

1.

Grupo de desplazamientos (traslaciones) en el espacio tridimensional, cuyos elementos
son las transformaciones de traslacion del origen de coordenadas en un vector arbitrario
a, es decir: ' = r + a.

Grupo de rotaciones O7(3), cuyos elementos son las transformaciones de rotacién del
espacio tridimensional o matrices ortogonales correspondientes con el determinante
igual a la unidad.

Los grupos de simetria de las moléculas (o grupos puntuales) estdn compuestos por
ciertas transformaciones ortogonales del espacio tridimensional.

Los grupos de simetria de los cristales (o grupos especiales) estdn compuestos por
un numero finito de transformaciones ortogonales, de desplazamientos (traslaciones)
discretos y de los productos de estas transformaciones. Rigurosamente hablando, tal
simetria es inherente s6lo a un cristal infinito o bien a un modelo de cristal con las
denominadas condiciones de contorno ciclicas.

Grupo de Lorentz LT estd formado por las transformaciones que describen el paso de
un sistema de referencia a otro que se encuentra en movimiento rectilineo uniforme
respecto al primero. El requisito de la invariancia de las ecuaciones de movimiento
respecto al grupo de Lorentz es una consecuencia de los postulados de la teoria de
relatividad.

Representaciones de Grupos Finitos, Escuela de Matematica, Universidad de El Salvador 17



La lista mencionada apenas cubre, por supuesto, todos los ejemplos de los grupos que
tienen aplicacion en fisica, sin embargo, el interés de esta area se concentra precisamente en
estos. Por otro lado la teoria de grupos proporciona la posibilidad de clasificar los estados de
un sistema fisico a partir de sus propiedades de simetria, sin tener que resolver las propias
ecuaciones de movimiento, y es precisamente en esto donde reside la importancia de estos
métodos, ya que la obtencién de al menos una solucion aproximada a estas ecuaciones requiere
a menudo de célculos muy laboriosos, pero haciendo uso de los métodos proporcionados por
la teoria de grupos se puede determinar las propiedades de simetria de las soluciones exactas
de las ecuaciones de movimiento, obteniendo asi informacién bastante importante sobre el
sistema fisico examinado.

Quimica

La simetria molecular, y su articulacion matematica a través de la Teoria de Grupos,
desempena un papel fundamental en la descripcion y prediccién de las propiedades de las
moléculas. La Espectroscopia concretamente se combina de forma muy eficaz con la simetria
molecular para especificar las reglas de seleccién e interpretar los espectros moleculares.[10]

Por otro lado en Cristalografia, el espacio se agrupa y los grupos puntuales de simetria
describen simetrias moleculares y simetrias cristalinas. Estas simetrias son subyacentes al
comportamiento fisico y quimico de estos sistemas, y la teoria de grupos permite simplificar
el andlisis en mecanica cuantica de estas propiedades. Por ejemplo, se usa para mostrar que
las transiciones Opticas entre ciertos niveles cuanticos no pueden ocurrir simplemente debido
a la simetria de los estados implicados.[9]

No sélo hay grupos ttiles para evaluar las implicaciones de las simetrias en moléculas,
sino que sorprendentemente también pronostican que las moléculas a veces pueden cambiar
la simetria. El efecto Jahn-Teller es una distorsion de una molécula de alta simetria cuando
adopta un estado particular de baja simetria a partir de un conjunto de estados base posibles,
que se relacionan el uno con el otro por las operaciones de simetria de la molécula. Del
mismo modo, la teoria de grupos ayuda a pronosticar los cambios a propiedades fisicas que
ocurren cuando un material sufre un cambio de estado. Por otro lado los grupos de simetria
mencionados, como por ejemplo los grupos de Mathieu, se usan en teoria de coédigos, que se
aplica en la correccién de errores en los datos transmitidos, y a los reproductores de CDs.

Probabilidad

Particularmente una de las aplicaciones mas importantes de la Teoria de Representaciones
de Grupos es en Probabilidad y la Estadistica. Esta aplicacién se hace via el estudio de las
probabilidades sobre grupos, las cuales a su vez son fundamentales para obtener algunos
resultados en otros campos.

Otra aplicacion importante, son los paseos aleatorios, que no es més que realizar una
formalizacion matematica de la trayectoria que resulta de hacer sucesivos pasos aleatorios.
Por ejemplo, la ruta trazada por una molécula mientras viaja por un liquido o un gas, el
camino que sigue un animal en su bisqueda de comida, el precio de una accion fluctuante
y la situacién financiera de un jugador pueden tratarse como un paseo aleatorio. El término
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paseo aleatorio fue introducido por Karl Pearson en 1905. Los resultados de los analisis de
los paseos aleatorios, han sido aplicados a muchos campos como la computacion, la fisica,
la quimica, la ecologia, la biologia, la psicologia o la economia. En particular en este tltimo
campo la teoria del paseo aleatorio de Burton G. Malkiel en su obra A Random Walk Down
Wall Street (cuya traduccién en espaniol es Un Paseo Aleatorio Por Wall Street) se funda-
menta en la hipotesis de los mercados eficientes, desarrollado en tres formas o hipotesis. En
fisica, el modelo ha servido, por ejemplo, para modelar el camino seguido por una molécula
que viaja a través de un liquido o un gas (movimiento browniano). En ecologia, se emplea
para modelar los movimientos de un animal de pastoreo, entre otros. A menudo, los paseos
aleatorios se suponen que son cadenas de Markov o procesos de Markov, pero otros paseos
mas complicados también son de interés. Algunos paseos aleatorios estan en grafos, otros en
la recta, en el plano, o en dimensiones mayores, mientras algunos paseos aleatorios estan en
grupos.

Entre otras aplicaciones de los paseos aleatorios tenemos:

1. En genética de poblaciones, el paseo aleatorio describe las propiedades estadisticas de
la deriva genética.

2. En fisica, los paseso aleatorios son utilizados como modelos simplificados del movi-
miento browniano y difusién tales como el movimiento aleatorio de las moléculas en
liquidos y gases. Véase, por ejemplo, la agregacion limitada por difusion. Ademas, los
paseos aleatorios y algunos de los paseos que interactian consigo mismos juegan un
papel en la teoria cuantica de campos.

3. En biologia matematica, los paseos aleatorios son utilizados para describir los mo-
vimientos individuales de los animales, para apoyar empiricamente los procesos de
biodifusion, y en ocasiones para desarrollar la dinamica de poblaciones.

4. En otros campos de las matematicas, el paseo aleatorio se utiliza para calcular las
soluciones de la ecuacion de Laplace, para estimar la media armoénica, y para varias
construcciones en el analisis y la combinatoria.

5. En informatica, los paseos aleatorios son utilizados para estimar el tamano de la Web.
En la World Wide Web conference-2006, Bar-Yossef Et Al. publicé sus descubrimientos
y algoritmos para lo mismo.

6. En el procesamiento de imagenes, los paseos aleatorios son utilizados para determinar
las etiquetas (es decir, “objeto.® “fondo”) para asociarlas con cada pixel. Este algoritmo
se suele denominar como algoritmo de segmentacion del paseo aleatorio.

Es un hecho que el estudio de los paseos aleatorios es muy importante y es por ello que a
través del tiempo se le ha dedicado particular interés a su estudié y desarrollo, y una forma
muy viable de hacerlo es por medio de las representaciones de grupos.
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Objetivos

Objetivo General

1. Desarrollar la Teoria de Representaciones de Grupos Finitos y establecer las bases
matematicas para su aplicacién en la Probabilidad.

Objetivos Especificos

1. Desarrollar la Teoria de Caracteres y las relaciones de ortogonalidad.

2. Dar a conocer el vinculo entre la Probabilidad y la Teoria de Representaciones de Gru-
pos Finitos.

3. Aplicar la Teoria de Representaciones de Grupos Finitos al estudio de los barajados
de cartas.

4. Crear una brecha para que la Teoria de Representaciones de Grupos Finitos sirva
como herramienta de estudio en las otras carreras de la Escuela de Matematica de la
Universidad de El Salvador.
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Definiciones basicas y notacidn

Sean V' y W espacios vectoriales, para los cuales se tienen las siguientes definiciones

M, (C) = {m x n matrices con entradas en C}.

M, (C) = M,,(C).

Hom(V, W) ={A: V — W | A es un mapeo lineal}.
End(V) = Hom(V, V) (el endomorfismo de anillos de V).

GL(V) = {A € End(V) | A es invertible} (se conoce como el grupo general lineal de
V).

GL,(C)={A € M,(C) | A es invertible}.

La matriz identidad /transformacion lineal estd denotada por Id, o Id, si se desea hacer
énfasis en la dimension n.

7 es el anillo de los nimeros enteros.

N es el conjunto de los niimeros enteros no negativos (también conocidos como nimeros
naturales).

Q es el campo de los niimeros racionales.
R es el campo de los ntimeros reales.
Z/nZ = {[0],...,[n — 1]} es el anillo de los enteros médulo n.

Sy, es el grupo de permutaciones de {1,...,n}, es decir, el grupo simétrico.
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Capitulo 1

Representaciones de Grupos

Se observara en este capitulo, que el objetivo de las representaciones de grupos es estudiar
a los grupos por medio de sus acciones sobre los espacios vectoriales, ya que, a través de
sus acciones sobre estos podemos obtener informacion mas detallada acerca de ellos, de esta
forma, el estudio de sus matrices de representacién conducird naturalmente al analisis de
Fourier y al estudio de las funciones de valores complejos en un grupo.

1.1. Definiciones basicas

Se debe recordar que una accion de un grupo G sobre un conjunto A es por definicion
un homomorfismo ¢: G — Sy, donde S4 es el grupo simétrico sobre A.
Definicién 1.1.1. Representacion.

Una representacién de un grupo G es un homomorfismo ¢: G — G L(V') para algtin espacio vectorial
V' (de dimensién finita). La dimensién de V' es llamada el grado de ¢. Usualmente escribimos ¢, para
©(g) y @q4(v), o simplemente ¢gv, para la actuacién de ¢, sobre v € V.

Observaciéon 1.1.2. Se asumird de aqui en adelante que todas las representaciones son no
nulas, ya que las representaciones de grado cero formalmente no estan contempladas en la
definicion.

Uno de los ejemplos clésicos es el siguiente homomorfismo:

Ejemplo 1.1.3. La Representacién Trivial

La representacién trivial de un grupo G es el homomorfismo ¢: G — C* cuya regla de
asignacién esta dada por ¢(g) =1 Vg € G.

Desarrollo. Comprobemos que efectivamente se trata de un homomorfismo ¢(g)p(h) =
(1)(1) = 1p(gh) Vg, h € G. O

Observaciéon 1.1.4. La Representacion Trivial puede asociarse con los complejos sin el cero
(C*), ya que por definicion se hace el mapeo hacia un grupo general lineal para un espacio
V' definido como GL(V) ={A € (V) | A es invertible}, quiere decir que todos los elementos
que pertenezcan a GL(V') deberdn ser invertibles y de grado 1.
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A continuacion otros ejemplos de representaciones, que de la misma forma que el anterior
tienen grado 1.

Ejemplo 1.1.5. Sea ¢: Z/27Z — C* con regla de asignacién ¢([m]) = (—1)™, entonces ¢ es
una representacion.

Desarrollo. Se probard que es un homomorfismo; sean [m| y [n] dos elementos de Z/27Z

m

Ejemplo 1.1.6. Sea ¢: Z/47Z — C* cuya definicién esta dada por ¢([m]) = i™, es una
representacion.

Desarrollo. Se probara que es un homomorfismo, para ello se tomaran dos elementos tales
que [m] y [n] € Z/AZ, entonces

p(lm] + [n]) = ¢([m +nl)

]

2mim

Ejemplo 1.1.7. Dada ¢: Z/nZ — C* cuya regla de asignacién es ¢([m]) = e » , es una
representacion.

Desarrollo. Se probard que es un homomorfismo, para ello se tomaran dos elementos de
Z/nZ, sean [m| y [p], entonces

o([m] + [p]) = ¢(Im + p])

2mwi(m+p)
e n

2mwim  2mip

e n e n

= ¢([m])e([p])

]
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Sea ¢: G — GL(V) una representacién de grado n, a una base B del espacio V' puede
asociarsele el isomorfismo de espacios vectoriales T': V' — C", es decir, se puede proporcionar
un isomorfismo entre la base y un espacio vectorial solo tomando las coordenadas, de esa
forma se pude definir una representaciéon ¢: G — GL,(C) haciendo v, = Ty, T~ para
g € G. Para garantizar que se trata de una representacion debe comprobarse que es un
homomorfismo, entonces se tiene

Vgm = T‘Png_l
= TgoggomT_l
=T, (T7'T) ¢ T
= (L, T7)(TpnT™)
= YU
Si B es otra base, se tendrfa otro isomorfismo S: V' — C" y por tanto, una representacion

V' G = GL,(C) dada por Y, = SpgS~! para g € G Vg € G. Como cabria suponer las
representaciones 10 y 1)’ estaran relacionadas de la siguiente manera

V= ST Mpy TS = (ST M)y (ST~

Podria pensarse que las representaciones ¢, 1 y ¢’ son todas la misma representacion,
y esta inquietud es la que da la nocién de equivalencia planteada en la Definicién 1.1.8 y
notese que esta idea estd asociada al cambio de base.

Definicion 1.1.8. Equivalencia.

Dos representaciones p: G — GL(V) y ¢: G — GL(W) son equivalentes si existe un isomorfismo
T:V — W tal que ¢, = Tcpngl Vg € G, es decir, ;T = T, Vg € G. En este caso, se escribird
@ ~ 1. A partir de lo anterior puede formarse el siguiente diagrama que conmuta

V V
W W

Figura 1.1: Equivalencia de Representaciones

Pg
—_—

_—

Yy

Lo que significa que cualquiera de las dos formas de ver el diagrama (pasar de la parte superior
izquierda a la esquina inferior derecha) dard la misma respuesta.
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Ejemplo 1.1.9. Se define ¢: Z/nZ — GL4(C) por medio de

2mm . 2mm
cos [ — —sin [ —

n n
. 2mm 2mm
sin | —— cos | ——

n n

2
que es la matriz de rotacién de o grados y se define a ¢: Z/nZ — GLy(C) por
n
2mmi
e n 0
w[m} - 2Tmsi
0 e n

Entonces ¢ ~ 9

Desarrollo. Notese que ¢ y 1, no son mas que las representaciones matriciales de las trans-
formaciones lineales.

Sea la matriz T = [i _12 y se utilizara la matriz inversa para una matriz de 2 x 2:
1 — 1 ;
A7l = d b , entonces la matriz inversa de T es: 771 = — 1 ‘.
ad —bc |—c «a 2t |—1 1

Mediante un calculo directo, se comprobara que T’lnp[m]T = Y}m), para demostrar que

efectivamente ¢ ~ .
(27rm) . <27Tm>
cos| — ) —sin| —
n n

) ( 27Tm> < 2mm >
sin [ —— cos [ ——
n n

2
Se hace primero el producto T_lgp[m], para ello se define a = o
n
1 cos(a) —sin(«) cos(a) +isin(a) —sin(a) + icos(a)
T_lgo[m] |: 1 :| =
sin(a)  cos(«) —cos(a) +isin(a)  sin(a) + i cos(a)

Recuérdese que

por lo que, se hacen los siguientes calculos
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—sin(a) +icos(a) = icos(a)+i*sin(e) | sin(a)+icos(a) = i[cos(a)+ +sin(a)]

= i[cos(ar) + isin(a)] = ifcos(a) — isin(a)]
= e’ = ie
e’LCY ZeZO[
Operando adecuadamente se tiene que T‘lgp[m] =
_ela el

Sustituyendo la matriz anterior y cambiando el valor de « se tiene que

2mmsi . 2mma

e n e n ; ;
—1 _ 1 -
Tomt =5 _2mmi . _2mmi L 1}
—e~ n ge n
Sea T 'y, = M y se lleva a cabo el producto de MT
MT = ‘ —iQ ~Z€—ia . = fLe—ioz—i_ Z? —i '_Z—eioz i -Ze—ioe = 2ic . O—ia
—e € 1 1 —1e” " + e e +ie 0 2ie

Se reemplaza el resultado anterior, se retoman los valores originales y se tiene:

e 0 w0
_ 1
T opmT = 5 N | = Yim)
0 2ie” n 0 e

]

Un grupo puede tener solo una representacion o mas de una, depende del grupo con el
que se trabaje.

Existen representaciones que se tornan importantes por el uso que se les da en diversas
areas y por el grupo mismo, una de estas es la del Grupo Simétrico S,,, que se utiliza en la
Teoria de Galois, la Teoria de Representaciones de los Grupos de Lie, entre otras. De hecho
el Teorema de Cayley establece que cada grupo G es isomorfo a un subgrupo del Grupo
Simétrico. Por la importancia de este grupo es que la siguiente representacién es muy valiosa
en este topico.

Ejemplo 1.1.10. La Representacion Estdndar de S,

Se define a ¢: S,, = GL,(C) sobre la base estandar ¢, (e;) = €,(;). Se obtiene la matriz
para ¢, permutando las filas de la matriz identidad correspondiente a o.

Asi por ejemplo si n = 3 se tienen los elementos generadores (1 2) y (1 2 3), y puede
calcularse sus respectivas representaciones.
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Desarrollo. Para (1 2)

T, Ty Tz x) = 0xq + log + 0z3 = [0 1 0] 010
(12) =/1 2 3\ entonces =11 +0x3+023 =100 = |1 0 O
2 1 3 xh = 01 + 0zy + log = [0 0 1] 0 01
Para (1 2 3)
T1 To X3 x1—0x1+1x2+0x3:> [0 10] 0 01
(123) =1 2 3\ entonces zf)=0x1+0r2+1z3=1[001] = (1 0 0
2 3 1 x3—1$1+0x2+0x3:>100 010
De aqui que las matrices de representacién para los elementos (1 2) y (1 2 3) estédn dadas
por
010 0 01
pa= |1 0 0 , vaz23=|(1 00
0 01 010
m
Observacién 1.1.11. Se debe recordar que o = ! 2 eeon—l " or
et Weor=\s1) 0(2) ... o(n—1) on)) ¥
definicion py(e1+ea+...+e,1+e,) = €o(1) T €o(2) T - -+ €Con-1)+Exn), €5 decir, al aplicar
o(i) = j (donde i no es necesariamente igual a j), con i, j = 1,2,...,n generamos a los
elementos 1,2,3,...,n (no necesariamente en ese orden). Si se observa de forma vectorial,
se tiene que por cada elemento i que se obtenga de aplicar o, su representacion matricial
tendrd la forma [...00 ... 10...], es entonces evidente que lo que se esta generando es la

base canonica e; y como la adicion es conmutativa quedaria como
€o(1) T €o2) T .- T Eon-1) T Eo(n) =€1 + €2+ ...+ €1+ €p.
Notese que en el Ejemplo 1.1.10 lo que se tiene es que

Polertest ... +en1ten) =es)teo+ ...+ em1)+ Eon)
=e1+e+...+e,1+e,

y la igualdad se cumple ya que o es una permutacion y la adicion es conmutativa. Por tanto,
Cle; +ex+ ...+ en1+e,) es invariante para toda p, con o € Sy,.

Esta observacién permite establecer la siguiente definicion.

Definicién 1.1.12. Subespacios G-invariantes.

Sea p: G — GL(V) una representacion. Un subespacio W < V' es G-invariante si, Vg € Gy w €
W, se obtiene que p w € W.

Ejemplo 1.1.13. Para la representacion ¢ del Ejemplo 1.1.9 los subespacios Ce; y Ces se
afirma que son ambos Z/nZ-invariantes y C2 = Ce; @ Ces.
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Desarrollo. Se probard entonces que Ce; y Cey son ambos subespacios Z/nZ-invariantes de
Z/nZ, para ello, deben considerarse algunos presaberes, para hacer mas facil la comprensién
de dicha demostracion.

1. En el espacio vectorial complejo C? todo vector (z,y) es combinacién lineal de los
vectores (1,0) y (0,1), ya que (z,y) = x(1,0) + y(0,1) con z,y € C, de aqui que
{(1,0),(0,1)} es base.

2. Para un cuerpo K y V un espacio vectorial de K se tiene que V' < W (un subespacio)
Si:

» para cualquier w,w’' € W —= w+w' € W
= paracadaw € Wycada e K= Aw e W

3. En general en el espacio vectorial K" los n vectores
{e; = (1,0,...,0,0);e2 = (0,1,...,0,0);...5¢;, = (0,...,1,...,0);...;e, = (0,0,...,0,1)}

forman la base estindar de K" en donde cada e; son linealmente independiente (Li) y
son una base que genera a K".

Entonces, se tiene que ¥: Z/nZ — GLy(C)

2mtmsi

e n 0

_ 2mmi

0 e n

Para que, Ce; y Cey sean Z/nZ-invariantes deberia de pasar que si W < C se debe
demostrar que Vg € Z/nZ con ¢, (w) € W.

Ahora las veces de W las hacen

o () = o) soee) v enm () - () 0

y se busca que Cep,Cey < C, se toma v € Cey y w € Ces.

Para Ce; < C
6% 0 a ae% _ 1 1
0 e & 0 0 0 0

conz=aen yreC= Ym)(v) € Cey ; por lo tanto Cey es Z/nZ-Invariante
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Para Cey < C

2mmi

e n 0 0 0 0 1

w[m] (w) - 2 3 - 2mms - be " - y
0 e b be” n 1 0

con y = be e y € C = Yy, (w) € Cey ; por lo tanto, Ce, es Z/nZ-Invariante

Ademas, Ce; N Cey = , es decir, el tnico vector que comparten es el vector nulo.

0
0
Ahora faltard corroborar que C? = Ce; @ Cey la suma directa se sabe que sus elementos
pertenecen a C x C.

. . a
Asf que, si se toma x € C? = x = ( ) con a,b e C.

b

También se puede reescribir como x = (g) + (2) = a((l)) + b(?)

, 1 , 0 .
y noétese que a(o) € Ce; asi como b € Cey; de esta forma se cumplira afirmado ante-

1
riormente. O

Definicién 1.1.14. Suma directa de representaciones.

Supédngase que las representaciones o(1): G6 — GL(V;1) y ¢®: G — GL(V3) estan dadas. Enton-
ces su suma directa (externa) esta dada por M) @ ©?): G — GL(V; ® V4) definida por

(W ® @)y (v1,v2) = (98 (01), P (v2)).

Para ver las sumas directas en términos de matrices, se supondrd que ¢(): G — GL,,(C) y
0o?. G- GL,(C) son representaciones. Entonces

0 @ ®: G = GLnin(C)

serd una matriz cuadrada, es decir, por las definiciones matriciales de ¢ y v el conjunto de
llegada para la suma directa serdn matrices cuadradas de (m +n) x (m + n) ya que

(1)
(cp(l)EBgo(Q))g — [¢g " lmxm (?g)zXn ] }m+n
Onsxcm [(Pg }nxn

N—
m-+n
Nétese que en la matriz anterior los espacios ocupados por 0 son matrices también de dimensidn
m X n 'y n X m respectivamente, la idea es contemplar a la suma directa como una matriz compuesta
por submatrices de las representaciones y matrices nulas.

Ejemplo 1.1.15. Se definen las representaciones p1: Z/nZ — C* por go(l)] = eZmim/n

[m
©?: Z/nZ — C* por %) = e=2mim/n,

[m] —

» Y
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Desarrollo. De acuerdo a la definicion de suma directa se tiene que

2mim

e n 0

(W @ o)y =

—2mim

0 e n

Notemos que en este ejemplo se ha aplicado directamente la definicion de suma directa.
m

Observacién 1.1.16. Sin > 1, entonces la representacion

p: G— GL,(C)
g pg=1;Vge G

(donde I es la matriz identidad de n X n) no es equivalente a la representacion trivial,
porque se sabe que la representacion trivial esta dada por

p:G—=C
g—=elg)=1,VgeG
Mas bien, la matriz identidad termina siendo equivalente a la suma directa de n copias

de la representacion trivial. Porque es posible observar a cada elemento de la diagonal como
una matriz de 1 X 1 y por la definicion de suma directa.

1 0 0 0] ([1]1x1 0 0 0 ]
0 1 0 0 0 [ 0 0
p=|: : : : = LoL® ol
0 0 10 0 0 Mix1 O n veces
0 0 o1l | 0 0 0[],

Ya que las representaciones son un tipo especial de homomorfismos, si un grupo G es

generado por un conjunto X, entonces una representacion p de G se determina por los
valores que toma en X ; pero debe tenerse en cuenta que, no cualquier asignacion de matrices
a los generadores dard una representacion valida, porque la asignacion debe preservar todas
las relaciones que cumplen los generadores.

A continuacién se muestra un ejemplo de como se construye la suma directa de represen-
taciones.

Ejemplo 1.1.17. Sea p: S3 — GL2(C) especificada sobre los generadores (1 2) y (1 2 3)
por

-1 -1 -1 -1
P 2) = 0 1 |Pa23) =] 4 0
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Desarrollo. Es importante asegurar que, se trata de una representacion, para ello se debe
corroborar que p sea un homomorfismo. Ademéds, No se conoce la regla de asignacién, pero
se conoce las imagenes de los generadores, entonces solo faltaria comprobar que cumplen con
las mismas reglas de Ss.

Se comprobard que s* = I sabiendo que s = p(; 2)

(e 2)” = (pa 2) (pa 2)
({ (k)
I[é !

Ahora se probard para r* = I si r = pq 2 3)

(P(l 2 3))3 = (P(l 2 3)) (P(l 2 3)) (P(1 2 3))

Por tltimo, se verifica que sr = r~!s

(pa2) (Pa29) = (pa23) (12))
D@ D= ) @A
({[ }% E[} D)

Como la representacién de los elementos conserva las propiedades de los generadores de
Ss3, se podréa concluir que es un homomorfismo y, por tanto, una representacion.

Después de haber verificado que p es una representacion, se témese a ¢: S3 — C* definida
por 1, = 1. Véase que 1, = 1 & [1]1x1 y por definicién de suma directa

0 1 -1 0 -1 -1 0
(P& Y)a 2 = {%(1 2 axl ] =|l0 1] o =1 0 0
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Se podra desarrollar el mismo procedimiento para el otro elemento

0 -1 -1 0 -1 -1 0
(P@¢)(123)= {%123) ¢2X1 } 1 0 0 =11 0 0

Finalmente, se podra observar que los elementos quedan escritos de la siguiente forma

-1 -1

]

Se mostrarda mas adelante que p @ ¥ es equivalente a la representacion de S3 considerada
en el Ejemplo 1.1.10, esto se demostrara mas adelante.

Sea ¢: G — GL(V') una representacion, si W < V' es un subespacio G-invariante, podre-
mos restringir ¢ para obtener una representacién |y : G — GL(W) definiendo (¢|w )4 (w) =
@g(w) para w € W. Precisamente porque W es G-Invariante, se tiene ¢, (w) € W. A veces de-
cimos que @|w es una subrepresentacion de . Si Vi, Vo <V son G-invariantes y V =V, @ V5,
entonces se verifica que ¢ es equivalente a la suma directa (externa) ¢|y, @ ¢ly,. Para ello
vease esto en términos de matrices.

Sea ¥ = |y, v se escogen las bases By y By para Vi y Vs, respectivamente. Entonces se
deduce de la definicién de una suma directa que B = B; U B, es una base para V. Como V; es
G-invariante, se tiene que ¢, (B;) C V; = CB; el subespacio generado por B;) por definicién
de subespacio invariante. Asi se obtiene la matriz

_{[90(”]31 0 ]

lpglB = 0 [90(2)]32

Que no es més que la matriz de cambio de base B y también que ¢ ~ M) @ o3 es
decir, un isomorfismo.

A menudo se tiene algun tipo de factorizacion tunica en primos, o irreducibles, y en
este caso aplica algo similar para la teoria de representacién. En este contexto la nocion de
“irreducible” esta inspirada en la idea de un grupo simple.

Definicién 1.1.18. Representacién Irreducible.

Una representacion no nula ¢: G — GL(V') de un grupo G se dice que es irreducible si y sélo si
los tnicos subespacios G-invariantes de V son {0} y V.

En la Definicién 1.1.18 se podra notar que no tiene subespacios propios que sean G-
Invariantes.
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Ejemplo 1.1.19. Cualquier representacién de grado uno de ¢: G — C* es irreducible, ya
que C no tiene subespacios distintos de cero.

La Tabla 1.1 muestra algunas analogias entre los conceptos que se han visto hasta ahora
con los de la Teorfa de Grupos y Algebra Lineal.

Tabla 1.1: Analogias entre grupos, espacios vectoriales, y representaciones

Grupos Espacio Vectorial Representacion

Subgrupo Subespacio Subespacio G-invariante
Grupo Simple Subespacio Unidimensional Representacién irreducible
Producto directo Suma directa Suma directa

Isomorfismo Isomorfismo Equivalencia

Si G = {1} es el grupo trivial y ¢p: G — GL(V) es una representacién, entonces nece-
sariamente ¢; = I. Entonces, para producir una representacion del grupo trivial, basta con
escoger un espacio vectorial. Para el grupo trivial, un subespacio G-invariante no es mas que
un subespacio. Una representacién del grupo trivial es irreducible si y sélo si tiene grado
uno. Asi la columna central de la Tabla 1.1 es un caso especial de la tercera columna.

Ejemplo 1.1.20. Las representaciones ¢ y del Ejemplo 1.1.9 no son irreducibles.

Ya que por ejemplo, C {ﬂ y C [_11 son subespacios Z/nZ-invariantes para , mientras

que los ejes coordenados C,, y C,, son subespacios invariantes para 1.

Desarrollo. Véase que ¢ tiene la siguiente definicion

w: Z/nZ — GLy(C)

cosa —sino
sinaw  cos«

[m] = Q) = [ };dondeazz’rTm

Asi como

el ()= () reeepre [ 4o (0) = () rmeey

Hay que probar que son subespacios invariantes, es decir, que si ¢: Z/nZ — GLs(C) y

C [i] < C es Z/nZ-Invariante Vg € Z/nZ, entonces p,4[w] € ¢.
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Para ello sea [m] y u € C [ﬂ entonces

Ppm)(u) = [COS& —Sina} lm]

sina  cosa a
_ |atcosa — asin o
- [aisina—i—acosa]
B [i cos av — sin «
_a_isina—l—cosa}
i cos a + 72 sin o
cos + 1 sin «

i(cos a + isin oz)}

- (cosa+isina)

= a(cosa +isina) i] eC [ﬂ ; ya que a(cosa +isina) € C

—1

1 } se tiene

Ahora para el mismo elemento [m|y v € C [

Plm) (V) = {COS& —Sina} {_m}

sine  cos« a

_ |—atcosa — asina
—aisin o + a cos «
—icosa + 1% sin o
Cos o — ¢sin o
—i(cos a — i sin «v)

- { (cosa — isin ) }

11] eC [_1@] ; ya que a(cosa +isina) € C

= a(cos a — isin «) [

Por tanto, C {ﬂ y C {_11 ambos son Z/nZ-Invariantes para ¢.

Por otro lado, 1 se define como
Y: Z/nZ — GLy(C)
e 0
[m] = Y = | ; donde o =
O e—ZOé

2mm

Asi como los ejes coordenados

cr= (o)~ 0) e ream )= () )
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entonces se podra comprobar que los ejes coordenados son subespacios invariantes para .

Sea Y}, v u € C,, entonces

Ppm) (1) =

= qe'™ [(1)] : ya que ae’® € C, por tanto Yy (u) € Ce,

Ahora para 9}, se toma v € C,, entonces

Pm) (V) =

[1e

=ae” [(1)] : ya que ae”® € C, por tanto Yim)(v) € Co,

Con lo expuesto anteriormente, se puede aegurar, que los ejes coordenados son subespacios
Zn/Z-Invariantes; en conclusién tanto como ¢ y 1 no son irreducibles; ya que poseen més
subespacios invariantes distintos a él mismo y a {0}. O

Después de las representaciones unidimensionales, la siguiente clase para analizar consta
de las representaciones bidimensionales.

Ejemplo 1.1.21. La representacion p: S5 — G'Ly(C) del Ejemplo 1.1.17 es irreducible.

Desarrollo. Por contradiccion decimos que la representacion p no es irreducible, es decir, tiene
mas subespacios invariantes ademds del {0} y el mismo espacio, por otro lado GLy(C) =
GL(C?) (por la definicién de grupo general lineal), entonces la dimC? = 2 por ello cualquier
subespacio propio W no nulo que sea Ss-invariante sera unidimensional. ;Cémo seria este
vector?

Sea v un vector no nulo de W y W = Cuv (un escalar por un vector) y sea o € S,
entonces p,(v) = Av, en donde v € Cv y este tiene dimensién 1, para algin A € C, ya que
por la Sz-invarianza de W se tiene que p,(v) € W = Cuv. De ello se deduce que, v debe ser un
vector propio para todos los p, con o € Sz, ya que un vector propio cumple con f(u) = Au;
reC.

Lo que se ha encontrado es que hay un vector propio para todas p, con o € S3, es decir,
un vector comun; tomemos dos elementos de S3, tales como p(; 9) y p(1 2 3) y veamos si en
efecto ambos poseen dicho vector en comun.
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Encontremos sus valores propios, haciendo uso de |A — AI| = 0, donde A serd la matriz
asociada a cada elemento, I la matriz identidad y A los valores propios a encontrar.

A=A =0
p(12) = M| =0

(36 )=
G )= 3=
(o )

S (1-XN)=00(-1-X)=0
por tanto A\=10 A= —1

Ahora se debera encontrar uno de lo vectores propios asociado a uno de los valores propios
encontrados (A = —1 0 Ay = 1), es decir, se debera encontrar p 2)(v) = Av.

Para Ay = —1 se tiene:

a
b
}: ]deaqulque—a—b——ayb——b

Oyvya=a

aff] e

—

b
[a
0

por lo tanto, el vector queda como V), =

Para Ay = 1 se tiene:

a

b

}: b} de aqui que —a—b=ayb=>
b

—b=-2aya=—=

b 17— _
por lo tanto, el vector queda como V), = 62} = _ib [ 21} =C { 21}
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Una vez encontrados estos vectores propios por lo asumido anteriormente deberian ser
vectores comunes a p(; 2 3), pero con un calculo rapido queda demostrado que no es asi, pues
deberfa cumplirse que pg 2 3)(v) = Av y que p 2 3)(v) = Agv, donde v € {V)\,, V), }.

Para v = V), se encontrara que e; no es un vector propio:

pa 2 3)(€1) = {_11 _01} H = {_11] =1 {_11] ¢ Ce,

Asi como para v = V), tampoco lo es w = [ 9 } pues:

-1 -1 -1 -1 -1
o[ ][ ee[
Con este contra ejemplo se ha demostrado que p(; 2) ¥ p(1 2 3) no tienen vectores propios
en comun, es decir que, si esto pasa entonces no puede existir dicho W. Y esto es una

contradiccion que parte de haber asumido que la representacién no era irreducible y que
poseia mas subespacios invariantes, ademas de los triviales. O

La idea que subyace en este ejemplo, se resume en la siguiente proposicion.

Proposicién 1.1.22. Sip: G — GL(V) es una representacion de grado 2, es decir, dimV =
2, entonces ¢ es irreducible si y solo si no existe un vector propio comin v para toda @, con
g€ G.

Demostracion. “="

¢ es irreducible st no exriste un vector propio comin v para toda p, con
geqG.

Se abordara esta prueba por contradiccién, supéngase que las representaciones ¢, poseen
un vector propio v € V en comun. Entonces v # 0 y por tanto W = Cv es un subespacio
unidimensional de V', ademas como es una representacion de grado 2 entonces W # V. Para
g € G se tiene que ¢4(v) = Av para algin A € C, pues se ha asumido que v es un vector
propio para toda ¢, con g € G.

Entonces si hacemos ¢4 (W) = ¢,(Cv) = Cy,(v) = ACv € W, es decir, hemos encontrado
que W es un subespacio G-invariante por tanto la representacién no es irreducible y esto es
una contradiccion, pues se sabia que si era irreducible; esta contradiccién proviene de haber
supuesto que poselan un vector propio en comun.

14 2
—

Si no existe un vector propio comun v para toda ¢, con g € G entonces ¢ es
irreducible.
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Supdngase por contradiccion que ¢4 no es irreducible, por ello posee més subespacios
G-invariantes ademads del {0} y el mismo espacio. Sea W un subespacio G-invariante tal que
W # {0} y W # V| como la representacién es de grado 2 entonces W es unidimensional,
por tanto existe un vector no nulo v € V' tal que W = Cu, de tal forma que para g € G se
tiene @, (v) € W pues v € W y este es un subespacio G-invariante. Entonces se tiene que
@ws(v) = Av para algin A € C, quiere decir que se ha encontrado un vector propio que es
comun para toda ¢, con g € G, pero esto es una contradiccién pues se sabia que no habian
vectores propios en comun.

]

Se debe tener en cuenta que este insumo, utilizando vectores propios, sélo funciona para
representaciones de grado 2 y grado 3 (este tltimo caso requiere finitud de G).

Ejemplo 1.1.23. Sea r la rotacién por 7/2 y s la reflexion sobre el eje x. Estas permutaciones
generan el grupo diedro Dg. Sea la representaciéon ¢: Dg — G Ly(C) definido por

0 0 (—i)*
Una rotacion Una reflexién por una rotacion

Entonces se podra aplicar la Proposicion 1.1.22 anterior para comprobar que ¢ es una
representacién irreducible.

Desarrollo. Se debera encontrar los valores propios de las representaciones para determinar
si no existe un vector propio en comun.

Notese que ¢ al igual que —¢ tienen orden 4 y podemos tomar en particular los siguientes
elementos (r) v ¢(sr). Realizando un calculo similar al del Ejercicio 1.1.21 para ¢(r) se
obtendra que sus valores propios son A = ¢ y A = —i, con sus correspondientes vectores
propios Ce; y Ces,.

Pero estos no son comunes a @(sr), pues un calculo rapido revela que ¢(sr)Ce; =

o(sr) [(1)] = {ﬂ y (sr)Cey = p(sr) {(1)1 = [(1)] Como la representacién es de grado 2

y no tiene vectores propios en comun, se puede afirmar por la Proposicion 1.1.22 que ¢ es
una representacién Irreducible. O

Una de las metas es mostrar que cada representacion es equivalente a una suma directa de
representaciones irreducibles, para lo cual se definira cierta terminologia para este proposito.

Definicion 1.1.24. Completamente Reducible.

Sea G un grupo y una representacién ¢: G — GL(V), definimos una representacién completamente
reducible si V. =V, @ Vo & ... @V, donde los V; son subespacios G—invariantes y ¢|y; es irreducible
paratodoi=1,...,n.

Observaciéon 1.1.25. Cada V; es irreducible pero restringido a la accion de .

Representaciones de Grupos Finitos, Escuela de Matematica, Universidad de EI Salvador 38



De forma equivalente ¢ es completamente reducible si ¢ ~ o @ ® @ ... @ ™ donde
los ¢ son las representaciones irreducibles.

Definicién 1.1.26. Representacién Separable(”).

Una representacion no nula ¢ de un grupo G es separable si V = V1 & Vo con Vi y V5 subespacios
G —invariantes no nulos. De lo contrario V' es llamado no-separable. En Teoria de Representaciones
de Grupos la Reducibilidad completa es anédloga a la propiedad de diagonalizar una matriz en Algebra
Lineal.

El objetivo es mostrar que toda representacién de un grupo finito es completamente
reducible. Para ello se mostrara que toda representacién es irreducible o separable, y
luego se procedera por induccién sobre el grado. Pero, en primer lugar, se tiene que mostrar
que estas nociones soélo dependen de la clase de equivalencia de una representacion.

Lema 1.1.27. Sea p: G — GL(V) equivalente a una representacion separable. Entonces ¢
es separable.

Demostracion. Sea 1: G — G'L(W) una representacion separable con ¢ ~ ¢ (equivalentes)
y T:V — W un isomorfismo de espacios vectoriales con p, = T~ '9,T. Supéngase que W,
y W5 son subespacios invariantes distintos de cero de W tal que W = W, & Ws. Ya que T
es una equivalencia se tiene que el siguiente diagrama conmuta.

V V
‘| |
w w

Figura 1.2: Representaciones equivalentes

Pg
_—

—_—

Yy

Es decir, T'p, = 1,1 para todo g € G. Sean Vi y V5, dos subespacios definidos como sigue
Vi=T W)y Vo =T W,).

No debe perderse de vista que se quiere demostrar que ¢ es separable, con este objetivo
se probara que V = Vi @ V,. Para abordar esto, se demostrara su equivalencia utilizando la
definicién de suma directa.

(WE] termino en inglés es Decomposable, que en un preliminar intento de traduccién al espanol puede
entenderse como “descomponible” pero dicho termino, no existe en nuestro idioma (no es una palabra vélida
para la RAE) a pesar de que en muchos textos traducidos al espafiol lo encontremos de esa manera; por ello
y dada la naturaleza de este tipo de representacién, en este texto reconoceremos a las representaciones que
sean “Decomposables” como representaciones Separables y como no-separables a las representaciones que
sean “Indecomposables”.
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Véase que para un v cualquiera se tiene

veVinVya=Tw) e T(ViN,)
= Tv e T(T (W) N T 1 (Ws)); reemplazando Vi y Va
= Tv € T(T*(W1))NT (T~ (Ws)); esto es cierto porque T es biyectiva
=Tve W N,

Ademas, W7 N Wy = {0}, ahora si Tv € Wy N Wy = Tv = 0; como T' es un isomorfismo,
sabemos que es inyectiva, esto implica que v = 0%) entonces esto implica que la interseccién
es el espacio cero.

Por otro lado, para un elemento cualquiera v € V', dado que Tv € W; & W, este puede
escribirse como Tv = wy + ws, donde wy; € Wi y un wy € Ws. De aqui se tiene que

Tv = 1wy + wy
T HTv) =T wy + ws)
(T7'T)v =T "(wy) + T " (ws)
v =T w; + T 'w, ; nétese que T 1w, € V; asi como T 1w, € V3
= v = (T_lwl + T_lwg) € Vi + Vs, por tanto, v € Vi & Vs
Por lo desarrollado anteriormente se puede concluir que se puede reescribir al espacio de

partida de ¢ como una suma directa, es decir, V = V; @ V5. Ahora solo falta mostrar que
Vi, V5 son subespacios G-invariantes de V.

Siv e V;conié€ {l1,2}y ¢~ 1 entonces para un elemento g se tiene:
Togv =T

Pero se sabia que Tv € W; y que este es un subespacio G-invariante, por ello ¢¥,Tv € W;
con i = 1,2. Y se puede reescribir como:

Tgv € W;
T~ (Tygv) € T~ (W)
wgv € T~ (W) ; por definicién se sabe que T~ H(W;) =V,
= pgv € V;; para i € {1,2}
Entonces V; y V5 son ambos G-invariantes, por lo tanto, ¢ también es separable, pues el
espacio V' puede ser escrito como suma directa de subespacios invariantes.

En conclusiéon si una representacion es equivalente a una representacién separable, esta
también serd separable. O

A continuacién, se presentan resultados analogos para otros tipos de representaciones.

(2)Recordemos que una de las propiedades de las transformaciones lineales es que el cero del espacio de
partida, es mapeado al cero del espacio de llegada.
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Lema 1.1.28. Sea p: G — GL(V) equivalente a una representacion irreducible. Entonces
@ es irreducible.

Demostracion. Sea 1p: G — GL(V') una representacion irreducible con ¢ ~ ¢ (equivalentes)
y T: W — V un isomorfismo de espacios vectoriales, con ¢, = T, T

Se quiere demostrar que ¢ solo posee a {0} y V' como tnicos subespacios G-invariantes.

Por contradiccion, se puede afirmar que la representacién ¢ no es irreducible, es decir,
existen mds subespacios invariantes ademdas del {0} y el mismo espacio V. Supongamos
que V; es dicho subespacio invariante distinto de cero (V; < V), ademds, como T' es una
equivalencia se sabe que Ty, = ,T Vg € G. Sea W; = T-(V}), en el Lema 1.1.27 se
comprobd que la imagen inversa también era un subespacio G-invariante, por lo tanto W,
también serd invariante.

Si Vi = T (W) de tal forma que se va de subespacios invariantes a subespacios invariantes,
a V1 no le queda mas ser el espacio trivial o todo el espacio, ya que v es irreducible y el
isomorfismo 71" es biunivoco, asi para cada elemento de V' existira uno en W o se correspondera
con el espacio trivial, por ello se puede afirmar que V también es irreducible.

En conclusién, si una representacion es equivalente a una representaciéon irreducible en-
tonces esta también sera irreducible. O

Lema 1.1.29. Sea ¢: G — GL(V) equivalente a una representacion completamente reduci-
ble. Entonces ¢ es completamente reducible.

Demostracion. Sea v : G — GL(W) una representacion completamente reducible con 1) ~ ¢
(equivalentes) y T: V. — W un isomorfismo de espacios vectoriales con ¢, = T 1¢,T.
Supdngase para W que los siguientes subespacios no nulos Wy, Wy, --- W, todos ellos G-
invariantes tales que W = Wy @ Wy @ --- & W,,. Como T es una equivalencia se sabe que
Ty, = ,T para todo g € G, se definen los subespacios V; = T~H(W;) parai =1, ..., nen
cada caso.

Se quiere demostrar que ¢ es completamente reducible, con este objetivo se probara que
V=VieV,d- -V, Para abordar esto, se demostrarda su equivalencia a través de la
definicién de suma directa.

Véase que para un u cualquiera y para i =1, ..., n se tiene
n
ueVme---mVn:TueT<ﬂVi>

i=1

=TueT (ﬂ Tl(m)> ; reemplazando a cada V;

i=1

= Tu € ﬂ T (T_l(WZ-)) ; esto es cierto por que T' es biyectiva
i=1

i=1
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n
Agregado a ello se sabe que m W; = {0}, asi que Tu = 0 entonces por la inyectividad
i=1
del isomorfismo 7', implica que u = 0 por tanto la intersecciéon es el subespacio cero.

n
Por otro lado, para un elemento cualquiera u € V' se tiene que Tu € @ W;, por ello Tu
i=1

n
puede escribirse como Tu = wy; + wy + ... + w, = E w; con w; € W; para cada 1.
i=1
De aqui se tiene que

Tu = i w;
=1
TYTu)=T"" <Zn: wi>
=1

(T T)u=2_T7"(w)

u= Z (T_lwi)

i=1

Noétese que Vi T~'w; € V;; entonces se puede escribir T~ 'w; = v;, para todo i con v; € V;.

:>u:(v1—|—vg+...+vn)GZV;;portantoue®vi:v1@...@vn

i=1 =1

Por lo desarrollado anteriormente se concluye que se puede reescribir al espacio de partida
de ¢ como una suma directa, es decir, V =V, & Vo @ - -- @ V,,. Ahora solo falta mostrar que

cada V; con i =1, ..., n, es un subespacio G-invariante de V.
SiueViconi=1, ..., ny ¢~ 1 entonces para un elemento de G se tiene:
TTpgu = ,Tu

Pero ya se sabe que Tuw € W;, y cada uno de estos es un subespacio G-invariante, por
ello ¥, Tu € W; para algtin 7. Y puede reescribirse como:

Togsu e W;
T ' (To,u) € T™H (W)
u € T (W;); por definicion T-HW;) =V,
= pg,u € V;; para algin i € {1, ..., n}
De aqui que se puede concluir que cada V; es G-invariante, por lo tanto ¢ también

es completamente irreducible, pues el espacio V puede ser escrito como suma directa de
subespacios invariantes y cada representaciéon restringida a los subespacios es irreducible.
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En conclusién si una representacién es equivalente a una representacién completamente
reducible, esta también serd completamente reducible.
O

1.2. EIl Teorema de Maschke y la Completa Reducibi-
lidad

Con el fin de poder efectuar sumas directas de separaciones de representaciones, se apro-
vecharan las herramientas proporcionadas por el producto interno y la descomposicion orto-
gonal.

Definicion 1.2.1. Representacién Unitaria.

Sea V un espacio con producto interno. Una representacién ¢: G — GL(V') se dice que es unitaria
si g es unitaria Vg € G, es decir,

(pg(v), pg(w)) = (v, w)
para todo v, w € W. En otras palabras, debe observarse a ¢ como un mapeo de p: G — U(V) ©F

Se identifica a GL;(C) con C*, véase que un nimero complejo z es unitario (visto como
una matriz) si y solo si Z = 27!, esto es 2z = 1. Pero esto dice exactamente que |z| = 1,
entonces U;(C) es exactamente el circulo unitario T = {z € C: |z| = 1} en C. Por lo tanto
una representacién unitaria unidimensional es un homomorfismo ¢: G — T.

Ejemplo 1.2.2. Se define a ¢: R — T por () = e*™. Entonces ¢ es una representacion
unitaria del grupo aditivo de R.

Desarrollo. Sean s y t € R, aplicando la definicion se tiene

(p(t + S) — e27ri(1f—&—s)
— 627rit627ri5

= ¢(t)p(s)

Luego de que se ha probado que es un homomorfismo, debe verse que es unitaria, ya que,
por definicién su conjunto de llegada es el circulo unitario T O

Un hecho crucial, el cual hace a una representacion unitaria tan 1til, es que cada una es
separable o es irreducible como lo muestra la siguiente proposicion.

Proposicién 1.2.3. Sea p: G — GL(V) una representacion unitaria de un grupo, entonces
@ es wrreducible o separable.

() El operador lineal U € GL(V) se dice que es unitario si (Uv,Uw) = (v,w) para todo v,w € V, en
donde estos operadores unitarios son invertibles. Por otro lado U (V) es el conjunto de mapeos unitarios, que
a su vez es un subgrupo de GL(V).
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Demostracion. Supéngase que ¢ no es irreducible. Entonces hay un W subespacio propio no
nulo G-invariante de U. Sea W+ su complemento ortogonal, entonces también es distinto de
cero y se sabe que V. =W @ W+,

Por lo tanto, para demostrar que es separable siv € W+ y w € W, se sabe que (v,w) = 0,
por ser ortogonales, entonces

©g-104(V), pg-1(w)); ya que @, -1 es unitaria, por Definicién 1.2.1

{
(v, pg-1(w)); nétese que Y -1 0, =1 =1
(v,w"); como ,-1(w) € W por ser invariante

{pg(v), w)

0; ya que (v,w') =0

Se concluye que ¢ es separable ya que puede ser escrita como suma directa de espacios
irreducibles. L

Resulta que para los grupos finitos toda representacion es equivalente a una representa-
cién unitaria. Esto no es cierto para los grupos infinitos por supuesto.

Proposicién 1.2.4. Cada representacion de un grupo finito G es equivalente a una repre-
sentacion unitaria.

Demostracion. Sea ¢: G — GL(V) una representacién donde dimV' = n. Se escoge una
base B para V, y sea T:V — C" el isomorfismo que toma coordenadas con respecto a
B. Entonces se establece p, = T, T, para g € G, dicha asignacién tiene sentido porque
estamos trabajando con elementos invertibles, y produce una representacién p: G — GL,,(C)
equivalente a ¢. Sea (-, -) el producto interno estdndar en C", se define un nuevo producto
interno (-, -) en C* utilizando el crucial “truco de la suma” ™, que ser4 utilizado con frecuencia
en todo el texto. Sean v, w € G, se define

(v, w) = Z<pgvv Pg)-

geG

Esta suma sobre GG, por supuesto, requiere que G sea finito. El procedimiento que describe
la definicién puede ser visto como un proceso de “suavizado”.

WEn término en inglés es “Averaging trick”, que puede ser traducido como “truco del promedio”, sin
embargo, por la forma en la que se comporta en este trabajo consideramos mas adecuado llamarlo como
“truco de la suma”.
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Se vera que esto es un producto interno. En primer lugar, se comprueba que:

(crv1 + caug, w) = E (pg(c1v1 + c2v3), pyw); p es una transformacién lineal.
geqG

= Z(pg(clvl) + pg(cav2), pgw)

geG

= Z[Cl (g1, pgw) + c2(pgv2, pgw)]
geG
; se sabe que ((a1Ur) + (a2Us), w) = a1 (Uy, w) 4+ az(Usz, w) entonces
=0 Z<pgvlv pgw> + C Z<p97}27 pgw>
geG geG

= c1(v1, w) + co(vg, w).

Luego se verifica:
(U), U) = Z(pgw7 pgv>
geG

= Z (pgv, pgw); porque se sabe que (z,y) = (y, x)
geG

= Z(pgvv ,ng>

geG

= (v, w).
Finalmente, se observa que

(v,v) = Z(pgv,pgv> > 0; porque cada término (pyv, p,v) > 0.
geG

Si (v,v) =0,0 = Z(pgv,pgv>, lo que implica (p,v, p,v) = 0 para todo g € G ya que
geG
se esta anadiendo nimeros no negativos. Por lo tanto, 0 = (p1v, pjv) = (v,v), y entonces

v = 0. Ahora hemos establecido que (+,-) es un producto interno.

Para verificar que la representacion es unitaria con respecto a este producto interno, se
calcula

(prv, prw) = Z(pgphv, PgPRV) = Z(pghv, PghW); PO que p es un homomorfismo.
geG ge@

Se define x = gh, para alicar un cambio de variables. Como g se extiende sobre todo G,
x se extiende sobre todos los términos de G ya que si k € G, entonces cuando g = kh™!,

x = k. Por lo tanto (ppv, ppw) = Z(pmv, pw) = (v,w). Lo que completa la prueba. O

zeG

Representaciones de Grupos Finitos, Escuela de Matematica, Universidad de El Salvador 45



Asi se obtiene el siguiente corolario, que asegura que cada representacion no-separable
de un grupo finito es irreducible.

Corolario 1.2.5. Sea ¢: G — GL(V) una representacion no nula de un grupo finito. En-
tonces o es irreducible o separable.

Demostracion. Por la Proposicion 1.2.4, ¢ es equivalente a la representacion unitaria p. La
Proposicién 1.2.3 entonces implica que p es irreducible o separable. Los Lemas 1.1.27 y 1.1.28
entonces sostienen que ¢ es irreducible o ya sea separable, como era deseado. O

El siguiente ejemplo muestra que el Corolario 1.2.5 falla en grupos infinitos y, por lo
tanto, la Proposicion 1.2.4 también debe fallar en los grupos infinitos, ya que si se observa
la contrapositiva del corolario se tiene: “Si ¢ es una representacién reducible y no separable,
entonces es una representacién no nula de un grupo infinito”

Ejemplo 1.2.6. A continuacién, se proporciona un ejemplo de una representaciéon no-
separable de Z, que no es irreducible. Se define ¢: Z — G Ly(C) por

p(n) = [(1) ﬂ -

Desarrollo. Se verifica que ¢ es un homomorfismo, tomando dos elementos n, m € Z:

o(n+m) = {1 n+m]

0 1
Lo 3o 7
= p(n)p(m)

1 .
El vector e; = [0] es un vector propio de ¢(n) ya que

=y 1
[(1)] Vn € Z

Ademas se comprueba que Ce; es un subespacio Z-invariante, tomando u = [

et =5 3| [6]

1o

=ueCe VneZ

8:| S C61
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Esto demuestra que ¢ no es irreducible.

Por otro lado para corroborar que no es diagonalizable debe determinarse que no es
posible reducirla a una matriz diagonal, por el proceso de diagonalizacion se busca:

= (1 —\)?; entonces tiene un valor propio A = 1

1— n
0 1-—-X\

Se buscan los vectores propios utilizando la ecuacién caracteristica (A — Iz = 0:
(b 3=l L=

0 1 01 Y 0]

(b 5 b1=bo
0 0 y| |0

0]

0

ny___
0l =

De donde se obtiene que x = 0 y y = 0, al ser el vector cero, se puede decir que no es posible
diagonalizar esta matriz.

De ello se deduce que ¢ es no-separable, ya que si fuera separable seria posible poder escri-
birla como suma directa de las representaciones unidimensionales y se sabe por la Definicién
1.1.14 que su representacion es una matriz diagonal.

]

Observacién 1.2.7. Es importante notar que cualquier representacion irreducible es no-
separable, ya que por definicion una representacion es irreducible si no tiene subespacios
wmvariantes y es no-separable st no puede ser escrita como la suma directa de subespacios in-
variantes, en resumen, una representacion irreducible es no-separable, porque de lo contrario
podria descomponerse en una suma directa de irreducibles.

Sin embargo, lo contrario no se cumple, es decir, que una representacion que sea no-
separable sea irreducible, el Ejemplo 1.2.6 es un contra ejemplo a dicha afirmacion.

El siguiente teorema es el resultado principal de este capitulo. Esta prueba es bastante
andloga a la prueba de la existencia de una descomposicion en factores primos de un entero
o de una factorizacién de polinomios por medio de irreducibles.

Teorema 1.2.8. (Maschke).

Cada representacion de un grupo finito es completamente reducible.

Demostracion. Sea ¢: G — GL(V) la representacién de un grupo finito G. La prueba proce-
de por induccion sobre el grado de ¢, esto es, dimV'. Si dimV = 1, entonces ¢ es irreducible
ya que V no tiene subespacios propios diferentes de cero.
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Supdngase que la afirmacién es cierta para dimV < n, se deberéa verificar que para p: G —
GL(V) una representaciéon con dimV = n + 1 también se cumple que sea completamente
reducible.

Si ¢ es irreducible, entonces se ha terminado la demostracién, ya que, la representacion
ya esta escrita como la suma directa de representaciones irreducibles (ella misma).

De lo contrario, ¢ es separable por el Corolario 1.2.5, lo que permite poder escribir
al espacio como la suma directa de al menos dos subespacios G-invariantes, sean Vi, V5
# 0 esos subespacios tales que V = Vi @ V5. Ademas, se tiene que dimVy, dimVy, <
dimV, asiporinduccionyly, y ¢|v, son completamente reducibles. Por lo tanto, se puede re-
escribir a los subesapcios como Vi = U & --- b Us y Vo =W, & --- @ W, donde los U;, W;
son G-invariantes y las subrepresentaciones |y, ¢|w, son irreducibles para todo 1 <i <'s
1<y <r

Entonces V=U,&---aU; W, B --- & W, y ¢ es completamente irreducible, por que
ha podido ser escrito como suma directa de representaciones irreducibles. ]

Observacién 1.2.9. Si se escoge ¢ como la representacion de la cual habla el teorema,
se puede verificar que cuando ¢ es una matriz de representacion unitaria, entonces @ es
equivalente a una suma directa de representaciones unitarias irreducibles a través de una
equivalencia implementada por una matriz unitaria T (Proposicion 1.2.4). En resumen po-
demos decir que las representaciones unitarias estan compuestas por matrices unitarias.

En conclusién, si ¢: G — GL,(C) es cualquier representacién de un grupo finito, entonces

90(1) 0 0
0 2)
o~ v
0
0 0 SO(m)

donde @ es irreducible para cada i®®). Ahora queda por determinar cuando una des-
composicion en irreducibles es Unica, a esta interrogante se le dara respuesta en el siguiente
capitulo.

(®)Esto es andlogo al teorema espectral que indica que todas las matrices autoadjuntas son diagonalizables.
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Capitulo 2

Teoria de Caracteres y Relaciones de
Ortogonalidad

En este capitulo se estudiard la Teoria de Caracteres, que por decirlo de alguna manera
es el corazén de la Teoria de Representaciones de Grupos, la idea principal es poder codificar
una representacién ¢: G — GL,(C) de G en una funcién con valores complejos x,: G — C.
En otras palabras, se reemplaza una funcién de un espacio n-dimensional por otra funcién
de un espacio uno-dimensional.

Se estableceran las relaciones de ortogonalidad de Schur, las cuales a grandes rasgos
muestran que las entradas de las representaciones unitarias irreducibles, de un grupo finito
G forman una base ortogonal para el espacio de funciones complejas en G.

2.1. Morfismos de Representaciones

Un principio de la matematica moderna es que los mapeos entre los objetos matematicos
tienen la misma importancia que los propios objetos. Teniendo esta idea en mente, se define
la nocién de “morfismo” entre representaciones. Sea ¢: G — GL(V') una representacién,
puede pensarse en los elementos de GG como escalares por medio de g - v = ¢,v parav € V,
es decir, se tiene a los elementos del grupo que actiian sobre v por medio de una funcién (el
morfismo); de aqui que un morfismo entre p: G — GL(V) y p: G — GL(W) debe ser una
transformacion lineal 7': V' — W tal que T'gv = gT'v paratodo g € G y v € V. Formalmente,
esto significa T'p v = p,Tv para todo v € V, es decir, T'p, = p,T para todo g € G.

Definicién 2.1.1. Morfismo.

Sean ¢: G — GL(V) y p: G — GL(W) dos representaciones. Un morfismo entre ¢ y p es por
definicién un mapeo lineal 7': V' — W tal que T'p, = p,T", para todo g € G. En otras palabras el
siguiente diagrama muestra que conmuta para todo g € G.
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Figura 2.1: Morfismo de Representaciones

—_—
Pg

El conjunto de todos morfismos de ¢ a p, esta denotado por Homg(ip, p). Observése
que Homeg(p, p) € Hom(V, W), nétese que los Home(p, p) son un caso particular de los
Hom(V, W), ya que en el primer conjunto estédn solo los homomorfismos que representan a
G y en el otro conjunto se encuentran a todos los operadores lineales que existen entre V' y
W.

Observaciéon 2.1.2. Si T € Homg(p, p) es invertible, entonces ¢ «~ p y T es una equiva-
lencia (o isomorfismo).

Observacion 2.1.3. Observése que T: 'V — V pertenece a Homg(p, p) si y solo si Ty, =
o I para todo g € G, esto es, T conmuta (o centraliza) con (G). En particular, la funcion
identidad I:V — V' es siempre un elemento de Homg(p, ¢).

En &lgebra, para los homomorfismos el nicleo (centro) y la imagen de un morfismo de
representaciones suelen ser subrepresentaciones.

Proposicién 2.1.4. Sea T:V — W que pertenece a Homg(ip, p), entonces kerT es un
subespacio G-invariante de V y T(V) =ImT es un subespacio G-invariante de W .

Demostracion. Se sabe que ker T' < V', entonces para probar que es un subespacio invariante
se toman v € kerT'y g € Gy se quiere que p,v € ker T
Se sabe que T'p,v = p,Tv por definicién de morfismo y como v € kerT" entonces Tv = 0
de aqui que
pglv =0
= T'p,v = 0; por el morfismo
= pgv = 0; por lo tanto ,v € kerT'

como se han obtenido los resultados deseados, se concluye que ker 7" es G-invariante.

Por otro lado se sabe que ImT" < W entonces para probar que es un subespacio invariante
se toma w € Im T, entonces este w tiene la forma w = T'v con v € V, si ahora se aplica p, a
w se quiere probar que p,w € Im 7.

Ahora, se tiene que p,w = p,Tv (solo sustituyendo el valor de w) y por el morfismo se
tiene p,Tv = Tp,v y como p,v € V es evidente que Tp,o € ImT. Por lo tanto hemos
encontrado que Im7T" es G-invariante también. O
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El conjunto de morfismos de ¢ a p tiene la estructura adicional de un espacio vectorial,
como se muestra en la siguiente proposicion.

Proposicién 2.1.5. Sean ¢: G — GL(V) y p: G — GL(W) representaciones. Entonces
Home (o, p) es un subespacio de Hom(V, W).

Demostracion. Para probar que un conjunto es un subespacio recuérdese que se puede utilizar
la caracterizacién que establece que dados w,w’ € Wy AN e K= Aw + Nw' € W

Se toma 11,1, € Homg(yp,p) v c1,c2 € C y se quiere probar que (17} + c21b)p, =
pg(ciTy + coT5) para que (c;1h + coT%) pertenezca a Home (g, p).

Entonces

(e1Th + c2T) g = c1Thipg + caTopy 5 ya que Th, Th € Home(p, p)
= c1pgh + capyTs ; ya que Tip, = pgT; con 1 =1, 2

= pg(c1Th + coT3); ya que p, es un operador lineal.

De aqui que (¢1T1 + ¢2T3) € Homg(y, p) como se queria, por tanto es un subespacio. [

Es importante observar que a grandes rasgos en toda la teoria de representaciones los
morfismos entre representaciones irreducibles son muy limitados. Aqui es cuando debe no-
tarse que se esta trabajando sobre el campo de los niimeros complejos y no en el campo de
los niimeros reales. Es decir, se utiliza el hecho de que cada operador lineal sobre un espacio
vectorial complejo de dimension finita tiene un valor propio y esto es una consecuencia del
hecho que cada polinomio sobre C posee una raiz; en particular el polinomio caracteristico
del operador tiene una raiz.

Lema 2.1.6. (Lema de Schur).

Sean @, p representaciones irreducibles de G, y T € Homg(y, p). Entonces T es invertible
oT =0. En consecuencia:

(a) Si @ »~ p, entonces Homeg(y, p) = {0};

(b) Sip = p, entonces T = NI con X\ € C (esto quiere decir que T es la multiplicacion por
un escalar).

Demostracion. Sea p: G — GL(V), p: G — GL(W), y sea T: V. — W que pertenece a
Homg(g, p).

Si T = 0 la demostracién habra terminado, ya que, dadas las premisas basta con que una
de las dos condiciones se cumpla.

Entonces se asume que T' # 0. La Proposicién 2.1.4 implica que el ker de T" es G-invariante
y por lo tanto el kerT =V o el kerT = 0. Véase que si el kerT = V entonces Vv € V se
tiene que T'(v) = 0 = T = 0 y se habia asumido que T" # 0, por tanto ker 7" = 0 y se afirma
que T' es inyectiva.
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Por otro lado, por la Proposicién 2.1.4 se tiene que Im7T es G-invariante y por tanto
ImT =W oImT = 0, perosi ImT =0 = T:V — W entonces para u € V se tiene
T(u) =0, si w = T(u) entonces esto seria cierto Vw € W; esto pasa cuando 7' = 0 y se ha
asumido que T # 0, de aqui que Im7T' = W y como la imagen del homomorfismo es todo el
espacio de llegada entonces T' es sobreyectiva.

En conclusion como T es inyectiva y sobreyectiva, entonces es biyectiva y por tanto es
invertible, que era lo que se deseaba probar.

Ahora se probard la consecuencia del Lema de Schur

(a) Se demostrara por la contrapositiva, que dice que: Si Homg(p, p) # 0 entonces ¢ ~ p.
Nétese que si Homg (i, p) # 0 entonces existe 7" # 0 € Homg y seria invertible ya que
por la primera parte del Lema todos los homomorfismos no nulos son invertibles, y se
cumpliria que p,T' = Ty, Vg € G, es decir, ¢ ~ p

(b) Sea A un valor propio de T' (nétese que se trabaja sobre C y no sobre R). Entonces A\l —T
no es invertible ya que por definicién de valor propio se tiene que det(Al —T) = 0 y si
det = 0 entonces la matriz no es invertible.

Ahora como I € Homg(¢p, ¢), la prueba de la Proposicién 2.1.5 dice que A —T pertenece
a Homy(p, p). Nétese que segin la primera parte de este lema, todos los elementos no
nulos de Hom, (¢, ) son invertibles y ya se estableci6é que Al —T no es invertible, entonces
no le queda mas que A\l — T = 0 y si se despeja a T' se tiene que T' = AI.

]
Observacion 2.1.7. Se deduce del Lema de Schur que

1. Todos los homomorfismos no nulos son invertibles y st no son invertibles obligatoria-
mente son nulos.

2. El item (a) dice que si Homg(p, p) = {0} entonces T = {0} y las representaciones no
son equivalentes.

3. Del item (b) se observa que si ¢ y p son representaciones irreducibles equivalentes
entonces dim Homg (¢, p) = 1, ya que si se toma S: o = pyT: o —p, siS71:p—
y se calcula la composicién S™T: o — ¢ entonces S™'T € Hom(p, ) entonces

STIT = \I
T =S\
= \SI
=\S

Por lo tanto si ¢ y p son representaciones irreducibles equivalentes entonces habria un
solo homomorfismo (una sola matriz) que los relacione, exceptuando los mailtiplos que
estarian dados por todos los posibles valores de A de acuerdo a lo expuesto en el literal

(b).
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Después de los resultados anteriores, se puede describir las representaciones irreducibles
de un grupo abeliano.

Corolario 2.1.8. Sea G un grupo abeliano. Entonces cualquier representacion irreducible
de G tendrd grado uno.

Demostracion. Sea ¢: G — GL(V') una representacién irreducible. Se fija por el momento
h € G, haciendo T' = ¢}, se obtiene para todo g € G que

T, = prypy ; sustituyendo a T’
= Qpg ; por propiedades del homomorfismo ¢
= g ; como G es conmutativo hg = gh
= @q¢p ; por propiedades del homomorfismo ¢

= @,1" ; sustituyendo a ¢y,

Observése que T cumple con la Definicién 2.1.1 entonces T' € Homg(ip, ), ndtese que al
hablar de T" o de ¢y, se habla de la misma representacion, por ello puede tratarse como una
matriz sin ningiin problema. Consecuentemente, el lema de Schur implica que T' = ¢, = A\, 1
para algin escalar A\, € C (),

Sea Cuv, se probara que es G-invariante, para ello sea v un vector no nulo y k € C, lo que
se busca es comprobar que ¢, (kv) € Cv entonces

on(kv) = (ApI)kv ; sustituyendo a ¢y,
= (Mk)v ; nétese que (Ank) € C e I es la matriz identidad.

Entonces (Apk)v € Cu, y como h se tomo arbitrario se puede afirmar sin pérdida de
generalidad que Cv es un subespacio G-invariante. Por otro lado recuérdese que los tinicos
subespacios G-invariantes son {0} y todo el espacio V', como Cv es G-invariante entonces
se concluye que V' = Cuv por la irreducibilidad de la representacion, ademas dim Cv = 1
entonces al ser arbitrario se puede concluir que, cualquier representacion irreducible de G de
un grupo abeliano, tendra grado 1. O

A continuaciéon se muestran algunas de las aplicaciones de este resultado en el algebra
lineal.

Corolario 2.1.9. Sea G un grupo abeliano finito y ¢: G — GL,(C) una representacion.
Entonces existe una matriz invertible T tal que T'p,T es diagonal para toda g € G (con T
independiente de g).

Demostracion. Por el Teorema de Maschke (Teorema 1.2.8) se tiene que ¢ es completamen-
te reducible, por la Definicién 1.1.24 esto quiere decir que ¢ ~ go(l) O D go(m) donde las
go(z), coni = 1,...,m son irreducibles. Como G es abeliano, debido al Corolario 2.1.8 el

(WE] subindice indica la dependencia sobre h
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grado de cada ¢ es 1 (y por lo tanto n = m).

En consecuencia, @éi) € C*V g € G ya que son irreducibles y de grado uno. Ahora

como @ ~ @ ¢ entonces existe T tal que T: C* — C" que permite la equivalencia antes
i=1

descrita, haciendo uso de la Definicién 1.1.14 se tiene

SN0 0
2)
Tl T = ! ?g
: . .0
0 - 0
que es una matriz diagonal para todo g € G. O

El siguiente corolario obtenido a partir de las aplicaciones directas del Corolario 2.1.8
presenta un requisito para la diagonalizacién de matrices de orden finito.

Corolario 2.1.10. Sea A € GL,,(C) una matriz de orden finito, si A™ = I, entonces los
valores propios de A son las raices n-ésimas de la unidad. Ademds A es diagonalizable® .

Demostracion. Supéngase que A" = I y se define una representacion ¢: Z/nZ® — GL,,(C)
por medio de p([k]) = A*. Se verificara que esta funcién estd bien definida y es una repre-
sentacion.

St [k] = [p]
entonces k =p+ng con q € Z
asi p([K]) = AP+

Ak = AP A™a
Ak — Ap (An>q
AF = AP (I)1
Ak = AP

que no es més que @([k]) = o([p])

por lo tanto esta bien definida, se comprbabra que es homomorfismo.

Sea o([k + p]) = AFTP
= Ak AP
= o([k])e([p])

(2)Que una matriz sea diagonalizable quiere decir que existe una base de vectores propios, cuya transfor-
macion resultante es una matriz diagonal.
B)Z/n7Z es abeliano

Representaciones de Grupos Finitos, Escuela de Matematica, Universidad de El Salvador 54



Por lo tanto existe T € GL,(C) tal que T-'AT es diagonal por el Corolario 2.1.9, este
afirma también que es diagonalizable. Supéngase

N O - 0
TAT = 0 A2 =D
s 0
0 -+ 0 M\,
Entonces
D" = (T~*AT)"
=T7'A"T
=TT =1
Para lo cual se tiene
A0 e 0
9 A2 =D"=1
SO
0 0 A\

y por lo tanto A = 1 para todo 7. Esto establece que los valores propios de A son raices
n-ésimas de la unidad. O]

2.2. Relaciones de Ortogonalidad

Desde este punto en adelante, el grupo G siempre se asumird finito. Sea ¢p: G — G L, (C)
una representacién. Entonces ¢, = (p;;(g)) donde ¢;;(g) € C para 1 < 7,57 < n. Asi,
hay n? funciones (pues es una matriz de n X n = n?) ¢;;: G — C asociadas al grado n de
representacion ¢. ;Qué se puede decir de las funciones ¢;; cuando ¢ es irreducible y unitaria?
Resulta que las funciones de este tipo forman una base ortogonal para C¢.

Definicién 2.2.1. Algebra de grupo.

Sea G un grupo, se define
LG)=CY={f | f: G —C}.

entonces L(G) es un espacio vectorial con producto interno, con operaciones de adicién y multiplicacién
escalar dadas por

(fi+ f2)(9) = fi(9) + f2(9)
(cf)(g) =c- f(g)
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y cuyo producto interno estd definido por

(f1, fa) = ‘(1;’ > fi1(9)f2(9)

geG

A L(G) se le llamara &lgebra de grupo de G.

Se probara que L(G) es un producto interno con las operaciones ya antes definidas.

Desarrollo. Sean f1, fo que pertenecen a L(G) y ¢1, ¢o € C entonces

(c1fi +cafos f3) = |%| Z (c1fi + caf2) (9) fa(9)

geG

_ %l S () (9) + (eafo) (9)) Folg)

geG

— |é| Z [c1 - fi(g) +c2 - f2(9)] f5(9)

geG

=G o HORE + e b0 )]

geG

:Cl-

é S L) F)

geG

=c1-(f1(9), f3(9)) + ca - (f2(9), f3(9))

+co-

%'zfg@m]

geG

Luego se verifica que

(fas 1) = ’_é” ng(g)m

geG

- ﬁz AT

geG

= ,—; S hohie)

geG

= |—Cl;| mel(g)

geG

- |—é;| S h(0)h()

geG

= <f1,f2>
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Por ultimo se tiene que

(fi, 1) = Z f1(9)f1(9)

geG

Z 1f1(g

geG
> 0; serd 0 cuando fi1(g) =0

]

Otro resultado importante para este espacio vectorial es que la dimension del espacio
coincide con el orden del grupo, es decir, dim L(G) = |G|

Desarrollo. Para probarlo témese G = {g1,- - - , g, } tal que |G| = n y se definen las siguientes
funciones f; = dy,,) tales que

0 sig#a
6{91 ( ) {1 Slg:gz

Debe encontrarse una base para L(G), para ello sea el conjunto formado por las funciones
{fi,+-+, fu}, si se determinara que este conjunto genera el espacio (ya que tienen la misma
dimensién que ), podria concluirse lo deseado. Si fi,-- -, f, fuera una base, entonces se
deberfa probar que si f € L(G) en donde f: G — C y cuya definicién esta dada por

n

zi = f(g;) € C, entonces f = ZZZ fi (una funcién escrita como combinacién lineal de
i=1

elementos de la base) se prueba que estas funciones son exactamente la misma, ya que para

todo g; € G

n

> zifigy) = 2 fi(g;); va que fig;) = 0sii#j

=1

= f(g;)

n

Efectivamente f = E z; fi se cumple, es decir toda f se puede escribir como combinacion

=1
lineal de las f;, ahora solo falta probar que son linealmente independientes, puede usarse el
producto interno y averiguar si es ortogonal, ya que por ende seria linealmente independiente.
Entonces se calcula

(fi. f5) = Zfz )fi(9)

gEG

= 0; cuando i # j ya que fi(g) # 0y f;(9) =

Representaciones de Grupos Finitos, Escuela de Matematica, Universidad de El Salvador 57



Como es un conjunto linealmente independiente y es base para L(G) se afirma que la dimen-
sion del espacio se corresponde con el orden del grupo. ]

Uno de los objetivos de este capitulo es probar el siguiente resultado importante debido
a I. Schur. Recuérdese que U, (C) es un grupo de matrices unitarias de n X n.

(Resultado importante: Relaciones de ortogonalidad de Schur).

Supéngase que p: G — U,(C)® y p: G — U,,(C) son representaciones unitarias irredu-
cibles no equivalentes. Entonces:

L. {ij, pra) = 0;

_J1/n sii=kyj =1
2. <90ijv Pr) = { 0 de lo contrario.

La prueba de este teorema requiere de algunas proposiciones que se irdn mencionando,
hasta que se tengan los prerrequisitos necesarios para afrontar su demostracion. Primero se
comenzard utilizando nuevamente el “truco de la suma” en la siguiente propisicion.

Proposicién 2.2.2. Sean p: G — GL(V) y p: G — GL(W) representaciones y supéngase
que T:V — W es una transformacion lineal. Entonces:

(a) TF = Zpg*1T¢g S HomG(<p,p),'

geG

1
|G
(b) Si T € Homg(p, p), entonces T* =T;

(¢c) El mapeo P: Hom(V,W) — Homg(p, p) definido por P(T) = T* es una transforma-
cion lineal.

Demostracion. Se verifica (a) por medio un célculo directo.

1 1
Tron = @ ZPg*lTSOgSDh = @ ZPg*lTSOgh (2.1)

geG geG

Se aplica un cambio de variable z = gh, considerando que la multiplicacién por la derecha
de h es una permutacién de G ¥, ya que g varfa con G también lo hace z. Notemos que:

g lz=h
g—l _ th—l

HRecuérdese que este es el grupo de las matrices unitarias de n x n.
(5) Cualquier producto de este elemento por otro siempre dard un elemento del grupo.
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con lo anterior se llega a la conclusién de que el lado derecho de (2.1)

ﬁzphx 1 ()0:13 |G‘ thpx ITSOI

Z‘GG

=g sz 1Ty

xEG’

= PhTti

Esto demuestra que 7% € Homg/(p, p). Para probar (b), nétese que si T € Homg(¢p, p),
entonces

T* ’ | Zpg 1Tpg; ya que Ty, = pT
geG

| Zpg 1pgT; nétese que pg-1pg = pg-14 = pe = I,
gEG

1
m Z T'; observése que la sumatoria es igual a la cantidad de elementos de G
geG
’ G] |G|T’; se simplifica y se obtiene
=T.

Finalmente para (c) se establece la linealidad® comprobando que

P(ClTl -+ CQTQ) = (C1T1 -+ CQJE)I:1

|G| Zpg (1T + c2T>) ey

gGG’
1
01? Z pg—1Tipg + 2t Z pg—1 1o,
Gl = Gl =

= Cle + CQT’Qti
= CIP(Tl) + CQP(TQ).

Si T € Homg (i, p), entonces (b) implica que T'= T* = P(T) y por tanto P es sobreyectiva.
]

La siguiente proposicion es una variante al lema de Schur y es la forma en la que
comunmente serd usado. Esta variante se basa en la observacion trivial que si I,, es la matriz

(6)Para probar la linealidad recuérdese f(ax + By) = af(x) + Bf(y), para a y 3 escalares.
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identidad n x n y A € C, entonces

Tr(AM,) = > A
=1

=A) 1

=1

= An

Proposicién 2.2.3. Sean p: G — GL(V), p: G — GL(W) representaciones irreducibles de
G yseal:V — W un mapeo lineal. Entonces:

(a) Si @ = p, entonces T# = {0} ;

Tr(T)
grad ¢

(b) Si @ = p, entonces T# = I.

Demostracion. Supéngase primero que ¢ = p. Entonces Homg(p, p) = 0 por el literal a) del
Lema de Schur, asimismo T% = 0, ya que T* € Homg(p, p).

Luego se supone a ¢ = p, por el literal b) del lema de Schur, 7% = A\ para A € C y el
objetivo serd resolver para este.

Como T%: V — V, se tiene

Tr(T*) = Tr(\)

= \Tr(1)
= AdimV
= Agrad ¢
Tr(T*
T
grad ¢
De lo calculado anteriormente se tiene que 7% = A\ = ggg 1.

Por otro lado, también se puede calcular la traza directamente de la definicién de T%,
usando Tr(AB) = Tr(BA), con lo que se obtiene
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Z Tr(py-1T,)

geG’

ZTI‘ 1gpg

gEG’

ZTr Pg-14T

gEG

Z Te(T

gEG

!GI
e

= Tr(7T)

Te(T)

Te(T)

y por tanto T =
grad ¢

I, como se requeria. ]

Si o: G — GL,(C) y p: G — GL,,(C) son representaciones, entonces Hom(V, W) =
M, (C) y Homg (¢, p) es un subespacio de M,,,,(C). Por lo tanto el mapeo P de la Proposi-
cién 2.2.2 puede ser visto como una transformacion lineal P: M,,,,(C) — M,,,(C). Entonces
seria natural calcular la matriz de P con respecto a la base estandar para M,,,(C).

Resulta que cuando ¢ y p son representaciones unitarias, la matriz de P tiene una
forma especial. Recuérdese que la base estdndar para M,,,(C) consiste en las matrices
Evi,Evg, -+, By donde By es una matriz de m X n con 1 en la posicién ij y 0 en las

demas. Entonces se tiene (a;;) = E a;; Eij.
(]
El siguiente lema es un céalculo directo con la férmula para la multiplicacion de matrices.

Lema 2.2.4. Sean A € M,,,(C), B € M,s(C), y Ex; € Mp,,(C). Entonces la férmula
(AEMB)Q = aybij es cierta si A = (a;;) y B = (by).

Demostracion. Sise multiplican las 3 matrices A, By C' = Ej; se tendria ACB = (as;)(czy)(by;),
en donde ¢,y tiene un 1 en la posicion ki, observése que cualquier producto entre los elemen-
tos de A o de B por C seran 0, excepto cuando se multiplique por la posicién ki. De aqui
que cada elemento de la matriz AC'B tendra la forma:

(ACB),, Z gzCayby;

(AEw B )ej = Za&v(Eki)xybyj

l’?y
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Y como c¢i; = 1 entonces todos los términos en esta suma son 0, excepto cuando x = k,
y = 1, asi solo se tendria:

(AEwB),; = auEribij

= agk(l)bij
= aﬂkbij

Ejemplo 2.2.5. Este ejemplo ilustra el Lema 2.2.4:

Desarrollo.

vy lann ae] [0 1] [bir bio
(azj)Ekz(ij) = as a22:| |:0 0:| |:b21 b22:|
_[o (111:| [511 512}

10 aia] |b21 b22
_ [anba a11bz2]

la21b21  a21b22

Lo que también podria haberse encontrado haciendo

(AE12B)11 = a11ba
(AE12B)12 = a11b2o
(AE12B)21 = a21b21
(AE12B)22 = az1b22

O

Los resultados expuestos anteriormente, permiten calcular la matriz P con respecto a la
base estandar. Se establece el resultado en la forma en la que se utilizara.

Lema 2.2.6. Sean ¢: G — U,(C) y p: G — U,,(C) representaciones unitarias. Sea A =
Eki € an(©) Entonces (A)gg = <90ijapk£>'

4 . . _ 71 . * 7 .
Demostracion. Ya que p es unitario, se cumple que p,-1 = p = = pg( ), debido a que p es una
representacion y si se quiere encontrar el inverso de un elemento, se debe buscar su matriz
inversa.(S)[12], asi si p es la representacion y el elemento g esta representado por p, entonces
g~ estd representado por p,-1 = p;l.

(M Con respecto al producto interno estdndar sobre C” la transformacién lineal asociada a la matriz A €
GL,(C) es unitaria si y solo si A=! = A*, es decir, el conjugado de A es A = (a;;). El conjugado de la
transpuesta de la adjunta de A es la matriz A* = AT

(8)Recuérdese que esta representado como: g — Pg VY gl Pg—1
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Como cada pg(g~!) es una raiz n-ésima de la unidad y su inverso coincide con el complejo
conjugado, en consecuencia pg(g1) = pre(g). Teniendo esto en cuenta, se calcula

Al = |G| 7 2 B

geG

|G| Z,ng gpw g) por el Lema 2.2.4

geG

Z pee(9)2ij(9); ya que pu(g™") = pex(g) v por la Definicién 2.2.1deT*
gEG

= <S%'7 Pre)
como se queria. O

Observacién 2.2.7. Sea P: M,,,,(C) — M,,,(C) la transformacion lineal dada por P(T) =
T% y sea B la matriz de P con respecto a la base estdndar para M,,,(C). Entonces B es una
matriz mn X mn cuyas filas y columnas son indexados por pares j, ki, donde 1 < j, k<m
y 1 <yj,i<mn. El contenido del Lema 2.2.6 es que las entradas ¢j,ki de B es el producto
interno (pij, pre) = T%.

Con los resultados antes propuestos se puede demostrar el teorema de las relaciones de
Ortogonalidad de Schur.

Teorema 2.2.8. Relaciones de ortogonalidad de Schur.

Supongase que ¢: G — U,(C) y p: G — U, (C) son representaciones unitarias irreducibles
no equivalentes. Entonces:

1. <§0ijapk€> = O;

1

— sii=kyg=V4¢
n

2. {@ij, Pre) =

0 de lo contrario.

Demostracion. Se demostrard cada numeral

1. Sea A = Ey; € M,,,,,C, entonces por el Lema 2.2.6

(A)gj = <S%‘> 90k4>; ya que p * @
= 0; por la Proposicién 2.2.3

Por tanto (;;, pre) = 0.
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2. Aplicando la Proposicion 2.2.3 y el Lema 2.2.6 considerando ¢ = p, sea A = FEy; €

M, (C). Entonces
A Tr(A)

~ grad

I; por la Proposicién 2.2.3
I; por definicion de A

El Lema 2.2.6 nos dice que (A)gj = (@i, Pre)-

» Supdngase que j # ¢, entonces dado que I;; = 0 (ya que tiene valor cuando
¢ = j, es decir, cuando se toma un elemento de la diagonal), se deduce que

(A)Ej = (@ij, pre) = 0.

» Luego supéngase que ¢ # k, entonces Fy; sélo tendria ceros en la diagonal (re-
cuérdese que la matriz Ej; posee un unico 1 en la posicién ki) y asi Tr(Ey;) = 0.

Asi tendriamos nuevamente (A)gj = (@ij, Prey = 0.

= Finalmente, para los casos en donde ¢ = j e © = k, se sabe que E}; tiene un tnico
1 que dadas las circunstancias estaria en la diagonal y el resto de las entradas

f Tr(Egq)

serfan 0. Por lo tanto Tr(Ey;) = 1y asi (A); = =>*“1 = 1 y a su vez se deduce

n

que (Sﬁz‘ja Ore) = %
Con lo anterior se demuestra el teorema.

Una simple renormalizacion establece:

]

Corolario 2.2.9. Sea ¢ una representacion unitaria irreducible de G de grado d. Entonces

las d* funciones {\/c_icpij | 1 <4,j <d} forman un conjunto ortonormal.

Demostracion. Hay que probar que el producto interno (\/E(pij, \/E(pi]) = 1, para que sean

normales, entonces
(Vd;, Vi) = Vd(pi;, Vdey); utilizando la linealidad conjugada por la derecha
= (\/6_1) <\/3> (s> ©iz)
= (\/C_i>2 (ijs ij)
= d(pi;, pi;); por Teorema 2.2.8
1
~(3)

=1

Como los elementos se han tomado arbitrarios y la ortogonalidad se sigue del teorema ante-

rior, se concluye que es un conjunto ortonormal.
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Un resultado importante del Teorema 2.2.8 podria ser que hay que hay un ntmero finito
de clases de equivalencia de representaciones irreducibles de G, ya que por el Teorema de
Maschke se sabe que si ¢ es una representacion unitaria entonces puede particionarse en
representaciones irreducibles unitarias y cada una de ellas perteneceran a distintas clases
de equivalencia, ademds se sabe que dim L(G) = |G|, es decir, ningtin conjunto de vectores
linealmente independiente de L(G) podra tener més de |G| elementos. Por otro lado las
Relaciones de Ortogonalidad de Schur dicen que las entradas de representaciones unitarias
no equivalentes de G forman un conjunto ortogonal de vectores no nulos en L(G), con esto se
tendria que la cantidad de clases de equivalencia seria a lo sumo |G|. De la discusién anterior
se puede deducir que G tiene como maximo |G| clases de equivalencia de representaciones
irreducibles. Ahora si se toma a ¢, -+ | cp(s) como representantes de cada una de las clases
tomadas anteriormente y si se forma un conjunto completo de representantes de las clases de
representaciones irreducibles de G y se define como d; = grad ¢, entonces por las Relaciones
de Ortogonalidad de Schur y el Corolario 2.2.9 cada una de las d? funciones de cada una de
las representaciones irreducibles d representadas por \/d_kgogf) seran ortonormales entre si.

Entonces el conjunto de las d + d5 + - - - + d? funciones representadas como {\/@gogf) |
1<k <s,1<i,57<d}, sise toman dos representaciones por el numeral 1 del Teorema
de Schur, formarfan un conjunto ortonormal de vectores en L(G) entre si y por lo tanto
s < d?+---+d* < |G|, ya que hay por lo menos un representante en cada clase, se tiene
s representantes y por tanto el grado de una de las representaciones estara entre 1 < k < s
porque d; > 1 para todo ¢, ademas nétese que no pueden ser mas que la dimension del espacio
por lo que se ha discutido, de aqui que las cotas sean s y |G]|.

Esta discusion se resume en la siguiente proposicion.

Proposicién 2.2.10. Sea G un grupo finito. Sean o1 ,. .. o) un conjunto completo de
representantes de las clases de equivalencia de las representaciones irreducibles de G y el
conjunto d; = grad o). Entonces las funciones

(Vg™ [ 1<k <s,1<0,5 < dy}
forman un conjunto ortonormal en L(G) y por lo tanto s < d% 4t d? <|a).

Mas adelante, se verd que la segunda desigualdad en la proposicion es, de hecho, una
igualdad; la primera es sélo una igualdad para los grupos abelianos.

2.3. Caracteres y Funciones de Clase

En este capitulo se probara la unicidad de la descomposicion de una representacién en
representaciones irreducibles. El ingrediente clave es asociar a cada representacion ¢ una
funcién x,: G — C que codifica toda la representacion.
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Definicién 2.3.1. Caracter.

Sea ¢: G — GL(V) una representacién. El cardcter x,: G — C de ¢ se define estableciendo
X¢(9) = Tr(¢py). El caracter de una representacion irreducible es llamado un cardcter irreducible.

Entonces si ¢: G — GL,(C) es una representacién dada por ¢, = (¢;;(g)), entonces
n
Xe(9) =D wiil9)-
i=1

En general para calcular el caracter de una representacion, debe escogerse una base y por
tanto cuando se hable de caracteres se asumird sin pérdida de generalidad que se refieren
también a la matrices de representacion. Véanse a continuacién algunas generalidades de los
caracteres.

Observaciéon 2.3.2. Si p: G — C* es una representacion de grado 1, entonces x, = p. A
partir de ahora, no se distinguird entre una representacion de grado 1 y su cardcter.

La primero que debe saberse del caracter es el grado de la representacion.
Proposicién 2.3.3. Sea ¢ una representacion de G. Entonces x,(1) = grad ¢.

Demostracion. En efecto, supéngase que ¢: G — GL(V) es una representacién. Entonces
calculando la traza del elemento identidad

Xo(1) = Tr(p1)
= Tr(I)
=dimV
= grad ¢
O

Una propiedad de los caracteres que es clave es que dependen tnicamente de las clases
de equivalencia de la representacion.

Proposicién 2.3.4. Si ¢ y p son representaciones equivalentes, entonces X, = Xp-

Demostracion. Dado que la traza se calcula mediante la selecciéon de una base, se puede
asumir que ¢, p: G — GL,(C). Entonces, como las representaciones son equivalentes, existe
una matriz invertible 7 € GL,(C) tal que ¢, = Tp,T~!, para todo g € G. Recuérdese que
Tr(AB) = Tr(BA), entonces

ch(g) = Tr(@g)
= Te(Tp,T™)
= Tr(T 'Tp,); usando Tr(AB) = Tr(BA) donde A=Tp,y B=T""
= Tr(py)
= Xp(9)
como se queria. O
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Esencialmente la misma prueba permite otra propiedad crucial de los caracteres que son
constantes sobre las clases conjugadas.

Proposicién 2.3.5. Sea ¢ una representacion de G. Entonces, para todo g, h € G, se cumple
la igualdad x,(9) = x,(hgh™).

Demostracion. En efecto, se calcula

Xo(hgh™') = Tr(¢pgn-1); por el homomorfismo
= Tr(cphgogap,:l); por propiedad de la traza, haciendo A = ¢y, y B = 4,0;1
= Tr(p, " eney)
= Tr(n-10ng)
= Tr(cphflhﬁpg)
= Tr(epy)
= Xso(g)

S

O

Las funciones que son constantes en las clases conjugadas juegan un papel importante en
la TRG (Teorfa de Representacién de Grupos) y, por tanto, merecen un nombre propio.
Definicién 2.3.6. Funcién de clase.

Una funcién f: G — C es llamada una funcién de clase si f(g) = f(hgh™!) para todo g,h € G, o
de forma equivalente si f es constante sobre las clases conjugadas de GG. El espacio de las funciones de
clase es denotado por Z(L(G)).

En particular, los caracteres son funciones de clases, la notaciéon Z(L(G)) sugiere que las
funciones de clases deberian ser el centro de algiin anillo y de hecho esto sera el caso. Si
f: G — C es una funcién de clase y C es la clase de conjugacion, f(C') denotard el valor
constante que f toma sobre C.

Proposicién 2.3.7. Z(L(G)) es un subespacio de L(G).

Demostracion. Sean fi, fo funciones de clase sobre G y sea ¢y, ¢ € C. Entonces utilizando
la Definicién 2.3.6 y la caracterizacion para los subespacios, se tiene:

(crfi + cafa)(hgh™) = c1fi(hgh™) + cafa(hgh™); fi y f2 son funciones de clase
= c1fi(g) + c2fa(g)
= (c1fi + caf2)(9)

lo que muestra que ¢ f1 + co fo es una funcion de clase, por tanto es un subespacio. [

A continuacién, se calculard la dimension de Z(L(G)), para ello, sea Cl(G) el conjunto
de clases conjugadas de G. Para C' € CI(G), se define la funcién dc: G — C (funcién
caracteristica) con regla de asignacién:

_J1, sigeC
50(9)_{07 31g¢C
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Proposicién 2.3.8. El conjunto B = {0c | C € CI(G)} es una base para Z(L(QG)). En
consecuencia, dim Z(L(G)) = |CI(G)].

Demostracion. Noétese que cada d¢ por definicién es constante en las clases conjugadas y por
lo tanto es una funcién de clase. Se comenzara por mostrar que B genera a Z(L(G)).

Si f € Z(L(Q)), se verificard que f = Z f(C)dc, para ello, sea C” la clase conjugada

CeCl(G)
de g entonces
Z f = f(C")oc(g); se evalia en g porque es de interés C”
cecya
= f(C")1; como g € C' = dci(g) =1
= f(g); ; por definicién f(C") = f(g)
entonces f = Z f(C)oc, por lo tanto d¢ genera a las funciones de clase.

CeCl(@)

Para establecer la independencia lineal, se verificara que B es un conjunto ortogonal de
vectores distintos de cero, ya que la ortogonalidad implica independencia lineal. Sean C,

C" € Cl(G), entonces

(dc, dcr) = Zéc )ocr(9)

gEG

Observése que se obtendran dos tipos de resultados que dependeran de la pertenencia de
g a las clases C' o (' por la definicién de la funcién caracteristica. Por ello, obtendremos un
resultado diferente de cero, solo cuando las clases sean iguales y asi

> " dc(9)dcg) =Y 1=1C|
geG geC
reescribiendo se tiene
(60, 6er) = |C|/|G]|, C = C’; si pertenece a ambos, entonces son iguales
@ 0, ;s C'# C'; entonces g € C''y g ¢ C o viceversa
Esto completa la demostracion de que B es una base.

Ahora para calcular la dimensién, observése que por los calculos anteriores se tiene tantas
clases conjugadas como elementos de la base, es decir, |B| = |Cl(G)], por otro lado como B
es una base entonces dim(Z(L(G))) = |B| = |Cl(G)| O

El siguiente teorema es uno de los resultados fundamentales en Teoria de Representaciones
de Grupos. Este muestra que los caracteres irreducibles forman un conjunto ortonormal de
funciones de clase. Este resultado se utilizara para establecer la unicidad de la descomposicion
de una representacion en componentesirreducibles y calcular exactamente el nimero de clases
de equivalencia de representaciones irreducibles.
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Teorema 2.3.9. (Primeras relaciones de Ortogonalidad).

Sean @, p representaciones irreducibles de G. Entonces

_JL sip~p
<X“D’Xp>_{0, 5 oo p

Por tanto los caracteres irreducibles de G forman un conjunto ortonormal de funciones de
clases.

Demostracion. Por la Proposicion 1.2.4, supéngase sin pérdida de generalidad que dados
©1 y p1 dos representaciones irreducibles, existen ¢ y p representaciones unitarias tales que
w1~ @y pr~ p, tales que p: G — U,(C) y p: G — U, (C). Por la Proposicién 2.3.4 se
tiene que Xo, = X» ¥ Xpn = Xp- De aqui que se puede calcular

{(Xer Xo) Z X (9

geG
Z (Z viilg ) (i ) por Definicién 2.3.1 para ¢ y p
geG j=1
- zz (% S )
geG =1 7=1

i=1 j=1 geG

n m

E ,E :9022 , pi(9))
=1 j=1

Las relaciones de ortogonalidad de Schur (Teorema 2.2.8) verifican que (pii(g), pj;(9)) =0
) si p % py por lo tanto (x,, x,) = 0.

Si ¢ ~ p en este caso, las relaciones de ortogonalidad de Schur establecen que:

_ 1/”? i:j

®)De hecho es vélido para cualquier indice.
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y por tanto de

(X Xo) = (Xeo» Xoo)

= Z Z((pii, ;) solo es de interés los (p;;, p;;) # 0, es decir, los de indices iguales

i=1 j=1

= Z@m%ﬁ
i=1
~ 1

= ; -

=1
como se requeria. O

Corolario 2.3.10. Hay a lo sumo |Cl(G)]| clases de equivalencia de representaciones irre-

ducibles de G.

Demostracion. Notese que el teorema recién demostrado (Teorema 2.3.9) implica que las
representaciones irreducibles no equivalentes tienen caracteres diferentes y, méas auin, los
caracteres irreducibles forman un conjunto ortonormal en Z(L(G)). Como dim Z(L(G)) =
|CI(G)] (por la Propiedad 2.3.8) y los conjuntos ortonormales son linealmente independientes,
entonces a lo sumo puede tener el tamano de la base, es decir, |CI(G)| elementos. O

Definicién 2.3.11. Multiplicidad.

Si V es un espacio vectorial, ¢ es una representaciéon y m > 0, entonces se establece

xXm xXm

mV:V@(ﬁ@Vymgoch@ds@cp

Ahora si p ~ mieM @ mop® @ - @ mypl®), entonces m; es llamada la multiplicidad de ¢ en p. Si
m; > 0, entonces se dice que gp(i) es un componente irreducible de p.

Sea M ... ) un conjunto completo de representaciones unitarias irreducibles de G,
salvo equivalencia. Nuevamente se establece d; = grad ¢®.

En este momento no puede afirmarse que la multiplicidad estd bien definida, ya que
todavia no se ha establecido la unicidad de la descomposicion de una representaciéon en
irreducibles, ya que se ha visto que una representaciéon puede ser equivalente a la suma
directa de representaciones irreducibles, pero no se ha dicho hasta este momento si esta
representacion es unica. Para demostrar que esta bien definido, se encontré una forma de
calcular la multiplicidad directamente del caracter de p. Dado que el cardcter sélo depende
de la clase de equivalencia, se deduce que la multiplicidad de ¢ serd la misma sin importar
como se descomponga, ya que p ~ @ m;p¥ entonces por la Proposicién 2.3.4 Xp = X mupl® -
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Observacién 2.3.12. Si p ~ mie™ @ map® @ - -mp) | entonces
grad p = mydy; + mads + - - - mds
donde se ha conservado la notacion anterior.
Lema 2.3.13. Sea ¢ = p® Y con p y 1 irreducibles. Entonces X, = Xp + X -

Demostracion. Supéngase que p: G — GL,(C) y ¢: G — GL,(C). Entonces ¢: G —
G Ly (C) tiene la forma:
_|pg O
Pg = {0 wg] .

Como la traza es la suma de los elementos diagonales, se deduce que

Xe(9) = Tr(gy); ya que o = p @ ¢
= Tr(py) + Tr()y) esto se debe a que son matrices cuadradas

g
= Xo(9) + xu(9)-
De donde se concluye que x, = X, + Xu- O]

El lema anterior implica que cada caracter es una combinacion lineal entera de caracteres
irreducibles. Puede utilizarse la ortonormalidad de los caracteres irreducibles para extraer
los coeficientes.

Teorema 2.3.14. Sea V) - ©) un conjunto completo de representantes de las clases de
equivalencia de las representaciones irreducibles de G y sea

Entonces m; = (Xp, X,0) ¥ la descomposicion de p en componentes irreducibles es tnica
y la representacion de p estd determinada, salvo equivalencias, por su cardcter.

Demostracion. Se sabe que p ~ mip™M @ myp® @ -+ @ m,p® (una descomposicién cual-
quiera), si se aplica el Lema 2.3.13 se tiene que x, = M1Xp) + -+ MsX o) Se sustituye
lo anterior en (x,, x,») y se utilizan las Primeras Relaciones de Ortogonalidad, a fin de
encontrar m;, que como se vera solo depende del cardcter de p (ni siquiera depende de los
componentes, ni de la descomposicién) y de sus representantes. Entonces se tiene que:

(Xo> Xp) = (M1Xpm) + - F MgXpte), X))
Utilizando la linealidad por la izquierda del producto interno:

(MaXem + o+ MaX ), X)) = M1 Xp® )+ F M (X, X))
= m’i
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Este calculo resulta de considerar que (x,u),X,@) es igual a 0 o 1, por las primeras
Relaciones de Ortogonalidad, entonces cuando cuando ¢ = j el producto interno dara 1, asi
se tiene que (X,, X)) = M.

Para probar que la descomposicion de p en componentes irreducibles es tnica, se utiliza
otra descomposicién para la representacion, sea p ~ 1M @ nyw® @ - @ ny ™ con lo
cual x, = NiIXpm + o+ NsX e, & través de un calculo similar al mostrado se llega a la
conclusion de que (x,, X, @) = n;, entonces m; = n;, por lo tanto es tnica, con lo cual p
esta determinada salvo equivalencia por su caracter, porque se basa solo en el cardcter de la
representacion. O

El Teorema 2.3.14 ofrece un criterio practico para comprobar si una representacion es
irreducible.

Corolario 2.3.15. Una representacion p es irreducible si y solo si (x,, X,) = 1

Demostracion. “=="La implicacion directa se cumple ya que si p es irreducible entonces
por el Teorema 2.3.9 se cumple que (x,, x,) = 1.

«e»

Para la otra implicacién supéngase que p ~ mioM @ map® @& - - - @ myp® vy por tanto
Xp = MiXpm o+ MgX )

Usando la ortonormalidad de los caracteres irreducibles se obtiene
S S
(X Xo) = O maxp, Y miXe)
i=1 i=1

= Z M (X o) Z miX,); utilizando la linealidad por la izquierda
j=1 i=1

= Z Z MM (X005 X ); utilizando la linealidad conjugada por la derecha
j=1 i=1

es de interés cuando ¢ = j ya que el producto interno dara 1 por el Teorema 2.3.9, entonces
(Xp» Xp) = ZmiW<X¢(z’>,X@<i)>

i=1

=mi+ - +m

Ahora, como los m; son nimeros enteros no negativos, se observa que (x,, x,) = 1 e implica
que

megl = Vi se cumple que m? < 1= m; =0, 1 = Jdj tal que m; =1 = Z mi =0
i=1 i=1,i#j
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de aqui que m; = 1y m; = 0 para ¢ # j. Con esto se prob6 que p ~ 1.¢Y) | es decir, una
representacion irreducible y por el Lema 1.1.28, también p sera irreducible.
O

Se utilizara el corolario anterior para demostrar que la representacién del Ejemplo 1.1.17
es irreducible.

Ejemplo 2.3.16. Sea p la representacion de S3 del Ejemplo 1.1.17, entonces p es irreducible.

Desarrollo. Ya que Id, (12) y (123) forman un conjunto completo de las representantes de
las clases de conjugacién de S3, ya estos poseen la misma estructura de ciclo, es decir los que
tienen longitud 1, longitud 2 y longitud 3. Observése que podemos utilizar el Corolario 2.3.15
para calcular el producto interno (x,, x,) de los valores del caracter de estos elementos.

=y S san= [0 5] aze= 3]
1 1

1
Ahora x,(Id) = 2, x,((12)) = 0y x,((123)) = —1. (19 Por otro lado @ = \S | =5 ya
3

que el grupo es S;3 y el orden del grupo es 3! = 6. Por ultimo debe calcularse el producto
interno:

(Xp» Xp) = |S | > xol9)x

gES3

= 5 Z Xi(g); ya que Xp(g) = Xp(g)

geSs
= é [2(Id) + Xx2(12) + x2(13) + x2(23) + x2(123) + x%(132)]
% [C(Id) + 3x2(12) + 2x3(123)] 5 ya que x2(12) = x3(13) = x2(23) ¥ x5(123) = x2(132)
%(2%3 0°+2-(-1)%)
1
=50
—1.

Como p es una representaciéon de S3 hay tres transposiciones y dos 3-ciclos, ademéas de
la identidad, por ello queda de la forma expresada. Como el producto interno (x,,x,) = 1,
entonces p es irreducible por el Corolario 2.3.15. O]

Se tratard de encontrar todos los caracteres irreducibles de S3 y descomponer la repre-
sentacion estandar (véase el Ejemplo 1.1.10) en irreducibles en el siguiente ejemplo.

(10)Recuérdese que para calcular el cardcter debe de calcularse la traza de la matriz de representacion.
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Ejemplo 2.3.17. Buscar los caracteres de S5

Desarrollo. Sabemos que S3 admite el cardcter trivial x;: S3 — C* dada por x;(0) = 1 para
todo o € S3 (recuérdese que se identificé una representacién de grado uno con su caracter).
También se tiene el caracter xs de la representaciéon irreducible del Ejemplo 1.1.17, que se
calcul6 en el ejemplo anterior.

Como Sj tiene tres clases de conjugacién, por el Corolario 2.3.10 se puede esperar que
existan tres representaciones irreducibles no equivalentes de S3, porque serdn a lo sumo la
cantidad de clases conjugadas.

De acuerdo a la Proposicion 2.2.10, se sabe que si d es el grado de la representacién que
falta (porque ya se calcularon x; y x3), entonces se utiliza la Proposicién 2.2.10 para saber el
grado de la representacion, entonces se tiene 12+d*+22 < 6, de aqui que el tinico valor posible
para d es d = 1, para que la suma de los cuadrados de los grados de las representaciones sea
menor o igual a 6. Entonces para definir una segunda representacién de grado uno (porque
ya se tiene a la identidad que también era de grado uno) se tiene:

1, o es par
xa(0) = {—1 o es impar

Con la informacién obtenida en el Ejemplo 2.3.16 y lo obtenido anteriormente se ha
encontrado que es una descomposicion de la representacion estandar en irreducibles y se ha
encontrado que un conjunto completo de representantes de las clases de equivalencia, puede
formar una tabla que codifique esta informacién a la que se conocerda como tabla de cardcter.
En la tabla las filas corresponderan a los caracteres irreducibles, mientras que las columnas
corresponderan con los representantes de clases conjugadas.

Y

En la Tabla 2.1 se resumira la informacién obtenida en los ejemplos antes mencionados.

Tabla 2.1: Tabla de cardcter de Ss
Id (12) (123)

vi 1 1 1
o 1 -1 1
vs 2 0 1

La representacion estandar de Sz del Ejemplo 1.1.10 esta dada por las matrices

P2 = y P123) =

o = O
O O =
—_ o O
O = O
_ o O
o O =
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Por lo tanto se puede representar los valores del caracter en la Tabla 2.2, alternativamente
se puede usar el Teorema 2.3.14 para obtener los resultados mostrados en dicha tabla.

1
(XWX1>:6(3+3-1+2'0):1
1
<XSD,X2>:6(3+3'(_1)+2'0):O

1
<Xw7X3>:6(6+3'0+2'0):1

Tabla 2.2: Tabla de cardcter de x,,
Id (12) (123)
Xe 3 1 0

Noétese que la Tabla 2.2 muestra que x, = x1 + X3 y por lo tanto ¢ ~ x; @ p, como se
habia mencionado en el Ejemplo 1.1.17. O]

Se estudiara la tabla de caracteres en detalle mas adelante, en particular, vamos a de-
mostrar que las columnas son siempre por pares ortogonales, como es el caso en la Tabla
2.1.

2.4. La Representacion Regular

El teorema de Cayley afirma que G es isomorfo a un subgrupo de S, donde n = |G|.
La representacién estandar del Ejemplo 1.1.10 proporciona una representacion ¢: S, —
GL,(C); a la restriccién de esta representacién a G, visto como un subgrupo de S,, se
le llamard representacion regular de G, aunque se construird formalmente de una manera
diferente.

Sea X un conjunto finito, se construye el espacio vectorial con base X, utilizando sumas
formales de elementos en X, haciendo

CX:{ZCx$|Cz€C}.

zeX

En donde ¢, son complejos que dependen de x, asi CX consta de todas las combinaciones
lineales de elementos de X.

Dos elementos g ;T Y g b.x se dice que son iguales si y sélo si a, = b, para todo
zeX reX

reX.
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La adicién esta definida por

Z a,T + Z by = Z(am +b,)x

zeX rzeX zeX

La multiplicacion escalar se define de manera similar

Z ka,xr = kZ Ap®

reX zeX

Se identifica a € X con la combinacion lineal 1 - x en donde X es una base para CX,
como ya se ha dicho. El producto interno puede ser definido sobre CX de la siguiente forma:

<Z apx, y bxa:> = a.b,

rzeX rzeX rzeX

Definicién 2.4.1. Representacion regular.

Sea G un grupo finito. La representacion regular de G es el homomorfismo: L: G — GL(CG)
definido por

L, Z cph = Z cpgh = Z Co-157,

heG heG xeG

Para g € G (donde la ultima igualdad proviene del cambio de variables de z = gh = h = g~ '2).
Con lo que ha hecho se esta probando que esta bien definido, es decir, se esta trabajando con el grupo
general lineal y esas son transformaciones lineales adentro, al final lo que se consigue es el conocimiento
para trabajar un elemento de este tipo y hacia donde se mapea.

La L aqui significa “izquierda’, es decir operar por la izquierda. Observése que sobre un
elemento base h € G, L opera como L,h = gh, es decir, L, actia sobre la base a través
de la multiplicacién por la izquierda del elemento g. La definicién anterior proporciona una
formula para un operador lineal que actia sobre una combinacion lineal de vectores base,
dada la accién sobre la base. De ello se deduce que L, es un mapeo lineal para todo g € G. La
representacion regular nunca es irreducible cuando G no es trivial, pero tiene la caracteristica
que contiene todas las representaciones irreducibles de G como componentes. Primero se
demostrara que es una representacion.

Proposicién 2.4.2. La representacion reqular es una representacion unitaria de G.

Demostracion. Ya hemos senalado que el mapeo L, es lineal para g € G. Ademas si gy,
go € Gy h € G es un elementos base de CG, entonces
Lgngzh = Lg192h
= q192h
= Ly 5,0

g192
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de modo que L es un homomorfismo. Si se demuestra que L, es unitario, entonces L sera
una representacién unitaria.

Ahora por la Definicion 2.4.1 y haciendo x = gh se tiene

<Lg > enh Ly khh> = <Z engh, Y khgh>

heG heG heG heG
= < E Cg—15, E kglx$>
zelG zelG

= Z Cg-15kg-1,; definiciéon de producto interno sobre CX
zeG

Para continuar recuérdese que se hizo el cambio de variables = gh en donde h = g~ 'z,
de esa forma se tiene

Z Cog1zkg1, = Z cnkn

zed hed
= <Z crh, Z k:hh> ; por definicién de producto interno
heG yeG

heG heG heG heG

Como <Lg Zchh, L, Z khh> = <Z cph, Z khh>, se establece que L, es unitario.
O

Para calcular el caracter de L, se usa la siguiente proposicion que tiene una forma parti-
cularmente simple.

Proposicién 2.4.3. FEl cardcter de la representacion reqular L esta dado por
_ |G|7 stg=1

Demostracion. Sea G = {g1,--- ,gn} donde n = |G| y sea L,g; = gg;. Asi si [L,] es la matriz
de L, con respecto a la base G' con este orden, intentemos ver como se comportan estos
elementos a partir de la informacion que se tiene:
Dado G ={g1, - ,gn}
Se tiene L,g; = gg; y estos se comportan como:
Lyg1 = gg1; hagamos gg; = g; entonces g; = 0g1 +0g2 + ... + 1g; + 0giy1 + . ..
Lyg2 = gg2; hagamos ggs = g, entonces g, = 0ga + ...+ 1g, +0gp41 + ...

Logr = 99k = gm = 091 +0g2 + ... + 1g1, + 0gpg1 + . ..
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De esa forma se va formando la matriz, no se sabe en que orden, solo que en una de sus
posiciones hay un 1 y cero en las demés. Esta informacion puede resumirse de la siguiente
manera:

_ L 9=y
(Lol = {O, en otro caso

L g=gg"
0, en otro caso
En particular,

L= (L 9=os
gin 0, en otro caso

: =1
- {O, en otro caso
de lo que se concluye

xi(g) = Tr(L,) = {lﬁl, z;—é 1

En donde se tiene la suma de los elementos de la diagonal y en la cual hay tantos elementos
como tenga el grupo. O]

Ahora se descompondra a la representacion regular L en componentes irreducibles, se
fijard a {oM) .-+ ©®} como un conjunto completo de representaciones irreducibles unitarias
no equivalentes de un grupo finito G en donde d; = grad . Se escribird por conveniencia

Xi = X0 para i € {1,---,s}.

Teorema 2.4.4. Sea L la representacion reqular de G. Entonces se cumple siguiente la
descomposicion

I ~ d190(1) oy d%p(?) DD dsga(s)

Demostracion. Sea {p™M, ) ... ()} un conjunto completo de representaciones unitarias
irreducibles no equivalentes. Se calculara la descomposicién usando yp(g) =0 para g # 1y
xL(1) = |G|, por definicién de producto interno sobre CX se tiene

<XL,X¢<z‘)> = (xr,xqi); coni €{1,...,s}

- ﬁ S e (9)x)

geG
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Noétese que los sumandos anteriores serdan 0 para cualquier valor de g, excepto para cuando
g =1 en donde x(1) = |G|, entonces se tiene

1 .

(XL, Xi) = @|G|Xi(1)

= xi(1)

=xi(1)

= X0 (1); ya que x;(1) = xi(1) ¥y xi = Xy
~ arad g

= grad go(i); por la Propiedad 2.3.3

= d,

Ahora por el Teorema 2.3.14 se tiene: L ~ mio™M @ myp® @ - - @ myp™®)| en donde

m; = <XL> ch(i)>
= <XL7 Xz>
=d,

En conclusién L ~ dlgo(l) &5 d2g0(2) ©---D dsSO(S) o

Con este teorema a la mano, se puede seguir con la idea principal de este capitulo, que es
encontrar una forma de codificar una representaciéon de un grupo en una funcién con valores
complejos.

Corolario 2.4.5. La férmula |G| = d? + d3 + - - - + d? se cumple.

Demostracion. Por el teorema anterior se tiene L ~ dyp™ @ dyp® @ --- @ dyp® entonces
por el Lema 2.3.13 x1, = dix1 + dax2 + - .. + dsXs, donde x; = X0 Asi al evaluar xp, en 1,
puede verse que se cumple que

xo(1) = dix1(1) + daxa(1) + ... + dsxs(1)
=dy(dy) + dao(ds) + - - - + ds(ds)
=di+d3+-- +d

Por otro lado se verifico en la Propiedad 2.4.3 que xr(1) = |G|, entonces |G| = d? + d3 +
-+++ d?, completando la demostracion. O

Con este resultado se puede inferir que la matriz de coeficientes de una representacion
irreducible unitaria forma una base ortogonal para el espacio de todas las funciones de G.

Teorema 2.4.6. El conjunto B = {\/dk%(;) | 1 <k < 5,1 <4,j < d} es una base
ortonormal para L(G), conservando la notacion anterior.
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Demostracion. Se sabe que B es un conjunto ortonormal para L(G) por la Proposicién
2.2.10, ademas aplicando las relaciones de ortogonalidad de Schur (Teorema 2.2.8) se tiene

<\/d_ksoi%7 \/d—k¢5j> = \/@@fj’ \/d_’“wfj>
= (V) (¢l h)

Para |B| < di + -+ d? < |G|, asf |B| = |G| = dim L(G), por lo tanto B es una base. [

El siguiente teorema muestra que xi,- -, Xs €s una base ortonormal para el espacio de
las funciones de clase Z(L(QG)).

Teorema 2.4.7. El conjunto x1,- - ,Xxs €S una base ortonormal para Z(L(QG)).

Demostracion. Para probar el teorema se conservara la notacion anterior. Las primeras re-
laciones de ortogonalidad (Teorema 2.3.9) afirman que los caracteres irreducibles forman

un conjunto ortonormal de funciones de clase. Por lo tanto se debe mostrar que x1,-- -, Xs
generan todo Z(L(QG)).

Sea f € Z(L(Q@)), por el teorema anterior se puede escribir a f como una combinacién
lineal de elementos de la base

(k k)
f=Ydley

1,5,k

para algunos c( €Cdondel1 <k<syl<i, j<dg Como f es una funcion de clase
(f(x)=f(g~ xg)), para cualquier x € GG, véase que

il Zf g 'zg) |G| Zf ; ya que f es funcién de clase

geG geqG
_ 1G]
= f(z)
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Luego se tiene que

fla) = @Zf(g z9)
geG
|G| Z (Z Cij 901] ) (9 'xg); reemplazando f
geG \1i,5,k
= ZCU | | Z QOZ] (¢ 'zg); debido al homomorfismo
7.] k QEG
k)
1,7,k geG i
= Z o )[(%D(x )) Jij; por la Proposicién 2.2.2
igk
Tr(o
= Z Cz(f) Lk)] ; por la Proposicién 2.2.3
ijk grad (¥ y

ademés se tiene que Tr(p®) =y, y grad gp(k) = d}, entonces
=Y ¢
S

Notese que en la ultima igualdad se colocan solo aquellos elementos que contribuyen a la
suma, que son precisamente los elementos de la diagonal. Esto establece que esta generado

por xi,- -+, Xs, completando asf la prueba de que los caracteres irreducibles forman una base
ortonormal para Z(L(G)). O

Corolario 2.4.8. El numero de clases de equivalencia de las representaciones irreducibles
de G es el numero de clases de conjugacion de G.

Demostracion. Sea s el numero de clases de equivalencia de las representaciones irreducibles
de G, el teorema anterior implica que s = dim Z(L(G)), ya que las funciones de clase forman
una base y por la Proposicién 2.3.8 dim Z(L(G)) = |CIl(G)|, en donde, |Cl(G)]| es el nimero
de clases de conjugacién, asi s = |CI(G)| por lo tanto se cumple el corolario. O

Corolario 2.4.9. Un grupo finito G es abeliano si y solo si este tiene |G| clases de equiva-
lencia de las representaciones irreducibles.

Demostracion. En un grupo abeliano se cumple que para un elemento arbitrario z € G
y para todo g € G se tiene que gr = xg, de aqui que x = grg~!, esto quiere decir que
cada elemento del grupo pertenece a una clase de conjugacién distinta, con lo cual podemos
concluir que |G| = |CI(G)|.

Por otro lado si |G| = |C1(G)] quiere decir que para un elemento arbitrario € G su clase
conjugada es un conjunto unipuntual, entonces se cumple que para todo g € G x = grg™?
de aqui que gxr = xg para cualesquiera elementos del grupo, por lo tanto es abeliano.
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Ejemplo 2.4.10. Representaciones irreducibles de Z/nZ

Sea w,, = €2™/™ entonces sus representaciones irreducibles estan definidas por x: Z/nZ —
C* con regla de asignacién xx([m]) = wf™ para 0 <k <n —1.
Desarrollo. Primero nétese que Z/nZ es ciclico por tanto es abeliano, ademés |Z/nZ| = n.

Los xi son irreducibles porque la representacién w, es de grado 1, entonces el caracter
coincide con el grado de la representacién por la Proposicién 2.3.3 y cada w*™ es diferente.

Entonces xo, -+, Xn_1 son las distintas representaciones irreducibles de Z/nZ. O

La representacion de la informacién tedrica acerca de un grupo finito puede resumirse en
una matriz conocida como tabla de caracteres.

Definicién 2.4.11. Tabla de Caracteres.

Sea G un grupo finito con caracteres irreducibles x1,--- , xs y clases de conjugacién Cyq,--- ,Cs.
La tabla de caracteres de G es la matriz X de dimensiones s x s con X;; = x;(C}). En otras palabras,
las filas de X son indexadas por los caracteres de GG, las columnas por las clases de conjugacién de G y
la ij-entrada es el valor del i-ésimo caracter sobre la j-ésima clase de conjugacién.(*V)

La tabla de caracteres de S3 se registra en la Tabla 2.1, mientras que la de Z/47Z (Tabla
2.3) se puede encontrar de la siguiente forma:

Desarrollo. Por el Ejemplo 2.4.10 se sabe que

wikm

Por otro lado, recuérdese que Z/47Z es isomorfo a Z, entonces las clases son [m] € {0,1,2,3}.
Por lo tanto se realizan los siguientes calculos

| 0] 1] 2] 3]
Si k=1 =% x(0)=1 x(@l)=i x(2)=-1 x@B)=-i x
Si k=2 =™ () =1 x(l)=-1 x@)=1 x(B)=-1 x
Si k=3 =e2 | x(0)=1 x()=-i x(2)=-1 x(@B)=i xs
Si k=4 = [ xa(0)=1 xa()=1 x@)=1 xB)=1 xs

Con los datos anteriores se forma la tabla de caracteres correspondientes

(1D Los indices en las filas de X quedan determinados por los caracteres de G
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Tabla 2.3: Tabla de cardcter de Z/4Z

o [t 2] B
x1 1 1 -1 4
x2 1 -1 1 -1
x3 1 -1 -1 i
x« 1 1 1 1

]

Observése que en ambos ejemplos las columnas son ortogonales con respecto al producto
interno estandar. Se demostrara que este es siempre el caso. Si g, h € (G, entonces el pro-
ducto interno de las columnas correspondientes a sus clases de conjugacién esta dada por la
expresion.

ZXi(g)Xi(h)'

Claramente ese sigue siendo un producto interno aun cuando no se este dividiendo por
|G|, cuando el grupo es finito.

Por otro lado, recuérdese que si C' es una clase de conjugacion, entonces

1, gel
0, en otro caso

dc(g) = {

Los d¢ con C' € Cl(G) forman una base para Z(L(G)), asi como los caracteres irreduci-
bles, por lo tanto resulta natural expresar los d¢ en términos de los caracteres irreducibles,
dando lugar asi a la ortogonalidad de las columnas de la tabla de caracteres.

Teorema 2.4.12. (Segundas Relaciones de Ortogonalidad).

Sean C, C" clases de conjugacion de G y sean g € C y h € C'. Entonces el producto
interno de las columnas correspondientes a sus clases de conjugacion estd dado por

4 G sic=c
S xilg)(h) = e =
iﬁx@ﬂ() {Q siC#C"

Consecuentemente, las columnas de la tabla de caracteres son ortogonales y por lo tanto
la tabla de caracteres es invertible.

Observacion 2.4.13. Los caracteres representan la base ortonormal y los  son funciones
de clase.
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Demostracion. El espacio con el que se esta trabajando es finito, posee producto interno y

tiene una base ortonormal, entonces cualquier elemento del espacio puede escribirse dcr =
S

2(50/, Xi)Xi, con lo cual puede calcularse
i=1

= ‘—(1” >_xi(9) 3 xil@)

pero el cardcter es constante sobre las clases conjugadas, entonces se estaria sumando |C’|

un valor de la clase (por hip6tesis se sabe que h € C'), obteniendo Z xi(z) = |C"|xi(h), ast
zeC’

o en caso contrario dc/(g) =0y Z Xi(g)xi(h) = 0.

Resumiendo este resultado se tiene

Z Xi(9)xi(h) =

Gl/|C], C=C"
0, C#C

como se queria.

Se deduce que las columnas de la tabla de caracteres forman un conjunto ortogonal de
vectores distintos de cero, ya que al calcular (x;(g), x;(h)) se obtiene que es igual a 0, porque
la clase para los elementos g y h son distintas por hipétesis, esto implica que sean linealmente
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independientes. Este resultado produce la invertibilidad de la tabla de caracteres, por que
al ser linealmente independientes las columnas, si se aplicara el proceso de Gauus-Jordan se
llegaria a la identidad. O

Observacion 2.4.14. La tabla de caracteres es de hecho la transpuesta de la matriz de
cambio de base, es decir, de la base {x1, -+ ,Xs} a la base {dc | C' € CU(G)} para Z(L(G)).

2.5. Representaciéon de Grupos Abelianos

En esta seccion, se calcularan los caracteres de un grupo abeliano. El ejemplo 2.4.10 pro-
porciona los caracteres del grupo Z/nZ. Como cualquier grupo abeliano finito es un producto
directo de grupos ciclicos, todo lo que se necesita saber es cémo calcular los caracteres de
un producto directo de grupos abelianos.

Proposicion 2.5.1. Sean Gy, G grupos abelianos y supongase que X1, , Xn Y ©1,°** »Pn
son las representaciones irreducibles de Gy, Ga, respectivamente. En particular, m = |G1| y
n = |Gsy|. Entonces las funciones c;j: Gy X Go — C* con 1 <i <m, 1 < j <n definidas
como

@ij (g1, 92) = Xi(91);(92)
forman un conjunto completo de representaciones irreducibles de G X GS.

Demostracion. En primer lugar se debe comprobar que los «;; son representaciones.

aii (g1, 92)ais (91, 95) = Xi(91) 25 (92)xi:(91) 25 (g2)
= xi(91)x:(91) 25 (92) 65
= Xi(glgi)%‘ (929/2)
= O‘z‘j(glg;a 929,2)
= aij((91.92) (91, 92))

g
(9/2); el producto es conmutativo en los complejos

Ahora debe verificarse que todas las representaciones son distintas, es decir, si a;; = o
implica que ¢ = k' y j = {. Entonces para todo g € (G; se tiene que

xi(9) = xi(9)-1
= Xi(9)pi(ecs,)
= a;5(9, €c,)
= akl(gaer)
= Xk(9)pe.1
= xx(9)(1)
= Xx(9)
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Por lo tanto © = k, porque se esta probando que dado un g arbitrario en (G; se cumple que
Xi(9) = xx(g), es decir coinciden cuando los indices son iguales, de aqui que dos represen-
taciones irreducibles sean diferentes de lo contrario. La demostracion para j = ¢ es analoga.
Ahora hace falta probar la irreducibilidad, por ello se utilizara el resultado obtenido en el
Corolario 2.3.15 para demostrar que <X%, Xaij> =1

<XO¢Z’]’7 Xaij> = <aZ]7 al]>

1 B ———

= Grxar 2 (9192100
g1€Gq,
92€G2

= nlaee o)

g1€Gq,
g2€Ga

= 3 X922 (%)

g1€Gq,

= (% Z Xi(Ql)Xi(gl)) (% Z @j(gz)%’(gQ))

= <Xi7 XZ> <90j7 90]>
= (1)(1); por el Corolario 2.3.15 para x; y ¢; irreducibles
1

Por otro lado como G; x Gj tiene |Gy x Gy| = |Gy||G2| = mn distintas representaciones
irreducibles, se deduce que el a;; con 1 <7 <m, 1 < j <n son todas ellas. O

Ejemplo 2.5.2. Calcular la tabla de caracteres del 4-grupo de Klein Z /27 x 7. /27 utilizando
la Proposicién 2.5.1.
Se encuentra primero la tabla de caracteres para Z /27

27

L)27 =~ Ty => wp, =€ n = w, =e";yaquen=2= w, =—1
= xi([m]) = wy™ = (=)™

[0] 1]
St k=1 = (-1) xi([0) =1 xa([1]) =-1 xa
Si k=2 = (=" |x(0)=1 x(I)=1 x2

La tabla de caracteres de Z/27 podemos observarla en la Tabla 2.4, ahora se calculard
la tabla de caracteres de Z/27Z x 7Z./27, que quedara representada como en la Tabla 2.5.
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Tabla 2.4: Tabla de carédcter de Z/27Z

0 1]
x1 1 -1
X2 1 1

Se calculan los elementos (g1, g2) = pi(91)p;(g2) con g; = [j] con 1 < i,j < 2, nbtese
que p; = Xi ¥ ¢; = X; para ¢y j antes definidas, por ejemplo, si ¢ = 1 y j = 2 entonces

pr([m])e2([n]) = xa([m])xa([m]) con [m], [n] € Z/2Z

an ([0, [0]) = p1((0Deu([0)) = ()(1) =1 | ax([0],[0]) = pu([0))g([0]) = (1)(1) =
an([0], 1) = p(0Deu([1]) = ()(=1) = =1 ([0}, [1]) = pu([0Dg([1]) = (1)(1) =
an((1, [0)) = pr((Pea([0]) = (=1)(1) = =1 | ax2([1],[0]) = pa([1])2([0]) = (=1)(1) = -1
an([1, 1) =pu(hea((1]) = (D=0 =1 pan(1] (1) = p(1)e(1]) =(=D0) = -1
az ([0],[0]) = p2([0D)eu([0]) = (1)(1) = axn([0],[0]) = p2([0))@2([0]) = (1)(1) =1
ag ([0, 1)) = p2([0Dea([1]) = (1)(=1) = -1 | ax([0],[1]) = p([0)ea([1]) = (1)(1) =1
an([1,[0]) = pa([t])er([0]) = (D)(1) =1 an([1],[0]) = p2([1)e2([0]) = (1)(1) =1
axn (1, 1)) = p(Ner([1]) = (M)(=1) =—=1 [ ax([l][1]) =p(1)e(1]) =(1)(1) =1

Una vez calculados cada uno de los elementos, los resumimos tal y como sigue:

Tabla 2.5: Tabla de cardcter de Z/27Z x Z/2Z

([ol,[o)) ([o},[1]) ([u}.[o]) ([1],[1])
o 1 -1 -1 1
s 1 1 1 1
o 1 -1 1 1
Q2o 1 1 1 1
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Capitulo 3

Analisis de Fourier en grupos finitos

En este capitulo se introducird una estructura algebraica para L(G) procedente del pro-
ducto convolucién, en donde la transformada de Fourier permitird analizar esta estructura
en términos de algunos anillos conocidos. El analisis de Fourier tiene diversas aplicaciones
en la matematica y aun cuando hay libros enteros dedicados al anélisis de Fourier en grupos
finitos, este capitulo se limitara a presentar una aplicacién para el calculo de los valores
propios de la matriz de adyacencia del Grafo de Cayley de un grupo abeliano.

3.1. Funciones peridédicas sobre Grupos ciclicos

Se definen a las funciones periddicas en los enteros.
Definicién 3.1.1. (Funcién periédica).
Una funcién f: Z — C es periédica con periodo n, si f(z) = f(x +n) para todo z € Z (1.

Debe tenerse en cuenta que si n es el periodo de f, entonces también lo es cualquier
multiplo de n. En general las funciones periddicas con periodo n estan en biyecciéon con los
elementos de L(Z/nZ), es decir, con las funciones f: Z/nZ — C. Para ver esto, se tiene que
en cada funcién periédica F': Z — C tal que F(i + nk) = z; para toda i € {1,2,--- n},
se le asocia una funcién f: Z/nZ — C tal que f([i]) = z; para toda i € {1,2,--- n}, de
hecho, la definicién de una funcién periédica dice que f es constante en las clases de residuos
modulo n.

Por otro lado, los caracteres irreducibles forman una base para L(Z/nZ) por el Teorema
2.4.7 y por el Ejemplo 2.4.10.

Entonces si f: Z/nZ — C es una funcion, se tiene que

f = < aXO>X0 +oeee <fa Xn—1>Xn—1 (31)

n—

= > (X)X (3.2)

7

—

I
o

(DEsta es otra forma de referirse a las funciones de clase del grupo cociente.
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donde m]) = e2™km/n Se verd que la transformada de Fourier codifica esta informacién
k
como una funcién.

Definicién 3.1.2. (Transformada de Fourier).

Sea f: Z/nZ — C, se define la transformada de Fourier f: Z/nZ — C de f por

f(Im]) = n(f, xm)

n—1
1 -
n <n kzzof([/{f])Xk([m])> ; definicién de producto interno
n—1 ' |
= f([k])ef%mmk/n; ya que xx([m]) = o~ 2mikm/n
k=0

Noétese que la transformada de Fourier T': L(Z/nZ) — L(Z/nZ) es lineal, ya que

T(erf + cag)([m]) = nerf + 29, Xm)
= ncy (1 f, Xm) + nez (C2g, Xm)
=caT(f) + cT(g)

Esto se debe a la linealidad del producto interno en la primera componente. Entonces se
puede reescribir la ecuacién (3.2) como una proposicién de la siguiente manera:

Proposicién 3.1.3. (Inversion de Fourier) .

S
—

~

F(EDxx

S|

La transformada de Fourier es invertible. Mds precisamente, f =

e
Il

Demostracion. De acuerdo a la definicién dada en la ecuacién (3.2) se puede reescribir a la
funcién como sigue:

n—1

f=> {fixe) xx

b
Il

MI°
L

n(f, Xk) Xk

S|

k=0
n—1

-~

f([k])xx; por la definicién de transformada de Fourier
0

S|

B
i

Con lo que se ha probado la igualdad de la proposicion, ahora recuérdese que una funcion
es invertible si es biyectiva, luego para comprobar la inyectividad se tomaran las funciones
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fy g, asi si f: g se tendria que f = g. De aqui que

1 - T
= — Y g([k])xx; por hipotesis
n

= ¢; de acuerdo a lo que ya se ha demostrado

Por lo tanto es inyectiva, falta demostrar la sobreyectividad para que sea invertible. Para
ello sea f([k]) = z tal que f es la transformada de una funcién, se define a la funcién g
como sigue

Ahora

La ultima igualdad se cumple ya que los caracteres irreducibles forman una base para
L(Z/nZ), entonces al ser linealmente independientes el producto interno serd 0 a menos que
se trate del mismo carécter, entonces la transformada de Fourier es biyectiva y por lo tanto
invertible. [

La transformada de Fourier en los grupos ciclicos se utiliza en procesamiento de imagenes
y senales. La idea es que los valores de f corresponden a las longitudes de onda asociadas a la
funcién de onda f. Se ajusta a cero todos los valores suficientemente pequenos de f, compri-
miendo de ese modo la onda. Para recuperar la onda original o acercarse lo suficientemente
a ella, se aplica la inversién de Fourier.

3.2. El Producto de Convolucion

En esta seccién se introduce el producto de convolucién en L(G), lo cual le dara sentido
a la terminologfa definida en el dlgebra de grupo para L(G).
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Definicién 3.2.1. (Convolucién).

Sea G un grupo finito y a, b € L(G). Entonces la convolucién de a x b: G — C esta definida por

axb(z) =) alzy " )b(y) (3.3)

yeG

Observése como funciona la definicién de convolucion, se tiene que para cada elemento
g € G, se ha asociado la funcién delta d,. Es natural tratar de asignar una operacién de
multiplicacién (x) a L(G) de manera que d, * 6, = 4, @, se corroborard que en efecto la
convolucion tiene esta propiedad en la siguiente proposicion.

Proposicién 3.2.2. Para g, h € G, 0, * 0p, = Ogp,.

Demostracion.
SgOn(x) =Y _ Sy(zy™")on(y)
yeG
En donde los tnicos términos no nulos se obtienen cuando h = y y g = ay~! = zh™!,
entonces

1 ;six = gh
dg * Op(x) = {0 : caso contrario

= 5gh<517)

]

Una de las metas serda mostrar que la convolucién de L(G) da la estructura de un anillo.
Ahora si a, b € L(G), entonces

a= Z a(g)d, y b= Zb(h)&h

geG heG

Se corrobora que efectivamente esta definicion devuelve a la funcién a

geG
_ Ja(x) ;sig==x
0, ; caso contrario

() Recuérdese que 0y (y) = 1sih=yy on(y) =0si h #y
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Pasarfa exactamente lo mismo para b. Ahora si L(G) fuera un anillo, entonces la ley distri-
butiva obligaria a que

axb= (Z a(g)5g) % (Z b(h)5h>

geG hed

= > (a(9),) * (b(h)on)

g,heG

= > alg)b(h) (6, * 5)

g,heG

= a(9)b(h)dgn

g,heG

Si se aplica el cambio de variables y = h y © = gh en donde g = xy~! se obtiene lo siguiente

ax*xb= Z Z a(g)b(h)59h>

heG \geG

= > aley )b(Y)day-1y

yeG \zy~leG

= > alay™)b(y)d,

yeG \zy—leG

la primera sumatoria varia sobre y y la otra sobre xy~!, con la primera se controlan a todo
los y, de esta manera, sin pérdida de generalidad puede reescribir como sigue.

= (Z a(g)b(y)&;)

yeG \z€G
=) (Z a(xy‘l)b(y)) 0a
zeG \yeG

que es equivalente a la férmula (3.3).

Teorema 3.2.3. El conjunto L(G) es un anillo con la adicion tomada punto a punto y la
convolucion como multiplicacion. Por otra parte, 61 es la identidad multiplicativa.

Demostracion. La adicion esta dada en la Definicién 2.2.1, ahora se verificarda que d; es la
identidad para la operacion * de la convolucién, sea f € L(G)

froi(e) =Y flay oy

yeG
= f(x-1)-1; yaque 6;(y ') = 0 excepto cuando 3y ' =1
= f(z)
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De manera similar se comprueba que §; * f(x) = f(x)

oy fla) =) di(ay™

yeG
=1 f(z)1; ya que zy~" =1 entonces = =y

Esto demuestra que d; es la identidad multiplicativa.

Para comprobar la asociatividad, sea f, h, w € L(G). Entonces

[(f * h) xw](x) = D _[f * hl(zy ™ w(y) (3.4)
yeG
=D flay T Ha()w(y) (3.5)
yeG zeG
Se hace un cambio de variables para continuar, sea u = zy (y asi y'27t = u™l 2z = uy™1).

Asi el lado derecho de (3.5) se convierte en

D> flaew™h(uy w(y) =D flau Y h(uy w(y)

yeG ueG ueG yeG
=3 flau™))  h(uy™
ueG yeG
= Zf zu” ) [h o w](u)
ueG

= [ * (hxw)](z)

Ahora se comprobard la distributividad, para ello sean f, h, w € L(G), entonces debe

cumplirse que

[(f +h) xw](z) = Y [f + h)(zy~w(y)

yeG

= [flay™) + hzy™H)] w(y)
yeG

= [/t ) + h(zy™w(y)]
yeG

= flay w(y) + > hlzy™Hw
yeG =t

= fxw(x)+ h*xw(x)

Representaciones de Grupos Finitos, Escuela de Matematica, Universidad de El Salvador

93



y también que

s« (f+h)(x) =) wlxy )[f + ()

= Z w(zy ! )+ h(y)]

=3~ [wley™)f () + wlzy ()
yeG

=> wlzy ) fy)+ Y wlxy " )h(y)

=wx* f(x) +w* h(x)
Lo que completa la prueba. O

Ahora es momento de justificar la notacion Z(L(G)) para el espacio de las funciones de
clase en G. Recuérdese que el centro Z(R) de un anillo R consta de todos los elementos
a € R tal que ab = ba para todos b € R. Por ejemplo, se puede demostrar que las matrices
escalares forman el centro de M,,(C).

Proposicién 3.2.4. Las funciones de clase forman el centro de L(G). Es decir, f: G — C
es una funcion de clase si y sélo si ax f = fxa para todo a € L(G).

Demostracion. “="

Supdngase que f es una funcién de clase y sea a € L(G). entonces

ax f(r)= Z a(zy™Y) f(y); como f es funcién de clase, entonces (3.6)
yeG
= aley™) fayz™) (3.7)
yeG
Si se hace z = zy~! se tendria que yz=! = 271 y el lado derecho de (3.7) se reescribiria
como
Z a(z Z flzz™h ; ya que el producto de complejos es conmutativo.
zeG zeG
— [+ a()

Y por lo tanto a * f = f * a (estd en el centro).

13 2
—

Sea f un elemento del centro de L(G), se demostrara primero la siguiente conjetura.

f(gh) = f(hg) para todo g, h € G.
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Demostracion. (de la conjetura).

Observése que se puede reescribir a f(gh) ocupando la funcién caracteristica

f(gh) = Z f(gy)p-1(y); los elementos de la sumatoria serdn distintos de cero cuando h = 3!
yeG

= f % 0,-1(g); utilizando la definicién de la convolucién

= dp—1 x f(g); como f pertenece al centro puede conmutar

= Z Sn-1(gy~ 1) f(y); reescribiendo utilizando la definicién
yelG

= f(hg): como Gp-1(gy™") =1si h™' =gy~ =y = gh

Fin de la conjetura. O]

Para completar la demostracién, se observa que por el resultado de la conjetura f(ghg™') =
f(hg=tg) = f(h), con lo que se establece que f es una funcién de clase. ]

Como consecuencia de este resultado, la notaciéon Z(L(G)) para el conjunto de funciones
de clase no es ambigua.

3.3. Analisis de Fourier en Grupos Abelianos Finitos

En esta seccién, se considerara el caso de grupos abelianos como una situacién mucho
mas simple, y esto es frecuentemente suficiente para las aplicaciones en procesamiento de

senales y en la teoria del nimero. En esta tultima, los grupos de interés habitualmente son
Z/nZ y Z|nZ*.

Sea GG un grupo abeliano finito, entonces las funciones de clase de GG son las mismas
del algebra de grupo, es decir, L(G) = Z(L(G)), por consiguiente, L (G) es un anillo
conmutativo (se intentard identificar, salvo isomorfismo, con un anillo conocido). La clave
para analizar la estructura de anillo de L (G) es la transformada de Fourier.

Definicién 3.3.1. (Grupo Dual)

Sea GG un grupo abeliano finito y sea GG el conjunto de todos los caracteres irreducibles xy: G — C*.
A G se le conoce como el grupo dual de G.

Proposicion 3.3.2. Sea G un grupo abeliano finito. Se define el producto deA@ a través de
la multiplicacion punto a punto, es decir, (x - 0)(g) = x(9)0(g). Entonces G es un grupo

abeliano de orden |G| con respecto a esta operacion binaria.
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Demostracion. Se probard que es cerrado bajo la operacion definida. Para ello primero ob-
servése que dados x, 0 € G, se cumple que

X - 0(9192) = x (9192) 0 (9192)
= x (1) x (92) 0 (g1) 0 (g2)

X (91) 0 (91) x (92) @ (92) ; ya que C* es conmutativo
(

De esta manera G es cerrada bajo el producto punto a punto. Se comprobaré si este producto
es asociativo, para ello sean x, 0 y ¢ € G

X 10-¢l(g) =x(g) - (6-v)(g); aplicando la definicién

= x(9)0(9)¢(9)

= (x-0)(9)¥(9); asociando convenientemente

=[x - 0.»(9)
Por lo tanto se dice que es asociativo. Se probara la conmutatividad, sean y, 0 € G

X - 0(9) = x(9)0(g); aplicando la definicién

(
0(g)x(g); recuérdese que C* es conmutativo
)

0-x(g

La identidad es el cardcter trivial x;(g) = 1 para todo g € G. La inversa viene dada por

x 1(g9) = x(¢7Y); por propiedades de los homomorfismos

x(9)

(va que x es unitaria®), ademés x ! es un caracter, porque los caracteres pueden ser defini-
dos como un elemento de L(G) hacia C y estos son homomorfismos, por lo tanto el inverso es
el homomorfismo que me lleva a los inversos para el cual la composicién es la via de opera-
cion, ademas el caracter es la traza de una matriz de representacién, por lo tanto, el caracter
inverso sera la traza de la inversa de esa representacion. Por ende se tiene que x - Y=y
Asi G es un grupo abeliano. Ya se sabia que el nimero de caracteres irreducibles de G es
|G| (una conclusién del Corolario 2.4.9). Lo cual completa la demostracién. O

Ejemplo 3.3.3. Sea G = Z/nZ. Entonces G = {xq, ..., Xn_1} con

2mikm/n

Xk ([m]) = e

Entonces la asignacién [k] — xj es un isomorfismo de grupo G — G.

W Lema 2.2.6
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Desarrollo. Se verifica que existe el isomorfismo

¢:G—>@
(k] = X&

Se debe probar que es homomorfismo, para ello, sean [k], [m| y [p] € Z/nZ entonces

([ +p))([m]) = xk+p([m]); para todo [m] € Z/nZ

_ 627ri(k+p)m/n

_ 627ri(k)m/n€27fi(p)m/n

= xk([m])xp([m])
= Xk Xp([m])
= @([k]) - e([p))([m])

Por lo tanto es homomorfismo. Ademads, debe comprobarse que es inyectiva, para ello sean
k], [p] v [m] € Z/nZ entonces

o([k]) = ¢([p])([m]) entonces para todo [m| € Z/nZ

Xk([m]) = xp([ml)

2mi(k)m/n 2mi(p)m/n.

e =e ; pero esto es cierto cuando

e2mitk=pm/in — 1. con (k —pym/n € Z=n|(k—p) = k=p( (méd )n)
> [k] = [p]
Por tanto es inyectiva, para continuar con la sobreyeccién observése que Z/nZ tiene orden
n, al igual que Z/nZ y como se tiene una funcién inyectiva que va de un grupo finito a otro

con el mismo orden, entonces también es sobreyectiva. Por tanto al ser un homomorfismo
biyectivo se puedes concluir que es un isomorfismo. O

Observacion 3.3.4. Ndétese que la asignacion [k] — xy permite deducir que a cada clase le
corresponderd un solo cardcter.

El ejemplo mostrado, presenta una situacion en la que siempre se tiene que G =2 (Al, esto
se deduce del ejemplo, de los resultados de la Seccién 2.5 y el hecho de que cada grupo
finito abeliano es un producto directo de grupos ciclicos.

~

Ahora se introducird un isomorfismo de espacio vectorial L(G) — L(G) llamado Trans-
formada de Fourier. Para hacer un homomorfismo de anillos, se tendréa que usar un producto
diferente en L(G) que viene siendo la convolucion.

Definicién 3.3.5. (Transformada de Fourier)®).

(®)Esta es la definicién de la Transformada de Fourier de un Espacio Vectorial.
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Sea f * G — C una funcién compleja evaluada en un grupo abeliano finito G. Entonces la
Transformada de Fourier f x G — C esta definida por

FOO =G =D flo)x(g)
geG

Los nimeros complejos |G|(f, x) son a menudo llamados coeficientes de Fourier de f.

En la Seccion 3.1, se definié la transformada de Fourier en una forma distinta para
grupos ciclicos. Sin embargo, es equivalente bajo el isomorfismo entre G y GG considerado en
el ejemplo 3.3.3.

Ejemplo 3.3.6. Si y,0 € é, entonces X = |G|d,.

Desarrollo. Aplicando la definicién de transformada de Fourier a x se tiene

X = |G|{x, 0); aplicando el Teorema 2.3.9 a x y 6 se tiene

B 1 isixy ~0
-6l

; caso contrario

Como ¥, 6 € @, se sabe que a este conjunto pertenecen todas las representaciones irreduci-
bles, por lo que si hay dos que son equivalentes implica que son iguales, de aqui que

~ 1 ;siy =40
X=1¢] {O : caso contrario
= ‘G’(Sx

Teorema 3.3.7. (Inversién de Fourier).
Si f € L(G), entonces

f=|—1|2f<x>x

X€E

Q)

Demostracion. Como los caracteres forman una base ortonormal para GG, se puede escribir
a f como sigue y realizar un calculo sencillo:

F=> (Fxx

xeG

= ﬁZIGKﬁX)X

XEG

- ﬁ > Fiox

XEG

tal y como se requiere. O
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Observacién 3.3.8. Ndétese que la Proposicion 3.1.3 es un caso particular del teorema
anterior.

A continuacién se observa que la Transformada de Fourier es un mapeo lineal.

Proposicién 3.3.9. El mapeo T: L (G) — L(G) dado por Tf = [ es una transformacién
lineal invertible.

Demostracion. Sea |G| = n, fi v fo € L(G), se sabe por definicién que T'(¢1 f1 + cafs) =
c1f1 + cafo. Se probard que es una transformacion lineal

T(erf1 4 cafa)(x) = (clmgfg)(x); aplicando la definicién
= |G|{c1 f1 + c2fa, X); por la transformada de Fourier
=n(c1(f1, x) + c2(f2, x)); por linealidad por la izquierda
= an(fi, x) + can{f2, x)
= afi(x) + e2fa(x)
=aTl(fi) +cT(f2)

y asi se establece que T es lineal, ahora se debe probar que también es inyectiva ya que si

T(f) =T(f2)
para x € G se tiene fi(x) = fa(x)

R0 =2 R0
LR00x = 2 B0

al tomar x arbitrario, se observa que la igualdad se mantiene, sin perdida de generalidad se
puede sumar todos los elementos de GG de la siguiente forma

1 -~ 1 ~

il Iy = — i)x; aplicando el T 3.3.7 se ti

- Zfl(x )X - ZfQ(X )x; aplicando el Teorema se tiene
x€G x€G

f1:f2

Lo que implica que T es una funcién lineal inyectiva, por otro lado como es un mapeo
lineal inyectivo, la dimensién de la imagen es la dimensién del dominio (debido a que por

cada elemento hay una funcién), es decir, dim L (G) = n = dim L(G), de aqui que T es
sobreyectiva, con lo cual decimos que es biyectiva y por lo tanto invertible. O]

Sea A un grupo abeliano. Existen dos caminos para hacer a L(A) un anillo, uno es a
través de la convolucidn; el otro es usar la multiplicacién punto a punto: (f-g)(x) = f(x)g(x).
Observése que d; es la identidad para la convolucién y el mapeo constante a 1 es la identidad
para el producto punto a punto. El siguiente teorema demuestra que la transformada de
Fourier da el isomorfismo entre estas dos estructuras de anillo, esto es, envia la convolucién
a la multiplicacion punto a punto.
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Teorema 3.3.10. La Transformada de Fourier satisface

—_—

axb=a-b

En consecuencia, el mapeo lineal T: L(G) — L(CA?) dado por T'f = fprovee un 1somorfismo
de anillos entre (L(G),+,*) y (L(G),+, ).

Demostracion. Por lo desarrollado en la proposicién anterior, se sabe que 1" es un isomorfismo
de espacios vectoriales con la suma, entonces para demostrar que es un isomorfismo de anillos
bastarfa con demostrar que también cumple para el producto T'(a % b) = Ta - Tb, es decir,
a*b=a-b Sean= |G| entonces

—_

ax*b(x) =n{ax*b,x)

1 -
=n- Z(a % b)(x)x(x); por la definicién de la transformada de Fourier para (a * b)(z)

Hacemos un cambio de variables z = xy ™!, con lo cual (z = zy). Entonces se obtiene

a*b(0) = S bw) Y al2)x(zy)

yelG zeG

= b(y) Y alz)x(2)x®)

yeG zeG

= by)x() > alz)x(z)

yel@ zeG

Multiplicamos por “1”

> b Sl = 0t 3 e 3 b))

yeG

— -~

y asi a* b =a-b, como era requerido. O

Funciones Peridédicas en Z

A continuacién, se hace un resumen de lo que se ha podido demostrar para el caso

—

clasico de funciones periédicas en Z, en donde Z/nZ lo identificamos con Z/nZ a través del
isomorfismo [k] — xx.
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Sean f, g x Z — C funciones peridédicas con periodo n y sea m € Z, entonces por
la biyeccién que existe entre las funciones periddicas y los elementos de L(Z/nZ) (vista al
principio de este capitulo), se sabe que se puede trabajar con las funciones enteras modulo
n en vez de las funciones periddicas y asi en vez de tomar la clase de equivalencia [k] se
trabaja con el entero k modulo n, siempre y cuando se tenga un numero finito de k. Por lo
anterior se puede definir la convolucién, la transformada de Fourier y la inversa de Fourier
como sigue:

n—1
La convolucion: f* g(m) = Flm —k)g(k)
k=0
. n—1
La transformada de Fourier®: f( ) = f(k)ef%imk/n.
k=0
1 n—1 N
La inversién de Fourier: f(m) = — f (k) p2mimk/n
n
k=0

La férmula de multiplicacién dice que m = J/C\ g. En la practica para calcular m es
mas facil calcular @ - b y luego aplicar la inversiéon de Fourier para obtener f * g.

3.4. Una aplicacion a la teoria de grafos

Un grafo I' consiste en un conjunto V' de vértices y en un conjunto E de pares no
ordenados de elementos de V', llamados bordes o aristas. Sélo se consideraran grafos finitos
en esta seccién.

A menudo, los grafos se ilustran graficamente representando cada vértice como un punto
y dibujando un segmento de linea entre dos vértices para que formar un borde.

Definicién 3.4.1. (Matriz adyacente).

Sea I" un grafo con con un conjunto de vértices V' = {v1,...,v,} y un conjunto de aristas B.
1 ;si {vj,v;} €B

Entonces la matriz adyacente A = (a;;) esta dada por a;; = {0  caso contrario

Ejemplo 3.4.2. Si I tiene un conjunto de vértices V' = {1,2,3,4} y un conjunto de aristas
B ={{1,3},{2,3},{2,4},{3,4}}, entonces el grafo queda como sigue

(6)Puede verificarse la Definicién 3.1.2
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Figura 3.1: Un ejemplo de grafo

0010

. 0011

Y la matriz adyacente es A = 110 1
0110

Desarrollo. Para obtener los componentes de la matriz de adyacencia calculamos cada a;
utilizando la definicion

{1,1}¢B:a11:0 {2,1}¢B:a2120
{1,2}¢B:>CL12:0 {2,2}¢B:>a22:()
{1,3}€B:>(113:1 {2,3}€B:>(I23:1
{1,4}¢B:>a14:0 {2,4}EB:>GQ4:1
{3,1}€B:>a31:1 {4,1}¢B:>a41:()
{3,2}€B:>(132:1 {4,2}€B=>a42:1
{3,3}¢B:>a33:0 {4,3}€B:>a43:1
{3,4}€B:>CL34:1 {4,4}¢B:>CL44:O

]

Notese que la matriz adyacente es simétrica y por ende diagonalizable con valores propios
reales por el teorema espectral de matrices. El conjunto de valores propios de A se le llama
espectro del grafo; este no depende del orden de los vértices. Se puede obtener informacién
importante a partir de los valores propios, como la cantidad de arboles recubridores. Ademas

A7 es el numero de caminos de longitud n desde vi hasta v;, ya que, por ejemplo, al realizar
n

el producto A;; x A;j, se tendrd que A;; = E a;ray; serd diferente de cero cuando en la

k=1
posicién a;, y en la posicién ay; haya un 1, esto indica que existe un camino que une a

ambos vértices, luego al realizar esto A;; x --- x A;;, se sabe que se obtendra el nimero de

-~
n—uveces

caminos entre un vértice y otro. Para una matriz diagonalizable, conocer los valores propios
da mucha informacion acerca de las potencias de las matrices. Existe un area completa de
teoria de grafos, llamada teoria de grafos espectrales, dedicada a estudiar grafos a través de
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sus valores propios. La matriz de adyacencia también estd estrechamente relacionada con el
estudio de caminos aleatorios en los grafos.

Una fuente natural de grafos, conocidos como grafos de Cayley, proviene de la teoria
de grupos. La Teoria de Representaciones proporciona un medio para analizar los valores
propios de los grafos de Cayley, al menos para los grupos abelianos.

Definicién 3.4.3. (Grafo de Cayley).

Sea G un grupo finito, cuando se habla de un subconjunto simétrico de GG, se quiere decir que
S C G de manera que:

1¢S5,
» sc Simplicas™! € 8S.

Si S es un subconjunto simétrico de GG, entonces el grafo de Cayley de G con respecto a S es el grafo
con un conjunto de vértices Gy con una arista {g,h} conectando a gy h si gh! € S, o de forma
equivalente hg~! € S.

Observacion 3.4.4. En esta definicion S puede estar vacio, en cuyo caso el grafo de Cayley
no tiene bordes.

Ejemplo 3.4.5. El grafo de Cayley esta conectado (cualquiera dos vértices puede estar
conectado por un camino) si y solo si S genera a G.
Desarrollo. “=" Fl grafo de Cayley esta conectado entonces S genera a G.

Tomemos g € G arbitrario, se sabe que S # @, ademés si s € S por definicién s™! € S
entonces g esta conectado con 1 porque existe un camino por conectividad en el grafo, por

lo tanto existe la sucesién siguiente ghy ', hy 'hy, ..., hy € S, es decir,
—1 —1 —1
ghl h1 hl ho ha hi_1 hkflhk hy hy
ge—— —e—— —06— —— o —— —0e— ——o ]

por lo tanto g = ghl_l -+ hg € (S) y todos los h;_1h; estén en S, de esta forma el producto
de todos estos elementos estarfa en (S) y como este elemento fue tomado arbitrariamente,
significa que S genera a G.

‘=" §i S genera a G entonces el grafo de Cayley esta conectado.

Si S genera a G, por definicién se sabe que S™' = {s7!| s € S} C S entonces (S) =
{s1---sp|mEN, 51,--+,5, € S} y lo que se quiere demostrar es que esta conectado, es
decir, hay un vértice si un elemento s multiplicado por su inverso pertenece a S. Véase que
existe un camino entre g y 1. Sea g € (S) tal que g = s189- -8, y

51 s g s2 (s1s21)"lg - (s18218n)"'g  Sn
ge—— — & — — — ° - — — . —— —eo
Por lo tanto existe un camino que lleva de ¢ a 1 y como este elemento fue tomado ar-

bitrariamente, significa que cualesquiera dos elementos estan conectados por al menos un
camino. u
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Ejemplo 3.4.6. Sea G = Z/4Z y S = {£[1]}. Se encontrard el grafo de Cayley y su matriz
de adyacencia.

Desarrollo. Para encontrar el grafo se hace uso de la definicién, se tiene S = {£[1]} ¥

7.]A7 = {]0], [1], 2], [3]}, entonces

{0, [0} = 1[0]+[0] =[0] &5 {1,y = [0j+0] =[] €5
{01} = 1[0]+B] =-[1] €5 {0y = 0j+B =0 ¢5
{02} = 1[0]+[2] =[] ¢5 {12y = 0]+ =-[1] €5
{0, 8]y = O]+01] =[] €§ {8 =+ =2 ¢5
{20} = [RI+[0] =[] ¢5 {BLOy = B]+[0] =-[1] €5
{20}y = PRI+B =0] €5 {BLAY = B+B =[2 ¢5
{22} =PI+ =[] ¢5 {BLRY =B+ =01 €S
{28} = PI+0] =-0] €5 BLBY =B+ =0 ¢5

Entonces el grafo de Cayley de G respecto a S se dibuja en la figura 3.2.

Figura 3.2: El grafo de Cayley de Z/47 con respecto a {£[1]}

Ahora para calcular la matriz adyacente de este grafo de Cayley se tiene un conjunto de
vértices V' = {[0], [1], [2], [3]} = {v1, v2,v3,v4} y un conjunto de aristas

B = {{[0], (1]}, {[0], {3}, {1}, 2]}, {[2], [3]}}
= {{vh UQ} ) {Ula U4} ) {U27 U3} ) {U?n U4}}

Asi calculamos

[} ¢ B=an=0 {
]}GB:>(112—1 {
%}¢B:a13—0 }

}GB:>CL14—1

]}EB:>CL21—1
]}gZB———>a22—O
]}EB:agg—l
]}gB:>(l24—0
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1
0
1
0

}EB:>a41

}¢B:>a42
}EB:>CL43

}%B:>CL44

3], 0]
3], [1]
3], [2]
3], [3]

{
{
{
{

0
1
0
1

}EB:>CL32

}¢B:>CL33
}GB:>G34

}¢B:>a31

y la matriz de adyacencia queda como:

O g >
< —~
£ =
w -+ NN ”nnnnn NN N ninn NN N nnn
m j— W - W Wl W LW W W W W W Bl Wtk
2 +H _—— e =
. T =ZETfEm sn=sT ~AEE =D
—~
= - [ [ T Cop
T
- g S0, T 0N S0 T 0N, S0, T 0N,
= b +4+++++ +4+++++ 4+ +++
-+ - R e B B eNGENGENEFNGENEE) 101010716 1016,
—~— Da
N AR e reeen
0 g=
>~ & cm..c e Y W e Y N T e Y
o= N ™ <0 O = N <0 o= N ™ <0
N © g S =M 0, S =M™ 0, [ =Rt NackhsEel
=l Y
< —_——— — e — —— — e — — —
——— g8~ NN ) GENGENCNGENGENGE) IENIENT-N TN T
md ..% e e e e e e o e e e
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CHA
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o - — @ N ,m NN ”nnnnn NN N ninn NN N nnn
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o
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Entonces el grafo de Cayley de G respecto a S se dibuja en la figura 3.3.

[0] [1]

==
e

[4]

3]
Figura 3.3: El grafo de Cayley de Z/6Z con respecto a {£ [1],+£[2]}

Ahora para calcular la matriz adyacente de esté se tiene un conjunto de vértices

VvV ={[0], [1],[2], [3], [4], [5]} = {v1, v2,v3,v4,v5, 06} ¥ un conjunto de aristas

B {{[OL[1]},{[0],[2]},{[0]7[4]},{[0],[5]}7{[1],[2]}7{[1]7[3]},}
{1, 31} {121, 313 - {121, (413, {131, 1413, {13), 513, {[4], [5]}

_ {U17 U2} ) {Ulv U3} ) {Ula U5} > {Ub UG} ) {1}2’ U3} ) {U2> U4} )
b= { {un, 06} {vs 01} o {vsvs} o {va, vs ), {va, v} » {05, v ) }

Asi se calcula

{[0],[0]} ¢ B =011 =0
{0, 1]} e B= a2 =1
{0, 2]} e B=a13=1
{[0],[3]} ¢ B = a14 =0
{0, 4]} e B=a15=1
{[0,[5]} e B= a5 =1

}GB:>CL21—]_
}¢B:>a22—0
}EB:>(123—1
}EB:>CL24—1
}%B:>CL25—O
}EB:>CL26:]_

{[2] [0]} € B=— as; = 1 {[3] [O]} ¢ B — aq1 = 0
{2,[1]} € B= a3 =1 {B,[1]} € B=ap =1
{22} ¢ B=asu=0 (3,2} e B=ays =1
{21.B]} e B=az =1 {BL.B]} ¢ B= a1 =0
{[2],[4]} € B= a3 =1 {B,[4]} € B=a4s =1
{12],[5]} ¢ B= a3 =0 {3],[5]} € B=>a46 =1
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4],“”} c B — a51 = 1 {[
A.[1]} ¢ B= a5 =0 {[
|,[2]} € B= a5 =1 {[
|,[8]} € B= a5 =1 {5
4),[4]} ¢ B=a55 =0 {l
4],[5]} € B= az =1 {]

y la matriz de adyacencia queda como:

0

S o I = S S S =
O = = O =
—_ = O = = O
—_ O = = O
O == O =

_ o= O

]

Las grafos que se han considerado son grafos de Cayley de grupos ciclicos. Este tipo de
grafos tiene un nombre especial.

Definicién 3.4.8. (Grafo Circulante)

Un grafo de Cayley Z/nZ es llamado grafo circulante (en n vértices).

La matriz adyacente de un grafo circulante es un ejemplo de un tipo especial de matriz
conocida como matriz circulante.

Definicién 3.4.9. (Matriz Circulante).
Una matriz circulante n X n es una matriz de la forma

ag ai Gp—2 An—1
an—1 ag ay an—2
A= an—1 Qo (38)
a2 a1
L @1 a2 Gp—1 ao |

En donde se puede observar que cada columna se obtiene de la anterior al hacer un desplazamiento
ciclico hacia abajo. La matriz esta completamente definida por un vector v que en este caso es la primera
columna, las demas columnas de la matriz son permutaciones ciclicas de la primera. Por otro lado, la
altima fila es el vector v pero en orden inverso y las demds filas son también permutaciones ciclicas
de esta fila. De forma equivalente, puede decirse que si existe una funcién f: Z/nZ — C tal que
Aij = f([j] —[1]), en (3.8), se tiene que a; = f ([i]) para 0 < i < n — 1. Asi por ejemplo si se quisiera
encontrar A,_1,1 se harfa:

Apn—1n = f([1] = [n—1])
= f([1 = (n—1)])
= f([2—n])
= f([2])
= ay
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Si S es un subconjunto simétrico de Z/nZ, entonces la matriz circulante correspondiente a las funciones
caracteristicas dg de S es la matriz adyacente de la grafica de Cayley de Z/nZ con respecto a S.

El objetivo es describir los valores propios de la grafica de Cayley de un grupo abeliano.
Pero primero se necesita un lema acerca del dlgebra de grupo de L (G).

Lema 3.4.10. Sea G un grupo abeliano y a € L(G). Se define el operador convolucidon
AxL(G) — L(G) por A(b) = axb. Entonces A es lineal y x es un vector propio de A con
valor propio a(x) para todo x € G. Consecuentemente, A es un operador diagonalizable.

Demostracion. Usando la distributividad de la convolucion sobre la suma, se verifica que A
es lineal. Sea a € L(G), se aplica la definicién del operador convolucién y se tiene que

A(vb + we) = a * (vb + wc)
= a * (vb) 4+ a * (wc); por el Teorema 3.2.3

—Z(Z )+ 0 ey )5

zeG yeG yeG
=X (v >, a(wy‘l)b(y)> oot ) (“’ > a(ﬂf@/_l)C(y)> Oy
z€G yeG zeG yeG
_U(a*b)—i-w(a C)
= vA(b) + wA(c)

~

Sea n = |G| y supéngase que x € G. Observése que
- X; por el Teorema 3.3.10
ndy; por el ejemplo 3.3.6
Si se aplica (a - nd,) (¢) para 0 € G, en dénde 9, (0) =1 si x = 6, entonces se tiene que
(@-ndy) (0) = a()ndy(); aplicando la Proposicién 3.3.2
_ {a(e)n isixy =10

0 ; caso contrario

Asi@-nd, = (a(x)n)d,. Dados los resultados obtenidos anteriormente se sabe que @ * x =
a(x)ndy, ahora aplicando la transformada inversa de Fourier a esta igualdad se obtiene que

k = k
axx = mza XOx)xa

xE€G
1 ~
=~ @x)nd(x)) xa
xEé
_ Jabdxa  ssixa=x
0 ; caso contrario
= a(x)x
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En otras palabras, Ay = a(x)x y asi x es un vector propio de A con valor propio a(x).

Los elementos de G forman una base ortonormal de vectores propios para A por el
Teorema 2.4.7 y como dim L(G) = dim G = dim G entonces al tener un conjunto de vectores

propios {x1, -, Xa} se tiene

- ~ a(xr) 0 - 0 0
Axi =alx)xi =alx)xi+0x+...+0x, 0 alxa) 0 -+ 0
Axa =a(x2)x2 =0x1+a(x2)x2+ ...+ 0xx N
: : = 0 a(xs)
Axn = a0xn)xXn = 0x1 +0x2 4 ... +3(xn)Xn 0 ' 0
X (Xn)X X1+ 0xz (Xn)x 0 0 0 alw)
con lo que se deduce que A es diagonalizable. O

El lema anterior es el ingrediente clave para calcular los valores propios de la matriz
adyacente del grafo de Cayley de un grupo abeliano. Lo unico que resta es corroborar que
la matriz de adyacente es la matriz de un operador de convolucién.

Teorema 3.4.11. Sea G = {g1,...,gn} un grupo abeliano y S C G un conjunto simétrico.
Sea X1, ..., Xn l0s caracteres irreducibles de G y A la matriz adyacente del grafo de Cayley
de G con respecto a S (usando este orden para los elementos de G). Entonces

1. Los valores propios de la matriz adyacente A son niumeros reales

A=Y xi(s)

2. La base ortonormal correspondiente a los vectores propios viene dada por {v;, ..., v,}
donde

1 T
v; = \/ﬁ (xi(91),- -, Xi(gn))

Demostracion. Sea G = {g1,...gn} v 05 = Z s la funcién caracteristica (o indicador) de
ses
S, asi

5 (x) = 1 isix €S
S 10 caso contrario

Sea I': L (G) — L(G) el operador convolucién
F(b) =0dgx%b

El Lema 3.4.10 implica que los caracteres irreducibles x; son vectores propios de F'y que
su correspondiente valor propio es
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~

ds (xi) = n{ds, xi); se aplica la definicién y |G| =n

= Zés(x)xi(:v); se sabe que dg(x) =1sise Stalques=xyx €S

= E Xi(s); como una representacién de grado 1 es unitaria entonces

ses

= Z xi(s™1); ya que S es simétrico
seS

=2_ ()
seS

sea \; = ZXi(S)

SES

En donde los ultimos resultados se han obtenido del siguiente hecho

ZXi(S_l) = Z Xi(s)

sES seS—1

= ZXz’(S)

seS

con lo que se puede concluir que S = S71, ya que por definicién S~! = {s7!| s € S}.

Ahora, si B = {d,,,...0,4,} es una base para L (G), entonces la matriz [F|; de F res-
pecto a esta base tiene valores propios Aq,...,\, y vectores propios vy, ..., v,. Los v; son
ortonormales ya que los y; son ortonormales; como el orden del grupo es |G| = n entonces el
tamano del vector sera el orden del grupo, por ello para normalizarlo habra que multiplicar
por el factor de escala 1/ \/@ , ademds esto viene del hecho que los d, son ortonormales
respecto al producto interno (fi, fo) = |G|(f1, f2). Por lo tanto, queda por demostrar que
A= [Flg.

Para esto sea d,, € B y se calcula

F((;gj) = 0g * 593‘

= 8,%0,,

seS

= Z dsg,; Por la proposicion 3.2.2
ses
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Recuérdese que ([F]p)q; es el coeficiente de J,, en F'(dy,), de aqui se concluye que

([F] ), = 1 g; = sg;; para algin s € S
BZij 0 : caso contrario

_ {1 gigj’1 € S;si gi:sgj:>s:gig;1

0 ; caso contrario
1 {9:,9;} ; por la Definicién 3.4.3 existe un camino entre g; y g,
~ 10 ; caso contrario
= Ay

en esta ultima linea se concuerda con la definicion 3.4.1, osea la matriz de adyacencia con
respecto a S como se requiere.

Finalmente, para verificar que ); es real, se observa que si s € S, entonces s = s~! y asi
Xi (5) = xi(s71) = xi(s) es real, 0 s # s7' € S lo que serfa una contradiccién porque S
es simétrico y x (s) + x (s71) = x (s) + x (s) y se sabe que la suma de un complejo con su
conjugado es un real. O

Especializado para el caso de matrices circulantes, se obtiene:

Corolario 3.4.12. Sea A una matriz circulante de grado n, la cual es la matriz adyacente
de la grifica de Cayley para Z/nZ con respecto al conjunto simétrico S. Entonces los valores

propios de A son
e = Z eQﬂ'ikm/n

[m]es
donde k = 0,...,n — 1 y su correspondiente base de vectores ortonormales viene dada por
Vo« v vy Up—1, donde
1 : , T
v = (1’ e471'zk/n’ o 7627rzk(n71)/n)

NG
Demostracion. Utilizando el teorema 3.4.11 sea G = Z/nZ y G = {x0,- -, Xn} donde
xx([m]) = e*™#™/™ para k € {0,...,n — 1} y [m] € S, entonces

M= xuls)

ses

_ E e27r7,km/n

[m]es

La base de vectores ortonormales vy, ..., v,_1, en donde cada vector tiene la forma
1

2mik(2)/n

omik(n—1)/n\ T
2 amik(n1)/n)

( 2mik(0)/n 27rik(1)/n
(

271'7,k/n 47rik/n

e ’eZ(n—l)ﬂik/n)T

%\ %\
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Ejemplo 3.4.13. Sea A la matriz adyacente del grafo circulante del ejemplo 3.4.7. Se en-
contraran los valores propios.

Desarrollo. Se tiene que G = Z/6Z y G = {xo, - .., x5} donde yi([m]) = e2rikm/6 — emikm/3
parak € {0,...,5} y [m] € S = S = {£[1], £ [2]}. Los valores propios de A son A, ..., A5
donde

Ak = Z Xk (8)

[m]es
_ 67rik/3 + 6—7rik/3 + 627rik/3 + e—27‘rik/3

_ (em'k/B 4 efm'k/S) I (627rik/3 1 672m'k/3) - recordando que e 4 o0 — 9cosd
7k 21k

=2 — +2 —_—
cosg—i- cos 3

]

Observacion 3.4.14. FEste enfoque puede ser generalizado a grupos no abelianos proporcio-
nado por el conjunto simétrico S y cerrado bajo la conjugacion.

3.5. Analisis de Fourier en Grupos no Abelianos

Para un grupo no abeliano G, se tiene que L (G) # Z (L (G)) y por ende L (G) es un
anillo no conmutativo. Por lo tanto, no puede encontrarse una transformada de Fourier que
transforme la convolucién en una multiplicacién punto a punto (ya que una multiplicacién
punto a punto es conmutativa). En su lugar, se tratard de remplazar la multiplicacién punto
a punto por una multiplicaciéon matricial. Para lograr esto, se manejara el caso abeliano de
una forma distinta, observése ademas que el Teorema 3.3.10 puede ser reinterpretado de la
siguiente manera.

[

Teorema 3.5.1. Sea G un grupo abeliano finito de orden n. Entonces L (G) = C™.

Demostracion. Supongase que los caracteres irreducibles del grupo abeliano finito G son
X1s---5sXn ¥ que |G| = n. Entonces para cada funcién f: G — C, se puede asociar su
vector de coeficientes de Fourier. Es decir, definimos 7': L(G) — C™ por

Tf = (n{f,xa)n{fix2)s - n(f, xn))

~ ~ ~

= (f(Xl)’ (X2>7 M) f(Xn))

Se demostrara que T'f es un isomorfismo.

Representaciones de Grupos Finitos, Escuela de Matematica, Universidad de El Salvador 112



Se debe comprobar que 7' es inyectivo, para ello sean T'f; y T f,, entonces si

TfhH=Tf
(h0a) Aila). - i) = (200), obxa), - Faxa))
= fi(x) = falx)
— -3 Rlox = SRl
X€G xeG
— f1 = fo; aplicando la inversién de Fourier (Teorema 3.3.7)

Se comprobar también que es lineal (en esencia esto es una reformulacién de la Proposicién
3.3.9)

T(erfi +cofe) = (n{cifi + cafasxa), - -, nleifi + cafa, Xn))

[er(f1xa) + e2{f2, X)), - -y nlen(fis xn) + c2(f2: Xn)])
[er(frxa)]s - mlen(fu xn)]) + (nlea(f2, x)ls - - -5 nlea(fe, xa)])
1(nf1, x1), - N<f1,xn>) + e2(n{fa, x1)s -l f2, X))

1T f +C2Tf2

= (n
= (n

con lo cual es lineal. Lo que implica que T es una funcién lineal inyectiva, entonces la
dimensién de la imagen es la dimensién del dominio (por cada elemento hay una funcién),
es decir, dim L(G) = n = dim C", de aqui que T es sobreyectiva, con lo cual se afirma que
es biyectiva.

Ahora C" = C x - - - x C tiene una estructura de un producto directo de anillos donde la
multiplicacion es tomada coordenada a coordenada:

(al, e ,bn) (bl, R ,bn) = (albl, e ,anbn) (39)

Veamos por ultimo que T' es un homomorfismo de anillos

T(axb)= ( b(x1),--- Laxb (xn)); por definicién de T’
= (ay le, ., a Xn/b\Xn); por el Teorema 3.3.10

(E(Xl) a(Xn))(/b\(XQ, o ,/b\(xn)); por la ecuacion (3.9)
= T'aTb; nuevamente por la definicién de T’

Por lo tanto es un isomorfismo de espacios vectoriales. O

Se puede suponer que esto refleja el hecho que todas las representaciones irreducibles de
un grupo abeliano tienen grado uno y que, para grupos no abelianos, se debe remplazar C por
anillos de matrices sobre C, y esto es justo lo que sucede. Sin mas preambulos se corrobora lo
anterior de la siguiente manera, sea GG un grupo finito de orden n con un conjunto completo
oM. o) de representantes unitarios de las clases de equivalencia de representaciones
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irreducibles de G. Como es usual, se define dk = gradz@ , ademds, los coeficientes de la
matriz son funcmnes gpw G — C dadas por gog gpw ). El teorema 2.4.6 dice que las

funciones v/dj gpij forman una base ortonormal para L (G)

Definicién 3.5.2. (Transformada de Fourier).

Se define
T: L(g) — Mg (C) x---x My, (C)
e (Fle®), o ™))
donde
™y =n{f. > (3.10)
= flg % (3.11)
gelG

Sea T'f la Transformada de Fourier de f, observése que My, (C) es una matriz cuadrada de orden d;
elementos con entradas en los complejos. Por otro lado, (3.11) puede ser escrita de forma mds concisa

de la siguiente manera f(go(k)) = Z f(g)goék), la cual tiene la forma mas comdnmente usada.
geG

Se inicia el estudio del analisis de Fourier para grupos no abelianos con el teorema de
inversién de Fourier.

Teorema 3.5.3. (Inversion de Fourier).

Sea f: G — C una funcion de valores complejos en G. Entonces

f - def l]gpz]

07,k
donde n = |G)|.

Demostracion. Se calcula utilizando una propiedad de la ortonormalidad de \/dkgoz(f) (Teo-
rema 2.4.6), ya que se puede escribir f como combinacién lineal de estos elementos

f = NG IW i)
o

:—ZfSOU )9053)

1,5,k

=— Z dy, ( (f, <p” ) go(»l-c)' utilizando la definicién 3.5.2 para n(f, ¢§f)> se tiene

17
1,5,k

= - def Z]SD’L]

1,5,k

como se requeria. O]
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Se demostrara que 71" es un isomorfismo de espacios vectoriales.

Proposicién 3.5.4. El mapeo T: L (G) — My, (C) x -+ x My, (C) es un isomorfismo de
espacios vectoriales.

Demostracion. Para mostrar que T' es lineal es suficiente con probar que

(it eak) (6") = afi@®) + cafale™®)

para 1l < k <s.

(lel/—i‘\c2f2> (SO(k)) = Z(lel + 02f2)(9)90§k)

geG
—C1Zf1 909 +022f2
geG gelG

= c1f1(6®) + ea fa(p™®)

El teorema de inversion de Fourier implica que 1" es inyectiva, ya que

TH=Tf
(™), Aie®), ., iie™) = (Be™), B(eP), ., Fale™))
donde fl(QO(k))z'j = J?;(@(k))ij
= %ﬁ(w(’”)m@f) = %J??< * )”“02(5)
= LS ARl = S e

1,7,k 1,5,k

—> f1 = fo; aplicando la inversién de Fourier (Teorema 3.5.3)

Recuérdese que la dimensién dim L(G) = |G| entonces

dim L(G) = |G|
=d} + ...+ d?; por el Corolario 2.4.5
= dim Md1 (C) oo X Mdg (C)
y se deduce que T es un isomorfismo. O

Todo el trabajo, hecho hasta ahora ha sido con el motivo de demostrar que que la trans-
formada de Fourier es un isomorfismo de anillos. Esto lleva a un caso especial del teorema
méas general de Wedderburn, que usualmente es tomado como el punto de partida para el
estudio de la teoria de representaciones de grupos finitos.
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Teorema 3.5.5. (Wedderburn).

La transformada de Fourier

T L(CD — Aﬂh((m X - X Aﬁh((g

Es un isomorfismo de anillos.

Demostracion. La proposicion anterior afirma que 7" es un isomorfismo de espacios vectoria-
les. Por lo tanto, para demostrar que es un isomorfismo de anillo es suficiente verificar que
T (a) = Ta. A su vez, por la definicién de multiplicacién en el producto directo, para hacer

esto es suficiente establecer que a/*\b((p(k)) = a(p™®) -/l;(gp(k)) para 1 < k < s. El calculo es

similar el caso abeliano:

—

a * b(go(k))

zeG

DIED

zeG yeG

=22 e (ay

zeG yeG

= by

yeG zelG

Haciendo z = zy~! (y asf . =

Z(a*b)(x

)

(k)

)z ; se aplica la definicién de transformada de Fourier

zy~') b(y); por la Definicién 3.2.1
Y) by)
(k)

zy ") pu

zy) se tiene

T = ) S a1

yeG z€G

= Z by Z 2)ps )gpé ), ya que ¢ es homomorfismo
yeG z€G

= Z b(y)gpgjk) Z a(z)gagk); debido a que gpz(,k) es una constante
yeG zeG

S R T
zeG yeG

=a(p™) - b(e™)

Esto concluye la demostracién de que T' es un isomorfismo de anillo.

[]

Para grupos no abelianos, es todavia cierto que calcular T'a - T'hb e invertir 7', puede ser
algunas veces mas rapido que calcular directamente a * b .

Observacion 3.5.6. Notese que
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El conjugado de una representacion irreducible es irreducible, ya que si dos represen-
taciones son conjugadas tienen el mismo caracter y por el Corolario 2.3.15 se tiene que la
conjugada también cumple con (X,,%,) = 1, entonces se tiene que T'¢, es un vector cuyas
entradas consisten en las imagenes de g bajo todas las representaciones irreducibles de G,
en algin orden.
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Capitulo 4

Teorema de Burnside

En este capitulo, se muestra una de las mayores aplicaciones de la Teoria de Representa-
ciones de Grupos: El pg-teorema de Burnside. Este teorema establece que no hay grupos
no-abelianos de orden p®¢® que sean simples. Recuérdese que un grupo es simple si no contie-
ne subgrupos propios normales no-triviales. Para demostrar el teorema de Burnside se hara
una breve incursién en la teoria de nimeros, ademas, se probara un resultado de Frobenius
que a veces es conocido como teorema de la dimension, el cual dice que el grado de cada una
de las representaciones irreducibles de un grupo G divide el orden de GG. Este hecho resulta
ser muy util para determinar la tabla de caracteres de un grupo.

4.1. Un repaso de Teoria de Numeros

Un nimero complejo es llamado un nimero algebraico si este es la raiz de un polinomio
con coeficientes enteros. Los niimeros que no son algebraicos son llamados trascendentales.
Por ejemplo % es algebraico, siendo una raiz del polinomio 2z — 1, y también lo es v/2, ya
que es una rafz de z2 — 2. Se sabe que el conjunto Q (definido como la cerradura de Q™)
es un campo de numeros algebraicos y que es contable (sélo hay una cantidad numerable
de polinomios sobre Z y cada uno tiene sélo raices finitas). Por otro lado, se sabe que C
es no numerable, nétese que la mayoria de los ntimeros no son algebraicos, sin embargo, es
extremadamente dificil demostrar que un niimero dado es trascendental, por ejemplo e y 7
son trascendentales, pero esto no es tan trivial de probar. Aunque la teoria de ntimeros se
refiere a los niimeros en general, esta se enfoca principalmente en enteros y para los propdsitos
de esta investigacion es de interés un tipo especial de nimeros algebraicos llamados nimeros

enteros algebraicos.

Definicién 4.1.1. Entero algebraico.

Un niimero complejo « se dice que es un entero algebraico si es raiz de un polinomio ménico® con
coeficientes enteros.

(DEste es un conjunto que contiene todos los enteros algebraicos.
(2)Un polinomio ménico se caracteriza por que el coeficiente del término de mayor grado es igual a 1.
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Es decir, a es un entero algebraico si hay un polinomio
p(z) = 2"+ an_12" + - +ag

con ag, -+ ,an—1 € Zy pla) =0

El hecho de que el coeficiente lider de p es 1 es crucial para la definicion. Cada entero
m € Z es un entero algebraico, ya que es la raiz del polinomio z — m. Observése que si
a es un entero algebraico, entonces también lo es -a porque si p(z), P(—z) y —P(—=z) son
polinomios ménicos con coeficientes enteros tales que

P(z) =z-—« P(—z) =—z-—« —P(—2) =z+4+a«
Pla) =a—-a« P(—a) =—(—a)—« —P(—a) =—a+a«
P(a) =0 P(—a) =0 —P(—a) =0

Por lo tanto, a y -« son raices de estos polinomios. De hecho, se vera més adelante que
los enteros algebraicos forman un subanillo de C.

Ejemplo 4.1.2. Raices n-ésimas

Si m es un entero, entonces z™ — m es un polinomio ménico con coeficientes enteros, en donde
cualquier raiz n-ésima de m es un entero algebraico.

Para encontrar las raices del polinomio ménico z"” — m se iguala a cero, z —m = 0 de aqui que
z = {/m, asi, por ejemplo v/2 es un entero algebraico para el polinomio 2% — 2.

De hecho, cualquier raiz n-ésima de la unidad es un entero algebraico, es decir, cualquier complejo
2mik . , . .
delaforma z =e » con k € Z es un entero algebraico porque es raiz del polinomio z" —1 con n > 2.

Ejemplo 4.1.3. Valores propios de matrices enteras

Si A = (a;j) con el a;; € C una matriz n X n entera, entonces los valores propios de A son enteros
algebraicos.

Recuérdese que para obtener los valores propios de una matriz se utiliza el polinomio caracteristico
Pa(z) = det(z — A), el cual es mdnico con coeficientes enteros. De esta manera, al igualarlo a 0 se
encuentran los valores propios de A y cada uno de estos al ser raices del polinomio P4(z) se convierten
en enteros algebraicos.

Un numero racional ** es una raiz del polinomio entero no moénico nz — m. Podria
suponerse que un numero racional no debe ser un entero algebraico, a menos que de hecho

sea un numero entero, que es justo lo que se demuestra en la siguiente proposicion.

Proposicién 4.1.4. Un ndmero racional es un niumero entero algebraico si y solo si es un
numero entero.
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Demostracion. “="

Sea r = ™ con m,n € C, n > 0y MCD(m,n) = 1. Supéngase que r es una raiz del

polinomio con coeficientes enteros z* + a;_12¥' + - - - 4 ao. Entonces

Zk+ak_lzk_1+---—|—a0:0

m\ k m\ k—1
(—> +ak_1<—> +"'+CLO:0
n n

k k—1
m Ap_1M
F T +---+ap=0
k k-1
m Q1T
(5 ) ot (B ) a0 = k0

mF + aj_1m*n 4+ -+ aymn® ! 4+ agn® = 0; ahora se multiplica por —1 y se despeja m”

—n(ag_1m* 1+ 4 aymn® +agnf) = mP

De aqui que n|m* y por hipétesis se sabe que MCD(m, n) = 1, entonces a n no le queda més
que ser 1. Por lo tanto r = +m € Z como se queria.
CC<:77

Sea a € Z tal que § € Q, sea el polinomio ménico P(z) = = — «, entonces « es raiz de
este polinomio y por tanto es un entero algebraico. O]

Como estrategia general para mostrar que un entero d divide un entero n, se demostrara
n . Ny . . .
que 7 es un entero algebraico. La proposicion anterior implica que para que sea entero

entonces d|n . Se mostrara que los enteros algebraicos forman un subanillo A de C. Para ello,
se necesita la siguiente caracterizacién de enteros algebraicos.

Lema 4.1.5. Un elemento y € C es un entero algebraico si y solo si existen yp,--- ,y; € C,
no todos cero, de tal manera que

t

YYi = Z @ijY;

J=1

con el a;j € C para todo 1 < i <t (es decir, yy; es una combinacion lineal entera de y; para
todo i).

Demostracion. “="

Supongase que y es un entero algebraico, es decir, sea y una raiz de

p(z) = z”y + an_lz”_l —+ an_zz”_Q +---+4ag
0=9"+an1y" "+ anay" >+ - +agy’ (¥)

Se toma y; = ¢! para 1 < i < n, luego, para 1 <i <n — 1, se tiene

Yy =gy =y =y (x%)
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de esta manera y* = y;.1 con i <7 < n—1, en donde estos elementos van a formar una base,
ya que y" es una combinacion lineal de todos los anteriores, como se muestra a continuacion:

YYn = Ynt1 = y"; despejando a y" de la ecuacion (x) se tiene
YlYp = =1y — an_oy™ % — - — aoy”; se utiliza el resultado dado en ()
Yo = —Qp-1Yn — Qp—2Yn—1 — - — Goyp; con y1 =y =" =1

sea a; = a;; entonces

n—1

Y = Y —aiy’

=1

Por lo tanto yy; es una combinacién lineal entera de y; para todo i. “<=="

Ahora sean yy,-- -,y € C no todos ceros, A = (a;;) y
1
Y2
y=1|.|eC
Yt
Entonces
ai;r @i - A n
Q21 Q21 -+ A2t Y2
AY = .
Qg1 Qg2 -0 Qi It Yt x1
- [Ay]txl

t

De donde a1y + aioys + - -+ + ajy; = Z a;;y; entonces [AY]; es la i-ésima componente de
j=1

AY . de esta manera

t
[AY], = aiy;
j=1
=YY
=Y [Y]z

Con lo anterior se tiene que AY = yY, como Y # 0 por hipdtesis, se deduce que y es un
valor propio de la matriz entera A;y; y por lo tanto es un entero algebraico por el Ejemplo
4.1.3. m

Corolario 4.1.6. El conjunto A de enteros algebraicos es un subanillo de C. En particular,
la suma y el producto de enteros algebraicos es algebraico.
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Demostracion. Al principio de este capitulo se observé que si a € A entonces también —a €
A, es decir, A es cerrado bajo inversos aditivos. Sean y, ¥’ € A y se toman y1,ys,--- ,y; € C
no todos nulos y a y1,---, 4. € C no todos nulos, de tal forma que haciendo uso del Lema
4.1.5 se tiene

t

YYi = Z%’yj Yy = Z bkjy;'
j=1

=1

En donde cada yy; es una combinacién lineal entera elementos de la forma y; y cada y'y;,
es una combinacion lineal entera de elementos de la forma y,. Entonces se probara que es
subanillo (Para que A sea subanillo de C debe cumplirse que a — b € AVa,b € A, ademés
ab € AVa,b € A y por dltimo 1 € A)

v+ ¥)yiyk = Yyavh + Y'Yivs
= yy:yh. + Y ypy:; ahora sustituimos a yy; y a y'y,.

t s
= Z aijY; i + Z bk Yi
P =1

en donde se tiene la suma de combinaciones lineales enteras de los elementos y; y y, como
la suma, sin embargo, las combinaciones lineales siguen siendo una combinacion lineal, por
lo tanto, se tiene una combinacion lineal de elementos de la forma v,y , estableciendo que
y+1y € A por el Lema 4.1.5. De forma similar,

Yy il = Yy v

t s
= (Z az-jyj> (Z bkjy;> ; por distributividad
j=1

j=1

t s
=) aibiysy,

=1 j=1

con lo que se obtiene es una combinacién lineal entera de elementos de la forma y;y; y asi
yy' € A, por lo tanto A es un subanillo de C y la suma y el producto de enteros algebraicos
serd algebraico. O

Se necesita que el conjugado complejo de un entero algebraico sea una entero algebraico.
En efecto, si p(z) = 2" +a,_12""' + -+ + ag es un polinomio con coeficientes enteros y « es
una raiz de p(z), entonces

p@ =a"+a, @ '+ +a
=a"+a, 10"+ +aq

(@)

Il
o3
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4.2. El Teorema de La Dimension

La relevancia de los enteros algebraicos de la TGR se hace evidente considerando la
siguiente consecuencia del Corolario 4.1.6.

Corolario 4.2.1. Sea x un cardcter de un grupo finito G. Entonces x(g) es un entero
algebraico para toda g € G.

Demostracion. Sea ¢: G — GL,,(C) una representaciéon con caracter x y sea n el orden
de G. Entonces ¢g" = 1, cambiandolo por su representacion se tiene ¢y = I. El corolario
2.1.10 implica que ¢, es diagonalizable y posee Ay, -- , A, valores propios, que son las raices
n-ésimas de la unidad. En particular, los valores propios de ¢, son enteros algebraicos debido
al Ejemplo 4.1.3, por otro lado utilizando la definicion de caracter se tiene que

x(9) = TT(‘Pg)
=M+ A

el Corolario 4.1.6 afirma que la suma de enteros algebraicos es un entero algebraico, ya que
el conjunto de todos ellos forman un subanillo de C, por todo lo anterior se concluye que
X(g) es un entero algebraico. ]

Observacion 4.2.2. Observése que la demostracion del corolario anterior muestra que x(g)
es una suma de m raices n-ésimas de la unidad.

Observacion 4.2.3. El corolario anterior implica que x(g) es entero algebraico también, ya
que los conjugados también son raices.

El préoximo objetivo es demostrar que el grado de una representacion irreducible divide
el orden del grupo. Para ello se necesitan algunos enteros algebraicos extras.

Teorema 4.2.4. Sea ¢ una representacion irreducible de un grupo finito G de grado d. Sea
g € G y sea h el tamano de la clase de conjugacion de g. Entonces hx,(g)/d es un entero
algebraico.

Demostracion. Sean Cf,--- ,C; las clases de conjugacién de G. Sean: = h;: = |Cy| v x; el
hixi . .
valor de x,, en la clase Cj. Se quiere mostrar que TX es un entero algebraico para cada 1.

Con este fin se considera el siguiente operador
zeC;

que no es mas que la suma de las representaciones de GG para los g en cada clase, es decir, es
un operador que actua sobre toda la clase y cada una de ellas.

Antes de proseguir con la demostracion, deben probarse algunos resultados que seran
utiles para construir la prueba.

Afirmacion 1:T; = %X@' 1.
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Demostracion. Primero se mustra que ¢ T;p,-1 = T; para todo g € G.

0y Tipg-1 = g (Z %) g1

zeC;

= E PgPrPg—1; cOMO @ es un homomorfismo entonces
zeC;

= Z Pgrg—13 haciendo Yy = gﬁg_l se tiene
zeC;

=) o,

yeC;
=T,
esto es valido ya que C; es cerrado bajo la conjugacién® y la conjugacién por g es una
permutacion.

De acuerdo al resultado anterior se tiene que

pylipg— =T
pglipg—19g = Tipy
p,T; = Tipg = T; € Homg(i, )
por lo tanto, se tiene un morfismo de si mismo en si mismo ademas se sabe que ¢ es irreducible

y es igual a si mismo, entonces utilizando el literal (b) del lema de Schur se tiene que T; = A/
para algun A\ € C.

Ya que [ es el operador identidad en un espacio vectorial d-dimensional, se tiene que
Tr(A) = dX y que

Tr(A\) = Te(T;)

“ (5]

= Z Tr(p,); por la propiedad de la traza Tr(A + B) = Tr(A) 4+ Tr(B)

zeC}

= Z Xy (2); por definicién de caracter
zeC;

= Z Xi; como el cardcter es constante en toda la clase conjugada (Propiedad 2.3.5)
zeC;

= |Ci Xi
= hin‘

(3)Como son clases invariantes bajo conjugacién, cada una de estas conjugaciones definen una biyeccién
que es un automorfismo en las clases conjugadas.
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Entonces

d\ = Tr(\I)
dA = hix;
hixi
)\ pu—
d

Con lo anterior podemos ver que

T; = M\I; sustituyendo el valor de A
hixi
= I
d

estableciendo la Afirmacion 1. m

Ahora se necesita ver que los T} se “comportan” como enteros algebraicos que satisfacen
K
una férmula similar a la del Lema 4.1.5 y es precisamente lo que dice la segunda afirmacién.

Afirmacion 2: T;T; = Z aijk Ty para algin a;;, € Z.
k=1

Demostracion.

TTy=Y ¢u- Y ¢y

wGCZ' yEC]'

- Z PPy

z€C;
yECj

~Y e,

zeC;
yECj

Notese que Z 2y suma todas las veces en donde g aparece, por lo tanto sea a;; ) el ntimero

zeC;
yECj

de formas distintas de escribir g como producto de zy , es decir, g = xy con x € C; y y € Cj.

Ahora supéngase que se cumple que a;j, s6lo depende de la clase de conjugacién de g,
entonces sea a;j;, el valor de a;;4 con g € Cj. Como se tienen s clases de conjugacion distintas,

() Nétese que el i y el j de la notacién a;; estan referidos a la clase C; y C}
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se suman por cada clase lo siguiente:

Zaijg%pg = Z Z QijgPyg

geG k=1 geC}

S

= E ik E Py
k=1 g€Cly
S

= ay,Ty
k=1

probando con esto la Afirmacion 2. O

Para la Afirmacién 2, se supuso que a;;, solo dependia de la clase de conjugacion, la
siguiente afirmacion demuestra que efectivamente asi es.

Afirmacion 3: a;j4 sélo depende de la clase de conjugacion de g.

Demostracion. Sea
Xy={(z,y) € C; x C; | xzy = g};

la cantidad de elementos pares ordenados que se forman cuando g = xy, entonces a;;, = | X,]|.
Lo que se quiere probar es que coinciden las cardinalidades cuando se toma el conjugado, es
decir, si ¢’ es el conjugado de g, se mostrara que |X,| = |X,|. Supéngase que ¢’ = kgk™!, se
define una funcion
Vv Xy — Xy
(z,y) = (kak™" kyk™")

y se quiere demostrar que existe una correspondencia uno a uno entre X, y X,; nétese que
kaxk™' € C;, kyk™' € C; ya que es un conjugado de z y de y. Se probard que esta bien
definida, es decir, si la imagen de los elementos pertenece al dominio; ademas se sabe que es
una funcién ya que por definicion la imagen de un elemento es tnica.

Entonces tomando kzk™! € C; y kyk™' € C; se tiene
kxk 'kyk™' = kayk™!
= kgk™!
= g,
por lo tanto el producto de los elementos del par ordenado (kzk™!, kyk™') es igual a ¢’, con
lo que se corrobora que ¥(z,y) € X|.
Ahora observése que v tiene inversa, sea 7 esa funcién tal que
T: Xg — X
(@, 9) = (K 2k, k™ k)
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La prueba de que 7 es una funcion, es similar a la abordada para 1. Ahora para que sea
inversa debe cumplirse que Yo7 = 1y que 7ot = 1, para ello se toma (z,y) y se comprueba
la primera condicién

Yor(r,y) =v(r(z,y))
= (k™ ok, K~ yk)
= (kk 'akk™ Kk~ 'ykk™)
= (z,9)
Ahora véase la segunda condicion
To(z,y) = 7(¢(x,y))
= P(kak™" kyk™)
= (k™ 'kak 'k, k kyk k)
= (z,y)
Como 1 tiene inversa, entonces es una biyeccién y por lo tanto se cumple que | X,| = | X4/,

con lo que se establece la Afirmacion 3. O

Se completa la prueba del teorema, sustituyendo la férmula para el T; de la Afirmacion
1 en la férmula de la Afirmacion 2 y se tiene

T,T; =) ai,T

k=1
(EXz‘)Tj = Z%‘ng% Con 7 Xi = "7 Xelg)
k=1
h; >
EXSO(Q)TJ' = Z ijg Lk
k=1

por lo tanto %Xso(g) es un entero algebraico por lo visto en el Lema 4.1.5 ya que es una
combinacion lineal de los T}. O
Teorema 4.2.5. (Teorema de la Dimension)

Sea ¢ una representacion irreducible de G de grado d. Entonces d divide a |G)|.

Demostracion. Utilizando las primeras relaciones de ortogonalidad (Teorema 2.3.9) y la de-
finicién de producto interno se tiene

1= (X¢» Xe)

= ﬁ > X (9)x4(9)

geG
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Se despeja y se tiene

1= é > xe(9)x6(9) (4.1)

geG
|G| = Z Xo(9)x»(g); se divide por d y obtiene (4.2)
geG
G Xe(9
s xloli ) (4.9
d d
geG
Sean Cf,---,C;s las clases conjugada de G, sea x; el valor de x, en C; y sea h; = |Cj].

Entonces en la ecuacion (4.3) se tiene

G S
% = Z Z XQT@X¢(g); ya que el cardcter es una funcién de clase (4.4)
i=1 geC;
S 1 . ,
= Z Z 7 Xi | Xi; porque el caracter es constante en cada clase (4.5)
i=1 geC;

S hz
= Z (E Xi) Xi; se suma tantas veces como elementos hay en cada la clase  (4.6)
i=1

By s
Pero LiXi es un entero algebraico por el teorema anterior (4.2.4), mientras que Y; es

un entero algebraico por el Corolario 4.2.1 y la suma de enteros algebraicos es también un
entero algebraico, asi como el producto de enteros algebraicos es también algebraico (cierre
de enteros algebraicos bajo la conjugaciéon compleja). Como los enteros algebraicos forman

un anillo, por cerradura se deduce en (4.6) que szz son enteros algebraicos para todo ¢,

asi |G|/d es un entero algebraico y por lo tanto un entero por la Proposicién 4.1.4, con lo
que se concluye que d divide |G|. O

Observacion 4.2.6. El Teorema de la Dimension primero fue demostrado por Frobenius.
Mds tarde fue mejorado por Schur, que mostro que el grado d de una representacion irredu-
cible de G divide o [G: Z(Q)] el indice de Z(G) en G o lo que es lo mismo al nimero de
elementos del conjunto cociente G/Z(G).

Los siguientes corolarios son resultados estdandar de teoria de grupos que, generalmente,
son demostrados utilizando propiedades sobre los p-grupos y los teoremas de Sylow, sin em-
bargo, en este documento se utilizara el teorema anterior para demostrarlos, sin necesidad
de trabajar con la ecuacién de clase, utilizando unicamente la informacién de las represen-
taciones irreducibles.

Corolario 4.2.7. Sea p un nimero primo y sea G un grupo de orden p?. Entonces G es
abeliano.
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Demostracion. Sean dy,--- ,ds los grados de las representaciones irreducibles de G. Como
el grado de una representacién trivial divide al orden del grupo d;|p? entonces d; puede ser
1, p o p?. Se sabe que la representacién trivial tiene grado 1 y es irreducible, ademés que
p? = |G| entonces

G| =d; +- + d
Entonces si alguno de los d; fuera igual a p? se tendria que
di +- - +d2> 1+ (p?)?
por lo tanto la suma serfa al menos 1 + p*, lo cual supera a p?. Ahora si algtin d; = p se
tendria que
A 2> 1+ (p)?

entonces la suma serfa al menos 1 + p?, lo cual también supera al orden del grupo. Por lo
tanto no queda mas que d; = 1 para todo 7, es decir, todas las clases serian de grado 1 y esto
implica que s (el nimero de clases conjugadas) coincidird con el orden del grupo s = |G| y
por el Corolario 2.4.9 al tener |G| clases de conjugacion se concluye que G es abeliano. [

Recuérdese que el subgrupo commutador G’ de un grupo G es el subgrupo generado
por todos los elementos de la forma g~'h~gh con g, h € G. El commutador es un subgrupo
normal y posee las propiedades de que G/G’ es abeliano y si N es cualquier subgrupo normal
con G/N abeliano, entonces G' C N.

Lema 4.2.8. Sea G un grupo finito entonces numero de las representaciones de grado uno de
G divide a |G|. Mds precisamente, si G' es el subgrupo commutador de G, entonces hay una
biyeccion entre las representaciones de grado uno de G y las representaciones irreducibles
del grupo abeliano G/G'. Por lo tanto G tiene |G/G'| = [G: G'] representaciones de grado
uno.®

Demostracion. Sea « el conjunto de las representaciones de grado 1 de Gy sea (8 el conjun-
to de las representaciones irreducibles del grupo abeliano G/G’. Para probar este lema se
necesita establecer una biyeccién entre o y 8 con lo cual se tendria que |G/G'| = [G: G|

Sea 6 la biyeccién buscada, para definirla se hara uso de la proyeccién candnica 7w con
regla de asignaciéon

7 G— G/
g gG’

ademsds, sea p: G — C* una representacion de grado uno y sea ¢ una representacion irredu-
cible, entonces la biyeccion buscada estaria dada por

0: 03—«
Vv om=p

(5)Hay tantas representaciones como el fndice de [G': G']
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en donde ¢ o m: G — C* es una representacién de grado uno.

Se demostrara que cada representacién de grado uno de G se obtiene de esta manera. Se
debe comprobar que # es una funcién sobreyectiva, es decir, se toma p € « y se probara que

existe ¢ € (3 tal que () = p.

Como p es una representaciéon de grado uno, por el Primer Teorema Fundamental de
Isomorfia se sabe que G/ ker p = I'mg(G) < C* entonces G/ ker p es abeliano. Por otro lado,
se sabe que ker p 4 G y G/ ker p es abeliano, entonces G’ C ker p, es mas G’ < ker p.

Ahora se define 9 como

v G/G' — C*
9G" — p(9)

Se probard que esta bien definida, para ello tomamos gG’ y hG' € G/G’ entonces

gG' = hG <= h' € G’ Ckerp

= p(h™'g) =
= p(h) " plg) = 1
= plg) = p(h)

Con lo que se concluye que esta bien definida. Ahora se probara que es una representacion,
para ello se toman gG’ y hG' € G/G’ entonces

P(gG'hG") = ¥ ((gh)G"); ya que son clases de equivalencia

= plgh)
= p(g)p(h); ya que p es un homomorfismo

= (9@ )(hG)

de aqui que 1 es una representacion de grado uno y por lo tanto irreducible; todo lo anterior
implica que ¥ € 3, con lo que se prueba que € es una funcién sobreyectiva.

Ahora se calcula 6(v), se sabe que por definicién (1)) = 1) o 7, se debe probar que
1 om = p, por ello se toma g € G entonces

Pom(g)

Y(m(g))
Y(9G")
r(9)
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Ademas, es necesario verificar que 6 es inyectiva, se toma ¢, v: G/G" — C* entonces

() = 0(v)
Y om =om;en donde ambos pertenecen a «
=V g € G se tiene que
pom(g) =vom(g)
U(m(g)) = v((g))
P(9G") = 1(9G")
=V gG’' € G/G’ se cumple que
Y=y
Por 1ltimo nétese que como p es una representacion de grado 1 para cada v irreducible

con G/G" abeliano, de aqui que se tienen |G /G’| representaciones irreducibles, con lo que se
completa la prueba. O

Corolario 4.2.9. Sean p, ¢ numeros primos conp < q yq #Z 1 (méd p). Entonces cualquier
grupo G de orden pq es abeliano.

Demostracion. Sean di,--- ,ds los grados de las representaciones irreducibles de G. Se sabe
que la representacién trivial tiene grado 1y es irreducible, ademas que p < ¢, pg = |G| y d;
divide a |G|, entonces

Gl=di+-+d

Por lo tanto los d; solo pueden tomar los valores de 1, p, pq y ¢, para que dividan al orden
del grupo. Observése que pg no puede ser, ya que

di+---+d>> 1+ (pg)°

quiere decir que se tendria al menos 1+ p?q? v esto es mayor que pq, por otro lado observése
que ¢ tampoco puede ser porque se tendria

di+-+d2>1+(g)?

se sabe que p < ¢ entonces pqg < ¢* con lo que seria también mayor que pq. Por lo tanto
se deduce que d; solo puede tomar los valores de 1 y p para todo i. Sea n el nimero de
representaciones de grado p de G, como se tiene [G: G'| = m representaciones de grado 1 de
G. Entonces pg = m + np?, ahora como el niimero de representaciones de grado 1 divide a
|G| por el lema anterior, m > 1 (porque se cuenta al menos con la representacién trivial),
entonces se tiene que

pq = m + np*
pq —np® =m
p(q —np) =m = p|m con ¢ —np € Z
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Como m|pq debe suceder que m =1, m = q, m = p o m = pq; pero m|p entonces m # 1, g,
por lo tanto puede solo puede ser p o pg.

Si m = p, entonces

pg = p + np*; se divide por p
gq=1+mnp
qg—1=mnp
= pll¢—1)=q¢=1 (mdédp)

Lo que supondria una contradiccion a la suposicion. Por lo tanto, m = pq y asi todas
las representaciones irreducibles de G tienen grado uno y por el Corolario 2.4.9 se tienen pq
clases de conjugacién y estas coinciden con el orden del grupo, por lo tanto GG es abeliano. [

4.3. El Teorema de Burnside

Sea G un grupo de orden n y supéngase que ¢: G — GL4(C) es una representacion.
Entonces x,(¢g) es la suma de d n-ésimas raices de la unidad, como se vi6 en la Observacion
4.2.3. Esta explica la relevancia del siguiente lema.

Lema 4.3.1. Sean Ay, -, A\g las raices n-ésimas de la unidad. Entonces |\ +---+ A\g| < d
y la igualdad se cumple si y s6lo st Ay = Ao = - -+ = Ag.

Demostracion. Se sabe que en los complejos se cumple la desigualdad triangular [\ 4+ Ag| <
|A1]+|A2] = 2, ya que [A1] = 1y |\ = 1, en donde, la igualdad se cumple si y solo si Ay = Ao
ya que sus médulos son iguales por ser raices n-ésimas de la unidad y el argumento de uno
de ellos es multiplo escalar del otro (este serd el caso base).

Por induccién asumimos que se cumple para |[A; + - - - + Ag| < k en donde, la igualdad es
cierta si y solo si Ay = -+ = M\; ya que sus médulos son iguales por ser raices n-ésimas de
la unidad y sus argumentos son multiplos escalares de alguno de ellos; ahora se quiere saber
si se cumple para |[A\; + - + A\y1| < k4 1 en donde, la igualdad se cumplird si y solo si
A1 = -+ = \p11; entonces se tiene:

A1 4 A+ Aega] <A+ 4+ M| F [Arra]; por el caso base
< k + | Agy1]; por hipdtesis inductiva
<k+1

Por lo tanto, se observa que se cumple que |[A; + -+ + A\g| < |A| + -+ 4+ ||, como son
raices n-ésimas de la unidad entonces |A;| = --- = |A\4g| = 1 en donde, la igualdad se cumple
si y solo si A\ = -+ = A\ ya que sus médulos son iguales y sus argumentos son multiplos
escalares de alguno de ellos. Con lo que se completa la demostracion. O
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Sea w, = €>™/™ se denota por Q[w,] el subcampo més pequefio de C que contiene a w,,.
Este es el subcampo F' més pequeno de C en donde 2" —1 = (z — ) - - - (2 — v,) para algun

ai, - ,an € F, es decir, este F es el campo de escision® de 2" — 1.

Los campos de la forma Q[w,] son llamados campos ciclotémicos'™. Por otro lado sea
¢ la funcién ¢ de Euler; asi ¢(n) es el nimero de enteros positivos menores que n que son
primos relativos con él. El siguiente resultado es usual de la teoria de anillos y campos [13].

Lema 4.3.2. El campo Qlw,| tiene dimension ¢(n) como un Q-espacio vectorial.

Lo tnico que debemos observar es que la dimension es finita, lo cual se sabe porque w,
es un entero algebraico sobre Q si y solo si la extensién simple Q(w,,)/Q es finita. Por otro
lado, se define I' = Gal(Q[w,]: Q) como el grupo de Galois ® de Q[w,] sobre Q. Esto quiere
decir que I' es el conjunto de todos los automorfismos de campo o: Q[w,] — Qw,] tal que
o(r) =r para todo r € Q y o finito.

Un hecho crucial es que si p(z) es un polinomio con coeficientes racionales, entonces I'
permuta las raices de p en Q[w,], es decir, sus raices se mapean a otras raices. Las raices
primitivas de la unidad forman un grupo ciclico que tiene orden ¢(n) y el grupo de Galois
esta en correspondencia con este, al igual que el de las raices con Z/nZ*.

Lema 4.3.3. Sea p(z) un polinomio con coeficientes racionales y supongamos que o € Qlwy,]
es una raiz de p. Entonces o(«) es también una raiz de p para todo o € T.

Demostracion. Supéngase que p(z2) = apz® + ap_125"1 4+ -+ 4+ ag con a; € Q. Como o es un
homomorfismo de anillos que fija a los elementos (o(a;) = a; Vi), entonces

p(o(a)) = aro () + ap_10(a)* + - 4+ apo(a)’; como o es homomorfismo entonces
= apo(a®) + ap_10(a* ) + -+ ago(a”)
= o(ag)o () + o(ax_1)o () + - 4+ o(ag)o(a?)
= o(apa®) + o(ap_1a" ) + - + o(apa)
(ara® 4 ap_1a* 1 4 - 4 ay)
(
(

p(a)); ya que « es raiz de p(z)
=0(0); como o € T’

|
o

Entonces o(«) es también una raiz de p para todo o € ' con « que se ha tomo arbitrario,
entonces se cumple para todas las raices de P. O

(©)Es el campo més pequeiio donde el polinomio se factoriza completamente en los racionales.
(MUn campo ciclotémico es el campo de escisién del polinomio ™ — 1, ademés es una extensién de Galois
del cuerpo de los racionales y el grado de esta extensién es [Q[w,]: QJ.

(®)Sea F una extensién del cuerpo K, el grupo de Galois de F sobre K se define como el grupo de
automorfismos de F' que dejan fijo al cuerpo K, es decir, Gal(F/K) = {¢ € Aut(F)| ¢(a)=a V a € K}.
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Corolario 4.3.4. Sea o una raiz n-ésima de la unidad. Entonces o(a) también es una raiz
n-ésima de la unidad para todo o € T'.

Demostracion. Basta notar que p(z) es un polinomio con coeficientes racionales; ahora como
a € Q[wy], aplicando el lema anterior al polinomio p(z) = z" — 1 que tiene coeficientes
racionales se tiene:

p(z) =2"—1
plo(@)) = (o(a))" -1
0=o(a)"—1
o(a)" =1

En donde o(«) es una raiz n-ésima de la unidad y como « se tomo arbitrario entonces es
una raiz n-ésima la unidad para todo o € I O

Este hecho no va a ser utilizado; para los fines de este trabajo lo importante es que I' es
finito.

Corolario 4.3.5. Sea o € Q[w,,] un entero algebraico y supongase que o € I'. Entonces o(«)
es un entero algebraico.

Demostracion. Sea o un entero algebraico que pertenece al campo de escision Q(w,,), tal
que es una raiz del polinomio ménico p con coeficientes enteros, y se toma un automorfismo
o € T' arbitrario, por el Lema 4.3.3 o(«) también es raiz de p, por lo tanto es un entero
algebraico. O]

Una consecuencia del Teorema Fundamental de la Teorfa de Galois” cuyo resultado
necesitamos es el siguiente:

Teorema 4.3.6. Sea o € Q|w,|, entonces o(a) = a para todo o € I" si y solo si v € Q

El siguiente corolario es una variacion del “truco de la suma”.
Corolario 4.3.7. Sea a € Q[w,], entonces H o(a) € Q.
el

Demostracion. Sea 7 € I', entonces se tiene

T Ha(a) = HTO’(CY); haciendo p =700 con 1,0 €T
oel oel

:Hp(oc);yaqueToaeF
pel

9)En su forma més bésica el teorema dice que dada una extensién de cuerpos E /F que sea finita y Galois,
existe una correspondencia uno a uno entre sus cuerpos intermedios (cuerpos K que satisfacen F C K C E;
también llamados subextensiones de E/F) y los subgrupos de su grupo de Galois.
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con lo cual se obtiene que T <H a(a)) = H p(a) (7 fija al producto de los p(«)) y aplicando

oel pel’
el Teorema 4.3.6 se tiene que H o(a) € Q. O
oel

El siguiente teorema es crucial para demostrar el teorema de Burnside.

Teorema 4.3.8. Sea G un grupo de orden n y sea C una clase conjugada de G. Supéngase
que ¢: G — GL4(C) es una representacion irreducible y se asumird que h = |C| es primo
relativo con con d, entonces:

1. Eziste A € C* tal que p, = A\ para todo g € C; o
2. X4(9) =0 para todo g € C

Demostracion. Se probara cada literal

1. Sea x = X, una representacion irreducible, primero nétese que si ¢4, = Al para algin
g € Cy = kgk™! entonces

Pz = PrPgPr—1
= ppAl g1
= Apppp-1
= )\(’01
= A\; para todo = € C

Ademads x es una funcién de clase y el caracter es constante en las clases conjugadas,
con lo que se puede decir que si se cumple para un elemento se cumplira para todos;
de la misma manera si se anula en cualquier elemento de C, se anula en todos los
elementos de la clase. Por lo tanto, serd suficiente mostrar que si ¢, # Al para algin
g € C, entonces x,(g) = 0.

2. Por el Teorema 4.2.4 se sabe que hx(g)/d es un entero algebraico; también se sabe que
X(g) es una entero algebraico por el Corolario 4.2.1. Por hipétesis MCD(d,h) = 1y
por el Teorema de Bezout se pueden encontrar enteros k, j tales que kh + jd = 1 de
manera que:

kh+ jd =1
h 1 .
ka +j= 75 por el Corolario 4.1.6
h o x(9). .
k Ex(g) +jix(g) = =i por lo tanto este es un entero algebraico
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X9 C
Sea a = Q, esto muestra que una combinacion lineal de al menos dos enteros

algebraicos sigue siendo un entero algebraico. Por Corolario 2.1.10, como ¢: G —
GL4(C) es una representacion irreducible entonces ¢, es diagonalizable y sus valores
propios Aj,- -+, Aq son raices n-ésimas de la unidad. Como ¢, es diagonalizable pero
no una matriz escalar, por hipotesis ¢ # Al sus valores propios no son todos iguales.
Aplicando el Lema 4.3.1 a x(g) = A1 + - - + A4 resulta

A1+ Al = [x(9)]

Con lo que se puede concluir que a € Q[w,] ya que « es la suma de todas las raices n-
ésimas de la unidad, por tanto es una suma de algebraicos y Q[w,] es algebraicamente
cerrado bajo la suma. Sea o € T, el Lema 4.3.3 implica que o(«a) es un entero algebraico.
El Corolario 4.3.4 dice que si o es raiz n-ésima de la unidad o(a) también lo es, es
decir que si x(g) es entero algebraico también lo es o(x(g)) y se cumple

(A1 4+ -+ + A\g); 0 es un homomorfismo

o(x(g9)) =0
:O'()\l) ++O’(>\d)

con lo que se tiene una suma de d raices n-ésimas de la unidad y como ¢ permuta las
raices, entonces todas son diferentes. Ahora, como o € I' y o(a) = a (Teorema 4.3.6),
otro procedimiento similar al anterior nos conduce a una aplicaciéon del Lema 4.3.1 y
se tiene

lo(x(g)| <d

lo(x(9))] <1

d
(x(9))
y | <1
x(9)
Fol<t
la| <1

lo(a)] <1
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Y como o € I' es arbitrario, se obtiene que g = H o(a) es un entero algebraico con
oel

lal = (] J o))l

= [ lo()
<1

Notese que se tiene un producto finito de enteros algebraicos, por lo tanto ¢ es un
entero algebraico, ademas, el Corolario 4.3.7 garantiza que ¢ € Q y por la Proposicién
414 q € Z . Como |g| < 1, se puede concluir que ¢ = 0 y por lo tanto o(a) = 0
para algin o € I' porque se encuentra en algin campo y no hay divisores de cero.
Debido a que ¢ es un automorfismo, esto implica que a = 0. Finalmente se concluye

que x(g) = 0.
O

Antes de demostrar el teorema de Burnside, que es el objetivo principal en este capitulo,
se necesita el siguiente resultado.

Lema 4.3.9. Sea G un grupo no abeliano finito. Supdongase que hay una clase de conjugacion
C # {1} de G tal que |C| = p* con p primo y t > 0. Entonces G no es simple.

Demostracion. Por contradiccion, supéngase que G es simple y sean ¢, - -+ »(*) un conjun-
to completo de representantes de clases de equivalencia de representaciones irreducibles de
G. Sean x1,--- ,Xs Sus respectivos caracteres, dy, - - - , ds sus grados respectivos y se tomara
a ¢ como la representacién trivial.

Como G es simple, el niicleo ker o®) = {1} para k > 1 (porque si ker p*¥) = G esto
implicarfa que ¢®) es la representacion trivial y se ha asumiendo que G es simple), entonces
si o) G — GL,(C) se tiene que ker p = {g € G| ¢(g9) = I,} <G, y al ser un subgrupo
normal entonces ker ¢ = {1, G}, ahora si ¢ fuera la representacién trivial, esta mapea todos
los elementos ¢ a la identidad, entonces el nicleo seria todo G; pero si no es trivial quiere
decir que existe un g que no se envia a la identidad, entonces el nicleo de ¢ no podria ser
todo G, por lo tanto el nicleo de ¢ tiene que ser igual a la identidad en G, por lo tanto las
demads representaciones tienen que tener nicleo trivial porque son homomorfismos normales
y simples.

Como en el centro solo se tiene a la identidad, o) es inyectiva para k > 1, como G no
es abeliano y C* es abeliano, las representaciones deben tener un grado mayor que 1, ya que
si no fuera asi al tener una funcién inyectiva con una imagen abeliana pasaria que

p(ab) = p(a)p(b)
= p(b)p(a); ya que ¢(a) y p(b) € C*
= ¢(ba)
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como ¢ es inyectiva entonces ab = ba, lo que implicaria que G es conmutativo y esto contra-
dice la hipdtesis; por ello se deduce que di > 1 para k > 1. Como G es simple el centro puede
ser Z(G) = {1,G}, pero G no puede ser porque el centro es normal al grupo y si fuera G
entonces serfa abeliano, por ello Z(G) = {1}, lo que implica que t > 0 ya que |C| =p° =1
es la clase conjugada de la identidad.

Sea g € C, k > 1y sea Z el conjunto de todos los elementos = € G tal que gog(,;k) es una
matriz escalar, que en este caso sera una matriz diagonalizable. Sea H = {\ly, | A € C*}
estas matrices escalares; como Mgy A = NAl;, = AN, , entonces estd contenida en el centro,
ahora harfa falta probar que es un subgrupo. Sea I; € H # @y Mg, , Blq, € H entonces

_ 1
Mg, (BLg,) " = M, (B) Iy, = %Idk cH

en el proceso anterior 8 # 0 por lo tanto H es un subgrupo normal de GLg4, (C).

Nétese que Z;, asi como esta definido es la imagen inversa de H bajo ¢® ya que es
el conjunto de elementos tales que la imagen es una matriz diagonal, como H es normal
se concluye que Z; es un subgrupo normal de G. Nuevamente como G es simple entonces
Zr ={1,G}, pero di > 1, entonces si Z; = G se tendria que todos los elementos de G estén
siendo mapeados a matrices escalares esto implica que p* = Az v esto es equivalente a
decir que mapea a A, entonces esta representacion seria de grado 1, pero ya se vié que solo
la representacion trivial tenia grado 1 y que el grado tiene que ser mayor que 1, por lo tanto
Z ={1}.

Supéngase por el momento que p { dy, (primos relativos) ya que el orden de la clase debe
ser primo relativo con dj que es el grado de la representacion, porque le méaximo comun solo
puede ser 1 o p; p no puede ser porque estamos asumiendo que son primos relativos, entonces
existe un A tal que ap’; = A4 para todo g € C, pero si fuera asi este perteneceria a Zj, el
cual ya sabfamos que tiene tamaino uno y la clase C' tiene tamaio p’ con t > 0, entonces tiene
tamano mayor que 1; asi lo que se prueba es que ningun elemento de la clase mapea a un
escalar, por lo tanto, no se cumple el literal 1 del Teorema 4.3.8, por lo que debe cumplirse
el literal 2, con lo que se tendria que xx(g) = 0 para todo g..

Ahora sea L la representacion regular de GG, por el Teorema 2.4.4 se tiene que L ~
dieM @ - @ dyp®, como g # 1, la proposicién 2.4.3 y el Lema 2.3.13 conduce a

xXr(g) = dixi(g) + - -+ + dsxs(g); como x1(g) =1y dy =1 se tiene

0=1+ dexk(g); si ptdry = xx(g9) = 0 para todo g, por tanto se sumara donde p|dy,
k=2

0=1+ Z drxx(g); por el Corolario 4.2.1 xx(g) es algebraico para todo g

pldi
0=1+p> arxx(g); con dy, = pay,
pldi
0=1+pz con z = Zak)(k(g)

pldg
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En donde pz es también un algebraico por que es el producto de algebraicos, esto lleva

a obtener que z = —113 es un entero algebraico por la Proposicién 4.1.4, pero esto es una

contradiccion porque se esta afirmando que —% es el negativo del inverso de un primo, lo

cual no es un entero. Por lo tanto GG es no simple. O

Teorema 4.3.10. (Burnside)

Sea G un grupo de orden p°q® con p, q primos. Entonces G no es simple a menos que
sea ciclico de orden primo.

Demostracion. Por el Teorema de Cauchy, un grupo abeliano es simple si y sélo si es ciclico
de orden primo. Si GG fuera abeliano la unica forma que fuera simple es que fuera ciclico de
orden primo, por tanto puede suponerse que G no es abeliano. Dado que los grupos de orden
primo tienen centros no triviales [13] (si G no es igual a 1 y es un p-grupo finito su centro
no es trivial). Si los grupos de orden primo tienen centros no triviales, al tomar un grupo G
no abeliano con a o b igual a cero, significaria que el grupo tiene un subgrupo normal y por
lo tanto no seria simple.

Ahora supéngase que a, b > 1, por los Teoremas de Sylow [13], G tiene un subgrupo H de
orden ¢°. Sea 1 # g € Z(H) porque ya se sabe que tiene un centro no trivial y los g-grupos
tienen orden mayor que 1, sea Ng(g) = {z € G | zg = gz} el normalizador de g en G. Como
H<Gtalque |H|=¢"yge Z(H), entonces H C Ng(g) debido a que g € Z(H) entonces
para todo x € H sucede que gr = xg. De esta manera

H]; entonces por propiedad de los indices si k < H < G[G: k| = [G: H|[H: K]
— [G: Na(9)l[Nolg): H]; va aue H C No(g)

y entonces [G: Ng(g)] = p* porque es un divisor de p* para algin ¢ > 0y ¢t < a. Pero

[G: Ng(g)] es el tamano de la clase conjugada de g. El lema anterior implica que existe un

elemento que no es la identidad por que asi se ha definido, tal que el orden de la clase es p
con t > 0 por lo tanto G no es simple. O]
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Capitulo 5

Probabilidad y Paseos Aleatorios sobre
Grupos

Una de las aplicaciones de la Teoria de Representaciones de Grupos es en la Probabilidad
y la Estadistica. En un famoso articulo [16], Bayer y Diaconis dieron estimaciones muy
precisas sobre la cantidad de “riffles” () que se necesitan para aleatorizar una baraja de n
cartas. Bayer y Diaconis concluyeron con base en sus resultados que, para un mazo de 52
cartas, siete riffles son suficientes, sin embargo, cualquier reordenamiento esta demasiado
lejos de ser aleatorio, mientras que la ganancia neta en aleatoriedad para hacer méas de siete
barajados, no es suficiente para garantizar los barajados adicionales.

Bayer y Diaconis basaron su trabajo en un modelo de riffles de n cartas como un paseo
aleatorio en el Grupo Simétrico S,. Las propiedades del dlgebra L(S,) juegan un papel
importante en su andlisis. También, se han analizado otros métodos de intercambio de cartas
utilizando la teoria de representaciones del grupo simétrico S,, [14], pero no se retomardn
en este trabajo; en este capitulo se presenta la teoria basica de probabilidad sobre grupos
y se describen algunos ejemplos de barajado de cartas, como aplicaciones de la Teoria de
Representaciones en la Probabilidad.

5.1. Probabilidades sobre Grupos

Sea G sea un grupo finito y supéngase que X es una variable aleatoria con valores en G.
Formalmente, esto significa que X es una funcion X : Q — G, donde € es algun espacio de
probabilidad. La distribucién de la variable aleatoria X es la funcién P: G — [0, 1] definida

(WE] término utilizado en inglés es “riffle shuffle”, que no es mas que cortar el paquete de cartas en dos
grupos, tomar con cada mano cada uno de estos, colocarlos uno frente al otro por el lado corto y luego
barajar (intercalar) las cartas de forma rapida dejando caer cartas de cada una de las manos (de preferencia
una a una para una mejor mezcla) en esa misma posicién; a este movimiento se le llama también “Barajado a
la americana” o “Cola de Milano”. Esta accién puede verse como un reordenamiento de las cartas en alguna
posicion diferente de la original.
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por
P(g) = Prob[X = g]

Para todos los propdsitos practicos, todo lo que se necesita saber sobre la variable aleatoria
X es que esta codificada en su distribucion y, por lo tanto, ni siquiera se necesita saber qué
es (). Observése que P satisface

S Pl =1 (51)

geG

Por el contrario, cualquier funciéon P: G — [0, 1] que satisfaga (5.1) serd la distribucién de
alguna variable aleatoria con G-valores. Entonces, en este trabajo, se utilizara exclusivamente
distribuciones de probabilidad en lugar de variables aleatorias.

Definicién 5.1.1. (Distribucién de probabilidad). Una distribucién de probabilidad, o sim-
plemente una probabilidad, sobre un grupo finito G es una funcién P: G — [0, 1] en donde (5.1) se
mantiene. Sea un evento A tal que A C @, entonces la probabilidad de ese evento esta dado por

P(A)=>Pl(g)

geA

El soporte de la probabilidad P es el conjunto supp(P) = {g € G | P(g) # 0}, es decir, este es el
conjunto para el cudl tiene sentido hablar de probabilidad.

Intuitivamente, si P es una probabilidad sobre GG, entonces si aleatoriamente se elege un
elemento X de G de acuerdo a P, entonces la probabilidad de que X = g esta dada por P(g).
De manera mas general, si A C G, entonces P(A) es la probabilidad de que un elemento X
de G que es elegido al azar de acuerdo con P, pertenezca a A. Por ejemplo, si tiramos una
moneda el grupo a considerar puede ser G = Z/2Z y P([0]) = 1/2, P([1]) = 1/2, entonces
P es una probabilidad sobre G para la cual [0] y [1] son igualmente probables; lo descrito
anteriormente se puede generalizar a cualquier grupo en la siguiente definicién.

Definicién 5.1.2. (Distribucién uniforme) Sea G sea un grupo finito, entonces la distribucién
uniforme U sobre GG viene dada por

para toda g € G

Normalmente se piensa que la distribucion uniforme es imparcial. Por lo general, cuando
alguien informalmente habla de elegir un elemento al azar, significa elegir un elemento de
acuerdo con la distribucion uniforme, es decir, que sea equiprobable. Por otro lado, se observa
que para cualquier g € G, la funcion
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1, siz=g;
692{, S1T g,

0, caso contrario ;

es una distribucion de probabilidad para la cual g tiene probabilidad 1 de ser elegido, y
todos los demés elementos no tienen probabilidad de ser elegidos en absoluto o mejor dicho
tienen probabilidad 0 de ser elegidos; ndtese que es una distribucion de probabilidad ya que
la suma de las probabilidades es siempre 1.

Observése que una probabilidad P se puede ver como un elemento de L(G) ya que
P: G — [0,1] y [0,1] € C. Un hecho conveniente es que la convolucién de probabilidades
es nuevamente una probabilidad; podemos notar que la convolucion tiene una interpretacion
probabilistica muy natural. Se comprobara lo anterior, para ello sean P y () probabilidades
sobre GG. Supodngase que se elige X al azar de acuerdo con P y se elige al azar Y de acuerdo
con (. Se calcula la probabilidad XY = ¢g. Si Y = h, entonces para que ocurra XY = g, se
debe tener X = gh~!. La probabilidad de que estos dos eventos ocurran simultdneamente es
P(gh ") Q(h) (por independencia). Sumando todas las elecciones posibles de h se tiene que

Prob[XY =g| = Z P(gh™HQ(h) = P x Q(g)
heG

Por lo tanto, P x () es la distribucion de la variable aleatoria XY siempre que X e Y sean
variables aleatorias independientes con distribuciones P y () respectivamente. La siguiente
proposicién verifica formalmente que P * () es una distribucién de probabilidad.

Antes de ver la siguiente propiedad para el soporte de la convolucién, se define el producto
entre elementos de conjuntos de la siguiente manera: “Sean Ay B C G entonces A - B =
{zy |z € ANy € B}".

Proposicién 5.1.3. Sean P y Q) probabilidades sobre G, entonces Px (@) es una probabilidad
sobre G con soporte supp(P * Q) = supp(P) - supp(Q).

Demostracion. Como Py @ son probabilidades entonces su rango es el intervalo [0, 1], de
esta forma se puede construir las siguientes desigualdades

0< ZP(gh_l)Q(h); pero P(gh™) <1y Q(h) < 1 entonces
heG

<Y QM)

heG
=1
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y entonces P (Q)(g) € [0, 1]. Luego, se calcula

S PxQle) =>"Y Plgh™)Qh) (5.2)
geG geG heG
=> Q)Y P(gh™) (5.3)
heG gelG
= Q) (5.4)
heG
=1 (5.5)

donde (5.4) resulta de tomar & fijo y g barre con todos los elementos entonces gh™! corre a

través de cada elemento de G exactamente una vez. Se sigue que P * () es una distribucion
de probabilidad sobre G.

Ahora observése que pasa con el soporte de la convolucion, para ello se utilizara la doble
inclusion para probarlo.

“Si g € supp(P * Q) entonces g € supp(P) - supp(Q)”

Se sabe por definicién que supp(P * Q) = {g € G | PxQ(g) # 0} sea g € supp(P * Q)
observése que P x Q(g) # 0 si y solo si existe h € G tal que P(gh™') # 0y Q(h) # 0; si
se hace z = gh™' y y = h , entonces P(z) # 0y Q(y) # 0 y por lo tanto z € supp(P) e
y € supp(Q) con zy = g, entonces g € supp(P) - supp(Q).

Por otro lado

“Si t € supp(P) - supp(Q) entonces t € supp(P * Q)"

supp(P) - supp(Q) = {zy € G | x € supp(P) Ay € supp(Q)}
={zye G | P(z) #0y Q(y) # 0}

sea t € supp(P) - supp(Q) tal que t = zy, en donde x = ty~*

PQ(t) = Y P(th™)Q(h)

heG

= 3 PaHQM) + Pty HQ(y)

he{G—{y}}

= Y P(thHQ(h) + P(x)Qy)
he{G—{y}}
>0

Entonces P x Q(t) # 0 por lo tanto ¢t € supp(P * Q).

Se concluye que supp(P * Q) = supp(P) - supp(Q), como se requeria. ]
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En orden de determinar si una distribucién es uniforme o que tan lejos esta de serlo,
se necesita definir alguna nocién de distancia entre probabilidades. Para ello se presenta la
L*-norma sobre L(G).

Definicién 5.1.4. (L'-norma) La L' sobre L(G)norma esta definida por

£l =D 1f(9)]

geG
para f: G — C.

Por ejemplo, si P es una probabilidad sobre G, entonces ||P||; = 1 ya que por definicién
se sabe que »_ _, P(9) = 1y como el rango son los reales en el intervalo [0,1] entonces

9] =g
Véase algunas de las propiedades que posee la L'-norma.

Definicién 5.1.5. Sean a, b € L(G), entonces:

1. |lal]|l; =0 si y solo si a = 0;
2. ||call; = || - ||a]|; para c € C;
3. [la+b|; <llall; + ||1bll; (la desigualdad triangular)

4. [laxdlly < lally - bl

Demostracion. Se probara cada uno de los numerales; se observa que del numeral 1 al 3 lo
unico que se esta probando es que es una norma, el literal 4 es una propiedad extra para la
L'-norma.

» |lal]|; =0 siy solo sia=0;

lall, = > la(g)|

geG

= 0; si y solo si |a(g)| = 0 <= a es la funcién nula, para todo g € G

v |jeally = lef - [lall, para ¢ € C;

leall, = lea(g)|

geG

= lella(g)]

geG

=lc| ) la(g)|

geG

=|c| ||cal|, ; para c € C
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w |la+ bl <llall; +1b]l; (la desigualdad triangular)

la+oll, = l(a+b)(9)

geG
= lalg) + blg)|
geG
< Z la(g)| + |b(g)|; por la desigualdad triangular
geG
<> lalg)l+ Y [bg)]
geG geG
< [lafl, + floll,

= [laxblly < llall, - [lo]],

lax b, =) laxblg)]

geG
=D [>_ algh™Hb(h)
9€G |heG
< Z Z la(gh~)b(h)|; generalizacion de la desigualdad triangular (Lema 4.3.1)
g€G heG
<575 Jateh™Y)] ()
g€G heG
=Y b)Y Jalgh™)]
heG geG
= llally - {161y

donde la ultima igualdad se cumple para h fijo y ¢ variable, de esta manera gh~! barre
con todos los elementos sobre G.

O

Los probabilistas usan una variacién de la L!'-norma para definir la distancia entre las
probabilidades, como la que se muestra a continuacién.

Definicién 5.1.6. Variacién Total
La variacién total entre dos probabilidades P y @) sobre un grupo G esta definida por

1P = Qllpy = supacq [P(A) — Q(A)] (5.6)
= méxaca [P(4) — Q(A)]

Se observa que el mdximo coincide con el supremo, ya que el conjunto es finito y por lo

tanto se tiene un ntimero finito de subconjuntos (2/¢! de hecho), de tal forma que siempre se
podra encontrar un subconjunto méas grande en donde se dara la variacién total.
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Esta definicién permite determinar si dos probabilidades estan cerca con respecto a la
distancia de variaciéon total, es decir, si difieren poco en cada subconjunto de GG. La distancia
de variacién total estd estrechamente relacionada con la L!'-norma y para establecer esta
relacion, se necesita el siguiente lema que describe el conjunto A donde se alcanza el maximo
en (5.7).

Lema 5.1.7. Sean P y QQ probabilidades sobre @), ademds sean

B={g€G|P(9) > Q9)}
C={9€G|Qg) = P(g9)}

Entonces ||P — Q|7 = P(B) = Q(B) = Q(C) — P(C)
Demostracion. Se vera por casos, si P = @, no hay nada que probar ya que |P — Q|| =
P(B) - Q(B) =Q(C) - P(C) = 0.

Entonces podemos suponer que P # (); entonces debe existir un elemento w € G tal que
P(w) > Q(w); ya que si P(h) < Q(h) para todo h € G se tendria que Q — P no es negativo
sobre Gy

> (Qh) = P(h)) =>_Q(h) =) _P(h)

heG heG heG
=1-1
=0<= Q(h) — P(h) = 0; para todo h
por tanto P = ) y se sabe con esto que w € B y que pertenece a B — C' (no es vacio).
Entonces para todo g € B se cumple que P(g) > Q(g) con lo que P(g) — Q(g) > 0y se

sabe que

1P = Qv = [P(B) = Q(B)]
= P(B) — Q(B); ya que es positivo

Se sabe por definicién que existe A C G tal que es maximo, es decir,

1P = Q7 = [P(A) — Q(A)] (5.8)
ya que G es finito; sea A° = G — A el complemento de A. Entonces

|P(A°) — Q(A°)] = |1 — P(A) — (1 — Q(A))|; por propiedades de la probabilidad
= 1= P(A) -1+ Q(A4)]
= |Q(A) — P(4)]
= |—[P(A) — Q(A)]|; por propiedades del valor absoluto se tiene que
= |P(A) = Q(A)[; por (5.8)
=P = Qllrv
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con lo que se observa que el complemento también cumple. Ahora, se reemplazara A por su
complemento, debido a que este tiene dos opciones: w € A o w € A°; se asume sin pérdida
de generalidad que w € A® | entonces |P(A) — Q(A)| = P(A) — Q(A) y se observa que debe
ser asi.

Se asume por contradiccién que |P(A) — Q(A)| = Q(A) — P(A), entonces se tendria que
QA —{w}) = P(A = {w}) = Q(A) = Q(w) — [P(A) = P(w)]; con P(w) = Q(w) >0

S

= Q(A) — P(A) + P(w) — Q(w); con P(w) — Q(w) >0
> Q(A) — P(A)
= ||P - Q“Tv

lo cual es una contradiccién, ya que se ha encontrado una distancia mayor y esto implicaria
que el méximo no era ||[P — Q|| Similarmente, si existe otro elemento h € A que cumpla
con Q(h) > P(h), entonces con un argumento similar al mostrado se encuentra que P(A —
{h}) — Q(A —{h}) > P(A) — Q(A), lo que se tiene de nuevo a una contradicciéon que viene
de asumir que esta en el subconjunto A, pero que no esta en B; entonces para todo h € A
debe cumplirse Q(h) < P(h) por lo tanto A C By B = AU (B — A), se tendria que

P(A) = Q(A) + P(B = A) = Q(B — A) = P(B) = Q(B); pero P(B = A) = Q(B - A) >0

y como a P(A) — Q(A) se le esta sumando algo mayor o igual que cero, entonces P(B) —
Q(B) > P(A) — Q(A) para cualquier subconjunto A C By por tanto esta serfa la distancia
méxima, obteniendo que ||P — Q|| = P(B) — Q(B).

Un argumento dual, en donde se intercambia el orden de las desigualdades, muestra que
1P —Qll; = Q(C) — P(C), con lo que se concluye que ||P — Q| = P(B) — Q(B) =
Q(C) — P(C). O

Proposicion 5.1.8. La igualdad
1
[ QHTV - 9 1P — QH1

se cumple para todas las probabilidades P, () sobre el grupo finito G.

Demostracion. Sean B, C' como en el lema anterior, entonces se cumple que

1P = Qllpy = Q(C) — P(C)
P — QHTV = P(B) - Q(B)

Ahora si se multiplica cada igualdad por %, se tiene
1 1
S 1P =@l = 5(P(B) - Q(B))

1 1
S 1P = Qlly = 5(Q(C) - P(C)

)Ya que se ha visto que el complemento cumple lo mismo, por lo tanto puede ser reemplazado a conve-
niencia, cuando sea necesario.
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luego se suman ambos resultados y se obtiene

1P~ Qllgy = 5(P(B) ~ Q(B)) + S(Q(C) - P(O))
= 5IP(B) - Q(B) +Q(C) - P(C)
2 Y Pw-eut Y Q) - P)
:{g\P(g)zQ(g)} {91Q(9)=P(9)}
_ % Y (P@-Qu+ D> (Qg)—Plg)+0
Lolr(o=00) {ole@=P(o)}
:% S OP@-Q@l+ Y P@-Q9l+ S |Pe) - Qo)
LsP@=aun {ole@=P(o)} {lP(@-Qo)}
=3 | 1P - QU)
e
=53 1P) - Q)]
geG
= % |P — Q| ; por la definicién de la L'-norma
como se queria. O

En consecuencia la Variacién Total posee todas las propiedades habituales de una dis-
tancia, por lo tanto, tiene sentido hablar de limites, en donde el limite de P, es igual a P,
cuando n — o0.

5.2. Paseos Aleatorios sobre Grupos Finitos

En esta seccion se presentan algunos resultados importantes de los paseos aleatorios para
ser utilizados en los ejemplos de la siguiente seccion.

.Qué es un paseo aleatorio? para hacerse una idea de lo que se vera en esta seccion
imaginese un turista que sale de un hotel en una ciudad que no conoce y que decide recorrerla
sin un destino particular, entonces la ciudad se modela a través de un grafo, donde los vértices
representan intersecciones y las aristas representan calles, asi cada vez que el turista llega a
una interseccion, elige al azar una calle y contintia su camino. La pregunta natural es jcual es
la probabilidad de que el turista regrese al hotel después de n pasos?, jcudl es la distribucién
de probabilidad sobre las intersecciones que describe dénde se encuentra el turista después
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de n pasos? Las definiciones que se veran en esta seccién dan respuesta a estas interrogantes.

Existen varios procesos que estan modelados por paseos aleatorios, por ejemplo, los vérti-
ces de un grafo pueden representar configuraciones de algunos objetos, como el orden de una
baraja de cartas, en donde los bordes representarian como una configuracién puede transfor-
marse en otra después de un solo paso (por ejemplo, cémo puede cambiar la baraja después
de un riffie). El paseo aleatorio modela como se pasa aleatoriamente de una configuracion
a la siguiente y es precisamente esta nocion la que se necesita para la siguiente secciéon. Por
ultimo se considera que si I es el grafo de Cayley de un grupo G, entonces un paseo aleatorio
en I' también se conoce como paseo aleatorio sobre G.

Si P es una probabilidad sobre un grupo G, se define la k-ésima convolucién de P como
la potencia P**_ en lugar de P* para evitar confusiones con el producto punto a punto de
las funciones.

Definicién 5.2.1. (Paseo Aleatorio)

Sea P una probabilidad sobre un grupo finito G. Entonces un paseo aleatorio sobre G inducido(®)
por P es la sucesién de distribuciones de probabilidad (P*)52.

Se puede pensar en los paseos aleatorios de la siguiente forma: se comienza en la identidad
y se elige un elemento X; de G de acuerdo a P y se mueve a X;. Luego se elige un elemento X,
de acuerdo a P y se mueve a XX, etc. Formalmente hablando, se considera una sucesién
) )
de variables aleatorias X;, Xs,--- independientes e idénticamente distribuidas, con una
? ? 9
distribucién comun P.

Sea Y{ una variable aleatoria con distribucién §;, es decir, Yy = 1 con probabilidad 1.
Sean Y, = XY,_1 para k > 1. La variable aleatoria Y} devuelve la posicion de un caminante
en el k-ésimo paso del paseo aleatorio, asi se obtiene que Y}, es una variable aleatoria con
distribuciéon P**. Entonces el paseo aleatorio se puede identificar con la sucesién de variables
aleatorias Yj, Y7, - -+ o la sucesién de distribuciones de probabilidad &;, P, P*2, ---.

Ejemplo 5.2.2. (Paseo aleatorio simple)

Sean GG un grupo, S un subconjunto simétrico y I' el grafo de Cayley de G con respecto

a S. Entonces, el paseo aleatorio simple sobre I' es el paseo aleatorio sobre G dirigido por la

probabilidad ﬁ - dg.

Ya que si el caminante se encuentra en el vértice g del grafo de Cayley, se sabe que se
tiene tantas salidas como elementos tenga S y la probabilidad de tomar una de estas salidas,

al ser uniforme la distribuciéon de probabilidad, es Asi, si se toma un elemento de G

S|
y este esta en S, entonces tiene probabilidad — - dg ya que es uno de los elementos que

B

permite el movimiento en el grafo.

()E término utilizado en inglés es “driven by” que en espaiiol serfa “dirigido por”, sin embargo, al traducirlo
asi, parece que la probabilidad es determinista, por ello se utilizé la expresiéon “inducido por” para solventar
esta dificultad.
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Un paseo aleatorio simple puede verse de la siguiente manera: el caminante comienza con
la identidad de GG, ahora supéngase que en el k-ésimo paso del paseo, el caminante estd en el
vértice g € G. Entonces un elemento s € S es elegido al azar (con todos los elementos de S
igualmente probables ya que se trata de una distribucién uniforme) y el caminante se mueve
al vértice sg, entonces por construccion, los vértices adyacentes en I' hacia el vértice g son
precisamente los elementos de la forma sg con s € S.

El siguiente tipo de paseo aleatorio es la urna de Ehrenfest, que es un paseo aleatorio
sobre (Z/27)". Para ver més ejemplos, puede consultarse [15].

Ejemplo 5.2.3. (La urna de Ehrenfest)

Se tienen dos urnas A y B que contienen un total de n bolas entre ellas. Al principio
todas las bolas estan en la urna A, en cada paso en el tiempo, una de las n bolas se elige
al azar (todas las bolas son igualmente probables) y se mueve a la otra urna. Se codifica el
espacio de configuracién a través de elementos de (Z/27)" de la siguiente manera: si v = (¢y,

, Cn) € (Z/27.)", entonces esta configuraciéon permite conocer en cuél de las dos urnas se
encuentra una determinada bolita, es decir, si ¢; = [0] esto corresponde a tener la bola i en
la urna A y ¢; = [1] a tener la bola i en la urna B, obteniendo un total de n cambios.

Entonces, la configuracién inicial es el vector canénico ([0], - - -, [0]) (la identidad), luego
sea ¢; el vector con [1] en la i-ésima coordenada y [0] en todas las demds, entonces a partir
de la configuracién correspondiente a v se puede cambiar la urna que contiene la bola ¢ y me
lleva a la configuracion e; + v . Este proceso estocastico de cambiar las bolas entre las urnas
corresponde a un paseo aleatorio sobre (Z/27)" inducido por la probabilidad

1
P= (f i)
n
1
:E(Ss; con S ={ey,...,en}

en donde J., = 1 si tiene un 1 en la i-ésima posicion.

De esta forma una urna de Ehrenfest se considera un paseo aleatorio simple en el grafo
de Cayley de (Z/2Z)™ con respecto al conjunto simétrico {ey,--- ,e,}.

Una paseo aleatorio sobre un grupo G se puede ver como una forma de generar aleatoria-
mente un elemento de GG. Usualmente, se quiere que todos los elementos de GG sean igualmente
probables, es decir, en términos de las distancias entre probabilidades, encontrar un k£ € N
tal que ||P*’g -U ||TV sea muy pequena, pero que no sea demasiado grande, de tal forma que
P** convergiera a U, para que todos los elementos estuviesen uniformemente distribuidos,
sin embargo, la convergencia de P**esto esta fuera de los alcances de este trabajo.

En la siguiente seccién, se veran algunos ejemplos adicionales provenientes de barajar
cartas y se terminard esta seccién citando (sin demostracién) el teorema de convergencia
para paseos aleatorios en grupos finitos, pero para ello se necesita definir primero cuando un
paseo aleatorio es ergddico.
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Definicién 5.2.4. (Paseo aleatorio Ergédico)

Se dice que un paseo aleatorio sobre un grupo G inducido por una probabilidad P es ergddico si
existe un nimero entero N > 0 tal que P*"(g) > 0 para todo g € G, es decir, supp(P*) = G.
Proposicion 5.2.5. Sea P una probabilidad sobre un grupo finito G y supongase que:

1. P(1)>0

2. supp(P) genera el grupo G

Entonces el paseo aleatorio dirigido por P es ergodico.

Demostracion. Sea S = supp(P), como P(1) > 0 entonces 1 € S y nétese que S* C Sk+!
para todo k > 0.

Ademads por (2) se sabe que

(5) =G
entonces por definicion

(S)={s1-sulsieSUSTVie (L, k}}

como el grupo es finito sea |G| = n y como S lo genera, entonces para todo s que pertenece
a S implica que s € G y que

s"=1
s- "1 =1; entonces

st=s"les" = gustcsusrtcgt

Con esto se garantiza que se tiene a todos los elementos en S™! y se quiere demostrar
que se puede encontrar un producto finito y que permita generar a todo (S), entonces se
toma x € G esto significa que para este elemento 3 k, tal que x = s;---s;,, € S" ! y para
todo i € {1,--- ,k,} se cumple que s; € S" ! por lo tanto x € (S"!)k=; como hay una
cantidad finita se toma el maximo de estos k, por ello sea N = méax {k,|z € G} entonces
G C (S"’I)N; la inclusién (S) C G es trivial, por tanto, existe N > 0 tal que S¥ = G.

Ahora por la Proposicion 5.1.3, se tiene que

supp(P*") = supp(P) - ... - supp(P)

J

N
=58-...-§
—
N

=gV
=G

por lo tanto el soporte de P*V es G, entonces P*V(g) > 0 para todo g € G, con lo que se
comprueba la ergodicidad del paseo aleatorio. O
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Un resultado importante es el teorema de convergencia para paseos aleatorios en grupos
finitos, cuya demostracion esta més alla de los propédsitos de este trabajo, por eso solo lo
mencionaremos.

Teorema 5.2.6. Sea (P*k)f:o un paseo aleatorio ergodico sobre un grupo finito G dirigido
por la probabilidad P. Entonces la sucesion (P*k) converge hacia la distribucion U.

Este teorema significa intuitivamente que un paseo aleatorio ergdédico sobre un grupo
finito G puede usarse para generar elementos aleatoriamente de G.

5.3. Barajado de cartas

En esta seccion se hace una breve introducciéon de la matematica detras del barajado de
cartas visto como un paseo aleatorio sobre el grupo simétrico.

Supongase que tenemos un mazo de n cartas, la accién de barajar las cartas significa
reordenarlas de alguna manera y esto corresponde a la permutacion que realiza un elemento
del grupo simétrico S,,. Se considera al grupo simétrico actuando sobre las posiciones de las
cartas y no de los nombres de ellas.

Por ejemplo, la permutacién (3 2 1) corresponde a colocar la carta de arriba en la tercera
posiciéon. Este mueve la segunda carta al principio y la tercera a la segunda posicién. Las
demés cartas se dejan solas. Esto conduce al primer ejemplo de un método de barajar cartas
como una paseo aleatorio.

Ejemplo 5.3.1. (“Top-to-random” o “Carta aleatoria”)

El “Top-to-random” consiste en tomar la carta de arriba del mazo y colocarla en alguna
de las n posiciones de este de forma aleatoria (con todas las posiciones igualmente probables),
en donde, colocar la carta superior en la posicion superior corresponde a la identidad, por
su puesto. Para ¢ > 2, colocar la carta superior en la i-ésima posicién desplaza las posiciones
anteriores hasta uno y por lo tanto corresponde al ciclo (i i —1 ---1). De esta forma el
Top-to-random puede ser modelado como un paseo aleatorio simple sobre S, inducido por
la probabilidad

1 "1
P= Ed[d + ; 5(5(7; i—1 1)

1
en donde, —d;, es la probabilidad que la carta de arriba no se haya movido de su posicién

d
(cuando ¢ = 1), considerando que posee n posibilidades para moverse con todas las cartas
igualmente probables y %5(2- i—1 ..1) es la probabilidad de que la primera carta se haya movido
a la k-ésima posicion en el mazo.

Ademas, se sabe que las permutaciones (2 1) (cuando i = 1)y (nn—1 ---1) (cuando
i =n) generan a S, y que P(Id) = % > 0, por lo tanto, por la Proposicién 5.2.5 este paseo
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es ergddico, esto significa que después de suficientes Top-to-random, el mazo eventualmente
estard mezclado, porque la distribucion es uniforme y eventualmente se generan todas las
posibilidades, asi uno de los lugares en donde se encuentre la primera carta sera totalmente
aleatorio.

El siguiente método de barajado que se considera es el de las transposiciones aleatorias,
en donde, Diaconis y Shahshahani fueron los primeros en obtener los tiempos de convergencia
para este método, utilizando la teorfa de representaciones del grupo simétrico [14]. El modelo
funciona de la siguiente manera.

Ejemplo 5.3.2. (“Transposiciones aleatorias”)

El crupier® elige al azar con cada una de sus manos una carta de un mazo (puede
suceder que ambas manos elijan la misma carta). Luego intercambia las dos cartas (si eligi6
la misma carta con cada mano, entonces no hace nada, es decir, no la movid). Dadas dos
posiciones i # j, existen dos formas en que el crupier puede elegir este par (ya sea que la
mano izquierda elija a 7 y la mano derecha tome a j, o viceversa) y entonces la probabilidad
de realizar la transposicién (i j) es 2! por la probabilidad de escoger cada una de las cartas

(—) , es decir, — ya que ser tomada por una mano o por la otra son eventos independientes.
n n

La probabilidad que el croupier escoja la posicién i con ambas manos es de % Sin
embargo, la permutacion resultante de las posiciones es la identidad para todo i, por lo que
se realiza la permutacion de la identidad con probabilidad — porque se tiene una para cada
iy se tiene n i’s con probabilidad 1/n?. "

Por lo tanto, el barajado de transposiciones aleatorias, es el paseo aleatorio sobre .S,
inducido por la probabilidad @) definida como:

(1
—, slo=Id;
n
Qo) = —5, sl o es una transposicion;
n
\0, caso contrario ;

1
Como las transposiciones de dos elementos generan a S,, y Q(Id) = — > 0, la Proposicién

5.2.5 implica que es un paseo aleatorio ergddico y de nuevo este barajado aleatorizara el mazo.

(WE] “dealer” o el repartidor.
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5.3.1. Barajados por “Riffles”

Nadie realmente baraja un mazo intercambiando una carta al azar o de dos en dos.
La reproduccién aleatoria més comunmente utilizada en la préactica son los riffies, también
conocida como “Cola de Milano”® o “Barajado a la americana”.

En este tipo de barajado, el distribuidor corta el paquete en algtin lugar cerca del centro y
luego coloca la mitad superior del paquete en su mano derecha y la mitad inferior en su mano
izquierda, a continuacién, mezcla las cartas de cada paquete, intercalando los dos paquetes.
En una mezcla perfecta, el crupier soltaria una carta de cada paquete en alternancia, pero
en realidad varias cartas del mismo paquete a menudo se dejan caer a la vez. Un modelo
matematico de barajar barajas fue propuesto por Gilbert y Shannon, de forma independiente
también fue propuesto por Reeds y se conoce como barajado de “Gilbert-Shannon-Reeds” .

Se vera como funciona este modelo; supongase que el mazo tiene n cartas y se lanza una
moneda n veces, sea k el nimero de caras que se han obtenido en los lanzamientos, entonces
el crupier toma k cartas de la parte superior del mazo y las coloca en la mano derecha y las
n — k cartas que quedaron en la parte de abajo las coloca en la mano izquierda.

En lenguaje técnico, esto significa que la posicién del corte es asumida por una variable

aleatoria binomial en donde la probabilidad de éxito y fracaso es de 3 Entonces, si X es la

variable aleatoria que cuenta el niimero de cartas en la mitad superior de la baraja después

del corte, se tiene:
k n—k
n 1 1
ProbX = k] = <k) (5) (5)

n
Notese que mientras mas cerca este k de 5 €8 mas probable que suceda que X = k;

este comportamiento puede observarse en el Triangulo de Pascal que contiene todos los
coeficientes binomiales y la probabilidad estd dada por los coeficientes que se obtienen en la

n + 1-ésima fila por on ¥ estos coeficientes puede observarse que son mayores en el centro de

la fila. Asi, este modelo refleja el hecho de que se tiende a cortar el mazo cerca del medio.

Luego de dividir la baraja, el crupier deja caer las cartas de la mano izquierda y de la
derecha hasta que ambas manos estén vacias, en donde, la probabilidad de dejar caer una
carta de una mano dada, es proporcional al nimero de cartas en esa mano. Por ejemplo, si hay
a cartas en la mano derecha y b cartas en la mano izquierda en un momento dado, entonces

(a+D)

la probabilidad de dejar caer una carta de la mano derecha es y la probabilidad

()El término en inglés es “Dovetail shuffle”.
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de dejar una carta desde la mano izquierda es . Notese que este modelo permite la

b
(a+Db)
posibilidad que todas las cartas se caigan de la mano izquierda primero, en cuyo caso el
ordenamiento de la baraja permanece como estaba antes. Ademas, si se consideran los caso
triviales cuando £ = 0 o k = n (los casos triviales), realmente no se corta el mazo y el
resultado es que las cartas permanecen en su orden original. Se podria argumentar que esto

no sucede en la realidad, pero en cualquier caso, la probabilidad de que esto ocurra es atin

. n
muy pequena (2—n> en este modelo.

En este trabajo se describira la baraja de Gilbert-Shannon-Reeds como un paseo alea-
torio sobre S,,. La clave para comprender el orden aleatorio es la nociéon de una secuencia
ascendente, que se define a continuacion.

Definicién 5.3.3. (Secuencias ascendentes).

Una secuencia ascendente en una permutacién o de {1,---,n}, es una subsecuencia consecutiva
de las secuencias de las imdgenes o(1),0(2),--- ,0(n) que es creciente y maximal en tamafio.

Para comprender mejor esta definicién observése el siguiente ejemplo.

Ejemplo 5.3.4. Sea 0 = (12 3)(7 4 8)(5 6) € Ss, entonces la secuencia de imégenes es

en donde se puede ver las siguientes secuencias ascendentes de o: 2,3,; 1,8; 6; 5; y 4,7. De
esta manera o tiene cinco secuencias ascendentes y maximales en tamanos porque son las
subsecuencias mas grandes que pueden tomarse y que a su vez sean crecientes.

Supongase ahora que realizamos un riffle donde la mitad superior de la baraja tiene
k cartas. Luego las cartas en las posiciones 1,--- , k estan intercaladas con las cartas en
las posiciones k + 1,---,n, en donde el orden relativo de las cartas se conserva. Por lo
tanto, o que es la permutacion resultante de las posiciones cuando aumenta en 1,--- k y
en k+1,---,n, entonces se tiene exactamente dos secuencias ascendentes: o(1),--- ,0(k) y
o(k+1),---,0(n) (excepto en el caso de que la mitad inferior de la baraja se caiga en su
totalidad antes de que se caigan las cartas de la mitad superior, en cuyo caso se obtiene la
permutacion identidad, que tiene una secuencia ascendente) ya que el orden relativo de las
cartas se conserva.

Se expone a continuacion un ejemplo para explicar mejor lo anteriormente dicho.

Ejemplo 5.3.5. Supdngase que el mazo tiene diez cartas en el siguiente orden (de arriba a
abajo) -A,2,3,4,5,6,7,8,9, 10- y se realiza un riffle con con la siguiente distribucién:

A,2,3,4y 56,7,8,9,10
——— —_——

superior inferior
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Ademas, se asume que la secuencia de caidas es:

T B BTBTT BBB
4,10,9,3,8,2,A,7,6,5

donde T significa “arriba” para referirse al paquete superior y B para “abajo” para el paquete

inferior(®,

De esta manera en el mazo ahora barajado, el orden de las cartas serd (de nuevo, de
arriba a abajo)

Cartas: 5 6, 7, A
Posiciones: 1, 2, 3, 4

ot
o
=~ w
0 ©
©
—
o

Y

Que corresponde a la permutacion o de las posiciones.

Noétese que la carta A inicialmente estaba en la primera posicién, después del barajado
se encuentra en la cuarta posicién, lo mismo sucede para 2 estaba en la segunda posicion y
ahora se encuentra en la quinta posicion y asi sucesivamente con las deméas cartas. Entonces
las imagenes son

Cartas: A, 2 3, 4, 5 6, 7, 8 9, 10
Posiciones: 4, 5, 7, 10, 1, 2, 3, 6

En donde, las secuencias ascendentes de o son 4,5,7,10y 1,2,3,6,8,9.

De lo anterior se observa que si P es la distribucién de probabilidad en S,, que corresponde
a una combinacién aleatoria de Gilbert-Shannon-Reeds, entonces se tiene que P(o) = 0, a
menos que o tenga como maximo dos secuencias ascendentes, ya que si solo tiene una,
significa que no se ha hecho ningtin movimiento a la baraja o que se ha dejado caer la mitad
superior primero y luego la otra mitad, ademdas se ha visto hasta ahorita que al ejecutar
un riffle se puede tener una sola secuencia ascendente o exactamente dos, entonces nunca
se podra dar cero secuencias o mas de dos. Solo queda calcular la probabilidad de que se
obtenga una permutacion o con dos secuencias ascendentes, asi como la probabilidad de
obtener la identidad.

Sea k el numero de cartas en la mitad superior de la baraja después del corte, ndtese que
hay n posiciones para colocar estas k cartas y una vez que se eligen estas posiciones, se puede
conocer el orden de las cartas, ya que al tener __ ... _ posiciones donde depositar k cartas,

——

n
una vez elegidas estas posiciones las n — k cartas restantes quedan automaticamente posicio-

nadas en el mazo. Por lo tanto, dado el valor de k£ se pueden obtener (Z) permutaciones.

(6)Esta simbologia se debe a que en inglés “Top” significa arriba y “Bottom” significa abajo.
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Véase que cada una de las permutaciones anteriores son igualmente probables. Supéngase
que se fijamos una permutacién o, ;cudl es su probabilidad? Debe recordarse el modelo con
el que se esta trabajando: se define el evento T' como las caidas de las cartas que pertenecen

(a+0)

caidas de las cartas que pertenecen al paquete inferior, con probabilidad

al paquete superior, entonces su probabilidad es y definamos el evento B como las

b
donde a es
(a+b)
el nimero de cartas en el paquete superior y b es el nimero de cartas en el paquete inferior,
de tal forma que a y b pueden variar desde el momento que se realice la primera caida.

Entonces, cuando se realiza un corte de k cartas en el paquete superior y n — k cartas en

el paquete inferior, la probabilidad de que la secuencia de caidas comience con T es — y la
n

(n — k)

probabilidad de que la secuencia comience con una B es para la primera.

Observése que el denominador para la probabilidad de la segunda caida se reducird en
1 y pasara a ser n — 1 independientemente de si la primera caida es una 7" o una B y el
numerador para el elegido en la primera posicion se reducird en 1 y sera k —1on —k — 1,
dependiendo de si la carta cae del paquete superior o inferior, respectivamente. Esto se repite
para cada posicion subsiguiente, por lo que los nimeros n,n —1,n —2,--- , 1 apareceran en
los denominadores lo cual da la idea de que la probabilidad contiene a n! en el denominador y
los nimeros k,k—1,--- ,1yn—k,n—k—1,---,1 apareceran en alguno de los numeradores,
por lo que k! y (n — k)! apareceran en el numerador cuando caiga la primera carta del mazo
superior y cuando caiga la primera carta del mazo inferior.

Dado que la probabilidad de cualquier secuencia de caidas (por independencia) es el

producto de estas probabilidades individuales, en todos los casos la probabilidad buscada
El(n —E)! . : : . . :
es —————, independientemente de si la secuencia de caidas comienza con el paquete
n!
superior o el inferior, con lo que se puede concluir que todas las permutaciones son igualmente

probables, porque se ha tomado una permutacion arbitraria.

Para hacer esto mas concreto, se analizara el siguiente ejemplo.

Ejemplo 5.3.6. Supdngase que hay cinco cartas y que k = 2. Ademas dadas dos secuencias
de caidas cualquiera, la probabilidad para todos los casos es la misma.

Desarrollo. De acuerdo a lo que se ha discutido en el modelo la probabilidad es

kElln — k) 2/(5—2)!
n! N 5!

213!

5

1

10
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Ahora se consideran dos secuencias de caidas cualquiera, sabiendo que inicialmente la

probabilidad de que una carta este en el paquete superior es de £ y que este en el paquete

inferior es —:

1. Sea T, B, T, B, B la primera secuencia de caidas.

De acuerdo al modelo, se tiene que:

ot o 4
| o T
Wl
—| =

por independencia se multiplican las probabilidades y se tiene que

(5) (1) (B oo=1

2. Como un segundo ejemplo, véase la secuencia B, T, B, T, B

De acuerdo al modelo, se tiene que:

1=

en donde su probabilidad seria:

3 1 2 1 1

NG E) (5 o=

5 2 3 2 10
Como vemos en el ejemplo dadas dos secuencias de caidas distintas se obtiene el mismo
resultado. [

En resumen, la probabilidad de obtener una permutaciéon o, la cual se obtiene cuando la
posicion del corte es k, es

kl(n — k)! 1

=~ (Z) (5.9)

Exactamente una de estas permutaciones sera la identidad. Las demés tendran dos suce-

siones ascendentes: una de longitud &, seguida por una de longitud n — k. La probabilidad de

. . ny 1 . . .
tener k cartas en la mitad superior es R se sigue que si 1 <k <n—1ysioesuna
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permutacién con dos sucesiones ascendientes o (1), - ,0(k) y o(k+ 1), -+ ,0(n), entonces
la probabilidad de obtener ¢ en un solo riffle es:

()—@—

Por otro lado, para cualquier k entre 1 y n— 1, la probabilidad de obtener la permutacion

identidad es también —, porque simbolizarfa que se dejan caer todas las cartas del mazo

inferior primero y luego las del mazo superior, con cada carta equiprobable y este calculo es
el mismo que se ha realizado anteriormente.

Ahora, si se deja que k varie de 0 a n, la probabilidad de no barajar el mazo, es decir,
cuando se dejan caer las cartas del paquete inferior primero y luego las del paquete superior
(ya que asi caerfan en el mismo orden), para cada k se tiene

k=0, k=1, -+, k=n—-1, k=n
1 1 1 1
omn ? on ) ) on ’ on
Sumando las probabilidades por cada uno de los casos, se concluye que la probabilidad
1
de obtener la permutacion de la identidad es (n2—: )

Por lo tanto, se tiene el siguiente modelo del barajado de Gilbert-Shannon-Reeds como
un paseo aleatorio sobre S,,.

Proposicion 5.3.7. El barajado de Gilbert-Shannon-Reeds corresponde a un paseo aleatorio
sobre S, inducido por la distribucion de probabilidad P definida por

((
n+1) _
o sto=1;
_J1 . . -
P(o) = o st o tiene exactamente dos sucesiones ascendentes;
0, caso contrario ;

Observése que la permutacién o = (1 2) corresponde a la accién de cortar el mazo en la
carta superior y soltar todas las cartas excepto una de la mitad inferior primero, en donde
las imdgenes son o(1) = 2, 0(2) = 1, 0(3) = 3, 0(4) = 4, ---, o(n) = n, entonces las
secuencias de imagenes son (2) y (1 3 --- n). Por otro lado, la permutacién ¢/ = (12 -+ n)
que corresponde a la accion de cortar el mazo en la ultima carta y dejar caer primero la
mitad superior completa, tiene como imdgenes a o(1) = 2, 0(2) = 3, 0(3) = 4, o(4) = 5,
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-+, 0(n) =1, en donde, las secuencias de imagenes son (23 --- n) y (1). Con lo anterior se

puede concluir que las permutaciones (1 2) y (1 2 --- n) tienen exactamente dos secuencias
de caidas.
De lo anterior se puede concluir que (1 2) y (12 --- n) generan al grupo, ademds se

encontré que P(Id) > 0, por lo tanto por la Proposicién 5.2.5 el paseo aleatorio asociado con
el modelo de Gilbert-Shannon-Reeds es ergddico, lo que permite a afirmar que jla repeticion
aleatoria de rifles aleatorizara el mazo!
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Conclusiones

Con este trabajo se concluye que:

1. El desarrollo de la Teoria de Caracteres y las relaciones de ortogonalidad, fueron ele-
mentos que ayudaron a comprender el Anélisis de Fourier en grupos Finitos, debido a
los alcances que tiene el Producto Convolucion en el estudio de la Probabilidad y los
Paseos Aleatorios sobre grupos finitos.

2. El vinculo entre la Probabilidad y la Teoria de Representaciones de Grupos Finitos se
establece cuando se demuestra que una funciéon de probabilidad P pertenece al Alge—
bra de Grupo L(G), lo cudl permitié establecer una interpretacion estadistica bastante
natural para la convolucién de probabilidades.

3. Aplicar la Teoria de Representaciones de Grupos Finitos al estudio de los barajados de
cartas, permitié modelar la probabilidad que una carta se encuentre en una posicion
aleatoria en el mazo, esto se hizo por medio de varios modelos como el Top-to-random,
las Transposiciones Aleatorias y el modelo de Gilbert-Shannon-Reeds, siendo este tltimo
un modelo mas cercano a la realidad en el juego de cartas.

Por tltimo se espera que este trabajo sirva como herramienta en el estudio de la Teoria
de Representaciones de Grupos Finitos y que pueda motivar a otras personas en la facul-
tad Ciencias Naturales y Matematica de la Universidad de El Salvador, a continuar con la
investigacion de las aplicaciones de este tépico en otras areas de la ciencia.
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