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Introduccion

En el ano 1843, sir William Hamilton inventé la nocién de un sistema con tres partes
imaginarias y una real, el cual se convertiria en el algebra de los cuaterniones. Desde su
descubrimiento, los cuaterniones se han abierto camino en distintas areas. Primero, los
cuaterniones unitarios sobre la S? esfera se han utilizado para la representacién de las
rotaciones tridimensionales. En teoria de niimeros, proporcionaron una demostracién para
el teorema de los cuatro cuadrados enunciado por Lagrange. Los cuaterniones también han
sido utilizados en areas como los graficos por computadora y en el campo de la robdtica.

Nuestro proposito sera explorar las propiedades basicas de los cuaterniones, como punto
inicial; estudiar su analogia con los nimeros complejos, y finalizar nuestra investigacion
presentando una aplicacién muy importante y recientemente descubierta: la representacién
de la geometria tridimensional de las proteinas.

En el capitulo 1, estudiaremos la estructura algebraica de los cuaterniones y la relacién
que poseen con las rotaciones tridimensionales, las cuales podemos caracterizar por un solo
cuaterniéon gracias a la correspondencia que existe entre SOs, el grupo de matrices orto-
gonales, y S?. Adem4s, debido a la dificultad para visualizar un cuaternién, se estudiaran

métodos de visualizacién de los cuaterniones unitarios a través de proyecciones hacia R3
y R2.

En el capitulo 2, estudiaremos la geometria diferencial de curvas, principalmente el triedro
de Frenet-Serret, el cual nos permitira asociar un sistema de referencia a cada punto de
una curva parametrizada diferenciable, y conocer como se comporta la curva en el espacio.

Finalmente, en el capitulo 3, definiremos los marcos de referencia cuaternionicos, y esta-
bleceremos su relacion con el estudio de la estructura secundaria de proteinas. Veremos
que es posible asociar un cuaternién a un triedro por medio de una rotacién que va desde
el triedro o marco identidad hacia el triedro deseado, a través de la denominada aplicacion
cuaternionica.






Metodologia

A continuacién se describen los aspectos mas importantes del presente trabajo de investi-
gacion:

1. Tipo de investigacion:
Este proyecto de investigacion tiene las siguientes caracteristicas:

e Bibliografico: ya que se ha hecho una recopilacién de libros y textos para obte-
ner suficiente informacién sobre cuaterniones, y asi poder presentar un trabajo
coherente y con informacion importante.

2. Forma de trabajo:
Se tuvieron reuniones con los asesores del trabajo para tratar diferentes aspectos de
la investigacion, como estudiar y discutir la teoria, y como abordar las presentaciones
y desarrollo de la investigacién.

3. Exposiciones:
Se realizaron dos exposiciones, la primera para la presentacion del perfil del trabajo
de investigacién, y la segunda la presentacién final del trabajo.






Capitulo 1

Cuaterniones

«KEs por légica que probamos, pero es por intuicion que descubrimos. Saber

criticar es bueno, saber cémo crear es mejor.»

Henri Poincaré

Los cuaterniones surgieron historicamente de los intentos de Sir William Rowan Hamilton,
a mediados del siglo XIX, por generalizar los niimeros complejos en una forma que fueran
aplicables al espacio tridimensional (3D). Ya que los complejos poseen dos partes, una
parte que es un nimero real ordinario y una parte que es «imaginaria», Hamilton primero
conjeturd que necesitaba solamente una componente «imaginaria» adicional. El luché por
anos intentando darle sentido a un sistema algebraico ineficaz conteniendo una parte real y
dos imaginarias. En 1843, a la edad de 38 anos, Hamilton ideo6 la nocién de un sistema con
tres partes imaginarias, que se convirtio en el algebra de lo que ¢l llamé «cuaterniones».

En este capitulo hablaremos de las propiedades béasicas de los cuaterniones, su estructura
algebraica, su relacion con las rotaciones tridimensionales, cémo son visualizados, y algunos

ejemplos de su utilidad (ver (HC, 2006), (ML, 1979) y (DMM, 1998)).



1. CUATERNIONES

1.1. Estructura algebraica

Iniciaremos estudiando las propiedades algebraicas de los niimeros complejos, principal-
mente las diferentes representaciones de la suma y el producto complejo, y sus represen-
taciones graficas. Seguidamente, estudiaremos la estructura algebraica de los cuaterniones
y el comportamiento del producto de cuaterniones y el producto escalar.

1.1.1. Algebra de nimeros complejos

Los niimeros complejos son una extension de los niimeros reales. Frecuentemente resolve-
mos ecuaciones lineales en las cuales obtenemos como resultado ntimeros reales, pero este
no es el caso cuando resolvemos la ecuacién z? = —1, en la cual nuestra solucién no se
encuentra dentro de este conjunto, y es entonces que extendemos el sistema de niimeros

para poder dar solucion a esta ecuacion.

Definicién 1.1.1. Un numero complejo es una expresion de la forma a + bi, donde a y b

son niimeros reales, e i satisface que i* = —1.

Al conjunto de los nimeros complejos lo denotaremos por C. Con la suma usual y la
multiplicacion por escalares reales, este conjunto puede ser visto como un espacio vectorial
de dimensién 2 sobre los nimeros reales, con base {1,7}. También podemos dotar a este
conjunto con una operacion de multiplicacion. A continuacién, mostramos sus diferentes
representaciones:

1. Coordenadas cartesianas: z = = + 1y

2. Forma polar: z = re?? = r(cos() + isen(0))

3. Matriz de 2x2: z = [ Ty ]
Yy x

4. Matriz de 2x1: z = [ i ]

En la forma polar, la representacion grafica de un ntimero complejo x + iy es un vector
que parte del origen y llega hasta el par ordenado (x,y) (ver Figura 1.1).



1.1 Estructura algebraica

Figura 1.1: Representacién polar de un nimero complejo.

Por el teorema de Pitagoras, la cantidad r mostrada en la figura, que es la longitud del
vector que une al origen con el par ordenado (a,b), es 7 = Va? + b%. A esta longitud se le
llama mddulo de un nimero complejo.

La suma de niimeros complejos se puede representar de las maneras siguientes:

1. 21+ 29 =

2. 21+ 29 =

z1+ 29

z1+ 29

rief 4 roet

|
-

(X1 4+ iy1) + (22 + 1y2) = (21 + 22) +i(y1 + y2)

02
1 —UhN } + [ T2 —Y2 }
Yy Yo T2

r1+x2 —(y1+ o)
Y1 +yY2 T+ 2o

2]+
n Y2

$1+IE2}

L Y1t Y2

Observacion 1.1.1. De los numerales 3 y 4, podemos ver que para poder sumar dos

numeros complejos es necesario que ambos se encuentren en la misma representacion.



1. CUATERNIONES

Utilizando la notacion vectorial, podemos representar graficamente la suma de dos niimeros
complejos como sigue:

’}i T = (z1,91)

T =T+ Y = (x1+ T2 01 + 1)

> X

7 = (22,92)

Figura 1.2: Representacion vectorial de la suma de dos niimeros complejos.

De igual manera, mostramos a continuacion las formas de representacién de la multipli-
cacion compleja:

L. z120 = (21 +iy1) (22 + i) = (2172 — Y1y2) + i(21y2 + T2u1)

2. 2129 = r1e01ryei®? = riryet01102)
1 —Hh T2 —Y2

2 = Y Y

Y1 T Y2 T2

_ | T1T2 — Y1y2 —(x1y2 + T2y1)
T1Y2 + Ty T1T2 — Y1Y2

. [ 1 —YhN ] [ T2 }
Z1R%9 — T
A L Y1 1 Y2
_ [ T1T2 — Y1Y2
| T1Y2 + T2U1

Ademas de las representaciones anteriores, podemos definir la multiplicacién compleja co-
mo sigue:



1.1 Estructura algebraica

1. En forma cartesiana:

(x1,y1) * (T2, y2) = (122 — Y1Y2, T1Y2 + T2Y1)

2. En forma polar:
(71,01) * (12, 02) = (1179, 01 + 05)

La forma polar esta relacionada con una aplicacién logaritmica, y se sigue de la igualdad
log(z) = log(r) + 10 + 2nmi, n € Z, con log(z * z2) = log(z1) + log(z2), que el médulo de
un niimero complejo en términos del producto con su conjugado es ||z||* = 2z = 2? + y2.
Luego, si restringimos a z, 7 € C a las condiciones de longitud unitaria

(91)2 =1

|(1’17y1)||2 2(951)2
| (12)* = 1,

+
2+
podemos enunciar lo siguiente:

Observacion 1.1.2. FEl producto de dos niumeros complejos sobre la circunferencia uni-

taria se mantiene sobre la circunferencia unitaria.

La circunferencia unitaria, denotada por S!, es la circunferencia formada por todos los
nimeros complejos con norma igual a 1.

Gréaficamente:

Figura 1.3: Representacion gréafica del producto complejo en la circunferencia unitaria.
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En efecto, podemos verificar que:

Iy I

= ||(:t:1,y1)||2||(:r2,y2)
1,

||(‘r17 yl)(an y2)

lo que demuestra el enunciado.

1.1.2. Algebra de cuaterniones

Los cuaterniones son un sistema numérico que extiende a los niimeros complejos de la
misma manera en que los complejos extienden a los reales. Una propiedad muy importante
de los cuaterniones es que la multiplicacién no es conmutativa. Iniciaremos nuestro estudio
con la siguiente definicién.

Definicién 1.1.2. Un cuaternion es una expresion de la forma a + bi + cj + dk, donde
a,b,c,d son nimeros reales, e i,j,k satisfacen que i2 = j?> = k* = ijk = —1.

Por analogia con los niimeros complejos, dado un cuaternién ¢ = a + bi + ¢j + dk, la parte
bi+ c¢j + dk es llamada parte imaginaria de q, y a es llamada la parte real de q. Lo anterior

quiere decir que tanto los niimeros reales como los imaginarios son subconjuntos de los
cuaterniones.

El conjunto de los cuaterniones, denotado por H, también puede ser visto como un espacio
vectorial de dimensién 4 sobre los niimeros reales, con base {1, 7, j, k}, y un espacio vectorial
de dimensién 2 sobre los complejos, con base {1,5}.

Un cuaternion puede ser escrito también como un vector real de dimensién 4: si tomamos
q=a+bi+cj+ dk € H, entonces ¢ = (a,b,c,d) € R%.

Podemos definir las siguientes operaciones sobre H:

Definicién 1.1.3. Sean p,q € H.

1. Suma de cuaterniones:
p+q = (po+pii+p2+psk) + (g + @i+ g+ gsk)
= (Po+ qo) + (p1 + @)i+ (P2 + )i + (ps + ¢3)k
= (po+q) + (P +q),
donde p = p1i+ poj + psk y q = qii + ¢2j + gsk.

10



1.1 Estructura algebraica

2. Producto por escalar:

Sea A € R. Luego:

Ag = /\(QO,Q1,Q27Q3)
= (Ao, A\G1, A\G2, Ag3)
= (Ao, Aq).

3. Multiplicacion:

p*xq = (po,p1,p2,p3) * (C_Io,ql,%,%)

Podo — P1q1 — P2G2 — P3qs3
P19o + Poq1 + P2gs — P3qa
P2qo + Pog2 + P3q1 — P14g3
P3qo + Pogs + P1q2 — P21

= (Pogo — P @ Pogd+ P+ P X q)

4. Producto interior:

p-q = (poapl,pmps) ) (QO>Q1,C]2,Q3)
= Poqo + P1G1 + P2G2 + P3q3
=PoGo + P q

5. Conjugacion:

7 = (q,—q, 9, —)
= (CZOa _q)

6. Modulo:

gl = V@ + & + ¢ + ¢

11
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Observacion 1.1.3. Las operaciones 1 y 2 demuestran que H es efectivamente un espacio

vectorial sobre los reales.

Los cuaterniones proporcionan una herramienta poderosa y Unica para caracterizar las re-
laciones entre los marcos de orientacion tridimensionales que los mismos ejes ortonormales
y sus representaciones tradicionales no son capaces de caracterizar.

De la definicién 1.1.3, tenemos que: p * ¢ = (pogo — P - 4, Pod + QP + P X q); 0 més
explicitamente:

[p * Q]o Poqo — P1q1 — P292 — P3G3
prg= | P*d | | Protpoty+ p2ts — psto
[p * ql, P29o + Poqz + P3g1 — P1G3
[p*qly P3qo + Pogs + Prgz — P2

De la misma forma que con los niimeros complejos, podemos representar a un cuaternién
q = (qo,q1, @2, q3) de forma matricial, como sigue:

G —q1 —q2 —G3
| @1 Qo —gq3 Q2

Q q2 g3 G —q1
qg3 —q2 1 qo

Asi, obtenemos dos representaciones méas para el producto de cuaterniones:

Po —P1 —P2 —DP3 4o

P1r Po —P3 D2 q1
° xqg = Pg=
b= 1 P2 P3 Po —D1 q2
b3 —PpP2 D1 DPo q3
Po —P1 —P2 —DP3 G —q@1 —G¢2 —q3
e prqg=PQ= Pr Po —P3 D2 g1 4qo0 —g3 Q2
P2 P3 Po —D1 q2 g3 G —q1
pPs —P2 D1 Po qg3 —q2 1 4o

Notemos que para ¢, = q3 = 0 obtenemos la multiplicacién compleja caracterizada ante-
riormente, y el hecho de que P es una matriz ortogonal ya que se verifica que PTP = I,.
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1.1 Estructura algebraica

Observacion 1.1.4. Eziste una representacion de los cuaterniones por dngulo medio, la

cual viene dada de la siguiente forma:

() a0 (2)

donde i € R? y 0 caracterizan el eje y dngulo de una rotacidn, respectivamente, como se

verd mas adelante.

Ahora, veamos el comportamiento del producto interior de cuaterniones, el cual esta de-
terminado por el dngulo relativo ¢ entre las dos direcciones sobre S, la esfera unitaria en
R%.

0\ 0 0\ 0’ . .
Sean p = (cos <§> ,nsen <§)) yq= (cos (5) ,n'sen (5)) El producto interior de
estos dos cuaterniones, en su representacion de angulo medio, sera:
0 o' e 0 o'
-q =cos| = |cos|— nn'sen | - | sen | —
b 2 2 2 2
= cos(9).

Por otro lado, para el médulo del producto tenemos que:

p*q|* = (pogo—P-q)*+ (pod+ qP +P X q) - (Pod + gop + P X q)

= (p0)*(q0)* — 2pogop - 4 + (P - 4)? + (poa + qop)* + P*a* — (p - q)*
= (p0)*(9)* + (90)’P* + (p0)*a* + P*q?
= ((po)* +p*)((90)* + %)

= [Ipl[*llql|*.

Asi, [|p * q|* = [|p|[?|lq]*.

Con base en lo anterior, similarmente a lo que sucede con los niimeros complejos, podemos
enunciar lo siguiente:

13



1. CUATERNIONES

Observacién 1.1.5. S? es invariante con respecto a la multiplicacidn.

Graficamente:

Figura 1.4: Representacion grafica del producto de cuaterniones unitarios.

Otra representacion en forma matricial de los cuaterniones viene dada por:

donde z,w € C. Por medio de esta representacion es facil ver que H es un espacio vectorial
real de dimension 4 con base

(o )= 0 )= (S =0,

Con base en esto, si 2z = x + 1y, w = u + v € C, entonces un cuaternion q puede ser
escrito también como ¢ = z + wy, y la multiplicacién de dos cuaterniones ¢i, ¢o queda
completamente determinada por:

Gt1g2 = (21 + wij)(z2 + waj)
= (leg — wlwg) + (leg + wlzg)j.

Veamos que (z + wj)(z — wj) = ||z||* + [Jw|[?, con lo que obtenemos una representacion
explicita para el inverso de un cuaternion g:

1 zZ—w)j

-1 N\ —
¢ =tw) =
[[2]|? + [Jw]|?

14



1.2 Rotaciones

1.2. Rotaciones

Una rotacion es una transformaciéon rigida en el plano que consiste en girar una figura
alrededor de un punto o una recta. Para rotar una figura es necesario indicar tres elementos:
el angulo de giro, el sentido y el centro de rotacion.

Se ha descubierto que los cuaterniones unitarios proporcionan una notacién matematica
para representar las orientaciones y rotaciones de objetos en tres dimensiones. Comparados
con las matrices de rotacion, estos son mas eficientes. Ademas, sabemos que los cuater-
niones son una generalizaciéon de los nimeros complejos, por lo que es de esperarse que
sus comportamientos sean similares. Iniciaremos nuestro estudio de las rotaciones, tanto
en dimensién dos como en dimension tres, poniendo especial énfasis en como los ntimeros
complejos proporcionan una representacion para las rotaciones en el plano bidimensional,
y los cuaterniones en el plano tridimensional.

1.2.1. Grupos matriciales

Antes de entrar al estudio de las rotaciones, introduzcamos algunas definiciones importan-
tes.

Entre los subgrupos matriciales més importantes tenemos (ML, 1979):

1. Grupo especial lineal: SL,(R) = {A € GL,(R) : det(A) = 1}. Notemos que
SL,(R) C M,(R) es cerrado.

2. Grupo ortogonal: O0,(R) = {4 € GL,(R) : AAT = ATA = [,,}. En las mismas
condiciones que SL,(R), se cumple que O,(R) es cerrado en M,(R).

3. Grupo ortogonal especial: SO,(R) = {A € O,(R) : det(A) = 1}.

Una forma de caracterizar O,, es por medio de las isometrias. Una isometria es una apli-
cacion o transformacién geométrica que preserva las distancias existentes entre longitudes
y angulos. Asi, O, es el conjunto de todas las isometrias en el espacio euclidiano R"™ de
dimensiéon n que fijan al origen. Tenemos el siguiente lema:

Lema 1.2.1. Cada elemento de O,, que fija un subespacio de dimension k puede ser escrito

como producto de a lo sumo n — k refleviones'.

'Para ver con més detalle revisar (CS, 2003, pag. 6).
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1. CUATERNIONES

Demostracion. Antes de iniciar con la demostracion, definiremos una reflexion como la
transformacién x — t — x; con t,z € R". Ahora, sea a una isometria y sea v un vector
que no queda fijo por la accién de a. Entonces, existe w € R™ tal que a(v) = w. Luego, la
reflexién en v — w retorna a w de vuelta a v, mientras fija cualquier vector v fijado por «,

y de estas reflexiones tendremos en total n — k, una por cada vector no fijado por a. [

La matriz que determina una reflexion bidimensional es la siguiente:

cost  sen(6)
( sen(f) —cos(0) ) '
Ya que el determinante de una reflexiéon es —1, entonces el determinante de cualquier
elemento de O,, es +1, ya que hemos definido que los elementos que cumplen con tener
determinante igual a 1 son los de SO,,. El producto de dos reflexiones cualesquiera r, s
es una rotacién simple que rota al plano generado por r y s un determinado angulo, y

fija el espacio de dimensién n — 2 ortogonal al plano. Agrupando las reflexiones en pares,
podemos ver que SO,, esta generado por todas esas rotaciones simples.

1.2.2. Rotaciones bidimensionales

En este apartado haremos un estudio de cémo funcionan las rotaciones en el plano bidimen-
sional y como los niimeros complejos pueden ser de gran ayuda para caracterizarlas, y asi
poder hacer la analogia de los cuaterniones con las rotaciones en el espacio tridimensional.

Sea v un vector en el plano cartesiano definido por sus componentes z e y, denotado por
v = (z,y)T. La operacién de rotacién del punto sefialado por este vector alrededor de un
eje de giro puede escribirse siempre como la accién de un operador lineal actuando sobre
el vector:

Rv =1,

Las rotaciones bidimensionales son efectuadas por la accién por evaluacién de SO5(R) en
R2. En efecto, si v = (z,y)T, entonces:

] =moly]

<[ oty )] =]

[ zcos(0) — ysen(0) }
| xsen(0) + ycos(0)
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1.2 Rotaciones

donde Ry (f) es una matriz de rotacién, y 2/, y' son los vectores z, y tras aplicar la rotacion.

Ademas de la forma matricial, las rotaciones en dos dimensiones pueden ser representadas
usando numeros complejos unitarios, ya que geométricamente la multiplicacion por un
nimero complejo unitario z es una rotacion del plano.

Ahora, sea z = x + iy un nimero complejo. Su vector rotado 2z’ por un dngulo 6 tendrd la
forma que se presenta a continuacion:

2 = ez +iy)
= (xzcos(0) — ysen(d)) + i(zsen(d) + ycos(h)).

0 0
Sean A = a? — b?, B = 2ab. Tomando a = cos <§) y b= sen (—):

2
4= (5) =t (5)
— cos(6).
5 = (2) e (2)
= sen(9).

Con base en esto, podemos ver que la matriz de rotacién queda invariante:

[ a2 -1 —2ab
Ry = 2ab  a® —b? }

_ [ cos(0) —sen(d) ]
| sen(0) cos(f) |-

Notar que det(Ry) = A? + B? = 1, con lo que obtenemos la siguiente propiedad:

Propiedad 1.2.1.

det(Ry(a,b)) = (a® — b*)* + (2ab)* = (a®> + b*)* =1

17



1. CUATERNIONES

La versién compleja de las rotaciones bidimensionales se sigue de la exponencial del angulo

medio:
= cos 5 + 1sen 5

=a + ib,

a
N

donde e'z¢e'z = ¢,

Al principio vimos que las rotaciones cumplen con ser una isometria ya que preservan las
distancias de angulos y longitudes. Otra clase de isometria euclidiana son las reflexiones.
Estas se ven ejemplificadas por ' = x y /' = —y, que es la reflexion correspondiente a la
conjugacion compleja x + iy = x —1y. Considerando esto, obtenemos el siguiente teorema:

Teorema 1.2.1. Si u € C es unitario, entonces la aplicacion z — uz es una rotacion, y

z = uz es una reflexion (CS, 2003, pag. 12).

Las matrices de ambas transformaciones son
cos)  —sen(0) cos)  sen(0)
sen(f)  cos(0) Y sen(f) —cos(0) )’

respectivamente, y cuyos determinantes son 1 y —1, lo cual demuestran que pertenecen
respectivamente a SOy y Oy —SO,. Mas atin, cada elemento (a;;) de O; es de uno de estos
dos tipos. De la primera condicién de ortogonalidad obtenemos que a2, +a?, = 1, de donde
aj; = cos(0) y ayo = sen(f), para algin angulo . Las condiciones restantes implican que
as; = Fsen(0) y asys = £cos(f). Con esto hemos identificado los grupos ortogonales de
dimensién dos:

Teorema 1.2.2. SOy consiste de todas las multiplicaciones z — uz por complejos uni-
tarios, mientras que Oy consiste de estas en conjunto con las aplicaciones z — uz (CS,

2003, pdg. 12).

Esto provee una identificacion topoldgica de SO, como el circulo de angulos reales 6
considerado en médulo 27. Os posee dos componentes, cada una de las cuales es un circulo.
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1.2 Rotaciones

1.2.3. Cuaterniones y rotaciones tridimensionales

Al igual que SO5(R), los elementos de SO3(R) cumplen la propiedad

10
RsRF =10 1
00

— o O

donde R3 € SO3(R).
Una propiedad adicional que tienen estas matrices es la siguiente:

Propiedad 1.2.2. La matriz Ry € SO3(R) tiene un dnico vector propio real (Euler), y
asi las rotaciones tridimensionales pueden ser descritas por una matriz de rotacion final
R3(0,m).

Uno de los teoremas mas importantes para las rotaciones tridimensionales se lo debemos a
Leonard Euler. Este teorema nos permite caracterizar las rotaciones tridimensionales por
un unico eje de rotacién y un tnico angulo de rotacion.

Teorema 1.2.3. (Teorema de rotaciéon de Euler.) Sea R € SO3(R). Luego, eziste

un vector distinto de cero v satisfaciendo que Rv = v.>

Demostracion. Observemos que si A = %(R — R"), entonces RA = AR. Para ver esto no-
temos que R~! = RT y asi R conmuta con R— RT, y por tanto con A. Como consecuencia,
si v estd en el nucleo de A, tenemos que A(Rv) = R(Av) = 0, lo cual muestra que Rv estd
el nicleo de A.

Si A # 0, notemos que A toma la forma:

0 a12 —asz
A= 1| —ap 0 a3
a1 —agz 0O

Si tomamos v = (ag3, asy, ai2)’, entonces v # 0y Av = 0 es una identidad; es decir que
A tiene ntcleo no trivial. Su forma garantiza que si es distinta de cero, tiene rango de al
menos 2, y ya que A tiene ntcleo distinto de cero, su rango debe de ser exactamente 2, y

entonces v genera al nicleo. Como ||Rv|| = ||v||, entonces Rv = +v. O

2En (CS, 2003, pag. 26) podemos encontrar una prueba grifica de este teorema.
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1. CUATERNIONES

Recordemos que la norma del producto de cuaterniones es el producto de sus normas. Esto
nos permite definir la aplicacion v — q1vgs, la cual es una semejanza del espacio euclideo
de dimensién 4 que multiplica las longitudes por +/||q1|| ||gz2||, ¥ esta es una congruencia
si ||q1]| |lg2|| = 1. Si dejamos fijo v = 1, también fijamos el espacio tridimensional perpen-
dicular a 1, donde los elementos son vectores de la forma zi + yj + zk, es decir, sin parte
real. Ya que la condicién para esto es ¢q; - ¢o = 1, obtenemos el siguiente teorema:

Teorema 1.2.4. La aplicacion q : v — ¢ ‘vq es una congruencia del espacio euclideo

tridimensional.

De hecho, esta congruencia es una rotacion simple; es decir, fija un vector. Segun el teorema
de rotacion de Euler, el producto de dos rotaciones simples es otra rotacién simple.

Veamos un resultado importante que nos muestra una relacion entre las rotaciones tridi-
mensionales y los cuaterniones (ML, 1979, pag. 61), la cual nos serd de gran utilidad mas
adelante.

Teorema 1.2.5. Sea H,, = {¢ € H | go = 0} el conjunto de cuaterniones puros. Para cada

cuaternion q # 0, la aplicacion

pg: H—H
q+— qpqg!

es una rotacion en SO(H) = SO4(R), cuya restriccion al espacio H,, = {p € H|gp = 0} de
cuaterniones puros es una rotacion en SO(H,) = SO3(R). Reciprocamente, cada rotacion

en SO3(R) es de la forma

pe(p) = apq ",

para algin cuaternion q # 0 y para todo p € H,. Mas ain, si dos cuaterniones distintos

de cero q y ¢ representan la misma rotacion, entonces ¢' = \q para algun X\ # 0 en R.

A primera vista esta correspondencia entre cuaterniones y rotaciones es «oco a 1» ya que
todos los multiplos escalares distintos de cero de un cuaternién dado caracterizan la misma
rotaciéon. Reducimos esta multiplicidad restringiendo a los cuaterniones unitarios (como
hemos venido estableciendo), y asf la hacemos «2 a 1» ya que ¢ y —¢ caracterizan la misma
rotacion.

Las siguientes matrices realizan rotaciones de vectores alrededor de los ejes x,y, 6 z en el
espacio tridimensional.
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1.2 Rotaciones

Rotacién respecto al eje x:

1 0 0
R,=| 0 cos(f) —sen(h)
0 sen(0) cos(0)

X

Figura 1.5: Rotacién respecto al eje x.

Rotacién respecto al eje y:

cos(d) 0 sen(0)
R, = 0 1 0
—sen(f) 0 cos(0)

/[

X

Figura 1.6: Rotaciéon respecto al eje y.
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1. CUATERNIONES

Rotacién respecto al eje z:

cos(f) —sen(f) 0
R, = | sen(f) cos(d) 0O
0 0 1

x/\

Figura 1.7: Rotacién respecto al eje z.

Gracias al teorema de Euler, sabemos que toda rotacion tridimensional la podemos repre-
sentar por una sola matriz de rotacién R(6,1), donde fi es un vector propio de R(6, ).
Podemos construir R(#, i) como sigue:

1. Sea f = (cos(a)sen(B), sen(a)sen(B),cos(f5)), con 0 < a <271y 0 < B < 7, que
denota el eje fijo sobre el cual se desea rotar, parametrizado en coordenadas esféricas.

z

=

X

Figura 1.8: Definicién de un eje de rotacién fi cualquiera.

~

2. Definamos z como el vector columna (0,0,1)”, y notemos que n = R,(a)R,(3)z.

3. Para construir la matriz de rotacion, transformamos n en z, rotamos z usando la
matriz elemental R,(0).
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1.2 Rotaciones

X

Figura 1.9: Transformacién del eje i en el vector Z.

Luego, regresamos z de vuelta a la direccién n (donde iniciamos).

z

T

Figura 1.10: El eje f1 regresa a su posicién inicial.
Asi, obtenemos la siguiente expresion para la rotacion alrededor del eje i :

R(6,1) = R.(a) Ry (B)R.(0) R, (B)RI(a).

. Reescribiendo las componentes de n como

n = (cos(a)sen(f), sen(a)sen(3), cos(B)) = (n1,na,n3),
encontramos la matriz de rotacién en la direccién n :
c+ (n)*(1—c) mnna(l —c) —sng ninsz(l —c) + sny

noni(1 —c)+sng  c+ (n2)*(1 —c¢) nang(l —c) — smy

nani (1 —c) —sny nana(l —c)+sn; ¢+ (n3)*(1 —c)

R(0,7) =

Y

donde ¢ = cos(f), s = sen(f), n-n = 1 (por construccién), y R(6,n) -n = n, por
ser un vector propio.
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1. CUATERNIONES

Observemos que en cada subplano bidimensional debe haber una rotacién tridimensional
que corresponde a la forma del angulo medio. Por ejemplo, con n; = ny = 0 debemos tener
que n3 = 1, y asi:

cos(d)  —nssen(d) 0
R, = | nssen(d) cos(d) 0O
0 0 1

a?—b —2ab 0
= 2ab a?—=5b 0
0 0 1

Haciendo la sustitucién 1 — ¢ = (a® + b%) — (a® — b*) = 2b?, encontramos la expresién para
R(0,n):

a’ +b*(n? —n3 —n?) 20°n1ng — 2abns 2b%n3n, + 2abns
2b*n1ng + 2abns a® +b*(n3 —n? —nl) 20°nyng — 2abn, :
20°n3n, — 2abny 20°n9n3 + 2abn, a’ + b*(n2 —n3 —n?)

donde se ha utilizado el hecho que (n;1)? + (n2)? 4+ (n3)* = 1 para obtener que

—0% 4 20°(1)? = —((m1)* + (n2)? + (n3)*)b? + 2b%(n1)? = b*((n1)* — (na2)® — (n3)?).

Ahora, elegimos la siguiente parametrizacion para el conjunto de los cuaterniones variables
en la S? esfera:
0
Qo =a=cos|g

(3)
¢ =nb=nysen | =
2
(3)
g2 = n2b=mnasen | -
2
(3)
g3 = n3zb =ngsen 3 :
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1.2 Rotaciones

es decir, la parametrizacién por angulo medio de los cuaterniones. Asi, obtenemos una
representacion de la rotaciones tridimensionales en términos de cuaterniones unitarios:

B+ —G—a 20142 — 2qogs 2¢143 + 2qoq>

R(q) = 212 + 29005 @ -G+ B — @G 29203 — 29001
2173 — 2 20203 + 2 2 _ 02— g2 4 g2
q19s3 qdoq2 4293 doq1 o — 41 — 43 T qG3

Esta relacion entre los cuaterniones unitarios y las rotaciones tridimensionales la garanti-
zamos por el teorema 1.2.5.

Nuestro siguiente objetivo es hacer el proceso inverso: dada una matriz de rotacién R
queremos recuperar el vector propio i y el valor 6. Para esto procedemos como sigue:

1. Calcular los ejes: n puede ser encontrado haciendo uso del teorema de rotacién:

1 0 —agsen() assen(0)
3 (R—R") = assen(f) 0 —aysen(0)
| —azsen(f) aisen(0) 0
0 —c b
= c 0 -—a
| b a 0

Utilizando el teorema 1.2.3, encontramos que d = va? + b? + ¢?, y normalizando

obtenemos que n = 4 9 ¢
wen=\eava)

2. Célculo del angulo: de R(6,n) tenemos que Tr(R) = 1 + 2cos(#). Asi, el calculo
se completa teniendo que:

cos(f) = %(T’I’)R —1),

sen(0) = /1 — cos?(0).
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1. CUATERNIONES

1.2.4. Angulos de Euler y cuaterniones

Hay muchas maneras de parametrizar las matrices de rotacion estandar de 3 x 3. Nos enfo-
caremos en la versién angulo-eje R(#, ) y sus cuaterniones correspondientes ¢(6, n) = | cos

donde el vector propio de R puede ser parametrizado como un punto en S? por medio de
la siguiente expresion:

n = (cos(a)sen(), sen(a)sen(), cos(f)).

Muchos autores tratan las rotaciones como sucesion de rotaciones angulo-ejes. Las suce-
siones triples de rotaciones dngulo-eje se llaman, generalmente, representacion por dngulo
de Euler.

Entre las representaciones por angulo de Euler, tenemos:

e XYZ: es una de las sucesiones de rotaciones mas comunes ya que envuelve los tres ejes
cartesianos. La matriz de rotaciéon es cominmente escrita como:

aix G2 a13
nyz(oﬁﬁa’)/) :R(QJE)R(57§)R(77TZ\) = Q21 dAg22 (23 )

a31 Q32 as3

donde

ayy =cos(3)cos(7)

ajo =—cos()sen(y)

a3 =sen(p)

as; =sen(a)sen(f)cos(y) + cos(a)sen(y)

age =cos(a)cos(y) — sen(a)sen(B)sen(y)

cos(7y) + sen(a)sen(y)
ase =sen(a)cos(y) + cos(a)sen(B)sen(y)
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1.2 Rotaciones

Los cuaterniones correspondientes vienen dados por:

we o) (5) o) e G (s

q1

Qo cos

Il
w
m
S
A~
| Q
~——
o
S
@
7N

o)
~__
Q
S
@
/N
)
~——
_|_
o
S
@
A~
Do 9
N——
(Va)
@
S
7N
o | ™
~ ~—
2
S

(%) ( Jeos (3) = sen (5 eos (5 ) sen (3
= cos (5) cos (5 ) sen (3) o sen (5 ) sen (5 ) cos (3).

Notemos que para 8 = +7 tenemos una funcién sélo en a+ v 6 a —, respectivamente:

axy aE vy axy oty
cos , Sen , Ecos , Esen .
2 2 2 2

S
PR
@

Sl -

™
aj:_a >:
AR
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1. CUATERNIONES

1.3. Visualizacion de esferas

Ya que los cuaterniones unitarios no son mas que puntos sobre una esfera generalizada,
mostraremos las propiedades de las esferas iniciando por S! y concluyendo en S? y los
cuaterniones. Para esto necesitamos entender las formas en que las esferas pueden ser
vistas en una dimension menor a la que se encuentran.

Una esfera puede ser descrita como el conjunto de puntos que se encuentran a una distancia
constante respecto a un punto fijo, al que se llama centro de la esfera. Nosotros estamos
interesados en estudiar las esferas cuando su centro esta en el origen del espacio euclidiano.
Denotaremos por S™ a la esfera unitaria inmersa en el espacio euclidiano R™"*!. Cabe
destacar que cada una de las esferas S es la frontera de una «bola sélida» definida por
Bt = {x € R"™! | ||z|| < 1}, con lo que los puntos sobre la esfera poseen una dimensién
menor a la del espacio euclidiano en la que viven. Asi, para n = 1 tenemos lo siguiente:

Puntos sobre St Puntos en B2

8
8

El interior es hueco y los Se toman los puntos en el
puntos se encuentran a dis- interior y sobre la frontera.
tancia constante del origen.

Figura 1.11: Representacién gréafica de S' y B2.

Una esfera puede ser parametrizada usando la dimensién en la cual viven sus puntos. Asi,
por ejemplo, S! es una esfera en el espacio euclidiano bidimensional. A continuacién se
presentan algunos ejemplos de lo antes mencionado:

’ Descripcion \ Ecuacién \ Espacio base ‘
Sk (90)* + (@1)* =1 R
S (90)” + (@1)° + (g2)° =1 R
s® (90)* + (¢1)* + (q2) + (g3)* = 1 R*
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1.3 Visualizacion de esferas

En cada uno de estos casos podemos usar distintos métodos para ver las propiedades
geométricas de la esfera en su dimensién local. La idea béasica para visualizar una esfera
es que si tenemos un vector unitario podemos describirlo utilizando una dimensién menor
a la que se encuentra la esfera sobre la que vive. Esto nos ayudara més adelante a poder
visualizar los puntos sobre S?, es decir los cuaterniones unitarios, en la tercera dimensién,
y que nos sea mas factible estudiar sus propiedades.

1.3.1. Visualizacién de S!

Como ya hemos dicho, podemos describir a S' utilizando los pardmetros (qo, ¢1). Nuestro
objetivo es poder visualizar a S! como un segmento de recta, donde cada punto sobre el
segmento corresponda al valor de ¢ y el signo de ¢; determine en qué hemisferio de S' se
encuentra el vector. Esto lo haremos utilizando dos diferentes métodos.

Método de la funcién trigonométrica

Sabemos que las funciones seno y coseno satisfacen la ecuacién (go)?+(q1)? = 1, por lo que
podemos tomar la parametrizacién gy = cos(0) y ¢ = sen(f), para algin dngulo . Asi,
podemos utilizar los dos valores de ¢; = £4/1 — cos?(8) = £4/1 — g3 que dan solucién a
la ecuacién, para cada —1 < gy < 1, para representar cada punto sobre S'. Gréficamente,
se da lo siguiente:

Componente vertical (no visible)

Componente
> horizontal

—1 0 cos(9) +1 (visible)

Figura 1.12: Representacién de S! utilizando funciones trigonométricas.
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1. CUATERNIONES

Método de la raiz cuadrada

Recordemos que nuestro objetivo es visualizar a S' de tal manera que no dependa de
una vista bidimensional. Igual que en el caso anterior, buscamos una parametrizacion que
dependa unicamente de un parametro. Para esto, tomaremos la siguiente parametrizacién:

qo0

=1
q1 :ivl—tQ,

con —1 <t < 1. Graficamente, lo que sucede se muestra a continuacion:

Figura 1.13: Puntos de S! caracterizados por sus proyecciones.

En la figura 1.13 tenemos un punto en el circulo caracterizado por sus proyecciones (qo, q1)
hacia los dos ejes coordenados. En estas representaciones, notemos que para el mismo qq
el punto puede estar ya sea en el semicirculo superior (hemisferio norte) o en el inferior
(hemisferio sur). Distinguiremos esto dibujando la proyeccién con una recta punteada o
continua. Asi, la proyeccién horizontal y su representacion grafica determinan el vector
unitario 7 sin generar confusion entre los puntos sobre el hemisferio norte y los que se
encuentran en el hemisferio sur.
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1.3 Visualizacion de esferas

(Se deduce la componente vertical invisible)

-1 0 +1
— = o =— (o
B >0
Clases de lineas
alternativas si esta
arriba o abajo
Segmento de linea Borde Segmento de linea
do do
° L S ——
@ >0 ¢ =0 g <0
Hemisferio q = *1 Hemisferio
norte Ecuador sur

Figura 1.14: Visualizacién de S! en una dimensién inferior.

En la figura 1.14 sélo vemos dos copias de —1 < gy < 1 correspondiendo al signo posi-
tivo y negativo de la parametrizacién anteriormente realizada, y el ecuador (que son los
puntos gy = +1). Estos dos puntos, que constituyen la S° esfera satisfaciendo que z? = 1,
efectivamente unen las dos piezas que encierran el area invisible bidimensional.

1.3.2. Visualizacién de S?

Ya sabemos que cada punto sobre S? satisface la ecuacién:

(90)” + (@1)” + (q2)* = 1. (1.1)

Al igual que hicimos con S!, nuestro objetivo es poder visualizar a S? en una dimensién
menor a la que se encuentra (es decir, una visualizacién bidimensional).
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Método de la funcién trigonométrica

Para poder visualizar a S? por medio de funciones trigonométricas recurriremos las coor-
denadas esféricas. Este sistema utiliza las coordenadas (p, 6, ¢) para representar los puntos
P en el espacio tridimensional, donde p representa la longitud o médulo del vector ? que
va desde el origen hasta P, 6 representa el angulo medido desde la parte positiva del eje
x hasta la proyeccién ortogonal de 7 sobre el plano zy (en sentido antihorario), y ¢ re-
presenta el dngulo medido desde la parte positiva del eje z hasta el vector ¢ en direccién
al plano xy. El dominio de los dos angulos es: 0 < 6 <27y 0 < ¢ < 7. Graficamente, la
representacion de cada punto P es la siguiente:

z

Figura 1.15: Representacién de un punto en el espacio tridimensional en coordenadas
esféricas.

Ahora, para poder parametrizar una esfera de radio p utilizando los pardmetros (p, 6, ¢),
sin pérdida de generalidad, ubicamos la esfera centrada en el origen. Su representacion en
coordenadas esféricas sera:

z
.. ‘ p
e
U Y
T ,,9,,:.‘

Figura 1.16: Parametrizacién de una esfera en coordenadas esféricas.
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1.3 Visualizacion de esferas

Si utilizamos las identidades trigonométricas en los triangulos rectangulos formados por
los ejes y las proyecciones a los ejes, obtenemos que:

~—

x = pcos(0)sen(p

Entonces, ya que queremos parametrizar a S? en coordenadas esféricas, y sabemos que su
radio es constante e igual a 1, tendremos lo siguiente:

go = cos(f)sen(o)
¢ = sen(0)sen(o)
@ = cos(o).

Los vectores proyectados sobre un plano estédn determinados por sen(¢), y asi el valor de
g2 = cos(¢) puede ser conocido, y podemos, por ejemplo, trazar el vector como una linea
continua para el hemisferio norte y como una linea punteada para el sur. Veamos que

para el hemisferio norte se cumple que 0 < ¢ < g, con lo que cos(¢) > 0. Por otro lado,

0
para el hemisferio sur se cumple que 5 < ¢ <, con lo que cos(¢) < 0. A partir de esto,

podemos decir que la ubicacion del vector en cada hemisferio se encuentra completamente
determinado por el signo que toma cos(¢). En las siguientes figuras observaremos primero
cémo se da la proyeccién de un vector sobre S? hacia B2, y luego la visién bidimensional
final del vector proyectado.

a2 1
. ‘ P
< : 7 q1 . —> > 4o
Seisl @2 en el hentisferio norte
o """~ =
Figura 1.17: Proyecciéon de un vector Figura 1.18: Visualizacién bidimen-
sobre S? hacia B2. sional de S? sobre B?2.

La visualizacién es similar para el hemisferio sur, con la unica diferencia que el vector
proyectado es dibujado de manera discontinua.

33



1. CUATERNIONES

Método de la raiz cuadrada

Este método es andlogo al utilizado con S', con la diferencia que ahora pasaremos de una
visualizacién en tercera dimensién a una en segunda dimensién. En vista de lo anterior,
utilizaremos dos parametros «libres» y uno que dependa de los otros dos. Asi, si nombramos
a nuestros dos parametros como tq,to, obtenemos:

G =1t
G =t
G2 = +/1— (1) — (12)?,

donde #2 + t2 < 1 para que el valor de ¢, se encuentre bien definido.

Ya que la ecuacién cuadratica go = £4/1 — (£1)% — (£2)? tiene dos valores, uno positivo y
uno negativo, esto nos ayudara a poder identificar en qué hemisferio de S? se encuentra
el vector proyectado. Notemos que go = 0 es el ecuador, donde ¢3 + ¢ = 1. Mediante un
movimiento continuo desde el hemisferio norte hacia el hemisferio sur, el vector proyectado
se acerca al ecuador desde el hemisferio norte (donde ¢z > 0), lo toca en go = 0, y luego
invierte la direccién en la proyeccion cuando cruza al hemisferio sur (donde ¢, < 0).

En conclusion, el comportamiento de un vector 7 = (g0, q1, q2) € S* puede ser observado
por un vector bidimensional ¢ = (q0,q1), con 0 < H?’H < 1, tal que la componente
faltante g, siempre cumple que ||g2|| = /1 — (q0)% — (q1).

En la siguiente figura podemos observar la visualizacién bidimensional de cada uno de los
hemisferios y del ecuador en una dimension menor.

Disco lleno Disco vacio Disco lleno

g2 > 0 @ = 0 g2 <0
Hemisferio 17| =1 Hemisferio
norte Ecuador sur

Figura 1.19: Vista de cada uno de los hemisferios y ecuador de S.

En la figura 1.19 tenemos a S? visualizada en dos discos bidimensionales, los hemisferios
norte y sur, junto con el circulo ecuatorial (es decir S!) que forma exactamente el borde
entre los dos hemisferios en g, = 0.
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1.3 Visualizacion de esferas

1.3.3. Visualizacién geométrica de los cuaterniones sobre S3

Si un cuaternién dado por ¢ = (qo, q) esta sujeto a la restriccion ¢ - ¢ = 1, el lugar donde
vive es la S? esfera. Podemos entender cada punto de S? como un pequeiio cubo sélido,
una parte casi plana del espacio euclidiano tridimensional, y un hemisferio es construido
llenando el interior de una esfera tridimensional (B?).

Como ya mencionamos, un cuaternién unitario yace en la S* esfera, y podemos tener
3 componentes independientes con las cuales parametrizarlo. Utilizando el mismo argu-
mento que con las esferas de menor dimensiéon, podemos determinar el valor de ¢3 =
++/1 — @2 — ¢ — ¢¢ utilizando la proyeccién de la esfera. Haciendo esto, ga cumple esen-
cialmente la funcién de indicar en qué hemisferio de S? se encuentra el vector. En la figura
1.20 se muestra una esfera sélida con un vector tridimensional (qg,q1,¢2) con longitud
menor o igual a la unidad, representando un cuaternién completo.

z

H(quqlan)H =1

qs = +1 y

Figura 1.20: Representacion de un cuaternién unitario en una bola sélida.

En el centro ((qo, q1, q2) = ﬁ) tenemos g3 = 1, y este punto es el cuaternién ¢ = (0,0, 0, 1);
es decir, estamos en el polo norte. Moviéndonos hacia ||(qo, q1,¢2)|| = 1 pasamos por el
ecuador de S3, el cual es representado por una esfera en donde ¢z = 0. Siguiendo con un
movimiento suave pasamos el ecuador y llegamos al hemisferio sur, donde g3 < 0. Cuando
en el hemisferio sur el vector se acerca al origen ((qo, q1,¢2) = 0) por segunda vez, hemos
llegado a g3 = —1, lo cual representa el polo sur.

Es necesario tener en cuenta las siguientes componentes para la visualizacién de los cua-
terniones sobre S3:

e Hemisferio norte: el hemisferio norte es una bola sélida de radio 1 con el cuaternién
q = (0,0,0,1) apareciendo en el origen.
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1. CUATERNIONES

e Hemisferio sur: es la bola sélida de radio 1 con ¢3 < 0y el cuaternién ¢ = (0,0,0, —1)
apareciendo en el origen.

e Ecuador: el ecuador es la superficie exterior de ambas esferas sélidas representando,
respectivamente, el hemisferio norte y el sur; es decir, S2. El ecuador lo podemos ver
como el conjunto de puntos donde g3 = 0y ||(qo, ¢1,¢2)|| = 1.

e Interior de S*: nos podemos imaginar el volumen en 4 dimensiones entre dos bolas
sélidas que denotan el hemisferio norte y el hemisferio sur. Este es el interior de S3,
donde ||q|| < 1. El borde es, de hecho, S3.

En conclusién, la visualizacién tridimensional de S* ser la siguiente:

Bola sdélida Frontera de la bola Bola sélida
q2 g2
g3 > 0 g3 = 0 g3 <0
Hemisferio (g0, 1, q2)|| = 1 Hemisferio
norte Ecuador sur

Figura 1.21: La S? esfera de los cuaterniones visualizada como dos bolas sélidas tridimen-
sionales, los hemisferios norte y sur, junto con el ecuador, S?, que forma el borde exactamente
entre ambos hemisferios en g3 = 0.

Siguiendo este argumento, en principio podriamos implementarlo arbitrariamente a trans-
formaciones rigidas en cuatro dimensiones y proyectar hacia tres dimensiones usando las
matrices ortogonales del espacio euclidiano de 4 dimensiones.

Parametros de un cuaternién

Al introducir las distintas formas en que se puede representar un cuaternion, vimos que
cualquier ¢ € S* puede ser puesto en la notacién de dngulo medio de la siguiente manera:
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1.3 Visualizacion de esferas

0.8 (e (2) in (2)). 03

donde 0 < 0 < 4, y donde el vector propio de la matriz de rotacién es un punto de S2.
Asi, podemos representar al vector fi en coordenadas esféricas:

n = (cos(a)sen(f), sen(a)sen(), cos(B)),

con<a<2ry0<pg<m.

Utilizando esta notaciéon podemos hacer una nueva visualizacion tridimensional de cual-
quier cuaternién unitario sobre S* en tres dimensiones, con la diferencia notable de que
en esta ocasién nuestra coordenada dependiente de las demas serd gy y no ¢3. Si hacemos

0
una imagen tridimensional de la parte del vector nisen (§> , podemos ver que el elemento

escalar del cuaternion para cada 6 es:

go = cos (g) =+ (1 — ||fsen (g) 2). (1.3)

Es decir que ¢y es sélo la «altura» conocida del cuaternion unitario en direccion de la
proyeccion no vista.

¢o (no visible)

N

cos (

)

>o ¢ (visible)

nsen (g)

Figura 1.22: Representacion de un cuaternion sobre la recta utilizando funciones trigo-
nométricas y el producto punto.
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1. CUATERNIONES

En la figura 1.22 tenemos la ilustracién de como la parte gy = cos (5 de un cuater-

nion es «conocida» si tenemos una imagen tridimensional de la parte q = fisen <§) del

cuaternién.
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Capitulo 2

(Geometria diferencial de curvas

«Los atractivos encantos de esta sublime ciencia, la Matematica, se revelan

tinicamente a aquellos que poseen el valor para profundizar en ella.»

Carl Friedrich Gauss

En este capitulo, nos enfocaremos en el estudio de la geometria diferencial, especificamente
en el estudio de las curvas.

Iniciando en la antigiiedad, muchas curvas especificas se han investigado desde un enfoque
sintético. La geometria diferencial toma otro camino: las curvas son representadas de forma
parametrizada, y sus propiedades geométricas y varias cantidades asociadas a ellas, como
la curvatura y longitud de arco, son expresadas por medio de sus derivadas e integrales
utilizando calculo vectorial. Una de las herramientas mas importantes de la geometria
de curvas son los triedros de Frenet-Serret: este marco mévil nos permite conocer las
propiedades locales de una curva. Ademas, al proveer un sistema coordenado, nos permite
también conocerla globalmente.

Nuestra motivacién para este estudio es el poder definir sistemas de referencia moviles a lo
largo de una curva y con esto conocer con mas detalle sus propiedades tanto locales como
globales, lo cual sera de gran ayuda mas adelante en el andlisis de la estructura secundaria
de las proteinas.
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2. GEOMETRIA DIFERENCIAL DE CURVAS

2.1. Curvas

La geometria diferencial de curvas y superficies! posee dos aspectos importantes: uno que
estudia las propiedades locales de curvas y superficies; y otro que estudia sus propieda-
des globales. En esta seccion estudiaremos las propiedades basicas de las curvas, desde la
descripcion de curvas parametrizadas hasta la teoria local de curvas parametrizadas, ter-
minando con la forma candnica local, la cual nos ayudara méas adelante en nuestro estudio
de los marcos de referencia cuaterniénicos.

2.1.1. Curvas parametrizadas

Una curva es, de cierta manera, un subconjunto de R? unidimensional en el que se pueden
aplicar los métodos del célculo diferencial. Una primera definicién de curva es la siguiente.

Definicién 2.1.1. Una curva parametrizada diferenciable es una aplicacion diferenciable

a: I — R3 de un intervalo abierto I = (a,b) de la recta real R, hacia R3.

La palabra «diferenciable» en esta definicion significa que « es una correspondencia que
lleva cada t € I hacia un punto a(t) = (z(t),y(t),2(t)) € R?® de tal manera que las
funciones (), y(t), z(t) son diferenciables. La variable ¢ es llamada pardmetro de la curva.

Ejemplo 2.1.1. La curva parametrizada diferenciable dada por

a(t) = (acos(t),asen(t),bt), t € R,

tiene como traza en R una hélice de periodo 2wb sobre el cilindro x? + y? = a®.

.

Figura 2.1: Traza de la hélice a(t) = (acos(t), asen(t), bt).

IPara ver con més profundidad todas las definiciones y teoremas que se abordaran en este capitulo,
revisar (DC, 1976).
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2.1 Curvas

Ejemplo 2.1.2. La aplicacién o : R — R? dada por a(t) = (3 — 4t,t* —4), t € R, es
una curva parametrizada diferenciable. Notemos que «(2) = a(—2) = (0,0); es decir que

el mapeo no es inyectivo. A continuacion, podemos ver la traza de esta curva:

Figura 2.2: Traza de la curva o(t) = (t3 — 4t,t> — 4).

Ejemplo 2.1.3. La curva dada por

alt) = ( 2at*  2at? )

141271+ ¢2

es llamada la cisoide de Diocles, y tiene como traza la siguiente figura:

Figura 2.3: Cisoide de Diocles.
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2. GEOMETRIA DIFERENCIAL DE CURVAS

Si denotamos por z/(t) a la primera derivada de z en el punto ¢ y usamos una notacién
similar para las funciones y y z, el vector (2'(t),y/(t),2'(t)) = o/(t) € R? es llamado el
vector tangente a la curva « en t.

2.1.2. Curvas regulares

Sea a : [ — R? una curva parametrizada diferenciable. Para cada t € I donde o’(t) # 0,
hay una recta bien definida, la cual contiene al punto «(t) y el vector o/(t). Esta recta es
llamada la recta tangente a a en t. Llamaremos a cualquier punto ¢ donde «/(¢) = 0 un
punto singular de a.

Definicién 2.1.2. Una curva parametrizada diferenciable o : I — R3 se dice que es

regular si o/ (t) # 0 para todo t € 1.

De ahora en adelante consideraremos sélo curvas parametrizadas diferenciables regulares.

Dado t € I, la longitud de arco de una curva parametrizada regular o : I — R3, desde
el punto ty hasta el punto ¢, es por definicion

s(t) = / o (&), (2.1)

donde

le/ (O] = V(@' ()2 + (y'(1)* + (/(t))?

es la longitud del vector o/(t). Ya que « es regular, entonces o/(t) # 0 Vt € I, y asi la

s
longitud de arco, que denotaremos por s, es una funcién diferenciable de ¢, y pri |/ ()]].

Ejemplo 2.1.4. La curva dada por a(t) = (r(t — sen(t)),r(1 — cos(t))) es llamada cicloi-
de. Veamos que o/(t) = (r(1 — cos(t)),rsen(t)), y asi los puntos singulares de la cicloide

estan en t = 2km, con k € Z. Grdficamente:

42



2.1 Curvas

Figura 2.4: Cicloide.

La longitud de arco de la curva desde 0 hasta 2w es:
2 dz\” dy 2
= — — | dt
=[G ()
2m
= ry/2 — 2cos(t)dt
0
2 t
= 27’/ sen (—) dt
0 2
2m
t
= —4r [cos (—)}
2/ 1o

= 8r.

Ejemplo 2.1.5. La curva a(t) = (aecos(t),ae’sen(t)), t € R, a > 0, b < 0, es una

curva parametrizada, la cual tiene la siguiente traza:

43



2. GEOMETRIA DIFERENCIAL DE CURVAS

Y

Figura 2.5: Espiral logaritmica.

Ahora, veamos que o (t) = (abebcos(t) — ae’sen(t), abeb sen(t) + ae®cos(t)). Asi:

¢ ¢
th / [l (t)||dt = th'm / v/ (abebtcos(t) — aebtsen(t))? + (abebtsen(t) + aebtcos(t))?
=00 [y =00 Jyo

t

— lim \/a2b262bt 4+ q2e2bt
t—o0 to

t
zlim/ la| /(B 5 1)
to

=0, ya queb < 0.

esto obtenemos que la longitud de arco de la espiral es finita.

Observacion 2.1.1. Puede suceder que el pardmetro t ya esté representando la longitud
ds

dt

de arco de la curva desde algin punto. En este caso, 1 = ||a/(¢)||. Reciprocamente,

t
S—/ dt =t — to;
to

si ||/ (t)|| = 1, entonces
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es decir que t es la longitud de arco de o medida desde algun punto. Cuando se dé este

caso, diremos que la curva se encuentra parametrizada por longitud de arco.

Ahora, sea o : I = (a,b) — R una curva parametrizada por longitud de arco s. Ya que
el vector tangente o/(s) tiene longitud unitaria, la norma ||a’(s)|| de la segunda derivada
mide la tasa de cambio del angulo que forman las tangentes en un entorno de s, con la
tangente en ese punto. Ademds, ||a’(s)|| mide qué tan répido la curva se aleja de la recta
tangente en s, en un vecindario de s.

Figura 2.6: Vectores tangentes sobre una espiral.

Con base en lo anterior, obtenemos la siguiente definicion:

Definicién 2.1.3. Sea o : I — R? una curva parametrizada por longitud de arco s € I.

El nimero ||"(s)|| = k(s) es llamado la curvatura de o en s.

Observacion 2.1.2. Si « es una recta os) = us+wv, donde u y v son vectores constantes,
entonces k = 0. Reciprocamente, si k = ||a”(s)|| = 0, entonces integrando obtenemos que
a(s) = us +wv, y ast la curva es una recta. Notar también que la curvatura es invariante

bajo cambios de direccion.

En los puntos donde k(s) # 0, el vector unitario n(s) en la direccién de o”(s) estd bien
definido por la ecuacién o”(s) = k(s)n(s). Més atn, o’(s) es normal a o/(s) ya que
diferenciando o/(s)-a/(s) = 1 obtenemos que ’(s)-a’(s) = 0. Con base en esto, obtenemos
la siguiente definicién:

45



2. GEOMETRIA DIFERENCIAL DE CURVAS

Definicién 2.1.4. El vector n(s) definido por la ecuacion o (s) = k(s)n(s) es llamado el

vector normal a la curva en s.

El plano determinado por los vectores tangente y normal unitarios, o’(s) y n(s), es llamado
el plano osculador en s.

n(s)
o/(s)

Figura 2.7: Plano osculador.

Definicién 2.1.5. Decimos que s € I es un punto singular de orden 1 si o/’(s) = 0.

De aqui en adelante trabajaremos con curvas parametrizadas por longitud de arco sin
puntos singulares de orden 1. Denotaremos por t(s) = o/(s) al vector tangente de « en s,

y asi t'(s) = k(s)n(s).
En los puntos donde t(s),n(s) # 0, podemos definir los siguiente:

Definicién 2.1.6. El vector b(s) = t(s) x n(s) es normal al plano osculador, y es llamado

el vector binormal en s.

El sistema formado por los vectores ¢, n y b es llamado Triedro de Frenet-Serret.

v
7
b

Figura 2.8: Triedro de Frenet-Serret sobre la curva «a(t) = (tcos(2nt), tsen(2nt),t) ent = 1.
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Ya que b(s) es un vector unitario, ||b'(s)|| mide la tasa de cambio de los planos osculadores
en un entorno del plano osculador en s; es decir, ¥'(s) mide qué tan rapido se aleja la curva
del plano osculador en s, en un vecindario de s.

Para calcular 0'(s), observemos primero que '(s) es normal a b(s). En efecto, notemos
que:
V(s) =1'(s) x n(s) +t(s) x n'(s).

Ahora, como t'(s) = k(s)n(s), entonces t'(s) es paralelo a n(s), y '(s) x n(s) = ﬁ, con lo
que b'(s) = t(s) x n'(s); es decir que '(s) es normal a t(s), por lo que b'(s) es paralelo a
n(s), y por tanto es normal a b(s).

Definicién 2.1.7. Sea o : I — R? una curva parametrizada por longitud de arco s tal
que '(s) # 0, s € I. El nimero 7(s) definido por b'(s) = 7(s)n(s) es llamado la torsién

de o en s.

Observacion 2.1.3. Si a(l) estd completamente contenida en un plano, entonces este
coincide con el plano osculador, y 7(s) = 0. Reciprocamente, si T = 0 y k # 0, veamos
que b(s) = by = constante y (a(s) - by)' = d/(s) - by = 0, de donde obtenemos que «(s) - by

es una constante, y asi «(s) estd contenida en un plano normal a by.

Notar que al igual que la curvatura, la torsiéon se mantiene invariante bajo cambios de
orientacion.

A partir de todo lo anterior, podemos observar que a cada valor del parametro s le podemos
asociar los tres vectores ortogonales unitarios £(s),n(s), b(s). Este triedro asi formado se
conoce como triedro de Frenet — Serret en s. Con base en las derivadas de estos tres
vectores, podemos enunciar el siguiente teorema:

Teorema 2.1.1. (Ecuaciones de Frenet-Serret). Las derivadas de los vectores t, n,

y b vienen dadas por las siguientes ecuaciones:

1. ' =kn
2. n =—kt—1b

3.V =mn
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2. GEOMETRIA DIFERENCIAL DE CURVAS

Demostracion. 1. Se cumple inmediatamente por la definicién 2.1.3.

2. Notemos que

n'(s) =b'(s) x t(s) + b(s) x t'(s),

pero por definicién 2.1.7 y el numeral anterior, tenemos que

n'(s) = n(s) x t(s) + b(s) x kn(s),

obteniendo asi que

n'(s) = —kt — 1b,
como queriamos.

3. Se cumple inmediatamente por la definicion 2.1.7.
m

El plano determinado por los vectores t(s) y b(s) es llamado plano rectificante en s, y el
plano determinado por los vectores n(s) y b(s) es llamado plano normal en s. El inverso

R= m de la curvatura, con k(s) # 0, es llamado el radio de curvatura en s.
s

Ahora, fisicamente, podemos pensar en una curva contenida en R*® como una recta en
el espacio a la que se le ha doblado (curvatura) y retorcido (torsién). A partir de esta
afirmacién, enunciaremos el siguiente teorema, el cual, a grandes rasgos, demuestra que k
y 7 describen completamente el comportamiento local de una curva.

Teorema 2.1.2. (Teorema fundamental de la teoria local de curvas). Dadas las
funciones diferenciables k(s) > 0 y 7(s), s € I, existe una curva parametrizada regular
a: I — R? tal que s es la longitud de arco, k(s) es la curvatura, y 7(s) es la torsidn
de a. Mas aun, cualquier otra curva & que satisfaga las mismas condiciones difiere de
a en un movimiento rigido; es decir, existe una aplicacién ortogonal lineal p de R con

determinante positivo y un vector ¢ tales que @ = p o o + c.

Demostracion. La existencia de la curva se debe al teorema de existencia y unicidad para

ecuaciones diferenciales. Para la unicidad primero recordemos que la longitud de arco, la
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2.1 Curvas

curvatura y la torsién son invariantes bajo movimientos rigidos; es decir, si M : R3 — R3

es un movimiento rigido y «(t) es una curva parametrizada, entonces

b b
[l)e- /

Ahora, asumamos que dos curvas a(s) y a(s) satisfacen que k(s) = k(s) y 7(s) = 7(s),

da

dt

d(M o «)
dt

a

s € I. Sean to, ng, by y T, Ty, by los triedros de Frenet-Serret en s = s € [ de a y
@, respectivamente. Luego, hay un movimiento rigido que lleva @(sq) hacia a(sg), vy to,
Tio, by hacia tg, ng, by. Asi, después de aplicar el movimiento rigido sobre @, tenemos que
a(so) = a(sg) y que los triedros t(s), n(s), b(s) y £(s), 7(s), b(s) satisfacen las ecuaciones

de Frenet-Serret:

dt dt _
dn dn _ .
— =—kt-7b =k -77
» i
ds =TNn ds =TNn,

con t(sg) = £(sg), n(so) = M(sg), b(se) = b(sp).

Ahora, usando las ecuaciones de Frenet-Serret, obtenemos que:

1d 72 =2 712
37 (|t =7 + |n — 7] +|b—_b|) )

t—1) -t =)+ (b=0)-( —=V)+ (n—"7)-(n —7)
k(t=1)-(n—m)+7(b—b)-(n—n) —k(n—7) - (t—1) —7(n—7) - (b—Db)
0

)

para todo s € I. Asi, la expresion anterior es constante, y ya que es cero para todo s = s,

es idénticamente cero. Se sigue de esto que t(s) = #(s), n(s) = 7(s), b(s) = b(s) para todo
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2. GEOMETRIA DIFERENCIAL DE CURVAS

s € I. Como

d_a_t_f_d_a
ds  ds’

d
obtenemos que d—(a — @) = 0. Luego, a(s) = @(s) + ¢, donde ¢ es un vector constante, y
s

por lo tanto ambas curvas difieren por un movimiento rigido. O

Uno de los método mas efectivos para resolver problemas en geometria consiste en encon-
trar un sistema coordenado que se adapte al problema. En el estudio de las propiedades
locales de las curvas, en un entorno abierto del punto s, tenemos un sistema coordenado
natural, llamado triedro de Frenet-Serret en s. A continuacion, mostraremos como se de-
fine este sistema coordenado para cualquier curva parametrizada. Sea o : I — R? una
curva parametrizada. Escribiremos las ecuaciones de la curva en un entorno de sq utili-
zando el triedro #(sg),n(sg),b(sp) como una base de R3. Podemos asumir, sin pérdida de
generalidad, que sy = 0, y consideraremos la expansion de Taylor alrededor de cero

2 3

a(s) = a(0) + s/ (0) + %O/’(O) + 2 0"(0) + R,

6

R
donde lim — = 0. Ya que o/(0) = ¢, a"(0) = kn, y
s—0 8

" (0) = (kn)' = K'n + kn' = kK'n — k*t — k7b,

obtenemos que

k}2 3 2/{3 3]{7, 3
a(s) —a(0) = (5——S>t+ (S——i—s )n—8—k7b+R,

3! 2 3! 3!

donde todos los términos estan alrededor de s = 0.

Ahora, tomaremos el sistema Ozyz de tal manera que el origen O coincida con «(0) y
que t = (1,0,0), n = (0,1,0), y b = (0,0,1). Bajo estas condiciones, tendremos que
a(s) = (z(s),y(s), z(s)) esta dado por:

/{223
x(s) :s——s—i-Rx
6
ks?  k's?
y(s) :T_’_T—'—Ry
]{7 3
(s) =5+ R,
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2.1 Curvas

donde R = (R, Ry, R.). Esta forma es llamada la forma candnica local de o.

En las siguientes figuras podemos observar las proyecciones de la traza de la curva a(t) =
(t,t2,t3), para s pequefio, en los planos tn, tb, y nb.

Figura 2.10: Proyeccién sobre el plano

tn.
Figura 2.9: a(t) = (t,t%,13).
Figura 2.11: Proyeccion sobre el plano Figura 2.12: Proyeccién sobre el plano
tb. nb.
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Capitulo 3

Estructura de proteinas

«La Matematica es la creacion mas hermosa y poderosa del espiritu

humano.»

Stefan Banach

En el capitulo 2, observamos que podemos utilizar el triedro de Ferret-Serret como un
marco de referencia, o marco de orientacion, el cual se puede definir sobre cada punto
de una curva o una superficie donde ésta es diferenciable. De manera similar, podemos
definir marcos de referencia utilizando cuaterniones, los cuales poseen la ventaja de que
un solo cuaternion describe la transformacién completa del marco de referencia identidad
tridimensional en un marco arbitrario; por lo tanto, esta representacién es mucho mas
simple que la que se hace con el marco de referencia usual utilizando un triedro compuesto
por vectores tridimensionales.

En este capitulo, estudiaremos cémo podemos definir marcos de referencia utilizando cua-
terniones, con el fin de ejemplificar una de las aplicaciones que recientemente se les ha
encontrado: servir como descriptores geométricos de la estructura secundaria de las pro-
teinas. Como podremos ver, los cuaterniones exponen naturalmente similitudes globales
entre todos los residuos de una proteina sin importar cuan cerca o lejos se encuentren.
Aunque los cuaterniones son buenos descriptores geométricos, aun no se ha podido dar
solucion al problema de plegamiento de proteinas, pero es un camino a seguir, ya que
desde hace aproximadamente 50 anos, la rectitud se ha calculado con base a los angulos
de Ramachandran, con dos parametros, y con cuaterniones, solo necesitamos de un angulo
para poder calcular la rectitud. Ademas, el objetivo de seguir desarrollando este tipo de
herramientas es describir geométricamente, desde su estructura global, la geometria de las
proteinas, el cual, es uno de los principales objetivos de la bioquimica moderna.
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3. ESTRUCTURA DE PROTEINAS

3.1. Proteinas

Las proteinas son macromoléculas constituidas por moléculas bésicas llamadas aminodci-
dos (AL, 2009). Los aminoacidos tienen una estructura bien definida y compuesta por: un
grupo amino N Hs, un grupo carboxilo COOH, un hidréogeno H y una cadena lateral R.
Todos estos componentes estan unidos por medio de un atomo de carbono C, que se de-
nomina carbono alfa, y se le denota por C,. La cadena lateral varia con cada aminoécido.
Existen 20 aminoacidos naturales esenciales, por lo que hay 20 diferentes cadenas laterales
posibles.

Grupo amino Grupo dcido carboxilico

Cadena
lateral

Figura 3.1: Estructura de un aminodacido.

Dos aminoacidos se pueden enlazar al unirse el grupo carboxilo de uno de ellos con el
grupo amino del otro, liberando una molécula de agua H>O. Este enlace forma lo que se
llama un enlace peptidico. La unién de dos aminoacidos por medio de un enlace peptidico
genera un dipéptido. En general, cuando se unen muchos aminoéacidos por medio de enlaces
peptidicos, el resultado se denomina polipéptido A la componente remanente de cada
aminoacido en el enlace peptidico se le llama residuo. Observemos que en este enlace el
primer aminoacido mantiene su grupo amino completo y su grupo carboxilo se disminuye,
mientras que en el segundo el grupo amino se disminuye y el grupo carboxilo queda intacto.

Graficamente, podemos ver la formacién de un enlace peptidico de la siguiente manera:

lustracién realizada con ChemOffice Professional v.17, versién de prueba.
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3.1 Proteinas

Aminodicido 1 Aminoacido 2

olécula

_de agua
Enlace
peptidico

Figura 3.2: Enlace peptidico.?

Como ya hemos mencionado, si consideramos un numero finito de aminoacidos que se
pueden enlazar, tendremos lo que se llama un polipéptido, o bien, una cadena lineal de
aminoacidos. Una cadena lineal de aminoacidos se llama la estructura primaria de la pro-
teina que determina.

P9 O—.—

Enlaces peptidlcos

Figura 3.3: Estructura primaria de una proteina.

2

En condiciones fisiolégicas, una cadena lineal de aminodacidos se «pliega» de manera que
determina lo que se denomina la estructura de la proteina. Esta estructura esta inmersa
en el espacio euclidiano tridimensional.

La llamada estructura secundaria de la proteina es el plegamiento local de la estructura
primaria de una proteina. Esta presenta dos tipos de geometrias que se han podido describir
muy bien: una geometria helicoidal y otra plana (FP, 2016, pag. 6).

2Tlustracion realizada con ChemOffice Professional v.17, versién de prueba.
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3. ESTRUCTURA DE PROTEINAS

Figura 3.4: Estructura secundaria de una proteina.

A continuacion, estudiaremos algunas propiedades importantes de cada una de estas es-
tructuras.

Hélices alfa

Un tipo de geometria que se conoce bien en la estructura secundaria de una proteina es la
helicoidal. Existen proteinas cuya estructura secundaria consiste basicamente de hélices. A
continuacion, podemos observar la estructura tridimensional de una proteina constistuida
en su mayor parte por hélices:

Figura 3.5: Estructura de una proteina compuesta principalmente por hélices.?

3 Archivo extraido de (PDB, 2018)
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3.1 Proteinas

Observacion 3.1.1. Se sabe de resultados experimentales que, en la mayoria de los casos,
el numero minimo de aminodcidos r que se requieren para que se forme una vuelta completa

es r =4; si bien se conocen casos donde ocurre que r =3 0 r = 5.

Definicién 3.1.1. A una hélice completa en la estructura secundaria de una proteina se

le llama hélice alfa.

o

=)

Gl

!
J

|

Tir

l

Val

Ile

Ci

)

Figura 3.6: Hélice alfa.*

Hojas beta

De manera similar al caso de las hélices, existen proteinas cuya estructura secundaria
consiste basicamente de planos, como la siguiente:

4Tlustracion realizada con ChemOffice Professional v.17, versién de prueba.
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3. ESTRUCTURA DE PROTEINAS

Figura 3.7: Estructura de una proteina compuesta principalmente por planos.®

Observacién 3.1.2. Se sabe de resultados experimentales que para que se forme una

cadena lateral, en promedio, se requieren v = 10 aminodcidos arreglados de forma paralela

en el mismo plano.

Definicién 3.1.2. A una hoja completa en la estructura secundaria de una proteina se le

llama hoja beta.

Figura 3.8: Hoja beta.b

®Archivo extraido de (PDB, 2018)
STlustracion realizada con ChemOffice Professional v.17, versién de prueba.

58



3.2 Marcos de referencia cuaterniénicos

3.2. Marcos de referencia cuaternionicos

Un marco de referencia basado en cuaterniones nos permite analizar las relaciones entre
marcos coordenados en una gran variedad de formas. En esta seccion estudiaremos la base
de los marcos de referencia: los marcos individuales, la relacién entre dos o més marcos de
referencia, y secuencias de marcos de referencia que cambian de manera regular”.

3.2.1. El marco identidad

El marco de referencia mas simple posible es el marco identidad. Si etiquetamos los puntos
coordenados en S* como (w, x,y, z), correspondiente a la parametrizacién por dngulo medio

2
cualesquiera de los dos cuaterniones posibles: ¢ = (1,0,0,0) 6 ¢ = (—1,0,0,0).

0 0
q= (cos (—> ,nisen <§> ) , el marco identidad tridimensional puede ser representado por

La figura 3.9 representa el hemisferio norte de la parte vectorial de los cuaterniones, y el
punto azul en el origen es el cuaternion identidad ¢ = (1,0, 0,0). No podemos visualizar a
q=(—1,0,0,0) en esta representacién ya que sélo podemos dibujar un hemisferio de S* a
la vez proyectado en este sistema coordenado.

z

Figura 3.9: El marco de referencia identidad ¢ = (1,0,0,0) es un punto en el origen de
nuestra proyeccién estandar.

Por otro lado, si intercambiamos la proyeccién estandar (z, y, z) por la proyeccién (z, y, w),
podemos observar los dos signos alternativos del cuaterniéon identidad, con el punto azul
ubicando a ¢ = (1,0,0,0) y el rojo a ¢ = (—1,0,0,0).

"Para un estudio més profundo sobre estos temas, revisar (HC, 2006)
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3. ESTRUCTURA DE PROTEINAS

w=+1

w=—1

Figura 3.10: Visto desde esta perspectiva, el cuaterniéon posee longitud unitaria, como
podemos inferir del hecho que todos los marcos de cuaterniones deben tener longitud unitaria.

3.2.2. Marcos de referencia aislados

Si queremos estudiar dos marcos de referencia aisalados q; y g2, y su relaciéon, primero
debemos recordar que hay que simplificar los cédlculos eligiendo adecuadamente nuestro
origen de visualizacion. Podemos lograr esto trasladando ¢; hacia el marco identidad uti-
lizando ¢; ' * ¢1 = (1,0,0,0), y aplicando la misma transformacién a go, para producir un
cuaternion p que tenga la misma relacion con la identidad que posee ¢o con ¢;. Es decir,

p=q; *q.

Figura 3.11: La relacién entre dos cuaterniones arbitrarios simplificada transformando a
q1 en la identidad, dejando la relacién completamente definida por p = ¢ Ly go.
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3.2 Marcos de referencia cuaterniénicos

Tal como se muestra en la imagen 3.11, podemos simplemente graficar (p,,py,p.) en el
sistema coordenado usual. La relacién con la transformacion identidad es inmediata: si
denotamos la parte vectorial del cuaternion p = q¢;* * g2 por p = (p,, Py, D2), entonces ¢

y o estan relacionados por una rotacion de angulo fijo en la direcciéon de p = ﬁ, y con
p

un dngulo de rotacién alrededor de p dado por 6 = 2arcsen(]|pl|).

Figura 3.12: El eje de rotacion para la transformacion queda determinado por el vector
unitario p.

3.2.3. Rotacién de marcos de referencia

El ejemplo mas sencillo de rotacion de un marco es una sucesioén parametrizada de matrices
de rotacién. Por ejemplo, ésta podria ser una rotacién alrededor del eje = por un angulo
oscilando entre 0 (el marco identidad) y 6, utilizando dngulos intermedios ¢, con 0 < t <
1:

1 0 0
0 cos(td) —sen(th)
0 sen(td) cos(tl)

La familia de cuaterniones correspondiente es simplemente el segmento de recta dado por
q(t) = (cos (%) , sen (%) ,0,0) .

En el sistema coordenado usual, la visualizacién de esta familia de marcos es la recta sobre
el eje x mostrada en la siguiente figura:
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3. ESTRUCTURA DE PROTEINAS

Figura 3.13: Una secuencia de marcos de referencia formados rotando alrededor del eje x,
en la proyeccién usual.

Observando esta curva de tal manera que podamos visualizar la coordenada w explicita-
mente, obtenemos:

Figura 3.14: Una sucesion de marcos de referencia formados rotando alrededor del eje x,
en la proyeccién wzxy.

Para reemplazar la rotacion alrededor del eje z por una rotaciéon alrededor de un eje
arbitrario n, simplemente debemos reorientar la recta en el eje x para que apunte en la
direccién de ni. Al igual que hicimos con una rotacién alrededor del eje x, veremos la
rotaciéon alrededor del eje n desde dos perspectivas:
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3.2 Marcos de referencia cuaterniénicos

z w
N
|
|
l l
AN | |
| |
l Yy l Yy
T
Figura 3.15: Una sucesién de marcos Figura 3.16: Una sucesién de marcos
de referencia formados rotando alrede- de referencia formados rotando alrede-
dor del eje n, en la proyeccion usual. dor del eje n, en la proyeccién wzxy.

En conclusiéon, es importante notar que para el caso de una rotacién alrededor de algin
eje arbitrario n, debemos considerar inicamente el caso de una rotacién alrededor del eje
x. Ya que establecimos la relacién entre ¢; y ¢ més claramente trasladando ¢; hacia el
marco identidad, existe una construccion directa que transforma una rotacién alrededor
del eje nn en una rotacion equivalente alrededor del eje x, que podemos identificar como el
«origen de referencia» para el estudio de estas rotaciones. La transformacion explicita es
lograda rotando a fi en la direccién de x utilizando el eje de rotacion fijo m y angulo ¢
derivados de:
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3. ESTRUCTURA DE PROTEINAS

3.3. Estructura secundaria de proteinas

Como ya mencionamos con anterioridad, los cuaterniones se pueden utilizar como descrip-
tores geométricos de la estructura tridimensional de las proteinas. Esta descripcion pueden
hacerla de manera global, describiendo la estructura en general, o local, describiendo el
comportamiento en cada atomo que compone la estructura. En esta seccion haremos un
estudio de estos dos enfoques, y terminaremos estableciendo una relacion entre los cuater-
niones y los angulos de Ramachandran.

3.3.1. Estructura global

En este apartado exploraremos algunos ejemplos especificos de aplicaciones de marcos de
referencia para objetos matematicos idealizados que se comportan de manera similar a
datos de proteinas reales. Para ello, utilizaremos dos modelos, cada uno asociado con una
estructura secundaria de proteinas: el modelo de la hélice alfa y el modelo de la hoja beta.

Antes de estudiar cada una de las estructuras antes mencionadas, introduciremos la si-
guiente definicion:

Definicién 3.3.1. Una aplicacién cuaternidénica es una aplicacion f que asocia a un
marco de referencia (triedro) un cuaternién unitario; es decir, f : T C R® — S3, donde T

es un conjunto de triedros en el espacio euclidiano tridimensional E3.

El modelo de la hélice alfa

Una aplicacién elemental de los marcos de Frenet-Serret es el estudio de curvas helicoidales,
las cuales corresponden a las hélices alfa de las proteinas. Recordemos que existe una doble
correspondencia entre el grupo SO; y los cuaterniones unitarios, por lo que dos giros
completos a la hélice significan que al final del recorrido volveremos de nuevo al punto de
partida en el espacio cuaternionico.

La aplicacion cuaternionica en este caso es una curva circular cerrada que tiene una pro-
yeccion eliptica hacia las coordenadas (z,vy, z), determinada por la direccién del eje de
la hélice y su inclinacion. La figura 3.17 muestra una hélice matemética, con ecuacion
~(t) = (acos(t), bsen(t), kt), y una fraccién de los triedros de Frenet-Serret sobre la hélice,
determinados por las derivadas locales de la curva.
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3.3 Estructura secundaria de proteinas

(a) (b)

Figura 3.17: (a) Una hélice definida por la ecuacién y(t) = (acos(t), bsen(t), kt).
(b) Un conjunto de triedros sobre la hélice determinados por las ecuaciones de Frenet-Serret.
Noétese la relacién del marco identidad con el primer marco definido por el triedro de Frenet-

Serret sobre la hélice.®

En la figura 3.18 se muestran las correspondientes aplicaciones cuaterniénicas ryz y wyz
(proyectadas sobre B?) de los marcos de orientacién de la figura 3.17.

0.5

-0.5 i
@ 0.5

0.0
0.5

Figura 3.18: Aplicacién cuaterniénica para una hélice definida por la ecuacién paramétrica
~v(t) = (acos(t),bsen(t), kt). (a) La proyecciéon zyz de los marcos continuos adjuntos a la
hélice. (b) La proyeccién wyz. En ambos casos, la linea roja parte del marco identidad (el
punto rojo) hacia el primer triedro de Frenet-Serret definido sobre la hélice.?

8Ver (HT, 2012, pag. 261)
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3. ESTRUCTURA DE PROTEINAS

Un esquema rapido sobre como visualizar la hélice utilizando cuaterniones puede ayudar
a entender el uso de los cuaterniones en una estructura de hélice alfa.

Iniciamos tomando la ecuacion de una hélice circular recta tal que cumple con que a =
b=r,v(t) = (rcos(t),rsen(t), kt), y calculamos su primera y segunda derivada:

(—rsen(t),rcos(t), k)

(1) :
(—rcos(t), —rsen(t),0).

7" (t)

Utilizamos el vector tangente para determinar la direccién del primer eje del triedro, el
cual denotaremos por 2. El eje 2’ lo obtenemos del producto cruz v/(t) x 4" (). Finalmente,
el eje iy lo obtenemos calculando el producto cruz de los dos ejes anteriores: 3y’ = 2’ x 2.
Normalizando, obtenemos las siguientes expresiones:

) ( rsen(t)  rcos(t) r
) = ( VE2+ 12 V2 4% \/k2+r2)

y'(t) = (—cos(t),—sen(t),0) (3.1)

2(t) = ( ksen(t)  kcos(t) r )
VEE+72 VR V242 )

El marco cuaternionico puede ser calculado como una rotacion alrededor del eje z, actuando
sobre el marco identidad en ¢t = 0, el cual queda determinado por la siguiente expresion:

1 [Vk2+r247r T

qQo = a ) 9
2V VE o rVEE £ 2 4 k2
—r 1 [VE2+r2+7r
2\/7’\/1{:2+7“2+7"2+k:272 Vk? + 12
o L . t t
Multiplicando a la izquierda por el cuaternién q, = | cos 3 ,0,0, sen 5)) rotamos

alrededor del eje z. Asi, el marco cuaterniénico de la hélice queda determinado por la
siguiente expresion:

an(t) = q(t) * qo.
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3.3 Estructura secundaria de proteinas

El modelo de la hoja beta

Una aproximaciéon a una hoja beta puede ser construida utilizando la proyeccién bidimen-
sional de una hélice, como la del modelo de la hélice alfa, tomando a > b. Calculando los
triedros de Frenet-Serret en t = nm + €, para un € pequeno, se producen los pares alter-
nantes de los marcos de orientacion caracteristicos de las hojas beta. En datos reales, las
hojas beta también giran sistematicamente, lo cual puede incluirse en el modelo haciendo
una rotacion en el plano zy. En las figuras 3.19 y 3.20 se muestra la hoja beta de forma
analoga al modelo de la hélice alfa.

3 K

(a) (b)

Figura 3.19: (a) Una hoja beta modelada por la ecuacién «(t) = (cos(t),0.1sen(t),0.5¢).

(b) Un conjunto de triedros de Frenet-Serret aproximadamente en los lugares esperados sobre
9

la ecuacion de la curva.

10 -10

() (b)

Figura 3.20: Aplicacién cuaterniénica para una hoja beta definida por la ecuacién pa-
ramétrica y(t) = (cos(t),0.1sen(t),0.5t). (a) La proyeccién zyz de los marcos continuos
adjuntos a la hélice. (b) La proyeccién wyz. La discontinuidad natural de los marcos de la
hoja beta se reflejan en la elecciéon de las lineas que conectan cada punto asociado al marco
cuaterniénico, es decir, de un marco a otro.”
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3. ESTRUCTURA DE PROTEINAS

Para una hoja beta idealizada, observamos agrupamientos en intervalos de aproximada-
mente 90° en el grafico de los cuaterniones, correspondiendo aproximadamente a giros de
180° entre residuos adyacentes de una hoja beta. En la practica, la falta de precision de
los datos tienden a interrumpir el patrén regular del modelo matematico.

Marcos cuaternionicos de curvas fragmentarias

Examinaremos secuencias de marcos continuos que pueden ser asociados directamente con
la estructura helicoidal de proteinas que han sido medidas. La figura 3.21(a) muestra la
estructura de una subsequencia de hélice de una proteina, la cremallera de leucina del
archivo 1C94 del PDB, cuyo elemento dominante es una sola estructura helicoidal que
consiste de aproximadamente 7 circuitos cerrados. La curva idealizada esta definida por
una aproximacién por curvas fragmentarias béasicas continuas del camino que describen
los C,, que forman la columna de la proteina. Esta curva es continuamente diferenciable y
es adecuada para definir el movimiento continuo de los marcos a lo largo de la hélice, tal
como el triedro de Frenet-Serret. Esto se muestra en la figura 3.21(b). La figura 3.21(c)
es la proyeccion xyz de la aplicacion cuaterniénica de los triedros de Frenet-Serret para
1C94, mostrando la forma cuaternionica de la secuencia de orientaciones y su relacién
global con la proteina completa. Al comparar con la hélice matematica pura de las figuras
3.17 y 3.18, se muestra una semejanza cercana.

Cuaterniones
para el segmento
helical
(en amarillo)

Cuaterniones
para el segmento
no helical

Modelo de curvas fragmentarias bdsicas basado .
en la columna de carbonos alfa de una sola cadena  Mar (EH (e tinuos e I
de proteina 1C94 (PDB) asociados a la curva Aplicacion cuaternioénica

(a) (b) ()

Figura 3.21: (a) Curvas fragmentarias basicas obtenidas de la columna de la proteina, la
cual estd determinada por los Cy,. (b) Los triedros de Frenet-Serret denotan la posicién de los
C, que forman la columna de la proteina. Nétese que la curva pasa cerca de los Cy, pero no
por ellos. (c) Proyeccién xyz de la aplicacién cuaterniénica de los triedros de Frenet-Serret.1°

9Ver (HT, 2012, pag. 262)
OVer (HT, 2012, pag. 263)
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3.3 Estructura secundaria de proteinas

3.3.2. Estructura local de proteinas

En este apartado examinaremos las descripciones de marcos tridimensionales discretos,
determinados por la posiciéon de sus atomos mas que por curvas idealizadas. Esto nos
permitira explorar aplicaciones que involucran secuencias de orientaciones de residuos de
aminoacidos.

Se pueden elegir muchos marcos que pueden ser asignados a los componentes de una
proteina, pero resulta mas familiar estudiar los que se definen dentro de un residuo.

Marcos de referencia cuaternionicos

Muchas discusiones sobre cuaterniones y su uso en modelamiento molecular y estudios
sobre proteinas estan disponibles. En todas estas discusiones es importante definir clara-
mente el marco de referencia representado por un cuaternién dado. Recordemos que un
marco de referencia es definido como un conjunto de ejes ortonormales x, y, z. Del conjun-
to de atomos en un unico residuo de aminoacidos, encontramos tres marcos de referencia
potenciales: P, C,, y N. Para cada uno de estos marcos, se definen ejes en términos de la
orientacion relativa de atomos adyacentes.

El marco P, en el cual el carbono del carboxilo sirve como referencia, define el marco de
cuaterniones basado en el plano peptidico. En nuestra definicion, el eje x es fijado como el
vector unitario que va desde el carbono del carboxilo hacia el carbono a. El eje z se calcula
haciendo el producto vectorial del eje x con el vector unitario dirigido desde el carbono
del carboxilo hacia el nitrégeno del siguiente residuo. El eje y se define como el producto
vectorial entre el eje z y el eje x. Lo anterior quiere decir que:

C, — C
1 7, = 2
"I, = Gl

Gréaficamente:

Figura 3.22: Obtencién de ?p.
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3. ESTRUCTURA DE PROTEINAS

. Graficamente:

9 7]) ?p X (Ni+1 — Cl)

17y x (Niw1 — G|

< (0)
Figura 3.23: Vectores auxiliares para definir a 7;,.

7,

7

p

7

Figura 3.24: Obtencién de 7p.

3. 717 = 7p X ?p. Graficamente:

A7p

> 7,

7,

Figura 3.25: Obtencién de 7p.
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3.3 Estructura secundaria de proteinas

Para el marco C,, el carbono « es tratado como el punto de referencia. El eje x se encuentra
dirigido desde el carbono « hacia el carbono del carboxilo. El eje z esta definido como el
producto vectorial entre el eje z y el vector unitario dirigido desde el carbono « hacia
el nitréogeno del mismo residuo. De la misma manera que con el marco P, el eje y es el
producto vectorial entre el eje z y el eje x:

Ci - Coc,-
RO o=ren
?c X (Nz — CO,)
2, - :
17 e x (N; — Ca)|
Yo =ZeX To
Graficamente:
1. ?C:
)
Hy T 04
Figura 3.26: Obtencién de 7.
2. 76:

()
o B T L0
T,
")

Figura 3.27: Vectores auxiliares para definir Ze.
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ﬁ7c

I

Figura 3.28: Obtencién de Ze.

AV

)?C

2.
Figura 3.29: Obtencién de 7.
Finalmente, el marco NN, el cual designa al &tomo de nitrégeno como origen. Aunque puede
ser definido de diferentes formas dependiendo de la circunstancia, nosotros utilizaremos
un marco N representativo descrito como sigue: primero, definimos un vector unitario a

lo largo del enlace N H (este marco no es aplicable para aminodcidos que terminan en N
o prolina):

V.o =N
||H — Nil|

Un segundo vector unitario es definido para que se encuentre dirigido desde el atomo de
nitrégeno hacia el carbono a:

‘—/> Co, — N;
b= A N
||Ca; — Nil|

El eje y se define de tal manera que sea perpedicular a estos dos vectores:
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3.3 Estructura secundaria de proteinas

V, =V, x V..

Al hacer una rotacion de este vector 7y un numero especifico de grados, generalmente

17°, y luego haciendo el producto vectorial entre este nuevo vector y 7(1, obtenemos el eje
z:

72 = 37%_170 X 7a.

Finalmente, el eje x se encuentra definido en términos de 7y y VZ:

V.=V, x V..
Gréaficamente:

1. 7a y 7;,:

=AY
Y

7

Figura 3.30: Definicion de 7(1 y 71,.

@\@ 7l’> C.,.
V.

2. 7y:
AV,

>V,
v,

Figura 3.31: Obtencién de 7y.
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3. 722

Aﬁ?

y—17°

>V,
v,

Figura 3.32: Obtencién de 7Z.

4, Vx:
A7,

> V.

v,

Figura 3.33: Obtencién de 7Z.

Observacién 3.3.1. Hay una potencial deficiencia en el marco C,: es posible fijar la
orientacion relativa y absoluta de dos residuos adyacentes mediante sus respectivos marcos
Ca, y todavia tener una ambigiedad significativa en la estructura geométrica, debido a lo
que se conoce como «movimiento bicicleta» (ver figura 3.34). El enlace entre el atomo C;
y el atomo N1 posiblemente podria servir como la manivela que une los dos «pedales de
la bicicleta», es decir, los marcos C,,, aunque esa accion es bastante limitada por la rigidez
del enlace peptidico. Esto es cierto para cualesquiera conjuntos de tres atomos adyacentes

en la columna de la proteina que hayan sido usados para definir marcos independientes.
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3.3 Estructura secundaria de proteinas

a(i) :

Figura 3.34: La sombra representa la geometria de dos residuos adyacentes. El enlace
C; — Niy1 se encuentra en el centro del enlace peptidico y enlaza la ambigiiedad de la
«bicicleta» de los dos marcos C, adyacentes. El marco P se incorpora a este enlace peptidico
en vez de aislarse en un solo residuo.!

Con el fin de construir la geometria completa de la proteina (incluso cualquier efecto que
puedan provocar las distorsiones locales de las caracteristicas del enlace), necesitarfamos
al menos un marco intermedio mas, tal como el marco P, que relacione dos residuos
adyacentes.

Cuando utilicemos secuencias de marcos discretos, recordemos que debemos resolver la
ambigiiedad del signo en la eleccién del marco cuaternionico asociado entre residuos ad-
yacentes.

El cuaternion unitario asociado con un marco de referencia dado representa la rotacién
requerida para transformar la orientacién del marco de referencia estandar en la orientacién
de este marco. Asi, cada residuo de aminoacidos posee un cuaternién asociado:

(0, 0) = (cos (g) , I sen (g)) , (3.2)

donde 0 y o representan el angulo y eje de esta rotacion, respectivamente. Dado que
cualquier rotacién puede estar representada por dos cuaterniones distintos, se debe tomar

HVer (HT, 2012, pag. 264)
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3. ESTRUCTURA DE PROTEINAS

una decisién en cada caso sobre qué cuaternion utilizar en esta representacion. Esta eleccién
se hace de manera arbitraria para el primer aminoacido en una cadena. Siguiendo un
procedimiento estandar, cada asignacion secuencial se hace de tal manera que la «distancia
entre cuaterniones» de residuos adyacentes sea la mas pequena entre dos posibles valores.

La eleccién de E); se hace de tal manera que V'; - o, > 0, tal como se muestra en la figura
3.40.

Para una secuencia ordenada de marcos de referencia, tales como los producidos por los
residuos de protefnas, la grafica resultante es una secuencia de puntos sobre S?, los cuales
pueden ser conectados por curvas cuaterniénicas continuas a trozos contenidas en S3.

A continuacién, presentaremos dos ejemplos, uno por cada geometria de la estructura se-
cundaria de proteinas, para observar lo descrito anteriormente.

Ejemplo de hélice alfa. El archivo 1AIE del PDB es un prototipo de hélice alfa. Apli-
cando el marco C,, y el marco P al mismo tiempo, nos resulta la figura 3.35, en la cual se
muestran estructuras helicoidales similares, pero no idénticas, como elipses en la proyeccion
wyz.

Aplicacion cuaternionica [marcos discretos]

Marco: Clalfa)
Proyec XYZ

1AIE b)

Marco
Proyeccign: XYZ

Figura 3.35: Estructura del archivo 1AIE del PDB (a) con sus marcos C, y (b) con sus
marcos P; v los correspondientes marcos cuaterniénicos unidos por arcos esféricos.'?
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3.3 Estructura secundaria de proteinas

Una configuracién ain mas complicada, la cremallera de leucina, es mostrada en la figura
3.36, junto con las graficas de los marcos cuaterniénicos asociados a los marcos C,,.

Figura 3.36: (arriba) Geometria de la doble cadena de la cremallera de leucina. Los seg-
mentos que son parte de la hélice en las dos cadenas estédn en amarillo. (abajo) La aplicacién
cuaterniénica para los marcos C, de las dos cadenas.'3

Cada marco es representado por un solo cuaternion en la grafica, y la secuencia ordenada
de aminodcidos produce una secuencia ordenada de puntos sobre S?. Cualesquiera dos pun-
tos en esta secuencia, sean adyacentes o no, pueden conectarse por curvas cuaterniénicas
que corresponden a la rotacion mas pequena necesaria para pasar de un marco a otro. La
longitud de estas curvas minimas provee una medida precisa de la similitud de los marcos
de orientacion. Los marcos sobre residuos de aminoacidos que estan cerca en el espacio
cuaternionico, ya sea que estén cercanos o distantes en el orden de la secuencia, poseen
orientaciones globales similares.

12Ver (HT, 2012, pag. 265)
13Ver (HT, 2012, pag. 266)
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3. ESTRUCTURA DE PROTEINAS

Ejemplo de hoja beta. Examinaremos la estructura de las hojas beta, la cual forma
agrupaciones extremadamente espaciadas de orientaciones similares en las aplicaciones
cuaternidnicas, tal como se muestra en la figura 3.37 para el archivo 2HC5 del PDB.

Residuo sobre
la hoja beta

@ Residuo fuera de
la hoja beta

Figura 3.37: Estructura del archivo 2HC5 del PDB y la aplicacién cuaterniénica asociada
a su hoja beta. El emparejamiento de los marcos adyacentes estd dado por el signo de los
cuaterniones.

En la figura 3.38 mostramos un método alternativo. Graficamos ambos signos para posibles
marcos de una hoja beta, y exhibimos claramente el agrupamiento cuddruple esperado.

2HC5 (PDB) Aplicacién cuaterniénica [marcos discretos]
Marco C(alfa) Proyeccion XYZ

Figura 3.38: Estructura de hoja beta con cada cuaternién graficado dos veces. Puede
notarse que la hoja beta no yace exactamente sobre un plano, pero que posee un leve giro,
lo que genera la agrupacién cuadruple esperada.'®

“4Ver (HT, 2012, pag. 266)
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3.3 Estructura secundaria de proteinas

Otro ejemplo se muestra en la figura 3.39, el cual incluye un modelo de curvas fragmentarias
bésicas para el archivo 1A05 del PDB, basado en la columna de los C,. Los marcos de
orientacion para residuos que corresponden a una hoja beta estan dibujados sobre el
modelo mostrado en la figura 3.39(a). La aplicacién cuaterniénica en la figura 3.39(b)
muestra los cuaterniones correspondientes a cada marco de orientacion. Ademads, revela
qué pares de residuos alternantes tienen orientaciones similares.

158
156150
162

151
.

144453

Residuo sobre
la hoja beta

@ Residuo fuera
de la hoja beta

a) Modelo basado en la columna de carbonos alfa (1A05) b) Aplicacién cuaternionica de marcos seleccionados

Figura 3.39: (a) Un modelo para el archivo 1405 del PDB, construido usando curvas frag-
mentarias bésicas, las cuales estdn basadas en la columna de los dtomos C, de la proteina.
La region con los marcos corresponde a la estructura de hoja beta. Los marcos estan eti-
quetados por la secuencia de nimeros del aminodcido al que pertenecen. (b) La aplicacién
cuaterniénica asociada a los marcos seleccionados. La numeracién representa el cuaternién
que corresponde a un marco definido por aminoacido.'6

3.3.3. Rectitud y angulos de Ramachandran

Como parte de este estudio, evaluaremos la rectitud en términos del marco P y el marco
C,. Una definicién de marcos adicionales son potencialmente ttiles. Por ejemplo, marcos
relacionados con la orientacion de la cadena lateral pueden ser tiles para seguir cambios de
orientacion durante el plegamiento de proteinas, durante el enlace de substrato, o durante
un calculo de dindmicas moleculares.

15Ver (HT, 2012, pag. 267)
6Ver (HT, 2012, pag. 267)

79



3. ESTRUCTURA DE PROTEINAS

Cuaterniones y ejes helicoidales locales

Hay dos ideas fundamentales implicitas en este estudio. Primero, los marcos de referencia
basados en cuaterniones pueden ser asignados a cada aminoacido en un péptido sin la
necesidad de adecuacion por minimos cuadrados. Segundo, la relacién entre dos residuos
de aminoacidos cualesquiera en una cadena se puede conceptualizar en términos de tras-
laciones sobre, y rotaciones con respecto a, un eje helicoidal local, el cual sera definido
con base en nuestros marcos de referencia cuaterniénicos. Esta relacién no requiere que los
residuos de aminodcidos sean parte de una «hélice» real, ni que sean adyacentes. Es mas
general que eso. Para esta discusién, asumiremos que los residuos ¢ — 1 e ¢ se encuentran
caracterizados de alguna manera por marcos (representados por ¢;_1 y ¢;) basados en la
geometria molecular alrededor de dtomos especificos (C,, C, 6 N) en los residuos (puntos
Ay B en la figura 3.40). Es la parte rotacional de esta relacién que se encuentra definida
exactamente por la «diferencia de cuaterniones» q;-:

: 6, , 0,
i o () 0 (4

/ . . . ., . . . / ,
donde ﬁ)z es el vector unitario en la direccion del eje helicoidal local, y 6, es el angulo
requerido para transformar la orientacién del marco ¢ — 1 en la orientacién del marco ¢ por
una rotacion alrededor de ese eje.

P,

Eje helicoidal local

Figura 3.40: Los puntos F; y P;_1 son puntos de referencia de residuos de aminoécidos
adyacentes (por ejemplo, dos carbonos alfa o dos carbonos de carboxilos).!”

"Ver (HDB, 2011, pag. 2174)
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3.3 Estructura secundaria de proteinas

Las cantidades necesarias para definir un eje helicoidal local se encuentran mostradas en
la figura 3.40, donde P,_; y P, representan las posiciones de puntos de referencia de dos
residuos de aminoacidos adyacentes.

El punto A es el punto de proyeccion del punto P; sobre el plano perpendicular al eje
helicoidal local y que contiene al punto P;_q:

El punto B estd a medio camino entre P,_; y A. El punto A’, que define la posicién del
eje helicoidal local en el espacio, puede ser definido como sigue:

o IV asl(Vix /)
tan ($) 11V < 7|

« e . / , . . .
El posicionamiento del punto A en un punto especifico en el espacio permite una visua-
. ., . . . . .. /
lizacién simple de la diferencia de cuaterniones como una flecha que inicia en el punto A
/
7
. . / , 7
es simplemente la longitud de estas flechas, 72 . ﬁl Otros parametros tales como niimero
de residuos por vuelta, N, y la inclinacion de la hélice, se pueden definir en términos del

angulo y eje de la diferencia de cuaterniones:

y que apunta en direcciéon de o, con longitud 7, . ﬁ); La altura por residuo, entonces,

P =N|[V,-®.

Rectitud basada en cuaterniones

Nuestra definicién de rectitud involucra el producto punto de dimensién 4 de dos diferen-
cias adyacentes:

s(i) = 1— arcos(||€:+1 qz||)

2

El producto punto q; T q; es precisamente el término escalar de la segunda diferencia, q;':
" / Iy _ 9N 6// —n
i =t = (s (%) o () 7).
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donde

Asi, podemos escribir:

o) =1- arcos (’cos <7> D

bl

Iy

donde 6 es el dngulo asociado con la segunda diferencia de cuaterniones en el residuo 7. La
construccién matematica «arcos(|cos(z)|)» es un médulo angular. Esto simplemente nos
permite expresar a f; en cualquier manera que decidamos. Sin embargo, si restringimos
la asignacion de 9;/ al intervalo usual, [—m, 7], entonces podemos escribir el valor de la
rectitud de una manera aun mas simple:

Una interpretacién grafica (aunque en dlmenswn 4) de la rectitud es presentada a conti-
nuacién. Si los cuaterniones unitarios g Yy q; son expresados como vectores sobre una
esfera unitaria de dimension 4, entonces su distancia esférica puede ser expresada como

1

™
Ez , cuyo rango se encuentra entre 0 y 5 La rectitud es simplemente una medida directa
de esta distancia esférica sobre la hiperesfera, expresada de tal manera que 1 corresponde
a un alineamiento perfecto y 0 corresponde al peor caso posible: una rotacién alrededor

de un eje opuesto, o una rotacién de 180° alrededor del mismo eje.

Entonces, definir la rectitud con base en los cuaterniones, permite hacer una asociacién
mas natural ya que 1 corresponde a «completamente alineado» y 0 a «nada alineado».

Relacion con los angulos de Ramachandran

Cada residuo de un aminoacido posee dos enlaces que se pueden rotar libremente: el enlace
N—-C,yel C,—C. Los dangulos que se forman en estas rotaciones definen la conformacién
de un residuo en una proteina, y son llamados angulos de Ramachandran, ¢y ¢.

Definicién 3.3.2. Los dngulos de Ramachandran son dos dngulos de torsion en la cadena
polipeptidica, los cuales describen la rotacion de la columna alrededor de los enlaces N —C,,

(llamado ¢) y Co — C' (llamado ).
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3.3 Estructura secundaria de proteinas

Una forma especial para graficar estos angulos fue introducida por Ramachandran.

Definicién 3.3.3. Un grafico de Ramachandran es una representacion grdfica en la cual
el dngulo diédrico () de rotacion alrededor del enlace Co,—C' en un polipéptido es graficado

versus el dngulo diédrico (¢) alrededor del enlace C, — N.

El grafico de Ramachandran provee una manera facil de ver la distribucion de los angulos de
torsion en la estructura de una proteina. Ademads, provee una visién conjunta de regiones
en las cuales ciertas rotaciones polipeptidicas no estan permitidas debido al obstdculo
estérico (colision entre atomos). El grafico de Ramachandran de una proteina también
puede servir como un importante indicador de la calidad de su estructura tridimensional.

Los angulos de Ramachandran estan entre los mas importantes parametros de la estructura
local que permite controlar el plegamiento. Particularmente, si pudiéramos predecir dichos
angulos serfamos capaces de anticipar este pliegue. Ademas, ¥ y ¢ proveen la flexibilidad
requerida a la columna polipeptidica para adoptar cierta forma.

En las proteinas, los dos angulos ¢ y 1 describen la rotacién de la cadena polipeptidica
alrededor de los enlaces a ambos lados del C,, tal como se muestra en la figura 3.41.

Figura 3.41: Representacion de los angulos ¢ y .

La definicion estandar de un angulo diédrico, segin la Unién Internacional de Quimica
Pura y Aplicada (IUPAC, por sus siglas en inglés), se muestra en la figura siguiente:
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B—C Foo

Figura 3.42: A, B, C'y D representan la posicién de 4 dtomos utilizados para definir el
angulo diédrico. La figura de la derecha es la vista a lo largo del enlace B —C' con el dtomo A
colocado en 90°. La rotacién alrededor del enlace B — C' se encuentra descrito por el angulo
ABD mostrado en la figura. Los dangulos positivos corresponden a una rotacion en sentido
horario.'®

La restriccion de los angulos de Ramachandran para ciertos valores es claramente visible
en un grafico de Ramachandran, tal como se muestra en la figura 3.43.

Glicina

¢

Figura 3.43: Grafico de Ramachandran para la Glicina. En anaranjado se muestran dos
nucleos, y fuera de las lineas verdes se encuentran las zonas no permitidas (colisién de
dtomos).!?

BTlustracién realizada con ChemOffice Professional v.17, versién de prueba.
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El eje horizontal muestra los valores de 1, mientras que el vertical los de ¢. Cada punto en
el grafico muestra los angulos para un aminoécido. El intervalo al que pertenecen ambos
angulos es [—m, 7|. Esta es una presentacion conveniente y permite distinguir claramente
las regiones caracteristicas de las hojas beta y las hélices alfa. Las regiones del grafico con
mayor densidad de puntos son llamadas regiones permitidas o regiones de baja energia.
Algunos valores de ¢ y 1 son prohibidos, ya que esto involucraria atomos muy cercanos,
resultando en colisionamiento estérico. Normalmente estas regiones se encuentran vacias
en los graficos, pero hay ciertas excepciones a esta regla: en algunos casos es posible
encontrar ciertos valores para los angulos, y lo mas probable es que resultaran en alguna
tension sobre la cadena polipeptidica.

En casos donde la estructura no haya sido propiamente definida por rayos X, y especialmen-
te por errores en el modelo, podemos encontrar angulos de torsiéon en regiones prohibidas
del grafico de Ramachandran; este tipo de desviaciones generalmente indica problemas con
la estructura. Con base en esto, los graficos de Ramachandran son utilizados para evaluar
la calidad de los modelos experimentales.

Una relaciéon aproximada entre la rectitud P y los dngulos de Ramachandran se puede
demostrar que es:

arcos (’COS (g) |)

S(Z) ~1— 90° ;
donde
0N (A AG\ 1 [AY A 15
cos (§> = cos (T) cos (7) - gsen (T) sen (T) (3.3)
y
A¢ = ¢i+1 - l/fz'
Ap = ¢ip1 — s

y los angulos ¥ y ¢ son las definiciones estandar de los angulos de Ramachandran para
los residuos indicados.

La derivacion de esta relacion involucra tres pasos: primero, para el marco P, ¢; puede
ser descrito en relacion con ¢;_; en términos de una rotacion compuesta estandar X ZX
involucrando a los angulos de Ramachandran, siempre que se haga la aproximacién de que
el vector C, — C de un residuo es colineal con el vector N — C, del siguiente residuo:

g = ¢iq(—= 9, x)q(cv, 2)q(180° — ¢, x),
19 Archivo extrafdo de (TA, 2018).
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donde asignamos, por propdsitos de aproximacién, a « para que sea 180° menos el angulo
tedraédrico ideal, aproximadamente 70.53°. Mas precisamente:

2
a = 2cos™! ( —>.
3

(ji = (qf;—ll%') ~ Q(—Qbi, X)Q(a7 Z)q(1800 - ¢i7 X)'

’ ~
Asi, tenemos para §; que:

Segundo, este conjunto de rotaciones compuestas pueden ser expresadas en términos de
un soélo cuaternion ¢ = (qo, q1, g2, g3), donde:

o = cos <%> sen (W)

q1 = cos <%) cos (@)
> cos (@)
) sen (@) '

Tercero, notemos que con base en las identidades de cuaterniones pg-r = p-rqg 'y
gp-r =p-q'r, el producto punto de dos diferencias de cuaterniones absolutas, q; e q;,
posee el mismo valor que el producto punto de dos diferencias de cuaterniones relativas,
c]; e q~;. Podemos escribir:

941 °49; = Yq;41°4;

Jsen (P2522)
+ cos? (%) cos (—%H ;L ¢i+1> cos <¢Z —2|— ¢z)
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que con un poco de trabajo se reduce a la ecuacién 3.3.

Notamos una interesante conexién entre los marcos P y los graficos de Ramachandran. La
forma de las ecuaciones para ¢ = (qo, ¢1, ¢2, q3) = c:i;, junto con la ecuacion 3.2, sugieren que
la proyeccién en tres dimensiones de una aplicacién de Gauss para cuaterniones, represen-
tando el cuaterniéon g como un vector n de longitud sen (g), posee todas las caracteristicas
de un grafico de Ramachandran (aproximado), que envuelve un cilindro con un eje a lo

2 4
largo del eje x, un radio de \/;, y una longitud de \/; Rectas de ¢ y 1 constantes se

enroscan diagonalmente alrededor del cilindro.

La rectitud basada en el marco C,, es una funciéon atin mas simple de los dngulos ¢ y ¥ de
los residuos ¢t — 1, 72 e 4 1. En este caso, utilizando la misma aproximacion de colinealidad,
la relacién equivalente de rotacion es simplemente:

/

¢ = (¢4 ai) ~ q(180° — ;1 — ¢4, x)q(cv, 7);

y después un analisis similar, obtenemos que:

_ ol
180°°

s(i) =~ 1

donde el angulo 6 es simplemente

0 = (Gix1 + Vi — i — Vi1)[-180°,180°]-

La designacion [—180°, 180°] indica que el dngulo debe ser normalizado para estar dentro
del rango de entre —180° y 180°. Esta sorprendentemente simple relacién entre las segundas
diferencias de cuaterniones y los angulos de Ramachandran se da ya que ¢;.1 y ¥; son
rotaciones alrededor de un eje aproximadamente comun, asi como lo son ¢; y ¥;_1.

Ahora, al evaluar la correlacién entre la rectitud basada en cuaterniones y la basada en
los marcos Py C,,, obtenemos las siguientes gréficas:
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Rectitud P basada en cuaterniones

Figura 3.44: Correlacion entre la rectitud basada en cuaterniones y la rectitud P para las
cadenas A y B del archivo 1DEH del PDB (R? = 0.9844).20

1.0 - .
g 038
= 3
oo
S g Leu6lA
g5 06 * <Leu6lB
= . . 2 =
S 8 Pro 62APro 62 R*=0.9919
o O
v s 04
2 E
O
58 02
.:3)
/e 0.0

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
Rectitud C basada en cuaterniones

Figura 3.45: Correlacion entre la rectitud basada en cuaterniones y la rectitud Cy, para las
cadenas A y B del archivo 1DEH del PDB (R? = 0.9919).2

Asi, podemos concluir que ambas definiciones de rectitud se encuentran estrechamente
relacionadas ya que los coeficientes de determinacion se encuentran cercanos a 1.

20Ver (HDB, 2011, pag. 2177)
2Ver (HDB, 2011, pag. 2177)
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3.4. Conclusiones

Algunos aspectos importantes que se estudiaron en el desarrollo de este capitulo fueron
los siguientes:

1. Es posible definir una aplicacién f : T C R?* — S?, donde T es un conjunto de
triedros en E3. A esta le llamamos aplicacion cuaterniénica.

2. Para estudiar de forma global la estructura secundaria de una proteina, podemos
utilizar una hélice matematica con ecuacion «y(t) = (acos(t), bsen(t), kt) para definir
su marco cuaterniénico como qp(t) = q,(t) * qo, donde

1 IVE2+7r2+7 r
2V V2 oV 42 4 k2

qo =

I [VE2+7r2 47
WV w4 k2 2\ VR ?

T

t t
es el primer triedro sobre la curva, y q, = (cos (5) ,0,0, sen (5))

3. Ya que existe una correspondencia sobreyectiva p : S* — SO3, podemos asociar a M;
un ¢; € S?, donde M; es el marco de referencia asociado al residuo de aminoécidos i,
tal que q; : M; — M.

4. La correspondencia p : S* — SOs5 es «2 a 1», por lo que se hace la eleccién del
cuaternion que va a describir el marco de referencia de un residuo de aminodcidos
tal que se cumpla que 6 = 2cos™'(|¢;"}; - ¢;|) es el menor de los dos posibles.

5. Una relacion aproximada entre la rectitud P y los dngulos de Ramachandran es

. arcos (‘COS (g) |)
S(Z) ~1- 90° )

donde

(2) = (F) o (F) ~aon () (3)
cos| = | =cos|—)cos| — | —zsen | — | sen | — |;
2 2 2 3 2 2

y ¢, ¥ son los angulos estandar de Ramachandran.
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Epilogo

Gracias a la correspondencia que existe entre SOz y el grupo de cuaterniones unitarios, po-
demos relacionar cuaterniones a marcos asociados a la estructura secundaria de proteinas,
la cual estd constituida por hojas betas y hélices alfa.

Localmente, a los marcos de referencia en residuos de aminoacidos, principalmente los lla-
mados marcos P, C, y N, podemos asociarles un cuaterniéon. Esta asociacién nos permite
asignar cuaterniones a toda la columna de marcos sobre la cadena de aminoacidos. Es
importante tomar el cuaternion que tiene la menor distancia con respecto al cuaternion
asignado al residuo anterior. Esto nos permite utilizar las propiedades de los cuaterniones
para estudiar las graficas de Ramachandran.

Globalmente, podemos aproximar una hélice matematica a una hélice alfa, utilizando el
triedro de Frenet-Serret. Ademas, utilizando la proyeccién bidimensional de una hélice
sobre un plano en el que se obtienen curvas senoidales, podemos hacer una aproximacion
a hojas beta.

Todo el trabajo anteriormente descrito se realiza después de obtener informacién sobre la
estructura de una proteina. Uno de los problemas que ha persistido por mas de 50 anos
es el llamado «Problema de plegamiento de proteinas», el cual ha sido objeto de estudio
de la bioquimica, y plantea tres preguntas principales que ain no han sido respondidas:

1. El cédigo de plegado fisico:??; Cémo se determina la estructura tridimensional
original de una proteina por las propiedades fisicoquimicas que estdn codificadas en
su secuencia de aminoacidos?

2. El mecanismo de plegamiento:?? Una cadena polipéptida puede tener una canti-
dad muy grande de posibles combinaciones. ; Cémo puede una proteina plegarse tan
rapido?

De hecho, si consideramos una cadena con 100 residuos, el menor ntimero de combi-
naciones posibles es 2!% ya que hay al menos dos configuraciones («bien» y «mal»).
Se ha encontrado que el nimero mas factible de configuraciones es 3, a las cuales han
llamado «alfa», «beta», y «espiral». Utilizando el nimero de configuraciones anterior,
existen 3'% posibles combinaciones para una cadena con 100 residuos. Existe otra
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clase de arreglo, en la cual se involucran los angulos de Ramachandran: se consideran
10 posibles configuraciones para el angulo ¢, y 10 para el dngulo ¢, teniendo un total
de 100 configuraciones. Utilizando el niimero de configuraciones anterior, hay 100!
posibles combinaciones para una cadena con 100 residuos.

Ahora, si tomamos el caso de la titina, constituyente del musculo de los vertebrados,
la cual tiene cerca de 27,000 residuos de aminoacidos, jalrededor de cuantas posibles
combinaciones tendra?

3. Predecir la estructura de proteinas utilizando algoritmos:?? ; Es posible desa-
rrollar un algoritmo computacional para predecir la estructura de una proteina desde
su secuencia de aminoacidos?

Es un reto a futuro poder responder estas preguntas, principalmente porque dar solucién
al problema del mal plegamiento de proteinas nos permitiria conocer la naturaleza de
numerosas enfermedades degenerativas asociadas a este fenémeno, como lo son la diabetes-
tipo-II, el Alzheimer o el mal de Parkinson.

22Ver (PFP, 2012) y (RPM, 2018, pég. 391).
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