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Introduccion

La matemadtica es la base fundamental para entender nuestro entorno, ademas de
desarrollar la intuicion y el sentido critico, constituyen un plano insustituible de
formacion en el rigor, formalismo y razonamiento.

El estudio bibliografico se inicia con los conceptos basicos de la teoria de conjun-
tos partiendo de ello, se puede construir todos los sistemas numéricos, funciones,
calculo, y otras areas de las matematicas. En las secciones de conceptos basicos de
teoria de conjuntos se establecen operaciones entre conjuntos y se proporcionan de-
finiciones precisas de conceptos familiares tales como unién e interseccion. Ademas
de las operaciones de conjuntos extendidos y familias indexadas de conjuntos, ex-
tenderemos las operaciones de uniéon e interseccion a colecciones de conjuntos y
mostrar como usar indices para organizar una familia de conjuntos. Con lo anterior
se abrira paso al desarrollo de las relaciones de equivalencia y particiones las cuales
nos permiten profundizar el tema de funciones y conjuntos de imagenes.

Ademas se trabaja las funciones y conjuntos de imédgenes, y asi poder dar apertura
a las sucesiones, ya que son la base de la construccion de la prueba de la comple-
titud de los nimeros reales.

Consideramos el conjunto de los nimeros reales como un campo (un conjunto de
numeros con operaciones de suma y multiplicaciéon) que tiene un orden (para que
todos los nimeros reales puedan formar una linea) y completo (para que no falten
numeros en cualquier lugar a lo largo de recta numérica .

En la Completitud de R comenzamos con la idea de que hay tantos nimeros reales
y que siempre hay un limite para cada conjunto acotado, ademas se estudian los
conceptos de supremo e infimo de un subconjunto de R. La seccién del Teorema
de Heine-Borel como base fundamental el concepto de una vecindad el cual es un
conjunto abierto. Ademas conocemos la definicion de un conjunto compacto que
nos ayuda para la prueba del teorema de Heine-Borel.

Luego para la demostracion de la completud de R, se estudia las sucesiones de

Cauchy, que ayuda a la demostracion del teorema de (Bolzano-Weierstrass). Toda
sucesion acotada de numeros reales posee una subsucesion convergente.

11



Justificacion

Basado en la experiencia adquirida como estudiante de la carrera de licenciatura
en Matematica se ha considerado la dificultad en la comprensién de los teoremas
basicos de analisis real.

Asi el trabajo de tesis se realizara con la finalidad de ofrecer un nuevo documento
de apoyo a estudiantes de la carrera de Licenciatura en Matematica, enfocado en
el tema Teoremas Basicos de Analisis Real y Solucién de Ejercicios que se fun-
damentan en los ntumeros reales, iniciando con una introduccién a la teoria de
conjuntos. Tras esto se definen los niimeros reales axiomaticamente, o se construye
con sucesiones.

Ademas, se tiene como eje principal explicar detalladamente los Teoremas Béasicos
de Analisis Real, con sus respectivas demostraciones paso a paso, para aplicarlos
en la solucion de ejercicios, y asi obtener una mejor comprension del tema.

También se pretende motivar a los estudiantes para que se interesen en el estudio
de Analisis Matematico, mediante los Teoremas Bésicos de Anadlisis Real.

Incluso se espera que, con el desarrollo de todos los conceptos, pruebas requeridas

por los teoremas, corolarios y definiciones se logre enriquecer el conocimiento ma-
tematico de los interesados.
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Objetivos

OBJETIVO GENERAL.

Hacer una revision general de los Teoremas Bésicos de Analisis Real.

OBJETIVOS ESPECIFICOS.

Mostrar los preliminares basicos para introducir los Teoremas Basicos de Analisis
Real.

Resolver ejercicios de cada seccion para la mejor comprensiéon de la teoria.

v



Notaciones

Ax B
o, B
aRb
Dom(R)
Rang(R)

SoR
z/R
A/R
sup(A)
inf(A)
f:A— B
fla
f(X)
(Tn)nen
(R, +, )
B(a,0)
intA

pertenencia de conjuntos.

Negacion légica.

Cuantificador universal.

Conjunto vacié o conjunto nulo.

El conjunto A es subconjunto de un conjunto B.
El conjunto potencia de A.

Conjunto universal.

La unién del conjunto A y B.

La interseccién del conjunto A y B.

La diferencia del conjunto A y B.

El complemento del conjunto A.

El producto cruz del conjunto A y el conjuntoB.
Familias de conjuntos.

La relacion de a con b 6 a esta relacionado con b.
Dominio de la relacién R.

Rango de la relacion R.

La relaciéon inversa de R.

La composicion de la relacién R con la relacion S.
Clase de x modulo R.

Clase de A modulo R.

Supremo del conjunto A.

Infimo del conjunto A.

f es una funcién del conjunto A al conjunto B.
La restriccion de la funcién sobre un conjunto A.
Conjunto de imagenes de X.

Sucesion de nimeros reales.

El campo de los ntimeros reales.

La d—vecindad de a.

El interior del conjunto A.



Capitulo 1

Preliminares

1.1. Conceptos basicos de la teoria de conjuntos

Suponemos que ha tenido cierta experiencia con conjuntos, notaciones de conjuntos
y conjuntos comunes de nimeros, como los enteros y los niimeros reales. En general,
las letras mayusculas se utilizaran para denotar conjuntos y letras minusculas
para denotar los elementos en conjuntos. Para designar un conjunto, utilizamos la
notacion

{z: p(a)},

donde p(x) es una proposicién o enunciado sobre el elemento z. En tal caso un
elemento x estd o pertenece al conjunto si y s6lo si la proposicién p(x) es verdadera.
Por ejemplo, el conjunto A = {1,3,5,7,9,11, 13} se puede escribir como

{z:2z €N,z esimparyz < 14}.

El conjunto de todos los multiplos enteros de 3 es el conjunto 3Z = {3z : z € Z},
y este conjunto contiene 0, 3, —3, 6, —6, 9, —9, etc.

Definicién 1.1.1. Sea ) = {z : © # x}. Entonces () es el conjunto vacié o con-
Junto nulo.

Podriamos definir otras colecciones vacias, como B = {z : * € Ry z* < 0} pe-
ro pronto demostraremos que todas esas colecciones son iguales (vea el teorema
1.1.11), por lo que realmente hay un solo conjunto vacio.

Definicién 1.1.2. Se dice que un conjunto A es un subconjunto de un conjunto
B y escribimos A C B si y solo si cada elemento de A es un elemento de B. Si A
no es un subconjunto de B, escribimos A ¢ B.

Ejemplo 1.1.3. Para X = {2,4},Y = {2,3,4,5} v Z = {2,3,6},X C Y y
X7z
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En simbolos, escribimos la definicién de A C B como A C B <= (Vz)(x € A==z € B).
Por lo tanto, una prueba de la declaracion A C B es a menudo una prueba directa, que
toma la forma:

PRUEBA DIRECTA DE AC B

Sea x cualquier objeto.
Suponer que x € A, y a partir de esto, concluir que = € B.
Por lo tanto A C B.

Ejemplo 1.1.4. Sea A ={2,-3} y B={z € R: 2% + 32°> — 42 — 12 = 0}. Probar que
AC B.

Demostracion. Supongamos que z € A, entonces r =2 6 x = —3.

Para z = 2,

2%+ 327 —da — 12 = (2)° +3(2)% — 4(2) — 12
=8+12—-8—12
= 0.

Para ©r = —3,

2?4+ 32% —4x — 12 = (=3)% +3(—3)* —4(-3) — 12
= 27 +27+ 12— 12
= 0.

Entonces z € B.

L ACB. |

Ejemplo 1.1.5. Sean a y b nimeros enteros y sean aZ y bZ los conjuntos de todos los
enteros multiplos de a y b respectivamente. Pruebe que si a divide a b entonces bZ C aZ.

Demostracion. Sea x € bZ. Como x € UZ, asi © = bz,z € Z, pero a | b, de donde
b=ak,k €Z, luego x = bz = (ak)z = a(kz), entonces x € aZ.

202 C al. |
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Teorema 1.1.6.

(a) Para cada conjunto A, se tiene () C A.
(b) Para cada conjunto A, se tiene A C A.
(¢) Para los conjuntos A,B yC si AC By B C C, entonces A C C.

Demostracién. (a) Sea z € ) (falso).
(z € 0 (falso) = = € A) (Verdadero).

(b) Seax € A
reA=zx€A
LACA

(€) “c”
Supongamos que para los conjuntos A, By C;AC By B CC.
Sea x € A, como A C B, entonces x € B, dado que B C C' asi x € C. Por lo tanto
ACC.
[ |

Definicién 1.1.7. Dos conjuntos A y B son iguales si y solo si tienen exactamente los
mismos elementos. En simbolos:

A=B<«<= (Vz) (r€e A<=2€B) < ACB N BCA

Para probar que A = B se hace lo siguiente:

(i) Probar que AC B,y
(ii) Probar que B C A.
Ejemplo 1.1.8. Prucbe que X =Y donde X ={z € R:2> - 1=0}y Y = {-1,1}.

Demostracion.

(i) Si consideramos a los elementos de Y estos son soluciones de 2?2 —1 =0, asi Y C X.

(i) Se demostrard que X C Y. Seat € X por definicién de X, ¢ es solucién de 22 —1 = 0
entonces t2 — 1 = 0, se puede escribir como el producto de dos factores lineales,
igualdndolos a cero, t —1=006t+1=0de dondet =106t = —1 asi podemos
afirmar que t € Y.

Por lo tanto X C Y. Por lo tanto X =Y.
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Definicién 1.1.9. El conjunto B es un subconjunto propio del conjunto A si y sdlo si
B C Ay A # B. Para denotar que B es subconjunto propio de A se escribe B C A
0BG A

Ejemplo 1.1.10. Probar que si x ¢ By A C B, entonces x ¢ A.

Demostracion. Razonemos por contradiccion.
Seax ¢ By AC B.
Suponga que = € A.
re€A=12€ B (—+).
Esto es una contradiccién ya que por hipétesis © ¢ B. Asi lo supuesto es falso, lo cierto
esquesiz ¢ By AC B, entonces x ¢ A.
[ |

Teorema 1.1.11. Si A y B son conjuntos que no tienen ningun elemento, entonces
A=DB.

Demostracion. Como A no tiene ningun elemento entonces, decir que = € A, es falso, por
lo cual (Vx)(z € A=z € B) es cierto. Por lo tanto A C B.

De igual forma (Vz)(z € B = x € A) es cierto, por lo tanto B C A. Por definicién de
igualdad de conjuntos A = B. [ |

Teorema 1.1.12. Para cualesquiera conjuntos A y B, st A C B y A # (), entonces
B 40,

Demostracion. Como A # (), asi 3t € A. Ademds A C B, asi t € B, luego B # (). [ ]

Definicién 1.1.13. Sea A un conjunto. El conjunto potencia de A es el conjunto cuyos
elementos son subconjuntos de A y se denota por P(A) por lo tanto

P(A)={B:BC A}
Ejemplo 1.1.14. Si A = {a, b, ¢}, entonces el conjunto potencia de A es

P(A) =A{0,{a}, {b},{c},{a, b}, {a, c}, {b,c}, {a, b, c}}.

Teorema 1.1.15. Si A es un conjunto con n elementos, entonces P(A) es un conjunto
con 2" elementos.

Demostracion. Sin =0, esto es si A = (), entonces P (A) = {0}, el cual es un conjunto
que tiene 2° = 1 elementos. Asi para n = 0 es cierto el teorema.

Sea n > 0. Entonces A = {x1, 29, -+ ,x,}.

Sea B un subconjunto de A. Como x; € A, existen dos posibilidades z; € B 6 z; ¢
B, asi existen 2-2---2 maneras de que B sea subconjunto de A. Asi #(A) tiene 2"

n—veces

elementos. [ ]

Teorema 1.1.16. Sean A y B conjuntos. Entonces A C B si y solo si (A) C P(B).
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Demostracion. “=".
Supongamos que A C B probaremos que Z(A) C Z(B).

Sea X € Z(A).
XePA) = XCACB
—> X C B, por teorema 1.1.6 inciso c)
= X e Z(B).
L P(A) C A(B).
“@77_
Supongamos que & (A) C Z(B). Probemos que A C B.
Sea z € A.
reA = {z}CA
= {2} € #(A) C #(B)
— {z} € Z(B); por hipdtesis
— {z}CB
= x € B.
LACB. [ |

Ejemplo 1.1.17. Sean A y B conjuntos. Probar que A = B si y s6lo si Z(A) = Z(B).

Demostracion. “=="

Mostraremos que para A y B conjuntos tal que A = B implica que Z(A) = Z(B).
Asumamos que A = By sea X € Z(A). Pero X € #(A) implica X C A.

Como X C Ay A = B, entonces X C B, asi X € &(B). Por lo tanto X € #(A) implica
X € Z(B). Asi Z(A) C Z(B).

El razonamiento es similar para el caso en el que Z(B) C Z(A).

Por lo tanto A = B implica que Z(A) = Z(B).

e 7

Ahora mostraremos que para A y B conjuntos con Z(A) = Z(B) implica que A = B.
Supongamos que X (A) = Z(B). Sea X C A. Como X C A, implica que X € Z(A),
luego como X € Z(A)y P(A) = Z(B), asi X € Z(A) por lo que X C B. Por lo tanto
AC B.

Similarmente podemos probar que B C A.

Asi Z(A) = &(B) implica que A = B.

Por lo tanto A = B si y sélo si Z(A) = Z(B). |

1.2. Seccion de operadores

Definicién 1.2.1 (Conjunto Universal). Es el conjunto de todos los elementos en discu-
sion. También se le llama dominio de discusion o referencial y se denota por U.
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Definicién 1.2.2. Sean A y B conjuntos.

La union de A y B es el conjunto AUB={z:x€ Abx € B}.

La interseccion de A y B es el conjunto ANB ={x:x € Ayx € B}.
La diferencia de A y B es el conjunto A— B ={x:x € Ayx ¢ B}.

Ejemplo 1.2.3. Sean A = {1,2,4,5,7}, B=1{1,3,5,9}.

AUB = {1,2,3,4,5,7,9},
ANB = {1,5},
A—B = {2,4,7},
B—A = {3,9}.

Se dice que dos conjuntos son disjuntos si no tienen elementos en comin.
Definicién 1.2.4. Dos conjuntos A y B son disjuntos si y sélo si AN B = (.

Observacion 1.2.5. Cuando se quiere probar que un conjunto es igual al conjunto vacio,
se sugiere al lector, que razone por contradiccién. Suponer que el conjunto no es vacié y
a partir de ello llegar a una contradiccion.

Asi como se demostraran a continuacion los literales ¢), j) del siguiente teorema.

Teorema 1.2.6. Sean A, B, C' conjuntos.

(a) ACAUB G)P—A=0

(b AnNBCA (k) Au(BUC)=(AUuB)UC.

(c) AnP =10 1) AN(BNC)=(AnB)NnC

(d) Aud=A (m) AN(BUC)=(ANB)U(ANC).
(e) ANA=A (n) AU(BNC)=(AUB)N(AUC).
(f) AUA=A (0) ACB«= AUB=RB

(g) AUB=BUA (p) ACB <= ANB=A4

(h) AnB=BnNnA (@ ACB= AUuC CBUC.

) A—P=A (1) ACB= ANC C BNC.

Demostracion. (a) Sea x € A.
Como = € A, entonces x € Aéx € B,asizx € AUB.
SLACAUB.
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(b)

(c)

(f)

Seaxr € AN B. Como z € AN B, entonces x € Ay x € B por lo tanto z € A.
SLANBCA.

Supongamos que A N # (.
Seax € ANP. Como z € AN, entonces v € Ay x € (), pero que x este en el
conjunto vacio es falso ya que el conjunto vacié no tienen elementos. Asi lo supuesto

es falso.
AND=0.

“C 2

Sea z € AU(. Como x € AU, entonces x € A o x € ), pero x € ) es falso puesto
que el conjunto vacio no tiene elementos. Asi x € A.

Por lo tanto AU C A.

“D 7

Sea x € A. Como x € A, entonces x € Ao x € () ; porque ) C A. Entonces
x € AU. Por lo tanto AUD = A.

((C”

Seaxz € ANA. Comox € AN A entonces, t € Ay x € A, entonces ANA C A.
(4377

Sea r € A. Como = € A, entonces x € AN A.

SLANA=A

r€cAUA < zxcAvzcA
+— g c A.
LAUA=A.

r€AUB <— xcAvzeB
< x€BVzxeA
<~ x € BUA.

- AUB=BUA.
r€ANB <— xzc€AANxEB
«— xz€BAzxzcA
< x € BNA.

ANB=BnNA.
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(i) “j”
Sea x € A — (), por definicién de diferencia, z € Ay z ¢ (), asi = € A. Por lo tanto
A—0CA.
(4<:77
Seaxz € A, comox € Ay x ¢, asi v € A— (. Por lo tanto A C A — 0.
LA—0=A

(j) Supongamos que ) — A # ().
Como ) — A # (). Entonces existe z € ) — A, asi v € 0y z ¢ A, esto es una
contradiccion ya que el conjunto vacié carece de elementos. Asi lo supuesto es falso.

Sh—-A=0.

(k)

re AU(BUC) reAvVrze (BUQ)
reAV(reBvzel)
(re AVeeB)vz el
re(AUB)Vz el

re(AUB)UC.

111ty

LAU(BUC)=(AuB)UC.

re AN(BNC) reANz e (BNO)
re€AN(reBAzel)
(e ANzeB)ANzel
re(ANB)ANz el

re(ANB)NC.

111t

L AN(BNC)=(ANB)NC.
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(m)

(n)

()

re AN(BUC) < ze€ ANz e (BUCQC)
reAN(reBVzel)

(re ANz eB)V(xe ANz e(O)
re(ANB)Vze (ANC)
re(ANB)U(ANC).

1111

LAN(BUC)=(ANB)U(ANCQO).

reAU(BNC) < xze€AVvze(BNO)
< ze€AV(reBAxe(l)
<— (x€eAVvzeB)AN(xe€eAVze()
<— xe€(AUB)Az e (AUQ)
<— xe€(AUB)N(AUC).
LAU(BUC)=(AUB)N(AUCQ).

(e
Supongamos A C B.

i) por literal (a) de este mismo teorema B C AU B.

ii) Sea x € AU B, entonces x € A6 x € B, como A C B asi x € B por lo tanto
AUB C B luego pori)yii) B=AUB.

(4¢77

Supongamos que B = AU B.

Por literal (a) de este mismo teorema A C AU B = B, por lo tanto A C B.
SACBsiysolosi AUB =B.

N
Supongamos que A C B. Debemos demostrar que AN B = A.

Supongamos que = € A, por hipétesis A C B, entonces x € B por lo tanto
r €A yx € B, asi que x € AN B. Esto muestra que A C AN B.

Ademas AN B C A por literal (b) de este teorema. Por lo tanto AN B = A.

€
Supongamos que AN B = A. Debemos demostrar que A C B, pero por literales (b)
y (h) de este teorema BNAC By BNA=AnNDB. Por lo tanto AN B C B.
Ademas por hipdtesis AN B = A, asi que A C B.

Por lo tanto A C B siy sélosi AN B = A.
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(q) Supongamos que A C By xz € AUC, entonces x € A 6 x € C. Consideremos los
dos casos.
Caso 1) Si x € A, entonces x € B dado que A C B, entonces x € Box € Cy
entonces r € BUC.

Caso 2) Siz € C, entonces x € B ¢z € C'y entonces © € BUC. En cualquier caso
re BUC.
SLAUCCBUC

(q) Supongamos que A C By xz € AUC, entonces x € A 6 x € C. Consideremos los
dos casos.
Caso 1) Si x € A, entonces x € B dado que A C B, entonces x € Bz € C'y
entonces r € BUC.

Caso 2) sixz € C, entonces x € B ¢ x € C'y entonces x € BUC. En cualquier caso
r€e BUC.
SLAUCCBUC.

(r) Supongamos que A C B.
Seax € ANC, entonces z € Ay z e C.
Entonces x € By x € C, ya que A C B. Por lo tanto z € BN C.
Por lo tanto ANC C BN C.
|

Definicién 1.2.7. Sea U el universo y A C U. El complemento de A es el conjunto
Ac=U - A.

El conjunto A€ es el conjunto de todos los elementos del universo que no estdn en A.
Ejemplo 1.2.8. Sea U = {x € N: x es par}. Para el conjunto A = {2,4,6, 8}, tenemos:

A°c ={10,12,14,16,...}.
Pero si el universo es el conjunto de los niimeros naturales, es decir, U = N, entonces

A°={1,3,5,7,9,10,11,12, 13, 14,15, 16, 17,...}.
Observacion 1.2.9. 1 € U - A<=z cUNs ¢Ayr¢U—-A<= a2 ¢UVreA

Teorema 1.2.10. Sea U el universo y sean A y B subconjuntos de U. Entonces:

(a) (A°) = A. () ANA° =0.

(b) AUA°=U. (d) A— B=An B
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(e) AC B« B°C A, (g) (ANB) = A°U B.
(f) (AUB) = A°N B. (h) ANB =0« AC B".

Demostracion. (a) “C”
Sea z un elemento de U. Entonces x € (A°)°.

r € (A9 = x ¢ A° Definicién de complemento
— —(x € A°) Negacion
= —(x ¢ A) Definicién de complemento
= —=(z € A) Negacién
= x € A Doble negacion.
“D 7
Sea z € A.
re€A = z¢UVvaxeA
= z¢U—-A
== x ¢ A°
= xzeUNnz ¢ A°
— zelU—-A°
— z € (49"
LA C(AY)S
(Ac)c — A
(b) “C”
Sea x € AU A°.

reAUA° = xe€AVreA°
Casol :x € A ,entonces x € U ya que A C U.

Caso2 :x € A% entoncesz € U — A,asix € U.

LAUACCU.
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Sea xz € U.
relU = (reU)AN(zeAVa¢A)

= (reUANzcA)V(@eUANx¢gA

— x€AVzeU-A

— zwe€AVzreA°

— x € AUA°
UCAUA"

S U=AuUA“

(c) Razonemos por contradiccion.
Supongamos que A N A° # (), asi AN A€ tiene por lo menos un elemento.
Sea x € AN A°.

re AN A° reANw e A°
reANxzecU—-A
reAN(xeUNnx ¢ A)
(e AnzeU)Nx ¢ A
(reUNnzeA) Nz ¢ A

reUN(xe Anx ¢ A).

el

Pero x no puede estar y no estar al mismo tiempo en el conjunto A, esto es una
contradiccion.
Por lo tanto lo supuesto es falso, lo cierto es que A N A¢ = ().

s AN A =0.

(d) LLC”
Seaxz € A— B.

r€A—-B = x€ANz¢B
— € ANz eU—-B
— v€ANx€E DB
— x € AN B"
S A—BCANB"
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“377
Sea x € (AN B°).

re€ANB* = ze€ANxe€ B
— x€AANzeU-B
— zse€AN(xeUANz¢B)
— (x€eANzeU)ANz ¢ B
— z€(ANU)ANz ¢ B
— cv€AANx ¢ B
— € A-B.
SANB°C A-B.
SLA—B=AnNnB".
(0) <=
Para A y B conjuntos se tiene que A C B.
Sea x € B°.

reB° — xe¢U-B
— zecUANx¢B

— xeUAx ¢ A
— xecU—-A
— 1z € A"
- B C A°
€
Para A y B conjuntos se tiene que B¢ C A°.
Sea x € A.

reA = z¢U—-A
— x ¢ A°

por hipotesis, A C B

x ¢ B¢ por hipdtesis, B¢ C A°

—
— x¢U-B
— x € B.

LA C B & BcC A°,
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(f) “C”
Sea x € (AU B)°.

x € (AUB)° reU—(AUB)
reUNz ¢ (AUB)
reUN(x ¢ ANz ¢ B)
(xeUNx ¢ A)Nx ¢ B
re(U—-A) Nz e (U-B)
re ANz € B°

xr € A°N B

FEreell

S (AUB)*C A°N B°.

LLD”
Sea z € A°N B°.

recA°NB° = xcA°ANx e B°
reU—-ANxeU-—-B
(xeUNx ¢ A)N(x € UANzx ¢ B)
reUN(x ¢ ANz ¢ B)
reUNz ¢ (AUB)
relU—(AUB)

z € (AU B)“.

LEeedl

AN B C (AU B)-.
S (AUB)* = AN B°.

<g) (LC”
Sea x € (AN B)°.

re(ANB) = ze€U—-(ANB)
reUNz ¢ (ANB)
reUNc ¢ AVre ¢ B
(xeUNx ¢ A)Va ¢ B
(xeUNx ¢ A)VeelU—B
reU—-AVzeelU-B
reA°Vurxe B°

r € A°UB°.

FEEEEe

S (ANB)*C A°U B°.
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Sea z € A°U B°.

re€AUB° = zve€A°Vre B
— zvzecU—-AVexelU-B
— ¢ AVzr¢B
— ¢ (ANB)
— ze€U—-(ANB)
— z € (AN B)-.
AU B C (AN B).
(AN B) = A°U B
(h) “:7’
Para A y B conjuntos se tiene que AN B = (.
Sea x € A.
r€A = x¢ B, yaque ANB=1
— zxze€U-1B
= € B
S AC B
LL¢77

Razonemos por contradiccién.
Dados A y B conjuntos se tiene que A C B°. Suponga que AN B # ().
Sea xr € AN B.

r€ANB = xzcANzeEDB
— x € B°ANx e ByaqueAC B“

Pero z no puede pertenecer a B y a su complemento a la misma vez, por lo que hemos
llegado a una contradiccién. Asi lo supuesto es falso, lo cierto es que AN B = ().
SANB=0siysolosi AC B

[ |

Definicién 1.2.11. Sean A y B conjuntos. El producto (o producto cruz) de A y B es:
Ax B={(a,b): (ac A)A(be B)}.
Se lee A x B como “A cruz B.”

El conjunto A x B es el conjunto de todos los pares ordenados que tienen la abscisa en
A y ordenada en B. El producto cruz se llama producto cartesiano de A y B, en honor a
René Descartes.
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Ejemplo 1.2.12. Si A ={1,2}, B =1{2,3,4}, entonces
Ax B ={(1,2),(1,3),(1,4),(2,2),(2,3),(2,4)}.

Teorema 1.2.13. Si A,B,C' y D son conjuntos, entonces:

(a) Ax (BUC)=(Ax B)U(AxC).

£) (Ax B)N (B x A) = (ANB) x (AN B).

Demostracion.

(a)

(r,y) € Ax (BUC) reANy e (BUCO)
reAN(ye BVvye ()

(e ANyeB)V(ze ANz €C)
(x,y) € AX BV (z,y) € AxC

(2,y) € (Ax B)U (A x O).

1171171

L(AXxB)UAxC)CAx(B
(b)

C
8

(x,y) € Ax (BNCQC) reANy e (BNO)
reAN(ye BAhye ()

(xe ANyeB)AN(xe ANy e C)
(x,y) € AX BA(z,y) € (AxC)

(z,y) € (Ax B)N(Ax ().

117111

L(AXB)N(AxC)=Ax (BN(O).

(c¢) Supongamos que A x () # ().

Como A X () # 0, existe (z,y) € A x 0, entonces x € A e y € () lo cual es absurdo
por que no hay elementos que pertenecen al conjunto vacié. Asi lo supuesto es falso,

lo cierto es que A x () = (.
LAXD=0.
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(d)

(x,y) € (Ax B)N(C x D) <= (z,y) € (Ax B)A(z,y) € (C x D)
— (r€eANyeB)N(xeCANyeD)
— (r€ANzeC)N(ye BAye D)
<~ xze€(ANC)ANy € (BND)

— (z,y) € (ANC)x (BND,).
S (AxB)N(CxD)=(ANC)x (BND,).
(e)

(r,y) € (AUC) x (BUD). <= (x,y) € (AUC)A (z,y) € (BUD)
<— (x€eAVyeB)AN(zreCVyeD)
<— (x€eANzeB)V(yeCAnyeD)
<— z€(AxB)Vye (CxD)
<— (r,y) € (Ax B)U(C x D).

S (AxB)U(CxD)=(AuC)x (BUD,).
(f)

(,y) e (Ax B)N(BxA) < (z,y) € (AxB)A(z,y) € (BxA)
<— (r€eANyeB)AN(z€BAy€cA
<— (r€eANzeB)AN(ycANy€EB)
<— xe€(ANB)Aye(ANDB)
<~ (z,y) € (ANB) x (AN B).

S (AxB)N(Bx A)=(ANB) x (AN B).
]

1.3. Familias de conjuntos y Familias Indexadas de
Conjuntos

Definicién 1.3.1 (Familia de conjuntos). Un conjunto cuyos elementos son a su vez
conjuntos se denomina familia de conjuntos.
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Observacion 1.3.2. Usaremos letras de la forma 7, %, para denotar familias de con-
juntos.

Ejemplo 1.3.3. « = {{1,2,3},{3,4,5}, {3,6},{2,3,6,7,9,10} }.

</ es una familia formada por cuatro conjuntos {1,2,3}, {3,4,5},{3,6}, {2,3,6,7,9,10}.
Notemos que 5 € {3,4,5}, vy {3,4,5} € o pero el elemento 5 ¢ <.

El conjunto & = {(—z,z) : © € Ry x > 0}, es una familia de intervalos abiertos, los
conjuntos (—1,1), (—v/2,v/2) y (=5, 5) son elementos de 4.

Definicién 1.3.4. Sea o/ una familia de conjuntos. La union sobre </ es

U A={x:2 € Aparaalgin A € &/}.
Acot

Usando esta definicién, para cualquier objeto z podemos escribir:

re | Ae FAed)(zeA).

Esta declaracién simbdlica expresa la relacion directa entre la union sobre una familia y
el cuantificador 3 existencial. Para mostrar que un objeto esta en la uniéon de una familia,
debemos mostrar la existencia de al menos un conjunto en la familia que contiene el objeto.

Definicién 1.3.5. Sea o7 una familia de conjuntos. La Interseccion sobre o7 es

ﬂ A={z:2 € Aparatodo A € &}.
Aed

Para la interseccién sobre una familia, escribimos:

re [ A (VAcd)(z € A).

Aco

Ejemplo 1.3.6. Para la familia & = {{r, k, s,t,a},{k,d, s}}, que esta formada por los
dos conjuntos {r, k,s,t,a} y {k,d, s}. Entonces la unién es U A={rk, s tad}yla
Aot
interseccion es ﬂ A= {k,s}.
Aot

Teorema 1.3.7. Para cada conjunto B en una familia </ no vacia de conjuntos.
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Demostracion.  (a) Sea </ una familia de conjuntos y B € 7.

i) Consideremos el caso cuando ﬂ A=0.
At
Como ﬂ A = (), entonces ﬂ A C B; puesto que ) es subconjunto de todo con-

Acd Aeo/
junto.

ii) Ahora cuando ﬂ A#0.
Acot
Sea x € ﬂ A. Como x € m A, entonces © € A; VA € &/, pero como B € o,

Aedl Aed
luego x € B.

Por lo tanto ﬂ A C B.
Acdt

Dado 7 una familia de conjuntos y B € 7.
Sea x € B. Como = € B, entonces x € A para algiin conjunto A en &/ (tomando
A=Bed) Asiz € U A, por lo tanto B C U A.

Aed At

Como &7 es una familia no vacia. Tomaremos un conjunto C' € 7.

Probaremos que ﬂ ACCC U A.
Aed Aed
Del inciso a) de este teorema se sabe que como C' € &/ entonces ﬂ ACC.
Aed
Ahora como C' € &Zpor el inciso b) de este teorema C' C U A.
Aed
Luego ﬂ ACC(CC U A, por lo tanto m A C U A en virtud del teorema

Acd/ Aed Acd/ Acd
1.1.6 ¢).

Definicién 1.3.8. Sea A un conjunto no vacio tal que para cada o € A existe un conjunto
correspondiente A,. La familia {A, : a € A} es una familia indexada de conjuntos. El
conjunto A se llama el conjunto de indexacion y cada o € A es un indice.

La indexacion es un fenémeno comtn en la vida cotidiana. Supongamos que hay un
edificio que tiene seis unidades de alquiler, etiquetadas de la letra A a la F. Hay un con-
junto de personas que residen en ese apartamento. Estos conjuntos pueden indexarse por
A ={A,B,C,D,E, F}. Sea Py el conjunto de personas que viven en el departamento k.
Entonces & = {P; : k € A} es una familia indexada de conjuntos. Un indice es simple-
mente una etiqueta que proporciona una forma conveniente de referirse a un determinado
conjunto.
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Ejemplo 1.3.9. Para todo n € N, sea A,, = {n,n+1,2n}. Entonces A; = {1,2} ya que
se repite el nimero 2, Ay = {2,3,4}, A3 ={3,4,6},..., A, = {i,i+ 1,2i}. Para todo

1 < i < n. El conjunto con indice 10 es A;g = {10,11,20}. Excepto por el conjunto
Ay cada conjunto de la familia {A4; : i € N} tiene 3 elementos. Para formar la familia
de conjuntos para As, Az, A9 y Ais, podemos cambiar el indice estableciéndolo de la
siguiente manera: {As, A3, Ao, A15} = {A; 11 € {2,3,10,15}}.

Ejemplo 1.3.10. Para los conjuntos A; = {1,2,4,5}, A ={2,3,5,6} y A3 = {3,4,5,6},
el conjunto de indices ha sido elegido para ser A = {1, 2, 3}. La familia o/ indexada por A
es.of = {Ay, Ay, A3} = {A; : i € A}. La familia &/ podria ser indexada por otro conjunto.
Ejemplo, sil' = {10,21,71'}, y AlO = {1,2,4,5},1421 = {2,3,5,6}, y ATI' = {374,5,6},
entonces {A; ;i€ A} ={A;:ieT}.

Ejemplo 1.3.11. Sea A ={0,1,2,3,4} y sea A, = {22+4,8,12— 2z} para cada x € A.
Entonces Ay = {4,8,12}, A; = {6,8,10}, Ay = {8}, A3 = {10,8,6}, A, = {12,8,4}. El
conjunto de indexacién tiene cinco elementos pero la familia indexada & = {A, : x € A}
tiene solo tres miembros, ya que Ag = {4,8,12} = Ay y A; = {6,8,10} = As.

Por los ejemplos anteriores, una familia indexada puede ser finita o infinita, el ntimero
de elementos en los conjuntos de miembros no tiene que ser el mismo y diferente indices
no necesitan corresponder a diferentes conjuntos en la familia. Las operaciones de unién
e interseccién sobre familias de conjuntos se aplican a familias indexadas, aunque la
notacién es ligeramente diferente para una familia & = {4, : @ € A}.

Definicién 1.3.12. Sea &7 una familia inderada de conjuntos o/ = {A, : a € A} se

define | J Au=J Ay [)4a=[) A

aEA Acd a€A Aco/

En otras palabras
x € U A, <= Bae A)(z € A,).

a€A

v € [ Au = (Va € A)(z € A,).

a€A

Ejemplo 1.3.13. En el ejemplo anterior considera.
A=1{0,1,2,3,4}, A, = {200 + 4,8,12 — 2}

Para a € A. Entonces Ag = {4,8,12}, A; = {6,8,10}, Ay = {8}, A3 = {10,8,6} y
Ay ={12,8,4}. La familia indexada es &7 = {A, : a € A}.

La union es U A, =1{4,6,8,10,12} y la interseccién es ﬂ A, = {8}.
AeA AeA
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Ejemplo 1.3.14. Para cada niimero real x se define B, = [, 22 + 1]. Entonces B_

3
15 . .

{Z, 4_11 , By = [0, 1], Bip = [100, 101], asi podemos seguir encontrando mas conjuntos B,
con x en los numeros reales. Ademas en este ejemplo podemos evidenciar que diferentes
indices representan el mismo conjunto tales como B_s = By = [4,5]. También sucede que
cada conjunto tiene elementos mayores o iguales a cero y diferentes.

Por lo tanto ﬂ B, =0y U B, =[0,0).

z€R z€eR
Ejemplo 1.3.15. Paran € Ny A =N, sea A, = {n,n + 1,2n}. Entonces A; = {1, 2},

Ay ={2,3,4}, A3 = {3,4,6}, podemos seguir el proceso hasta A,, = {n,n+1,2n}.
Asi

U4, = Auduidu---u4,u--

neN
= {1,2} U{2,3,4}U{3,4,6}U---U{n,n+1,2n}UA, 1 U---
= {1,2,3,4,--- ;n,n+1,2n} UA, 1 U---
= N.

neN
ﬂAn = A NANA;N---NA,N---
neN
= {1,2}n{2,3,4}n{3,4,6}Nn---N{n,n+1,2n} N A1 N---
= 0.
) A =0
neN

Observacion 1.3.16. Cuando A = N, asf una familia indexada es {4,, : n € N} escribi-

o0 (o]
mos U A; en vez de escribir U A,y ﬂ A; por ﬂ A,.
i=1 neN =1 neN
15

4
También A2 U A3 U A4 = U Az y AH N Alg N A13 N A14 N A15 = ﬂ Az

1=2 =11

Ejemplo 1.3.17. Para cada n € N, sea A, = {n,n + 1,n?} para & = {4, : n € N}
se tiene que Ay = {1,2}, Ay = {2,3,4}, A3 = {3,4,9}, Ay = {4,5,16}, A5 = {5,6,25},
Ag = {6,7,36}.
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4
ﬂAi = AyNA;N A,
=2
= {2,3,4}n{3,4,9} N {4,5,16}.
= {4}.
4
S A= {4}
1=2
=1

= {172}m{27374}m{37479}mﬂ{n7n+17n2}m14n+1

= 0.

UAi = A U As U Ag

= {4,5,16} U {5,6,25} U {6,7,36}.
= {4,5,6,7,16, 25, 36}.
6
| J A ={4,5,6,7,16,25,36}.

1=4

UA’L = A1UA2UA3U-..UAnU...

{172}U{27374}U{37479}UU{n7n+17n2}UAn+1

{1,2,3,4,-- ,n,---}.
= N

=1

Teorema 1.3.18. Sea of = {A, : a € A} es una coleccion indexada de conjuntos. En-

tonces

i) ﬂ A, C Ag para cada B € A.

aEA
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i) Ag C U A, para cada 5 € A.

aEA

Demostracién. i) “C”

Sea f € Ayseazx e ﬂAa.

aEA

x € ﬂAa — x€ A, Vae A

— E<Aﬁ.
. r].Aa Q.AB.

aEA

11) “Cn
Sea 8 € Ayseax e Ag.

r€Ag = dPB €A:xecig
— dJa=pfecA:xeA,
= z € |J A

a€A

iii) “C ”Se probara que <ﬂ Aa> - U (A) .
a€A acA
Sea r € <ﬂ Aa> )

aEA
Sabemos que = € ﬂ Ay <= 1 € A,,Va € A, entonces al negar tenemos:
acA

¢ [ Ae Faec ) z¢ A,

a€A
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x € (IJAAQ)C

reUANx ¢ ﬂAa

relU /\(ElojeeA)(xgéAa)
(Fae A)(x € AS)

r € U(Aa)c.

aEA

Ll

Por lo tanto (ﬂ Aa> C U (An)C.

acA

“D ”Se probara que U (An)¢ C (ﬂ Aa) :

aEA

Sea x € U (An)".

T € LJ(AOC)C — daeA:ze (A)°

— zeUANTacA),xz¢ A,
— xeUANx¢ mAa

aEA

= 1z € (ﬂ Aa>c.

a€cA

Por lo tanto U (An)S C (ﬂ Aa> :

a€A a€A

g (ﬂ Aa>c = |J A"

acA
vi)

xE(UAa> — x¢ A, VaeA

aEA

r e Al Vae A

x € ﬂ ALC.

aEA

'.(UAQ>C:ﬂAac. u

aEA aEA

11
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Definicién 1.3.19. La familia indexada de conjuntos o7 = {A, : « € A} es disjunta por
pares si y sdlo si para todo «, B € A, o bien Ay = Ag d A N Ag =10.

Ejemplo 1.3.20. Tomemos &/ = {Bj, Bs, B3}, donde By = {a,c,e}, By = {d,g} v
Bs = {b, f,h}. Como los conjuntos Bj, By, B3 no tienen ningin elemento en comin,
asi la familia indexada 7 es disjunta por pares.

Ejemplo 1.3.21. Supongamos A, = {—xz,z} paracada z € Ry 2 = {4, : = € R}.
Entonces A3 = {-3,3} ={3, -3} =A 3y A, ={-7,7} ={7,—7} = A_;. La familia
es disjunta por pares ya que si A, = A,, entonces |z| = |y| y si A, N A, = 0, entonces

2| # |yl.

Ejercicios resueltos.

Ejercicio 1.3.22. Encuentre la union e interseccion de cada una de las familias o colec-
ciones de indices.

a) Sea o = {{1,3,5},{2,4,6},{7,9,11,13},{8,10,12}}

b) Para cada nimero natural.
Sea A, = {bn,bn+1,5n+2...,6n}, y sea o = {A, : n € N}

c¢) Para cada nimero natural. Sea A, = (0,1), y sea &/ = {4, : n € N}

d) Para cadan € Z. Sea A, = (—n, 1), y sea & = {A, : n € N}.

Solucion. a) Como la unién es U A={z:2 € Aparaalgin A € &}.
Acdt

JA = {1,3,5)U{2,4,6}U{7,9,11,13} U {8,10,12}
Aed
= {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12}.

N A = {1,3,5}n{2,4,6}N{7,9,11,13} N {8,10,12}
Aed/

= 0.

b) Sea A; = {5,6}, Ay = {10,11,12}, A3 = {15,16,17,18}, A, = {20, 21,22, 23,24}, ...

UA = AJUAUA;UAU. ..

Aced
= {5,6} U{10,11,12} U {15,16,17,18} U {20,21,22,23,24} U ...
= {5,6,10,11,12,15,16,17,18} U {n € N : n > 20}.
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ﬂ A = AiNANAsNAN...

Aco/

= (). Ya que los conjuntos no tienen ningin elemnto en comun.

c) Como A; = (0,1), Ay = (0, %) LAz = (0, %), podemos observar que A,,1 C A,Vn € N.

Asi

U

neN

neN

d) Como A; = (—1,1), Ay =

U -

neN

neN

Ejercicio 1.3.23. Sea U =R y sea & = {A: A C R} una familia vacia, probar que.

a) Probar que ﬂ A=

Acof

b) Probar que U A=

Acof

= A1UA2UA3UA4U

= (071)U<0,%>U(0,%)U(O,E)U...

— (0,1).

== AlﬁAgmA3ﬂA4ﬂ

= (0,1)ﬂ(0,%)ﬁ(0,%)m(o,i)m...

= 0.

AJUAUA3U AL U .

(-1, 1)U <—2, %) U (—3, %) U (—4, i) U...

(—o0,1).

AiNAsNAsNALN ...

() n (s ) (e )nn

(—1,0).

0.

R.
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Demostracion. a)

“C”Probemos que ﬂ A C0.
Acd

o ={A:ACR} — Qe

— ﬂ A C (), por teorema (1.3.7)
Acdt

Por lo tanto ﬂ A C 0.
Acdt
“D”Probemos que () C m A.
Acdd
Por definicién sabemos que ) es subconjunto de cualquier conjunto. Asi () C ﬂ A.
Acd

Por lo tanto () C ﬂ A.

Aed
Por lo tanto ﬂ A=10.
Acot
b) “C”Probemos que U A CR.
Acot
Sea x € U A
Aco/
x € U A << drxreAtalque Ae o
Acot
— xed
<— xR
Por lo tanto U A=R. [ |
Acdt

Ejercicio 1.3.24. Sea .o/ = {A, : « € A}. Una familia de conjuntos, y sea B un conjunto
probar que.

a) BN |JA.=|J(BnA,).

acA aEA

b) BU () 4a=[)(BUA).

aEA acA

Solucion. a) “C ”Probemos que BN U A, C U (BNA,).
acA aEA
Seaxr € BN U A,.

a€cA
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:ceBmUAa — z€BAzE UAa
aEA aEA
— wx€BANzr€EA,VaeA
— x € (BNA,),VaeA
= € U(BHAQ).
aEA
Por lo tanto B N U A, C U(BﬂAa).
aEA aEA
“D "Probemos que U(BﬂAa)gBﬂ UAQ.
acA aEA
Sea x € U(BﬂAQ).
a€A
x € U(BﬂAa) — zx € (BNA,),YaeA
aEA
= x€BAze A, VaeA
— rxE€BAxeA,VaeA
— xe€BNzxe UAa
aEA
Por lo tanto U(BQAQ)QBHUAQ.
a€A a€A
Por lo tanto B N U A, = U(BﬂAa).
€A aEA
b)SeaxEBUﬂAa.
aEA
xeBuﬂAa <~ z€BVzE UAQ
aEA acA
<— xeBVzre A, VaeA
< x€(BUA,),VaeA
= ze[)(BUA).
a€A
Por lo tanto B U ﬂAa: ﬂ(BUAa). [ |

aEA a€EA

Ejercicio 1.3.25. Sea X = {1,2,3,4,5,...,20}. De un ejemplo que cumpla las condi-

clones.
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a) Una familia o/ de subconjuntos de X tal que ﬂ A={1l}y U A=X.
Acd Aed

b) Una familia #Z de 4 subconjuntos disjuntos de X tal que U B=X.
Be#

Solucion. a) Sea A; = {1,2} y Ay = X —{2}.

(1 A=AinA={1,2}nX - {2} = {1}

Aed

UAa=4Aaind={12}nX-{2} =X

Aed

b) Sean By = {1,2,3,4,5}, B, = {6,7,8,9,10}, By = {11,12,13,14,15} y
B, = {16,17, 18, 19, 20}.

Entonces £ esta formada por 4 subconjuntos disjuntos de X asi,

U B=B,UB,UBsUB, = X.

Be#

1.4. Relaciones

[P}

Cuando hablamos de una relacion en un conjunto, identificamos la nocién de “a”esta re-
lacionado con “b”con el par ordenado (a,b). Para el conjunto de todas las personas, si
Juan y Maria nacieron en el mismo dia del ano, entonces la pareja (Juan, Maria) estd en
la relacion “tiene el mismo cumpleanos que”. Por lo tanto, una relacién puede definirse
simplemente como un conjunto de pares ordenados.

Definicién 1.4.1. Sean A y B conjuntos. R es una relacion de A en B si y solo si R es
un subconjunto de A x B. Una relacion de A en A es llamada una relacion en A.

Si (a,b) € R, escribimos a R b y decimos a esta R-relacionado (6 simplemente relacio-
nado) con b. Si (a,b) ¢ R, escribimos a R b.

Ejemplo 1.4.2. Si A = {—1,2,3,4} y B= {1, 2,4,5,6}, sean
R = {<_175)7 (274)7 (27 1)7 (4a 2)}7 S = {(572)7 (473)7 (173)} yT = {<_173)a (273>7 (47 4)}

Entonces R es una relacién de A en B, S es una relacién de B en A y T es una relacién
en A.

Podriamos describir la relacién R escribiendo —1 R 5,2 R4,2 R1y 4 R 2.
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A
6 i-
S— ® 5.
115
4 4- °
214 -
211 21 °
412 14- L4
>
2 3 4

Una ecuacion, desigualdad, expresion o grafico a menudo se usa para describir una rela-
cion, especialmente cuando enumerar todos los pares es poco practico o imposible. Por

ejemplo, la relacién T' = {(z,y) € R x R: z < y} es la familiar relacién “menos que”en
R, ya que z T y si y solo si x < y.

Definicién 1.4.3. El dominio de la relacion R de A en B es el conjunto
Dom(R)={z€A:Jye B:z Ry}

El rango de la relacion R es el conjunto,
Rang(R) ={ye B:3x € A:z Ry}.

Se cumple Dom(R) C A y el Rang(R) C B.



1.4. Relaciones 31

Por lo tanto, el dominio de R es el conjunto de todas las primeras coordenadas de pares
ordenados en R, y el rango de R es el conjunto de todas las segundas coordenadas. Por
definicién, Dom(R) C A y el Rang(R) C B.

Para la relacion R = {(—1,5),(2,4),(2,1),(4,2)}, Dom(R) = {—1,2,4} y
Rang(R) = {1,2,4,5}.

Cada conjunto de pares ordenados es una relaciéon. Si M es cualquier conjunto de pares
ordenados, entonces M es una relacién de A en B, donde A y B son cualquier conjunto
para el cual Dom(M) C Ay el Rang(M) C B.

Ejemplo 1.4.4. Sea {(z,y) € RxR: %5 © g4 < 1}. La gréfica de S es el drea sombreada
en la figura que se muestra a continuaciéon el domino es [—18, 18] y rango [—8, §].

Podemos usar un gréfico dirigido o un digrafo para representar una relacién R en un pe-
quenio conjunto finito A. Pensamos en los objetos en A como puntos (llamados vértices) y
la relacién R nos dice qué vértices estan conectados por arcos. Los arcos se dibujan como
flechas: hay un arco desde el vértice a hasta el vértice b si y sélo si (a,b) € R. Un arco
desde un vértice hacia si mismo Se llama un bucle. Por ejemplo, sea A = {2,5,6,12} y
R ={(6,12),(2,6),(2,12),(6,6), (12,2)} se presenta el gréfico.

N

6— S el2 C.9 Qu

Co3———=e6)
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Definicién 1.4.5. Para cualquier conjunto A, la relacion Iy = {(z,z) : © € A} es
llamada la relacion identidad en A.

Ejemplo 1.4.6. Sean A = {—1,2,3,4},B={1,2,4,5,6} y
R= {<_17 5)7 (27 4)7 (27 1)7 (47 2)}7 entonces DOTTL(R) = {_17 27 4}7 Rang(R) = {17 2747 5}

Ejemplo 1.4.7. Sea A = {1,2,a,b}, asi I, = {(1,1),(2,2), (a,a),(b,b)}, Dom(A)=Ay
Rang(A) = A. El grifico de la relacién identidad en [—2, 00) es.

2 e 1 2 3 i x




1.4. Relaciones 33

Definicién 1.4.8. Si R es una relacion de A en B, entonces el inverso de R es la relacion
de B en A definida por R~ = {(y,z) : (z,y) € R}.

Observacion 1.4.9. Si R es una relacion de A en B, entonces R™' es una relacion de

Ben A.

Ejemplo 1.4.10. Sea R = {(1,b), (1,¢), (2,¢)} una relacion, entonces el inverso de R es
R ={(b,1),(c, 1), (c,2)}. Para cualquier conjunto A el inverso de I4 es I 4, ya que basta
cambiar las ordenadas de R pasen a ser las abscisas en en R~! y las abscisas de R pasen
a ser las ordenadas en R~!. El inverso de la relacién “menor que”

T={(x,y) e RxR:x <y} eslarelacién “mayor que "en R porque,

(z,y) €T = (y,2x)eT
— y<cz
= T >y.
En caso de que R sea una relacién sobre A, el digrafo de R~! se obtiene del digrafo de
R copiando todos los bucles y arcos, pero invirtiendo la direccion de las flechas para los

arcos.
Los digrafos de Ry R™!, donde R es la relacién C con el conjunto {0, {1}, {3}, {1,2}}.

Teorema 1.4.11. Sea R una relacion de A en B.

a) Dom(R™') = Rang(R).
b) Rang(R™') = Dom(R).
Demostracion.  a) Utilicemos doble inclusién. “C 7
Sea b € Dom(R™1).
be Dom(R™') = 3a€A:bR 'a
— JacA:aRb
—> b€ Rang(R).
.. Dom(R™') C Rang(R).
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“2 7
Sea b € Rang(R).

b€ Rang(R) — Ja€ A:aRb
— JacA:bR'a
= be& Dom(R™).
. Rang(R) C Dom(R™).
. Dom(R™') = Rang(R).
(b) Hg 7
Sea a € Rang(R™').
a € Rang(R™') = 3Jbe B:bR'a
dbe B:aRb
a € Dom(R)
Rang(R_l) C Dom(R).
“2 b
Sea a € Dom(R).
a € Dom(R) = 3dbe B:aRb
— 3JbeB:bRa
= a € Rang(R™")

. Dom(R) C Rang(R™).

. Rang(R™') = Dom(R).
|

Dada una relacién de A en B y otra de B en C, la composicién es un método de construir
una relaciéon de A en C.

Definicién 1.4.12. Sea R una relacion de A en B y sea S una relacion de B en C. La
composicion de R y S es la relacion de A en C' dada por:

SoR=A{(a,c):3be B:(a,b) e R N (bc) € S}.

La relacién S o R es una relacién de A en C' ya que So R C A x C. Siempre es verdad
Dom(S o R) C Rang(R), pero no siempre es cierto que (So R) = A x C.

Hemos adoptado la notacién de derecha a izquierda para S o R se usa comunmente en
cursos de analisis. Para determinar S o R debes recordar que R es la relacién del primer
conjunto al segundo y S es la relacion del segundo conjunto al tercero.

Por lo tanto, para determinar S o R, aplicamos la relacion R primero y luego S.
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Ejemplo 1.4.13. Sean A = {1,2,3,4,5}, B = {p,q,r,s,t}, y C = {x,y,z,w}. Sea R
una relacién de A en B dada por R = {(1,p), (1,9),(2,q),(3,7),(4,s)} y S una relacién
de B en C dada por S = {(p, 2), (4,2), (1), (5, 2) (t, )}

Un elemento a de A esta relacionado con un elemento ¢ de C bajo S o R si hay al menos
un elemento “intermedio” b de B tal que (a,b) € Ry (b,c) € S. Por ejemplo,(1,p) € R
y (p,x) € S, entonces (1,z) € So R.

Asi podemos escribir So R = {(1,z), (1,y),(2,2), (2,y), (4, 2)}.

Si R es una relacion de A en B, y S es una relacién de B en A, entonces Ro Sy So R
ambos estan definidos, pero no es cierto que Ro S = S o R. Incluso cuando R y S son
relaciones en el mismo conjunto, puede suceder que Ro S # S o R.

Ejemplo 1.4.14. Sean R = {(z,y) e RxR:y=x+1}, S ={(z,y) e Rx R :y = 2%},
entonces:
RoS = {(x,y):(x,2) € SA(z,y) € R,z € R}
= {(z,y):2=2*ANy=2+1,2€ R}
= {(z,y):y=2>+1}.

SoR = {(x,y):(x,2) € RA(z,y) € S,z € R}

= {(zy ;sz—i-l/\y:zz,zER}
= {(zy):y=(z+1)°}

SoR# RoS yaquez®+1# (z+1)% en general.

Teorema 1.4.15. Suponga que A, B, C' y D son conjuntos. Sean R una relacion de A
en B, S una relacion de B en C, y T una relacion de C en D,entonces:
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a) (R°H™'=R.
b) To(SoR)=(ToS)oR, asi la composicion es asociativa.
c) [poR=Ry Roly=R.

d) (SoR)™'=R1oS™.

Demostracién. a) “D 7

Sea (z,y) € R, entonces (y,z) € R, luego (z,y) € (R™!)~%. Por lo tanto R C (R™1)~L.
(LC 7

Sea (z,y) € (R™')™!, entonces (y,x) € R, luego (z,y) € R. Por lo tanto R C (R~')~!.
S (RYH =R

b) Sea (z,w) € T o (S o R).

(x,w) € To(SoR) dzeC:(z,2) € (SoR)AN(z,w) €T
dzeCANIyeB:[(x,y) € RN (y,2) € S]A(z,w) €T
dzeCANIyeB:(r,y) € RA[(y,2) € SA(z,w) € T|
Jye B:(z,y) € RA(y,w) € (ToS)

(x,w) € (ToS)oR.

FErl

o(SoR)C(T'oS)oR.

Sea (z,w) € (ToS)oR.

(z,w) € (ToS)oR = Jye€ B:(r,y) € RA(y,w) € (T o)

— JyeBAIzeC:(z,y) € RN|[(y,2) € SA(z,w) € T]
= JyeBAIzeC:[(z,y) € RA(y,2) € S]A(z,w) €T
= JzeC:(r,2) € (SoR)N(z,w) €T

= (z,w) €T o(SoR).

s.(ToS)oRCTo(SoR).

c¢) Probaremos que Ro I, = R.
“C”
Sea (x,b) € Roly, entonces existe t € B tal que (z,t) € Iy (t,b) € R. Como (x,t) € 14,
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tenemos = = t, asf (x,b) € R.

“D”
Supongamos que (n,n) € 14. Entonces (m,n) € R, asi (n,m) € Ro I4.
Por lo tanto Ro 4 = R.

Probaremos que Iz o R = R.

“C”

Sea (x,z) € Ip o R, entonces existe y € B tal que (z,y) € Ry (y,z) € Ig. Como
(y,2) € Ip, tenemos y = z, asi (x,z) € R.

“3’7
Supongamos que (p, q) € R. Entonces (¢, q) € Ip, asi (p,q) € Ipo R.
Por lo tanto Ig o R = R.

d) Probaremos por doble inclusién.
(LC 2
Sea (z,2) € (SoR)™!

(z,2) € (SoR)™! (2,z) € (S o R), por definicion de relacion inversa
Jye B:(z,y) € RA(y,z) €S

JyeB:(y,2) € RA(x,y) e S
JyeB:(r,y) €S A(y,2) € R

(r,2) e R"1o S

FELL

S (SoR)T'CR1toS

“D 7
Sea (z,2) € R~'o S7L.

(z,2) ER'oS™! = FyeB:(r,y) €S 'Ay,2) e R}
— JyeB:(yz)eR'A(z,y) €S
— JdyeB:(z,y) € RA(y,x) €S
— (z,z) € SoR
— (z,2) € (SoR)™.
SR 1oSTTC(SoR)™h
(SoR)™'=R1oS1. [ ]

Ejercicios resueltos.

Ejercicio 1.4.16. Encuentre el dominio y el rango de la relacion W en R definido por
xWy siy sélo si:
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a) y=2x+1

b) y=+vx—1
1

c) y=

Solucion. a) Observemos que y = 2z + 1 no se indefine para ningin valor de x en R, por

lo que:
Dom(W) = R. Luego:

y = 2z+1
y—1 = 2x+1-1
y—1 = 2z
y—1 _
B
Asiy = vl = W~ La cual esta definida para todo valor de z en R, por lo tanto:
Rang(W) =R.

b) y = V& — 1 esta definida cuando = — 1 > 0.
r—1>0= 2 >1. Asi Dom(W) = [1,00).

Luego encontremos el recorrido de W:

Asi y = 22 +1 = WL La cual esta definida para todo valor de R, de donde el
Dom(W~1) =R.

Encontrando el minimo valor de W en el intervalo del dominio, sustituyendo x = 1 que
es el extremo inferior del intervalo, asf y = v/1 — 1 = /0 = 0. Por lo tanto se cumple que
0 <y < oo, asi debemos restringir el dominio de W~ tomando [0, 00).

Por lo tanto Dom(W =) = [0,00) = Rang(W).

1
¢) Como y = —, esta definida para los valores de z tales que z # 0.
Por lo que Dom(W) =R — {0}.
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Luego:

1
V=3
yr? = 1
2= 2

(Y
vV o= 1
Y
1
T = £4/—.
Y

1
Asiy = i\/j = W1 la cual esta definida cuando z > 0. Asi Dom(W™!) = (0, 00)
T

Encontrando el minimo valor de W en el intervalo del dominio, sustituyendo x = oo que

es el extremo inferior del intervalo, asi y = 0. Por lo tanto se cumple que 0 < y < oc.

2

Por lo tanto Dom(W 1) = (0,00) = Rang(W).

|
Ejercicio 1.4.17. Sea R una relacion de A a B y S una relacion de B a C. Probar que,
a) Dom(S o R) C Dom(R).
Demostracion. a) Sea x € Dom(S o R)
r € Dom(SoR) = 3Jye (C tal que (z,y) € SoR
— dye CATbe Btal que (z,b) € RA(by) €S

—> dbe€ B tal que (z,b) € R
= 1 € Dom(R).

Por lo tanto Dom(S o R) C Dom(R).

1.5. Relaciones de equivalencias

Las relaciones de equivalencia son un concepto matematico definido sobre un conjunto
dado cualquiera. Como tantos otros conceptos matematicos, esta basado en una idea
intuitiva, la representacion de relaciones del tipo: ciudades en una misma regién, alumnos
de la misma clase, instrucciones dentro del mismo bloque de cédigo, etc.

Definicién 1.5.1. Una relacion R sobre un conjunto A es llamada refleziva si (z,z) € R
para todo x € A, es decir R es reflexiva si

Vee A, x Rux.
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Definicién 1.5.2. Una relacion R sobre un conjunto A es llamada simétrica si para todo
(x,y) € R, implica que (y,z) € R, es decir: R es simétrica si

Ve,ye Ay x Ry—y R x.

Definicién 1.5.3. Una relacion R sobre un conjunto A es llamada transitiva si para toda
terna de elementos x,y,z € A, tales que (x,y) € A y (y,z) € A se tiene que (z,2) € A,es
decir

Ve,y,2€ A, RyAyRz=—z R z.

Definicién 1.5.4. Una relacion sobre un conjunto A se dice que es una relacion de
equivalencia si cumple ser reflexiva, transitiva, y simétrica.

Ejemplo 1.5.5. Usemos como conjunto A una bolsa de lunetas y como relacion R: a
tiene el mismo color que b. Veamos que efectivamente es una relacion de equivalencia:

Reflexiva: toda luneta tiene el mismo color que si misma.

Simetria: si la luneta a tiene el mismo color que la luneta b, entonces la luneta b tiene
el mismo color que la luneta a.

Transitiva: si a tiene el mismo color que b y b el mismo color que ¢, entonces a tiene el
mismo color que c.

Ejemplo 1.5.6. Sea B = {2,5,6,7} v S ={(2,5),(5,6),(2,6),(7,7)}, T = {(2,6),(5,6)}
relaciones en B.

Como 6 8 6y27Z 2, asi Sy T noson relaciones de equivalencia. S no es simétrica ya que
2 S 5 pero 5 8 2. De manera similar T no es simétrica ya que 5 T 6 pero 6 Z' 5. Pero S
y T son relaciones transitivas. Para verificar que S es transitivo, verificamos todos pares
(z,y) en S con todos los pares de la forma (y, z), tenemos (2,5) y (5,6) en S, asi que
debe tener (2,6); tenemos (7,7) y (7,7) en S, por lo que debemos tener (7,7). La relacién
T es transitivo por alguna razon diferente: no existen z,y, z en B talesque x Ty yy T z.
Debido a que su antecedente es falso, la oracién condicional si x T'y y y T z, entonces
x T z es verdadera.

Ejemplo 1.5.7. Sea R la relacién “es subconjunto de”en &?(Z) el conjunto potencia de
Z. R es reflexiva, es transitiva por teorema 1.1.6, inciso ¢). Note que {1,2} C {1,2,3}
pero {1,2,3} ¢ {1,2}. Por lo tanto R no es simétrica.

Ejemplo 1.5.8. Sea A = {2,3,6} y R la relacién “divide”en A es decir, xRy <= x|y,
R es reflexiva ya que cada elemento esta relacionado con sigo mismo y transitiva por que
hay un arco que va de 3 a 3 y uno de 3 a 6, asi que se puede ir directamente de 3 a 6
pero no simétrica. El grafico dirigido o digrafo es:

) 37)

)
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Ejemplo 1.5.9. Sea A = {2,3,6} y la relacién R en A, dada por xRy <= = < y R no
es reflexiva, no es simétrica pero si es transitiva. El grafico dirigido o digrafo es:

9 . o3
Ejemplo 1.5.10. Sea R = {(m,n) € Z x Z : m* = n*}, verifiquemos que es una relacién
de equivalencia.

Sean z,y, z € Z, arbitrarios y fijos.

Como 2% = 2%, x Rz, esto muestra que es reflexiva.

Si Ry, entonces 22 = y? luego y? = 22, asi y Rx. Se cumple que es simétrica.
SizRyyyRz entonces 22 = 4% v 3% = 22, luego 2% = 4% = 22, asi 22 = 22, entonces
x R z. Se cumple que es transitiva.

Ejemplo 1.5.11. Verifiquemos si la relacién R definida por {(z,y) € Z X Z : zy > 0}
es de equivalencia. En este ejemplo x Rx Va € Z excepto el entero 0; la relacién R no es
reflexiva ya que al multiplicar cualquier entero por cero es cero y cero no es mayor que
cero.

R es simétrico ya que, si x e y son enteros y xy > 0, entonces yxr > 0.

R es transitiva para verificar esto, asumimos que x Ry y y R 2z, entonces zy > 0y yz > 0.
Si y es positivo, entonces x y z son positivas; entonces xz > 0. Si y es negativo, entonces
x y z son negativas, entonces xz > 0. Asi en cualquiera caso, x R z. Esta relacién no es
de equivalencia, del hecho de que es simétrica, transitiva, y no reflexivo en Z.

Supongamos que se afirma que dos enteros estdan relacionados si y sélo si tienen la misma
paridad. Para esta relacion R = {(z,y) € Z X Z : x + y es par}, vemos que todos los
enteros impares son relacionados entre si (ya que la suma de dos nimeros impares es par)
y todos los pares estan relacionados entre si. La relacion R es reflexiva en Z, simétrica y
transitiva, por lo tanto es una relacién de equivalencia.

Para el conjunto P de todas las personas, sea L la relacién sobre P dada por xLy si
y s6lo si x y y tienen el mismo apellido. Tenemos a Lucy Morales L Carlos Morales,
Daniela Madison L Gabriela Madison, y asi. Si suponemos que todos tienen exactamente
un apellido, entonces L es una relaciéon de equivalencia en P.

Definicién 1.5.12. Sea R una relacion de equivalencia en un conjunto A. Para x € A,
la clase de equivalencia de x determinada por R es el conjunto

z/R={y € A:zRy}.

Podemos utilizar la notacion [x] y T son de uso general en lugar de x/R. Leemos la
notacion x/R como “la clase de x modulo R”, o simplemente “x mod R”.

El conjunto A/R = {z/R : x € A} de toda clase de equivalencia es llamado A modulo
R.



1.5. Relaciones de equivalencias 42

Ejemplo 1.5.13. La relacion H = {(1,1),(2,2),(3,3),(1,2),(2,1)} es una relacién de
equivalencia en el conjunto A = {1, 2, 3}.

Ademas [1] = 1/H =1 = {1,2}, 2] =2/H =2 = {1,2} y [3] = 3/H = {3}. Asi para
AJH = {[z] s w € A} = {[1], [2], 3]} = {{1, 2}, {1,2}, {3}}, ast A/H = {{1,2},{3}}

Ejemplo 1.5.14. Sea S = {(z,y) € R x R: 2% = y?}. S es una relacién de equivalencia
en R. Tenemos que 2 = {2, -2}, [r] = {—7, 7}, etc. Ademas 0 = {0}. En este ejemplo
para todo x € R las clases de equivalencia de x y las clases de equivalencia de —x son lo
mismo. El conjunto de clases R modulo S es R/S = {{z, —z} : ©z € R}.

Ejemplo 1.5.15. Para la relacion de equivalencia R = {(z,y) € Z X Z : x +y es par }
en 7, existen solo dos clases de equivalencia: D, el conjunto de todos los enteros impares
y E, el conjunto de los enteros pares. Asi Z/R = {D, E'}.

Teorema 1.5.16. Sea R una relacion de equivalencia en un conjunto no vacio A. Para
todo x, y en A,

a) /RC Ayx € x/R. Asitoda clase de equivalencia es un subconjunto no vacio de A.

b) xRy si y sélo si x/R = y/R. Asi los elementos de A estan relacionados si y sélo
si sus clases de equivalencia son idénticas.

c) x Ry siysdlosiz/RNy/R =1. Asi los elementos de A estdn relacionados si y
solo st sus clases de equivalencia son disjuntas.

Demostracion. a) Sea R una relacién de equivalencia de un conjunto no vacié A. Por
definicién (1.5.12), /R C A para todo x € A. Como R es una relacién de equivalencia
de A, entonces R es reflexiva en A. Asi x Rx. Por lo tanto z € z/R y asi toda clase de
equivalencia es un subconjunto no vacio de A.

b) ‘=7

Suponga que = Ry. Demostraremos que /R = y/R.

ke

Sea z € x/R. Como z € x/R, entonces x R z. Ahora de = Ry se tiene por simetria y R x,
ya que R es una relacion de equivalencia. Luego tenemos y Rz y x R z entonces por tran-
sitividad y R z, asi z € y/R. Por lo tanto /R C y/R.

k7

Sea z € y/R. Como z € y/R, entonces y R z, se tiene por simetria z Ry y de x Ry que
y Rx ya que R es una relacién de equivalencia. Luego tenemos z Ry y y R x entonces por
transitividad z Rz, pero por simetria « R z, entonces z € x/R. Asi y/R C z/R.

Por lo tanto /R = y/R.

e

Suponga que z/R = y/R. Como z/R = y/R, para y € y/R, entonces y € x/R. Por lo
tanto x Ry.



1.5. Relaciones de equivalencias 43

c) ‘="

Suponga que z/RNy/R = . Como z/RNy/R = (), entonces para y € y/R se tiene que
y ¢ x/R. Por lo tanto z R y.

“i 2

Ahora probaremos que = K y implica que x/RNy/R = (. Lo haremos probando el
contrareciproco, es decir (x/RNy/R # () implica x Ry).

Suponga que z/RNy/R # (). Como x/RNy/R # ), entonces existe un elemento k tal
que k € z/RNy/R, asi xt Rk y y Rk. Por lo que x Ry. Esto demuestra lo establecido al
inicio de esta implicacién. ]
Definicién 1.5.17. Sea m fijo un entero positivo. Para x,y € 7, decimos que x es
congruente a y modulo m si y sélo si m diwvide a (x —y). Se escribe x = y(mod m). El
numero m es llamado el modulo de congruencia.

Ejemplo 1.5.18. Usando 3 como modulo, 4 = 1(mod 3), porque 3 divide a 4 — 1.
Igualmente, 10 = 16(mod 3), porque 3 divide a 10—16. Como 3 no divide a 5—(—9) = 14,
tenemos 5 # —9(mod 3). Es facil ver que 0 es congruente a 0,3, —3,6 y —6, de hecho 0
es congruente modulo 3 a todo multiplo de 3.

Teorema 1.5.19. Para cada n € N, se tiene que = (mod m) es una relacion de equiva-
lencia en Z.

Demostracion. a) Reflexiva. Sea x € Z, x —x = 0 = 0.m, asi m|z — z, de donde z = x
(mod m).

. = (mod m) es reflexiva .

b) Simetria. Sean x,y € Z tales que x = y(mod m).

r=y(modm) = mlr—y

— r—y=mttel
= y—x=m(-t)
= mly—=z

=

y = x(mod m).

. = (mod m) es simétrica.

c¢) Transitiva. Sean z,y, z € Z tales que = = y(mod m) y y = z(mod m).
z = y(mod m) Ay = z(mod m) mlr —y Amly — z
mlr—y+y—z=x—z

mlr — z

L

r = z(mod m).
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.. = (mod m) es transitiva.
]

Definicién 1.5.20. El conjunto de clases de equivalencia para la relacion = (mod m) se
denota por Ly, = {[z] -2 € Z} ={T : v € Z}.

Ejemplo 1.5.21. Ahora podemos determinar el conjunto Zs de todas las clases de equi-
valencia médulo 3. Para x € Z, la clase de equivalencia de z es {y € Z : . = y (mod 3)},
que ahora denotamos por [z].

Sea m = 3, como los enteros congruentes con 0 (mod 3) son exactamente los multiplos
de 3, tenemos [0] = {--- ,—6,-3,0,3,6,-- }.

1] = {ye€Z:1= ymod3}
— (yeZ:l-y=3itcZ)
= {yeZ:y=1-3t,teZ}
— o, =8,=5, =2, 14,7, }.

2] = {ye€Z:2= ymod3}
{yeZ:32—yt={yeZ:2—y=3tteclZ}
{yeZ . y=2-3t,tc?Z}

= {---,—7,—4,—1,2,5,8,---}.

B8] = {y€Z:3= ymod3}
= {yeZ:33-yt={yeZ:3—y=3t,teZ}
= {yeZ:y=3-3tteZ}
= {--,-6,-3,0,3,6,---}.

4] = {y€Z:4= ymod3}
= {yeZ:34—yt={yeZ:4—y=3t,t€Z}
— [yeZ:y=4-3ttcZ}

(. -8-5-21,47,}
Asi 0] = 3] y [1) = (4], 2] = [5), 3] = [6], lnego [¢] = [y] si = = y (mod 3).
Asi Zy = {[z] : 2 € Z} = {[0], [1], [2]} = {0,T,2}
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Teorema 1.5.22. Sea m € N. Entonces:

a) Sean x,y € Z,x =y (mod m) si y solo si el residuo de x dividido por m es igual al
residuo de y dividido por m.

b) Z,, consiste de m distintas clases de equivalencia Z,, = {0,1,2,...,m — 1}.

Demostracion. a) Sean x y y dos numeros enteros. Por el algoritmo de la divisién existen
enteros ¢,r,t y stalque x =mg+r,con 0 <r<myy=mt+s,con0<s < m.
(Queremos demostrar que si x = y (mod m) si y sélo si r = s. Entonces,

mlz —y

m|(mq+r) — (mt + s)
mlmq+r—mt—s
m|m(q —1t) + (r — s)

ml|r — s

x =y (mod m)

r—s=20

r=s:

[ I A

r=s.Yaque0<r<my0<s<m.

b) Primero mostramos que Z,, = {0,1,2,...,m — 1}.

Para cada k, donde 0 < k < m — 1, el conjunto k es una clase de equivalencia, asf
{0,1,2,...,m — 1}, es un subconjunto de Z,,.

Supongamos que T € Z,,, donde x es un entero. Por el algoritmo de la division, existen
enteros q y r tales que x = mq + r, con 0 < r < m. Entonces x — r = mgq, asi m divide
a x —r. Entonces x = r (mod m). Por el teorema (1.5.16) inciso b), T = 7. Por lo tanto
T € L.

—~

[ |
Ejercicios resueltos.

Ejercicio 1.5.23. Probar que si R es una relacion simétrica y transitiva en A y el dominio
de R es A, entonces R es reflexiva en A.

Demostracion. Sea R es una relacion simétrica y transitiva en A tal que el dominio de R
es A.

Dom(R) = A implica que para todo = € A, existe y € A tal que x Ry.

Como R es simétrica de x Ry se sigue que y Rz, luego por ser R transitiva, si x Ry
y y Rx implica que x Rx. Asi para todo x € A se tiene que x Rx. Por lo tanto R es
reflexiva. |

Ejercicio 1.5.24. Suponga que R y S son relaciones de equivalencia en un conjunto A.
Probar que RN S es una relacién de equivalencia en A.
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Demostracion. Suponga que Ry S son relaciones de equivalencia en un conjunto A. Mos-
traremos que si R y S son ambas relaciones de equivalencia en A implica que RN S es
también relacién de equivalencia.

Es inmediatamente aparente que como R y S son relaciones de equivalencia entonces:

reAd = (xRx)N(xSx)
= ((z,z) € R) A ((z,x) € 5)
— (z,z) € RNS.

Asix € A=z (RN S)x por lo tanto RN S es reflexiva.

Ahora suponga que (x,y) € RN S, entonces ((z,y) € R) y ((z,y) € S), por definicién
de interseccién de conjuntos. Pero como R y S son simétricos entonces ((y,z) € R) y
((y,z) € S) lo cual implica que ((y,z) € RN S).

Ast x (RN S)y entonces y (RN S)x por lo tanto RN S es simétrica.

Finalmente consideremos (z,y) € RNSy (y,z) € RNS, entonces (x,y) € Ry (y,2) € R,
asi (z,z) € R por que R es transitiva, ademas como (x,y) € Sy (y,2) € S, entonces
(x,z) € S por ser S transitiva.

Asi (x,2) € Ry (z,2) € S, luego por definicién de interseccion de dos conjuntos

(x,z) € RN S, con esto probamos que (z,y) € RNS 'y (y,2) € RN S entonces

(x,2) € RNS. Asi RN S es transitiva.

Por lo tanto RN S es una relaciéon de equivalencia. |

1.6. Particiones

Esta seccion presenta el concepto de particionamiento de un conjunto y describe la estre-
cha relacién entre particion y relaciéon de equivalencia.

Definicién 1.6.1. Sea A un conjunto no vacio. & es una particion de A si y solo si &
es un conjunto de subconjuntos de A tal que:

a) Si X € P, entonces X # ().
b) SiXePyYeP, entonces X =Y ¢ XNY ={.

c) UX:A.

Xez

Ejemplo 1.6.2. La familia de dos elementos & = {E, D} donde E son los enteros pares
y D son los entero impares, es una particion de Z. También los tres elementos de la
coleccién # = {N,{0},Z"}, donde Z~ es el conjunto de los enteros negativos es ade-
mas una particién de Z. Para cada k € Z, sea A, = {3k,3k + 1,3k + 2}. La familia
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F = {A) : k € Z} es una familia infinita ya que el conjunto de los enteros es infinito,
ademas es una particién de Z. Algunos elementos de % son Ay = {0,1,2}, A; = {3,4,5}
y A, = {-3,-2,—1}.

Otras dos particiones de Z son {...,{—3},{—2}, {—1},{0}, {1},{2}, {3}, ...} ¥y {Z}. De
hecho, para un conjunto no vacio A, la familia {{z} : x € A} y {A} son particiones de A.

Ejemplo 1.6.3. Para cada n € Z, sea G,, = [n,n + 1). La coleccién {G,, : n € Z} de
intervalos semi-abiertos es una particiéon de R.

Por definicién, una particién de A es una coleccion disjunta por pares de subconjuntos
no vacio de A.

Ejemplo 1.6.4. Para el conjunto A = {a,b,c,d, e}, la familia C = {C},Cs, C3} donde
Cy = {be},Cy = {a,c,d} y C3 = {b,e}, es una particiéon de A a pesar de que los
conjuntos C7 y C5 no son disjuntos. La familia {C,Cy, C3} es lo mismo que la familia

{Cs, C5} por que Cy = Ch.

Teorema 1.6.5. Si R es una relacion de equivalencia en un conjunto no vacio A, en-
tonces A/ R, el conjunto de las clases de equivalencia para R, es una particion de A.

Demostracion. Sea R una relacién de equivalencia en un conjunto no vacio A.

Toda clase de equivalencia z/R es un subconjunto de A y es distinto de vacio por que
contiene a x, ademas cualesquiera dos clases de equivalencia son iguales o son disjuntas
de acuerdo a el (teorema 1.5.16).

Sean a,b € Ay sea la clase de a en R: [a], y la la clase de b en R: [b], tal que [a] N [b] # 0,
asi existe un elemento x € A tal que z Ra y x Rb por ser R una relacion de equivalencia
es simétrica, asi a Rx. Como a Rx y x Rb por transitividad, entonces a R b. Por lo tanto

[a] = [0].

Queremos probar que U [z] = A.
x€A
(LC 7
Sea A/R = {[z] : € A} el conjunto de clases de A modulo R. Por teorema 1.5.16 todo
[z] esta contenido en A, asi U [x] C A.

€A
“D 7
Sea x € A. Entonces x € [z], asi x € U [z] por lo tanto A C U [z].
€A €A
Por lo tanto A = U [x]. |

TEA

Ejemplo 1.6.6. Sea A = {4,5,6,7} y la relacién de equivalencia

T ={(4,4),(5,5),(6,6),(7,7),(5,7),(7,5),(7,6),(6,7), (5,6),(6,5)}.

Por el teorema anterior, podemos formar una particién de A al encontrar las clases de
de equivalencia de T. Estas son 4/T = {4}, por que 4 esta relacionado con 4, 5R5 y
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5 R6, por transitividad 5 R6. Ademas 5R6 y 5 R7 por transitividad 5 R7, de donde
5/T =6/T =7/T = {5,6,7}. La particién producida por T es A/T = {{4},{5,6,7}}.

Teorema 1.6.7. Sea & la particion del conjunto no vacio A. Para x yy € A, se define
xQy siy solo si existe un C € & tal que x € C' yy € C. Luego

a) @ es una relacion de equivalencia en A.
b) A/Q = Z.

Demostracion.

a) Probemos que @) cumple las propiedades de reflexividad, simetria y transitividad.

i) Reflexiva:

Sea a € A. Ya que & es una particion de A se cumple, A = U X, entonces existe algun

Xe»
CeZtalqueacC. Asi a()a.

Por lo tanto @) es reflexivo en A.

ii) Simetria:
Supongamos que z,y € A tal que x @ y. Por definicién de @, existe C' € & tal que x € C
yy € C. Yaque z,y € C, entonces yQ x.
Asi () es simétrico en A.

iii) Transitividad:
Sea x,y,z € A, supongamos que z Qy v y Q) z. Entonces existe un conjunto C'y D en &
tal que =,y € C' v y,z € D. Como & es una particién de A, los conjuntos C'y D son
iguales o disjuntos, pero como y es un elementos de ambos conjuntos, C' y D no pueden
ser disjuntos. Por lo tanto, tenemos un conjunto C'= D que contiene a ' y z asi z @ z.
Por lo tanto () es transitiva.

b) “C”
Demostraremos que A/Q C Z. Sea z/Q) € A/Q). Entonces escogemos B € & tal que
x € B. Se pretende que x/Q = B. Si y € x/Q), entonces x Q) y. Entonces existe algiin
CePtalquexreCeyeC. Comoxr e CNB, C=B,asiy € B. Por otro lado, si
y € B, entonces x Qy, y asi y € x/Q. Por lo tanto A/Q C Z.
t—~y»
Probemos que & C A/Q.
Sea B € & un elemento de la particién tal que B # (). Escojamos un t € B entonces
probaremos que B = t/Q). Si s € B, entonces t () s, asi s € t/Q). Por otra parte, si s € t/Q,
entonces t () s asi s y t son elementos de algin miembro de & el cual debe ser B. Por lo
tanto B =t/Q, asi?? C A/Q.
Por lo tanto A/Q = Z. [ |
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Ejemplo 1.6.8. Sea A = {1,2,3,4} y & = {{1},{2,3},{4}} una particiéon de A con
tres conjuntos. La relacion de equivalencia () asociada con & es

{(1,1),(2,2),(3,3), (4,4),(2,3), (3,2)}-

Las tres clases de equivalencia para () son

1/Q =[1] ={1},2/Q = [2] = 3/Q = [3] = {2,3}

Y 4/Q = [4] = {4}. Entonces el conjunto de todas las clases de equivalencia es precisa-
mente .

Ejemplo 1.6.9. El conjunto A = {Ag, A1, Ay, A3} es una particién de Z, donde

Ay = {4k:keZ}.

A = {dk+1:kez}
Ay = {dk+2:k ez}
Ay = {4k +3:k e Z}.

Los enteros = e y estan en el mismo conjunto A; siysélosix =4n+1y y =4m+1
para algin entero n y m, o en otras palabras si y sélo si x — y es un multiplo de 4. Asi la
relacion de equivalencia asociada con la particion & es la relacién de congruencia modulo
4 y cada A; es el residuo de las clases de i modulo 4, para i =0,1,2, 3.

1.7. Relaciones de Orden

Es familiar las relaciones de orden para los conjuntos de nimeros N,Z y R tales como
“menor que ", “mayor que”y “menor o igual que”’son basicos para nuestra comprension
de los sistemas numéricos, pero no son relaciones de equivalencia. Por ejemplo, < no es
reflexivo en R porque es falso que 3 < 3, y no es simétrico porque 2 < 7 pero no es cierto
que ™ < 2. La relacion < es transitiva, ya que la conjunciéon = < y y y < z implica que
T < z.

Ejemplo 1.7.1. Ademas de las propiedades transitiva y reflexiva en R, la relacion <
en R, tiene dos propiedades que no hemos considerado anteriormente. La primera de
estas propiedades es de comparabilidad: cada dos elementos de R son comparables. Esto
significa que para todo x,y € R o bien z < y o y < x. La otra propiedad es que para
todo x,y e Rsixz <yyy<x, entonces z = y.

Ejemplo 1.7.2. En el conjunto N de los niimeros naturales, se considera la relaciéon “di-
vide”, es decir, para cada par de naturales a y b se cumple a < b <= alb.

Recordemos que si a y b son naturales cualesquiera, entonces alb <= 3k € N : b = ak,
verifiquemos que esta relacion es reflexiva y transitiva.
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Reflexiva. Para cada elemento a € N, se verifica que a = al, luego, 3k € N : a = ak de
aqui que a < a, por lo tanto la relacion es reflexiva.

Transitiva. Seana, b y ¢ tres nimeros naturales, entonces. a < b <= dk; e N:b=ak; y
b<c<= dky € N:c=bks.

Sustituyendo la segunda ecuacion en la primera, tendremos que ¢ = akiks tal que
k1ks € N, luego, a < c. Por lo tanto la relacion es transitiva.

Otras dos propiedades de esta relacion son, si a divide b y b divide a, entonces a = b.
Ademas hay elementos en N que no son comparables, es decir existen niimeros naturales
x e y. Por ejemplo 10, 21 tales que “x divide y "y “y divide x "son falsos.

Ejemplo 1.7.3. Sea A un conjunto y &?(A) su conjunto potencia. Sea R la relacién de
inclusién (C) tal que Ay C Ay, cuando A; y Ay € P (A), siy sélo si todo elemento de
Aj estd en Ay. Esta es también una relacion de orden. Ademsds, si Ay C Ay y Ay C Ay
entonces A; = A,. Mas sin embargo esta relacion de orden no establece necesariamente
comparacién entre dos elementos cualesquiera de &?(A). Por ejemplo sea A = {1, 2,3},
entonces Z(A) = {{1},{2}, {3}, {1,2},{1,3},{2,3}, A, 0}.

Evidentemente que si A; = {3} y As = {1, 3} entonces no se pueden dar ninguna de las
relaciones que se presentan.

Ay C Ag, Ay C Ay, Ay = As.

Sea Y la relacion “tiene la misma edad en anos o menos que” en un conjunto fijo P
de personas. Entonces Y es reflexivo sobre P y transitivo. Esta relacién también tiene
la propiedad de que dos elementos de P son comparables. Sin embargo, la relacién Y
tiene una propiedad que no es deseable para un ordenamiento. Si a y b son dos personas
diferentes en P y tanto a como b tienen 20 anos, entonces aY by bY a pero a # b.

Definicién 1.7.4. Una relacion R en un conjunto A es antisimétrica para todos x,y € A,
six Ry yy Rz, entonces x = y.

Ejemplo 1.7.5. Ya hemos notado que la relacién “divide’en N, < en Ry C en &(A)
son antisimétricos. La relacion < difiere de la relacion < en R por que < no es reflexivo
en R. Como < la relacién < es antisimetrica pero por una razén diferente: la declaracion
para todo z,y € R, si z < y y y < x entonces x = y es cierto porque el antecedente es
falso.

La relacién “divide” es una relaciéon antisimétrica en N. Sin embargo,la relacion “divide”no
es una relacién antisimétrica en Z. Por ejemplo, 6 divide —6 y —6 divide 6, pero 6 # —6.

Definicién 1.7.6. Una relacion R en un conjunto A es un orden parcial para A si R es
reflexivo en A, antisimétrico y transitivo. Un conjunto A con orden parcial R se llama
conjunto parcialmente ordenado.

Ejemplo 1.7.7. Sea W la relacion en N dada por z Wy siy sélosi x +y es pary x < y.
Entonces W es de orden parcial. Por ejemplo, 2W 4, 4W 6, 6WS8,..., v 1W3, 3W5,
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5WT,..., pero nunca tenemos m W n donde m y n tienen paridad opuesta. Nosotros
verifiquemos que W es un orden parcial.

Demostracion. i) Probar que W es reflexivo en N. Sea x € N, entonces © + x = 2z es
pary x <z, asi x W x.

ii) Probar que W es antisimetrico. Supongamos que z Wy y y W z, entonces x + y es
pary x <y yy < x por antisimetria de < en N, z = y.

iii) Probar que W es transitivo. Supongamos que x Wy y y W z, entonces y < z, y + 2
es par, * < y, x + y es par. Por transitividad de < en N z < z, x 4+ y es también
par ¢+ z = (z +y) + (y + 2) + (—2y) es la suma de tres nimeros pares.

Por lo tanto x W z.
Por lo tanto W es un orden parcial. [ |

Supongamos que R es un orden parcial en el conjunto A y a, b, ¢ son tres elementos dis-
tintos de A. Supongamos que a Rb, b Rcy ¢ Ra ademéas que A es una porcién del digrafo
de R, se muestra en la figura siguiente. La cadena de relaciones se llama camino cerrado
(de longitud 3) en el digrafo.

El camino esta cerrado porque a medida que avanzamos de vértice a vértice a lo largo
del camino, podemos comenzar y terminar en el mismo vértice. Para a R by b R ¢ por
transitividad tenemos a R c. (El arco de a a ¢ no se muestra en la parte del digrafo de la
Figura), Pero ¢ R a también es cierto, y esto contradice la propiedad antisimetria de R.
Usando este razonamiento, concluimos que el digrafo de orden parcial puede que nunca
contenga una ruta cerrada, excepto los bucles en vértices individuales.

VAN

Ob—> oC
Teorema 1.7.8. Si R es un orden parcial para un conjunto A y
rRxy,xv1 Rxo,x9 Rxs3,..., 2,1 Rx,, 2, Rx
entonces * =1 =T9 =T33 ="+ =T,

Demostracion. Se probara por induccion.
Para n = 1, supongamos que x Rz, y 1 Rz. Por antisimetria, concluimos que = = z;.
Supongamos que se cumple para n = k, es decir.

rRxy,x1 Rro, 9 Rxs, ..., x5 1 Ry, v R,

Entonces x = xy = x9 = 3 = - - - = x} y probemos que se cumple paran = k+1, entonces
xRzy,01 Rxo, w0 R, ..., 2 Rxpyq, xp1 R, luego por la propiedad transitiva x Rzq y
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x1 R 2o tenemos que z R x,, siguiendo este proceso hasta xp Rxi 1 y Tr1 Rx tenemos

que zp Rx. De x Rxq,x1 Rxo, 29 Rxs, ..., 21 Rxp, v, R de la hipotesis de induccion
tenemos r = 1y = T9 = 23 = -+ = Tk. Ya que T = T tenemos que r Rxy1 v Tpy1 R,
Por antisimetria, concluimos que x = x1.

Por lo tanto x = xy =29 =23 = -+ - = Xpy1. |

Definicién 1.7.9. Si R es un orden parcial para un conjunto A y sean a,b € A con
a # b. Entonces a es inmediatamente predecesor de b si y solo si a Rb y no existe c € A
tal que a #c¢, b#c, aRc ycRb.

En otras palabras, a es un predecesor inmediato de b cuando ningin otro elemento se
encuentra “entre”a y b.

Ejemplo 1.7.10. Para A = {1,2,3,4,5}, &(A) estd parcialmente ordenado por la rela-
cién inclusién del conjunto C. Para el conjunto {2,3,5}, hay tres predecesores inmediatos
en Z(A):{2,3},{2,5} y {3,5}. El conjunto vacio no tiene predecesor inmediato. También
() es el nico predecesor inmediato para {3}. Tenemos {4} C {2,4,5}, pero {4} no es un
predecesor inmediato de {2,4,5} por que {4} # {4,5},{4,5} # {2,4,5},{4} C {4,5} y
{4,5} C {2,4,5}.

Definicién 1.7.11. Sea R un orden parcial para A. Sea B un subconjunto de A y a € A.
Entonces

a es una cota supertor para B si y solo st b Ra para cada b € B.

a es una cota inferior para B si y solo st a Rb para cada b € B.

a es una minima cota superior para B (o supremo para B) si y sdlo si

i) a es una cota superior para B, y

ii) a Rz para cada cota superior x de B.

a es una mdzrima cota inferior para B (o infimo para B) si y sdlo si
i) a es una cota inferior para B, y
i) x Ra para cada cota inferior x de B.

Escribiremos sup(B) para denotar el supremo de B e inf(B) para denotar el infimo de

B.

Definicién 1.7.12. Sea R un orden parcial para un conjunto A. Sea B C A. Si la mdzima
cota inferior para B existe y es un elemento de B, se denomina el minimo elemento de
B, y se denota por min(B). Si la minima cota superior para B esta en B, se le llama el
mdzximo elemento de B, y se denota por max(B).
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Ejemplo 1.7.13. Consideremos los siguientes conjuntos. A = {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10},
sea B = {{1,4,5,7},{1,4,7,8},{2,4,7}}. B es un subconjunto de #(A). Usando el
orden parcial C para Z(A), vemos que {1,2,3,4,5,6,7,8} es una cota superior para B
porque.

{1,4,5,7} € {1,2,3,4,5,6,7,8},
{174’778} g {17273’4757677’8}’y
{2,4,7} C {1,2,3,4,5,6,7,8}.

Otra cota superior para B es {1,2,4,5,7,8,9,10}.
Verifiquemos que sup(B) = {1,2,4,5,7,8}.

Es evidente que

{1,4,5,7} C {1,2,4,5,7,8},
{1,4,7,8} C {1,2,4,5,7,8},
{2,4,7} C {1,2,4,5,7,8}.

Por lo tanto {1,2,4,5,7,8} es una cota superior. Sea X una cota superior para B.
Como X es una cota superior para B,

{174a577} g Xv
{1747778} g Xa
{2,477 C X

De donde {1,2,4,5,7,8} C X. Por lo tanto {1,2,4,5,7,8} = sup(B).

Las cotas inferiores de B son 0, {4}, {7}, {4, 7}.
Como 0 C {4,7},{4} C{4,7},{7} C {4,7}, asi el inf B = {4, 7}.

Teorema 1.7.14. Sea A un conjunto no vacio, y B un subconjunto de P(A). Usando
el orden parcial C en P(A). Se tiene que:

a) sup(B) = | J X,

XeB

b) inf(B) = [ X.

XeB
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Demostracion. a) Probaremos que U X es una cota superior de B.
XeB

Sea C' € B.

Como C € B. Entonces C' C U X; por Teorema 1.3.7 b). Como C' es arbitrario en B,
XeB

se sigue que U X es una cota superior para B.

XeB
Sea Z una cota superior de B.

Como Z es una cota superior de B, asi
VX eB XCZ (1.1)
Sea x € U X.

XeB

T € UX —> x € X; paraalgin X € B

XeB
— z€ X C Zpor (1.1)
— x €.
~Uxcz
XeB
Como Z es una cota superior arbitraria de B, asi U X = sup(B).

XeB

b) Probaremos que ﬂ X es una cota inferior de B.

XeB
Sea D € B.
Como D € B. Entonces ﬂ X C D; por Teorema 1.3.7 a). Como D es arbitrario en B,
XeB
se sigue que ﬂ X es una cota inferior para B.

XeB
Sea W una cota inferior de B.

Como W es una cota inferior de B, asi
vVXeBWCX (1.2)
Sea x € W.

reW = ze€XVX € B por (1.2)

= T € ﬂ X
XeB
Por lo tanto W C ﬂ X.
XeB
Luego el inf B = ﬂ X. |

XeB



1.7. Relaciones de Orden 55

Se presenta la minima cota superior y la maxima cota inferior para algunos subconjuntos
de R con el orden usual < .

Ejemplo 1.7.15. Para A =[0,4), sup(A) =4 e inf(A) = 0.
Demostracion. Sea x € A.

reA = 0<z<4
— 0<xr<4
— 0<zryx <4

Por lo tanto 0 es una cota inferior de A y 4 es una cota superior de A.

Sea z una cota superior de A.

Entonces Vz € A, x < z. (Razonando por contradiccién) Supongamos que 4 £ z. Enton-
ces z < 4.

Consideremos a = % (el punto medio entre z y 4), entonces 0 < z < a < 4, asi a € A.
Luego a < z por ser z cota superior de A. Pero entonces z < a < z, asi z < z, lo cual es
absurdo. Por lo tanto 4 < z.

Como z es cota superior arbitraria se sigue que sup(A) = 4.

Sea w una cota inferior de A.

Entonces Vz € A,w < x, como 0 pertenece a A, asi w < 0. Por lo tanto inf(A) =0. N

Ademas el lector puede darse cuenta que el supremo de un conjunto no necesariamente
esta en el conjunto, por ejemplo sup(A) =4, pero 4 ¢ A

Sea w una cota inferior de A. Entonces Vx € A. Notese que 0 es un minimo para A,
mientras que 4 no es mdximo.

Para B =1{1,6,3,9,12, —4,10}, sup(B) = 12 e inf(B) = —4.
Para C = {2% : k € N}, sup(C) no existe e inf(C) = 2.

Teorema 1.7.16. Sea R un orden parcial para el conjunto A y B C A. Entonces si
sup(B) existe es unico. También si inf(B) eziste es unico.

Demostracion. Sean x,y € A tal que x,y son minimas cotas superiores para B. (Quere-
mos probar que x = y ). Como x es una cota superior y y es una minima cota superior
tenemos y R x. De igual manera y es una cota superior y x es una minima cota superior
tenemos x Ry. Asi x Ry y y Rx, por propiedad de antisimetria x = y. Por lo tanto, si
existe, sup(B) y es tnico.

Sean z,y € A tal que x,y son maximas cotas inferiores para B.

(Queremos probar que x = y ). Como y es una cota inferior y = es una maxima cota
inferior tenemos y Rx. Asi x Ry v y Rx, por propiedad de antisimetria x = y. Por lo
tanto, si existe, inf(B) y es unico. [ |
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Definicién 1.7.17. Un orden parcial R en A se le llama orden lineal (u orden total) en
A. si para dos elementos cualesquiera x ey en A, o bienx Ry oy R x.

Definicién 1.7.18. Sea L un orden lineal en un conjunto A. L es un buen orden en A
si cada subconjunto no vacio B de A contiene un minimo.

Ejemplo 1.7.19. R con el orden usual < es un orden lineal, ya que para cualesquiera
dos elementos z,y € R o bien x < y 6 bien y < x.
Mientras que Z(RR) con la relacién de inclusién “C”no es un orden lineal ya que {1} ¢ {2}

ni {2} & {1}

Ejemplo 1.7.20. R con el orden usual < no es un buen orden ya que (0,1) no tiene
minimo, pues 0 = inf((0, 1)) pero 0 ¢ (0,1). Mientras que N con el orden usual < si es
un buen orden por que todo subconjunto de N posee minimo.

1.8. Funciones y relaciones

Definicién 1.8.1. Una funcion (o mapeo) de A en B es una relacion f de A en B tal
que:

a) El dominio de f es A.
b) Si(x,y) € f y (z,2) € f entonces y = z.

Se escribe f : A — B y se lee “f es una funcion de A en B 7, o “f es un mapeo de A
en B. 7 FEl conjunto B es llamado el codominio de f. En el caso donde B = A, decimos
que f es una funcion en A.

No se imponen restricciones a los conjuntos A y B. Pueden ser conjuntos de nimeros,
conjuntos de pares ordenados e incluso conjuntos de funciones.

La condicién para que f sea una funcién de A en B tiene mucho que decir sobre las
primeras coordenadas de los pares ordenados en f:

Condicién i) Asegurarse de que todo elemento de A es una primera coordenada de f.
Condicién ii) Cada primera coordenada aparece en un solo par ordenado de f.

No hay requisito correspondiente a la segunda coordenada. Puede ser que algunos ele-
mentos de B no se usen como segundas coordenadas o algunos elementos de B se utilizan
como segundas coordenadas en dos o mas pares ordenados diferentes.

Ejemplo 1.8.2. Sea A ={1,2,3} y B ={4,5,6}. Todos los conjuntos:

Ry = {(1,4),(2,5),(3,6),(2,6)}
Ry = {(1,4),(2,6),(3,5)}

Ry = {(1,5),(2,5),(3,4)}

R, = {(1,4),(3,6)}.
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Son relaciones de A a B. Como (2,5) y (2,6) son pares ordenados distintos con la misma
primer coordenada, R; no es funcién de A a B. Ry y Rj satisfacen las condiciones a) y
b) y son funciones de A a B. El dominio de Ry es el conjunto {1, 3}, el cual no es igual
a A, asi R4 no es funcién de A a B. Sin embargo, R, satisface la condicién b), entonces
es correcto decir que Ry es funcién de {1,3} a B.

El codominio B para una funciéon f : A — B es el conjunto de todos los objetos dis-
ponibles para usar como segundas coordenadas (imagenes). Como cualquier relacién, el
rango de f es: Rang(f) = {v € B : existe u € A tal que (u,v) € f}, que es el conjunto
de objetos que en realidad se usa como segundas coordenadas. Nétese que el rango de f
es siempre subconjunto del codominio.

En los ejemplos anteriores, el rango de Ry es lo mismo que su codominio, pero el rango de
Rses{4,5} # B. Decimos que R3 es una funcién de A en B, pero también podriamos decir
que Rs también es una funcién de A a {4,5}, y R3 es una funcién de A a {/3,7,4,5,8}
o cualquier otro conjunto que contenga a 4 y a 5. Una funcién tiene solo un dominio y un
rango, pero muchos posibles codominios, porque cualquier conjunto que incluya el rango
puede considerarse un codominio.

Definicién 1.8.3. Sea f : A — B. Escribimos y = f(x) cuando (z,y) € f. Decimos
que y es el valor de f en x (o la imagen de f en x) y que x es una pre-imagen de y bajo

f.

Ejemplo 1.8.4. Sea F = {(x,y) € Z X Z : y = x*}. Entonces F es una funcién con
dominio Z y F(x) = z*. La imagen de 4 es 16, F(=3) =9, F(t+2) = (¢t +2)?, y el valor
de F de 10 es 100. 5 y —5 son ambos pre-imagenes de 25. Como 7 no tiene pre-imagen
en Z, 7 no esta en el rango de F. El rango es Rang(F') = {0,1,4,9, 16,25, 36, ...}.

Ejemplo 1.8.5. Probar que g = {(z,y) € R x R: z = y3} es una funcién de R en R.

Demostracion. Primero observe que g es una relacion de R en R.

i) Probemos que Dom(g) = R.

“C”

Suponga que z € Dom(g). Por definicién de g, las primeras coordenadas de los elementos
de g son nimeros reales asi x € R, por lo que Dom(g) C R.

(=~

Sea x € R. Entonces /= es un numero real y x = (/)3 Asf existe y € R (es decir
y = /) para el cual (z,y) € g. Asi x € Dom(g). Por lo que R C Dom(g).

ii) Probar que f tiene valor unico.

Suponga que (z,u) € gy (z,v) € g. Entonces * = v® y x = v3. Entonces u® = v3, de
donde se concluye que u = v.

Por la parte i) y ii), g es una funcién de R en R. [ |

Teorema 1.8.6. Sea f una relacion de A en B, con Dom(f) = A. Entonces f es una
funcion de A en B si y sélo si cuando x =y en A implica que f(x) = f(y).
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Demostracion. “="

Supongamos que f es funcién de A en B. Sean = y en A. Como el Dom(f) = A, asi f(x)
y f(y) existen de donde (z, f(x)) € fy (v, f(y)) € f. Pero x =y, asi (z, f(z)) € fy
(x, f(y)) € f. Pero por la condicién ii) de la definicién de funcién se sigue que f(z) = f(y).
Por lo tanto z = y en A, entonces f(z) = f(y).

"

Supongamos que la condicién x = y en A implica que f(z) = f(y) es cierta.

Sea (z,z),(z,w) € f. Hagamos y = =z, asi (z,z), (y,w) € f, por lo cual f(z) = z y
f(y) = w, pero por hipétesis f(x) = f(y), de donde z = w.

Por lo tanto se cumple la condicién ii) de la definicién de funcién. |

Teorema 1.8.7. Dos funciones f y g son iguales si y solo st
(a) Dom(f) = Dom(g) y

(b) Para todo x € Dom(g), f(x) = g(z).

Demostracion. “="
Supongamos que f = g.

(a) “C” Sea x € Dom(f), entonces (z,y) € f para algin y y dado que f = g, entonces
(x,y) € g. Asi x € Dom(g). Por lo tanto Dom(f) C Dom(g).

“D” Sea x € Dom(g), entonces (z,y) € g para algun y y dado que f = g, entonces
(x,y) € f. Asi x € Dom(f). Por lo tanto Dom(g) C Dom(f).
Por lo tanto Dom(f) = Dom(g).

(b) Sea xz € Dom(g), para algun y entonces (z,y) € f. Como f = g, entonces (x,y) € ¢
ast f(z) =y = g(x).

“:77

Supongamos que Dom/(f) = Dom(g) y para todo = € Dom(g), f(x) = g(x).

Sea (z,y) € f. Entonces x € Dom(f) = Dom(g), sea z tal que (z,2) € g. De donde,
y = f(z) = g(x) = z, de donde (z,y) € g. Por lo tanto f C g.

Sea (z,y) € g. Entonces x € Dom(g) = Dom(f), sea z tal que (z,z) € f. De donde
y=g(z) = f(x) = z, de donde (z,y) € f. Por lo tanto g C f.

Por lo tanto f =g [ ]
Ejemplo 1.8.8. Supongamos que se ha especificado un universo U, y que A C U. Defi-
nimos la funcién y4 : A — {0, 1} por

(z) = 1 siz € A
XA =30 size U—A.

Entonces xa(x) se llama la funcién caracteristica de A. Por ejemplo si A = [1,4) siendo
el universo el conjunto de niimeros reales, entonces x4(x) = 1siy sélosi 1 < x < 4.
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Definicién 1.8.9. Una sucesion de nimeros reales es una funcion
r:N—=R.

FEscribiremos x,, en vez de x(n) y (,)nen para indicar la sucesion.

Ejemplo 1.8.10. Para la sucesién x dada por x,, = ——, podemos encontrar el término
n

1 11111
63 es xg3 = :—.Elrangodexes{—— 5,6}

_1 Z
63+ 64 2°374’

Ejercicios resueltos.

Ejercicio 1.8.11. Para las siguientes funciones definidas en R. Encontrar el dominio y
rango de:

) f@) = .
b) f(z) =vVb—=x

1
\/:1:+7r'

Esta funcion se define cuando v/z + 7w > 0 ademas « + 7 > 0.
Asi:

Solucion. a) Dada la funcién f(z) =

r+7m>0 —= x>0—7
_— I > —T

Por lo tanto Dom f(z) = (—m, 00). Luego:

1— 227

y=—7>5—=[f"(z)

T

Se tiene que f~!(x) estd definida cuando x # 0. Asf el Domf~!(z) = (—o0,0) U (0, 00).
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Observe que en la funcién f(x) solo estamos tomando la parte positiva de la raiz. Asi res-
tringimos el dominio de f~!(x) tomando solo el intervalo (0, c0).

Por lo tanto Rangf(z) = (0, c0).

b) Dada la funcién f(z) = /b — x.

Esta funcién estd definida cuando 5 — z > 0.

5—r>0=— —x

IN 1V

T
Ast Domf(x) = (—o0,5].

Luego:

y - V53
vy = (Vb—u)

v = b—=z
y’ =5 = —x
r = 5—1y?
=5—2% = f(a).

f7(z) estd definida para todo R de donde Domf~!(x) = R.

Pero en f(z) solo se esta tomando la parte positiva de la raiz. Asi restringimos el dominio
de f~!(x) tomando solo el intervalo [0, 00). Por lo tanto Rangf(x) = [0, 00).

Ejercicio 1.8.12. Pruebe que la relacién {(z,y) € R x R : 22 = 3?} no es una funcién
en R.

Demostracién. Probemos que el Dom{(z,y) € R x R : 2? = y?} estd en R,

Observe que 22 = 32 = y = +v/22.

La cual esta definida para x > 0 As{ el dominio de {(z,y) € R x R: 2% = y*} esta en R.
Probemos que su imagen es tunica.

De y = +v/22 obtenemos:

y =22y y=—V22, asf cada valor de z tiene dos imégenes.

Por lo tanto {(z,y) € R x R : 2% = y*} no es una funcién en R.
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1.9. Composicion de funciones

Definicién 1.9.1. Para una funcion F : A — B, la inversa de F es la relacion de B
en A:

F~'={(z,y): (y,2) € F}.
Definicién 1.9.2. Para una funcion F: A — B y G : B — C, la composicion de F
y G es la relacion de A en C':

GoF ={(z,2)) e AxC:(z,y) € Fy(y,z) €G para algin y € B}.
Ejemplo 1.9.3. Sea F = {(z,y) :y =22+ 1} y G = {(x,y) : y = 2*}. Luego F y G son
mapeos con dominio R y codominio R y Ry respectivamente. Las inversas de F' y G son,

F7' = {(z,y) eRxR:(y,2) € F}
F' = {(z,y) eERxR:x=2y+1}
F' = {(z,y) eERxR:2—1=2y}

Ft o= {(x,y)ERXR:y:xT_l}
y

Gt = {(z,y) eRxR:(y,x) € G}

Gt = {(z,y) eERxR:2 =9y}

G = {(x,y) eERxR: vz =1/y’}

G = {(z,y) eRxR:y=+z}

La inversa de F' es una funcion. La inversa de G no es una funcién ya que, por ejemplo,
(4,2)e Gy (4,-2) e G!

La composicién de F' y G es:

GoF = {(z,2) eRxR:3yeRtal que (z,y) € Fy(y,2) € G}
GoF = {(r,2)ERxR:3yeRtalquey=2z+1y 2=y}
GoF = {(z,2) eRxR:z=(2z+1)%}.

y
FoF = {(z,2) e RxR:3JyeRtal que (z,y) € Fy(y,z) € F}
FoF = {(z,z)eRxR:JyeRtalquey=2r+1yz=2y+1}
FoF = {(z,2)eRxR:z=22x+1)+1}
FoF = {(z,z) e RxR:z=4zx+ 3}
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FoG = {(z,2) e RxR:3JyeRtalque (z,y) € Gy (y,2) € F}
FoG = {(z,2) ERxR:IycRtalquey=2"yz=2y+1}
FoG = {(z,2) eRxR:z=22"+1}.

Este ejemplo muestran que G o F'y F' o G no siempre son iguales. Por lo tanto, la
composicién de funciones no es conmutativa.

Teorema 1.9.4. Sean A, B y C' conjuntos y F,G funciones tales que F' : A — B y
G : B — C. Entonces Go F es una funcion de A en C' y el dominio Dom(G o F) = A.

Demostracion. Sea a € A. Entonces al ser F': A — B una funcién existe b € B tal que

fla) = b,
Dado que G : B — C, para el b € B recién encontrado existe ¢ € C' tal que g(b) = c.
Asi (Go F)(a) = G(F(a)) = G(b) = c.

Luego Va € A,dc e C: (Go F)(a) = ¢, es decir todos los elementos de A tienen imagen
mediante G o F.

Sea a € Ay sean ¢,¢co € C tal que (Go F)(a) =c1y (Go F)(a) = cs.

Entonces (G o F)(a) = G(F(a)) = G(b) =1y (Go F)(a) = G(F(a)) = G(b) = ¢, ya
que F' es funcion asi existe b € B : f(a) = b. Luego ¢; = ¢y por ser G funcion.
Es decir Para todo a € A se cumple (GoF')(a) = ¢; y (GoF)(a) = ¢o implica que ¢; = cs.

Consecuentemente, la composicién de dos funciones es una funcion.

Luego probaremos que Dom(G o F) = A.

Por definicién 1.4.3 podemos decir que Dom(G o F') C Dom(F) = A. Ahora debemos
mostrar que A C Dom(G o F).

Sea a € A. Como A = Dom(F), existe b € B tal que (a,b) € F, ademas B = Dom(G),
existe ¢ € C tal que (b,¢) € G. Entonces (a,c) € G o F por lo tanto a € Dom(G o F').
Por lo tanto A C Dom(G o F).

Por lo tanto Dom(G o F) = A.

A—EF . p_ ¢ (¢

~_ 7

GoF

Ejemplo 1.9.5. Sea H(z) = sen(x), K(x) = 2> + 6, y L(z) = €*, la composicién
HoK , KoLy LoH son

(HoK)(z) = H(K(x)) = H(z* + 6) = sen(2* + 6),
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(KoL)(x) = K(L(z)) = K(e") = (") + 6 =™ +6, y

(Lo H)(z) = L(H(z)) = L(sen(z)) = e*"®.

Definicién 1.9.6. La funcion Ix : X — X, tal que Ix(x) = = para todo x € X se
llama la funcion identidad en el conjunto X.

Ejemplo 1.9.7. En este ejemplo se consideran las funciones de el conjunto

Z¢ ={0,1,2,3,4,5} v Z3 = {[0], [1], [2]}. Sea H : Zg —> Z3 esta dado por
H<6) = [0]’H(T) = [1]7H(§) = [2]’H(§) = [OLH(Z) = [1]7H(5) = [2]

Sea K : Zz — Zs esta dado por K (0) = [0], K(1) = [2], K(2) = [1]. Luego

(K 0 H)(0) = K(H(0)) = K([0]) = [0],

(K o H)(1) = K(H@) = K(11)) = [2],
Ademas podemos definir la funcién K~ : Zs — Zs, y se puede afirmar que K~ ! = K.
La composicién K1 o K tiene iméagenes,

(K" o K)([0]) = K (K ([0]) = K ([0]) = [0],

(Ko K)([1)) = K~H(K (1)) = K([2) = [1], ¥
(K~ o K)([2]) = K~H(K([2])) = K~'([1]) = [2].
Asi K~'o K es la funcién identidad en Zs.

Generalmente, cuando usamos la composiciéon de funciones, el dominio de la funcién
compuesta es el dominio de la primera funcién aplicada. Si sucede que Rang(F') no es un

subconjunto de Dom(G), tenemos que ser consientes de que si F'(z) no estd en el dominio
de G, entonces (G o F)(z) es indefinida.

1
Por ejemplo, sea F'y G definidas por F(z) = 2% y G(z) = p—t Luego 2 € Dom/(F)
x E—

pero F(2) =4 ¢ Dom(G). En este ejemplo Dom(G o F') no es igual que Dom(F") puesto
que (Go F')(2) = G(F(2)) = G(4) esta indefinido ya que el denominador se hace cero.

Teorema 1.9.8. Dadas las funciones f :A—B,g: B—C,h:C—DyA,B,C
y D conjuntos. Entonces (hog)o f = ho(go f). Es decir, la composicion de las funciones
es asociativa.

Demostracion. Debemos demostrar que el dominios de (hog)o f y el dominio de ho(go f)
son el mismo y que ((hog)o f)(x) = (ho(go f))(x). Por el (teorema 1.9.4), el dominio
de cada funcién es A. Sea x € A. Asi (hog)o f)(z) = (hog)(f(x)) = h(g(f(x))) ¥y
(ho(go f))(x)=n((go f)(x)) = h((g(f(z))).

S ((hog)o f)(x) = (ho(go f))(x) u
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La relacién (hog)o f = ho(go f) en el (teorema 1.9.8), estd representado en el diagrama
de la figura siguiente. Para cualquier x € A por el diagrama de A en D a lo largo de la
trayectoria superior la imagen de x es ((h o g) o f)(z), mientras que la parte inferior la
imagen de x es (ho (go f))(z). El teorema anterior dice que estas imédgenes son siempre
la misma y en consecuencia la figura se denomina diagrama conmutativo.

Este teorema nos permite evitar el uso de paréntesis para la composicion y para simple-
mente decir ho go f es una funcién de A en D y la imagen de z es (ho go f)(z).

A—Tt . B

hog
gof

"D
Teorema 1.9.9. Sea f: A— B. Entonces folps=f ylgof=f

Demostracion. Dom(f o 14) = Dom(l4) = A = Dom(f).

Siz € A, entonces (fola)(x) = f(la(z)) = f(x). Por lo tanto fols = f.

Probaremos que Igo f = f.

Como f: A — B, entonces Dom(f) = A.

También para cualquier z € A, se tiene la igualdad (Ip o f)(x) = Ig(f(z)) = f(z).
Entonces (Ig o f)(z) = f(z), por lo tanto Igo f = f. [ |

Teorema 1.9.10. Sea f : A — B con Rang(f) = C C B. Si f~! es una funcidn,
entonces f~tof=1I4y foft=1Ig.

Demostracion. Supongamos que f: A — By f~! es una funcién.
Entonces Dom(f~! o f) = Dom(f). Por teorema (1.9.4), asi.

Dom(f ‘o f)=A= Dom(I,).

Sea x € A por el hecho de que (z, f(z)) € f, tenemos (f(x),z) € f~*, por lo tanto tanto
la composicién (f~' o f)(x) = f7H(f(2)) = x = La(x). Asi f~1o f = I4.

Probar fo f~! = I..

Como f: A— By Rang(f) =C.

Dom(f o f=1) = Dom(f~') = Rang(f) = C = Dom(I¢), ademas para cualquier,
y € Rang(f) = C existe z € A tal que.
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Definicién 1.9.11. Sea f: A — B y sea D C A. La restriccion de f a D es la funcion
flo={(z,y) :y = f(z) con x € D}.

Si g y h son funciones y g es una restriccion de h, decimos que h es una extension de g.

Ejemplo 1.9.12. Sea A = {1,2,3,4}, B = {a,b,c,d} y g es la funcién
{(1,&), (270’)7 (37d)7 (4? C)}ag|{3} = {(37d)} y g’A =d.

Ejemplo 1.9.13. Debido a que las funciones son conjuntos (de pares ordenados), es
apropiado preguntar sobre uniones e intersecciones de funciones. Si h y g son funciones
y h N g es una funcion.

Para las funciones

H = {(17 2)7 (27 6)? (37 _9>7 (57 7)}
G = {(17 8)’ (27 6)7 (47 8)7 (5’ 7)7 (87 3)}
HNG es {(2,6),(5,7)}, es una funcién. Note que Dom(H N G) = {2,5} es un subcon-

junto adecuado de Dom(H) N Dom(g) = {1,2,5}. Esto se debe a que 1 € Dom(H) y
1 € Dom(G), pero H(1) # G(1).

Definicién 1.9.14. Sea f una funcion en un conjunto de nimeros reales R cuyo dominio
incluye un intervalo I. Decimos que f es creciente si y solo si Vx,y € I, si x < y,
entonces f(x) < f(y). Ademas [ es decreciente si y sdlo siVx,y € I, si x <y, entonces

f(@) > f(y).

2
Ejemplo 1.9.15. Demostrar que la funcién f(z) = {

T six <2
6—x stz >2
es creciente en el intervalo [0, 2].

Demostracién. Sea x,y € [0,2] y supongamos que z < y. Entonces g(x) = 2% y g(y) = v?,
como xr < y pero z > 0, entonces 22> < xy. Como = < y y y > 0, asi zy < 3. Luego
? < zy < y?, entonces 72 < y* asf g(z) < g(y). Por lo tanto f(z) es creciente en el
intervalo [0, 2]. [

1
Ejemplo 1.9.16. Pruebe que f(x) =2+ — es decreciente en el intervalo de (0, +00).
T

1 1
Demostracion. Supongamos que 0 < = < y. Como f(x) =2+ —y f(y) =2+ —. Dado
x
que, Y
1 1
r<y = —>-=-
r oy
1
— 2+ —->2+4-
x y
= f(x)> f(y).

Luego = < y implica f(z) > f(y).
.. | es decreciente en el intervalo (0, +0o0). [ ]
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Ejercicios resueltos.

Ejercicio 1.9.17. Encuentre el dominio y rango de f o g en las siguientes funciones:

r+1 9
= = 1.
fl@) = 5 gl@) =a*+
. r+1 5
Solucion. Para f(z) = o g(x) = z* + 1 tenemos que:
x

(fog)z) = [f(g(z))
fl@®+1)
(r?24+1)+1
(x2+1)+2
x4+ 2
7243

%+ 2

amemos H(w) = (f 0.9)(a) =

cuando 22 + 3 # 0. Pero el cuadrado de un ntimero siempre es positivo.
Por lo tanto DomH (x) = R.

Ahora analicemos el rango de la funciéon H(z).

. Luego la funcién composicién H(x) esta definida

% +2 9 9
y:x2+3 — y(x*+3)=a"+2
= yr’+3y=2>+2
— yr’—2°=2-3y
= 2 (y—1)=2-3y
9 _
et 2: 3y
y—1
2-3
— r == y'
y—1

B 2—-3x
y =14/ =1 =h""(x).

Evaluemos los puntos criticos de la funcién h=1(z).
23z

xr —

La funcién esta definida cuando: > 0.

Como es una desigualdad racional los puntos criticos seran los valores que puede tomar
la variable  que hacen cero tanto al numerador como el denominador, para el numerador

es T = 3 y en el denominador es x = 1.
275 5
x—1 —

Al hacer un cuadro de variacion se determina que el intervalo que hace que
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)
es |=,1].
3

2
Por lo tanto DomH ~!(z) = [g, 1) = RangH (x). ]
-1
Ejercicio 1.9.18. Probar que f es creciente en (—3,00), donde f(x) = i 3
T

Demostracion. Suponga que z y y estan en (—3,00) y = < y.

r<y = 4dr <4y

— Jr+r<3y+y

= Jr—y<3y—v

— y+3dr—y—3<zy+3y—x—3

— (z—-Dy+3)<@y—1(z+3).

Como z y y estan en (—3,00) sabemos que x + 3 y y + 3 son positivos. Asi dividiendo
ambos lados de la ultima desigualdad por x + 3 y y + 3 se tiene:

r—1 y—1

x+3<y+3.Por lo tanto f(x) < f(y). u

1.10. Funcion uno a uno

Definicién 1.10.1. Una funcion f: A — B es sobre B (o0 es sobreyectiva) si y sdlo si
Rang(f) = B.

Para f : A — B, siempre es el caso que Rang(f) C B, asi que una funcién siem-
pre mapea a su codominio. Decimos f mapea en su codominio cuando el codominio es

Rang(f).
Ejemplo 1.10.2. Pruebe que f: R — R dénde f(z) = = + 2 es sobre R.

Demostracion. Debemos demostrar que por cada w € R, existe t € R tal que f(t) = w
Sea w € R. Tomemos t =w — 2 € R, ademas f(t) =t+2=(w—2)+2=w.

Por lo tanto w € Rang(f).

Por lo tanto R C Rang(f), asi R = Rang(f).

Por lo tanto f es sobreyectiva. |

Cuando f: A — By los conjuntos A y B son subconjuntos de R, a veces es 1til ver en
el grafico de f y aplique esta prueba de linea horizontal a las funciones:

f mapea a B siy sélo si para cada b € B, la linea horizontal y = b intersecta el grafico
de f.
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Ejemplo 1.10.3. Sea G : R — R definida por G(z) = 2 + 1. Entonces G no es
sobreyectiva en R. Para demostrar esto, definimos un elemento y en el codominio R que
no tiene pre-imagen en el dominio R. Hagamos que y sea igual —2. Como z% + 1 > 1
para todo numero real z, asi no existe x € R tal que G(z) = —2. Por lo tanto G no es
sobreyectiva en R.

Ejemplo 1.10.4. Sea s : (—00,0] — [—4, 00) definido por s(x) = x* — 4. Probar que es

sobre en [—4, 00).

Demostracion. Sea w € [—4,00). Entonces w > —4, asi w + 4 > 0. Queremos que
w = 22 — 4 para algin z € (—o0, 0], luego debemos tener lo siguiente

2

w = z°—4
w+4 = 2°
+Vw+4 = =z
Consideremos ¥ = —v/w + 4. (Tenga en cuenta que no elegimos z = vw + 4 dado que
r € (—00,0]). Resulta que s(z) = (—vw +4)? —4 = (w+4) — 4 = w.
Por lo tanto, la funcién f es sobreyectiva en [—4, 00). |

Teorema 1.10.5. Si f : A — B es sobreyectiva, y g : B — C' es sobreyectiva, entonces
gof:A— C es sobreyectiva.

Demostracion. Queremos demostrar que todo elemento en C' tiene al menos una pre-
imagen en A. Es decir Ve € C,3a € A tal que (go f)(a) =c.
Sea c € C.

ceC = dbeB:g

S
~—~—
Il

cANJa € A: f(a) =b; por hipétesis.

—
= c=g(f(a)
—

.. go [ es sobreyectiva.

Teorema 1.10.6. Si f : A — B, g: B — C,ygo f: A — C es sobreyectiva,
entonces g es sobreyectiva en C. Es decir cuando el compuesto de dos funciones mapea
en un conjunto C, entonces la sequnda funcion aplicada debe mapearse en C'.

Demostracion. Probaremos que C' C Rang(g).
Sea c e C.

ceC = c=(go f)(a); yaque go f es sobre
= c=g(f(a))
= ¢ € Rang(g)
.. C C Rang(g).

Por lo tanto g es sobreyectiva. |
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Definicién 1.10.7. Una funcién f : A — B es uno a uno (o inyectiva) si y sélo si
cuando f(x) = f(y), entonces x = y.

Una prueba directa que f : A — B es uno a uno comienza con la suposicion de que
x 'y y son elementos de A y que f(x) = f(y) el resto de la prueba muestra que = = y.
Una prueba por contrareciproco se asume que = # y y probamos que f(z) # f(y). Para
probar que f no es uno a uno, es suficiente exhibir dos elementos diferentes de A con la
misma imagen.

Ejemplo 1.10.8. Probar que la funcién F : R — R definida por F/(z) = 2z + 1 es uno
a uno.

Demostracion. Ses x,y € R tal que F(z) = F(y).

Flz)=F(y) = 2v+1=2y+1
= 2r=2
= T =Y
.. F' es inyectiva.

|
Ejemplo 1.10.9. La funcién r(x) = |z| no es uno a uno por que 2 # =2y r(2) = r(—2).

Ejemplo 1.10.10. Sea f : [0,00) — [0,00) dada por f(z) = z2. Probar que f es uno a
uno.

Demostracién. Suponga que z,y € [0,00) v f(z) = f(y). Entonces 2? = 3, asi x = y o
x = —y. Como x > 0 e y > 0,concluimos que x = y. Por lo tanto f es uno a uno. |

Ejemplo 1.10.11. Sea G : R — R una funcién definida por G(z) = oy inten-
x

taremos mostrar que G es una funcion inyectiva tomando z,y € R y asumiendo que
1 1
G(x) = G(y). Entonces = .
(z) = G(y) 241 P+l
Por lo tanto, 2% + 1 = y? + 1, asf 22 = y?. De esto no podemos decir que x = y. Esta
prueba insatisfactoria sugiere una forma encontrar niimeros reales distintos con image-

1
nes iguales. Observe que 2% = (—2)%, y luego calcular G(2) = G(-2) = v Asi G no es

inyectiva.

Teorema 1.10.12. §i f : A — B es inyectiva y g : B — C' es inyectiva, entonces
gof: A— C esinyectiva. Es decir, la composicion de funciones inyectivas es inyectiva.

Demostracion. Asumamos que (g o f)(x) = (go f)(2). Asi g(f(x)) = g(f(z)). Entonces
f(z) = f(2) ya que g es inyectiva. Entonces x = z ya que f es inyectiva. Por lo tanto
g o f es inyectiva. ]

Teorema 1.10.13. Si f:A— B, g: B— C ygof: A— C es inyectiva entonces
f A — B es inyectiva. Fs decir, si la composicion de dos funciones es inyectiva,
entonces la primera funcion aplicada debe ser inyectiva.
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Demostracion. Supongamos que go f : A — C' es inyectiva.
Sea z,y € A tal que f(z) = f(y).

f@)=fly) = g(f(z)) =g(f(y)); yaque g es funcién.
— (9o f)(z))=(g°f)y)
= x=1y; gof esinyectiva.
. [+ A — B es inyectiva. ]
Teorema 1.10.14. Una restriccion de una funcion inyectiva es inyectiva.

Demostracion. Sea f: A — B una funcién inyectiva y sea D C A. Debemos probar que
flp es inyectiva.
Sean z,y € D tales que f|p(z) = f|p(y).

flo(x) = floly) = flx) = f(y)

—> x =y; yaque f es inyectiva.
Por lo tanto f|p es inyectiva. [ |
Ejercicios resueltos.

Ejercicio 1.10.15. Determinar si las siguientes funciones es uno a uno:

a) f:RHR,f(x):%x—i—G.

b) f:N— N, f(z) = (z,2).

T —2

3—x

Solucion. a) Sea z,y € R. Suponga que f(x) = f(y).

c) f:12,3) — [0,00), f(x) =

1
Por lo tanto f: R — R, f(z) = 2% + 6 es uno a uno.

b) Sea m,n € N. suponga que f(m) = f(n).
f(m) = f(n) = (m,m) = (n,n), asi m = n.
Por lo tanto f: N — N, f(z) = (x,x) es uno a uno.
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c) Sea z,y € [2,3]. Suponga que f(x) = f(y).

T —2 -2

J@)=1) = 5—=5—
= (2-2)3-y) =(y—2)3 -1
== Jr—a2y—6+2y=3y—xz—6+2x
— 3+ 2y=3y+ 2z
= 3Jr+2y—3y—22=0
— z—y=0
— x=y

Por lo tantof:[2,3)—>[0.oo),f(:v):§_ies uno a uno. [ |

1.11. Correspondencias uno a uno y funciones inver-
sas.

Definicién 1.11.1. Una funcion f : A — B es biyectiva si y solo si es inyectiva y
sobreyectiva.

Ejemplo 1.11.2. Sea f : N x N — N definido por f(m,n) = 2™ 1(2n — 1). Verificar
que f es una funcién biyectiva.

Demostracion. Probaremos que f es una funcién.
Sean (m,n) y (r,s) € N x N. Supongamos que (m,n) = (r,s).

(m,n)=(r,s) = m=rAn=s
= 2" 12n—-1)=2"12s5s—-1)
= f(m,n) = f(r,s).

Por lo tanto f es funcién.

Probar que f es inyectiva.

Sean (m,n)y (r,s) € Nx Ny f(m,n) = f(r,s). Supongamos que m # r, asi m > r
6 m < r, sin perdida de generalidad supongamos que m > r.

flm,n) = f(r,s) = 2" ' 2n—1)=2""2s—1)
22T_1 (2n—1)=(2s—1)

= 2" (on —1) = (25— 1)
= 2""(2n—-1)=(2s—1).

—
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De donde un niimero par es igual a un impar lo cual es absurdo, por lo cual m = r. Luego
2m=r =29 =1, asf
2n—1 = 2s—1
2n = 2s
n = s.

Por lo tanto m = r y n = s. Asi podemos decir que (m,n) = (r, s).
.. [ es inyectiva.
Probar que f es sobreyectiva.

Sea s € N. Consideremos los dos casos.
Caso 1 : s es par.

s = 2% t es impar k € N
s=2"2N —1);N €N
s=f(k+1,N);(k+1,N) e NxN
s € Rang(f).

S es par

=
—
—
=
Caso 2 : s es impar.

sesinpar = s=2[—1;l€N
= s= f(1,1);(1,l) e Nx N
= s & Rang(f).

Por lo tanto N = Rang(f).
.. [ es sobreyectiva.
.. [ es biyectiva. m

Teorema 1.11.3. Sea f : A — B es biyectiva y g : B — C' también es biyectiva.
Entonces g o f es biyectiva.

Demostracion. Como g o f es una funcion de A en C' es inyectiva por teorema 1.10.12 y
sobreyectiva por teorema 1.10.5, asi g o f es biyectiva. |

Teorema 1.11.4. Sea f : A — B una funcion que cumple las siguientes condiciones.

a) f~' es una funcion del Rang(f) en A siy sélo si f es inyectiva.

b) Si f~1: B — A es una funcidn entonces f~1 es biyectiva.

Demostracion. a) “="
Supongamos que f~! es funcién.
Sean x,y € A tales que f(x) = f(y).

(z, f(@), (v, fW) e f = (flx),z),(fly),y) e [
— (f(x),2),(f(x),y) € [, yaque f(z)= f(y)

— r =y, yaque f ' es funcién.
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Por lo tanto f es inyectiva.

“<:77
Supongamos que f es inyectiva y probemos que f~! es funcién.

(b,z),(by) e f71 = (x,b),(y,b) € f
= f(v)=b= f(y)
= f(z)=f(y)

—> x =y; ya que f es inyectiva.

Por lo tanto f~! es funcién.
b) supongamos que f~! es funcién.
Sean y, z € Rang(f) tales que f~(y) = f1(2)

y,z € Rang(f) = 3Ja,be A: f(a) =y, f(b) ==
= (a,9),(b;2) € f
= (y,a),(2,0) € [

Pero (y, f~'(y)), (2, f%(2)) € f', y por ser f~! funcién se tiene que a = f~l(y) y
b = f~1(2), pero hemos supuesto que f~!(y) = f71(2), asf a = b, luego f(a) = f(b) ya
que f es funcién, de donde y = z. Por lo tanto f~! es inyectiva.

Seaac A

Por lo tanto f~! es sobreyectiva.
Por lo tanto f~! es biyectiva. |

Corolario 1.11.5. Si f es una funcidén biyectiva, entonces f~1 es una funcion biyectiva.

Teorema 1.11.6. La funcion f es biyectiva si y solo si existe una funcion g : B — A
yf:A— Btalquego f=14y fog=Ipg.

Demostracion. “="
Supongamos que f : A — B es una funcién biyectiva y sea f~! su funcién inversa.

Tomemos g = !, asf tenemos g : B — A tal que g(b) = a si y sélo si b = f(a), para
todo b € B.
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Pues bien, f: A— By g: B — A, entonces la composicion go f : A — A,
y sia € A, tenemos (g0 f)(a) = g(f(a)) = g(b) = a = La(a), es decir

gof=la.

Donde T4 : A — A tal que I4(a) = a,Va € A es decir I4 es la identidad en A.
Analogamente , g: B— Ay f: A — B, entonces la composiciéon fog: B — B,
y si b € B, tenemos (f o g)(b) = f(g(b)) = f(a) = b= Ig(b), es decir

go f=1Ig.

Donde Ig : B — B tal que Ig(b) =b,Vb € B es decir I es la identidad en B.

L(¢77
Supongamos que existe una funcion g : B — A tal que cumple go f = I,y fog = Ip.

Definamos a f : A — B.
Probemos que f es funcién.
Sean z,y € A, supongamos que z = .

La(y)

)= (go f)(y), por hipétesis go f = I4
= g(f(y)) ya que g es funcién

f()

r=y = Is(z)=
= (9o f)(z
= 9(f(z))

= flz) =

Por lo tanto f es funcién.

Probemos que f es inyectiva. Sean a,b € A, entonces

fla) = f(b) = g(f(a)) = g(f(b)) ya que g es funcion

= (g0 f)(a) = (go f)(b), por hipbtesis go f =14

= I4(a) = 14(b)

— a=1b
Por lo tanto f es inyectiva. Sea b € B. Entonces g(b) € A, tomando a = g(b) tenemos
quea € Ay f(a) = f(g(b)) = (fog)(b) = Ig(b) = b por lo tanto f es sobreyectiva. Como
f es inyectiva y sobreyectiva, asi es biyectiva. |
Ejemplo 1.11.7. Sea f : R — Ry g : R — R funciones tales que f(z) =2x+ 1y

-1
g(x) = IT Probemos que f es una funcién biyectiva.
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Demostracion. Calculamos quien es (go f) y (f o g): y verifiquemos que g es la inversa
de f

Vo € R, (g0 f)@) = 9(f(x)) = 922 +1) =
R.
VxER,(fog)(:c):f(g(:c)):f(x_1> :2(I_1>+1:(x—1)+1:xqueesla

2 2
identidad en R.
Por lo tanto f es biyectiva. |

2 1—-1 2
% = g = x que es la identidad en

1.12. Imagenes de Conjuntos

Definicién 1.12.1. Sea f : A — B ysea X CAyY C B. La imagen de X o conjunto
de imagenes de X es

f(X)={y e B:y= f(x) para algin v € X}

y la imagen inversa de Y es

ffY)={zc A: f(x) €Y}

Ejemplo 1.12.2. Sea el conjunto A = {0,1,2,3,—1,—2, -3}, B ={0,1,2,4,6,9},
X ={-1,3},Y ={4,6} y f: A— B definida por f(z) = 2.

F({=3,3}) = {9}.
f(A) = f({0,1,2,3,—1,—-2,-3}) = {0,1,4,9}.
También podemos encontrar f~1(Y) = f~1({4,6}) = {—2,2}.

“H({6}) =0.

Ejemplo 1.12.3. Sea f : N — N, la funcién definida por f(z) = x+4. Entonces tenemos

f(1) =5y f(2) =6, por lo que f({1,2}) = {5,6}. Ademsds, f({10,11,12}) = {14, 15,16}

y f{z e N:x >20}) ={xr e N:z > 24}

El conjunto de imagenes de N es f(N) = {5,6,7,...}, que es el rango de f. Ademas no

existe € N tal que f(z) =2 6 f(z) = 3 y la imagen inversa de f~'({2,3}) = 0, pero
“1({5,6}) = {1,2} asf también para f~1({1,2,3,4,5,6}) = {1,2}.

La imagen inversa de N es Dom(f) = N que es igual a f~!({z € N:z > 5}).

Ejemplo 1.12.4. Sea f : R — R una funcién definida por f(z) = 22. Sea A =
C = [1,5]. Entonces f(AUC) = f([-3,5]) = [0,25] y f(A)Uf(C) = [0,9]U[1,2 ]
Por lo tanto f(AUC) = f(A) U f(C).

[=3,2]y
= [0,25].

Por otra parte f(ANC) = f([1,2]

= 2) = [L,4] y f(A) N f(C) = [0,9]N[1,25] = [1
Asi podemos afirmar f(ANC) C f(A)N

; ,9].
f(C). Por lo tanto f(ANC) # f(A) N f(C).
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Teorema 1.12.5. Sea f: A — B, C y D subconjuntos de A, y E y F' subconjuntos de
B. Entonces

a

(CND)C f(C)n f(D).

b) F(CUD) = f(C)U (D).

) f
) [

c) [FUENFE) = f~H(E)NfH(F).
) [

d) fFHEUF) = f~YE)U fH(F).

Demostracion. a) Sea y € f(CND). Comoy € f(CND), entonces y = f(x) para algin
x € CND.Dadoquexz € Cyy= f(x), asi y € f(C). Ademas x € Dy y = f(z),
asl y € f(D). Por lo tanto y € f(C) N f(D).

s f(@nD)C f(C)N f(D).

b) Probaremos por doble inclusién.

(Cg??

Sea y € f(C'U D), entonces existe x € C'U D tal que y = f(x) lo que implica que z € C
6x € D. Porlo tanto y = f(x) € f(C) 6y = f(zx) € f(D). Asiy € f(C)U f(D).

s f(CuD)C f(C)Uf(D).

(LDJ?

Sea y € f(C)U f(D), entonces y € f(C) 6y € f(D), asi existe x € C' 6 x € D tal que
f(z) =y que es equivalente a decir z € C'U D tal que f(z) =y, asi y € f(C U D).

S fC)UfD) € f(CUD).

c) Probaremos por doble inclusién.

o

Seaz € fY(ENF) entonces f(z) € (ENF) de donde f(z) € E'y f(z) € F. Por lo tanto
re fYE)yxe ffYF),asize fFYE)N fIF).

FENF)C FUE) M)

“377

Seaz € fTYE)N f~Y(F), entonces z € [ (E)yz € f1(F)asl f(x) e Ey f(z) € F,
de donde f(x) € ENF por lo tanto z € f~Y(ENF).
S fTHENE) = fTHE) N fTHE).

d) Probaremos por doble inclusién.

“g’?

Sea z € f~'(FUF), entonces f(z) € (EUF) de donde f(x) € E 6 f(z) € F. Por lo
tanto z € f~HE) 6x e fTUF),asix € fTYE)U f7UE).

L fTYHEUF)C fFY(E)U fY(F).
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“377

Sea x € f~(F)U f~'(F), entonces z € f~1(E )éx € fTYF),asl f(x) EE 6 f(x) €EF
Por lo tanto f(z) € (EUF), de donde z € f~'(EUF).
L E)U(F) C I (BUF).

1.13. Sucesiones.

Definicién 1.13.1. Sea (2,)nen una sucesion de niumeros reales (revise la definicion
1.8.9) y sea L un nimero real, decimos que (T,)nen tiene limite L (o converge a L)
sty solo si para todo € > 0 existe un numero natural N tal que si n > N, entonces
|z, — L] < e.

Cuando (x,)nen converge a un niumero real L escribimos lim x, = L 6 x, — L. Si no
n—oo

existe tal nimero L decimos que (x,)nen diverge ¢ lim z,, no existe.
n—oo

En la definicién x,, — L, normalmente pensamos en € como un nimero pequeno po-
sitivo por lo que la expresién |z, — L| < € significa que la distancia entre x,, y L es minima.

En simbolos podemos escribir la definicién de lim z, = L asi
n—oo

(Ve > 0)(IN e N)(ne N)(n > N = |z, — L| < ¢).

-1 -1
51—1—)1 converge y h_)rgo 514_)1 =

Ejemplo 1.13.2. Probar que la sucesion x,, =

Demostracion. Queremos que |z, — L| < e, asi |z, — 0| < e.

1" 1
Deseamos que |xn|:'( +)1 = +1<5.
n n
1 1
<eg = —-<n+1
n+1 €

1
— ——1<n
€
1
— n>-—1

Esta ultima desigualdad nos dice cuanto de grande debe ser n ((y por lo tanto nos dice
un valor para V) para garantizar que |z, — 0| < €.
Sea ¢ un numero real positivo. Sea N cualquier nimero entero mayor que % — 1. Supon-

1 1
gamos n > N, entonces n > — — 1, por lo que n +1 > — lo cual implica ¢ > es
€

€ n+1

decir 1 < €.

n +
1

:n—i—l

(="

Entonces |z, — 0| = < ¢, para todo n > N.
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(=D" _ 0. ]

Teorema 1.13.3. Si una sucesion (T, )nen converge entonces su limite es inico.

Demostracion. Supongamos que x, — Ly x, — My L # M. Sea ¢ = %\L — M|.
Como z, — Ly z, — M, existen numeros naturales N; y Ny tal que n > Np, implica
que |z, — L| < ey n > Ny, implica que |z, — M| < . Sea N el maximo de { Ny, Ny},

L — M]| (L = 2n) + (20 — M)

< |L = zy| + |xn — M|
= |, — L|+ |z, — M|
< e+¢
= 2¢

1
= 2-|L— M|

3

2
= —|L—M]|.

3

2
La suposicién de L # M, conduce a |L — M| < §|L — M| lo cual es imposible. Asi con-

cluimos que el limite de la sucesién (x,,),en €s tnico. [ |
Ejemplo 1.13.4. La sucesion (z,),en converge a Ly (yn)nen converge a M.
a) Demostrar que x,, + y, — L+ M.

b) Demostrar que =, — y, — L — M.

€
Demostracion. a) Como x, — L,3 N; € N tal que n > Ny, entonces |z, — L| < 3

También y, —» M,3 Ny € N tal que n > Ny, entonces |y, — M| < g
Tomemos a N = méax{Ny, Nao}.

Asi,
|($n+yn)_(L+M)| = |In—|—yn—L—M|
< |z — L]+ |yn — M|
< 5+5
2 2
= £.

Por lo tanto x, + vy, — L + M.

€
%
También y, — M,3 Ny € N tal que n > Ny, entonces |y, — M| < 3

b) Como z,, — L,3 N; € N tal que n > Ny, entonces |z, — L| <
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Tomemos a N = max{Ny, Na}.

Asi,
|(xn_yn)_(L_M)‘ = |$n_yn_L+M|
= [(@n = L) = (Yo — M)| < |2y, — L| + [yn — M|
-
2 2
= £.

Por lo tanto x, —y, — L — M.
[ |

Ejemplo 1.13.5. La sucesién (z,)nen V (Yn)neny ambas divergen a infinito, entonces
T, + y, diverge a infinito.

Demostracion. Supongamos que lim (x,, +y,) = L.
Tr—r00

Como z,, diverge entonces,

existe e > 0 tal que VN € N, existe n > N tal que x,, > ;.

Como y,, diverge entonces,

existe o > 0 tal que VNV € N existe n > N tal que y,, > ¢s.

Tomemos a € = min{ey, e2}. Entonces para todo N € N existe n > N.
Ty +Yn = €1+ E2 > €.

Por lo tanto x,, + ¥y, diverge a infinito. |
3n?
n?+1
Demostracion. Debemos mostrar que el limite de la sucesion es 3, demostrando que, para

todo € > 0, existe un nimero natural N tal que,

Ejemplo 1.13.6. La sucesion (z,),en dada por x, = converge a 3.

n2
> N impli -3 <e.
n implica que SO ‘ €
Como 2 5| = 3n? —3(n*+1) B 3n?2—3n2-3 =3 ecesi
n2+1 N n2+1 N n?+1 Cn2+1 n2+1’

tamos un numero entero N tal que n > N implica que — T
n

<e <= 3<e(n®+1)

n?+1

3
— g<n2—|—1

3
— n?+1> =
13
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Como n? 4+ 1 > n asf que seleccionando N para que sea cualquier niimero natural mayor

que —, tenemos que n > N implica que n®> +1 > N > —.
€ €

Sea € > 0. Sea N un ntumero natural mayor que —. Supongamos que n > N, entonces
€

3
n > —ycomo n?+1>n,n?>+ 1> —. Por lo tanto, si n > N, entonces 5 <e.
€., € - n*+1
3
Asi L 3| < €. Por lo tanto lim no_ 3. [ |
n2+1 n—oo n? + 1
. , 7(1—n?)
Ejemplo 1.13.7. La sucesién (z,),en dada por z, = T converge a —7.
n

Demostracion. Debemos mostrar que el limite de la sucesion es —7, demostrando que,
para todo € > 0, existe un nimero natural N tal que,

7(1 — n?) 7—Tn?
> N impli — = (=7)| = 7 <e.
n implica que | ——-—— (=7) RO + 5
7 —Tn? 7—Tn?+7(n*+2) 7—Tn?+7(n*+2) 21
Como + 7 = — _
n? +2 n? +2 n? +2 n? +2
21 it ] tero N tal > N impli <
= ———— necesitamos un ntimero entero N tal que n implica que 5
2+ 2 q PHEGANE T 9 =%
21 )
n2+2<5 — 2l <e(n”+2)

21

— Z<n?+2
E

21

— n2+2>?.

Como n? 4 2 > n asi que seleccionando N para que sea cualquier nimero natural mayor

21
que —, tenemos que n > N implica que n®? +2 > N > —.
€ €

21
Sea £ > 0. Sea N un numero natural mayor que —. Supongamos que n > N, entonces

€
21 21 21
n > — y como n?+2>mn, n?>+ 2 > ~—. Por lo tanto, si n > N, entonces 5 < e.
€ ) € -1 ) n“ 41
7(1— —
Asi =n) (=7)| <e. Por lo tanto lim -n) =-T. |
n?+2 n—oo N2+ 2

Ejemplo 1.13.8. Probar que la sucesion (x,),en dada por x, = (—1)" diverge.

Demostracion. Razonando por contradiccién suponga que L es un nimero real, sea ¢ = 1.
(Mostraremos que para todo N € N, existe n € N tal que n > N y |z, — L| > 1, lo cual
seria absurdo ya que la convergencia de la sucesién fallaria para ¢ = 1). Sea N € N.
Consideremos loa siguientes casos.

Caso 1. Si L > 0, consideremos un nimero entero n impar mayor que N; entonces x,, = —1
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y|t,—Ll=|-1-L|=1+L>1.

Caso 2. Si L < 0, elegimos un nimero entero par n mayor que N; entonces x, = 1y
|z, —L|=|1—L| =1—L > 1. En ambos casos hemos demostrado que hay un n € N tal
quen >Ny |z, —L| > 1.

Por lo tanto la sucesion diverge. |

Ejemplo 1.13.9. Probar que la sucesién (z,),en dada por x, = 2n diverge.

Demostracion. Asumamos que lim x, = L para algin nimero real L. Sea ¢ = 1. En-
tonces para algin N € N, |xnxjoci] < 1 para todo n > N. Suponga que n > N y
n > %|L| + 1. Entonces 2n > |L| + 1, asi |z, — L| = |2n — L| > 1 = . Esto es una
contradiccién. Concluimos que la sucesion (x,,),en diverge. [ |

Teorema 1.13.10. Suponga que (ay)nen, (bp)neny Y (Cn)nen Son sucesiones de nimeros
reales tal que a, < b, < ¢, para todon € N. Si a, — L y ¢, — L, entonces b, — L.

Demostracion. Suponga que a, — Ly ¢, — L. Sea € > 0 entonces, existe un numero
natural Ny y Ny tal que n > N implica que |a,—L| < e y n > Ny implica que |¢, —L| < ¢.
Sea N el mas grande de Ny, No. Como a,, < b, < ¢,, entonces a,—L <b,—L <c¢,—L.
Por lo que paran > N, —e < a, — L <b,— L <¢,— L <e. Asi|b, — L| < e para todo
n> N, asi b, — L. |

Ejemplo 1.13.11. Para ilustrar el teorema anterior, consideremos la sucesion cuyo enési-
sen(n)

mo termino es xz,, =
n

1 1
Como el rango de la funcién seno es [—1,1], —— < sen(n) < —, para todo n € N. Como
n n n
1 1
—— — 0y — — 0, entonces sen(n) — 0.
n n n

Definicién 1.13.12. Sean (z,)nen € (Yn)nen dos sucesiones.
(Yn)nen €S una subsucesion de (x,)nen Si existe una sucesion estrictamente creciente de
nimeros naturales (ng)ren tal que

Y = Tp, para cada k € N.

Lema 1.13.13. Si (ng)ren €s una sucesion estrictamente creciente de nimeros naturales,
entonces n; > k Vk € N.

Demostracion. ny € N, entonces ny; > 1.
Como (ng)ren es estrictamente creciente, asi ny > n; > 1, de donde ny > 1, luego ny > 2,
también ns > no, asi ng > 3, y asi sucesivamente n;, > k Vk € N. [ |

Ejemplo 1.13.14. Consideremos la sucesién z,, = (—1)" , esta sucesion consta de

n
+1
los términos positivos y negativos.

n = (1) —— = 212 34 56
" n+1 2’3" 4’5 6’5 )7
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De esta sucesién podemos construir una subsucesion de los niimeros positivos.
Sea ny = 2k, k € N, asi (ng)ren = (2,4,6,8,10,12,...) es una sucesién de indices. Enton-

oo 2k 246 8 10
Ly, L2k ( ) ok + 1 (37577797117 7)
Por lo tanto (z,, )ken €s una subsucesion de z,.
. ()" +1 . .
Ejemplo 1.13.15. Sea x,, = ——— . Describe las subsucesiones o5 v Top_1.
n

Solucion. Para xq, se quiere escribir x,, = o con k € N, asi

T, = Top, = _—,k:GN

Por lo tanto z,, = x9; es una subsucesion de x,,.

Para g5, se quiere escribir x,, = 9,1 con k € N, asi

B B (_1)2k71 + 1
Tp, = Top—1 = ok — 1 JkeN

B 000000
n '3’5' 77971177

= (0,0,0,0,0,0,0,...).
Por lo tanto z,, es una subsucesién de z,,.

Teorema 1.13.16. Si una sucesion (x,),en converge en L, entonces por cada € > 0
existe una subsucesion (Yn)nen de (Tn)nen tal que |y, — L| < eVn € N.

Demostracion. Sea € > 0. Como x, — L, asi 3N € N tal que |z, — L| <eVn > N.
Sea ny = N + k. Entonces la sucesion (ng)ren €s una sucesion estrictamente creciente de
numeros naturales.

Sea Y = Tp, .

ng=N+k>NVkeN, asi |z, —L| <eVkeN.

Por lo tanto (y,)nen €s una subsucesion de (z,)nen tal que Vi € N, |yp — L] < €. [ ]

Teorema 1.13.17. Si (z,)nen converge a L y (Yn)nen €5 una subsucesion de (Tn)nen-
Entonces (Yn)nen converge a L.

Demostracion. Como (Y, )nen €s subsucesion de (z,)nen, asi existe una sucesién estricta-
mente creciente (ng)gen tal que y, = z,, Yk € N.
Sea € > 0.
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Como z, — L, asi 3 N € N tal que |z, — L| <e,¥n > N.
Sea k> N.
k>N = ny>k>N
= |z, — L] <e.

Por lo tanto si kK > N, entonces |z,, — L| < ¢. Esto es si k > N, entonces |y, — L| < .
Por lo tanto y, — [ cuando k — oo. [ |

Teorema 1.13.18. Si (x,)nen contiene dos subsucesiones (Yn)nen ¥ (2n)nen tales que
Yn —> M y z,, — L con M # L, entonces (x,)nen diverge.

Demostracion. Supongase que z,, — T,T" € R por teorema 1.13.17y, — Ty z, — T,
y como el limite de una sucesién es unico, asi M =T = L, pero esto es una contradiccion
ya que M # L. |

Ejemplo 1.13.19. La sucesién z,, = (—1)" ya habiamos probado que diverge. Otra
manera de probarlo es considerando las siguientes sucesiones (x9) = (1,1,1,...) v
(xopy1) = (—=1,—=1,—=1,...), asi w9y —> 1y xopr; —> —1. Como 1 # —1, entonces
por el teorema anterior (x,),en diverge.

Ejercicios resueltos.

CRITERIO DE LA RAZON PARA LA CONVERGENCIA DE SUCESIONES.

Sea (Z,,)neny Una sucesion de numeros reales.

Si lim iai < 1, entonces lim z, = 0 y por lo tanto. La sucesién (x,),en €s conver-
T—00 | Ty, T—00
gente.
571
Ejercicio 1.13.20. Determinar si la sucesién z,, = ol es convergente o divergente.

Solucion. Aplicando el criterio de la razon para sucesiones convergentes del calculo.

5n 5n+1
T, = — V Tpy1 = ———, entonces se tiene

pt ¥ (n+1)!

5n+1

n 1)! l.pntt .55

TARRCLER SR A e ) L A L S P — lim
n!
_ 5 JR—
=T i-
. 5"

Por lo tanto la sucesion z,, = — es convergente. |

n!
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Ejercicio 1.13.21. Determinar si la sucesién x,, = —- es convergente o divergente.
n

Solucion. Aplicando el criterio de la razén para sucesiones convergentes del calculo.

n! (n+1)! ; i
Tp = — Y Tpy1 = ——————, entonces se tiene
P R § T
(n+1)!
n n+l n. 1)! n. 1) -n! n
lfm Tl gy (EDT gt DY ot et
n—oo T, n—00 n! n—oo ! - (n + 1)”+1 n—oo m! - (n + 1)”+1 n—00 (n + 1)”

n

n 1 1
:h’m( " ) —lm = <1
14—

n
n!
Entonces lim — = 0.
n—oo MM
n!
Por lo tanto la sucesion x, = — es convergente. |
n

Ejercicio 1.13.22. a) Pruebe que si z,, — Ly L # 0, entonces existe un nimero N

tal que n > N entonces |z,| > —.

2
b) Pruebe que si x, — Ly z, # 0, para todo n,L # 0, y si y, — M, entonces
Yn M
= —
Tn L

Demostracion. a) Como x, — L, aplicando valor absoluto se tiene |x,| — |L]|.

L]

Sea £ = 5 > (0, entonces existe N € N tal que si n > N asi,

L L L
nl — |L - - nl — 1L < &=
loal = 1Ll < 5 = =12 <ol — 2] < 5
L L
— —|—2|+|L|<|xn|—|L|+|L|<%+|L|
= ﬂ<]x]<—3|L|
2 " 2
2
L]

Por lo tanto |z,| > 5

b) Sea € > 0.
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Tomando
Yn _M _ |ynL_:UnM|
z, L| |z, || L
\ynL — ML+ ML — x, M|
||| L]
\ynL — ML| 4+ |ML — 2z, M]|
- || 1L
|| 1L
. . L 1 2
Por literal a), si n > N entonces |z,| > —, de donde — < —.
2 E A
L
Ademas y, — M y x,, — L, asi para Ny, Ny € N tal que |y, — M| < %,‘v’n > N,
R VI
y n 4|M|7 el 2.

Retomando (**)

(Lllyn — M| + [M]|zn — L)

< 2
|L|| L]
2 2| M|
= il = M+ 2 1)
| L] |LJ?
_£,€
2 2
= &
Yn
Por lo tanto | &= — —| < €.
Tn L
M
Por lo tantoy—n—>—.
Ty L



Capitulo 2

Conceptos de analisis.

2.1. Completitud de los ntimeros reales

Definicién 2.1.1. Un campo (F,+,-) es un conjunto F' que tiene las siguientes
propiedades:

(1) En F hay definida una operacion, llamada suma y denotada con el signo +,
que verifica los siguientes propiedades:

La suma es cerrada: x +y € F, Vx,y € F.
La suma es asociativa: (x +y)+z=x+ (y+2), Va,y,z € F.
Existe un elemento neutro para la suma: de € F':x+e=x, Vx € F.

Para todo © € F existe un inverso aditivo —x € F tal que x + (—x) =
(—z)+2=0.

e) La suma es conmutativa: x +y =y +x, Va,y € F.

(2) En F hay definida una sequnda operacion, llamada producto y denotada por
- que verifica los siquientes propiedades:

a) El producto es asociativo: (x-y)-z=z-(y-2), Vx,y,z € F.

b) Eziste una identidad multiplicativa 1 tal que x -1 = 1 -2 = z. (Elemento
identidad).

c¢) Para todo z € F — {0} existe un inverso multiplicativo z=! € F — {0} tal

que,

- =22 =1 (Inverso aditivo).

d) El producto es conmutativo: z -y =y -z, Vx,y € F.

e) El producto cumple la propiedad distributiva respecto de la suma: z-(y+2) =
r-y+x-z, Va,y,z € F.

86
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Ejemplo 2.1.2. Los nimeros reales junto con la operaciones usuales de adicién y mul-
tiplicacién forman un campo, denominado (R, +, ).

Ejemplo 2.1.3. Los ntmeros racionales denotado por Q, y definidos como
a
Q:{x:x:g, donde a,b € Z y b # 0}
junto con las operaciones usuales de adicion y multiplicacién forman un campo y se denota

(Q,+,-).

Ejemplo 2.1.4. El conjunto de los niimeros enteros no tiene inversos respecto al producto
no cumple la propiedad c) para el producto. Por lo tanto (Z,+,-) no es un campo.

Definicién 2.1.5. Un campo (F,+,-) es ordenado si y sélo si existe una relacion < en
F' de modo que para todo x,y,z € F)|

(1) = £ z, (irreflexivo).

(2) Siz<yyy< z entonces x < z. (transitividad).

(3) Se cumple que <y 6 bien z =y 6 bien y < = (ley de tricotomia).
(4) Siz <y, entonces x + z < y + 2.

(5) Siz<yy0<z entonces x -z <y- 2.

Definicién 2.1.6. Sea A un subconjunto de un campo ordenado F. Entonces u € F es
una cota superior para A si y solo si a < u para cada a € A. Si A tiene una cota superior
decimos que A es acotado superiormente.

l € I es una cota inferior para A si y solo sil < a para cada a € A. Si A tiene una cota
inferior decimos que A es acotado inferiormente.
Si A tiene una cota superior y una cota inferior decimos que A esta acotado.

En R el intervalo semiabierto [0, 3) tiene 3 como una cota superior. De hecho, 7, 18 y 206
son también cotas superiores para [0,3). Ambos —0.5 y 0 son cotas inferiores para [0, 3).
Observamos que algunas cotas para los conjuntos son elementos del conjunto mientras
que otras cotas no lo son.

Definicién 2.1.7. Sea A un subconjunto de un campo F ordenado. Entonces s € F es
la minima cota superior de A ( o supremo para A) si y solo si

(a) s es una cota superior para A y
(b) s < x para cada cota superior x para A.

i € F' es una mdzima cota inferior para A (o infimo para A) si y sdlo si
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(a) i es una cota inferior para B, y

(b) = < para cada cota inferior x para A.
Escribiremos sup(B) para denotar el supremo de A e inf(B) para denotar el infimo de A.
Ejemplo 2.1.8. Sea A C R. Pruebe que:

a) Si el sup(A) existe, entonces es unico. Es decir, si e y son dos minimas cotas
superiores para A, entonces xr = y.

b) Si el inf(A) existe, entonces es unico.

Demostracion. a) Sean x,y minimas cotas superiores de A. Como x = sup(A4) y ademas
y es una cota superior, asi por definicién z < y. Asi también y = sup(A) y x es una cota
superior por definicién y < x, luego © < y y y < x, entonces x = y por la propiedad
antisimétrica.

Por lo tanto si el sup(A) existe, entonces es tnico.

b) Sean z,y méaximas cotas inferiores de A. Como = = inf(A) e y es una cota inferior,
asi por definicién y < x. También y = inf(A) y x es una cota inferior, entonces por
definicién = < y, luego y < x y x < y, entonces x = y por la propiedad antisimétrica.

Por lo tanto si el inf(A) existe, entonces es unico. |

Ejemplo 2.1.9. En el campo ordenado R.
(1) Elinf(]0,3)) =0y sup([0,3)) = 3.
(2) inf(N) =1 sin embargo sup(N) no existe porque N no tiene cota superior.
Ejemplo 2.1.10. Sean A, B C R. Probar que,
(a) Si A es acotado superiormente y B C A entonces B esta acotado superiormente.
(b) Si A esta acotado inferiormente y B C A entonces B esta acotado inferiormente.

Demostracion. a)

Como A, B C Ry A es acotado superiormente y B C A, por definicién de cota superior,
para todo x € A, existe M € R tal que < M. Ahora para todo y € B, tenemos y € A
por ser B C A, entonce y < M.

Por lo tanto B tiene una cota superior.

b) A esta acotado inferiormente y B C A, entonces existe m € R tal que m < z Va € A,
asi para cualquier y € B se tiene y € A por ser B C A, de donde m < y.

Por lo tanto B esta acotado inferiormente. [ |

Teorema 2.1.11. Sea A un subconjunto de R. Entonces s = sup(A) si y solo si
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(a) Para todo e >0, six € A, entonces x < s + €.

(b) Para todo € > 0, existe y € A tal quey > s — ¢.

Demostracion. “="
a) Seae >0yseaz € A. Como s = sup(A), asi s es una cota superior para A, de donde
r<s<s—+e¢, entonces r < s+ ¢.

b) Seae > 0.

s —e < s, pero s es la minima cota superior, asi s — € no puede ser cota superior del
conjunto A. Entonces existe y € A tal que s — e < y, es decir y > s — €.

L(¢77

Probaremos que s es una cota superior de A.

Sea a € A. Debemos probar que a < s. (Razonando por contradiccién), supongamos que
s <a.Seaec=a—s>0por (a)

a < S+e¢
a < s+ (a—s)
a < a, pero esto es una contradiccion.

Por lo tanto a < s.

Sea z una cota superior de A. Debemos probar que s < z (razonando por contradiccién),
supongamos que z < s y tomemos € = s — z > 0, por (b) existe y € A tal que
y>s—e=5—(s—z) =z Luego existe y € A tal que y > z, pero esto es absurdo ya
que z es cota superior de A.
Por lo tanto s < z.
Luego s = sup(A).

|

Ejemplo 2.1.12. Probar que el conjunto B = {z € Q : % < 2} no tiene supremo en Q.

: : , . 3
Demostracion. Existen tantos niimeros racionales tales como 5 1.44 que son cotas supe-

riores para B.
Supongamos que existe un nimero racional s tal que s = sup(B).

Verifiquemos que s < v/2 y s > v/2 no son verdaderos.

Sis < \/5, entonces 0 < V2 — s 6 /2 — s > 0. Tomando un ndmero natural k tal que

1 1 1
z < v/2 — s entonces z + 5 < v/2 pero z + s es un numero racional ya que es la suma de

racionales asi z + s € B. Lo cual contradice que s es una cota superior para B.

1
Si s > /2, entonces s — v/2 > 0. Tomando un nimero natural m tal que — < s — v/2,
m

1 1 , :
entonces s — — > /2 y s — — es un nimero racional. Entonces para todo z € B se
m m
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1 , 1 .
cumple que z < /2 < s — — < s, asi s — — es una cota superior para B y que es menor
m

que s. Esto contradice la sg%)osicién de que s es una minima cota superior para B en Q.
Como s < v/2 y s> V2 son falsos se concluyen que s = V2. Pero esto es imposible ya
que s es un numero racional.

Por lo tanto s = sup(B) no existe en Q. |

La propiedad arquimediana. Vz,y € R,z > 0, existe n € N tal que nz > y.
Los enunciados siguientes son equivalentes.

a) VyeR,IneN:y<n.
1
b) Ve>0,dneN:e>—.
n

Ejercicios resueltos.

Ejercicio 2.1.13. Encuentra el supremo e infimo, si existen, de cada uno de los siguientes
conjuntos.

P) A:{l:neN}

n

n
P) B= : N3.
2) {n+2 "e }

Demostracion. Py) Es una sucesién decreciente algunos términos son: 1,

.., al

N =
W =
e

aplicar limite tiende a cero.

Asi 0 es cota inferior para A y 1 es una cota superior para A.

i) Probemos que 1 es supremo para A, verifiquemos que cumple las condiciones del teo-
rema 2.1.11.

a) Seaec > 0yseax € A Como 1 =sup(A), asi 1 es una cota superior para A, de donde
r<1<1+4¢, entonces z <1-+e¢.

b) Seae > 0.
1 —e < 1, pero 1 es la minima cota superior, asi 1 — ¢ no puede ser cota superior del
conjunto A. Entonces existe y € A tal que 1 —e¢ <y, es decir y > 1 — &.

Por lo tanto 1 = sup(A).

ii) Comprobemos que 0 cumple las propiedades del infimo.
a) 0 es cota inferior de A si 0 < z, para todo x € A. Como los elementos de A son

1 1
de la forma — : n € N, pero 1 y n son positivos Vn € N asi — es positivo, entonces
n n

1
— > 0,n € N. Por lo que 0 es cota inferior de A.
n
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b) Probemos que ningiin nimero positivo puede ser puede ser cota inferior de A.

1
Sea ¢ > 0, por la propiedad arquimediana existe m € N : ¢ > — notemos que 1 < me,
m

) 1
asi l < me<—= — < =.
m

Hemos demostrado que ningiin ntimero positivo puede ser cota inferior de A, pues dado
cualquiera, hay un elemento en A menor que éste. Por lo tanto, cualquier cota inferior ¢
de A debe cumplir que ¢ < 0.

De todo lo anterior, concluimos que 0 es el infimo de A.

., ) .. 1132
P,) Es una sucesion creciente algunos términos son: 3553
. . . P , , 1 1
Aplicar el limite cuando n tiende a infinito. lim = lim = =1
1+—-— 1+ —
00

1
Asi 3 es cota inferior para B y 1 es una cota superior para B.

i) Probemos que 1 es supremo para B, verifiquemos que cumple las condiciones del teo-
rema 2.1.11.

a) Seaec > 0yseax € B. Como 1 = sup(B), asi 1 es una cota superior para B, de donde
r<1<1+4¢, entoncesx <1-+e¢.

b) Seae > 0.
1 —¢e < 1, pero 1 es la minima cota superior, asi 1 — € no puede ser cota superior del
conjunto B. Entonces existe y € B tal que 1 — e < y, es decir y > 1 — <.

Por lo tanto 1 = sup(B).
.. 1 . ,
ii) Comprobemos que 3 cumple las propiedades del infimo.

1 1
a) 3 es cota inferior de B, si 3 < z, para todo x € B. Como los elementos de B son de

la forma

1 1
:n € N, entonces > —,n € N. Por lo que = es cota inferior de B.
n 4+ n+ 3 3

b) Probemos que ningiin nimero mayor a 3 puede ser puede ser cota inferior de B.

Sea £ > 0, por la propiedad arquimediana existe m € N : ¢ >

2 2
1<m5<m5+25§—<m+ )6,as1’1<(m+ )€<:> T o<
m m m+ 2

—, notemos que
m

o, 1 . :
Hemos demostrado que ningin nimero mayor que — puede ser cota inferior de B, pues

dado cualquiera, hay un elemento en B menor que éste. Por lo tanto, cualquier cota in-
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ferior ¢ de B debe cumplir que ¢ <

W
—_

De todo lo anterior, concluimos que 3 es el infimo de B.

Ejercicio 2.1.14. Sean A C B C R. Probar,
a) Sisup(A)y sup(B) ambos existen entonces sup(A) < sup(B).
b) Siinf(A)y inf(B) ambos existen entonces inf(A) > inf(B).

Demostracion. a) Supongamos que el sup(A) y sup(B) ambos existen. Sea z = sup(A)
y y = sup(B). Como y = sup(B), entonces y es la minima cota superior para By A C B,
entonces y es una cota superior para A, de donde = < y, asi sup(A) < sup(B).

b) Supongamos que el inf(A) y inf(B) ambos existen. Sea x = inf(A) y y = inf(B).
Como y = inf(B), entonces y es la méxima cota inferior de By A C B. Por lo tanto y es
una cota inferior para A, asi y < x entonces inf(B) < inf(A).

Por lo tanto inf(A) > inf(B) [ |

Ejercicio 2.1.15. Sea A C R, si el supremo de A existe. Probar que,
sup(A) = inf{u : u es una cota superior para A}.

Demostracion. Supongamos que el sup(A) existe. Por definicién 2.1.7 u es una cota supe-
rior para A, entonces sup(A) < u. Asi sup(A) < inf{u : u es una cota superior para A}.

Luego hay que probara inf{u : u es una cota superior para A < sup(A4).

También para € > 0, existe a € A tal que Sup(A) — e < a, por teorema 2.1.11 inciso b)
el sup(A) < a+ ¢, asi a + € es una cota superior para A.

Entonces inf{u : u es una cota superior para A} < a+ ¢ < sup(A) + e.
Asi inf{u : u es una cota superior para A} < sup(A).

Por lo tanto sup(A) = inf{u : u es una cota superior para A}. [ |

2.2. Teorema de Heine-Borel

Definicién 2.2.1. Sean a y 0 numeros reales con 6 > 0. La d—wvecindad de a es el
conjunto B(a,0) = {x € R: |z —a| < }.

La d-vecindad de a consiste de todos los puntos x cuya distancia de a es menor que 4.
Como |z — a|] < J es equivalente a a —§ < & < a+ 9, B(a,d) es el intervalo abierto
(a—0,a+9). Intuitivamente resulta mejor pensar en § como un niimero pequeno positivo
y B(a,d) como un intervalo pequeno abierto de radio § centrado en a.
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Definicién 2.2.2. Para un conjunto A C R. El interior de A es el conjunto,
intA={a€eR:3e>0 (a—¢c,a+e)C A}

y sus elementos son puntos interiores de A.

Para el intervalo [2,5), 3 es un punto interior como B(3,0.5) = (3 —0.5,3+0.5) C [2,5).
Ademas 4.9998 es un punto interior porque B(4.9998,0.0001) = (4.9998—0.0001, 4.9998 +
0.0001) C [2,5).

Corolario 2.2.3. Para todo conjunto A se satisface que el intA C A.

Demostracion. Si intA = (), no hay nada que probar ya que () estd incluido en todo
conjunto.
Sea x € intA, entonces existe ¢ > 0 tal que (r —e,x+¢) C A, y en particular x € A. N

Definicién 2.2.4. Decimos que un conjunto A C R es abierto si A C intA. También se
sabe que intA C A, de manera que A es abierto si y solo si A = intA.

Proposicién 2.2.5. Sean A, B CR. Si A C B, entonces int(A) C int(B).
Demostracion. Sea x € int(A).

remt(Ad) = Je>0:(x—c,x+e)CA
— Je>0:(r—e,x+¢)CB
= x € int(B).

Por lo tanto int(A) C int(B). |
Ejemplo 2.2.6. El int(a,b) = (a,b).

Solucion. Sea x € (a,b), asi a < x < b.

Tomemos ¢ = min{z —a,b—z}asia=ao—(r—a)<zx—cyax+e<ax+(b—x)=0b. De
manera que (r —e,z+¢) C (a,b). Ademas como x esta en el int(a,b), entonces = estd en
(a,b).

Por lo tanto int(a,b) = (a,b). [ |

Ejemplo 2.2.7. Probar que int|a,b] = (a,b).

Demostracion. Como (a,b) C [a,b] y sabemos por el ejemplo anterior que int(a, b) = (a, b)
asi (a,b) C intla, b].

Luego verificar que a,b ¢ int[a,b]. Supongamos que a € int[a,b], por definicién existe
e > 0tal que (a—e,a+¢) C [a,b], de manera que a —e > a, lo cual es una contradiccién.
Luego supongamos que b € inta, b], por definicién existe e > 0 tal que (b—e, b+¢) C [a, b],
de manera que b > b+ ¢, asi se llega a una contradiccién. Por lo tanto a, b ¢ int[a, b].
Por lo tanto int[a,b] = (a,b). [ |
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Teorema 2.2.8. FEl interior de todo conjunto, es un conjunto abierto.

Demostracion. Sea X un conjunto arbitrario que esta contenido en R y sea A = intX.
Por definicién sabemos que intA C A, probaremos que A C intA.

Sea x € A, por definicién existe 9 > 0 tal que (z —eg,z +9) C X,

Sea y € (z — g9, + €9); como todo intervalo abierto es abierto por el ejemplo 2.2.6,
existe ¢ > 0 tal que (y — e,y +¢) C (z —gp, ¢ + g9) C X, de manera que y € A,
asi (z — g,z +¢9) C A.

Por lo tanto x € intA.

Por lo tanto A = intA. [ |

Ejemplo 2.2.9. El intervalo (2,5) es abierto porque todo punto en (2,5) es un punto
interior de (2,5). Asi el complemento (—oo, 2] U [5,00) es un conjunto cerrado. Por otro
lado 2 no es un punto interior de [2,5). Por lo tanto, [2,5) no es abierto. El intervalo |2, 5)
tampoco es cerrado, como su complemento [2,5)¢ = (—o0,2) U [5,00) contiene a 5, pero
5 no es un punto interior de (—o0,2) U (5, 00).

Ejemplo 2.2.10. El conjunto R es abierto ya que para todo z € R, B(z,1) C R. El
conjunto vacio () también es abierto por la declaraciéon “para todo x, si x € (), x es un
punto interior de () ”es cierto porque el antecedente es falso. Por lo que los complementos
de R y () también son conjuntos cerrados.

Un conjunto es abierto si sobre cada elemento del conjunto hay una d — vecindad que
se encuentra completamente dentro del conjunto. Esto significa que ningiin punto puede
estar en el limite o en los bordes exteriores del conjunto.

Teorema 2.2.11. Todo intervalo abierto de numeros reales es un conjunto abierto.

Demostracion. Consideremos los siguientes casos.

Caso 1: Por ejemplo 2.2.6, todo intervalo abierto acotado es un conjunto abierto.

Caso 2: Probemos que el intervalo (a, +00) es abierto.

Mostrando que int(a,+00) = (a, +00). Sabemos que int(a,+o00) C (a, +00), por el coro-
lario 2.2.3.

Probemos que (a, +00) C int(a, +00).

Sea = € (a,400), entonces a < z. Sea ¢ = = — a.

Probemos que B(z,¢) C (a, +00).

Sea z € B(x,¢).

z € B(x,¢) |z —x| <e
—e<z—x<e¢e
—(r—a)<z—zxz<z—0a
—rta<z—r<rT—a
—rt+a<z—x

a <z

z € (a, +00).

FEELEe
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Por lo tanto B(z,¢) C (a, +00).

Por lo tanto z € int(a, +00).

Por lo tanto (a,+00) es abierto.

Caso 3: Probemos que el intervalo (—oo, a) es abierto.

Mostrando que int(—oo,a) = (—o00, a). Sabemos que int(—oo,a) C (—o0,a), por el coro-
lario 2.2.3.

Probemos que (—o00,a) C int(—o0,a).

Sea y € (—o0,a), asi tomemos € = a — y.

Probemos que B(y,e) C (—o0,a).

Sea w € B(z,¢).

w € By, e) lw—y| <e
—e<w—y<e
—(a—y)<w-y<a-y
—aty<w—-—y<a-—y
w—y<a-—y

w<a

el

w € (—00,a).

Por lo tanto B(y,e) C (—o0,a).
Por lo tanto y € int(—o0, a).
Por lo tanto (—oo,a) es abierto.
|

Teorema 2.2.12. Sea o/ una coleccion no vacia de subconjuntos abiertos de R. Entonces

(a) U A es un conjunto abierto.
Aed

(b) Si o es finito, ﬂ A es un conjunto abierto.
Aecd

Demostracion. a) Supongamos que z € U A, debemos mostrar que x es un punto in-
Acd
terior de U A. Como x estd en la union sobre la coleccion, existe B € o tal que z € B

Aco
como B esta en la coleccion o7, B es abierto. Por lo tanto, x es un punto interior de B.

Por lo tanto, existe § > 0 tal que B(x,0) C B. Ademas B C U A asi B(x,d) C U A.
Aed Aed
Por lo tanto, x es un punto interior de U A.
Aco

b) Supongamos que & es finito y x € ﬂ A. Entonces © € A para todo A € &, y

Acd
asi para cada conjunto abierto A € &7 corresponde un d4 > 0 tal que B(x,d4) C A.
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Sea § = min{ds : A € &/}. Tenga en cuenta que el minimo de un conjunto finito de
nimeros positivos debe ser positivo. Entonces § > 0y B(x,d) C B(x,04) C A para todo

A € o/. Entonces B(x,0) C ﬂ A. Por lo tanto, x es un punto interior de ﬂ A. |
Aest Acss

Otra forma de probar que (a,+00) es abierto es haciendo uso del teorema anterior literal

a), asi (a, +00) = U (a,a + n) es launién de abiertos, por lo tanto es un conjunto abierto.
neN

También (—oo,a) = U (a —mn,a) es la unién de abiertos, por lo tanto es un conjunto

neN
abierto.

Teorema 2.2.13. Si A es un subconjunto no vacio cerrado y acotado en R, entonces el

sup(A) € A y inf(A) € A.

Demostracion. Sea A es un conjunto cerrado y acotado no vacié. Sea s = sup(A4). Su-
pongamos que s ¢ A, entonces s € A° donde A° es abierto ya que A es cerrado.
Asi B(s,d§) C A€ para algin § positivo, esto implica que s — § es una cota superior
para A.

Probemos que s — ¢ es una cota superior para A, entonces s —d < a,Va € A. (Razonando
por contradiccién), y supongamos que a < s — ¢ tomando € = a — s+ § > 0 por teorema
2.1.11 literal (a)

a < s—0+¢
a < s—0+(a—s+9)

a < a, pero esto es una contradiccién.

Por lo tanto s — ¢ es una cota superior para A esto contradice el teorema 2.1.11, por lo
tanto s € A. |

Definicién 2.2.14. Sea A un conjunto de nimeros reales. Una coleccion € de subcon-

juntos abiertos de R, es una cubierta de A si y solo si A C U C.5BCEC yPB esuna

ceC
cubierta de A decimos que A es una subcubierta de € para A.

Ejemplo 2.2.15. Para el conjunto A = {2,4,5,6,8,9}, la coleccién de intervalos abiertos
¢ ={(-1,2),(1,4),(2,5),(3,6),(4,7),(5,9),(6,10),(7,11)} es una cubierta para A ya
que € esta conformado de conjuntos abiertos y A C U C=(-1,11).

cE?
La coleccion & = {(1,4),(3,6),(4,7),(6,10)} es un subconjunto de ¢ y también es una

cubierta de A como U C' = (1,10). Entonces % es una subcubierta de ¢ para A.
ceER

Definicién 2.2.16. Un subconjunto A de R es compacto si y solo si cada cubierta € de
A, tiene una subcubierta finita de € para A.

Ejemplo 2.2.17. Demostrar que el conjunto de los nimeros reales no es compacto.
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Demostracion. Sea € = {(—oo,n) : n € N}.

[e.9]

Como (—oo,n) C R Vn € N, asi U (—oo,n) C R. Sea = € R. Sea m un numero natural

n=1

o
mayor que z, es decir tomamos m € N tal que x < m, asi © € (—oo,m) C U (—o0,n),
n=1

de donde R C U (—oo,n). Por lo tanto R = U (—oo,n). Luego € es una cubierta de
n=1

n=1
R.

Por contradiccion, si R fuese compacto entonces existiria una subcubierta finita
k

F ={(—00,n1), (—00,n3), ..., (—o0,ni)} tal que R = U (—o0,n;).

j=1
k
Sea N = méax{ni,ng,...,ng}, asi U (—o0,n;) = (=00, N). De donde R = (—o0,N) lo
j=1
cual contradice lo supuesto. |

Ejemplo 2.2.18. Demostrar que el conjunto A = (0,1) no es compacto.

1
Demostracion. Sea € = {(—, 1) cx e (1, oo)}
T

1 1
Si z € (1,00), entonces x > 1, asi 1 > — > 0. Por lo tanto | — 1) C (0,1).
x

:I; )
1
Luego U (—, 1) c (0,1).
x

z€(1,00)
Sea z € (0,1).
2z€(0,1) = z>0AN z<1
1
= 1< -
z
2
= 2< -
z
2 1
= - 1 — < 1.
z
, 1
Como z > =, yaque z >0,asi z€ | ——,1 [, con € (1,00)
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1
De donde (0,1) = U (—, 1). Por lo tanto € es una cubierta por abiertos de (0,1).
x
z€(1,00)
Por contradiccién si (0, 1) fuese compacto, entonces existirfa una subcubierta finita de €,
digamos que es:

1 1 1 e
F = {(;171> ) (x_271> PRRES} (:L‘_ka]-)} Yy €s tal que (071> - U ([E_]’]_)’ donde Lj €

7j=1
(0,1).
1 1
Sea w = max{xy, To, ..., 1}, asi — < — paratodo j=1,....ky w € (0,00).
w T T
a 1 ] 1 1
Luego U (—, 1) = (—, 1) ,pero entonces (0,1) = U (—, 1) = —,1), por lo que
=1 :IJ] w e x] W
(0,1) = (L£,1) esto es absurd L e (0,1) pero — ¢ (L1
== esto es absurdo ya que — ero — —, 1.
Y w? y q 2w ) p 2w w7
Por lo tanto (0,1) no es compacto. [ |

Lema 2.2.19. Sea A un conjunto cerrado y x € R, si AN B(x,d) # 0 V§ > 0, entonces
x € A

Demostracion. (Razonando por contradiccién). Supongamos que el conjunto A es cerrado
vy AN B(x,0) # 0 V6 > 0. Si x ¢ Aentonces x € A°, donde A° es abierto asf existe 6 > 0
tal que B(z,d) C A°. Pero esto implica que AN B(x,d) = 0 ,que es una contradiccion.

De donde suponer que x € A€ fue un error. Por lo tanto =z € A. [ |

(Axioma del supremo) Todo conjunto de niimeros reales acotado superiormente tiene
un supremo en R.

Teorema 2.2.20 (El teorema de Heine - Borel). Un subconjunto A de R es compacto
st y solo si A es cerrado y acotado.

Demostracion. ‘="
Supongamos que A es compacto. Se demostrara que A esta acotado, sabemos que

ACR= U(—n,n).

neN

Definamos H = {(—n,n) : n € N} que es una cubierta para A. Ademas A es compacto
asi H tiene una subcubierta finita {(—n,n) :n € {ny,ng, ..., nx}}.
k

Si elegimos N = max{n,ny, ..., ny}, entonces A C U (—n;,n;) = (=N, N). Por lo tanto
i=1
A esta acotado por encima por N y por debajo — V.

A continuacién demostrar que A es cerrado. Sea y € A€, para cada x € A tenemos
x # y y por lo que podemos elegir 9, = % |z — y| es un nimero positivo. La coleccién
{B(z,6,) : € A} es una familia de conjuntos abiertos que cubren a A, como A es com-
pacto A C B(x1,0,,) U B(x2,0.,) U...U B(x, 0, ) para algunos 1, za, 3, ...,z € A.
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Tomando § = min{d,,, 0y, Oz, - - -, Oz, }, tenemos 6 > 0 y probemos que B(y,d) C A°.

Sea z € B(y, ), entonces |z — y| < 9.
Supongamos que z € A pero A C B(x1,0,,)U...UB(xy,0,,) asi z € B(xy, d,;) para algin
g talque 1 <5 <k.

ly — ;] <y — 2|+ |z — 2| <+ 6y

Pero |y — x| = 24,,, por lo cual 26, < 0 + d,;, es decir, 6, <.
Esto es absurdo. Por lo tanto z € A°. Asi B(y,d) C A, luego A es abierto.
Por lo tanto A es cerrado.

“:77
Supongamos que A es cerrado y acotado.
Sea ¢ una cubierta de A. Sea x € R. Definamos A, ={a € A:a <z}

Sea D = {z € R: A, estd contenido en una unién finita de conjuntos de €’}.

Como A estd acotado asi el inf(A) existe. Sea x € R tal que el z < inf(A), asi A, = (), por
1.1.6 literal a) () puede cubrirse por un elemento cualquiera de ¢, asi € D. Entonces
) # (—o0,inf(A)) C D, luego D # 0.

Probemos que D no esta acotado superiormente. Razonando por contradiccién. Supon-
gamos que D tiene cota superior entonces existe xo = sup(D).
Sea ¢ > 0.

Por el teorema 2.1.11 existe t € D tal que, zp — 0 <t < 1z, (2.1)

Si AN (xg — 8,20 +d) =0, entonces para todo a € A, g — 6 > a b xg+ 06 < a. (2.2)

Probemos que A; = A

Io—&-g'

Sea a € A;.

acA = ac€Aya<t
= a < xyyaquet <z
)
— a§a:0+§

—— aEAonrg.

Por lo tanto A, C Axﬁg.

Probemos que A, s C A;.
073

Sea a € Awo%.

)
= a€Aya<uzy+=.

a€A$O+g 5
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Supongamos que a > t, asi por (2.1) tenemos xo— 6 <t < a < x +g < x9+ 0, de donde
a € (xg — 0,9+ 9), lo cual es absurdo por (2.2).

Por lo cual a <, esto es, a € A;. En consecuencia A, s C A,

Por lo tanto A; = AIO%.

Hemos probado que si AN (g — 0,29 + 0) = () entonces A; = A$0+g, comot € D | en-
tonces A; estd cubierta por una union finita de elementos de €, ast A, s esta contenida

5
en la misma unién finita de elementos de € de donde o + 3 € D, pero xg = sup(D)

5
asi z¢ + 2 < xg, pero esto es absurdo. Por lo tanto A N (xg — 0,29 + d) # 0,V > 0.

Por el lema 2.2.19 se tiene que zog € A y como % cubre a A, asi existe C' € € tal que
xg € C. Como C' es abierto, asi existe ¢ > 0 tal que (xg — e, 29 +¢) C C.
Por ser xy = sup(D), en virtud de el teorema 2.1.11, existe z; € D tal que

Ty —€ < 11 < X
Como x; € D, asi A,, esta contenido en la unién de un nimero finito de elementos de ¢

n
digamos que son Cy, (s, ...C,,, esto es, A, C U Cj.
j=1
€
Sea Ty = xo + =, asi x9 < xg + ¢, de donde xy € (zg — &,29 + ) C C esto es xy € C.
Luego A,, CCLUC,U...UC,UC.

€
Por lo tanto x5 € D esto es absurdo ya que implicaria que xy + 5 € D pero xq es el

supremo de D.

Por lo tanto D no esta acotado superiormente asi existe x € D tal que x > sup(A). Por
lo tanto A, = A, pero x € D asi existe Uy, Us, ..., U, € € tales que

A=A, CU UUyU..U Uy, luego {U;,Us,,...,Ux} es una subcubierta finita de € que
cubre a A.

Por lo tanto A es compacto. |

Ejercicios resueltos.

Ejercicio 2.2.21. Sea A un subconjunto de R. Demuestre que el conjunto de todos los
puntos interiores de A es un conjunto abierto.

Demostracion. Sea int(A) el conjunto de puntos interiores de A.

Probemos que int(A) es abierto.

Sea = € int(A) por definicién existe 6 > 0 tal que B(x,0) C A.

Pero sabemos que una vecindad es un conjunto abierto, lo que significa que para todo
y € B(x,0) y v > 0 se cumple que B(y,~v) C B(z,0) C A.

Asi B(y,v) € A, y como y € int(A), asi B(x,0) C int(A).
Por lo tanto el int(A) es un conjunto abierto. [ |
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Ejercicio 2.2.22. Cudl de los siguientes subconjuntos de R son compactos.
a) Z.
b) [0,10] U [20, 30].
¢) [r,v/10]

a) Supongamos que Z es compacto utilizaremos el teorema de Heine- Borel, verifiquemos
que Z es cerrado y acotado.

Supongamos que Z es cerrado, entonces Z° es abierto.

Ya que Z°¢ = U (n,n + 1), se quitan todos los enteros y es la unién de abiertos. Por lo

nez
tanto Z¢ es abierto.

Por lo tanto Z es cerrado.
Pero el conjunto Z no es acotado ya que es un conjunto infinito.
Por lo tanto Z no es compacto.

b) Definamos el conjunto M = [0, 10] U [20, 30].

Para probar que M es compacto utilizaremos el teorema de Heine- Borel, verifiquemos
que M es cerrado y acotado.

Supongamos que M es cerrado, entonces M€ es abierto. Pero M¢ = (—o00,0) U (10,20) U
(30, +00), por el teorema 2.2.11 el rayo (—o0,0) es abierto, el rayo (10,20) es abierto y
el rayo (30 + 0o) también es abierto, utilizando el teorema 2.2.12 la unién de abiertos es
abierto por lo tanto M€ es abierto, asi afirmamos que M es cerrado.

Probemos que M es acotado.
Sea x € M.

reM = z€]0,10]U 20,30
— 2€10,10] 6 x € [20,30]
== 0<2<10620 <2 <30.

Consideremos los siguientes casos.

i) Cuando 0 < z < 10. Entonces 0 es una cota inferior para [0,10] y 10 es una cota
superior para [0, 10].

Probemos que 10 la minima cota superior para [0, 10].

Sea y una cota superior para [0, 10].

Entonces Vz € [0,10], z < y asi 10 < y. (Razonando por contradiccién) Supongamos que
10 ﬁ y, entonces y < 10.
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Consideremos a = @ (el punto medio entre y y 10), entonces 0 < y < a < 10,
asi a € [0,10]. Luego a < y por ser y cota superior de [0, 10]. Pero entonces y < a < v,
asi y < y, lo cual es absurdo. Por lo tanto 10 < y.

Como y es cota superior arbitraria se sigue que sup([0, 10]) = 10.

Sea s una cota inferior de [0, 10].
Entonces Vx € [0,10], s < x, como 0 pertenece a [0,10], asi s < 0. Por lo tanto
fnf ([0, 10]) = 0.

ii) Cuando 20 < = < 30. Se puede hacer como el caso anterior, y se llegara a que
inf([20, 30]) = 20 y sup([20, 30]) = 30.

Asi podemos afirmar que M es acotado.
Por ser M cerrado y acotado, por lo tanto M = [0, 10] U [20, 30] es compacto.

¢) Definamos el conjunto A = [r,/10].

Para probar que A es compacto utilizaremos el teorema de Heine- Borel, verifiquemos
que A es cerrado y acotado.

Como A® = (—o0, ) U (1/10, +00), pero por el teorema 2.2.11 el rayo (—oo, ) es abierto
y (v/10, +00) es abierto utilizando el teorema 2.2.12 la unién de abiertos es abierto por
lo tanto A° es abierto, asi afirmamos que A es cerrado.

Probemos que A es acotado.
Sea x € A.

reA —= m<z<+V10
— 7w <zyx<VIO0.

Por lo tanto 7 es una cota inferior para A y /10 es una cota superior para A.
Probemos que /10 la minima cota superior para A.
Sea z una cota superior para A.

Entonces Va € A, < z asf /10 < z. (Razonando por contradiccién) Supongamos que
V10 £ z, entonces z < V10.

Consideremos a = %ﬁ (el punto medio entre z y \/1_0), entonces 7 < z < a < V10,
asi a € A. Luego a < z por ser z cota superior de A. Pero entonces z < a < z, asi z < z,
1o cual es absurdo. Por lo tanto v/10 < z.

Como z es cota superior arbitraria se sigue que sup(A4) = V10.

Sea w una cota inferior de A.
Entonces Vo € A, w < x, como 7 pertenece a A, asi w < 7. Por lo tanto inf(A) = 7.
Por ser A cerrado y acotado, por lo tanto A = [, 1/10] es compacto.
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Ejercicio 2.2.23. Sean A y B subconjuntos compactos de R.

Aplicar el teorema de Heine-Borel para probar que AN B es compacto.

Demostracion. Sabemos por hipdtesis que que A y B son compactos, entonces A y B son
cerrados y acotados.

Para probar que la interseccién de cerrados es cerrado, probemos que su complemento es
abierto.

(AN B)¢ = A°U B¢, por el teorema 1.2.10 literal g). Ademas como A°y B¢ son abiertos
y por el teorema 2.2.12 la uniéon de conjuntos abiertos, es un conjunto abierto.

Por lo tanto (A N B) es cerrado.

Como el sup(A) y el sup(B) existen, entonces AN B estd acotado superiormente por
m = min{sup(A),sup(B)}. Por lo tanto (A N B) estd acotado superiormente.

Como el inf(A) y el inf(B) existen, entonces A N B esta acotado inferiormente por
n = max{inf(A), inf(B)}. Por lo tanto (AN B) estd acotado inferiormente.

Por lo tanto (A N B) estéd acotado.
Como (AN B) es cerrado y acotado, por lo tanto es compacto. |

Ejercicio 2.2.24. a) Usar el teorema de Heine- Borel para probar que si {A, : o € A}

es una coleccién de conjuntos compactos, entonces ﬂ A, es compacto.
a€cA

b) Dar un ejemplo de la coleccion { A, : @ € A} de conjuntos compactos tal que U Aq
aEA
no es compacto.

Demostracion. a) Como la interseccién arbitraria de una coleccién de conjuntos cerrados

es cerrado. Por lo tanto cada A, por ser compacto es cerrado, asi m A, es cerrado.
aEA

También A, es acotado, por lo tanto ﬂ A, es un subconjunto de conjuntos acotados,

aEA
asi la interseccién es acotada.

Como m A, es cerrado y acotado por el teorema de Heine- Borel es compacto.

aEA
b) Tomemos el conjunto {[0,n] : n € N}.

Ay =[0,1],A3 = [0,2], A3 = [0,3],A4 = [0,4], ..., A1po = [0,100],... perocada A,, : n € N
es cerrado y acotado, pero

Jo.n] = [0,17U[0,2]U0,3]U[0,4]U...U[0,100]U...U[0,00)
neN
= [0,00), el cual no es cerrado. Por lo tanto no es compacto.
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2.3. Teorema de Bolzano-Weierstrass

Definicién 2.3.1. Sea A un conjunto de nimeros reales. El nimero x es un punto de
acumulacion para A si y solo si para todo 6 > 0, B(x,0) contiene al menos un punto de
A distinto de x.

La definicién dice que si x es un punto de acumulacién para el conjunto A, se cumple que
para cada 6 > 0, (B(z,0) — {z}) N A # 0.

Ejemplo 2.3.2. Sea A = [3,7). Demostrar que el conjunto de puntos de acumulacién
para A es [3,7].

Demostracion. Consideremos los casos para x = 3,2 = 7 y los elementos de (3, 7).
i) Seax =3y d >0.S51d >4, entonces 5 es un punto de B(x,d) que pertenece a A,
ademas es distinto de el nimero 3. Si § < 4, entonces 3 + 5 s un punto de B(x,d) que

pertenece a A y distinto de 3. Por lo tanto x = 3 es un punto de acumulacién para A.

ii) Sea x = 7 y tomemos § > 0, si 6 > 6, entonces 5 es un punto que pertenece a B(x,4).
Asi podemos afirmar que 5 € A y que también es diferente de 7.
Consideremos § < 6. Asi 7 — 5 esun punto de B(z,0) que pertenece a A y es diferente

de 7. Por lo tanto z = 7 es un punto de acumulacion para A.

iii) Sea x € (3,7). Supongamos que § > 0 y el conjunto (3,7) es abierto, por lo que existe
f >0 tal que B(z, ) C (3,7). Sea 7 el mas pequeno de § y 5. Entonces B(z,~) C (3,7)
y 4+ 3 es un punto de B(z,7) que esta en Ay es distinto de x. Por lo tanto = pertenece
a (3,7), x es un punto de acumulacién de A.

iv) Sea z < 3y d =3 — z, ya que los puntos de B(z,d) y de A son disjuntos, por lo que
Z no es un punto de acumulacion para A.

v) Seax > 7y d=ux—7, yaque los puntos de B(x,d) y de A son disjuntos, por lo que
2 no es un punto de acumulacién para A.

Por lo tanto concluimos que el conjunto de todos los puntos de acumulacién para [3,7)
es [3,7]. [ |

Ejemplo 2.3.3. Sea A = (2,6) U {9}. Demostrar que el conjunto de puntos de acumu-
lacién para A es [2,6].

Demostracion. Consideremos los siguientes casos.
i) Verifiquemos para x = 9, sea § > 0 tomemos un § = 0.5, asi B(z,d) = (8.5,9.5) no

tiene ningtin elemento de A que sea distinto de x = 9, por lo que podemos afirmar que
x = 9 no es un punto de acumulacién para A.
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ii) Para x = 2. Sea § > 0 si § > 3 entonces 4 es un punto que pertenece a B(x,d) y que
pertenece a A y ademas distinto de xz = 2.

Si o < 3, entonces 2 + 5 esun punto de B(x, ) que pertenece a A y es distinto de x = 2.

Por lo tanto x = 2 es un punto de acumulacién para A.

iii) Sea = € (2,6). Supongamos que d > 0 y el conjunto (2,6) es abierto, por lo que existe
B > 0 tal que B(x, ) C (2,6). Sea ~y el mas pequeno de § y 5. Entonces B(z,~) C (2,6)
y x4+ 5 es un punto de B(x,v) que esta en A y es distinto de x. Por lo tanto = pertenece

a (2,6), x es un punto de acumulacién para A.

iv) Para x = 6. Sea § > 0 si § > 5, entonces 4 es un punto que pertenece a B(z,d) y que
pertenece a A y ademas distinto de z = 6.

)
Si d < 5, entonces 6 — 3 es un punto de B(z,d) que pertenece a A y es distinto de z = 6.

Por lo tanto x = 6 es un punto de acumulacién para A.

v) Seax <2y d=2—x, como los puntos de B(x,d) y de A son disjuntos, por lo que x
no es un punto de acumulacién para A.

Por lo tanto concluimos que el conjunto de todos los puntos de acumulacién para A es
2, 6].
[ |

Vemos en nuestros ejemplos que un punto de acumulacion de un conjunto no es nece-
sariamente un elemento del conjunto y a la inversa, un elemento de un conjunto no es
necesariamente un punto de acumulacién del conjunto.

Teorema 2.3.4. Un nimero x es un punto de acumulacion de un conjunto A si y solo
si para todo 6 > 0, B(z,d) contiene un nimero infinito de putos de A.

Demostracion. “=—".
Ahora supongamos que z es un punto de acumulacién de A. Supongamos que B(z,d) N A
es finito para algun § > 0, entonces existen 1, xs, ..., T} tales que

(B(z,0) — {z}) N A = {1,229, .., Tk }.

Sea 6; = min{|z — x| : 1 <j < k}. (Nuestra eleccién de §; es tan pequeno que B(z, ;)
no tendrd ningin punto de A, excepto quizds el propio x.) Luego (B(z, ;) —{z})NA =0,
lo que contradice la suposicion inicial de que = es un punto de acumulacién para A. Por
lo tanto, cada vecindad de = debe contener un nimero infinito de puntos de A.

“=".

Si cada vecindad de = contiene un niimero infinito de puntos de A, entonces cada vecindad
ciertamente contiene por lo menos un punto de A distinto de x. Por lo tanto, = es un
punto de acumulacion. [ |
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Definicién 2.3.5. Sea A un conjunto de niumeros reales. El conjunto de puntos de acu-
mulacion para A se llama el conjunto derivado de A, y se denota por A’

Ejemplo 2.3.6. Determinar el conjunto derivado de A = (3,5).

Solucion. Consideremos los siguientes casos:

i) Seax =3y d > 0.S5id > 4, entonces 4 es un punto de B(z,d) que pertenece a A,

ademas es distinto de el nimero 3. Si § < 4, entonces 3 + 5 es un punto de B(x,d) que

pertenece a A y distinto de 3. Por lo tanto = 3 es un punto de acumulacién para A.

ii) Sea x = 5 y tomemos § > 0, si § > 4 entonces 4 es un punto que pertenece a B(x,d).
Ademas que pertenece A y que también es diferente de 5.

Consideremos § < 4. Asi 5 — 5 esun punto de B(z,0) que pertenece a A y es diferente

de 5. Por lo tanto z = 5 es un punto de acumulacion para A.

iii) Sea x € (3,5). Supongamos que § > 0 y el conjunto (3,5) es abierto, por lo que existe
f > 0 tal que B(z,3) C (3,5). Sea 7 el mas pequeno de § y 5. Entonces B(z,~) C (3,5)
y * + 2 es un punto de B(z,7) que esta en Ay es distinto de z. Asi z esta en (3,5), ©
es un punto de acumulacién de A.

iv) Sea x < 3y § = 3 — x, como los puntos de B(x,d) y los puntos de A son disjuntos,
por lo que x no es un punto de acumulacién para A.

v) Seax > 5y d =1z —5, como los puntos de B(z,d) y los puntos de A son disjuntos, por
lo que x no es un punto de acumulacion para A. Por lo tanto concluimos que el conjunto

derivado de A es A’ = [3,5]. [ |
Teorema 2.3.7. Sea A un conjunto, A es cerrado si y solo si A” C A.

Demostracion. “=".

Supongamos que A es un conjunto cerrado y sea x € A’. (Razonando por contradiccién)
supongamos que = ¢ A, entonces z € A° que es un conjunto abierto, entonces = es un
punto interior de A¢ por definicién 2.2.4. Asi existe § > 0 tal que B(x,d) C A, por lo
tanto (B(x,0) — {z}) N A = (), entonces x no es un punto de acumulacién para A. Como

x € A° entonces z ¢ A’ entonces haber supuesto que x ¢ A fue un error. Por lo tanto
r €A asi A C A

“e=".

Ahora supongamos que A C A y probemos que A es cerrado. Para demostrar que A es
cerrado, demostremos que A° es abierto.(Razonando por contradiccion).

Supongamos que A€ no es abierto, hay al menos un x € A° que no es un punto interior de
A¢. Por lo que no existe ningtin d-vecindad de x que este contenida en A°; es decir, cada
0-vecindad de z contiene un punto de A. Por lo tanto x € A’, pero A’ C A, asi x € A,
pero x no puede estar en A y A¢. Por lo tanto A es cerrado. |
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Ejemplo 2.3.8. Sean A y B conjuntos de niimeros reales. Probar que si B es cerrado y
A C B, entonces A’ C B.

Demostracion. Suponga que B es cerrado y A C B.

Sea x € A’. Como = € A’ entonces z es un punto de acumulacién de A. Por otra parte B
es cerrado asi por el teorema (2.3.7) B contiene sus puntos de acumulacién, luego como
A C B se tiene que x € B. Por lo tanto A’ C B. [ |

Ejemplo 2.3.9. Sean A y B conjuntos de nimeros reales. Probar que AU A’ es cerrado.

Demostracion. Sea A un conjunto de nimeros reales y sea A’ su derivado.
Denotemos B=AUA’. Asi AC By A" C B. Luego B contiene sus puntos de acumula-
cién. Por lo tanto del teorema (2.3.7) se tiene que B es cerrado. |

Teorema 2.3.10 (El Teorema de Bolzano - Weierstrass). Todo conjunto infinito y
acotado de numeros reales tiene por lo menos un punto de acumulacion en R.

Demostracion. Supongamos que el conjunto A es acotado e infinito pero no tiene puntos
de acumulacion.

Como A no tiene puntos de acumulacién el conjunto derivado, A’ = (), asi A’ C A, en-
tonces por el teorema (2.3.7) A es cerrado. Como A es cerrado y acotado por el teorema
de Heine Borel A es compacto.

Como A no tiene ningin punto de acumulacién para cada x € A, existe 6, > 0 tal que
(B(z,06,) — {x}) N A = 0. Luego consideremos y € A pero que z # y pero esto significa
que la familia {B(z,d,) : € A} es una coleccién infinita de conjuntos abiertos que cubre
a A y no tiene otra subcubierta que ella misma. Por lo tanto, A no tiene una subcubierta
finita. Esto contradice el hecho de que A es compacto. Por lo tanto, A debe tener un
punto de acumulacién. [ |

Ejercicios resueltos.
Ejercicio 2.3.11. Si S = (0, 1]. Calcular S" N (S°¢)".

Solucion. Consideremos los siguientes casos:

i) Seaxz =0y d > 0.Sid > 0.5 entonces 0.4 es un punto de B(x,d) que pertenece a S,

ademas es distinto de el niimero 0. Si § < 0.5, entonces 0+ 3 es un punto de B(z,d) que

pertenece a Sy distinto de 0. Por lo tanto x = 0 es un punto de acumulacion de S.

ii) Sea z = 1 y tomemos § > 0, si § > 0.5 entonces 0.4 es un punto de B(z,0) y que
pertenece S, ademas es diferente de 1.

)
Consideremos ¢ < 0.5, asi 1 — 5 esun punto de B(z,d) que pertenece a S y es diferente

de 1. Por lo tanto z = 1 es un punto de acumulacién del conjunto S.
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iii) Sea x € (0,1). Supongamos que § > 0 y el conjunto (0, 1) es abierto, por lo que existe
B > 0 tal que B(x,3) C (0,1). Sea ~y el més pequeno de § y 5. Entonces B(z,~) C (0,1)
y =+ 3 es un punto de B(x,7) que pertenece a S y es distinto de z. Por lo tanto si
pertenece a (0,1), x es un punto de acumulacién de S.

iv) Seax < 0y d =0 — x, ya que los puntos de B(z,d) y de S son disjuntos, por lo que
2 no es un punto de acumulaciéon de S.

v) Seax > 1y d=uxz—1, yaque los puntos de B(z,d) y de S son disjuntos, por lo que
2 no es un punto de acumulacién para S.

Por lo tanto concluimos que el conjunto derivado de S es = [0, 1].

Luego encontremos quien es el conjunto derivado de S°.

S¢ = (—00,0] U (1, +00).

Luego encontremos el conjunto derivado para S¢, considerando los siguientes casos.

i) Como el intervalo de (—o0, 0] cualquier x que tome a la izquierda de 0, contiene un
numero infinito de puntos de S¢. Asi todos lo puntos a la izquierda de cero son puntos
de acumulacion.

ii) Consideremos z = 0 y tomemos § > 0, si 6 > 5 entonces —1 es un punto que pertenece
a B(z,d). Ademas que pertenece S¢y que también es diferente de 0.
Consideremos 6 < 5, asi 0 — 3 es un punto de B(z,d) que pertenece a S¢y es diferente

de 0. Por lo tanto x = 0 es un punto de acumulacién de S°.

iii) Sea x = 1 y tomemos 6 > 0, consideremos § < 5 entonces 1.5 es un punto que
pertenece a B(x,d). Ademas que pertenece S¢y que también es diferente de x = 1.
Por lo tanto x = 1 es un punto de acumulacién de S°.

iv) Como el intervalo de [1,400) cualquier z que tome a la derecha de 1, contiene un
numero infinito de puntos de S¢. Asi todos lo puntos a la derecha de uno son puntos de
acumulacion.

Por lo tanto el conjunto derivado de S¢ = (—o0, 0] U [1, 4+00).

Ast "N (S¢) =0,1] N (—o0,0] U [1, +00) = {0, 1}.

Ejercicio 2.3.12. Probar que si A C B C R, entonces A’ C B'.

Demostracion. Por hipdtesis A C B.
Seax e A e >0
reA = (B(z,e)—{z})NA#£D
= (B(z,e) —{z})NAC (B(x,e) —{z})NB; yaque ACB
= (B(z,e) —{z})N B #0.
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Asi ¢z € B’. Por lo tanto A’ C B’.

Ejercicio 2.3.13. Sean A y B subconjuntos de R.
a) Probar que (AUB) = A'"UDB'.
b) Probar que (AN B)' C A'N B’

Demostracion. a) Probaremos por doble inclusién. “27”

Como A C (AU B), entonces A’ C (AU B)'. Ya que sabemos (A C B= A’ C B’).
También B C (AU B), entonces B' C (AU B)'.

Por lo tanto A’U B’ C (AU B)".

(Lg?’

Seaxz € (AU B)" y sea e > 0.

re€(AUB) = (B(xz,e)—{z})N(AUB) #10
— [(B(z,2) — {z) N AU (B(z,2) — {}) N B £0
= (B(z,e) —{x})NA#0 6 (B(x,e) —{z})NB#0
= xe€Abxreb
— rzeAUB.

Por lo tanto (AU B) = A'U B'.
b) Como AN B C A, entonces (ANB) C A"y AN B C B, entonces (AN B) C B'.
Por lo tanto (AN B) C A'NB'.

Ejercicio 2.3.14. Sea A, B C R, probar.
a) (A%) = (4")°.
b) (A-—B)Y CA - B.

Demostracion. a) Sea x € (A’)¢, entonces x ¢ A’ por lo que existe § > 0 tal que B(z,0),
no contiene ningin punto de A que no sea z, asi que B(x,0) — {z} estd totalmente
contenida en A°.

Tomando cualquier punto de B(x,d) — {x} que estd en A° por lo que x es un punto de
A, es decir z € (A°).

Por lo tanto (A¢) C (A").

Sea x € (A°), asi x es un punto de acumulacién de A€asi para § > de tal manera que
B(z,0)—{z} C A°. Para § > 0 se cumple B(z,d) C A° de donde B(x,d) no tiene ningin
punto de A entonces x ¢ A’ por lo que z € (A')°.

Por lo tanto (A¢) C (A").
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Por lo tanto (A¢) = (A’).

b)
(A-B)" = (AN B°’; por definicién de A — B
C A'N(BY; porque (ANB) C A'nB
C A'N (B como (B°) C (B')°

A'—B.

Por lo tanto (A — B) C A" — B'.

2.4. El teorema de la sucesion mondétona acotada

Definiciéon 2.4.1. Para una sucesion (T, )neny de niumeros reales, si existe un numero
€ )
real B tal que x,, < B para todo n € N, se dice que (x,)nen €Sta acotada superiormente
) (S
por B. Similarmente, si existe un numero real B tal que x,, > B para todo n € N, se dice
que (z,)nen esta acotada inferiormente por B.
La sucesion (x,)nen €std acotada si estd acotada superiormente e inferiormente.

Una sucesién es acotada si y sélo si los términos de la sucesion nunca son mas grandes
que un numero fijo y nunca menor que algin otro nimero fijo (mas pequeno). Esto es
equivalente a decir que el conjunto {z, : n € N} es un conjunto acotado, es decir el rango
de la funcién (z,) es un subconjunto acotado. El acotamiento también puede describirse
por el valor absoluto de los términos de la sucesion.

Teorema 2.4.2. Una sucesion (x,)nen de nimeros reales es acotada si y solo si existe
un nimero real B tal que |z,| < B para todo n € N.

Demostracion. “=—"

Sea (x,)nen una sucesiéon acotada de nimeros reales, entonces existe M tal que
rn < M ¥n € N por ser acotada superiormente y también existe N tal que

N <zx,VneN.

Sea B = méx{|N|,|M|}, asi —-B < —|N| < N <z, <M < |M| < B.

De donde —B < z,, < B. Por lo tanto |z,| < B Vn € N.

“¢ 2

Para (z,),en una sucesién de nimeros reales, sea B € R tal que |z, | < B. Por propiedad
de valor absoluto —B < z,, < B. Asi por la definicién anterior (x,),en tiene cota superior
y cota inferior. Por lo tanto (x,),en esta acotada. [ |

Teorema 2.4.3. St una sucesion de niumeros reales converge, entonces es acotada.
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Demostracion. Probemos que (x,)nen esta acotada.

Sea (,)nen una sucesiéon que converge a L. Como (z,),en converge a L, para todo € > 0
existe un nimero natural N tal que si n > N, entonces |z, — L| < €.

Tomemos ¢ = 1 arbitrario, entonces |z, — L| < 1,¥n > N. Entonces

|zn| = |l2n+L—L|=|L+x,—L| <|L|+ |z, — L| <|L| + 1.

Por lo tanto |z,| < |L| + 1,Yn > N, es decir, los términos a partir de xy en adelante
estan acotados por |L| + 1.

También hay que demostrar que los términos anteriores a zy estan acotados.

Sea M ={z; :i < N} = {x,29,23,... 251}, como M es conjunto finito entonces posee
un maximo, asi M estd acotado por A = max{|z1|, |z2],|zs3], ... |xny_1|}, entonces

|z,| < A, Vn < N.

Por lo tanto
|z,| < max{A,|L| + 1}, Vn € N.

En consecuencia (x,)nen estd acotada.
[ |

Definicién 2.4.4. Sea (x,)nen una sucesion de nimeros reales. La sucesion (x,)nen €s
creciente si y solo st para todo n,m € N, si n < m entonces T, < x,.

Decimos que (z,)nen es decreciente si y solo si para todo n,m € N si n < m entonces
Ty = Ty

La sucesion (x,)nen €5 mondtona si y solo si (x,)nen crece o decrece.

La sucesién y, = 2" es creciente ya que n < m implica que 2" < 2™.

La sucesién cuyos términos son z, = e " es decreciente como el valor de e™™ se hace
mas pequenio a medida que n se hace mas grande. Una sucesién constante {k,} tal que
todo termino k, = ¢ para todo n € N y para algin ¢ € R, es creciente y decreciente.
La sucesién alternante 1, —1,1, —1, 1... no es monotona porque sus términos no estan en
orden creciente ni decreciente.

n

n

Ejemplo 2.4.5. Probar que la sucesion (x,)nen dada por z, = es creciente.

Demostracion. Sea m,n € N tales que n < m.

n<m =— nm-+n<nm-+m.

= n(m+1) <m(n+1).

< .
n—+1 m—+1

Como n+1y m-+ 1 son positivos se tiene que z,, < x,,. Por lo tanto (x,),en es creciente.
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Teorema 2.4.6 (El Teorema de la Sucesién Monétona Acotada). Para toda su-
cesion mondtona acotada (T, )nen, existe un nimero real L tal que 1im x,, = L.

n—oo
Demostracion. Supongamos que (z,)nen €s una sucesién monétona acotada. Considere-
mos los siguientes casos.
Caso 1. Para una sucesién creciente.

a) Si {z, : n € N} es finito, entonces definamos a L = méx{z, : n € N}. Para algin
N € Nasi 2y = L y como (2,)men €s una sucesién creciente z,, = zy = L, para todo
n > N. Por lo tanto lim z,, = L.

n—o0
b) Si {z, : n € N} es infinito, ademas por el teorema de Bolzano - Weierstrass el conjunto
{z,, : n € N} tiene al menos un punto de acumulacién. Supongamos que L es un punto
de acumulacion.
Demostremos que x,, < L para todo n € N. (Razonando por contradiccién) supongamos
que existe N € N tal que xy > L, como (z,).en €s creciente, entonces z,, > L para todo
n > N.
Como L es un punto de acumulacién de {z,, : n € N} y {z,, : n < N} es finito, L es
un punto de acumulacién para {x, : n > N}. Ya que cualquier conjunto abierto que
contenga al menos un punto de acumulaciéon L contiene un numero infinito de z,, por
lo que la eliminacion de un nimero finito de elementos de la sucesion dejara un ntimero
infinito en el conjunto abierto.

Sea 0 = |xy — L|. Entonces B(L,d) no contiene ningtin punto de {x, : n > N}. Esto es
una contradiccién. Asi, x,, < L para todo n € N.

Probaremos que la sucesion x converge con la L. Sea ¢ > 0, como L es un punto de
acumulacién de {x, : n € N}, entonces existe M € N de tal manera que xy € B(L,¢).
Asi, L—e<axpy yasi,paran>M,L—¢c<uxy <z, <L<L+e. Porlotanto para
n>M,lx,—L| <e.

Por lo tanto lim x,, = L.

n—oo

Caso 2. Para una sucesion decreciente.

a) Si {x, : n € N} es finito. Sea L = min{z,, : n € N}, asi existe N € N tal que L = zy.
Sea n > N, entonces L < x, < xy = L. Luego x,, = L, Vn > N.
Por lo tanto lim x,, = L.

n— o0
b) Si {z, : n € N} es infinito, ademas por el teorema de Bolzano - Weierstrass el conjunto
{z,, : n € N} tiene al menos un punto de acumulacién. Supongamos que L es un punto
de acumulacion.
Demostremos que x,, > L para todo n € N. (Razonando por contradiccién) supongamos
que existe N € N tal que z < L, como (x,,),en es decreciente, asi x,, < xy < L Vn > N.
Como L es un punto de acumulacién de {z,, : n € N} y {z,, : n < N} es finito, L es
un punto de acumulacién para {x, : n > N}. Ya que cualquier conjunto abierto que
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contenga al menos un punto de acumulaciéon L contiene un nimero infinito de x,,, por
lo que la eliminacion de un nimero finito de elementos de la sucesion dejara un ntmero
infinito en el conjunto abierto.

Sea 6 = |xy — L|. Entonces B(L, ) no contiene ningtin punto de {x, : n > N}. Esto es
una contradiccién. Asi, x,, > L para todo n € N.

Probaremos que la sucesiéon x converge con la L. Sea € > 0, como L es un punto de
acumulacién de {x, : n € N}, entonces existe M € N de tal manera que x); € B(L,¢).
Asi |xpy — L| < e, paran > M, L—c < zy < x, <L < L+ ¢e. Por lo tanto para
n>M,lx,—L| <e.

Por lo tanto lim x,, = L.

n—oo
Ejercicios resueltos.

Ejercicio 2.4.7. Para cada sucesién (z,)nen, determine si estd acotada, acotada supe-
riormente o acotada inferiormente.

10
a) T, = —.
b) @, = 107"

10 10 10 10 10
Solucion. a) Los términos de la solucién son: 10, —, —, — —, —, ...

2347576
Podemos observar que la sucesion es decreciente, asi que 10 es una cota superior para x,
ya que x, < 10

z, < 10
1
_0§10
n

10 < 10n,Vn € N. Se cumple.

Luego para verificar cual es la cota inferior de x,.

10 10
lim x, = lim — = — = 0. Asi la cota inferior es 0.
n—oo n—oo M, [0.@]

Entonces
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0<z, < 10
—-10<0< E < 10
n
10
-10<— < 10
n
10
—| < 10.
n
10
Por lo tanto x,, = — es acotada.
n
1 1 1 1

b) Los términos de la solucién son: —, — ———, .
10" 100" 1,000 10,000

. . 1 .
Podemos observar que la sucesién es decreciente, asi que 10 es una cota superior para x,
ya que

< 1
Tp < —
10
1 1
<
10" — 10
1 1
- = <
0 10 — 0
10 — 10"
- < le. .
010 = 0, se cumple. Vn € N

Ademas 0 es una cota inferior para x,,.

Ejercicio 2.4.8. Determine si la sucesion es creciente o de creciente.

n -+ 2
a) T, = :

n

2n —5
b) z, = no

n+3

Demostracion. a) Sean m,n € N tal que n <m =n+ 1.
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Tomemos la diferencia entre dos términos consecutivos
(n+1)4+2 n+2
Tn+1 — Tn -
(n+1) n
_on+ 3 n+2
 on+1 n
 (n43)(n) - (n+2)(n+1)
(n+1)(n)
_ n2+3n—n?>—3n—2
- (n+1)(n)
B —2
— (n+1)(n)
< 0.
Ast 1 — x, <0, entonces —x,, < —x,1, de donde x,, > x,,.
Por lo tanto la sucesion z,, = es decreciente.
n
b) Sean m,n € N tal que n < m =n + 1.
Tomemos la diferencia entre dos términos consecutivos
2(n+1)—=5 2n-5
T -z, = —
nHl e n+1+3 n+3
 2n+2-5 2n-5
N n+4 n+3
B 2n—3 2n—5
 n+4  n+3
B (2n—=3)(n+3)— (2n —5)(n+4)
N (n+4)(n+3)
B 2n% +6n—3n—9—2n? — 8n + 5n + 20
n (n+4)(n +3)
B 11
a (n+4)(n+3)
> 0.
Ast x4 — x, > 0, entonces z,,.1 > x,, de donde x,, > x,.
2n —5
Por lo tanto la sucesion z,, = " es creciente. [ |
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2.5. Equivalencias de Completitud.
Lema 2.5.1. Si (2y)nen ¥ (Yn)nen Son dos sucesiones tales que

lim y, =s y lim (z, —y,) =0, entonces lim x, = s.
n—o0 n—oo n—oo

- ) . €
Demostracion. Como lim y, = s. Sea ¢ > 0, existe N; tal que |y, — s| < =,Vn > Nj.

n—o0 2

Ademas lim (z,, — y,) = 0. Existe Ny tal que |z, — y,| < E,Vn > N,.

n—oo 2

Sea N = max{Ny, No}, asi |z, — s| < |z — yn| + |y — 5| < g + % < ¢ entonces
|z, — s| <eVn > N. Por lo tanto lim z,, = s. [ |

n—o0

Lema 2.5.2. Si (z,)nen €S una sucesion con lim x, = s y t es un nimero real que
n—oo

cumple, t < s entonces existe N € N tal que x,, > t,VYn > N.

Demostracion. Como (Z,)nen €s una sucesiéon con lim z, = sy t < s,t € R. Tomemos
n—oo

s—t

> (, entonces existe N € N tal que z,, € (s —e,s+¢),Vn > N.

s—t 2s—s+t s+t
Pero s —e = s — = =
2 2 2
Como z,, € (s—¢, s+¢), entonces x,, > s—e > t,¥n > N. Porlo tanto z,, > t,¥Yn > N, N

E =

> 1.

Definicién 2.5.3. Una sucesion (z,)nen se dice que es de Cauchy si para cada € > 0,
existe N € N (que depende de €) tal que si m,n > N, entonces |x, — Tn| < €.

1
Ejemplo 2.5.4. Demostrar que x,, = — es una sucesion de Cauchy.
n

Demostracion. Encontremos un valor para N € N. Partiendo de |z, — x,,| < €.

1 1
|ty — 2| <e = ———‘<5

nom
jm —n| ,

= — <¢g, asiparam>n
nm
m-n _ w 1

— < —=_<ec
nm nwo n

1 1
Asi — < n. Tomemos a N tal que — < N (por la propiedad arquimediana literal b).
€

€
Entonces para todo m > n > N se tiene.
1 1| |m—-n|l |m—-n| m-n

n m nm

w1
<—=-<
nm nm nm n

<E.

| | !
Ty — Tpp| = —
N

Ademas consideremos el caso n > m > N.
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11 n—m| |n—m| n-m = 1 1
e — 2l = |~ — +| = - R TS
m n mn mn mn mw m -~ N
1 L,
Por lo tanto x,, = — es una sucesion de Cauchy. [ |
n

Ejemplo 2.5.5. Demostrar que x,, = v/n + 1 — y/n es una sucesién de Cauchy.

Demostracion. La sucesion la podemos reescribir de la siguiente manera.

B Y RV W e 0
= (Vn+l ﬂ(mwﬁ) N e O Y e S

Queremos que |z, — T,,| < €.

1 1
Tn — T = —
| | vVn+1+4++n \/m+1+\/m‘
1 1

\/ﬁ+ﬁ_ﬁ+ﬁ‘

1 1
20/n W’
— [vm — \/m consideremos a m > n

2y/ny/m

1
— — <
2e "
1

1
Sea € > 0, existe por la propiedad arquimediana literal b) un N € N tal que 12 < N.
€
Entonces Vm > n > N, se tiene:
1 1 1
< =Vde? = —(2¢) =e.

1
< /=< —
2y/n ~ 2/N 2 2

Para el caso donde Vn > m > N se prueba analogamente.

[T, — T

Por lo tanto z,, = v/n + 1 — y/n es una sucesién de Cauchy. |
Teorema 2.5.6. Toda sucesion convergente de numeros es una sucesion de Cauchy.

Demostracion. Sea (z,)nen una sucesion convergente y su limite es L, entonces para
. 5
>0, existe Ne N: |z, — L] <§Vn>N.
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Vn,m > N se cumple:

Ty — x| = |zp—2m+ L — L]
|z, — L — 2z + L
(0 = L) + (L = am)]

< xp — L+ |L — x|
= |, — L|+ |z — L]
< €+€_€

2 2

[ |
Teorema 2.5.7. Toda sucesion de Cauchy esta acotada.

Demostracion. Sea (x,)nen una sucesion de Cauchy y € = 1, entonces existe N € N tal
que |z, — x| < 1, para todo n,m > N.
Para n > N se cumple que:

[Zn| = |20+ 0
= |z, —2ay + xnN|
< ep —xn| + |zN]
< 14 |zy|Vn > N.

Entonces |z,| < 1+ |zy| Yn > N.

Queda por demostrar que los términos anteriores a xy también estan acotados.

Para n < N se cumple que |z,| < M = max{|zi|, |za|, ..., |rny-1]}. Ademas para n > N,
la sucesion |z,| < 1+ |zy].

Luego Vn € N, |z,| < max{M, 1+ |zyx]}.
Por lo tanto (z,)nen estd acotado. [ |

Teorema 2.5.8. §i una sucesion de Cauchy posee una subsucesion convergente, entonces
la sucesion converge.

Demostracion. Sea (x,)neny una sucesion de Cauchy entonces,
€
Ve >0,3N; eN: |z, —x,| < §Vn,m2N1.

Sea (x,, )ken una subsucesion convergente de (z,)nen. Entonces Ve > 0,3 M € N :
€
|y, — L| < = VE > M con L el limite de la subsucesion.

Tomemos a N = méx{N;, M }. Para n > N se cumple que:

|xn_L|

|Tp — Tp,, + T, — L
S ‘SCn _xnk’ + |xnk - L’

A

€
70— 2 + 5 (4
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Luego para |z, —x,, | podemos elegir a N como indice. Ahora por el lema 1.13.13 tenemos

€
que ny > k, Vk € N, eligiendo £ > N se cumple que n, > k > N, entonces |z, —z,, | < 3
e € €
Asi en (¥) |xn—xnk|+§ <gtg;=e k,n> N.
Asi |z, — L| < e, ¥n > N. Por lo tanto (x,),en €s convergente y converge a L. [ |

Teorema 2.5.9. (Bolzano-weierstrass): Toda sucesion acotada de nimeros reales posee
una subsucesion convergente.

Demostracion. Sea (z,),eny una sucesion acotada.
Sea A, = {x,, : m > n}.

Probemos que si n < m, entonces A,, C A,.

Sea z € A,,.

2€A, = Fj>m:z=uz;
= J>n:z=u;
— z=uz; €A,
Por lo tanto n <m — A,, C A,,.
Sea a,, = sup A,.

Si n < m, entonces A,, C A,, aplicando el supremo se obtiene a,, < a,.
Por lo tanto n < m = a,, < a,.

Asi la sucesion (an)nen es decreciente, y como A,, C (Tp)nen ¥ (Tn)nen estéd acotada,
asi A, estd acotada para todo m que esta en N. Por tanto el supremo a, = sup(A4,)
existe por el axioma del supremo.

Ahora probemos que (a,)nen estéd acotada inferiormente (pues obviamente por ser decre-
ciente a; es cota superior) y asi (a,)nen esta acotada.

Como (,)nen estd acotada, asi existe s = inf(z,)nen, esto es s < x,, Vn € N.

Sea n € N.
a, = sup(A,) > x, > s. Asi a, > s, Vn € N,
Por lo tanto (a,)nen €s una sucesién decreciente y acotada.

Luego por Teorema de la Sucesiéon Mondtona Acotada, existe L € R tal que L = lim a,,.
n—o0

Como a; = sup(Ay), asi para ¢ = 1 por (2.1.11) existe ny > 1 tal que a; — 1 < x,, < a.

Como ay,, 11 = sup(An,+1), asi para ey = 3 existe x,, € A,,+1 tal que

41— 5 < Zpy < Gy en virtud de (2.1.11).
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Como ay,11 = sup(An,+1), asi para €3 = 3 existe x,, € A,,+1 tal que

Apot1 — § S Tng S Any+1-

.. . . . 1 .
Siguiendo por induccién se tendria que existe x,, € A,,_,+1 tal que para ¢, = z se tiene

que:
1
ank,1+1 - E S xnk S ank,1+1' (*)

y como cada z,, € A,, 41, asi ng > np_1 +1 > ng_q.
Por lo tanto ny > ny_1, es decir (ng)ren es creciente por lo cual (z,, )ren €s subsucesion
de (xn)nEN-

De igual forma (a,, ,+1)k>2 s subsucesion de (ay,)nen.

Pero lim a,, = L, asi por (1.13.17) lim a,, ,+1 = L.

n—oo n—oo

Luego por (1.13.10) y por (*)

: 1 ; :
lima,, ,+1——- < limz, < lima, ,+
k—o0 k k—o0 k—o0
L-0 < lmux, <L
k—o0
L < lmax,, <L.
k—ro0

Por lo tanto lim z,, = L.
k—o00

Por lo tanto (z,, )ken €s una subsucesion de (2, )n,en que converge.

Teorema 2.5.10. Toda sucesion de Cauchy es convergente.

Demostracion. Sea (,)neny una sucesion de Cauchy. Entonces (z,),en es acotada por
(2.5.7).

Pero por teorema de Bolzano - Weierstrass toda sucesiéon acotada tiene una subsucesion
convergente, asi existe una subsucesion (x,, )ken de (Z,)nen tal que z,, — L € R. Pero
por (2.5.8) se debe tener que (x,)nen converge. [ |

Un espacio métrico M se dice completo, si toda sucesién de Cauchy es convergente.

El ejemplos més conocido de espacio completo, es el espacio R con la métrica usual,
sabemos por el teorema de Bolzano -Weierstrass que, toda sucesiéon de Cauchy posee
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una subsucesion convergente. Ademas si una sucesién de Cauchy posee una subsucesién
convergente, entonces la sucesién converge.
Por lo tanto R es un espacio métrico completo.

Ejercicios resueltos.

Ejercicio 2.5.11. Probar que Q no es completo.

. "
Demostracion. Consideremos la sucesion x,, = <1 + - .
n

Demostremos que z,, es convergente.
n
lim z,, = lim (1 + —
n—oo n—oo n
1 x
Sea y = (1 + —> , entonces aplicando logaritmo a ambos lados de la igualdad se tiene
x

1
1 T 1 ln(l—Fz)
ln(y)zln(l—l——) :xln<1+—):f
x x

x
Aplicando L Hopital, y el limite cuando z — oo

1
1 R
In{14— X T
o ( * x) 1t 1 11
hmf:hm = lim =1 O:I:L
T—00 L T—00 B T—00 14+ = -+
x 22 x
. ) 1\* . 1
Asi lim In(y) = lim In {1+ — | = 1. Entonteces lim (y) = e'.
T—00 T—00 x T—00
. 1\" .,
Por lo tanto lim (1 + — ] = e. Como la sucesion es convergente por el teorema 2.5.6
n—o0 n

es una sucesion de Cauchy en R y por lo tanto en @, pero la sucesién no converge en Q,
pues el limite en R no es un racional.

Por lo tanto Q no es completo.
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Ejercicio 2.5.12. Probar que [0, 1) no es completo.

Demostracion. Consideremos la sucesiéon x,, = Z T
n
Probemos que z,, es una sucesién de Cauchy.
1 1 1 1
lim =z, = lim 1—hm—1—hm T =1 O:I:L
n 00

Como la sucesion es convergente por el teorema 2.5.6 es una sucesién de Cauchy en R.
Ademas z,, — 1 ¢ [0, 1).

Por lo tanto [0, 1) no es completo. [ |



° [ L4
Bibliografia
[1] Douglas Smith Maurice Eggen. A TRANSITION TO ADVANCED MATHEMATICS.

2] José Darfo Sdnchez Herndndez. Sucesiones y Series.

[3] Eduardo Espinoza Ramos. Sucesiones y Series.

123



	Introducción
	Justificación
	Objetivos
	Notaciones
	Preliminares
	Conceptos básicos de la teoría de conjuntos
	Sección de operadores
	Familias de conjuntos y Familias Indexadas de Conjuntos
	Relaciones
	Relaciones de equivalencias
	Particiones
	Relaciones de Orden
	Funciones y relaciones
	Composición de funciones
	Función uno a uno
	Correspondencias uno a uno y funciones inversas.
	Imágenes de Conjuntos 
	Sucesiones.

	Conceptos de análisis.
	Completitud de los números reales
	 Teorema de Heine-Borel 
	 Teorema de Bolzano-Weierstrass 
	El teorema de la sucesión monótona acotada
	Equivalencias de Completitud.

	Bibliografía

