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Introduccion.

A continuacion, se presenta un informe final del trabajo de investigacién titulado: Anali-
sis armonico sobre la esfera.

Damos a conocer los objetivos que se perseguiran a lo largo del proceso y la justificacion del
estudio. Ahora bien, el presente trabajo consta de cuatro capitulos, los cuales resumimos a
continuacion:

Capitulo 1: Series de Fourier.

En este capitulo estudiamos la construccion de la serie de Fourier sobre el circulo. Ademas,
estudiamos algunos tipos de convergencia de las series de Fourier, como lo es la convergencia
en la norma-L?, la convergencia puntual y por tltimo, y més importante, la convergencia
uniforme.

Capitulo 2: Espacios de Hilbert.

En este capitulo, hacemos un breve, pero importante repaso de los espacios pre-Hilbert
y los espacios de Hilbert, obteniendo algunos resultados importantes que nos servirdn en
capitulos posteriores, entre los que cabe destacar, que en particular, cada espacio pre-Hilbert
de dimensién finita es completo. Ademas, estudiaremos bases ortonormales y el teorema de
completacién, obteniendo como resultado que las exponenciales forman una base ortonormal

del espacio de Hilbert L*(R/Z).

Capitulo 3: Transformada de Fourier.

Este capitulo, trata sobre la transformada de Fourier, la cual abarca el caso cuando una
funcién no es periédica. Estudiaremos la formula de inversion y el teorema de Plancherel
que nos dice que la transformada de Fourier preserva la norma-L?. Conoceremos bajo qué
criterios la férmula de la serie de Poisson se mantiene y verificaremos la ecuacion de la serie
theta clésica.
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Capitulo 4: Analisis armoénico sobre la esfera.

En este capitulo, se analizan las funciones arménicas esféricas, asi como las propiedades de
los grupos topoldgicos SO(n) y O(n) sobre la esfera S"~!. Se define un Laplaciano esférico y
una integral esférica. Obtenemos la descomposicién espectral de L*(S™~1), ademds se obtiene
la convergencia de la serie de Fourier-Laplace en la esfera S"~!. Finalmente se muestra uno
de los resultados méas importantes de esta investigacion, que consiste en demostrar que los
espacios H;,) son representaciones irreducibles de O(n).
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Justificacion.

En matematicas, el analisis armoénico se encarga de estudiar la representacién de funciones
armonicas. Investiga y generaliza las nociones de series de Fourier y transformadas de Fourier.
Una de las ramas mas modernas del andlisis arménico, que tiene sus raices a mediados del
siglo XX, es el andlisis sobre grupos topoldgicos. Aqui necesitamos que un grupo actie
transitivamente sobre nuestro espacio, y dicho grupo ya no tiene que ser abeliano
(como sucede en la recta real o en el circulo), asi que tenemos que usar mas herramientas
de algebra. Al mismo tiempo, las técnicas de analisis funcional siguen siendo importantes,
asi como la topologia, teoria de representaciones, etc. Por ello, resulta muy interesante el
estudio de esta rama del andlisis, ya que reine varias areas de la matematica.



Objetivos.

General.

» Estudiar las funciones armonicas en la esfera.

Especificos.

» Definir el operador Laplaciano esférico y la integral esférica SO(n)-invariantes.
= Mostrar la descomposicién espectral de L?(S™1).

» Estudiar las condiciones para la convergencia uniforme de la serie de Fourier-Laplace
de funciones en la esfera.

= Mostrar que los espacios de Hilbert #{)) son irreducibles para O(n).

= Proporcionar ejemplos que nos permitan una mejor comprension.
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Capitulo 1

Series de Fourier.

La teoria de las series de Fourier se encarga de investigar si una funcién peridédica dada, se
puede escribir como una suma de ondas simples. Una onda simple se describe en términos
matematicos como una funcién de la forma csen(27kz) 6 ¢ cos(2rkx) para un nimero entero
k y un nimero complejo c.

La formula
e*™® = cos(2mx) + isen(27x)
que se deduce de la férmula de Euler,
e = cosx +isenz,

demuestra que si una funcién f puede escribirse como la suma de exponenciales
f(l’) — E Ck€27rzka:
kezZ

para algunas constantes ¢, entonces también se pueden escribir como una suma de ondas
simples. Este punto de vista tiene la ventaja de que proporciona féormulas mas simples y es
mas adecuado para la generalizacién. Dado que los exponenciales e?™% son de valor complejo,
por tanto es natural considerar funciones periédicas de valor complejo.

En este capitulo, comenzamos nuestro estudio riguroso de la serie de Fourier y preparamos
el escenario introduciendo los objetos principales en el tema.
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1.1. Funciones periddicas.

Antes recordemos unas definiciones que nos seran de utilidad.

Definicién 1.1.1 Se dice que T': X — Y es una aplicacion si para cada par de puntos
x1, T2 € X tales que x7 = xo, entonces T'(x1) = T'(z3) en Y.

Definicién 1.1.2 Sea T : X — Y una aplicacién. Decimos que T es tnyectiva si para
T(x1) = T(x3) en Y | entonces x; = x5 en X. De forma equivalente, T' es inyectiva si para
x1 # xo implica que T'(xq) # T(x2).

Definicién 1.1.3 Sea T': X — Y una aplicacién. Decimos que 1" es sobreyectiva si para
cada y en Y, existe un = en X tal que T'(z) = v.

Definicién 1.1.4 Se dice que una aplicacion T : X — Y es biyectiva, si T es inyectiva y
sobreyectiva a la vez.

Definicién 1.1.5 Una aplicaciéon f : R — C se llama peridodica de periodo L > 0 si
para cada x € R,

Ja+ L) = f(),

Si f es periddica de periodo L, entonces la funcién F(x) = f(Lz) es periddica de periodo 1
es decir, L = 1. Esto que se verifica a continuacion

Asi F(z) es periddica de periodo 1. Ademas, ya que f(z) = F(%), es suficiente considerar

solamente funciones periddicas de periodo 1. Por simplicidad llamaremos tales funciones
solamente periodicas.

Ejemplo 1.1.6 Las siguientes funciones son periédicas:
1) f(z)=sen(2mx) es periédica ya que para L = 1, sen(27(z + 1)) = sen(27x).
11) f(z) = cos(2mx), es periddica ya que para L = 1, cos(2m(z + 1)) = cos(27mz).
111) f(x) = €™ es periddica ya que para L = 1,

™) = cos(2m(x 4 1)) +isen(27(z 4 1)) = cos(27z) + isen(2mz) = >

13



Ademés, cada funcién dada en el intervalo semiabierto [0, 1) se puede extender a una funcién
peridédica de una manera tnica.

Definicién 1.1.7 Sean X, Y espacios vectoriales y T : X — Y una aplicaciéon. Decimos que
T es lineal si para cada x,y € X y para cada a € C cumple las siguientes propiedades:

(L1) T(z4+y) =Tz +Ty.
(L2) T(ax) = aTx.

De esto se deduce que si o = 0, entonces T'(0x) = 0Tz, es decir, T0 = 0.

Lema 1.1.8 Sean X,Y espacios vectoriales. Si T : X — Y es una aplicacién que cumple
que para cada x,y € X y cada «a, f € C tenemos que

T(ax + By) = aTz + BTy,
entonces T es lineal.

Demostracién:

Necesitamos demostrar que se cumplen las propiedades de la Definicién [1.1.7. Por hipdtesis
sabemos que, para cada x,y € X y cada a, 8 € C se cumple que

T(ax+ py) = aTz + fTy. (1.1)
» Verificando que se cumple (L1). Considerando § = 0 en (|1.1]) tenemos que

T(ax+0y) =aTz+ 0Ty =aTz+0=aTxz.

» Verificando que se cumple (L.2). Considerando o« = 5 =1 en (|1.1]) tenemos que
T(lz+ 1ly) =1Tx+ 1Ty =Tz + Ty.

Por lo tanto, T es lineal.

Ademas, se deduce que si X e Y son dos espacios vectoriales y T : X — Y es lineal, entonces
T debe de ser inyectiva. Verifiquemos este hecho. Sean Tz, Txy € Y tales que Txy = Txa,
entonces

0= Tl‘l — Tl’z
0=T(x; —x2), porser T lineal
= 0 =27 — 29, por ser T lineal

= T = Ta.

14



Por lo tanto T cumple con la Definicion [1.1.2] es decir, T es inyectiva.

De ahora en adelante, diremos que una aplicacion es lineal siempre que cumpla la hipdtesis

del Lema [.T.8]

Definicién 1.1.9 Un producto interno (.,.) es una funciéon que va desde V x V a C,
donde V' es un espacio vectorial complejo, que satisface las siguientes propiedades para todo
u,v,w € V y para todo o, f € C:

(IP1) (ou+ fv,w) = alu,w) + f{v,w); es decir, que sea C-lineal.
(IP2) (v, w) = (w,v).

(IP3) (v,v) >0y (v,v) = 0 implica que v = 0.

Observemos que si v = 0, entonces (v,v) = 0, se deduce de (IP1), ya que

v=20

v=0-v, dondeO0, es el cero de C,
luego por la propiedad (IP1) tenemos

(v,v) =(0-v,0-v)
= 0%(v, )
(v,v) = 0.

Ademss, si f y g son funciones periddicas, entonces también lo es af + bg para a,b € C, asi
que el conjunto de funciones periddicas forman un espacio vectorial complejo.

Definicién 1.1.10 Una funcién f : R — C es continua en un punto x € R si para todo
g > 0 existe un 0 > 0 tal que:

|f(y) — f(z)] <e, paracadaye Z(f) que satisface |y — x| < 4.

Se dice que f : R — C es continua si es continua en cada punto de R.

Denotaremos por C'(R/Z) al subespacio lineal de todas las funciones periddicas continuas
f: R — C. También, definimos C*°(R/Z) como el espacio de todas las funciones periédicas
infinitamente diferenciables f : R — C.

Para fy g en C(R/Z) sea )
)= [ f@)a) da

donde “g(x)” indica la conjugacién compleja de g(x) y la integral de una funcién de valor
complejo h(z) = u(z) + iv(z) se define por linealidad, es decir,

15



/Olh(x) dx:/olu(x) dx—i—i/olv(x) da.

Lema 1.1.11 (.,.) define un producto interno en el espacio vectorial C'(R/Z).

Demostracién:

Necesitamos verificar que se cumplen las propiedades de la Definicién [1.1.9] Sean f,g,h €
C(R/Z)y a, B €C.

» Verificando que cumple (IP1).
(@f +89.1) = [ laf(a) + fota)(o) da
= [ l0s @) + Bo(@i(@)] do

_a/f dx+ﬁ/ &z

<f+ﬁga >—Oéf, > +6<g> >

Uy>=éf@@5¢v
=/fmﬂam

f

» Verificando que cumple (IP2).

(fr9) =9, 1)

» Verificando que cumple (IP3). Como

(f, f) = /f d:c—/|f 2 da.

Sea f # 0y g(x) = |f(x)]?, entonces g es continua dado que f es continua. Ya que

16



f # 0, existe un zo € [0, 1] con g(xy) = a > 0. Entonces, como g es continua, existe un
d > 0 tal que g(z) > § para todo = € [0, 1] con |z — x| < 6. Por lo que |g(z) — af <,
es decir, —e + a < g(x) < € + a, si escogemos € = 5, entonces

(o f) = / (@) de = /Olgm da
> /|z_$o|<5% d

xo+0
«
:/ — dx
To—0 2

_2a5
2
=ad >0

= (f,f)>0.

Por lo tanto, (.,.) define un producto interno en C(R/Z).

1.2. Exponenciales.

Para k € Z, sea

e (I) — e2m’kx7

entonces por (III) del Ejemplo sabemos que €*™® es de periodo 1, pero ademds es
continua en [0, 1], entonces e, se encuentra en C'(R/Z). El producto interno de los e se da
en el siguiente lema.

Lema 1.2.1 Si k,[l € 7Z entonces

1, sik=I
<€k7€l> == .
0, sik#L

En particular, se deduce que los e, para un valor de k variable, genera vectores linealmente
independientes en el espacio vectorial C(R/Z). Finalmente si

flx) =) aer(o)

k=—n

para algunos coeficientes ¢, € C, entonces
Cr = <.fa 6k>‘

17



Demostracidén:

Sean k, ¢ € Z. Si k = {, entonces

1

<€k7 6(> — / 627rik::c6—27ri€a:dx
0
1
— / 627ri(kf€)m
0
1
= ldx
0
<€k> 6g> =1.
Sik#/Llyseam=k—{+#0, entonces
1 . .
<€k7 €Z> — / 627rzka:e—2m&ndx
0
1
:/ e27ri(kf€)xdx
0
1 .
— / 627rzmzdl,
0
1
— 1 627rima:
2mim 0
1
- 27Tim(1 -1
<€k7 €g> == 0

Ahora, deduciremos la independencia lineal. Supongamos que tenemos
A—ne—n + >\—n+16—n+1 + -+ )\nen = 0;

para algin n € N y coeficientes A\, € C. Entonces tenemos que demostrar que todos los
coeficientes Ay = 0. Sea k € Z, asi

0 =10, ex)
= (A_pne_pn + A pr1€ni1 + -+ Anen, €)
= A_p(e_n, ) + -+ Melex,ex) + - + Anen, ex)
=An(0) + -+ A(1) + - - + X,(0)

0=\

Asi, se ha demostrado que los e son linealmente independientes. Ahora, supongamos que



para algunos coeficientes ¢, € C, entonces

(f.ex) = < Z Ckek,€k>

k=—n
=(c_pne_n+tC pi1€_pni1+ -+ cpen,er)
=c_p(e_n,€r) + -+ cxler, ex) + -+ cnlen, ex)
= n(0) 4 -+ cp(1) + - + ¢, (0)

(f,er) = cx.

Definicién 1.2.2 Sea f: X — Y una funcién y sea A C X, definimos la restriccion de f
a A como

f’A A=Y
a— f(a), siempre que a € A.

Se lee “f restringida a A”.

Definicién 1.2.3 Para un subconjunto A de [0, 1], sea 14 la funcidn caracteristica, es

decir,
1, sizeA
]-A(w) = .
0, sizé¢ A
Definicién 1.2.4 Sean [y, I, - , I, sub-intervalos de [0, 1] que pueden ser abiertos, cerra-

dos 6 semiabiertos. Una funcion escalonada de Riemann es una funcién de la forma
m
s(z) = E a;l1g (z)
j=1
para algunos coeficientes o; € R.

m
Para una funcién escalonada de Riemann s(z) =} a;1;,(x) se deduce
i=1

1 1 m
/s(m)d:c:/ Zajllj(:c)dx
0 (N
m 1
j=1 70
1 m
/ s(z)dr = Z ajlongitud(Z;).
0 =

19



Definicién 1.2.5 Una funcién de valor real f : [0,1] — R se llama Riemann integrable
si para cada € > 0 existen funciones escalonadas ¢ y ¥ en [0, 1] tales que ¢(z) < f(z) < ¥(z)
para cada z € [0,1] y

/0 ($(z) — p(a))de < c.

Es decir, a medida que ¢ se acerca a cero, las integrales de las funciones escalonadas ten-
deran a un limite comun, que se define como la integral de f. Tenga en cuenta que, como
consecuencia, todas las funciones Riemann integrables en [0, 1] estdn acotadas. Una funcién
de valor complejo se llama Riemann integrable si sus partes real e imaginaria lo son.

Definicién 1.2.6 Sea f : R — C una funcion periédica y Riemann integrable en el intervalo
[0,1]. Los ntimeros

1 .
ce(f) = (f.ex) = /0 flx)e ™k dy k€7,

se llaman los coeficientes de Fourier de f.

Definicién 1.2.7 Sea f : R — C una funcién periédica y Riemann integrable en el intervalo
[0, 1]. Llamamos serie de Fourier de f a la serie

o0 o0

D el = > alfenlw),

k=—00 k=—o0

n
es decir que, la sucesién de las sumas parciales S, (f) = > cx(f)er.
k=—n

Sea R(R/Z) el C-espacio vectorial de todas las funciones periédicas f : R — C que son
Riemann integrales en [0, 1]. Ya que cada funcién continua en el intervalo [0,1] es Riemann
integrable, se deduce que C(R/Z) es un subespacio de R(R/Z). Tenga en cuenta que el
producto interno (.,.) definido en C(R/Z) se extiende a R(R/Z), pero ya no es positivo alli,
como lo muestra el siguiente corolario.

Corolario 1.2.8 Pruebe dando un ejemplo que el producto interno definido en el Lema
1.1.11| para el espacio C(R/Z) no es definido positivo en el espacio R(R/Z).

Demostracién:

Consideremos f(x) la funcién definida por

fa) = {0, sizelo1)

1, siz=1.
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Mas adelante se demostrara que f tiene solamente una discontinuidad en z = 1 (ver Ejemplo
1.4.5). Ademds, es claro que f es acotada. Asi f es Riemann integrable, es decir, f € R(R/Z).
Luego

1
(5 = [ 1r@Pds
0
1
:/ \O|2dx—|—/ |1]°dx, por como estd definida f
[0,1) 1

{f,f)=0.

Pero la funcién f que hemos considerado no es la funcién cero en [0, 1]. Asi, contradice la
propiedad (IP3) de la Definicién [1.1.9] Por lo tanto, (.,.) no es definido positivo en el espacio
R(R/Z).

Definicién 1.2.9 Una norma ||.|| es una funcién que va desde un espacio vectorial com-

plejo V a RJ, que satisface las siguientes propiedades para todo v,w € V y para todo
AeC:

(NT) [[Av]| = [l
(N2) |lv|| > 0y ||v]| = 0, implica que v = 0.
(N3) [Jo4w| < ||v||+|lw]. Esta ultima propiedad se conoce como desigualdad triangular.

Si V' posee una norma ||.||, decimos que V' es un espacio normado.

La norma y el producto interno de un espacio vectorial estan muy relacionados. Veremos que
un espacio pre-Hilbert (ver Definicién [2.1.1]) induce una norma en dicho espacio. Pero antes,
demostraremos una desigualdad que nos ayudara a demostrar este hecho.

Lema 1.2.10 (Desigualdad de Cauchy-Schwarz) Sea V un espacio pre-Hilbert arbi-
trario. Entonces para cualquier v, w € V se cumple la siguiente desigualdad

(v, w)[* < (v, 0){w, w).
Ademas, se cumple la igualdad si y sélo si v y w son linealmente dependientes.

Demostracidén:

Si w = 0, entonces la desigualdad es trivial. Supongamos que w # 0. Para todo A € C
se tiene que
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v,v) — Mu,w) — Mw, v) + A\ (w, w)

0 < (v—Aw,v—A\w)
-
=

v,v) — M, w) — A[(w, v) — Mw, w
=0 < (v,v) — Mo, w) — M[{w,v) — Mw,w

En particular, si A = % se obtiene que

0< (v,v) — (w,:;} (v,wy — X [{w,v) — <:j’;)}> (w, w)

= (0,0} = 2 ) .
o - Bl
jogwwyﬂgﬁf
%smw

= [{(v,w)]* < (v, v)(w, w).

Ahora, es evidente que, si v = Aw para algin A € C, entonces se genera una igualdad.
Reciprocamente, si v — Aw # 0 para todo A € C, la desigualdad es estricta.

Teorema 1.2.11 Si V es un espacio pre-Hilbert, entonces la funcién definida por
ve Vv = V(v )
es una norma en V.

Demostracién:

Sean v,w € V y A € C. Necesitamos demostrar las propiedades de la Definicion [1.2.9]

» Verificando que se cumple (N1).
IA]| =/ (A, Av)
=/ A\ (v, v)
= /| A[2{v,v)
= AV, v)

vl = [A[l[o]].
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» Verificando que se cumple (N2). Como (v,v) > 0 ya que V es un espacio pre-Hilbert,

entonces:
[v]] = +/{v,v) > 0.

Ademds, si ||v|| = 0, entonces:

0=l
0=+/(v,v)
0= (v,v)

0 =wv, dado que V es un espacio pre-Hilbert.

» Verificando que se cumple (N3). Usemos el hecho de que para todo z € C se cumple
que Re(z) < |z|, por lo que

v+ wl||* = (v+w,v + w)
= <U,1)> + (<U>w> + <w7v>) + <wvw>

= [[v[|* + +2Re((v, w))||w]|*
< [[oll* + 2/ (v, w)| + [|wl|*
< [l + 2llvllflwl + [lwl®,  por Lema[[2.10)
= (Ilvll + flwll)?
= |lv+wl* < (ol + [lw]])*
= [lv+ wl| < fJof| + [Jw].

Por lo tanto, ||.|| define una norma en V.

Asi, como resultado de este teorema y del Lema [I.1.11] se deduce que, si

rec®m - Il = ViRTI = | | 1 e g

entonces [|.||, es una norma en el espacio C(R/Z).

1.3. La desigualdad de Bessel.

La desigualdad de Bessel da una aproximacion de la suma de las normas cuadradas de los
coeficientes de Fourier y es de importancia central en la teoria de las series de Fourier. Su
prueba se basa en la siguiente lema.
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Lema 1.3.1 Sea f € R(R/Z), y para cada k € Z, sea ¢, = ([, ex) su k-ésimo coeficiente de
Fourier. Entonces para cada n € N,

Hf— Z CLEk

k=—n

2

n
= /12— D lexl.
2

k=—n

Demostracién:

n
Consideremos g = Y cxey, entonces
k=—n

<fag> = <f7 Z Ckek>

k=—n

Ademaés

k=—n
<gug> = Z ‘Ck|27
k=—n

de manera que

If=gll;=1{f—9.f—9)
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=12 = D felP = D dalP + Y el

k=—n k=—n k=—n

1f =gl =WF15 = ) lexl®

k=—n
n 2 n
- Hf— S cer| =12 = 3 leul”
k=—n 5 k=—n

Teorema 1.3.2 (Desigualdad de Bessel) Sea f € R(R/Z) con coeficientes de Fourier

(¢k)rez- Entonces
n 1
S laf < [ 15
0

k=—n

Demostracién:

Por el Lema sabemos que

f—= Z CkCk

2 n

0< = F12 =D Jel,
k=—n 5 k=—n
entonces cuando n — oo tendremos
o0
0<fIE= D el
k=—0c0
1 o0
— [1r@lde = 3 faf
0 k=—o00
oo

1
~0< [If@Pd= 3 Jof

k=—o00

+ 3 laP < [ i@l

k=—o00

1.4. Convergencia en la norma-L>.

Introducimos la nocién de convergencia-L?, que es la nocién apropiada de convergencia para
las series de Fourier.
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Definicién 1.4.1 Sea f una funcién en R(R/Z) y sea (f,)nen una sucesién en R(R/Z).
Decimos que la sucesién (f,)nen converge en la norma-L? a f si

lm |[f = full, =0
n—o00

Definicién 1.4.2 Una sucesion de funciones (f,),en en un intervalo I converge puntual-
mente a una funcion f, si para cada x € [ y cada € > 0 existe ng € N, de manera que para
todo n > ny,

[f(z) = fulz)] <e.

Un concepto de convergencia que de hecho implica la convergencia-L? es el de convergencia
uniforme. Veamos su definicién a continuacion.

Definicién 1.4.3 Una sucesién de funciones (f,,)nen en un intervalo I converge unifor-
memente a una funcién f, si para cada € > 0 existe ny € N, de manera que para todo
n Z Ny,

|f(z) — fu(z)] <e, paracadazx € I.

La diferencia entre la convergencia puntual que vimos en la Definicién y la convergencia
uniforme, radica en el hecho de que en el caso de la convergencia uniforme el nimero ny no
depende de x. Este se puede elegir uniformemente para cada x € I. Es decir, que convergencia
puntual no implica convergencia uniforme.

El siguiente lema determina que existe una relacién, bajo ciertas hipétesis, entre las funciones
que forman la sucesion de funciones y la funcién a la que convergen.

Lema 1.4.4 Si (f,)nen es una sucesion de funciones que converge uniformemente a la fun-
cién f en I, y todas las funciones f,, son continuas en I, entonces también la funcion f es

continua en 1.

Demostracién:

Supongamos que (f,)nen €s una sucesion de funciones continuas en I y que converge unifor-
memente a f en I. Asi, para cada ¢ > 0, existe N € N tal que

|fulz) — f(2)] < %, para cadan > N y cada x € I.
Como fy es continua en I, entonces para cada § > 0, existe un ¢ > 0 tal que
lfn(z) — fn(z)] < %, para cada y € I que satisface |y — x| < 0.
Ahora, siy € 'y |y — x| < §, entonces
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fly) = f(@) + fn(e) = I () + In(y) = fn(y)l
F) = In() + (In(y) = f(2) + (fn(z) = fl2))]
|

<|fw) = v+ fn(y) = fn(@)| + [fn(z) = ()]
3 g 9
<§+§+§
=¢
= |f(y) — fl@)] <e.

Es decir, | f(y) — f(x)| < € para cada y € I que satisface |y—x| < §. Como x € I es arbitrario,
entonces f es continua en I.

Ejemplo 1.4.5 La sucesién f,(z) = 2" en el intervalo I = [0, 1] converge puntualmente,
pero no uniformemente, a la funcién

0, siz<1
€Tr) =
/(@) {1, six=1.

Sin embargo, en cada subintervalo [0, a] para un a < 1, la sucesién converge uniformemente
a la funcion cero.

Demostracién:

Primero demostremos que (f,)nen converge puntualmente a f.
Si =0, entonces f,(0) =0"=0— 0.
Si x =1, entonces f,(1) =1"=1— 1.

Ahora, consideremos cuando 0 < x < 1, entonces f,(x) = 2" converge a cero, dado que para
cada € > 0, existe N € N tal que
|fu(z) — f(x)] = |2" — 0] = |2"| = 2" <e, paracadan <N.

Por lo tanto, (f,)nen converge puntualmente a f.

Figura 1.1: Grafica de la funcién f(z).
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Ahora demostraremos que (f,,)nen no converge uniformemente a f en I. Para ello razonemos
por contradiccién. Supongamos que (f,)nen converge uniformemente a f en I.

Como f,(x) = x™ es continua en I para cada n € N, entonces por el Lema debe ser
que f es continua en . Asi, para cada = € [ y cada € > 0, existe § > 0 tal que

|f(x) — f(y)] <e, paracaday e 2(f) que satisface |x — y| < 0.

Consideremos € = 3 y y = 1. Sea d > 0 tal que |z —y| < 0, es decir z € (y—4,y) = (1-46, 1),
entonces

7@~ @ =D - Ol =~ 1 =1>e=7,

esto genera una contradiccion.
Por lo tanto, f no es continua en I. Asi (f,)nen no converge uniformemente a f.

Finalmente, demostraremos que en cada subintervalo J = [0,a] para a < 1, la sucesién
converge uniformemente a la funcién cero.

Sea ¢ la funcién cero en J, es decir, que g(x) = 0 para cada =z € J. Sea ¢ > 0. Como
0 < a < 1, entonces a™ converge a cero cuando n — co. Luego, existe N € N tal que a" < ¢
para cada n > NN, entonces

|fu(z) —g(x)| = |2" — 0] = |2"| = 2" <&, paracadan> N ycadax € J

Por lo tanto, (f,)nen converge uniformemente a g en J.

El siguiente ejemplo nos muestra las condiciones para que una sucesiéon funciones de sumas
parciales converja.

n

Ejemplo 1.4.6 (Test-M de Weierstrass) Sea f,(z) = ) ax(r) para una sucesién de
k=1

funciones ax(z), * € I. Supongamos que existe una sucesion ¢, de nimeros reales positivos

tales que |ax(z)| < ¢, para cada k € Ny cada x € I. Supongamos ademds que

ch < 0.

keN

oo
Entonces la sucesion (f,,)nen converge uniformemente a la f(x) = > ag(x).
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Demostracidén:

Sea f,(x) = > ar(x). Como |ag(x)| < ¢, para cada k € Ny cada = € I, entonces
k=1

oo [e.e]
Z lag(z)| < ch < 00, paracadax € I.
k=1 k=1

Asi > |ag(z)| converge para cada x € I, y de esta forma ) ax(x) también converge en el
k=1 k=1
espacio de Banach C (ver Definicién [2.1.14]) para cada x € I.

oo n oo

Sean f(x) = > ar(x) y s, = Y. ¢k, de manera que s, = s = > ¢ < 00.
k=1 k=1 k=1

Sea ¢ > 0, entonces existe N € N tal que

|s —s,| <e, paracadan> N,

es decir,
oo n o0 o0
ch— cpl = ch:20k<s, para cada n > N.
k=1 k=1 k=n+1 k=n+1
Pero
o o0
Z lag(z)| < Z c, <e, paracadan > N ycadaz e l.
k=n+1 k=n+1

De esta forma

(@) = fal@)] = D an(@) = ) ax(x)

= |f(x) — fu(z)| <e, paracadan >N ycadazé€l.

Por lo tanto, (f,)nen converge uniformemente a la funcién f en I.
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Proposicién 1.4.7 Si la sucesion (f,,)nen converge a f uniformemente en [0, 1], entonces
(fn)nen converge a f en la norma-L2.

Demostracion:

Sean I =[0,1] y € > 0. Entonces existe ny € N tal que
|f(z) — fu(x)] <e, paracadan>nyycadazxel.

Por lo tanto, para n > ng

I = full? = / (@) — fule)Pde

/ e2dx
0

= ||f - ang < 52

= ||f — full, <&, paracadan >ngycadazx € [.

Por lo tanto, (f,)nen converge a f en la norma-L2.

Un resultado clave de este capitulo es que la serie de Fourier de cada f € R(R/Z) converge
a f en la norma-L?, que demostraremos mas adelante. La idea de la prueba es encontrar una
clase de funciones simples para las cuales se pueda probar la afirmacién mediante el cdlculo
explicito de los coeficientes de Fourier y luego aproximar la funcién dada por esas funciones
simples. Para llevar a cabo estos cédlculos explicitos necesitaremos los siguientes lemas.

Lema 1.4.8 Si a < a < b < [ son nimeros reales y si f : [a, 8] — R es una funcién
continua diferenciable. Para k € R sea

- / ’ () sen(kz)dx

Entonces |kllim F(k) = 0y la convergencia es uniforme en a,b € |«, f].
—00

Demostracidén:

Para k # 0 integramos por partes para obtener

cos( kx

/ f'(z) cos(kx)d

= [F(R)| = | 1 >COS ) / #/(z) cos(k)d
= |F (k)| < —f(x)% —I—'%/ f'(z) cos(kx)dz| .
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Como | cos(z)| < 1 para cada x € Ry ya que f y f’ son continuas en [« 3], entonces existe
una constante M > 0 tal que |f(z)] < M y |f'(z)| < M para cada z € [, ]. Asi

cos(kxz) |”

‘—f(x) . cos(kb) — cos(ka)

k

< ()] (] cos(kb)| ’—;| cos(ka)|)

1+1
<M
(%)
cos(kz) |" <2M
o Rl

< W / |F () cos(k)da

|l<:] / M| cos(kx)dx|

b

=| = f(=)]

a

Ademas,

) cos(kx)d

M
< — 1dx
k] Ja
M
=—(b—a)
14
1 [ M(b -
= —/ f'(z) cos(kx)dx| < M —a)
kJa ||
De manera que
()| < 2M M(b—a)
ST
asi, cuando |k| — oo obtenemos
lim |F(k)| =0.

|k]—o0
Es decir, para cada € > 0 existe un N > 0, tal que si |k| > N, entonces
[F(k) = 0] = [F (k)] <e.

Observemos que N no depende de x € [a,b] C [o, f]. Por lo que lim F(k) = 0 converge

|k|—o0
uniformemente para cada z € [a,b] C [a, (]
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Lema 1.4.9 Demuestre que se cumple la siguiente igualdad

L, sen((25)6)

cos(kf) = - + ———=——=  para 0 <6 < 27.
; 2 2sen (g)

n

A esta igualdad se le conoce como igualdad trigonométrica de Lagrange.

Demostracién:

Para ello, antes demostremos que

Si z # 1, entonces

n

k

2 1—2)A+z+22+-+2")

O

=l+z+224 - +2"—(z+ 22+ 4+

T
1_2( k>_1_znﬂ

3

z

k=0

=) F= < _ZZ . (1.2)
k=0

Ahora, consideremos z = . Como 0 < 6 < 27 por hipdtesis, entonces z # 1. De manera
que

n

n
§ Zk _ § ez@k
k=0

k=0
1 — 6(n+1)9
= T it por (1.2)
1— 6(71—}—1)(9
- 0 ( 0 ,ﬁ)
—ez |e2 —e 2
n )
ok _ € 2 (1- e(nH)Q)
e = 0 0 ,
k=0 e2 —e 2
pero
619 o efie
sen(f) = ,
21
0 —i6

= 2isen(f) = e’ —e

éQisen(g):e%—e 2



entonces

n — 10 (1 . €(n+1)9)

ok _ ¢ 2
Ze N 2isen(9)

2

i [ 51— e<n+l>9)]
= ,  pues _71 =1

2 sen (g)
- ? (e_% — eia[("ﬂ)*%])
kX;e - 2sen (g) ’
ademas
i (6_% - eie[(nﬂ)i%]) _ i (cos (g) — isen (g) — oS ((n +1)— %) — isen ((n +1)— %))
2sen (2) 2sen (3)
_ icos (4) +sen (&) —icos((n+1)—1) +sen((n+1)—1)
2 sen (g)
_sen (g) + sen ((n +1)— %) N iCOS (g) — cos ((n +1) — %)
| 2 sen (g) 2 sen g)
(=) (b)) eos(§) —eos (0 1) - )
2sen (g) 2 2 sen (g) 2sen (g)
" . 1 sen ((n +1) — %) cos (g) — oS ((n +1) — %)
:'I;B BEREEEE Y () R 2sen ()

Ahora, recordemos que cos(f) = Re (ew), por lo que

Z cos(kf) = Re <Z ei9k>

sen ((n+1) — 1)

- 1
= Zcos(k@) =57
k=0

2sen (g)
Lema 1.4.10 Para 0 < z <1 tenemos
i cos 2mkx 9 [ o n 1
= lz—ax+-=|.
—~ k2 6

Observe que, como un caso especial, para x = 0 obtenemos la férmula de Euler:

2

=1
>E=
k=1
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Demostracidén:

Sea x € (0,1). Ya que

2 x
cos(2mkt)dt = 2w sen(2mkt)
2k 1

sen (2mkz) — sen(27k (3))
k
sen(2mkz) — sen(7k)
k
sen(2mkx)

k )

2

N\H\H

27?/ cos(2mkt)dt = ya que sen(mwk) = 0 para cada k € Z.
3

Ademss, ya que z € (0,1), entonces para § = 2wz se cumple que 6§ € (0,27). Asi, de la
igualdad de Lagrange (Lema |1.4.9)) tenemos

z _ sen((2n + 1)7rx) 1

Z cos(2rkx) = 2 sen(mz) +3

- _ sen((2n + 1)7r:c) 1
; cos(2mkx) + 1 = > sen(ra) +3
= ; cos(2rkx) = sené(j:nzri))ﬂx) - %

De esta forma, tenemos

isen@ﬂkx) s [27r
— =

k=1 k=1
[ cos(27rkt)] dt
k=1

sen((2n+ 1)mz) 1
2sen(mz) 21 dt

cos(QWkt)dt]

>~
[\]

B “sen((2n + 1)mt) T dt
—27‘(’/; 2 sen(r) dt — 27
)
)

sen(27kx) ) /”‘" sen((2n + 1 Wt)dt (x 1)
—— =27 —mlx—=).
1

2sen(mt 2

Aplicando el Lema [1.4.8 al primer sumando del lado derecho de la igualdad, se tiene que,
cuando n — 00, este converge a cero. Esto implica que, para x € (0,1)
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Z sen( 27rk:c ( 1)
=—7|lx—=
— 2

— = (22

> 2
=2y sen(2mkz) kﬂk@ = (22 — 1)

—_

N WZ -2 senk(27rk;x) (20— 1)

kz: [ ( 27 sen(27rk‘:v))} (20— 1)
> —27Tk552121(27rk:x) 1)
N i (cos(Z;rkx))l 20— 1),

y nuevamente por el Lema esta serie converge uniformemente en el intervalo [, 1 — 4] C
(0,1) para cada § > 0. Ahora usaremos este resultado para demostrar este lema. Sea

flz) = Z cos(27rka:)‘

k2
k=1

Acabamos de ver que la serie de las derivadas converge a 7%(2z — 1) y que esta convergencia
es localmente uniforme, por lo que para 0 < x < 1 tenemos

() = (Z cos(z;rkx))

k=1

_ i (cos(i;rkx))/
Fi@) = w220 - 1),

es decir que, f(z) = 7?(2? — z) + ¢. Nos queda demostrar que ¢ = %. Ya que

/1 cos(2rka)dx = sen(27kz) || _ sen(2rk) — sen(0)
0 2k 0 Ik
sen(27k)
- 27k

= ——, pues sen(27k) = 0 para cada k € N
27k

1
/ cos(2mkx)dr =0, para cada k € N
0
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y dado que la serie que define f converge uniformemente en [0, 1], entonces

= [ cos(2nk) V(S cos(2mkr)
k=10 0 \k=1
1

w2 2
0= — — —
3 2—1—0
2
c= —.
6

Por lo tanto,

Usando este lema técnico, ahora vamos a demostrar la convergencia de la serie de Fourier
para las funciones escalonadas de Riemann.

Lema 1.4.11 Sea f : R — R una funcién periédica y tal que f|jo,1) es una funcién escalonada
de Riemann. Entonces, la serie de Fourier de f converge a f en la norma-L?, es decir, la serie

n

Fo=Salf) =D cxex,

k=—n

converge a f en la norma-L?, donde para k € Z,

1
ck:/ fz)e 2™ dy.
0

Demostracién:

Por el Lema [1.3.1] es suficiente demostrar que

oo
2= lel.

k=—o00

Primero consideramos un caso especial, cuando f|j1] = 1jp 4 para algin a € [0, 1]. Observe-
mos que
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1
113 :/0 |1j0,0) () [Pda
1

- / (1[O,a]<1f))2dx, pues 1[O,a] >0
0

a 1
:/ 12dx+/ 0%dz
0 a
a

I£13 = a.

Los coeficientes de Fourier de f|jg1) = 1,4 son

CO:<f71>

1
:/ 1[0’a}d£€
0
a 1
:/ 1d1’+/ Odx
0 a
Co—=a

= |co|* = a?,
y para k # 0 tenemos
ek = ([ ex)
0

a 1
— / 6727rikxdx _'_/ de
0 a

e—27rik$ a
. 2mik |,
¢ —2mika
=— —1).
o 27?/{;(6 )
Entonces
. 2
‘Ck|2 — L( —2mika 1)
2k
i |? . )
= ﬂ ‘(6—27rzka, . 1)‘
1 rika T v
— W<62 ka __ 1)(627rzka _ 1)
1 Tika —2mika
= g D )
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1

_ 47T2k2 (627rika—27rika . 627rika o 6—27rika + 1)
1
= 22 (e” — cos(2mka) + isen(27ka) — cos(2mka) — isen(27ka)
7
1
= 4—2k52(2 — 2cos(2mka))
s
1
= Wp(l — cos(2mka))]
a2 = 1 — cos27ka
al = 22 k2

Como cos(—x) = cos(x) para cada z € R, entonces

f 1 —cos2mka _ i 1 — cos2m(—k)a _ i 1 — cos2mka

k=—1
asi que
kez—{0}

De manera que

222

212 (—k)? 2m2k2

1 — cos27ka i 1 — cos27ka i 1 — cos27ka

2m2k2 2mw2k2

m2k?

— cos 2mka
Z |Ck’2_a +Z T2k2
I cos 2rka
_a+zﬁ2k2_ﬁz 2
k=1 k=1
l =1 1 1
2 2 2
=a +ﬁ;@—ﬁ{ﬂ (a —a—|—6>], por Lema (1.4.10

k=—o00

2, 1 w2 2 1
w2 6 6

[e.e]
> el =11

k=—o00

Por lo tanto, hemos demostrado el lema para la funcién f = 1j9,. A continuacién, dedu-
ciremos el mismo resultado para f = aly, donde I es un subintervalo arbitrario de [0, 1].
En primer lugar, tenga en cuenta que ni los coeficientes de Fourier ni la norma cambian
si reemplazamos el intervalo cerrado por un intervalo abierto o semi-cerrado. Observemos
el comportamiento de los coeficientes de Fourier bajo traslacion, es decir, supongamos que
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ck(f) denota el k—ésimo coeficiente de Fourier de f y sea fY(x) = f(z + y), entonces fY
sigue siendo periddica y Riemann integrable, entonces

1
() = /0 fr(@)e kg

1
:/ f(x_l_y)e—%rikmdx
0

— H f( ) —2mik(y— x)dx

—27rzky / f —27rzkxd

( fy) —27rzky Cr
ya que no 1mp0rta si uno 1ntegra una funcién perlodlca sobre [0 1} [y, 1+ y] Entonces

[er(f1)[2 = le™>™ e (f)I?
= e Jen(f)?

lex(f)1? = lex ()PP, pues [e>™™[> =1

Ademas, utilizando el mismo hecho, de que no importa si uno integra una funcién periédica
sobre [0,1] 6 [y, 1 4 y], obtenemos

1
1R = / (o) P
1
- / f(x+ y)lPda

y+1
S AERE

1
- / (@) Pde
1P = L2

por lo tanto,

oo
Y el =1Ll = 1IF113

k=—o00

Asi, el lema queda demostrado para f|j1 = 17, donde I es un intervalo arbitrario en [0, 1].

Por 1ltimo, como una funcién escalonada arbitraria es una combinacién lineal de funciones
caracteristicas de intervalos, asi el lema se concluye por la linealidad.
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Teorema 1.4.12 Sea f : R — C una funcién periédica y Riemann integrable en [0, 1].
Entonces la serie de Fourier de f converge a f en la norma-L2. Si ¢, denota los coeficientes
de Fourier de f, entonces

o)

S el = / (@) Pz = [ ]2

k=—o00

El teorema en particular implica que la sucesién (¢ )rez tiende a cero cuando |k| — oo. Este
teorema también se conoce como Lema de Riemann-Lebesgue.

Demostracidén:

Sea f = u + iv la descomposicion de f en partes real e imaginaria. Las sumas parciales
de las series de Fourier para f satisfacen

Sn(f) = Sp(u+ iv)

= Z [(u, ex)er +i(v, ex)ey]

k=—n
n n

= Z <u,6k>6k +1 Z <U7€k>e’€

k=—n k=—n

Su(F) = Su(w) + iSu(v).

Por lo tanto, si las series de Fourier de v y v convergen en la norma-L? con respecto a u y
v, entonces el teorema se cumple para f.

Para probar el teorema, basta con considerar el caso en el que f tiene valor real. Como,
ademds, las funciones integrables estan acotadas, podemos multiplicar a f por un escalar
positivo, por lo que podemos suponer que |f(z)| < 1 para cada = € R.

Sea ¢ > 0. Ya que f es Riemann integrable, existen funciones escalonadas ¢, v en [0, 1], tales

que
—1<p< <Y<l

1 2
| @@ - pnis < <
0
Sea g = f — ¢, entonces 0 < g < ¢ — . Entonces
91> < [ — ¢,
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pero —1 < p <1 <1, asi

|V — | <2
= ¢ — || — o] <20Y — ¢
= [ — o> < 2(¢ — ),

es decir
9]* < | — o> <2(¥ — o),

por lo que
2

1 1
€
| lstpar <2 [ @) - planar < 5.
0 0
Para las sumas parciales S,,, tenemos

Su(f) = Su(w) + Sulg)-

Por el Lema [1.4.11] existe un n, > 0 tal que, para n > ng, entonces

DO | ™

le = Su(@)l, <
Luego, por el Lema tenemos

2

&

lg — Su(g)II2 < llgll2 < T
13

=g —Su(9)|, < 3

asi que para n > ny,

1f =S, = lle +g—Sule — 9,
<l = Su(@)l, + [lg = Sul(9)ll,

e
2

A
| ™

-2
=c

= If = Sa(Nl, <e

Por lo tanto, S, (f) — f en la norma L.

1.5. Convergencia uniforme de la serie de Fourier.

Tenga en cuenta que el iltimo teorema no nos dice nada acerca de la convergencia puntual de
la serie de Fourier. De hecho, la serie de Fourier no necesariamente converge puntualmente
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a f. Sin embargo, si la serie de los mddulos de los coeficientes de Fourier de la funcién
f convergen, esta converge, como lo muestra el siguiente lema. Este lema es importante,
pues nos ayuda a determinar el segundo resultado principal de este capitulo, es decir, si
f es continuamente diferenciable entonces su serie de Fourier converge uniformemente a la
funcion f.

Definicién 1.5.1 Sea f : R — C una funcién continua y periédica. Decimos que la funcién
f es continuamente diferenciable por partes si existen nimeros reales 0 = tg < t; <
--» < t, = 1 tales que para cada j la funcién f|y,_, . es continuamente diferenciable.

Lema 1.5.2 Sea f una funcién continua y periddica, y supongamos que los coeficientes de

Fourier de f satisfacen
oo

Entonces la serie de Fourier converge uniformemente a f. En particular, tenemos para todo

r € R,
flw) =Y crex().
keZ
Demostracién:
n .
Sea s,(x) = > cxe?™**. Consideremos primero la parte real de dicha sucesiéon de sumas
k=—n
parciales

Re [sp(2)] = Z Re [ce?™*].

k=—n

Como |Re (c)| < |cx| para cada k € Z y dado que ) ¢ < oo, entonces por El test-M de

keZ
Weierstrass (ver Ejemplo [1.4.6]) tenemos
Re[s, ()] = Y Relce®™ ] = > Re[ce”™*
k=—n k=—o00

uniformemente. Bajo un razonamiento analogo, obtenemos

Im [s, ()] = > Tm [ere®™™*] = > Tm [cpe™]

k=—n k=—o00

o0
De esta forma, afirmamos que la serie de Fourier > ¢,e?™*® converge uniformemente.
k=—o0
Denotemos la funcién limite por g. Entonces la funcion g, por ser el limite uniforme de

funciones continuas, es continua por Lema Luego, por la Proposicién la serie de
Fourier también converge a f en la norma-L?, asi se deduce que

If =gl =0
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Dado que f y g son continuas, la propiedad (N2) de norma (Definicién [1.2.9)) implica que
f =g, es decir,

f(x) =) eren(x).

kez
]

Teorema 1.5.3 Sea f : R — C una funcién continua, periédica y continuamente diferen-
ciable por partes. Entonces la serie de Fourier de f converge uniformemente a f.

Demostracidén:

Sea f una funcién continua, periédica y continuamente diferenciable por partes y deno-
temos por ¢, los coeficientes de Fourier de f. Sea ¢; : [t;_1,t;] — C la derivada continua
de fy ¢ : R = C una funcién periédica que para cada j coincide con ¢; en el intervalo
semi-abierto [t;_1,%;). Sean 7y los coeficientes de Fourier de ¢. Entonces por la desigualdad
de Bessel (Teorema |1.3.2)) tenemos

Y P < llell} < oo

k=—o00

Ahora, usando integracion por partes, obtenemos

t; ) 1
—2mikx
mike gy =
/tj1 J(@)e ’ 2mik

t

i 1 tj
L L /
- 2mik ta

gp(m)e_%ikmdx,

f(x)e—%rikl‘

asi

1 r t; )
/ f(x)e_zmkxdw _ Z / f(x)e—kaxdx
0 j=1 ti—1

t.
f(x)e—%rikx !

ti—1

i 1
- Z [_mk
7=1

1 . —2mikz |ti
T 2rik Z f(x)e™ |tj71 +
j=1
1
 2mik
1 1
= — 1 —
1 1
- _2m'k(0) * orik
! 2mik 1 ! 2mik
/0 Fla)e e = / plz)e*mkeds,
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* 2mik /tj_1

(p(x)e—Qﬂikxdx]

1 - b 2mik
— 4T :Ed

—2mi —2m 1 ! —2mikx
(f (tr)e ™2™t — f(to)e™ ’“t°>+m/ p(x)e ™ dy
0

1
/ gO(I)e_%rikmdl‘
0

1
/ o(x)e ™ *dy, ya que f es de periodo 1
0



de manera que, para k # 0, obtenemos

1 . 1 1 '
Ck:/o fz)e ™ dy = 27m'k/0 o(x)e 2R dy
1

V-

= 2mik

Para «, 8 € C tenemos
0 < (Jaf - [8])*
= |a]* + 18] = 2|af]

< 5(lal* +181* = 2laB))
0 < 5(lal* +181*) — lag]
< 5(

laB] < 5(lal* +18[%),
asi que
el = | 3| < 5 (o + PP
T 2mik ) = 2 \amze2 T )
por lo que

oo
Z lex| < o0.

k=—o00

Asi, cumplimos con todas las hipétesis del Lema De manera que la serie de Fourier de
f converge uniformemente a la funcién f.

1.6. El toro unitario.

Hemos definido el espacio C(R/Z) como el espacio de funciones periédicas continuas en R.
También hay una interpretaciéon diferente de este espacio. Pero antes de profundizar en ello,
recordemos algunas definiciones que nos ayudaran a encontrar dicha interpretacion.

Definicién 1.6.1 Decimos que la relaciéon “ ~ 7 en un un conjunto S es una relacion de
equivalencia, si satisface las siguientes propiedades para cada a,b,c € S:

(R1) a ~ a. Es decir, que sea reflexiva.
(R2) a ~ a implica que b ~ a. Es decir, que sea simétrica.

(R3) a ~by b~ cimplica que a ~ c. Es decir, que sea transitiva..
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Definicién 1.6.2 Sea ~ una relaciéon de equivalencia en un conjunto S. Si a € S, entonces
definimos la clase de equivalencia o clase de a mediante

[a| ={be S|b~a}.

Ademas, decimos que a es el representante de la clase [a].

En R establecemos la siguiente relacion:
r~y&r—yEl (1.3)

Verifiquemos que la ecuacién (1.3)) es una relacién de equivalencia, es decir, que cumple con
las propiedades de la Definicién Sean z,vy, z € R.

» Verificando que se cumple (R1).
r~rST—x €L
&S 0eZ.

» Verificando que se cumple (R2).

r~ysSr—yel
e —(y—x) €
Sy—xr el
Sy~x €l

» Verificando que se cumple (R3).

T~y Y~z T—Yyy—z2 € 7L
Sr-—y+y—2 €k
Sr—zeXZ
S x~z el

De esta forma, la ecuaciéon es una relacion de equivalencia en R.

De acuerdo a la Definicién [1.6.2], para = € R su clase de equivalencia es
[z] ={y e R[y~x}.

Consideremos y = x + k, para algin k € Z. Entonces y ~ z, ya que

y~rsSy—xreL
& (r+k)—zelZ
s ke,
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de manera que

[zl ={yeR|y~z}={ec+keR|keZ}=x+Z.

Sea R/Z el conjunto de todas las clases de equivalencia. Al formar R/Z, se estén relacionando
dos nimeros reales cualesquiera que difieran en un entero. De esta manera 0 se relaciona con
—1,-2,-3,... y1,2,3,...; mientras que % se relaciona con %, %, %, ... ycon —%, —%, —%, e
Este conjunto se puede identificar con el intervalo semiabierto [0,1). También se puede

identificar con el toro unitario
T={zeC:|z|=1}, (1.4)

ya que la aplicacién e : R/Z — T, definida por e([z]) = *>™*! da una biyeccién entre R/Z y
T. Verifiquemos que e es biyectiva.

» Antes, verifiquemos que e es aplicacién o que estd bien definida. Sean [z4], [z2] € R/Z.
Supongamos que [z1] = [z3], entonces

x1+ k1 =29+ ko, paracada ki, ks €7

— ezﬂi(l'l—‘,-kl) _ 627ri(m2+k2)’ para cada /{21, ko € 7

e27rz[zl] _ e27rz[r2]

= e([n1]) = e([z2])-

2mi[x1] ’ 627ri[x2} 2mifzy]

= Verificando que e es inyectiva. Sean e € T. Supongamos que €

e2milz2] - entonces

627ri($1+k1) 271'i(:02+k2)
7

=e para cada ki, ks € Z
=1In (62”(“1”“)) =In (62”(“““2)), para cada ky, ko € Z
= 2mi(xy + k1) = 2mi(xg + ko), para cada ky, ke € Z
= 11+ k1 = a9+ ko, paracada ki, ky €7Z

= [21] = [22].

= Verificando que e es sobreyectiva. Sea y € T. Consideremos [z] = Y ¢ R/Z, entonces

(i) ¢ (52

27ri( In (v) )

271

=e
— en(®

e([z]) = v.
Por lo tanto, la aplicacién e : R/Z — T, definida por e([z]) = ™[] es biyectiva.
Se dice que una sucesién [z,] converge a [x] € R/Z si existen representantes /, € Ry 2’ € R
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para las clases [z, y [x] respectivamente, tales que la sucesién (x)) converge a ’ en R. En

el intervalo [0, 1) significa que x, converge a = en el intervalo [0,1) o que [z] = 0 y que la

sucesion x,, se descompone en dos sub-sucesiones, una de las cuales converge a 0 y la otra a
1.

La mejor forma de visualizar R/Z es como la linea real “enrollada”, ya sea identificando los
enteros o utilizando la aplicacién €>™#l o pegando los extremos del intervalo [0, 1] juntos.

Dada la definicion de convergencia, es facil decir qué es una funcién continua. Se dice que
una funcién f : R/Z — C es continua, si para cada sucesién convergente [z,] en R/Z la
sucesiéon f([x,]) converge en C.

Cada funcién continua en R/Z se puede componer con la proyeccién natural P : R — R/Z
para dar una funcién periédica continua en R. De esta manera podemos identificar C'(R/Z)
con el espacio de todas las funciones continuas en R/Z, y veremos C(R/Z) de esta manera
de ahora en adelante.

47



Capitulo 2

Espacios de Hilbert.

En este capitulo interpretaremos los resultados del capitulo anterior en términos de espacios
de Hilbert, ya que la teoria de los espacios de Hilbert tiene caracteristicas distintivas muy
importantes. Por ejemplo, podemos representar un espacio de Hilbert H como una suma
directa de un subespacio cerrado (en caso de que H sea finito, esta condicién no es necesaria)
y su complemento ortogonal. Por lo tanto, los espacios de Hilbert son el campo apropiado
para las generalizaciones de los resultados de la teoria de Fourier.
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2.1. Espacios pre-Hilbert y Hilbert.

Definicién 2.1.1 Un espacio vectorial complejo V' junto con un producto interno (.,.) es
llamado un espacio pre-Hilbert.

En ocasiones también es llamado un espacio con producto interno, pero ya que nuestro énfasis
es en espacios de Hilbert, deberiamos usar el primer término dado.

Ejemplo 2.1.2 El ejemplo mas simple, ademds del espacio cero, es V' = C, con producto

interno (o, 5) = af.

Ejemplo 2.1.3 Un ejemplo més general seria V = C* con (v,w) = v"w, donde considera-
mos los elementos de C¥ como vectores columna, y donde v es la transpuesta de v y w es
el vector con entradas conjugadas complejas. Es decir,

U1 w1
(v, w) = A I I = VW1 + VoW + -+ - + VW .
(s W,

Lema 2.1.4 Para cada par v,w € V, tenemos que |||v|| — [|w]||| < ||[v —w]|.

Demostracién:

Sumando un cero conveniente y utilizando la desigualdad del tridngulo de la Definicién

obtenemos que
[l = [l — w4 w]|
< o —w|[ + [Jw]]
= ol < [l —wl + flwl,

entonces
[oll = [Jwll < flo —wll. (2.1)
Ademiés
Jw]| = [Jw— v+
< lw = vl[ + ]|
= [Jwl] < Jlw = o[ + v
= [[wl] = o]} < [Jw —v[| = [lo — w]
= —[lv —wl| < =([Jwl] — o]},
es decir,
—[lv = w| < Jol| = fJwll (2.2)
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Asi, de las desigualdades (2.1]) y (2.2)) obtenemos
—[lo = w| < flvf] = flw] < [lv —w.
Por lo tanto,

ol = llwll] < [lo = w].

Definicién 2.1.5 Una aplicacién lineal T : V' — W entre dos espacios pre-Hilbert es llama-
da isometria si T conserva los productos internos, es decir, si para todo v,v" € V,

(T(v), T(W)) = (v,),

donde el producto interno en el lado izquierdo es el de W, y en el lado derecho es el de V.

De esto, se deduce que T' debe ser inyectivo, ya que si T'(v) = 0, entonces
(v,0) = (T(v),T(v)) = (0,0) =0,
lo que implica que v = 0.

Ademas, si T' es sobreyectiva, es decir, si T es una isometria biyectiva, entonces T tiene un
inverso lineal T-! : W — V, que también es una isometria. Verifiquemos este hecho.

Para empezar verifiquemos que 7! : W — V es lineal, es decir, que cumple con las propie-
dades de la Definicién [I.1.7 Sean v,v1,v2 € V., w,wy,wy € Wy a € C.

» Verificando que se cumple (L1). Supongamos que
T(v) =w; =T '(w;) =v;, parai=1,2.
Entonces

wy + we = T(v1) + T(v2)
=T(v1 +v2), vyaqueT es lineal
= T wy +wy) =T (T(vy + v2))
=1 + 02
T wy +ws) = T Hwy) + T Hwy).

» Verificando que se cumple (L.2). Supongamos que

Tw)=w=T " w)=w.
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Entonces

aw = al'v
= T (aw) =T (aTv)
=T ' (T(aw)), yaqueT es lineal
= au

T Y aw) = T H(w).
De esta forma, T~ es lineal.

Ahora resta determinar que 7! es una isometria, es decir, que cumple con las propiedades

de la Definicién Sean v, v € V

(T(v), T(W))
= (I (T(v)), T~ (T(v")))

(v,0)

(v,v"), yaque T es una isometria
(T~ v), T7H (V)
(T~ (v), T (V).

Por lo tanto, T' es una isometria.

Definicién 2.1.6 Sean V, W espacios pre-Hilbert. Se dice que T": V' — W es una aplicacién
unitaria o un tsomorfismo de los espacios pre-Hilbert si T es una isometria biyectiva.

Definiciéon 2.1.7 Sea (V, (.,.)) un espacio pre-Hilbert. Se dice que una sucesion (v, )pen €1
» A\ eN

V' converge a v € V, si la sucesién ||v, — v|| de nimeros reales tiende a cero, es decir, si

para cada ¢ > 0 existe un niimero natural n; tal que para cada n > n,

lv —v,| <e.
En este caso, el vector v estd determinado tinicamente por la sucesién (v,),en y escribimos

lim v, = v.
n—0o0

Definicién 2.1.8 Un subconjunto D de un espacio pre-Hilbert H es llamado un subcon-
junto denso, si cada h € H es el limite de una sucesién en D, es decir, si para cualquier

h € H existe una sucesién (d;);jeny en D con lim d; = h.
J—00

Definicién 2.1.9 Una sucesion de Cauchy en V, es una sucesion (v,),eny en V' tal que
para cada € > 0 existe un nimero natural ng tal que para cada par de niimeros naturales
n,m > ng, tenemos

|vn — vl < e.
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Lema 2.1.10 Si (v,,)nen, (Wn)nen son sucesiones de Cauchy, entonces su suma (v, + Wy, )nen
es una sucesion de Cauchy.

Demostracién:

Sea € > 0. Como (Vp)nen s una sucesién de Cauchy, para e; = 3, existe un N; € N tal
que
|lvn —vm|| <e&,, paratodo n,m > Nj. (2.3)

Como (wp)nen es una sucesion de Cauchy, para e, = 5, existe un N, € N tal que

|wy, — wp|| <e2,  para todo n,m > Ns. (2.4)

Sea N = méax{ Ny, No}. Asi, si n,m > N, de las ecuaciones (2.3) y (2.4) tenemos que

[(vn + wn) = (v + wi)[| = [[(Vn — Vi) + (Wn — wy) ]
< lon = vl + llwn — wa]
<eg +&,

. 9 S
273
=&

= ||(vn +wp) — (Vm +wy)|| <&,  paratodo n,m > N.
Por lo tanto, (v, + wy,)nen €s una sucesion de Cauchy.

Lema 2.1.11 Si (v, )nen converge a vy (wy, )nen converge a w, entonces (v, +wy )pen converge
av—+w.

Demostracidén:

Sean (Un)nen ¥ (Wn)nen sucesiones que convergen a v y w respectivamente. Como (v,,)nen
converge a v, entonces para ¢ > 0, existe Ny € N tal que

<
27

Como (wy)nen converge a w, entonces para 5 > 0, existe Ny € N tal que

|vn — ]| < para todo n > Nj.

|w, —w|| < %, para todo n > Ns.
Sea N = méx{ NNy, N2}, entonces

[(vn 4+ wn) — (v +w)|| = [[(vn — v) + (wp, — w)|
< lvn — v + [[wn — w]]
<S4t .
2 2
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= ||(vp +w,) — (v+w)| <e, paratodon > N.

Por lo tanto, (v, + wy,)nen converge a v + w.

Lema 2.1.12 Toda sucesién convergente es una sucesion de Cauchy.

Demostracion:

Sea (vn)neny una sucesion arbitraria en V' que converge a v € V. Como (v,)ueny €8 una
sucesién convergente, sea € > 0 y sea n; un numero natural tal que para todo n > ny
tenemos

€
|l — v, < 3

Sea n, m > n;. Entonces

||Un - Um” = an —U+v— UmH

< lvn = vl + flv = vn|

<5+5
2 2
=c

= ||op, — vm|| <&, paracada n,m > n,.

Por lo tanto, (v, )nen es una sucesién de Cauchy.

Lema 2.1.13 Sea (V,(.,.)) es un espacio pre-Hilbert, entonces el producto interno es con-
tinuo. Es decir, si la sucesion (v,,) converge a v en V' y la sucesién (w,) converge a w en V,
entonces la sucesién (v,,w,) converge a (v, w).

Demostracidén:

Observemos que

(Uny W) — (v, W) = (Vn, Wp) — (v, W) + (Vn, W) — (Vn, W)
(s wy) = (Un, w)] + [(Vn, w) — (v, w)]

{
[
[{Vn, wn) 4 (On, —w)] + [(n, w) (=0, w)]
(v
|
|
|
|

(Un, wy) — (v, W) = (U, W, — W) + (v, — v, W)
= [(Un, wy) — (v, w)| = [{Un, Wy — w) + (v, — v, W)
(U, Wy — w)| + [(vy — v, W)
vplll|wn, — w|| + v, — v||[|Jw]|l;  por Lema [1.2.10

|
= [(on, wn) = (v, W) < oa|[Jwn = wl]] + [lvn, = vf[[Jw]]

= lim [(vp, wy,) — (v, w)

n—o0

I/\ IA AN A

i ([lv, |[[[wy, = wl]) + M ([, = l}{lw])-
oo n—oo
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Pero, por hipétesis v, — v y w,, — w, entonces

| (v, wn) — (v, w)| < JJv][(0) 4 (0)lw]| = 0

n—oo

= lim |(vp, w,) — (v,w)| <0
n—oo

= lim |[(v,, w,) — (v, w)| = 0.
n—oo

Es decir, que (v,, w,) — (v,w). Por lo tanto, el producto interno es continuo.

Definicién 2.1.14 Un espacio normado V' se denomina espacio de Banach si este es
completo, es decir, si todas las sucesiones de Cauchy en V' convergen.

Definicién 2.1.15 Llamamos al espacio pre-Hilbert V' un espacio completo o un espacio
de Hilbert si todas las sucesiones de Cauchy en V' convergen.

Lema 2.1.16 Sean H, H' espacios de Hilbert y sea T': H — H’' una aplicacién lineal tal
que ||[Tz|| = ||z||, para cada x € H. Demuestre que 7' es una isometria, es decir que, para
cada z,y € H

(Tz, Ty) = (z,y).

Demostracidén:

Sean z,y € H. Ya que T lineal, entonces T'(x +y) = Tz + Ty, con Tz, Ty € H'. Ademas
[ T[] = [|]]
= || Ta|? = |||

Luego
1Tz + Ty|* = |T(z +y)|I* = ll= + yl*

Entonces
ITx||* + 2Re(Tx, Ty) + | Tyl = [|z]* + 2Re(z,y) + [ly||?

Pero [[Tz]|* = [l«|* y [Ty[|* = [ly||*. Entonces

2Re(Tx, Ty) = 2Re(z,y)
= Re(Tx,Ty) = Re(z, y).

Y dado que

Im(Tx, Ty) = Re(—i(Tx, Ty))
= Re((T'z, T(—iy)))
Im(Tz, Ty) = Re({x, —iy))
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Entonces Im(Tx, Ty) = Re(—i(z,y)) = Im(z, y)

Por lo tanto, Im(T'z, Ty) = Im(x,y), asi T es una isometria.

Lema 2.1.17 Sea V un espacio pre-Hilbert de dimensién finita y sea W C V un subespacio.
Sea U el complemento ortogonal de W en V', es decir, U es el espacio de todos los u € V
tales que (u,v) = 0 para cada w € W. Pruebe que V es la suma directa de los subespacios

WyU.

Demostracién:

Sea dimV =k < oo. Como W C V | sea dimW = m < k, es decir, W tiene una base

formada por m vectores (linealmente independientes), digamos, {wy, ws, ..., w,,}. Adem4s,
existen vV, i1, Umao, ..., Uk en V tales que
B = {wi,wa, ..., Wi, U1, Umt2, - -, U} = {01, 02, ..., 0 | v; =w;,Vj =1,...,m},

es una base de V.

Ahora, necesitamos encontrar una base ortonormal de V', para ello usaremos el proceso de
Gram-Schmidt de ortonormalizacion de vectores linealmente independientes, resultando
asi una base ortonormal B+ = {uy, ug, ..., Up, U1, Umio, - - -, Ug} que tiene la propiedad
que

span{ %} = span{%+} = V.

El proceso es como sigue:
» Paso 1. El primer elemento de %" es
1

Uy — —U1
o]

s Paso 2. Reescribamos vy como
Vg = (Ug, U1 ) Uy + €2,
entonces

€2 = U2 — <U2,U1>U17

donde ey # 0 ya que vy € 4, el cual es un conjunto linealmente independiente. Ademsés,
ya que (eg, u1) = 0, podemos tomar

1

Uy = —€9.
le2]]
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= Paso 3. Reescribamos v3 como
v3 = (3, u1)uy + (vs, ug)us + €3,
entonces

es = U3 — (U3, ug)uy — (U3, Ug)Us,

donde ez # 0 ya que v3 € A, el cual es un conjunto linealmente independiente. Ademas,
ya que (es,u1) = (e, uz) = 0, podemos tomar

1
Uz = —€3.
les]]

s Paso n-éstmo. El vector

o

-1

€ = Up — <Uka ur>u7‘a
1

%
I

donde e, # 0 ya que v, € %, el cual es un conjunto linealmente independiente. Ademsés,
ya que (eg, u1) = (eg, u2) = ... = (ex, ux_1) = 0, podemos tomar

1
Up = ——€.
lexl

De esta forma, hemos encontrado los elementos de %*. Ademds, como
span{ %} = span{%+} = V.
Significa que
span{wy, wa, . .., Wy, } = spanf{vy, va, . .., Uy } = spanf{uy, ug, . . ., Up }-

Sean > m. Demostraremos que u,, € U. Seaw € W, entonces existen escalares oy, as, . .., ay,

m
tales que w = > a;w;. Entonces
i=1

m
(Um w> =\ Un, Z Q;W;
i=1

m
i=1

(Up, w) =0,
ya que, como la base %+ es ortogonal a la base & y n > m, se tiene que (u,,w;) = 0 para
cada i =1,...,m. En consecuencia, u,, € U. Entonces, tenemos que w11, Upio,...,ur € U,
con lo que
Spa‘n{um—i-la Um+2; - - - ,Uk} g U
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(pues U es un subespacio) y, por lo tanto,
dim U > dim(span{umi1, Umi2, .-, ux}) =k —m =k — dim W.

Es decir,
dim W +dimU > n. (2.5)

Ahora demostraremos que W NU = {0}. Seav € WNU. Como v € U, para cada w € W,
se tiene que (v,w) = 0. En particular, tomando w = v € W, resulta que |[v||* = (v,v) = 0,
de donde v = 0. De esta forma, W NU = {0}. Por lo que

dimW 4+ dim U = dim(W + U)
<dmV =n
= dim W 4+ dimU < n. (2.6)

De las ecuaciones ([2.5)) y (2.6) obtenemos que
dimW +dimU =n = dim V.

Por lo tanto, V =W & U.

Proposiciéon 2.1.18 Un espacio pre-Hilbert que es de dimension finita, es completo, es
decir, es un espacio de Hilbert.

Demostracién:

Por induccion. Para un espacio pre-Hilbert de dimension cero no hay nada que probar.

Sea V' un espacio pre-Hilbert de dimensién k + 1 y asumamos que el hecho ha sido probado
para todos los espacios de dimensién k. Sea v € V un vector no trivial de norma 1. Sea
W = Cuv y sea U su espacio ortogonal. Entonces, por el Lema2.1.17, V = W @& U y, por el
mismo lema, dim U = k. De esta forma U es completo por hipétesis inductiva.

Sea (v, )nen una sucesion de Cauchy en V', entonces para cada n € N,
Up = AU + Uy,

donde X\, € Cy u, € U. Para m,n € N tenemos

[[vn _UmH2 = H()‘nv"'un) (>‘Tnv_urrz)||2

= | = An)v + (w0 — )|

= | = M) 0|2 + |t — wm||* + 2 Re {(A — M)V, (U — U))
HUn_UmH2 [ An _)‘m| ||U||2+ ||un_um||2+2Re (A = A (v, (Un — um))]-

57



Pero, como U es un subespacio, entonces y = u,, — u,,, € U y como v € V', entonces
(U, Up — Up) = (v,y) = 0.

Ademsés, recordemos que hemos supuesto que ||[v|| = 1, es decir que ||v[|> = 12 = 1. Por lo
tanto,

||Un - Um||2 = |>‘n - /\m|2 + ”un - umH2
0 < Jlup = wml* = flva = vl* = [An = Al
Es decir que
0 < flon = vmll* = X0 = A
|/\n - /\m‘Q < ||Un - Um||2 < ”un - um”2
[An — )‘m‘z < lun — UMHQ
An = Am| < |t — Ui

Recordemos que (u,),en es una sucesién de Cauchy, es decir que para todo € > 0, existe
N € N tal que para cada m,n > N

[An = Am| < Jug —um| < e
= |\ — Am| < e, paracadam,n> N.
Asi, (\)nen s una sucesion de Cauchy en C y por tanto, convergente. Ademés, como (uy, )nen
es una sucesién de Cauchy en U, esta también es convergente. Es decir que, (v,)nen €s la

suma de dos sucesiones de Cauchy que convergen en V', lo cual, por Lema [2.1.10] y Lema
2.1.11} implica que (v,,)nen €s una sucesién de Cauchy en V' que converge en V.

2.2. Espacios-/°.

Los espacios-£? son una clase de espacios de Hilbert, que da ejemplos universales. Sea S un
conjunto arbitrario y £2(S) el conjunto de funciones f : S — C que satisface

LFI1P =D 1f () < oe.
s€S

El hecho de que la serie converja, en realidad significa, que casi todos los valores de f(s)
son cero excepto para s en un subconjunto numerable {s1, sq,...} de S, y que la suma sobre
estos valores converge absolutamente. Otra forma expresarlo es

S Ifs)E = s S IF()L

F finito S€F

Esto se demuestra en el siguiente lema.
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Lema 2.2.1 Sea S un conjunto. Supongamos que f(s) = 0 excepto para s en un subconjunto
numerable {s1, $2,...} de S. Entonces

> If(s)E = s D I£(s)

F ﬁnlto sl

Observe que en ambos lados puede ser infinito.

Demostracién:

Sea S un conjunto. Supongamos que f(s) = 0 excepto para s en un subconjunto nume-
rable {s1, s9,...} de S. Demostraremos que

S IfsE = s 31 2.7

F ﬁnlto sEF
Caso I: Z |f(s;)]* = o0.
J=
Sea S, Z |f(s;)]2. Como S, < Spi1y (Sn)nen diverge, entonces para todo £ > 0,

existe N E N tal que
S, >e¢e, paracadan > N.

Tomando F = {s1, S2,...,5Sn}, se tiene que
S =Sy > e
seF

Es decir, para todo € > 0, existe F' C S, con F finito tal que Y |f(s)]* > e.
seF

no esta acotado superiormente, es decir,

sup > 1(s)

F ﬁnlto ser

Por lo tanto, la ecuacion (2.7)) se cumple.

Por lo que SupFFCS > | f(s )|2

finito g

Caso II: Supongamos Y. |f(s;)]* = L < .
j=1

Significa que S,, = Y |f(s;)|? converge a L, es decir, para todo € > 0, existe M € N
j=1
tal que
|L —S,| <e, paracadan > M.
Sea ' C S, con F finito, entonces

PN CED WIS

seF
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Asi, {Z |f(s)[?
sEF
digamos K. Es decir,

FcS F ﬁnito} esta acotado por L, por lo que el supremo existe,

K= sup Y |f(s)
FFﬁCnigto seF

Asi, tenemos que K < L. Ademads, sabemos que
|IL—-K|=|L—-K+(S,— S,
= (L = 5n) + (Sn — K)
< |L_Sn|+|Sn_K|
<e+|S, — K|
= |L-K|<e+1S,— K|, paracadan> M.

Como K es el supremo, entonces existe . C .S con F, finito tal que:

K—e<) [f(s) (2.8)

seF;
Ya que F; es finito, entonces F. = {s;,, Si,,---,S;, } con r elementos.
Sea to = max{i; | j=1,...,7}, luego
to
PNFIOESIEH]
se€F; i=1

Pero en la ecuacién ((2.8]) tenemos que

to

K—e< Y If5)P <D 1P

seF; i=1

de donde

to

K=Y "|f(s)l <e. (2.9)

i=1
= Sitg > M, entonces
|L— K| <e+|S, — K|
=ec+ (K —-5,), vyaqueK >S5,
< e+e, estosucede por la desigualdad (2.9))

< 2¢
= |L - K| < 2e.

= Sity < M, entonces
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Sty < Sw, es decir =Sy < =8y, esto implica que K — Sy < K — 5;,, de donde

|IL - K|<e+|S,— K|, paracadan>M
<e+|Su— K|
=ec+ (K —Sy), yaque K>Sy
< e—4¢e, estosucede por la desigualdad
< 2¢
= |L - K| < 2e.
En todo caso, |L— K| < 2¢, para todo € > 0. De manera que |L— K| = 0, entonces L— K = 0,
y de esta forma L = K. Por lo que la ecuacién se cumple.

Tengamos en cuenta que si S es un conjunto finito, entonces ¢*(S) consiste del espacio
vectorial complejo de dimensién finita de todas las aplicaciones de S a C. Por la Proposicion
2.1.18| por lo tanto, se deduce que ¢2(S) es un espacio de Hilbert.

Teorema 2.2.2 Sea S cualquier conjunto y f,g € £%(S). Entonces ¢*(S) forma un espacio
de Hilbert con producto interno definido de la siguiente forma

=Y f(s)g(s)
seS

Demostracidén:

Sea S cualquier conjunto. Primero debemos demostrar que dicho producto interno converge,
es decir, debemos demostrar que para cada f, g € (*(S) entonces

> £ (s)g(s)] < oo

seS

Ya que |f(s)g(s)| = |f(s)||g(s)], es suficiente para demostrar la afirmacién de las funciones
no negativas de valor real f y g. Sea M un subconjunto finito de S. No hay problemas de
convergencia para £2(M ), por lo tanto, este tltimo es un espacio de Hilbert y la desigualdad de
Cauchy-Schwarz es valida para los elementos de £2(M). Sean f, g € ¢?(S) funciones de valor
real y no negativas, y sean f|y = far v glar = g sus restricciones a M, que se encuentran
en (2(M). Tenemos || far]] < ||f]l ¥ lo mismo para g. Por la desigualdad de Cauchy-Schwarz
(Lema tenemos la igualdad

Y f(s)g(s) = [ g < faelllgarll < 1F Mgl

seM

Esto implica

D S(3)gls) = sup 3 f(s)a(s) < IIfllgll < oo

seSs M ﬁnlto seM
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Asi la convergencia del producto interno estd demostrada.

Como ya sabemos que dicho producto interno converge, podemos aplicar la demostracién
del Teorema para deducir la desigualdad del tridngulo: || f + g|| < |[f]| + llgll, 1o que
significa que si f,g € ¢*(S) implica que f + g € ¢?(S), de modo que £%(S) es un espacio
vectorial complejo. Se deduce que £%(S) es un espacio pre-Hilbert.

Solamente nos resta demostrar que £2(S) es completo. Para esto, sea (f,)nen Una sucesién
de Cauchy en ¢*(S). Entonces para cada sq € 9,

[fa(s0) = Fn(50) P <D 1fal5) = fn($)P = [ f = finlI*:
s€S

Lo cual implica que (f,(S0))nen €s una sucesién de Cauchy en C, y por lo tanto, converge a
algin numero complejo, digamos f(sg). Esto significa que la sucesién de funciones (f,,)nen
converge puntualmente a alguna funciéon f en S.

Sea ¢ > 0y sea N € N tan grande tal que para m,n > N tengamos ||f,, — fm||? < e. Para
n>NyMCS, con M finito tenemos

D_NFn(s) = FE)IP = lim 3 | [fu(s) = ()]

seM seM
< sup || f = f5II?
j>N
<eg
= > |fals) = f(s)] <e.
seM

Ademads, paran > N,
1o = FIP = sup |fuls) — f(s)] <e.
McCS
M finito

Esto implica que f € ¢*(S) y que f, — f en ¢2(S), por lo tanto, este espacio es completo.
|

2.3. Bases ortonormales y completacion.
Definicién 2.3.1 Un sistema completo en un espacio pre-Hilbert H es una familia (a;) e
de vectores en H tal que el subespacio lineal generado por a; es denso en H. Es decir,

span(a;) = H.
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Definicién 2.3.2 Un espacio pre-Hilbert se llama separable si contiene un sistema com-
pleto numerable.

Ejemplo 2.3.3 Para un espacio de Hilbert de dimensién finita, cualquier familia que con-
tenga una base es un sistema completo, ya que para cualquier base B en un espacio de
Hilbert H se tiene que span{B} = H = span{B}.

Ejemplo 2.3.4 Para dar un ejemplo de un espacio de Hilbert separable de dimension infi-
nita, considere el espacio (*(N). Para j € N, definimos a 1); por

_J1, sik=
vy(k) = {0, si k # .
Como
D ()P = [ (D + -+ + [ ()1 + [y + DI +
k=1
=0+ -+ 12 +]0]* +

D k)P =1 =1<co.

k=1

Asf ¢; € (*(N). Ademés para cada f € (*(N) tenemos

(f,05) Zf

=f( )%() F2)4;(2) +
=0+0+---+ f(4) )+

(i) = f(5).

+F@)0) + -

Sea f = §1<f’ Y)Yy Sp = E(f Y;)1; donde S, € D = span{y;(k)}.

j=1

Debemos probar que lim [|f — S,||* =0, es decir,
n—oo
, _ 2 _ N
lim || f = S, JL‘EOZ; /()
J:
= lim » |f(7) -
n OOj:l
lim || f — S,|* = 0.
n—oo

Por lo que f € D, lo que implica que (¢;) ey es de hecho un sistema completo.
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Definicién 2.3.5 Un sistema ortonormal en un espacio pre-Hilbert H es una familia
(hj)jes de vectores en H tal que para cada j,j" € J, tenemos (h;, hy) = d;;, donde 6; ; es
el delta de Kronecker:
1, sij=j
0551 =

0, sij#J"

Definicién 2.3.6 Un sistema ortonormal que también es un sistema completo es llamado
base ortonormal.

Ejemplo 2.3.7 El sistema (1);) del Ejemplo forma una base ortonormal del espacio
de Hilbert ¢*(N) ya que, para ¥, ¥y € (¢;) tenemos

1, sim=k
Teorema 2.3.8 Cada espacio separable pre-Hilbert H tiene una base ortonormal.

Demostracién:

Sea (a;)jen un sistema completo. Si algunos a; pueden representarse como una combina-
cién lineal finita de aj con j" < j, entonces podemos dejar de lado este elemento y mantener
un sistema completo. Por lo tanto, podemos suponer que cada conjunto finito de a; es lineal-
mente independiente. Construimos una base ortonormal a partir (a;);eny usando el método
de ortonormalizacién de Gram Schmidt, descrito en la demostracién de Lema[2.1.17] por ello
no ahondaremos en su proceso.

Supongamos que los ey, es, - -+ , €, son ortonormales y con
span{ey, eg, ..., ex} = span{ay, ag, - -+, ax}.
Entonces
k
/ J—
€1 = k1 — ) (Art1, €5)€;.
i=1

Por el Lema sabemos que (e, e;) = 0si k # j. Asi, parai = 1,2,--- |k tendremos que

k
(€hsrr 1) = <ak+1 - Z(%H, €;)€;; €i>

Jj=1

hE

:<ak+17 ei) - <(ak+1, €j>€ja €¢>

.
[y

E |

=(ar1,e) = ) l{akt1,¢5)(e;, )]

Il
—

J
=(ak41,€i) — (Qrs1, €:)

<6;c+17 €i> =0.
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Ademds, la independencia lineal implica que e, ; no puede ser cero, por lo tanto,

!
Cri1

Cr+1 = .
€k

Entonces ey, es, ..., ex1 es ortonormal.

Si H es de dimensién finita, este procedimiento producird una base (e;)}_; en muchos pasos
y luego se detendra. Si H es de dimensién infinita, no se detendrd y, por lo tanto, producira
una sucesion (e;);. Por construccién tenemos span(e;); = span(a;);, que es denso en H. Por
lo tanto, (e;); € (*(N) es una base ortonormal.

Teorema 2.3.9 Supongamos que H es un espacio pre-Hilbert separable de dimensién in-
finita y sea (e;j)jeny una base ortonormal de H. Entonces, cada elemento h de H puede
representarse en la forma

h = Zc e,

7j=1

o0
donde la serie es convergente en H, y los coeficientes ¢; satisfacen Y |¢;|? < oo. Los coefi-
j=1
cientes son unicos y estan dados por ¢; = ¢;(h) = (h, e;). Entonces la aplicacion h — (¢;) jen
da una isometria de H a ¢*(N). Para h, /' € H tenemos

(h.1') = ei(h)e;(W

=1

asf en particular ||h]|* = Z ;|2

Demostracion:

Sea h € H, definimos ¢j(h) = (h,e;), y paran € N, sea s, (h) = > c;je; € H. Como
=1

0 < [[h = sa(h)]?
= (h = sn(h), h = su(h))
= (b, h) = (b, 80 (h)) = (sn(h), h) + (sn(h), su(h))

h> — <h, ZCj€j> — <Z €y, h> + <Z Cj€j, ZCj€j>
j=1 j=1 j=1 j=1

n n
=01 =Dl = e+ lel?
j=1 j=1

Jj=1

n
S 0< A2 = Je,P
j=1
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n
=Y > <|[n)*,  para cada n.
j=1

Por lo tanto,
o0
> gl < 0.
j=1

Asf obtenemos la aplicacién lineal T': H — (*(N) tal que h +— (¢;(h))jen. Ya que Y |¢;]? <
=1

|h||* para cada n, tendremos que Y |¢;|* = ||Th||* < ||h||?, es decir que, | Th| < ||h|| para
i=1

cada h € H. Para h € span{(e;);jen}, tenemos que h = lim s,(h) = lim ) ¢je;. Entonces

" 2 N 2
2 _ / = i o
ITh|" = ||T (JE&Z%%) = nh_{%o T (Z CJGJ>
=1 i=1
= lim ||Y T (¢je;)| = lim ||} ;T (e)
=1 =1
= 1> eies| = i D cie
=1 =1
1T = IR
= |[Th]| =[]

Luego T es isometria por Lema/2.1.16, Dado que este subespacio es denso, la iltima igualdad
se mantiene para cada h € H, por lo que T es una isometria. En particular,

o0

() = (Th,TH) = c;(h)e; ().

j=1

El teorema anterior tiene varias consecuencias importantes. En primer lugar, muestra que
existe, salvo isomorfismo, sélo un espacio separable de Hilbert de dimension infinita, este es
(*(N). En segundo lugar, reduce todos los cdlculos en un espacio de Hilbert a calculos con
elementos de una base ortonormal.

Teorema 2.3.10 (Completacion) Para cada espacio separable pre-Hilbert V' existe un
espacio de Hilbert H tal que existe una isometria 7' : V' — H, llamada completacion, que
aplica a V sobre un subespacio denso de H. La completacion es unica salvo isomorfismo en el
siguiente sentido: Si 7" : V' — H' es otra isometria sobre un subespacio denso de un espacio
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de Hilbert H’, entonces existe un isomorfismo tunico de los espacios de Hilbert S : H — H'
tal que T = S o T'. Lo ilustramos con el siguiente diagrama conmutativo

Vv-LoH

Ak

H/

Se acostumbra a considerar un espacio pre-Hilbert V' como un subespacio de su completacién
H, viéndolo como T'(V), la imagen de la aplicacién de completacion.

Demostracién:

Sea V' un espacio separable pre-Hilbert. Si V' es de dimensién finita, entonces V es en si
mismo un espacio de Hilbert por la Proposiciéon [2.1.18] y podemos tomar 7" igual a la iden-
tidad. Si V' no es finito, por el Teorema [2.3.8, podemos elegir una base ortonormal (e;);en.

Sean H = (*(N) y T : V — (*(N) la isometria dada en el Teorema [2.3.9, Tenemos que
demostrar que T'(V') es denso en H = (*(N). Sea f € (*(N) y para n € N sea f,, definida por

N Jf(G) sij<n
f"(j)_{ 0 sij>n
Como

HthQ :zjzjlfh(j>ﬁ

jeN

=D G+ of

i<n ji>n

fall® = Y 1FG)IP < oo

Jjsn

Entonces f, € (*(N). Ademés

1f = fall> =D 1) = ful)P

= Z 1FG) = FOIP + Z £(5) — 0
If = fall* = Z F)I,

que tiende a cero cuando n — oo dado que se cancelan todos los términos. Entonces la
sucesion (f,)nen converge a f en (%(N). Ahora, para determinar que T(V) es denso en H
resta verificar que f, € T'(V) para cadan € N. Sea \; = f(j) para j = 1,2,...,n. Entonces

fn =T <Z )\j@j) s donde Z /\jej S Vv,

Jj<n Jj<n
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entonces f, € T(V) para cada n € N y de esta forma, T(V) es denso en H. Por lo tanto,
hemos completado la prueba de la existencia de dicha aplicacién T

Ahora, demostraremos que 7' es unica. Supongamos que existe otra isometria 7" : V — H’,
tal que T"(V') es un subespacio denso de H’'. Definimos una aplicacién S : H — H' de la
siguiente manera: Sea h € H; entonces existe una sucesion (v, )nen en V' tal que T'((v5)nen)
converge a h, la cual, por Lema debe de ser de Cauchy. Como 7' es una isometria, se
deduce que (v,)nen debe ser una sucesion de Cauchy en V', y como 7" es una isometria, la
sucesion (T"(vy,))nen es una sucesién de Cauchy en H'. Por lo tanto, converge a algin ' € H'.
Definimos S(h) = h'. Observemos que S(h) no depende de la eleccién de la sucesion (v, )nen
y, por lo tanto, esta bien definido. Para ver que S es una isometria, sean v, w elementos de H
y elegimos las sucesiones (v, )nen ¥ (Wn)nen en V, de modo que T'(v,,) converja a v y T'(wy,)
converja a w. Entonces

(S(v), S(w)) = (lim T"(v,), im T"(w,))

n—o0 n—oo

= lim (v, w,)
n—oo

= {Jim 7o)l T(w.)
(S(v), S(w)) = (v, w).

Por construccién, S satisface 7" = SoT.

Corolario 2.3.11 Sea V' un espacio pre-Hilbert con la completacién H, y sea H' un subes-
pacio Hilbert de H que contiene a V. Entonces H' = H.

Demostracién:

Como H' es subespacio de H, basta demostrar que H C H’. Sea h € H. Entonces exis-
te una sucesion (v, )nen en V' que converge a h. Por Lema se deduce que (v, )nen debe
ser una sucesién de Cauchy en V' C H’, de manera que (v,)nen €s convergente en H' y Por
lo tanto, su limite h se encuentra en H'. Por lo tanto, H' = H.

2.4. Una base para el espacio L*(R/Z).

En el capitulo anterior analizamos que el espacio pre-Hilbert C(R/Z). Este espacio no es
completo, como lo muestra el siguiente corolario.

Corolario 2.4.1 El espacio pre-Hilbert C(R/Z) no es completo.

68



Demostracidén:

Sea0<a<ly f, € C(R/Z) conn € N la funcién definida por

0, siOﬁxﬁc—%
fa(x) = {nz—nc+1, sic—+<z<c
1, sic<z<1.

Sin > m, entonces ¢ — L < cCc— l. Luego
’ m n

1o fnll? = / ) — fn() P

e=1/m c—1/n
:/0 | fulx) — fm(x)y2dac+/ (@) = fonl)[2dz

—1/m
" // [fal@) = fonle) Pz + / fule) = fule) P
c—1/m c—1/n
:/ |O—0|2dx—|—/ 10 — f(z)Pde
0 c—1/m
¢ 1
— 2 112
+ /cl/n |fu(@) = fin(2)[da +/C 11— 12dz
c—1/n c
— 2 _ 2 B 9
=gl = [ o+ [ o) = o
Pero
c=1/n c—1/n
= [ 1w ot —mPas
c—1/n
= / (x —c)*(n —m)?*dx
c—1/n
_ _ 2 2 2
=(n—m) /c_l/n($ 2xc + ¢*)dx
LL’S c
= (n—m)’ [? —ca® + 02:15}
c—1/n
= (n—m)2 <§—%3>
[ 1) = s = o.
c—1/n
Es decir,
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c—1/n
Hh—mﬁz/ ()2

—-1/m

‘ 2
< [, prds

:/ |mz — me + 1|°dx
c—1/m

= / (max — me + 1)%dx

c—1/m

eI

Analogamente, si m > n, obtenemos

1
“fn - fm”g <.
n

Por lo que

1 1
||fn - fm”? <=+ )
m n

para cada m,n € N. Por lo tanto, (f,,)nen €s una sucesiéon de Cauchy en el espacio C(R/Z).
Sin embargo, no existe f € C(R/Z) tal que lim || f,,— f||> = 0. Razonemos por contradiccion.
n—oo

Supongamos que existe f € C(R/Z) tal que lim || f, — f||*> = 0, entonces
n—o0

c—1/n c
I~ 112 = [ @Rt [ o) = sPas+ [ slopas

y haciendo n — o0, se obtiene que

[ s = [ a0 - s |dw—/|r— #)[dz = 0.

Ya que, hemos supuesto que f € C(R/Z), entonces f es continua. Pero hemos obtenido que

f(x):{o, S?O<x<c

1, sie<z <1,

la cual no es una funcién continua (es discontinua en x = ¢), lo que es una contradiccién.
Por lo tanto, C(R/Z) no es completo.
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Sea L*(R/Z) la completacion C(R/Z). Algunos de los resultados principales del primer
capitulo se pueden resumir en el siguiente teorema.

2mikx

Teorema 2.4.2 Los exponenciales eg(z) = e , k € Z, forman una base ortonormal

(ex)rez del espacio de Hilbert L?(R/Z).

Demostracidén:

Por el Lema [1.2.1] sabemos que los (ex)rez cumplen con la Definicién 2.3.5] ya que para
k,l € Z tenemos
1, sik=1I
Oy = (ep,e) =<
ki = e @) {o, sik 1,

es decir que, los (ex)rez forman un sistema ortonormal.

Ahora falta demostrar que los (e)rez forman una base ortonormal. Sea

H = {h—chek > el <oo}.

keZ keZ

Ya que ||h]|? = || 3 crexl]* = D2 |er|* < oo significa que dicha serie por lo tanto, converge
keZ kEZ
en L?(R/Z). Ahora, consideremos T : H — (*(Z) definida por

h= Z Crei > (Ck)k€Z~

kEZ

Siguiendo un razonamiento andlogo a la isometria dada en el Teorema se deduce que
T es isometria. Probemos que T es sobreyectiva. Sea (cx)rez € €*(Z), ya que

T <Z Ck€k> = (Ck)kEZ-

Falta verificar que Y crex € H. Como > cxey converge en la norma-L?, tenemos que
kEZ keZ

2
chek = Z |ek]? < oo,

keZ keZ

es decir que, > crep € H y asi T es también sobreyectiva. Por lo tanto, la aplicaciéon T' da
keZ
un isomorfismo a ¢?(Z), y por lo tanto, H es un subespacio de Hilbert de L?(R/Z).

Como consecuencia del Teorema |1.4.12) C(R/Z) C H y mediante el Corolario [2.3.11] ob-
tenemos que L?*(R/Z) = H. Asi hemos probado que cada elemento de L*(R/Z) se puede

representar como una serie h = Y cxeg. De ello se deduce que ¢ = (h,ey), v asi (ex)rez €s
kez
una base ortonormal.
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Capitulo 3

La transformada de Fourier.

En el capitulo 1, mostramos que cada funcién periddica continua se puede escribir como una
suma de ondas simples. En este capitulo, desarrollamos una teoria andloga para funciones
en toda la linea real, donde consideramos funciones que no son periddicas en R, siempre que
sean de cuadrado integrable.

En el caso periédico, las posibles ondas fueron cos (2wkx) y sen(2wkz), donde k tiene que ser
un entero, lo que significa que las posibles “longitudes de onda” son 1, %, %, .... En el caso no
periddico, no hay restriccién en las longitudes de onda, asi cada nimero real positivo puede
ocurrir. En consecuencia, para una funcién adecuada f en R, el objeto andlogo asociado a
f va no sera una serie, tendra que ser reemplazada por una integral sobre R, que de sera
de hecho otra funcion f en R, que se llama la transformada de Fourier de f. En términos

generales, la transformada de Fourier es una version continua de los coeficientes de Fourier.
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3.1. Teoremas de convergencia.

Antes de llegar a la transformada de Fourier en R, necesitaremos dos teoremas importantes:
el teorema de convergencia dominada y el teorema de convergencia mondtona. Aqui se dara
versiones bastante débiles de estos resultados.

Definicién 3.1.1 Se dice que una sucesién de funciones continuas ( f,,).en en R converge de
manera localmente uniforme a una funcién f si para cada punto x € R hay una vecindad
en la cual (f,,)nen converge uniformemente.

Lema 3.1.2 Una sucesién (f,),en de funciones en R converge de manera localmente uni-
forme a la funcién f si y sélo si converge uniformemente en cada intervalo acotado [a, ],
a,beR, a<b.

Demostracién:

13 : 7

Supongamos que ( f,,)nen converge a f de manera localmente uniforme. Sean a,b € Ry a < b.
Sea z € [a, b], asi, por ser (f,)nen localmente convergente de manera uniforme, existe un en-
torno (x —e,, x+¢,) con g, > 0 tal que f,, — f, de manera uniforme en (z—e,,x+¢,) (*).

Sea F = {(x —e,,x + €,)|x € [a,b]}, asi F es una cubierta de abiertos del intervalo [a, b],
pero el intervalo [a,b] es compacto, por lo que existe una coleccién finita (z1 — €,,, 21 +

€z1)y (T — Ex,, Tk + €4, ) de intervalos de F tal que
k
[a,0] € (= euy 25+ ea)).
j=1
Por (%), fn — f uniformemente en (v; —¢,,,;+¢&,,) para todo j = 1,---  k, asf para e > 0,

existen n; € N tal que para cada n > n; y para cada x € (z; — &4, 7j + &)

[f(x) = falz)] <e.

Sea N = max{ny,--- ,ng}, asi

k
f(x) = fa(z)| <&, Vn>N, Vel (- a5 +es).
j=1

k
Pero [a,b] C | (z; — &4, 2 + &), de manera que
j=1

|f(x) = fu(z)| <&, ¥n>N, Vazclab.

Por lo tanto, f,, — f uniformemente en [a, b].
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(13 <: 7

Supongamos que (f,)nen converge uniformemente en todo intervalo de la forma [a, b]. Sea
x € Ryasi (z —L,z+1) C [x — 1,z 4+ 1] y como (fn)nen converge uniformemente en
[z — 1,2+ 1], entonces (f,,)nen converge uniformemente en (x — 1,z + 1), por lo que (f,)nen
converge uniformemente en algin entorno de x. Por lo tanto, f, — f de manera localmente
uniforme.

Lema 3.1.3 (Este es un caso espectal del teorema de convergencia dominada)
Sea (fn)nen una sucesion de funciones continuas en R que converge de manera localmente
uniforme a alguna funciéon f. Supongamos que existe una funciéon no negativa g en R que
satisface [*_ g(x)dz < oo y |fu(x)| < g(x) para cada z € R y para cada n € N. Entonces

las integrales [~ f,(z)dzy [7_ f(z)dx existen y

lim fo(z)dx = /OO f(z)dz.

n—oo [ o

Demostracion:

Para cada T' > 0 la sucesién (f,,) converge uniformemente en [—7,T]. Ademas,
T T
[ 1r@de= tin [5Gl
_r n—oo J_p
T
< / g(x)dz

=T

< /00 g(z)dr < o0

[e.e]

= /T |f(z)|dz < oo,

y para cada n,

[ nlar< [ g

-T

< /_OO g(x)dr < o0

[e.9]

=/ ful@)lda < oo,

lo cual implica que las integrales existen. Sea g, = f, — f. Tenemos |g,| < 2¢, y tenemos
que probar que [ g,(z)dz tiende a cero.
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Como f x)dx < oo por hipdtesis, entonces hm f g(z)dr = ffooo g(z)dz. Es decir, que
para cada € > O existe T' > 0 tal que

’/ )dr — /ttg(l‘)drc
‘/_Zg@)dx_/_ig(x)dfc = '/_O: g(fv)dfv+/toog(:c)dx

Lbﬂ@mx
'/ 2)dz — /_ig(x)dx

= / g(x)dx, ya que g es no negativa.
|z|>t
En particular, para t = T" tenemos

€
< T para cada t > T,

pero

/ g(x)dx < =
[>T 4

/ 2g(z)dx < =
[>T 2

Despues, ya que g, tiende a cero uniformemente en [T, T, existe ng € N talque para todo

n > ng tenemos
T €
[ lauolds < 5.
_T 2

De manera que

Para n > ng tenemos

/_: |gn(2)|dz = /_j |gn(2)|dx + /|$|>T 2g(z)dw

T E €
< / |gn(2)|dx + 2/ 2g(x)dr < =+ =
-T |z|>T 2 2

/OO Ign(2)|dz < &.

—00

Es decir, que [ g, () tiende a cero y, por lo tanto, lim [ f,(z)dx = [7 f(z)dx
n—oo
[ |

Lema 3.1.4 (Este es un caso especial del teorema de convergencia mondtona)
Sea (fn)nen una sucesiéon de funciones continuas no negativas en R y asumamos que existe
una funcion f tal que f, — f de manera localmente uniforme y que es mondétonamente
creciente, es decir, f,1(z) > f,(x) para cada para cada n € Ny x € R. Entonces

lim fn Ydx = / f(z
n—oo

5



Demostracidén:

Si [7° f(xz)dz < oo, entonces este hecho se deduce del lema anterior. Asf, asumamos que
ffooo f(z)dz = co. Es decir, para cada C' > 0 existe un 7" > 0 tal que

/_i f(z)dz > C.

Por convergencia localmente uniforme, existe ng € N tal que, para n > ny,

/_Z fo(z)dx > /_TTf(a:)dx > C.

lim fn( )dx = oo = / flz

Es decir,

n—o0

En cualquier caso

lim fn Ydx = / f(x
n—oo

3.2. Convolucion.

La convolucion es una técnica estandar que se puede usar, por ejemplo, para encontrar
aproximaciones suaves de funciones continuas. Para nosotros es una herramienta esencial en
la prueba de los principales teoremas de este capitulo. Sea L} (R) el conjunto de todas las
funciones continuas acotadas f : R — C que satisfacen

1], et / F(2)|dz < oo,

o0

Es facil ver que ||.||, satisface las propiedades de una norma (Definicién [1.2.9)), es decir, que
para f,g € L}.(R) y A € C tenemos

1AL = NI
Ml = [ el

W [ 1f@)ds

AL = AL
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» [f, >0y |Ifl,=0= f=0.Sea f # 0y g(x) = |f(x)|, entonces g es continua
acotada dado que f es continua acotada. Ya que f # 0, existe un xg € R con g(zg) =
a > 0. Entonces, como g es continua, existe un § > 0 tal que g(z) > § para todo

x € R con |z — x| < d. Por lo que |g(z) — o] < ¢, es decir, —e + a < g(z) < e+ a, asi

escogemos € = 5 entonces

I = [ 15@lds

—00

a/gwm
«Q

> —dx
/|ac—a:o<(5 2

To+0
(6%
= / —dx
xro—9 2

2a0
T2
= o
>0
= [l f[lx > 0.

= [[f+ gl < NI+ gl

1+ gl = /°° (f + g)()|de

o0

-/ " 1f (@) + gla)lda

o0

< / T (@) + 19(@)]) d

:[mmmm+/wmmﬂ

o0 —00

= ||f”1 + Hng
= [If +gll, <1l +llgll,-

La desigualdad triangular, asegura que si f y g estdn en L} (R), entonces también lo estd su
suma f + g, entonces L;.(R) es en realidad un espacio vectorial.

Teorema 3.2.1 Sean f, g € L}.(R). Entonces la integral
frg@) = [~ 1wt - vy

existe para cada x € Ry define una funcién fxg € L} .(R). Entonces las siguientes ecuaciones
se mantienen para f,g,h € Lj (R):

frg=gxf, [fxlgxh)=(fxg)xh, vy [fx(g+h)=[fxg+[fxh

7



La funciénf * g es llamada la convolucion 6 producto de convolucion de las funciones
fyy

Demostracidén:

Sean f,g € L.(R). Como g € L}.(R), entonces g es acotada, asi, asumamos que |g(z)| < C
para cada x € R. Entonces

| 1wt =ity = [ 1)lgte vy

o0 — 00

< [ wwioy
¢ [ 1wy
| 11wt = lay = sl

o0

lo cual implica la existencia y acotacion de f * g. Ahora, demostraremos su continuidad.
Sea rg € R. Como f, g € L;..(R), entonces f y g son acotadas. Supongamos que | f(x)|, |g(z)]|
C' para todo z € R y que g # 0. Para un € > 0 dado, existe T' > |z¢| tal que

IN

3

[l < i

Ya que una funciéon continua en un intervalo cerrado acotado es uniformemente continua,
existe 6 > 0 tal que

19
2] <2T, |z —2'| <6 = [g(x) —g(2')] < SR

Entonces para |z — zg| < 0 tenemos

‘/_TTf(y)g(x —y)dy — /_jf(y)g(mo - y)dy‘ — ’/_i F)g(x —y) — glzo — v)|dy

< /_T fW)llg(r —y) — g(wo — y)|dy

g
d
= 3011 /_T'f(y)' y
(C_’-: o0
d
. Hfm/_oo'f(y)' y
=) 1A,

|
N
=
N—

= ‘/_if(y)g(a: —y)dy — /_j f)g(zo — y)dy‘ <
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ademés

r—vy)— glxo —y)ldy <
/|y>T|f(y)I|g( y) — g(z0 — y)ldy < /

ly[>T

F@)llgle — y)ldy + / FW)llg(zo — v)ldy

ly|>T

<c /| MWy / F)ldy

ly|>T

—oc / Wy

“(i)

[\)

<

M DN M

:$|‘Tuwmmx—w—gu@—wuy<

Lo anterior implica que, para |x — 2| < § tenemos

[ * g(x) =[x glwo)| <,

asi f * g es continua en xy. Como xy se tomé arbitrario, concluimos que f % g es continua.

Para ver que ||f * g||, < oo calculamos

1f * gl :/ f % g(a)|da

_ / Z‘ / Zf(y)g(x—y)dy

<[ [ 1t~ vy

= [ [ 1tgte - plaaay

= [ 1sdy [ lat@)iae

= {171l gl
= [lF*gll, < f1L Mgl

A continuacién mostramos que f * g = g * f. La sustitucion y — x — y da

dx

f*9@ﬂ=i/mfunﬂx—yﬁw
=/mf@—ymwﬂy

—/awﬂx—w@
fxg(w) =g* f(o).
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Ademas, ya que todas las integrales convergen absolutamente, se les permite cambiar el
orden de integracion asi

f*@*mw»=/ff@y[”AAMx—y—zwwy

:/wma/mf@mm—y—a@w
/ / £y Va(z — 2)dydz

fr(gxh)(z)=(f*g)*h(x)

Finalmente
fx(g+h)(x Z/m (g + h)(z —y)]dy
= [ ot =)+ hia = )iy
:/OO g(z —y dy+/ fly —y)dy
f*(g+h)(z) = [*g(x)+ f*h(z)

3.3. La transformada de Fourier.

Definicién 3.3.1 Para f € Li(R) se define su transformada de Fourier por
_ / F(a)e 2o da,

Si calculamos el médulo de f (y) observamos que

M@ng/fmea%wuxzfmvmwm<ax

(e} —00
es decir que, la transformada de Fourier f estd acotada para cada f € L} (R).

El siguiente teorema se muestran algunas de las propiedades de la transformada de Fourier.
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Teorema 3.3.2 Sea f € L (R).

) Sig(x) = f(x)e*™ para a € R, entonces j(y) = f(y — a).
) Si g(x) = f(z — a), entonces §(y) = fe 2.

) Sige Ly(R)y h=fxg, entonces h(y) = f(y)d(y).

) Sig(x) = f(%) para A\ > 0, entonces §(y) = \f(\y).

~

(e) Si g(z) = —2wizf(x) y g € L (R), entonces f es continuamente diferenciable con
F'y) = aly).
(f) Sea f continuamente diferenciable y asuma que las funciones f y f’ estan en L}.(R).

Entonces J/”\’(y) — 2miyf(y), asi, en particular, la funcién yf(y) es acotada.

(2) Sea f dos veces continuamente diferenciable y asuma que las funciones f, f', f" estan
todas en L{ (R), Entonces f € L} (R).

Demostracion:

Para (a) calculamos
gly) = / glz)e "V dx
_/ [f(x)€27riax] e—2m’zydx

(l,>627rmm727ri91:ydaj

I
P
~

I
=
8
~—
[
g
3
=8
<
&
QU
8

Para (b) calculamos

|
I
~
~—~
&
|
IS
S~—
)
no
3
8
<
Q
)

_ e—27riay/ f(x)e—%rixydl,
ily) = T f(y).
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Para (c) calculamos
hy) = / h(z)e 2™ dy
[/ f(x —2)g(2)dz| e *™¥dg

L.
/ / flz — 2)e ™ ¥dy g(2)dz
/]

f(

o0

h(y) y)ﬁ( )-

Para (d) calculamos

Para (e) observar que

S _z[/
.
/

—27rzacy+ (2mizz—2mizz)

f(z
f —27rzacy —27riacz) dar
f(z

y—z

f —27rzacz —27rza:(y z)
—Z

6—27rzacz (6—27rza:(y—z) .

00 ] —2mix(y—z) __ 1
Z) — f(x)ef%rzxze dl’
—0 y—z

—2mixu __ 1
e
Sea p(x,u) = —— , entonces

82
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—27rzxydl, / f(x)e_%mzdx}

o 6—27rmz) dr

e—27rzxz) d[E



—2mizu
2 e 1

1 —2mizu 2mizu
1 , 4

== (1 o e—27r7,1:u o 627rzzu + 1)
()
1

= — (2 — cos(2mru) — cos(2mzu))
u
2—-2 2

o, = 2 2C2mrn)

u

Se muestra la gréfica de |p(z,u)|* paraz =1y z =1

Figura 3.1: Gréfica de la funcion |¢ (1,u) |%. Figura 3.2: Gréfica de la funcién ¢ (3, u) %

Observemos que en cada caso, |p(z,u)[* toma su valor mdximo a cuando u — 0. Luego

2 — 2 cos(2mzu)
/ 2 _ 17
lim [ (2, w)[* = lim "
drx sen(2mzu)

= lim , aplicamos L’Hopital
u—0 2U
2mx sen(2
_ gy 2T n(2rzu)
u—0 U

. 4m?z? cos(2mau)
= lim ,
u—0 1

aplicamos L’Hopital

= lim | (. u)| = 2l].
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Es decir que, |p(z,u)| < 27|x| para cada u # 0. Ademds

—2miTu
, , € -1
lim p(x,u) = lim
u—0

u—0 u
—Qmixe v
= Hn’(l) — 1 aplicamos L’Hopital
u—
tlLl'Lr(l] o(x,u) = —2mix,

y como dicha convergencia no depende del valor de x que tomemos, entonces la convergencia
es localmente uniforme en x. Por convergencia dominada (Lema |3.1.3)) se deduce el hecho.

Para (f) recordemos que por la integrabilidad de | f| existen sucesiones S, T;, — oo tales que
f(=Sy), f(T,) — 0. Luego calculamos

T )
Fly) = tim [ f(a)e2mmvda
n—oo J_ g
T,

= lim [f(:n)e_mezE’; + 27y f(:v)e_%iyx}
n—00 n S,

Tn
=1m{ﬂnmﬂmﬂ—fv&m%wﬂ+ﬁm{%w f@kﬂmM4
n—oo n—oo —Sn

= 2miy /OO f(z)e ™ dy
J'(y) = 2miyf(y).

Ademds
lyf ()| < [2miyf(y)|
= [f'(y)]
= |yf(y)| < oo, yaque f' € Ly, (R).

Es decir que, yf (y) es acotada. Finalmente, para (g) sabemos que f, f' € L}.(R), entonces
por (f) tenemos que

Fly) = 2miyf (y), (3.1)

pero también f', f” € L} (R), entonces por (f) tenemos que
F'(y) = 2miy f'(y)
= F(y) = (2m’y)2f’(y), por la ecuacion (3.1)).
Luego
v ()| < |(2miy)* ' (y)|
= [f"(y)|
=y’ f(y)] < oo, yaque f € Ly (R).

84



Es decir que, ny(y) estd acotada. Como f es continua, esta es por lo tanto, integrable. Por
lo tanto, f € L.(R).

Lema 3.3.3 (Lema de Riemann-Lebesgue) Sea f € L;.(R). Entonces

lim f( )=

|z|—o0

Demostracién:
Como
= [ se ey
—— [ ey
= /_wf(y_%)
entonces

- L2510 ] e (o3

= f(z) = %/Z [f(y) —f <y - %)} e 2y,

Ademss, el integrando estd dominado por |f(y) — f (y — %) | v dado que f es continua
tenemos

m y— 3= =y= lim f(y—5) = f(y).

Luego, por convergencia dominada tenemos que

, A , 1 * 1 —2mizy
gt (3 [ [0-1 (v=57)] )
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Definicién 3.3.4 Sea S = S(R) el espacio de funciones de Schwartz, es decir, S consiste
en todas las funciones infinitamente diferenciables f : R — C tales que para cada m,n > 0
tenemos

Tmn(f) = sup |27 {1 (z)] < o0.
zeR

Lema 3.3.5 Sea f(z) = ket donde k € Ry ¢ > 0. Entonces para cada n > 0 existe un
polinomio P,(x) tal que D" f(z) = P,(x)f(x) y concluir que f(z) se encuentra en S.

Demostracién:

Sea f(z) = ket con k € R y t > 0. Sabemos que P,(z) = ap 2™ +a, 12"+ -+ a1z +ag.
Para n =0, D°f(z) = ke~ donde Py(z) = (1)2° = 1. Por lo que existe Py(z), tal que
Df(x) = Po(a)f ().
Ahora para n > 1. Probando induccién.
Paran = 1, D' f(z) = —2xtke ", entonces existe Py (z) = (—2)z!, tal que
D'f(z) = P(2)f(z), secumple para n = 1.

Supongamos que se cumple para n, es decir, supongamos que existe un polinomio P, (x) tal
que

D" f(x) = Pu(x) f(x)

Ahora demostraremos que se cumple para n + 1. Entonces

D™ f(x) = D(D" f(x))
= D(Pu(2) f(2))
= D(Pu(2))f(x) + Fu(z)D f(x)
= D(Pn(x))k;e’m + P, (2)(—2xkte ™)
= D(P,(2))kte™ — 22t P, (x)ke ™
= (D(P,(z)) — thP (z))ke ™t
= Py 1(x)ke™™
D" f(x) = Posa(2) f(2)

Por lo que existe un polinomio P, ;(x) tal que

D" f(2) = Pura(@)f(2).

Ahora, debemos demostrar que f € S. Sean m,n € ZJ , entonces

sup 2™ f") (2)| = sup |27 [P, () f (x)]]

zeR z€R
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= sup |#™[(anz” + - - - + ag)ke ']
z€eR

42
= sup [(apz" ™™ + - + agx™)ke
TeR

n+m

S, 2
= sup g aj—ma’ ke "

z€R

Jj=m
n+m

< Zsup

—m z€R

—tx2
aj_ ke

n+m

= sup |z f™ ()| < Z sup

z€R —m z€R

—tx2
a;_ ke

Ahora, para encontrar el supremo, encontraremos sus valores maximos por medio de su
derivada

dz
= aj_mk:xj_le_t:52 (j —2tz®) = 0
= 21" =
J
sr=x2——=0C,
V2t
es decir,
n+m
Omn(f) = sup|xmf( z)| < Z sup |a;— mnClke | < o

zeR . zeR

j=m

Por lo tanto, f € S.

Proposiciéon 3.3.6 Tenemos S C L} (R) y la transformada de Fourier aplica S a si mismo;
es decir, si f € S, entonces f € S.

Demostracién:

Sea f € S. Entonces f es acotada y continua, y (1 + z?)f(x) es acotada, digamos por
C >0, asi

1+ 2*)f(@)| < C
(142 f()| < C
C
= 1) £



:>/Oo|f(x)|dx§0/oo L g

o T2+ 1
pero
< 1 ° 1 * 1
/_Oomdx:/_ool+$2 da:+/0 md:{;
= arctanz|’ __ + arctan z|°
T
373
/°° ! de = (3.2)
U ’
entonces

:>/00|f(x)|da:§C7r<oo

:>/_oo |f(x)] dx < oo,

por lo tanto, f de hecho pertenece L} (R). Del literal (e) del Teorema se deduce que
para cada f € S, se tiene que f es infinitamente diferenciable y que
((=2miz)"f) (y) = [ ()

para cada n € Ny donde ((—2miz)"f)" es la transformada de Fourier de (—2miz)"f. A
continuacion, el literal (f) del Teorema muestra que para cada f € S,

—_—

Fo(y) = (2miy)™ f(y)
para cada m € N. Tomandolos juntos, vemos que para cada f € § y cada m,n > 0 la funcion
y" ™ (y)
es una transformada de Fourier de una funcién en Sy, por lo tanto, estd acotada. Por lo que
fes.
|

3.4. La formula de inversion.

En esta secciéon mostraremos que la transformada de Fourier es, hasta un giro de signo,
inversa a si misma. Necesitaremos una funcién auxiliar de la siguiente manera: Para A > 0
y x € R sea

o .

h(z) :/ e Ntle2mitz gy,

—0o0
Observe que 0 < e M < 1y que e converge a 1 de manera localmente uniforme cuando
A — 0.
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Lema 3.4.1 Tenemos

h)\(ZL')

En particular, se deduce que hy(z) = +hy(

Demostracidén:

Tenemos que

]’L)\(l’

h,\(l’)

Adems3s

Asi, en particular tenemos

T An2y? + )2

)=

2\ >
y / hy(x) de = 1.

o0

$hi(5) para cada A > 0.

0o
=t e27rztmdt

o0
[e.e]

/
/
J

0

€
627rztm—)\|t|dt

o0

00 ) 0
€2mm_>\tdt—|—/ e

—00

27rit&7+>\tdt

2mitz—At 0

e n e
2mix — A, 2T + A
1 1

A —2miz -+ 2mix
2\

T A2 dn2p?

S 2mitz+ At

—00




(%)

Lema 3.4.2 Si f € L} (R), entonces

2
4m2224 )2
2

A
1

A

2)\2

422 4+ )2

(2)\

T 42z A2
h)\(l’)

)

para cada \ > 0,

f*hy(x) = /OO e M (t)e? it .

Demostracion:

Calculando

g

f * h)\<.1')

88

—

o0
[e.e]

2 g

8

\\8\\

g

[e.9]

f * hy(z)

g

Lema 3.4.3 Para cada f € L} (R) y

(e 9]

Fy)ha(z —y) dy
(y) |:/<><> e)\|t€27rit(:py)dt:| dy
(y) |:/ 6—)\|t627ritz€—27ritydt:| dy

e—)\|t|€27ritw |:/ f(y)e—Zﬂ'itydy] dt

e—)\|t|627ritwf(t) dt

—

f

e—)\|t|f'(t)€27ritx dt.

cada = € R tenemos

}g%f x hy(x) = f(x).

Demostracién:

Ya que [*_hy(z) dz =1 por Lema[3.4.1} entonces

fxha(e) = f(x)

_ / " Fha(a —y) dy — 1(2)
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g

o0

f@ﬁxx—wdy—ﬂw/'hxwdy

—00

I
88

f@%ﬂx—wdy—[%fwwxwdy

83

f@—ywﬂwdy—[%fwwmwdy

[f(x —y) — f(x)]ha(y) dy

83

[z —y) — f(z)]5h1(¥4) dy, por Lema [3:4T]
= [T = Ay — F@E () (A dy)

[e.9]
o0

f*mmwamwz/’w@—Aw—f@wmwdy

—00

Como f € L}, (R), entonces f esta acotada. Si |f(z)] < C para cada z € R, entonces el
integrando estd dominado por 2Ch;(y). Como f es continua, entonces

lmz —\y==x
A—0 Y ’

= lim f(z = Ay) = f(@).

Esta convergencia no depende del valor que se tome de y, entonces convergencia es uniforme
para y. Luego por el teorema de convergencia dominada (Lema [3.1.3)) obtenemos

A—0 0

ggw*muv—ﬂmFAM{/fwu—Aw—fmwmwdy
= [l 1w = 30) — F@)inty) dy

::[%w@y—ﬂwwxwdy
:[fmwwwdy

=0(1), nuevamente por Lema [3.4.]]

Lema 3.4.4 (Férmula de inversion). Sea f € L. (R) y supongamos que f € Ll (R),
entonces para cada x € R,



Es decir,
f@) = [ fwe ay

Demostracidén:

Por Lema tenemos para A > 0

fxhy(x) = /_00 e M ()emt .

[e.9]

El lado izquierdo de la igualdad tiende a f(x) cuando A — 0 por Lema m El integrando
del lado derecho de la igualdad es dominado por |f(¢)| y e M converge a 1 de manera
localmente uniforme cuando A — 0. Luego, por el teorema de convergencia dominada (Lema

3.1.3)) tenemos que
f(z) =lm f* hy(x)
A—=0

= lim [/ e M f ()it dt}

A—0 oo

= /_oo [h’m e"“tl} f(t)e%m dt

A—0

/ h (1) f(t)e™ =t dt

—0o0

f(x) = / " fem dy.

Corolario 3.4.5 La transformada de Fourier restringida a S da una biyeccién del conjunto

S.

Demostracién:

Por la Proposicion sabemos que si f € S, entonces f € S. Verifiquemos que si f () €S,
entonces f(—z) € S. Sean m,n > 0.

T (@) = sup ™ f )] < o0

= Tm(f(—2)) = sup |(=2)" f*) (~2))]

zeR

= sup [y" f™(y)|, dondey = —z
yeR

< oo, dadoque feS
= Oma(f(—x)) < o0.
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Consideremos T : S — S definida por f(z) — f(—z). Ademds, por la férmula de inversién

(Lema [3.4.4), sabemos que f(z) = f(—x). Asi, consideremos T! : & — S definida por
f(=2) = f(—2) = f(z). Como

(T o T)(f(2)) =

Ademas

(ToT)(f(~2)) = f(~u).

Por lo tanto, T' es biyectiva.

Corolario 3.4.6 Si g : R — C es continuamente diferenciable y satisface la ecuacién dife-
rencial
g'(x) = —2mag(x).

06—71'1‘2

Entonces existe una constante ¢ tal que g(z)

Demostracién:

Supongamos que u(z) = g(z)e™ . Mostraremos que /(z) = 0, para deducir que u(x) es
una constante. Entonces

7TZ'2
u(z) = g(x)e
= u/(z) = —27zg(x)e™ + 2mzg(x)e™ ,  ya que por hipétesis ¢ (z) = —2rzg(x).
u'(x) =0

Como u/'(z) = 0, entonces u(z) = ¢, por lo que se tendra que

u(z) =c
g(x)e™ =c, yaque u(z) = g(z)e™
g(z) = ce ™
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Lema 3.4.7 Sea f(x) = e~™*. Entonces f = f y

/ e ™ dy = 1.

Demostracién:

De acuerdo con el Corolario [3.4.6, la funcién f es, hasta multiplos escalares, la tnica so-
lucion de la ecuacion diferencial

F(@) = —2maf (@),
Por el Lema , sabemos que f € S. Luego f también se encuentra en S, entonces

= i(2miyf(y)), por literal (f) del Teorema[3.3.2]

Nuevamente por el Corolario , concluimos que f (y) = ce~™ para alguna constante c.
Ademés

fa) = [ e

a2 ;
= / ce ™ 72 e

=c / fly)e™Vdx

2

) ,  porque f(y) =ce ™

—7r:1:2

= cf(z)
¢ (ce ™
2

(

Af(zx) = }(m) = f(—z), por Teorema[3.2.1



=1, puesf>0
=c=+1.
Ahora f(O) = ffooo e~™ dx > 0, por lo tanto, ¢ = 1. Es decir, f(y) = fly) = e,

particular, para y = 0 obtenemos

for= [ s

_ /Z Flx)de

.2
:/ e ™ dx
—0oQ

O yaque f(y) = fy) = e ™

2

Es decir que,

Corolario 3.4.8 Tenemos

/ e dx = /7.

[e.9]

Demostracidén:

De la conclusién del Lema tenemos que

/ e ™ dy = 1,

entonces calculamos

=/ e ™ dx
= v/m(1)
/ e dy = Nz
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3.5. El teorema de Plancherel.

El teorema de Plancherel dice que la transformada de Fourier preserva la norma-L2.

Definicién 3.5.1 Sea L7.(R) el conjunto de todas las funciones acotadas continuas
f:R— C con

172 4 / @) di < oo

Si f tiene esta tultima propiedad, decimos que es cuadrado integrable.

Lema 3.5.2 Para cualquiera par de funciones f, g € L2.(R) la integral

-/ Zf(:v>g(x) da

converge y define un producto interno en el espacio vectorial L2 (R). El espacio L}, (R) es un
subespacio de L (R).

Demostracién:

Para T > 0 el espacio C([—T,T]) de funciones continuas es un espacio pre-Hilbert con

el producto interno
T
(o= [ Fa)ya) ds
-T

Escribimos |||, para la norma en este espacio. Para f,g € Lj (R) sus restricciones a
el intervalo [=7, 7] da elementos de C([-7,T]), y lo mismo se mantiene para sus valores
absolutos |f| v |g|, dado que f y g son funciones continuas y la funcién |- | es continua.

Primero, demostremos que (f,g) converge, utilizando la desigualdad de Cauchy-Schwarz
(ver Lema [1.2.10)). Como la desigualdad de Cauchy-Schwarz se mantiene para elementos del
espacio vectorial C([-7, 7)), podemos calcular

/ 1 (@)9(@)|dx = / 1 @)[g@)\dz

-
= (/] lgl)z]
< fll,+llgll,, por la desigualdad de Cauchy-Schwarz

\/ [ @ [ g
\/ [ 1s@pds [ gty

= 171Llsl
= [ 1@ < 171l
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Asi la integral es acotada por una constante que no depende de T, lo cual implica que la
integral converge cuando 7' tiende a infinito.

Ahora se demostrard que (f, g) define un producto interno en L2 (R), es decir, que cumple
con las propiedades de la Definicién [1.1.9, Sean f,g,h € L (R) y «, 3 € C. Entonces

» Verificando que se cumple (IP1).

(f + By, h) = / " af(2) + Bg(a) (@) da

- / " laf (2)h(@) + Bgle)hi@))da
_ / of@h@dz + [ Bg()h()da

—00

—a/ fl@ da:+5/oog(x)mdfﬂ
(af + Bg,h) = a(f,h) + Blg, h).

» Verificando que se cumple (IP2).

o) = [ s = [~ i@t
= [ G = [ Gt

- wmg(x)]dx /_ N g(x) f(z))dx

{f,9) = {9, 1)

» Verificando que se cumple (IP3).

1) = /OO f@F@z = [ 1@ 20

= (f, f) >
Por ultimo:
f) = [ f@ T =0
= [f(2)]” =0
= f(z) =0, paracadazeR
= f=0.

Por lo tanto, (.,.) define un producto interno en L7 (R). Para la tltima parte, sea f € L} (R).
Entonces f es acotada, es decir que, existe C' > 0 tal que |f(z)| < C para cada z € R.
Entonces

|f(@)]* < C|f ()],
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lo cual implica que
| wera<c [ i@l a=ci,

y asf la primer integral es finita, es decir, f € L2 (R).

Por este lema, concluimos que L;.(R) es un espacio pre-Hilbert. Escribimos L*(R) para su
completacion.

Lema 3.5.3 (Teorema de Plancherel) Para cada f € L] (R) tenemos que f € L (R) y

||f||2 = ||f||2

En particular, la transformada de Fourier f +— f se extiende a una aplicaciéon unitaria
L*(R) — L*(R).

Demostracién:

Sea f(x) = f(—x) y sea g = f * f. Entonces

g@w:[ffw—xﬁ@w%

asi que
9(0) = II£1I5-
Ahora, tenemos que
fO = [ swe s
— / f(l.)e—%rixtdl.
:/ f(z)ezmztdx
= f(—x)e ?™"dx,  sustituimos z = —x
ft) = 7).

Luego, por literal (c) del Teorema |3.3.2} tenemos

s>

(t)=FfOf) =1/@)

=)

9(t) = f(t)
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Por lo tanto, tenemos

1£15 = 9(0)
/l\m g *hx(0), por Lema
oy SV
}\13% _Ooe g(t)dt
N OO =\ 2
lim [ e™ | f(0)["dt
1113 = 117112,

por el teorema de convergencia mondtona (Lema [3.1.4]).

3.6. La féormula de la serie de Poisson.
En esta seccién reunimos el anélisis de Fourier en R y en R/Z para obtener la formula de la
serie de Poisson.

Teorema 3.6.1 Sea f € L;.(R) y asuma que f es continuamente diferenciable por partes
con la posible excepcién de un conjunto numerable de puntos. Sea

0, en otro caso,

o(z) = {f’(x), si esta existe

y asumiendo que 22 f(x) y 2%p(z) son acotadas. Entonces la férmula de la serie de Poisson

D fk)y =) fk)

k€EZ keZ

se cumple.

Demostracién:

Sea g(x) = > f(x + k) y como 22 f(z) es acotada, digamos por C' entonces
keZ

|2*f(2)] = 2°| f(2)| < C

C
:>’f($+k)’§m

:>Z]fa:+k]<02 a:—l—k) 00,  pOr ser una serie p.

kEZ keZ
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Asi, la serie g(x) = Y f(x + k) converge uniformemente por el Test-M de Weierstrass (ver
kEZ

Ejemplo [1.4.6)), para dar una funcién continua g. Del mismo modo, la serie > p(z + k)

keZ

converge a una funcién continua por partes §. Ademas
| et de= [ 7 it = @) - 10)
0 0
= 1) = [ olt) e+ 7(0)
0

se deduce que

/Omg(t)dt:/Oxng(thk) dt

kEZ

:Z/%(Hk) dt

kEZ

_ Z /:+k oft) dt

keZ

= [fle+k) = f(k)]

kEZ

/0 "3(0) dt = g(x) — g(0),

donde se nos permitio intercambiar integracién y suma porque la suma converge uniforme-
mente. De ello se deduce que g es continuamente diferenciable por partes y, por el Teorema
[1.5.3] la serie de Fourier de g converge uniformemente a la funcién g, lo cual implica que la
serie de Fourier de g converge puntualmente a g, entonces

g(x) _ ch(g)GQWikx’
keZ

asi, para x = 0 tenemos

> f(k) = g(0)
= ch(g)

keZ

1
=> / gly)e ™ dy
0

kEZ

=3 [ S s me e ay

kEZ keZ

~S 3 [ rw Ry

kE€Z keZ
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_ 2mik? T —2miky
) e e dy

k€Z kel
S [ e ay
keZ kez 'k
S fk) =D f(k).
k€EZ keZ

La integracion y la suma pueden intercambiarse, ya que la suma converge uniformemente en
el intervalo [0, 1]. Esto termina la prueba de la férmula de la serie de Poisson.

Como una aplicacion de la férmula de la serie de Poisson, damos una prueba de la ecuacién
de la serie theta clasica.

Teorema 3.6.2 Para t > 0, sea

Entonces para cada t > 0 tenemos

Demostracidén:

Sea ft(as)A: e~t™*  Sabemos que f € S por el Lema m Entonces, por el Lema m
tenemos f; = f1. Ademads, consideremos f(y) = G(y), donde g(z) = fi(v/tx), entonces

) ,  por literal (d) del Teorema [3.3.2]

|
|H
=
VRS
s S

) ,  por Lema[3.4.7]

Como f; pertenece a S, del Teorema |3.6.1| se deduce que

o) =) fi(k)

kEZ

= th(k)
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Capitulo 4

Analisis armonico sobre la esfera.

Ahora nuestro objetivo es mostrar cémo las funciones cuadrado-integrables sobre la esfera
admiten una expansion en serie, llamada serie de Fourier-Laplace, cuyos términos son polino-
mios homogéneos armodnicos. Para ello se necesitan dos ingredientes. Primero, una condicién
armoénica adecuada (dada por el operador Laplaciano esférico) y segundo que cumpla que
sea invariante bajo la accién del grupo topoldgico, SO(n) u O(n).

También, serd necesario definir un una integral invariante en la esfera, bajo la accién de
O(n) u SO(n), para asi definir el espacio L*(S"!). Ademds, daremos ciertas condiciones
para que la serie de Fourier-Laplace de una funcién en la esfera converja uniformemente a la
misma funcién. Por tltimo, demostraremos que la representaciéon de O(n) sobre los espacios
de polinomios homogéneos arménicos de grado fijo, es irreducible.

Para ello, es importante mencionar que:

» Las funciones consideradas en este capitulo son suaves (infinitamente diferenciables).

» Cuando escribimos que x € S™!, nos referimos a

x = (T1,%2, ..., Ty).

» Cuando escribimos ||z||, nos referimos a

loll = /a2 + a3+ +a2.

103



4.1. Grupos topoldégicos y accién de SO(n) sobre S" 1.

En esta seccién comenzaremos definiendo la esfera S"~!. Luego, demostraremos que SO(n)
es un grupo topolégico y definiremos una accién de SO(n) sobre la esfera S"~1. A partir de
ello, obtendremos dos resultados importantes.

Definicién 4.1.1 Para un entero positivo n, una n-esfera de radio r, se define como el
conjunto de puntos en el espacio R"*! que estdn a una distancia r de un punto central, donde
el radio r es cualquier niimero real positivo, es decir que,

S" = {(21,22, ..., Tpy1) ER™™ | 2l + 2+ ...+ 2l =r} CR".

Definicién 4.1.2 Para un entero positivo n, definimos la (n — 1)-esfera unitaria como
el conjunto de puntos en el espacio R" que estdn a una distancia » = 1 del origen. La
simbolizamos por S™~! y la expresamos como

S" = {(z1,22,...,2,) €ER" | ]+ 25 +...+ 22 =1} CR".

Para abreviar, en lugar de decir la (n — 1)-esfera, diremos simplemente la esfera.

Ejemplo 4.1.3 S' = {(z1,22) € R*| 23 + 23 =1} C R

an
Ny

Figura 4.1: La S! esfera es el circulo unitario.

Ejemplo 4.1.4 S? = {(z;,79,23) € R} | 22 + 22 + 22 =1} C R%.

Figura 4.2: La S? esfera es la esfera unitaria en R3.
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Definicién 4.1.5 Sea n € N. Simbolizamos por M, (R) al conjunto de matrices cua-
dradas n X n definidas de la siguiente manera

ay;pr a1 ... QAip
21 QA29 ... Q9

MH(R) = a = . 3 . . CLZ'j c R
Ap1 Ap2 ... QApp

Definicién 4.1.6 Llamamos grupo lineal general de matrices, simbolizado por GL,,(R),
al espacio de matrices reales de n x n con determinante distinto de cero (invertibles), es decir,

GL,(R) = {a € M,(R)| deta # 0}.

Definicién 4.1.7 Llamamos grupo ortogonal, simbolizado como O(n), al espacio de ma-
trices reales de n x n invertibles y que su inversa es igual a su matriz transpuesta , es decir,

O(n) = {a € GL,(R) | aa" =a"a=1,},

donde 1,, es la matriz identidad.

Definicién 4.1.8 Llamamos grupo lineal especial, simbolizado como SL(n), al espacio
de matrices reales de n x n invertibles, tal que su determinante es 1, es decir,

SL(n) = {a € GL,(R) | deta =1}.

Definicién 4.1.9 Llamamos grupo ortogonal especial, simbolizado como SO(n), al
espacio de matrices reales de n x n invertibles, tal que su determinante es 1 y que la inversa
es igual a su matriz transpuesta, es decir,

SO(n) = {a € GL,(R) | deta=1y aa' =1,} = SL(n) N O(n).

Ejemplo 4.1.10 Consideremos la matriz

[ cosf sent
=\ _senf cosf)"

Como
T [ cosf senf) (cosf —send

A=\ _gen® cosf) \sen® cos
B cos? 6 + sen? 6 —cosfsen® + sen f cos O
~ \ —senfcosf + cosfsenf sen? f + cos? 4
(10
~\0 1

aa' = 15,
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ademas
deta = cos® 0 +sen? = 1,

de manera que a € SO(2).

Definicién 4.1.11 Se dice que un conjunto no vacio G es un grupo si en él hay definida
una operacion x tal que

(G1) Sia,b e G implica que axb € G.
(Esto se describe diciendo que G es cerrado respecto a x.)

(G2) Dados a,b,c € G se tiene que a * (b*c) = (a*b) * c.
(Esto se describe diciendo que es valida la ley asociativa en G.)

(G3) Existe un elemento especial e € G tal que a x e = e x a = a, para cada a € G.
(Este elemento e es llamado identidad o unidad en G.)

(G4) Para todo a € G, existe un elemento b € G tal que axb=0bxa =e.
(Este elemento b se escribe como a™! y se llama inverso de a en G.)

Ejemplo 4.1.12 Consideremos el espacio GL,(R) de la Definicién |4.1.6] Este espacio es un
grupo, con la operacion *, como la multiplicaciéon de matrices ordinaria.

Definicién 4.1.13 Sea G un grupo. Un subconjunto no vacio A C G es un subgrupo de
G si:

(SG1) A es cerrado respecto a la operacién * de G, es decir, si a,b € A implica que axb € A.

(SG2) Dado a € A, entonces a! € A.

De ahora en adelante expresaremos el producto a * b en un grupo G simplemente como ab
para cada a,b € G.

Ejemplo 4.1.14 Consideremos el espacio O(n) de la Definicién 4.1.7} Verifiquemos que
O(n) es un subgrupo de GL,(R). Sean a,b € O(n), entonces

(ab)(ab)" =abb'a’
=a(bb")a’
=al,a', yaquebeOn)
= (aly)a"
=aa’

(ab)(ab)" =1,, vyaque b€ O(n).
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Asi, ab € O(n). Ademas, si a € O(n), entonces

@ =a Y (a)!
—(a"a)"!
=(1,)"", yaqueac€O(n)
e )T =1,

por lo que a=* € O(n). Por lo tanto, O(n) es subgrupo de GL,(R).

Ejemplo 4.1.15 Sea SL(n) el espacio de la Definicién [4.1.8] Para verificar que SL(n) es un
subgrupo de GL,(R), basta recordar que si a,b € GL,(R), entonces

det (ab) = (det a)(det b)
1

det (a™1) = Tota’

Luego, si a,b € SL(n), entonces
det (ab) = (det a)(det b) = (1)(1) =1,
por lo que ab € SL(n). Ademads, si a € SL(n), entonces

1

det (a_l) = Jota =

?

1
Z =1
1

por lo que a™! € SL(n). Por lo tanto, SL(n) es un subgrupo de GL,(R).

Ejemplo 4.1.16 Por ultimo, a partir del Ejemplo [4.1.14] y del Ejemplo [4.1.15] se verifica
que el espacio SO(n) de la Definicién es subgrupo de GL,(R).

Definicién 4.1.17 Se dice que un grupo G es abeliano si para cada a,b € G, tenemos que
ab = ba.

Ejemplo 4.1.18 El conjunto R, con la operacion “ -+ 7, es un grupo abeliano.

Ejemplo 4.1.19 El toro unitario de la ecuacién ((1.4), definido como
T={zeC:|z|=1},

es un grupo abeliano con la operacién “ x ” en C.

Ejemplo 4.1.20 El grupo GL,(R) del Ejemplo [4.1.12|no es abeliano para n > 2.
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Tanto el circulo como la linea real son grupos y son abelianos. Estas dos caracteristicas
prestan simplicidad a su anélisis arménico. Por el contrario, como era de esperarse, el anélisis
armoénico relacionado con grupos no abelianos es mas complicado.

Una complicacién inmediata es que si G no es un grupo abeliano, entonces no todos los
subgrupos de G son normales, por lo que no todos los cocientes G/H (con H subgrupo
de G) son grupos. Esto ya tiene consecuencias para los cocientes de grupos finitos. Por el
contrario, el cociente R/Z de la linea real por los enteros presenta el circulo como un grupo,
no simplemente como un espacio cociente de un grupo.

Definicién 4.1.21 Una topologia sobre un conjunto X es una coleccién .7 de subconjuntos
de X con las siguientes propiedades

(T1) @y X estén en 7.
(T2) La unién de los elementos de cualquier subcoleccién de .7 estd en 7.
(T3) La interseccion de los elementos de cualquier subcoleccién finita de .7 estd en 7.

Un conjunto X para el que se ha definido una topologia 7 se llama espactio topolégico y
se escribe como (X, 7). A los elementos de .7 se les llama conjuntos abiertos.

Definicién 4.1.22 Un espacio topolégico (X, .7) se dice que es un espacio-T; si para cada
par de puntos distintos z,y en X existen conjuntos abiertos U y V tal que x € U, y ¢ U,
yeV,x¢V.

Definicién 4.1.23 Decimos que un espacio topolégico (X, .7) es de Hausdorff si para
cada par de puntos distintos z,y € X existen abiertos disjuntos U y V tales que x € U e
yeV.

Definicién 4.1.24 Un grupo topoldgico G, es un espacio topolégico de Hausdorft junto
con una estructura de grupo, tal que la aplicacién de G x G a G enviando (x,y) — zy, y la
aplicacién de G a G que envia x — 27!, son aplicaciones continuas.

Ejemplo 4.1.25 Consideremos el grupo GL,(R) del Ejemplo [£.1.12] Como GL,(R) C
M,(R) ~ R" (son isométricamente homeomorfos) y este tltimo es un espacio topoldgi-
co metrizable, entonces M, (R) también es un espacio topolégico metrizable. Luego, como
GL,(R) C M,(R), entonces GL,(R) es un espacio topolégico metrizable y por tanto, tam-
bién es de Hausdorff.

Verifiquemos que la aplicaciéon de GL,(R) x GL,(R) a GL,(R) enviando (a,b) — ab es una
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aplicacién continua. Si a,b € GL,(R) con a = (a;;) y b = (b;;), entonces el (i, j)-ésimo
elemento de ab es

n
Cij = E irbrj,
k=1

la cual es una combinacién lineal de niimeros reales. Por lo tanto, dicha aplicacion es continua.
Sélo falta verificar que la aplicacién de GL,(R) a GL,(R) enviando a + a~' es continua.
Sea a = (a;;) € GL,(R). Recordemos que el determinante de una matriz a, det a, siempre
nos da un numero real, entonces el determinante es una funcién continua. Ademas, sea M;;
la submatriz de a de tamano (n—1) x (n—1), obtenida al eliminar la i-ésima fila y la j-ésima
columna de a. El determinante, det(M;;), se denomina el menor de a;;. El cofactor A;; se
define como

Aij = (—1)i+j det(MU)
Luego, la la matriz adjunta de a, adj(a), es la matriz cuyo (i, j)-ésimo elemento es el cofactor
Aji de aj;, es decir,

adj(a) = (Aj;) = (Ay) "

Es decir que, la matriz adj(a) es obtenida a partir del determinante de a, el cual sabemos que
es una funcién continua. Como a € GL,(R), entonces det(a) # 0, de esta forma, la funcién

f:GL,(R) - GL,(R)
1 adj(a)

ar~a & =
det(a

~—

es continua, por ser el cociente de funciones continuas.

Por lo tanto, GL,(R) es un grupo topoldgico. Y como GL,(R) es un espacio topoldgico
metrizable, diremos que es un grupo topolégico metrizable.

Definicién 4.1.26 Sea GG un grupo topoldgico. Decimos que H es un subgrupo topolégico
de G, si H es subgrupo de G con la topologia inducida por G.

Ejemplo 4.1.27 Sabemos que O(n), SL(n) y SO(n) son subgrupos del grupo GL,(R).
Ya que GL,(R) es un grupo topoldgico, entonces O(n), SL(n) y SO(n) son subgrupos
topoldgicos de GL,(R).

Definicién 4.1.28 Una accion grupal derecha o accién de un grupo topologico GG sobre
un espacio topolégico X, es una aplicacién continua de G x X a X enviando (g,z) — x - g,
para todo g € G y para todo x € X, que satisface las siguientes propiedades
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(AG1) z - (g192) = (x - g1) - g2, para cada g1, 92 € G, x € X.

(AG2) z-e =z, para cada x € X y donde e es la identidad en G.

Lema 4.1.29 El grupo topoldgico SO(n) define una accién sobre S"~! mediante la multi-
plicacién de matrices a la derecha, es decir,

w:SO(n) x gn-t _y gnl
(k,z) — zk,

donde k € SO(n), z € S"~! y consideramos x como un vector fila.

Demostracidén:

Verifiquemos que se cumplen las propiedades de la Definicién 4.1.28| Sean ki, ks, 1,, € SO(n)
yxe sl

» Verificando que se cumple la propiedad (AG1).

X - (k’lkg) = $(l€1k2)
= (wk1)ky, donde zk; € S™!
x - (kiky) = (z - k1) - ko,  donde (zky)ky € S™1.

» Verificando que se cumple la propiedad (AG2).

Resta probar la continuidad de u, pero, dado que zk € S™! para cada k € SO(n) y cada
x € S"7!, entonces p es continua. Por lo tanto, SO(n) actta sobre S™~1.

Definicién 4.1.30 Sea G un grupo topoldgico y X un espacio pre-Hilbert (real o complejo).
Decimos que la accion de G sobre X es una accion unitaria si

(k-2,k-y) = (z,y),
para cada k € G y cada z,y € X.
Definimos el producto interno usual en S"~! C R™ como
(x,y) = xy', para vectores fila 2,y € S,

podemos verificar que la acciéon del Lema es unitaria, como demostraremos a conti-
nuacion.
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Lema 4.1.31 La accién de SO(n) sobre S"~! es unitaria.

Demostracién:

Sea k € SO(n) y sean z,y € S"!, entonces
(k-x,k-y) = (xk,yk)
= zk(yk)"
=zk k'y"
= x(kk)y"
=2(1,)y", yaqueke SO(n)
(k-ak-y)=(zy)

Por lo tanto, la accién de SO(n) sobre S"~! es unitaria.

Observemos que para cualquier k& € O(n) tenemos que
(detk)? = det k' detk = det(k'k) = det 1, = 1.
Por lo tanto, det k = +£1.

Definicién 4.1.32 Una accién de un grupo topolégico GG sobre un espacio topolégico X, se
dice que es transitiva si, para cada z,y € X existe un elemento g € G tal que (g,z) —

T-g=1y.

A continuacién, uno de los resultados importantes de esta seccién.

Lema 4.1.33 La accién de SO(n) sobre S"~! es transitiva.

Demostracion:
Probaremos que, dado r € S" ! existe &k € SO(n) tal que e;k = =z, donde ey, es,..., 6,
es la base estandar de R" y ¢; € S"!, para cada i = 1,2,...,n.

Primero, calculemos ek

eitk=x
ki ko F1n
=10 ...0) o k:”’ fon — (1 7 ... @)
S
S R 0 R T



Es decir, construimos k& € SO(n) de modo que la primer fila de k es z. De hecho, completamos
x para una R-base # = {z,zy,...,2,} de R™

Como k es ortogonal si y sélo si las filas (y columnas) de k forman un conjunto ortonormal
de vectores en R", entonces necesitamos ortonormalizar la base 4. Para ello usaremos el
proceso de ortonormalizacién de Gram-Schmidt andlogo a como se hizo en el Lema [2.1.17]
resultando asf una base ortonormal Z+ = {z,us,...,u,} (ya que z = u;) de R™. Ahora,
basta considerar

Uy = (]CH klg kln) = (ZEl To ... (L’n) =X,

u; = (k‘ﬂ kio ... km), parai=2,...,n,
como las filas de k. Asi, hemos construido k£ de tal manera que e;k = x. Por tltimo, para
que dicha k esté en SO(n), el determinante debe de ser 1. Para asegurarse de que sea 1,

reemplace u, por —u, de ser necesario. Esto no cambia el hecho que e;k = x, dando asi la
transitividad.

Definicién 4.1.34 Sea GG un grupo topolégico que actia sobre un espacio topolégico X.
Sea x € X, definimos el subgrupo de isotropia de G inducido por x, escrito como G,
como

G.={9€CG| (g,2) > z-g=u}.

Verifiquemos que G, es un subgrupo de G, es decir, que cumple con las propiedades de la
Definicion 4.1.13] Sean g, g1, 92 € G y e la unidad de G.

» Verificando que se cumple la propiedad (SG1).

91,92 € G = (9192, 2) = 7 - (9192)
=(z-g1) g2
=-g2, yaqueg €Gy
= (192, %) — x, ya que g3 € G,.

Asi, 192 € G

» Verificando que se cumple la propiedad (SG2).
geG,yeeG@= (e,x)—~zr-e==x
=x-(997"), vaquee=gg ' =g'g
=(x-9) 97"
=z-¢g°', yvaquegéeG,
= (9192, ) — x.

Asi, g7! € G,. Por lo tanto, G, es un subgrupo de G.
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Lema 4.1.35 Si GG un grupo topoldgico que actiia sobre un espacio topolégico X de manera
transitiva, entonces todos los subgrupos de isotropia son isomorfos entre si.

Demostracion:

Sean z,y € X. El subgrupo de isotropia de x e y son

G.={9€CG| (g,7) —»2-g=2a}
G,={heG]| (hy) —y-h=y},

respectivamente. Antes, demostremos que G, y G, son conjugados, es decir que G, =
k~'G,k, donde k € G. Como G actia de manera transitiva sobre X, entonces existe k € G
tal que = - k = y. Observemos que

heGy<y-h=y
S(x-k)-h=z-k
sux-(kh)=xz -k
s r-(kh)] k=2
s (khk™) =2
& khk™' € G,
& h ek Gk

Por lo tanto, G, = k~'G,k. De este resultado, se deduce ademés que G, = kG, k™. Ahora,
basta considerar
p:Gy, = Gy Gy — Gy
g~ o(g) = kg/{:_l h ~(h) = k= hk.

Verifiquemos que ¢ es un homomorfismo. Sean ¢g,g» € G, y e la unidad en GG, entonces

0(g192) = k’(9192)k_1
= kgi(e)gak™
= kgi(k™'k)gok™"
= (kgik™ ") (kgak™)
©(9192) = ©(91)¢(g2)-

Por lo que ¢ es un homomorfismo. De forma andloga se verifica que ¥ es un homomorfismo.
Ahora, observemos que

(po)(h) = @(ip(h)) = @(k~'hk) = k(k™"hk)k™" = h
(o p)(g) = V(e(g) = Y(kgk™) = k™' (kgk™ )k = g.

Es decir, 1 = ¢~1. De manera que ¢ es biyectiva y por tanto, ¢ es un isomorfismo.
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Ahora, por el Lema , sabemos que el grupo topoldégico SO(n) define una accién tran-
sitiva sobre la esfera S™~!'. Asi, por el Lema , sabemos que todos los subgrupos de
isotropia son isomorfos entre si, de manera que, elegimos calcular el subgrupo de isotropia
de e, = (0,0,...,1) € S*71 el tltimo vector de la base estdndar, definido como sigue

SO(n)., = {k € SO(n)| (k,en) —en-k=en}. (4.1)

Definicién 4.1.36 Sean X e Y espacios topoldgicos; sea f : X — Y una biyeccién. Si la
funcién f y la funcién inversa f~!' : Y — X son continuas, entonces f se dice que es un
homeomorfismo.

Corolario 4.1.37 Podemos escribir el subgrupo de isotropia de e,, de la ecuaciéon (4.1]) como

SO(n)., — {k _ <g‘ (1)) ‘ AeSOm—1)en-k= en} ~ SO(n — 1),

Demostracién:

Para k € SO(n) tenemos que

enk = e,
R
=0 0 ... 1) k:zl k:” kQ” —(0 0 ... 1)
For For oo o
= (kn1 kn2 -0 kn)=(0 0 ... 1.).

Luego, como k € SO(n) si y sélo s las filas y columnas forman una base ortonormal de R™,
entonces significa que k tiene la forma

ki ki ... K-y O
ka1 kao ... ko—1y O
k= : : R : S
k-1 Km-12 -+ Kp-1)@m-1) 0
0 0 o 0 1

ademas, por la propiedad de ortonormalidad de k, para

ki = (kzl kig Ce ki(n—l) km) s para 1= ]_, 2, ey (TL — ].) y donde km =0
€n = (O 0 ... 0 1) = (knl kng oo kn(n—l) knn) = k’n,
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tenemos que

kjl
k’jg
(Ki, kj) = (kil L R T kzn) :
Kj(n-1)
Ein
= kirkjr
r=1
S B
v 0 sii#j,
y también
ka1
kio
(e kiy=(0 0 ... 0 1) : =0, yaquei#n.
Kitn—1)
kin
Ahora, si a k le quitamos la tltima fila y columna, obtenemos una matriz A de la forma
k11 ki .. Eim—n
A - k21 kQQ R k‘g(nfl) ’
Em—1n km-1)2 - Emn=1)(n-1)
tal que, para
k’;: (kzl ]{?ig kz(n—l)) s parai: 1,2,...,(71—1),
tenemos que
kjl
ko
(K = (ko koo Kien) |
Kjn-1)

n—1

= E kirkjr
r=1
n—1

= Z kirkjr + kinkjna Ya que k’mk]n =0-0=0

r=1

= i kirkjr
r=1

(kis k) = (ki k)

1)
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, o (1 sii=j
$<ki’kj>_{o sii .

De manera que las filas de A son ortonormales y forman una base de R"™!, y por tanto
A€ O(n—1). Paraque A € SO(n — 1), reemplace k!, _, por —k],_, de ser necesario. De esta
forma, podemos redefinir SO(n)., de la ecuacién (4.1)) como

SO(n).,, — {k: _ <6‘ (1)) ‘ A€ SOMm—1)en k= en} ~ SO(n — 1),

Definicién 4.1.38 Sea GG un grupo topolégico que actia sobre un espacio topoldgico X.
Para x € X, definimos la érbita de x mediante

Gr={z-g|geG}.

Observemos que, si GG actia transitivamente sobre X, entonces la orbita de x € X genera
todo el espacio X, es decir, Gx = X. Verifiquemos este hecho por doble inclusién.

» Gz C X. Esto se deduce inmediatamente de la definicién de orbita de z.

s X C Gz. Sea y € X. Por hipétesis, sabemos que la accién es transitiva, es decir, que
existe ¢ € G tal que z - g = y. Esto ultimo, significa que y € Gx. De manera que
X C Guz.

Por lo tanto, Gx = X.

De la observacién anterior y por el Lema |4.1.33] sabemos que, la érbita de x € S 1 es
SO(m)z = {z-k| ke SO(n)} =S"" (4.2)

Definicién 4.1.39 Sean XY espacios topoldgicos y f : X — Y una aplicaciéon continua e
inyectiva. Sea Z = f(X), considerado como subespacio de Y'; entonces, la funcién g : X — Z
obtenida al restringir el rango de f, es biyectiva. Si ocurre que g es homeomorfismo de X
con Z (es decir, si ademds ¢g7! : Z — X es continua), decimos que la aplicacién f: X — Y
es un embebimiento de X en Y.

Definicién 4.1.40 Sean (X, .7) un espacio topoldgico, Y un subconjuntode X yp: X — Y
una aplicacién sobreyectiva. Entonces

U={Uec2Y) p'U)eT}

es una topologia sobre Y, y es llamada topologia cociente sobre Y inducida por p. Fl
espacio topoldgico (Y, %) es llamado espacio cociente de X y la aplicacién p es llamada
aplicacion cociente. La aplicacién p es continua y ademés % es la topologia més fina
sobre Y para la cual p es continua.
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Proposicién 4.1.41 Si G es un grupo topoldgico actuando sobre el espacio de Hausdorff
X, G es el grupo de isotropia en z y G, la érbita de x, entonces la aplicacién

¢: GG, — Gy
gGy— - g,

es un homeomorfismo.

Demostracién:

Probando que ¢ esta bien definida. Sean x - g1, x - g2 € G tales que ¢:G, = g.G,, entonces

995" € Gy
=z (gg,') ==
= T-01 =T G2
= ¢(91G:) = d(92G.),

asi, ¢ esta bien definida.

Probando que ¢ es inyectiva. Sean ¢,Gy, goG, € G/G, tales que x - g1 = x - go, entonces

r =1z (g291")
= 929;1 € Gx
= gZGa: = glva

asi, ¢ es inyectiva.

Probando que ¢ es sobreyectiva. Sea x - g € Gz. Basta tomar ¢G, € G/G, tal que

asi, ¢ es sobreyectiva. Por lo tanto, ¢ es biyectiva.

Probado que ¢ es continua. Sea U abierto en X, entonces U N Gz es abierto en Gz, asi que
o UNGz)={gG,| v- g€ UNGr} = {9G, | z-g€ U}. (4.3)

La ultima igualdad de conjuntos es cierta, porque todo elemento de la forma z - g vive en
Gz, asi que si tiene la forma x - g ya estd en Gz y por eso se puede omitir.
Sea p la aplicacién cociente de G sobre G/G,, es decir,

p:G—G/G,
g+ 9Gy,
entonces
p o (UNGx)={g9€G|plg) €' (UNGx)}
={9e G| 9G, € " (UNGzx)}
p o (UNGx)={gcG|x-geU}, estopor (&3).
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Sea 1 la accién de G sobre X, es decir
n:GxX —>X
(9,2) = -9,

y sea pulgzy : G x {x} — X definida por (g,) — x - g, es decir que, p|,) es la aplicacion
que nos genera la 6rbita de x. Como p es continua, entonces |} lo es. Consideremos la
aplicacion
m:G— G x{z}
g+ (g,).

Es facil verificar que 7 es una funcién continua. Sea V' un abierto en G, entonces W = V x{z}
un abierto de G x {z}, de donde 7 (W) =V, el cual es abierto en G. De esta forma, m; es
continua.

Ahora, basta tomar ¢ = |y om @ G — X. Como 1) es una composiciéon de funciones
continuas, entonces es continua. Asi

v U)={geG|x-geU}

es abierto en G, entonces p~ (¢~ (UNGx)) es abierto en G, de donde ¢~ (UNGz) es abierto
en G/G, por definicién de topologia cociente. Por lo tanto, ¢ es continua.

Como p es continua, sobreyectiva y G' es compacto, entonces p(G) = G/G, (ver Teorema
26.5 de [4, pag. 189]). Por hipdtesis sabemos que X es de Hausdorff, y dado que Gz C X,
entonces Gz es de Hausdorff (ver Teorema 17.11 de [4], pag. 113]).

Como ¢ : G/G, — Gz es biyectiva, continua, G/G, compacto y Gx de Hausdorff, entonces
¢ es un homeomorfismo (ver Teorema 26.6 de [4, pag 189]).

Lema 4.1.42 Demuestre que SO(n) es un grupo topoldgico compacto.

Demostracidén:

Como SO(n) € GL,(R) C M,(R) ~ R™, entonces para demostrar que SO(n) es com-
pacto, basta demostrar que es cerrado y acotado. Consideremos SO(n) con la norma dada
por

|lal]] = /Tr (aTa).
Sea a € SO(n) una matriz arbitraria, entonces
lall = v/ Tr (aa)
=+/Tr(1,), vyaqueaé€SO(n)
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por lo que SO(n) es acotado.

Para probar que SO(n) es cerrado, antes probaremos que O(n) y SL(n) son cerrados. Como
GL,(R) es un grupo topoldgico metrizable, entonces GL,(R) es un espacio de Hausdorff.
Esta condicién es suficiente para afirmar que para cada a € GL,(R), el conjunto {a} (visto
como un conjunto unipuntual) de GL,(R) es cerrado (ver Teorema 5.1 de [5, pag. 155]).
Ahora, consideremos la siguiente funcién

f:GL,(R) = GL,(R)

a—aa,

la cual sabemos que es continua por el Ejemplof4.1.25) y dado que {1,,} es cerrado en GL,,(R),
entonces f~'({1,}) = O(n) es cerrado en GL,(R).

Ademas, sabemos que

g:GL,(R) —» R
a — det(a)

es una funcién continua, entonces g~'{1} = SL(n) es cerrado en GL,(R). Por tltimo, como
SO(n) = O(n) N SL(n), entonces SO(n) es cerrado, pues es la interseccion de dos cerrados.
Por lo tanto, SO(n) es compacto.

Sabemos que la esfera S"! es un espacio de Hausdorff, dado que es un subespacio del espacio
de Hausdorff R". Como SO(n) es un grupo topoldgico compacto (por Lema|4.1.42)) que actia
sobre el espacio de Hausdorff S"~!, entonces por la Proposicién |4.1.41] obtenemos el segundo
resultado importante de esta seccion, que es

SO(n)

n—1
5 T SO(n—1)

Lema 4.1.43 Sea k € SO(n), z € S" !y f una funcién continua en la esfera S"~!. Enton-
ces, la formula

(k- f)(x) = f(zk),

define una accién de SO(n) sobre funciones continuas en la esfera S™ .
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Demostracidén:

Verifiquemos que se cumplen las propiedades de la Definicién 4.1.28| Sean ki, ko, 1,, € SO(n)
y f una funcién continua en S™ 1.

» Verificando que se cumple la propiedad (AG1).

((kik2) - f)(@) = f(a(kiks))

= f((wk)ks)

= (k2 - f)(zk1)
((kika) - f)(z) = (k1 - (k2 - [))().

» Verificando que se cumple la propiedad (AG2).
(Ln - [)(@) = f(zln) = f().

Dicha accién es continua, porque f es continua es S"~ 1. Por lo tanto, dicha férmula define
una accién de SO(n) sobre funciones continuas en la esfera S™~!.

4.2. El Laplaciano esférico SO(n)-invariante y funciones
homogéneas positivas.

Para probar la existencia del operador Laplaciano en S"~! que sea SO(n)-invariante, usamos
el embebimiento (ver definicién4.1.39)) de la esfera S"~! en R™. Para ello, primero probaremos
que el Laplaciano euclidiano habitual en R™ es SO(n)-invariante.

Definicién 4.2.1 Un operador lineal T es un operador tal que:

(OL1) El dominio Z(T) de T es un espacio vectorial y el rango Z(T") se encuentra en un
espacio vectorial sobre el mismo campo,

(OL2) Para todo z,y € Z(T) y cualquier escalar «,

Tx+y) =Tz +Ty
T(ax) = aTx.
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Definicién 4.2.2 Consideremos o = (o, ..., a,), donde o; € Z§ para cada i = 1,...,n
y, sea |a| = a; + -+ + o, = k. Un operador diferencial de orden k en n variables,
representado por L, es un operador lineal de la forma

L= Z col(z)D®
jal<k
donde ¢, () son funciones suaves y
8k

- ax?l NN aajfr):n ’

DO{

Definicién 4.2.3 Una funcion propia de un operador lineal T', es una funcién f distinta
de cero en Z(T) que satisface

Tf=Af,

donde X es un escalar y es llamado valor propio.

Ejemplo 4.2.4 Sea f : R — R definida por x — ¢2*. Consideremos el operador diferencial

D = di, entonces
X

D(f(z)) = D(e*) = ——e*" = 2¢™,

donde €?* es la funcién propia del operador diferencial D y A = 2 es el valor propio.

Definicion 4.2.5 Definimos el operador Laplaciano en R" como

Le llamaremos simplemente Laplaciano.

Ejemplo 4.2.6 Calculemos el Laplaciano de
F(z,y) =rf(z,y),

donde r = (22 +vy*)Y? y f(z,y) = 2® — 2y?. Calculando las primeras dos derivadas parciales
de r3 con respecto a z,
o) _ o+ )
or ox
= (=3/2)(2z)(z* + y*) /!

— —3$($2 + y2>—5/2

Ar?) -5 _
i —3zr™° =1,

O*(r=3)  O(=3xr™?)
or2 oz
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= —3r° — 32(—5/2)(2z) (2? + y?) "7/
= —3r 0 4+ 1522 (2 +¢*) 72
82 -3
—8(22 ) = 30+ 152% T =1y,
Es facil ver que, las primeras dos derivadas parciales de r =3 con respecto a y son

Ty = —3yr—°
Tyy = —3r75 + 15y,

Calculando las primeras dos derivadas parciales de f con respecto a z,

of _ 0(x® —xy?)

o Ox

%=3x2—y2=fx

2 3 _ 2
~ gasé a e Oa:xy)

Calculando las primeras dos derivadas parciales de f con respecto a vy,

af _ 9(@® —xy?)

oy ox
of

% = 2y = fy
*f _ 0(—2zy)
dy2 Oy

0 f

8_y2 = 2 = fyy.

Como

PF ()

ox? 0x?
_ 0 [(o(r*f)
" ox ( ox )
COraf+17 )
N ox
_Anf) |, 068
ox ox
= Txmf + Ta:fa: + Tmfa: + r_gfrz

O*F
W = Tmzf + 2rmfx + 7173,]09:1-
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De forma anéloga para y, tenemos
2
(275 = ryyf +2ry fy + 170 fyy.

Luego

PF  O*F
=53 + a7
= Vo] + 200 fo + 17 faw + Ty f + 20y fy 77 fyy
= (raa +1y) f 77 (fow + fyy) +20raf + 74 fy)
= (=3r° + 152%™ " = 3r~° + 15y%r ") f +r (62 — 27)

+2[(=32r7) (32 — y?) + (=3yr™°)(—2ay)]
= [6r7° + 157 (2 + )| f + 4r 32

+2(=3r7")[z(32% — y*) + y(—2zy)]
= (=6r° + 150 1) f + dr 3z + 2(=3r7°)(32° — 2® — 219?)
= (=6r " + 15r7°) f + 4r 3z + 2(—3r7°) (32 — 3wy?)
=9 f +4r 3z + 2(=3r ) [3(z® — xy?)]
=9 f + 4z 4+ 2(=3r°)(3f)
=Or 0 f +4r 3z — 187 f
AF = —9r— 0 f 4+ 4r 3.

AF

Lema 4.2.7 El Laplaciano A es SO(n)-invariante, es decir,
A((k- F)(x)) = (AF)(x - k) = (k- (AF))(2),
donde F,z € R" y k € SO(n).

Demostracién:
Podemos considerar k = (ky) € O(n) donde s,t = 1,...,n, con (i,j)-ésima entrada k;;
y x € R™. Por lo que
[ TP
I"k:(xl, B 7 AN .Z'n) k’il kzg kln
(SR 5 S

= (mkn+- - +zka+- -+ xkn, -,
$1k1j+“‘+$ikij‘|‘"'+5Unk'nj,“‘,

= <Z$ikﬂ, NN inkija ey szk1n>
=1 =1 =1
=1
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Entonces por el Lema (4.1.43)), tenemos que

Allk - F)(@)] = AlF(z - k)]
_PF@ k) OPF@k)  PF@-k)

D2 N O o 022
R G >+...+i (o B >+..
Oy Oy Oz Oy
+ a i=1
oz, oz,
0
% ki Fi(z-k)+ -+ ksFs(x - k) + -+ kB - k)] + -+
0
87[/@31}71(30 k)+ -+ kesFs(x- k) + -+ ke Fp(x - k)] + -+
0
%[kanl(a:-k:)+---+k:n5F5(:);-k)+---+k,an(x-k)] (4.4)
_9 ji:k Fo(z-k)| + A ji:k Fo(x-k)| + -
— (9:1:1 - 1sl's a$g - lsl's

donde Fy es la derivada parcial de F' con respecto a su s-ésimo argumento. Tomando la
siguiente derivada. Calculando desde la ecuacién (4.4))

9 ) )
Alk - F)(z) = kqlgr—fﬂ(x-kﬂ%---%kbzgrll(m-kﬁ+---%kqngarla(x-kﬁ}%---+

1 1

0 0 0
kﬂa » W(x- k) + +k:gsaxl s(z-k)+ —|-k’gna$l W ( k:)] + -t

0 9, 0
_knla_anl(x k) 4+t knsa_anS(x k)44 knna_ann(z ' k)]
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Alk - F)(x) = [k (ki Fii(x - k) 4+ -+ kyFy(e - k) + - -+ ki Fip(e - k) + -+
kis(kinFoi(z - k) + -+ kuFy(x - k) + - —|—k1nan( k) 4+
kin (k11 Foy (@ - k) + -+ kyFog (@ k) + - + ki Fun (2 k)] + -+ -+
[kor (ke Fia(z - k) + -+ + ke Fre(z - k) —|—k€nF1n( k;))_|_...+
kos(kop For (- k) +

Iy
o+ kg Fg(r-k)+-- -+ kgnan<l’ k)4 -+
ken(kan Froa(x - k) 4+ -+ + kg Fpy(x - k) + - D]+

K1 (B Fru(2 - k) + - + ke Fry(z - k) + -+ + knnFln(:r k) +- -+
kns(kp1Fs(z - k) + -+ ki Fsp(x - k) + - + kpp Fop (- k)
Eon(kp1Foi(x - k) + -+ ke Frg(x - k) + - + kpp Fon (2 - k)]

( +tknkaFu(z - k) 4+ Rk Fu(e - k) + -+

( ‘f‘“'+kesk3£1Fsl(l“k>+"'+l€nsk5n1Fsl($‘k3)) 4+ 4+

( + kb P2 - k) + -+ bk Fa(z - k)] + -+
[ + -—i—kglkgtFlt(x-k) ---—l—knlkmFlt(x-k)) + - F
(brsky Fop(z - k) + - + koshy Foy (2 - k) 4 - - - + Bpskp (2 - k) + - -+

( + - kmkaFor(x - k) + -+ Rk Fpe(z - k)] + -+
(kb Fin(z - k) + - + kanken Fin(z - k) + - + kpkpn Fin(x - k) + - -+
(Frskin Fon (€ - k) + -« + Keshon Fon (€ - K) + -+ + Bnsknn Fon (2 - £)) + -+ +
(kinkinFpn(z - k) + -« + kppken Fon (@ - k) + - - - + Enpnkpn Fon (2 - k)]

n

[(kerka Fua(z - k) + - - - 4 Kok Fa (- k) 4+ -+ 4 Kok B (- k) + -+

—1
(kokeFi(x - k) + - + keskaFse(x - k) + - - + kppke For(x - k) + - -+
(knkomFin(x - k) + -+ koskon Fon (2 - k) + -+ + kenken Frn(x - k)]

n n

= kpsknFa(x - k) + - - + keku Fa (2 - k) + -+ + kpskion Fan (2 - )]

(=1 s=1
Por lo tanto,

n n n

Ak - F)( szesketht (z- k),

(=1 s=1 t=1

asi, intercambiando el orden de los sumandos, tendremos que

— Z Zkéskétht ( S i:lxikija .. > . (45)

s,t=1 (=1

Ya que k = (ky), entonces k' = (k;,), donde t,s = 1,...,n. Sea k', el (s,t)-ésimo elemento
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de k"k, el cual es

k;t = Z Kesket,
=1

y como k € O(n), entonces k'k = 1,,, de manera que
= 1, sis=t
Koy =D heske = {o sisAt
f:]_ ) )

asi, en la ecuacién (4.5)) tenemos

> F ( o Zxkj . ) = (AF)(zk).

Por lo tanto, para F,z € R" y k € O(n) tenemos que
A((k- F)(z)) = (AF)(x - k) = (k- (AF))(x),

donde la ultima igualdad la obtenemos por el Lema |4.1.43, Por lo tanto, el lema también
debe de cumplirse para k € SO(n).

Definicién 4.2.8 Una funcién F' : R" — C es homogénea de grado s € R si, para cada
t € Ry para cada z € R" se cumple que

F(tx) = t°F(z).

Ejemplo 4.2.9 Si consideramos la funcion lineal f : V' — W donde V' y W son espacios
vectoriales reales, entonces para cada t € R tenemos que

fltz) = tf(x),

es decir que, f es una funciéon homogénea de grado 1.

Definicién 4.2.10 Una funcién F': R® — C es homogénea positiva de grado s € R si,
para todo ¢ > 0 y para todo z € R" se cumple que

F(tz) =t°F(x).
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Ejemplo 4.2.11 Considere la funcién f : R — R definida por x — /z, donde n € N.
Entonces, para t > 0 tenemos

flte) = Viz =tz = Vit f(a),

de esta forma, f es una funcion homogénea positiva de grado %

Corolario 4.2.12 Si F': R" — C es una funcién homogénea positiva de grado s sobre R"”
entonces A" es homogénea positiva de grado s — 2 sobre R".

Y

Demostracién:

Sea t > 0. Por hipédtesis sabemos que F(x) una funcién homogénea positiva de grado s
sobre R", entonces

F(tx) = t°F(x)
N OF (tz) O(t°F(x))

81']- aiL'j
Ny 8F(tx) B tsaF(x)
or; Oz,
= OF(t) =5t 8F($)7 yaquet >0
an 61’
PF(tr) _ ,0°F(x)
i a R
J ]
O?F(tx) 2F(x)
=1 ox? = 890?
O?F (tx) L, 0*F(x)
=t° t
835? &E? , vaquet >0,
de manera que
n o9
tr) = Z 0 ) = t"2AF(z).
j=1

Por lo tanto, AF' es homogénea positiva de grado s — 2 sobre R".

Corolario 4.2.13 Sea f una funcién en S"~!. Creamos una funcién F' en R" — {0} a partir
de f de la siguiente forma

F(z) = f(a/ll2ll), donde |jz] = (ng)

Demuestre que F' es homogénea positiva de grado 0. Decimos que F' es la funcion norma-
lizada de f.

2
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Demostracidén:

Sea t > 0, entonces

F(tx) = f(tz/||tz])
= f(tx/t|z]]), dado quet >0

= f(a/]]])
= F(z)
F(tx) = t°F(x).
Por lo tanto, F' es homogénea positiva de grado 0.

Hacemos que F(zx) = f(z/||z]]) sea homogénea positiva de grado 0, en lugar de hacer
|z||*f(x/]|z||) de grado s. Por lo tanto, las funciones constantes en la esfera S™~!, se convier-
ten en funciones constantes en R™ — {0}, y se vuelven cero aplicdndoles cualquier operador
diferencial. La funcién normalizada F' en R™ — {0} de f en S™! conmuta con la accién de
SO(n), porque

F(ek) = f(ak/||xk]])
= f(

(x/||x|))k), ya que la accién es unitaria por Lema [4.1.31

Fek) = (k- f)(@/lz]]).

Definicién 4.2.14 Sea F' la funcién normalizada de f, como en el Corolario [4.2.13] Defini-
mos al Laplaciano esférico de f como

ASf = (AF)|gn.

Ejemplo 4.2.15 Calculemos el Laplaciano esférico a la funcién f del Ejemplo [4.2.6] es decir
f($7y> = xS - *Tyz'

Es facil ver que f es una funcién homogénea positiva de grado 3. Luego, si r = (22+32)Y/2 #£ 0,
entonces

F(z,y) = f(x/r,y/r)
F(z,y) =1 f(z,y).

Ahora, necesitamos calcular el Laplaciano euclidiano de F', pero por el Ejemplo [4.2.6, sabe-
mos que

AF = —9r7°f 4+ 432,
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Luego

ASf = (AF)|s
= (=90 f +4r—22)|sn
ASf=—9f+4z, vyaquer=1en S

De la definicién, esta claro que

A% f=ASY.

La SO(n)-invarianza del Laplaciano esférico se deduce de la SO(n)-invarianza del Laplaciano
habitual, para k € SO(n)

AS(k - f) = (Alk - F))[go
= (k- (AF))sns
AS(k- f) = k- (AF)[gnr,

dado que la restriccién a la esfera conmuta con SO(n), como lo hace F(x) = f(z/||z||). Por
lo tanto, A® es SO(n)-invariante.

A continuacion, una propiedad importante para funciones homogéneas positivas.
Lema 4.2.16 Sea f una funciéon homogénea positiva de grado s en R", entonces
n
af
S oai() =sr
X X
=1

Esta identidad se le conoce como identidad de Euler.

Demostracién:

Sea t > 0. Por hipotesis tenemos que

fltz) =t f(z),
derivando con respecto a t y aplicando la regla de la cadena tenemos que

Of(tx) _ O(t" f(x))

ot ot
tx, R Of (tx)
Z 8txZ B Z% ( otz; )
= st f,
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asi, para t = 1 obtenemos

- i (8@) st

1=

En el siguiente lema, calculamos el Laplaciano esférico de una funcién homogénea positiva
de grado s en R™.

Lema 4.2.17 Para f homogénea positiva de grado s sobre R" — {0}

A(llzl|7*f) = =s(s +n = 2)[ll| =2 f + [l]|*Af.

Demostracidén:

Sean r = ||z|| y f; la derivada parcial con respecto al i-ésimo argumento
All2I7* ) = A((F*) 72 )
n 82 L
=> @((T )72 f)

"0 s

=Y g (5@ 5+ 7))

N (-G -3

=3 g oty L4 )7 )

= 3 [ 0 (5 1) ) 59 %) 60
—S ) () B i+ ()7 £

= 3 (5B S 4 ata(s + 204G — a0 G,
i=1

—sa(r?) @tV f; 4 (7”2)7%fu‘)

n

A(llzl|~*f) = Z (_5(7”2>7(%+1)f + 55125(5 + 2)(7’2)7(%”)]0 - 25(7’2)7(%“)(%,76@') + (7’2)7%]?@'@') 5

i=1
pero, por la identidad de Euler (Lema4.2.16)), para f homogénea positiva de grado s tenemos

;xi (axl) I;%ﬁ =sf,
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ademas sabemos que

Y oal=|z)? =
i=1
entonces
Allz[|7*f) = —ns(r ) (%H)f + 7‘23(3 + 2)(7»2)*(%”)]0 _ 25(7’2)7(%H)(sf) 4 (TQ)ngf,
simplificando obtenemos

Al F) = —nsrCHD £ 4 o(s 4 2D f _ 22D f A
= —sn—(s+2)+ 23}r_(5+2)f +r°Af, pero ||z]|=7r
Al f) = =s(s +n = a2 f + 2 A7,

Ejemplo 4.2.18 Consideremos nuevamente, la funcion f del Ejemplo [4.2.6| es decir

Fla,y) = 2* — oy,

Sabemos que f es una funcién homogénea positiva de grado 3. Luego, aplicando el Lema
M.217 paran =2y s = 3 tenemos

A(r3f) = —3(3 + 2 — 2) BRI F L SAS
= — ~3(4x)
A(rf) = +4r Sx

Llegando al mismo resultado de AF del Ejemplo [4.2.6] como se esperaba.

Ejemplo 4.2.19 Calcule el Laplaciano esférico de f(r) = z?, el cuadrado de la i-ésima
coordenada de x. Sabemos que f es una funciéon homogénea de grado 2, es decir

F(z) = f(a/ll2])) = [l2]| 7> f ().
Luego, por el Lema [4.2.17] obtenemos
AF(z) = A([l2]|72f) = =2nlla|| 7' f + [z A,
pero Af = 2, entonces
AF(x) = A(llz]|72f) = =2nll2]| 7 f + 2]|2]|7* = 2||=[|7*(1 = nl«]| 7).
Por tltimo, para [|z|| = 1 tenemos

ASf = (AF)|sn-1 = 2(1 = nf).
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4.3. Polinomios armodnicos.

Una vez que tenemos conocimiento de las funciones homogéneas positivas de grado s, para
extender las funciones desde la esfera S™~! al espacio R", nos orientamos en ver cémo se
comporta el Laplaciano esférico.

Definicién 4.3.1 Una funcién f en R"™ se dice que es una funcion armonica si

Ejemplo 4.3.2 Consideremos la funcién f(z,y) = 5z — 3zy definida en R?. Como

*f _ 0 05z —3xy) 95— 3y)

022 Ox Ox B oy =0
(92_f B ﬁ(‘?(Sx —3zy)  O(=3z) 0
oy> Oy Oy oy

asi, Af = 0. Por lo tanto f(z,y) = 5z — 3xy es una funcién arménica en R,

Corolario 4.3.3 Para f homogénea positiva de grado s y arménica, la restriccién f|gn-1,
es una funcién propia para A,

A¥(flsn-1) = =s(s +n = 2)(f

gn-1), con valor propio —s(s+mn — 2).

Demostracidén:

Como f es homogénea positiva de grado s entonces f(z/||x]]) = ||z||~* f(z), para |||~ > 0,
asi

A% (flgn1) = Af(a/]2]l) = A(ll=]| 7 f(2))
= —s(s +n —2)|z[|"“*f + |2 °Af,  por Lema 217
= —s(s+n—2)|z||"*"?f, yaque f es arménica Af =0

AS(flgns) = —s(s + 11— 2)(flsns),  ya que ol = L en S

Por tltimo, como A® es un operador lineal entonces, por la Definicién flgn—1 es una
funcién propia de A® con valor propio —s(s +n — 2).
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Ejemplo 4.3.4 Consideremos f(x) = z;. Sabemos que f es una funcién homogénea positiva
de grado 1. Como Af = 0, entonces por el Corolario tenemos

AS(flgn-1) = (1 — n)a;.

Ejemplo 4.3.5 Sea p(z,y) = ax® + bxy + cy® + dz + ey + f un polinomio en R2. Determine
los coeficientes para los cuales A%p = 0. Sean

p1 = az® + bry + cy?

po = dx + ey

ps =/,
es decir que

D =Dp1+tDp2+ps3
A®p = AS(py + p2 + p3) = Apy + A®py + Aps,
de manera que
A°p=0< A% = A%py = A¥p; = 0.

Observemos que p1, p2 v p3 son polinomios homogéneos positivos de grado 2, 1 y 0 respecti-
vamente. Para p;, aplicamos el Lema [4.2.17|, obteniendo

Az 7p1) = —4llz ]| 7 py + [zl 7*Apy,
luego, para ||z|| = 1 tenemos

ASpy = (A([Jz]|7*p1)) st = —4p1 + Apy,
pero Ap; = 2(a + ¢), entonces

ASpy = —4(az® + bxy + cy®) + 2(a + ¢),

ahora, como ||z|| = 1, entonces y* = 1 — 2?. De manera que
A¥py = —4(ax® + bay + (1 — 2%)) + 2(a +¢)
= —4((a — c)x* + bry +¢) +2(a +c)
= —4(a — c)2® — 4bxy — 4c + 2a + 2c
A%p, = —4(a — c)z* — 4bxy + 2(a — c)

= A%p; = —4(a — ¢)2® — 4bxy + 2(a — ¢) = 0,
siysolosib=0y a=c. Ahora, como Ap, = 0, entonces por el Corolario tenemos que
ASP2 = —D2
= A%py = —dz — ey = 0,

si y s6lo si d = e = 0. Por tltimo, sabemos que A®p; = 0. Por lo tanto, para que p sea un
polinomio arménico esférico, debe de ser de la forma

p(z,y) = a(z® + ) + f.
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Definicién 4.3.6 Definimos el espacio vectorial complejo Clxy, ..., z,], como el espacio
vectorial de polinomios en n variables con coeficientes en C, es decir,

n
d;.
C[xl,...,xn] = {p(xl,..., :ZCLZ‘ ‘Tjh a; GC,dZ-j EZSF}
1=0 7=1
Definicién 4.3.7 Decimos que un polinomio p € Clzy, ..., z,]| es un polinomio homogéneo

de grado d, si todos los monomios tienen el mismo grado.

Definicién 4.3.8 Definimos el espacio vectorial complejo Clzy, ..., 2,] de los polino-
mios homogéneos de grado d € ZO , COMO

Clxy, ...,z ](d) {pGC:Bl,...

;i = d,para cadai:(),...,k.} .

Lema 4.3.9 Sip € Clzy,...,2,]?, con d € Zg , entonces para todo A > 0 tenemos
p(Az1, Axg, .., Amy,) = Np(y, 2o,y ..., 1),

Demostracidén:

Sea p € Clzy, ..., 7,9, entonces
k n J
p('rlu"'? :Z<G1ijh> )
=0 7j=1

donde ) d;, = d, para cada i =0,1,..., k. Luego
j=1

p(AxT1, Aza, ..., Axy) :Z< ﬁ)\x] al>
7j=1

=0

- Z a; [(Az) i (Aag)®i -+ (A, ) ™ ]
= > [V () - ()

— Za’i :()\dli)\in . )\dn )( dy; ZL’d2i o xgnl)]

n
d;.
:E a; ()\dli+d2i+ +dni)ij]z]
- e
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k
= Z a; [)\d §
=0

n
7 =

J

k n
_ )\dz (ai xjh)
=1

=0 J

1

x@-] . pues Y d;, =d, paracadai=0,1,...k
j=1

p(Az1, Axg, .. Azy) = Np(xy, 2o,y ..., 1),

El lema anterior demuestra que un polinomio homogéneo de grado d € Z; es en realidad
una funcion homogénea positiva de grado d. Dichos polinomios homogéneos son las funcio-
nes homogéneas positivas mas manejables. Por lo que, nuestro interés es buscar polinomios
homogéneos arménicos.

Corolario 4.3.10 Calcule la dimensién de Clzy, ..., x,]@.
Demostracion:
La dimensién de C[zy, ..., 7,]¥ se puede determinar, contando el niimero de monomios

n

Hx;lj , que satisfacen que Z d; =d,

j=1 7j=1

donde d; € Z$ para cada j = 1,...,n. De forma equivalente, podemos escribir m; = d; + 1
y pedir el nimero de soluciones enteras positivas para la ecuacion

ij =n+d. (4.6)
j=1

Ahora, imaginemos d+ n puntos en una fila. Cada solucién de la ecuacion (4.6|), corresponde
a una forma de separar los d + n puntos insertado n — 1 barras en ciertos lugares. Ya que
hay n + d — 1 posiciones para las barras, tenemos

n+d—1
n—1
formas posibles de colocar las barras. Las barras representan las formas en las que podemos
distribuir el grado d del monomio entre las n variables. Por lo tanto, tenemos que

d—1
dim Clzy, . .., z,] Y = (TH_ )

n—1
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Lema 4.3.11 Sea (.,.) : Clzy,...,z,] X C[xq,...,2,] = C definido por

(p,q) = (@)p(2))|,—0

donde ¢(0) significa reemplazar z; por 0/0x; en un polinomio y R|.,—o significa evaluar el
polinomio R en x = 0.

Demuestre que (.,.) define un producto interno sobre C[xzy,. .., x,].

Demostracion:

Sabemos que los monomios

n n

d; d;
ijo,...,H:cj e Clry,. ..,z
j=1 j=1
forman una base del espacio vectorial complejo C[xy, ..., x,]. Asi, por simplicidad, conside-

raremos solamente monomios. Verificaremos que se cumplen las propiedades de la Definicion
PI. Sean o, € Cy p,q,r € Clzy,...,x,] tales que

b,
p=pa,....2,) =[]}

)]o=
= (a7(9)p(x))ls=0 + (B7(0)q())|o=o0
= a(7(9)p(x))]a=o + B(T(9)q(¥))2=0

{ap + Bg,r) = alp,r) + Blg;7)
» Verificando que se cumple (IP3). Como
q= H zy
n 9% B B
= q(0) = H 5T q(9), vaquel=1,



luego

: (ﬁ ) (1)
=1 8:15;” =1 ’
_ ﬁ 9% (x;’J
ey 8:65’
Ahora, analicemos los siguientes casos.
Caso 1. Supongamos que c¢; # b; para algin j =1,...,n.

Caso 1.1. Supongamos que ¢; > b;, es decir que ¢; — b; > 0, entonces

T 0l (b))
q(0)p(z) = H T—byj)
=1 Ox;
= H 0, vya que la derivada de una constante es cero
j
= q(0)p(x) =0

= (4(0)p(2))|o=o = 0.0
= (Q(a)p(x))lx 0=0={(q).

Caso 1.2. Supongamos que b; > ¢;, es decir que b; — ¢; > 0, entonces
b;!

(b PC]) (J CJ), donde bjPCj = m
J 17"

:]:

q(Q)p(z) =

<.
Il
—

(b PC]) (bj—c])

:]:

= (¢(9)p(2))],— =

J=1 z=0
- H 0
j=1
= (q(0)p(x))]4=0 = 0 = (P, ).
Caso 2. Supongamos que ¢; = b; para cada j = 1,...,n, entonces
()
7j=1 J
(@) =] ¢!
j=1
= (aOp()),—o = [] o
J=1 =0



n

= (¢ = [ [ &' = (0 0)-

j=1
Es decir
n 8Cj(x?j) 0, si algin ¢; # bj, para j =1,...,n
p.q) = H ox - [[¢!, sic;=b;, paracadaj=1,...,n.
7=1 T =0 j=1
» Verificando que se cumple (IP2).
{a,p) = ()a(2))| = B)al2))|
= (p(0)(2)),—y = (P(0)a(2))],—y. vaquel=1
e
— B
=1 0|
0, si algin b; # ¢j, para j =1,...,n
- [10b;!, sib;j=c;, paracadaj=1,...,n, estoespor (IP3)
j=1
0, si algin ¢; # bj, para j =1,...,n
- [[¢!, sibj=cj, paracadaj=1,...,n
j:
n cj (70i
_ 0% (a:j )
J=1 axjj =0
= (¢(9)p(x))],—0
= @0)p(x))],=, vaquel=1
(¢:p) = (p,q)-
Por lo que (.,.) define un producto interno sobre Clzy, ..., z,|. Es decir, C[xy,...,z,] es un
espacio pre-Hilbert.
|
Corolario 4.3.12 Los monomios forman una base del espacio pre-Hilbert Clxy, ..., z,].

Demostracién:

De la propiedad (IP3) del Lema [4.3.11| tenemos que, si

b
p=p(r1,...,2,) :ij]



entonces

0, sip # ¢

pu— n .
(p,q) Tl sip=—g.
j=1

Por lo tanto, los monomios forman una base ortogonal del espacio pre-Hilbert C[zy, .

Lema 4.3.13 Si f,g € C[zy,...,x,], entonces se cumple la siguiente identidad

(Af,g) = (f.r"9),
donde r? = 23 + - - + 2?2

n

Demostracidén:

Como en el Lema {4.3.11] consideraremos solamente monomios. Sean f,g € Clzy,..

tales que

f=fnm)=Te v g=gln. a0 =]

ademas

por lo que

ey T

- Tn]



7=1 7 =1 7=1
el =0
n odi (2 LN T
_ Ci(ci . 1) (xz ) H — ]J
= o =10
L JF JF 2=0
n 8d2 (01—2) n adJ .CL’C]
= ci(ci — 1) gzdi : H (dj : ’
i=1 Li j=1 O
L I =0
asi, por (IP3) del Lema [4.3.11] tenemos
0, si algin d; # ¢;, para j =1,...,n (con j # i) o d; # ¢; — 2
(Af,g)=4 . .
Y11 di!, sidj=c;,paracadaj=1,...,n (conj#1i)yd; =c¢ —2.
i=1i=1

» Calculando (f,r%g). Como

n n
r2g = Z Il(di"‘Q) H :v;-lj
i=1 j=1
J#i
noogldi+2) T 5d;

=%g(0) =) PCES) 11 Py

i=1 i j=1 9%y
J#i

luego

2 o c
(Frigh= 1|2 PCED) H Pycs X
=1 % ];l 7
j#i
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n a(di+2)(xfi) L .
- d;+2 H j HZL"J
i=1 axz( = j= j

L al =0

"L 9D (26 [ L 0% (z7)
(f, r29> = (di+2) H

d Y
-1 01, o1 Oy
L 3 =0
asi, por (IP3) del Lema |4.3.11| tenemos que
0, si algun d; # ¢;, paraj=1,...,n (con j #1i) o d; # ¢; — 2

(f.rg) =

d;!, sidj=cj, paracadaj=1,...,n (conj#i)yd, =c¢ —2.
1

n n

=11

Por lo tanto,

(Af,g) = (f,r?g).
m

Definicién 4.3.14 Sea H?d) el espacio de polinomios homogéneos armaonicos de gra-
do d, es decir

ty= {pe Clrn-,2,)@ | Ap=0}.

Lema 4.3.15 La aplicacién

A:Clry,...,2,) Y = Clay,. .., z,) 42
es sobreyectiva. Los polinomios f € ’H?d) son ortogonales a los polinomios r%g (con g €
Clzy, ..., 2,)?) con respecto a (.,.).
Demostracién:

Razonando por contradiccion. Supongamos que A no es sobreyectiva. Como A no es so-

breyectiva, entonces existe un polinomio no cero g € Clzy, ..., 2,]*? tal que, es ortogonal

alaimagen de A. En particular, g debe de ser ortogonal a Af, con f = r2g € Clay, ..., x,]?.

De manera que

0
=0, por Lemal4.3.13
= (r’g,r’g) =0, yaque f=1"g

= r?g =0, por (IP3) del Lema[4.3.11

= ¢g =0, una contradiccion.
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Por lo tanto, A debe de ser sobreyectiva.

Falta demostrar la segunda afirmacién. Sean f € H?d) y g € Clay,...,2,) % entonces

(Af,g) =0, vyaque Af =0 por hipdtesis

de manera que f es ortogonal a r?g, donde g € Clx1,. .., z,]¢?.

Corolario 4.3.16 Demuestre que
C[.ﬁl?l,...,ilfn](d) d)EBTH @7’ H(d 4)

Demostracidén:

Por el Lema [4.3.11| sabemos que Clz, ... ,:cn](d) es un espacio pre-Hilbert de dimension

finita. Como H{y) es un subespacio de Clxy,...,7,]Y y de la segunda afirmacién del Lema
4.3.15 tenemos que el espacio ortogonal a H?d) es r’Clzy, ..., 2,] %, entonces por el Lema

2.1.17] tenemos que

(C[J?l, R ,.Cl;n](d) = H?d) ©® rQ(C[q:l, e ,l’n](diz).

Pero, C[zy, ..., 7,]*? también es un espacio pre-Hilbert de dimensién finita, entonces por
lo anterior, podemos escribir a Clx1,. .., z,](4"? como
Clzy, ..., 2,4 = (1—2) @ r2Clzy, ..., 2,4,

es decir que

Clzy, ..., o, = @ ® r? (H?d_g) @ r*Clzy, . .. ,xn](d_4))
C[l’h 7.Tn](d) = ?d) S%) 7’27'[?[1,2) 5> 7"4@[1'1, . ,In](d_4)7

asi, por recurrencia obtenemos que

C[./El,...,xn](d) )@T2Hd 2) @T4H(d 4)

Definicién 4.3.17 Decimos que un armonico esférico es un polinomio en H"?, restrin-
(d)
gido a la esfera S™1.

Corolario 4.3.18 Los polinomios en C[zy, ..., z,]® restringidos a S"~! son iguales a com-
binaciones lineales de arménicos esféricos.
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Demostracidén:

Sea f € Clzy,...,2,]@. Por el Corolario 4.3.16| tenemos que
f=fatrfoa+rfaa+. ..,

donde f; € H{;) para j € Z¢ . Restringiendo a S™~! tenemos

flonr = (fa+r?fae + 7 faa+ . )|sn1 = (fa+ fao + faa+ . )sne,

ya que r? = 1 sobre S™7L.

Corolario 4.3.19 Si f € H?d), entonces

ASf = —d(d+n—2)f,

n—2\2 n—2\2

Aa = 0siysolosid=0.85id <ds, entonces \g, < Ay, <0,y \y = —oo cuando d — +00.

donde

Demostracién:

Del Corolario se deduce que si f € ”H’("‘d), entonces
ASf = —d(d+n—2)f.

Ademas, ya que el grado d es no negativo, tenemos que

)\d——d(d+n—2)——(d+n—_2>2+ (n_2)2.

2 2

Esto implica que los valores propios Ay = —d(d+n —2) <0y Ay = 0 siy sélo si d = 0.
Ademas, cuando d — +o0, los valores propios Ay — —oo. De hecho, si d; < ds, entonces
Ad, < Ag; < 0. Por lo tanto, los espacios H?d) se distinguen por sus valores propios para el
Laplaciano esférico.

Corolario 4.3.20 La dimension de H?d) es

d—1 d—
dimHfy = dimClay, ..., 2] —dimClay, ..., 2,]""? = (H > - (n+ 3)-

n—1 n—1
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Demostracidén:

Sabemos que
A:Clay, ..., 20 Y = Clay, ..., x,) 42
es una aplicacion lineal sobreyectiva. Entonces (ver Teorema 10.7 de [8, pag. 514])
dim (ker (A)) 4 dim (A(C[zy, . .., 2,] ")) = dim C[ay, . . ., 2,,]@.
Como
ker (A) = {p €Clzy,..., 2] Y| Ap) = O} = Hiy,
y por Lema sabemos que A es sobreyectiva, entonces

dim?—[?d) + dim C[:Ij‘l, ce ,xn](d72) = dim (C[gjb . ’mn](d)

= dim H{y) = dim Clzy, . .. L 1,) YD — dim Clay, . .., 2,) 2.
Pero, del Corolario [4.3.10, sabemos que
d—1
dim Clzy, ..., 2,] Y = <n+ ),
n—1
y para el espacio C[zy, ..., 2,]*? tenemos que
d—2)—1 d—
dim Clzy, ..., 2,]) 4 = n+ ) _ ("t 3 _
n—1 n—1

Por lo tanto,

, n n+d—1 n+d—3

Ejemplo 4.3.21 Calcular una base para 7—[%2). Por el Corolario 4.3.10| sabemos que la di-

mension de C[z, y]® es
242-1 3
dim Clz, y| ( 5 1 ) (1) 3,

es decir que, la base para Clz,y]® es
% = {*y*,xy} .
Luego, un polinomio p en C[z, y]®® tiene la forma

plx,y) = a17* + agy® + azry,
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donde a; € C para cada i = 1,2, 3. Luego, para que p esté en H%Q), debe ser que Ap =0, es
decir

Pp  ?p
Ap:@+a—zﬁ:2a1+2a2:0,
si y solo si a; = —ay. Es decir, para que p € 7-[?2) debe de tener la forma

p(z,y) = o — a1y® + azxy
p(z,y) = ar(z® — y?) + aszy.

De manera que, una base para Hé) es
By = {2* —y* 2y}

con dimension 2, como lo afirma el Corolario [4.3.20L

Ejemplo 4.3.22 Calcular una base para ’H?Q). Por el Corolario 4.3.10| sabemos que la di-
mension de Clz,y, 2]® es

2—1 4
dim Cla g, 21" = (3;—1 ) - <2> -0

es decir que, la base para Clz,y, 2]

es
'% - {x27 y27 227 xy7 xZ’ yz} *
Luego, un polinomio p en C|z,y, z]®® tiene la forma

p(z,y,2) = a1z’ + a2y2 + azz® + asxy + asrz + asry,

donde a; € C para cada ¢ = 1,...,6. Luego, para que p esté en 7-[?2), debe ser que Ap = 0,
es decir

Pp Pp 0?*p
Ap=—+—+ — =2a; + 2as + 2a3 =0,
b 8x2+8y2+822 1+ caz + 2a3
si y sblo si a3 = —(ay + az). Es decir, para que p € ’H?Q) debe de tener la forma

p(z,y,2) = a1z’ + a2y2 — (a1 + a2)22 + aqxy + asrz + agxy
p(z,y,2) = a1($2 - 22) + az(y2 - 22) + aqxy + asxz 4+ agyz.

De manera que, una base para ?—lé) es
’@?2) = { 2 — Z2ay2 - 227$y>$27?/2}
con dimension 5, como lo afirma el Corolario [4.3.20}
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Ejemplo 4.3.23 Calcular una base para Hé). Por el Corolario [4.3.10| sabemos que la di-

mension de C[z,y]® es
243-1 4
im Clz, y] ( 50 1 ) (1) ,

es decir que, la base para Clz,y]® es
B ={2° 7,y xy’} .
Luego, un polinomio p en C[z, y]® tiene la forma
p(x,y) = a12° + azy® + asa®y + agwy?,
donde a; € C para cada ¢t =1,...,4. Como
0
op_ 3a12% + 2asxy + asy?
ox
“p
= — = ba1r + 2a3y,
02 1 3Y
0
9P _ 3a2y® + asx® + 2a4xy
dy
“p
= —5 = 6agy + 2a4.
By 2Y 4

Luego, para que p esté en 7—[?3), debe ser que Ap = 0, es decir

Ap = % giy]; = 6a1x + 2a3y + 6asy + 2a4x = 0,
es decir
3a17 + azy + 3azy + ayx =0
(3ay + a4)x + (3az + az)y = 0,
de donde

3a1+a4:0 y 3a2~|—a3:0

=a4=—3a;1 y az= —3as.
Es decir, para que p € 7-[?3) debe de tener la forma

p(x,y) = ayr® + az@f’ - 36121'23/ - 3611»’17342
p(z,y) = a1(z® — 32y?) + as(y® — 32%y).

De manera que, una base para 7-[?2) es
,%’(23) = {xg — 3xy?,y° — 3x2y}

con dimension 2, como lo afirma el Corolario [4.3.20}
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Ejemplo 4.3.24 Calcular una base para H?3). Por el Corolario [4.3.10| sabemos que la di-
mension de Clz,y, 2]® es

-1
amcle 9 = (P27 = (5) =10

es decir que, la base para C|z,y, 2]®

es
B = {.1'3, y37 237 $2y7 .ZEyZ, $2Z7 .ZEZZ, y22, y227 .Z'yZ} :
Luego, un polinomio p en C[z,y, 2]®® tiene la forma

p(,y,2) = a1z® + axy® + a3z’ + a2’y + aszy’ + agr’z + a;we® + agy’z + agyz® + arryz,

donde a; € C para cada ¢ =1,...,10. Como

19)
8_p = 3a,2% + 2a41y + a5y2 + 2617 + a7z + alpyYz
f
82
= gpr _ b6a1x + 2a4y + 2a42,
Ox?
op 2 2 2
0 3aoy” + asx” + 2asxy + 2agyz + agz” + ajorz
Y
92
- 7P _ Gaxy + 2a5x + 2agz,
0y?
@ _ 2 2 2
5 3azz” 4+ agxr” + 2a7xz + agy” + 2a9yz + a0Ty
z
52
= gp_ 6asz + 2a7x + 2agy.
072

Luego

= 6a1x + 2a4y + 2a6z + 6asy + 2a5x + 2agz + 6azz + 2a7x + 2a9y
= (6a1 + 2a5 + 2a7)x + (2a4 + 6as + 2a9)y + (2a¢ + 2as + 6asz)z
Ap =2(3a; + a5 + ar)x + 2(3az + ag + ag)y + 2(3as + ag + as)z.
Para que p esté en H?3), debe ser que Ap = 0, es decir
(3ay + a5 + az)x + (3az + as + ag)y + (3as + ag + as)z = 0,
de donde

3a1 +as+a;=0 'y 3das+as+a9g=0 y 3az+asg+as=0
=a5=—0Bar+ar) y as=—Baz+ay) y as=—(3a3+ as).
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Por lo que, para que p € Hf’?)) debe de tener la forma

p(z,y,2) = a12® + agy® + asz® — (3ag + ag)x*y — (3ay + a7)xy® — (3as + ag)2r’z + arwz?
+ a8y2z + a9y22 + aj0xYz
= a1 (2 — 32y?) + as(y® — 32%y) + as3(2® — 3222) + ar(x2® — 29?) + as(y?z — 2%2)
+ ag(yz" — 2%y) + arryz.

De manera que, una base para H?s) es
(3) = {J: —3xy?,y® — 32%y, 2% — 3222, 12 — vy, vty — 2P,y — :UQy,:Byz}

con dimension 7, como lo afirma el Corolario [4.3.20}

Lema 4.3.25 Sea f un vector propio para A® sobre la esfera S"~!, con valor propio \. Para
cualquier s € C tal que —s(s +n —2) = A, la funcién

F(z) = |=|°f (/=)
sobre R", es armonica.

Demostracién:

Por hipétesis, A es un valor propio de A®, entonces

(Af(@/l|z]))|sn = Af(@/[|#]])|sa-,

luego, para cualquier s € C tal que A = —s(s +n — 2), tenemos que

(Af(/llzl)lsn-1 = =s(s +n = 2) f (/|| z[])]sn-- (4.7)

Por construccién, la funcién F(z) = f(z/[|z||) es homogénea positiva de grado 0. Sea t > 0,
entonces por el Corolario |4.2.12| tenemos que

AF(tw) = t7*AF(x)
t2AF (tz F(x)

(tu )) (u H) yaduet =0
)2

2 HxHx omando = (|
=4 (H el (u H) tomando £ = ]| > 0
o NalPAS(e/le]) = Af (/).

donde z no necesariamente estd en S"~!. Luego, por la ecuacién (4.7 tenemos que

lz|*Af @/ lz]l) = =s(s +n = 2)f(=/|])). (4.8)
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Dado que F' es homogénea positiva de grado s, entonces por el Lema [4.2.17] tenemos
A(llz]|7*F(x)) = =s(s +n = 2) 2| "2 F(z) + ||z AF (=),
multiplicando por ||z||? > 0, para x no necesariamente en S™! tenemos
lz[I*PA(lz |7 F(x)) = —s(s +n = 2)|la|*F(z) + ||=]| =" *AF (z). (4.9)
Como F(z) = f(z/||x|) en la esfera, de las ecuaciones (4.8)) y (4.9) tenemos
—s(s +n =2)|[z[|F(2) = —s(s +n = 2) f(z/]|z]])
= ||z|*PAf(z/|z|), por la ecuacién (&.8)

= [z|*A(lz[|™*F(z)), yaque F=fenS
—s(s+n—2)|z|"F(z) = —s(s +n = 2)||z[| *F(z) + |z " AF(z),

cancelando términos semejantes, obtenemos

0 = [Jz]| ***AF (2),
asi F' es armonico.

Definicién 4.3.26 Sean f y g dos funciones de valor real definidas en un conjunto X, donde
X esta contenido en el dominio de f y ¢. Si f y g estan definidas para todos los ntimeros
reales x € X suficientemente grandes (z — o0) y si existen constantes ¢ > 0 y xq tales que

|f(x)] <clg(z)|, paracada x > x.

Entonces, se dice que f(x) es de orden O(g(x)). Donde el simbolo O se lee como gran O
y llamamos a la estimacién anterior una O-estimacion (gran O estimacién) para f(z). La
constante c¢ es llamada la O-constante y el rango x > z( es llamado el rango de validez
para la O-estimacién. Este hecho lo denotaremos porf]

f<yg.

Lo especial que tiene la notacién “O” (gran O) es que nos permite expresar, de manera
breve, concisa y precisa, la existencia de una constante, sin tener que escribir la constante.
A continuacion, mostramos algunas propiedades simples de la definicién anterior, pero que
nos seran de gran utilidad en secciones posteriores.

Lema 4.3.27 Sean f y g dos funciones definidas en un conjunto de ntimeros reales X, tal
que f y g estan definidas para todos los nimeros = € X suficientemente grandes (x — 00).
Si f < g, entonces ff < g para cada > 0.

'La notacién “ < ” fue introducida por Ivan Vinogradov como una alternativa a la notacién “O”.
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Demostracidén:

Por hipdtesis sabemos que f < g, entonces existen constantes ¢ > 0 y xg, tales que

[f(@)] < elg(x)l,  paraz >z

Sea > 0, entonces

B lf(x)] < B(clg(z)]), paraz >z
= |B f(z)] < (Be) g(z)|, paraz >z
= |(Bf)(@)] < k|g(z)], paraxz>z0y fBc=k>0
= 0f <g.

Lema 4.3.28 Sean f y g dos funciones no negativas definidas en un conjunto de ntmeros
reales X, tal que f y g estan definidas para todos los niimeros x € X suficientemente grandes
(x — 00). Si f < g, entonces f* < g% para «a € [0, 1].

Demostracién:

Por hipodtesis sabemos que f < g, entonces existen constantes ¢ > 0y x, tales que

[f@) < clg(@)],  paraz > .

Sea « € [0, 1], entonces

|f(@)]* < (clg(z)])?, paraz >z
= |(f(2)* < *|g(x)|*, para x> xg
= |f*(@)] <k [(g(x))?], paraz>mzoyc®=k>0
= |fz)| <k |¢g%(x)|], parazxz >z
= /" <yg"

Corolario 4.3.29 Sea dim ’H?d), con d € Zg y n € Z" fijo. Entonces
: n n—2
dim Hyy < d" .

Demostracién:

Sea n fijo, entonces

(n—i—d—l) _ [d+ (n—1)]!

n—1 (n—1)!d!
Cd+(n=1)d+(n—-2)]---(d+1)d
(n—1)!dl
<n+d—1) _ [d+ (n—1)][d+ (n—2)]---(d+1)
n—1 (n—1)! ’
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donde el numerador tiene n — 1 factores. Es decir que, podemos expresarlo como

n—1 < n—r
ntd—1 _d +T§2ard
n—1 ) (n—1)!

<n+d—3) _ [d+ (n—3)]!

Ademas,

n—1 (n—1)!d!
Cld+(n=3)[d+(n—-4)]---(d-1) d
B (n—1)!d!
<n+d—3) _ld+(=3)ld+(n—-4)]---(d—1)
n—1 (n—1)! ’

donde el numerador, nuevamente, tiene n — 1 factores. Es decir que, podemos expresarlo
como

m—1 < n—r
ntd—1 _d +§2de
n—1 ) (n—1)!

d—1 d—
dim A, = <n+ ) - <n+ 3) = p(d),

n—1 n—1

Por lo que

donde

y el grado de p es n — 2. Luego

donde la desigualdad se mantiene para d > 1 (es decir que dy = 1) y

a—< |2:f|> (4.10)
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Por lo tanto,

dim Hf,) < d"2

Observacién 4.3.30 Debemos de tener en cuenta que, la constante ¢ de la ecuacién (4.10)
es una constante uniforme (no depende de d).

Observacién 4.3.31 Tengamos en cuenta que, si d € Z;, entonces
ld| <|1+d]
=d< (1+44d)
=d"T <(14+d)"T, dondeneZ" fijo
S d7 < (1+d)7,

para ¢ = 1 (es una constante uniforme) y d > 0.

4.4. Integral invariante sobre la esfera.

A continuacion, nos ocupamos de dar una definicion de integral sobre la esfera.

Definicién 4.4.1 Para una funcién continua f sobre S"~!, definimos la integral esférica
como

[ an= [ el £ () @ @11)

donde 7 es una funcién fija no negativa suave (infinitamente diferenciable) en [0, 00), con la
propiedad de que

[ Al do =1

Por conveniencia, podemos suponer en algunos momentos que 7y tiene soporte compacto
Y
y se vuelve idénticamente cero sobre un entorno de 0.

2Decimos que el soporte de una funcién F : R" — C es
sop ' = {z € R" | f(x) # 0},

donde la barra representa la clausura. Si K = sop F' es compacto en R", decimos que F' tiene soporte
compacto.
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Usando esta definicién y teniendo en cuenta que la integral sobre R™ es SO(n)-invariante, se
verifica el siguiente lema.

Lema 4.4.2 Sea f una funcién continua sobre S"~! y k € SO(n), entonces

| p@ e = [ fe) o

Sn—1

Es decir que la integral esférica es SO(n)-invariante.

Demostracidén:

xk

/ (k- f)(x) de = / v(||z]]?) f (—) dz, haciendo cambio de variable r = zk™!
Sn—1 R™ k|

E='k
k*l 2 I— d
ek 1) £ (g ) 4o

Y(lek™HD?) f(/ll2l) da

I I |

Y(lz||*) f(x/||z|]) dz, ya que la accién es unitaria por Lema (4.1.31)
| n@dr= [ @

ya que el determinante Jacobiano de k= = 1.

En la siguiente proposicién se demuestra que el Laplaciano esférico, A®, es autoadjunto y
definido-negativo. Estas propiedades las asumimos como verdaderas, en la seccién 1.3, para
la demostracién del Corolario 4.4.4

Proposicién 4.4.3 Sean f, ¢ funciones diferenciables sobre S"~! = S. Entonces el Lapla-
ciano esférico, A°, cumple las siguientes propiedades

(PD1) Ser autoadjunto, es decir
/ (A%f) o = f(A%).
Sn—1 Sn—1

(PD2) Ser definido-negativo, en el sentido que

/ (ASH F<o,
Snfl

con la igualdad solamente para f constante.
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Demostracidén:

Demostrando (PD1). Sean F(z) = f(z/r) y ®(z) = ¢(x/r), dos funciones homogéneas
positivas de grado 0, donde r = ||z||. Como

F(rz) =r"F(z) = F(z), por ser F homogénea positiva de grado 0
= (AF)(x) = r?(AF)(z), por Corolario f.2.12
r*(AF)(z) = (AF)( )-
Es decir que, 7?(AF)(x) es una funcién homogénea positiva de grado 0. Ahora, por Definicién

[4.4T] tenemos que
[o@ne= [ el @af o (1) @
A7) (Af ) (;) dx

D88 (0) e (7)o

Y(r*) (AF)(z) ®(x) dx

n

v(r?) r*(AF)(x) ®(x) dv, pues (AF)(z) = r*(AF)(x)

| Il
— P —

n

§(r*) (AF)(z) ®(x) do, haciendo 6(r*) = r* y(r?).

n

/Sn_l(ASf)-so—

Integrando por partes, recordar que [u dv =uv — [v du. Sea u = §(r?) ®(z), entonces

0
6@»

du = 210" (r*)®(x) + §(r?)

du =

[6(r*) @(x)]

0P
(9a:i ’

Ademds, sea dv = AF(x), entonces

dv = AF(x)
2”: 0?F(z)
~ Oz}
= 0F(z)
- ZZI 8% ’

es decir

/S ) =36 a() 30




pero

ya que 7y tiene soporte compacto y se desvanece sobre un entorno de 0. Luego, por la identidad
de Euler (ver Lema |4.2.16]) tenemos que

_/Rn ; gi {Qa:ié’(TQ)CI)(x) +4(r? 61:1} dz = /n Z axz 6@ .

ya que
OF
zi: v g =0

pues F' es homogénea positiva de grado 0. Por lo tanto,

4.12
/Sn 1 / n Z 6:1:1 axl dx ( )

Para calcular | gno1 J - (ASy), procedemos de forma analoga. Por lo que
(9F
4.1
/nz 0x; 8@ du (4.13)

Las expresiones (4.12)) y (4.13]) son simétricas en F' y ®, asi que podemos “intercambiar”
las dos funciones y la integral seguirda dando el mismo resultado. De esta forma hemos
demostrado (PD1).

Snl

Demostrando (PD2). Como §(r?) = r? y(r?) y por Definicién v(r?) > 0, entonces
5(r*) > 0. Teniendo esto en cuenta, para demostrar que A% es definido-negativo, basta
considerar ® = I en la ecuacién (4.12)). Es decir

A

__Z/ 8F 0Fd uesaf—a_F
N n 8352 ax, p or; Oz

= _ d
Z / n 3@ *
OF |?
<0, puesd(r’)y 5 son no negativas
T

ASf) T <o.
:»/SM( f)r<0
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Por 1ltimo, fSnfl (ASf) f = 0siysolosi F/0x; = 0 para cada i, si y s6lo si F' es constante,
si y sélo si f es constante.

Por lo tanto, hemos demostrado (PD2), y de esta forma hemos completado la demostracién
de la Proposicion.

La integral sobre la esfera se usa para definir el espacio de funciones cuadrado integrables
en la esfera, es decir

LQ(S”_I):{f:S”_l—MC ‘/ |f|2<oo},
Sn—l

con el producto interno hermitiano, definido por

(f.9) = f(z) g(x) dz,
Sn—l

donde g(z) es el conjugado complejo de g(x).

Corolario 4.4.4 Sean f, g vectores propios para A® con valores propios distintos, entonces
son ortogonales con respecto al producto interno (., .). Todos los valores propios son nimeros
reales no positivos.

Demostracidén:

Sean A°f = \f y A%g = ug. Supongamos que A # 0, entonces
fy= [ fFda

Sn—1

I
>
—~
|
QU
S

.

/ f ASf dz por (PD1)

S’nfl
l/fWanwN#M
Sn—l

Ly

I S l>] Sl > = > > = > = >
=
=l
Q.
8

> >
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Como A # 0, f no es idénticamente 0, asi (f, f) > 0y de esta forma A = ), es decir que \ es
real. De la propiedad (PD2) de 1 Proposicién y de la positividad de la integral esférica
se deduce que

ME ) =M f),  pues A=A

=\ fFda
Sn—1

- enia
_ / (ASF) Fdr <0, por (PD2)
Snfl
= M/[, f) <0,

asi A < 0, ya que (f, f) > 0. Ademads

o= fgd
zg [t
:%/Sn_luf)gdx
SR
_ ;/Sn_lf_sgdx, por (PDI1)
— %/gnlf (ng) dz, ya que A%g = pg
zi/snlfw) d
=§/Sn_1f§
(f,g>=/§/5n1f§

La ultima igualdad se cumple dado que los valores propios A y p son reales. Entonces para
£ # 1 necesariamente la integral es 0. Es decir que f y g son ortogonales respecto al producto
interno.

Lema 4.4.5 La accién de SO(n) es unitaria para el producto interno definido en L?(S™™1).

Demostracidén:
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Sean f,g € L*(S™1) y sea k € SO(n), entonces
(e fokg) = [ Flak)gah) da
Sn—1

= / f(z)g(x) dv, sustituyendo x por xk™!
Sn—1

4.5. Descomposicién espectral de L*(S"1).

La idea de la descomposicion espectral sobre la esfera es que, las funciones sobre la esfera
deben ser sumas de funciones propias del Laplaciano esférico. Para funciones de L?, la con-
vergencia debe estar en L?. Para funciones suaves, la suma debe converger en un sentido
uniforme. Como es bien conocido en el analisis, la convergencia en la norma-L? no implica
convergencia puntual.

Teorema 4.5.1 (Stone-Weierstrass) Sea K un conjunto compacto en un espacio to-
poldgico cualquiera y C(K) el espacio de las funciones reales continuas definidas sobre K.
Supongamos que

(a) A es un subélgebra cerrada de C(K),

(b) A es autoadjunta, es decir que f € A para todo f € A,
(c) A separa puntos en Ky

(d) para cada p € K, existe f € A tal que f(p) # 0,

entonces A = C(K) y, por lo tanto, A es denso en C(K) (ver caso especial del Teorema 5.7
de [13, pag. 122]).

Teorema 4.5.2 La coleccién de combinaciones lineales finitas de armonicos esféricos es
densa en L?(S"71).

Demostracidén:

Consideremos el siguiente conjunto A = {p = Plgn-1 | P € Clxy,...,z,]}.
Demostrando (a). Sean p,q € A tales que

p=Pls vy q¢=0QqQls,
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con P, Q) € Clzy,...,x,|, entonces

pq = (Pls)(Qls) = (PQ)]s,

donde PQ € Clxy,...,z,]. De manera que pg € A y de esta forma A es una subélgebra
cerrada.

Demostrando (b). Sea p € A tal que p = P|g, con P € Clzy,...,z,|. Entonces

p=Pls=Pls,

donde P € Clay,...,1,]. De esta formap € A y asi, A es autoadjunta y ademéds cerrada por
(a). Por lo tanto, A es un subespacio lineal de C'(S™1).

Demostrando (c). Recordemos que se dice que un conjunto A de funciones definidas en X
separa puntos, si para cada par de puntos x,y € X, con x # y, existe una funciéon f en A

tal que f(z) # f(y)-

Sean u = (uy, -+ ,Up),v = (vy, -+ ,v,) € S" 1 con uy, # v;, y sea p € A tal que
p="Pls,
donde P € Clzy,...,x,| definido por
P(xy,...,x,) = xg.

Es decir que p(u) = ug y p(v) = vy, por lo que p(u) # p(v). De manera que A separa puntos
en S"L

Demostrando (d). Sean u € S" !y p= Plg, con P € C[xy,...,x,] definido por
P(zy,...,z,) =1,
entonces p(u) = 1. De esta forma hemos demostrado (d).

Luego, como S™ ! es compacta, entonces por el Teorema de Stone-Weierstrass para polino-
mios (Teorema4.5.1)) A es densa en el espacio C'(S"!) con la siguiente norma

¢l = sup |o(x)], para ¢ € C(S").

zesn—1

Como A es densa en C(S™!), entonces para cada ¢ € C'(S"!) y para cada ¢ > 0, existe
algin p € A tal que

3

||p - ¢”oo < W-

(4.14)

159



Sabemos que L*(S™!) es la completacién de C'(S™!) con respecto al producto interno

(f,9) = fgdx.

Sn—1

Al ser L?(S™ 1) la completacién de C(S™1), cumple en particular que C'(S™!) es denso en
L?*(S™71). Por lo que, para cada f € L*(S"!) y para cada € > 0, existe algin ¢ € C(S"!)
tal que

€
16 = flle2 < 5- (4.15)
Ahora, si ) € C(S™!), entonces

[Y(@)l < sup |¥(z)] =[]l

reS™—

= [¥(@)|* < ¥l

2d 2 2 d 2
= ([ wera) < ([ i)
— 9]l dr )
ol ([, o)
= [[¥llocv/ Vol (5771)
= ([ w@iPde)” < [loy5a T,
es decir que, para cada 1 € C(S"!) tenemos que

[ll2 < (|9 lloo v/ vOL(S™1). (4.16)

Luego, parap € Ay f € L?(S"!) tenemos

lp = fllez = llp = f + (¢ — 0)llL2, donde ¢ € C(S"™)
= (p=9)+ (¢ = Pz
<|lp—=9&|rz+ ||¢ — fllz, por desigualdad triangular

<|lp = élloc V/ Vol (S*1) +||¢ — fllz2, por ecuacién (4.16)
< <;> vol (Sm=1) + %, por ecuaciones (4.14]) y (4.15))

vol (Sn—1)
_2 2_

= |lp—fllz < e

Esto demuestra que A es denso en L?*(S"!) con respecto a la norma-L?. Sabemos que
cualquier elemento de C[zy,--- ,x,] puede escribirse como una combinacién lineal finita de
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polinomios homogéneos. Luego, por el Corolario [4.3.18] la restriccién a S"! de cada uno
de estos polinomios homogéneos es, en si misma, igual a una combinacion lineal finita de
armonicos esféricos.

Asi, para p € A existe un Yy € Hq,), Y2 € Hay), -+, Yin € H(a,,) tales que
p=a1Y1 +aYo+ -+ anYn,

con a; € C, para cada i = 1,...,m. Por lo tanto, la coleccién de combinaciones lineales
finitas de armdénicos esféricos es densa en L?(S"71).

Corolario 4.5.3 Si d; # da, entonces los subespacios H{, , v H{,,, de L*(S™1) son mutua-
mente ortogonales.

Demostracién:

Sean di £ dy y f; € H{y,y para i = 1,2. Entonces por por Corolario [4.3.19] tenemos que

Asfi - Ad,‘fh

donde A\, = —d;(d;+n—2), parai = 1,2. Como d; # ds, se deduce que Ay, # Ag,. Luego, por
Corolario [4.4.4] sabemos que para valores propios distintos del Laplaciano esférico tenemos
que

(fi, f2) = 0.

Como fi, fo se tomaron arbitrarios en H?dl),H?dQ) respectivamente, entonces H?dl) y "H?Ch)
son mutuamente ortogonales como subespacios de L*(S"1).

[

Teorema 4.5.4 (Descomposicion espectral en la esfera)
L2(5") = DH
d>0
donde j@%?d) es la completacion de € H{.
20 d>0

Demostracién:
Primero, probaremos que P H{, C L2(S™1). Para ello, observemos que Hiylsnr = Hiy

d>0
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para cada d. En efecto, si p € H?d), entonces el polinomio normalizado P de p y restringido
a la esfera S"! es

(i)

= ||z||"%p(x), por ser homogéneo positivo de grado d

P(z)|gn1 = p(x), vya que ||z|| =1 sobre la esfera S" .

Por lo que H?d)|5n_1 = ’H?d). Luego, como ’H’(”Ld) C L?*(S™ ') para cada d > 0, entonces

P H, < LS. (4.17)

d>0

Ahora, probaremos que @’H es cerrado. Sabemos que @H es un espacio completo. Sea
d>0 d>0

g€ @’H (la clausura de @7—[ )), entonces existe una sucesion (¢ )nen C @’H tal que
d>0 d>0 d>0

Y, — g. Como (T/Jn)neN converge, entonces es una sucesion de Cauchy (Ver Lema [2.1.12)).

Luego, ya que @’H es completo, entonces g € @’H (- Por lo tanto, @H es cerrado.
d>0 d>0 d>0

Por la ecuacion (4.17)) sabemos que @H" C L?(S™1), entonces @H - L@l) _
d>0 d>0

L%(S™1). De esta forma

Sn 1 @Hn

d>0

donde W el complemento ortogonal de @7—[ . Ahora calcularemos W. Sea f € W, entonces
d>0

por Teorema [1.5.2] existe una sucesion (¢n)nen C P H{y) tal que
d>0

on — f, en LQ(S”’l).

Pero por hipdtesis tenemos que W _L €5 7-[ (a)» €8 decir
>0

{(on, ) =0, paracadan €N
= lim (g, f) = lim 0 = 0.

n—oo n—oo

Luego, como el producto interno es continuo por el Lema [2.1.13] tenemos que

n—oo

Ademas, ya que p,, — f, entonces

(f:fy=1fll7==0
= f=0.
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Como f se tomé arbitrario en W, tenemos que W = {0}. Por lo tanto,

LA (S"Y) = Py,

d>0
|
Corolario 4.5.5 Cada funcién f € L?(S™!) es la suma de una serie convergente
F=Yfa (4.18)
d=0
en la norma-L?, donde f,; € ’H”d) para cada d = 0,1,..., son determinados de forma tnica y

fa es la proyeccién ortogonal de f sobre el espacio ’H?d) de armonicos esféricos. La serie de
la ecuacién (4.18)), recibe el nombre de serie de Fourier-Laplace.

Demostracidén:

Sea P el operador de proyeccién de L?(S™!) sobre ”H,?d) definido por
Py LP(S"7) — Hiy
e fa

Entonces por el Teorema [4.5] tenemos que

F=Y_Pif=> fa

d>0 d>0

en L*(S" 1), donde f4 es la proyeccién ortogonal de f sobre ”H?d) y cada f; es determinado
de forma tnica (ver Corolario 1.9 de [14], pdg. 101])).

|
Ejemplo 4.5.6 Toda la discusién anterior podemos aplicarla al circulo S*. Como primer
paso, calcularemos una base para ’H%d)7 para d € Z .

Por el Ejemplo |4.3.10[ sabemos que la dimensién de C[z,y]® es

24 d—1 d+1
dim@[x,y](d)=< ;_1 )z( Jlr ):d+1,

es decir que, la base para Clz,y]@ es

B = {:L‘d, xd—1y7xd—2y27 o ,{L'de_Q, :Eyd_l,yd} ]
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Luego, un polinomio p en C[z, y] tiene la forma

d
ple,y) =D az* Iy,
5=0
donde a; € C para cada j =0,1,...,d. Como
ap d—1
B = Zaj(d — J)atTIThyd
=0

azp d—2 iy
= 5oz = 2 4(d—)d—j— a2y,
=0

op

5, = 2 il = Da" Iy
v =

Pp 2

e Z%J(] — 1)ty 2
v =

Recordemos que el Laplaciano hace que se reduzca el grado del polinomio en 2. Luego

Pp  0?p
Ap = 0x? + 0y?
d—2 d—2
= a(d—j)(d—j—Da"72 + Y ayi(j — Dat Iy
j=0 Jj=0
d—2
Ap = laj(d—j)(d—j—1)+aja(j+2)(j + D)7
j=0

Para que p esté en ’Hé), debe ser que Ap = 0, es decir

d—2

Ap = laj(d=j)d=j 1) +a;5(j +2)(j + D"y = 0,

si y sélo si

—a;(d—j)(d—j—1)
G+2)G+1)

Ajt2 =

para j =0,1,...,d— 2.

Sean ap = 1 y a; = 0. Entonces aj;o = 0 para cada subindice impar, ya que a; = 0. Asi,

164



continuaremos analizando solamente los casos en los que el subindice de a;;2 es par.

—ap(d — 0)(d —0—1)
0+2)(0+1)
d(d—1)

2
as = (—1)1(3).

ay(d—2)d—2— 1)
2T T (2 1)

d(d— 1)(d —2)(d — 3)(d — 4)
4(3)(2)

ap+2

e T [CEEY
d(d—1)(d—2)(d - 3)(d — 4)(d - 5)
6(5)(1)(3)(2)

Asi, por recurrencia, obtenemos que

(d
as; = (—1) (2]_), donde ag;y1 = 0.

Bajo un proceso analogo al anterior, para ag = 0 y a; = 1 obtenemos que

d
2j +1

A2j4+1 = (—1)]( ), donde Qo5 = 0.

Es decir, para que p € H%d) debe de tener la forma
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donde “| ]” es la funcién minimo entero. Observemos que el primer sumando coincide con

Re (z +iy)? = Re Z (Z) 22 (jy)%

= Re ( d_) a2y
, 27
7=0
L3 |
= Re ( ) xd—%( 1)7y%
, 27
7=0
I
Re(z +iy)? =) (—1)7 (2]') TR

Im (z + iy)? = Im Z

— Im d J}d_2j_1i2j+1y2j+l
~ \2j+1

[—
B
=
+
~.
S

Q.
Il
|
—_
.
VR
)
<,
+ QL
—_
~_
)
=9
©
AN
<
&
_l’_
. —

es decir

p(x,y) = Re (z + iy)* + Im (z + iy)~.
De manera que, una base para ”H%d) es

%(Qd) = {Re (z +iy)*, Im(z + iy)d} ,

con dimension 2, como lo afirma el Corolario [4.3.20L

Ahora, observemos que en el calculo anterior, podemos considerar d < 0, teniendo en cuenta
que podemos escribir cualquier punto sobre el circulo S! como

T4 iy = cosf +isenf = e,
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para algin 6 € R y donde 2% + y? = 1. Por la férmula de De Moivre sabemos que
cos (df) + isen (df) = (cos B + isen )% (4.19)
Por lo que

(x4 iy) "% = -7
_ o

— cidd

= cos (dfl) + isen (df)
= cos (dfl) — isen (df)
= (cos@ —isen®)?,  por la férmula de De Moivre

(z +iy) ™ = (x — iy)".

Por lo que, una base para H%_ a) debe de ser

%?_d) = {Re(z +iy)?, Im (z —iy)"}.

Ademas, observemos que para d > 0, podemos escribir la base de ’H%d) €como

By = {(x+iy)?, (z—iy)'} = {(z+iy)", (x+iy)~"}.

Para ello, basta con demostrar que es un conjunto linealmente independiente. Sean o, 8 € R,
entonces

(d o . d ‘ .
= { (—1) (Qj) xd72jy2j 44 Z (—1) <2j N 1) $d72371y23+1

Jj=0 j=0
EI = ]
+ -1 J . xd72j 27 — -1 j( . )dejl 2j+1
2) (5, )a > (5,

0= (ot ) [0 (5 )2 | +ia - 5)

) d . )
—1) d—27—1, 25+1
si y solo si a = 8 = 0. Luego, por el Corolario tenemos que tenemos que

12(5") = @DC( + i)

deZ

j=
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donde C(z + iy)? es el espacio generado por (z + iy)?. Ademds, sabemos que para el circulo
S1 C R?, tenemos la parametrizacion dada por 8 — e2™ correspondiente a la representacion
St &~ R/Z. De esta forma, para cada f € L?(S') tenemos que

f — E Ck€27mk9,

deZ

(hemos sustituido d = k, para no confundirlo con el diferencial df) donde

1
Cp = <f7 627rik9> — / f(Q)G_QMdeQ.
0

Por lo tanto, obtenemos la serie de Fourier en S?.

4.6. Sup-norma de armodnicos esféricos.

A partir de la observacién de la seccién anterior, sabemos que hay una relacién inmediata
entre la sup-norma y la norma-L?(S') para las funciones e sobre el circulo S, ya que

||6i"9||OO = sup |ei"9| =supl=1,
zeSt zeSt

mgHLz 1/ |e“19\2 dr = de =vV1=1.
Sl

Es decir que la sup-norma y la norma-L?(S*) coinciden en el circulo S

mientras que

Para evaluar la convergencia uniforme de las series de Fourier sobre la esfera, primero de-
bemos ser conscientes de que, a diferencia de las funciones e sobre el circulo S*, para
fe ’H?d) sobre S ! con n > 1 no hay una comparacién instantdnea entre la sup-norma y la

norma-L?(S"1)

1/2
Il = s @l ke = ( [ 17602)

Sin embargo, un poco de trabajo da una comparacion tutil. Antes, recordemos el siguiente
teorema.

Teorema 4.6.1 (Representacion de Riesz para espacios de Hilbert.) Cada funcio-
nal lineal acotado f en un espacio de Hilbert H puede representarse en términos del producto
interno, es decir

fx) = (z,2)
donde z depende de f y tiene norma ||z|| = || f|| (ver Teorema 3.8-1 de [3, pag. 188]).
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Proposicién 4.6.2 Sea f € H{;;)- Entonces

dim H?
7l < 4/~ ~oics; Ml

Y la estimacién es aguda, en el sentido de que hay una funcién en H?d) para la cual se cumple
la igualdad.

Demostracién:

Para = € S, por el Teorema de representacién de Riesz (antes mencionado), el funcional
f— flx) € H{i;) puede representarse como

f(x) =(f,Fy), paraalgin F, € ,H?d)- (4.20)

Por la desigualdad de Cauchy-Schwarz tenemos

|f(z)| = [{f, F2)]
< 1 flle2 [1F2 ] 22
= C||fllz2, donde C = ||F,]| L2

= |f(2)] < Cllf]]e2,

es decir que f(z) estd acotado en términos de su norma-L?. Vamos a demostrar que f estd
acotado independientemente del = € S que tomemos. Para ello, basta demostrar que || Fy ||z
es la misma para cada x € S.

Luego por la ecuacion (4.20)) y como la accion es unitaria por el Corolario 4.4.5 tenemos que

(f, Fur) = f(zk), por ecuacién y por la accién
= (k- f)(x), por la accién
= (k- f,F,), por ecuacién (4.20))

(f,Fur) = (f, k™' - F,), por el Corolario [£.4.5

Como f es arbitrario, esto ultimo se cumple para todo f € H?d), por lo tanto,
Fy=k"' F,. (4.21)
A partir de esto observemos que

F.(x) = (F,, F,), por la ecuacion (4.20)
= (k' F,, k' - F,), por ser unitaria la accién

= (Fur, Frr),  por la ecuacién (4.21)
F.(x) = Fu(zk), por el Corolario [{.4.5]
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Ademés, por el Lema [4.1.33) sabemos que la accién de SO(n) es transitiva sobre S"7 ! es
decir que si z,y € S, entonces existe un k € SO(n) tal que xk = y, de manera que

F,(y) = Fup(xk), ya que la accién es transitiva

F,(y) = Fy(x), esto es por la observacién anterior

= (F,, F,) = (F,, F;), por la ecuacién (4.20))
= ||F, |32 = ||Fy||32, por producto interno.

Esto ultimo significa que la norma-L? de la funcién F}, es la misma para cada z € S, es decir,
F,.(z) es independiente de z. Por lo tanto, f estd acotado.

Ademas, esto determina la sup-norma, ya que

F,(r) = ||F,|j3:, esto por ecuacién ([4.20))
= |Fa(2)] = [ Falli2] = 1F2 )22
= sup | Fy.(7)| = sup || Fy||32 = || Fe|/32, pues la norma-L* de F, es la misma en S
z€S z€S

= [ Felloo = ”Fxl‘?ﬂ = F,(z).

La norma L? se evalia como sigue. Sea {f;}%_, una base ortonormal de H{y, donde k =
dim ’H?d). Como F, € H?d) por hipdtesis, entonces podemos expresar F, como

k

i=1
Evaluando ambos lados en x tenemos

k

= Z (fi, Fy) fi(x), por propiedad de producto interno
i=1
]C —
= Z fi(x) fi(x), por ecuacién (4.20)
i—1

EOEDIVICIR

k
Integrando F,(z) = >_ |fi(z)|? sobre S tenemos
=1

/S Fo(z) dz = /S g| (@) dz. (4.22)

170



Pero

/Fx(x) dr = / | Fy|l32 do, esto por la ecuacién ([4.20)
s s

=m@/m
S

/Fx(x) de = | Fy|% vol (S).
S

Ademas, como {f;}¥_ | son una base ortogonal de H{,y), entonces

/ |fi(x)]? dv =1, paracadai=1,... k.
Snfl

Es decir que

k k
L;wmm:;éwmm
221

—k
k

/SZ fi(2)[? dz = dim Hy,.
=1

De manera que, en la ecuacién (4.22), tenemos que
|F,||72 vol (§"71) = dim MY,
vol (Sm—1)

dim?—[?d)
= ||Fellz2 = W'

Ahora, sélo resta recordar nuestra primera desigualdad, donde teniamos que

[F@)] < N[Eellzz ([ f]]z2
|

<
= sup |f(z)| < sup||Fellr2 ||f]|z2
€S €S

= || Follz> =

= sup |f(2)| < |Fellz2 | fllz2, pues la norma-L* de F, es la misma en S™*
z€S

= [ fllee < I1Fellz2 [1f]]z2

- dim ?d)
= 1l < sy Ml
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como lo afirma la proposicién. Ademads, observemos que

dim H}
F:L" 0o — Fm 2y = Fx 2 Fx 2 = — Fm 2
1Felloo = 1 Eullze = [ Fellze 1Eallze =4 vol(S) 1ol 2,

entonces la estimacion es aguda, ya que para F), € H?d) se cumple la igualdad.

4.7. Convergencia uniforme de la serie de
Fourier-Laplace.

La relacién en ”H?d) entre la sup-norma y la norma-L? obtenida en la seccién anterior, produce

criterios utiles para determinar la convergencia uniforme de la serie de Fourier-Laplace de
una funcién f € L?(S™!). Antes, observemos que

dim Hiy dim ) . -
- 7 n 7
vor (g1 < dim %y, esto es por Lema [1.3.27
dim ’H( ’
= < /dimHf,,  esto es por Lema[l

vol (S™—1) (d)
dlm’H

= Z vol (S~ 1 < Z /Hm AT, esto es por Observacion {4 (4.23)

d>0

Teniendo esto en cuenta, pasamos a analizar el siguiente criterio de Sobolev sobre funciones
en L*(S™ 1) que es el mds interesante de analizar respecto a la comparacién entre dichas
normas.

Corolario 4.7.1 (Inmersién de Sobolev). Sea f € L*(S"!) con expansion de Fourier-
Laplace f = Z fa con f; € 7—[ (1) Y que satisface

Z(l +d)? || fall32 < 0o, para cualquier s > dim S""! =n — 1.
d>0

Entonces existe algtiin ¢ € C(S"1) tal que ¢ = > fy en C(S™ 1), con f = ¢ casi en todas
d>0
partes y asi la expansion de Fourier-Laplace de f converge uniformemente a f, por lo que f

sera continua.
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Demostracidén:

Para cualquier s € R y usando la desigualdad de Cauchy-Schwarz para series EL tenemos

S fd| = sup D) fal)
d>0 zeS™ 1|20
<Z sup | fa(a
d>0 resn—1

< Z IS 1 | fallzz,  por la Proposicién y la Observacién (4.3.30
VO n-

< Z dim H, || fallz2,  por la ecuacién (4.23)

d>0
< Z HdeLz por el Corolario 4.3.29] y la Observacion (4.3.30
d>0
n—2
<Y (1+d)"T [|fallz2, por Observacién 1331
d>0
: 1 . 1+d)*
= Z(l +d)2 || fall L2 Sy multiplicando por 1 = 1—d)5
d>0 (1+d)° (1+d)
1 1
2 1 2
< (Z(l + d)s Hfd”%ﬁ) W) 5 por Cauchy—Schwarz
d>0 d>0
3 1 3
s 2
Dol < (Z(l +d) Hfd||L2> (Z T d)s_(n_Q))
>0 |l d>0 d>0

La serie de la derecha converge para cualquier s > n — 1 (esto es porque es una serie p o por
el criterio de la integral). Y como por hipétesis, para cualquier s > n — 1 tenemos

Y (1+d)P |lfallze < oo,

d>0

entonces

> fa

d>0

< oQ.

o0

3Desigualdad de Cauchy-Bunyakovsky-Schwarz o simplemente Desigualdad de Cauchy-Schwarz

para series:
Dolarbil | < [ D lawl? Dol
£>0 k>0 £>0
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m

Verifiquemos que Y f, es una sucesién de Cauchy en C'(S™1). Sean m, n € Ny consideremos
d=0

que m > n, entonces

Z fa < 00.

d=n+1

Zfd

d>0

D fa-
d=0

=0 lloo o

Por lo tanto, la sucesién Y f; es una sucesién de Cauchy en el espacio de Banach C'(S"™1)
d=0

m

con la sup-norma, es decir que la sucesién Y. f; converge a algin ¢ € C'(S"!). Luego, por
d=0

la ecuacién (4.16]) tenemos

< y/vol( S” 1

) 1> fa—¢

d>0

d20_¢ 5

L2 0o

entonces la sucesiéon de sumas parciales converge a ¢ en L?(S"!). Por lo tanto, f = ¢ en
L?(S™ 1) (recordemos que, por hipdtesis, la serie de Fourier-Laplace de f converge a f), lo
cual implica que f = ¢ casi en todas partes.

m

Por tltimo, la convergencia uniforme de la sucesiéon de sumas parciales > f; a la funcién f,
d=0

se obtiene del Ejemplo [1.4.6] Teniendo en cuenta esto y que la sucesién de sumas parciales

m
>~ fa es continua, entonces por el Lema |1.4.4] f debe de ser continua.
d=0

4.8. Irreducibilidad de espacios de representacién
para O(n).

En esta seccién demostraremos que la representacion de O(n) sobre el espacio H{y es irre-
ducible. Para este fin, damos las siguientes definiciones.

Definicién 4.8.1 Sea V un espacio de Hilbert real o complejo. Llamamos grupo lineal
general de V| al conjunto de todas las aplicaciones lineales continuas e invertibles (es decir,
cuya inversa existe) de V' en V, representado por

GL(V)={T :V — V | T es una aplicacién lineal continua y 7" existe}.
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Definicién 4.8.2 Sea G un grupo topoldgico metrizable y V' un espacio de Hilbert (real o
complejo) de dimensién finita. Una representacién de G sobre V' es un homomorfismo de

grupos 1 : G — GL(V), tal que la accién (ver Definicién [4.1.28)

p:GxV =V
(2, v) = n(z)v,

es continua.

Definicién 4.8.3 Decimos que una representacion n de G sobre V' es unitaria, si para
x € G el operador n(z) es unitario sobre V| es decir,

(n(z)v,n(x)w) = (v,w), para cada v,w €V y cada x € G.

Definicién 4.8.4 Sea n una representacion de GG sobre V. Decimos que un subespacio W C
V es tnvariante para la representacion 7, si n(z)W C W para cada z € G.

Definicién 4.8.5 Una representacion 7 se dice que es #rreducible, si los inicos subespacios
invariantes de V' son el subespacio {0} y el mismo V.

Consideremos el grupo topolégico metrizable O(n). Sabemos que O(n) es un grupo topoldgico
metrizable (ver Definicién @D ya que es un subgrupo cerrado del grupo topolégico metri-
zable GL,(R) del Ejemplo @ Ademas, como H’(“‘d) es de dimension finita por el Corolario
y sabemos que es un espacio pre-Hilbert, entonces por la Proposicion (@) €8
un espacio de Hilbert y es de dimension finita. Asi, podemos definir una representacién de
O(n) sobre H{,, como sigue

T4 : O(n) — GL(H{y)
9= ma(9)f(z) = f(zg), (4.24)

para todo g € O(n), f € H?d) y x € S"1. A continuacién, demostramos algunas propiedades
de la representacion my.

Lema 4.8.6 La representacion 7y es unitaria.

Demostracién:

Observemos que, la representacién my es equivalente a la accién de O(n) sobre funciones
continuas f en la esfera S™ !, como se hizo en la Definicién [4.1.43] es decir,

(g- f)(z) = f(zg), dondegec O(n)yxec S
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Sife H?d), entonces f ya es continua. Luego, la representacién m,; es equivalente a la accién
de O(n) sobre funciones f € H{;)- Teniendo esto en cuenta, demostremos que 7y es unitaria.
Sean f,h € H{,) v g € O(n), entonces

(ma(9) f, malg)h) = (g - f. g - 1)
(ma(g) fyma(g)h) = (f,h), esto por el Corolario [4.4.5]

Por lo tanto, 7, es unitaria.

Lema 4.8.7 Cada subespacio V' C ”H?d) es invariante para la representacion .

Demostracién:

Si V' = {0}, entonces no hay nada més que hacer, pues m4(g){0} = {0}, para cada g € O(n).
Ahora, supongamos que V # {0}. Como V # {0}, entonces existe f € V', tal que f no es
idénticamente cero. Es decir, existe un z € S"7! tal que f(x) # 0. Sea g € O(n), entonces

ma(9) f(x) = f(zg),

como g € S" !y f es un polinomio definido en la esfera S"~!, entonces f(zg) € V. Como
g se tomd arbitrario en O(n), entonces m4(g)V C V para cada g € O(n). Por lo tanto, V' es
invariante para la representacion m,.

Diremos que V C H?d) es O(n)-invariante, para abreviar el hecho de que V' es invariante
para la representaciéon m,.

Lema 4.8.8 La representacién 7y es irreducible si y sélo si para cualquier f € ’H?d) (no
idénticamente cero), la colecciéon de combinaciones lineales finitas de traslaciones de g € O(n)
por f es todo H?d).

Demostracidén:

Supongamos que la representacion m; de la ecuacién |j es irreducible. Sea V' C H?d),
con V # {0}. Como w4 es irreducible por hipdtesis, entonces

Wd(Q)‘/ = H?d)a
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para cada g € O(n). En particular, si f € V, tal que f no es idénticamente cero, entonces
Z a;ma(g:) f = H?d)?
i=1

donde g; € O(n) y donde «; € C para cada i =1,2,...,n.

Ahora, supongamos que para cualquier f € ’H?d) (no idénticamente cero), la coleccién de
combinaciones lineales finitas de traslaciones de g € O(n) por f es todo H?d). Supongamos
que V' # {0} es un subespacio invariante de H?d), entonces existe algin f € V que no es
idénticamente cero. Luego, como V es invariante, entonces

> aima(g)f=Hiy SV,
i=1
por lo tanto, debe de ser que 74(g)V = H?d).
|

Ejemplo 4.8.9 Consideremos el grupo topoldgico metrizable O(2) y el espacio de Hilbert
’H22). Para comenzar, definimos la accién de O(2) sobre 7-[?2), como lo hicimos en la Definicién
4.1.43) es decir, la accién de k € O(2) sobre funciones f € ”Hé) del circulo S! es

(k- f)(z) = f(zk), ze€ 5" (4.25)
Verificaremos que para cualquier f € 7—[?2), la, coleccién de combinaciones lineales de (k -

f)(z) = f(zk) con k € O(2) y z € S* es todo 7—[%2). Sabemos por el Ejemplo [4.3.21f que una
de las base de ’H?Z) es

By = {2* =y oy}

Asf, consideremos f(z,y) = 2> — y, un elemento de la base de H7,). Sea k € O(2) la matriz

de la forma
a b
= (5 0);

donde a? +b* =1y a,b € R. Verifiquemos que k € O(2), es decir, si cample que k k' = 1,

T_(a b\ {a —b

=50 6 %)
a?+b*> —ab+ba

—ab+ab b+ a?

(
Cb+w a+ﬁ9
(o)

177



de manera que, k € O(2). Ahora, procedemos a calcular xk

ab 2) = (CLZL‘ - byv br + a’y)7

ok = (o) (
es decir que

f(zk) = f(ax — by, bx + ay)
= (ax — by)* — (bx + ay)?
= a’2? — 2abxy + b*y? — b*x® — 2abxry — a’y?
= (a® — b*)2® — (a® — b*)y* — dabry

flak) = (a® = b*)(a® — y*) — (4ab)zy.

(4.26)

Como podemos observar, f(zk) es una combinacién lineal de los elementos de %’(22), lo que

significa que si tomamos una funcién cualquiera de 7—[%2) y aplicamos la accién de O(2)

adecuadamente, podremos obtener todo el espacio Hé).

Por otra parte, podemos preguntarnos: ;Qué valores a,b de k € O(2), nos llevan de la
funcién f(z,y) = 2*> — y* a otra funcién zy € Hé)?. Para encontrar dichos valores a,b € R,

procedemos a resolver la ecuacién (4.26)) con las siguientes condiciones

a2 = =0 y —4ab =1
1
2 _ 2
=a =b b=—-
a y a 1
1
=a==b y ab= ——,
4
= Si a = b, entonces
1
b= ——
4
7
=b=4—,
pero b € R, asi que a # b.
= Si a = —b, entonces
1
b ==
4
1
=b==*-
2’

de manera que a = IF%.

Es decir, las matrices k1, ks € O(2), que nos llevan de f(z,y) = 2? — y? a zy, son

() 0 )

NN |
N |
N
N =N =
N



Teorema 4.8.10 Los espacios de Hilbert H{;; son irreducibles para O(n), en el sentido de
que sus Unicos subespacios cerrados invariantes bajo la accién de O(n) son {0} o todo el
espacio H?d).

Demostracién:

Demostraremos que para cada subespacio no nulo O(n)-invariante de cualquier espacio ’H?d)

contiene un vector O(n — 1)-fijo distinto de cero, donde O(n — 1) es el subgrupo de isotropia
(ver Definicién [4.1.34)) del ultimo elemento bésico estandar e,,, es decirﬂ

o~ -3 )

y decimos que F' es un vector O(n — 1)-fijo, si para cada g € O(n — 1) se cumple que

ma(9)F = F,

AecOn—1), ek = en} ~O(n—1),

donde 74 es la representacion definida en la ecuacién (4.24)).

Luego se demostrara que cada H{y contiene un tnico vector O(n — 1)-fijo. Ademas, por
el Lema sabemos que el complemento ortogonal de todo subespacio de 7—[’&1) es tam-
bién O(n)-invariante. Por lo que, si H{) no fuera irreducible, habria al menos un espacio
bidimensional de O(n — 1)-vectores fijos en H{iy> 1o que generaria una contradiccion.

Para empezar, recordemos como estd definida la accién de O(n) sobre la esfera S"~!, es decir,
O(n) x S* 1 — gt
(9, %) = g,

paracadax € S" 'y g € O(n). Ademas, esta accién es transitiva (su demostracién es andloga
a como se hizo en el Lema [4.1.33)), es decir que para cada x,y € S"! existe g € O(n) tal

que g = y.

Ahora, definamos una accién (ver Definicién |4.1.28)) de O(n — 1) sobre funciones continuas
¢ en O(n — 1), como

(h-@)=(yh), paray,hecOn—1). (4.27)
Verifiquemos este hecho, es decir, que se cumplen las propiedades de la Definicién |4.1.28]
Sean y, hy, he € O(n — 1) y ¢ una funcién continua en O(n — 1).

» Verificando que se cumple la propiedad (AG1).

((h1h2) - ©)(y) = p(y(hiha))

= p((yh1)h2)

= (h2 : 80)(yh1)
((hih) - ©)(y) = (b1 - (ha - ©))(y).

1La prueba de que O(n)., ~ O(n — 1), es andloga a la prueba que hicimos en el Corolario con
SO(n).
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» Verificando que se cumple la propiedad (AG2).
(In - 0)(y) = @y 1n) = ¢(y).

Por 1ltimo, ya que para cada y,h € O(n — 1) tenemos que yh € O(n — 1) y como ¢ es
continua en O(n — 1) entonces p(yh) es continua. Por lo tanto, la accién estd bien definida.

Necesitaremos una integral invariante sobre O(n — 1). Es decir, con la accién definida ante-
riormente, queremos que para cada funcién continua ¢ en O(n — 1)

h- dy = dy.
/O <n_1)( ©)(y) dy /O (n_l)w(y) y

esta es una integral de una funciéon que toma valores vectoriales. H
Tenitendo esto en cuenta, procedemos con la demostracién del lema.

Sea 7, la representacién de O(n) sobre H{p, como se definié en la ecuacién . Sea
V' # {0} un subespacio de Hf, v por el Lema , sabemos que V' es O(n)-invariante.
Probaremos que V' contiene un vector O(n—1)-fijo. Como V' # {0}, entonces existe h € H),
tal que h no es idénticamente cero. Es decir, existe x € S~ tal que h(x) # 0. Pero, nosotros
necesitamos que, especificamente, en e, la funcién sea distinto de cero. Para ello, recordemos
que la accién de O(n) sobre la esfera S"~1 es transitiva, es decir que existe k € O(n), tal que
e,k = x. Teniendo esto en cuenta y que V' es O(n)-invariante, entonces

ma(k)h(e,) = h(enk) = h(x) # 0,
de manera que si consideramos f(z) = m4(k)h(z), entonces f(e,) # 0.

Ahora, consideremos la siguiente funcién

FZ/ ma(9)f dg,
O(n—1)

Esta integral es llamada Integral débil o Integral de Gelfand-Pettis (ver Capitulo 14 de [10, pag.
416]) y se define asi: para un espacio topoldgico V' sobre C y una funcién continua f en un espacio topolégico
X con medida de Borel, una integral Gelfand-Pettis de f es un vector Iy € V' tal que

)\(If):/X)\of, para todo A € V.

Si existe y es tinico este vector Iy se describe como
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donde f(z) = my(k)h(z). Verifiquemos que F' es un vector O(n — 1)-fijo. Sea h € O(n — 1)
maWF =mih) [ malo)s dg
O(n—1)
[ mmao)f dg
O(n—1)
[ malhg)s dg
O(n—1)

= / 74(9)f dg, sustituyendo g por h™'g.
O(n—1)
’/Td(h)F = F.

Ya que la integral que hemos definido es O(n — 1)-invariante, entonces la accién transitiva
de O(n) sobre la esfera S"! se puede mover dentro de la integral, cuando la integral se ve
como una integral de una funcién con valor H{, en O(n — 1). Luego, observemos que F' no
es idénticamente 0, ya que al menos en el punto e,, se verifica que

Pl = [ o) ds

= / fleng) dg
O(n-1)

= / f(en) dg, yaque g€ O(n—1)
O(n—1)

Pl =i [ 1y

es decir que, F'(e,) es un miltiplo constante de f(e,) # 0. Por lo tanto, sobre la integracién
en O(n — 1), cualquier subespacio cerrado O(n)-invariante V' # {0} de Hf, contiene un
vector O(n — 1)-fijo, F' # 0.

Ahora, sea W el complemento ortogonal de V' dentro de H{,,. Por el Lema W es O(n)-
invariante. Por lo tanto, si W # {0}, entonces W tiene un vector O(n — 1)-fijo distinto de
cero.

Ahora, demostraremos que ”H?d) tiene a lo sumo un vector O(n — 1)-fijo, salvo miltiplos
escalares. Una funcién f que es O(n — 1)-invariante puede escribirse como

flxi, o apo, ) = F(p,x,)  donde p = \/x% ta3 4.

Usaremos subindices para denotar derivadas parciales con respecto al primer y segundo
argumento de F. Asi, tenemos que el Laplaciano de F' es
i F
( . 1) + F227
p

A(F(p,xn)) =

— F  PF "Z‘l ]
B 5 Z;
=1

207 T o = 24D
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donde

Ox; P p?
22 Fiq T
(Fl + ZT> p— <71> (ziF7)
02
0 (xFy\  p*Fi+ pxiFy — o F
Ox; P B p? ’

de manera que

n—1 9 2 2
A(F(p,zn)) = E At 4 e - -+ P
i=1

(n - 1)F1 p2F11 p2F1
= P + e - e + Fo
—1)F F
:%‘FFH—?I‘FFH
n — 2)F;
AF(pan)) = "2 4 iyt

Por lo tanto, la condicién arménica en tales funciones es

n — 2)F;
A(F(p,x,)) = % + iy + Foy = 0. (4.28)
Tenga en cuenta que la O(n — 1)-invarianza implica ademés que F'(p,y) es una funcién par
de p. Usando la homogeneidad, F'(0,1) = f(e,) = 1, y la paridad, escribimos

Flp,y) =y + cay® 20" + cay™ ' - 4 oy 0¥ ooyt 2pP T 4
donde F(p,y) es un polinomio homogéneo de grado d. Ahora, a F(p,y) le aplicaremos la

condicién arménica de la ecuacion (4.28)), para resolver recursivamente los coeficientes como
sigue

n—2 _ _
02( p F1+F11+F22) (v + oy 20 + caypt 4 -
ooy P 4 cojpay T 4 )

=d(d — 1)yd—2 + ¢y {anyd_ZQ,O) + yd—2(2) +(d—2)(d— 3)yd_4p2}
" {RTTde“*(le?’) + Y (4)(3)p%] + (d — 4)(d — 5)y*° p4] 4.

n—2 o Con Y ] ] - ) ) o .
+ a5 [Tyd 22507 +yH[(25) (25 — 1)p¥ 2 4+ (d — 25)(d — 25 — 1)y* > 2p%
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n—2 : ) . o ) ) .
ooz | y (25 4+ 2)pP T + y T TR(25 + 2)(25 + 1)p¥]

+(d—25 —2)(d—2j — 3)yd*2j*4p2j+2] S

= d(d = 1)y"™ + e [2(n — 2)y"? + 25" + (d — 2)(d — B)y" 7]
+ ey [4(n = 2)y" % + 1207 + (d — 4)(d = B)y* Op'] + -+
+ ey [25(n = 2y p T+ 25(25 — Dy + (d = 2j)(d - 25 — D)y Y]
+ oy [(27 +2)(n — 2)y* ¥ 2% + (25 +2)(25 + Dy ¥ 2p¥
F(d— 25— 2)(d — 2j — 3)y TP 4.

= d(d = 1)y + cx [200 = 1y + (4= 2)(d = 3)y" 7]
+eq [4n+ Dy p? + (d = 4)(d - 5)y*p'] + - -
+ eo5 [25(n+ 25 — 3)y"Hp¥ 2 4 (d — 25)(d — 25 — 1)y 22 p%]
+ Cojan [(25 +2)(n 4 25 — D)y 72p% + (25 4+ 2)(2) + 1)y ?p¥
+(d—2j —2)(d—2j = 3)y"p] 4

0= [d(d — 1)+ ca(2n = D)y + [ea(d = 2)(d = 3) + dea(n + D]y"*p*+

o e (d — 25)(d = 25 — 1) + €2j42(25 + 2)(n + 25 — )]y ¥ 72p% 4 ...

Por ejemplo, igualar a cero los coeficientes de y¢~2 da

d(d—1)+e(2n—1) =0
d(d—1)

= o= ——
= m—1"

donde 2n — 1 # 0, ya que n € N y asi, el coeficiente ¢y queda completamente determinado.
De igual forma, igualando a cero los coeficientes de y?=2=2p% tenemos

Coj(d = 27)(d = 2] = 1) + ¢2542(2) +2)(n +2j = 1) = 0

coj(d —2j)(d —2j — 1)
(27 +2)(n+2j—1) "~

= Cojy2 = —

donde (2j+2)(n+2j—1) # 0, ya que j,n € Ny asi, el coeficiente c9;45 queda completamente
determinado.

Asi, para que F(p,y) € H{,), debe ser de la forma

d(d — 1)y(d72)p2  o(d—2j)(d—-2j-1) 422 22
2n — 1 (2j+2)(n+2j—1)

Flp,y) =y" —

Por lo tanto, salvo multiplos escalares, hay un tnico vector O(n — 1)-fijo, F'(p,y), en H{,.

La existencia del vector O(n—1)-fijo ya estaba probada, integrando sobre O(n —1). Ademas,
habiamos probado que cualquier subespacio O(n)-invariante V' # {0} de H{,; contiene un
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vector O(n — 1)-fijo distinto de cero y que si, W es el complemento ortogonal de V' dentro
de H{,; y si suponemos que W # {0}, entonces W también tiene un vector O(n — 1)-fijo
distinto de cero. Pero acabamos de demostrar que, salvo multiplos escalares, H?d) tiene un
unico vector O(n — 1)-fijo, F distinto de cero. Asi, supongamos que aF € V' y gF € W,
para a, 3 € Cy a # 3, entonces

0= (aF, BF) = aB(F. F),

como F' # 0 por hipdtesis, entonces debe de ser que af = 0. Ahora, si @ = 0, entonces
aF =0en V, de manera que V = {0}. Si 5 =0, entonces 5 =0y SF = 0 en W, de manera
que W = {0}. Por lo tanto, la representaciéon de O(n) sobre H{y es irreducible.
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